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I’ALGEBRE

PREMIERE SECTION,

Dans laquelle on donne les principes du
calcul des quantités Algébriques.

1. LE but de la Science qu'on appelle Algébre,
est de donner les moyens de ramener a des régles
géneérales , la résolution de toutes les questions
qu'on peut proposer sur les quantites.

Ces régles , pour étre genérales , ne doivent
pas dépendre des valeurs particuliéres des quan-
tites que l'on considére , mais bien de la nature
de chaque question , et doivent étre toujours les

mémes pour toutes les questions d'une méme

espece.

Algébre. A
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' Il suit de-la que I'Algébre ne doit point se
' borner a employer, pour représenter les quan-
, tités , les mémes caractéres ou les mémes signes
| que I'Arithmétique. En effet , lorsque par les
régles de celle-ci, on est parvenu a un resultat,
k| rien mne retrace plus a l'esprit la route qui y a
conduit. Qu'une ou plusieurs opérations arith-
’ métiques m’aient donné 12 pour resultat, je
. ne vois rien dans 12 qui m’indique si ce nombre
" est venu de la muldplication de 3 par 4, ou
de 2 par 6, ou de l'addition de 5 avec 7 ou
de 2 avec 10, ou, en genéral, de toute autre
combinaison d’opérations. L’Arithmétique donne
des régles pour trouver certains résultats ; mais
ces résultats ne peuvent pas fournir des régles:
IAlgebre doit remplir ces deux objets ; et pour
y parvenir , clle represente les quantités par des
signes généraux (ce sont les lettres de I'alphabet)
qui n'ayant aucune relation plus particuliere avec
un nombre qu'avec tout autre, ne représentent que
ce qu'on veut ou ce que l'on convient de leur
faire représenter. Ces signes toujours présens aux
yeux dans toute la suite d'un calcul, conservent,
pour ainsi dire , 'empreinte des opérations par les
quelles ils passent, ou du moins offrent dans les
résultats de ces opérations , des traces de la route

: qu’on doit tenir pour arriver au méme but par les
moyens les plus simples. Nous n¢ nous attachons

T ———
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DE MATHEMATIQUES. 3
point ici a développer davantage cette légére idée
que nous donnons de I’Algébre; la suite de cet
Ouvrage y est destinée.

Non-seulement on représente , en Algébre ,
les quantités , par des signes geénéraux : on y
représente aussi leur maniére d’étre les unes a
I'egard des autres , et les différentes opérations
qu'on a dessein de faire sur elles: en un mot ,
tout est representation ; et lorsqu’on dit qu’on
fait une opération , c’est une nouvelle forme
qu'on donne a une quantité. A mesure que nous
avancerons , nous ferons connoitre ces différentes
maniéres de représenter ce qui a rapport aux
quantités.

Des Opémtions fonda,mcmales sur les
quantités considérées généralement.

2. On fait, en Algébre , sur les quantités
representées par des lettres , des opérations ana-
logues a celles qu'on fait en Arithmétique sur
les nombres ; c’es-a-dire, qu'on les ajoute, on
les soustrait, on les multiplie, on les divise, etc.
mais ces opérations différent de celles de I’Arith-
métique , en ce que leurs résultats ne sont sou-
vent que des indications d’opérations arithmé-
tiques:

A a
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De ' Addition et de la Soustraction.

, 3. L’addition des quantites semblables n'a be-
' | soin d’aucune régle ; il est évident que pour
ajouter une quantité représentée par a, avec la
r méme quantité «, il faut écrire 2 a. Pour ajouter
! 2 a avec 3a, il faut écrire 5 a, et ainsi de suite.

Quant aux quantites dissemblables , et qu'on
représente tomjours par des lettres différentes ,
on ne fait qu'indiquer cette addition ; et cela

s'indique par le moyen de ce signe +, qui se

prononce plus.

Ainsi , si I'on veut ajouter une quantité Teprésentée
par a, avec une autre représentée par b, on ne peut faire
autre chose qu'écrire a 4~ &; en sorte quon ne connoit
Al véritablement le résultat, que quand on connoit les va-
J leurs parliculi‘cres des quantites représentées par @ et par bs
sia vaut 5, et b 12, a 4 b vaudra 17.

Parcillement , pour ajouter. . . . . S5a+4 3

o AVEC <. » = w v s ALY P e S Qa4 2¢

b e Y oWWetgdaiVia avys «.. b4 3d
onécrira « . - - . S5a43b49at2c+49b434d
que P'on réduitd . . .. . - 14a412b+42¢c4- 34

en rassemblant les quantites semblables.

4. 1l y a les mémes choses a dire sur la sous-
traction que sur l'addition. Si les quantités sont |
semblables , on n’a besoin d'aucune régle : il

_ SCD LYON
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DE MATHEMATIQUES. 5

est évident qne si de 52, on veut retrancher
2 a, il reste 3 a.

Mais si les quantités sont dissemblables , on
ne peut qu'indiquer la soustraction ; cela s'in-
dique a l'aide de ce signe — , gu’on prononce
en disant moins.

Ainsi, sil'on a b 4 retrancher de a , on écrira a —¥.

Pour retrancher 34 de 5a, on écrira 5a — 3 5.

G R I R L ga-4 64
an-veut retrancher.. © . v LD 5a4 4%
On €Crifd . + « v v + v s s+« Qa+6b—5a—4b
que; Lo réduis 47 o 0ol S s (i s 4a- 2b

en faisant déduction sur les quantités semblables ; ce
qu'on appelle faire la réduction.

5. Un nombre qui précéde une lettre , s’ap-
pelle le coéfficient de cette lettre ; ainsi dans 30,
3 est le coéfficient de b. Lorsqu'une leure doit
avoir 1 pour coéfficient, on ne met point ce
coéfficient : ainsi lorsque de 3 2 on retranche
2a, il reste 14; on écrit seulement . Il faut
donc bien se garder de croire que le coéfficient
d’'une lettre , lorsqu’il ne paroit point, soit zéro;
il est alors l'unité ou 1.

6. Il importe peu dans quel ordre on écrive
les quantites qu'on ajoute ou qa'on retranche ;
si 'on a ¢ a ajouter avec & , on peut indiffé-

A3




6 CoURS
remment écrite @ 4 b ou b 4 a; et pour re-
trancher & de a , on peut écrire egalement a — b

ou— b 4 a.

7. Remarquons encore que lorsqu’une quan-
titt n'a point de signe, elle est censee avoir le
signe -+ ; a est la mérue chose que 4 4. On

est dans 'usage de supprimer Je signe , dans la
quantité qu'on écrit la premiére , lorsque cette
quantité doit avoir le signe 4 ; mais si elle
devoit avoir le signe — , il ne faudroit pas
I'omettre.

8.. Lorsqu’a la suite d'une opération , on fait
f la reduction , il peut arriver que la quantitée pre-
l cedee du signe — , ait un coéfficient plus grand
A que celui de la quantite semblable précedée du
signe + ; mais dans tous les cas, l'opération
se réduit a cette régle genérale : L'addition des

S o . o
quantités algébriques se Jait en écrivant leurs par-

tes a la suite les unes des autres avec leurs signes
i | tels qu'ils sont © on réduit ensuile les quantites sem-
b | blables , a une seule , en rassemblant d'ume part

{ toutes celles qui omt le signe + , et dune autre

L
part , toutes celles qui ont le signe — ; enfin on i
retranche le plus petit résultat du plus grand | et

on donue au reste, le signe quavoit le plus grand.

Parx exemple, si 4 la suite d'une opération, on trouvoit

~ SCD LYON




DE MATHEMATIQUES. 7
14a+ 120+ 2¢ 4 3d 4+ a++ b 4 4d — 4c; onrédai-
roit cette quantité d 15a - 136 — 2¢ 4 7d; dans laquelle
au licu de 2¢ — 4¢ qu'on avoit dans la premiere, on a
écrit — 2 ¢, parce qu'ayant 4¢ 4 retrancher d'une quantité
dans laquelle il n'y a que 2 ¢ qui s'offrent immédiatement,
il faut marquer qu'il reste encore 2¢ a retrancher sur la

totalité des autres quantités.
ESYEIM P K

On veut ajouter les quatre quantités suivantes :
Sa 4 3b — 4¢
2a — 5b - 6¢ -} 2d
a — 4b — 2¢ -} 3¢
74 4+ 4b — 3c — Ge

Somme...... veree Sa A4 3b — 40 4 2a — 58
4 6c 4 2d 4 a —4b—gc 4+ 3¢ 70 4 40
— 3¢ — Ge.

Faisant Ia réduction , j’ai pour les a, 15 a; pour les &,
¥ai 4 7b d’'une part et — gb de l'autre, et par consé-
quent — 2 b pour reste ; pour les ¢, j’ai — g.¢ d'une part,
et - 6¢ de l'autre, et par conséquent — 3¢ pour reste;
réduisant les autres de méme , on trouve enfin 15 3 — 24

—3c 4 24— 3

9. Les quantités séparées par les signes -
et — , sappellent les termes des quantites dont
elles font parties.

10. Une quantité est appelée Monome , Binome ,
Trinome , etc. selon qu'elle est composée de 1,
A 4
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ou de 2, ou de 3, etc. termes ; et une quan-
tité composee de plusiears termes dent on ne
definit pas le nombre , s'appelle en general un

Polynome.

11. A I'égard de la soustraction des quantités
algébriques , voici la régle genérale : Changex les
signes aes termes de la quantité que vous devez
sousiraire , cest-da-dire , changer 4 en —, el —
en A ;. ajouter ensuite cette quantité , ainsi chan-

gée, avec celle dont on doit soustraire , et réduisez.

Ex EMGPLE.

De.oososrres ver b6a—3b 4 4¢
on veut retrancher.. 5a — 5& + 6¢
jéeris...... 6&—35+4c-—5a+5:’1—ﬁc
et réduisant, j'ai pourreste. a .+ 20 — 2¢.

Pour rendre raison de cette régle, prenons un
exemple plus simple. Supposons que de a on
veunille retrancher b ; il est évident qu'on doit
ecrire a — b ; mais si de a on vouloit retran-
cher b — ¢, je dis qu'il faut écrire a — b+ ¢
en effet, il est clair qu'ici ce n'est pas b tout
entier qu’il s’agit de retrancher , mais seulement
b diminué de ¢ ; si donc on retranche d'abord b
tout entier en écrivant ¢ — b , il faut ensuite ,

pour compenser , ajauter ce (u'on a 6t€ de rop;
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il faut donc ajouter ¢, il fant donc écrire a —
b 4 ¢, Cest-a-dire , qu'il faut changer les signes
de tous les termes de la quantité qu'on doit sous-

traire,

12. Les quantites précedées du signe +, se
nomment quamités positives ; et celles qui sont
précédées du signe — , se nomment quantités
négatives. Nous entrerons par la suite, dans quel-
que détail sur la nature et les usages de ces quan-
tités considérées séparément l'une de lautre.

De la Multiplication.

13. La multiplication Algébrique exige quel-
ques considérations qui lui sont particulieres ,
et qui n'ont pas lieu dans la multiplication Arith-
métique. Indépendamment des quantités , il y a
encore les signes a consideérer.

Au reste , 2 ne considérer que les valeurs nu-
mériques des quantités représentées par les letures,
on doit se former de la multiplication algébrique
la méme idée que de la multiplication arithme-
tique ; ainsi , multiplier  par 4, Clest prendre
la quantité représentée par a , autant de fois qu'il
y a d’unités dans la quantité représentee par b.

14. Mais comme I'objet est ici de faire ou de
représenter la multiplication , indépendamment
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des valeurs numeériques des quantités , il faut
convenir des signes par lesquels nous indique-
rons cette multiplication.

Outre le signe < , par lequel nous avons dit,
dans I'Arithmeétique , que I'on désignoit la mul-
tiplication , on fait aussi usage du point , que
Von interpose entre les deux quantités qu'on doit
multiplier ; en sorte que «. 4 et a < b signifient
Ia meme chose.

On indique encore la multiplication (du moins
entre les quantités monomes ) en ne mettant au-
cun signe entre le multiplicande et le multipli-
cateur; ainsi@ X b, a. b, ab sont trois expres-
sions dont chacune désigne qu'on doit multi-
plier @ par b. Ceute derniére est la plus usitée.

15. Pour multiplier a b par ¢, on écrira donc
abc. Pour multiplier a b par cd , on écrira abed,
et ainsi de suite : il importe peu d'ailleurs dans
quel ordre ces lettres soient écrites, parce que
le produit est toujours le méme dans quelque
ordre qu'on multiplie.

16. De cette maniére de représenter la mul-
tiplication des quantités monomes , il suit que
be produit de la multiplication’ de plusicurs quantités
algébriques monomes , doit renfermer toutes les lettres
qui se trowvent tant dans le multiplicande que dans
te multiplicateur,
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17. Si les quantites qu'on doit multiplier,

étoient composées de la méme lettre , cette lettre

se trouveroit donc écrite dans le prodait autant

de fois qu’elle I'est dans tous les facteurs en-

semble, quelque soit le nombre des quantités
qu'on a a multiplier.

Ainsi @ multiplié par ¢ donneroit aa: aa multiplié par
aca, donneroit aaaaa: aa multiplié par aaa et multiplié

encore par a, donneroit aaaaaa.

Dans ce cas, on est convenu de n’écrire cette
lettre qu'une seule fois , mais de marquer, par
un chiffre qu'on appelle Exposant, et qu'on place
sur la droite et un peu au-dessus de la lettre ,
combien de fois cette lettre est facteur, ou com=
bien de fois elle doit étre écrite.

Au lieu de aa, on écrira donc a® : au lien de aza, on
.l 1

écrira @’ : au lieu de asaaa, on écrira a®, et ainsi des

aulres.

Souvenons-nous donc a l'avenir, que lexpo-
sant d’une lettre , marque combien de fois cette lettre
est facteur dans-un produit.

Dans a” % ¢ il y a trois facteurs de valeur différente , sa-
voir, a, b, ¢ : mais, de ces lettres, la premiére est facteur
trois fois ; laseconde , deux fois; et la troisieme , une fois:

en effet a®b%c équivaut 4 aaabbe.

18. Puisque I'exposant marque combien de fois
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la quantité est facteur , il marque deonc anssi 2

quelle puissancc cette quantité est elevee,

Ainsi dans a® I'exposant 5 marque que g est éleve 4 la

cinquiéme puissance.

1g9. Il faut bien se garder de confondre I'ex-
posant avec le coéfficient; de confondre, par
exemple, a* ayec 2 a, a® avec 3 a: dans 2 a,
Ie coéfficient 2 marque que @ est ajouté avec a,
c’est-a-dire, que 2 ¢ équivaut a ¢ + a ; mais
dans @* , I'exposant 2 marque que la letttre 4
devroit etre ecrite deux fois de suite sans aucumn
signe ; qu’elle est multipliée par elle-méme , ou
enfin qu’elle est facteur deux fois; c’est-a-dire,
que 4> équivaut 2 @ X a; ensorte que si @ vaut 5,
par exemple , 24 vaut 10; mais ¢* vaut 25.

20. On voit donc que pour multiplier deux
quantités monomes qui aurotent des lettres communes ,
on peut abréger Uopération , en ajoutant tout de
suite les exposans des lettres semblables du multi-
plicande et du multiplicateur.

Ainsi pour multiplier 2% par o® , j'éeris a®, cest-d-dire,
que j'écris la lettre 4 en lui donnant pour exposant, les
deux exposans 5 et 3 réunis. De méme pour multiplier
e’ b* ¢ par a*b’ cd, jécris o’ B ¢*d, en écrivant d'abord
toutes les letires différentes abcd, et donnant ensuite A
la premiere pour exposant 7 qui est la somme des ex-

posans J et 4; 4 la seconde, 3 qui est la somme des
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denx exposans 2 et 3; et 4 la troisitme, 2 qui est fa
somme des deux exposans I et I; car quoique I'exposant
de ¢ ne soit pas marqué, on doit néanmoins sous-entendre

qu'il est 1, puisque ¢ est facteur une fois.

Donc toute lettre dont Uexposant n’est point écrit
est censée avoir 1 pour exposant; et réciproquement,
toutes les fois qu'une letire devra avoir 1 pour ex-
posant , on peut se dispenser d'écrire cet exposant.

Telle est la régle pour les lettres dans les quan-
tités monomes.

21. Quand les quantités monomes sont pré-
cedées d’un chiffre, c’est-a-dire, d’'un coéfficient,
il faut commencer la multiplication par ce coéffi-
cient; et cette multiplication se fait suivant les
régles de I’Arithmétique.

Ainsi pour multiplier 5 a par 35, je muliplie d’abord
54 paeuss, puis a par b, et je trouve 15ab pour produit.
Pareillement, sij'ai 12 ¢® 6* 4 multiplier par g a* 4, j’aurai
108 a7 b5,

22. Ces principes posés , venons a la mul-
tiplication des quantités complexes. Il faut, pour
cette multiplication , suivre le méme procédé
quon suit en Arithmétique pour les nombres
qui ont plusieurs chiffres, cest-a-dire, qu'il
faut multiplier successivement chacun des termes
du multiplicande , par chacun des termes du

multiplicateur , et cela en observant les régles
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que nous venons de donner pour les monomes.
On n'est point assujetti, comme en Arithmé-
tique , a opérer en allant de droite a gauche,
plutot que de gauche a droite ; cela est indif-

férent ; nous prendrons méme ce dernier parti

qui est le plus en usage.

EXeM P L E L

\ On propose de multiplier. . . . a - b
PAL: 5. 5o s Jaias e e m e c 4+ d

i Produit. . . . . . . ac 4+ be + ad + bd

¥2. ' Je muhiplie a par ¢, ce qui ( 14 ) me donne ac.

I'_ 29, Je multiplie & par ¢, ce qui me donne be¢; j'ajou:c ce

[ second produit au premier en les unissant par le signe -+
etj'ai ac -+ bc pour produit de ¢ +4- & par c.

! Je multiplie de méme a et b pard, ce qui me donne

i.. ad - bd, qui joint au premier produit, donne ac 4 be¢

I - ad - bd. En effet, multiplier a 4 & par ¢ - d, cest

! prendre non-seulement a, mais encore b, autant de fois

qu'il y a d’unités dans la totalité de ¢ +'d, cest-i-dire,

antant de fois qu’il y a d’unités dans ¢, plus autant de fois

qu'il y a d’unités dans d.

E X e EL

Produit. . . .., ac — bc — ad 4 bd

Apres avoir multiplié @ par ¢, ce qui donne ac, je
multiplie & par ¢, ce qui donne bc; mais au lieu d'a-
jouter ce dernier produit au premier, je 'en retranche,
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parce qu’en multipliant & tout entier, ainsi quon le fait

ar la premiére opération, il est visible ou’on » multiplie
P P P i b p

]

de trop la quantité & dont a devoit étre diminué; il faut
donc bter de ce produit, la quantit¢ J multiplié par ¢;

c’est-d-dire, 6ter be.

On trouvera de méme, que & — b multiplié par 4,
donne ad — bd; mais comme le signe du multiplicateur
actuel d, est —, on retranchera ce second produit, du
premier, et (11 ) 'on aura ac — be — ad + bd.

En effet, puisque le multiplicateur ¢ — o est moindre
que ¢, de la quantité d, il marque qu'il ne faut prendre le
muliiplicande qu’autant de fois qu'il y a d’unités dans ¢
diminué de d: oril est clair qu’ayant pris d'abord , 4 — §
autant de fois qu'il y a d’unités dans ¢, le produit est trop
grand de la valeur de ¢ — pris autant de fois qu'il y a d’u.
nités dans d; il faut donc retrancher le produitde a -4 par d.

23. SiI'on fait attention aux signes des termes
qui composent le produit total a¢ — b — ad
+ bd, et quon les compare avec les signes des
termes du multiplicande et du multiplicateur qui
les ont donnés, on observera 1°, que le terme a4
qui est censé avoir le signe 4, étant multiplié
par le terme ¢ qui est censé aussi avoir le signe
+ . a donné pour produit ac qui est censé ayoir
le signe 4.

2% Que le terme b qui a le signe —, étant
multiplié par le terme ¢ qui est censé avoir ls
signe 4, a donné pour produit b ¢ avec le

signe —.

O
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30. Que le terme a qui a lesigne < , multiplié
par le terme d qui a le signe —, a donneé pour

produit ad avec le signe —.

4°. Enfin, que le terme b qui a le signe —,
étant multiplié par le terme d qui a aussi le signe
—, a donné pour produit le terme bd qui a le
signe +.

Donc, a l'avenir, nous pourrons reconnoitre
facilement dans les multiplications partielles, $iles
produits particuliers doivent étre ajoutes ou retran-
chés ; il suffira pour cela d’observer les deuxrégles
suivantes que nous fournissent les observations
que nous venons de faire,

24. Si les deux termes que U'on doit multiplier ont
tous deux le méme signe , c'est-a-dire , ou tous deux +,
ou tous deux —; leur produit aura toujours le signe +-.
Si au contraire ils ont différens signes , cest-a-dire ,
Uun 4+ et Pautre —, ou l'un — et lauire plus -+ ;

leur produit aura towjours le signe —.

A Taide de ces régles, on est en etat de faire
toute multiplication algébrique. Mais pour procé-
der avec méthode, on observera d'abord la regle
des signes, puis celle des coéfficiens, enfin celle
des lettres et des exposans.

Terminons par un exemple ou toutes ces regles
soient appliquees.

ExempLE II1,

|
|
|
1
|
|
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BXE M PEE LT

Onpropose de multiplier 544 — 24’} 4 4q%b*
Par. i s ... i . a4 —gab i 9k

5a’ — 2afh "E‘ 43"‘3)’
—20a8b 4- 8a%h* — 16a4)3
+ 10a%h? — 4a%bt - 8a%bd

Produit..... 5a7 - 2246 +124a%0% - Gath® - 4a%b* & a2

Je multiplie successivement les trois termes 5a, —
2a’b, 4 4a*b*, par le premier terme o° du multipli=
cateur. Les deux termes 5 at et a? ayant le méme signe,
le produit (24) doit avoir le signe -; mais j'omets ce
signe, parce qu'il appartientau premier terme du produit (7).
Jemultiplie ensuite le coéfficient 5 de a# par le coéfficient 1
de a*, ce qui me donne 5 ; enfin multipliant a* par 43 selon
la regle donnée ( 20), c’est-d-dire , ajoutant les deux expo-
sans 4 et 3, y’ai a7, et par coméfiuum 5al pour produit.

Je passe au terme — 24% b ; et pour le multiplier par a%,
je vois que les signes de ces deux quauntités étant différens,
le produit doit avoir le signe — ; je multiplie ensuite le
coeflicient 2 de a®b par le coéfficient 1 de ¥, et enfin a’b
par a®, et y’ai — 2 4% pour produit.

Par un procédé semblable, le terme -f- 44%)* multiplié
par o® donnera 4 44552,

Apres avoir muliplié tous les termes du multiplicande
par a®, il faut les multiplier par le second terme — 4 a%b
du multiplicatenr. Le terme 5a* multiplié par — 42% de
signe difféerent, donnera — 204%4; le terme — 2 a%b mul-
tiplié¢ par — 4 4%} de méme signe, donnera - 8a%*%: et
le terme - 44*6* multiplié par — 4 2% de signe différent,
donnera — 16 243,

Algébre. B
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Enfin on passera dla multiplication par le terme + 2%,
et en suivant les mémes régles, on trouvera + 10a4d%,
— 4a%%, 4 84a*b° pour les trois produits partiels.

Ajoutant tous ces produits, et faisant la réduction, on
2.5a7 — 9245 4 124%% — 6aib® — 4a°b* + 84°P°
pour produit total.

25. Pour se familiariser avec la pratique de
cette régle, on prendra des exemples dans la
Table que 'on trouve ci-aprés la division ; voici

quclqucs remarques sur quelques- uns de ces

exemples.
Dans le premier, on.a muliipli¢ a 4- & qui représente
généralcmem la somme de deux quantités, par a — b qui

représente généralement leur différence, etl’on tiouve poar
produit a* — 4% qui est la différence du quarre de la pre-
mictre au quarré de la seconde, ou la différence des quarrés
dc ces deux quantités. On peut donc dire généralement,
que la somme de deux quantités , multipliée par leur différence,
donne toujours , pour produit, la différence des guarres de ces
mémes quantités. Que I'on prenne deux nombres quelcon-
ques, 5 et 3 par exemple; leur somme est 8 et leur diffé-
rence 2, lesquelles multipli¢es 'une par I'autre , donnent 16,
qui est en effer la différence du quané de 5 au quarré de 3,
c'est-a-dire, de 25 4 9. Et réciproquement, la différence des
quarrés de deux quantités, peut toujours élre considérée comme
formée par la multiplication de la somme de ces deux quantités
par leur ;h’_ﬁ’érence. Ainsila ciu:ml.ité b* — ¢*, quiestla dif-
ference du quarre de b an quarré de ¢, vient de la multi-
plication de b 4 ¢ par & — c. Ces deux propositions nous
seront utiles par la suite.

On peut déjd remarquer en passant, un des usages de
I'Algebre pour découvrir des vérités geénerales,
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Le second exemple fait voir d’une maniére générale et
simple ce que nous avons dit en Arithmétique sur la com-
position du quatré, savoir, que le quarré de la somme a “+b
de deux quantités, est composé du quarré a* ae la premiére, du
douile 2ab de la premiére multipliée par la seconde, ef du
quarré b® de la seconde.

Le troisieme exemple confiruie ce que mous avons dit
aussi en Arithmétique sur la formation du cube. On ¥y
voit a® - 24b 4 b2, quarré de a - b, qui aprés avoir
¢té encore multiplié par a -+ &, donne a3 + 3 4% + 3442
4~ &%, dont le premier terme est le cube de @, le second
qui est le mémie que 34* X< b, estle triple du quarré de a,
multiplié par &; on voit de méme que 3ab® estle triple de ¢
multipli¢ par le quarré de b; et enfin 4% est le cube de 5.

26. Pour indiquer la multiplication entre deux
quantités complexes , on est dans I'usage de ren-
fermer chacnne de ces deux quantités entre deux
crochets , et d'interposer entr'elles 1'un des signes
de multiplication dont nous avons parlé plus
haut (14); quelquefois méme on n'interpose
aucun signe ; ainsi pour marquer que la totalité
de la quantité a* 4+ 3 ab + b* doit étre multipliée
par la totalité de 24+ 3b, on écrit (a* 4 3 ab 4 b*)
X (2a43b)ou (a*+8ab+b*).(2a+ 3b)
ou simplement (a* + 8ab + 4*) (24 + 3b).
Quelquefois au lieu d’ecrite chaque quantité entre
deux crochets, on couvre chacune d’une barre,

en cette maniére, @* + 3 ab + b* X 2a 4+ $b.

27. Il y a beaucoup de cas on il est plus
B2
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avantageux d'indiquer la multiplication que de
I'exécuter. On ne peut donner de regles geneé-
rales sur ce sujet, parce que cela dépend des
circonstances qui donnent licu a ces operations :
nous verrons par la suite plusicurs de ces cas.
Cest principalement par I'usage qu'on apprend
ales distinguer. On peut cependant, dire assez
généralement, qu'il convient de se contenter d'in-
diquer les multiplications , lorsque celles - ci
doivent étre suivies de la division , parce que
cette derniére opération s’executant souvent, ainsi
qu'on va le voir , par la seule suppression des
facteurs communs au dividende et au diviseur ,
on distingue plus facilement ces facteurs com-
muns, lorsqu'on n'a fait qu’indiquer la multi~

plication.
De la Division.

28. La maniére de faire cette opération en
Algtbre , dépend beaucoup des signes que nous
sommes convenus d'employer pour la multpli-
cation. L'objet en est d'ailleurs le méme qu'en
Arithmetique.

2g. Lorsque la quantité qu'on proposera a

diviser , n'aura aucune lettre commune avec le

diviseur , -alors il n’est pas possible d'executer

I'opération ; on ne peut que l'indiquer , et cela




L e

L

DE MATHEMATIQUES. 21

se fait en écrivant le diviseur au-dessous du di-
vidende , en forme de fraction , et séparant I'un
de I'autre par un trait.

Ainsi pour marquer qu'on doit diviser a par b, on écrit
a o AR i } L 5
77 et I'on prononce a divisé par b, pour marquer qu'on
el . . aa + bb
doit diviser aa - bb par ¢ 4 d, on écrit e

30. Lorsque le dividende et le diviseur sont
monomes, si toutes les lettres qui se trouvent
dans le diviseur, se trouvent aussi dans le di-
vidende , la division peut étre faite exactement,
et on l'exécutera en suivant cette ol
Supprimez dans le dividende , toutes les lettres qui
lui sont communes avec le diviseur ; les lettres qui

resteront mmjmsm'ﬂnt le .y-rmtr'ml.

Ainsi pour diviser a b par a, je supprime a dans le di-
vidende ab, et j'ai b pour quotient. Pour diviser ab¢
par ab, je supprime ab dans le dividende, etj’ai ¢ pour
quotient.

En effet, puisque (14) les lettres écrites sans
ancun signe interposé , sont les facteurs de la
quantite dans laquelle elles entrent , les lettres
du diviseur, qui sont communes au dividende ,
sont donc facteurs de ce dividende ; or nousavons
vu en Arithmeétique que lorsqu’on divise un pro-
duit par un de ses facteurs, on doit trouver pour
quotient l'autre facteur ; donc le quotient doit

B3
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étre compose des lettres du dividende qui ne
sont point communes entre celui-ci et le di-

viseur.

31. Il suit de-1a que lorsqu'il y aura des expo-
sans, la régle qu'on doit suivre, est de retrancher
Vexposant de chaque letire du diviseur , de lex-
posant de pareille lettre du dividende,

Ainsi pour diviser a® par 4*, je retrancle 2 de 3, il me
reste 1, et par cm:s(-quem j'ai ¢' ou a pour quotient. De
méme, ayant 4 diviser a*b’c* par a*be, jaurai a*b%c.

En effet 2—-:—- est la méme chose que “_a.‘f‘.,f qui , selon la
regle donnée (30), se réduit 4 a, en otant les lettres com»

munes au dividende et ay diviseur,

52. Donc si une lettre a le méme exposant
dans le dividende et dans le diviseur , elle aura
zéro pour exposant dans le quotient,

Ainsi a® divisé par a® donnera a®; a®b ¢? divisé par a*bc?
donne ¢'6°° ou a b°c°,

Dans ce cas, on peut s¢ dispenser d’ecrire les
lettres qui ont o pour exposant ; car chacune
d'elles n’est autre chose que l'unite. En effet,
lorsqu'on divise a® par 4%, on cherche combien
de fois a® contient ¢® ; or il le contient evi-
demment 1 fois ; le quotient doit donc étre 1 3
d'un autre cote @° divisé par «® donne pour quo-
tient a° ; donc a° vaut 1. En géneéral, toute quan=

tite qui a éro pour exposant , vaul 1.
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33. Si quelques lettres du diviseur ne sont pas
communes au dividende , ou si quelques-uns des
exposans du diviseur sont plus grands que ceux
de pareilles lettres du dividende, alors la division
ne peut étre faite exactement : on ne peut que l'in-
diquer comme il a été dit ci-dessus (29). Mais on
peut simplifier le quotient ou la quantité fraction-
naire qui le représente alors. La régle qu’il faut
suivre pour cela, est de supprimer dans le divi-
dende et dans le diviseur, les lettres qui leur
sont communes ; €n sorte que s'il y a des expo-
sans , on efface la lettre qui a le plus petit expo-
sant, et I'on diminue de pareille quantité le plus
grand exposant de la méme lettre.

Par exemple, si I'on propose de diviser a°b ¢® par a®b%c#,
adh c3

e
on ecrira ———
a?hich

effacera a®* dans le diviseur, et Fon écrira seulement a

que l'on réduira en cette maniére ; on
3

dans le dividende 5 on effacera b dans le dividende , et I'on
écrira seulement 42 dans le diviseur ; enfin on effacera &

dans le dividende, et 'en écrira seulement ¢ dans le divi-
a3
1 A
seur; en sorte qu'on aura - On trouvera de méme, que
[+

a2l5c3 idule § e
— séTEQUIt 34 —-
a’berd ad

Si, par ces opérations, il ne restoit plus ancune
lettre dans le dividende, il faudroit écrire 'unite,

g g o
Ainsi — se reduira 4 -.
a¥ a

La raison de ces régles est facile a saisit aprés

B 4
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tout ce qui a éte dit ci-dessus j car , supprimer,
ainsi qu'on le prescrit, le méme nombre de lettres
dans le dividende et dans le diviseur, c’est di-
viser , par une méme quantité , chacun des deux
termes de la fraction qui exprime le quotient ;
or cette opération n'en change point la valeur
et simplifie la fraction , ainsi qu'on I'a vu en

Arithmeétique,

34. Jusqu'ici nous n'avons pas eu egard aux
coéfficiens que peuvent avoir le dividende , ou
le diviseur, ou tous les deux. La régle qu'on
doit sunivre a leur égard, est de les diviser comme
en Arithmeétique ; et si la division ne peut pas
étre faite exactement , on les laisse sous la forme
de fraction, que i'on réduit a sa plus simple ex~

pression , lorsque cela est possible,

Par exemple , ayant & diviser 8 a%b par 4a%b, jedivise 8
par 4, etj'ai pour quotient, 2; divisant ensuite a’b par a%b,
j'al pour quotient, a; et par conséquent 2 4 pour quotient
total.

e 2 e . Badls -
Ayant 3 diviser 84°0® par 6ab, j'écris 6o que s

4a*h

reduis 4

35. La régle que nous venons de donner (33)
est génerale, soit que le dividende et le diviseur

soient monomes , soit qu'ils soient complexes

ou polynomes, pourva que dans ce dernier cas,
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les lettres communes au dividende et au diviseur
soient en méme temps communes a tous les
termes séparés par les signes -+ et —.

C’est ainsi qu'ayant a® -+ 4 a*b — 5 a*b® 4 diviser par o®
a® 4 4atb — 5a2b3 |

-4 sala
5

— 5a%h, on réduira le quotient e
. ira q Sy
antité a 4 4a%b — 58°
vantité ———————
q & = 5(’:

, en supprimant a® qui est fac-

teur commun de tous les termes du dividende et du diviseur.

86. Si le dividende et le diviseur sont com-
plexes , on ne peut donner de régles générales
pour reconnoitre, par l'inspection seule , s1 la
division peut ou ne peut pas étre faite exacte-
ment, Il faut, pour s'en assurer et trouver en
méme temps le quotient , faire 'opération que
nous allons enseigner.

1°. Disposer, sur une méme ligne , le divi-
dende et le diviseur, et ordonner leurs termes
par rapport a une méme lettre commune a 'un
et a l'autre , c’est-a-dire , écrire , par ordre de
grandeur , les termes ou cette lettre a des expo-
sans consecutivement plus petits.

2°, Cette disposition faite , on separe le di~
vidende , du diviseur, par un trait, et on pro-
céde a la division en prenant seulement le pre-
mier terme du dividende , que I'on divise , sui-
vant les régles données ci-dessus ( 3o etsuiv.)
par le premier terme du diviseur , et I'on écrit

le quotient sous le diviseur.

3l
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3°. On multiplie successivement tous les termes
du diviseur, par le quotient qu’on vient de trou-
ver, et on porte les produits sous le dividende ,
en observant de changer leur signe.

4°. On souligne le tout; et aprés avoir fait
la reduction des termes qui sont semblables dans
le dividende et dans le produit, on écrit le reste
au-dessous pour commencer une seconde divi-
sion de la méme maniére, en prenant pour pre-
mier terme, celui des termes restans qui a le
plus fort exposant.

Sur quoi il faut remarquer qu'ici, comme dans
la multiplication , on doit avoir egard aux signes
du terme du dividende et du terme du divisenr
que 'on emploie : la régle est la méme que pour
la multiplication , c’est-a-dire, que .. . . ..

8i le dividende et le diviseur ont le méme signe,
le quotient aura le signe + .

8i, au contraire , tls ont différens signes | le quo-
tient aura le signe —.

Cette regle pour les signes, est fondee sur ce
que le quotient multiplié par le diviseur, doit
reproduire le dividende. Il faut donc que le
quotient ait des signes tels qu'en le multipliant
par le diviseur , on reproduise le dividende avec
les meémes signes ; or cette condition entraine
neécessairement la régle que nous venons de
donner,
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Pour procéder avec ordre, on commencera
par les signes , puis on divisera le coéificient,

enfin les lettres.
E X B -MeByr- Lo Es

On propose de diviser aa — bb par b + a.

J'ordonne le dividende et le diviseur par rapport A'T'une
ou A I'autre des deux lettres a et b, par rapport d a, par
exemple; et je les écris comme on le voit ici:

Dividende.c.eesoses. aa — bb a -4~ b Diviseur.

— aa ~— ab | a — & Quotient,

—_——

Rieste, s rsvesorsisavesis == gb —bb
A ab + bb

AL N A I

- VSIS N T (P e

Le signe du premicr terme aa du dividende, étant le
méme que celui de a premicr terme du divisear , je dois
mettre -4 au quotient ; mais comme c’est le premier terme,
je puis omettre le signe 4.

Je divise aa par a; j'ai pour quotient @ que j'écris sous
le diviseur.

Je multiplie successivement les deux termes a et b du
diviseur, par le prcmier terme a du quotient, et j'ecris les
produits aa et ab sous le dividende, avec le signe —,
contraire a celui qu'a donné la multiplication, parce que
ces produits doivent étre retranches du dividende.

Je fais la réduction en effagant les deux termes aa ct
~ aa qui st détruisent s il me reste — ab qui, avec la
partie restante — bb du dividende, compose ce qui me
reste A diviser.

Je continve la division en prenant — & b pour premicr

terme de mon nouveau dividende.
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Divisant = a b par a, j'éeris — an quotient, parce que
Ies signes du dividende et du diviseur sont différens 5 quant !
aux lettres, je trouve & pour quotient, et je I'écris 4 la
suite du premier quotient.

Je multiplie les deux termes a et b du diviseur, par le
terme — & du quotient ; les deux produits sont — ab-4b;
je change leurs signes et j’écris -+ ab, 4 bb sous les par- |
ties restantes du dividende. Je fais la réduction en effacant
les parties semblables et de signe contraire : comme il ne '
Teste rien, j'en conclus que le quotient est a — b.

On auroit pu également ordonner le dividende ¢t le di-
viseur par rapport A la letire &, et alors on auroit ey —
bb + aa a diviser par b + a, ce qui, en opérant de la
méme manicre, auroit donné — b -k a pour quotient ,
quantité qui est la méme que @ — b.

Voyer les exemples de la Table ci-jointe.

37. 1l arrive souvent qu'une quantite résul-
tante de plusienrs operations différentes , peut
€tre mise sous la forme d’un produit ou reésultat
de multiplication : lorsque cela arrive , il est
trés-souvent utile de lui donner cette forme ,
en indiquant la multiplication entre ses facteurs.
Quoique la méthode genérale pour découyrir ces
facteurs depende de connoissances que nous ne
donnerons que par la suite , néanmoins nous
observerons que lorsqu’'on s’est un peu fami-
liarisé avec la multiplication et la division , on

les appercoit, dans beaucoup de cas avec faciliteé.

Par exemple, si on avoit 4 2jouter 5ab — 3bc -+ a?,

SCD LYON 1




Algebre, page 28.

Exemples de Multiplication.

a 4 b a4 b a* + 2ab 4 b
a— b a4 b a-- b
a* 4 ab a* 4+ ab @+ 2a*b + ab®
— ab -} B* + ab - b* ’ Ja*b4 2ab® 4 B
a® — b* a* +2ab4+b* A a3 4 3a*b f3ab2 40

a2 3 4 .5 133
74 o— -5-a b + ;5
$ab — 25

8 o 1228 ks 3
ga%b — 2a° bt 4 abt

___%Rfiba + _g_a:a — %

56%— 4a° b4 Sabd — 35

4a°— 5 ab 4 282

20 a° — 16 a*b -} 20 a® b* — 124* b®
— 25 gt b }-20a%b% — 25 283 4 15 a bt
4 10a°h* — 842k 410 a bt — 6 b

Zat b-—-——J}-."‘:i—ﬁad b* 4% a% 6% 4 S abt 20 a® — 41 a*d 4 50a*b? — 45a? b3 - 25 g bt — 64

a5 —p3 {a — b

Exemples de Division.

_a3+dﬂbm 8 at — Qa";b—ISa“b“—l?aij‘;ai..{.5;;],..|..z,z
+a*b— b —8at—10d’b — ga*b* L2a* — 3ab

— a*b 4 alb® —12a°b—15a*b*—3ab*

-+ ab* —b° 4 12a® b4 15a* b2 - 3a bt

—ab® -} B o

o

at 4 gaabb -y b —ct faaf bb 4 co 208 — Lacbftatb— K B° (0 — 3§D
—at— aabb—aacc {m —2a% 4 L ab® {%a —_ 1 b

4+ a@abb—aacc bt =t tab— 2L b°
e aabb— ¥ —bbcc —iab4 L8
—aacc—bbcc—ct 0

daaccdbbcect

ans-—4lﬂ5fb+50a'jb°'——45ag B3 -+ 25 abt — 613 { 5 r:';—;;a’b-{- 5ab* — 388

— 20a° 4 16atb— 204’ b* 4 124° °

0

4a*=— Sab 4 2b*

—2:)&‘:‘.)+3U a’

42504 b —2004a% b* 4- 25 a* b3 — 15 a bt

b*—33a*b® 4 25 a bt —6§°

- 10a

— 104

ps— 8a% b’ 4 10abt—6 P

3 b2 4~ Ba? b3 — 10 a bt 4 6 B°

0
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avec 3ab -+ 3bec — 24*, on auroit Sab — a® qui, &
cause de la lettre @ qui est facteur commun des deux termes
8ab ct a*, peut étre considéré comme étant venu de la
multiplication de 86 — a par a, ct peut étre représenté
par (86 — a) >< a. Il est utile de s'exercer & ces sortcs

de décompositions.

D¢ la maniére de trowver le plus grand commun

diviseur de deux guantiée’s littérales.

38. La méthode pour trouver le plus grand commun
diviseur de deux quantités littérales , est analogue 2 celle
que l'on suit dans I'Arithinétique pour les nombres. 11
faut, aprés avoir ordonné les deux quantités par rapport
4 une méme lettre , diviser celle o cette lettre a le plus
grand exposant , par la seconde , et continuer la divi-
sion jusqu’d ce que cet exposant y soit devenu moindre
que dans la seconde , ou tout au plus égal. On divise
ensuite la seconde, par le reste de cette division , et avec
les mémes conditions. On divise apres cela, le second
reste par le premier, et I'on continue de diviser Je nou-
veau reste par le précédent, jusqu'd ce gu'on soit arTive
3 une division exacte : alors le dernier diviseur qu’on

aura employé, estle plus grand commun diviseur chercheé.

Avant_de mettre cette régle en pratique , nous ferons
une observation qui peut en faciliter 'usage ; cette obser-
vation est, gqu'on ne change rien au plus grand commun
diviseur de deux quantités, lorsqu'on multiplie ou lors-
qu'on divise l'une des deux par une quantite qui n'est
polm diviseur de l'autre , et <1111 n'a aucun commun di-
viseur avec cette autre. Par exemple , ab et ac ont pour

commun diviseur @ ; 51 je multiplie a b par d, il deviendra

e
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abd, qui n’a avec a¢ d'antre commun diviseur que a4

c’est-d-dire ,.le méme qui étoit entre ab et ac.

Il n’en seroit pas de méme , si je multipliois ab par
un nombre qui fut diviseur de ac, ou qui et un face
teur commun avec ac: par exemple, si je mu!Li[:Iiois ab
par ¢, il deviendroit abc , dont le diviseur comman avee
ac est ac lui-méme. Pareillement , si je multipliois ab par
¢d, qui a un facteur commun avec ac , j'aurois abcd

dont le diviseur commun avec ac¢ est ac.

; 39. Concluons de-ld 19. que si en cherchant le plus
. grand commun diviseur de deux quantités , on s'apper=
coit dans le cours des divisions que l'on fera successi
vement , que le dividende ou le diviscur ait un facteur,
ou un diviseur qui ne soit point facteur de l'autre, on

pourra supprimer ce facteur.

2°. Qu'on pourra multiplier I'une des deux gmantités
par tel nombre qu'on voudra, pourvu que ce nombre
ne soit point diviseur de I'autre quantité , et n'ait aucun

facteur commun avec elle.

Appliquens maintenant la regle et les remarques que

nous venons de faire.

Supposons qu'on demande le plus grand commun die
viseur de aa—3 ab 4 2bb et aa —ab—2 bb.

Fi X e popigs

1°r. Divid. 1%, Divis.
ae—3ab+20b 4 44 ab2d

—aa-4 ab+42bbd

g I 1Y, Quol,
17, Reste..~aab4- 4560
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1l faut donc diviser aa—ab—2bb par —2ab 4 4bb:

mais comme ce dernier a pour facteur 24, qui n'est point
facteur commun de tous les termes du premier, il suffic
de diviser ag— ab— 2bb par —a 425, que l'on a
en supprimant le facteur 2. Donc

2%, Divid. 2¢, Divis.
aa—ab—2bd —a-f2b
—aa+2ab —~a— b 2% Quos.
+ alb — 2bd
—ab 4 20b
Reste.vaesss s 0

Le commun diviseur est donc — a - 25.

E:x gooawop- &I A
548 — 18025 + 11022 — 633 § 7a® — 3302 4 62*

Comme on ne peut diviser 5 par 7, et que d'ailleurs
celui-ci n'est pas facteur commun de tous les termes de la.

seconde quaniité , je multiplic la premiére par 7, et alors
1*f, Divid. 1 % Divis.

7ai  35at—126a%b 4 77al2— 4223
—35al 4 115022 — 12002

{ 7a"—23cl.-+65’

5a 1. Quotient.
1°7. Reste...— 11 o%b o4 47a b8 — 42b°

Je puis encore diviser par le méme diviseur , en mul-
tipliant par 7 , et omettre le facteur b, alors
2¢, Divid. 2%, Divis.

—77a%+ 325a b—2)48° ga®—a3ab + 652
+77a% —253ab4 6612

— 11 2% Quotient.

28, Reste... .+ 76ab— 23842
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1l faut donc diviser 7a* ~23ab+ 642 par 76 4b — 2280*
ou plutét par a=3 &, en supprimant le facteur 764, Donc

3€. Divid. 3¢, Divis.
ga?—z23ab 4682
—ral421ad

a—13b

7a— 25 3% Quotient.
— 2ab4652
4+ zal—061*

Donc le commun diviseur des deux quantités proposées,
est a — 3 4.

Des Fractions littérales.

40. Les fractions littérales se calculent suivant
les mémes régles que les fractions numériques,
mais en appliquant en méme temps les régles
que nous avons données ci-dessus , concernant
'addition, la soustraction , la multiplication et la
division. Comme cette application est facile, nous

la ferons trés-sommairement.

. a A o
41. ILa fraction 7 peut etre transformee , sans

aa -+ al

aa 2 et
ot Bl P

ac
changer de valeur, en —, ou

oc
ainsi de suite.

En effet, ces derni¢res ne sont autre chose que
la premiere dont on a multiplie les deux termes,
par ¢ dans le premier cas, par a dans le second,
et
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et para-+4 dans le troisiéme, ce qui n'en change
point la valeur.

. aac A a
42. La fraction — estlaméme chose que i la

6a’43a%h el A 2a+4 b
m €5l1a meme qﬂﬁ taF3e

évident, en divisant les deux termes de la pre-
micre par ac, et les deux termes de la troisiéme -
par 34*. Au reste, cette réduction des fractions

a leur plus simple expression, est comprise dans
ce qui a ete dit (33),

fraction . Celaest

La regle génerale pour réduire une fraction
quelconque a ses moindres termes, est de diviser
les deux termes par leur plus grand commun di-
viseur.

43. Pour réduire a une seule fraction, une
quantite composée d'un entier et d’'une fraction 2
il faut, comme en Arithmétique , multiplier I'en=
tier par le dénominateur de la fraction qui l'ac-
compagne.
ac <+ 6d’..

¢
cd — abd ab—add-cd—ab

Demém:,a-l———b-—_T,serédui:é el

en multipliant I'entier a par le dénominateur b — d; et
— ad 4 cd cd —ad
T ey TR

bd P .
Par exemple, a 4 —, peut étre changé en
c

: ]

en reduisant, on a

44. Pour tirer les entiers qu’une fraction litté«

rale peut renfermer, cela se réduit, comme en
Algeébre, C
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Arithmétique,, a diviser le numérateur, par le
dénominateur, autant qu’il est possible, et en sui-

vant les régles données ci-dessus pour la division.

3ab 4 ac 4 ed

, peut étre réduite
@

Ainsi la quantité

cd A =3

i 3b 4+ ¢ 4 — ; pareillement la quantité.......c..0
a

a*44ab44bb+cec G ade 8 €c

vy ,seredu:taa+gb+a+zb,

en faisant la division par a 4 2.

45. Pour réduire plusieurs fractions litterales ,
auméme dénominateur, larégle est la méme qu’en

Arithmetique.
Ainsi, pour réduire 4 un méme dénominateur, les trois

. Sagle 3 .
fractions < » 53 7 je multiplie les deux termes de
la premitre, par df; les deux termes de la seconde , par
bf: et les deux termes de la derniere, par bd: etles trois
fractions , réduites au méme dénominateur, devienuent
adf bef bde
3df’ bdf’ bdf

On se conduiroit de la méme maniére, siles
numeérateurs ou les dénominateurs , ou tons les
deux étoient complexes, mais en observant les

réglesdela multiplication des nombres complexes.

) i . <+ ¢
Clest ainsi qu'on trouvera que les deux fractions T
a
a— a0 & i AT A
i S 5 réduites au méme dénominateur, deviennent
ab 4 ac—bbh—te taa—lar-{-a&—gf:c
—e € ;3 ER
aa — bb * aa — &b §
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multipliant les deux termes de la premicre , para—ib;
et les deux termes de la seconde, par a - b.

46. A T'égard de I'addition et de la soustraction ;
lorsqu’on a réduit les fractions au méme dénomi-
nateur, il ne s'agit plus que de faire 'addition ou
la soustraction des numérateurs , en conservant le
dénominateur commun.

5 4+ ¢ a — 2r

et —
a4 b a— b
au méme dénominateur , ont donné ci-dessus........

Ainsi, les deux fractions , rédaites

ab 4 ac— bh — be taa—zac-{-a}:—v—nﬁc_ i d
= Sy € Y ; sidonc

abiac-bb-bctaa-2actal-2tc

on veut ajouter , on aura
aa — bbb

2ab—ac—bb—3bc+aa
aa — bb
si 'on veut retrancher la seconde de la premiére , on aura

qui se réduit a

- Au contraire,

ab 4 ac — bbh — be — aa 4+ 2ac — ab + zbhe

Ak 23 » qui se
shane o 30¢c — bb -+—b:‘—-aa.
aa — bb

47. Remarquons en passant que, pour retran-
cher la seconde fraction, nous avons changeé les
signes du numérateur seulement : si l'on changeoit
les signes du numerateur et du dénominateur en
méme temps , on ne changeroit point la fraction ,
et par consequent, au lieu de la retrancher, on
I'ajouteroit; en effet -;— est la méme chose que :—E 3
selon la régle quia ¢té donnée (36).

‘C 2
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48. Pour multiplier 7“— par -3.—- , on ecrira -%-;—)
en multipliant numérateur par numerateur, et de-
nominateur par dénominateur, conformémentaux
régles de I'Arithmétique. De méme + a X 3 &

donnera % ab.

49. Pour diviser - par —- , lopération se
etttk L a d . ,
réduit a multiplier — par —, ce qu s'execute

\ - ad
par la régle précedente, et donne -—; et pour

y R b
diviser :id par c—_t—b, cela se réduit a multiplier
(a +2) (a—28)

e ok a—*% e qui donne
9 (c+4d) (c+4d)

e+a P agar

(ﬂ+1"l "ﬂ—b}
34 . :
SR T TITTE Skl faisant la multiplication
aa—10bb

indiquée dans le numerateur, -{W-

Des Equaﬁons.

5o. Pour marquer que deux quantités sont
égales , on les sépare I'une de l'autre par ce signe
—, qui se prononce par le mot égal, ou par les
mots est ezal a, ainsi cette exprcssmn a=— b, se
prononceroit en disant @ égale b, ouaest égala b.

L'assemblage dé deux oude plusieurs quantites
séparees ainsi par le signe =, estce qu'on appelle
une Equmwn La totalité des quantités qui sont a
la gauche du signe = , forme ce qu'on appelle le
premier membre de I'équation, et la totalite de celles
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qui sont a la droite de ce méme signe, forme Je
second membre. Dans 'équation 4x — 8= 2 x+7,
4 x — 3 forme le premier membre , et 2x 7
forme le second. Leséquations sont d'un trés-grand
usage pour la résolution des questions qu’on peut
proposer sur les quantites.

Toute question qui peut étre résolue par I'Al-
gébre, renferme toujours dans son énoncé, soit
explicitement, seit implicitement , un certain:
nombre de conditions qui sont autant de moyens.
de saisir les rapports des quantités inconnues aux
quantités connues dont celles-la dépendent. Ces
rapports peuvent toujours , ainsi qu'on leverra pae
la suite, €tre exprimés par des équations dans.
lesquelles les. quantités inconnues etles quantites.
connues se trouvent combinées les unes avec les
autres, et cela d'une maniére plus ou moins,
composeée, selom que la .question est plus ou
moins. difficile,

Ainsipour resoudre; parAlgébre, les questions:
qu’on peut proposer sur les quantités , il faut trois,
choses.

1°. Saisir dans 'énonce ou dans la nature de
la question, les rapports qu'il y a entre les quans«
tités connues et les quantitésinconnues. C'est une
faculté que l'esprit acquiert, comme beaucoup
d’autres , par l'usage; mais il n’y a point de régles
générales 2 donner la-dessus.

C3
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2°. Exprimer chacun de ces rapports par une
équation. Cette condition peut etre réduite a une
seule regle, que nous exposerons par la suite; mais
dont I'application est plus ou moins facile selon la
nature des questions, la capacité et l'exercice que
peat avoir celui qui entreprend de résoudre.

30. Résoudre cette équation , ou ces équations ,
c’est-a-dire, en déduire la valeur des quantités
inconnues. Ce dernier point est susceptible d'un
nombre déterminé derégles : c’est parlui que nous
allons commencer.

Comme les questions qu’on peut avoir a ré-
soudre, peuvent conduire a des équations plus ou
moins composées, on a partagé celles-ci en plu-
sieurs classes ou degrés que I'on distingue par l'ex-
posant de la quantité ou des quantités inconnues
qui s’y trouvent : nous ferons connoitre ces équa-
tions a mesure que fous avancerons : celles dont
nous allons nous occuper d'abord , sont les égua-
tions du premier degré. On nomine ainsi les equa-
tions dans lesquelles les inconnues ne sont mul-

tipliées ni par elles-mémes , ni entr’elles.

Des E’quations du premier degré, a
une seule inconnue.

51. Résoudre une équation, c'est la réduire a
unc auwe , dans laquelle 'inconnue, ou la lettre
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quilareprésente, se trouve seule dansun membre,
et ot il n’y ait plus que des quantités connues
dans l'autre membre.

Les régles pour résoudre les équations dont il
sagit ici, c'est-a-dire , pour les réduire a avol
I'ilnconnue seule dans un membre , se reduisent a
trois qui sont relatives aux trois différentes ma-
ni¢res dont I'inconnue peut se trouver melee ou
engagée avec des quantités connues.

Dorénavant nous représenterons les quantites
inconnues par quelques - unes des dernieres
lettres x, , z de I'alphabet, pour les distinguer des
quantités connues que nous représenterons , ol
par des nombres, ou par les premiéres lettres de
I'alphabet.

52. L’inconnue peut se trouver mélée avec des
quantités connues, en trois maniéres; 1°. par addi-
tion ou soustraction , comme dans I'équation x+ 3
= b — x. 2° Par addition, soustraction et
multiplication, comme dans I'équation 4x — 6
= 2 x 4+ 16, 3° Enfin par addition, soustrac-
tion, multiplication et division , comme dans I’¢-
quation £ x — 4 = Zx -4 17, ou par ces deux
derniéres opérations seulement, ou par la derniére
seulement,

Voici les régles qu'il faut suivre pour degager
Iinconnue dans ces différens cas.

C 4
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53. Pour faire passer un terme quelconque d'une
équation, d'un membyede ceite équation dans Uautre;
il faut cffacer ce terme , et Uécrire dans Pautre membre
avee un signe contraire a celui qu'il a dans le membre
o# 1l est. Sur quoi il faut se rappeler qu'un terme
qui n’a pas de signe , est censé avoir le signe .

Par exemple, dans I'équation 4x 4 3 — 3« 412,
sije veux faire passer le terme -3 dans le second membre ,
jléeris 4x = 3x 4 12 — 3, oi I'on voit que le terme 3
n'est plus dans le premier membre ; mais il est dans le
second avec le signe — , contraire au signe - qu'il avoit
dans le premier.

Cette équation réduite,, revient 4 4x = 3x 4 g; si
I'on veut maintenant faire passer le terme 3 x, dans Ie
premier membre , on écrira 4x — 3x =g, qui en rédui-

sant, devient x — 9.

Pareillement , si dans I'équation Sy — 7 —= 21 — 4« ,
je veux faire passer le terme — 7 dans Ie second membre,
Vécrirai 5 x = 21 — 4 x 4 7, qui se réduit i
Sx=28 — 4x; si Je veux ensuite faire passer — 4x,
jécrirai 5% -+ 4x — 28, ou, en réduisant, gx = 28.
Nous verrons dans quelques momens , comment s'achéve
la résolution de cette €quation.

La raison de cette 1égle est bien facile & saisir.
Puisque les quantités qui composent le premier
membre, sont, ensemble, égales 2 la totalité de
celles qui composent le second ; il est évidentqu'on

ne trouble point cette égalité, si ayant ajouté ou
6té a I'un des membres un terme quelconque, on
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ajoute ou l'on 6te a I'autre, ce méme terme : or,
lorsqu’on efface un terme qui a le signe -, c’est
diminuer le membre on il se trouve ; il faut done
diminuer l'autre de pareille quantit¢, c’est-a-dire,
y ecrire ce terme avec le signe —. Au contraire ,
lorsqu’on efface un terme qui a le signe — il est
evident qu'on augmente le membre ouiil se trouve,
il faut donc augmenter 'autre de parcille quantité,
c’est-a-dire , y écrire ce terme avec le signe --.

54. On voit donc que par cette régle on peut
faire passer ala fois, dans un méme membre ; tous
les termes affectés de I'inconnue, et toutes les

quantités connues dans l'autre.

C’est ainsi que de 1'équation 7x —8 =14 — 4%, on
conclud 75 4+ 4x =14 4+ 8, ou 11 x=—122, Pareillement
I'équation ax 4 bc — cx—ac— bx , devient ax — cx

+ bx—=ac—bec

55. 11 peutarriver, par cette transposition , que
ce qui reste des x, aprés la réduction, se trouve
avoir le signe —; par exemple, sii 'on avoit
Sx— 8 = 4x — 12; en passant tous les x
dans le premier membre, on auroit $x — 4x
= —12 +4 8, qui se réduit 3 —x = — 4;
alors , il n'y a qu'a changer les signes de 'un et
de l'autre membre, ce qui, dans le cas présent ,
donne 4 x = 4 4 ou x = 4. En effet, on
étoit également maitre de transposer les x dans
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le second membre, ce qui auroit donné —8 412
= 4x — 3x, qui se reduita 4 =x, qui est la
méme chose que x = 4.

56. Lorsqu'on a passé dans un membre , tous
les termes affectés de l'inconnue, et toutes les
quantités connues dans 'autre membre; ¢’il n'y a
point de fractions dans I'équation, il ne s'agit
plus que d'executer la régle suivante , pour avoir
la valeur de I'inconnue. Ecrivex linconnue seule
dans un membre , et donnex pour diviseur au second
membre, la quantité qui multiplioit Pinconnue dans
le premier.

Par exemple, dans I'équation 78¥ —8—14 — 4« que
nous avons traitée ci-dessus, nous avons eu par la trans-
position , et la réduction, 11 % = 22 ; pour avoir ¥, je
n'ai autre chose 4 faire qu'd écrire x =13, qui se réduit
dx=2; c'est-d-dire, écrire x seul dans le premier membre,
et faire servir son multiplicateur 11, de diviseur au second
membre 22. En effet, lorsqu’au lieu de 11 x, j’écris seu-
Iement x, je n'écris que la onzieme partie du premier
meibre ; il faut done, pour conserver 'egalité , n'écrire
que la onzieme partie du second membre , c'est-d-dire,
diviser le second membre par 11.

Pareillement , si 'on proposoit l'équation 12 x — 15
= 4« - 25 ; aprés avoir (54) passé tous les x d'un
coté , et les quantités connues de l'autre , on aura 12 ¥
— 4x =125 415, ou, en réduisant, 8x — 40 ; main-

2. qui se reduit & x=75.

tenant pour avoir ¥ j'écris ¥ =%

Car lorsqu’au lieu de 8 x jéeris x seulement, je n'écris

SCDLYON1



DE MATHEMATIQUES, 43
que la huitiéme partie du premier membre ; je dois donc,
pour maintenir I'égalité , n’écrire que la huitiéme partie

du second membre, c’est-d-dire, n'écrire que a0,

Si les quantités connues qui multiplient x, au
lieu d’étre’ des nombres, étoient représentées par
des lettres, la régle ne seroit pas différente pour
cela.

Ainsi dans Iéquation ax=—#&c, il n'y a autre chose

be

a faire , pour avoir x, que d’écrire x =
a

Si apres la transposition faite, il y a plusieurs
termes affectés de I'inconnue, la régle est encore

la méme.

Ainsi , dans I'équation ax 4 be— cx—ac— bx,
que nous avons eue ci-dessus , on a , apres la transpo-
sition, ax — cx 4 bx =ac— bc; pour avoir x, il ne
s'agit plus que d’¢crire x — OB, ; cest-a-dire,

a—e-b
écrire x seul dans un membre, et donner pour diviseur
au second, la quantité qui multiplioit % dans le premier,
laquelle est ici a—c+b, puisquc la quantité ax —cx 4 b
est x multiplié par la totalité des trois quantités a — ¢ - b.

Pareillement, I'équation ax = b¢— 2 x, donne , par
la transposition , ax 4 2x="5bc; et en uppl]quant la

\ N be
regle actuelle , ou la division , on aura x =— - De
a4 3z
méme I'équation ¥ — @b = bc— ax, donne, par la trans-
i . betab
posuion, x4+ ax=bc--ab, et par conséquent x= — " 3
ia

tar il ne faut pas oublier ici que le multiplicatenr de
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dans le premier terme de x 4 ax, est I ; en sorte que
dans x 4-ax, x est multiplié par 1 - a; en effer, dans
¥ 4 ax,x se trouve une fois de plus que dans ax.

57. Pour changer une équation dams laquelle
il ya des dénominateurs , en un autre dans laquelle
il 0’y en ait plus, 7l faut multiplier chaque terme
qui w'a pas de dénominateur , par le produit de tous
les dénominateurs ; et multiplier le numérateur de
chaque fraction, par le produit des démominateurs

des autres fractions seulement.

' x
Par exemple , si j'avois I'équation —-f:-;— + 4 = —45—-

Dz " S : ’ -
+ 12 — i ; je multiplierois le numérateur 2 x de Ia

fraction , par 35, produit des deux dénominateurs

5 et 7, ce qui me donneroit 70 . Je multiplierois le
- terme 4, qui n'a point de dénominateur, par 105, pro-
duit des trois dénominateurs 3, 5, 7 , ce qui me don-

neroit 420. Je multiplierois le numérateur 4x de la frac-

- - . P b
tion. -15— , par 21, produit des deux dénominateurs It

et jaurois 84x. Je multiplierois 12, qui n'a pas de dé-
nominateur , par le produit 105 des trois dénominateurs,

ct j'aurois 1260. Enfin je multiplierois le. numérateur 5 x

Sz

de la fraction , par 15., produit des deux autres

dénominateurs , ce qui me donne 75x ; en sorte que
Péquation proposée , est changée en celle-ci, 70x + 420
=— 84 x + 1260 — 75x, dans laquelle , pour avoir ¥,

il ne s'agit plus que d’appliquer les deux regles précés
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dentes. Par la premi¢re (53) on changera cette ¢quation

en 70x — 84 x + 75% = 1260 — 420 ; ou, en rédui-
sant, 61x — 84075 et par la seconde (56), x = ?:‘ 5

qui en faisant la division , se réduit 4 x =13 —2—?—
I

La raison de cette régle est facile a apercevoir,
si I'on se rappelle ce qui a ¢teé dit en Arithmeétique
pour reduire plusieurs fractions au méme déno-
minatenr. En effet, si dans I'équation proposee

; + 4 = 4—; + 12 — 5: , on vouloit ré-
duire au méme dénominatear, les trois fractions

2 5 : : v
Z., 2, ; » il fandroit multiplier leurs nu-

3 5
mérateurs, par les mémes nombres par lesquels

2

notre régle actuelle prescrit de les multiplier, et
donnera ces nouveaux numeérateurs, ponr dénomi-
nateur commun, le produit detousles dénomina=-

teurs ; en sorte que I'équation proposée seroitchan-

ez -2l 75
105 4= 105 i 105

qui estlaméme dansle fond, puisque les nouvelles
fractions sont les mémes que les premiéres. Or, si

gee en cette autre

nous voulons aussi réduire les entiers en frac-

tion, il faut multiplier ces entiers par le dénomina-,

teur de la fraction qui les accompagne, c’est-a-dire,
ici par 105 qui a été formé du produit de tous les

dénominateurs qui se trouvent dans I'équation ;

oz - 420 8z 1200 — 757
alors onaara — o = — =
pa=h] 129

; mais
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il est évident qu’on peut, sans troubler I'égalite ,
supprimer de part et d'autre le dénominateur com-
mun, puisque si ces deux quantités sont égales
étant divisées par un méme nombre , elles doivent
I'étre aussi sans cette division; on a donc alors
70x + 420 = 84 x 4 1260 — 75 x, commeci-

dessus.

58. Siles différens termes qui composent I'e-
quation, sont tous des quantites littérales , la régle
ne sera pas, pour cela differente. Il faut seulement
observer les régles de la multiplication des quanti-
tés litterales.

P cx o
ab ey = . b

multiplie le numérateur ax par le produit ¢ d des deux

2t

Ainsi dans l'equation
o

autres dénominateurs, ce qui donne acdx. Je multiplie
le terme 4 b, par le produit bcd de tous les dénomi-
nateurs , et'j'ai - 5% cd. Je multiplie ¢x par be, etjai
bc*x ; enfin je multiplic ab par bd, etjai ab®d; en
sorte que l’équa:tion devientacdx 4 b2 cd=0bc*x+4a b2d,
laquelle , par transposition , donne acdx — bc*x—a b d
—b*cd, et par division (56), x = %i

59. Lorsque les dénominateurs sont complexes,
on peut, pour soulager l'esprit, commencer par
indiquer seulement les opérations , pour les exé-
cuter ensuite ; ce qui est plus facile en les voyant
ainsi indiquees.
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ar cx
a— b S 3a+4 b
crirois ax > (3a <+ b) + 48 X (a —b) X (3a -+ 1)
== ¢x X (a—~b); alors faisant les opérations indiquées ,
jaurois 3a*x 4 abx <+ 124°b — 8al® — 48° = acx
— bex; transposant, 3a’x + abx — acx + box =
48 4 8ab® — 124%b; et enfin, en divisant (56) x
4% 4 Babh® — 12a%
:3ag+ab——~ac+bc‘

Par exemple, si j'avois

) jlés

Application des principes précédens
& la résolution de quelques ques-
tions simples‘.

60. Quoique nous nous soyons proposés de ne
traiter,, avec quelque détail , des usages de 'Al-
gebre, que dans la seconde section , nous croyons
neanmoins a propos de préparer a ces usages, en
appliquant dés-a-présent les principes précédens,
a quelques questions assez faciles. Cela nous don-
nera lieu , d’ailleurs, de faire quelques remarques
utiles pour la suite.

Les régles que nous venons de donner, sont
suffisantes pour résoudretoute question du premier
degré, lorsqu’une fois elle est exprimée par une
equation. Pour mettre nne question en équation,
on peut faire usage de la régle suivante : Repré-
sentez la quantité ou les quantités cherchées , chacune
par une lettre; et ayant examiné avec attention, Uétal

de la question, faites, 4 Laide des signes algébriques ,
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sur ces quantités et sur les quantités comnues., les
mémes opérations et les mémes raisonnemens que vous
feriex, si connoissant les valeurs des inconnues, vous

voulicx les vérifier.

Cette régle est générale, et conduira toujours a
trouver les équations que la question peut fournir.
Mais il est bon d’en diriger I'application par quel-

ques exemples.

Question premiére. Deux mortiers ont tiré Y00 bombes : le
premier en a tire 4o plus que Uautre = combien chacun e
a-1-il liré 2

Avec une attention médiocre, on voit que [a question
se réduit & celle-ci: Trouver deux quantités qui réunies
fassent 100, et dont I'une surpasse I'autre de 40. Or, il est
facile de voir que dés que 'une de ces quantités sera connue,
la seconde le sera aussi, puisque, sila plus grande , par
exemple , étoit connue, il ne s'agiroit que d’en oOter 4o
pour avoir la plus petite.

Je représente donc la plus grande par x.

Maintenant, si connoissant la valeur de ¥, je voulois
la vérifier, j’en retrancherois 40 pour avoir le plus petit
nombre ; je réunirois ensuite le plus grand et le plus petit,

pour voir s'ils composent 100. Imitons done ce procede.

Le plus grand nombre est......... x
Le plus petit seradonc..esvenenes x—40

Ces deux nombres réunis font..... 2x—4o0
Or, par les conditions de la question,
sis doivent faire. .5 . .o e ee o i 100.

Donceavsennann chsessanesassase 2 X=— 40 = 100.

1l
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Il nie s’agit plus , pour avoirx , que d'appliquer les re=
gles données (53) et (56). La premiére donne 2 5 = 100 + 40

140
ou 2x¥ =140, et ld seconde x — —f_ == 70; ayant trouvé
le plus grand nombre %, j’en retranche 40 pour avoir le
plus petit, etj’ai 30 pour celui-ci. Ainsi les deux nombres

demandés sont 70 et 3o.

En réfléchissant sur la manitre dont nous nots sommeés
conduits poyr résoudre cette question , on peut voir que
les raisonnemenis que nous avons employés , ne sont point
dépendans des valeurs particulitres des nombres 100 et
40 qui entrent dans cette question ; et que si, au lieu
de ces nombres ; on en efit proposé d’autres , il etit fally
se cofiduire de méme. Ainsi si 'on proposoit la question
de cette maniére générale : Deux nombres réunis font une
Sommie connue et représentée par a;i ces deux nombres différent
entr'eux d'un nombre connu représenté par b i comment troys

verois-je ces deux nombres 2

Ayant représenté le plus ghand par . .. s W

Le plus petit sera, dofie 2 S DD, v i % - b,

Ces deux nombres réunis font ; . . . . . 2x—b;

Or selon la question ; ils deivent composer le nombre 4§
il faut done que 2% — b = a.

E . . . a
Transposant , on a @x==a -} b ; et divisaiit 3 R ®
1
a b
on x —— e
2 + 2

Cest-3-dire ; que pour avoir le plus grand, 1l faut
prendre la moitié de ¢, et y ajouter la moitié de 4: ce
qui m’apprend que ; lorsque je connoitrai la somme #
de deux nombres irconnus et leur différerice b i J'aurai

le plus grand de ces deux nombres inconnus ; el prenaiit

Algébre, D
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la moitié¢ de la somme , ety ajoutant la moiti¢ de la dif-
férence.

Puisque le plus petit des deux nombres est x — b, il sera
donc -:— <+ -i— — b, ou, en réduisant tout en une

a4+b—2b b
ou

. . 5 0 =
seule fraction , il sera s c'est-a-dire
k]

a b . " . A
— —— donc pour avoir le plus petit, il faut bter

2

la moitié de b, de la moitié de a; c’est-d-dire, re-
trancher la moiti¢ de la différence , de la moiti¢ de la
somme.

On voit par-14 , comment en représcntant d’une ma-
niére géncrale , clest-i-dire, par des lettres, les quantités
connues qui entrent dans les questions , on parvient 3
trouver des regles genérales pour la résolution de toutes
les questions de méme espece.

Souvent des questions paroissent différentes au premier
coup-d’eil , et cependant , apres un leger examen , on
trouve qu’elles ne different que par I'énoncé. Par exemple,
si on proposoit cette question :

Pariager un mombre connu et représenté par a, en deur
parties , dont Pune soit moindre ou plus grande que lautre ,
d'une quantité connue et ffﬁ-'é:em‘éf par b. 11 est facile de
voir que cetle question reyient au méme que la préce-

dente.

QuistioN SECONDE : On veul distribuer 720 canonniers
dans trois places de guerre , et en metire dans la plus grande
8o de plus que dans la plus petite , et 40 de plus dans la
moyenne que dans la plus petite # combien doit-on mettre dans

chaque place ?

Si l'on me disoit quel est le plus petit nombre , pour
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fe vérifier | j'y ajouterois 40 d’une part , ce qui me don-
neroit le second , et 8o d'une autre part , ce qui don-
neroit le plus grand 5 alors réunissant ces trois nombres -

il fandroit que leur somme format 720.

Nommons donc ¢e plus petit nombre x; et en pro-

cedant de la méme maniére 5 nous dirons :

Le plus petit nombre est . . . . . ... x

Donclemoyenest...........x+ 40
Etlcp[usgmnd............x-|- 8o
Or ces trois nombres réunis font . . . . 3& -+ 1203

Dailieurs la question exige qu'ils fassent 720.

11 faut donc que 3x 4 120 = 720.

Appliquant les régles ci- dessus , on aura 3 x — 720
= 120 ou 3x = 6oo , et par conséquent ¥ — 200 ; donc
le second nombre est 240 ; et le plus grand 280 ; ces
trois nombres réunis font en effet 7 20.

Il est encore évident, dans cet exemple , que quand
les nombres proposés , au lien d’ére 720 , 40 ot So,
tussent ¢té différens, la question auroit toujours pu se
résoudre de la méme maniére ; ainsi pour résoudre toutes
les questions dans lesquelles il s’agit de partager un nombre
connu a en trois parties, telles que l'exces de la plus
grande sur la plus petite , soit un nombre connu et re-
presenté par b, et que 'excés de la moyenne sur la plus

petite soit ¢; en raisonnant de méme , on dira 3

Représentons la plus petite , o P

Fa mibyerie Fery e e et s X 4 ¢

Et la plos grande . . .. .... .., ¥ - b
Ces trois parts réunies, font . . .., 3 + b 4 ¢
Or elles doivent faire o 2 o s 2 0 o s .., a

Il faut donc que 3x 4 b 4 ¢ = 4
D2

SCD LYO 5,”




5a €0 s

Donc transposant, 3 x = & — b == ¢, et divisant,

a—b—c¢

=

]

C'est-a-dire , que pour avoirla plus petite , il faut re-
trancher du nombre qu'il s'agit de partager , les deux
excés , et prendre le tiers du reste : alors les deux autres
sont faciles 4 trouver. Ainsi si 'on demande de partager
642 en trois parties , dont la moyenne surpasse la plus
petite de 75, et dont la plus grande surpasse la plus
pette de 87 5 j'ajouterois les deux différences 75 et 87,
ce qui me donneroit 162 retranchant 162 de 642 , il
reste 480, dont le tiers 160 est la plus petite part. Les
deux autres sont donc 160 4 75 ou 235 , et 160 + 87
ou 247.

Au reste, les deux questions que nous venons de donner
pour exemple , n’ont pas besoin du secours de I'Algebre ;
mais leur simplicité est propre a faire voir clairement la
maniére dont on doit faire usage du principe que nous

avons donné pour mettre une question en €quation.

QUESTION TROISIEME : Partager 14250 carlouches a fusil
& trois délachemens dont les forces somt entr’elles comme les
nombres 3, 5 et 11 3 Cest-d-dire, dont le premier est au

second 223 2 5, et dont le premier est au troisieme 3 3:11.

Si je eounoissois ce que doit avoir I'nn des détache-
mens , le premier , par exemple ; voici comment je véri-
fierois ce nombre.

Je chercherois, par une régle de trois , un nombre qui
fit 4 ce premier :I 5 : 3 ; ce sercit le second. Je cher-
cherois , de méme , un autre nombre qui fit 4 ce méme
premier ;; 113 3 5 ce seroit le troisieme ; réunissant ces

trois nombres, ils devroient former 14250, Imitous done

ce procédé.
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dpit Ie spremier nombre, fo <vs o st cime SR A A
Pour wouver le second , je calcule le quatrieme terme
de cette propertion 3 35 11 x 3.

Az

Ce quatriéme terme sera donc . . . .. ., . . ——
3

Pour trouver le troisitme nombre, je calcule le qua-
tritme terme de cette proportion 3 3 11 52 x *

Ce quatrieme terme ou le troisieme nombre , sera

111
donc.......................—-,-——-
I
. WIsY e e 5
Ces trois nombres réunis font x 4 —— + ——, on
e ]

16 z

6+-—5 *

Mais la question exige qu'ils fassent 14250 ; il faut

donc que x - —-l-{;—r = 14250.

Pour avoir l1a valeur de x, je fais (57) disparoitre fe
dénominateur 3, etj'ai 3x 4+ 16 x= 42750, 0u1gx=42750;

2750 r
4275 = 2250. La

donc (56) en divisant par e e
19
. 5% Ax 2350 11250
seconde part qui est—— , sera done SO e 0
2 < i ]
11 xazfo 24750
5 O _'5_ »

. et . 11y
37505 etla troisiéme qui est —- , sera

ou 8250 ; ces trois parts‘réunies, forment en effet 142503
d'ailleurs les trois nombres 2250 , 3750 , 8250 , sont
entr'eux comme les trois nombres 3,5 et11, ce qu’il est
facile de voir en divisant les trois premiers , par le méme

nombre 750, ce qui ne change point leur rapport.

Si le nombre qu’on propose de partager , an lieu d’étre
14250, {toit tout autre; s'il étoit en general représente
par a, et que les nombres proportionnels aux parties en
lesquelles on veut le partager , au lieu d%étre 3, 5, 11,

D3
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fussent en général trois nombres connus et Teprésentés
par les lettres m, n, p ; il est visible qu’il ne faudroit
qn'imitcr ce que mous venons de faire.
Ainsi la premiére part étant représentée par . . o Xe
Pour avoir la seconde, je calculerois le quatricme

terme de cette proportion m ;n I x {
i . nz

Ce quatriéme terme , ou la seconde part, seroit donc e
m.

Et pour avoir la troisieme, je calculerois le quatricme

.

terme de cette proportion m 2 p 11 ¥

"y . ay . x
Ce quatrieme terme , ou la troisieme part, seroit donc 5
m

. v . . nmxz Pf
Les trois parts réunies seroient donc ¥ -} — < e
m

nr4px

ou x - ; or elles doivent faire & ; il faut donc

nrtpx

m

= &

que ¥ B

Chassant le dénominateur, on a mx--nx-Lkpx—ma,

Y -0 ma .
el par consequent en divisant, x — ———— 3 ce qoL s
m-4-n-p

nous donne lien de faire remarquer I'utilité de I’Algebre ,

pour découvrir des regles de calcul.

Si 'on vouloit calculer le quatrieme terme d’une pro-
portion dont les trois premiers scroientm 4 nd pimilaly
il est visible, par les principes de I'Arithmetique , que
ce quatrieme terme seroit e ; et puisque nous

m+4n-4p
trouvons que x est exprimé par la méme quantité , con-
cluons-en que , pour avoir x , il faut calculer le quatrieme
terme d'une proportion dont le premier est la somme des
parties proportionnelles; le second , la premiérr de ces

parties ; et le troisiéme est le nombre méme qu'il s'agip
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de partager; ce qui est précisément la régle que I'on donne

en Arithmétique , pour ces sortes de questions.

QUESTION QUATRIEME: On a fuil partir de Landau, un
eonvoi d'Artillerie pour le bas Rhin : ce convoi fait 4 lieues par
Jour. Un jour aprés, on en fait partir un autre de Strasbourg
pour la méme armée, et celui-ci fait 6 lieues par jour. On de-
mande oi il rencontrera le premier, sachant dailleurs qu'il y &

18 lieues de Strasbourg & Landau,

Si I'on me disoit combien le second convoi doit faire de
licues pour attraper le premier, je vérifierois ce nombre,
en cette manicre. Je chercherois combien le premier a dit
faire de chemin pendant que le second a été en marche; et
comme ils en doivent faire, en méme temps, 4 proportion
de leur vitesse, c’est-d-dire, & proportion du nombre de
licues qu’ils font par jour; je trouverois combien le pre-
mier a di faire, en calculant le quatricme terme de cette
proportion. . ... 6 esta 4, comme le nombre de lieues
faites par le second, est au nombre de licues que le pre-
mier.aura faites dans le méme temps. Ayant trouvé ce qua-
tritme terme, j'y ajouterois le nombre de lieues que le pre-
mier convoia di faire pendant un jour qu'il avoit d’avance,
et enfin les 18 licues de Strasbourg & Landau, qu'il avait
aussi d’avance ; et le tout devroit former le nombre de licues
que le second a faites. Conduisons-nous donc de la méme
maniere, en représentant par ¥, le nombre de lienes qué
fera le second convoi.

Soit donc le nombre de lieues que ferale 2%,

ERRTOTINET 2 Pl FRSITA AT SR asigie £.
Dans le méme temps, celui de Landau fera. F 5 onZx
Et pendant un jour d’avance. . . - . . . . 4.
Etpour ladistance de Strasbourg 2 Landau. 18.

©Or ces trois derniéres quantités font. . . . 2 x 4 22

D4
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On a donc 3 - 22 pour le chemin qu’aura di faire le
second convoi, lorsqu'il atirapera le premier. Puis donc,
qu’on a supposé¢ qu'alors il auroit fait x de lieues, il fant
que i; + 22 = «; d’olt par les regles précédentes, on
conclura ¥ — 66 ; c'est-d-dire, que les deux convois se
remcontreront, lorsque le second conveiaura fait 66 licues,

en qu'ils se rencontreront a 66 lieues de Strashourg.

En effet, pendant que le second fera 66 licues, le pre-
mieren fera 44, puisqu'il fait4 lieues pendant que le second
en fait 65 oril a 4 licues d'avance, par les 24 heures dont
gson départ précede celui du second, etil a de plus 18 licues
d’avance , comme partant de Landau; il sera donc alors &
66 lieues de Strasbourg, c'est-3-dire, au méme endroit que

1¢ second,

Avec un peu d'attention, on voit que quand on chan-
geroit les nombres qui entrent dans cette question, la ma-
niere de raisonner et d'opérer n'en geroit pas, pour cela,
diiférente, Représentons donc, en général, para, l'inter-
valle des deux lienes de depart, qui étoit 18 lieues dans la
question précédente : représentons par b, le nombre de
jours dont le départ du premier convoi précede celui du
second; par ¢, le nombre de lieues que le premier fait par
jour; et par d, le nombre de lieues que fait le second par
jour,

Si nous représentons toujours par x le nombre de licues
que le second convoi doit faire pour rencontrer le premier,
x sera encore composé de l'intervalle des deux lieux de
départ, du chemin que le premier peut faire pendant le
nombre & de jours, etenfin du chemin que le premier fera
Pendan_t taut le temps que le second sera en marche,

Pour déterminer ce dernier chemin, j’observe que les
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deux convois marchant alors pendant le méme temps,
doivent faire du chemin 4 proportion de leurs vitesses;
ainsi ¥ étant le chemin que le second est supposé faire,
j'aurai celui que fait le premier pendant ce temps , en cal-
culant le quatrieme terme d’une proportion qui commen-

ceroit par ces trois-ci, d ;¢ 32 % 33 ce quatrieme terme
exz ‘ cx .
sera done —5» ou simplement = Or, puisque ce pre-

mier convoi est supposé faire le nombre ¢ de lieues par
jour, ila da, dans le nombre & de jours, en faire & de fois
autant, c'est-3-dire, 8 fois si b vaut 8, 3o fois si b vaut
trente ; en général, il en doit faire autant qu'il y a d'unités
dans ¢ x b ou p¢; il en a donc fait une quantité exprimée

par be,

’ . - - Lo
Réunissons donc maintenant le nombre de lieues Y

[t

avec le nombre de lieues b¢, etavec le nombre de lieues « ,

oxr - -
et le tout — - bc -+ a sera ce que le second a da faire :

or on a supposé que x étoit ce qu'il a dii faire ; done x —
¢ S i bed d
— -+ bc¢4-a. D'onlon tire x — oSt oe
d d— ¢

la solution de toutes les questions de cette espece, au moins

» qui donne

tant qu'on suppose que les deux convois vont du méme
coté , et que le départ du convoi qui va le moins vite, pre-
cede celui du second.

Pour montrer I'usage de cette formule , reprenons
Iexemple précédent, et rappelons-nous que, dans ce cas,
a représente 18 lieues; clest-a-dire, a — 18lie, b — 1),
¢ = 4lie | d —6Ye, Alors la valeur générale de x devient

1 x4x6 4+ 18%x6

= —————————— ; c'est-d~dire, ¥ =
b — 4 2

24 ~ 108 =66

somme ci-dessus.
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Tel est donc I'usage de ces solutions génerales, gu'en
-] g b q

CoUR®Rrs

y substituant 4 la place des lettres, les nombres qu'elles
sont destinées 4 représenter, et faisant les opérations que
Ia disposition et les signes de ces lettres indiquent, on
trouve la résolution de toutes les questions particuliéres de

méme espece.

Par exemple, si I'on proposoit cette autre question *
L'aiguille des heures d'une montre vépond & 17 minutes, et celle
des minutes répond & 24 minutes, cesi-d-dire , qu'il est 3h.
24’ : on demande a quel nombre d'heures et de minufes ces deux
aiguilles seront Pune sur Pautre.

Puisquel'aiguille des heureset celle des minutes marchent
\ en méme temps, la quantité b, par laguelle nous avons
représenté ce dont le départ d’'un des convois précede celui
du second, estici zéro. L’intervalle des deux lienx de dé=-
part est ici le chemin que I"aiguille des minutes a a faire
pour venir de la vingt-quatrieme division du cadran, a la
dix-sepliémc » c'est-d-dire, que a = 53 divisions : or, pen-
dant que l'aiguille des minutes parcourt les 6o divisions,
celle des heures n'en parcourt que 5; onadonc ¢ =5,
== 6o. Puisque b = o, je rejette de la formule x =
aed 4+ bed
d— a
multipli¢ par tout ce qu'on voudra, fait toujours zéro.

s le terme bed, ou b X< ¢ d, parce que zérg

5 : E ad
J'aurai donc, pourle cas présent, x = - ; et en subse
— 0

55 x 6o

tituant pour @, d, ¢, leurs valeurs, » —
5180
55

-z

Taiguille des minutes parcourre encore 57 divisions et % 3

6o — 5

45 3 N
L ::) =0y %’ c’est-a-dire , qu'il faudra que

ainsi, puisqu’elle répondoit i la vingt-quatrieme division,

elle répondra 4 81 divisions et -%; ou, puisque 6o divisions
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font un tour, les deux aiguilles seront I'une sur 'autre 3
21" i de I'heure suivante, c’est-a-dire , 4b 21" 2.,

L’avantage des solutions littérales sur les solutions nue
mériques, ne consiste pas sculement en ce que , pour
chaque question particuliere , il ne s'agit plus que de
substituer des nombres : souvent , par une certaine pré-
paration , on rend ces solutions susceptibles d’un énoncé
simple et facile i retenir. Par exemple, la formule

ad + bed
P - que nous venons de trouver, est dans
— O

ce cas : la quantité d étant facteur commun des deux termes

du numérateur, on peut écrire la valeur de x en cette
(a <+ be) x d
d— ¢

peut reconnoitre que la valeur de x est le quatrieme terme

maniere , ¥ —

; or, sous cette forme, on

d’une proportion dont les trois premiers seroient d — ¢ 2
d:ia- ke t; mais, de ces trois termes, le premnier,
d—c, marque la différence des vitesses des deux cone
vois; le second , d, marque la vitesse du second convoi 3
et le troisieme a 4 be, est composé de lintervalle a des
des lieues de départ , et de la quantité bc ou ¢ X b, qui
exprime combien le premier convoi fait de lieues pendant
le nombre de jours qu'il a d’avance ; en sorte que a + be,
marque toute l'avance que le premier a sur le second
la résolution de la question peut donc se réduive 4 cet
¢noncé : Mullipliez le chemin que le premier fait par jour,
par le nombre de jours qu'il a d'avance , el layant ajoute & l'in-
tervalle des deux lieux de départ, faites celle régle de trois. ...
La différence des vitesses des deux convois , estala vitesse
du second, comme la somme des denx nombres que vous
venez d'ajouter, est & un quatrieme terme ; ce serale nom-
bre de lieues que le second convoi doit faire pour rencon-

wer le premier. Ainsi dans le premier exemple ci-dessus,
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le premier convoi ayant un jour d'avance , et faisant 4 licues

par jour, on a 4 lieues 4 ajouter 4 18 licues, intervalle des
deux lieues de départ, ce qui donne 22. Je calcule donc le
quatrieme terme de cette proportion 6—~4736::22:,
ou 1t 3 ii22 !;ce quatrieme terme est 66, comme

ci-dessus.

Réflexions sur les quantités positiyes
et les quantités négatives.

61. Lorsquon a ainsi résoln , d’'une maniére
générale, toutes les questions d'une méme espéce,
on peut souvent faire usage de ces formules ge~
nérales , pour la résolution d’autres questions
dont les conditions seroient toutes opposées 2
celles qu'on a en en vue de remplir: un simple
changement de 4 en —, ou de — en +4 dans
les signes des quantités , suffit souvent. Mais
avant de faire connoitre cenouvel usage des signes,
il faut les considérer sous un nouvel aspect.

Les lettrés ne représentent que la valeur absolue
des quantités. Les signes 4 et — n’ont représenté
jusqu’ici que les opérations de I'addition et de la
soustraction ; mais ils peuvent aussi representer,
dans plusieurs cas , la maniére d’étre des quan-
tités les unes a 'egard des autres.

Une méme quantité peut étre considerée sous
deux points de vae opposés , ou comme capable
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d’angmenter une quantité , ou comme capable
de la diminwer, Tant qu’on ne représentera cette
quantité que par une lettre ou par un nombre,
rien ne désignera quel est celui des deux aspects
sous lequel on la considére. Par exemple , dans
Tétat d'un homme qui auroit autant de bien que
de dettes, le méme nombre peut servira expri~
mer la quantité numeérique des unes et des autres;
mais ce nombre , tel quil soit, ne feroit point
connoitre la différence des unes aux autres. Le
moyen le plus naturel de faire sentir cette diffe-
rence , cest de les designer par un signe qui
indique l'effet qu'elles peuvent avoir l'une sur
lautre : or I'effet des dettes étant de retrancher
sur les possessions , il est natarel de désigner
celles-la, en leur appliquant le signe —.
Pareillement si I'on regarde une ligne droite
(fig. 1) comme engendrée par le mouvement
d'un point 4 , mu perpendiculairement 2 la
ligne BC, on voit que ce point pouvant aller,
ou de 4 vers D, ou de 4 vers E, si I'on repré-
sente par a le chemin 4D ou AE qu'il a fait,
on ne détermine pas encore absolument la situna-
tion de ce point. Le moyen de la fixer, est d'in-
diquer , par quelque signe , si la quantité a doit
étre considérée a droite ou a gauche: or les
signes + et — sont propres a cet effet; car si

Fon estime le mouvement du point 4 , a I'égard
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d'un point L connu et regardé comme terme fixe ;
lorsque le point 4 se meut vers D, ce qu'il decrit
tend a augmenter L 4 ; et lorsqu'il se meut vers
E, ce qu'il décrit tend au contraire 2 diminuer
L A4 ; il est donc naturel de representer 4 D
par 4 a, ou simplement par @, et au contraire ,
de représenter AE par — a. Ce seroit tout le
contraire , si au liena de rapporter le mouvement
du point 4 au point L, on l'avoit rapporte au

point O.

Les quantités négatives ont donc une existence
aussi réelle que les positives, et elles n’en différent
qu'en ce qu’elles ont une acception toute con=

traire , dans le calcul.

Les quantités positives et les quantités néga-
tives peuvent se trouver et se trouvent souvent
mélees ensemble dans un calcul , non-seulement
parce que certaines opérations ont conduit ,
comme nous l'avons va jusqu’ici, a retrancher
certaines quantités d’'autres quantités ; mais en=
core , parce que l'on a souvent besoin d'expri-
mer dans le calcul , les differens aspects sous
lesquels on considére les quantités.

Au reste, quel que soit celui de ces deux aspects
sous lequel on se represente les quantités né-
gatives , les régles que nous avons donnees pour
les différentes opérations sur les quantités , ne
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sont pas moins toujours les mémes ; c'est ce
que l'on verra encore plus clairement , par les
réflexions suivantes.

62. Si donc aprés avoir résolu nne question,
il arrivoit que la valeur de Iinconnue trouvée
par les méthodes ci-dessus, fat négative ; par
exemple , si 'on arrivoit 2 un résaltat tel que
celui-ci, x = — 3, il faudroit en conclure que
la quantite qu'on a désignée par x, na point
les propriétés qu'on lui a supposées en faisant le
calcul , mais des propriétés toutes contraires. Par
exemple, si I'on proposoit cette question : Trou-
ver un nombre qui étant ajouté ¢ 15 donme 10 ;
cette question est évidemment impossible. Si I'on
représente le nombre cherché par x, on aura cette
équation x + 15 = 10, et par conséquent , en
vertu des régles ci-dessus, x — 10 — 15 ou
x = —>5. Cette derniére conclusion me fait donc
voir que x que j'avois considéré comme devant
étre ajouté a 15 pour former 10, en doit an
contraire éwre retranché. Ainsi toute solution né-
gative indique quelque fausse supposition dans
Ténoncé de la question ; mais en méme temps
clle en indique la correction , en ce qu’elle marque
que la quantité cherchée doit étre prise dans un
sens tout opposé a celui dans lequel elle a été
prise.

——
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63. Conclaons donc de-la, que si aprés avoif
résolu une question dans laquelle quelques-unes
des quantités étoient prises dans un certain sens
si, dis-je , on veut resoudre cette méme ques=

tion en prenant ces mémes quantités dans un
sens totit opposé , il suffira de changer les signes
qu'ont actuellement ces quantités. Par exemple ,
dans la question quatriéme,, résolue généralement
pour le cas ou les deux convois alloient vers un
méme cbté , si je veux avoir la résolution de
toutes les questions qu'on peut proposer dans
; le cas ou ils viennent au-devant 'un de l'autre ,

1y satisferai , en changeant , dans la valeur de

: ad+bed
x que nous avons trouvee x = ———— ; le

signe de ¢. En effet , puisque le premier convoi
vient an-devant da second , au lieu de s'en éloi«
gner , il diminue le chemin que celui-ci doit
faire; il le diminue 2 raison du chemin ¢ qu'il
fait par heure; il faut donc exprimer que ¢,
au lieu d’ajouter , retranche ; il faut donc, au
lieu de -+ ¢, mettre — ¢. Ce changement dons

oy scad-abed ! e
nerd. X == emgEy car en changeant le signe

de ¢, dans le terme -+ bcd, qui n'est autre
chose que + bd X + ¢, il faudroit écrire
+ bd X — ¢, qui (24) revient 3 — bed. Car

le signe — de la quantité ¢, indique, suivant
l'idée que nous venons d'en donner, que ¢ doit
etré
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étre employé a des usages contraires a ceux qu'il
auroit s'il avoit le signe 4+ ; or dans ce dernier
cas, ¢ seroit employé a marquer combien de fois
on doit ajouter bd ; il marque donc ici combien
de fois on doit le retrancher, en sorte que le
produit est — bcd. En général , dés que les
quantités négatives ont essentiellement une accep-
tion toute contraire a celles qu’elles auroient étant
positives , et que cette diversité d'acception est
indiquéee par les signes de deux opérations con-
traires , il faut nécessairement que ce qui est addi-
tion pour les unes, soit soustraction pour les
autres, et vice versd; en sorte que, si & retran~-
che de a, donne a— b ; — b retrancheé de a,
donne nécessairement ¢ + 5. D’on I'on voit que
si on interpréte le tout, conformément a l'idée
qu'on doit attacher aux quantités négatives, ces
deux opérations se changent I'une en lautre ,
lorsqu’on passe des quantités positives aux né=-
gatives, et vice versd; et ne conservent, a pro-
prement parler , que le nom ; ensorte que ce
n'est que par une espéce d'analogie que 'on dit
qu'on retranche — b de a.

Confirmons , par un cxcmple » €€ que nous venons de
dire sur I'usage des changemens de signes, pour résoudre
les questions dont les conditions sont contraires. Sup-
posons deux courriers venant en sens contraire, et partis

de deux endroits ¢loignés de 100 licues. Le premier part

Algébre, E
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sept heures avant le second , et fait 2 lieues par heure;
le second en fait 3 par heure. En nommant x le che-
min que fera celui-ci jusqu’d la rencontre , je vois gne ¥
sera égal 4 la différence entre la distance totale et le che-
min qu’aura fait le premier courrier : or le chemin qu’aura
fait celui-ci , est composé du chemin qu'il peut faire pen-
dant sept heures , et du chemin qu'il fera pendant que
le second sera en marche : 4 I'égard de ce dernier che-
min, on le déterminera en calculantle quatrieme terme

de cette proportion 3:2:: %3 ce quatritme terme
2x - . - .

sera —— 3 et puisque le chemin que fait le premier
J

courrier pendant les sept heures qu'il a d'avance, doit

étre de 14 licues, 4 raison de 2 licues par heure , il

. 2z ¢ :

aura donc fait en tout 14 4+ —— ; donc il ne reste 3
2

; . e 2z

faire pour le second courrier, que la quantité 100-14=—=

ou 86 — 2 x; il faut donc que x = 86 — § x;

i R . 258 A
équation d’ou l'on tire ¥ — -—;— = 51 §. Orsi l'on
ad—bed

substitue dans la formule x — que nous pre-

d+c¢
tendons convenir 4 ce cas; si Pon substitue , dis-je,
100 pour a, 7 pour b, 3 pour d, et 2 pour ¢, on aura
parcillement x =51 £.

A mesure que nous avancerons, nous aurons soin de
fixer de plus en plus TI'idée qu'on doit se faire des quantités

négatives.

64. Comme il importe beaucoup d'acqueris
la facilité de mettre en équation, nous joignons
ici quelques questions simples, pour exercer les
commengans , nous contentant d’en donner le
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résultat pour servir 4 confirmer leurs essais. Aprés
avoir résolu ces questions en nombres , ainsi
qu'elles sont proposées , on fera trés - bien de
s'exercer a les résoudre, en substituant des lettres
aux nombres : c’est en imitant ainsi les solutions
particuliéres, que I'on acquiert la facilité de gé-
neraliser et d'étendre ses idées.

Trouver un nombre qui élant successivement ajouté a 5 et
a 12 , donne deux sommes qui soient Pune & lautre , comme
et A4l L Réponse 16.

Trouver un nombre dont la moitié , le tiers et les 3 réunis,

surpassent ce mombre de 7. . . . . Réponse 3o.

On emploie trois ouvriers , dont le premier fait 5 toises
douvrage par jour , le second 7 , et le troisicme S : on de-
mande en quel temps ces trois ouvriers travaillant ensemble ,

feront 100 toises. . . . . Réponse 5 jours.

On a loué un ouvrier paresseux , a raison de 24 sous pour
chaque jour qu'il travailleroil ; mais é condition de lui relendr ,
sur ce qui lui seroit dit, 6 sous pour chaque jour qu'il ne tra.
vailleroit pas. On lui fait son compte au bout de 30 jours ,
et il se trouve qu'il n'a rien a recevoir : on demande combien

de jours il a travaillé. . . . . Réponse 6 jours.

Un Entrepreneur achette des bois qu'il vend ensuite 1500
de plus qu'il ne les a achetés. A ce marché il se trouve gagner
X0 pour cent du prix qu'il les vend ; on demande combien
il les avoit achetés. . . . . Réponse 13500 livres.

On a payé une cerlaine somme en quinze payemens qui ont

€lé en augmentant toujours de la méme quantité ; le fremier

E 2
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payement a été de 7 livres, le dernier de 37 livres: on de-
mande de combien chaque payement augmentoil, « « + & s o »

Riponse 2 3.

On @ une composition dartifice , qui sur 8 livres de sal-
pétre , contient une livre de soufre ; on demande combien il
Sfaudroit y ajouter de salpétre pour que sur g livres du mé-
lange , il n'y eiit plus que 4 onces de soufre. « « « o <« «
Réponse 27 livres.

’.’ - .
Des Equations du premier degré, &
plusieurs inconnues.

65. Soit qu'il y ait plusieurs inconnues , soit
qu’il n'y en ait qu'une , la méthode qu'on doit
suivre, pour mettre en équation est toujours la
méme. Mais , en général , il faut former autant
d'équations que peuvent en donner les condi~
tions de la question. Si ces conditions sont toutes
distinctes et indépendantes les unes des autres ;
et si, en méme-temps, chacune peut étre ex-
primée par une equation , la question ne peut
avoir plus d'une solution , lorsque toutes ces
équations sont du premier degré, et qu’en méme-
temps il y en a autant que d'inconnues. Mais
si quelqu'une des conditions se trouve ou expli-
citement ou implicitement comprise dans quel-
qunne des autres, ou si le nombre des condi-
tions est moindre que le nombre des inconnues,
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alors on aura moins d’équations que d'inconnues;
et la question peut avoir une infinité de solations,
a moins que quelque condition particuliére , mais
qui ne peut étre exprimée par une équation , n'en
limite le nombre. Nous éclaircirons tout cela
par des exemples.

Nous supposerons d'abord deux équations et

deux inconnues.

Les régles que nous avons établies concernant
les équations a2 une inconnue, ont également
lieu pour les equations a plusieurs inconnues ;
mais il faut y ajouter la régle suivante pour les
€quations. 2 deux inconnues,

66. Prenex dans chaque equation la valeur d'une
méme inconnue , en opérant comme si tout le reste éloit
connu : égalex ces deux valeurs , et vous aurex une
équation qui me renfermera plus que la seconde in-
connue , que vous déterminerez par les régles pré-
cedentes. Celle-ci étant trouvée , substituer sa valeur
dans lune ou lautre des deux valeurs que vous avez
prises par la premiére apération , et vous aurex

la seconde inconnue.

Par exemple , si javois les deux équations gx - ¢
=gl Bt 37 =65::De-Ta premiére , je tirerois
e S 4

2

65 — 3y
+ Etde la seconde ¥ = ———.

5

E 3
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4 M
J'égale les deux valeurs de x, en écrivant ’—'1-! s
65 — 3y

5
inconnue y, et qui par les regles des équations 4 une seule

» équation qui ne renferme plus que la seconde

! inconnue, donne y = Io.

Pour avoir ¥, je substitue , au lieu de y, sa valeur 10
dans la premiere valeur de x trouvée ci-dessus (On pourroit
également substituer dans la seconde). Cette substitution

ﬂ.';——ln
me donné ¥y ———— — 1t — 7.
2

67. Prenons pour second exemple, les deux eéquations
4z Sy
Vs B 2, et 2x -} 3y = 10.

[ oy ) .
i Je commence par réduire ( 57) ces équations, a ces deux

- autres , 24%x — 25y — 60 et 8x + 9y = 228
|
1 . v A e, 6o ah
! De la premicre de ces deux-ci, je tire**'x — ——4-—#
4 24
& s 228 —
De laseconde,}al...................x:——sfgf-

} o w . B0 4 25

i Jégale ces deux valeurs de x, et jai -——2——1 —
;‘

| 228 — 9y E 4 d

: = ; équation qui ne renferme plus que y, et dont

L

on conclura y — 12.

Pour avoir ¥, je mets, au lien de y, sa valeur 12 dans

T'une ou 'autre des deux valeurs de x; dans la prcmiérc s

par exemple, c'est-3-dire, dans x = S 2or -t(?‘ﬁf , laquehie
o
devient par-ld , ¥ = o i 382 — 1.

24

68. Prenons pour troisieme exemple, les deux éqnalions
2y —1 : 4 g oo
ix=fxtiy—gatx—i =1y —6
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Je commence par faire disparoitre les dénomina-
teurs (57).

Jai 56x = 35x 4 6oy — 1260.

Et 56x — 20y = 35y — 420.

.\ SR 6oy — 1260
De la premiére, je tire x —= —~=— .
20
559 — 420
La seconde me donne ¥ — — ",
5b
z v Boy — 1260
Egalant ces deux valeurs de x, jai ——— — —
al
55y — 420 - F
—-):-; » €quation qui donne y — 28.
o

Pour avoir la valeur de x, je substitue, au lieu de 5,
603«' — 1260

sa valeur 28, dans I'équation x — trou-
a1
" _ " Go x 28 — 1260
vee ci-dessus; ce qui donne ¥ — vy =
I

420
21

= 20

69. Prenons les deux équations littérales ax 4 by — ¢,
et dx - fy = ¢, dans lesquelles a, &, ¢, d, e, f,
marquent des quantités connues, positives ou négatives.

(P—?}Y

La premiére donne ¥ — - La seconde donne de

a
i 6 — :
meme x — -———é& Egalant ces deux valeurs de x, on
c— b & — r
a _T:I = ——E-f—f; chassant les fractions et transpo-
sant, on a afy — bdy == ae — c¢d; doi 'on tire
ae — cd
B G

Pour avoir la valeur de %, il faut substituer, au lieu

ae — cd :
de 5, sa valeur » dans 'une des deux valeurs dex,
af — bd
c— b A W
dans ¥ — z, par exemple. Cette substitutiion

a

E 4
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¢ — b % ‘”__- ‘bJ
donnera x — s , ou réduisant ¢ en
a
n‘f'z--—!rc'a’—aﬁe-i- bed
- e T, |
fraction o= a"r 3 OUsawrws
a
afe — abe L% f(_'—(rr
= y B = "————s
Cyy e ou enfin (33), » i —be

70. Nous avons sapposé jusquici, que les
X deux inconnues se trouvoient toutes denx dans
chaque équation. Lorsque cela n’arrive point ,
le calcul ne différe des précédens qu'en ce qu'il

est plus simple.

-

Parexemple, si I'on avoit 5 ax =3 b, etcx + dy—¢e;

.y . 56 e — -
Ya premiere donneroit x — — ; et laseconde, x= z.
aa

¢

:";b_e—a’_-y

Egalant ces deux valeurs, on awroit — = : dou
Ja

>
chassant les dénominateurs , transposant et réduisant, on

Fae — 3be

tire ) = e

Des Equations du premier degré, &

trois et & un plus gmnd nombre

} d’inconnus.

71. Ce que nous venons de dire étant une
fois bien congu, il est facile de voir comment
on doit se conduire , lorsque le nembre des im-
connues et des équations est plas considerable.
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Nous supposerons toujours qu’on ait autant
d’¢quations que d'inconnues. Si I'on en a trois,
on prendra dans chacune la valeur d'une méme in=-
connue , comme si tout le reste étoit connu. On éga-
lera ensuite la premiere valeur & la seconde , et la
premiére ¢ la troisiéme ; o0u bien Lon égalera la
premiére a la seconde , et la seconde a la troisieme.
On aura, par ce procédé, deux équations & deux
inconnues seulement , et on les traitera par la régle

précédente (66).

Soient, par exemple, les trois ¢quations ,
Sx4 5y +72=179
8x 4+ 3y —2z= 64
S g4 82="195

17 — S5y — 7%

J

3]

De la premiére , je tire x =

64 — 3v 2%
De la seconde . + v« ¥ = L-—;—-i-—

De ]2 troisieme. . = + s ¥ ==

lilgalunt la premiere valeur de x 4 lu seconde , j'at
179 = 5y — s = 6= Sy 4 3=
3 8
Egalant de méme la premiere & la troisieme, j'ai

e e e R 75 + y — 3z
3 = 5

Comme il n'y a plus que deux inconnues, je traite ces
deux dernitres équations, suivant la régle donnce (66}

pour les équations & deux inconnues.

Je prends donc dans chacune de ces ¢quations la valeur
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b 1240 — Gaz
de y. La premiére me donne :—i_-——— Laseconde
91

670 — 26z

28
o v . 1240 — B2z
J'égale ces deux valeurs de y, et jai S

me donne y —

1 670 — 26z
I P

la valeur est z —

» qui ne renferme plus qu'une inconnue dont

15950

= 15’

gao
Pour avoir y, je mets, au lieu de z, sa valeur 15,

i G 1240 — 62
dans I'équation y — La._'f'
I

4 1240 — 62 x 15

trouver ci-dessus; ce qui me donne y = 5
2

» que nous venons de

I 510
I = E“ — 1I0.

Enfin, pour avoir x, je mets, au lieu de y, sa va-
! leur 10, et au lieu de z, sa valeur 15, dans 'une des

trois valeurs de x, trouvées ci-dessus; par exemple,

| 79 — S5y — v .
:[ dans x — I—i———Sy—-—-?_z, qui devient par-13 . . ..
x=179—5x10——-;xl5:24:8-

3 5
Si tontes les inconnues n’entroient pas a la fois

dans chaque équation, le calcul seroit plus simple,
mais se feroit toujours d’une maniére analogue,

Par exemple , si I'on avoit les trois équations ,

5% 4+ 3y = 65, £y ==z =111, 8% b 41 =957

La premiére donneroit x — &-—-_si, la seconde ne
donneroit point de vz;Ieur de x; la troisieme donneroit !
|
| s 5—?—;—4; ; il n'y auroit donc que ces deux valeurs
de x 4 égaler, elles donnent 64 — 3 s ¥ - ot 2

L&2

]
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I - - Y - I3 e

¢quation quine renferme plusd’x, et qui étant traitee , avec
la seconde équation 2y — z = 11, sclon les régles des équa-
tions 4 deux inconnues, donnera les valeurs de y et de z,

En achevant le calcul, on trouvera z =9, y =10, — 7.

72. Onvoit par-la, ques'il yavoitun plus grand
nombre d’équations, la régle générale seroit...... ‘
Prenex , dans chaque équation , la valeur dune
méme inconnue ; égalezx Pune de ces valeurs a cha-
cune des autres , et vous aurez une équation ct une
inconnue de moins. Traitex ces nouvelles équations
comme vous venex de faire pour les premiéres , et
vcus aurez encore ume équation et ume inconnue de
moins. Continser ainsi jusqu'd ce qu'enfin vous par=
veniex @ n'avoir plus qu'une inconnue.

73. 11 ne sera peut-étre pas inutile de placer ici une autre

méthode pour déterminer les valeurs des inconnues dans

les équations du premier dcgré.

Soient les deux équations 3x 4 4y — 81 et 3x —
4y = g. Si l'on retranche la seconde de la premiere,
ou aura 8y = 72, et par conséquent, y = %2 = 9. Au

contraire, si I'on ajoute la premiére équation 4 la seconde,
on aura 6 = go, et par conséquent, x == 2 = 15. On
voit done que lorsque les deux équations sont telles que le
coéfficient de 1'une des inconnues, est le méme dans cha-
cune, il est trés-facile par une simple addition ou une
simple soustraction, de réduire les deux équations a n'a-
voir qu'une inconnue.

Mais ne peut-on pas ramener les équations 4 cet état?
On le peut toujours ; il suffit pour cela de multiplier I'une

des deux équations par un nombre convenable. Voici com-
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ment on doit s’y prendre pour trouver cenombre.. Soiemt |
les deux equations 4x 4+ 3y —65, et5x 4 8y =111,

Je représente par m, le nombre dont il s’agit, et je mul-
tiplie 'une des deux €quations , la seconde , par exemple,
4 par m, ce qui me donne S5mx 4 8my = 111 m. Je I'ajoute

avec la premiére, et j’ai 4x 4+ Smx 4 3y 4+ 8my = 65
<+ 111m, qu'on peut écrire ainsi (4 - 5m)x 4 (3 F

8m)y—==65 4+ 111m.
8i je veux maintenant faire disparoitre Ies x, je n’al
: qu’a supposer que le nombre m est tel que 4 + 5m = o,
ce qui me donne m — — £. Cette supposition réduit
I'équation a (3 4 8m)y = 65 4 111m, qui donne

| 65 — 111m = "

'_ = — +—8——- 3 equation, qui, en mettant pour m §a
2 m

’ " ! 65 — 414

. valeur — £, devienty — B R

Si au contraire, j'avois voulu faire disparoitre les y,
j'aurois suppose m tel que 3 4+ 8m = o, c'est-i-dire,

que jaurois égalé d zéro , le coéfficient ou multiplicateur
de y, ce qui m'auroit donné m = — §. Cette suppositiom
réduit I'équation 4 (4 4+ 5m) x=065 4 111 m , qui donne

65 + 111m 5 5
e » €quation , qui, en mettant pour m
133

I T & 5m
2 65 — 12

sa valeur actuelle — £, devient x — - =1L
G — A

Si.I'on avoit trois équations et trois inconnues, on mulk
- tiplieroit la seconde par un nombre m, etlatroisi¢éme par

un nombre n, et les ajoutant, ainsi multipliées , a la pre~

miere, on supposeroit égal & zévo, le coéfficient de cha-
cune: de deux des trois inconnues x, y et z. On auroit,
pour déterminer m et n, deux équations que I'on traiteroit
i comme dans le cas précédent.

Par exemple , prenons les trois équations 3x 45y

7:=179,8x 4 3y — 22 =64,5x—y+3z=75
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que nous avons déjd traitées. En multipliant la seconde
par m, la troisitme par n, et les ajoutant 4 la premiere,
on aura 3x -+ Smx o+ Sux 4 5y 4 3my—ny + 7z
—2mz -4 3nz=179 4 64m 4 751 qu’on peut écrire
ainsi, (3 4 8m + 52) x 4 (5 4 Sme—mn)y-4(7=—
am 4 3n) z=179 + 64m < 75n.

Si c’est z que je veux avoir, je supposerai 3 4 8m 4~
Sn—=o0¢et5 4 3m —n = o0; ce quiréduit 'équation
d(7—2m+4 3n) 2=179 4 64m +4 75n, qui donne

17 4 64m 4 75n

7=~ 2m =+ 3n

; il ne s’agit done plus que de

déterminer m et n, ce que l'on fera par le moyen des
deux équations 3 + 8m + Sn=1o0,¢et 5 + 3m —
# — 0, que 'on traitera comme dans le cas précédent,
c’est-d dire,, qu'on multipliera la seconde par un nombre s
et on 'ajoutera 4 la premiére, ce qui donnera 3 -} 5p 4
8m 43pm+45n—pn—o, qu’on écrira ainsi, 3 4- 5p
+ (84 3p)m+ (5 —p)n = o, pour avoir n,
on supposera 8 ++ 3p — o0, ce qui réduira I'é¢quation
A3 4 5p 4 (5 = b)in — 0, goitdomme. . L5
— 5 —45p
== p
2

31 e,
p=—13%; doncan = — ; par une opération semblable,
23

n-=

; or, 'équation 8§ 4 3p — o, donne

on trouvera m — =— —;%8 ; substituant donc dans la valeur
de z, on aura z = 15. On voit par-li, comment on s’y
seroit pris, si au lieu de z, on avoit voulu avoir y oux;
mais , lorsque I'une des inconnues est trouvée , il seroit
superflu de recommencer un calcul semblable pour cha-
cune des autres, il faut substituer la valeur de cette in-
connue dans les équations proposeées ; et employant une
€quation de moins, on détermine les autres valeurs , comme

Ppour le cas ou il y a une équation de moins.

R T — . — . T




78 CoOURS

Application des Régles précédentes , a la résolution
de quelques questions qui renferment plus d'unc

inconnue.

74. QUESTION PREMIERE : On a deux espéces de boulels :
six de la plus forte espéces avec dix de la seconde , pesent
304 livres ; ¢t dix de la premiére espéce , avec quinze de la
seconde , j;ésenlt 480 livres. On demande le poids de chaque

espéce de boulels 2

Si I'on savoit combien pese chaque espece de boulet,
en multipliant le poids d’un boulet de la premiere espece ,
par six, et celai d’un boulet de la seconde espece , par
dix , et ajoutant les deux produits , on trouveroit 304 liv.;
parcillement , en mulupliant le poids d’un boulet de la
premiére espece, par dix, celui de la seconde par quinze,
et ajoutant les deux produits , on trouveroit 480 livres ;
cela étant, si je représente par x le nombre de livres ou
le poids d'un boulet de la premiere espece , et par celui
d’un boulet de la seconde espéce; en raisonnant de la
méme manitre , jaurai les deux équations 6x + 1oy
== 304 et 10x + 15y = 480.

Il ne s'agit donc plus que de trouver les valeurs de x
et de 5. Pour cet effet , je prends dans chaque équation

la valeur de x. La premicre me donne , apres la transpo-

s
“, . ik 204 — 10Yy
sition et la division , ¥ = T la seconde me
5

480 —15 b
donne x = ooty X ; 3'égale ces deux valeurs de x ,
10

o3 g1k 4 504 — 10 80 — 15 1
et jai I'équation S S 4 2, dou par
6 10

les regles ci-dessus , je tire y = 16.
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Pour avoir x , je reprends la premiére valeur de x,

5 304 — 10 z
savoir x :_TJ: » et substituant pour 3, sa valeur 16,
3

oy T4k
yai & = ——{:-’— = 24 : donc les plus gros boulets sont
de 24 livres, et les moindres de 16 livres. En effet , six
boulets de 24 livres font 144 livres, qui avec dix boulets
de 16 livres ou 160 livres, font 304 livres, De plus, dix
boulets de 24 livres, qui font 240 livres , avec quinze

boulets de 16 livres, qui font 240 livres , donnent 480 liv.

QUESTION SECONDE : Une piéce de 24, composée de
rosette et délain , pése 5531" et renferme 8,95 pieds cubes |
en matiere ; sachant qu'un pied cube de rosette pése 630 liv-,
¢t gu'un pied cube d'étain pése 512V, comment peut-on dé-
derminer la quantité de rosette , et la quantité & élain qui entrent
dans cetle picce 2 '

Sil'on connoissoit le nombre de pieds cubes de cha que
espeéce de matiere , en ajoutant ces deux nombres, ils
donnerocient 8,95 pour leur somme. De plus , en pre-
nant 630 ¥ autant de fois qu'il y a de pieds cubes de
rosette , on auroit le poids de la rosette qui entre dans
le mélange ; et en multipliant de méme 512 par le nombre
des pieds cubes d’étain, on auroit le poids de I’étain ;
et en ajoutant ces deux produits, ils formeroient 5531 1V,

Raisonnons donc de la méme maniére en représentant
par x le nombre des pieds cubes de rosette, et par y
le nombre des pieds cubes d'érain : il faur donc que

%4 y = 8,95, et 630 x -} 512y = 5531,

De ces deux équations , je tire x = 8,95 — 3 et

5531 — 51290 8.05 . 5581 —S12p0

B s e Bal Sy e g
07,5

d’ou l'on tire y = -I:—xb_ = 0,911.

L
&
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Substituant cette valeur, dans celle de x, savoir dans

x — 8.95 — y, on a x = 8,030.

Si les deux matitres qu'on a mélees avoient des pe=-

santeurs spéciﬁques {*
que le

qu’on vient de

) différentes , et si le volume, ainsi

poids total du mélange , ¢toient différens de ce
supposer , la méthode , pour trouver les

quantités de chaque espece de matiére , n'en seroit pas

moins
toutes les sol
posons généralement qu

des deux especes de T ALETeE (01, o e s in -

Que le poids total du melange exprimé en livres

goTton O Sl sty ol SRR

la méme ; ainsi, pour renfermer dans une seule,
utions des questions de cette espece , sup-
e le nombre total des pieds cubes

.. O

Que le poids d'un pied cube de la premiére matiere

=l T

sOIt .

Et celui d'un pied cube de la seconde soit - . .+ «

P 1]

d.

A e R R I B

¢ et d étant exprimés en livres.

Alors si nous représentons p

cubes de la premiere matier
de la seconde ; les deux équations seront

pieds cubes

€,

ar x le nombre des pieds
et par y le nombre de

x4y —a
et cx + dy= 0.
Cela posé , la premiéere équation donne X =@ — ) !

(*) On appelle pesanteur
spécifigue , la pesanteur d’un
corps dont le volume est con-
nu. Quand on dit : Un tel

corps pése 12 livres ; on ne dé-

termine que le poids de ce
corps , et mon pas celui de
L'esptce de matiere dopt il est

composé ; mais quand on dit ,
par exemple , 12 pouces cubes
d’cau commune, pésent ] onces
6 gros , alors on détermine la pe-
santeur de cette espece d'eau :
on met en état de déterminer
combien pese tout autre vo-
lume conpu de cette mgme eau.

1a
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b—dy ;

la seconde donne x = — _ ; égalant ces deux va-
c
b—dy B : ac—b
leurs, ona g —y — il § d’on I'on tire y == ——-
L=

Pour avoir la valeur de « , il faut substituer dans I'équa-

tion ¥x=—=a —} , la valeur qu'on vient de trouver pour y ;

b—ae b-ad

I = — i(43 reduit 4 ¥ — —— !

etl'onaurax =a +4- T qu (49) se redu et 3
I 1 b—ad S go—0 P 2

€58 valeurs ¥ — ﬁ s ELy = —:‘:—&,— que 1 on vient

de trouver , peuvent fournir une régle susceptible d’un
énoncé assez simple, pour larésolution générale de toutes

les questions de cette espece.

~ Pour trouver cette régle , il faut faire attention , 1°. que
¢ marque le poids total du mélange ; 2°. que @ marquant
le nombre total des parties du mélange , et d le poids
d’une des parties de la seconde espece , ad marque ce
que peseroit le volume du mélange , s'il éloit composé
seulement de la matiere de la seconde espéce. Eunfin le
dénominateur ¢ — d est la différence des pesanteurs spe-

cifiques de chaque espéce de matiére.

Si I'on analyse, de méme , la valeur de y, on verra
que ac est ce que péseroit le volume du mélange , s'il
€toit uniquement composé de Ia premiére matiére. De
la on pourra conclure cette regle.

Calculez ce que péseroit le volume du mélange , s'il étoit
composé seulement de la seconde matiére ; relranchez ce poids ,
du poids total actuel du mélange , el divisez le reste par la
différence des pesanteurs spécifiques des deux malieres : le quo-
tient sera le mombre des parties de la premicre maliére qui

entre dans le mixte.
Au contraire, pour avoir le nombre des parties de la seconde
maliére , calculez ce que péseroit le volume du mélange , 5l

Algébre. F

P —
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etoit toul entier de la premiére matiére 5 relranchez = en le poids
toial actuel du mélange , et divisez le reste par la méme quan-
tité que ci-dessus.

Cette regle est précisément ce qu'on appelle en arith-

métique , la régle d'Alliage.

On peut, & cette méme question, en ramener une infi-
nité d'autres, qui, au premier coup-d’®il, ne semblent
pas de méme espece. Par exemple, celle-ci: Faire 522 livres
en 42 pitces, les unes de 24 livres et les autres de 6 livres;
car avec un peu d'attention , on voit que cette question
est la méme que cette autre ; un mixle composé de 42 pieds
cubes de matiére , pése 522 liores : des deux matieres qui y
entrent , lune pése 24 livres par pied cube , et Pautre 6 livres.
En suivant la régle précédente , on trouvera qu’il faut 15

pieces de 24 livres, et 27 pieces de 6 livres.

La méme régle serviroit encore 4 résoudre cette autre
question. Un pied cube d’eau de mer pése 74 livres ; un pied
cube d'eau de pluie pése 7o livres; combien faudroit-il méler
ensemble d'eau de mer ¢t d'eau de pluie pour faire de l'iay
qui pesat 73 livres par pied cube.

On voit par-li , combien il peut étre utile de s'accon-
tumer de bonne heure & représenter, d'unc maniére gé-
nérale , les guantités connues qui entrent dans les ques-
tions, et 4 interpréter ow traduire les résultats algébriques

des solutions des problemes.

QUESTION TROTSIEME : On a lrois lingols, dans chacun
desquels il entre de Tor , de Pargent et du cuivre. L'alliage
dans le premier est tel, que sur 16 onces , il y en a 7 d'or,
8 dargent et 1 de cuivre. Dans le second , sur 16 onces ,
il yenabd dor, 7 dargent et 4 de cuivre. Dans le troi-
siéme , sur 16 onces, il y en a 2 d'or ,  d'argent ¢t 5 dé
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enivre. On veut , en prenant difféventes parties de ces irois
alliages , composer un troisiécme lingot , tel yue sur 16 onces,
o

: 5 S 1 7
il s'en trouve 4 onces et if en or , 7 5g en argent, et 3

en cuivre.

Représentons par x le nombre d’onces qu’il faut prendre
q P

du premier lingot ; par y, le nombre d’onces gu'il faut

prendre du second ; et enfin par z, le nombre d’onces

qu'il faut prendre du troisicme.

Puisque 16 onces du premier, contiennent 7 onces
d’or, on trouvera ce que x d'onces de ¢ce méme lingot
peuvent contenir d'or , en calculant le quatri¢éme terme
de cette proportion 16 ;7 11 x:; ce quatrieme terme sera
b o

16

; par un raisonnement semblable , on trouvera qu’en

Eoas
. ¥

prenant y d'onces du second lingot , on prend “’i; en
10

" oy 2z é <y v .
or, et sur le troisieme ——-{) . CCS trois quanmcs reunies
L

7% 4 S5y <+ 23
16
7.1“—}-53'-!—2: =g

o 2]

16

font ; or, on veut qu'elles fassent 4 12

ou 2 1 donc

b
Pour satisfaire 4 la seconde condition , on remarquera,
de méme, quen prenant ¥ d'onces sur le premier lingot,

{ . 8r
on prend nécessairement e ] d’onces en argent , sur le
s e

7y AN ;
second <5 ot enfin sur le troisieme, on prend néces-
1D

1 9z : Mty 0
sairement -‘—6-; ces trois quantites reunies font o e
I

8x -+ 7y 4+ 9z :
—— X T 9% | et comme on veut qu'elles fassent 7 13

10
8z 7 0%
ou 432, on aura .‘__._"_'__’my_i'_t_'__ = 182,
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En procédant de la méme maniere, on aura, pour satis-
z 4 4y -+ 5z
16

A3
16°

faire i la troisieme condition, ['équation

Comme le nombre 16 est diviseur commun des deux
membres de chacune des trois équations qu'on vient de
trouver , on peut le supprimer ; et alors on aura les trois

€quations suivantes .,
7+ 3y 4+ 2z2= 79,
8"+?J’+92:1221
4+ 47 4 5z = 55

Tirant de chacune , la valeur de x, on aura

=0y ——pax

A e e s TR e
i
TR v o of e ()

8
x =05 — 4y — 5=z

' e

2

Egalant la premicre valeur de x 4 la seconde et a la
troisieme (71),

70 — S5y — 22 122 — 7y — Q23
on aura 79 'f nie 7; =
7

.et'@_"i«‘;”:_.55_4y_5:,
!

équations gui ne renferment plus que deux inconnues,
et qu'il faut, par conséquent, traiter, selon ce qui a été

dit (66).

Pour cet effet, je commence par faire disparoitre les
diviseurs ; puis tirant les valeurs de y ,

-

j'ai sk 222 — f75
9

et y— 300 =335,
e
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' .o 222\=—— 473
Egalant ces deux wvaleurs de y, e g

9
306 — 35z : s s
s > et apres les opérations ordinaires.,
‘).3
2352
e — = 7.
784

Pour avoir la valear de y, je substitue dans 'une des
deux valeurs qu'on a trouvées ci-dessus pour y, j'y substi-
e, disje, au lieu de z, sd valeur 3, qu’on vient de

222 — 477
9

trouver; par exemple, en substituant dans y = b

jaiy = 8 '— q.

Enfin, pour avoir ¥, je substitue, aulieu de y et de =,
leurs valeurs g et 3 dans 'une des trois valeurs gu'on.a

trouvées ci-dessus pour x; par exemple, dans la des-

micre , savoir ¥ =— 55  — 439 — 5z, et cette valeur
devient ¥ = 55 — 36 — 15 — 55 — 51 — 4; c'est-
d-dire, puisqu'on trouve ¥ = 4,y = g etz =13, qu'il

faut prendre 4 onces du premier lingot, g du second at

3 du troisieme, et alors le nouvean lingot contiendra en

or, 4 onces et 12; en argent, 7 onces i et.en cuivre,
3 onces -Z.
1o

En effet, puisque le premier lingot contient sur 16
onces, 7 onces d’or, 8 d'argent et 1 de cuivre; il est
évident que si I'on prend 4 onces seulement de ce lingor,

on aura 3% d’once en or, ¥ en argent et<% en cuivre.
Par une raison semblable, en prenant g onces du second
lingot , om aura 43 en or, £} en argent et $f en cuivre;
24 s §
et en prenant 3 onces du troisi¢cme lingot, on aura % en
er, % en argent, et 42 en cuivre.
Réunissant les trois quantités de chaque espece de ma-

122

ticre , provenantes des trois.lingots, on aura {f, 52, 37 ou

E 3
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5 10 - I p ey 1 i
4 43,732 et 3 % pour les quantités d'or, d'argent et de

cuivre qui entreront, en effet, dans le quatrieme lingot.

Des cas oi les questions proposées
restent indéterminées , quoiqu’on
ait autant d’Equations que d'in-
connues ; et des cas o les ques-
tions sont impossibles.

75. 11 arrive quelquefois que quoiquon ait
autant d’équations que d’inconnues , la question
qui a conduit a ces équations reste néanmoins

indéterminée , c’est-a-dire , qu'elle est alors sus-

ceptible d'un nombre indéfini de solutions.

Ce cas a lieu lorsque quelques-unes des con-
ditions , quoique différentes en apparence , se
trouvent etre les mémes dans le fond. Alors les
équations qui expriment ces conditions sont,
ou des multiples les unes des autres, ou, en
général , quelques - unes d’entr’elles sont com-
posées d'une ou de plusicurs des autres , ajou~
tées ou soustraites , multipliees ou divisées par
certains nombres. Par exemple , une question
qui conduiroit a ces trois équations
5 + 3y + 22 =17,

8x + 29 + 42z = 20, |
18x -+ 8y + 82 = 54,
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seroit susceptible d'un nombre indéfini de solu-

tions , quoiqu’il semble , d’aprés ce que nous

avons vu plus haut, que x, y et z ne peuvent
avoir chacun qu’une seule valeur. De ces trois
équations , la derniére est composée de la se-
conde ajoutée avec le double de la premiére. Or
il est évident que les deux premiéres étant une
fois suppesées avoir lieu , la troisiéme s'ensuit
nécessairement ; que par conséquent elle n'ex-
prime aucune nouvelle condition ; on est donc
dans le méme cas que si 'on avoit seulement
les deux premiéres équations : or nous verrons
dans peu que lorsqu'on n'a que deux équations
pour trois inconnues , chaque inconnue est sus-
ceptible d'un nombre indéfini de valeurs.

76. Le calcul fait toujours connoitre les cas
dont il s'agit ici : voici comment. Il n'y a qu'a
procéder a la recherche des inconnues , selon
les régles données ci-dessus : alors si quelqu'une
des équations est comprise dans les autres, on
arrivera dans le cours du calcul , a une équa-
tion identique , Cest-a-dire , a une eéquation dans
laquelle les deux membres seront non-seulement
égaux , mais encore composés de termes sem-
blables et égaux : autant on trouvera d’équa-
tions identiques , autant il y aura d’équations
inutiles parmi celles qui auront été formees.,

L

T
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Par exemple , si de chacune des deux équations

6x 8y =12ex+ %y= 2, je tire la valeur
% 3 12 — 8y i
de 'x; qlaufal ¥ = ——t-;-—'y— et x — 2 — % y : égalant
i ] ;
25 . 12 — 4
i ces deux valeurs, jaurai e —2—3%y, ouchassant
»

i les dénominateurs , 36 — 24 y = 36 — 24 y ,. équation |
identique et qui ne peut faire connoitre la valeur de 3,
parce qu'apres la transposition et la reduction, on est con-
duit a cette équation 0 = o.

Pareillement, si 'on avoit les trois équations suivantes :

S x4 3y 2z=294

25 4 415y 4 5z — 6o g

f -

| 13x+9y+6z=72

I Ta premiere donneroit ¥ =— ”;r ol !
o

seconde , aprés avoir chassé les dénominateurs, trans-
120 — 15y — 103z

H

pose, réduit, etc., donneroit ¥ —

| 25
i e 2 — Gy — Gz i
et ‘la troisitme ¥ == - S - Egalant Ia

15

—

premiere de ces valeurs 4 la seconde et d la troisieme ,

i E 24 — 5y — 2z Iz:)—ﬂlﬁy—mz

" on auroit = = - 3

;J 5 20

e 24 — 3y — 23 72 — gy — 6z
E et 4 3_____ - 7 9y .
B 5 i5

~ et en chassant les dénominateurs, 600 — 759 — 5o z
153 =600 — 75y — 50z,et360 — 45y — 30z = 360
— 45y — 30z, équations identiques et dont on ne peut

tirer nt y ni z, parce qu'elles se réduisent chacnne 2

©0=o0. Iln'y a donc ici, & proprement parler, quune

e

seule ¢quation. !

-
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Les questions qui conduisent a de pareils résul-
tats, sont indéterminées , mais ne sont pas impos-
sibles. Nous verrons dans peu, comment on doit

les traiter.

77. Lorsqu’une question qui ne conduit qu'a
des équations du premier degre est impossible ,
on s'en appercoit a ce que la suite du calcul
conduit 2 une absurdité ; par exemple , conduit
A dire, 4= 8.

Sil'on ayoit, par exemple, les deux équations . - .
Sxd “89 ="' 3o
et 0% 4 12y — 135
iy : 0 — S ¥
La premiere donneroit x = —- 2, et la seconde
- |
135 — 12 ,
R s égalant ces deux valeurs, on a . . .
20
%30 — 34 135 — 12 ! X
L — Y ; en chassant les dénomina-
5 20
teurs, on a 600 — 6oy =— 675 — 6o y qui con-

duit 4 600 =675, ce qui est absurde ; donc la question
qui conduiroit aux deux équations , 5 4+ 3y=30, ¢t
20 x -+ 12y = 135 , estimpossible et absurde.

78. Les solutions négatives indiquentaussi une
sorte d’impossibilité dans la question ; mais cette
impossibilité n’est pas absolue , elle est relative
au sens dans lequel les quantités ont été prises ;
en sorte qu'il y a un sens dans lequel ces solu-
tions sont naturelles et admissikles ; voyez ce qui
a ¢t¢ dit (62),




9o Counrs

Des Problémes indéterminés.

79- On appelle Probléme indéterminé , toute
question a laquelle on peut satisfaire en plusieurs
maniéres , sans pouvoir déterminer parmi toutes

ces maniéres, quelle est celle qui donne lieu a
la question. Ces sortes de.Problémes ont tou-
b jours moins de conditions que d’inconnues ; et
' envisageés geénéralement , ils sont susceptibles
d’'une infinité de solutions; mais il arrive sou-

vent aussi que le nombre de ces solutions est

limit¢ par quelques conditions qui ne pouvant
pas ctre réduites en équations , ne permettent
pas de determiner d’une maniére directe le nombre
des solutions que la question peut avoir.

Si I'on proposoit cette question : Trouver deux
nombres qui pris ensemble fassent 24 ; en nommant
x I'un de ces nombres, et'y l'autre , on auroit x
:-' + 7 = 24, équation de laquelle: on tire x
1 = 24 — y. Or cette question est susceptible
d’une infinit¢ de solutions, si par % et y on
entend indifféeremment des nombtes entiers ou
des nombres fractionnaires , et des nombres po-

’ sitifs ou négatifs : il suffit, pour y satisfaire ,
. de prendre pour y tel nombre quon voudra,
1 et de conclure la valeur de x de ’équation x =
24—, en y substituant pour y le nombre qu'on
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aura pris arbitrairement ; ainsi si 'on suppose

successivement y = 1 , y = 13, ) = 2,
9 = 2 2, etc. on aura x = 23, x = 22 T
x = 22, x = 21 +, ect. Mais si I'on ne veut

que des nombres entiers et positifs , alors le
nombre des solutions est limité ; car pour que x
soit positif , il faut que y ne soit pas plus grand
que 24. Et puisqu’'on ne veut que des nombres
entiers , il est évident que l’équation ne peut
avoir en tout que 25 solutions en y comprenant
0: en sorte que supposant successivementy = 0,
Y == 1,y==249 =273, ¢ic, on aurd %= 24,
x—ab . x —as . ‘x=—= ol selc.

80. Mais, lorsqu’on impose la condition que
les nombres demandés soient des nombres entiers
et positifs , on ne voit pas toujours aussi facilement
que dans I'exemple précédent, comment on peut
satisfaire 2 cette condition : les questions suivantes

sont propres a le faire connoitre.

QUESTION PREMIERE. On demande en combien de maniéres
on peul payer 542 livres en donnant des pieces de 17 livres ¢t

en recevant en échange des pieces de 11 livres.

Représentons par ¥ le nombre des picces de 17 livres,
et par y celui des pieces de 11 livres; en donnant »
pieces de 17 livres, on payera x fois 17 livres ou 17 %5
en recevant y pieces de 11 livres on recevra 11 y; par

conséquent,, on aura payé 17 ¥ — II yj et puisqu’on
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veut payer 542 livres, on aura 17 ¥ — 11y = 542. Ti-
rons la valeur de y, c'est-d-dire , de 'inconnue qui a le

v A 17 x — H42
moindre coéfficient, et nous AVFODS J, T s

Comme onn'a que cette ¢quation, on voit qu’'en met-
tant arbitrairement pour x tel nombre qu'on voudra, om
aura pour y une valeur qui satisfera siirement 3 I’équation;
mais comme la question exige que x ety soient des nombres
entiers, voici comment il faut s’y prendre poury parvenir
directement.

172 — 542

La valeur de = se réduit, en fai-
P

Ix
sant la division autant qu'il est possible 4 y —= ¥ — 49

bxr — 3
+

6xr— 3

5 il faut donc que soit umn

5 " 5 6baxr — 5
mombre entier : soit # ce nombre entier , On aura

{ 1Ty 4 3
= u, et par conséquentbx —3—11uetx— ———»
6
3 A S5u <4+ 3 i
ou, en faisant la division, x — u + g il
5 z
S5u 4 3 - g
faut donc que 5 fasse un nombre entier : soiti
) g

5u -3

ce nombre entier; on aura = t, et par con=

6z — 3 t—3 .,
:f-‘i—'—ﬁ_-ll

séquent5u+3:6 tetu—

faut donc que fasse' un nombre entier : soit 5

2 7
ce nombre entier, on auwra ———— — 5, et par
e ]

conséquent f =55 -} 3 : I'opération est terminée ici, parce
qu’il est évident qu’en prenantpour s tel nombre entier qu'on
voudra, on aura toujours pour { un nombre entier tel que

Texige la question, puisqu'il n’y 2 plus de dénominateur,
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Remontons maintenant aux valeurs de x et y; puis-
5 ; 6z — 3
guon a trouve ¥ — -———> €n mettant pour i sa
5

305 ~ 18 — 3
"

=6s-3;

yaleur 5 s -+ 3, on aura u =

1 -4 3
(5]
665 + 33 + 5

sa valeur, on aurax — 5 — 1154 b3
i)

€t puisqu’on a trouve x=— > en mettant pour %

7.z — 542 5
5> en subtituant

enfin, puisqu'on a trouvéy =

1875 -+ 102 — 542

pour x sa valeur, on aura y = =

— 17 5 — 40 ; ainsi les valeurs correspondantes de » et de
y sont ¥ = 115 - 6, et y = 17 s— 4o0. Par la pre-
miére , on est libre de prendre pour s tel mombre entier
qu'on voudra; mais la seconde ne permet pas de prendre
s plus petit que 3; en effet y devant étre positif, il faut
que 17 s soit plus grand que 40, ou que s soit plus grand
que 42, c’est-d-dire, plus grand que 2.

On peut donc satisfaire 4 cette question d’une infinité
de manieres différentes, qu'on aura toutes en mettant
dans les valeurs de x et de y, au lieu de s, tous les
nombres entiers positifs imaginables depuis 3jusqu'dl'infini;
ainsi posant successivements =3, s =4, s = 5.y =0,
§=—7, etc. on aura les valeurs cofrespondantes de x et

de y, comme il suit.

T e A e O

— 50 = 28
= 61 =y
] i
=83 &tey - =70

Dont chacune est telle qu'en donnant le nombre de
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pieces de 17 livres , désigné par x; et recevant le nombre
correspondant de picces de 11 livres, désigné pary, on

payera 542 livres.

QUESTION SECONDE : Faire 741 livres en 41 piéces, de
trois espéces; savoir , de 24 livres, de 19 livres et de 10
livres.

Soient ¥, y et z les nombres de pieces de chacune de
ces Lrois especes; puisqu’on veut en tout 41 pieces, on
aura 1°%. % 4y 4 z = 41.

20, Chaque piece de la premicre espece valant 24 liv.
Ie nombre x de pieces vaudra x fois 24 liv. ou 24 x;
! par la méme raison y picces de la seconde espece vau-
dront 19y, et z picces de la troisitme espece vaudrent
10 z; ainsi les wvaleurs réunies des trois nombres de
pitces différentes , monteront 4 24 ¥ 4 19 9 - 1023
et comme elles doivent monter & 741 livres, on aura
24 x4+ 109y 4- 10 2 = 741.

Je prends, dans chacune de ces équations, la valeur d’une

b méme inconnue, peu importe laquelle ; dex , par exemple,
741 — 19y — 102

et jai ¥ = 41 — y — z, et x — ;

24
I ; j'égale ces deux valeurs , et jai 41 — y —z =

; 741 — AJyrniion : 5
2‘2 — 5> ou chassant le dénominateur,
4

|

_ 984 — 24y —24z :'741 — 19y — 10 z; transposant
et réduisant, on a 243 = 5y + 142
!

Je prends maintenant la valeur de y qui a le plus petit

245 — 142 3 — 4z

i coéfficient, et j'al y = ——— =48 -2z 4+ - 5
5

3 or y et z devant étre des mombres entiers, il faut que

J 3— 4z . . 5
: ~——— 50it un nombre entier : soit donc { ce nombre

SCD LYON 1
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: 53— 4z ®
entier, on aura ——— 1, ou 3 —4z=—>51; donc
2

- 4 E -4
g = 2F d— 1 .

2 = ———— = — {4 ——; il faut donc que

4 4
5 -

soit un nombre entier : soit ¥ ce nombre, on

et '
aura ——— — %, ou 3 —{— 4u, et par conséguent
4 ] 4 L P q

f:3--—4‘u.

Remontons maintenant aux valeurs de i zet K
-4 B
. 1 . G I 4
Pmsqu on vient de trouver z — ———, on aura,
L'
5 — 15 4 20u
en mettant pour { sa valeur, z = —— —— —=
4
2008 — 12 & 3 ; 3 . 243 — 14z
— U - sl plisgquonatronyey = ——
2 % uiug'e e = T
2453 — o u - 42

5

t

en mettant pour z, sa valeur, on aura y —

285 — 7o u B
SR SR s,
Enfin, puisqu'on a trouvé ¥ — 41 — y — z, on aura

¥=41 — 57 4 144 — S5u - 3 =9gu — 13; en sorte
que les valeurs correspondantes de x, y et z, sont x —=Qu
— 13, y =57 — 14u, et z = 5u— 3, dans lesquelles
on peut mettre pour u, tel nombre entier qu'on voudra,
pourvu qu'il enrésulte des nombres positifs pour x, y et z;
or cette condition emporte ces trois autres. 1°. Que g u
soit plus grand que 13; ou que z soit plus grand que ¢ ou
I3 2% Que 57 soit plus grand que 14, ou gque u soit
plus petit que

57

2% ;3 c'est-d-dire , plus petit que 4 75
3°. Enfin que 5 % soit plus grand que 3, ou « plus grand
que £; ce quine peut manquer d’arriver, dés qu'on obser-
vera la premiére condition : ainsi le nombre des solutions
est donc tres-limité , et se réduit & trois que l'on trouve ,

en donnant & ¥ pour valeur les nombres 2, 3 et 4, qui
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sont les seuls que I'état de la question admette. On ne peut
donc faire 741 livres en 41 pieces des trois especes propo-
sées, qu'en prenant les nombres de pieces marquces ci=
dessous , et quion trouve , en mettant pour #, les nom-

bres 2, 3 et 4, successivement dans chacune des valcurs

dex, 9.¢tz
® ¥ z
R T e A )
TATG S o I ey - 12
Do a sl e Bivai 58 ke | b 17

Des Equaaons du second degré a une
seule inconnue.

81. On appelle Equations du second degré, celles
dans lesquelles la plus haute puissance de l'in-
connue , est cette méme inconnue multiplice par

elle-méme , ou élevée a son quarre.

Ainsi I'équation 5 x> = 125, estune équation du second
degré , parce que daas lc terme 5 #* la quantité x est multi

pliée par elle-méme.

82. Lorsque I'équation ne renferme d’autre

puissance de I'inconnue, que le quarré , elle est
toujours facile 2 résoudre : il suffit de degager
le quarré de l'inconnue, de tout ce qui peut le
multiplier ou le diviser , ou des quantités qui
peuvent se trouver jointes avec lui par les signes
+ ou — , ce qui se fait par les régles données

(53

SCD LYON 1
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(53 et suiv. ) ; aprés quoi il 'y a plus qu’a tirer
la racine quarrée de chaque membre.

Par exemple, de I'équation 5 x* — 125, je conclus ,
¥ = 123 — g5, et tirant la racine quarrée de chaque
membre, x — 5.

Parcillement, si j’ai I'équation ER £ x4 7
chassant les fractions et transposant, j'ai 25 ¥* — 12 %

- S— B, 105 S b
— 105, on 13 x* — 105,} oux?®*— ,_i_z-)‘ donc x___v 1]931.

Ce signe 1/ marque qu'on doit tirer la racine
quarrée. Lorsqu'on doit tirer la racine quarrée
de la fraction-, comme dans le cas présent, on
fait descendre les jambes du signe Vv (quon
appelle signe radical) , au-dessous de la barre
qui separe les deux termes de la fraction. Mais
si 'on n'avoit a représenter que la racine quarrée
de I'un ou de l'autre des deux termes de la
fraction , le radical seroit tout entier au-dessus
ou au-dessous de la barre de division ; ainsi pour
marquer qu'on veut diviser par 3, laracine quarrée
v 4o

3

de 4o , on écriroit Si la quantité dont
on doit tirer la racine quarrée étoit complexe,
on donneroit, au radical , une queue qui recou-
vrit toute la quantité ; par exemple , pour mar-
quer la racine quarrée de 3 ab + b* , on écriroit
V/ 34t + 1*. Quelquefois aussi, sans donner une
queune au radical , on renferme la quantité com-
Plexe entre deux crochets, quon fait précéder
du signe 1/, en cette maniére,, V (8ab + b*).
dlgébre, G
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83. Nous avons vu (24) que lorsque le mul-
tiplicande et le multiplicateur avoient tous deux
le méme signe , le produit avoit toujours le
signe -+ ; cela étant , lorsqu'on a a tirer la ra-
cine quarrée d'une quantité qui a le signe + ,
on doit indifferemment donner a cette racine
quarrée le signe + ou le signe —.

Ainsi dans I'équation précédente x* = 25, on peut,
lorsqu'on tire la racine quarreée , dire également qu'elle

est 4+ 5, ou qu'elle est — 5, parce que chacun de ces

nombres multiplié par lui-méme reproduit toujours +4 29 ;

en sorte que la résolution de I'équation x* = 25, s'écrit
ainsi x= = 5, ce qui se prononce en disant » égale plus
ou moins 5, et équivaut d ces deux équations x = -+ L

etx— — 5 (*).

Pareillement, pour la seconde équation ci-dessus, on
ol snts ag o
€criroit ¥ — iv Tl

84. Lorsqu’on a a tirer la racine quarrée d'une

(*) On pourroit demanderici Il faut se garderde considérer
pourquoi nous ne donnons pas la valeur de x dans la premiére
sussi le double signe == au | équation z =35, comme étant
premier membre? La répouse la méme que dans la seconde
est, qu'on le peut; mais cela | # = — 5, quoique ces deux
nemene A rien de nouveau, En | valeurs soient exprimées par le
effet, si lon éerit=z===5, méme caractire ou la méme
on en lire ces quatre équations | lettrez. La lettre x est un signe
4o =+ 5, +2=—75] par lequel on représente la
— 3= 4 5 —a = — 5 La | quantité quelon cherche; elle
dernitre,, en changeant les si- | peut désigner des quantités dif-
gnes , revient i la premiere. 11 | férentes, comme le mot Ecu dé-
enest de méme de la troisitme, | signe des quantités différentes,

zelativement 2 la seconde. dans différens pays.




DE MATHEMATIQUES. 99
quantité précédée du signe —, on affecte le tout,
du radical que I'on fait aussi précéder du double
signe =,

Ainsi, si 'on avoit % = — 4, on écriroit x:tV{~—4) H
etquoiqu’on puisse tirer la racine quarrée de 4, qui est 2,
il ne faudroit pas écrire ¥ — == 2 ; il est essentiel ici de
faire attention au signe — de Ia quantité qm est sous le
radical.

85. Lorsqu'une équation conduit ainsi 4 tirer
la racine quarrée d’une quantité negative, on peut
conclure que le Probléme qui a conduit  cette
€quation, est impossible : en effet, une quan-
tité négative ne peut avoir de racine quarrée , ni
€xactement , ni par approximation ; car il n'y a
aucune quantité , soit positive , soit negative ,
qui éant multipliée par elle-méme , puisse pro-
duire une quantité négative : il est bien vrai
que — 4, par exemple , peut étre considéré
comme venant de 4 2 maultiplié par — 2 ; mais
ces deux quantités ayant un signe différent ne
sont point égales, et par conséquent leur pro~
duit n’est pas un quarré. Ainsi , lorsqu on pro-
Pose de tirer la racine quarrée d'une quantité
negative , on propose une chose absurde ; donc
tout probléme qui se réduira a une pareille opé-
ntion sera un probléme impossible. Clest & ce
taractére qu'on distingue I'impossibilité des ques-
tions du second degré.

G 2

——,

i T




100 O OU RS

Aun reste, il ne faut ‘pas pour cela regarder ,
comme inutile , la considération des racines

quarrées des quantités negatives : il arrive assez .
souvent qu'une question trés-possible , n'admet |
de solution que par le concours de pareilles quan«
tités dans lesquelles 2 la fin, ce quil y a d’ab-
surde , disparoit. On appelle ces sortes de quan-

tités , quantilés imaginatres.

Ainsi , 1< (— a), est une quanﬁté imaginairc &

a -+ v (—b&), est une qaantité imaginaire.

86. Ce que nous venons de dire , suffit pout
la résolution des équations du second degre ,
lorsquiil n'y a pas dautre puissance de x que
le quarré. Mais outre le quarré de l'inconnue,
il peut encore y avoir (et cela arrive le plus sou-
vent ) la premiére puissance de I'inconnue mul-
tipliée on divisée par quelque quantite connue,
comme dans cette équation x* — 4x=12. Alors
Partifice qu'on doitemployer pour résoudre 'équa-
tion , consiste 4 préparer le premier membre de
maniére 4 en faire un quarré parfait : cette pre-
paration supposeavanttout, trois choses;1°.qu'on
ait passé¢ dans un seul membre tous les termes
affectés de x, et les quantités connues dans l'autre;
cela sexécute par ce qui a été dit (53) : 2°. que
le terme qui renferme x* , soit positif ; s’il avoit

le signe — , on changeroit tous les signes de
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Péquation , ee qui ne troubleroit point Fégalité :
3°. que le terme qui renferme x* , soit libre de
tout multiplicateur et de tout diviseur; s’il n’étoit
poiat dans cet état on I'y améneroit, en mul-
tipliant tous les autres termes de l'équation par
ce diviseur , et en les divisant par le multipli-
cateur.

Par exemple , si Javois-d résoudre "équation 4 x — 3 x®
— 4 — 2 x, I° je passerois tous les x dans le premier
membre, en écrivant le terme x2 le premier, et j'aurois
— 3 L gx 2x=—=4, 0ou—3x* L 6x=4; 2° je

changerois les signes pour rendre x* positif, et j'aurois

P —6x —=— 43 30, je multiplierois par 5, ce qui me
donneroit 3 x* — 30 x =— — 204 enfin je diviserois par 3,
€t j'aurois x? —.10.5 =— — o

Comme on pent toujours ramener, i cet état ,
toute €quation du second degré, nous ne nous
occuperons actuellement que d’une équation pré-
parée de cette maniére,

87. Cela posé, pour résoudre une équation
du second degré, il faut suivre cette régle :

Prenex la moitié de la quantité connue qui mul-
tiplie x dans le second terme> élever cette moitié au
quarré , et ajouter ce quarré & chaque membre de
Péquation , ce qui ne changera rien & Uégalité, Le
premier membre sera alors un quarré parfait. Tire:

i racine quarrée de chaque membre , et faites pré-

G 3
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céder celle du second membre, du double signe == ;
Véguation sera réduite au premier degré.

Quant a la maniére de tirer laracine quarrée du
premier membre , on tirera la racine quarrée du
quarré de l'inconnue , et celle du quarré qu'on
a ajouté: on joindra cette seconde a la premiére,,

par le signe qu’aura le second terme de I'équation.

Par exemple, ayant I'équation x* 4 6 x = 16, je
prends la moitie de la quantité connue 6, qui muliiplie
% dans le second terme : je quarre cette moitié, et j'ajoute
||| i chaque membre le quarré 9; j'aix* 4 6x-}-9g—25;
' il ne sagit plus que de tirer la racine quarrée , ce que je
fais en prenant la racine quarrée de x* qui est X, puis celle
de g qui est 3; et comme le second terme 6% de I'équation
a le signe 4, jen conclus que » - 3, est la racine
quarrée du premier membre ; quand A celle du second ,
elle est 5 ou plutst (83) = 5; par conséquent x 4 3
— == 5. Pour avoir x, il ne s'agit plus que de trans-
poser, et I'on aura x == 5 — 3 ; clest-d-dire, que ¥
2 deux valeurs; savoirx — 4+ 5 —3 =2, etx —— 5
— 3 — — 8. Nous verrons ci-aprés ce que signifie cette

seconde valeur.

Pour entendre la raison de cette régle, il faut.
se rappeler ce que nous avons remarqué (25),
. savoir que le quarré d’une quantité composée
| de deux termes , contient toujours le quarré du

premier terme , le double du premier terme mul-
tiplié par le second , et le quarré du second.
Cela posé , lorsqu'il s’agit d'ajouter a une quan-
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tite telle que x* 4+ 6x, ce qui est nécessaire pour
en faire un quarré parfait , il faut remarquer,
1°. que cette quantité contient déja un quarré
x* qu'on peut considérer comme le quarré du
premier terme x d'un binome. 2° Qu'on peut
toujours considérer le terme suivant 6 x , comme
étant le double de x multiplié par une autre
quantité. 3°. Que cette autre quantité est néces-
sairement la moitié de 6 multiplicatenr de x. Tl
ne manque donc plus que le quarré de cette
seconde quantité, c'est-a-dire, le quarré de la
moitie du multiplicateur de x dans le second
terme. On voit que ce raisonnement est géneral,

quel que soit le multiplicateur de x.

Quant 4 la régle que nous donnons en méme
temps pour extraire la racine quarrée du premier
membre , elle est également une suite de la
formation du quarré ; puisque les deux quarrés
extrémes qui se trouvent dans le quarré d'un bi-
nome étant les quarrés des deux termes de la
racine , il est évident qu’il ne s’agit que de tirer
séparément les racines de ces deux quarrés pour
avoir ces deux termes. Mais on doit donner au
second terme de la racine , le meme signe qua
le second terme de l'équation , parce que de
méme que le calcul fait voir que le quarre de
a-+besta +2ab+4 b*, de méme il fait voir
que le quarré de a — b est a> — 2 a b~ b,

G 4
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Application de la régle précédente , a
la Résolution de quelques questions
du second degré.

88. De quelque degré que doive étre I'équa-
tion, il faut toujours, pour mettre la question
en équation , faire usage de la régle que nous
avons donnée (60).

QUESTION PREMIERE: Trouver un mombre fel que si
d son quarré , on ajoute 8 fois ce méme nombre, le tout fasse 332

8i je connoissois ce nombre que j’appelle x, il est evident
que j’en prendrois le quarré x*; qu'd ce quarreé j'ajouterois
huit fois ce nombre, c’est-a-dire, 8x, et que le tout &* + 8x
formeroit 33 ; il faut donc que x* 8x =33.

Pour résoudre cette équation , j’ajoute & chaque membre,
Ie nombre 16 qui est le quarré de la moitié du nombre §
qui multiplie » dans le second terme, et j’ai x* + 8x + 16
= 49; équation dont le premier membre est un quarré
parfait. Je tire la racine quarrée de chaque membre, en
observant la reéale donnée (87), et j'ai x -+ 4 = 2= 7; par
conséquent x — == 7 — 4, qui donne ces deux valeurs de
X, = 7—4 =3 etx—=—7 —4—=—1I1.

De ces deux valeurs, la premiére satisfait 4 la question,
puisque g, qui est le quarré de 3, étant ajouté A 8 fois 3
ou 24, fait 33. A T'égard de la seconde, comme elle est -
négative , elle indique qu'il y a une antre question dans
laquelle prenant x dans un sens tout contraire, la solution
seroit 113 clest-d-dire, que la seconde valeur de x doit

satisfaire & cette autre question. Trouver un nombre fel que

SCD LYON
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si de son quarré, on retranche 8 fois ce méme nombre, le reste
soit 33 : ce qui est en effet; car le quarré de 11 est 121,
et 8 fois 11 font 88 , lesquels retranchés de 121, il
reste 33.

Pour confirmer ce que nous avons dit sur les quantités

négatives (62), remarquons que cette seconde question

mise en équation, donne ¥* — 8x — 33, laquelle étant
résolue selon larégle,, donne x — == 7 - 4; c'est-a-dire,
ces deux valeurs, x =11 et x — — 3, qui sont préci-

sément le contraire de celles de la premicre question.

89. On voit par-la qu'une équation du second
degré , a une seule inconnue, a toujours deux

solutions.

Car les deux valeurs 11 et — 3, substituées, au lieu
de x, dans I'équation x* — 8x — 33, la résolvent éga-
lement, c'est-3-dire, réduisent également le premier mem-
bre 4 33. On vient de le voir pour 11. A I"égard de— 3,
son quarré est 4 Q; et 8 fois — 3, font — 24, qui re-
tranchés de -4 9, donnent -+ g - 24, selon ce qui a
€té enseigné (11).

Mais on voit en méme temps que si toute
équation du second degré a deux solutions, il
n’en est pas toujours de méme de la question
qui a conduit a cette équation.

Car dans le cas présent, la seconde valeur — 3, ne
1esout que la question contraire. Au reste, il arrive sou-
vent que les deux solutions de I'équation, sont aussi toutes
deux, solutions de la question. Nous en verrons un exemple

dans la troisieme question,
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QUESTION SECONDE : Ondevoit partager 175 liv. enlre

un certain nombre de personnes; mais il y en a deux 4 absentes et

qui, par ceile raison, ne doivent pas avoir part. Celte circons-
tance augmente de 10 livres la part de chaque présent ; on de-
f mande combien il devoit d’abord y avoir de partageans ?

: Si je savois quel est ce nombre, je diviserois 175 par
| ce nombre, pour connoitre combien chacun auroit eu, si
' toutes les personnes eussent été présentes. Je diviserois en-
suite par ce méme nombre diminué de deux, pour con-
noitre combien chaque partageant aura réellement; enfin
je verrois si en Gtant 10 livres de ce second quotient, le

reste est égal au premier. Imitons ces opérations , en repré=

sentant par x le nombre cherche.

7o

Si tous étoient présens , chacun auroit donc =3 mais-

=
172

r
5’1l manque deux ersonncs Cha ue partageant aura
q P » chaque partag =

| puis donc que ce dernier nombre doit étre plus grand de:

15

- % 175 17
X0 que le premier, il faut que ;——_’—_—é —_ 10 = ;

Pour résoudre cette équation, je chasse les dénomi-
nateurs , et selon la remarque faite (59), jecris 175%

t — 10 (¥ — 2) ¥ = 175 X (x — 2), puis faisant les
i opérations indiquées , j'ai 175x — I0xx + 20x =173 %
i — 350, ou 10x% — 20% — 350; enfin divisant par 10,
: il vient xx =— 2x — 35, équation A laquelle il ne s'agit

plus que d’appliquer la régle doanée (87 ). Je prends donc
la moitié — 1 du multiplicateur — 2 de x. Je quarre
¢ette moitie , ce qui me donne - 1, que jzjoute 2
chaque membre, et j'ai x* — 2x 4 1 = 36; tirant la
racine quarrée, jlai ¥ — 1 = == 6, et par conséquent
=364 1, qui donne x = 7 et x = — 5. 1a

premitre est le nombre cherché; car 175 divisé par 7,

"M

T —
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donne 25; et 175 divisé par 7 — 2 ou 5, donne 35
qui excede 25 de 10. Quant a la seconde, elle résout
la question ou I'on supposeroit qu’il s’agit de partager
175 livres avec deux nouveaux survenus, et que cette
circonstance diminue de 10 livres Ia part que chacun au-
roit eue sans cela.

QUESTION TROISIEME: Un homme achéte un cheval,
qu'il vend, au bout de quelque temps , pour 24 pistoles. A celte
vente , il perd autant pour cent, que le cheval lui avoit coiité.

On demande combien il I'avoit acheié?

Si 'on me disoit ce que le cheval a cotite, je vérifierois
ce nombre en cette maniére. Je le retrancherois de 100,
et je ferois cette régle de Trois : Si 100 se réduisent au
nombre que vient de donner la soustraction , a combien le nombre
fprétendu doit-il se réduire? Ayant trouvé ce qualr]éme terme,
il devroit étre égal 4 24.

Nommons donc ¥ le nombre cherché, c'est-i-dire, le
nombre de pistoles que le cheval a coiité. Alors puisque
100 sont supposés se réduire 4 100 — x, je trouveral i
combien x doit étre réduit, en faisant cette regle de
Trois , 100 : 100 — x I x % ; le quatricme terme

(100 — z) = : 100 — 1
: ( Arithm. 169), ou ———

sera ; puis

100 100

donc qu'on suppose que le prix du cheval a été réduit d
100z — z1

24 pistoles, il faut que ——M — 24.
4 p 2 r'l 100 4

Pour résoudre cette équation, je chasse le dénomina-

teur, et j'ai 100x — xx — 2400, ou en changeant les
signes x¥ — 100 ¥ — — 2400. Je prends donc (87)
la moitie de — 100 qui est — 503 je 'éleve au quarré,

ce qui me donne - 2500 & ajouter & chaque membre.
L’équation devient xx — 100% - 2500 = 2500 — 2400

== 100, tirant la racine quarrée, j'ai ¥ — o=k 10,
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et par conséquent, ¥ = 50 2= 10, qui donne. ces deux

valeurs ¥ — 60 et x — 40, dont chacune résout la ques-
tion; en sorte que le prix du cheval peut egalement avoir
été de 60 ou de 40 pistoles; 'énoncé de la question n'est

pas suffisant pour déterminer lequel de ces deux prix a

eu lieu. Si ’on veut vérifier ces deux solutions, on verra
qu'en supposant que le cheval a été acheté 6o pistoles ; ;
puisqu’alors. 100 se réduisent & 40, 60 se réduiront 4 24.
Et dans le second eas, on verra de méme , que 100 se ré-

duisant & 6o, 40 se réduiront 4 24.

t 9o. Dans les questions précédentes , I'équation
a eu deux solutons, l'une positive , 'autre ne=-
gative. Dans la derniére , elle en a deux posi-

tives ; elle peut en avoir aussi deux négatives:

mais cela n’arrive que lorsque I'énoncé de la
question est vicieux ; car alors chacune de ces
deux solutions négatives indique (62) que l'in- :
connue doit étre prise dans un sens Opposé a '

celui de I'énonce.

Par exemple , sil’on proposoit cette question : Trouver
un nombre tel que si @ son quarré on ajoule neuf fois ce méme
nombre, et encore le nombre 50., le tout fasse 3o.

Cette question mise en équation, donneroit x* 4 gx
-+ 56 = 30, qui, en suivant les régles données plus
haut , deviendroit successivement x* - gQx — — 20
x* 4 gx - & — &L 90 — J; tirant la racine quar-

rée, ¥ 4+ £ = 2= 1, qui donne = —2 L1 =

—4,etx=—2 1 — 5 Ce quiindique que

la question doit étre changée en cette autre : Trouver

un nombre ftel que si aprés avoir ajouté 5a a son quarré,

SCD LYON
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on relranche du tout , O fois ce méme nombre demande ,

il reste 30.

g1. L’Algébre a donc cet avantage , que non-
seulement elle résout les questions , mais elle
sait encore distinguer si elles sont bien ou mal
proposées ; et si elles sont impossibles, elle le
fait connoitre aussi: nous en avons d¢ja donné

le caractére (85).

Si 'on en veut un exemple , il n’y a qu'd résoudre
esti 1t 26 pis au lie
la question troisieme , en y supposant pistoles u

IcOT— I

de 24. L'équation sera =5 — 26, ou 100 x —xx
1

— 2600 , on ¥x — 100 x — — 2600, qui, selon la
regle (87), devient x x — 100X 4 2500 = 2500
— 2600 — — 100 ; tirant la racine quarrée x — 50
==/ (—100), et enfin x =50 = |/ (—100)%
or nous avons vu (85) que la racine quarrée d’une quan-

tité négative est impossible.

QUESTION QUATRIEME : Deux personnes se sont réunies
dans un commerce : I'une a mis 30 louis qui ont resté 17 mois
dans la société. La seconde w'a fourni ses fonds qu'au bout
de 5 mois ; cest-d-dire , qu'ils n'ont été que 12 mois dans
la société. Ces fonds que l'on ne connoit point , foni, avec
le gain qui lui revient , 26 louis. Le gain fotal a Elé de
18 louis et 3 : on demande ce que le second avoit mis , et

combien chacun a gagné.

La question se réduit 4 trouver la mise du second ; car
il est évident que le gain de chacun sera facile A trouver
ensuite. Representons cette mise , ou le nombre de louis

de cette mise’, par x. Puisque les 30 louis du premicr ont
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été 17 mois dans la société , ils doivent lui avoir produit
autant que produiroient 17 fois 30 louis ou 510 louis pen-
dant un mois. Pareillement , puisque la mise x du second
a été 12 mois dans la société, elle doit lui avoir pro-
duit autant que 12 fois x de louis ou 12 x, produiroient
pendant un mois ; ainsi, on peut regarder la société,
comme n’ayant duré qu’un mois , mais en supposant que
les mises aient été 510 et 12 x ; cela étant, pour savoir
ce que le second doit gagner, il faut ( Arith. 187 ) cal-
culer le qua-trit‘:me terme de cette proportion 510 4 12 ¥
183 b aax s

12z x 18 %

—————*—, qui revient
510 == 122

Ce quatrieme terme sera

ash &
510 4 12 2
gain du second et sa mise x¥ font 26 louis ; donc

; or il est dit dans la question, que le

225z
e + x — 26.

S10 4+ 127
Pour résoudre cette équation, chassons le dénomina-
1

teur, et mous aurons 225 x 4 x (510 4 12x) =

26 (510 4 12x), ou, en faisant les multiplications

indiquées , 225 x 4+ S510x 4+ 12 x x = 13260
4 312 x. Transposant et réduisant, on a 12 xx -+ 423 x
iy 423 13260
= 13260 ; divisant par 12,x* -+ '2 — )2
L I

i gk e 43 T4t
qui se reduit 3 x* - % = 11053 prenant donc
4

i 41
la moitié de

. 141 : .
> qui est ——g-—; elevant cete moitie

au quarré, et l'ajoutant & chaque membre, on aura

v 141 109881 1881 gobor
X3 o -_.:--x—{—-—-‘gﬁ——._—._-—‘],—/—-{-llof}_—_“ .
4 04 04 b4
141

Tirant donc la racine quarrée , on aura ¥ = o
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qgobor 01 141
il/(J— >.—-:|:~—J—- Donc ¥ = — ——
b 8
Jor - : :
oo - > qui donne pour la seule valeur, qui satisfasse d
i — 141 - 30I 160
la question, ¥ — 5 = —p— = 903 Ia

mise du second étoit donc de 20 lounis, par conséquent

son gain étoit de 6, et celui du premier de 12 4.

2. A I'égard des équations littérales, la régle
est absolumem la meme.

Sil'on avoit 4 résoudre I'équationa by — axx = &% c;
conformément & ce qui a été dit (86et 87) je chan-

gerois cette équation en axx — abx — — b* ¢, puis

b2 ¢

en xx —bx = — ; j'ajouterois & chaque membre
a

: b of e . .
le quarré de — ==t c’est-d-dire , 5 et j'aurois

b2 b b2 ¢
xx — bx 4+ }; ; tirant la racine
q'L!:H‘I‘EE,JﬁlX-—-—-—‘_'_l""V( {"); et
2
b b
enfin ¥ = — = S )
2 4 a

93. Lorsque I’équation est littérale , elle peut
se présenter sous une forme plus composée que
nous ne l'avons vue jusqu’ici ; mais on peut tou-
jours la ramener a trois termes, en cette ma-
niere.

Soit I'équation ax® 4 bex —a®b—=bx* — al® — acx.

Je passe dans un seul membre tous les termes affectés
de x, en observant d'écrire: de suite tous ceux qui omt

SCh
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les mémes puissances de x, et j'ai ax® — ba* 4 bex
4 acx = a*b — alb?. Je remarque, 3 présent; que

ax® — bx* n'est autre chose que (¢ —b) X #*,

ou (a — b) ¥ pareillement bex 4 acx mlest
autre chose que (ac¢ - bc)x, en sorte que I’équation
S e hAY W EEN i@l — a® D — ab* peut

s'écrire ainsi (a—b) x* -+ (bec 4 ac)x=a"b— ab®;
or les quantités a, b, ¢ ¢éant des quantités connues,
on doit regarder a — b, bc 4 ac, et a*h — ab®
comme des quantités toutes connues; On peut donc,
pour abréger, représenter chacune de ces quantités par
une seule lettre, et supposer ¢ — b = m, be + ac
—mn,a*b— ab*=p, et alors I'équation est réduite

4max*tnx=—p, quiest dams le cas des précédentes ;

et qui étant résolue suivant les mémes régles, deviendra

5 : n P i
successivement x* < ¥ == — 5 puis &* — X
+ T m P + m
n2 n P
. ; ‘
L e en ajoutant le quarré de la
L 4 m? 4 m? ( ) 1
moitié de — 5 c'est-a-dire, de —), tirant la racine
m
4 n P
uarrée , ¥ l/ ; enfin
1 B ¢ 2 m 4 m? RO e

— T 2
X = — i V d -l— .
2 m 4m? 2m

g4. Au reste, on me fait ces sortes de transforma-
tions que lorsque le calcul qu'on auroit 3 faire sans elles,
scroit trés-composé; car dans ce méme exemple, apres
avoir mis I'équation proposée , sous la forme (a —1b)
x* + (bec +ac) x= a*b— ab®, on peut la

traiter, sans trop de calcul, comme les précédentes, en
divisant
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be+ace

a— b

divisant d'abord par a— &, ce qui donne x* -

a* b — a b p : s
: —— ; maintenant il faut ajouter de part et
a— b
- iy be ac s 4
d’autre le quarré de la moitié de = YL c’est-d-dire,
P

be 4+ ac
2a — 26

e o be 4+ ac \* e s
lmdlqucr €n cette maniere e, 3 ammsi1 on

le quarré de ; mais on peut se contenter de

z2a — 2d
be 4+ ac be 4+ ac be + ae
aura x*? X
¥ a~— b +(2a——26) (.?.a—sb)
a?b — ab? - .
-+ 7 ; tirant la racine quarrr.c. on aura
A

be4ac ,/ be4ac a?hp — a b2
— 4 Smdaingy
x+2a—7b [(za—a{:) a— 5% ],

e 2 a*B—ab?
etenfinx = = mni:l/ ('-I-ac:' i
2a-——2b 2a—-2.b e

De la Formation des puissances des
ey ] *
quantités monomes , de extraction
de leurs racines , et du calcul des
radicaux et des exposans.

95. Nous avons déja ditqu'on appelle puissance
d’une quantité, le produit de cette quantité mul-
tipliée par elle-méme plusieurs fois de suite. 4
est la troisiéme puissance ou le cube de @, parce
que 4® résulte de @ X a X a. La quantité qu'on
a multipliée est autant de fois facteur dans la
puissance , qu'il y a d'unités dans I'exposant
de cette méme puissance,

Algébre, H
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Ainsi dans a®, a est cinq fois facteur; dans (a + b)°

a + b est 6 fois facteur.

g6. Puisque pour multiplier les quantités litte-
rales monomes qui ont des exposans, il suffit (20)
d’ajouter I'exposant de chaque lettre du multipli=
cande , avec exposant de la lettre semblable du
multiplicateur , il s’ensuit donc que pour élever
& une puissance proposée , une quantité monome
il suffira de multiplier Uexposant actuel de chacune
de ses lettres , par le nombre qui marque a quelle
puissance on veul élever cette quantite. Nous appel-

lerons ce nombre lexposant de la puissance.

Ainsi pour élever a*¢’c i Ta quatrieme puissance ,
jécrirai 2% b2 ¢4, en multipliant les exposans g% J erA
de a, b, ¢, par 'exposant 4 de la puissance 2 laquelle
on veut élever a*b3¢c. En effer, pour clever a*b3c A
la qu:ttri'cmc puissance , il faudroit multiplier & b3 ¢ par
a*b*c, puis le produit par a* B¢, et ce second produit
par a® ¢ ; or pour faire ces multiplications, il faut (20)
ajouter les exposans; puis donc qu'ils sont les mémes
dans chaque facteur, il faut ajouter chaque exposant a lui-
méme 3 fois; Jest-a-dive , le multiplier par 4. Le raison-
nement est le méme 3 quciqu’amre puissance qu'on veuille
¢lever un monome , cf quels que soient les exposans ac-

tuels des lettres de ce monome.

Lorsqu’on a a faire sur les exposans des quan»
tités , des raisonnemens oOu des opérations qui
ne dépendent point de certaines valeurs parti

_SCD LYON
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culiéres de ces exposans, mais qui sont égale~
ment applicables 2 toutes sortes d’exposans, on
représente ces exposans par des lettres.

Ainsi pour en faire lapplication’ 4 la reégle que nous
venons de donner, si 'on veut élever la quantité quel-
conque a™b" ¢ & une puissance quelconque désignée par 7,

on écrira @™ )t cPr,

97. Si.la quantité qu'on veut élever i une
puissance proposée, étoit une fraction , on €lé=
veroit a cette puissance , le numératenr et le dé=
nominateur,

ARSTINT L Sa e G . = ; .

Ainsi o éleve 4 la cinquieme puissance, devient

al® }15

B
o0 gie

; pareillement élevé 4 Ia puissance 7,

amr pnr

devient .
P’ dir

98. Si la quantité proposée avoit un coeffi-
cient, on I'éléveroit a la puissance proposée, en
le multipliant par lui - méme , selon les regles
de I'Arithmétique.

Ainsi 4a% b* élevé a la cinquiéme puissance , donneroit
X024 ' 50,

Quelquefois on se contente d'indiquer cette
€lévation comme pour les lettres ;

Ainsi on peut écrire 454134,

H 2
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99. A Tégard des signes , si 'exposant de la
puissance a laquelle il sagit d’elever , est pair,
le 1ésultat aura toujours le signe - ; mais s'il
est impair , il aura le signe + ou le signe —
selon que la quantité proposce aura elle-meéme
le signe + ou le signe —; C’est une suite imme-
diate de la régle donnée pour les signes (24)-

100. Il suit de tout ce que nous venons de
dire , que dans une puissance quelconque, I'ex-
posant actuel de chaque lettre contient I'expo-
sant de sa racine , autant quil y a d’unités dans
I'exposant de la puissance que I'on consideére ;
par exemple , dans la quatriéme puissance, I'ex-
posant de chaque lettre est quadruple de ce qu'it
étoit dans la quantité primitive qui en est la

racine.

101. Donc pour revenir d’'une puissance quel-
congue a sa racine , c'est-a-dire, pour extraire
une racine , d'un degré proposé , d'une quantité mo-
nome quelconque , 1l faut diviser Texposant actuel
de chacune de ses lettres, par le nombre qui marque
le degré de la racine qion veut extraire. On appelle

ce nombre [exposant de la racime.

Ainsipour tirer la racine troisitme on cubique de a'2b8c3,
P q

je diviserois chacun des exposans par 3, etj'aurois atb® ¢
Pareillement pour tirer la racine cinquieme de a2°b'3¢%,

je diviserois chacun des exposans par 5, et j'aurois a* e

asChLa
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En général, pour tirer la- racine du degré 7 de ha quantite
SR m n
a™b", jecrirois -
ro2. A T'égard du signe de Ia racine , il sera
indifferemment + ou — si le degré de la ra-
cine est pair, mais si ce degré est impair , la
racine aura le signe de la quantité méme.
Ainsi la racine quatriéme de a'% 4% est == ¢%2 ; la racine
cinquiéme de — a%b1°, est — q b2,

103. Silaquantité proposée ¢toit une fraction,
on tireroit séparement la racine du numeérateur et
celle du dénominateur.

104. S’il y avoit des coéfficiens , on en. tire-
roit la racine quarrée ou cubique par les mé-
thodes données en Arithmeétique ; et par celle
qu'on verra par la suite,, lorsque cette racine
est plus élevée.

105. Lorsque I'exposant de la racine qu'on
veut extraire,, ne divise pas exactement chacun
des exposans de fa quantité proposée , c’est une
preuve que cette quantité n’est point une puis-
sance parfaite du degré. dont il s’agit. Alors ,
Pexposant reste fractionnaire:, et marque une
racine qui reste a extraire.

Ainsi, si l'on demande la racine cubique de a%5° c¥,

4 1
on aura ¢*4&® ou ¢®bee3, dans laquelle Iexposant %

&
3
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marque quil reste encore 4 extraire la racine cubique

de c.

106. Onindique aussi les extractions deracines
supérieuresau second degré, en employantlesigne
1/ ; mais on place dans 'ouverture de ce signe ,
le nombre qui marque le degré de la racine dont
il s’agit.

Ainsi 'f/a, marque la racine cubique de a; 'i/a marque
1a racine septieme de a. Il faut donc regarder ces deux

3 1
€xpressions Va et a3 comme signifiant la méme chose ;
- A 5 4
il en est de méme de Va* et ab,
107.Laremarque que nous venons de faire (105)

peut servir a simplifier les quantités radicales ou

affectées du signe 1/ .

3
Par exemple, si javois V a415; comme cette quantité
; iaay FRUaNY
équivaut a a3b3 oud aa3bb3 qm n'est autre chose (103)

3 3 3
que abV ab® ; yaurois donc Vaibd = abVabe.

3
3 a2 3
" a’ a a a
Dememev—f-.—.—-i—: —_l.-__-dv—fr,
[ 15y
ou bien en multipliantle numeérateur et le dénominateur,

¥ o g8 T At T .
pr‘Vf—Vf,__f% __faf,_.

LV af

108. S'il y avoit un coéfficient, om chercheroit

SCD LYO
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a le decomposer en facteurs dont le produit fit
une puissance parfaite du degré de la racine qu’on
veut extraire, ou un maultiple de cette puissance,
et on opéreroit comme dans les exemples pre-

cedens.

Par exemple, si on avoit |/ 48425, on le transfor-
meroiten /' 3 X 1642253 ou Y/ 3 X 424243 qui se réduit

3 3
d 4aby/ 3b. Parcillement V' 814°84 — v3 .27 4% bt —=*

325V 3a%s.

10g. Lorsque la quantité est complexe, il ne
faut. pas diviser chacun de ses exposans ; mais
il faut considérer la totalité de ses parties, comme
ne faisant qu'une seule quantité dont I'exposant
est naturellement 1, que I'on divise par I'expo-
sant de la racine qu’il s’agit d’extraire, c¢e qui
n’est, a proprement parler, qu’'une indication
de cette racine.

. - e — . A
Par exemple , aulieu de Va" -+ &* qui est laméme chose

4 1 = T TET TR
que v:a“ 4 52) ; on écrit (a® -} b2 )% on a® - b2 4.

Si la quantité totale qui est sous le radical ,
avoit déja un exposant , on diviseroit de meme
cet exposant, par celui de la racine qu'on a
dessein d'extraire.

4
Ainsi , au lieu de V(a‘ -+ &), on peut écrire

(e 4 bR, &
4
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110. L'addition et la soustraction des quan-
tités radicales se réduit a les joindre par le signe
de ces opérations , si elles sont dissemblables ;
ou aajouter ou soustraire leurs coéfficiens , comme
dans l'addition et la soustraction ordinaires , si

elles sont semblables.

3 4 3 4
Ainsi pour ajouter Va avec v b, on écrira V a + v&.
: 3 3 3
Pour retrancher7a V'b de ga Vb, on écrira 24 V's.

111. Pour multiplier on diviser les quantités
radicales du méme degré , on operera comme s’il
n'y avoit pas de radical , et on donnera au produit
ou au quotient , le radical commun.

n

Ainsi f/“s p=d ‘703 = f/as = f/a’a = ¢ Va
-];’4553 > "5/4352 :1}3/&555 = ab; a % V-—f‘* :f)/as
sl 5 1Ak 5
X V—;:V b SV

Pareillement {/ (— a) X o = V (— ab).
‘/(-—d]){‘/[—b]-_:\/[—ax—-b]:—\/[ab).

Ce dernier exemple mérite une explication :
il paroitroit que 1/ (—a) > 1/ (— /) donnant
suivant la régle 1/ (— a X — b), et par con-
sequent 1/ (+ ab) ou / a b ; et tout radical
pair (102) étant susceptible des deux signes ==,
on devroit avoir &= 1/ a b; mais il faut observer
que V/ (—a) =a.y/(—1) etV {—)
=y b.y —1,doncy/ (—a) XV (—1)

. SCD LYON. 14
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:1/{3."/—1.]/5‘1/——1:“/(1.1/5
YV (—1) Yy (—1) =ab.y/(—1);
or 1/ (— 1)* n'est pas indifféremment == 1,
parce que l'existence actuelle du signe — dans
V/ (— 1 )* fait connoitre par quelle opération
on arrive au quarré (—1)* dont il s'agit d'ex~
traire la racine.

112, Pour diviser Y/ a® par Y @®, on divisera
a® par a*, et 'on donnera au quotient a* le signe

7
V', ce qui donnera V a*.

3
f/aib 5 ﬂ"‘bs 5 a
= ¥ aaum X a0l

De meéme —W' 3 —
5, ad 5 5 5, a3

s Voo =V e
= = ; -
¥ 7

5.3

v et iy g \
7 lr},aa :V‘Z?.'ZVEI?I—G;;carlaracmc

cinquiéeme de 1 est 1. En général, toute puissance, ou

toute racine de l'unité, est 'unité.

113. Sl s’agit d’élever un radical quelconque
2 une puissance dont l'exposant soit le méme
que celui du radical , il suffira d’6ter ce radical ;

ainsi (f/a)s = a; ce qui est évident en gé-
néral, si I'on fait attention que I'objet est alors

de ramener la quantité a son premier état.
Pour ¢lever une quantité radicale monome 2
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une puissance quelconque , il faut ¢lever chacun
de ses facteurs a cette puissance , selon la regle

donnée (g6).

Ainsi '\/a” 5% élevé A la puisssance quatricme , donue
i 7
Vasb'“, qui se réduit 4 ab\/aba; ce qu'on peut voir

7
encore en cette autre maniere , V a28® étant la méme
2 3

chose (106) que a’b7; pour ¢lever celui-ci 4 la qua-
tri¢me puissance, je multiplie ses exposans par 4, ce qui

g .18 L1 "
me donne a7 b7 — aba’b7 —ab Vab"’.

114. Pour extraire une racine quelconque d'une
quantité¢ radicale , il faut multiplier I'exposant
actuel du radical, par 'exposant de cette nou-

velle racine. ,

B
- - - - -y ~
Ainsi, pour extraire la racine troisicme de 1/:;4, on
4

-

o (107 15 q 5

écrira Vat, en multiplant 5 par 3. En effet, V th=a

or (101) pour extraire la racine de celui-ci , il fant diviser
o ; .

son exposant par 3, ce qui donne a'®; qui est la méme

1 5) '
chose que Y/ a*.

115. Lorsque les quantités radicales propo-

sées , ne sont pas toutes du méme degre , il

faut pour pratiquer sur elles les opérations de
maltiplication et division, les ramener au meéme

degré , ce qui est facile par cette regle.
8l 0’y a que deux radicaux , multiplies l'expo-
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sant de Uun par Uexposant de lautre ; le produit
sera Uexposant commun que dovvent avoir les deux
radicaux : élevex en méme temps la quantité qui est
sous chaque radical , a la puissance marquée par
Pexposant de Uautre radical.

Par exemple, pour réduire 4 un méme radical , les deux
quantités 15/43 et {/ai, je multiplie 5 par 7, et j'ai 35
pour 'exposant du nouveaun radical qui sera 1,}, Jéléeve a®
4 la septieme puissance, et at i la cinquieme, ce qui me
donne 4! et a*° ; en sorte que les quantités proposées sont

changées en V a®! et V a%.

Sl y a plus de deux quantités radicales , mul-
tipliez” entr'eux les exposans de tous les radicaux ;
le produit sera Uexposant commun que dotvent avoir
tous ces radicaux. Elevez , en méme temps, la
quantité qui est sous chaque radical , a une puis=
sance d'un degré marqué par le produit des exposans

de tous les radicaux autres que celui dont il s’agit.

] Byl 2401 T
Par exemple, si j'avois les trois radicaux Va3, ]/az et

]R/a? , je multiplierois les trois exposans 5, 7 et 8, ce qui
me donneroit 280 pour I'exposant commun des nouveaux
radicaux; j’éleverois a® & la puissance 7 >< 8 ou 56; a* &
Ia puissance 5 < 8 ou 40 ; et a7 4 la puissance 5 X< 7 ou

. 2go 280 ago %
35, ce qui me donneroit Y a'%%, V/ 2%, Y @

La raison de cette régle est facile a apperce-

SCD LYON
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voir , en observant sur le premier exemple , que
lorsqu'on éléve , selon la régle, @° a la sep-
tiéme puissance, on rend a , 7 fois aussi souvent
facteyr qu’il I'étoit; mais en rendant 'exposant
de son radical 7 fois anssi grand qu'il I'étoit, on
rend a, 7 fois moins souvent factenr ; il y a
donc compensation , et il n’y a que la forme de
changee.

116. On peut conclure de ce raisonnement,
que lorsque l'exposant de la quantité qui est
sous le radical, et celui du radical méme , ont
un divisear commun, on peut en simplifier 'ex-
pression , en divisant par ce diviseur commun ,
I'un et l'autre de ces deux exposans.

Ap 1] - 5 . wa

Par exemple, Va?, peut se reduire 3 Va*, en divi-

- d 1] - b

sant 12 et 8 par 4. Pareillement Va? peut se réduire a

Va; ls/as se réduoit 3 / a.

117. Concluons encore que lorsque I'exposant
de la racine qu'on veut extraire est un nombre
composé du produit de deux ou plusieurs autres
nombres , on peut faire cette extraction succes-
sivement en cette maniére :

Suppesons qu’on demande la racine sixieme de a*4; je

puis tirer d'abord la racine quarrée, puis la racine cubique ;

bt | - - - -y G v .
et j’aurai la racine sixieme. En effet, V 424, se réduit (116}
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3 1
AV a2, puis a V atou at, ce qui est la méme chose que
si I'on avoit pris tout de suite la racine sixieme de a*% en

divisant exposant 24 par 6 ( 101 ).

Au reste , comme les exposans fractionnaires
tiennent lieu des radicaux, et que les premiers
sont plus commodes a employer dans le calcul
que les derniers , nous dirons encore un mot sur
le calcul des exposans.

ST e : 2 des 5 : a
Sij'avois V 4 multplier par V' a*, je changerois

: . 3 2 -
cette ‘opération en celle-ci : a5 X a5, qui (20) donne
7

A 2 ot 3 e B
a5 on aa5 qui se réduit & 4 V a*. Si Javow V &
+ 4
multiplier par v at, j'écrirais as >< a? ouas , ou
( en réduisant les deux fractions au méme dénominateur),

21 - 20
—_— 211 o J B :
a 35 ou 435 qui revient 3 aa3>, ou enfin 2

n P
En général, {}a" bP X "q/a'b’ se changc en a™ hm
r s n
e i g 3 Ebscen _l... iy o i + —
Xa9b? quirevientd 4™ g hpm o
gn <4 mr
(en réduisant au méme dénominateur ) a gm
pPg-4ms gm
bR ou enfin (105 ) 4 |/ a9t mrppetms, Il
5 ) o
a

»

en est de méme de la division; o se change

5 -
en — — a5 (31 ), ou enfin en V a. Pareillement
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5 3 3 125

V a* bt wnib K ! ;

—_ SR 3
se change en _TI — 43 73t — 3

Va2b3 a7 b7

ou ( en réduisant les fractions au méme dénomina-

21 — 10 28 — 15 I

11 __

teur) 4 35 & 35 qui se reduit 2 a35 b3
35

qui est la méme chose . que V' b'%. En général,

n P

m p— grastian
"/a“bP ambm n r P 5
g = TF 5 Stagieko ply Ml )
Var a 9b 9

q?l’—'ﬂl?’ pq—ms qm
BN TR AR T DR VT L ekl 14 et

118. Dans ce dernier exemple , nous avons
retranché Iexposant de chaque lettre du déno-
minateur , de exposant de la lettre correspon-
dante dans le numératenr. La regle que nous
avons donnée (31) pour la division , ne semble
le permettre que lorsque 'exposant du dénomi-
nateur est plus petit que celui du pumeérateur ;
mais cela se peut em geéneéral, en donnant a
I'excédant le signe — , aprés la réduction faite;
en sorte qu'on peut en général remettre toute
fraction algébrique sous la fcrme d'un entier.

3 p-a,

all
Par exemple, au lieu de —a> on peut écrire a

En effer , suivant l'idée que nous avons donnée de la
division , I'effet d'un diviseur est de détruire dans le divi-

dende tous les facteurs qui se trouvent dans le diyiseur 3

g 8
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]

dans — qui se réduit 4 &%, le diviseur a?, détruit
. a

dans &® deux facteurs égaux i a. Pareillement , dans la

B SETY : Ten goar i :
quantité Ty I'effet de &* doit étre de détruire dans a3 1

deux facteurs egaux a b. Or quoique ces facteurs n’y
soient pas explicitement, on peut toujours se les repré-
senter : car on congoit que ¢ contient b un certain nombre
de fois, soit entier, soit fractionnaire : soit m ce nombre
de fois; alors a vaut donc m fois b, ou m b : la quan-
R p =g i
tité ——— sera donc. —-—

quantité @ 52 devient en pareil cas m3 b3 5—*, ou ( 20)

qui se réduit & m*b; or la

3
el o a : %
m? 532 c'est-d-dire , m3 b; donc S revient au méme

que ad b1,

Donc en général on peut faire passer une quan-
tite , du dénominateur au numérateur , en Uécrivant
dans celui-ci comme facteur , mais avec un expo=
sant de signe coniraire a celut qwelle avoit dans

le dénominateur. {

2 . 1 = g
Ainsi, au lieu de — » on peut écrire 1 X a ¥ ou
a@

simplement = ; au lieu de ——, on peut écrire a7™;
@

-,

: am b 34, :
au lieu de —— on peut écrire a™ b" ¢—P d~4, Au lien
g

3 53
de 22 on pent éerire (a% 4 B%) 4 (a* + b);
V/(a® 433 )¢
"‘/Eaz_i_sz;s_

a? 4= b2

et eu égard 4 tout ce qui précéde , au lieu de
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85 39)% .
on peut écrire -{—Zr-t—za};—é-) et enfin (a® 4 ) 3 X
(o 4 b2y

119. Et réciproquement , si une quantité est
composée de parties qui atent des exposans négatifs ,
on pourra faire passer ces parties au dénominateur,

en rendant leurs exposans positifs.

a3
bt

lieu de 2™ qui est la méme chose que a™ X a3 on

Ainsi, au lieu de a®b~*, on pourra écrire ; au

% am 2155 :
pourra écrire —z— > et ainsi de suite.
=

De la formation des puissances des
quantités complexes, et de Uextrac~
tion de leurs racines.

120. Suivant lidée que nous avons donnée
des puissances, il ne s’agit, lorsqu’on veut elever
une quantit¢ complexe a une puissance pro-
posée, que de multiplier cette quantité par elle-
méme, autant de fois moins une quily a d’unites
dans P’exposant de cette puissance : mais en se
bornant a ce moyen , on tomberoit souvent dans
des calculs trés-longs pour parvenir a des ré-
sultats qu'on peut avoir & bien moins de frais,
en réfléchissant un peu sur les proprictés des pro~
duits de quelques-unes de ces maultiplications.

Nous
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Nous allons nous occuper des puissances des
quantites binomes , parce que celles-ci conduisent
a la formation des puissances des quantités plus
composees ; mais pour mieux faire sentir I'éten-
due de ce que nous avons a dire, nous repren-
drons les choses d’'un peu plus haut ; nous exa-
minerons quelle est la nature des produits que
Pon trouve en multipliant successivement plu-
sieurs facteurs binomes qui auroient tous un
terme commun : cette recherche qui nous con-
duira directement a notre objet, nous fournira
en méme-temps plusieurs propositions qui nous
seront trés-utiles par la suite.

121, 'Soient donc x + a, x - b, x 4+ ¢,
x 4+ d, etc. plusieurs quantités binomes qui ont
toutes le terme x commun, et quon veut mul-

tiplier les unes par les autres.
En multpliant x + «

Par.h oo singeld

(071 67:131 1 IR, . WE. P, . S S )

+ b,
Multipliant ce produit par x + ¢, on aura
x° 4 ax® 4+ abx 4 abc
4 bx* 4+ acx

<+ cx* -+ bex.

Algébre. I

SC
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Multipliant ce second produit par x + d ,

on aura
xt + ax® + abx* 4 abex ++ abed
4+ bx® 4 acx* + abdx
3+ ¢x® 4 adx* + acdx
; + dx® 4 bex* 4 bedx
- cdx®,
4 cdx?,

et ainsi de suite ;. ce qui nous fournit les obser-

vations suivantes , en prenant pour un terme

tout ce qui est dans une méme colonne.
1°. Le premier terme de chaque produit est
toujours le premier terme x , de chaque binome,
élevé a une puissance marquée par le nombre de
"I ces binomes ; en sorte que si le nombre des
binomes étoit m , le premier terme de ce pro-
I duit seroit x™,
2°. Les puissances de x vont ensuite en dimi-
nuant continuellement d’une unité jusqu'au der-
: nier terme qui ne renferme plus d'x.
| 3°, Les multiplicateurs de chaque puissance
de x, ( que nous nommerons a l'avenir, mul-
i3 tiplicateur du terme ou se trouvent ces puissances)
sont, pour le second terme, la somme des seconds
termes a, b, ¢, etc. des binomes ; pour le troi-
siéme terme , la somme des produits de ces
quantités ¢, b, ¢, etc. multipliées deux a deux ;

pour le quatriéme, la somme des produits de

e W e ~ SCD LYON
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tes quantités @ , b, ¢, etc. multipliées trois a
trois ; et ainsi de suite jusqu'au dernier qui est
le produit de toutes ces quantités. Ces conse-
quences sont evidentes , quel que soit le nombre
des quantités'x + a , x 4 b, etc. qu'on a mul-
tiplices.

122. Si l'on suppose maintenant que toutes
les quantités a, b, ¢, etc. soient egales, auquel
cas tous les binomes qu'on a multipliés seront
€gaux , les produits trouvés ci-dessus , seront
donc les puissances successives de l'un quel~
conque de ces binomes, de x + a, par exemple,
si 'on suppose que les quantités b, ¢, d, etc.
sont, chacune, égales a 4. Si 'on met donc a
dans ces produits , au lieu de chacune des lettres
b,c,d, etc. on aura les résultats suivans pour
les valeurs des puissances qui sont marqueées a
cote,

T R e I e (T T
¥ 4 3ax™ L 3a%x 4 g% —
b 4ax® 4 6a%x* ;400 dat = (x 4+ a)b.

Ou I'on voit que si m est I'exposant de la puis-
sance a laquelle on veut élever le binome , les

puissances successives de x seront x™, ym-—: '

AT, o=, A4 etc,
Mais on ne voit pas aussi évidemment com-
ment les coéfliciens des différens termes de chaque
I

SC




132 Cio U RS

puissance dérivent les uns des autres , ni quelle
est leur dépendance de Pexposant m , doxnt ils

dépendent cepcndam comme on va le voir.

123. Pour trouver la loi de ces coéfficiens,
il faut retourner a nos premiers produits, et
remarquer que puisque le multiplicateur du se-
cond terme est la somme de toutes les quantités
a, b, ¢, etc. il faudra, lorsque toutes ces quan-=
tités seront égales a a, qu'il soit composé de @,
pris autant de fois quil y a de ces quantités ;
donc si leur nombre est m, ce multiplicateur
sera m fois a, ou ma , c’est-a-dire, que son coefh-
cient m sera égal 2 Pexposant du premier terme
de cette puissance. C’est ce que l'on voit aussi
dans les trois puissances particuliéres que nous

avons exposées ci-dessus.

Voyons maintenant quels doivent étre les mul-
tiplicateurs des autres termes. Il est évident que
tous les produits ab, ac, ad,bc,bd, etc. de-
viennent chacun czal a a*, dans la supposition
présente ; pareillement tous les produits abec,
abd, etc. deviennent chacun égala a®, et ainst
de suite. Donc le multiplicateur du troisieme
terme de chacun -de nos premiers produits se
réduit alors a a* pris autant de fois que les lettres
a,b, ¢, etc. peavent donner de produits deux
3 deus. Parcillement, celui du quatriéme se réduit

SCD LYO
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a a® pris autant de fois que les lettres a, b, ¢, etc.
peuvent donner de produits trois A trois , et ainsi
de suite ; donc pour avoir le coéfficient numé-
rique , des troisiéme, quatriéme , etc. termes
de la puissance m du binome x 4+ a, la ques=-
tion se reduit a déterminer combien un nombre m
de lettres a, b, ¢, etc. peut donner de produits
différens , lorsqu'on prend ces lettres deux a

deux , trois a trois, etc.

124. Or je remarque que si I’on 2 un nombre
quelconque m de lettres, et qu'on les combine
de toutes les maniéres imaginables deux a deux,
trois a trois, quatre a quatre, etc. sans repeter
une méme lettre dans une méme combinaison ,
je remarque, dis-je,

1°. Que le nombre des combinaisons deux
a deux, sera double du nombre des produits
de deux lettres reellement différens. En effet ,
deux lettres peuvent étre combinées I'une avec
Pautre de deux maniéres différentes; par exemple,
a et b donnent ces deux combinaisons ab et ba;
mais ces deux combinaisons ne font pas deux
produits différens,

2°. Le nombre des combinaisons de plusieurs
lettres trois 4 trois, sera sextuple du nombre
des produits de trois lettres, réellement distincts :

en cffet , pour avoir les combinaisons de trois
L3
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quantités a , b, ¢, il faut, aprés en avoir com-
biné deux, a et b, par exemple, ce qui donne
abetha, combiner la troisiéme ¢ avec chacune
des deux premiéres combinaisons , c'est-a-dire ,

lui donner toutes les dispositions possibles a

Pégard des lettres a et b qui entrent dans abetbha;

or cela donne six combinaisons de trois lettres ,
comme il est évident parles dispositions suivantes
abc, ach,cab,bac,bca,cha;maisces sixcom-

binaisons ne font chacune que le méme produit.

Un raisonnement semblable prouvera que quatre
quantités sont susceptibles de vingt - quatre com-=
binaisons , dont chacune cependant ne fait que
le méme produit ; donc le nombre des produits
distincts qu’on peut avoir en combinant plusieurs
lettres quatre & quatre , est la vingt - quatriéme
partie du nombre total de ces combinaisons. Pa=
reillement, le nombre des produits distincts qu'on
peut avoir en combinant plusieurs lettres cing a
cinq , six a six, sept a sept, etc. est la cent
vingtiéme , la sept cents vingtieme, la cing mille
quarantiéme , etc. partie du nombre total de ces
combinaisons, cest-a-dire, est, en général, ex-
primé par une fraction qui a pour numeérateur
le nombre total des combinaisons, et pour de-
nominateur le produit de tous les nombres 1,
2,3, 4, etc. jusqu'a celui qui marque de com~
bien de lettres chaque produit est COmpOsE.
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125. Voyons donc quel est le nombre total
des combinaisons que peut donner un nombre m
de lettres a, b, ¢, etc. prises deux a deux,

trois a trois, etc.

Il est evident pour les combinaisons denx &
deux , gue puisqu'une méme lettre ne doit pas
étre combinée avec elle - méme , elle ne peut
I'étre qu'avec les m — 1 autres , et par consé-
quent elle doit donner m — 1 combinaisons ;
donc puisqu’il y a m de lettres en tout, elles
donneront m fois (m — 1) ou m.(m—1)
combinaisons. Donc suivant ce qui vient d’etre
dit (124 ), le nombre des produits de deux

m—1

lettres , réellement differentes , sera m . .

A Iegard des combinaisons trois a trois : pour
les avoir , il faut que chacune des combinaisons
deux a deux , soit combinée avec chacune des
lettres qu’elle ne renferme point, clest-a-dire,
avec un nombre de lettres marque par m — 2;
donc chacune de ces combinaisons donnera m - 2
combinaisons de trois lettres ; donc puisqu'il y
am, (m— 1) combinaisons de deux lettres,
dont chacune doit donner m — 2 combinaisons
de trois lettres ; il y aura en tout m . (m — 1)
. (m — 2) combinaisons de trois lettres , donc
puisque (124) le nombre des produits reellement

distincts , est la sixiéme partie de ce nombre total

Iy
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. . . (m—1) (e —2)
de combinaisons , il sera m . - )6--( '

m-——1 ™M—2

ou m -

b | a

On prouvera de méme, que le nombre des
combinaisons quatre a quatre , sera m . (m — 1)
(m—2).(m—3); car il faudra combiner
chaque combinaison de trois lettres , avec toutes
les autres lettres que cette combinaison ne ren-
ferme point, et qui étant au nombre de m — 3
donneront , pour chaque combinaison de trois
lettres , m — 3 combinaisons de quatre lettres,
donc le nombre des combinaisons trois a trois
étant m. (m—1).(m—2), celui des com-
binaisons quatre a quatre sera m . (m — L)
(m—2).(m— 3); et puisque le nombre des
produits quatre a quatre reellement différens , est
la vingt-quatriéme partie de ce nombre de com-

(m—1) m—2 m—7>3

3 4

binaisons, il sera donc m -

Le mémeraisonnement prouvera que le nombre
des produits distincts qu'on peut former en mul-

tipliant un nombre m de lettres cinq a cing, six

m—1 m—2

e . .
a 51X, clc. sera expnme par C I e e B 3
Z 2

m—73 m—4 me—1: m—z m—3 m—4§
Tl e P ar m - - = o = it =
4 J 2 2 4 i

m—>9 . . .
- —g— 2 et anst de suite.

126. Concluons donc de la , et de ce qui @
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éte dit (122), que les termes successifs du bi-
nome x 4 a élevé a la puissance m ou de (x + a)™

sont

x™ 4+ maxm—' 4 m.

m— 1 m=—1
a* xm—* 4+ m-

m—2 -
s & xv " + e,

C'est-a-dire , que le premier terme de la suite
ou série qui exprime cette puissance, est le pre-
mier terme x du binome , élevé a la puissance m ;
gu'ensuite les exposans de x vont en diminuant
d’une unité, et ceux de ¢ en augmentant d'une
unité , a partir du second terme ou il commence

3 =2 s : m—1
2 entrer. A I'égard des coéfficiensm,m - —— etc.

il faut remarquer que celui du second terme est

égal a I'exposant du premier ; que celui du troi-

- - m—1 . . '
sieme qui est m . —— est le coéflicient m du pré-

I . . m=—1 A .
cédent , multiplié par —— ; Clest-a-dire , par la

moitié de l'exposant de x dans ce méme terme
précédent. Pareillement , le coéfficient du qua-

. x . m—1 m-—2 %
tricme qui est m - —— - ——, nest autre chose
E J

m—1

que le coéfficient m - —— du terme précédent,
o qer m—2 i ol 3y i

maltiphé par ——> ¢ est-a-dire , par le tiers de

I'exposant de x dans ce méme terme precedent,

et ainsi de snite. Toutes ces conséquences , que
Vinspection seule fournit, nous conduisent 2
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cette régle géneérale : Le coéfficient de I'un quel-
conque des termes, se trouve en multipliant le cotffi-
cient du précédent, par Uexposant de x dans ce
méme terme précédent , et divisant par le nombre des

termes qui précédent , celur dont tl sagit,

Formons d’aprés cette regle , la septieme puissance de
x -+ a, pour servir dexemple. Nous urons (x 4 a}’
— %7 4 7 axb 4+ 21a* 2 4 35 a® xt 4 35 at &P
+ 214% x* 4 7 a® x 4+ o’. En écrivant d'abord &7,
puis multipliant celui-ci par 7, diminuant 'exposant d’'une
unité et multipliant par e, ce qui donne 7 a x°.

S - B il :
Je multiplie celui-ci par —  je diminue I'exposant de »

d’une unité, et j'augmente celui de & d'une unité, et jai

21 a® x° pour le troisieme terme.
]
Je multiplie ce troisieme , par —é- > je diminue I'exposant

de x d’'uneunité, et jaugmente celui de a d’une unite , ce
qui me donne 35 &’ x4 pour le quatrieme terme; il est aise

d’achever.

Si au lieu de x 4 2, on avoit x — a ; alors
les termes auroient alternativement les signes -+
et — , a commencer du premier ; car si dans af,
par exemple , on substitue — « au lieu de + «a,
le signe ne changera point (24); mais il chan-
geroit , si I'on substituoit — ¢ dans unc puis-
sance impaire de a.

La méme formule que nous venons de donner
peut servir a élever a une puissance proposec ,
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non-seulement un binome simple comme x +a,
mais encore un binome compose tel que x*+-a*
ou x* + a ou x° + a® , etc. et méme a elever
non-seulement 2 une puissance dont I'exposant
seroit un nombre entier positif , mais encore a
une puissance dont l'exposant seroit positif ou
négatif , entier ou fractionnaire. Mais ces usages
exigent pour plus de commodité que nous lnidon-

nions une auntre forme.

127. Reprenons donc la formule (x + a)”

m—1
e cin L ipng B trslem o= e ks o
me—1 m—2 = P
My L o R e
2 2
Suivant ce que nous avons dit (119), on peut,

P

au lieu de x™—*, écrire —— ; aul lieu de x™—2,

m

m

’ - T - ' . . .
ecrire —- ; au lieu de x™—7% , ecrire ——» et ainsi
=]

de suite. Conformément a ce principe , nous

pourrons donc changer notre formule en cette

max™ m—1
autre 3 (x --{— .{I]m — xm + __;-—— ,1_. m - __.2 i
azm m—1 m—2 a3 zm m—1
e e e Seak o bl Tl
m—12 m—73 atxm
= : : i 5. CLC,
2 4 rt

Si T'on fait attention maintenant que tous les
termes ont pour facteur commun x™ | on pourra

donner 4 la formule , cette autre forme (x + @)™

B N S

ma m—1 a2 m—1

LOEUSTA) Tl L e 1 S
z ‘+m 2 22 e 2
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m—2z2 al = 8
S e D ) dans laquelle x™ est cense

multiplier tout ce qui est entre deux crochets.
De-la nous concluons 'la régle suivante , pour
former d'une maniére commode la suite ou série
des termes qui doivent composer la puissance

m du binome x + a.

128. Ecrivez sur une premiére ligne , comme

il suit, les quantites

3 m—1 m— 3 m— 3 m— 4
m s 3 - 3 - 3 s CIC.
2 3 § " 5
a m— 1 a2 m—1
1 ny—— m. =—— P T g ST
+ x + 2 T ’ 2
m— 2 a3 W —=x m— 2
- - m - =
3 z3 t 3 3
m — 3 4
g — 7 EtC.
4

Et ayant écrit I'unité au-dessous et a une place
plus avant sur la gauche , formez la suite infe-

rieure , par cette loi.

Multipliez cette unité, par le premier terme
de la suite supéricure et par -:— > et vous aurez
le second terme de la série inferieure.

Multipliez ce second terme, par le second
terme de la suite supeérieure et encore par —:—,
et vous aurez le woisiéme terme de la serie in-
férieure.

Multipliez ce troisiéme terme , par le troisieme
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- e a
de la suite supérieure et encore par — , €t vous
aurez le quatriéme terme de la serie inferieure ;

et ainsi de suite.

Réunissez tous ces termes de la série infe-
rieure , et multipliez la totalite par x™ , vous

aurez la valeur de (x + a)™.

129. Si an lieu de x+4a, on avoit x* -+ a*,
on x* + a®, ou, etc. au lieu de multiplier suc-

as

- a - - -
cessivement par — > on multiplieroit par —
" a3
dans le premier cas, par —- dans le second ,

et en général par le second terme du binome
divisé par le premier ; et on multiplieroit la tota-
lité , dans le premier cas, par x* éleve a la
puissance m ; et dans le second cas , par x’ éleve
a la puissance m ; c'est-a-dire , en genéral , par
le premier terme du binome , éleve a la puis-

sance proposee. "

Enfin si le second terme du binome, au lieu
d’avoir le signe -+ avoit le signe —, au lien
de multplier successivement par —:i-, lorsqu'on
a x+a, ou par ;:;—, lorsqu’on a x* -+ @*, on
multiplieroit successivement par — -—j— , ou par

a?

T oper s et ainsi de suite.
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Supposons , pour donner un exemple , qu'on demande
la sixime puissance de x® + a7 : je procede comme

ci-dessous. . .

6 e A
gt gL g URELEY
6 a3 1 5ab + 20 a9 oY 15 al?
. e g =5 e
6 al:’; al®
TR PN e g
e . b : e
C’est-d-dire,, qu’ayant écrit la suite 6, = g etc.
Lt m — 1 m— 2 m — 3
qui répond i m, 3 ) y etc. et
P 3 4

ayant écrit au-dessous, I'unité, pour premier terme de

Ia seconde suite; je multiplic ce premier terme, par le
8
a

premier terme 6 de la suite supérieure , et par 5 ce

i d L d ltipli
i

(1111 me onne .r'; pour Secon terme. JC mua {IP e

6 a3 5 i i
par le second terme — de la suite superieure ,

2
a’ .l a 15 ab . da1

et par 52 et jai gt pour troisieme terme , et

ainside suite. Enfin je muliiplie la totalité des termes

formés suivant cette loi, par x> élevé a la puissance 6,
6 a3 '8

cest-d-dire (g6), par x'%, etg'ai x'% +

i
15 aﬁzﬁ 20 a9 18 15 ale p18 Ga::}IlS {-
b P Ti2 + a1 3

al® 18

—5—> qui se réduit 3 %8 1 6 a3 %15 4 15 4% ¥

4 20 a%x? - 152 %% 4 640 x? 4 2t

130. Si au lieu d’un binome on avoit un trinome
i elever a une puissance proposée ; s1 'on avoit, par

exemple, @ -} & 4 ¢ a élever & la troisieme puissance,
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on feroit & 4+ ¢ = m, et I'on aurocit a 4 m & élever
4 la troisieme puissanrc - qui selon les regles qu'on vient
de donner, seroit @® < 3 a®>m 4 3 am® 4 m’. Re-
mettant maintenant , au reu de m sa valeur & 4 ¢,
on auroit a3 -4 3a* (b 4 ¢) 4 3a (b4 c)®
+ (& 4+ ¢)’. Or les puissances (b -} ¢), (& 4 ),
(64 ¢)’, éwmnt toutes des puissances de binome, se
trouveront ég;tlement par les regles précédentes; il ne
s'a;ira plus que de les multiplier 1'espectivemeut par b N7,
3 a et 1. En achevant le calcul, on trouvera a’® -} 3 a®b
+ S3a*c 4+ 3ab* 4+ 6abe + 3ac® 4+ b 4 3b2¢
+ 3 b2 B

De Uextraction des Racines des quan-

tités co mplexea*.

131. Lorsqu'une fois on est en état de trou-
ver tous les termes dont une puissance proposée
d'un binome doit étre composée , il est aisé d'en
conclure la méthode d’extraire une racine d’un
degré proposé , soit que la quantité dont il s’agit
soir littérale , soit qu'elle soit numeérique. Par
exemple , s'il s'agit de la racine quarrée, on
trouvera (comme nous le savons déja d’ailleurs )
que le quarré est compose du quarre du premier
terme du binome , du double du premier terme
multiplié par le second , et du quarré du second.
Donc aprés avoir ordonné tous les termes, on
pourra operer comme il suit.




gveRs
E X EMPL E

36a* - 6oab - 250° 6a -+ 5b racine.

s 2 12¢ 4 5b

-+ 6oab 4 258*

— Goab — 25

0

Je prends la racine quarrée du premier terme 30 2%
laquelle est 6a que j'écris 4 coté de la quantité proe

posee.

Je quarre cette racine, et j'écris le quarré 36 a* sous le
premier terme, avec le signe —, pourle retrancher. La

réduction faite, il reste 4 60 ab -+ 25 b2

Sous la racine 6 a j'écris son double 12 a que jem-
ploie pour diviser le premier terme 60 a b de la quantité
restante 60 ab -4+~ 25 4. Je trouve pour quotient -5 b
que j’écris & la suite de la racine 6 @, et jai 6 @ -+ 56
pour la racine cherchée ; mais pour confirmer cette ope-
ration , j’écris aussi le quotient 55 que je viens de trouver,
4 cbté de 12 a, et je multiplie le total 12 @ 4 5 b par
ce méme quotient 5b; je porte & mesure, les produits,
sous la quantit¢ 6o ab 4 250, en observant de changer
les signes de ces produits ; faisant ensuite la reduction,
il ne reste rien 3 j'en conclus que la racine trouvée
6 a + 5 best la racine quarrée exacte de 36 o* - b0 ab

-+ 25 b2,
Prenons pour second exemple, la quantité gb* —
12ab 4+ 16 ¢* 4 4a* 4 16 ac — 24 bc. Jordonne
cette quantité par rapport 4 la lettre a, et Jan :
ExemrLE I
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4a*-12ab 4 16ac 4 9d2~24bc416¢? f2a~35 4 4cracine

—.-,ja'l —_—
ja-345
i*Reste—12adtibact 9d%-24bct16c2(4a-6b 4+ 4
+12ab q b2
2d Reste + 16ac—-24bc+ 162

—16ac 4 24bc - 162

T T e S B RS

Je tire laracine quarrée de 4 a*; elle est 2 a, que j'écris 4
cSté. Je quarre 2 a, etje I'écris , avec le signe —, sous 4a%s
faisant la réduction, il reste— 12 2 b4+ 16ac4 gb*—24be
-+ 16 .

Au-dessous de la racine 2 a, J’écris son double 4a, que
yemploie pour diviser le premier terme — 12 ab du reste ;
je trouve pour quotient — 34, que j'écris a la suite du
premier terme 2 @ de la racine; je T'écris aussi 4 c6té du
ﬁoublc 4a, etje multiplie le tout 4 a— 3 &, par le méme
quotient — 3 b; écrivant les produits, apres avoir changé
leurs signes , sousle reste—12ab 4 16 ac, etc. et faisant
la réduction, j'ai pour second reste - 16 ac— 24 be¢
+ ]6 %

Je considére & présent les deux termes delaracine 2a—3 ,
comme ne faisant qu'une seule quantité; je double cette
quantité , et je I'écris au-dessous pour servir de diviseur au
second reste ; mais pour faire cette division, je me con-
tente, selon ce qui a étédit (36), de diviser le premier
terme -+ 16 ac, parle premier terme 4 4 a de mon di-
viseur;je trouve pour quotient - 4¢, quej’écris 4 la suite
de la racine 2 a— 35, etd la suite du double 42— 64 ;
je multiplie cette derniére somme 4a —66-4 4¢, par le

Algébre, K

T
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nouvean terme - 4¢ de la racine ; et changeant, i me-
sure, les signes des produits, jécris ces mémes produits
sous le second reste ; faisant la soustraction , il ne reste

rien. D’ot je conclus que la racine trouvée est exacte.

Ce que nous allons dire sur la racine cinquieme
suffira pour faire comprendre comment on doit
se conduire dans les autres degrés.

Selon la formule des puissances d’un binome,
la cinquiéme puissance dea+b, esta’+5atb
4+ 10 a®b* + 10 a*b® + 5 a bt 4 b5. De ces
6 termes , les deux premiers suffisent pour €ta-
blir la régle que nous cherchons.

Le premier est la cinqui¢me puissance du pre-
mier terme du binome, et le second est le quin-
tuple de la quatriéme puissance de ce méme
premier terme , maultiplie par le second terme ;
donc pour avoir le premier terme de la racine ,
il faut, aprés avoir ordonné tous les termes de
la puissance donnée, extrairela racine cinquicme,
du premier terme de cette puissance ; et pour
avoir le second terme de la racine , il faut di-
viser le second terme de la quantité proposee,
par le quintuple de la quatriéme puissance de
la racine qu'on vient de trouver par la premiere
opération. En effet, il est évident que la racine
cinquiéme de a’ est @, qui est le premier terme
du binome dont la quantité a° 4 5 at b 4+, etc.

est la cinquiéme puissance ; et il est également
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5ath

évident que o

donne b qui est le second

terme de ce binome. Mais comme il pourroit
se faire que la quantité proposée ne fiit pas une
puissance parfaite du cinquiéme degré ; aprés
avoir ainsi trouvé le second terme de la racine 4
il faudra vérifier cette racine en I'élevant au cin-
quiéme degré et retranchant le résultat , de la
quantité proposée; voici un exemple.

On demande la racine cinquieme de
324%4 240 ath 4720 a% 1% 4 1080 a2 b3 4 810 a B4 4 2452%| Racine
—32 a® 2a + 35

8o at
Reste +240a4b+720a382 4 1080a25% 4 810a bt 4 24545

Je tire la racine cinquieme de 32 a5, elle est 2 a que
J'eécris 4 la racine.

Jéleve2a dla cinquiéme puissance, et j'écris le produit
32 a° avec un signe contraire, sous le premier terme 32 a3

de la quantité proposée, ce qui le détruit.

J'éléve laracine 2 2 4 la quatriéme puissance, ce quime
donne 16a* que je quintuple , etj’ai 8o a* que j’écris sous
Ia racine 2.a; je m'en sers pour diviser le premier terme
240 a* b du reste ; la division faite, j'ai pour quotient 3 5
que j'écris 4 la racine; en sorte que j'ai 24 + 3 b pour la
racine cherchée ; mais pourm’en assurer davantage 2] éleve
2 a4 35 dla cinquieme puissance , je retrouve les mémes
termes que dans la quantité proposée ; faisant la soustrac-
tion, il ne reste rien; d'oit je conclus que la racine est
€xactement 2 a 4 3 4.

§'il devoit y avoir encore un autre terme 4 la racine,
alors il Y auroit un reste ; aprés cette premiere opération :

K 2
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je regarderois 2 4 + 35, comme une seule quantite, avec

laquelle j'opere rois pour trouver le troisieme terme , comme

j'ai opéré avec 24 pour trouver le second.

132. A Dégard des quantites numeériques , la
régle est absolument la méme ; la scule chose
qu’il faille éclaircir , est, a quel caractére on
reconnoitra ce qui répond au premier terme Ve
ce qui répond au terme 5 a* .

Pour se conduire dans cette recherche , il n'y
a qu'a imaginer que dans le binome @ + b,
a marque les dixaines et b les unités ; alors il est
évident que a° sera des centaines de mille , parce
que la cinquiéme puissance de 10 est 1000003
donc le premier terme a®, ou la quantité dont il
faudra tirer la racine 5¢. pour avoir le premier
chiffre de la racine , ne pent faire partie des cing
derniers chiffres sur la droite; on séparera donc
les cinq derniers chiffres , et supposé qu'il en
reste cinq seulement ou moins de cinq sur la
gauche, on en cherchera la racine 5°. qui sera
facile a trouver , ne pouvant avoir quun seul
chiffre.

Quand on aura trouvé le premier chiffre de
la racine , et qu'on aura retranché sa cinquiéme
puissance , de la quantité qui a servi a trouver
cette racine , on descendra, & cOte du reste,
les cinq chiffres séparés ; et pour avoir la partie
qu’il faut diviser par 5 a, cest-a-dire, par le

__ SCDLYON 1
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quintuple de la quatriéme puissance des dixaines
trouveées , il faudra séparer quatre chiffres sur
la droite, et ne diviser que la partie restante
a gauche: car 5444, qui est la partie qu'on
doit diviser par 5 at, pour avoir 4, ne peut
faire partic des quatre derniers chiffres , puis-
qu'etant le' produit de 544 par b, elle doit étre
au moins des dixaines de mille , puisque at est
des dixaines de mille.

Ces eclaircissemens posés , le procédé est le
méme que pour extraction littérale, voici un
exemple,

On demande la racine cinquiéme de
3802.04032 { 52
3125

6770.4032
3195
380204032

(8]

Je sépare les cinq derniers chiffres 04032 , et je cherche
laracine cinquieme de 3802 qui ayant moins de cinq chiffres,.
ne peut donner qu’un chiffre pour cette racine ; elle est 5
que j'écris & cté.

I'éleve 5 a la cinquicme puissance, et j'écris le produit
sous 3802 pour I'en retrancher ; il reste 677, 4 céoté
duquel j’abaisse les cing chiffres séparés d’abord; du
total, je sépare quatre chiffres sur la droite, erje divise
I partie restante 6770, par le quintuple de la quatriéme

K3
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puissance de la racine trouvée 5, c’est-A-dire , par 5 fois
625, ou 3125. Je trouve pour quotient 2 que Jécris &
¢bté du premier chiffre trouvé 5. Pour vérifier cette racine
52, je l'éleve dla cinquitme puissance , et je retrouve le
nombre méme proposé, d’oti je conclus que 52 est exacte-

ment la racine.

S'il y avoit un reste, et qu'on vouliit approcher plus
pres de la racine , on mettroit cinq zéros, et on continue-
roit pour avoir le troisieme chiffre , qui seroit une déci-

male , comme on a fait pour avoir le second.

En général , pour tirer une racine de degré
quelconque m , il faut séparer en allant de droite
a gauche , en tranches de m chiffres chacune ,
dont la plus a gauche peut en avoir moins. Tirer
la racine du degré m de cette derniére tranche,
cette racine n'aura jamais qu'un seul chiffre ; a
coté da reste , descendre' la tranche suivante,
en séparer m — 1 chiffres sur la droite, et di-
viser la partie restante a gauche, par m fois la
racine trouvée , et élevée a la puissance m—1,
et ainsi de suite. Cela est fondé sur ce que les
deux premiers termes d'un binome a + b élevé
a la puissance quelconque m , sont a™ 4+ ma™-'b,
et sur ce que si a marque des dixaines et b des
anités, 4™ ne peut faire partie des m derniers
chiffres , et mam—'b, ne peut faire partic des

m — 1 derniers.

____SCDLYON .l
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Delamaniére d ‘approcher de la racine
des puissances impazzfaiécs des quan-
tités littérales.

133. Lorsque la quantité complexe proposée,
n’est point une puissance parfaite du degre dont
on demande la racine, alors il n'y a point de
racine exacte a espérer : il faut se borner 2 en
approcher aussi prés que peut l'exiger la ques-
tion pour laquelle cette extraction est nécessaire.
on pourroit y parvenir en suivant la methode que
nous venons d'exposer pour les puissances par-
faites : elle donneroit une suite de termes frac-
tionnaires dont la valeur décroissant continuel-
lement, permet de se borner a2 un nombre limité
de termes et de négliger les autres : mais I'ope-
ration seroit longue et pénible. On peut par-
venir au meme résultat par une voie beaucoup
plus courte, en employant la régle que nous
avons donnée ci-dessns (128 ) pour elever un
binome a une puissance proposee. Pour ceteffet,
il faut se rappeler (109) que toute racine peut
étre représentée par une puissance fractionnaire.
Ainsi , demander la racine quarrée de a + b,
ou d’évaluer1/ (a + b), c’est demander d’cle-

i
a ?

ver @ + b a la puissance

(a+0b):=1v(a+4b)

puisque (109)

K 4
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. ) ’ ey - -
| Donc, suivant la regle donnée ( 128) , jeeris la suite

| e iy T _;_ At 11— 2 1— 3 _ — 4 bk L
- —— 3 3 - 3 . ut
3 s ] 5 q

b
o

c s € L
se reduit 4 2, — 5, — 3, —§>» — s Cle

Et posant ¥ pour premier terme de la seconde suite,

je forme cette seconde. ..oevieiiiiaiiiciiirenaee

i 1 ] Y &% 1 b3 5 1A
| ]_.'..._-._._—.__—_—-;—-}-—__-—__.._..—‘_._—-i-
! % & 8 a 16 a 128 at
I'r' - 35 b ;
g S P CiC.
1280 a? 2

En multipliant le premier terme I, par Te premier terme
1 e X b 2 s
= de la premitre suite, et par —; ¢ est-a-dire , par le
a
f second terme du binome a -}~ b, divise par le premier; j'ad

; I b 1 d
Fe ";- T pour l¢ secongd terme.

Je forme de méme le troisieme, en multipliant ce sc-
cond, parle second terme — 3 de la premicre suite , et par

2

pour le troisieme terme.

b
4 1
—-> e qui me donne — ¢ —

’ Pourle quatrieme, je multiplie ce troisieme, parle troisieme

terme — £ de la premiére suite et par —Za, et jai -+ 7§ —j:—-
pour quatrieme terme, et ainsi de suite.

3 Enfin je multiplie la totalité de ces termes, par le

premier terme du binome, élevé 4 la puissance 7, et

j'ai pour la valeur de (& 4 2] 3 ou de v (a428),

4 Ja quantité suivante ,

2 b be 3 4 3
43{1+%___L)_+_.L_.'_b___.._; Rass 28 _‘EL__,
a B a3 16,3 128 .4 12809 5

ete. ) quil est facile de prolonger autant qu’on le jugera &

propos.

SCD LYON
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Nous verrons, par la suite , I'usage de ces sortes d’ap-
proximations ; pour le présent,, nous nous contenterons
de faire voir par un exemple en nombres, comment on
peut les employer pour approcher des racines des quan-
tités numériques. Supposons qu'on veut avoir la racine
quarrce de 101. Je partagerai.100 en deux parties dont
P'une soit un quarré, le plus grand qu’il sera possible s
pir exemple, je le partage en ces deux parties 100 et I ;
je prends la premiere pour a, et-la seconde pour &,

en sorte que je suppose a4 — I00, et b — 1; par

Bj=

L b
conséquent ¢ * — (100)? — |/ 100 = 10; et =

I 2. . . :
= =—=o0,01; done la série qui exprime {/ (a + &),
100

c'est-a -dire ici |/ 101, deviendra, en mettant pour

b
a? et — , leurs valeurs,
@

(0,01)2 & (0,01)3 5(0,01)t  35(0,01)%

tc.
8 16 128 1280 > etee)

e
\ 2

Supposons qu'on veut avoir cette racine jusqu'i unm
dix millieme pres seulement; alors il suffit de prendre les

3 4 o z (0,01 }3
trois premiers termes; car le quatrieme qui est 2 T TC~
10

0,000001

vient 4 > c'est-d-dire, 4 0,0000000625 ; et quoi-

qu'il doive étre multiplié par 10 qui doit multiplier tous
les termes de la série; il ne Produira que 0,000000625
qui est bien au-dessous d’un dix-millieme. Les termes
suivans sont, a plus forte raison, beaucoup au-dessous ,
puisqu’étant continuellement multipliés par 0,01 qui est
une fraction , ils doivent diminuer continuellement; caren
multipliant par une fraction, on ne prend qu'une partie
du maltiplicande.

La valeur de / 101 se réduit done 2.iveveasress

SCD LYO
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0,01 (o401 )*

10 (1 4 2 =

10 (1 -+ 0,005 — 0,0000125), ou 10 X 1,0049873,

), clest-d-dire, 3

ou 10,049875; c'est-d-dire, 10,0499 en se bornant aux
dix milliémes.

Cette méthode peut s’appliquer i toutes sortes de
racines et i toutes sortes de quantités ; nous en donne-

5 - E
rons encore un exemple sur V (a® — ¥°). Je change

donc cette quantité en (a® — ¥°)3, et procédant comme

ci-dessus , 3'écris

3 = ’
z 3 — > > > ElCe
52 2 5 4 5

2 3 19
ou —_— s = i, 5. — w5a Cct

il
-

Et posant 1, pour premier terme de la seconde suite,
je forme cette seconde ,
z9 a 1o 215

a’d

™
|
nf=

i
=) aIO

En multipliant le premier terme I, par le premier
1 . ¢ _rf! v
terme %, de la suite supéricure, et par — —5—> € est-
P

i-dire par le second terme du binome , divisé par le
5

x
1 = 1 S il
premler ;y ce qui donnc iy P POll‘l' SECDl’ld terme de

la série.
Pour avoir le troisitme , je multiplie celui-ci par Ie

: : S z°
second terme — £, de la suite supérieure, et par — —z=>
=

R, — Y IIO
ce qui me donne

alﬂ
En calculant de méme les suivans jusqu’aun sixieme , et

multipliant le tout par le premier terme o du binome,

- CD LYON 1_
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1

x
L8 5X 5
a

élevé 3 la puissance }, c’est-d-dire (96) par a ou

par @, j'ai pour valeur approchée de f/ (a° — %°), la

)by x5 O b 6 =15 42 z8°
QUALLILE 4 (1 mmm g o S o g e ——— 5 etc.)
g 5a° 25 at? 125 at? 1250 a®

134. Observons a I'égard de ces séries et de
toutes les autres qu'on peut former de la méme
maniére , qu'on doit toujours prendre pour pre-
mier terme de la quantité proposée , le plus grand
terme, par exemple, dans 1/ (¢ -+ &) nous avons
pris ci-dessus a pour premier terme ; mais si b
étoit plus grand que «, il auroit falln prendre &

pour premier terme. La raison en est que lorsque
5

a

i L . 1
b est plus grand que @, la 1™ série a® (1 + —

1 b2

iy
— 5 & » ©tC.) est trompeuse ; car —- etant

alors plus grand que l'unité, les termes suivans
- o L
i i — vont
qui sont continuellement multiplies par — vo

toujours en augmentant , en sorté qu'on n'a au-
cune raison de s'arréter aprés un certain nombre
de termes. Mais si dans ce méme cas on forme

la série en prenant & pour premier terme , on
1 I
aura b® (1 4 — - — — > etc. ) dans laquelle

les termes vont en décroissant,

Les scries dont les termes vont en angmentant
de valeur a mesure qu’ils s'eloignent de I'ori-
gine , s'appellent séries divergenies; et au con=

traire on appelle séries convergentes celles dont

SCD LY
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les termes diminuent de valeur a mesure qu'ils
s'éloignent de lorigine.

135. Nous avons vu (118) que toute fraction
algébrique pouvoit étre mise sous la forme d'un
entier, en faisant passer son denominateur an
numeérateur avec un exposant négatif. Cette
observation nous fournit le moyen de réduire
en série toute fraction dont le dénominateur seroit

complexe , ce qui sera utile par la suite.

a2 :
: au lien de cette

AILTOE
Par exemple, si javols .

quantité, j'écrirois az X (42 — ¥?J7" et alors j'éleve=
rois a2 — x3 4 la puissance — 1 selon la regle donnée (1283
c’est-a-dire , que je poserois d’abord la série — I,

—_— 1 -_—1 —2 —1 =3

2 ? 3 2 4

—_—1, —1I.

5 etC. OU =— I, — I,

Et je formerois la série suivante,

i, iy g 28

. 1 —_— —_— — cte.
._ F o St e

en multipliant le premier terme I de cette seconde , paz
2

le premier terme — I de la série supérieure et par —
aﬂ

‘1-2

aﬂ

>

. g z - s
ce qui donneroit 4 —-; multipliant celui-ei par le
a

I!l

second terme — 1 de la série supérieure , et par— ——>
a

et ainsi de suite. Apres quoi je multiplierois la totalité,
par le premier terme a* élevé 4 la puissance — I, c’est-a-
dire (96) par a® X~ ou 4—*, ce qui me donneroit

S z+ 5 z8
e=? (1 4 + — -d—a—-}- a“’ﬂc")'

at

x2
ﬁ!

~ sSCD

=
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pour valeur de (a* —x*)7'; donc pour avoir a® (a®—x*"",

il ne s"agit plus que de multiplier par @*; or a® X a® don-
@*=%, ou a°, qui se réduit & 1; on aura donc
xs x4 x6 =8

aa[:az_x‘x;i_l:l_*__r--i——-}--—-;— -'GT,EI.Ca

On s'y prendroit de méme pour réduire en série

nant

a'l
(a® + x2)3
e* (a* + x2)— 9. Parcillement au lieu de

: on considéreroit cette quantité comme

aﬂ

5 a J
Vit )

a® ._,3
x* )75, et

on écriroit ————, ct ensuite a® (a* -
(a%+22)5
aiusi des autres.

Des Equations & deux inconnues , lors-
) > r
qu'elles passent le premier degré.

136. Une équation 3 uneseuleinconnue estdite
du troisi¢éme , du quatricrae , du cinquiéme , etc.
degré , lorsque la plus haute puissance de l'in-
connue est la troisiéme , la quatriéme , la cin-
quiéme , etc.; mais outre cette puissance , une
équation peut encore renfermer toutes les puis=~
sances inferienres.

Ainsia? =8, x3 F 5 a2 =4, x* 4 b6x* —9x =1,
sont toutes des équations du troisieme degré.

Une équation 4 deux ou d un plus grand nombre
d'inconnues, est dite passer le premier degré, non-
seulement lorsque l'une de ces inconnues passe
le premier degré; mais encore, lorsque quel-

ques-unes de ¢cs mémes inconnuies sont multi-

SCD LY
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pliées entrelles ; et en genéral , le degré s’estime
par la plus forte somme que puissent faire les
exposans dans un méme terme.

L'équation x* 4 »* =— a%h est du troisitme degré;
I'équation bx® 4 x% 4 ay* = ab* est aussi du troisiéme
degré, parce que les exposans de x et de y dans le terme x7y
font 3 ; dans les autres termes , les exposans sont

moindres.

137. Pour résoudre les questions qui con-
duisent a des eéquations a plusieurs inconnues ,
et au-dela du premier degre, il faut, comme
pour celles du premier degreé , réduire ces equa-
tions a une seule qui ne renferme plus qu'une
inconnue.

Si 'on a deux équations et deux inconnues,
et qtie , dans I'une de ces équations, I'une des
inconnues ne passe pas le premier degre, prenez,
dans celle-ci |, la valeur de cette inconnue , comme
st toul le reste étoit comnu ; substituer cette valeur
dans autre équation , et vous aurer une nouvelle
équation qui ne renfermera plus qu'une inconnue.

Par exemple , si I'on me proposoit cette question;
Trouver deux nombres dont la somme soit 12, ef dont le produit
soit 35. En représentant ces deux nombres par x et y,
Jlaurois ¥ 4 3 = 12, et xy = 35,

De la premiere je tire x = 12 — y; substituant dans
la seconde €quation , cette valeur de x, j'aurai (12 —y )y =

__SCD LYON
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35 ou 12y — 3y = 35, équation du second degré, qui
étant résolue suivant les regles données (87 et suiv.) ,

donnera y = 6 =1, cest-d-dire y =7 ou gy = 5; et

et puistlllc X — 12 — j, Onh aura x — Noon ¥ — 73
c’est-a-dire, que les deux nombres cherchés sont 5 et
7 ou 7 et 5.

Parcillement, si j'avois les équations x 4 3y = 6
et ¥* 4+ »* = 12 de la premictre, je tirerois ¥ = 6

~— 3 y; substituant dans la seconde, jaurois (6 — 3y)
<+ »* = 12; faisant 'opération indiquée, j'ai 36 — 36y
-+ 9y® 4+ »* = 12; ou en passant tout d'un méme
c6té et rédujsant, 103* — 36y 4 24 = o, équation
dusecond degré, qu'on peut résoudre par les regles don-
nées (87 et suiv.).

Prenons pour troisitme exemple , les deux equations
¥y 4 9 =5 et 2® 4 ¥y = »* + 7. La premicre

e g2 PR
donne ¥ — —2_ ; substituant dans la seconde , on

7
a (-—-—-—-—S ;‘7.2 )J o (——-3 ;Jﬁ )s)’ = )"+ 7, qui aprés
les opérations indiquées, etles réductions ordinaires , de-
vient 3° — 53+ + 7% 4 50y — 125 — o, équation
qui ne renferme plus que y, mais qui est du cinquieme
degré.

138. §i dans léquation la moins elevee, lune
des deux tnconnues ne passe pas le second degré ;
prener dans celle-ci la valewr du quarré de lincon-
nue la moins élevee, et substituez-la dans lautre ,
a la place du quarré de cette méme inconnuc et de
ses puissances; et continuer de substituer jusqu'a ce
que cctle inconnue ne s¢ trouwve plus quau premier
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degré. Alors tirex de cetle derniére équation , lavaleur
de cetle méme inconnue , et substituez-la dans Péqua~

tion la moins elevée.

Par exemple, si javois x* 4 3y* = 6x et 24
— 3y* — 8, je prendrois, dans la premiére , la valeur
de x* qui est x* = 6x — 3y”; la substituant dans la
scconde , j'aurois ( en faisant attention que x% est x*xx],
2 (6x — 3y%), ¥ — = 8, qui se réduit & 124
— 6xy> — 33* = 8; comme'il y a encore »* dans
celle-ci, J'y substitue de nouveau, la méme valeur de
#* que ci-dessus, et jai 72x — 36)" — 6xy* — 35
— 8, équation dans laquelle # n'est plus qu'au premier
degre.

51_}_)*3 + 8

Jlen tire la valeur de x, et j'ai ¥ —= ——
73 =0y

i je

substitue cette valeur dans la premiére équation x* -4 35

= hxyime \’uznt(qur ) +3y 2__6(&}.7 +S)

72— by

39y° + 8)° +48 .
_E_"ll’__g—;— e Byt = %—?&-—Fj'—ﬁ—ou(f}gy +8)
4 35°(72 —6)y*)* = (234° 4 48) (712 — 6*), équa-

tion dans laquelle il n'y a plus a faire que des multi-

ou

plications et les réductions ordinaires.

Des Equations & deux termes.

159. On appelle Equations a deux termes
celles dans lesquelles il n’entre qu'une seule puis-
sance de l'inconnue, parce qu’elles peuvent tou=
jours étre réduites a deux termes.

Par exemple, I'équation ax® 4 bx® = a%b* — a’p®
est une équation 4 deux termes , parce qu'en la mettant
SOus
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sous cette forme (a - &) »® = atb* — 2383, on voit que
a et b étant des quantités connues, on pourri toujours ré-
duire @ 4 b 4 une seule quantité, et a*b* — a3 pareille-
ment & une seule quantité; en sorte que cette équation peut
étre representée par cette autre px° = q.

Ces equations sont trés-faciles a résoudre ; car
il est évident quaprés avoir dégagé la puissance
de I'inconnue , par les mémes régles que dans
les autres équations , il ne reste plus qu'a tirer
la racine du degré marqué par I'exposant de I'iti~
connue.

Par exemple, I'équation p»° = g, deviendroit x° — _—
P
- oy g 5 g
et tirant la racice cinquiéme, x = Y —.
P

140. Lorsque l'exposant est impair, il n’y a
jamais qu'une seule valeur réelle. Par exemple,

si I'on avoit cette équation x> = 1024, on auroit
x=7V/(1024) = 4 ; or il est évident gu'il n'y
a qu'un seul nombre réel qui, élevé a la cin-
quieme puissance , puisse produire 1024.

Si le second membre de I'équation avoit le
signe — , la valeur de x auroit le signe —; parce
que — combine par multiplication , avec —, un
nombre impair de fois, donne — ; mais lorsque
I'exposant est pair, I'inconnue a deux valeurs ,
I'une positive, I'autre négative, et qui peuvent
¢étre ou toutes deux reelles , ou toutes deux ima-

Aigc'bre. L
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ginaires. Ce dernjer cas aura lien si le second

membre a le signe —.

Si I'on avoit I'équation x4 — 625, on en concluroit
& = ],‘i/zﬁszS — 5; mais puisque — multiplié par —,
un nombre pair de fois, donne la méme chose que -
multiplié par 4+, — 5 peut satisfaire aussi bien que - 53
ainsi il faut écrire x = =& 11/ 625 — =5 comme dans les
équations du second degré. Si, au contraire, on avoit
en x4 — — 625, on auroit conclu x = \d/ (— 625);
mais ces deux valeurs sont imaginaires, parce qu'il o’y a
aucun nombre positif ou négatif, qui, multiplié par lui-
méme un nombre pair de fois, puisse produire une quantité

négative.

Appliquons ces équations d une question. Supposons
qu'on demande de frowver deux moyennss proportionnelles
enire 5 et 625. En nommant x et y ces inconnues, on ama
2253 %3y 625, qui donne ces deux proportions. « « .

SR RN Y
et ¥uy gy s 625
Dot I'on déduit ces deux équations, en multipliant les
extrémes et les moyens, 5y = 2 et 625 x = j*.

£ x2 .
La premiere donne y = ——; substituant dans la seconde,
2
2% allew e
on a 625 ¥ — —— divisant par ¥ ct multipliant par 2J,
20

3
— 15625, et enfin x =)/ 15625 = 25; donec
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Des Equations qui peuvent se résoudre
¢ la maniére de celles du second
degré.

141. Ces équations ne doivent renfermer que
deux puissances différentes de x, mais dont
I'une ait un exposant double de celui de l'antre.
Par exemple , x4 + 5x2 =8 , 25 + 55 = §,
sont dans ce cas. Ces équations se résolvent
comme celles du second degré; aprés avoir rendu
la plus haute puissance positive , si elle ne Iest
pas, et aprés avoir dégagé cette méme puissance ,
des quantités qui la multiplient ou la divisent,
on prend la moitié¢ de ce qui multiplie la puis-
sance inferieure de I'inconnue , et on ajoute a
chaque membre le quarré de cette moitié ,- ce
qui rend le premier membre un quarré parfait.
Alors on tire la racine quarrée de chaque membre,
en donnant a celle du second, le double signe =-.
L'équation est réduite a une équation a deux
termes.

Par exemple, sil'on demandoit de trouver deux nombres
dont la somme des cubes fut 35, et dont le produit fit 6 ;
on auroit ces deux équations x* 4 »3 =35 et xy = 6.

’ - 6 - oy
Cette derniére donne y = — | valeur qui, substituée dans
x

o 216 -
Ia premitre, donne x° 4 — = 353 chassant le déno-
x

PO 35 %% = ——.’15.

a

minateur et transposant, on a x

CD L
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Je prends donc la moiti¢ de 35 qui est 535 j'en ajoute
le quarré & chaque membre , et j'ai x® — 35x% 4 (42
— (248)% — 216 ; tirant 1a racine quarrée, x°* — P ===
Vv [(38)* — 216]; transposant , X =354 4/ [(L3) —

3
21617, et enfin tirant la racine cubique, ¥ = Vity

[(38)° — 2161] s or (48) =528 et (§)* — 216 =
1225-864 — 3815 donc |/ [(32) — 216] = V/ (1)

] 3
=¥

X _—_13/-(————25 ; . ):']3/-1—‘: {/27 — 3 eton=s

Lorsque le plus haut exposant .est 4 ou un multiple de
4, il peut y avoir jusqu'a quatre racines réelles.

De la composition des Equations.

142. Nous venons de voir gue les équations
4 deux termes ne donnoient, pour l'inconnue,
qu'une seule valeur réelle lorsqu’elles sont de
degré impair, deux lorsqu'elles sont de degre
pair ; elles en donnent, outre «cela , plusieurs
autres qui sont imaginaires, mais qui ne sont pas
moins utiles , ainsi 'que nous le verrons lors de
la résolution des equations et aill}curs. En genéral ,

une égua!ion quelcongue donne toujours autant de

valeur pour Vinconnue, qu'il y a d'unités dans le
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plus haut exposant de cette équation. De ces va-
lears , qu'on nomme aassi racines de I'equation ,
les unes peuvent étre positives, les autres néga-
tives ; les unes réelles , les autres imaginaires.

143. Pour rendre toutes ces. vérités sensibles ,
il faut observer que lorsque dans une équation
on a fait passer tous, les termes dans un seul
membre , et que I'on a ordonné toutes les puis-
sances de » ou de l'inconnue , on peut toujours
considerer ce membre comme le resultat de la
multiplication de plusieurs facteurs binomes sim-~

ples qui auroient tous pour terme commun x.

Par exemple , lorsque I'équation x® + 7x =
8x* 4 g a ét¢ mise-sous la.forme suivante, par la
transposition de ses termes. . x* —8x*+ 7x—~g =0,
on congoit que x* — 8x* -+ 7 x — g, peut trés-
bien résulter de la multiplication de trois. fac-
teurs binomes simples x —a, x — b, x — c.

En effet, si-on multiplie ces trois facteurs.,
on aura
¥ — gx* £ abx — abc = o.

— bx* <+ acx

—cx* + bocx
Or pour que ces deux équations soient les
mémes , il nes'agit que de trouver pour ,b, ¢,
i

des valeurs telles que a + b +4¢ =8, ab + ac

+ bo= 17, et abs=g9..
' L3
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Pour trouver chacune de ces quantités , «,
par exemple ; aprés avoir multiplié la premiére
equation par «*, et la deuxi¢éme par @, ce qui
donnera a° 4 a*b 4 a*c = 84a*, a* b + a*¢ +
abc=17a, et abc =9, il faur, dis-je, re-
trancher la seconde de la premiere , et y ajouter
la troisiéme ; ce qui donne 4> =8 4* — 72 + g,

ou , en transposant a* — 84* 4+ 7a4—9 = 0.

On trouvera de la méme maniere , que 1’equa-
tion qui donneroit b, estb>—8 b* + 76— 9 —=o,
et que celle qui donneroit ¢, est ¢®— 8¢+ j¢
— 9 = o. Ce qui nous fournit les propositions

suivantes.

144. 1°. Puisque I'equation qui doit donnera,
est la méme que celle qui doit donner 4, et la
meéme que celle qui doit donner ¢; et que dailleurs
il est facile de voir que les valeurs de a, b, ¢
ne peuvent étre égales, il faut donc, que 'une
quelconque de ces trois équations, puisse donner
les valeurs de @, de b et de ¢ ; donc chacune de
ces équations doit avoir. trois racines , dont 'une
sera la valeur de a ; la seconde , la valeur de 4,
¢t la troisiéme, la valeur de «.

2°. Chacune de ces équations est la méme
que l'équation méme proposée x*— 8x* + 7%
— 9 = o, a la seule différence prés , que a,
ou b, ou ¢, est changé en x. Donc celle-ci doit

__SCDLYO!
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avoir trois racines , et ces trois racines doivent
¢tre les trois valeurs de a, b, c.

Donc les quantités qu'il faut mettre poura, b, ¢
dans x — @, x — b, x — ¢, pour produire 'équa-
tion 2® — 8x* 4 7x — g = o, par la multi-
cation de ces facteurs simples , sont les racines
mémes de cette équation.

145. Si les coéfficiens des differentes puissances

de x , au lien d’étre 8 , 7 , etc. étoient d’autres
nombres, et si 'équation, au lien d'étre du
troisitme degré , étoit du quatriéme , du cin-
quié¢me , etc. les conséquences que nous venons
de tirer , seroient encore de méme nature. Ainsi,
si I'on avoit en geéneral x* — px° + gx* —7rx
+s=o,p,q,r,s éant des nombres connus,
on pourroit , de méme, considérer cette equa-
tion , comme formée du produit de quatre fac-
teurs simples x — a ,x — b ,x— ¢, x—d. En

effet , ces quatre facteurs étant multiplies , don-

T R S S o] i i e R B
x4 — ax® 4+ abx* — abex 4+ abed = o:
— bx* 4+ acx* — abdx
— ¢x® 4+ adx* — acdx
— dx% 4+ bex* — bedx
4 bdx?
4+ cdx?

Or pour que cette équation soit la méme que
L4
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x-‘——p.\"-"»}-gx*—-rx+s:o,ilfautqnca,b,c,d
soient telles que I'on agit e+ b4c+d=2p,
ab-+ ac+ad+bc+ bd+ cd—=gq,abc+abd

acd4bed=1r,abcd =

Si I'on multiplie la premiére de ces équations
par a®, la seconde par a*, la troisiéme par a,
et qu'on retranche la seconde et la quatriéme ,
de la premiére et de la troisiéme réunies, on
aura a4 = pa® — qa* + ra—s, ou at — pa®
4 ga* — ra + s = o; on trouveroit de méme
que I’équation en b, est b* — p&° + q b — rb
4+ s = 0; que I'é¢quation en ¢ est ¢t —pc’ +
gc* —rc+4s= o0, et que I'équation en d est
dé — pd® + qd* — rd + s = o. Ainsi l'équa-
tion qui donnera a , doit donc aussi donner b,ec
et d; eclle doit donc avoir quatre racines qui
seront la valeur des quatre quantites a,b,¢, d.
Et comme chacune de ces équations est la meéme
que I'équation x* — px® 4 gx* —7rx + 5 = a,
les quantités @, b, ¢, d quiil faut prendre pour
produire cette derniére par la multiplication de
quatre facteurs simples x — @, x — b,x—c,
s — d, sont donc les racines mémes de cette

equation.

146. Donc, en geénéral , 1°. une équation de
degre quelconque peut toujoursétre considerée comme
formée du produit dautant de facteurs binomes

___SCDLYON
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simples , qui ont tous pour terme commun la lettre
qui représente inconnue , qu'il y a d'unités dans
le plus haut exposant de Uinconnue. 2°. Les seconds
termes de ces binomes , sont les racines de cetle équa-

tion , chacune étant prise avec un signe contraire.

147. Siléquation , au lieu d’avoir ses termes
alternativement positifs et négatifs, comme nous
I'avons supposé ci-dessus , dans Péquation x4 —
px* + gx* —rx+4+s = o0, avoit toute autre
succession de signes, par exemple, si elle étoit
x4 4+ px5 —gx* —rx+s=o0; on nen de=
montreroit” pas moins , et de la méme ma-
niére, qu’elle peut toujours étre représentée par
(x—a) X (x-—b) X (x—¢c) X (x—4d)5
a,b,c, déant les racines de cette dernicre
€quation.

148. Puisque a, b, ¢, d, etc. sont les racines
de l'équation , il suit des équations & + & +
ce+d=p,ab+ac+ad+bc+ bd+ cd
=gq,abc+ abd 4 acd + bed =7r, abcd
= s; 1° que dans l'équation x* — px® + gx°
— rx 4+ s = o; et en général dans toute equa-
tion , le coéfficient — p du second. lerme , pris
avec un signe contraire , €esi-a-dire, -4 p , ¢st
égal a la somme de toutes les racines.

2°. Que le coéfficient q du troisiéme terme est
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égal @ la somme des produits de ces racines multi«
plices deux a deux.

3°. Que celuz du quatriéme, pris avec un signe
contraire , est égal & la somme des racines multi-
pliées trois @ trois ; et ainsi de suite, et qu'enfin
le dernier terme , est le produit de toutes les racines.

Cela est général , quels que soient les différens
signes des termes de I'équation , prenant toujours
avec un signe contraire , le coéfficient de chaque
terme de numeéro pair.

D'ou il suit , que dans une équation qui n'a
pas de second terme , il y a surement des racines
positives et des racines négatives , et la somme dcs

uncs est.égale a la somme des autres.

Ainsi dans I'équation x* 4 2x* — 23x — 6o =0, Ia
somme des trois racines est — 2 ; la somme de leurs pro-
duits,, multipliés deux & deux, est — 23 la somme de
leurs produits, trois a trois, ou le produit des trois racines
est - 60. En effet, les trois racines sont 5 , — 4, — 3,
ainsi qu'on peut le voir en mettant chacun de ces nombres,
au lieu de », dans I'équation ; car chacun réduit le premier
membre 4 zéro. Oril est évident que la somme de ces trois
nombres, c’est-i-dire, 4+ 5 — 4 — 3 est — 2; que la
somme de leurs produits deux 2 deux , ou — 20 — 15
4 12, est — 23 5 et que le produit des trois , est 3 X —
4 X — 3, cest-a-dire - Go.

Parcillement , dans I'équation x* — 19x + 3o = o,
comme le second terme manque, je conclus qu'il y a des

racines positives et des racines négatives , et que la somme
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des unes est égale & la somme des autres ; en effet, les troig

racines sont 4 2, 4 3 et — 5.

149. En considérant une eéquation comme for-
mée du produit de plusieurs facteurs binomes
simples , on se rend aisément raison , comment
il peut se faire qu'il y ait plusieurs nombres dift
ferens qui satisfassent a une équation. Par exem-
ple, si 'on proposoit cette question , lrouver
un nombre tel que si on en retranche 5, et qu'a
ce méme nombre on ajoute successtvement les nombres 4
et 3, les deux sommes multiplices entr'elles , et par
le reste , fassent zéro : on aura, en nommant %
ce nombre, x — 5 pour le reste et x 4 4,
x + 3 pour les deux sommes; il faut donc
que (x+ 4) X (x4 3) X (x—>5) =o,Clest-
a-dire, que x* + 2x* — 23x — 6o = 0 ; or
on voit évidemment que ce produit ou son égal
(x 4+ 4) X (x+3) X (x— 5) peut devenir
zero dans trois cas différens ; savoir si x = —4,
6i x = — 3 ,et si x = 5. En effet, dans le
iJI'CrP.iCr cas, il devient o X (— 4 + §) X
(— 4—5) ou o; dans le second, il devient
(—38+4) X (0) X (—3—5)o0uo0, et
dans le troisieme, (5 4+ 4) X< (5 4+ 3) X (o)
ou o. Or quand on propose une équation telle
que x° -+ 2 x* — 23 x — 60 = o, rien ne de-

termine a prendre — 4 platoét que — 3, ou

plutét que 4 5, puisque chacun reduisant ega-
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lement le premier membre, a zéro, satisfait

également a I'équatiom.

150. Nous placerons encore ici une autre re=
marque qui peut avoir son utilité. Les équations
¢+ b+ct+d=p,ab+ac+ad+be+
bd +cd=gq,abc+ abd + acd + bed =7,
abcd =s, nous ont, toutes, conduit a la méme
€quation , seit pour avoir a, soit pour avoir b ,
soit , etc. La raison en est que @, b, ¢, d, étant
toutes disposées de la méme maniére dans chaque
équation , il n'y a pas de raison pour que l'une
soit déterminée par aucune opération différente
de celles qui détermineroient l'autre ; donc en
général , si dans la recherche de plusieurs quan-
tités inconnues , on est oblige d’employer pout
chacune , les mémes raisonnemens, les mémes
operations et les mémes quantités connues, toutes
ces quantités seront nécessairement racines d’'une
méme équation ; et par consequent cette question

conduira a une équation composee.

r51. Paisqu’on peut considérer une équation
comme formée du produit de plusicurs facteurs
simples , on peut aussi la considérer comme for-
mée du produit de plusieurs facteurs composes.

Ainsi une équation du troisieme degré peut étre con=

sidérée comme formée du produit d’un facteur du second
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degre, tel que x* 4 ax - b, par un facteur du pre-
mier, tel que ¥ 4+ ¢: en effer, »* 4 ax 4 & peut
toujours représenter le produit des deux autres facteurs
simples.

De méme, une équation du quatricme degré peut étre
tonsidérée comme formée, ou du produit de quatre fac-
teurs simples, ou de deux facteurs du second degré, ou

d'un facteur du troisieme et d’un facteur du premier.

152. Et puisqu'une équation du second degré
peut avoir des racines imaginaires, les équa-
tions de degrés superieurs au second , peuvent
donc aussi avoir des racines imaginaires.

Des tranjurmations qu'on peut faire
subir aux Equations.

153. On peat faire subir aux équations diffé-
rentes transformations , dont il est a propos que
nous parlions avant de passer a la résolution de
ces mémes équations.

154. 8i lon change dans une équation les signes
des termes qui renferment des puissances impaires ,
les racines positrves de cette équation seront chan-
gées en négatives , et les mégatives en positives.

En effet, pour changer les signes des racines de 1'¢qua-
tion, il suffit de mettre — x au lieu de 4 x; or cette

substitution ne change point les signes des termes qui

tenferment des puissances paires de x , et change, au con-
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traire, les signes de ceux qui renferment des puissances

impaires.

155. Pour changer une équation dans laquelle
il y a des dénominateurs, en une autre dans laquelle
il Wy en ait plus, et cela sans donner un coéffi-
cient au premier terme , il faut substituer au lieu
de linconnue , une nouvelle inconnue divisee
par le produit de tous les denominateurs ; et
multiplier ensuite toute I'équation par le déno-
minateur qu'aura alors le premier terme,

e can L ax? cx d
Par exemple, si jai 8* + — + — 4+ — =0
m n P
je feraix = ——— et substituant dans I'équation, j'aurai
mnp
3 ay? cy d o
—— —_— —— — =— o0 ; multipliant
m3n3p3 * min%p* w mn*p + P 4 P
5. a8 s A5
e 2 am'npey men'pec
3,.3;8 o 3 2 Y
r m'n’ al —_— —— -
Paudissy & m3n?p* mnip o

m3nipid
'I'-'
9% + anpy® 4 miPapicy + mPatprd = 0.

0; et faisant les divisions indiquees,

156. Sim, n et p étoient égaux, il suffiroit de faire

x— . Dot il suit que pour changer une équation
m

dont tous les coéfficiens sont des nombres entiers, mais
dont le premier terme a un coéfficient, en une autre dans

laquelle celle-ci n’en ait plus, et ou les autres aient néan-

of

moins des entiers pour coéfficiens , il faut faire ¥ = “- »
m

mmarquant ce coéfficient du premier terme. En effet, sij’ai

I'équation mx® - ax® = bx 4+ ¢ =03 en divisant par m ,
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a b c
- e 3 2 { — A
aurai ¥° 4= — %% 4~ — ¥ 4 — — o0, ol tous les
J m m m s us

dénominateurs sont €gaux.

157. Pour faire disparoitre le second terme d’une
équation , il faut substituner , au lieu de l'in-
connue , une nouvelle inconnue augmentée du
coéflicient du second terme de I'equation , pris
avec un signe contraire , et divisé par I'exposant
du premier.

En effet, représentons , en géneral, cette équation, par
¥ o ax™T! 4 ba™=2 4 ..k — 0, Si on suppose
¥ — y 4+ s, on aura deux équations et trois inconnues;
on sera donc maitre de déterminer I'une d’entr'elles, par

telles conditions que I'on voudra.

Or si I'on $ubstitue , dans chaque terme, au lieu de
la puissancc de » qu'il renferme , une puissance semblable
de y 4 s, on aura (126) une suite de termes telle que
celle-ci ,

Jm + ‘.I'?i.f}"m_l + m

T+ ey - (m—1) .as5y™ 2 ete.

-t by®rAleie:

m-—=—1

- 2P etee. + k= 0.

Si donc nous regardons y comme linconnue , il est
evident que cette equatiop sera sans second terme, si s

est telle que I'on ait ms 4- 2 = o, c'est-a-dire , si l'on
-— . . .
prend s = ———, qui est l2 valeur que cette équation
m
donne pour 5. Or nous venons de voir que nous pouvions

prendre pour 'une des trois inconnues , et par conséqueut

pour s, telle valepr que nous jugerions & propos; puis
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-

est la valeur qu'il faut lui donner pour

donc que —

que P'équation en y soit sans second terme ; il s’en suit

que pour changer I'équation propos ée x™ 4 ax™ "' -, etc.

en une autre qui n'ait point de second terme , il faut faire

N—y — L, g6 qui démontre la régle que nous venons
m

de donner.

Par exemple , pour faire disparoitre le second terme
de I'équation »® + 6x* — 3x + 4 = 05 je fais
x =y — &, cest-d-dire, x =y — 2. En substituant,
jaurai.e.oeceneiniinnn

9 —6)* + 129 — 8 =0,
+ 6)* — 24y + 24
— 35406
o
qui se réduit 4 y* — 15y ++ 26 =0, ¢quation qui n'z

point le second terme y*

De la Résolution des Equations

co mposées.

158. Nous supposerons , dans tout ce que
nous allons .dire, qu'on ait fait passer dans un
seul membre , tous les termes de I'équation.

Résoudre généralement une équation d'un
degré quelconque , telle que x™ 4 pa™—! -
Gam k — o, c'est trouver pour l'in-
connue autant de valeurs qu’il y a d’unités dans

le plus haut exposant de cette inconnue,, et dont
chacune
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chacune soit exprimee par les lettres p, ¢, etc. £
combinées entre elles de quelque maniére que
ce soit ; telle cependant que chacune de ces va-
leurs substituées au lien de x dans I'équation ,
réduise le premier membre a zéro, indépendam-
ment de toute valeur particuliére de p, ¢, etc.

Nous bornerons au troisiéme degré , I'applica-
tion de la méthode que nous allons donner,
quoiqu’elle s’étende indéfiniment a tous les de-
grés, et par conséquent au quatriéme. Mais pour
celui-ci, nous emploierons une méthode fondée
sur les mémes principes, mais plus expeditive.
Chacune de ces méthodes consiste a considérer
I'équation qu’il s'agit de résoudre , comme le
resultat de deux équations a deux inconnues.
On peut toujours parvenir a réduire ces deux-ci
a une seule , qui ne renferme plus qu'une in-
connue. Il s'agit donc de les choisir telles que
Pelimination produise une équation que l'on
puisse supposer la méme que 1'équation pro-
posée. Nous allons voir quelles elles doivent
étre pour cet effet.

Quoique cette méthode n’exige pas qu'on fasse
disparoitre le second terme de l'équation pro-
posée , cependant les calculs étant plus simples ,

lorsqu’il n’y a pas de second terme , nous sup-

poserons qu'on a fait évanounir celui-ci, par la
méthode donneée (157).
Algeébre, M

———
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Ainsi nous supposerons que x™ -+ px™T*
D rxm—4 4 etc. 4+ k=0 , est en général
I'équation qu'il s'agit de résoudre.

On prendra les deux équations... y™ —1 = 0.
etiayR=SvE byR Y & cy™=5 4 dy®—4 - ‘etc.
O ai=iol) @l e, et étant des quantités
inconnues que I'on déterminera comme il va étre
dit.

Par le moyen de ces deux derniéres , on ¢li-
minera y , € qui conduira a une équation en x,
qui sera du degré m , et n'aura point de second
terme.

Les coéfficiens des différentes puissances de x,
seront composés de @, b, ¢ et leurs puissances.

On égalera chaque coefficient au coéfficient
de pareille puissance de x dans l'equation pro=-
posée x™ 4 px™—* 4 etc. ce qui donnera autant,
d’équations, pour déterminer a, b, ¢, etc, quil
y a de ces quantités. Lorsque @, b, ¢, etc. auront
été détermines , on aura toutes les racines ou
valeurs de x , en substituant dans I’équation ay™—"
+ bym—* 4+ cyn—3 dym—A4 4 etce. ..+ X720,
ces valeurs de a, b, ¢, etc. et mettant successi-
vement pour », chacune des racines de 'equa-
tion ym—1 =0, qui sont faciles a déterminer ,,

comme nous le verrons par la suite.
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Application au troisiéme Degré.

159. Soit donc ¥° 4 px + g = 0, I'équation qu’il
s'agit de résoudre.

Je prends 3 — 1 — 0, et ay* + by 4+ ¥ = o,
Pour chasser y, je multiplie cette derniére par y, et
mettant pour y°, sa valeur 1 tirée de I'équation y°— r= o,
jai by* + xy 4+ a —o. Je multiplie de méme celle-ci
par y, et mettant encore pour y*, sa valeur 1, jrai xy®
4 ay 4+ b = o.

Ainsi, j'ai les trois équations ay* 4 by 4+ x — o,

by 4+ %y 4+ a = o,
¥* 4+ ay 4+ b = o.

Par le moyen des deux premiéres , je prends la valeur

de »* et celle de 7, selon la méthode des équations du

xx —ab

remier degré , 2 deux inconnues: j'ai y* — =25 9%
P o B il bbb — ax
. aa — bz
4 —_ —— .
7 bd— ax

Je substitue ces valeurs dans la troisicme équation
& s b el b
itie & abx 4 a abx
¥y* +ay4b=o;jai R + b—o,

ou, chassant le dénominateur , et réduisant,

% — 3 abyx “+ @* = o.
-+
Comparant cette équation avec »° + px+ g9 =o0;
il faue pour qu’elles soient les mémes, que —3ab—=p,
et a’ -+ b3 = g; ce sont-lales deux équations qui donne-
Tont a et b,

La premiére donne b — —-__’2—-,- substituant dans
aJa

3

P

Ia seconde, on a 4% — =
a7 a”

= ¢, ou en multipliant

3
» Equation qu'on

Y

Par a®, et transposant, ¢f — g 4% —=
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peut (141) résoudre comme une équation du second

degré , et qui par conséquent déviendra. . = s v0wis
6 3 Lol e L8 1 3 3 g et Y

e — gd’ + 19 = 39" + w7 b PUS &H — 2§
— 1V (2¢* 4 &p°); wansposant, &® = 3 ¢ =+

V (3¢* + & p°hetenfna=*V [39+V (" +378)]-
Pour avoir b, je mets dans I'équation ad + ¥=q,

1a valeur de @®, que nous venons de trouver, et j’ai
14V (2 ¢+ 51°) + =4, etpar conséquent b=5¢
v C 4 4% donc b=V [3g—V (31 +378°) -

Or l'équation ay* + by 4+ * = o, donne ¥ =
— ay® — by; on a donc ¥ = —? '{/ [39
Vet —Vir=v e + 7971,

qui renferme les trois racines.

1l ne s'agit donc plus que de connoitre les valeurs
de y. Or l'équation y° — 1 = o, donne | S
par conséqucnt, en tirant la racine cuhique, e
Pour avoir les deux autres racines, je divise (151)
93 — 1 pary — 1, ¢t jai y? 4+ 5 41, qui étant
égale & zeéro, donne 1'équation qui renferme les deux
autres racines, Cette équation 32 -+ 5y + 1 = 0
— 1 Xy [— 3)

2

étant résolue , donne y — ; les trois

—1 4V (=3),

valeurs ‘de y sont done y =1, y = =

—1— VvV (—3)

y = ‘
wvaleurs , dans x —= — »* 1’3:’[;.?+‘/ (%‘I‘ﬂ+%fﬂ3)];

. Substituant successivement ces

# Je ne donne ici qu'un seul signe au second radical , parce
que je v’ai besoin que d’une valeur de a ; il importe peu las
quelle ; chacune satisfait également.
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7
—_— VE 30—V (i 4 ﬁ;ﬁ)], et faisantattention

— 1+ v (—3)\ — 11—y (—3)\*
que { ———— ~ 7 et REE_ DA, A
2 2
G g I—v —3
se réduisent , le premier & > et-le second.
z

y — 14V (—3)

4 —————————~, on a ces trois- valeurs de X,
2

==V [ ti+vy (#e + 97]
—V[ti—vur+sm}
x:x+~/§(— 3-‘13/[rjq+-\/(—iq“+ &P"Jj
+‘_—_Vi_ﬂﬁ[gq—\/f%q’ﬂ--;nﬁ::]--
+:L:-_Q1?[;q— Ve q*+,—‘,-ﬂ:|-

160. En considérant les trois valeurs de x que nous

venons de trouver, on voit que tant que p sera positif, la

quantité § ¢* 4 2 p* sera toujours positive , parce que +¢*

qui est le quarré de 3 ¢ sera toujeours positif, quand méme

¢ seroit négatif. Cune méme quantité sera encore positive ,

tant que 1 ¢* sera plus grand que ;% — 3, p érant negatif,
Dans ces deux cas, les deux dcrmc:cs valeurs de » sont
imaginaires. Car.les denx radicaux cubes étant alors des
quantités réelles et inégales , leur produit par les quantités
YV (—3) et V (—3)de signe contraire , ne-se détrui-
ront pas mutuellement ; ainsi il restera de I'imaginaire dans
chacune de ces deux valeurs de x. Il n’y a donc alors que

la premiére valeur de x, » qui soit réelle.

161, Mais si p étant négatif, 37 p? se trouvoit plus grand
1

que $ ¢*, alors § g% — 2 p9 seroit une quantité négative ,

M 3
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et la quantité Vo (1q*—5p?) seroit imaginaire ; néane
moins les trois valeurs de x sont alors réelles.

Quoiqu’on soit siir qu'alors les trois racines sontreelles,
on n'a pu néanmoins jusqu'd présent les avoir sous nne
forme reelle, que par approximation. 11 faudra donc dans
ce cas avoir recours 4 la méthode d’approximation dont
nous parlerons dans peu. Ce cas est ce qu'on appelle le
cas irréductible,

Voyons un exemple du premier cas.

Supposons qu'on demande les racines de I'équation
9% 4 6y —3y -+ 4 == 03 je commence par faire dis-
paroitre (157) son second terme , en faisant y — ¥ — 23
cela réduit I'équation 4 #»3 — 15x% 4 26 = o; or nous
avons représente toute équation du troisieme degré, sans
second terme, par 3 -4 p ¥ - ¢ = 0; nous avons
donc p —=—15, ¢ = 26; donc 3 ¢ = 13, 1 ¢* = 1693
1p=—>5c¢t 3 p*=—133; donc ¢/ (3 ¢* + = 1°)
=/ (169 — 125) = V/ (44)3 les trois valeurs de x

seront done

§=— 1:/’[:13‘{'\/ (44}]‘—"‘3/[13—\/{44}]'
e ﬁ-ﬁ_——”f/[ﬁ + V (44) ]

2

s T e
+ =AY 5 — v (44)

x:__———‘“"'g‘_?"f/[ﬂ +V (44) |
e I+‘/:__(“3){/I:13—-‘/(44]—'

C’est-A-dire, que la prcmiérc est négative, et les deuxautres

]

imaginaires.

Pour le guatriémc Degré.

162. Pour appliquer la méthode précédente au quatrieme




DE MATHEMATIQUES. 183

degré , on prendroit les deux équations y* — 1= o,
et y° 4 ay* + by 4+ x = o. Multipliant celle-ci trois
fois consécutives par y, ct substituant 4 mesure , pour y*sa
valeur 1, on auroit quatre équations en y et x, de trois
desquelles tirant les valeurs de %, »2 ety, et les substi-
tuant dans la quatriéme, on auroitune équation du quatrieme
degré enx, que I'on compareroit terme 4 terme , comme

ci-devant, avec I'équation générale du quatrieme degre.

163. Mais la résolution sera encore plus facile en prenant
les deux équations y* — 1=o0, ety(ax 4 b) + x* 4
¢ = 0. Multipliant cette derni¢re par y, et substituant
pour »* sa valeur 1, on a les deux équations

7(ax 4+ 8) + x* 4+ ¢ = o.
y(** 4+ ¢) 4+ ax 4+ b = o.
Substitnant dans la seconde , la valeur de ¥, tirée de
la premiere, on a, toute réduction faite,
¥t - 20x* — 2abx -+ ¢c = o.
— aaxa — bb
Oui etant comparée avec 1'équation générale da quatrieme
degrée x* 4+ px* 4~ gx - r =0, donne 2¢ —aa =29,
— 2ab=¢q,cc— bb=r. De ces trois équations , la

ptaa =7
2

; la seconde , b — F
2a

premiere donne ¢ —

substitnant dans la troisitme , on a toute réduction faite,
a® + opat 4 (pp — 47) e — §4. = 0.
I"Jqu:ltiun qui, quoique du sixiéme degré , se résout néane
meins comme une du troisieme , parce qu'elle ne ren-
ferme que des puissances de a*.
Ayant donc trouvé a* par la meéthode donnée (159g),

on aura a, et par conséquent b et ¢, par les équations

— ada i o
Jops 4 R A R Alors I'équation. ..
2a 2
J(ax 1) 4 x* 4+ ¢ = o, étant résolue en regardant

M4
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a, b et ¢ comme connues , donnera pour chaque valeur

y k]

de y , denx valeurs de x. Et comme Péquation y* —1=0,
ol gt = 1 donne pour y, les deux valeurs y = 1, et
y =—1, en mettant successivement ces deux valeurs pour

y, on auia les quatre valeurs de x.

Des Diviseurs commensurables des
’ -
Equaaons.

164, Lorsque parmi les racines de I'équation
il doit y en avoir de commensurables, on peut
les avoir plus facilement que par la resolution
générale de I'équation, daprés les reflexions et

la methode suivante.

165. Comme le dernier terme d'une équation
est le produit de toutes les racines (148), au-
cun nombre ne peut donc étre la valeur com-
mensurable de x dans une équation , qu'autant
qu'il sera diviseur exact du dernier terme. On
pourroit donc prendre successivement tous les
diviseurs du dernier terme , et les substituer suc-
cessivement tant en - quen — , ( car x peut
avoir aussi - bien des valeurs negatives comme
des positives ) , au lien de x dans l'equarion :
alors le diviseur qui, substitué ainsi, réduiroit
toute I'équation a zéro , seroit Ja valeur de x.

Mais cette opération seroit souvent trés-longue;

nous allons faire voir a quel caractére on distingue
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ceux qu'on doit admettre et ceux qu'on doit
' rejeter ; mais auparavant , il faut exposer com-~
ment on trouve tous les diviseurs d’'un nombre.

166. Pour trouver tous les diviseurs d'un
nombre , il faut le diviser successivement par
les nombres premiers par lesquels il pourra étre
divisé , en commencant par les plus simples ,
et continuer de diviser par le méme nombre tant
que cela se pourra. Alors on écrit a part et sur
une meme ligne tous ces nombres premiers , et
chacun autant de fois qu'il a pu diviser. On les
multiplie ensuite , denx a denx, trois a trois ,
quatre a quatre , etc. ces produits et les nombres
premiers qu'on a trouves , et l'unité , forment

tous les diviseurs cherchés.

Par exemple , veut-on avoir tous les diviseurs de Go.

Je divise 69 par 2, ce qui me donne 30; je divise
30 par2, ce qui me donne 15; je divise 15 par 3, ce
qui me donne 5; enfin je divise 5 par 5, ce qui me
donne 1. Ainsi les diviseurs premiers sont 2, 2,3, 5; je
les multiplie deux 4 deux, ce qui me donne 4, 6, 10,
6. 106,13,

Je les multiplie trois & trois, et j'ai, 12, 20, 30, 30;
enfin les multipliant quatre i quatre, j'al Go.

Rassemblant tous ces diviseurs, en rejettant cependant
ceux qui se trouvent répétés, j'ai, eny comprenant Punité
qui est diviseur de tout nombre ,

Lo b mwid i, braaoLn 39, 135400 30 5 ifid:

SCD LYON
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167. Sapposons maintenant qu'on veut avoir
les diviseurs commensurables d’une équation,
lorsqu'elle en a. Par exemple , d’'une équation
du quatriéme degré , représentée geéneralement
par x4 + px* 4 gx* 4 rx 45 =o. Representons
ce diviseur par x 4 a; alors I'équation proposee
peut donc (151) étre considerée comme ayant
été formée de la multiplication de x 4 @ par un
facteur du troisiéme degré , tel que x° 4 kx* 4
m x 4+ n; multiplions donc ces deux facteurs I'un
par l'autre ; nous aurons

x4 + kx®* 4+ mx* 4 nx + an = o
+ ax® 4 akx* + amx,
qui devant étre la méme chose que x* + px° +

qx* + rx 4+ s = o, donne les équations sui-

vantes, k+ae=p, m+ ak=gq,n + am =7,
Ly F—n -_—m

an=s,00m =", M= ——,F=—)
a a a

) —k
1:;- .

[

Supposons donc maintenant qu'ayant pris pour

a un des diviseurs du dernier terme , je veux

ks

savoir s'il pent étre admis ; les équations n= —>

rT—n

m= , ete. me disent ; divisez le dernier

terme de l'équation par ce diviseur ; retranchez
le quotient , du coéfficient de x, et divisez le
reste par ce méme diviseur ; retranchez ce second
quotient du cocfficient de x* , et divisez le reste,
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encore , par le méme diviseur ; et continuez tou-
jours de méme jusqu'a ce que vous soyez arrivé
au coéfficient du second terme de Iéquation ,
pour lequel vous devez trouver 1-pour quotient.
Si le diviseur que vous avez pris, satisfait a
toutes ces divisions , il peut srement étre pris
pour a ; mais si 'une senalement de ces divisions
ne peut étre faite exactement, le nombre que
vous avez choisi doit étre rejeté.

Comme l'unité est toujours diviseur de tout
nombre , il est visible qu’il faudra aussi tenter
Punité , tant en + qu'en — ; mais on aura
plutét fait pour celle-ci de I'examiner en subs-
tituant successivement 4 1 et — 1 au liea de x
dans I'equation ; substitution qui est trés-facile ,
puisque toute puissance de 4+ 1 est + 1, et
que toute puissance paire de — 1 est 4 1 , et
toute puissance impaire , — 1. $i ni 'une ni
Fautre de ces deux substitutions ne donnent o
pour résultat , alors @ ne peut étre ni 4 1,
ni — 1. :

Cela pose , voici comment on procédera i
Pexamen de tous les diviseurs du dernier terme,
autres que 'unité,

Supposons qu'on demande si I'équation x# — gx° <
23x* — 20x 4 15 = 0, a quelque diviseur commensu-
rable; je cherche les diviseurs du dernier terme 15, autres
que l'unité; les ayant trouvés, je les écris par ordre de

SCD LYON
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grandeur (en lesprenant tant en 4 qu'en —), comme on
le voit ici & la premiere ligne des nombres.
xt — gx% 4 23x* — 20x 4 153 — o.
Diviseursde15... 4 15,4+ 5,4+ 3, — 3, — 5, — 15
4+ 1,4+ 3%+ 5, —5,—3, — 1

—1,—23, —25, —15, —17,—1g

Je divise le dernier terme 4~ 15 par chacun des nombres
de la premiere ligne , et y’écris les quotiens , pour seconde
Ligne.

Je retranche chaque terme de la seconde ligne, du coéf-
ficient de x, cest-a-dire, de — 20, et j'écris les restes
pour la troisieme ligne.

Je divise chaque terme de celle-ci par le terme corres=
pondant de la premiere ligne, et 4 mesure que je trouve
un quotient exact, je I'écris. Ici je n'en trouve qu'un, sa-
voir 4 5 5 ainsi je suis sir qu’il ne peut y avoir qu'un divi-
scur commensurable. Mais soitqu’il n'y ait qu’'un quotient
exact, soit qu'il y en ait plusicurs, on. continuera en cette
mauniere. ¢

Je retranche chaque quotient , du coéfficient 23 de #*,
et j’écris les restes pour cinquieme ligne ; cest ici 4 13,

Je divise, de méme que ci-devant, chacun de ces restes
par le terme correspondant de la premiere ligne , et j'écris
chaque quotient au-dessus ; c’est 1cL — B.

Je retranche chacun de ces nouveaux quotiens , du coef-
ficient — gde a®; j'écris les restes an- dessous ; ¢’est ici -5

Enfin je divise ceux-ci, encore par le terme correspon-

dant de la premiere suite.” Je trouve pour quotient 4 I'¥
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d'ot je conclus que le terme correspondant — 3, de la
premiere ligne est a; et que par conséquent le diviseur
¥4 a, estx — 3; c'est-d-dire, que x — 3 divise I'équa~
tion; donc x =— 3 est la valeur commensurable de x dans

!'équatie)n proposée.

De la maniére d ’approc]zer des racines
p. b : ;
des Equations composées.

168. La méthode que nous allons exposer pour
approcher de la valeur de I'inconnue dans les
e€quations , suppose quon ait déja une valeur de
cette racine , approchée seulement jusqu’a sa
dixieme partie prés. Voyons donc comment on
peut se procurer cette premiére valeur. Prenons
pour exemple , I'équation x> — 5x + 6 = o.

Je substitue dans cette équation, au lieu de x , plusicurs
nombres, tant positifs que négatifs , jusqu'd ce que deux
substitutions consécutives me donnent deux résultats de
signes contraires. Lorsque j'en ai rencontré deux de cette
qualité, je conclus que la valeur de x est entre les deux
nombres qui, substitués au lieu de ¥, ontdonné ces deux
resultats , en sorte que si ces deux nombres ne different I'un
de autre que de la dixieme partie de I'un d’entre eux, jlat
la valeur approchée que je cherche, en prenant 'un ou
Pautre, ou un milieu entre eunx.

Mais s'ils différent davantage , alors j'opére comme on
va le voir,

Je substitue dans I'équation %3 — 5x -+ 6 = o, les
nombres 0, 1, 2, 3, 4, etc. mais je m’apercois bientbt

qu'ils donnent tous des résyltats positifs, et que cela iroit

SCD LYON.Z
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toujours de méme 4 I'infini. C’est pourquoi je substitue les
nombres 0 — 1, — 2, — 3, etc. ce qui me donne les
résultats suivans.
Subtitutions. Résultats.
(T A S Sbep e SR R

prsen or v CE T T W o0 o iy T
A el St 1 O

— 1

Je m'arréte donc 4 ces deux derniers , et je conclus que
I'une des racines est entre — 2 et — 3. Mais comme ces
nombres different de 1, qui est plus grand que la dixieme
partie de chacun, je prends un milieu entre les deux
nombres , c'est-i-dire, que je prends la moitié — 2,5
de leur somme — 5. Je substitue — 2,5 , au lieu de x dans
I'équation , et je trouve pour résultat -- 2,875, c'est-d-
dire une quantité positive; je conclus donc que la racine
est entre — 2, 5 et — 3.

Je prends un milieu entre — 2, 5 et — 35 clest — 2,7,
en négligeant au-deld des dixiemes.

Je substitne — 2,7 dans 'équation, au lien de x, je
trouve pour résultat — 0,183, c’est-d-dire, une quantité
négative. Done puisque — 2,5 a donné un résultar positif,
et que — 2,7 en donne un négatif, la valeur de x, est
entre — 2,5 et — 2,7 ; or ces deux nombres ne- différent
que de 0,2 qui est plus petit que le dixi¢me de chacun
d’eux ;i donc lajvaleur de x est (en prenant un milieu entre
deux ) — 2,6 4 moins d'un dixi¢me prés.

Avyant ainsi trouvé unnombre qui ne differe pas de «,
d'un dixieme de la valeur de cette méme quantite , je
suppose x égal 4 ce noembre plus une'nouvelle inconnue z;
c’est-d-dire ici, je suppose ¥ =—— 2,6 - z, et je substitue

cette quantité au lien de ¥, dansl'équation; mais comme Z




DE MATHEMATIQUES. 191

est tout au plus un dixiéme de Ia quantité 2,63 que par
consequent son quarré sera tout au plus la centieme partie
du quarré de celui-ci; son cube tout au plus la millitme
partie du cube de celui-ci, etainsi de suite » je néglige dans
cette substitution, toutes les puissances de z au-dessus de
la premiere; et afin de ne pas: faire de calculs inutiles,
je n’admets dans la formation du cube de — 2,6 4+ z
(et des autres puissances s'il y enavoit) que les deux pre-
miers termes que doit donner la regle donnée (126).

Pour substituer avec ordre , j’écris comme on le voit iel s
%= (— 2,6 4 2)8 = (= 2,6) 43 (— 05
—S5x= —5(— 2,6 F2)=—35 (—2,6) —5z
+ 6 =46
Réunissant donc, j'aurai pour le résultat de la substitution ,
(—2,67°+3(—2,6).2—5,(— 2,6)—5z 4 6—0,
ou, en faisant les opérations indiquées , et les réductions 3
1,424

[ 4 [ . .
15,28 2 1,424 — o0 d’ou je tire z — — ui
) "{‘ 1424 E ] 15,28 ° qui,

en réduisant en décimales, donne z — — 0,00 ; quantité
dans laquelle je ne pousse la division que jusqu'i un
chiffre significatif seulement. En général , il ne faut la
pousser, que jusqu'a autant de chiffres significaiifs, (y
compris le premier qu'on trouve ) quil y a de places entre
celui-ci et le premier chiffre de la premiére valeur appro-
chée de x; ici cntre g (qui est le premier chiffre signifi-
catif du quotient 0,09) et 2 (qui est le premier chiffre de
2,6) premiére valeur approchée de x, il n'y a qu'une
place ; c'est pourquoi, je m’arréte au premier chiffre signi-
ficatif g.

La valeur de x, savoir ¥ — — 2,6 4 z, devient donc
¥=— 2,6 — 0,09, cest-a-dire, x — — 2,69.

Pour avoir cette valeur de % plus exactement, je suppose
wtuellement x — — 2,69 + /5

SCD LYODL ¢
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Jauraidonc &% = (— 2,69)° 4 3 (— 2,69)*. ¢
= B s L (a6 ) 5t

+6 =-6
Etpar conséquent, apresles opérationsfaites,——-o.oli 109
; e R ___O,nlﬁmg M x4
<+ 16,7083t = 0; d’on je tire i = 26,7083 " qui revient &

— 0,000904.

La valeur de x, savoir x = — 2,69 -+ ¢, devient done

x — — 2,69 + 0,000904 = — 2,689096.

Si I'on veut pousser plus loin, on fera..... e o o
x =— — 2,689096 - u, et on se conduira de la méme
maniére.

SECONDE
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SECONDE SECTION,

Dans laquelle on applique I Algébre &
U Arithmétique et a la Géomeétrie.

169. LORSQ_U'ON a representé d'une maniére
genérale chacune des quantités , soit connues,
soit inconnues , qui entrent dans une question ,
et que 'on a exprime , par des équations , toutes
les conditions qu’elle renferme, on peut alors
abandonner totalement de vue la question , pour
soccuper uniquement de ces égnations et de
lapplication des régles qui leur conviennent.
Alors si 'on a bien présent a l'esprit ce que
I'on est convenu d’entendre , soit par les signes,
soit par la disposition des letures , chaque équa-
tion devient, comme un livre,, ou l'on peut lire,
avec plus de facilité , les différens rapports qui
lient les quantités les unes aux autres. On peut,
par différentes applications des régles exposces
dans la premiére section, donner a ces equa-
tions de nouvelles formes qui rendent encore ces
rapports plus faciles a saisir. En un mot, on
peut les considérer comme le dépot des proprictes
de ces quantités, et des solutions générales d'un
grand nombre de questions qu'on n’avoit point

Algébre. N
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en vue, qu'on ne soupgonnoit pas méme tenir
de si prés 4 la question principale.

En effet , puisque les régles qui servent a
trouver les valeurs des inconnues , ont toutes
pour objet de ramener chaque quantité incon-
nue a former seule le premier membre d'une
équation dont le second seroit compose de toutes
les autres quantités, et que ces régles sont évi-
demment applicables a chacune des quantités qui
entrent dans ces équations, il est visible qu'on
peut toujours , par ces mémes regles, parvenir
3 avoir seule dans un membre , 'une quel-
conque des quantités qui entrent dans une equa-
tion , et n'avoir que les autres dans le second
membre. Alors on est dans le méme cas que si
I'on avoit eu a résoudre la question ou toutes
ces derniéres 'seroient connues , et celle -1a
seule , inconnue. On voit donc qu’une méme
équation résout autant de questions différentes
qu'elle reriferme de quantités différentes. Ren-
dons cela sensible, par des exemples.

Propriétés génémles des Progressions
arithmétigues.
170. Nous avons va ( Arith. 190 ) qu'un

terme quelconque d'une progression arithmeétique

croissante , ¢toit composé du premier, plus autant

SCD LYQOM
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de fois la différence commune | qu'il y a de
termes avant celui’ que l'on considere.

Si donc on représente par a la valeur numé-
rique du premier terme ; par % ; celle du terme
dont il s'agit; par 4, la difference commune ,
ou la raison de la progression ; et enfin par #,
le nombre total des termes : alors le nombre
des termes qui preceédent le terme %, sera ex-
prime par n — 1; et la proposition que nous
venons dé citer, pourra se traduire en langage
algebrique, par cette équation ju = a4+ (n—1)d,
qui resout la queston ou connoissant la raison d
d'une progression , le nombre » des termes, et
la valeur @ du premier , on demanderoit quelle
doit etre la valeur du dernicr u.

Mais puisqu'il entre quatre quantités dans cette
équation , je dis-qu'elle résout quatre questions
genérales, En effet ,

1°. Si Pon regarde @', comme l'inconnue et
que l'on en cherche la valeur , suivant les régles
de la premiére section, on aura a=u~(n—1)d,
qui nous apprend que le premier terme d'une
progression arithmeétique croissante se trouve en
retranchant du dernier u, la differcuce d prise
#n — 1 de fois, cest-a-dire , la différence prise
autant de fois moins une qu’il y a de termes
en tout,

N 2
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2°, Si I'on regarde » comme l'inconnue, I'équa.

tion «u = a + (» —1 )d, qui nest autre

chose que u = @ -+ nd — d, donne en trans-

posant , nd = u — a + d, et en divisant |
#—a-d __  B—

g A Y e da + 1, qui mapprend
que connoissant le premier terme a , le dernier
u et la raison d d'une progression arithmetique,
je saurai combien il y a de termes, en retran-
chant le premier du dernier, divisant le reste
par la raison 4, et ajoutant une unité au quo-
tient. Par exemple , si je sais que le premier
terme d’une progression est 5, le dernier 37,
et la différence 2 ; de 37 je retranche 5, ce
qui me donne 32 qui éant divisé par la diffes
rence 2, donne 16 auquel ajoutant 1, jai 17
pour le nombre des termes de cette progression.

3°. Enfin, si je regarde d comme l'inconnue
dans l'équation v = a + (n— 1) &, jaurai,

en transposant, (#— 1) d = #—a , ct en

U—a

divisant par n — 1, d = , qui m’apprend

n—1
que pour connoitre la différence qui doit regner
dans une progression arithmétique dont le pre-
mier terme, le dernier et le nombre des termes
sont connus , il faut retrancher le premier du
dernier , et diviser le reste par le nombre des
termes moins un. Cette régle revient a celle que

nous avens donnée ( Arith, 193 ) pour trouver
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un nombre déterminé de moyennes proportion-
nelles entre deux quantités données. Nous avons
dit qu'il falloit retrancher la plus petite de la plus
grande , et diviser le reste par le nombre des
moyens augmenté d'une unité , ce qui est évi-
demment la méme chose , puisque le nombre
des moyens est moindre de deux unités que le
mombre total des termes de la progression.

La seule equation # = a4 + (n—1)d,
nous donne donc la résolution de quatre ques-
tions genérales ; c'est-a-dire, nous met en état
de résoudre celle-ci qui les comprend toutes
quatre : De ces quatre choses, le premier terme,
le dernier , le nombre des termes et la différence
d’une progression arithmétique, trois quelconques
étant connues, trouver la quatriéme.

171. Toute autre propricté générale , énoncée
aussi d'une maniére générale , nous conduira par
les mémes moyens, a la résolution d’autant de
questions differentes qu’il entrera de quantites
dans I'énonceé de cette propriété.

Par exemple, c’est encore une propriéte des
progressions arithmetiques , que pour avoir la
somme de tous les termes de quelque progression
arithmétique que ce soit, il faut ajouter le premier
terme avec le dernter, et multiplier le resultat par

la moitie du nombre des termes.
N 3

SCD L




(it
Pt

198 o R 8

Par exemple , pour avoir la somme des cent

premicrs termes de cette progression - Tod D
etc. dont lé centitme est 199 ; au dernier 199
j"ajouterois le premier terme 1, etje multiplierois
le résultat 200, par 50 , qui'est la moitie de
100, nombre des termes; ce qui me donne 10009
pour la somme des cent premiers nombres im-
pairs. '
" Nous allons demontrer cette proprieté , dans
un instant ; mais pour ne point perdre de vue
notre objet, si en conservant les mémes déno-
minations que ci-devant , nous nommons , de
plus, s la somme de tous les termes’; noys aurons
pour la traduction algebrique de cetie Pmpri_été
y= (g e X3

Cette équation nous met en état de réesoudre
cette question générale qui en comprend quatre,
De ces quatre choses , le premier terme ; le dernier,
le nombre des termes , et la somme de tous les termes
d'une progressign arithmélique ; irols élant connues
trouver la quairiéme,

En effet, 1°, sil'on connoit a, u et n., I'équa-
tion donne immédiatement la valeur de s. 2. 8i
I'on connopit a, u et s ; pour avoir z, on ¢hassera

le diviseur 2, etl'on aura 25 = (a + u) X #

ou (a + u) X » == 25; et en divisant par
' 2 e 17 25 ¥ . 3

a -+ U, n— —3‘1"'“— » equation ou n est connuy,

SCD LYOR
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puisqu'on suppose quel’on connoit les quantites a,
u et s qui entrent dans sa valeur. 3°. et 4°. Si
I'on connoit a, s et n, ou u, setn, et que

I'on veuille avoir z ou a , on reprendral’équation

n .
s = (a 4 u) X —; chassant la fraction, on

R 2s = (a+ u) X n; divisant par n, il vient

; 25 A 38 . 25 .

7 ;doulontlrcu:T——a,qm
. e . - ar

satisfaita la premiére question, et & — e,
1

qui satisfait a la seconde.

Démontrons maintenant la proprieté que nous
venons de supposer.

Il est evident que si nous continuons derepreé-
senter le premier terme par ¢, et la difference
par d, nous pouvons représenter toute progression
arithmeétique croissante par la suivante = a .a + d
ca42d.a+3d.a+ 4d.a+5d.a-+ 64d,etc.
Concevons que, sous cette progression arithme-
tique, on fassc répondre terme pour terme, la
méme progression , mais dans un ordre renverse ,
on aura

la.a+ d.aet+ed.a+3d.at4d.a+5d.a+6d
la+bd.at5d. a+q4d.at+3d.at2d.at+ d.a

Comme ces deux progressions sont égales, il est
evident que la somme des termes de l'une des
deux, est la moiti¢ des deux réunies; orsil'ony

fait attention, on voit que les deux termes corres-

N 4
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pondans font et doivent toujours faire une méme
somme , et que cette somme est celle du premier
et du dernier terme de la premiére progression,
réunis; donc la totalité des deux progressions se
trouvera en ajoutant le premier et le dernier terme
de 'une , et prenant ce résultat autant de fois qu'il
y a de termes ; donc pour l'une seulement de ces
deux progressions, il faudra ajouter le premier et
le dernier, prendre ce résultat, seulement moitié
autant de fois qu'il y a de termes, c'est-a-dire, le
multiplier par la moiti¢ du nombre des termes.

172. Les huit questions générales que nous
venons derésoudre, tiennentdoncadeux principes
seulement, savair, celui que neus avons énoncé
(170}, et celui que nousavons énonce (171 );et
puisque leur résolution se tire immeédiatement des
deux équations qui sont la traduction algébrique
de ces deux énencés , onvoit comment a l'aide de
I'Algébre, on peut faire découler d'unc méme
source toutes les verités qui en dependent.

Quoique ces propriétés ne soientpas tontes €ga-
lement utiles, cependant commes elles sont S1m=
ples, elles en sont d’autant plus propres a faire
bien sentir I'usage des équations. C’est pourquot
nous continuerons d’expaser cet usage, en les
prenant encare pour exemple.

Dans ce que nons venens d'exposer, nous

n’avons considéré qu'une seule équation a la fois.
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Mais si deux ou un plus grand nombre d’équations
qui expriment des propriétes différentes de quel-
ques quantités, se trouvent avoir quelques-unes
de ces quantités qui leur soient communes , alors
on peut encore en dériver un trés-grand nombre
d'autres propriétés , et cela avec une trés-grande
facilité. Par exemple, les deux équations fonda-

mentales des progressions arithmeétiques, savoir

nw=a+ (n—1) dets=(a+u)X —:-;

ont trois quantités communes entr’elles, savoir
«, u et n. Si I'on prend successivement dans cha-
cune de ces deux équations la valeur de l'une
quelconque de ces trois quantités , ct si 'on égale
ensuite ces deux valeurs, on aura une nouvelle
équation danslaquelle cette quantité ne sera plus,
et qui exprimera le rapport que les quatre autres
ont entr'elles, indépendamment de celle-1a. Par

exemple, si je prends dans chaque équation la va-

leur de a4, j'aurai ces deux valeurs a —= # —
a5 ,
(n—1)d, et @ = — — u; donc en égalant,,
3 . 33 v -
jaurai 4 — (n—1 ) d = — — u, equation de
n

laquelle, en considérant successivement %, 7, d
et s comme inconnues, je tirerai comme ci-dessus,
quatre nouvelles propriétés generales des progres-

sions arithmétiques. Par exemple, en regardant s
2 nu — n.(n—1)d

comme inconnue, je tirerai s == 3

2
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qui me donne le moyen de connoitre la somme
d'une progression arithméttque , par le moyen du
dernier terme , dela différence, et du nombre des
termes , pnisqu'il n'entre que ces trois quantités et
des nombres connus , dans le second membre.

Si au lien de chasser ou d'¢liminer a, nous
eussions eliminé # ou =, nous aurions eu, de
méme , pour chaque élimination , une nouvelle
€quation qui anroitrenferme quatre des cinq quan-
tites a, u, n, d, s; et en:considerant successive-
ment chacune de ces quatre quantitéS, comme in-
connues, on tireroit de chaque nouvelle équation
quatre nouvelles formules, qui sont antant d’ex-
pressions differentes des quantites a, %, n, d, 53
expressigns dont chacunea son utilité particuliére,
selon que dans la question qu'on proposera rela-
tivement aux progressions arithmétiques , on con-
noitra telles ou telles de ces quantites. Par exemple,
st I'on me demandoit la somme de tous les termes
d'une progression arithmétique, donton me feroit
connoitre le premier, la difference, et le nombre
des termes; alors comme le dernier terme m’est
inconnu, j'éliminerois %, et j'aurois une équation
qui nerenfermant plus quea, 7, d et s, me feroit
alsément connoitre s.

Concluons de-1a que les deux équations

= a + (n—x}dcts:(aﬁ-uj,\‘%
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donnent la résolution de toutes les questions qu'on
peut proposer sur les progressions arithmetiques,
lorsqu’on y connoit immediatement trois des cing
quantitésa, u,n.d, s, .

173. Pour donner quelqu'application de ces principes,
supposons qu'on demande le nombre des bouletsde la base
d’une pile triangplaire,

Il  est ‘clair que le nombre des boulets contenus dans
chaque bande paralléle 4 'un des cotes , diminue de 1
a chaque bande; et que le nombre des bandes est le
méme que le nombre des boulets rangés sur un coé,
Ponc si on appelle n ce nombre, la totalité des boulets
gera la somme de tous les termes d'une progression arith
métique croissante qui ¢commence pari, dont le dernier

terme est n, et dont le nombre des termes est n ;- elle
- ’ n . ~ '
est donc exprimée par (n-f 1) > —- Si le cdté est de O,
>
par cxcmplc , il aura 21 boulets.

Ce méme principe de la formation des termes d'une
progression arithmétique, peut étre employé de méme
3 : 2 . . ie o
a2 trouver la sur[ac_e ann Ilape;«‘.c oun d'un [riangie. Car
imaginant la hauteur partages en upe infinite de par-
ties ¢gales, par des paralléles d la base, il est aise de
voir que le trapeze total sera partagé en une infinité de
petits trapgzes qui-iront en augmentant d'une mére
quantité. Il ne s’agit donc pour avoir leur totalite (171)
que ‘d'djouter les deux extrémes, et d'en multiplier la
moitié par le nombre deés termes; mais 4 causc que ces
trapézes sont d'une hauteur infiniment petite , chacun

peut étre censé égal a sa base, multiplié par sa petite

hauteur. Donc si on appelle B et b les deux bascs de
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ces trapezes extrémes, kb leur hauteur commune, et 2
le nombre des parties de la hauteur totale, on aura . . .

Bh 4 bh B | ]
. ——+'E* ¢ n h; mais n kb fait la hau-
2

—— ¢ 7 ol

2

teur totale du trapéze ; donc il faut multiplier la moitié
de la somme des deux bases opposées, par la hautcur du

trapeze propose.

De la sommation des Puissances des
termes d’une progression arithmé-
tique quelconque.

174. Soient a, b, ¢, d, etc. plusieurs nombres
en progression arithmétique , dont la différence
soit . On aura 1°. b=a +r,c= b 4 r,
d' = e P

2°. En quarrant, on aura

' — gt EE R U
= b + 2br 4 r*,
d¥e==ites Mgy SRIEUPS
N="d* f-gdr 1%

3°, En cubant, on aunra

b = a® 4 Sar Sarr + 17,

LY
“

|

I

1
=B 8br S Y,
d* = &+ Be¢r 4+ B + 1,

& =d* + Bdr + 3dr 4+ 1.

Si I'on ajoute maintenant, les équations des
quarrés , entrelles; et celles des cubes , aussi
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entr'elles, on aura, apres avoir efface les termes
égaux et semblables qui se trouveront dans dif-

férens membres,

1. ¢ = @* 4+ 2ar + 2br 4+ 2¢r +
2dr 4+ 4r* oue =a 4+ 2r (a + b +
¢ 4+ d) 4+ 41r*; et lon voit qu'en general
si le nombre des quantites @, b, ¢, d, etc. €toit
marqué par »; que la derniére fiit marquée par z,
et la somme de toutes ces mémes quantités par s’,
on auroit#® ==a* 4 27 (s'—u) + (B—1)r’;
car 2 7 est multiplié par toutes les quantités @, b,
¢, etc. excepté la derniére, et 7* est ajoute a lui-
méme autant de fois qu'il y a d’équations, Cest-
a-dire autant de fois moins une qu’il y a de quan-
tités a, b, c, etc. Or ceue équation renfermant s’
il est ais¢ d’en tirer la valeur de cetterquantite, et
par conséquent, l'expression de la somme de tous

les termes d'une progression arithmétique. Cette

' UR e Q% = (0 — 1) 12
valeur de s" est s’ = ( ) +iu.

ar

2°. Sil'on ajoute de méme les équations des
cubgs 4 on aura, aprés avoir effacé les quantités
sembiables®et égales qui se trouveront dans dif-

férens membres
Co=—a® 4 8 .g%¢ £ & Fr £ Jo'r +
Sdir + 3ar -+ 3br* + 3cr* 4 3drt +

478
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Clest-a-dire, ¢¢ = a® 4+ 3r (a* 4+ b* +
e . d) 4.8t (a & b 46T d) -+
e

Ou I'on voit queé la quantité qui multiplie 37,
est la somme de tous les quarrés , excepté le ders
nicrj que laquantité quimultiplie 377, est lasomme
de toutes les quantités, excepté laderniére; etquens
fin le cube % a ¢été ajouté a lui-méme autant de
fois qu'il y avoit d’équations, c'est-a-dire, autant
de fois moins une qu’il y a de quantités; par
conséquent,, en géneral,; et en nommant s la
somme des quarrés , - le dernier terme; on aura

wd =S @ 8y (staoud)id S (o=t )
o (n—1) TR

Donec, connoissant le premier terme, le dernier,
l1a différence, ctle nombre des termes, on pourra
avoir par le moyen de cette ¢quation , la valeur
de s", cest=a-dire; 'de la somme des quariés;
car la quantite s’ a été détermince ci-dessus. Si
donc on substitue pour s, sa valeur, on aura

a ‘Up— gt (m—1 )7
w=—a®+3r(s"—u+ Sr{— —---’_)

-«{-(?z—l).r‘,ouguzzaaz-{—6?'5”—-
6ru + 3rur—3ra>—3.(n—m) .78+ 2

; . S, .
.{(m — 1).7r%,qui, apres les operauons ordi-
Daes s d@Bnes.. § s oo Fedit s daiorh, s sl

aud — n2ad 4 Frut 4 Frod 4 (n—"1).7

br

Sil'on prend de méme les quatriémes puissances

W

&
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des eéquations b = a 4+ r,c= b + r, etc.
qu’on les ajoute et qu'on les traite de la mémé
maniére, on trouvera de méme la somme des
cubes. On s’y prendra de méme pour trouver la
somme des puissances plus élevées.

Si 'on suppose que la progression arithmétique
dont il s’agit, soit la suite naturelle des nombres,

by

a commencer par I'unite, c'est-a-dire, soit, 1 ,

2, 3, etc.

Alors' onaura e = 1, u = n; car, en gé=
neral, w est = a + (7 — 1) .7, qui devient
ici, ¥ = 1 4 n— 1 = n. La valeur de 5" de-

'.an-ﬂ‘—-'z-i-.-".nﬁq»?;'n-\}—n—-l
6

viendra donc 5" =

.

a ¥ ae i 21.?7;-#3;;? ~+n
€ esl-a-cire, § — =~

2n? =50 1
— -
4} b

175. Pour application de ces méthodes, supposons
gu'on veut savoir combien il y a de boulets dans une
pile quarrée dont on connoit le nombre des boulets d’un
des cotes de la base. 11 est évident que cette pile est
composée dé rangs paralleles 4 la base, qui sont tous
des quarrés dont le coté va comtinuellement en dimi-
nuznt de 1 4 compter de la base, ou en augmentant
de 1.4 compter du sommet. La totalité est donc la somme
des quarrés de la suite naturelle des mombres , prise
jusqu'au nombre n qui marque le nombre des boulets
d'un des cotés de'la base s cette totalité est donc expri-
mée par i e e ot IJ; c’est-d-dire, que pour

2
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I'avoir, il faut suivre cette régle. . . « « « o« Au viombre
des boulets d'un des cités de la base el a son double ,
ajoutez un; mullipliez les deux résultats Tun par lauire,
et leur produit par le nombre méme des boulels du colé z
¢t prenex le sivicme de ce dernier produit. Par exemple,
si la pile quadrangulaire 2 6 boulets de coté, a 6 cta son
double 12, j'ajoute 1, ce qui me donne 7 et 13, qui,
multipliés 'un par l'autre, font 91; je multiplie celui-ci
par 6, ce qui fait 546, dont le sixieme 91 est le nombre
des boulets de la pile.

Lorsque la pile n’a point pour base un quarre, mais
un parallélogramme , il faut la concevoir partagec en
deux partics ( fig. 2) dont 'une est la pile quadrangulaire
dont nous venons de patler , et dont 'autre est un prisme
dont on évaluera la totalité des boulets en multpliant
le nombre des boulets contenus dans le triangle CEH,

par le nombre des boulets de € B ou de 4B — 1.

L]

176. Donc, et d'aprés ce quia été dit (173), si
on nomme m le nombre des boulets de l'aréte supe-
n.(n=41) (2n 4+ 1) e

- %

6
. (m—1) pour le nombre total des boulets

rieure 4B, on aura

n

2
contenus dans la pile oblongue. Or cette quantite est

=k Mo ¥ X(iwj-] -I-m——l)

2

n+1(3nl+9n
=
3

Zx

PR n -+ 1 (rn+3(ne+rr—l)>

a -

Sy

5
Et comme il est évident que m -} # — 1 exprime le
nombre des boulets contenus dans aréte DF ou danssa
paralléle GI, il s’ensuit que pour avoir le nombre des boulets
confenus dans une pile oblongue, il faut multiplier le nombre
des
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des boulels de la face triangulaire , par le tiers de la somme

des trois arétes paralléles.

Ainsi la plus petite aréte 4B étant de 21, et le cbté
de la base triangulaire, de 8; ce qui donne 21 4+ 8 — 1
ou 28 pour chacune des deux autres arétes paralleles,
jopere comme il suit :

Coté de la base triangulaire. . . . . v . .. .. 8.

ST T Rl R e S R el e o 2 9.

Face triangulaire , ou moitié¢ du produit. . . . . 36.

Bomuie des iTois grltes. S oulgiae v s £ 0T

Totalite des boulets (tiers du produit). . . . . . g24.

177. Nous avons vu en Géométrie , que pour avoir la
solidite d’une pyramide ou d'un céne quelconque, il fal-
loit multiplier la surface de la base, par le tiers de la hau-
teur. On peut le démontrer aussi par la formule de la
somme des quarrés ; mais auparavant, il faut remarquer

n.(n—4 1).(2n 4 1)
TR G o on

suppose que le nombre n des termes est infini, cette for-

que si dans la formule 5" —

I3 » 4 ”S - -
mule se réduit 4 5" =— ——, ou 4 cause que u==n, ainsi
5
4 : i u?n o n
que nous l'avons vu ci-dessus , s = —— = u*. —
3 5

En effet, supposer que n est infini, c'est supposer qu'il
ne peut plus étre augmenté par aucune quantité finie ;
ainsi pour que le calcul exprime la supposition que I'on
fait , que n est infini, il faut nécessairement regarder

# 4 1 et n, comme étant la méme chose, 27 4 1 et

Algébre, 0
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g n, comme étant aussi égaux entr'eux; alors la formule

2 n.(n1).(2n 41) " n.n.an
T - se change en §" = ———
, 4] v]
“ 3
+ and n n P n
T —_—— = — — n2 ¥ —,0u s"=u*. —, en
: 3 3 3
mettant pour n sa valeur u dans n®.

Or nous avons démontré (Géom. 202), qu'en concevant
une pyramide comme composée de tranches paralleles i
la base , ces tranches étoient entr’elles , comme les quarrés
de leurs distances au sommet; donc en concevant la hau~
teur partagee en une infinité de parties égales, les distances
suivront la progression naturelle des nombres , et les
tranches suivront celles de leurs quarrés; donc la somme
[ des tranches se trouvera de la méme maniere que celle

; " n 2 . :
des quarres; or la formule 5" =u* . 5=l fait voir qu’il

faut multiplier le dernier des quarrés, par le tiers de leur
nombre ; il faut done, pour avoir la somme des tranches,
multiplier la derniére, c’est-i-dire, la base, par le tiers
du nombre des tranches, c’est-3-dire , par le tiers de la

hauteur.

178. Lorsqu’une fois on sait trouver la somme
des puissances de plusieurs nombres en progres-
sion arithmétique, il est fort aisé de trouver
celle d'une infinite d'autres espéces de progres-
sions. Par exemple , si ayant une progression
arithmétique,, telle que — 3.7 .11.15. 19 etc.
on congoit qu'on en ajoute successivement les
termes, on formera la suite 3,10, 21,36,55, etc.
que I'on peut sommer. Et si 'on ajoute de méme

les termes de celle-ci, on aura la suite 3, 13,

 SCDLYQN.1_g
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34,70, 125, etc. qu'on peut pareillement som-
mer ; il en sera de méme des termes de celle-ci,

ajoutés de la méme maniére et ainsi a l'infini.

En effet, la somme des termes de la progres-
. . . 4 n
sion arithmétique , est s = (a +- u) X —, ou,

en mettant pour « sa valeur « = a 4+ 7 (n—1)
- n
s=[2a4+r.(n—1)] % - Cette valeur
de s exprime donc un terme quelconque de Ia
seconde suite. Donc pour avoir la somme des

termes de la seconde suite, il faut sommer la suite
des quantites que donneroit [2a 4 7. (72 —1)]

n .
* - €n mettant successivement pour z tous les
nombres de la progression naturelle, 1, 2, 3, etc.
- - \ r
Or cette quanfite revient a an - 7 AL e ' g .
= ]

dans laquelle « et 7 restant toujours les mémes,
quelque valeur qu'on donne a 7, il est clair que
pour sommer toutes les quantités représentées
par an , il suffit de sommer les quantités repré-
sentées par n, et multiplier cette somme par a;
or la somme des quantités teprésentées par =z,
est la somme de la progression arithmétique des
nombres naturels. Le raisonnement est le méme

5 .
pour — n. A T'égard de -% n*, puisque 7 reste

le méme , quelque nombre que l'on substitue
pour n, on sommera donc toutes les quantités

O 2
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représentées par n*, cest-a-dire , qu'on prendia
la somme des quarrés des nombres naturels , et
on la multipliera par —- Ainsi pour la somme
2
L n
des quantités an , on aura a . (a4 1) - —-; pour
w0 r r n
celle des quantités — 7, on aura —- - (n4Fa) —=8
- ¥ r r
et pour celle des quantites — =»*, on aura —
and 4 3nt4n
6

. 0 r r
tités an + — a#° — -~ n, 00 la somme des

; en sorte que la somme des quan-

termes de la seconde suite, sera a . (7 - 1)

n r and4-3n%~4n r n
o i s — e — — . (4 1) >

qui seréduitaa. (n41) - —+7. (”")"’6'(""'”;
et puisque chaque terme de la troisiéme suite,
est la somme des termes de la seconde , on som-
mera cette troisiéme en sommant les différentes
parties de ce dernier résultat , qui n'exigera en-
core que des sommations des paissances de la
suite naturelle des nombres, et ainsi a l'infini.
Si l'on suppose a =1, etr =1, c’est-a-dire,
si la progression primitive est la suite des nombres
naturels , les progressions dont il sagit actuel-
lement , deviennent alors ce qu'on appelle les

nombres _figures.

On peut de méme sommer les suites que T'on
formeroit en ajoutant la suite des quarrés, od
la suite des cubes, etc. de cette méme mani€re.

SCD LYON
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En un mot, on pent sommer par ces memes
moyens , toute suite de quantites , dont un terme
quelconque sera exprimé par tant de puissanees
parfaites que 'on voudra d'un méme nombre 7,
ces puissances etant d'ailleurs multipliees par tels
nombres connus que 'on voudra.

On peutappliquer ce que nous venons-de dire, 4 trouver
Ie nombre des boulets d'une pile triangulaire. En effet,

chaque rang de boulets parallele i la base, a-pour expres-

i , n 1 £
sion (173 ) n , it e Donc la totalité est la somme des
2

- n+4I e ‘
guantités n-. ,» qui en faisant, dans la valeur de

cette somme trouvée ci-dessus, r — 1, et 4 — I, devient
n -4z n4 2 T F . tol " L 1
———— ————; ce qui fournit une regle tres-sumple.
2 z ? q g P
179: Réciproquement, si; connoissant le nombre total
des boulets de la pile triangulaire , on veut connoitre le
nombre n des boulets de chaque aréte ; en représentant
par a le nombre: total’, onraura. . v oL ol ool
n—1 n 4 2 =
B . . 3 —a,oun®+43n* ¢ 20==0a,
2
équation que l'on pent résoudre par la méthode donnée

(159). Mais sans avoir recours & ces moyens, on peut la
résoudre plus promptement en observant que w4 3ntdan
étant plus petit que le cube de n 4~ 1, 6a est plus petit
que le cube de n 4 1; donc la racine cubique de 6a sera
plus petite que n - ¥. Par la méme raison,. n devant €tre
un nombre entier, n® 4 3n* 4 21 est plus grand que le
cube de n'— 1; donc la racine cubique de 6a est plus

grande que n — ¥; donc la racine cubique de 64 ne peut

Q3




214 CoURS

pas différer de n, d’une unité ; donc n est la racine cubique

du plus grand cube contenu dans 6 a.

§'il s'agit de la pile quarrée, on aura (173 )ynisraly

— a on

[ w., n+1 an 4 1 2nd 4+ 302 4 7
f ; - CAL, e e
2 D b

A 1 . i
w3 4+ — n* 4+ — n—=23a; d'on en raisonnant comme
2 2
‘ ci-dessus , on conclura que n est la racine cubique du plus

f grand cube contenu dans 3 a.

Propriétés et usages des Progressions

geomelriques.

180. On peut aussi trouver la somme des

| termes d’une progression géometrique , par une
meéthode analogue a celle que nous avons em-

ployée pour sommer les puissances des termes

d’une progression arithmétique.

Supposons que a,b,c,d, ¢, etc. soient les
termes consécutifs d’'une progression géometrique
croissante , dont la raison soit ¢. Puisque chaque
terme contient ¢ de fois celui qui le precede ,

: on aura les équations suivantes, b=agq, c=bq,
d = cq,e=dgq, etc. Donc ajoutant ces equa-
tions,onaurab+c+d+e=(a+b+c+d)g,
ou l'on voit gqu'en géneral, le premier membre
sera toujours la somme de tous les termes excepté

Ye premier ; et le second , sera toujours la raison ¢

SCD LYON 1.
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maultipliée par la somme de tous les termes
excepté le dernier. Donc si I'on appelle s la
somme de tous les termes , et z le dernier ,
cette équation se changera en s—a—=(s—u)g

ou s—a—gqs—qu; dou Von tire gu — a

= ¢gs — s = (¢g— 1) s; et par conséquent
I = a o

5 = :—_I- , formule par laquelle , connois-

sant le premier terme « , le dernier » et la rai-

son ¢ , on aura la somme s de tous les termes.

Cette méme formule peut servir aussi pour
les progressions décroissantes , puisque la pro=-
gression decroissante prise dans un ordre ren-
versé , est une progression croissante; il n'y
aura de changement a faire que celui de dire
dernier terme, au lieu de premier , et premier

au lieu de dermer.

Si la progression décroissante s'etendoit a I'in-

fini, la somme s se réduiroit alors a s = ki

p—

» marquant le premier terme. En effet, pour
exprimer que la progresion s’étend a l'infini, il
faut introduire dans le calcul , ce que cette sup-
position renferme , savoir que le dernier terme
est infiniment petit: or le moyen d’exprimer cette
derniére condition , c’est de le supposer nul 2
Végard du terme qu ; car si on le laissoit sub-
sister , ce seroit supposer qu’il peut encore di-

04
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minuer g%, ce qui est contre la premiére sup-
i - position,

/
} On voit donc que pour avoir la somme de tous
f les termes d'une progression géométrique , il faut
: multiplier le plus grand terme, par la raison (*)
de la progression , et ayant retranché du produit
le plus petit terme de cette méme progression , di-
i viser le reste par la raison diminuée d'une unité ;
Y en sorte que , lorsque la progression est décrois-
{ sante a l'infini , cela se réduit a multiplier le
| plus grand terme par la raison , ¢t diviser ensuite
. par la raison diminuée d'une unite.

Ainsi la somme des termes de cette progression continuée

I
_—= 2
i Alinfini 22 L Lo le e X otcest e . our;
T *% 4 ¢ J &« § «1[ ¢ a2 4 o e 7

e il en est de méme de la somme des termes de celle-ct
5

. » a o . 2 . . ’
it 9 23 '35 g5, ctc. dont la raison, en considérant

cctte progression comme croissante, est 3 , puisque 2 divise

.
R par § donne 3. En effet, la somme des termes de cette
i 2
: = 5
progression est 3 , qui se réduit & 1. En géneral,
e 5—1

toute progression géométrique décroissante 4 infini , dont

*) Par la rasson, nous en- | sorte que eet énoncé convient
tendons, en général, le nombre | & la progression décroissante
de fois qu'un terme de la pro- | comme a la progression croise
gression contient celui qui est | sante.

immédiatement plus petif, en

SCD LYON 1
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chaque terme a pour numérateur constant , un nombre

moindre d'une unité que le dénominateur du premier terme,

. ’ I - n -
vaut 1. Car cette progression est en géneral = T

n n n

— 2 - , etc. dont la
(n+ 1) (n 4 1) (n+ 1)t
n
% (n 4 1)
n n . s
m — st-a- i
somme est TiE nals y 08 n,ceatad:re,r

181. Nous avons vu ( Arith. 196 ) qu'un
terme quelconque d’une progression géometrique
étoit composé du premier multiplie par la rai-
son élevée 4 une puissance d'un degré égal au
nombre des termes qui précédent celui dont il
sagit. Donc si l'on nomme &, le premier terme,
u un terme quelconque, ¢ la raison , # le nombre
des termes , on aura # = g ¢"—'; et comme il
entre quatre quantités dans cette équation , on
peut en tirer quatre formules, qui serviront a
résoudre cette question générale ; trois de ces
quatre choses étant données , le premier terme ,
le dernier , la raison, et le nombre des termes
d’une progression géométrique , trouver la qua-
trieme. Car 1°. 'équation donne immediatement

la valeur de «. 2°. On trouvera facilement que

celle de @ est 4 = —— ; a l'égard de celle

qu -1

de g, on trouvera par ce qui a €té dit (r39),
n-1

— u S -
g = 1/ —— Sur quoi nous remarquerons que
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cette derniére équation renferme la regle que

nous avons donnée en arithmetique (198) pour

i' insérer plusieurs moyens proportionnels entre
deux quantités données. Ces quantités sont ici a
et # ; mais pour avoir la raison ¢ qui doit régner

dans la progression, on voit ici qu'il faut diviser

-la plus grande u, par la plus petite a , et tirer

/ la racine du degré # — 1 , du quotient —}; or n

etant le nombre total des termes, 7 — 1 est plus
( grand d’'une unité que le nombre des moyens,
ce qui saccorde avec larticle cite.

Quant a la maniére davoir n, dans I'equa-
tion u = aq"—"', I'Algébre ne fournit pas de
moyens directs ; mais on peut la résoudre faci-

lement, quoiqu’indirectement, en employant les
logarithmes. Nous avons vu ( Arith. 213 ) que

pour élever a une puissance , par le moyen des
logarithmes , il falloit multiplier le logarithme de
i la quantité , par l'exposant de cette puissance.
i Ainsi en representant par L, les mots Lagaff!;’;mc
de, on pourra, au lieu de La*, prendre 2 La;
au lieu de L o®, prendre 3La; au lieu de La”,
prendre nLa. Donc, en se rappelant que pour
multiplier par le moyen des logarithmes, il faut
ajouter les logarithmes, et qu'au contraire pour
diviser, il faut retrancher le logarithme du divi-
seur , du logarithme du dividende , on aura dans
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'équation u = ag"—*, L= La B¢t
ou Lu= La + (n— 1) Lg; donc en trans-
posant, (n—1)Lg= Lu— La; et par con-

; i 1, __ Lu—La
séquent, en divisant par Lg, n — 1 = —5——
Lu—La |

rfi = — 1.
et emraon n Zq e

Pour donner quelqu’application de ceci, supposons
qu’on ait placé au denier 20 une somme de 6oooo™ , 4 con-
dition que les intéréts que cette somme produira chaque
année , soient traités comme un nouveau fonds qui pro-
duira également intérét, ct ainsi d’année en année, jusqu'd
ce que le fonds soit monté 4 1000000 livres. On demande
combien on doit attendre pour toucher cette derniere

somme.

Puisque Pintérét est ici 35 du fonds de 'année précé-
dente ; au bout d’une année quelconque, le fonds sera
égal au fonds de l'année précédente, plus la vingtieme
partie de ce méme dernier fonds; ainsi, si I'on représente
par a, b, c,d, e, les fonds successifs d'année en année,
onaurab=—a+ Lta,c=b+4+ Hb,d=c¢4+ 556
e —=d + 5 d; cestd-dire, b = a X (1 + 35 )»
e=b X (14 5),d=c(1 4+ %), e—=d (14 35)3
on voit donc que chaque fonds contient toujours celui qui
le précede , le méme nombre de fois marqué par I -+

21 La suite de ces fonds forme donc une progression

ou 5

géométrique dont le premier terme a est 60000 livres; le
dernier %, est 1000000 livres, la raison ¢, est 25, et
le nombre des termes est inconnu. On le trouvera done
Lu — La

=19

liew de @, u et ¢, leurs valeurs, ce qui donnera

- 1, au

en substitnant dans la formule n —
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L 1000000 — J. Goooo \
8 = T 4 1, ou ( parce que
I 1000000 — I Goooo
L= Ls1t— Lgo)n —= —_— Ig
e podl Lar — Lo g
i ot , par les tables, on itrouve: « ik oiiiiie siah
L 1000000 — 6,0000000; L 6ooeo =— 4,7781513;
Eox — 1,dzeq1g8 , 'L %0'= 1,301dJo0 3 dogl
G,onuﬂo(lr: — 4,7781513 + - 1,2218-187 + :
i ni== = = - —ir—m p——
} 1,5222193 — 1,3010300 0,0211803

! 58,7 4-peu-prés; c'est-a-dire, que le fonds de 6oooo™
A .

} sera monté & 1000000" au bout de 57 ans 8 mois £,
£

{ a-peu-pres.

Puisque ( Arith. 214 ) pour extraire , par le
moyen des logarithmes , une racine d'un degré
it proposé, il faut diviser le logarithme de la quan-
tit¢ , par l'exposant; on peut, par le moyen

J des logarithmes, résoudre facilement en nombres
' - L—
¢ I'équation ¢ = 1/—:-, car on anra Lg = —
’] .. Lu—La
I T e

8i on veut appliquer ceci 4 un exemple, il n’y a
qu'a chercher quel devroit étre, dans le précédent, l'in-
térer, pour qu'en 37 ans et %, le fonds de 6oooo liv.
montit & 1000000 livres. On a ici a =— Goooo,

# = 1000000, 7 = 58,7 ; en employant les logarithmes

6,0000000 — 4,7781513

des tables , on trouvera L g —
58,7 — 1
1,2218487

e qui donne Lg = 0,0211757 ;. ce loga-
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sithme répond dans les tables, 4 1,0500 A tres-peu
Pr'es; et ce dernier nombre réduit en vingtiecmes, donne

91, dott l'on conclura que lintérét est 4 trées-peu
A 1
Prés 35

S A U—a S
182, L’équation s = J2— 7% . donnera aussi

g—1

quatre équations qui serviront a resoudre ce
probléme général ; trois de ces quatre choses ,
la somme , la raison, le premier et le dernier
termes d’'une progression géoméurique, étant don-
nées, trouver le quatriéme. Cela est trop facile ,
4 présent , pour nous y arrcter.

U=a

Enfin, si de I'une des denx équations s = :_[
et x — ag"—', on tire la valeur d’'une méme
quantité 2 , ou ¢ ou z. etc. et qu'on la subs-
titne dans l'aatre, on anra les autres équations
qui peuvent servir a résoudre la question sui-
vante , encore plus génerale ; de ces cinq choses,
le premier terme , le dernier, la raison , la
somme , et le nombre des termes d'une pro-
gression géométrique, trois éant donnees , trou-
ver chacune des deux autres.

De la Construction Géométrique des
Quantités Algebriques.

183, Les lignes , les surfaces et les solides
étant des quantités, on peut faire sur chacune
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de ces trois espéces d’étendue, les mémes opé-
\ rations qu'on fait sur les nombres et sur les
; quantités algébriques, mais les résultats de ces
operations peuvent étre évalués de deux maniéres
principales , ou en nombres, ou en lignes. La
premiere maniére supposant que chacune des
quantites données est exprimée en nombres ,
f ne peut avoir a présent aucune difficulté : il ne
s'agit que de substituer a la place des lettres ,
les quantites numeériques qu'elles représentent ,
et faire les operations que la disposition des

/ signes et des lettres indique.

' Quant a la maniére d'évaluer en lignes les
" résultats des solutions que ’Algébre a fournies ,
b elle est fondée sur la connoissance de ce que
8 signifient certaines expressions fondamentales ,
3 auxquelles on rapporte ensuite toutes les autres.
Nous allons faire connoitre les premiéres , et
i nous ferons voir ensuite comment on y rapporte
i les autres : c'est-la ce qu'on appelle construire
les quantités algébriques, ou les problémes qui
ont conduit a ces quantités.

184. Si la quantité qu'il s’agit de construire
est rationnelle , ( c’est-a-dire sans radicaux ) et
si le nombre des dimensions du numérateur ne
surpasse que d'une unité celui des dimensions
du dénominateur , la construction se réduira

SCD LYO




0

DE MATHEMATIQUES. 223
toujours a chercher une quatricme proportion-
nelle 4 trois lignes données. En voici des

exemples.

Si l'on avoit 4 construire une quantité telle que s

dans laquelle a, b, ¢ marquent des lignes connues; on
tireroit (fig. 3) deux lignes indéfinies 4Z, AX faisant
entr’elles un angle quelconque. Sur I'une A X de ces
lignes , on prendroit une partie 4B égale 4 la ligne
qu'on a représentée par ¢, puis une partie 4 D, égale
4 l'une ou 4 l'autre des deux lignes a et b, 3 a, par
exemple ; ensuite sur la seconde AZ , on prendroit une
partie 4 C égale 4 la ligne 4. Ayant joint les extrémités
B et € de la premiére et de la troisieme , par la ligne BC,
on méneroit par lextrémité D de la seconde , la ligne

D E parallele 2 BC5 elle détermineroit sur 4 £ la partie

4E pour la valeur de ; car (Géom. 102) les pa-

ralltles DE et BC donnent cette proportion 4B @ AD
s« AC + AE, cest-d-dire, ¢ : a 31 b : 4E; donc

4E —

ab

. C'est-d-dire, qu'il faut trouver “une qua-
trieme proportionnelle , aux trois lignes données , ¢, 4, b.
Et puisque (Géométrie 118 ) nous avons donné deux
maniéres de trouver cette quatrieme proportionne]lc,

on peut employer indiféremment I'une ou l'autre pour
abd

construire

On voit donc que si l'on avoit & construire y ct

cas rentreroit dans le précédent, puisqu'alors la ligne b

est egale 3 a.

SCD
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ab+4 bd

Si 'on avoit & construire
c4d

» on remarqueroit
(a+4+d) x b

c+d %

regardant donc @ - d comme une senle ligne , repre-

que cette quantité est la méme que

sentée parm , et ¢ 4 d aussi comme une seule ligne 2,

mb | . :
4 coustruire s CE qlu s5c rapporte 41 cas

on auroit

précédent.

. . aa—25b5H
Quel'on ait T rappellera que aa — b6
est (25) la méme chose que (a4 4+ &) X (a—1b};
aa —bb
[

ainsi on se représentera 5> sous cette forme

(a+3)(a—1)

c

> et 'on cherchera une quatrieme pro-

portionnelle 4 ¢, @ 4~ bet a —b.

abe

——— 35 On mettra cette
de

Si la quantité 4 construire est

i ab ¢ :
quanti:é sous cette forme S > —; et ayant construit
e

ab : .
—— 5 comme on vient de I'enseigner, on nommera m
a

: g ¥ L ab c

la ligne qu'aura donné cette construction ; alors = PR
&

3 m e
devient

» qui se construit comme ci-dessus.

at b

On voit donc que pour construire , on se le re-
al b a®

3¢ — ; on construiroit > et
c

presente roit comme

[ 2 c

. ; A el
en ayant represente la valeur par m , on construiroit ——:
2

Ainsi tout Part consiste & décomposer la quantité en

- : ab nEe
portions , dont chacune revienne 2 Ia forme —— ou — i
= .

ct

___SCDLYO
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et quoique cela puisse paroitre difficile en quelques occa-
sions, on en vient cependant facilement 4 bout, en em-

ployaut des transformations.

e tatcr gy
Par exemple, si j'avois 4 constriire —————, je sup-
a 2
a? 4+ ¢
poserois arbitrairement, B =—a*m, et ¢*—2a n; alors
a’ + b3 P a® 4+ a*m - Nos
——— se changeroit en —————— qui se reduit
a* <+ c? a* =+ an
a* 4 am (a 4+ m) x a st
) , quantite facile a cons-
a+n a - n

truire (apres ce quia été dit ci-dessus), dés qu'on con-

" .. i .
noitra m et n. Or pour connoitre m et n, les cquations

3 3

c .

B —a*metc* =—an, donnent m — —— etn = qui
a? a

se construisent par ce qui précede.

Il arrive quelquefois que les quantités se présentent
sous une forme qui semble rendre inutile le secours des
transformations , c’est lorsque la quantité n'est pas homo-
gine ; c’est-d-dire, lorsque chacun des termes du numé-
rateur ou du dénominateur n’est pas composé du méme
nombre de facteurs ; par exemple, lorsque la quantite est

a® + & e ' Slond
telle que —————- Mais il faut observer que l'on n’arrive
e 4 d
jamais 4 un pareil résultat, que lorsque dans le cours

d’'un calcul on a supposé (dans la vue de simplifier le

calcul) quelquune des quantités égale 4 l'unité. Par

exempl i dans wodot Pes o ose b egal 4 1
mple ; §1 € su €gal ¢
Pty a®* 4 ¢* ] PP & 1
Sy LA . G
alors j'aurai ————— Mais comme on ne peut jamais
ah’. * t’-l

entreprendre de construire , sans connoitre les élémens

qu'on emploie pour cette construction, on sait toujours

Algébre. P
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dans chaque cas qu'elle est cette quantité qu'on a sup-
poséc égale 2 I'unité ; on pourra donc toujours la resti-
tuer ; et il ne peut y avoir d’embarras la-dessus , parce
que le nombre des dimensions devant toujours étre le
méme dans chaque terme du numérateur et du dénomi-
nateur , (quoiqu’il puisse étre différent des termesde I'un
aux termes de lautre) on restituera dans chaque terme
une puissance de la ligne qu'on a prise pour unite ,
suffisamment élevée pour completter le nombre des di-

: SIS0 .. 5 .oat b4
mensions; ainsi, sijavolsd construire —_
a + b2

H SUP-

posant que d soit la ligng qui a €té prise pour unité,
ad 4 1 d* + c*d

j'écrirois P ho o que je construirois en faisant
b — dm, ¢* = dn et a® = d*p, ce qui lall chan-
‘ (:’ﬂ;v—kbd’-}—d“n dp+bd+nd'
G g R T T
ou (p J; :_ti"} J , quantité facile a construire , dés
qu'on aura construit les valeurs de m, n et p, savoir
P ot a3 :
m= "= —F gy i o sont elles-

mémes faciles 4 construire , d'aprés ce qui a été dit

ci-dessus.

Dans tout ce que nous venons de dire, nous avons
supposé que le nombre des facteurs, ou le nombre des
dimensions de chaque terme du numérateur, ne surpassoit
que d'une unité, celni des dimensions du dénowminateur.
1l peut le surpasser de deux, et méme de trois, mais
j:mais de plus, a moins que quelque ligne n'ait été sup-
posée égale 2 l'unite, ou que quelques-uns des facteurs

e rc_plé;cnlem des nombres.

185. Lorsque le nombre des dimensions do
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numeérateur de la quantité proposée surpasse celui
des dimensions du dénominatenr de deux unités,
alors la quantité exprime une surface dont on peut
toujours ramener la constructionacelle d’un paral-

lelogramme, et méme d’un quarré.

Par exemple , si j'avois 4 construire la quantité

BS"“G“'{’ . ‘9 . a"-f-aﬁ;m;-
——— , je la considérerois comme a % -
a-+ ¢ a -4 ¢
a + ab A0S : ar k.,
——— » S¢ construit aisément par ce qui a été dit
a4 c
’ Lo a4+ b
ci-dessus, en le considérant comme a < + Suppo-
a4+ c

sons donc que m soit la valeur de la ligne qu'aura donnée
a* 4+ ab
LT EvErTE
or si l'on;fgit de a, la hauteur, et de m, la base d'un

cette construction ; alors @ < deviendra a x m;

parallélogramme , on aura ¢ > m pour la surface de ce

parallelogramme , donc réciproquement cette surface re-
a’ 4+ a%*bh

résentera a m ou
P > i S

On rameénera de méme & une pareille construction,
a® 4 et 4 d3

la quantité TG SR en faisant ¢ — am et
3 d 5
d*=an; car alors elle deviendra tueme Han » quL
a4 c
2 d
et la méme chose que a (d ekt ) Or le
a= ¢

a® 4+ me 4 nd
a4+ c
préecédentes , ainsi que les valeurs de m et de n. Ayant

facteur se rapporte aux constructions

trouve la valeur de ce facteur, si je la représente par p,

il ne s'agira plus que de construire g X p, cest-a-dire,

P
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faire un parallelogramme dont la hauteur soit a, et la

base p.

186. Enfin si le nombre des dimensions du
numérateur surpasse de 3 celui des dimensions du
dénominateur, alors la quantité exprime un solide
dont on peut toujours ramener la construction
celle d'un parallélipipede.

nas ahiy = a3h 4+ a2 b*
Par exemple, si yavois 4 construire > 5 je
. a c

considérerois cette quantité comme étant la méme que
abh > m; et ayant construit s L , selon
a <+ c = a -+ ¢
ce quia eté dit ci-dessus, si je représente par m la ligne
qu'aura donnée cette construction ; la question sera re-
duite 4 construire ab > m; or ab représeulc., ainsi que
nous venons de le voir, un parallélogramme ; si done
on congoit un parallél]pipédc qui ait pour buse ce pa-
rallélogramme , et qui ait pour hauteur la ligne m, la
solidité de ce parallélipipéde représentera ab X m,
a3h 4+ a2l?
a4+ 5

c'est-a-dire

187. Ce que nous venons de dire , suffit pour
construire toute quantité' rationnelle. Voyons

maintenant les quantités radicales du second

degre.
On peut les construire ou par une moyenne

proportionnelle entre deux lignes données, oupat
Yhypothénuse, ou I'un des cotés d'un triangle

rectangle.
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Par exemple, pour construire |/ ab, il faut (fig. 4)
tirer une ligne indéfinie 4'B, sur lzquelle on prendra de
suite la partie 4 € égale 4 la ligne a, et la partic CB
égale 4 la ligne b : sur la totalite 4 B comme diametre,
on décrira un demi-cercle qui coupe en D la perpen-
diculaire € D élevée sur A B au point €; alors CD sera
fa valeur de / ab; c’est-d-dire (Géom. 122) que pour
avoir la valeur de |/ a b, il faut prendre une moyenne
proportionnelle entre les denx quantités représentées par
getb: en effer, on sait (Géom. 121) que 4C : CD 32
€D : CB, oun a: CD :: €D ; b; donc, en mulii-
pliant les extrémes et les moyens, on a (CD)* = ab,
et par conséquent CD = {/ ab.

On voit par-14, comment on doit s'y prendre pour
transformer en un quarré, une furface quelconque ; s'11
sagit d'un parallélogramme dont a soit la hauteur et
la base, en nommant x le cbté du quarré cherché, on
aura x2—ab, et par conséquent x =— Vab; on prendra
donc une moyenne proportionnelle entre la base et la
hauteur, 8'il s’agit d'un triangle , que l'on sait étre la
moiti¢ d'un parallélogramme de méme base et de méme
hauteur, on prendra une moyenne proportionnelle entre
la base er la moitié de la hauteur, ou entre la hauteus

et la moitié de la base.

8"l s'agit d’'un cercle,. om prendra une moyenne pro-
portionnelle entre le rayon et la demi-circonférence ; et
s'il s'agit d’'une figure rectiligne quelconque, comme on
sait ( Géom, 137) qu'elle est réductible 4 um triangle ,
on la réduira aisément en uwn quarré, en prenant une
moyenne proportionnelle entre la-base etla moiti¢ de la

hauteur de ce triangle.

P A3
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Mais si la figure n’étoit point construite, et que l'on
ciit seulement I'expression algebrique de sa surface, par
le moyen de quelques-unes de ses dimensions, alors on
construiroit comme pour les quantités que nous allons

parcourir.

Si I'on avoit /' (3ab 4 *), on considéreroit cette
quantité comme étant la méme que V' [(3a + &) X b];
on prendroit donc une moyenne proportionnelle entre

3a 4 b et b

Pareillement, sil'on a /(aa—bb), on considéren
cette quantité comme étant la méme que V/ [(a -+ b)
X (a—10)]; ainsi I'on prendra une moyenne propor-
tionnelle entre a 4 b eta— b. Si Pon a y/(a* 4 b¢),
on fera b¢c — am, et alors on aura YV (a* 4 am)on
V' [(a 4+ m) X a]; on prendra donc une moyenne
proportionnelle entre @ - m et a, aprés avoir construit

Le

la valeur de m = , en suivant les régles donnces

ci-dessus.

Pour construire v (a* 4 %), on pourroit aussi faire
b> = am et coustruire {/(a* 4 am) selon ce qi
vient d’étre dit. Mais la propri¢té du triangle rectangle
(Géom. 164 ) nous en fournit une construction plus
simple; la voici: Tirez une ligne 4B (fig. 5) égale d
la ligne a; 4 son extrémicé 4, élevez une perpendicu-
laire AC égale & la ligne b; alors si vous tirez B,
cette ligne sera la valeur de {/(a* + 4*): en effet,
puisque le triangle €A B est rectangle, on a (Géom. 164 )
(BC)y = (AB) + (4C) = a* + b ; done
BC = \/(a* + b*).

On peut aussi, par le moyen du triangle rectangle,

- o ~ SCD.LYON.18
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contruire |/ (a* — }?) autrement que nous ne Pavons
fait ci-dessus. Pour cet effet, on tirera (figure 7), une
ligtne 4 B égale & a, et ayant décrit sur 4B comme

diamétre , le demi-cercle ACB, on tirera du point 4,

une corde AC — b; alors si 'on tire BC, cette ligne
sera la valeur de {/ (a* — §%); car le triangle ABG
étant rectangle (Geom. 164), on a (4B)* = (4.C}* +

(BC)*; donc (BC)* = (4B)* — (4C) = ¢*— b%;
donc BC = {/ (a* — ).

On peut donc construire aussi |/ (a* - b¢) autrement
que nous ne l'avons fait ci-dessus, en s’y prenant de
cette manicre. Faire b ¢ — m?, et construire ‘/ (a* 4 m* ),
comme il vient d’étre dit; et pour cet effet, on commen-
cecra par déterminer m en prenant une moyenne propor-
tionnelle entre & et ¢, ainsi que Pindique Féquation

be =— m* o qui donne m — ‘_/bc.

S'il y avoit plus de deux termes sous le radical, on
rameneroit toujours la construction i quelques-unes des
méthodes précédentes, par le moyen de transformations.
Par exemple , si j'avois {/ (a® 4 be 4 ef), je ferois
bc — am, ef=an, et jaurois {/(a* + am 4- an)
oun V/[(a+4+ m 4 n) X al, que je construirois en
prenant une moyenne proportionnelle entre ¢ et a -
m -+ n, aprés avoir construit les valeurs de m et de n,

. be ef ; y
savoir m — ——, n — ——. Je pourrois encore faire
a a

be = m2, ef — n*, et alors j'aurois 2 construire
V (a* 4+ m* 4 n*). Or lorsque le radical renferme
ainsi une suite de quarrés positifs , par exemple ,
V (a* 4 m® -4 n?® 4 p* - etc.), on fera V(a* 4+ m?)=h,
YOCR b m3) =i V(32 b p2) = Rapet ainsi de
suite ; et comme chacune de ces quantilés se trouve

P4

e L e
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déterminée par la précédente, la derniere donnera la
valeur de |/ [ a* -+ m* 4 n* 4 p* 4 etc.). Pour construire
ces quantités de la manicre la plus simple, on regardera
successivement chaque hypothénuse comme un coté ; par
exemple (fig. 6), ayant pris 4B = a, élevez la per-
pendiculaire 4C = m, et tirez BC qui sera k, on
élevera an point €, sur BC, la perpendiculaire €D —=n;
et ayant tiré BD qui sera i, & son extremite D, on
élevera sur BD la pcrpendicuiairc DE—= 4§, et BE

sera k ou {/ (a® <+ m* 4 n* -+ p*).

. ' ’ - g
8i quelques-uns de ces quarres sont négatifs, “alors
on réunira A ce que nous venons de dire , ce quia eté dit

pour construire / (a® — b*).

Enfin si I'on avoit i construire une quantité de cette

av' (b+4c)(d4e)
d 4 e

v (b ;
forme a_‘}-;‘f_}:z:’ on la changeroit en
en multipliam hant et bas par ]/ (d 4 e); alors cherchant

une moyenne proportionnelle entre b A 'c et d I €,
am

d4e

et la nommant m , on auroit 4 construire > ce qui

est facile.

Au reste, il s’agit ici de régles générales ; on peant
souvent construire d'une maniére beancoup plus simple,
en partant toujours des mémes principes; mais ces sim-
plifications se tirent de quelques considérations particu-
lieres et propres 4 chaque question, et ne peuvent, par
conséquent, étre exposée qu'd mesure que les questions
en amenent l'occasion. Nous remarquerons seulement ,
en terminant cette matiére, que quoique la construction
des quantités radicales, dont il vient d'étre question, se

r¢duise 4 prendre des quatriémes proportio:mclles, des

5 T
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moyennes proportionnelles, et d construire des triangles
rectangles ; cependant on peut quelquefois avoir des cons-
tructions plus ou moins simples ou élégantes, selon la
méthode qu’on emploie pour trouver ces moyennes pro-
portiomlcllcs; c'est pourquoi nous enseignerons ici deux
autres manieres de trouver unec moyenne proportionnclle

entre denx lignes données.

La premiére consiste 4 décrire sur I'une A B des deux
lignes données (fig- 7) un demi-cercle 4 CB; et ayant
pris une partic 4D égale 4 la seconde, élever la per-
pendicutaire D ¢, et tirer la corde AC qui sera moyenne
proportionnelle entre AB et AD; caren tirant C B, le
triangle 4 C B (Géom. 65 est rectangle , et par conséquent
(Géom. 112) 4 C est moyenne proportionnelle entre I'hy-

pothénuse A B etle segment AD.

La seconde manitre consiste (fig. 8) a tirer une ligne
AB égale a la plus grande ligne dounee, et ayant pris sur
elle une partie 4 C égale 4 la plus petite, decrire sur le
reste B €, un demi-cercle CD B, auquel on mene la tan-
gente AD , qui ( Géom. 124 ) est moyenne proportionnelle
entre A B et AC.

On voit donc que les quantités rationnelles peuvent
toujours étre construites par le moyen des lignes droites,
et que les quantites radicales du second degré peuvent ctie

construites par le cercle et la ligne droite reunis.

Quant anx quantites radicales de degrés supérieurs, leur
constructiondépend de la combinaison de différentes lignes

courbes.

Nous allons nous occuper , pour le prc’sent , des ques-
tions dont la soluiion dépend de quanotcs ou rationnelles,

ou radicales du second degre.
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Diverses questions de Géométrie, et
Lié lexions tant sur la maniére de
les mettre en équation , que sur les
diverses solutions que donnent ces
Equations. '

188. Le principe que nous avons donné (60 )
pour mettre les questions en équation , s'applique
egalement aux questions de Geometrie. Il faut de
méme representer ce que l'on cherche, par un
signe particulier, etraisonner ensuite al'aide dece
signe et de ceux qui représentent les autres quan-
tites , comme si tout €toit connu, et que l'on
voulat verifier. Cette méthode ou maniére de
proceder est ce qu'on appelle I'4nalyse. Pour etre
en etat de faire les raisonnemens qu’exige cette
verification, il fant connoitre au moins quelques
proprictes de la quantité que I’on cherche. Il est
donc clair que pour étre en état de mettre les
questions de Geométrie, enéquation, il faut avoir
presentes a I'esprit les connoissances que nous
avonsdonnees dans la seconde partie de ce Cours.
Dans la plupart des questions numériques, ou de

la nature de celles que nous avons parcourues
. dans la premiére section, il suffitle plus souvent,
k. pour appliquer le principe, de traduire en langage
algébrique I'énoncé de la question ; mais dans

. SCD LYON 1
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I'application de 'Algébre ala Géométrie, il faut
souvent employer encore d’autres moyens : nous
taicherons de lesfaire connoitre a mesure que nous
avancerons ; mais ce que nous pouvons dire en
général , pour le présent, c’est qu’il n’est pas
toujours nécessaire , pour vérifier une quantite,
d’examiner si elle satisfait immeédiatement aux
conditions de la question : cette vérification se fait
souvent avec plus de facilité, en examinantsi cette
quantitéa certaines propriétés qui sont essentielle-
ment liées avec les conditions de la question. Apres
cette reflexion dont nous aurons occasion de faire
usage , nous passons aux exemples , qui dans cette
matiére sont toujours plus faciles a saisir que les

préceptes géneraux.

189. Proposons-nous donc pour premiére ques-
tion, de décrire un quarré ABCD (fig. 9) dans
un triangle donne EH 1.

Par ces mots, un triangle donué , nous entendons
un triangle dans lequel tout est connu, les cotes,.

les angles , la hautenr, etc.

Avec peud’attention, on voit que cette question
se réduit a trouver sur la hauteur E F un point G
par lequel menant AB parallele a HI, cette
ligne 4 B soit ¢gale a GF; ainsi l'equation se
présenie tout naturellement, iln’y aqu’a déterminer
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I'expression algébrique de 4 B, et cellede F G,

et ensuite les egaler.

Nommons donc a Ia hauteur connue E F; &
la base connue H I, et x la ligne inconnue GF;
alors E G vaudra a — x.

Or puisque 4 B est paralléle a HI, on doit
(Géom. 109) avoir EF : EG :: FI : GB
HI : AB; c'est-a-dire, EF : EG :: HI: 4B,
oua:a—x bt AB, donc (Arith. 169}

bh— b - . x ,
22— "% ; puis donc que 4B doit étre égal

ab — br St .
—— " —x; dou,par lesregles

ab
PR

a GF, onaura

de la premiére Section, on tire x ==

Pour construire cette quantite, il faut, confor-
mément a ce que nous avons dit ( 184), trouver
une quatriéme proportionnelle aa-+b,b, eta,
ce que I'on exécutera en cette maniere. On por-
tera de F en O une ligne FO egale a.ae- b,
Cest-a-dire, égale a EF + HI, et I'on tirera
EOQ; puis ayant pris FM égale a HI = U,
on ménera, parallélement a EO, la ligne MG,
qui par sa rencontre avec E F, déterminera GF
pour la valeur de x; car les triangles semblables
EFO,GFM, donnent FO : FM :: FE : FG,
oua + b :b :: a: FG; FG vaudra donc

ab

a+a'

SCD LYO
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190. Proposons-nous pour seconde question ,
celle=ci. . .. Connoissant la longueur de la ligne BGC
(fig. 10), & les angles B et C que forment avee
elle les deux lignes BA et CA, déterminer la
hauteur AD a laquelle ces deux dernicres lignes

se renconirent.

On fait entrer les angles dans le calcul algé-
brique, a I'aide des mémes lignes qu'on emploie
dans la Trigonométrie , c'est-a-dire, a I'aide des
sinus , tangentes , etc. Ainsi quand on dit qu’on
donne un angle, I'angle C, par exemple , on en-
tend que 1’'on donne la valeur de son sinus ou
de sa tangente; cela posé, nommons BC = a,
AD = y. Dans le triangle rectangle 4D C, nous
aurons. (Géom. 300) C D : DA comme le rayon
est 4 la tangente de l'angle ACD,ou CD :y =

r:m, en appelant r le rayon et m la tangente

de 'angle 4 C D ; donc (4rith. 169) C i —:’-'—-

mn
Par un raisonnement semblable, on trouvera, en
nommant 7 la tangente de ABD, BD. y::Tin;

donc BD = -.’.;jl,-or BD + DC — BC = a;

r s am
donc —)f:— s .

==, ; T:l ‘on rey — ———
- a. D’oulontirey = —————

On peut rendre cette expression plus simple ,
en introduisant , au lieu des tangentes 7 et 7 des
deux angles C et B, leurs cotangentes que NOus
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nommerons p et g. Pour cet effet, il faut se

CoUvRrs

rappeler (Géom. 295 ) que tang. : r :: r :cot; en

vertu de cette proposition, onaura m : r i r P

ra

etn:r i r:q; doul'on tire m = —
P
e ’ rt
€t m = ——; par consequent m 7 = —— et
g pq
g r P (p+q)
rn -+ rm— — < e R
P g By ivt
ar - . -
3= > qui se construit facilement en

Mg )
prenant une quatriéme proportionnelle a p + ¢,

T eta.

191. Connoissant les hauteurs AC et BD de
deux objets C et D (fig. 11) au-dessus d'un
plan , et leur distance AB parallélement a ce plan ,
trouver sur AB le point E également éloigné de G
et de D7

S'il est possible de tirer une ligne droite de G
a D, il n'y aura autre chose a faire qu'a élever
sur le milieu de € D une perpendiculaire X E qui
determinera le point E. Mais si on ne peut tirer
la ligne € D, on déterminera le point E de la
maniere suivante.

Sott A G-=ca) DBi=b ndB-=c}-AE =¥
donc BE = ¢—~x, CE = V/ (aa + xx)
(Géom. 164 ), DE =1/ [bb + (¢— x7)* ].
Or on veut que CE = D E; donc. ., +»
V (6a dxx) =1 [bb + (e — x)]
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D’ou, en quarrant et réduisant, on tire. . . ..

cc—aa -+ bb p v (a—=38&)(a42)
r=——— = — -, ———
2.0 5 . e

que 'on construira de la maniére suivante.

Par le milieu L de 4 B, on ménera IL G pa-
ralléle 2 4 C, quirencontrera en G la droite DF
paralléle 2 A B; on prendra LI = ;¢ = L4,
L H = 1 (¢ <« p)y=0CF s1I20
=<(a+b) = :(a—b)+ b= GH.
Tirant 1 0, on lui ménera, par le point H, la
paralléle H E, qui déterminera sur 4B, le point
Elerchel E " Car B V=0 E v L"HY B ;

s(a—b):LE;
oLy i(a+8)x _L-:a—zx):_;_(a+e’-)(a—b);0r

c <

c’est-a-dire -+ ¢ : +(a + &) =

2

AE:AL-——LE:%c-._.:; (a+f-)c(a—-6) P
donc AE — «x,

192. Nous choisirons pour quatriéme exemple
une question qui nous donne lieu tout-a-la-fois
de faire voir la maniére de mettre en équation les
questions de Géométrie, et comment par diffe-
rentes preparations de ces equations , on peut
decouvrir de nouvelles propositions.

Connoissant les trois cotés d'un triangle ABC
(fig. 12), trouver les segmens AD et D C formés
par la perpendiculaire BD, et la perpendiculaire BD
elle-méme 2
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Si je connoissois chacune de ces lignes, voici
comment je les vérifierois. J'ajouterois le quarre
de BD avec le quarre CD, et je verrois si
la somme est égale au quarre de B €, ce qui doit
étre, puisque le triangle B D C est rectangle
( Géom. 164 ). J'ajouterois de méme le quarre
de 4 D au quarré de B D, et je verrois si la
somme est égale au quarré de 4 B.

Imitons donc ce procédé, et pour cet effet
nommons BD,y; CD, x; BC =a; AB=b;
AC = ¢; alors AD qui est = AC — CD
sera — ¢ — x. Nous aurons donc x x 4+ )y = aa,
etec—2cx + xx + yp=>0bb.

Comme xx et yy n'ont, dans chaque equation,
d’autre coéfficient que I'unité, je retranche la
seconde équation de la premiére, ce qui medonne
tout de suite, 2¢x — €¢c = aa—bb; dou
aa — bbb + cc = aa — bb +';‘lf;

n .. .
I'on tire x =
2.C aC

qu’on peut écrire ainsi ,

____|f(’+£’)(”'“‘{') ok
= = Y 6

Or, sous cette forme, on voit d'apres ce qui
a été dit (184 ), que pour avoir x, il faut cher-
cher une quatriéme proportionnelle 2c,a +0b
et a — b; et layant trouvee, en prendre la
moiti¢ que l'on ajoutera avec + ¢, Cest-a-dire,
avec la moitié du c6té 4 C; ce qui estabsolument

conforme a ce que nousavons dit ( Géom. 307 ).
Mais
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Mais on peut tirer plusieurs autres conclusions
de ces mémes equatiens : nous allons en exposer
quclqucs—unes pour accoutumer les commencans

a lire dans une équation ce qu’elle renferme.

193. 1°. L’équation 2¢x — ¢¢c — aa — bb, estla
méme chose que ¢ . (25 — ¢) = (a 4 &) (a — b).
Or, puisque le produit des deux premiers facteurs est
égal au produit des deux derniers, on peut considérer
les deux premiers , comme les extrémes, et les deux
derniers comme les moyens d’une proportion, et l'on
aura par conséquent ¢ : a 4+ b I a — b ex — ¢;
Or 2x — ¢ est x — (¢ — x); donc en remettant i la
place de ces lettres, les lignes qu'elles représentent, on

aura AC: BC+ AB ::BC—AB: CD—AD,

£ qui

c
Fm b 3. Far Qe
€5t preciscment ce que nous avons démontré I Géom. 200 ).

194. 2°. Si du point € comme centre , et dun
rayon ¢égal & BC, on décrit I'arc BO, et si l'on tire
la corde BO, on aura (BD)* 4 (D0)* = (BO};
. D0 — 60— 6D — BGC — (D = & — x;

donc (BOP = yy =+ aa <= 2ax 4 xx; mais
nous avons trouvé ci-dessus yy -} xx — aa; donc
B0)* — 24a — 2a% — 2a (& — x); mettant
/ J
d aa — bbb 4 cc :
onc pour x, sa valeur , on aura
zc
bl — aa — ce
BO)pP — 24 a =
( d t 2¢
2ac—aa—cc4bl a
2a i _“—_»-—'x[bb-—(a—c,“!;
2c <
parce que 2ac¢ — ag — ¢ = — (aa — 2ac <+ c¢)

—_—

= — (8 — ¢)*; or en considérant @ — ¢ comme une
seule quantité, on a bb — (@ — ¢)* = (b4 a—c}

Algébre, Q
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(b — a 4 ¢); donc (BO)? “_'—‘i[b + a — ¢)

(b — a -+ ¢) qu'on peut mettre sous cette autre forme
33 \n a S

(BO) = s (a4 b-4c— 2c)(a -+ b+ c— 2a);
donc si on nomme 25 la somme des trois cotés, on
i - SR « \ @&

anra (BOP === (s — 2¢) (s — 2a) = 4 —
Ay g

(s —¢) (s — a); or si dupoint ¢, on abaisse sur 0B

la perpendiculaire €I, on aura (Géom. 299 ) dans le
triangle rectangle C10, cette proportion €0 1 01 33 R
sin.0CI, cestsd-dire, a 2 +BO i Rt sin. 0CI;

sin, O CI aa sin. OCT
1 5 et e 0= ;
donc $BO 7 y ou BO = :

4a%(sin, O C1)®

egalant ces
1{4 o

et par conséquent (BO)* =
ia " S
deux valeurs de (B0O)*, on aura —;7— (sine OCIP =

4a X s
(s — ¢)(s — a), ou en divisant par 44, €f

c
chassant les dénominateurs, ac¢ (sin. 0CI)* = R* (s— c)
(se—a), dou l'on tire cette proportion ac ¥ (§ — c)
(s —a)2: R*: (sin. O CI}*, qui fournit une réegle simple
ur calculer un angie quelconque d'un triangle rectiligne

po
dont on connoit les trois cétés. La voici.

On ajoutera ensemble les trois colés , et de la moili¢ de
celte somme on relranchera successivement chacun des deux
cotés qui comprennent Pangle chere hé ; ce qui donnera deux
vestes ; puis on fera cette Proportion. .. aeveveocriannnss Le
produit des deux cotés qui comprennent Iangle cherché , est
au produit des deux restes , comme le qrmrré du rayon est a us
guatritme lerme qui sera le quarré du sinus de la moitié de

cherche.

Par logarithmes , cette rigle se réduit 4 la suivante
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Ajoutez ensemble les trois cotés ; de la moitié de cette somme ,
refranchez successivement chacun des deux cotés qui comprennent
Pangle cherche , ce qui donnera deux Te5leS.  eniveeaennn
Puis ajoutez ensemble les logarithmes de ces deux resies et les
complémens arithmétiques des logarithmes des deux cdtés qut
comprennent Iangle cherché. La moitié de la somme de ces
logarithmes sera le logarithme du sinus de la moitié de Uangle

cherché.

195. 3°, L'équation yy -+ xx — aa , donne
7)) = aa — xx — (& 4+ x) (& — x); donc en

mettant pour x, sa valeur, on aUr@.....coceveeeenns

¢ aa—-—bf’-—!-(,(‘ bb—aa—cc 51
3 =\s + ) ( — ) =
2acHaadcc—~—hb 2 — —cec+bb
(_ ¢ +ec ) < ( ac—aa « ):.
2c 2¢C
( 8 — b P e s o
( a4 c) ) < _, a ) )__:
2 ¢ 2c

(a+£‘+b) -{-c—?f) (buLp—-—:]X(s'u—a-l-(')_
ac §

donc geccyy=(a+c+b)(a+c—b)(b-a—c)
(6 — a 4+ ¢); ou Y G e — {a+ b 4 ¢)
fﬂ+f)—+—€——2b}fﬂ+5+€--—2£j(a-{-b-{-l.‘-—?a;,‘

donc en nommant 95 la somme a + b 4 ¢ des trois

cotés , on aura 4ecyy = 25.(25s — 2b)(2s — 2¢)
(3§ — 2a), ou 4ccyy = 165 . (s — a) (s — b)

(s — ¢), ou’divisant par 16, réduisant, et tirant la

3 3 ey

T = ) f oy

dune quarree , -;——‘/Ihs.\s—a;\s—fqls—cj]..
e ACx BD 1

Majs g on ——— est la surface du triangle 4 B C;

donc pour avoir la surface d’un triangle , par le moyen

des trois cotés, il fant de la demi-somme retrancher suc-

Q 2
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cessivement chacun des trois c6tés ; multiplier les troig
restes entr'eux et par la demi-somme, et enfin tirer la

racine quarrce de ce produit.

106. 4°. L’équation 2¢x — ¢c == ga — bb, donne
bb — aa 4+ cc — @cx; mais si la pcrpcndicuiairc
tomboit hors du triangle, on auroit, en conservant les
mémes dénominations ( fig. 13), 7y -+ xx = aa, et
yy + cc 4+ 2cx 4 xx = bb, parce que 4D qu
étoit ¢ — x, est ici ¢ -+ x Donc retranchant la pre-

miére équation de la seconde, on auyoit cc - 2¢x =
bb —aa, ou cfc 4+ 25) = (b 4 a) X (& — a),
qui donne ¢ * b 4+ aiib—atc—2x; orc 4 2w
étant ¥ -+ ¢ - x est CD 4 AD; donc 4C AB
-+ BC :* AB — BC : CD 4 AD, ce qui est la
seconde partie de la proposition que mous avons dé-

montrée (Géom. 306 ).

197. 50. La méme équation c¢¢ -} 2¢%¥ — bb — ag,
donne bb — ¢a -+ cc -+ 2cx; comparant donc i
I'équation bb = aa 4 cc — 2cx qui convient i la

fig. 12, on voit que le quarré b5 du cété 4B opposéd
langle aign €, vaut moins que la somme aa 4 ¢¢ des
quarrés des deux autres cotés, puisqu'il vaut cette somme
diminuée de 2 cx. Au contraire, le quarré bb du coré AB
opposé 4 l'angle obtus (fig. 13) vaut aa - cc 4 2¢%,
c'est-a-dire , plus que la somme des gharres des deux
autres cbtés. On peut donc, par ces deux remarques,
lorsqu’on a 4 calculer les angles d’un triangle par le moyen
des cOtés, reconnoitre si I'angle que Yon cherche , doit

éire aigu ou obtus.

195- 6°. Les deux ¢quations bb— ac 4 cc— 2¢%,

¢t bb := aa 4 ¢c 4 2cx, confirment c¢ que DOWS

SCD LYON
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avons dit_sur les quantités négatives. Car on voit que
selon que la perpendiculaire BD (fig. 12 e 13) tombe
dans lé triangle ou an dehors, le segment G D est de
différens cotés. Or dans ces équations le terme 2cx a
en cffet des signes contraires. Donc réciproquement, quels
que soient les calculs que l'on aura faits pour I'un de ces
triangles, on aura ceux qui conviennent pour les cas ana-
logucs du second, en donnant des signes contraires aux
parties qui seront situces de differens cotés , sur une méme
ligne : or dans ce que nous avons dit ci-dessus, tant
sur le calcul de 1'un des angles, que sur celui de la sur-
face , le segment € D n'y entre plus ; donc ces deux pro=~
positions apparticnnent indifferemment 4 toute espéce de

wiangle rectiligne.

199. Quoiqu'en général on ‘ait d’autant plas
deressources et de facilite pour mettre les questions
de Geometrie en équation, que 'on connoit un
plus grand nombre de propriéiés des lignes; cepen-
dant, comme I'Algebre ‘elle-méme fournit les
moyens de trouver ces propriétes, le nombre des
propositions vraiment necessaires, est assezlimite.
Ces deux propositions, que les ¢riangles semblables
ont leurs cotés homologues proportionnels , et que
dans un triangle rectangle, la somme des quarrés
des deux cotés de Uangle droit est égale au quarré
de Uhypothénuse , ces deux propositions , dis-je,
sont la base de I'application de I’Algébre a 1a Géo-
metrie. Mais selon la nature des questions, il peut
Y avoir bien des maniéres de faire usage de ces

Q3

-
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deux propositions : cet usage n'¢toit point difficile
a apercevoir dans la question que nous venons de
traiter ; mais dans les conséquencesque nousavons
tirées de sa resolution pour le calcul de Pangle,
par le moyen des trois cotés, lidee de decrire
I'atc BO ( fig. 12) pour calculer la corde BO;
et par sa moitie OI, calculer le sinus de I'angle
0C1, cette idée ne se présente pas dabord. Il
en est de méme de beaucoup d'autres questions,
Tant6ét ce sont. des lignes qu'il faut prolonger
jusqu’a ce qu'elles en rencontrent d'autres ; tantot
des lignes qu'il faut mener paralléles a quelque
autre, ou faisant un angle donnéavec quelqu’autre.
En un mot, l'application de I'Algebre a la Géo-
metrie , ainsi gu'a toute autre matiére , exige de
la partde I'dnalyste, un certain discernement dans
le choix et 'emploi des moyens. Mais comme ce
discernement s’acquiert en grande partie par l'u-
sage, nous allons appliquer ces observations 2

divers exemples.

200. Proposons-nons d'abord cette question,
d’un point A (fig. 14) dont la situation est connue
¢ Uégard de deux lignes HD et D1 qui font entrelles
un angle connu HD I; tirer une ligne droite AEG,
de maniére que le triangle intercepté ED G, aitune
surface donnée ; 'est-a-dire une surface égale a celle

d’'un quarré connu c c,

SCD LYON
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Du point A menons la ligne 4B parallcle
3 DH, etlaligne 4C perpendiculaire sur DG
prolongée; du point E on la ligne A EG doit
couper D H, concevons la perpendiculaire EF.
Si nous connoissions EF et DG, en les multi-
pliant 'une par l'antre, et prenant la moitie du
produit, nous aurionsla surface du triangle ED G,
laquelle devroit étre égale a cc.

Supposons donc D G = x; alégard de EF,
voyons si nous ne pouvons pas en determiner la
valeur, tant par le moyen de x, que de ce quil
y a de connu dans la question.

Puisqu’on suppose que la situation du point A
est connue , on doit regarder comme connue la
distance BD a laquelle passe la paralléle AB , etla
distance 4 C du point 4 a la ligne D G prolongee.
Nommons donc BD, a et AC, b; alors les
triangles semblables ABG et E D G,nous donnent
BG: DG:: AG: EG;etles triangles semblables
ACG, E FG, nous donnent AG : EG :: A4C :
EF; donc BG : DG :: AC : EF; c'est-a-dire,

- ~ f; x
Binde s % 22 b s B dom..E.f_-ﬂ%_I

donc que la surface du triangle ED G doit etre
DG

2

;-puis

on

¢gale au quarré ¢c, il faut que EF X
Lz brzx

z ; S
N man | —— sf=a- 1 —_—
X ¢c, cest-a-dire que ————

Q4
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= ¢ ¢, ouchassant le denominateur, bxx =2 ac¢
+ 2ccx.

Cette equation résolue suivant les regles des
équations du second degre (81 etsuiv.), donne
cesdeux valeurs, x = —:;— b o 1/(-;} + —?-%_:r—),
dont celle qui a le signe — est inutile a la .ques-
tion présente.

Pour construire la premiére , je la mets sous la

forme suivante

[l c c Cc ¢ i "
x=—+ VvV [(-—3’— + 2 a) —l,;—:],tcl:lpme,

ayant tiré une ligne indefinie P Q ( fig. 15), sur

un point quelconque C de cette ligue, j'éleve
| la perpendiculaire AC = &, et je prends sur
C A4 et CPleslignes CO, CM, égales chacune au
cote ¢ du quarre donné; ayant tire AM, je
lui méne par le point O la paralléle OV qui me
P; > puisque les
triangles semblables ACM, 0 CN donnent 4C

+0C ' CM : CN,Cest-3-direb';c':: ¢ 7 CN;

détermine C N pourla valeur de

e ’
donc CN = ——; cela étant, lavaleur de x de-

vientdoncx =CN + 1/ [(CN +2a) X CNT;
’ ory/ [(CN 4 2a) X CN] exprime (187) une
moyenne proportionnelle entre CNet CN + 2a;
il ne s'agit donc plus que de determiner cette
moyenne proportionnelle, et de I'ajouter a2 C N,
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Pour cet effet, sur N C prolongée, je prends
CQ = 2a; et sur la totalite V@, je deécris
le demi-cercle NV Q rencontré en V par C 4;
je porte la corde NV de Nen P, et jai CP
pour la valeur de x; car NV (Géom. 112) est
moyenne proportionnelle entre N C et NQ,
cest-a-dire , entre CN et CN <+ 2.a; donc NV
ou PN =1/ [(CN + 2a) X CN]; donc CP
=CN+PN=CN+1 [(CN+2a) x CN]
= x; on portera donc C P de D en G ( fig. 14),
et I'on aura le point G par lequel et par le
point 4 urant 4 G, on aura le triangle ED G

égal au quarré ce.

201. Si I'on veut savoir ce que signifie la seconde va-

. cc ec coc
Teur de », savoir, x —= A —‘/l:( b .]—2;;) _b_jl,

on remarquera que rien, dans la question, me détermi-
nant s'il s'agit plutol de l'angle EDG [ﬁg- 14) que
de son égal E' DG’ formé par le prolongement des

lignes GD, ED; et les quantités données étant les
mémes pour celui-ci que pour l'autre, cette seconde
solution doit étre celle de la question ou il s’agiroit de
faire dans l'angle E'D G' la méme chose que nous avons
faite dans I'angle ED G. En effet, en nommant DG, x;
et conservant les autres dénominations , les triangles
ABG', E'DG’, semblables & cause des paralleles 48
et DE' doppent BG :f DG -2 AG" 2 GE'; et len
abaissant la perpendiculaire E'F’, les triangles semblables
BUG . EF'G donnent -AG \ > GEY 2 4C T FE ;
,donc BG' : DG’ :: AC : F'E', cest-a-dire, & — &
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g — X

que la surface du triangle G'E'D doit étre égale au ¢

. 1 f bz L diwnedd ]
quarre ¢¢, 1l laut que e, o ¥ e cc; ce qui
donne bxyx — 2acc — 2ccX, €t par conséquent ,
% Eent Dl \/ ( = —-2—:,:—{-— valeurs de » qui
sont prccnscmcnt les mémes que celles du cas précf-dcnt,
avec cette différence qu’elles ont des signes contraires ,
ainsi que cela doit étre , puisqu’ici la quantité x est prise
du cHté opposé a celui ot on la prenoit d’abord. Nouvelle
confirmation de ce que nous avons déja dit plus d'une fois,
que les valeurs négatives devoient ctre prises dans un sens
opposé a celui ou l'on a pris les positives.

La construction que nous avons donnée pour le cas
précédent, sert aussi pour celui-ci avec ce seul change-
ment, de porter ( fig. 15) NV de N en K vers Q;
alors la valeur de ¥ qui, dans le cas précédent, étoit
€ P, sera €K dans celui-ci. En effet, la valeur de x,

- - ‘ ce
' qui convient au cas présent , est ¥ = — —— +

ct sacc cc
V (TJ;‘ + b{——— o X — — e =
V[ )X——:I;ccstad:rc x——CN 4

% (‘\ + 2a) X C€N]; puis donc que NV =
‘/‘ !_!‘(:J\‘ 4+ 2a) X CN), ona x = — CN + NV
— — CN 4 NK = CK; ainsi on portera CK de D
en G’ (fig. 14), et on aura le point G’ par lequel et
par le point 4 tirant AG'E’, on aura le triangle G'D E'

égal an quarré cc: c'est-d-dire, la seconde solation de la

question.

202. Nous avons supposé que le point 4 [ fig. 14)
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étoit au-dessus de la ligne BG; s'il éroit au - dessous ,
{fig. 16) la quantité &, ou la ligne AC seroit négative ,
et les deux premi&rcs valeurs de x acroiem par consé-

2ace
quent ¥ = — —— d=. 5 iaknsol e v ou

x = — Vl:(” -—w>><—;-‘—];

)

ot I'on voit que le probléme n'est possible alors que

lorsque 24 est plus petit que —{[: > puisque lorsqu’il est
plus grand e quamité qui est sous le radical, est
négative , et par conséquent (85) les valeurs de x sont
imaginaires ou absurdes. Lorsque 2 a est plus petit que
cc

£ , les deux valeurs de x sont négatives; c'est-d=

b
dire , qu’alors le probléme est impossible & P’égard de
I'angle HDI; mais il a deux solutions 4 I'égard de son

egal E'DG’. Pour avoir ces deux solutions, il faut

. cc
construire les deux valeurs ¥ — — ——

b
vV [( R 2a> T4 ;—], ce que l'on fera de la

maniére suivante. Ayant déterminé , comme ci-dessus,

la valeur €N de -—rbi > on prendra (fig. 17)NQ =24,
et ayant décrit sur V' Q comme diametre, le demi-cercle
NVQ, on lui ménera la tangente CT; on portera en-
suite CV de € en P vers N, et de € en K & I'oppo-
sites alors NP et NK seront les deux valeurs de x5
on les portera (fig. 16) de D en G et de D en G';
et tirant par le point 4 et par les points G et &' les

deux droites EG, E’G’, chacun des deux triangles ED G,
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E'DG’ sera égal au quarré cc. Quant 4 ce que nous di-
sons que NP et NK (fig. 17) seront les deux valeurs
de x, cela se tire de ce que (Géom. 124) CV étant
moyenne proportionnelle entre CN et €@, est =

S

V ( €@¢ > CN)], ou (en mettant pour ces lignes, leurs

valeurs) C ¥ ou CP ou CK — ‘/[(___ —"a) er] :
- - - G cc cc
done NP == CN == CP =2 ?"'“‘/I:(T_“) =

(=CN 4+ k=73 + V[(—H“)X 7

or ces deux quantités sont les mémes que les valeurs

L)

de x, en changeant les signes; donc ces mémes quan=
titées portées de D vers G (fig- 16) seront les valcurs

de x.

203. Si Ie point 4 (fig. 18) étoit dans I'angle méme
HDI , alors BD tombant du coté opposé a celui

ot il tomboit d’abord, & seroit négatif et les deux

£C

valeurs primitives de x , deviendroient x — 5 e
‘]
ch agce
\/ o el qur sont les mémes ( en changeant

les signes) que celles que nous venons de construire.
On voit donc qu'alors on doit construire , comme on l'a
fait (fig. 17); mais porter les valeurs NP et NK de

, les porter, dis-je, (fig. 18) de D vers I; et l'on
aura les deux triangles D EG, D E'G’ qui satisferont tous
deux i la question.

204. Enfin, le point 4 ( fig. 19 ) pourroit ctre
situé au - dessous de B D, mais dans I'angle BD E".
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Alors aet b seroient tous deux négatifs , ce quidonneroit

2acc

ce ct & o
X = — -ri \/( 33 + —'!»_-> qui sont préci-

sément de signe contraire aux premicres valeurs que nous

avons trouvées pour X. On construira donc, comme on

I'a fait (fig. 15). Alors CK sera la valeur positive de ,
et C P sa valeur négative ; on portera la premiere (fig- 19),
de D en G vers B, et l'autre 4 'opposite, c‘est—r‘.-.dirc,
de D en G'.

Nous avons insisté sur les différens cas de cette solution,
pour faire voir comment une seunle équation les comprend
tous ; comment on les en déduit par le seul changement
des signes; comment les positiens contraires des lignes
sont d{-signées par la contrariété des signes; et réciproquc-
ment. 1l nous reste encore a indiquer quelques usages de

cette méme solution.

205. Si l'on proposcit cette question : Dun point
donné A (fig. 20) hors d'un triangle ou dans un iriangle
donné DHI, mener une ligne AF qui divise ce triangle
en deux parties DEF, EFLH qui soient entrelles dans
un rapport connu et marqué par le rapport de m [ n;
cette question trouveroit sa solution dans la précédente.
Car puisque le triangle DHI est donne, et que I'on
sait quelle partie le triangle DEF doit étre du triangle
D HI; sil'on cherche le quatriéme terme de cette pro-
portion m -+ n : m 3 la surface du triangle D HI,
est 4 un quatrieme terme; ce quatriéme terme sera la
surface que doit avoir le triangle D EF. Or on peut
tovjours trouver un quarré cc égal d cette surface (185 )3
la question est donc réduite 4 mener par le point A

une ligne 4 Ed" qui comprenne avec les deux cotés D H,
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DI, un triangle DEF égal au quarré cc; c’est-a- dire,

est réduite 4 la question précédente.

206. On voit encore qu'on raméneroit 4 la méme
questiun , celle de partager une ﬁgurc rectiligne qucl‘-
conque (fig. 21) par une ligne tirée d'un point quel-

conque A; en deux parties BOCFE, EFDHK, qui
fussent entr'clles dans un rapport donné. En effet, la
fisnre BCDHK étant supposée connue , On connoit
tous ses angles et tous ses cotésy; on connoitra donc
facilement le- triangle BLC formé par les deux cdtes
KB et D C prolongés, puisqu'on connoit dans ce triangle
le cote BC et les deux angles LBC, LCB supplémens
des angles connus CBK et BC F; ainsi on doit regar-
der la surface du triangle LB € comme connue ; et puis=
que celle de EB € F doit étre une portion déterminee
de la surface totale , elle est donc connue anssi; la
ques!iou est donc réduite 4 mener une l;gne AEF qul
forme dans l'angle K LD, un triangle égal & un quarré
connu. Enfin, on voit par~1:‘1 comment on parmgeroit cette
figure, en un plus grand nombre de parties dont les rap-

ports seroient donnés.

207. Une remarque qu’il est encore a propos
de faire, c’est que, si quelques-unes des quantités
données qui entrent dans I'équation qui serta
resoudre une question, sont telles qu’en changeant
leurs signes , en signes contraires , ’équation ne
change point; ou si un changement de position
dans la ligne , ou les lignes cherchées de la figure,,
n'entraine aucun changement de position ni de

grandeur dans leslignes données; alors parmi les
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différentes valeurs de x, lorsqu'il y en a plusieurs
dans I'équation, on en trouvera toujours une qui
sera la solution propre pour le cas qu'indique ce

changement,

’

Par exemple, dans la question que nous venons de
traiter, on a vu que I'une des valeurs de » donnoit direc-
tement la solution pour le cas ot la ligne AEG (fig. 14)
devoit traverser 'angle HDI , ainsi qu'on I’a supposé en
faisant le caleul ; mais on a vu en méme temps que la
seconde valeur de x donnoit la solution pour le cas ou
il s’agiroit non pas de 'angle HD I, mais de son opposé

au sommet.

La raison en est qu’ayant dans chaque cas, les mémes
quantités données 4 employer, et les mémes raisonne=
mens 4 faire, on ne peut étre conduit qu'd la méme
équation ; donc la méme équation doit donner les deux
solutions.

208. Supposons maintenant qu’il s’agit de Zrou-
ver sur la direction de la ligne donnée A B (fig. 22)
un point C tel que sa distance au fpoint A, sout
moyenne proportionnelle entre sa distance au point B
et la ligne entiére A B.

Je nommerai @, la ligcne donnée 4 B; et x
la distance cherchée 4 C; alors B C sera ¢ — x,
et puisquon veutque 4B : AC:: AC : CB,
ouquea: x ::x :a— x,il fant, en multi-
pliant les extrémes et les moyens, que x x ==

44 — ax, Ou xx -+ ax = aa equa-
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tion du second degre qui, etant résolue, donne

x=-—cakty/ (faa + aa).

Pour construire la premiére valeur x = —
:a + VvV (yaa + aa), il faut selon ce qui

3
a été enscigné (187 ) élever au point B la per-
pendiculaite BD = 1 a, et ayant tir¢ 4D,
on aura AD =/ [(BD)* + (4B)] =
VvV (5aa + aa; il ne sagit donc plus que de
retrancher de cette ligne , la quantité ; @, ce qui
se fera en portant DB de D en O, alors 40
vaundray/ (; aa + aa) — ; a, Cest-a-dire,
sera égalea x; on portera donc A0 de 4 en C
vers B, etle point € on elle aboutira sera le point

cherché.

Qnant & la seconde wvaleur de x, savoir — 1a —
V (iaa - aa); si 'on porte BD de D en 0 sur le
- T

V (iaa + aa); puis donc que la valeur de x est

prolongement de AD , alors A40' vaudra

cette méme quantité, prise négativement, on portera
A0 de 4 en €' sur 4B prolongée du cété oppose
A celuil vers lequel on a supposé, dans la solution ,
que x tendoit , et l'on aura un second point €’ qui
sera aussi, tel que sa distance au point 4 sera moyenne
proportionnelle entre sa distance au point B et la ligne

entiere AB.

Remarquons, en passant, que cette question renferme
celle de couper une ligne donnée AB en moyenne el exlréme
raison; aussi la. construction que nous venons d’en don-
ner, est-elle la méme que celle que nous ayvons donnée
[ Géom,
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(Géom. 125). Mais on voit que 'Algebre nous conduit 4
grouver cette construction ; au lieu gn'en Géomeétrie, nous
supposions la construction déjd trouvée, et nous en dé-

montrions seulement la légitimité.

20q. Sil'on fait un peun d’attention a la marche
que nous avons observée dans les questions pre-
cédentes, on verra que nous avons toujours pris,
pour linconnue , une ligne , qui étant une fois
connue , serviroit a déterminer toutes les autres ,
en observant les conditions de la question. Clest
ce quon doit toujours pratiquer ; mais il y a
encore un choix a faire pour se déterminer sur
cette ligne : il y en a souvent plusieurs dont
chacune auroit également la propriété de déter-
miner toutes les autres si une fois elle étoit con-
nue ; or parmi celles-1a il en est qui conduiroient
a des équations plus composées les unes que
les autres. Pour aider a se déterminer dans ces

cas , nous placerons ici la régle suivante.

210. Si parmi les lignes owu les quantités qui
étant prises chacune pour Uinconnue , pourroient
servir @ déterminer toutes les autres quantilés, il
sen trouve deux qui y servent de la méme mantére ,
en sorte quon prévoit que Vune ou I'autre conduiroit
é la méme équation ( aux signes -+ ou — prés ) ;
alors , on fera bien de w'employer ni Lune ni Pautre,
mais de prendre pour inconnuc une autre quantité

Algébre, R
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qui dépende egalement de Pune et de Tautre de ces
deux-ld ; par exemple , de prendre pour incon-
nue leur demi-somme , ou leur demi-différence,
ou un moyen proportionncl entr'elles , ou , etc,
On arrivera toujours a une équation plus simple
quen cherchant 'une ou l'autre.

La question suivante nous en fournira plu-

sieurs exemples.

211, D'un point D ( fig. 23 ) situé dans l'angle
droit IAE , et également éloigné des deux ctés 1A
et AE , mener une ligne droite DB, de maniére
que la partie CB comprise dans Pangle dreit EAB
soit égale & une ligne donnée.

Ayant abaissé les perpendiculaires DE, D,
je puis indifferemment prendre pour inconnue,
CE ou AB', AC ou IB,CD ou DB. Si je
prends , par exemple CE pour l'inconnue , alors
nommant CE, x ; et désignant par a, chacune
des deux lignes égales D E, D I qui sont censees
connues ; nommant de plus ¢, la ligne donnée 2
laquelle B G doit ére égale, jaurai AC = AE
— CE = a —x; et les triangles semblables DEC,
CAB, me donneront 4 B par cette proportion,
CE : DE :: AC : AB ; Cest-a-dire, x ! a @i

a—x:AB; d’ot I'on tire AB = M:” - Or

par la propriété du triangle-rectangle (Géom. 164)
on a (4C)* + (4B)*=(BC) : substitnant ,
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an lieu de ces lignes, leurs valenrs algébriques,

aa—ax
on aura (@ — x)* - («—-——;————)“ = cc, ou
at—a2a%r 4+ a?22
B — gax oxs H ————— =,
kS

ou, en chassant le dénominateur, transposant
et réduisant, x4 — 24x% 4 24axx — ccxx —
24°x 4 a* = o ; équation du quatriéme degré,
mais qui n'est pas , a beaucoup prés, la plus
simple qu’on puisse employer pour résoudre cette
question.

Si, au lien de prendre C E pour inconnue ,
nous prenions IB ; alors nommant IB, x, et
imitant la solution precédente , on auroit une
equation qui ne différeroit de celle qu'on vient
de trouver , qu'en ce qu'au lieu de a — x, on
auroit x — a ; c’est-a-dire , qui seroit absolu-
ment la méme , puisque ces quantités y sont
au quarré. De méme, celle ou I'on prendroit AB
pour inconnue , ne différeroit que par les signes,
de celle on I'on prendroit 4 C pour inconnue.
A I'égard de DB et de D C , I'équation ou l'une
sera prise pour inconnue , ne différera que par
les signes , de celle ot I'on prendroit I'autre
pour inconnue ; il ne faut donc prendre aucune
de ces lignes.

Mais si nous prenons pour inconnue la somme
des deux lignes DB et DC ; et si nous repré-
‘sentons cette somme par 2 x , alors (Geom. 305.)

R 2
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nous aurons DB = x + ¢, et DC = x—3¢3
or les paralléles DI et C4 , nous donnent, pour
trouver 4B et AC, les deux proportions sui-
vantes, DC : CB :: IA ou DE AB, et DB :
CB :: DI : AC; Cest-a-dire, x —cicila
s AB-, etw 4 Lt ic e FAC donc AB =

Son gt WED &= ; donc puisque le

Z=—:C 45
triangle rectangle CA4 B, donne (AB)* + (4C)

a*.0? a2

= (BC)*, on aura e Tt ieP em ) 1
ou bien , chassant les fractions, et divisant par
cc,a (x4 Lc) +a (x—3¢) = (x 4 +¢)°
(x—=c)* ; faisant les opeérations indiquées , trans-
posant et réduisant, on a x* — (Lcc + 2aa)x
— Lgacc— 5 cb, équation du quatriéme degré,

@

3 la vérité , mais plus facile a résoudre que la
précédente , puisque (141) elle se résout a la
maniére de celles du second degré.

On parviendra encore a des équations assez
simples si on emploie deux inconnues , dont
Pune soit la somme des deux lignes 4 B et 4G,
et Tautre leur différence ; c'est-a-dire, si l'on
fait AB+ AC = 2x, et AB —~AC =2y, ck
qui donnera 4 B = x + 7 et AC=x—y;le
triangle-rectangle A B C donnera (AB)* + (AC)
= (BC)*, et les triangles semblables ABC, IBD
donneront A4B.: AC :; 1B : 1D ; ce qui don-
@era les deux équations nécessaires pour deter-

SCD LYO
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miner x et y ; de I'une on tirera la valeur de xx ,
qui étant substituée dans 'autre ,donnera poury,
une équation du second degre. Mais nous lais-
sons aux commengans a achever ce calcul poux

s'exercer , et nous revenons a notre equation.

Conformément a ce qui a été enseigne (141),

on aura x4 — (1cc 4 2aa) x* + (;cc+ aa)?
= (scc+aa)* + saacc— G et =aacc+ at ;
tirant la racine quarrée, x* — (;¢c¢ 4+ aa) =

e 1//( aacc + a*), et par conséquent x* = ;c¢
+ aa==v/(aacc + a'): tirant de nouveau la
racine quarrée, nous aurons enfin . . .. . . .
x .—:iV[icc +aa==v/(aacc+a')] ou
x==xV([icc+aatay/(cc+ aa)l
Des . quatre valeurs de x que donne la double
combinaison des deux signes ==, il n'y en a
qu’une qui appartienne a la question telle qu’elle
a ¢te proposée , et cette valeur est . . . . . .

x =+ Vl[ﬁcc + aa+ ay/(cc-t+aa)l
La valeur x = —|—1/[7';-cc-}-aa-—a1/(cc—}-aa)]

résout la question pour le cas ou l'on deman-
deroit que la ligne CB fit dans le méme angle
que le point D' (wopez fig. 24 ) ; et alors x re-
présente , non pas la demi-somme , mais la demi-
différence des deux lignes D B et D C ; cest ce
dont il est facile de se convaincre en nommant
2x cette différence , et résolvant le probléme
R 3
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de la méme maniére que ci-dessus ; car on 2ura
DB=ic+ 2, CD=3c—2x, €t les paral-
leles DI et CA donneront DB : CB :: DI :
CA; e« B:C; CB 2 ALz AB, ot o4 %
c2:a:CA, etic—x:c:iia:AB; donc

(1 2 ,ctAB:::-—=£—

sC1+% s C—Z

cause du triancle rectangle C A B, on anra
8 g ’

; donc a

Lo e AN 0 R, \a, apies o
(eta) fe—z) Ynnia]
mémes opérations que ci-dessus , x4—(;cc+2aa)
x* = taacc— 5 ¢*, équation gui est absolu-
ment la méme que celle que nous venons de
trouver pour la somme des deux lignes BD et
CD (fg. 28.). Donc la méme équation satis-
faisant aux deux cas, l'une des racines doit
donner la somme , et une autre doit donner
la différence ; or il est facile de voir que les
deux que I'on doit prendre, sont celles que nous
venons d’indiquer , puisque les deux autres ra-
cines étant toutes négatives , ne peuvent appar-
tenir qu'a des cas tout opposés a ceux qu'on

a considérés dans chaque resolution.

Quant a ces deux autres racines , pour trouver i quels
eas elles appartiennent, il faut observer que rien ne
détermine dans la question présente, ou du moins, dans
Péquation , si le point D (fig. 23) est, comme on I'a
supposé d'abord, au-dessous de A I et & gauche de AE,
ou s'il est, au contraire, au-dessus de la premiére, et
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4 droite de la seconde, comme on le voit ici 4 l'égard
de A'I'" et de A'E’; or dans ce cas, la quantité a
tombant de c6tés opposés & ceux o elle tomboit d’abord |
est négative, donc on aura la solution qui convient &
ce cas, si 'on met — a, au lieu de 4 @ dans I'é-
guation ¥* — (4cc 4 2aa) x* etc. trouvée ci-dessus;
mais comme cette équation ne change pas. alors, il
s'ensuit que cette méme équation doit aussi résoudre ces
deux nouveaux cas; donc les deux autres valenrs de ¥
sont, l'une, la somme des deux lignes DB' et DC’
(figure 23); et lautre leur différence (figure 24). Et
T'on voit en effet que dans cette nouvelle position,
les points B et € tombent de cbtés opposés 4 ceux ol
ils tomboient d’abord, et que par eonséquent la somme,
ainsi que la différence des denx lignes DB et DC'
doit éwe négative , comme Iéquation les donne en
effet.

Pour construire Ia solution quon vient de
trouver, on prendra sur E 4 prolongée (fig. 23
¢t 24), la partie AN = ¢, et ayant tiré¢ IV,
on portera cette derniére sur DI prolongée de I
en K ; sur DK comme diamétre, on décrira le
demi-cercle KL D rencontré en L par A1 pro-
longée. Du milien H de AN, on tirera IH
que l'on portera de ¥ en M (fig. 23), et on
aura L M pour la premiére valeur de x; mais dans
la figure 24 ,on décrira du point L comme centre,
et d'un rayon égal 2 IH , un petit arc qui coupe
IK en M, et IM sera la seconde valenr de x ;
et puisqu'on a BD = x 4 ¢, on aura BD

R 4
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= LM+ AH (fig. 23), et BD = IM + AH
(fig. 24 ) ; ainsi il n'y aura plus qu'a décrire
du point D comme centre , et du rayon BD qu'on
vient de déterminer , un arc qui coupe I4 pro-
longée en quelque point B, la droite BD sera
telle qu'on la demande. En effet, le triangle
rectangle TAN (figures 23 et 24) donne IH on
IR =/(14* + AN*) =1/ (aa + cc), et puis-
que LI est moyenne proportionnelle entre DI
et IK,onall* = DI IK=av/(aa+ cc);
or le triangle rectangle 14 H donne IH ou MI=
V (I4* + AH*) = 1/(aa + % cc) , et le triangle

A

rectangle LIM donne ( fig. 23) LM=v/(MP+IL*)=
Viaa+ice+ ay/(aa+ cc)]=x; et(fig. 24)
IM=qy/(LM* —IL*)= ... .¢0co.
Viaa + fcc—ay/(aa+ cc)] = x

Il faut remarquer au sujet de cette dernicre
valeur , que la construction que nous venons
d’en donner, suppose que IH ( fig. 24 ) est plus
grand que LI, ou tout an plus égal. S'il étoit
plus petit, la question seroit impossible pour
ce dernier cas ; clest ce que fait voir aussi I'Al-
gébre , car dans Ja valeur . . . . . . . ... .
x=1/[(m+§cc—a1’/(aa+cc”,si aa 4 fcc,
qui est (I H)*, est plus petit que a1/ (aa + cc)
qui est (I L)* , la quantité que couvre le radical
sapérieur , sera négative , et par comscquent la

valeur de x sera imaginaire.

SCD LYO
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212, En prenant pour inconnue la somme des
deux lignes D B et D C ( fig. 23) ou leur diffe-
rence ( fig. 24 ), nous sommes arrivés a une
équation plus simple qu’en prenant CE,oulC,
ou AB, ou IB, parce que la relation des lignes
D B et D C aux lignes IB et A B est semblable a
celle que les mémes lignes D B et D € ont avec
les lignes 4 C et CE; c'est-a-dire, qu'elles peuvent
étre déterminées par des operations semblables
en employant IB et AB, ou AC et CE. En
général , comme I'équation doit renfermer tous les
différens rapports que la quantité cherchée peut
avoir avec celles dont elle dépend , cette equa-
tion sera tonjours d'autant plus simple que la
quantité qu'on choisira pour inconnue , aura
moins de rapports différens avec les autres.

213. Supposons que ABED (fig. 25) repre-
sente une sphére engendrée par la rotation du
demi-cercle ‘A B E autour du diaméwue 4 L. Le
secteur ABC, dans ce mouvement , engendre
un secteur spheérique qui est compose d'un seg-
ment sphérique engendré par la rotation du demi-
segment ABP , et d’'un cone engendré par le
triangle rectangle BPC. On demande en quel
endroit le segment sphérique et le cone seront

€gaux entrcux.

Pour résoudre cette question, il faut se rap-
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peler (Géom. 247 ) que le secteur sphérique est
é€gal au produit de la sorface de la calotte BAD
par le tiers du rayon A €. Or la surface de la
calotte ( Géom. 226 ) se trouve en multipliant
la circonférence 4 BE D par la hauteur AP de
cette calotte. Donc si on represente par le rap-
port de 7 : ¢, le rapport du rayon d'un cercle a sa
circonférence, et si I'on nomme AC, a; AP x;
on aura la circonférence 4B D E par cette pro-

ca

portionr i ¢ :: a: ABDE qui sera donc

-
L

donc la surface de la calotte sera , et par

’ . qe car
consequent , 1a solidite dm secteur sera — X

caar

1
3‘:’? on

3r

Pour avoir la solidité du céne , il fant multiplier
la surface du cercle quilui sert de base, c’est-a-dire
la surface du cercle qui a pour rayon B P, par le
tiers de la hauteur CP: or puisque C P = (4 —
AP —=a—x, et que CB = a, on aura dans le
triangle rectangle BPC, BP=1v/(CB*—(CP*)=
VvV (aa—aa+ 2ax—xx) =1/ (2ax — xx);
mais pour avoir la surface du cercle qui a pour
rayon BP , il fant multiplier sa circonférence par
la moiti¢ du rayon, et pour avoir cette circon-
férence ,il fautcalculer le quatriéme terme de cette

proportion 7 : ¢ :: 1/ (2ax — xx) est aun
ey (2ar—zx2)

; muld~
r

quatri¢me terme qui scra
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pliant donc parlamoitié du rayony/ (2ax —xx),

C.l2ar — T X
B dnal S clake o 2 80 pour la surface de la base

o r

du cone ; multipliant cette surface parle tiers de la

N \ . a—zx
hauateur C P, c’est-a-dire , par el 2, 30

g.(2ax—2x1zx)

a — X . qge b A
e pourlasolidite du cone;

ar

or pour que le cone soit égal au segment, il faut
que le secteur qui est la somme des deux, soit

double de I'un ou de l'autre, il faut donc que

caax b S . O a— caar

- =2 ¢ X p 4 — 5 00 — e
o I ar 2 ar

e.(2ax—zxz),(a—=x)
3r
commun du numeérateur et du dénominateur ; telle

en supprimant e, facteur

est 'équation qui résoudra la question. On peut
simplifier cette équation en supprimant 37, qui est
diviseur commun, et ¢x qui est multplicateur
commun des deux membres; alors on aura
aa=(2a—x).(6—x), ouxx —3ax = —aa;
d’ou 'on tire, selon les régles de la premiére sec-
tion, x = Za == 1/ ($aa); or de ces deux
solutions, il n'y a que x = a2 — 1/ (Faa)
qui puisse satisfaire, puisqu’il est evident que
x=2a + 1/ (3aa) valant plus que 2 4, c’est-a-
dire, plus que le diamétre, la solution qu’elle

indique , ne peut convenir a la spheére.

I

wlwa w e

Si ’on veut construire la solution x

!

v/ (2aa), on lui donnera cette forme x =
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V ($aa—aa); et ayant pris AM = fa,

CouR 8

on décrira sur A M comme diamétre, le demi-
cercle AOM, et ayant inscrit la corde 40 egale
aa, on tirera O M que l'on portera de M en P
vers 4 ; le point P on elle aboutira, deétermi-
nera la hauteur AP ou x. En effet, a cause du
triangle rectangle AOM ona OMou PM =
V (AM* — A0*) =/ ($aa—aa); donc
AP =AM—PM=3%a—1/(;4a—aa)=x.

Quand 2 la seconde solution x = a4
V/ (3 aa), elle n’appartient point, aiasi que nous
venons de le dire, a la question présente; mais
elle appartient, ainsi que la premiére , a cette autre
question abstraite, que la lecture de I’équation
Xx—3dx = —aa, 6oudax'— xx — aa,
fournit: laligne connue AN (fig. 26) étant partagee
en trois parties égales aux points B et D, trouver
sur la direction de cette ligne un point P, lel que
la partic AD soit moyenne proportionnclle entre
les distances du point P aux extrémilés A et N?
En effet, si 'on nomme a le tiers 4D de la ligne
connue AN,et AP, x, omaura PN =8a — x;
et les conditions de la question donnent cette
proportion x : a :: a: 3a — x, doul'on tire
cette-équation 3 ax — xx = aa, dont les deux
racines sontx = 22 ==/ (§ aa) comme ci-dessus;
on les aura toutes deux aussi par la méme cons-

truction, excepté que pour la seconde, c’est-a-
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dire, pour x = £a + 1/ ($ aa), on portera M 0

de M en P’ vers NV, etalors A P et AP’ seront les
deux valeurs de x.

Autres Applications de Z’Algébre, @

divers oly’ets.

214. Les corps que nous avons considerés en
Géométrie , reviennent souvent dans plusicurs
questions, et principalement dans les questions
Physico-mathématiques , parce qu'ils sont les éle-
mens de tous les autres. Il est donc a propos de
se familiariser avec les expressions algebriques,
soit de leur totalité, soit de leurs parties. Outre
que cela sera utile dans la suite de ce Cours, cela
nous fournira encore 'occasion de faire voir I'uti~
lité¢ de I'Algébre pour la comparaison de ces
corps , et pour la mesure de ceux qu'on peut y
rapparter.,

Sil'on représente en général par 7 ; ¢ le rapport
du rayon a la circonférence d'un cercle [rapport
que l'on connoit avec une exactitude plus que
suffisante (Géom. 146) pour la pratique | ; alors Ia

circonférence de tout autre cercle dont le rayon

- ca ca I
seroit @, sera ——» et sa surface — X — 4,

ca?

on -

ar
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On voit par-la que les surfaces des cercles
croissent comme les quarres de leurs rayons ; car

(4 ' - A .
——— etant toujours de méme valeur , la quantite

2

ne croit qu'a proportion de ce que croit a.

ar

Si & est la hauteur d’un cylindre dont le rayon
de la base est @, on aura (Géom. 237) —L::— X &k
pour sa solidité ; par la méme raison, on aura
_fg'; x k', pour la solidité d'un autre cylindre dont
la hauteur seroit 4, et dont le rayon de la base

seroit @'; en sorte que les solidites de c€s deux
cd?

2r

¥ 5 ca?
cylindres serontentrelles i1 —— X h: se

ou :: @* h 3 a’* k', en supprimant le facteur

¢ " v AT
; Cest-a-dire , que les solidites des

commun
2r

cylindres sont comme les produits de leurs hau-
teurs par les quarrés des rayons de leurs bases. Si
les hauteurs sont proportionnelles aux rayons des

bases, alorsonahk: &' :: a:a’, et par consequent
; ) 1

ha' .
I % ; et le rapporta® & : a'* k' devient

ﬂ"‘i J'IJ.

a b » ou, (en supprimant le facteur

commun k, multipliant par @, et supprimant le
dénominateur 2) devient 4® : @’®; clest-a-dire,
qu'alors les solidités sont comme les cubes des
rayons des bases.
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En genéral, les surfaces, comme nous I'avons
va en Geomeétrie, dépendent du produit de deux
dimensions , et les solides du produit de trois
dimensions; ainsi si chaque dimension de 'un de
deux solides ou de deux surfaces que I'on compare,
est a chaque dimension de I'aatre , dans le méme
rapport, ces deux surfaces seront entr’elles comme
les quarrés, et ces deux solides seront comme les
cubes de deux dimensions homologues ; et plus
genéralement encore, si deux quantités quel-
conques de méme nature , sont exprimées par le
produit de tant de facteurs qu’on voudra, et si
chaque facteur de I'ung est a chaque factenr de
l'autre , dans un méme rapport, ces deux quan-
tités seront entr'elles comme un facteur homo-
logue de chacune éleveé a une puissance d'un degré
€gal au nombre de ces facteurs. Par exemple, si
une quantité est exprimée par a b ¢ d et une autre
par a' b’ ¢'d’, anquel cas ces deux quantités sont
I'une a l'autre :: abcd:a" b ' d',alorssil’'on
Race i ¥ it 2 did, on tiea
des porportions que donnent ces rapports ,
=2t =200=

a a

quent le rapportad cd : a'b'¢" d', deviendra

‘4ded a't
abcd:i—z—;oua:—y: ou a* : a'4,

d .
> €t par consé=

La méme chose auroit lieu, quand méme ces

SCD
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quantités ne seroient pas exprimées par des mo-
nomes; si, par exemple, elles etoient exprimees,
I'une par a b + cd, et lautre par 2’ §' + can
dans le cas ot les dimensions de la premiére seront
proportionnelles aux dimensionsdelaseconde, ces

quantités serontl'une a l'autre :; a* a"*; en effet,

2

puisqu’on suppose quea ia’ b b icid ndid,
ab ae ad
) C’ — Y dr, ==

on aura b’ =
a @ a

et par conséquent le rapport ab + cd:a' b’ + ' d

. ‘a2 p 2od
deviendra a b + ¢d 3 — s

4 ———> ou

aﬂ

a%alb + a?cd

2

ab+ cd: > ouna®*(ab+ cd)

:a*(ab + cd), ouenfina® : a".

a

Cette derniére observation démontre d’une
maniére générale , que les surfaces des figures
semblables sont comme les quarrés de deux de
leurs dimensions homologues, et les solidités
des solides semblables comme les cubes ; car
quelles que soient ces figures ou ces solides ,
les premiéres peuvent toujours étre considérées

comme composées de triangles semblables dont
les hauteurs et les bases sont proportionnelles
dans chaque figure ; et les derniers peuvent etre
considérés comme composés de pyramides sem=
blables dont les trois dimensions sont aussi pro-

portionnelles.

On
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On voit par-13 comment on peut comparer
facilement les quantités, lorsqu'on en a l'ex-
pression algebrique ; et cela, soit que ces quan-
tités soient de méme espéce ou d'espéce diffé-
rente , comme un cone et une sphére, un prisme
et un cylindre , pourvn senlement qu’elles soient
de méme nature; c’est-a-dire, ou toutes deux
des solides , ou toutes deux des surfaces, ou
toutes deux , etc,

Par exemple , si on veut comparer le rapport des soli-
dités 4 celui des surfaces : en représentant les solidités ou
volumes de deux corps semblables par V et u; leurs sur-
faces par § et s; leurs lignes homologues par L et /; on

3 5
aura ViuiL3: 8 cuV Vi Vust Ll Pareilllement,
onaura{/ Sty st L:l; doucf/ ¥= “7!{ e, ol G Y A1
ouV:uily §3;: V s%, ou f/ V“:f/u’ 128, quifait
voir que les surfaces augmentent dans un moindre rapport

que les solidités.

215. Nous avons dit (Géom. 243) comment on devoit
s'y prendre pour avoir la solidité d’une pyramide tron-
quée ou d'un cone tronqué. S8i donc on nomme £k la
hauteur de la pyramide entiére, et &' la hauteur de la
pyramide retranchée; s la surface de la base inférieure,

et 5" celle de la base supérieure, on aura (Géom. 202),
At s’
¥

Algébre, S

s 382k L h'2; et par conséquent A2 = on

SCD LYON4
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= At/(—:—), mais si on nomme k la hauteur du

tronc , on aura k== h — A, ct par conséquent k =
s hv s — & % Al iah
h—hy (-—) )1 O e —t-‘i———[-‘i—— ; d’od l'om

Vs
kv s i a
= Sak Or la solidité de la pyramide totals
5 — 5

/‘
et s ¢ et ‘celle de Ia pyramide retranchée est

tire h—=

r K ’ )
s’ %X —— ; ou ( en mettant pour I’ la valeur qu'on

h s "
vient de trouver) s - ‘/ — ; donc la solidité du
Fe | &

hs hs \/_.s__ u ._f;_ | (5— sy s )}

tronc sera , — —— 0 —
3 v s 3 \ v s

; mettons donc pour k

ou enfin — -

h (r\/f—-ﬂ/

3 v s
la valeur que nous venons de trouver, et nous aurons
k 5 S VS v E N 1 e
- i ; > ( ) , qui se réduira 4
J( Vs—vVvs) Vs
s\/ § i S VE

, ou, en faisant la division par

Vs — |/.r
. il .

V: ~ A 8!, 88 réduit 4 rghe S (s + Vss' 4 5 )
qui nous apprend que toute pyramide ou tout cone
tronque est composé de trois pyramides de méme hauteur,
dont Pune a pour base la base inférieure s du tronc,
I'autre la base supérieure s’ , etla troisitme, une moyenne
proportionnelle {/ss' entre la base snpc’ricﬁrc s" et la
base inférienre s; car pour avoir la solidité de ces trois
pyramides, il suffiroit, puisqu’elles sont de méme hauteur,
de réunir les trois bases, ce qui donneroit s - Viss+ s,

et de mauliiplier la totalite par le tiers ; de la hauteur
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commune, ce qui donne la méme quantité qu'on vient de
trouver.

De-1i on peut déduire une formule assez simple pour
la solidité d’un céne tronqué, creusé cylindriquement et
conceuniqucmcnt 4 son axe. En effet, soit m le rayon
du cylindre creux; e la plus petite épaisseur, E la plas
grande. La surface du cercle étant égale ( Géom. 157 )
au quarré du rayon, muliiplié par le rapport de la demi-

: 5 ¢ :
circonférence an rayon, omn aura —— X (m 4 e),
r

c . ! ]
:Txlm+Ej’,et7 X (m+e) (m + E)
pour les trois surfaces dont il vient d'étre qguestion j
multipliant done la totalité par le tiers de la hauteur 4,

ok ok c &
et retranchant la solidité —— >< m*k ou e < Im2h
ar r

ch

Gr

XIUIE+3e) Xm

du cylindre intétieur, on aura
4 E* 4 Ee +eﬂ]ou—‘;/:—>< [(E 4¢)(3m 4 E) 4 e2]
pour la solidité cherchée.

Cette formule peut servir pour trouver le poids d'une
piece de canon dont on conuoit les dimensions, un
canon m’étant autre chose que l‘ass;:mblagc de trois cones
tronqués , creusés cy[indriqucmcm , dontle premier forme
le premier renfort, le second le second renfort, et le
troisicme la volée ; 4 quoi I'on ajoutera le cylindre qui
forme 1'épaissenr de la culasse dans le fond de I'ame.
A Pégard des tourillons, anses, et toutes les moulures ;
on peut les évaluer 4 environ six fois un tourillon dans

les pieces construites suivant 1'Ordonnance de 1732,

S 2

SCD LYON
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et 4 cinq fois un tourillon pour les pieces de campagne
légeres.

216. Si 2 représente le rayon d'une sphere,

Heat

sera la surface de son grand cercle;

ar

ou sera la surface de cette méme sphére.

a8

et pa hddnent 28 st g +
par co eq Il-—;—"_— 3 ,Qu-;r_x

sera sa solidite ( Géom. 223 et 244 ).

Si 'on nomme x la hautenr d'un segment
quelconque , on aura, comme nous I'avons vo
dans la solution de la derniére question (213),

aax . qe ¥ C.
P pour la solidité du secteur, et —— X
ar . ar

a—x A .
(2ax — xx) X —;— pour celle du cone qui

en fait partie ; donc celle du segment sera . ..

caax c a=—2x

. — (2ax — xx) 2
ar ar 3

c 248 — I T)
— [aax — : X (a—=x)] =
5r 2

e 2aar.— 2aazx + azx + 2axz — T°
——— e
3r 2

c Faxx — z3 € i i

» h— . 8 e Y
= ~ ==.{Jan" =3 T

Quand on a les expressions algebriques des
quantités , 1l est facile , aprés cela, de résoudre
plusieurs questions qu’on pent faire sur ces mémes

quantités.
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Par exemple, si 'on demandoit quelle doit étre la
hauteur d'un cone qui seroit égal en solidité 4 une sphere
donnée, et qui auroit pour rayon de sa base le rayon
de la sphére : en nommant & cette hauteur et o le rayon

azh
de la base, on aura

pour la solidité de
ar

ce cone ; et puisqu'il doit- éure égal & la sphére qui a
q g
a*h c 4a’
g el e

2T D

5 c
#ussi pour rayon a, on aura —
2T

d'ot Fon tire & —4a, en effacant, dans chaque membre,

a?

le facteur commun

r 2

Cette valeur de % nous fait connoitre que la hauteus
doit étre double du diamétre de la sphére, ce qui doit
étre en effet; car la sphére étant ( Géom. 246) les 7
du cylindre circonscrit, doit étre le double d’'un cdne
de ‘méme base ‘et de méme hauteur que ce cylindre ,
dest-d-dire, égale 4 un cone de méme base et dune

Hauteur double.

217. Pour donner encore un exemple , proposons-nous
cette guestion.

Connoissant le. poids. dune. mesure connue de poudre . om
demande les dimensions que doit avoir ume mesure cylindrique.,
€apable de contenir un poids- donné de pondre , le rapport de
la hauteur aw diamétre de ceite mesure , Clant détérminé.

Soit m * =n le rapport- de' Ia- hauteur au diamétre, et

n2 .t

nx k ) €
* la hauteur; —— sera le diamétre , &t —— X -
m 8r s

k solidité. Supposons que p soit le poids de la quantitd

S$3
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dz poudre que peut contenir un cylindre , dont la hau-

teur seroit égale au diamétre de la base , et dont par con-
; 7 e 9
séquent la solidité seroit — > &”; nous aurons donc en
or

nommant P le poids de la quantité de poudrc que doit

¥ i c 3 c n% x?
contenir la mesure en question, —— & ¢ o N —r
8r Br m?

).

Un cylindre de 12 pouces de hauteur et 12 pouces de

\ g 5 m* P
22 b3 P; dlol l'on tire ¥ = aV( o

n

diamétre, contient d-peu-prés 51 livres de poudre ; ainsisi
I'on vouloit une mesure cylindrique qui contint 4 liv. 2 de

peudre, et dont le diamétre fit les & de la hauteur, on

n

feroit ¢ = 125 p = 51 P=d4,5; ~ =4 yiet I'on

trouveroit ¥ = 6%, 47.

Des Lignes courbes en général , et en
particulier des Sections coniques.

218. Parmi les lignes courbes que 'on con-
sidére en Géométrie , ‘les unes sont telles que
chacun de leurs points peut étre détermine par
une méme loi; ‘¢'est-a-dire par des calculs et
des opérations semblables : dans d'autres, chaque
point se détermine par une loi différente , c'est-
a-dire, par des calculs ou des opérations diffe-
rentes ; mais cette différence elle-méme est assu-

jettie a une loi.

Quant aux lignes tracées au hasard, telles que seroient

SCD LYON 1
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par exemple, les traits qu'imprime sur le papier, la
plume d'un écrivain, ils ne peuvent éwre 'objet d’une
(Géomeétrie rigoureuse. Néanmoins les recherches dont
celle - ci s'occupe conduisent méme 4 imiter, par des
procédes directs et certains, des contours qui ne semblent
assujertis 4 aucune loi; et l'art de lier ainsi, par des
rapports approchés, des quantités dont la loi véritable
seroit ou inconnue ou trop composée, n’est pas une
des applications les moins utiles de la Géométric ct de
I'Algebre.

Pour pouvoir tracer les lignes courbes qui
font l'objet de la Géométrie , il faut donc con-
noitre la loi a laquelle sont assujettis les différens
points de leur contour. Or cette loi pent étre
donnée de plusieurs maniéres : ou en indiquant
un procedé par lequel ces courbes peuvent étre
décrites d'un mouvement continu ; tel est le
cercle qui se décrit en faisant tourner dans un
plan , une ligne donnée, et autour d’un point
donne. Ou bien en faisant connoitre quelque
propriété qui appartienne constamment a chacun
des points de cette courbe. Enfin cette loi peut
étre donnée par une équation, et on peut tou-
jours supposer qu’elle est donnée par ce dernier
moyen , parce que les deux autres dont nous
venons de faire mention servent a trouver 'équa-
tion qui exprime cette loi. C’est sous ce dernier
point de vue que nous allons principalement con-
siderer les courbes. Clest tout-a-la-fois le plus

S 4.
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simple et le plus fécond pour en connoitre les
propriétés , les singularités et les usages. Voyons
donc comment une équation peut exprimer la
nature d'une courbe, et puisque jusqu’ici nous
ne connoissons encore que la circonference du

cercle , commencons par celle-ci.

21g. Supposons donc que A M B ( fig. 27)
est une courbe a laquelle nous ne connoitrions
encore d’autre propriété que celle-ci; que la per-
pendiculaire P M abaissée d’un point quelconque
M de cette courbe, sur la ligne 4 B, est moyenne
proportionnelle entre les deux parties 4 P et PB.
Voyons comment I'Algébre peut nous aider a
trouver chacun des points de cette courbe , et ses
différentes propriétés.

Si je nomme a la ligne 4 B ; la partic AP, x;
et la perpendiculaire P M,y ; alors PB sera a—x;
et puisque nous supposons PM moyenne pro-
portionnelle entre AP et P B, nous aurons x;y
i J i @a— x; et par consequent , yy = ax — xx.

Concevons maintenant que 4 B soit partagé
en un certain nombre de parties égales, en 10
par exemple ; et que par chaque point de division
on éléve des perpendiculaires pm, pm, pm, etc.
il est visible que si, dans 'équation qu'on vient
de trouver, I'on suppose x successivement égal
a chacune des lignes 4p, Ap, etc. y deviendra

SCD LYON 1
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égal a chaque ligne correspondante pm , pm, etc.
puisque I'équation y y = ax — xx exprime que
j est tonjours moyenne proportionnelle entre x
et ¢ — x, quel que soit d'ailleurs x, ce qui est
la propriété que nous supposons a chaque per-
pendiculaire pm. Donc on peut trouver succes-
sivement chacun des points de cette courbe , en
donnant successivement a x plusiears valeurs ,
et calculant les valeurs correspondantes de y : en
voici un exemple.

Dans la supposition gue nous venons de faire, que «
est divisé en 10 parties, ou qu'il est compose de
10 part;cs, nous aurons & —: 10, et par consﬂ'quent
I'équation devient yy == 10x — x%. Si' donc mnous
supposons successivement x = I, x == 2, % = 3,
AL::4,:¢:5, 2 —-6 x:;,x:S,x:g,
X = 10; on trouvera successivement y = V/.9, y = y/ 16,
o= VAL, e e e 25,50 =V, 24,
3 = V.81, 3. = Vb= V.05 N0 % BB
bien 7. == 3: 4 =% 400l ek 31 ) 4 2 G005 53
ik 49, Py gi== LS Bty == )':31}':0-
Ainsi, si on porte ces valeurs de y successivement sur
les perpendiculaires correspondantes aux valeurs 1, 2, 3
etc. de x, les points m, m, détermines de cette maniere
appartiendront tous i une courbe qui aura cette pro-
prié¢té que chaque perpendiculaire pm sera moyenne
proportionnelle entre les deux parties Ap et p B de la
droite 4B, courbé 'qie mous allons voir , dans un’moment,

étre la circonférence méme du cercle.

Nous avons vu que' toute racine paire ayoit deux

SCD LYON
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valeurs, I'une positive , I'autre négative. Ainsi outre les
valeurs de 7 que nous venons de trouver, on a encore
ces autres-cl, y — — 3; y = — 4; J = — 4, 5;
)= =495 ) = —5) = —4,9i y=—4,5;
J=—gyy =<3 y=o0.

Pour avoir les points de la courbe qu'annoncent
ces nouvelles valeurs dey, il faut, conformément
a ce que nous avens déja dit plusieurs fois sur les
quantités négatives, prolonger les perpendiculaires
pm, pm, etc. et porter al'opposite, c’est-a-dire,
de p enm’, les quantités pm’, pm', etc. égales

chacunc a sa correspondante § m.

/ Si l'on veut avoir un plus grand nombre de points
de la courbe’, il 0’y 2 autre chose 4 faire qu'd supposer
A B divisé- en un plus grand mombre de parties , par
exemple en 100; c'est-d-dire, supposer 2 = 100; ou
bien en conservant 4 & la méme valeur 10, que ci-dessus,
supposer a x des valeurs intermédiaires entre celles qu'on
lui a données ci-dessus; on trouvera de méme les valeurs
intermédiaires de 7, et par conséquent de nouveaux points
de la courbe.

La valeury = o, qu'on a trouvée ci-dessus,
fait voir que la courbe rencontre la ligne 4 B au
point B ou x = a = 10, puisque la perpen-
diculaire pm ayant alors pour valeur zéro , la dis-
tance dupoint m a la droite -4 B est nulle. On
peut voir, aussi avec facilité, qu'elle doit rencon-
trer la ligne 4 Bau point 4 : en effet, puisqu'aux
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endroits ou la courbe rencontre cette ligne, la
valeur de y doit €étre o; pour savoir quels sont
ces endroits , il n’y a qu'a supposer quey est z€ro
dans I'équation yy = ax — xx; ce qui la réduit
20 = ax — XX; Or ax — xxetant = x X
(a—x), ce produit est zéro, dans deux cas,
lorsque x = o, et lorsque x = a. Donc recipro-
quement y sera aussi zéro dans ces deux cas; orx
est évidemment = o au point 4, et il est = «,
au point B; donc la courbe rencontre en effet la

ligne 4 B, aux points 4 et B,

D'aprés ‘cet exemple, on peut commencer a
apercevoir comment une équation sert a déter-
miner les différens points d'une courbe. Nous en
verrons d'antres exemples; mais auparavant expli-
quons-nous sur certains mots dont nous ferons

usage par la suite.

220, Lorsqu’on veut exprimer, par une ‘équa-
tion, la nature d'une ligne courbe, on rapporte,
ou l'on congoitqu'on rapporte chacun des points
m,m, etc. a deux lignes fixes 4B et 040, qui
font entr’elles un angle déterminé (2ign, droitou
obtus); et en imaginant que de chaque point m
on méne les lignes mp et m p’ paralléles aux lignes
040 et AB, il est évident qu'on connoitra la
situation de ce point, si Uon connoit les valenrs des
lignes m p’ ou 4p et pm, ou (ce qui revientau
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méme) si 'on connoit I'une de ces lignes, et son
rapport avec 'autre. Or ce que I'on entend , lors-
qu’on dit qu'une équation exprime lanature d'une
ligne courbe, c’est que cette équation donne le
rapport qu’il y a, pour chaque point m, entre la
higne Ap etla ligne pm, en sorte que I'une étant
connue, I'equation fait connoitre "autre ; et selon
que ce rapport est plus ou moins compose, la
courbe est elle-méme d'un ordre plus ou moins
cleve.

Les lignes Ap ou mp’, qui mesurent la distance
de chaque point m a I'une 0 4 O des deux lignes
de comparaison , s'appellent les abscissés; et les
lignes m p ou p’ 4 qui mesurent la distance a I'autre
ligned B de comparaison, s'appellent les ordon-
nées ; la ligne AB s'appelle 'axe des abscisses, etla
ligne 040 s’appelle I'axe des ordonnées. Le poins
A d’ou I'on commence a compter les abscisses,
s'appelle Vorigine des abscisses ; on appelle de méme
origine des ordonnées, celui d'oti I'on commence a
compter les ordonnées 4p" ou pm : dans la fig. 27,
ces denx points sont un'seul et méme point, savoir
le point 4 ; rien n’assujettit a compter les abscisses
depuis le méme point d'ott I'on compteles ordon-
nees; mais quand aucune circonstance ne déter=
mine a faire autrement/; il est toujours plus simple
de les' compter du méme point.

Les lignes Ap, pm,.se nomment d'un nom
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commaun , les coordonnées de la courbe; et consi-
dérées comme appartenant indifféremment a un
point quelconque de lacourbe, on les appelle des
indéterminees; on donne le méme nom aux lettres
ou signes algebriques x ety parlesquelles on repré-
sente ces lignes 4 p et pm.

221. Revenons maintenant a notre equation ,
£t voyons comment on peut en tirer les propriétés
de la courbe.

1°. Du milieu € de 4 B, tirons, a un point
quelconque M de la courbe, la droite CM; en
quelqu’endroit que ce soit, le triangle M P C sera
toujours rectangle, et l'on aura, par conseéquent,
(MP): + (PC). = (MC)*, cest-a-dire,
(puisque PC = 4.C. — AP = % a — 2),
’)?+ 88 — ax + xx = (MC); or
puisque la droite M P, ou y, est par-tout moyenne
proportionnelle entre 4 P et PB, on a, par-tout ,

Jy = ax — xx; on aura donc aussi, par-tout,
ax — xx + - aa — ax + xx = (MC)*;
cest-a-dire, ; aa = (M C)*, qui donne
M C = ; a; chaque point M ou m, est donc

également éloigné du point C ; la courbe estdonc
une circonférence de cercle.

2% D’'un point quelconque M ou m de Ia
courbe, menons aux deux extrémités 4 et B, les
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droites M A et MB; les triangles rectangles M P 4,
MPB, nous donneront (AP)* 4+ (PM)* =
(AM)*, et (PM)* 4 (PB)* = (MB)*, ouen met-
tant les valeurs algebriques, xx -+ yy = (AM),
et aag — "2ax +'xx + yy = (MB)*;
donc en ajoutant ces deux équations, et mettant
pour yy sa valeur ax — xx, onauraaa — 24%
4 axx 4 2ax —a2xx = (AM)* + (MB)*;
Cesta-dire, (AM)* + (MB)* = aa = (4B)*;
propriété du triangle rectangle, et qui par consé«
quent nous -fait connoitre que l'angle AM B est
toujours droit en quelqu’endroit que soitle point

M sur la courbe, (voyez Géom, 65 ).

30, Si dans l'équationxx < yy = (4 M)*;
on met pour yy, sa valeur ax — xx, on aura
(AM) = ax, qui donne cette proportion
a*AM = AM:x, 00 AB:AM:: AM:AP;
c'est-a-dire, que la corde 4 M est moyenne pro-
portionnelle entre le diamétre 4 B et le segment

ou l'abscisse 4 P ; (voyer Géom. 112).

On trouveroit de méme toutes les antres pro=
prietes du cercle que nous avons démontrées en
Géométrie, et cela en partant toujours de cette
supposition, que l'ordonnée PM ou pm est
moyenne proportionnelle entre AP et P B, ou
Ap et pB.

Nous avons compté les abscisses, depuis le
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point 4 origine du diamétre , et nous avons eu
I'équation J» = ax— xx. Si nous voulions
compter les abscisses depuisle centre, c'est--dire
prendre pour abscisses les lignes C P, C), etc. alors
représentant chacune de ces lignes par z, nous au-
rions CP = AC — AP, Cest-a-dire, 2 — 1 a—x,
€t par consequent x = X g-—z. Mettant donc
pour x, cette valeur dans léquationyy — ax —x x,
onawrayy =a(y;a—z)—(ta—z)*, qui se
réduitayy =2 aa — 2z, clest-la I'equation du
cercle en supposant les coordonnées perpendicu-
laires, et leur origine au centre.

Au reste, toute propriété qui appartiendra
essentiellement a chaque pointdela courbe, don-
nera toujours, en la traduisant algébriquement,
la méme équation pour lacourbe; du moins tant
qu'on prendra les mémes abscisses et les mémes
ordonnées; mais quand on changera 'origine, ou
la direction des coordonnées , ou toutes les deux,
on pourra avoir une équation différente ; mais elle
sc1a toujours du méme degré. Nous venons de
voir la verite de la dernicre partie de cette pro-
position, dans le changement que nous venons
de faire pour les abscisses ; au lien de Pequation
}) = ax —xx, nous avons eu yy = Taa—zz,
qui étant deduite de la premiére, a pour base la
méme propriété ; mais si nous partions de cette
autre propriété, que chaque distance M G est
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toujours la méme , et = ; @; alors nommant
CP,z; e¢e PM, y; nous aurions, a cause du
triangle rectangle MP C, yy + 12 = ; aa,
qui donne py = 3 44 — 2%; equation qui
est la méme que tout-a-’heure, quoique deduite

d'une propriété différente.
De UEllipse.

222. Proposons-nous maintenant d’examiner
quelle seroit la courbe qui auroit cette autre pro-
priété, que la somme des deux distances MF+ Mf
(fig. 28) de chacun de ses points a deux points
fixes F et f, seroit toujours egale a une ligne

donnee a.

Pour trouver les propriétés decette courbe qu'on
appelle une Ellipse, il faut chercherune équation
qui exprime quelle relation il ya, en vertu de
cette propriété connue, entre les perpendiculaires
PM menées de chaque point M sur une ligne
déterminée tel que Ff, par exemple, €t leurs
distances FP ou AP a quelque point F ou 4

pris arbitrairement.

Dans cette vue, je prends pour origine des
abscisses le point 4, déterminé en prenant depuis
le milien C de Ff, la ligne C4 = 5 a; ¢
ayant fait CB = CA4, je nomme 4 P, x;
PM,
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PM, y; la ligne AF qui est censée connue, ¢ ;
et la ligne FM, z; alors FP — AP — AF
= (*)x —¢; Mf =FMf — FM —a —¢,
et fP = PB — Bf.— AB-— AP — Bf
= 0 — x — .

Cela posé, les trianglesrectangles FP M, fPM,
donnent (FM)* = (PM)* -+ (FP)*, et
M S = (PMP +. (fP)y, ou 2z
) + xx—2¢cx -+ cc, ¢t aa— 2az +zz‘=
)yt aa— 2ax 4+ xx — 2ac 4+ 2¢x + ce.
Retranchant la seconde de ces deux derniéres

I

équations, de la premiére , et effacant aa qui se

trouvera de part et dautre, j'ai 24z = 2ax +
ar-fac—acxT

2ac—4cx,etparconséquentz — — " *°%.
a

mettant donc pourz, cette valeur dans Iéquation

2z = yy 4+ xx — 2¢x + cc, jaurai

aaxr—4 2aacx 4+ aacc— 4aczr® — fjactz44eccxzx
aa I

99 4+ xx — 2c¢x -+ ¢c, ou chassant le deno-

minateur, transposant et réduisant, aayy =
daacx — 4accx — Jacx* -+ 4ccx*, ou
aayy = (4ac— 4cc) ax + (4cc— 4ac) x*,
ou, parce que 4c¢ — 4 ac est la méme chose

(*) Sile point M avoitété pris | parce que dans la formation de
demanitre que la perpendicu- | cette équation, on n'emploie
laire 1 P tombét entre A ct F, | que le quarré de ¥ P, qui est
alors F P seroit ¢— z; mais | toujours zz —2 ¢z +4-cc, soit
cela n’apporteroitaucun chan- | qu’il vienne de z—c, soit
gement & léquation fipale, | qu’il vienne de c=—z.

Algébre, T
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quc——(4ac—4cc),onaaa;'y=(4&5-—4cc)

ax— (4ac— 4cc) x*, ou enfin gaayy =

(4ac — 4¢c) (ax — xx); dou lon tire
4ac — 4ece

Fipe Bes—meaalls (ax —xx).

Telle est 'équation de la courbe dont chaque
point a la propriét¢ que nous avons supposeée.

223. Cette équation peut servir & décrire la courbe par
points, en donnant successivement 4 ¥ plusieurs valeurs
comme nous 'avons fait ci-dessus & 'occasion du cercle ,
et calculant en méme temps les valeurs de y. Comme le

procede est absolument le méme, nous n’en ferons point

le calcul.

224. On peut encore décrire I'ellipse par points, en
cette maniére ; aprés avoir fait (B —= CA = 3 a, on
prend un intervalle quelconqué Br, et I'on décrit au-
dessus et au-dessous de 4B, du point f comme centre
et du rayon Br, un arc que l'on coupe ¢n M et M’ par
un arc décrit du point F comme centre et du rayon 4r.
Tous les points M et M’ trouvés de cette maniere, sont

a Dellipse.

225. La propriété fondamentale d’apres laquelle nous
venons de trouver I'équation, donne elle - méme un
moyen fort simple de décrire cette courbe par un mouve=
ment continu. En cflet, ayant choisi les deux points Fetf
tels qu'on les veut, on placera deux pointes ou piquets,
aux deux points F et f, et y ayant fixé les deux extré=
mités d'un fil plus grand que la distance Ff, sil'on tend
ce fil par le moyen d'un style M. que l'on fera marcher,
en tenant toujours ce fil tendu, ce style M tracera Ia

SCD LYON




DE MATHEMATIQUES. 291

eourbe en question, puisque la somme des deux distances
du style aux deux points F et f sera toujours égale a la
longueur totale du fi.

226. De-la il est aisé de voir, puisque FMfa
eté pris égale a 4B, que la courbe passera par les
deux points 4 et B. Car puisque Gl = 0k,
on aura A F = B f, et par conséquent 4 F -+
Af:—‘Af-I-Bf:a, et BE ol B s
BF 4+ AF — 4. Clest ce que l'equation fait
VoIr aussi ; car pour savoir ou la courbe rencontre
la dioite Ff prolongée, il faut faire J = o; orcette

“n jac — jece
supposition donne g0k e xi) =0,

daec — fece

et comme ne peut étre zéro, il faut,

aag

pour que cette équation ait lieu, que ax — xx

oux X (a—x) =0, ce quia lieu dans deux
cas; savoir, lorsque x = o, c’est-'—dire aun
point A4 ; et lorsque x = @, cest-a-dire, au
point B,

227. L'equation fait voir aussi que la courbe
s'etend au-dessous comme au-dessus de la ligne
4B, et qu'elle est absolument la méme de part et
d'autre de I'axe 4 B. Eneffet, cette équation donne

__,__‘/[qac—-qre.(ax____xx)], qui

aa

fait voir que pour chaque valeur de x ou de 4 P
il y a deux valeurs de y ou de P M parfaitement
T a
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égales, mais qui étant de signes contraires, doivent
étre portées de cotés opposes.

1l est encore évident que si sur le milien €
de A B on éléve laperpendiculaire DD’ la courbe
sera partagée en deux parties parfaitement egales
et semblables : c’est une suite immeédiate de la
description ; c’est aussi une suite de 1’équation ;
mais on I'en conclura plus aisément, quand nous
aurons fait, sur cette équation, les autres re-

marques qui nous restent a faire.

228. Laligne 4B sappelle le grand axe de
Pellipse, et la ligne D D’ le petit axe. Les deux
points F et f s'appellent les foyers. Les points
A,B,D, D', sont les sommets des axes; et le
point C le centre.

229. Si 'on veut avoir la valeur de I'ordonnée
Fm" qui passe par le foyer, il faut supposer

AP ou x = AF = ¢ ; alors on aura
4fac — 4ece

gy X{me = €)==

aa

Helae — ce) . . '
St — "7 5 donc, tirant la racine quarree,
aa

y===

2.(ac—ec " .fae—cc
——a'——); donc m"m" = i(—a—-L;

cette ligne m” m" est ce qu'on appelle le paramétre

de Vellipse. Le paramétre est donc moindre que le

quadruple de la distance c du sommet au foyer
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4.(aec — ce)

puisque sa valeur qui est la méme

est évidemment moindre

chose que 4 ¢ —
que 4c.
Si I'on nomme p cette valeur du paramétre,

ac — fJee
on aura fi = 3 '

> et par conséquent ,

|a

4ac — 4ee
RO L pourra donc changer
a aa
L . \ ’ . P
I'equation a Pellipse, en cette antre yy = =
- (ax — xx) qui est plus simple.

230./8i I'on veut savoir quelle est la valenr

de la ligne €D, il n’y a qu'a supposer dans

1é - __ 4aec — 4ec £
equation gy = ———— L (0% — 24);

que AP ou x est AC ou :a; on aura
Br = e
a)y = ac — cc; cest-a-dire, que (CD)* =
@c—cc=<c¢.(a—c¢) =AF x BF; dot
Yon tire AF : CD :: €D : BF. On voit donc
que CD ou le demi-petit axe, est une moyenne pro-

bfae — fee . e
———"= (+aa— 1 aa), qui se réduit

portionnelle entre les deux distances d’un méme foyer
aux deux sommets A et B.

Comme la ligne D D’ est une des lignes les
plus remarquables de I'ellipse, on l'introduitdans.
Péquation de préférence alaligne 4 F ou ¢. Pour
nous.conformer a cetusage, nousnommerons b

T 3

SCD




204 CoURs

: b
cette lienme D D’; nous aurons donc CD = i
g 2

et-puisque nous venons de trouver (CD)y» =
bl

ac — ¢c, NOUS aurons —— = a¢ — ¢¢, ol
|

bb—= 4ac — 4cc; Véquation a I'ellipse pourra
bb

aa

donc étre changee en yy = .(ax —xx).

jac— fee

Puisque nous avons p = —>—FT—> o8

pa = 4ac —4ecc, et bb = 4ac—40c;
de ces deux équations nous conclurenspa =bb,
et par conscquent, en réduisant cette équation en
proportiona : b i: bt 4 e paramétre est donc
une troisiéme proportionnelle au grand axe ct as

petit axe.

231. Si dans l'equation 3y = fad 8 (ax —xx),

aa
on chasse le dénominateur, on aura ¢ayy =
bb (ax — xx), et par conséquent yy : ax — XX
« bb ¢ aa; faisant donc attention que a x — X%
est la méme chose que x X (a— x), et
mettant, au lien des quantités algebriques, les
lignes de la figure qu'elles représente, on aura
{PMP AP < PB ' (DD'y i (4B)3
c'est-a-dire, que le quarré dune ordonmnée quel-
conque au grand axe de Ucllipse, est au produit
des. deux abscisses AP et P B, comme le quarré

du pelit axe est au quarré du grand. Et puisque
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cette propriéte a lieu pour tous les points de Iel-
lipse, il s’ensuit que les quarrés des ordonnées sont
entr'eux comme les produits des abscisses correspon-
dantes.

bb

aa

ne différe (221 ) de celle du cercle qui seroit dé-

232. L'équation yp =

. (ax — xx)

crit sur A B comme diamétre (fig. 29), qu'en ce
sl < i bb
que la quantité a x — xx, est multipliée par et

c’est-a~dire, par le rapport du quarré du petit axe
an quarre du grand ; en sorte que si 'onnomme z
une ordonnée quelconque PV du cercle, on aura

21— ax— Xx, mettant dODC POU]‘.’ ax — XX,
cette valeur zz dans I'équation.a l'ellipse,, on aura
bb : 3 ;
y }' e = 2z, et firant la racine qllarree ’
y':izou &y: bz qui donney:z:: b:a
= - . . . ¥

ou.PM: PN :: DD" : AB,oun': €D AGC
ou C E; on voit donc que les ordonnées a Uellipse
ne sont autre chose que les ordonmées du cercle
décrit sur le grand axe, diminuées proportionnel-
lement , C'est-a-dire, dans le rapport du grand axé

au petit axe.

Dre-1a il est aisé de décrire une ellipse par le moyen
du cercle. On voit en méme-temps que le cercle est une
ellipse dont les deux axes a et b sont égaux, ou dont la
distance du sommet au foyer est égale au demi-grand axe ,

T 4
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ou encore dont le paramétre est égal au‘diametre. Car en
supposant dans les équations ci-dessus, b — a, ou ¢
—lg,0up=—ga,0Dn2yy — 8% — X¥ équation au
cercle.

f i 233. Par les équations que mous avons trouvees jus-

qu'ici, il paroit done qu'il n’en est pas de I'cllipse comme
du cercle : une seule ligne détermine celui - ¢i, c’est son
diamétre ; an lieu que le grand axe A B (fig. 28) ne suffit
pas pour déterminer D'ellipse; il faut encore connoitre
ou le petit axe & ou son paramétre p, ou la distance ¢
dun sommet au foyer. Quand on connoit le grand axe et
1a distance ¢, Uellipse est facile & décrire, comme on 4 -
vu ci-dessus. Mais si 'on donnoit le grand axe et le
petit axe , il faudroit, pour décrire I'ellipse par un mou-
vement continu, déterminer les foyers; c’est une chose
facile, en prenant le demi - grand axe pour rayon, et
tracant- de U'extrémité D (fig. 28) du petit axe, comme
I centre, deux petits arcs qui coupent le grand axe aux
I8 deux points F et f qui-seront les foyers; car la somme
des deux distances FD 4 D f devant étre égale 4 a, il
faut , lorsque ces deux lignes sont égales, que chacune soit
egale a°; a.

Sil'on donnoit le grand axe et le parametre, on deter-
mineroit le petit axe en prenant une moyenne proportion-
! nelle entre ces deux lignes; c'est ce qu'enseigne la pro=

postion 2 : b ii b i p, trouvée ci-dessus (230).
Le petit axe étant trouvé , on acheveroit, comme il

vient d’étre dit.

_ 234. 8i pour quelque point M que ce soit de
i Tellipse (fig. 28) on prolonge la ligne £M tirée
d’un des foyers , jusqu'a ce queson prolongement MG

b oD . _ ___ _ SCD LUl
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soit égal a lautre distance MF; et qu'ayant tiré GF,
on lui méne du point M la perpendiculaire MOT,
cette derniére sera tangente a Uellipse.

En effet, a cause des lignes égales MFet MG,
la ligne M T est perpendiculaire sur le milien
de GF. Donc si de tel autre point NV que ce
soit, de cette ligne, on meéne les deux droites
N G et NF, elles seront égales. Supposons donc

" que M T pfit rencontrer l'ellipse en quelqu’autre
point &'; alors en tirant NVf, il faudroit que
FN + Nf pit ére égal a MF + Mf, ou a
GM 4 M, c’est-a-dire & G f; mais G f est plus
petit que GN + Nf; et par consequent plus

“ petit que FV -+ Nf; donc le point VN est hors
de I'ellipse.

235. Les angles FMO, OMG sont égaux,
d’aprés la construction qu’on vient de donner ;
or OMG ecst égal a son oppose fMN; donc
FM O est égal a f MV. Donc les deux lignes qui
vont d'un méme point de Uellipse aux deux foyers,

Jont des angles égaux avec la tangente.

L'expérience apprend qu’un rayon de lumiere qui tombe
sur une surface, se réfléchit en faisant I'angle de réflexion
égal & I'angle d’incidence; donc si F est un point lumi-
neux, tous les rayons qui partis du point F, tomberont
sur la concavité M4 M’, iront se rassembler en f, et réci-

proquement.
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Si du point M, on éléve sur M T la perpendi-
culaire M1 (qui sera en méme temps perpendi-
culaire a la courbe), cette ligne divisera 'angle
FMf en deux parties égales; car si des angles
droits IMT et IMN on retranche les angles
égaux FM T et fMN, lesangles restans FM I
et I M [ seront égauxj&"

236. De-1a on peut calculer la valeur de la
distance PI depuis 'ordonnée jusqu’a |'endroit ot
la perpendiculaire M I rencontre I'axe. Cette ligne
P1I sappelle Sou- normale, et la ligne M I,
Normale,

Pour calculer P I, nous allons d’abord calculer
FI. Puisque l'angle FM f est divise en deux
patties. eégales,, on a Mf : MF . fI.. 5§
(Géom. 104); et par conséquent ( Géom. g8 )
Mf 4+ MF : Mf —MF :: fI+ FI : I
— FI. Or Mf + MF = a; et en nommant
MF, 2z, comme ci-dessus (222), Mf = a
—z, et par conséquent Mf — MF = a
— 22; dailleurs fI 4+ FI = Ff = AB
—9AF=a—ac,et fI—FI=Ff—2oFI
—a—2c—2FI;donca:a—2z:a—2c¢
ta—oc—oFI;doncaa —2ac—2a X FI
= aa— 2ac—2azr+ 4 cz; d'ot I'on tire FI=

ez — 2c3z

> ou en mettant pour z, sa valeus

a

SCD LYON
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e~ ac —2¢cx
a

trouvée (222), on a FI =

aac — 2acc + aaxr — facxr + feeox .
; mais

aa

FI:FP-?—PI:AP_AF%-PI:
B ¢4 PI: donc Pl .= FlI — x 4.¢

___ aac — 2acc + aazs — facz + feez
) a a N e
_ 3aeé — 28cec — faox 4 fecex
o= aa
2a.(ac —cec) — 4x.(ac—cec) __ 2a— 4%
B aa e aa

X (ac — cc), ou en mettant pour a¢— ¢ ¢

b &
savaleur —— (2%0);onaenfin PI=10b Bt
4 2aa

o PI = 2% (3 a —x).
aa

237. De-la il est aisé d’avoir la valenr de la
distance P T depuis1'ordonnée jusqu’alarencontre
de la tangente, ce qu'on appelle la soutangente.
Car le triangle IV T étant rectangle, et P M une
perpendiculaire abaissée de l'angle droit, on a
(Géom. 112) PI : PM :: PM : PT ; Cest-

AT bb 1 _ 3 -
a-dire, g (z8a—2%) 3.2 2 ) 3 F B

donc PT — o > ou ( en mettant
bl (ta—1z)

b
pour 7y, la va]eur—a—ﬂ—(ax-—xx)): PT =

(axz — zz)
ta — T

]

Les expressions algébriques des deux lignes PI et P T
peuvent sexryir 4 mener une perpendiculaire et une tan-

—
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gente & Uellipse, en quelque point M que ce soit. Car

Crorgir: s

Jorsque le point M est donné , en abaissant la perpendicu-
laire M P, on a la valeur de AP, x. Et comme on est sup-
poseé connoitre a et b, on connoit donc tout ce qui entre
dans la valeur de PI et dans celle de PT.

238. De I'expression de P T, ou peut conclure que si
I'on mene une tangente au cercle décrit sur le grand
axe AB (fig. 29) au point ;N o ce cercle est rencontré
par l'ordonnée PM i Dellipse, les tangentes N7 et M T
aboutiront au méme point T sur I'axe. Car puisque e
second axe & n’entre point dans l'expression de PT,
cette ligne P 7 sera done toujours Ja méme tant que a sera
le méme et x le méme. Ainsi toutes les tangentes aux
points correspondans de toutes les ellipses décrites sur 4B

comme grand axe, se rencontrent au méme point 7.

239. Sia PT (fig. 28), on ajoute C P qui

eit £ ¢ ~—x%, on aum CT = o222} 8

1a—=zx

$ a— x, qui, en réduisant tout en frac-

. P ye A saa ’ \ .
tion , se reduit a ; C'est-a-dire, que
? L

e (AC)
B H g 5

CP AGC i AE 0.

> d’ou on tire cette proportion

240. Sil'on veut avoir I'expression de T M,
cela sera facile, parle moyen du triangle rectangle
T PM quidonne (TM)* = (TP)* + (PM)* =

(ax — z2)° bb

(ia — z)® ‘( _xt) =

[ bb azx —axx
¢ a_x ]X a—:ﬁ
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241. Si de quelque point M que ce soit de
Tellipse , on méne surle petitaxe D D’ la perpen-
diculaire ou I'ordonnée M P, et qu'on nomme
P . ah MP .oy :onpira BE. =%C D ~
CP'=CD —PM, cest-a-dire, ¥ =15 —,

et par conséquent y = ;b — x'. On aura de
méme MP' = CP —= CA — AP; cest-a-dire,
3" =  a — x, et par conséquent x = + a — ',

Si 'on substitue ces valeurs de x et de y , dans

I'equation yy — (ax — xx), ou aayy —

aa

bb (ax — xx), on aura +aabbl — aabyx’'
+ aax'x’ = ;aabb — abby — taabb
+ abby’ — bby'y', quisereduita bby'y =

bb
{ax' — x"x"), équation semblable a celle qu’on

aabx’ — aax'x'; dou l'on tire ')’ =

a eue pour le grandaxe, et dont on tirera par con-
séquent des conclusions semblables, savoir que
le quarré d’une ordonnée P' M au petit axe, est
au produit des deux abscisses D P’ < P'D’, comme
le quarré du grand axe, est au quarré du petit; en
effet, on tire de cette équation, p"y" : ax’ — &«
itaa:bb;orax’ — X' x et X (a—x")
ou D P x P'D'. On en conclura aussi que les
quarrés des ordonnées au petit axe, sont entr’eux
comme les produits des abscisses correspondantes ;
et que lellipse peut étre décrite par le moyen du
cercle décrit sur son petit axe , en alongeant les

o . E
s W - B T - -
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ordonnées de ce cercle dans le rapport du petit axe

au grand.

242. Par ce qui precede, on voit donc que
les propriétés a I'égard du second axe, sont sem-~
blables  celles qu'on a trouvées a I'égard du pre-
mier , du moins en ce qui ne depend point des
foyers. Si l'on veut avoir sur le second axe les
lignes analogues a celles que nous venons de cal.
culer sur le premier axe, c'est-a-dire, PLIG P XS
CT', et MT' ( fig. 28), on les trouvera aisement
par le moyen de leurs correspon dantes qu’on vient
d’avoir, et des triangles semblables qu'il est aise
de reconnoitre dans la figure. Si on exprime ces
lignes par le moyen des abscisses DP’ ou ¥, on
trouvera leurs expressions toutes semblables 2
celles qu'on a enes en x, pourles lignes analogues
sur le premier axe.

On donne aussi un paramétre au second axe;
mais ce quon entend alors par cette ligne, ce
n'est pas une ligne qui passe par le foyer de ce
second axe ( car il n'a point de foyer); mais une
troisicme proportionnelle a ce second axe et au

premier.

243. Jusqu'ici nous n’avons compté les abs-
cisses que depuis le sommet; si nous voulions
les compter depuis le centre €, alors nommant

SCD LYON 1
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abscisse CP, z, nous aurions 4 P oux== % a —z;

substituant cette valeur de x , dans I'equation

iuf[’
¥y = — (ax —xx), et dans les valeurs de

PIL,PT,CT, et (TM)*, on aurayy = —2

aa

(Laa — 121); sz%i;pq*:j_“f_—_‘i;

z

CT = +2° s (TM)y=(taa—zz + b:j )

z

244. Si d’un point quelconque M de Tellipse
(/fig. 30), on méne au milieu C de l'axe 4B,
Cest-a-dire, au centre, une droite M C M’ termi-
née de lautre part a Peliipse, on appelle cette
droite un diamétre. Et si par le sommet M, on
mene la tangente M T, et par le centre C le
diamétre /' V' paralléle a M T, celui-cis’appellera
diamétre conjugué du premier. Une ligne m O
menée d’un point m de ellipse parallélement 2
MT, et terminée au diaméwre M M', s’appelle
une ordonnée a ce diamétre, et M O sappelle
Vabscisse. Le paramétre du diamétre MM’ est une

troisiétme proportionnelle a M M" et N V.

245. Nous allons faire voir maintenant, -que
les ordonnées m 0, a un diamétre quelconque,
ont des propriétés semblables a celles des ordon~
Wees aux axes,

Bl ] T -
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Pour cet effet, jabaisse des points m et 0, les
perpendiculaires m p , 0Q, surl'axe 4B ; et je
méne la ligne m S paralléle an méme axe. Je
peomme -AB, a; PM,»; CP,zx; 0b, &
CQ,k; jaurai AP = ;6 —1,PB = La 4 23
Ap = CA— Cp = CA — CQ—Qp =
lg—k—g; pB= CB + Cp=za+tk

+ 8.
Les triangles semblables TPM, mSO,donnent

TP :PM :: mSou pQ : SO; clest-a-dire,

saa — 2% _—g':.)r e LCS

triangles semblables CMP, C0Q. , donnent C P

:PM:: CQ :00; Cest-a-dire,z:9 1 k: Q0
k

———zL; donc m p = QS = 00 — SO =

1y g:80=

__]_:’____ﬁL— Or puisque le point m est

tea — 13
un point de Pellipse, il faut (231) que (pm)*

<(PM)*:: AP <X pB:4P X PB; C'est-a-
dire, (—?’; __—"t’i"——)ﬂyy:: (1a— k—g) %

iaa——:z

(La+k+g):(38—2) (36 + 2), ou

k ff_;'_‘y 2 g k :._‘[_}’ BEZZYY 3 :
e e k3. T (res —iuals, v o8
s tgg—hk —2kg —ggisaa—z2z, 00,

* 7
en multipliant les extrémes et les moyens, et

faisant attention aux quantités qui se troaveront
multiplices et divisées en méme temps par

1aa—zz, etacelles qui le seront anssi par z,
on

SCD LYON.
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kk
on aura {"V (7aa—z22)—2gkyy +

F

LEEEYY

L] -
yda—z3

1800 < kg 28hyy —gEp)y. 08,

en développant le terme —Aiil- (aa—z2)

et supprimant — kkyy et — 2gkyy qu'on

aura alors de part et d'autre; divisant de plus par

taakk £83% o
Lz —!_ Te

1
—_— - —_— o
taa—zz i £8»

€quation gninous est nécessaire pour notreobjet;

JyJy, onaura

mais , avant de I'y employer, tirons-en une con-
noissance dont nous avons besoin.

Si I'on suppose que le point O, qu’ici nous
avons suppose quelconque, soit le point C, c’est-
a-dire , que la ligne mO passe par le centre,
ou devienne C NV , alors C Q ou k devient zéro ,
et la ligne @ p oun g, devient CR. Or si dans
I'équation qu’on vient de trouver, on fait k=o,
on aura, aprés avoir chassé le dénominateur,
transpose , reduit et divisé par ;aa, gg = ;aa
— 2z; cCest-a-dire, (CR)* = ;448 —2z =
(;a—z)(za + )= AP x PB.

Aprés cette remarque, revenons a notre objet,
etcnommons C M, 2a"; CN, L0 ; m0y’; CO,7 .
Les triangles semblables CPM, C Q O , donnent
B NG O 0 S0 o1 4 ek

= ——- Les triangles CVR, mSO0 , semblables

a cause des cotés paralléles, donnent m O : mS

Lad
8. CN: CR, ou psg ssntdls CR:'-;-“
Algébre. ¥
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donc (CR)* = * mais on vient de voir

togb' b
que (CR)* = jaa — 2z donc 887 ° —
3-)
tga—22; don Ton tire gg L'y (dea—kz)
i 2 ;f)b’
1 3.t . %ﬂa}rk ooz
Reprenons maintenant 'equation + 2
L laa-z

= taa — g g et substituons-y pour gg et kk

les valeurs que nous venons de trouver ; nous

223 % y'y zz(jaa—ssz

-+

a'azz 10’ b (jea—zz)

aurons ;4@ .
laay ¥y A’y 2% ; .

saa — -—_v-"-%:’; 4+ L2 % | ou, en reduisant

SF M LRl

et divisant ensuite par 3ad, =2 = 1 57

" . !
ou. chassant les dénominateurs ta'a’ et 3 b,

?
on a bV = 55 a'a'b'h — %d'a’y’y, et
b b
a0 L Ty I At R KR : o L]
enfin y ='—— (88 —22)5 d’ou l'on
tire 9"y ¢ {a'a' —al bt &la’ ¢ st

dire, (m0)* : MO x OM :: (NN )2 (MM ).
Ainsi V'équation par rapport a deux diameétres

conjugueés quelconques , est semblable a celle

qu'on a eue 2 I'égard des deux axes.

246. Si 'on fait ' = o, on trouve +a'd —
22 — o, et par conséquent 2’ === a. La
courbe rencontre donc la ligne MM' en deux
points M et M’ également ¢loignés du centre C;
ainsi fous les diamétres de Uellipse se coupent i

deux parties égales au centre.

SCD LYON 1
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e Jid 2 7L 5L yiba FiNES Yir

247. L'éqnation y’y)’ = == gd' e Sigle)

b’ e .
donnant 3’ = == —— V (34'd" — '), faievoir
que si I'on prolonge m 0 de maniére que Om'=0m,
le point m” appartiendra a la courbe ; donc chaque
diamétre de Uellipse coupe en deux parties égales
les paralléles a la tangente qui passe par son ori=

gine M.

248. De-la on peut conclure; 1° que Ia
tangente a l'extrémité N du diamétre NV , est
paralicle au diamétre M M’. 2° De ce que
) === —2 V (3a'd’ —2'7), on peut cona
clure que les ordonnées Om au diamétre MM,
sont celles du cercle qui auroit M M’ pour dia-
méire , mais diminuées ou augmentées dans le
rapport de 4" a b', et inclinées sous un anglé
égal 4 celui dés diamétres conjugués. Si 2’ = 4’ ;
ces ordonnees sont prégisément égales A celles
de ce méme cercle. Enfin si 'on veut savoir &
quel endroit de Iellipse les deux diamétres con=
jugués peuvent étre egaux , il n'y a qua cher=
cher a quel endroit on a CP = CR ou (GP)s 2o
(CR)*; cest-a=dire , iz = +aa— zz; or cette
équation donne z == V (56a8) = 1a /%, que
l'on construira ainsi ; ayant deerit sur le grand
axe AB comme diamétre (fg. 29) le demi-
cercle ANEB coupé en E par le petit axe CD,

Y
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on divisera I'arc 4 E en deux parties égales en V',
et ayant abaissé N'P qui coupe 'ellipse en M’ et
M, CM" et CM’ seront les deux demi-diametres
conjugués, égaux. Car si 'on nomme CP, z,
comme le triangle CPNV" est rectangle et isocéle,
3 cause de I'angle 4C V" de 45 degrés , on aura
22 zz:(CN”)’.——%aa;donc 1=zaa,

et z =1/ (544) =<4V %

249. Si du centre C (fig. 30) on méne la
pcrpendiculairc C F sur la tangente TM, les

triangles semblables TPM, T CF donneront
- K | e PMxCT
TM:PM: CT:CF; dou CF = —3r—

Pareillement les triangles TPMet CNR, sem-

blables a cause des coteés parall¢les , donneront

oM : PT :: CN:CR; donc CN = TJ?TCR;

et par conséquent , on aura CNx CF =
PMxCTxTHxCR __ PMxCTxCH
TH x 2T fE PT
_(PM)’x(CT}’x{C.R)’_
en quarrant, ( CN)x(CF)*= Ty R

or nous avons vu ci-dessus que yy ou (PM)* =

B ey eTy= ST TPTY
. ABRNEY . o (GR) 5276 8,77 R (245)-

2

» on,

Z3Z

Substituant ces quantités , on aura, apres les
reductions faites, (C NP X (CF)* = Laabb,

et par conséquent €N X CF = ab; or eu

SCD LYON 1.4
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menant la tangente N'T" qui rencontre 7'M en ' 5%
€N x CF exprime la surface du parallélogramme
CMIN, et tabou +a X +bexprime celle du
rectangle formé sur les deux demi-axes; donc
les parallélogrammes formés par les tangentes aux
extremiles des diamétres conjugués , sont égaux enire
eux et au rectangle formé sur les deux axes.

2b50. Les mémes triangles semblables TP M

et CRN donnent PT : PM :: CR : RN; donc
RNV = CRxPM .o (CEBYEx(PMy _

I
B~ o (RAN) e o ek
bd
(1@a—zz) = (Faa—zz)xzz2 1w g
{%aa-—-zz}“ R D A als

les triangles rectangles CRNV et € PM donnent
(CR)* + (RN )= (CN)et (CP)* + (PM)e
= (CGM)*; donc (CR)*+ (RN)* + (CP)*
+ (PM) = (CN)* 3 (CM)* ; substituant
dans le premier membre, au lieu des lignes qui
y entrent, leurs valeurs algébriques , on aura ,
toute réduction faite , 768+ bbb =(CN) +
(CM)*; donc la somme des quarrés de deux dia-
mélres comjugués quelconques de Pellipse , est égale
& la somme des quarrés des deux demi-axes.

25¢.. 8i dans (CN)* = (CR)* + (RN)*,
on substitue pour CR et RN leurs valeurs , or

bbzz
aura (CN)* = taa — 22 + —;;— ; Or nous

i o
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avons trouvé ci-dessus (TM)* = ,. ...,

i bbzse faa—zz
:aa—zz—l— > ; par con-

taa—zz ¥
— 3 Imai§
%1

sequent (T M)* = { CHN Y%
les triangles semblables TPM, M P'T' donnent,
en quarrant, (PT)* : (T M)* i (P'M)* : (MT');

OHM - (CJ\"}* S *ra—-:'i A 7
zz z3
= r I’f\‘l"‘ z
(M T'); done (MT')* = ---,-w_;' ; donc

(TM)* < (MT')* = (CN)* ou TM X MT!
— (C N')* ; mais si 'on nomme p’ le parametre
du diamétre MM’ , on aura 2CM : 2 CN i
2 CN:p' (244); et par conséquent 2p' X CM
— 4 (EN) ou (CN ) =1p"' <X CM ; donc
TM x MT' = Lp' < €M et par consequent
CM::TM:: MT' : 1p'.

Si, sur TT' comme diamétre ( fig. 31), on
décritun demi - ccrde il passera par le point C,
puisque I'angle T€T " est droit; or si I'on pro-
longe € M jusqu'a ce qu'il rencontre la circon-
férence en V', on aura, par la nature du cercle
( Géom.120) CM : TM :: M T : MV; dong
MV =p".

252. De-14 on peut tirer une méthode simple pour avoir
les axes d'une cllipse , et par conséquent pour la décrire,
lorsqu'on ne connoit que depx diamétres conj'uguésMM'ei

NN, et I'angle qu'ils font entr'eux.

On prolongera € M d'une quantité MV égale 4 son
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demi-paramétre ; et du milieu X de GV on éléevera une
perpendiculaire X T, qui rencontre en £ la ligne indéfinie
TT' menée par le point M, parallélement 3 NN’. Du
point £ comme centre , et de la distance Z€ comme
rayon, on décrira tin cercle qui rencontrera 77" en deux
points T et 7" par lesquels et le point € tirant T C et
T’ C, ce seront les directions des deux axes. On déter-
minera ensuite la grandeur de ces axes, en abaissant les
perpendiculaires M P et MP', et prenant G4 égal a la
moyenne proportionnelle entre €7 et CP; et €D égal
4 la moyenne proportionnelle entre € 7’ et € P'; car on
a vu ci-dessus (239) que CP & CA i3 CA 3 CT5 et il
est aisé de prouver ( par le moyen des triangles semblables
TPMetTCT', et des valeursconnues de TP, P M et
T, que’ 6T = (e

r.OP c’est-a-dire, que CP'
iR Dicnne Tl

De I’Hyperbole.

253. Considérons maintenant la courbe (fig.32)
qui auroit, en chacun de ses points M , cette
proprieté, que la différence Mf — M F des dis-
tances Mf et MF 4 deux points fixes fet F,
fit toujours la méme , et égale a une ligne
donnée a.

Nous allons chercher , comme nous l'avons
fait pour lellipse , une équation qui exprime
la relation entre les perpendiculaires PM menées
sur la ligne Ff, et leurs distances FP ou AP

V4
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a quelque pdint fixe F on A, pris arbitraire-
ment sur la ligne Ff.

Je prends donc, pour origine des abscisses ,
le point 4 , déterminé en prenant depuis le
milieu € de Ff, la ligne C4 = % a, et je fais
CB = CA. Cela posé, je nomme AP, x;
PM,y;laligne AF qui est censée connue, ¢;
et la ligne FM, z ; alors FP — AF — AP =
£ — X (*);fP:fA—}-AP::fB-I— AB +
AP — ¢ 4+ a + x ; et puisqu'on a Mf— MF
—a,onaura Mf=a+ MF=a+z

Les triangles rectangles FPM , fPM, donnent
(FP) 4 (PM)* = (FM) , et (fP)* + (P M)
= (fM)*; Cest-a-dire, cc— 2¢x + xx + )}
— zz et cc + 2ac+ aa 4 2¢x + 2ax - xx
+ 7y = aa + 24z + 22 Retranchant la premiére
de ces deux équations , de la seconde, on a, en
effacant aa qui se trouvera de part et d'autre,
4cx + 2ac¢ + 2ax = 24a2; d’on l'on tire

2cr 4ac—+ax
2 = ———————— ; mettant donc pour ¢, cette

valeur dans la premiére équation, nous aurens
€ — 2CX XX F PP = v o o0 s e

4ecxx + faccxr 4 aace + fjaczrx 4 20acz + aaxy
2

aa

ou, chassant le dénominateur , transposant et
réeduisant , @ayy = 4aacx + 4accx + 4acxx

(*) Silepoint P étoit au-dela de F"par rapport a4, FP seroit
= — ¢ ; mais cela ne changeroit rien & I'équation finale.




o

DE MATHEMATI(QUES. 513
4+ 4ccxx,ouaayy = (4ac+ 4cc)(ax + xx);

A
d’ou I'on tire yy = lﬂ%;—t—cifi (ax 4 xx).

254. Cette équation peut servir 4 décrire la courbe, par
des points trouvés successivement, en donnant & x plu-

sieurs valeurs.

On pent encore decrire la conrbe , par points, en pre-
nant arbitrairement une partie Br plus grandc que BF,
et décrivant du point f comme centre, et du rayon Br,
un arc que 'on coupera en quelque point M par un autre
arc décrit du point F comme centre, et du rayon 4.

Enfin on peut décrire cette méme courbe, par un mou-

vement continu, de la maniére suivante.

On fixera au point f, une régle indéfinie qui puisse
tourner autour de ce point. Au point Fet i 'un des points
Q de cette régle , on attachera les extrémités d’an il FM a2,
moins long que fQ, et dont la différence avec f0Q,
soit égale 4 4 B; alors par le moyen d'une pointe, ou
style M, on appliquera une partie M Q du fil, contre
Ia regle : faisant mouvoir le style de M vers 4 en tenant
toujours le fil tendu, la régle s'abaissera, la partie FM
diminuera, et le style M décrira la courbe 4 M dont il
s'agit, et qu'on appelle une hyperbole. En effet, il est évi-
dent que la totalité fQ ou fM 4+ M(Q étant toujours de
méme grandeur, et FM + M Q étant aussi toujours de
méme grandeur, leur différence fM + M Q-FM-MQ,
ou fM — FM, sera aussi toujours de méme grandeur.

bac+4ee
aa

4 4
donnant y = == 1/[—”5—6;5—'5':—(“ -+ xx)],

255, L'équation yy = (ax 4 xx)
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fait voir que pour une méme abscisse 4P,
ou x, on a toujours deux ordonnees cgales PM,
PM', qui tombent de part et d'autre du pro-
longement de 4 B, qu'on appelle le firemier axe;
ainsi la courbe a une seconde branche 4 M’ par-
faitement égale a la premiére ; et I'une et l'autre
s'é¢tendent 2 linfini, puisqu'il est evident que

lus on augmentera x, plus les deux valeurs
=]

S jac+4ce
o VI:—_‘“‘_“ (ax + xx) | angmenteront.

256. Si dans cette méme quantité on fait x
négatif,, c’est-a-dire, si I’on suppose que le point
P tombe au - dessus de 4, elle deviendra ==
V[E;;—ﬁ(x*—ax)] : Or Xxx — ax, ou
x (x — a ) étant négatif tant que x est plus petit
4ae+4ee

aa

est alors imaginaire ; et par conséquent y n'a

que a, la quantite ==/ [ (xx — ax)]
aucune valeur réelle depuis 4 jusqu'a B ; mais
sitdt que x surpasse @, xx — ax redeve-
nant positif, les valeurs de y redeviennent reelles;
il part donc du point B une nouvelle portion
de courbe m Bm' qui, comme la premiére, s’étend
a I'infini de chaque c6té du prolongement de
AB, et qui est parfaitement égale a celle-1a,
parce que si 1'on prend B p = AP, alors xx— ax
ou Ap X pB devient égal a AP X PB; donc
aussi pm est égale a PM.
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! it - Jac4oc
257. Si dans 'équation yy = _,'_..,.:;'
(ax + xx), on fait y = o, on trouvera que
6x + xx oux. (¢ + x) = o, qui donne
X — 0, et x4+ a4 =0 oux — — a; donc

la courbe rencontre I'axe 4 B aux deux points

A et B,

258. Si I'on suppose AP = AF, Cclest-a-
dire , x = ¢, pour avoir la valeur de 'ordon-
née Fm" qui passe par le point F ( qu'on appelle

le foper , ainsi que le point ), on aura . . .
g o dae 4+ 4ee
)= F VI mr et ea) ]l = *
1/[ (4acH 4ece)? ]: sl 2(ac+4cc) . donc la
aad a
_Kl{ae-}—c(') 4

double ordonnée m" m" — cette

a
ligne est ce qu'on appelle le paramétre de I'hy-
perbole ; ainsi en représentant cette ligne par p,

— s : ’
on ‘aur’ pom= "4la0HE0) " S, par conséquent
[+3
—i- = ﬂ‘%c—ot Substitnant dans I’équation

de la courbe, on la changera en cette autre plus
simple , yy = % (ax + xx).

De la valeur de p, on peut couclure que /e
paramétre du premier axe de Ulyperbole est plus

que le quadruple de la distance du sommet A au

fact4ece
Joyer F; car cette valeur p = —1" | se

a




|

316 CourRrs
réduit 3 p = 4¢ + ———, qui est évidemment

plus grande que 4c.

259. Si sur le milieu C de AB, on eléve une
perpendiculaire DD, dont la moiti¢ CD soit
moyenne proportionnelle entre ¢ et ¢ + ¢, c’est-
3-dire , entre AF et fA, cette perpendiculaire
est ce qu'on appelle le second axe de I'hyperbole;

b

ainsi en la nommant b, onaura — = ¢.(a+¢),
4
ou bb = 4ac + 4cc; et en introduisant cette
. r tac <4 4ece
valeur de bb dans l'equation ypy = A
aa
124

(ax 4+ xx), celle-ci se changeraen py =

aa

(ax + xx). On voit donc que ces trois equations
de hyperbole , ne différent des trois équations
correspondantes de I'ellipse, que par le signe du

quarré cc et du quarre xx.

FUST 1y
Cette méme équation py = — (ax + xx)

nous fournit aussi une propriété analogue a celle
que nous avons remarquée dans lellipse : en
effet, si I'on chasse le dénominateur 2z , on
aura aayy = bb (ax + xx), qui donne cette
proportion , yy : ax + xx i bb i aa,o0u (PM)?
: AP < PB :: (DD')*: (AB)* ou :: (CD}
s (AC)*; le quarré d'une ordonnée au premier axe
de Uhyperbole , est donc au produit AP X PB
des deux abscisses , comme le quarré du second axc est

 SCD LYON.
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au quarré du premier et par conséquent, les quarrés
des ordonnées sont entre eux comme les produits des
abscisses correspondantes.

Lorsque les deux axes a et b sont éganx ,
I'équation est yy = ax <+ xx qui ne différe de
celle du cercle que par le signe du quarre xx.

L’hyperbole sappelle alors hypperbole équilatére.

' " Jae 4ee i
De I’équation p = i e ok , on tire
&
4ac + 4¢cc = ap, et puisquon a aussi

4ac + 4cc = bb, on a donc ap = bb
qui donne a : b :: & : p; donc le paramétre du
premier axe , est une troisiéme proportionnelle

2 ce premier axe et an second.

260. Si du point D au point 4, on tire la
droite D 4, le triangle rectangle D CA donnera
DA=1/[(CD) + (AC)y]=v/(3bb+3aa),
ou, en mettant pour bb sa valeur 4ac+ 4¢cc,
DA = 1/(cc+ ac + taa) =c¢c + ;0 = AF
W~ G4 = CF

Donc, pour avoir les foyers quand on a les axes, il faut
porter D A de € en F; et au contraire pour avoir le second
axe quand on a le premier et les foyers, il faut décrire
du point 4 comme centre et du rayon CF, un arc qui
coupe la perpendiculaire D D', en quelque point D.

261. On voit aussi que la description de I'hyperbole
dépend de deux quantités, savoir, le grand axe et le
petit axe ; ou le grand axe et les foyers; ou le grand axe
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et le parametre: D’aprés ce que nous venons de dire; oil
raménera toujours aisément la description de I'hyperbole &
'une des méthodes que nous venons d’indiquer. Car si
I’on donnoit, par exemple, le grand axe et le parametre
alors prenant une moyenne proportionnelle entte ces deux
lignes, on auroit le second axe qui serviroit 4 trouver les

foyers.

262. Si l'on prend sur Mf, la partie MG=MF,
et quayant tiré F G, on lui mene du point M la
perpendiculaire MOT , cette ligne sera tangenic
a Uhyperbole.

En effet , d'un autre point quelconque N pris
sur TM , menons aux deux foyers les droites
Nf et NF, et au point G la droite NG il est
évident, par la construction, que NF et NG
seront égales ; or Vf est plus petit que NG +Gf,
et par conséquent , plus petit que NF+Gf; done
Nf-— NF est plus petit que Gf, cest-a-dire,,
que Mf — MF ; donc le point JV est hors de
hyperbole ; on démontrera la méme chose de
tout point de TM, autre que le point M.

Les angles FM O et OMG sont égaux; d’apres
la construction précédente ; or OMG est égal a
son opposé N MQ; donc FM 0 estégal a NM Q;
donc la ligne MF, qui va au foyer F, fait avec
la tangente, le méme angle que fait, avec cette
méme tangente , le prolongement M Q de la ligne
JM qui va a l'autre foyer.

R TT— SCD LYON::
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Donc, si le point F est un point lumineux, tous les
sayons qui, partis du point F, tomberont sur la concayité

MA M', se réfléchiront comme s'ils partoient du point f

263. Déterminons maintenant la soutangente
PT.

Puisque I'angle F M f” est divisé en deux parties
égales par la tangente M T, on aura ( Géom. 1 04)
SM :MF:: fT:FT; or en nommant, comme
ci-dessus, MF, z , on afM =z + a: daillears
FfouBf 4+ AB 4+ AF valant « + 2¢, la ligne
YT ou Ff — FT, vaudra ¢ 4+ 2¢c — FT; on
aura donc z 4+ a4 : z 32 a + 2¢ — FT : FT;
donc en multipliant les extrémes et les moyens ,
onaura: X FT + a X FT=az+4 2¢1—2 X FT;

d'ott , aprés les opérations ordinaires , on tire

’ 2cz az 2 a)s
B ek SR L ; or nous
2z~ a 2% 4+ a
: . 2¢cx ac azx
avons trouvé (253) z = <% a‘ . :

) S fex 4 2ac 4 2axr + aa oy
donc 2z 4+ a4 — ‘ —
(2¢ 4 a) .2z + (2¢ 4+ a)a _ (2¢c4a)(2c 4+ a)

?
a a
substituant ces valeurs, dans celle de FT, on
30z +~aceax

|: 2 + ﬂ:l >
a
fara FT — - b a Lan .
2r [
(2¢ a)x :
. . 2¢c+a
en supprimant le facteur commun , P

a

}_—.,1_.___ 2¢cr 4+ aa-ar

- Ayant ainsi trouvé FT,

2zr -+ a

/

il
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il est aisé d'avoir la soutangente P T ; car PT e
FT — FP = FT — AF + AP =FT — ¢ + x

acx + ac+ az 2ar 4 227

— st LG e PO + A

2x-4a 2z 4+ a
ar 4+ xx ar 4 T .V

— x+;a,doncPT__ S : d'ou l'on

voit que l'expression de la soutangente, pour
I'hyperbole, ne differe que par les signes , de
celle qu'on a eue pour lellipse.

264 Si de PT on retranche AP, on aura
AT ou la distance du sommet jusqu'a I'endroit
ot la tangente rencontre l'axe. Cette distance

sera donc exprimee par Pl Bl x . qul se
P P s x,q
' . . tazx
Te AT = —
duit a i

265. Cette expression de AT nous donne
lieu de faire quelques remarques sur la courbure
de I'hyperbole. Nous avons vu ci-dessus qué
chacune des deux branches AM, AM seten-
doit a linfinité. Cependant leur courbure est
telle que toutes les tangentes que ’on peut mener
3 chacun des points de ces branches infinies ,
ne rencontrent jamais l'axe que dans l'intervalle
compris entre 4 et C. En effet , si dans la valeur
de A T on substitue pour x, toutes les quantités
imaginables depuis 0 jusqu’a linfini, la valeur
de AT ne croit que depuis 0 jusqu'a §a; car
quand x est infini, le dénominateur ; & 4 ¥

doit

SCD LYON
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doit essentiellement étre regardé comme la méme
chose que x, puisque si I'on conservoit alors - ¢,
ce seroit supposer qu’il peut augmenter x, et
detruire, par conséquent, la supposition qu'on
fait que x est infini : or dans ce cas la quantité 47

se réduit a ; C'est-a-dire, - a; donc la
tangente a l'extrémité infinie de chaque branche
AM et AM', passe par le centre C. Et puisque
les branches opposées Bm et Bm' sont parfaite-
- ment egales a celles-la, et que les points 4 et B
sont egalement ¢éloignés de C, il s’ensuit que ces
mémes tangentes sont aussi tangentes aux extré=
mités infinies des branches Bm et Bm’. On

les voit (fig. 33) représentées par les lignes
X, CT. '

266- Ces tangentes s’appellent les asymptotes
de I'hyperbole : ce sont, comme on le voit, des
lignes qui partant du centre, s’approchent sans
cesse de I’hyperbole , sans pouvoir I'atteindre qu'a
une distance infinie.

Si par le sommet 4 (fig. 82), on méne la
droite 4 ¢ parallélea P M, les triangles semblables
TAt, TPM, donnent TP: PM :: TA: At:

s g az =z ) -:-a:r_ ; 1t

C Cst-a—dlfﬁ ’ _-;—O‘T.‘.l'-‘__ o Frae —_—__}a =g - At e
tazy ta -z tay

= ("

S o b 4 P T g > 00, en mettan

Algébre, X




f.;.

3az2 £oUEKS

pour y sa valeur i V{ax%—xx),fir::

&
thy (ax42x1x) . Fopqn e .
> qui lorsque x est infini, devient
2bh ou CD, parce que ax doit étre supprime

vis-d1-vis de xx, et a vis-a-vis de x. Voici donc
comment on déterminera les asymptotes. On éle-
vera au point 4 (fig. 33 ) une perpendiculaire AL,
que l'on prolongera de part et dautre du point 4,
d’'une quantité égale 2 C D; alors tirant par le
centre C et par les deux extrémites L et L' denx

lignes droites , elles seront les asymptotes.

267. Pour avoir I'expression de CT (/fig- 32),

il faut de CA4 retrancher 4 T, et 'on aura e =
E o SR TTINCLY o R e i C.A)2

-;-ﬂ-— g m —:a-{-—'x_-_ CP
cette proportion CP: C4 :: €4 : GT.

» qui donne

268. Si 'on veut avoir I'expression de ™M,

le triangle rectangle TPM donne (TM)* =

(PM) + (PT) = — . (ax+ xx) +

(ax 4 xx)* bb 1
_(-;T{;—;-)T—’:[aa .[;a-[—x)’ +ax+xx]

(ax + zz)
Ge + =)*

169. Pour avoir I'expression de PIoude la
¢ou-normale, les triangles TP M, MPI (sem-

~ SCD LYON
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blables a cause que I'angle TM1 est droit, et que
PM est une perpendiculaire abaissée de I'angle
droit) donneront TP : PM :: PM : P1I, ou :

Se o0 T _ 7 lets)
;ﬂ-f-:v_'y"}r'PI-_m,ou'
. i : ——
ajcause ‘que )* = — . (a§ 4 xx), PI =
b3 .

— . (xa+x).

270. Cherchons maintenant Iéquation par rap-
port au secondaxe D D’; et pour ceteffet, menons
la perpendiculaire M P’ sur ce second axe, et
nommant MP', y'; DP', x'; on aura CP' —
PM =g 2= Hb. s x s P’ Mro=iC P =s
@+ x=)'; et par conséquent x — ' — ta;s
substituant donc pour x et y, ces valeurs, dans
e b
I'équation yy = —i'—a- (ax + xx) ou aapy =

bb (ax + Xx), on aura, aprés les réductions

aa

Maites, y' Yy = 57 (00 — bx' 4 &' &');
d’od I'on voit qu'il n'en est pas de I'hyperbole
comme de lellipse; I'équation a I'égard du second
axe, n'est pas semblable a celle qu'on aa I'égard
du premier.

271. Enfin sil'on veut 'équation par rapport
2 I'axe 4B, en prenant les abscisses depuis le

centre C; on nommera CP, z: et 'on aura

z:CA.{_AP:%a-{-x;ctpar
X 2
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conséquent x =1 — 343 substituant dans
{équation )y = 2 (ax 4 xx), on aura
aa o

b
1) — =%

rapport au premier axe, les abscisses étant prises

(22 — §aa), pour I'equation par

du centre.
Etil'égard du second axe DD’, sil'on nomme
CP',7;onauraz = CD—DP =1b—x;

et par conséquent X' = 3 b — 2’ ; substituant

dans I'équation y'y" = M (Lbh—bx' +x'%")

que nous avons trouvée ( 270) pour le second

axe, onaura)’) = ai (2’2" + 5 00).

272. Si I'on vent rapporter au centre G , les
expressions de PT,CT,PIetPM, trouvees ci=
dessus , il ny a qu’a substituer , dans ces expres:

sions, z — 3 @, au lieu de x, et I'on trouvera

PT == J_tx——“i,cr:_:’_“.,m* o

aa

Lk L2585 bbzz i zz— ;a0
(umﬂ( —{—zz—-;aa) —iot ]

3

aa
Et si I'on prolonge M T jusqu’a ce qu’elle ren-
contre le second axeenT", les triangles semblables

TPM,TCT' dormeront TP:PM:: CT:CT',

zz — ;a4 243 .
ou : sgies LEESBNOE SR g A
z 2;—:04
. aayy -
mais 2z — 44 = b'}:—-'——; donc CT' =

SCD LYON
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i PR ol 77 ) SO (o 1 L S it i
— P I = g dOIlC CE . cD

y
e GD: CT .

273. Si par le centre C de I'hyperbole ( fig. 33)
on méne une droite quelconque M C M’ terminée
de part et d’autre a I'hyperbole , cette droite s"ap-
pelle un diamétre, Toute droite m O menée d'un
point m de la courbe, parallélement a la tangente
en M, et terminée au diamétre M M’ prolonge,
s'appelle une ordonnés a ce diamétre; MO et O M’
en sont les abscisses. Nous allons démontrer que
les proprietés des ordonnées mO, a l'égard des
diamétres terminés a la courbe, sont les mémes
que celles des ordonnées M P a I'egard du pre-
mier axe.

Menons des pointsm et 0, les perpendiculaires
mp et O Q surlaxe 4B ;. et du point m menons
m S paralléle a 4 P; nommons PM,y; CP z;
Qp, g; €CQ, k; nous aurons AP = €P —
C;i:z.—-,"-a;BP: CP 4+ BC =24 +a;
Adp = Cp— CA=CQ — Qp — CA =
¢ — 14:Bp = Cp +BC =k —
g + za

Les triangles semblables C PM, € Q O, donnent
€P: PM :: CQ: QO; Cest-a-dire, z : y
ks 00 e= —'I—z]— Les triangles semblables
TPM, mS0, donnent PT + PM :: m S ou

p &
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Q p: §0O; c'est-a-dire (272)—5—"%‘4—-— 1950
:SO—-—-g’z,Jr s donc mp = SO =

Zz aa

Q0 — §0 = !‘f —- ”f-’faa ; or puisque
le point m appartlent a 'hyperbole, il faut (259}
que (pm)*: (PM)* :: Ap <X pB: AP X PB:

c'est - a - dire , (—kjl— — Jﬂ:——)n t 9y

t (z — 34a) (z 4+ 3a), ou

z 2
2gkzyy £825yy . S 2
z(5z— jaa) +(s:—iau}2'} kk ng_l_
gg —taa: 2z — ;aa; donc, en multipliant

les extrémes et les moyens, et faisant altention

aux quantités qui se trouveront multipli¢es et di-

visées, en méme temps, parzz — ; 44, et a
] z kky
celles qui le seront aussi par z, on aura ,Jzy _
(12 — taa) — aghyy + HET- =
Ay =3 ehy + 81 = -’-M}')’ ou,
el o — 1
en développant le terme ——— (22 aa),

et supprimant kkyy et — 2 gkyy que l'on aura
alors dans chaque membre ; divisant de plus par 37,

, aakk ggz% :gg—-if”"v

on aura — - +
équation qui va nous servir a démontrer la pro-

zZz zz— 384

pricté dont il s’agit; mais anparavant nous ferons
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ebserver que si de part ou d’autre du centre €, on
prend sur 'axe 4 B la partie CR qui soit moyenne
proportionnelle entre B P et A P; cest-a-dire, telle
que (CR)* = AP X PB = 2z — g aa;
et si ayant élevé la perpendiculaire RN terminée
en V' par la ligne NN’ menée par le centre €
parallélement a2 TM, on fait C N ="CN",
alors N V' est ce qu'on appelleun diamétre conjugué
au diamétre MM'; et I'on appelle paramétre du
diamétre M M’, une troisiéme proportionnelle a
MM et NNV

Revenons maintenant a notre objet; nommons
€M, 4'; CNou CN',2b; CO, 2"; et Om, )
Les triangles semblables CPM, €Q 0, donnent
CM: €P :: CO: CQ;Cest-adire, za tz:: g T

zZa2

donc k= ~

Les triangles m SO et €N’ R, semblables, 2
cause des c6tés paralléles, donnent CN' : CR
2 mQ : mS, ou 24’ ¢ CR :: »": g; donc

CR x y ,
g§ = ——5—— > et par comsequent gg =

" /
Substitnons pour gget kk, lesvaleurs que nots

venons de trouver, substituons-les, dis-je, dans
X 4
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- ’ laakk 2823 '
€ a n— - — ——
I'equatio _—— Ty gg—zaa,
trouvee ci - dessus, et nous aurons — zaa.
222 2 s _J_f'_}_-'_:.z(;z—,faa} TNy y 5 ok
ta'a zz 13 b (22 — taa) T 3b¥
taay'y ’ . aain
‘_,&.y—b?f—- — zaa, ou (en réduisant et divisant
.
. —z g yy
uite = g, T e e eian | i
ens par ;aa) T3 T 15
[ v . . . o b B
ou, apres les opérations ordinaires y §° = ——
&

(2'2" — 7 4’ a") équation semblable a celle qu'on
a eue pour le premieraxe.

274. Si I'on fait ) = o, on trouve 2’2" —
+a’'a’ = o, qui donne ' = == ; 4'; la courbe
rencontre donc la ligne M M’ en deux points
opposés M et M', éloignés du centre, chacun
de la quantité ; a’, ou € M; ainsi tous les
diamétres sont coupés en deux parties égales au
centre.

275. L'équation y")" = Kk (2 —sd'a")

aa
5

donnant ' = 2= — 72 —2a'a"): cest-a-
a “ #

dire, deux valeurs égales et de signe contraire,
pour »', fait voir que si I'on prolonge m0, de
* N ’ . ’ -
maniére que O m" = Om ,le point m" appartiendra
a la courbe; chaque diamétre M M’ coupe donc
en deux parties égales les paralléles a la tangente

qui passe par son origine M.

SCD LYON 1.
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f =t r

276. La meéme équation donne a'a’y’y)’ =
b’ (2’2 — 1a'd); donTontire 'y 122 —
2a'd 2 b'b 1 ad'd, ou(mO): MO X OM
D (NN')2: (MM')*;c'est-a-dire, le quarré d'une
ordonnée quelconque m O a un diamétre terminé
@ la courbe, est au produit M O x OM' de ses
deux abscisses , comme le quarreé du diamétre conjugué,

est au quarré de ce premier diamétre.

277. Si du centre € on abaisse sur TM la
perpendiculaire CF, les triangles semblables CF T,

TPM, donneront TM: PM :: CT: CF, et
PMxCT
T M
semblables CRN', TPM, donneront PT : T M

par conséquent C F = - Les triangles

i e TM x CR
:2:CR: CN' ouCN;donc CN = 22502 ;
ar . PMxCTxTMxCR
donc CF X CN = e

P'Kxg;."cn’ouenqnarrant,(CF)‘X(CNP
(PM)* x (CT) x(CR)* _
(PT) ?

b
yy = ‘ (22— z46a); (CR)Y =22 —

aa

or on a(PM)* =

T
g at

7008 (273); et (272) (CT ) = =

zzZ

]

(PT) = (—"—:—-_z—qf—a—]-—, substitnant ces valeurs,
on a, aprés les réductions faites, (CF)* < (CN)* =
t5aabb, on CFx CN = }ab; or si 'on

prolonge M T jusqu’a I'asymptote en I, M1 sera




o B

.

330 CoURS

égal 2 CNV', comme nous le verrons ci-dessous,
et CIMN sera, par conséquent, un parallélo-
gramme , dont la surface sera = CF x MI=
C F % CN; donc quelque part ou soit le point M,
le parali¢logramme CI MV sera toujours egalen
surface au rectangle des deux demi-axes; c'est-a~
dire,ata X houzab.

278. Les triangles semblables TP M et CRN”
donnent TP : PM :: CR : RN ; donc

FiS M % T (PM2Ex(CR)*
RN e I ﬂ[(RN ) -_"_H(._T}J)_-_ﬁ
bbzz

= —__— ensubstitnant les valeurs abgebriques et
réduisant; or les triangles rectangles CPM et
CRN' donnent (CM)* = (CP)* + (PM)*,
et (CN') ou (CN) = (CRy + (RN');
dogc (CM)"— (CHN) = (EFp +
(PM)* — (CR)* — (RN'); substituant
dans le second membre, au lieu des lignes qui
y entrent, leurs valeurs algébriques trouvées
ci-dessus , on aura, aprés les réductions faites,
(CM) — (CN) = +aa — 3 bb; Cest-
a-dire que la différence des quarrés de deux demi-
diamétres conjugués quelconques , est toujours la

méme , et égale d la différence des quarrés des deus

demi-axes.

SCD LYON
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Il suit de la que dans I'hyperbole équilatére ,
chaque diamétre est égal a son conjugué; car si
a=25b,ona(CM?—(CN) =0, et par
conséquent, C M = C .

279. Sidans (CN)* = (CR)* 4+ (RN’ )*
on substitue. pour CR et RN’ leurs valeurs alge-
bbbz

briques, on aura (CN)* =z2z—;aa+ :

ada

or nous avons trouve ci-dessus ( 272), (T M)* =
bbzaz z —

1
Faa

el A A Y ) = < ; donc
(TM)y = 2212 5 (CN); mais les

triangles semblables MPT et M P' T’ donnent,
en quarrant, (PT)* : (TM)* :: (P'M)*: (T'M)?,
{zz— taa)? . (CN)Y x (zz—2aa) Fping (T;Mj,_!;

donc (1T 'M)* = —(:'—(?—i-i-z—g—ii; donc (T M)
< (TM)*= (CN), ou TM > T'M = (CNV;
mais si ’on nomme p’ le paramétre du diamétre
MM, onaura 2CM 7 '2CN s 2 CN P}
et par conséquent 2p" X CM= 4 ( CN)*, ou
LCN)P =14 < CM; donc TM X T M =
30" X CM, doalontire CM:TM:: T'M
ve P

280. De-1i on peut conclure Ia méthode suivante pour

au

avoir les axes de I'hyperbole, et par conséquent pour dé-
erire’ cette’ courbe, lorsqu’on ne connoit que deux dia-

métres conjugués, et I'angle qu’ils font entr’eux.
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On prendra sur M € ( fig. 34) une ligne MH =14 et

sur le milieu I de € H on élévera une perpendiculaire I K,
qui coupera en quelque point K la ligne M T mence parle
point M parellelement au conjugue NN'. De ce point K,
comme centre et d'un rayon egal 4 la distance de K40,
on décrira un cercle gni rencontrera M 7" aux deux points
T et T" par lesquels et par le centre C tirant TCet CT',
ce seront les directions des axes; car il est clair 1°. que
I'angle T CT' sera droit, puisque la circonférence passe
par le poiut C; et qu'elle a TT’ pour diamétre ; 2°. par
la nature du cercle, on a (Géom. 120) CM ¢ TM 2
T'M : MH; donc puisquon a fait MH = 1p*, on a
CM: TM :: T"M . §p'.

Ayant ainsi déterminé les dircctions des axes, om emw
déterminera la grandeur en abaissant du point M, les
perpendiculaires M P, M P’, et prenant (4 moyenne
proportionnelle entre C P et € T, et C D’ moyenne pro-
portionnelle entre € P" et G T’; c’est une suite des expres-
sions que nous avons trouvées (272) pour & T etlGES

Quand les deux diametres conjugués que l'on connoit
sont égaux, alors le parametre leur est égal aussi, ce qui
rend M H=—M C; les deux points de section H et C se
confondant alors, M € est une tangente au cercle; ainsi,
il faut tout simplement, pour avoir le centre K , élever sur

€M une perpendiculaire au point C.

De I’Hyperbole entre ses asymplotes-

g81. L'hyperbole considérée par rapport a ses
asymptotes, a quelques propri¢tés dont la con-
noissance peut étre utile; nous allons les exposer-

SCD LYON 1
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Il faut se rappeler ici comment on détermine les
asymptotes ; (voyez 266 ).

Nous allons rapporter chaque point E de I'hy=
perbole ( fig. 35), aux deuxasymptotes CLO,CLo,
en menant laligne E Q paralleleal’'une d'entr'elles;
et nous chercherons larelation qu’ont entr’ellesles
lignes EQet C Q.

Pour trouver cette relation , nous ménerons par
le point quelconque E, la ligne O E o parallele
au second axe DD’, et la ligne E S paralléle 2
CLO; par le sommet 4 nous tirerons A G
parali¢le 2 € L' 0. Et nous nommerons CA,za
D on AL -ou AL, 2h: CPhz; PEL Y
AG, m; GL, n; CQ,¢t; QF, u

Les triangles semblables C P 0, CAL , nous

donnent CA : AL :: CP:PO,ouza: b,

oia b 2t PO =Po'= z,: ; donc

bz f__y' Lt AP0 == bz + 73

a

0. —

bbzz

par conséquentEOxEo:__a.a_.__-}‘y =1bb

(en mettant pour yy sa valeur %  (22—7aa)
et réduisant ); cest-a-dire, que EO X Eo =
(CD) = (AL), propriété qui appartient 2
tout point de I’hyperbole, puisque le point E a
€té pris arbitrairement.

282, Les triangles QEO, ESo, et AGL
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semblables entr'eux,donnentAL: AG:: EO: EQ,
eteAL : GL :: Eo: ES; donc, multipliant
ces deux proportions par ordre, afin d’y intro-
duire EO < Eo dont on a la valeur, on‘aura
(AL)*: AGX GL:: EOX Eo: EQ < ES;
Cest-a-dire, 7 b6b : mn :: -bb : ut; donc
ut = mn; équation a I'hyperbole entre ses
asymptotes. Ainsi en quelque point E que ce soit
de I’hyperbole, on a toujours EQ X ES, ou
plutt EQ x CQ=A4AG x GL.

Or si I'on suppose que le point E tombe en
4, CQ devient CG, et QE devient AG; on
a donc CG X AG = AG x GL; donc
C G = G L. Mais le point G se trouvant, par-la,
étre lemilieude € L, ondoitavoir CG=A4AG=GL;
car le cercle décrit sur CL comme diamétre , et
qui auroit par consequent & G pour rayon,
passeroit par le point 4, a cause de l'angle
droit 4; on a donc m = n, et par conséquent
gt =imt = {0 &),

Ce quarré constant m* ou ( C G)?, anquel le
produit ¢ ou €CQ X Q E est toujours égal,
s'appelle la puissance de 'hyperbole.

283. De la propriété que nous venons de
démontrer, on peut déduire cette autre : De
quelque point E que ce soit de Uhyperbole, si Pon
tire , de quelque maniére que ce soit , une droite REr
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terminée aux asymptoles , les parties RE, mr,
tnterceptées entre la courbe et les asymptotes, seront
égales.

Car si par le point m on méne & m H paralléle
a0 Eo, les triangles semblables RE O, et RmH
donnent ER : Rm :: EO : Hm; etles
triangles semblables r A m et ro E donnent E r
:mr :: Eo: mh; multiphant ces deux propor=
tions par ordre, on aura ER X< Er: Rm X mr
2tEO X Eo: Hm X mh; or les deux produits
EO < Eo et Hm X mh sont égaux chacun a
(CD)* (282); donc ER X Er=Rm X mr,
ouER X (Em + mr) = (ER + Em) Xmr;
faisant les multiplications indiquées, et suppri-
mant, de part et d’autre, ER X mr, onaura ER
X Em=Em <X mr; donc ER=mr.

284. Dela on conclura que toute tangente 7'
a I'hyperbole, terminée aux asymptotes, est
divisée en denx parties égales au point de
contact M.

285. Si, par le point M, on tire IM i pa-
ralléle a DD’, et si, par un peint quelconque
E on tire REr paralléle a la tangente T, les
triangles semblables 7 M I et REQ donneront
IM: MI:: RE: EO; et les triangles
semblables Mi¢, Eor, donneront M¢ ou

'L
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TM: Mi:: E r: Eo; multipliant ces deux pro-
portions par ordre, on aura (TM)*: MI < M:
s REX Er: EO X Eoj;orles deux produits’
MI > Mi et EO x Eosontchacun égala (CD);
donc (TM)*=RE X Er.

286. Si, du centre C, on mene le diamétre
CMYV , il divisera en deux parties égales la ligne
Rr paralléle & T, puisque (284) il passe par le
milies M de T¢; nommant donc CM, Lo
TM, Lg; CV, ; l'ordonnée VE; 3 ¢ les
triangles semblables CM T, CV R donneront
CM : MT :: CV : VR; cest-a-dire,

qz

La! s Llpewa vyt TR = 9 = =53

donc RE = g2 9ok Er = '?;‘ +9';

donc puisque RE X Er = (TM) = 7494

on aura —‘%%‘3—-— — 'y = +qq; or (273)

Yy = {—z— (2'2/ — fa’a’); donc en substi-
2z 3

qq b'z'z 1 gyt 1
thant, onaura — . .~ =~ -]—a-bb =249,

ou (gq— b¥) oo = 5 (gg— b ¥)s

- — (gqg—1b'0") =03

‘a

ou(qq — b’.b']

z' z

ou(gqg — ') ( = ——%) = o; et divisant
pat
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5
par ——— — ¢, on aura g9 — b = o,
qui donne ¢ = &', ou ¢ = < b’; c'est-a-dire,

MT = CN, CN etant le demi- diamétre
conjugue de C M ; c'est ce que nous avons pro-
mis (277 ) de démontrer. On a donc ( fig. 33)
MI=CN. '

287. On a donc aussi pour toute droite REr
parall¢le au conjugué CN (fig. 35) RE X Er
= (CN)~

288. On voit donc que, connoissant deux demi-dia-
métres conjugués CM, CN, (fig. 36), et I'angle qu'ils fons
entr'eux, il est trés-facile de déerire I'hyperbole par des
points trouvés successivement. En effet, ce qui a été dit
(284 et 286) fait voir qu'en menant par lorigine M
du demi-diamétre €M la ligne 7 M ¢ parallele 3 €N, et
prenant de part et d’autre du point M les parties M T,
Mt égales chacune & CN'; si par le centre C, on tire
les lignes €T et Ct, elles seront les asymptotes. Et
ce qui a ¢té démontré ( 283 ) fait voir que si par le
point M, on tire arbitrairement tant de droite PMQ,
£M(Q quon voudra, et quion fasse sur chacune PO
=M@, les points 0 trouvés de cette maniere , appartien~
dront tous & 1 hyperbole cherchée. On peut ensuite faire
servir chaque point 0, & en trouver d’autres tels que F,
¥, etc. en tirant les droites ROS, RO S, etc. et faisant
Y — RO

28g. On voit aussi , par-1i, comment , entre deux lignes

Algébre, X
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données pour asymptotes, on peut décrire une hyperbole

qui passe par un point donné entre ces lignes.

290. Enfin, en divisant I'angle des asymptotes et son
supplément, chacun en deux parties égales, on aura les
directions des deux axes , dont on déterminera la grandeur
comme il a ¢té dit { 280) ce qui donne un second moyen
de resoudre la question dont il s’agissoit au méme en-

droit.

De la Parabole.

2g1. Il s'agit maintenant de trouver les pro-
priétés de la courbe dont chaque point seroit
aussi ¢loigné d'un point fixe F ( fig. 37), que
d’'une droite X 7Z_ dont la position est connue;
C’est-a-dire, d'une courbe telle que pour chaque
point M, abaissant la perpendiculaire M H , on
auroit toujours MF—= MH.

Du point F, menons FV perpendiculaire sur
X Z_, et partageons FV en deux parties égales
en A; A sera un point de la courbe , puisque
AV = AF ; ce point est le sommet.

Pour trouver les propriétés de cette courbe
qu'on appelle une parabole ; nous allons cher-
cher une équation qui exprime la relation entre
les perpendiculaires M P abaissées sur FV, et
leurs distances 4 P au point 4. Nous nommerons
donc AV ou AF, c¢; AP ,x; PM, y; alers

- SCD LYON 1.8
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fious aurons VP = AV -+ AP = ¢+ x=MH :;
et puisque MF = M H , nous aurons aussi
MF = ¢ 4 x; dailleurs FP = AP — AF —
x — ¢; or le triangle rectangle FPM .donne
(FP)* 4+ (PM)* = (FM)*:donc xx — 2¢x
4 tc 4 yp = cc 4 2¢x + xx; donc transpo-
sant , et reduisant, yy = 4¢x ; c'est-la 'équa-
tion de la courbe , et voici ce qu’elle nous

apprend.

1°, Cette equation donne y = ==/ (4¢x)}
donc , pour une méme valeur de x ou 4P, on
a deux valeuts égales de y ou PM; mais comme
Pune est positive ; et l'autre negative , elles
tombeént de cotes opposés de la ligne indefinie
API qu'on appelle I'axe ; c’est-a-dire ; qu’elles
sont PM et PM' : la courbe a donc deux
branches 4 M, AM' parfaitement égales et qui
s'etendent a 'infini, puisqu'il est clair que plus x
augmentera ; plus 1/ ( 4¢x), et par consequent
J augmentera:

2°. Si I'on fait x négatif, on aura p = ==
V/ (-4 ¢x) ; c’est-a-dire , imaginaire ; la courbe
ne s’étend done point au-dessus du point 4.
8%, Si I'on fait ¥ = ¢ pour avoir 'ordonnée
qui passe par le point F qu'en appelle le foyer,
on a y = == 1/ (4¢cc) = =£'2¢; Cestea:dire
que Fm" = 2¢; donc m"m" = 4¢: Cette ligne
' 7.4
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m"m" qui passe par le foyer est ce qu'on appelle
le paramétre de l'axe de la parabole. Ainsi le
paramétre de Vaxe de la parabole est quadruple
de la distance AF du sommet au foyer.

4°. Donc, si 'on nomme p ce paramétre
on aura 4¢ = p, et I'équation de la parabole
deviendra par consequent yy = px.

292. Ayant I'équation d'une parabole, il est ais¢ de
décrire cette courbe par des points trouvés successivement,
en donnant 4 x plusieurs valeurs, et calculant les valeurs

correspondantes de y.

293. On peut encore la décrire par points, de cetto
autre maniére; ayant choisi le point 4 que I'on veut
prendre pour sommet et la ligne indefinie TVI qui doit
étre la direction de 'axe, on prendra les parties 4V, 4 F,
égales chacune 2 ; p, le point F sera le foyer ; alors on
élevera sur chaque point de I'axe des perpendiculaires
indéfinies M M’ , et tragant du point F comme centre,
et de la distance VP comme rayon, deux petits arcs qui
coupent chaque perpendiculaire en deux points M et M,
ces points seront 4 la parabole, puisque FM, qu'on fait
par-la égal & VP sera égald MH, en imaginant la droite
V H perpendiculaire 4 I'axe. Cette droite X VH s'appelle
la directrice.

294. Enfin on peut’ décrire la parabole par un mouve-
ment continu en employant une équerre VHf; on attache
sur un point quelconque f d’une des branches de cette
équerre, I'extrémité d'un fil de longueur égale & fH; et
ayant attaché Pautre extrémité au point F, on applique
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par le moyen d'un style M, une partie du fil contre fH,
et tenant toujours le fil tendu, on fair glisser I'autre cote
de I'équerre, le long de X X; le style M dans ce mouve-

ment, trace la parabole M 4.

295. L'équation yy — px, nous apprend que
pour chaque point M, le quarré de Uordonnée
MP, est égal au produit de P'abscisse correspon-
dante , par le paramélre.

On voit dans cette méme équation , que les
quarrés yy des ordonnées , sont entr'eux comme les
abscisses x , c'est-a-dire , que (PM)® : (pm)* 2
AP ;: Ap; car (PM)* = p X AP et (pm)* =
P X Ap; donc (PM)* : (pm)* ' p X AP ¢
p X Ap :: AP : Ap, en divisant par p.

L’équation 4 Dellipse, trouvee (222 ) est y 3y =

bae — 4ce

5 (ax — xx ); si l'on y suppose que le

grand axe a4 est infini, alors xx doit étre supprimé
comme incapable de diminuer ax; il en est de méme

de 4cc 4 l'égard de 4ac; I'équation se réduit donc
A by = fac xXazx ok 4faacsz gty ep 5.
aa aa

79 = 4 cx, qui est I'équation 4 la parabole; la- parabole

n'est donc gu'une ellipse dont le grand axe est infini.

296. Si aprés avoir joint les points F et H
par la ligne FH, on méne du point M, sur
cette ligne , la perpendiculaire MOT ; cette
derniére sera tangente a la parabole.

Y3
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En effet, d’nn autre point quelconque N de
cette ligne, menons NF, NH, et la ligne V7
perpendiculaire sur X7 ; si quelquautre point
tel que NV de cette ligne pouvoit appartenir a la
parabole , il faudroit que NF=NZ; or N7
est plus petit que VH , qui, en verta de la cons-
truction , est ¢gal a NF.

297. L'angle FMO, etant, par cette cons=
truction , égal 4 O M H , lequel est egal a son
opposé fMJN, il sensuit que FM O est égal a
fMN,

Donc les rayons de lumigre partis du point Fet tombant
sur la concavité M’ A M, se réflechissent tous paralléle-
ment 3 l'axe; et réciproquement les rayons qui arrivent

parallelemént i I'axe , vont tous se rassembler au foyer F,

298, La ligne M H étant paralléle a VP, les
triangles HOM , TOF sont semblables , et de
plus égaux, puisque HO est égal a OF ; donc
FT — MH = PV=3% + ¢ ; par consequent,
PT = FT 4 FP =2+ ¢+ x — ¢ = 2%;
donc la soutangente P'T de la parabole est double
de labscisse AP.

2g9q. 8i du point M, on méne la perpendicu=
laire M1T sur la tangente T M, les triangles sem=
blables TPM , PMI donneront TP : PM i

PM: PI; Cest-a-dire, 25 :y 2 y: PI = o e

2r
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ou (a cause que y* = px), PI =L = 1p.

2x *

La sou-normale de la parabole, est donc la méme
pour chaque point , et égale a la moitié du para-

metre.

300. On voit donc que connoissant I'abscisse et I'or-
donnée d'un méme point quelconque M d'une parabole,
on peut tonjours facilement déterminer le parametre. Car
en prenant PT = 24P, TM est la tangente (293 ; et
élevant sur celle-ci au point M la perpendiculaire M 1, elle
détermine (29g) sur 4 P prolongée, la partie PI égale 4 la
moitié du parameétre.

301. Toute ligne M X ( fig. 38) tirce d'un
point M de la parabole parallélement a I'axe 4Q,
sappelle un diamétre ; chaque diametre a son
paramétre , qui est en géneral le quadruple de
Ja distance M F de l'origine de ce diamétre au
foyer. Toute droite m 0 menée d'un point m
de la parabole , parallélement a la tangente T M
qui passe par I'origine ou le sommet M de ce
diamétre , s’appelle une ordonnée a ce diamétre.
Nous allons voir que les ordonnées a un dia-
métre quelconque , ont la méme proprieté que

les ordonneées a l'axe.

Menons 'ordonnée M P a 'axe, et des points
m et O , menons-lui les paralléles m p, 0 Q_; enfin
du point m, menons m S paralléle a I'axe. Nom-

Y 4
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mons AP, x; PM, y; Qp, g; AQ, k Nous
aurons 4 p = k — g. Les triangles semblables
TPM,mSO, donnent TP : PM :: mS :S80;
cest-a-dire, 2x iy 1t g1 80 = —%{—;donc
pm =08 = Q0 — S0 =PM — S0 =
.= i: ; or puisque le point m appartient

a la parabole, il faut (295) que (pm)* : (PM)*
22 Ap + AP ; c'est-a-dire , (y gr )’:y}'

tkh—gix;ouypyy — g“_);r BE gfj;y )

:: k— g : x; donc, en multipliant les extrémes

et les moyens , on a xpy — gyy + ic",‘_ﬂ.x’_!;_ =

kyy—gyy, qui se réduit ( en divisant par yy,

et supprimant les termes qui sont les mémes de
part et dautre ) a x + gg =tk ou -s—:f—: — X,

Nommons maintenant 1'abscisse MO, x' ; et
Yordonnee m O, »’; nous aurons MO = P Q =
AQ—AP=%k—x; doncx" =k — x, et par
conséquent % = x', on gg = 4xx ; mais
le triangle rectangle mSO , donne (mS§)* -+

(§0)* = (m0)*; c'est-a-dire, g g + g::-” == y'p
Mettant donc pour gg sa valeur 4 xx', et pour
9y sa valeur px, ou aura, aprés les réductions

faites, gxx" + px' ="y’ ou (4x + p) &' =7
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Mais si on appelle p’ le paramétre du diamétre
MX,onaura p' = 4FM = 4x + 4c=4x + p;
donc enfin p'x" = »’y’. L'équation a I'égard d’un
diameétre quelconque est donc la méme qua
Pégard de Iaxe. Le quarré de Uordonnée mO &
un diamétre quelconque MX , est done égal au
produit de labscisse par le paramétre de ce dia-
métre ;5 et les quarrés des ordonnées a un diamétre
quelconque de la parabole sont entr’eux comme les

abscisses correspondantes.

302. Il suit de tout ce qui précede, que si I'on veut
décrire une parabole qui ait une ligne indéfinie M X pour
diamétre, une ligne donnée p’ pour paramétre de ce dia-
métre, et dout les ordonnées fassent un angle donné
avec ce méme diametre; on tirera par l'origine M une
ligne N M T, faisant avec M X I'angle ¥ M X égal 4 'angle
donné. Par le méme point M, on meénera M I faisant
de I'autre part avec M T l'angle FM T égal d NMX;
et ayant fait M F =—1p", le point F sera le foyer de la
parabole (297 et 301); tirant donc par le point F la
ligne indéfinie TF ( parallele & M X, et qui rencontre
TMen T, ce sera la directicn de I'axe, dont on dé-
terminera le sommet 4 en abaissant la perpendiculaire M P,
et partageant PT en deux parties égales en 4 (298 )
Alors ayant le foyer et le sommet, il sera facile de décrire

la parabole ( 293 et 204 ).

303. Les trois courbes que nous venons de
considérer successivement, ont été nommees sec-

tions coniques, parce qu'on les obtient en eou-

h

——

]
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pant un céne par un plan. Par exemple, on
a l'ellipse AMmB (fig. 39) si 'on coupe le

“cone CHI par un plan 4 M m , de maniére

que ce plan rencontre les deux cowes CH,CI,
en deca du sommet C; il faut sealement en excep-
ter le cas ou ce plan feroit avec le cote CI le
meéme angle que fait lautre cote CH avec la

base ; dans ce cas la section est un cercle.

Si au contraire le plan coupant ne rencontre
I'un des cotés CH quantant que celui-ci sera
prolongé , on a l'hyperbole AMm ( fig. 40 ).

Enfin , on a la parabole, si le plan coupant
est paralléle a 'un CH des cotés du cone (fig. 41):
en voici la demonstration.

Concevons le cdne CHI( fig. 39 et 40) coupe
par un plan qui passe par la droite qui joindroit
le sommet C , etle centre du cercle qui sert de
base : c'est-a-dire , par un plan qui passe par
'axe du cone : la section sera un triangle. Gou-
pons maintenant le cone par wois plans AMm,
FMG, HmlI perpendiculaires a ce triangle , et
dont les deux derniers soient paralléles a la base
du cone. Les deux sections FMG, HmI seront
des cercles ( Géom. 199), qui rencontreront la
section AMm en M et en m. Les intersections
FG, HI des plans des cercles , avec le triangle
par l'axe , seront les diamétres de ces mémes
cercles, Les intersections P M, pm de ces cercles
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avec le plan 4 M m seront ( Géom. 19o ) perpen-
diculaires au plan du triangle par I'axe , et seront
en méme temps ordonnées de ces cercles et de la
section 4 Mm.

Cela posé , les triangles semblables AP G, 4p1
donnent AP ; Ap :: PG:pl, et les triangles
semblables BFP, BHp donnent PB : pB ::
FP : Hp; multipliant ces deux proportions par
ordre, on a AP < PB : Ap x pB :: FP X
PG : Hp x pI: or par la nature du cercle
FPXx PG= (PM)*,etHp < pI = (pm)’;
donc AP <X PB:Ap X< pB :: (PM)*: (pm)*;
donc les quarrés des ordonnées de la section AMm
sont entr'eux comme les produits des abscisses ;
‘or ces abscisses tombent de différens cotés de
Pordonnée (fig. 39) et d’'un méme cote (fig. 40);
donc AMm ( fig. 39 ) est une ellipse, et (fig- 40)
nne hyperbole.

Quand a la figure 41, en supposant les memes
choses que ci-dessus, on a, par la nature da
cercle, (PM)p = FPix PG, et(Pm) =
H p > pI,ou ( acause des paralléles Pp, FH,
¢t FP, Hp qui donnent PP = Hp) (pm)* =
FP x pI; donc (PM)* : (pm)* :: FP X PG
TP X Pl PG :plt AP 1. 4p . 2 cansé
des triangles semblables APG, A pI; donc les
quarrés des ordonnées sont entre eux comme les

abscisses ; donc la courbe est une parabole.
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Réflexions sur les Equations auz
Sections coniques.

304. 1l suit de ce que nous avons demontre
(245) que si dans l'ellipse , on nomme x , I'abs~
cisse CO (fig. 30) prise depuis le centre sur le
diamétre MM"; y l'ordonnée m O paralléle au
diamétre conjugué C.N on aura yy :i—j(}aa-—xx)
pour l'équation a ce diamétre, quelqu'angle que
fassent d'ailleurs ces deux diamétres conjugues.
Et si, par le point m, on méne m O parallele
a MM, et qui sera alors une ordonnée au dia-

métre NN’ ; alors nommant CO', x"; et mQ'y’;

on aura » == x' et x = »’ ; et 'équation de-
viendra x'x" = —(zaa—j")"); dou l'on
. aa , X s

tire 'y’ = 55 (706 —x"x"). Clest-a-dire,

qu'en prenant les abscisses du centre , 'équa-
tion , par rapport a quelque diamétre que ce
soit , est toujours de méme forme , tant qu'on
prend les ordonnées paralléles au diamétre con-
jugué.,

Si b est egal a a, l'équation devient py =

1
206 — %%, que nous avens vu ( 291 ) appar~
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tenir au cercle. Mais il faut bien faire attention
que c'est en supposant les ordonnées perpen-
diculaires au diamétre ; car lorsqu’elles font tout
auatre angle qu’un angle droit, I'equation yy =
7 @a — xx appartient a l'ellipse rapportée aux

diamétres conjugués égaux.

Pour I’hyperbole, si 'on nomme x, I'abscisse
€O ( figure 33) prise depuis le centre sur le

diamétre M M’ terminé 4 la courbe, et y I'or=

donnée m O paralléle an diamétre conjugué NN

on aura (273) py = o (xx — taa)

aa

pour I'équation 2 ce diamétre, quel que soit d’ail-
leurs I'angle compris entre les deux diamétres
conjugués. Mais si menant, par le point m’,
la ligne m' Q" paralléle au diamétre CM , on
nomme y" la ligne m’ 0", qui est alors une ordon-
née au diamétre N N'; et si 'on nomme x" I'abs-

cisse CO’, on aura ¥’ = y et ' = x, ¢ce qui
73

changera I'équation en »'x" = — (»'y' — 7 aa)

qui donne ') = — («'x" + ;b5); d'od
Ton voit que l'équation, par rapport au dia-

méte conjugué NN', n'est pas semblable a
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celle que T'on trouve pour le diamétre M M’
terminé a la courbe.

A Tégard de la parabole , nous d@vons va (301)
qu'en prenant les abscisses sur un diametre quel-
conque , depuis l'origine de ce diameétre , €t pie-
nant les ordonnées paralléles a la tangente au
sommet de ce diamétre, I'équation étoit toujours
§9 = px, en nommant y 'ordonnee , x I'abscisse
et p le paramétre de ce diameétre.

Enfin a I'écard de I'hyperbole considéree par
rapport a ses asymptotes , en prenant les abscisses
depuis le centre , sur une des asymptotes , et
les ordonnées paralléles a I'autre asymptote ; nom-
mant les premiéres x, les secondes y, et aa la
puissance de I'hyperbole , I’équation de I'’hyper=

bole, sous ce dernier aspect est xy = aa:

%05. Mais il faut bien remarquer que pour que
ces equations se rapportent aux lignes auxquelles
nous venons de les rapporter, il est essentiel que
I'une des indéterminées , que p , par exemple ,
se compte depuis la ligne méme sur laquelle les
x sont comptés; car on pourroit avoir ure équa-=
tion de quelqu’une des formes que nous venon$

de parcourir, et qui cependant ne se rapporteroit

point aux diameétres conjugués , si cette €qua<
tion est A l'ellipse ou a I'hyperbole ; ou qui,
lorsqu'elle appartient a une parabole , -n'expri=
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meroit point la relation entre les abscisses et ce
que nous avons appelé jusqu’ici les ordonnées ;
par exemple , si (fig. 42) CM’, CN sont deux
demi-diametres conjugués de I'ellipse , a I'égard
: Bo X bb

desquels on ait 'equation yy = —
aa

CM' éant La; CN,Lb;C0,x; et QM ,y;

si par le centre € on tire une droite indéfinie

1 . oA
(fa6—xx]},

FCE qui rencontre les ordonnées QM en E;
si I'on nomme les lignes CE, z; qu'enfin par
un point B pris a une distance connue BC =m,
on méne BF paralléle a Q M, et quon nomme
CF, n; alors les uiangles semblables CBF, CQE,

miaz

donnentm : n 32 x: z,.donc x = ——: 8 on

substitue cette valeur de x dans I'équation ci-

. LE mmzz
dessas, elle deviendrayy — — (80— )

nn

ou aannyy = zaabbnn — bbmmzz, ou ( en
divisant le second membre par bbmm et indi-
quant en meéme - temps la multiplication par

taann
bbmm)aannyy =bbmm (=2 {n —z22);o0u
mr

Limm [ taann

€n ﬁl'l )"J‘ —

—z7 equation
aann mm J’ Shat

de méme forme , mais que I'on auroit tort, comme
on le voit, de regarder comme appartenant aux
diamétres conjugués ; car les abscisses z étant
prises sur C E, les ordonnées 3 ou QM se
comptent du point Q ou la ligne E M paralléle
a CN rencontre CM',

SCD LYON
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306. On voit donc , en général, 1°. que si
I'on a une équation du second degre, a deux
indéterminées x et y, et si 'une des indétermi-
nées se compte depuis la ligne sur laquelle
T'autre se compte, cette équation appartiendra a
Dellipse rapportée a ses diamétres conjugués, ou
au cercle ; si ne renfermant d’aatres puissances
de x ety que les quarrés, ces deux quarres se trou-
vent avec différens signes dans chaque membre,
et si en méme-temps la quantité toute connue qui

se trouve dans un méme membre avec le quarré

qui aura le signe — , a elle-meme le signe + ;
Sy 5 hb

car si l'on avoit, par exemple, yy = ——
1 1 ' . 3 3 .

(— taa — xx); cette équation n’exprimeroit

aucune ligne possible; puisqu’elle donne. . ...

==Y g (—%aa—xx)], quantité absurde.

307. 2° Si les deux quarrés ) et xx, passeés
dans différens membres, ont le méme signe , et
s'il n’y a dautres puissances de x et de y que ces
quarrés , 'équation appartiendra toujours a une
hyperbole , laquelle sera rapportée a un diameétre
terminé 2 la courbe, ou a son conjugué , selon
que le terme tout connu, aura un signe contraire
3 celui des quarrés xx et yy , ou le méme signe

que ces quarres,

808. 3°. Si I'équation ne renferme que I'un
des
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des quarrés et n’a que deux termes, dont le
second soit le produit de I'autre indéterminée , par
une quantité connue , elle appartiendra 3 une
parabole rapportée a 'un de ses diamétres , si
ces deux termes placés dans différens membres
ont le méme signe; mais s’ils ont différens signes,
I'équation n’exprime aucune ligne possible,

309. 4°. Enfin si I'équation n'ayant que deux
termes , I'un est le produit des deux indétermi-
nees x et y, et l'autre une quantité toute con=~
nue , clle exprime une hyperbole rapportée a
ses asymptotes.

310. Telles sont les équations aux sections
coniques rapportées aux différentes lignes aux-
quelles nous venons de les rapporter. Nous en
verrons l'usage dans peu ; mais il n’est pas inu-
tile de dire d'avance que toutes les fois qu'on
aura une équation a deux indéterminées x ety ,
qui aura les conditions que nous venons d'ex~
poser, il sera toujours facile de construire la
section conique a laquelle elle appartiendra, et
cela en se conduisant comme dans cet exemple.

Supposons qu’on ait 'équation ncd — gyy = gxx;
je I'écrirois ainsi, qyy =ncd — gxx; divisant le second
membre par g, et indiquant en méme temps la multipli-
cation par g, qyy =g (%—‘f ——— xx) > etenfinyy =

Algébre, Z
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g ned . -
& —-g—-—- — xx); or sous cette forme , j& vois
(243 et 245) que cette équation appartient 4 une ellipse

dont le rapport des quarrés des deux diamétres comjugueés

& A : £
est - , et dont le quarré de celui de ces diametres sur
q

i ned
lequel les x sont comptes, est -4——-— En effet, com-
&

parant cette équation , 3 P’équation yy = (388 —
aa
L ¢d
xx); jai =L, et das = 2 . De ces deux
aa q g

' : % 4 d 2

équations , on tire ¢ = V(jii—) Smi—= ‘/<4n(d):
8 q

ce qui détermine les deux diamétres conjugués. Quant 3
I'angle que font ces deux diamétres conjugués , c’est celui
que font les lignes x et y, angle qui est censé connu par la
question qui aura conduit a I'équation ned — ¢ yy = g¥&.
Or nous avons vu (252) comment, connoissant ces Lrois

choses, on peut décrire l'ellipse.

On se conduira de méme pour les équations
aux autres sections , lorsqu’elles se rapporteront
a2 quelques-unes de celles que nous avons expo-
sées ci-dessus. Nous allons voir qu'en général
toute équation du second degré a deux indéter-
minées, exprime toujours une section conique,
ou n'exprime aucune ligne possible (*); et cela

(*) Il faut seulement en ex- | cas méme , elle n’est pas réel-
cepter le cas oil elle' seroit le | lement du second degré; mais
produitde deux facteursdu pre- | cecas ne pouvant nous servir,
mier degré, telsqueas + by | nous ne nous €n occuperens

+cetdz+ fy +§; auquel point.
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se demontre en faisant voir que toute équation
pareille peut toujours étre ramenée a quelqu’une
de celles que nous avons données ci - dessus.
Nous allons en donner la méthode ; mais pour
répandre plus de jour sur l'usage de cette mé-
thode et sur les constructions auxquelles elle
conduit, il est'a propos de placer ici les réflexions
suivantes.

311, Puisque toute question qui peut étre ré-
solue par I'Algébre, conduit toujours i une ou
plusieurs équations, toute équation a deux in-
déterminées, u et ¢ peut toujours étre considérée
comme venant d'une quesstion ou ces deux in-
déterminées et ¢ représentoient les deux in-
connues. Quelle qu'ait été cette question, on peut
toujours considérer I'équation comme exprimant
la nature d’'une courbe ; et cela est bien facile
a concevoir ; car si 'on donne arbitrairement
et successivement a I'mne des deux inconnues,
au, par exemple , plusieurs valeurs; et qu'a
Paide de I'equation et des régles de I'Algébre, on
calcule a chaque fois la valeur de ¢, il est évident
querien n'empéche de marquer sur uneligneindé-
finie AR (fig. 42, 45 et 44) les valeurs AP, A P,
etc. qu'on a données a %, de mener par les points
P, P, etc. des lignes PM, PM, etc. paralléles
entr'elles et sous un angle deétermine , et de faire

Z 2
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ces derniéres égales aux valeurs correspondantes
quon a trouvees pour /; la suite des points M,
M, etc. déterminés de cette maniére formera une
courbe dont la nature dépendra du rapport des
lignes AP et PM ; et puisque ce rapport est ex-
primé par I'équation dont ces lignes ont ete de-
duites , cette équation exprime donc la nature
de cette courbe.

Cela posé , concevons que la courbe soit une
section conique ; il est clair que, comme dans
la question qui a donné cette équation, on igno-
roit , ou I'on pouvoit ignorer totalement s1 un
pareil usage de cette équation, donneroit une sec-
tion conique, on n'a pas cherché a disposer les
lignes AP et PM, de mani¢re que l'une ayant
sa direction sur un diamétre, l'antre fat pa-
ralléle 2 la tangente menée par le sommet de
ce diamétre, ce qui ‘est d'abord nécessaire pour
que V'équation ait I'une des formes ci - dessus.
On voit donc par la comment il peut se faire
qu'une équation, quoique n'ayant pas I'une de ces
formes , appartienne néanmoins a une section

conique,

212. Voyons donc maintenant comment on
peut ramener toute équation du second degre ,
et-qui renferme deux indéterminées , a avoir I'une
des formes que nous avons vues appartenir aux
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sections coniques rapportées aux lignes-auxquelles
nous les avons rapportées (304).

313. La méthode que nous allons exposer,
suppose qu’on sache faire disparoitre le second
terme dans une équation du second degré a une
inconnue, Larégle pour cette opération est simple;
il faut égaler 'inconnue augmentée ( ou diminuce
si le second terme a le signe — ) de la moitie
du coéfficient ou multiplicateur de x dans le se-
cond terme, a une nouvelle inconnue, aprés avoir
préalablement dégagé le quarré de I'inconnue.

Par exemple, pour faire disparoitre le second terme de
I'équation 4x* -+ 12x=—0, je divise par 4, et jai x* + L)

i . »y e o
= {; je fais ¥ 4 2 = =z; en quarrant, jaia®* 4 3x + 3
— zz, et par conséquent x* 4 3x — 2z — 33 substituant
dans I'équation »* + 3x= 4§, jai zz — &= 2, ouzz

= 1%, équation qui n'a plus de second terme.

Si j'avois x* — 4x = 7, je ferois ¥ — 2 == z; quar-
rant, j'aurois x® — 4x 44 =2z, ou x* 4 4x =2z — 43
d’otl, en substituant, il vient zz — 4 =17, 0uz2z=11,

eéquation sans second terme,

314. On peut méme , si on le veut, eégaler
I'inconnue augmentée de la moitié du coéHicient
du second terme , non a une inconnue simple,
mais 4 une inconnue multiplice ou divisée par
une quantité arbitraire; et cette remarque nous

servira. dans quelques momens.
Z 53
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Par exemple, dans I'equation x* — 4x =17, au lieu de

CoURS

faire simplement ¥ — 2 — z, comme ci-dessus, je puis

faire x — 9 — — z, j'aurai, en opérant toujours de la
n

méme maniere, x* — 4x 4+ 4 = zz, et par con-
nn

! kk S ;
sequent a* — 4x¥ — —— 2z —4; d’ou, en substituant ,
nn
X kk : ‘
on tire —— zz — 4 — 7, et par consequent —— zz
nn nn

=— 11; on n'en aura pas moins la méme valeur pour ¥,

quelque valeur qu'on donne 3 k et & n; en effer, cette

équation donne — z = y/ (11); et puisque ¥ — 2
=i =Y/ {11) écisément comme
= —z,0nax—2= ), precis

par le premier procédé. En un mot, cela ne change rien
i ce que l'on cherche ; mais en introduisant ainsi une
quantite arbitraire, on se ménage les moyens de rem-
plir certaines vues, anxquelles on ne satisferoit quelquefois
que d’une maniére indirecte , ou moins simple, en s’y pre-

nant autrement.

Moyens de ramener aux Seclions co-
niques , toute Equation du second
degré & deux indéterminées , lors-
gu’elle exprime une chose possible.

315. Supposons qu’on ait I’équation dZ¢ -
cut + euu 4 fdt + geuw + hd* = o, qui ren-
ferme toutes les équations du second degré 2
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deux indéterminées u et ¢, dont aucun terme
ne manque. Concevons que cette équation ap-
partienne a une courbe MM ( fig. 42 et 43 )
dont AP et PM font les coordonnées. Voici
comment on s’assurera que cette courbe est tou-
jours une section conique , et comment on déter-
minera cette section.

Il fant, lorsqu'il ne manque aucun des deax
quarrés ¢* et u* , faire disparoitre successivement
le second terme de cette équation par rapport
a ¢, ct le second terme par rapport a u, ce
que l'on fera de la maniére suivante.

Aprés avoir renfermé entre deux crochets tout ce
qui multiplie la premiere puissance de , je dégage 1t et
i‘ai”-l"(f-{- cﬂ:&)f+ enu + geu +fd—*0 A}

cun

Je fais done (313)t 4 if + -5 =y en quarnnt,

jaurai ¢t - (f + s ) sff + f“” +

% =y »; et par conséquent ¢{ - (f-i— ) =

2 — 3ff~— fg“ . —c—zg% Substituant dans 1'é-

quation (4), et transposant ensuite pour laisser yy seul ;

B lianpnon 00 feu cclu MbeEh

]31 J’y_ 4ff+ Zd + £|dd d

gcu . g

s~ hd, on, en multiipliant tout par 4dd, et

rassemblant ensuite les termes qui sont multipliés par des
Z 4
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puissances semblables de 4, 4ddyy = ffdd — 4hd’ 4
(2¢fd — 4ged)u+ (cc— 4de) uun.

Comme les quantités d, ¢, e, f, etc. représentent des
quantités connues, on peut, pour abréger le calcul, re-
présenter ffdd — 4hd® par une seule lettre r; repré-
senter de méme, 2¢fd — 4ged, par q; et cc — 4de,
par m; P'équation deviendra 4ddyy = r -+ qu - mu?,
m, ¢, ¥ pouvant étre positives ou négatives.

Faisons maintenant disparoitre le second terme par rap-

port d u ; et pour cet effet, commencons par dégager uu,

(Idtg
i d b Loy =2 . {813
ce qui donne u* 4 = -+ = =i (5)
Mais au lieu de faire simplement u - - = 4 une
A I

nouvelle indéterminée x, selon la régle donnée (313),
gz

je le fais —
amn

(314); c'est-i-dire, égal 4 unme
nouvelle indéterminée ¥ multiplice par la moitic du
coéfficient du second terme, et divisée par une quantite
arbitraire # inconnue pour le moment, mais que nous

déterminerons dans peu (*).

s q x> :
Jai done 2 4 e P, quarrant , il me
3 am amn
: qu 79 ggrzx
vient wu - - - ou uu
+ m + Ly gmmnn g +

{*) Cette quantité n est | I'équation finale acquerroit la
introduite pour pouvoir ra- | forme de I’équation & I'ellipse
mener directement I’équation | ou & I’hyperbole,.mais elle se-
aux diametres conjugués. Si | roitdans le cas que nous ayvons

I'on égaloit simplement & =, | examiné (305 ).
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WE o T8 5y 79 . Substituant dans I'équa-
m q mmnn 4”! m

: w..  gqEx 99 r o 4dd

v (B} 2 J a 1;,.’" mnn 4 mm + m =% m J’J‘ '

équation qui appartient & I'ellipse ou a hyperbole, tant
qu'aucune des quantités d, m, g, r etc. n'est zéro; ex-
Fy

cepté le cas ou mous allons voir qu’elle n’exprimeroit

aucune ligne possible,

Examinons maintenant dans quels caslacourbe
est une ellipse, dans quels cas une hyperbole, et

enfin dans quels cas il n'y a pas de courbe.

Pour cet effet, dégageons yy, et nous aurons

ggz = 99 r
i e u
Yy Gmandd T e i e -

en divisant le second membre par le coef-
ficient de x x, et indiquant en méme temps

la - muldiplication par ce méme coéfficient,

i g9 4 dmrnn
- s 1bmnndd (xx zn + gq )

equation dans laquelle les quantités ¢, # et d étant
au quarre, les signes ne penvent changer que lors-
que m ou r, au lieu d’étre positifs, seront négatifs;
mais le changement du signe de + n’en apportant
auncun a ceux des quarrés yy et xx, la courbe ne
change point par le changement du signe de r.

ATegarde m, s'il est négatif, I'équation est alors




|
|
|

T
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== 5 Xl xx nn -——4”””
s g — bmnn dd 2 79
ou, en changeant les signes en haut et en bas,
et q4q 4mrnn
.= ibmnndd x (?3‘.'] T qgq xx)'

On voit donc (306 et 307 ) que tant que m
sera positif, la courbe sera une hyperbole; et
qu'au contraire, elle sera une ellipse , quand m
sera négatif; or la quantité m a représenté ci-
dessus cc — 4d e, et dans cette derniére, la quan-
tité ¢ étantau quarré , est toujours positive ; donc
m ou cc— 4de ne peut devenir négatif qu'autant
que 4de surpassera cc¢; et cela, soit que 4 ete
soient tous deux positifs, soit qu'ils soient tous

deux negatifs.

316. Donc, 5'£ Pon veut savoir dams quels cas
une équation du second degré & deux indéterminées
u e t, tdle que dt* 4 cut 4 en* X
fdt + geu 4+ hd* = o , appariient a
Uellipse ou a l'ky}l’)frbofe, il n’y a qu'a examiner
si le quarré c c du coéfficient du terme ut, moins
le quadruple du produit de des mé:ficims de t*
et de u®, fait une quantité positive ou nmégative ;
dans le premier cas, la courbe sera une hyperbole ;
et dans le second cas, une ellipse. Il faut sculement

en excepter le cas ou 7 étant négatif, seroit plus

2.7 11 e 2 L

grand que 4 pour 'ellipse ; caralors la quantite
4mrnn dmrnn

nn 4+ —— " devenant nn — — N ou

SCD LYOMN.
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4mr : : s
St — ) est negative s1 ——— est plus
99 . 99
grand que 1, ou, ce qui revient au meme, si4 m7r
est plus grand que ¢ ¢, ou enfin si 7 est plus grand
99
. e &
séquent, la courbe imaginaire.

> ce quirend la valeur de y, et par con-

Il reste a faire voir comment on peut décrire
I'ellipse et I'hyperbole que nous venons de recon=

noitre ; considérons lellipse.

cu
2d

3517. Des deux équations ¢ - i f +

q Rl
= 9 u = —— u n
& Bl uile —.—’ que nous avomns

eues pour faire disparoitre les seconds termes, la

seconde, par la supposition actuelle, que m est

g —gz
a2m amn

négatif, se change en u — ; mais

comme 7 est une quantité introduite arbitraire-

ment, on peut la supposer indifféremment positive

ou négative ; en la supposant négative, on a
q gz

© — = ; construisons ces deunx
a2m amn

équations pour avoir la position des diamétres

conjugues.

La premiére, savoir ¢ 4+ +f + :‘:{ =y,

fait voir que pour avoir y, il fant augmenter

cu ]

chaque ¢ de la quantité¢ 5 f + —-; on menera

SCD LYON,
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donc, par le point 4, origine des u et des ¢
(fig. 42), la ligne AB = ;f, paralléle aux
lignes PM ou t. Par le point B, on ménera
BKTI paralléle a la ligne 4 R, sur laquelle se
comptent les u, et ayant pris arbitrairement la
' ligne BK, on ménera parallélement a 4B, la
ligne KL qui soit 2 BK :: ;¢ :d; si I'on

tire par les points B et L la ligne indefinie BLQ ,

alors les lignes QM comptées des points Q ot
* cette ligne coupe les lignes P M, seront les va-
leurs de y. En effet, on a QM = P M +

PQ =PM 4 PI +1Q = t 4+ %f

+ 1Q; or les triangles semblables B K L et

| BIQ, donnent BK : KL :: BIou AP :1Q;

cu

Cest-a-dire , d ¢ 3¢ i u : IQ = —; donc

1
a3

cu

QM = t + 3f + —5 = y. Puisque les y se
comptent depuis la ligne L @, il s’ensuit (305 )

que pour que l'équation a l'ellipse, trouvee
ci-dessus , appartienne aux diamétres conjugues,
les x doivent étre comptés sur laligne BL Q,
et que le point d'ou elles seront comptees , sera
le centre; en sorte que Q L B est la direction
d’'un des diamétres. Voyons a déterminer ce

centre.

‘ . qx : .
La seconde equation Ok SRR Y
| 2m amn

que si sur AP ouu, on prend 4G = -, 1a

2m

SCDgYo».-'
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quantite G P qui vaut 4P — A G, vaudra u —
; on a donc GP

E]
zamn

x

s et par conséquent

2m

gz 3 : i
=t ; orsi par le point G, on méne NG C

amn

parallele aux lignes P M, le point C ou elle ren-
contrera L, sera l'origine des x, et par con-
séquent le centre; en effet , nous venons de voir

que les x devoient étre compteées sur L Q_; or,
qI

amn

lorsque G P est zéro, savaleur

doitetre zégp ~

x doitdonc étrezéro alors, ce qui ne peutavoir lien

que lorsque les x commenceront au point C; ainsi -

les lignes Q M étant y, les lignes C Q sont x.
De-la il est facile d’avoir la valeur de 7 ; car on

a GP =

> ou ( en mettant pour x, sa

valeur C Q, et pour > savaleur AG) GP =

AGxCQ AGx CQ
e donc n = e

paralléles QP, CG et AB, donnent GP : AG

& : — 46xCQ |
M CQ. BC——"_‘—G“P_‘_‘:

B C; c’est-a-dire , que pour que l'équation a

2mn

2m

mais les

on a donc n =

Pellipse trouvée ci-dessus, appartienne aux dia=
métres conjugués , dont les directions sont Q B
et C/N, il faut mettre pour 7, la valeur de BC,
qui est determinée par les constructions précé-

dentes,

SCD LYOLR
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1L ne reste donc plus, pour étre en état de
décrire cette ellipse, qu'a déterminer la grandear
des diamétres conjugués; car l'angle B CN qu'ils
font entr’eux, se trouve déterminé par les opéra=
tions précédentes. Or cela est facile, en imitant ce
que nous avons fait (310). Il ne s'agit que de

comparer l'équation yy = _ﬁf_::iﬁ_ (nn +
&b

aa

4mnnr \ 3 .
el xx), a lequation pjy =

* aa — xx). Cetle comparaison donne

q 9 i 4mnnr
_ —_—— - = nn — .
womddnn e + qq 3

donca:V(:}nn—i— i::—;—”—r—), et’ b =

r

g9 :
V(W + —3—‘{—); et puisque n, m, ¢, r,d

sont toutes des quantités connues, on a donc les

valeurs des diamétres conjugués a et b, avec les-
quelles, et connoissant d'ailleurs I'angle B CN
qu'ils doivent faire, on décrira l'ellipse de la

maniére qui a été enseignée (252).

318. Remarquons que si les valeurs de a et de b sont
égales, et qu'en méme temps l'angle BCN soit droit, la
courbe est alors un cercle. Si 'on veut déterminer dans

qucls cas cela aura lieu, il n’y a 19 qu’d supposer dans

i 5 g qq 1
notre ¢quation a ellipse , que ————— =1, cesl-a~
1 LA wwmddnn 2

SCD LYON.
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dire, que g¢ = 16bmddan, ce qui donme nn —

L
16mdd

avoir (BC)* 4 (CD)* — (BDY = (4G)2: o
BC — n; et les triangles semblables BCD, BLK,
donnent BK : KL :: BD ou 4G * €D, c'est-d-dire,

2%, 8i l'angle BCD est droit , on doit

s X - q - ¥ ] . . ¢ gc -
gt 202t e CD, d’ou l'on tire €D = 7=
a 8 o wgoe L g :

e wbmdd ! ibmmdd 4mm 0% o\
¢¢ = 4dd; mais puisque m est négatif, on a cc —
4de = —m, oum = 4de — cc; il faudra donc que

4de — 4dd, ou que d = e.

319. On voit donc que pour savoir si la courbe
est un cercle, une ellipse ou une hyberbole , il est
inutile d’avoir égard aux trois derniers termes
fdt, geu, et hd* de I'équation d #* + cut
+eu + fdt 4+ geuw + hd* = o; cela
dépend seulement des trois premiers, en sorte
que si d, ¢ et ¢ sont tels que cc — 4 de soit
positif, la courbe sera une hyperbole ; elle sera
une ellipse, si au contraire ¢ ¢ — 4d e est négatif,
excepte¢ le cas ol I'on aura en méme temps
d = e, c’est-a-dire, ou les deux quarres u* et
#* auront le méme coéfficient, alors elle sera un
cercle, sil’angle B C D résultant de la construction

precédente est droit.

320. Tout ce que nous venons de dire, a I'ex-
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ception de ce que renferme le numero 318 ,

s'applique également a I'hyperbole, cest-a-dire , a
4mrn rr)

ibmnndd qq

3 la différence des signes prés. Ainsi en relisant

I'équation yy = (xx—mnn + :
tout ce qui précéde et 'appliquant a la figure 43,
il n’y a d’autre changement a faire que de porter

A G alopposite de 4 P, ce qui est indique par

$2405 que 'on a eue

amn

d’abord (317). Du reste , tout est le meéme en

v . q
I'équation » + ——

changeant le mot ellipse en celui d’hyperbole.

Dans les différens cas particuliers, les quantites 4G,
BK, AB, KL, (fig. 42 et 43) peuvent se trouver dis-
posées tout au contraire de ce que l'on voit ici; mais
ces changemens seront toujours indiqués par les signes

des quantités d, c, f, m, g, etc. dans les équations

cu q gz
i 1 = e — ——— qu
& ’f+ a2d En %I * 2m amn U8

T'on a en faisant disparoitre les seconds termes.

%21. Il nous reste deux cas a examiner; ce

sont 1°. celui ou 'on auroit c¢c — 4de=0;

29, celui ot 'on auroit tout-a-la-fois d = o, et

€ — 0.

Dans le premier cas, c'est - a~dire, lorsque
cc— 4de = o0, 0ucc=4de, la couibe

est
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est une parabole. Comne la quantité m estalors
zero, la construction précédente devient inutile ;
parce qu’aprés avoir fait évanouir le second terme
par rapport a ¢, le terme u* ne s'y trouve plus.
Ce cas se reconnoit facilement en examinant s
dans I'équation, onacc = 4de, c’est-a-dire , si
les trois termes £, u ¢ et 4* forment un quarre ;
car de ce que c¢ = 4 d e on déduitec — 2 Vide,
ce qui change les trois premiers termes de I'equa-
tion, en d¢* 4 2 uty/de+ eu*,quiestle quarre
de tyVd+uy/ e

Dans ce cas on fera, comme ci-devant, dispa-
roitre le second terme, par rapport a ¢, et alors
V'équation se réduira, en opérantmot i mot comme
ci-dessus, a 4ddyy = r 4 gu; alors pour
ramener cette derniére a la forme yy = px
qui (301 ) est celle de la parabole rapportée 4 un
diamétre dont les ordonnées sont paralléles 3 Ia
tangente au sommet de ce diamétre,, on dégagera

2k S on fera ce
4dd ?

second membre égal a une nouvelle indéterminée

7), ce qui donne yjy =

x, multipli¢ce par une quantité » que 'on détermi-

nera comme on va le voir; clest-a-dire, qu'on
r+ gp

4dd
Il nes'agira donc plus que de construire I'équation

fera = mnx; alors on aura yy = px.

cu

P+ 2 f + =5 =y, qui a servi i faire
Algébre, Aa




i
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disparoitre le second terme pat rapport at, et

r4+ qu . 3 i
T nx, qul aura servi la

seconde reduction. La ptemiére de ces deux

I’équation

équations etant précisément la méme que celle
que nous avons construite ( 317), se construira

de méme ici; ainsi il n'y a qu'a appliquer a la

figure 44, mot 3 mot ce qui a éte dit (317 )

pour la figure 42, relativement a la construction
de t + +f + ——'if — y, les y seront les lignes
Q M (fig- 44), €t on aura B L Q pour la di-
rection du diamétre sur lequel les x doivent étre
comptes.

Pour déterminer L'origine des x, et par conse-

quent le sommet de ce diamétre, on emploiera

u

y § . r+ 9 . r
Féquation =sé s=— == 8, qu donnant % + F
-'l 3 g
4ddnz
q

de AP, la quantite e —‘-;-—; on aurd

, faitvoir que si 'on prend a I'opposite

GP:-jij—"—r—: puisque GP = AP + 4G =

-}_ T 4ddnz
¥ q q
on méne G C.D paralléle aux lignes PM, et qui

rencontre Q L B en C, le point C sera ’origine
4ddnx

; donc st par le point G,

fait

des x, puisque Iéquation G ! =
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voir que quand GP estzéro, x doit étre Z€ro ;
et que d'ailleurs les x devant éure comptés sur la
ligne de laquelle partent les y , doivent é&tre
comptés sur B (.

Il ne s'agit plus que de déterminer le paramétre

i ; 4ddn

#. Or on vient de voir que- G-P — —'-7’—I~
[

mais les paralléles €D et QIdonnent B C: BD

ou AG :: CQ:DI ouGP; cest-a-dire;

¥ 1ddnzx
b o i | ::x:"————;doncBC:-,—r—-;
g q 4ddn

donc n — ZBOxdg s Of r et d sont donnés
I.I

dans I'équation, et B C est déterminé par la
constraction; on connoit done n ou le parameétre ;
d'ailleurs cette méme construction détermine en
méme temps I'angle des coordonnées C QetQM
ou x ety ; il est donc aisé de construire la parabole
selon qu'il a eté enseigné (Zo2).

322, Puisque I'équation génerale appartient 4
la parabole lorsqu’on acc =4 de, il sensuit que
lorsque le produit ¢ des deux indéterminées né
se trouve point dans cette équation, il faut pour
qu’elle appartienne a la parabole; qu'il y manque
aussi un des deux quarrés ¢* ou u*; car¢ étant
alors -zéro, Iéquation ¢c = 4de¢ ou o= 4de,

fait voir que dou e = o:

523. Si les deux quarrés sont tous deux dans
Aa e
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Péquation , et que le produit u¢ ne s'y trouve
point, alors la construction donnée (317) et qui
convient aux figures 42 et 43, devient plus
simple, parce que ¢ etant zéro, la ligne KL est
zéro , et BL tombe sur BK, qui devient alors
un diamétre; les lignes des x et des p sont donc
paralléles a celles des u et des L. Dans ce méme
cas, 'évanouissement du second terme par rapport
3 u se fera sans employer I'inconnue # , parce que
B C quiestn (317) éant alors égal 2 BD ou

34C, onan =——, ce qui réduit 'équation
22m
PR B, ST 7T qu'on a eme pour faire
am amn

disparoitre le second terme, par rapport au,a

= X

celle-ciu + —

Tlsuitde-12, quioutre lesconditionsmen tionnées
(518), il faut dans le cas présent, pour que la
courbe soit uncercle, que I'angle des coordonnées

u et ¢ soit droit.

$24. Lorsque le produit u? se trouve dans
I'équation , si aprés avoir fait évanouir le second
terme par rapport a l'une des deux indéterminges,
par exemple , par rapport 3 t, il ne se trouvoit
plus d'autre puissance de l'indéterminée u, que le
quarre, alors quoiqu’il n'y ait plus de second
terme 2 faire disparoitre, il n’en faudroit pas moins

faire une transformation qui consisteroit a faire
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lx

h—= ——>

n n

que 'on détermineroit lors de la construction ,

étant une fraction inconnue, mais

d'une maniére semblable 4 ce que nous venons
de faire (331 ). Nous en donnerons un exemple

plus bas.

325. Si des trois termes #*, ut, et u®, il ne
manque que l'un des deux quarrés, I'équation
appartient toujours a une hyperbole, ou n'exprime
aucune courbe; parce que si d ou e est zéro, la
quantité cc — 4 d e seréduisant a ¢ ¢, est essen-
tiellement positive.

326. Enfin si les deux quarrés 2 et u? mandquent
en méme temps, auquel cas on a une équation
de cette forme, gut + ht — hu — | =g
gk, k, l pouvant éue indifféremment positifs
ou négatifs ; on peut encore faire usage de la
construction donnée (317 ). L'équation appartient
a I'hyperbole rapportée 2 ses asymptotes ; mais
comme lesabscisses etles ordonnées nesont peint
comptées du centre, on les y raménera de'lla
maniére suivante.

On dégagera le produit u¢; ce qui donnera
= o, On fera

U ): __lr ?f! s S ﬂ'.e.r Ptk _-f_

g g 5
la somme des quantités qui multiplient », égale

\ . ‘ ale T v 3 . k
a une indéterminée y, C'est-a-dire, £ —— = );
o

Aald

T SRS S

: i o —
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: k -
ce qui donne ¢t =y + =i substituant dans
ot : he
Yequation !¢ -+ h ele. T ="10 .00 " guth
hy 7k 1 ;
uy f e = == 0 -Apres Jcette
il & ¥ &8 8 i :

transformation, on fera la somme de toutes les

quantités qui multiplient y, égale a une nouvelle

F , i, : . : /
indéterminée x, c'est-a-dire, u + _E.;— = ¥,
A e AT hk 1
ce qui réduira l'equationaxy -+ o
! T o AT g
OB Ay e qui appartient a 'hyper-

bole entre ses asymptotes, les abscisses ¥ étant
comptées depuis le centre sur une des asymptotes,
et les ordonnées y étant comptées depuis cette

asymptote parallélement a 'autre ; enfin la puis-

1 hk 3
sance de cette hyperbole est T “é': (282).
e

Pour construire cette hyperbole, on cons-

truira, de la maniére suivante, les deux equations
‘.

B :
Eas :y,etu—l——g:xquaont

g
sér»'i a réduire. La premiére fait voir qu’il fapt
diminuer chaque ¢ de la quantite % pour avoir j.
On ménera donc par le point 4 (fig. 45),
origine des u et des #, une ligne 4 B paralléle
aux lignes PM ou ¢, et égale a —;; tirant

ensuite par le pomnt B la ligne CB @ puralléit
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a AP, les lignes Q M seront les y, puisque

M =" Py PG = PM — 4B =
k

I — — — 9,
P )

. 2 » h .

Pour avoir les «x, I'équation u + -é-« fait

voir qu'il faut augmenter les u, c'est-a-dire, les
. PIAREE

lignes AP, de la quantité —; on portera donc
-

A ;] . - !

a l'opposite de AP, la ligne 4G = —, et

tirant G§ paralléle aux lignes P M et qui ren-

conttc BQ en C, CQ scra x, et C sera le

centre de I'hyperbole dont CQ et C S seront

les asymptotes ; ayant les asymptotes et I'équation

1 hik A 5
Xy =x — — L2.; on décrira I’hyperbole de la
& &8 /

maniére quia ¢té enseignée ( 289).

Si les trois premiers termes #*, u ¢ et u* man-
quoient dans l'equation, alors elle n’exprimeroit
plus qu’une ligne droite dont la construction est
facile aprés ce que nous avons dit sur la construc-
tion des équations qui ont servi aux réductions

précédemcs.

327. Ainsi 1°, toute équation du second degré
a deuxindéterminées exprime toujoursune section

conique, ou n'exprime aucune courbe possible.

Aa g
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2°, Cette courbe est ellipse, on hyperbole ou
parabole, selon que le quarre du coefhicient
du produit u ¢ des deux indéterminées, moins
le quadruple du produit des coéfficiens des deux
quarrés ¢* et u* est négatif, ou positif ou zéro;
et en particulier elle peut étre un cercle , lorsque
ce méme résultat étant négatif, les coéfficiens de
u* et #* sont égaux. 3°. Et pour ramener toute
équation appartenante a une section conique, aux
équations que nous avons données en traitant de
ces courbes , il faut se conformer a ce qui a €té
enseigné (315, 317, 320, 321, et 326).

Application de ce qui précede a la résolution de

quelques gucstr'ons indeterminées.

328. Pour faire connoitre I'usage des transformations
que nous venons d'enseigner, proposons-nous pour pre-
miére question, de trouver quelle est la courbe (fig. 46)
dont les distances de chaque point M & deux points fixes A
et B scroient toujours dans un méme rapport, marqué par
celui de g a h.

Imaginons que de chaque point M, on ait abaissé une
perpendiculaire MP sur la ligne 4 B; cherchons la rela-
tion de ces perpendiculaires, avec leurs distances 4 P an
point 4; €t pour cet effet, nommons AP, u; PM, t; et
la ligne connue 4B = «.

Cela posé , le triangle rectangle APM donne AM =
VI(APP 4+ (PM)2] = V/ (uu 4+ tt), et le triangle
rectangle BP M donne BM, = V/ [(BP)* 4 (PM}*];
or BP = AP — 4B = u — ¢; done BM =
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V (4 —2cu 4 cc + tt); puis donc que 'on veut
que AM ; BM :: g : k, on aura V (v 4 tt) 2
V (8*—2cu4cc41t) 22 g2 h; done h V (uu -t 1t)
= ¢ V (¥* — 2cu4 cc + {t), ou, en quarrant,
hhuu 4 hhtt = gguu — 2ggcu + ggee + ggtt,
ou(gg—hh)uu+ (gg—hh)tt—2ggcu 4 ggcc—o,
€quation qui (318) appartient au cercle , puisque Jes deux
quarrés uu et t¢, ont, dans le méme membre, le méme
signe et le méme coéfficient.

Pour ramener cette équation 4 la forme yy = 2 ga - A
(317) , je vois que n’y ayant point de second terme
par rapport & ¢, il suffic 4 I"égard de cette indéterminée,
de supposer t — y, ce qui donne (gg = hh)uu 4
(gg — hh) y9 — 2ggcu 4 ggec = o3 il faut donc

4 present, faire disparoitre le second terme par rapport

3 u; et comme le produit « ¢ ne se trouve point dans 1'é~,

quation, il suffit (323) d’employer la régle donnée (313).

! - . 2o0o0ci:
Je dégage donc nu, et jai un — —28 ___ —
gg—hh

EEBLS - e 51 4 o GRS e

G yy; je fais u 33 Nk S

quarrant, et substituant au lien du premier membre,

gtee 3

%u -+ etc. sa valeur xx — PR T qu'on aura

beatichs 1 : ghoe L

par cette opération, il me vient xx — —(:q—_:—_ix‘?fﬁ =
s’ | 1 y ed i tfgrpee )y

ge— hh o e ¢ (gg — hh)? ey

" . - e - e R |
tquaton qui etant comparee 4 'équation yy = jaa - xx,
!f;!gl_o’ ce
(88— hh)2

me donne jag = , €t par conséquent
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hge L
le rayon ;a4 = _é;i'iif},T' Il me s'agit donc plus que
de déterminer le centre, qui doit étre sur A%
ol Sy : gge
puisquon a { = . Or l'équation v — —g—g—__ =

qui a servi d réduire, fait VOir que pouUr avoir ¥, il
s

@
faut diminuer % de la quantité -__QTT’- on prenrlra
58 — hh

g8e

donec AC = et alors CP sera x uisqu’il
g5 — hh ’ ” » puisq
RE gee ol
vaut AP — AC, cest-d-dire, u — —==—; ainst
88 1

hge .
du point € comme centre, ct du rayon — S on de-
3_3' (]

crira un cercle ; chaque point M de ce cercle aura la
propri¢te dont il sagit.
Au reste, on peut trouver le centre et le rayon

d'unc manitre assez simple, par le moyen de la pre-

" : i 20%cu — ggcc
micre cquatmll UL ————— }! —_—— — — YV}
g8 — nh g8 — hhit

puisque le centre doit étre sur AP, ainsi qu'on

vient de le remarquer, si I'on fait y =— o, on aura,

en résolvant Déquation, les deux valeurs de = qui
expriment les distances 4D, AE auxquelles le cercle
DME rencontre la droite AB; prenant donc le mi~

lien de DE, on aura le centre et le rayon CE. Ox

si I'on resout I’équation u® aghew Nk s B80S
ut I'équatio ;%‘5.“ = = T
Sl hi 3
on aura ' = s (e v &5 Lok =
gg — Il \gg—fn’“
?acig}u' 5 F"(‘ (g”‘:f:) 3
Tgs—kkh (g5 — =) (g F By qui donne ces deux
Giléirs 4 = 8" = 4D, et % = = =l dibe
D -1-1"; g — .1‘

SCD LYON




‘Ll x Rt

DE MATHEMATIQUES, 379

329. Nous prendrons pour seconde question , celle-cis
Trouver hors de la ligne donnée AR | fig. 47) tous les
différens points M, tels qu'en tirant aux deux points A et R,
les lignes MA, MR, langle AMR soit toujours égal &
un méme angle donné.

Représentons par r le rayon des tables, et par m la
tangente de 'angle donné, auquel A M R doit éwre egal,
abaissons la perpendiculaire M P; nommons AP, u;
PM, t; AR, b; alors PR sera b — u.

Rappelons - nous ces trois propositions démontrées

( Géométrie 282 , 286 et 287 ), savoir, que si A et B

pont “denx angles,on a0 2 BTSN S0 s B
- in, A . B + sin. B cos. A4

1°, sin. (4 + B) = sin cos : sin :

2%.cos. (4 4+ B)= cos. A cos, B — sin, A sin. B 3

r
rsin, (A4 4+ B)
cos (_.:1 “+ B }-‘

39 tang. (4 4+ B) =

Cela posé, les triangles rectangles APM, RPM
donnent ( Géom. 299) AM 5 AP 3 r : sin. A MP;
AM : PM =2 r :sin. MAP ou cos. AMP:; RM

tRP trisin, RMP; RM 2 PM *: r: sin. MRP

L .

. b g i P
ou ¢os. RMP; d’oi I'on tire sin. AMP — -]--h)ik-:f--u ;
» X BP
cos. AMP — X s ; sine RMP = - K_ A
AM R M
M
5. RMP — -L_)}(iff_’ donc, puisque AMR —

AMP-4 RMP, onaura, par les formules gqn'on vient de
rx APx P + rx RP>PM
L AM BRI

rx AR x PM rx(PM)*—rx APxRP
et cos. A _— —r—
koo AMR A0 x B

rappeler, sin. AMR —

SCD LYQL




380 CouveRrs
rsin. AMR

“cos. AMR
rx AR x PM

= P — AP x AP ; ou, en mettant les valeurs

donc . ou tange AMR.« ..o . evn

rbt

algébriques, et reduisant, m = e L L ou

mit + mus —mbu —rbt =0, équation au cercle,

ainsi qu'on devoit bien s'y attendre.

Pour déterminer le centre et le rayon, il faut ramener

cette équation i la forme yy = Jaa — xx. Pour cet
rb

effet. je décage tf, ce qui me donne {{ — — & —
: .] =] g ¥ ‘-} m

rb ,
bu + uu = o; je fais (313) ¢ = — 4 y; ope-

rant comme & D'article cité , mon équation se change en
; rrbb
I ReER 4mm
disparoitre le second terme, par rapport 4 u; et puis-

— bu 4+ uu 4 o. Reste donc & faire

ue le produit z¢ n'entre point dans 'équation , je
q P

fais (323) simplement u — % — x; opérant de Ia

. T B % g : rrb b
méme maniere, I'équation devient yy — =g
b b b rrbb
“#——T:0,0uj)’_—_-rﬁ— —m—xx,
qui étant comparée avec l'équation yy = 5006 — XX,
me donne faa = j—bu L) Lo , et par conséquent
4 4 4mm
bb rrb b
].c rayon ;a — |/ (T 4 g )
Pour - trouver le centre , et déterminer en méme
temps ce rayon, l'équation { — i 8 =Y m'apprend
am
que si je méne 4B parallele 3 PM, clest-d-dire , si
s Y s ! rk
jéleve au point 4 la perpendiculaire 4B == E= et
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8i je méne BCQ parallele & 4R, les lignes Q M seront y,

puisque QM = PM — PQ — PM — AB =t —

ri b -

. = ». Mais l'équation u — — — x, me fait
2m 2 f

voir que si je prends sur 4R la partie 4G = —é—,

' - &

GP sera x, puisque GP = AP—AG__u—-T

= x; donc, si par le point G, je méne G C parallele
4 PM, le point € sera le centre. D'ailleurs, si l'on
tire A C, on aura, A cause de l'angle droit, G, 4C =
T 32 rrdb Y\
VI46) + (Gep) =V (5 + o )5 4C

sera done le rayon.

Cette construction se réduit donc 3 élever sur le mi-
lien de AR la perpendiculaire G € = %:; , et a dé-
crire du point € comme centre, et du rayon €4, un cercle;
tout angle MAR qui aura son sommet 4 la circonférence
de ce cercle, et qui passera par les points 4 et R, sera
€gal a I'angle donné. Or pour construire la quantité --E-%- )
il 0’y a autre chose 4 faire qu'a mener une droite 40,
qui fasse avec 4 B 'angle B 40 égal a I'angle donné ; elle
coupera G € au point cherché €; car dans le triangle
sectarigle - AB G, “on7a’ £ e BAC U AB B
ou AG; clest-d-dire, r  m I AB : Lb; donc 4B

J'Jl)

ou GG —

2m
On peut voir encore aisément, que tout se réduit 4
mener par le point 4 la ligne 40 qui fasse avec 4R,
I'angle R4 0 égal au complément de I'apgle donné ;
cette ligne coupera en € la perpendiculaire elevée sur
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le milieu de 4 R; en sorte que C sera le centre ; et cA

le rayon:

330. De-l1a il est facile de résoudre la quéstion suivante ¢
Connoissant la position des trois points R, A, R', (fig. 48)
et les angles sous lesquels on voil les lignes RA, A R', d'un
certain point M, trouver ce point M?

Sur les milieux G et G’ des deux lignes RA et R'A;
on élévera les perpendiculaires GG et G'C'; par le
point A, on menera les lignes AC et AC' faisant
avec AR et AR', chacune avec chacune, lés angles
RAC, RAC" égaux chacun au complement de I'angle
RMA, R M4 sous lequel la ligne correspondante est
vue. Des points G et ¢’ comme centres, et des rayons
CA et ¢4, on décrira deux cercles qui se coupe=
font en 4 et en M; le point M sera le point cherché.
C’est une suite évidente de la solution de la question
précedente.

Ce probléme peut servir & marquer sur la carte d'un
pays la position d'in point d'ou I'on a relevé trois ob=
jets connus.

Si les angles observés ARM, R'MA étolent égaux
aux angles RR'A et R'RA, alors le probléme ne se-
roit plus déterminé, les deux cercles se confondroient;

et chaque point de leur circonférenee satisferoit 2 la

question.

331. Pour troisitme question, il s'agira de trouver la
courbe ou les courbes qui auroient la propriété suivante;
AZ, AT (Bg. 49) sont deux lignes qui font enir'elles un
angle donné quelconque ; il s'agit de trowver les courbes dont
la distance de chaque point M @ un point fixe F pris sur AZ;
$oit toujours -dans un méme rapport avec la distance M'T du
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méme point M a la droite AT, cette dislance étant mesurée
parallélement ¢ A Z?

D’un point quc[cunquc M de cette courbe, imaginons
la ligne M P parallele 4 47, et la perpendiculaire M S§
sur AZ; l'angle MPS est donné; clest pourquoi son
sinus et son cosinus sont censés connus; nous les nom-
merons p et ¢, en représentant par r le rayon des
tables (*). Nommons 4P, u; et PM, t; la ligne con-
nue 4F, ¢,

Cela posé, dans le triangle rectangle M § P, nous
aurons ( Géométrie 209) r : sin. MPS :: MP * MS,
et r . sin. PMS ou cos. MPS 2 PM * PS; cest-a-
ire," s pU ML P g vy PS
= 2" Donc F§ = PS— PF= PS — 4P +

AF :_-—i?— — % - ¢; ot le triangle rectangle M §F
donne MF = /[(MS)* 4 (FS)*]; donc. . .
32 2 P E 2 .
MF:‘/(‘I_{..Q.‘M"“_?q‘”q.uﬁ+2ﬁ-‘ru2cu+cc>,‘
r r r

ou [ parce que (Géom. 283) $* + g* = r*] on aura

MR g/ 8 il £ + u* 4 — 2cu - cc);

r

puis donc que MF doit étre 4 MT ou AP, dans un

2qct

rapport donné, si l'on représente ce rapport par celui

{*) On peutsupposer, comme | un triangle rectangle qui aitun
nous le faisons iei, que les quan- | desesanglesaigus,égal al'angle
tités p, g, r, sont données parles | donné M P S, etune hypothé-
tables de Trigonométrie ; mais | nuse telle que 'on voudra, En
on peut les déterminer par une | prenantcelle-ci pour r, les deuy
construction simple en faisant | autres cotésseront petq,
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de g¢d h,on aurad . .« ot s ot

2qut 2gct

Ve ——C e 2 — e dce) T

289 g :hy ctipar Conséquent, gu == . « « s s o s v s
g 2qut 2qci

by (e =t 4w 4+ 2L — gcu ot cc), ou
r r

24 hout

+

— 2¢h*u 4 h*¢® = 0, équa-

en quarrant, et transposant ensuite, A?{* —

achiqt

(8 —g*) v* +

tion qui renferme les sections comiques (315 et suiv.), et
2gh2

3

qui (316 ) appartiendra Iellipse si le quarré de —

moins le quadruple de A* mulipli¢ par k* — g* est

4 b
AT 4B & 4k on

r

négatif ; c’est-a-dire , 51

oo le — 42l 4412 B2 g2

ra

est négatif ; ou ( parce que

4 r2h2 8t — 4p* It ! P
— =L est négatif ; au

12— ¢ == p*) si s

contraire , elle appa:'tieudra i l'hypcrbolc T A

42 f'ﬁg’ — 4p2ht

est positif. Elle sera 4 la parabole

re

Lre h% ot v 2 J4
qr-i 4 ) ’ - .
6 4 est zéro 3 clest-d-dire, si 472 A* g% =

l.-?.
44°h%, ou si rg = ph; enfin la courbe sera un cercle
lorsqu'on awra k* = h* — g%, ce qui ne peut jamais

avoir lieu gu'aurant que g scra zéro, ou que h sera
infini, parce que dans ce dernicr cas on doit négliger g*

vis-d-vis de h%.

Si Ion veut maintenant construire la courbe dans chacun

de ces cas, il n'y 2 qu'd imiter ce que nous avons fait

; (317 et suiv.); comme nous avons alors opéré sur l'el-
‘-'-" lipse, pour faire voir la similitude des opérations et des

i . ; .
: constructions 4 l'égard de ces deux courbes, nous allons
ied
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ici appliquer 4 I'hyperbole ce qui a été fait au méme
endroit cité, c’est-d-dire, chercher 4 ramener notre équa~
b

aa

tion, i la forme yy — (%% = 2aa).

Je dégage donc i* dans I'équation trouvée ci-dessus,
. " L 2

ce qui me donne ¢* +(-ﬁi g )t +(: —ji-)u“
i

r r
— 2c¢u 4+ ¢ = o. Pour faire disparoitre le second
qu

r

terme, par rapport 4 t, je fais ¢ <4 e = ¥,
r

ce qui, en quarrant et transposant ensuite, me donne

o +(‘1(‘ s § gy cxgd Es 2¢q%

r r rd rt
g% us : .
e ;—» ¢t par conséquent, en substituant, ... .
x
c2 g% 2cqtu g2 u? &
j — — — a —
J2 Ty + 8 re + L he .

2cu -+ ¢* = o.

Il faut donc maintenant faire disparoitre le second
terme par rapport & u; mais auparavant j'observe que les

q° u* ‘e 2 2
termes —— o P ) s o e
ra 2 r2
5 g!‘ u‘}. rﬂu‘l I qﬂ -”i gﬁ uﬁ 2 k
@ — 2, ou = T e réduisent
2132 ‘2.“2 2¢c ﬂu
z — = —*i,-— , et les deux termes . 2cu,
" h? 4
2¢g9%u ~ 2¢cru N $ 2cpiu :
oun 9’_? se réduisent 4 — — ; de méme
r r

o g2 S ¢ ps
les deux termes — —— + ¢*, se réduisent & - —
r

ra

’

parce que 1* — g pY, ]_.'équadun se changc done en

@ @ o ] 2,8 2 2
Rporarens, fe ] g
sant les dénominateurs, et faisant ensuite ( pour faciliter
le calcul) p*A* — 72¢* = r2kk, 1°h%)* + oh2p* —
2chpu 4 r*hut = o,

Algébre, Bb

— 0, ou chas-
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- ﬂcfripg
' Py : 2
Dégageons donc u*, ce qui donne %* — — -
B2 c*h2p2? i c h2p2 ¢ h2p?
— 9% Je =0 et faisONs Y — —— = g
fe2 7 + re k2 3 rak2 2 k2 ’

en introduisant linconnue n, parce que le produit ut
se trouve dans Dléquation primitive (315). Alors en

opérant comme. ci-dessus, NouUs auroms, aprés la substie

: - o2 ht pt 23 c2 it pt he
ution faite s A il a
: 3 rt k4 n2 k4 + k® 7 +
<2 Bt p* S le £ h2
s o, ou supprlmant e tacteur commun _AT , et
Jaissant »* seul dans un membre, nous aurons » =
c2 it pt x2 % p* c2 he pt 13
! A3 4 , ou, divisant le second
rifian3 r? riks

membre par le multiplicateur de »*, et indiquant en
méme temps la multiplication par le méme multiplicateur,
¢ ha pt r2n? 2

. 2 2o e M 2 y .
ol G + oy nn ) ; mais

puisqu'_il s'agit de I'’hyperbole, il faut remarquer que la

¥t = —

quantité % k*, qui n'est autre chose que phr — g%,

est négatiwc » puisque , selon la remarque que nous ve-
4?3]:’5’“ —_ .flpﬂ Ft 4 k2

nons de faire ci-dessus, ou
rﬁ r2

(r*g* — p*h*) doit éwre positif pour que la courbe soit
une hyperbole. Ainsi il faut rendre k* négatif, en ob-
servant lorsqu’on voudra mettre sa valeur dans Iéquation,

de remettre pour cette valeur, la quantité r2g? — p2h*,

au licu de p*h* — r*g* ; Péquation devient donc
c2he pt rantks
2 — ity
— —t _ (% — ——— = nn). Comparant cett¢
7 rik2 p2 { ‘u"fx"’ ) P

équationdavec y? = — (x* — 1aa), pour déterminer
a
i T . " b e? h2 pt ¢
£5 lametres CO]‘.’IJIJgUtS sy On aura -1_2"_ — ?‘F‘-—n;;_- €
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rin2ke o o . B
= -+ 2n; d'od I'on tirera aisément a et b
ph

1
3
c’est-a-dire, les deux diamétres conjugués, que nous allons
voir étre les deux axes mémes de Ihyperbole.
Déterminons donc la direction des diamétres conjugués

auxquels notre équation réduite se rapporte. Conforme-

ment 4 ce qui a été fait (317), il fant construire les deux

. . cq qu chaps s olRpaE
€quations ¢ - 5 TS =retu— i T < v

mais comme nous venons d'ohserver ue #* est négatif
g

dans le cas de I'hyperbole dont il s'agit ici, il faut chan-
ch?p2 __(‘1{12_14‘2.‘(‘

rrhr T e,

ger cette derniére , en u ; je ne
change point le signe du terme affecté de x, quoique- £*
y entre, parce que la quantité¢ n peut étre prise arbitrai-
rement positive ou neégative. Il faut donc, en continuant
d’imiter ce qui a été fait au méme endroit cité, mener

par le point 4 paralkélement 4 PM la ligne 48 = <7,

et tirant par le point B la ligne BI paralléle 3 42,
prendre arbitrairement BK , et mener K parallele &
PM, et telle gue L'on ait AKX 2 BEL 2 ¢ ¢ q; alors
si, par le point B et le point L, vous tirez LBQ qui
rencontre les lignes PM en Q, les lignes QM seront j.
Car QM —= PM — PQ — PM — QI + PI — ¢
— 01 + -r—jﬂ; or les triangles semblables BK L et
BQI donnent BK : KL *: BI ou AP : OI; clest-i-
dire, r 2 9 32 u 01 :j-;-; donec QM = ¢t —

qu i [ e
R o

Bb e
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Mais -on peut abréger cette construction , €n menant
tout de suite du point F la ligne F B perpendiculaire sur

T A; car il est évident que 'angle FAB est égal A 4P M,
gle ABF,

et que par conséquent dans le triangle rectan

R L S L -
omiaTity siict AB.=— s ainsi puisque QM est pa
rallele 4 4 B, les y sont perpendiculaires sur BQ, et par

conséquent B Q est la direction d’un des axes, dont l'autre

par conséquent est parallele a QM.

1l ne s'agit donc plus que de déterminer le <entre.
c h2p? ch®p*z

Or la seconde égquation % + o

= fait
r2kin i

voir qu'il faut prendre , i l'opposite des u, la quantité
ch? p* i 4 5

26 = Fe) Dl et tirer G C parallele i PM ou perpen-

diculaire @ B Q, qui déterminera le pont C pour l'origine

des x, et par conséquent pour le centre. En effet les

doivent étre comptés sur € @, puisque lesy se comptent

4 2 3 L h2p2 hep?
depuis cette ligne 5 or I'équation u -+ %Ai;_ = cr;}i:
AG A6 .
ou AP 4 AG = nxr,ouG'P: oJ8 el
n

voir que ces lignes x commencent en méme temps que les
lignes G P; donc les lignes x doivent commencer au point

¢, et sont Ppar conséquent CQ; donc le point C est Ie
centre,
On s’y prendra d'une maniere semblable pour ellipse.
A Tégard de la parabole, puisquion a, dans ce cas,
rg=1ph, ainsi qu'on I'a vu ci-dessus , l’équatiéu que l'on
a eue en y et u, aprés I'évanouissement du second terme,

par rapport & f, et aprés avoir introduit pour - g
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sa valeur p* , devient, en mettant dans la valeur de &%,

’ E o .
au lieu de g, sa valeur P2 tirée de rg=ph, devient,
r

et c? p? 2¢ pu 2cpn
L x e A
dis-je , y* 4 - £ s T e — -
; e? p? Lot o 24 2
—_ ~——. Pour la réduire 4 la forme ordinaire de I'é-
=

quation 4 la parabole , on fera donc, conformément a

= P " 2¢cp*n c? p?
ce qui a éé die (3e1), ) e CRNG 08 SN ¥

re re

ce qui donnera yy — nx; et ayant construit de la

méme. maniére que dans le cas précédent , I'équation

Cq u " .
b4 o _q;__ L qu’cm a eue pour l'évanouisse=

ment du second terme par rapport.i #, on-construira 1'é-
2 cplu ctp?

~ — — nx, d’une manicre ana-
r r

quation

logue & ce qui a éte fait (321); c'est-d-dire, qu'ayant

r*nx

dégageé w, ce qui donne ¥ — ¢ = , on prendra

_ﬂcpﬁ
sur AP (fig. 50) la partie AG = }c, et tirant GC. pa-
rallele 4 PM, le point ¢ sera l'origine des x qui seronr
€ Q; en sorte que- C Q serala dircction du diamétre-, le

sommet de ce diamétre sera en €; et son parametre sera u;

que lon déterminera ainsi; puisque 4G = 3¢, on.a
% - 2
GP = AP — 4G — 4 — 3¢ = r”‘:.::—r—’—{
2cp 2¢pt
*x GP X
€Q; done n = L)P—X-C—,-(T ; or les. paralleless PO,
r x "

£ G ér AR donnent” QT IEPIINECF S GF2: BF
3 AF; clest-d-dire, CQ 'GP ;. BF . ¢, donc GP =

o x €

——B—Fi; mettant pour GP cette valeur dans celle

e e ngchp? Ara gy 2
firy, ON. AUIA: B == R Tk quantité connue, puis-

Bb 3
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que ¢, p, r sont des quantités données , et que BF

b est connue par la construction. Mais on peut simplifier
. . cette valeur, en remarquant que le triangle rectangle FA B
§ | o - ¢
3'- donne r 3 p it AF: BF :: ¢ BF; donc BF — 2L ;
o r
: , 2(BFYy )

| ar 15¢€ e — —= 2B Fs
./ par conséquent 7 5 2

Application des mémes principes & quelques questions’
déterminées.

332. Aprés avoir résolu la seconde question indéter-
minée que nous nous somines proposée (329), nous en
{ avons fait usage (330) pour résoudre une question déter-
minée. Nous avons tacitement considéré cette derniere ,
i comme en renfermant deux autres toutes deux indétermi-

nces, et qui étant chacune de méme espece que la pre-
miere , ont été résolues, chacune de la méme maniére.
} L’intersection des deux courbes ou cercles qui ctoient le
! liev de chacune de ces deux questions partielles, a donné
lz résolution de 1a question détermincée. Lorsque P'équation
& finale qui exprime les conditions d'une question , passe
Ie second degré, on s’y prend d'une maniére semblable
pour larésoudre. Dans les cas ot 'on pourroit n’employer
qu'une inconnue , on en emploie deux, et 'on cherche 4
former par les conditions de la question deux équations qui
etant construites s¢parément , donnent chacune une courbe
dont chaque point satisfair 4 I'équation qui lui appartient ;
si le probleme est possible, les deux courbes se rencontrent
en un ou plusieurs points selon que la question est suscep=
tible d’une ou de plusienrs solutions, ou selon qu’elle ren-
ferme plusieurs cas dépendans des mémes données et des
| mémes raisonneniens. Ces intersections fournissent les dif-

férentes solutions de la question.
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Tant que les deux équations & deux indéterminées, ne
passeront pas le second degré, on voit donc que la réso-
lution ne dépendra jamais que de lintersection de deux
sections coniques tout au plus. Au lieu que dans ces mémes
cas, si on n'employoit qu'une seule inconnue, ou si par
le moyen des deux équations trouvées, on éliminoit ou
chassoit une des deux inconnues, I'¢qnation monteroit an
troisieme et plus souvent au quatrieme degre. Mais si 'une
des équations ou toutes les deux passent le second degré,
alors la résolution dépend de l'intersection de courbes plus

levées que les sections coniques.

Voyons quelques exemples de questions qui ne passe-

roient pas le quatrieme degré.

333. Proposons-nous , pour premiére question, de
trouver deux moyennes proportionnelles enire deux lignes don~
nées a et b.

Si je nomme ¢ et u ces deux moyennes proportion-
nelles, j'aurai la progression ++ a: ¢t 1 u {5, qui me

donne ces deux proportions a 3 f iitiuettl u Il
: b, etpar conséquent, ces deux équations au = * et
bt = u*, qui toutes deux se rapportent directement A la
parabole. C'est pourquoi si I'on tire (fig. 51) deux lignes
indéfinies 4L, 4 X qui fassent entr’elles un angle quels
conque (pour plus de simplicite, on peut le supposer droit),
et sisur 'une 4 Z comme diamétre, et du point 4 comme
sommet de ce diameétre , on construit (302) une parabole
dont le paramétre du diameétre 4  soit a, et dont I'angle

es coordonnées soit X AL, cette parabole sera le lieu
de 1'équation au — (*, en sorte que les lignes AP
étant %, les lignes P M seront {. Pareillement, sisur 4X
comme diamétre et du point 4 comme sommet, on cons-

sruit une parabole dont le paramétre du diameéwe 4X

Bb 4
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soit b, et dont I'angle des coordonnées soit XAZ, cette
parabole sera le lien de I'équation bt — u*; en sorte que
les lignes AP’ étant ¢, les lignes P'M’ seront u. Mais
_ pour que la question soit résolue , il faut que les deux
\ €quations au == {* et bt — u*, aient liew en méme-
temps; c’est-d-dire, que la valeur de % dans l'une soit
la méme que la valeur de u dans I'antre, et qu'il en soit
de méme de ¢; or cest ce qui arrive évidemment au
point M ot se rencontrent les deux paraboles ; ear les u
-‘ €lant comptés sur AL, et les t sur 4X ou parallele-
ment 4 4X, il est visible que si on tire MP et MP

; paralleles 2 AX et 4Z, la valenr MP de « dans la pa-
) vabole AMM' est la méme que la valeur 4P de u dans
" la parabole AM M ; parcillement la valeur 4 P de ¢ dans
“ la parabole AMM’ est la méme que la valeur PM de ¢
dans la parabole AMM ; et il est visible qu'il n’y a qu'an

- point M ou la valeur de = étant la méme dans chacune ,

la valeur de ¢ soit aussi la méme dans chacune , si ce n'est

cependant au point 4 ou les deux courbes se rencontrent

aussi. Mais comme u et ¢ y sont zéro, il est évident que

l <e point ne satisfait pas 4 la question. Les valeurs de u
et ¢ sont donc AP et PM, le point M étant le point de

Fencontre.

l 334. Au reste, quoiqu’on puisse toujours parvenir & la
solution en construisant séparément les équations que

\ ; Yon trouve, quelquefois en préparant ces équations, on
peut trouver des constructions plus simples. Par exemple ,

si I'on ajoute les deux équations au = * etbt — u*, on

aura au - bt = u* 4 {*; équation au cezcle en suppo-

sant que les u et les ¢ seront pris sur des lignes perpendi-

I culaires entr'elles, Or quoique la parabole soit facile 4
construire , le cercle 'est encore davantage: ainsi dans le
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cas présent, je préférerois de construire d’abord I’équation
@ v == (* seulement, comme -ci-dessus; aprés quoi je
construirois 'équation au cercle gu - bt = u* + t*;
Pl ot T T
en la changeant en cette autre yy — taa 4 3 bb XXy
par I'évanouissement des seconds termes par rapport
tetdu, en faisant t — b =y, et u — Ja = x.
Alors premant AB— 1}, et tirant B (Q parallele a2 AP,
j':mrcais les lignes QM pour les valeurs de y. Prenant

ensuite 40 — ] a, et menant 0C parallele & 4X,
jaurois les lignes € @ pour valeurs de x; c’est pour-
quoi , du point € comme centre , et du rayon
V (3aa + y6b), cest-d-dire, du rayon AC, je
décrirois un cercle qui coupant la parabole 4 M au
point M, me donneroit MP et AP pour les valeurs
de t et de u.

335. On peut varier beaucoup ces constructions; on

peut, par exemple, ajouter 'une des deux équations,
avec I'antre multipliée par une quantité arbitraire — posi-
n

r
el [ . - &
tive ou négative , ce qui donne au 4 == bt = 1* 4
4 ; : i S 3 2
— u*, éqguation qui peut appartenir a I'ellipse ou 4 I'hy-
= y &g qu p PP P Yy

g Sy z
perbole selon la quantité qu’on prendra pour — , en sorte
n

qu'on peut construire avec l'une ou Iautre de ces deux
courbes, comme on vient de construire avee le cercle. On
peut méme construire avec l'une et avec I'autre, ou avec

Pune seulement combinée avec un cercle, et cela en don-
g5 S - s
nant & — , des valeurs convenables, et qui sont faciles i
n
déterminer d'apres ce qui a été dit (319 ef suiv. ).

336. Proposons-nous pour seconde question de diviser
un angle ou un arc donné , en {rois parties égates.
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Soit EO (fig. 52) I'arc qu'il s'agit de diviser; 4 son
centre ; imaginons que EM est le tiers de EO, et ayant
tiré les rayons EA, M A, abaissons les perpendiculaires
MP, OR. Les ligues OR ‘et AR qui sont le sinus et le

cosinus de 'arc donné O E, sont censées connues ; nous

les nommerons d et ¢; et nous nommerons 7 le rayon 4 E.
Enfin nous nommerons % et f, les inconnues 4P et PM.

Cela posé, le triangle rectangle APM donne u* 4 ¢*
= rr. Et les triangles semblables AP M, 4 RS donnent
AP s PMi = AR * RS; cest-d-dire, vt s cs RS =

ct

+ Or sil'on prolonge la perpendiculaire M P jusqu’a

i

ce qu'elle rencontre la circonférence en V, larc MV
sera égal 4 'arc M 0, comme étant chacun double de M E;
donc langle OMS = AMP = ASR (i cause des
paralléles) — O0S M. Donc le triangle SOM est isocele,

ct par conséquent 08 —=OM =MV —=2t; donc puis-
que OR — 08 -+ SR, on aura d = gt -!—-«f“—t-;

ou 2iu 4 ¢t =du,ouin 4 ;ct =3 du

Les deux équations & construire sont donc u* -+ #* =
3, out? —=1* — w?, et tu - L ct =1L du. La pre-
miére est toute construite, puisque c’est l'équation méme
‘ du cercle EM 0.

| Qunuant i la seconde, elle appartient d Thyperbole ( 226);
et comme les deux quarrés manquent, il faut, conforme-

ment 3 ce qui a été dit au méme endroit cité, passer tous

£

les termes affectés de u, dans un méme membre, ce qui
'| donne tu — } du = —Lct,outdu — tu = ;ct;
) faisant $ d —t ==y, et substituant pour ¢, sa valeur, on

AUy =—1¢y 4+ 2cd,ouu y 4 3 ¢y = 3 cds

SCD LYON:
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Je fais ensuite # 4 L ¢ = x, et j’al xy — 1L cd, équa-
tion d I'hyperbole entre ses asymptotes que I'on détermi-

nera de la maniére suivante.

L’équation ; d — t — y, fiit voir que si par le point
4, origine des u et dest, on méne 4B paralléle &
PM, et égale A 1 d, et que l'on tire Q B C paralléle a
AP, les lignes QM comptées dans un sens opposé aux
PM, seront y; en effet, M — P — PM — AB
—PM =4 d—t=y; donc € Q est la direction d’une

des asymptotes.

La seconde équation « -+ ¢ ==, fait voir que si I'on
prolonge A P vers G de laquantit! AG=1Lc—=1 4R,
les lignes GP ou leurs égales € Q (en tirant GC pa-
rallele & P M) seront x; donc € est le centre, et les
lignes € Q et € G sont les asymptotes. On déerira done
par la méthode donnée ( 289) une hyperhole entre ces
asymptotes , laquelle passe par le point 4, ainsi que 'in-
dique l'équation xy —=1cd=LtcxX L1d —=AG X 4B
== € B XX 4 B; cette hyperbole coupera le cercle au point
cherche M.

Si I'arc E O étoit de plus que go degrés, son cosinus 4 R
tombant alors du c6té opposé, seroit négatif; il faudroic
dans les équations ci- dessus, supposer ¢ négatif. Et si
I'arc EO étoit de plus de 180 degrés , et de moins que
270 degrés, comme l'arc EQ E’ 0', son sinus et son
cosinus seroient négatifs; il faudroit donc changer les

signes de ¢ et d dans les mémes équations ci-dessus.

Si I'on prolonge de la quantité CG' = CG; et CB
de la quantit¢é CB' — C B, et qu’ayant mené B’ A4*

et G' A’ paralleles & € G' et CBY, on décrive entre les
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lignes € G’ et CB’ ( prolongées indéfiniment) comme
asymptotes, une hyperbole qui passe par le point A, cette
hyperbole rencontrera le cercle en deux points 4, M',
comme la premiére le rencontre aux deux points M et M3,
Or de ces quatre points, trois meritent d'étre remarqués ;
savoir, les points M, M’ et M". Le premier donne I'are
EM pour le tiers de I'arc donné E 0. Le second, M’,
donne l'arc E* M’ pour le tiers de E" (%, supplément de
E 0. Enfin le troisitme M", donne E' M" pour le tiers de
EO0 E' 0, Cest-d-dire, de I'arc E 0 augmenté de la demi-

circonférence.

En effet, 'arc E' 0 a pour sinus et cosinus les lignes
RO et AR, ainsi que I'arc EO, avec cette seule diffé-
rence que 4 R econsidéré comme cosinus de 'arc E’ O plus
grand que 9o degrés, est négatif; donc pour avoir la so-
lution dans ce second cas, il n’y a autre chose a faire
qu’i supposer dans la solution ci-dessus, que ¢ est néga-
tif; or ce changement n’affecte que la seconde équation ,
et change sa réduite ¥y = + ¢d, en ¥y — — ;¢ d,
€quation qui appartient & I'hyperbole A" M", et qui fait
done voir que la solution de ce cas sera fournie par l'in-
tersection M’ de cette branche d’hyperbole avec le cercle.
( Nous verrons dans un moment , pourquoi ce n’est pas le
point 4"). P’ M’ est donc le sinns de 1'arc cherché, dans
ce second cas. Cet arc est donc E' M’; c'est-d-dire’, que
E'M" est e tiers de E" 0.

A l'égard de la troisieme: solution:, si I'on augmente
Tarc E 0 de 180 degrés, ce qui se fera en prenant E' ¢
== EO0, alors I'arc EQ E' 0’ a pour sinus et cosinus les
lignes R’ 0, AR’, qui sont nécessairement égales aux
lignes RO et AR, avec cette différence seulement que
tombant toutes deux de cdtés opposés & ces dernicres,
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elles sont négatives ; donc pour avoir la solution qui con=
vient 4 ce cas, il n'y a autre chose i faire que de supposer
¢ et d négatifs. Orce changement n’en produit aucun dans
I'équation, ou emtrent ¢ et d, c'est-d-dire, dans 'é¢qua~
tion ¥ y = 1 ¢ ¢; donc la premiére hyperbole doit donner
par son intersection M”, la solution de ce troisiéme cass
donc P' M" est le sinus dé 'arc cherché dans ce troisiéme
cas ; cet arc est donc E' M", c’est-a-dire, que E' M" estle
tiers de EO E' 0'.

Ainsi la méme construction qui sert & trouver le tiers
d'un arc donné 4, sert aussi 4 trouver le ticrs de 180 de-
grés — 4, et le tiers de 180 degrés + 4.

On peut appliquer ici ce que nous avons dit (335) sur
les différentes sections coniques qu'on peut employer pour
construire , en combinant & volonté les deux équations en
u et f.

A Tégard de la quatrieme intersection , nous avons dit
qu'elle se faisoit au point 4', ce qui est évident, puisque
I'hyperbole est assujettie 4 passer par le point 4", qui est
déterminé en faisant B’ A’ — AB, et B'C = C B, ce
qui fait voir que AR" = AR et R'A' —= R 0; donc le
point 4’ appartient a la circonférence. Mais il ne donne
point une nouvelle solution ; puisqu’il est connu et deter-~
miné par des opérations indépendantes des équations qui

ont donné la solution.

337. Si de I'équation 2tz 4 ct = du, trouvée ci-
dessus , on tire la valeur de ¢, pour la substituer dans I’équa-
tion u? -} {2 =17?, qu'on a eue en méme temps, on aura,
aprés avoir mis pour ¢* - d*, sa valeur 7%, transposé et
réduit, 4 ut 4 geut—3r*ut*—4cr* u—r*c* =0, ou
403 (u4c)—3ru(u+c)—cr? X (u4¢)=o, qui
étant divisée paru 4 ¢, donne 4u* =3 u—cr*=o0,
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équation qui doit renfermer les trois cas que nous venons
d’examiner ; elle doit donc avoir trois racines; or la cons-
truction ‘fait voir que % a en effet trois valeurs; savoir
AP, AP et AP"; et ces deux derniéres tombant de cotés
opposés 4 la premiere, on voit que cette équation a trois
racines ou valeurs de #, dont deux sont négatives ; savoir,
#—— AP, u=—A4P" etla troisitme positive , savoir

= AP,

338. L'équation 4 u* — 3 r* 4 — ¢1* — o, ou

21%u — 1 cr* =0, est dans le cas irréductible; et

ses racines étant les cosinus de + E0, & (180¢ — E0},

ud —

% (180d 4+ EO0), on peut donc, par le moyen des
tables des sinus, trouver les trois racines d’une équation
du troisieme degré , dans le cas irréductible, par une ap-
proximation suffisante et prompte; en voici la méthode.

Représentons toute équation du troisieme degre dans le

cas irréductible, par I'équation %° — pu 4 ¢ = o

en comparant 3 l“équation P g?" 4 — L'¢c 1 =o,
cré

nous aurons — 3 7% =— — p, et — =g} de

4

Ia premiére de ces deux dernieres ¢quations, on tire

3 <

= 1./( $#); et de la seconde, ¢ RN 5. N Repré-
: P

sentons par R le rayon des tables ; alors nous aurons le

cosinus de I'arc E 0, tel qu'il est dans les tables, si nous

calculons le quatrieme de cette proportion r : ¢ ou

3 G i
v ¥ Pq :i R : un quatriéme terme ; ce quatrieme

terme , savoir 5¢ R
PV (7P)
donnera le sinus du complément de larc E 0 ; clest

> étant cherché dans les tables,

pourquoi ajoutant o degrés au mombre de degrés que

Q'on trouvera, ou au contraire, retranchant ce nombre
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de 9o degrés, selon que ¢ sera positif ou négatif dans
I'équation , on aura l'arc EQ, que je représente par 4;

on cherchera donc dans les mémes tables, les cosinus

3 180 — A 180d 4 o
des trois arcs — » y et ; et pour
3 3 3
i « . . r
les réduire au rayon r, on multipliera chacun par = °
SE v (% : Ty
c’est-i-dire , par ——%’-}— > puisque pour y réduire, par

exemple, cos. — pris dans les tables, il faut faire cette
9

. A . .
proportion R i cos. —— I r . au cosinus du méme ]

arc dans le cercle qui a pour rayon r, c’est-a-dire , est { \,-

2 AP ouu; les trois valeurs de u seront donc . . . . &

vt g + Bod — o
— };L €05, ._.::.i_; % == —-‘/-—I‘If— cos. —1—0—5-—-——3 et
t d A .
v = ‘/}‘{P cos. . j— ; dans lesquelles il faudra
5

observer de donner le signe — & celles dont l'arc passera
go degrés, i moins qu'il ne fiit plus grand que 270
degrés. On peut faciliter ces opérations par le moyen des

logarithmes.

339. Proposons-nous maintenant cette question plus
générale que celle que nous avons résolue (211); dun
point D (fig. 53) donné de position & Dégard des deux
lignes AR, AP qui font entr'elles un angle connu , mener
la ligne DP de maniére que sa partic interceptée R P soit égale
& une ligne donnée?

Du point D menons la ligne DS perpendiculaire 2
4 P prolongée , et la ligne DO paralléle @ 4 R ; menons
aussi du point R la ligne RN perpendiculaire 4 4 P.
Les lignes DO, DS, 0§ et 40 sont censées connues
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tant 4 cause que la position du point D estsupposee connue, |
que parce que l'angle RAP ou son supplément RAN: |
égal 4 DOS est supposé connu; c'est pourquoi nous
nommerons DO, r; DS, p; 08, q; 40, d; et la ligne
i laquelle RP doit étre égale, c. Enfin nous nommerons

u et £, lesinconnues 4 P et AR.

Cela posé, les triangles semblables DS O, RN 4

Jonneront DO = DS 22 AR + RN, et D@ 2 Q& (
pt

== AR + AN; clest-d-dire, 7 3.p23 2 RN =

2

gt
r

" il O S A ) 5 par conséquent,

NP — Zf 4+ u; or le triangle rectangle RN P,

e
donne (RN 4 (NP)* = (RP); c'est- A - dire,

qqtt 2qut i S 3

T - = 4+ uu 4 it e=c 4y o (& cause

ue p* 2 — ¢2, dans le triangle rectangle D § 0 (!
9 q S g _
* i + @ = ¢

r
Mais comme nous avons deux inconnues , il nous faut
deux équations; or les triangles semblables D O P; RAP
donnentDO : RA :; OP; AP; est-d-direr st i d-+uiu,
et par conséquent, 7% = td -+ ut. Ce sont-ld les deux
¢quations qu'il faut construire pour résoudre la question. {
La premiére (319 ) appartient 4 l'ellipse, et la seconde a

Ihyperbole.

qu

Pour construire la premicre , je fais ¢

Z:)}
en opérant comme dans les exemples semblables ci-

. . uu i
dessus , j'duraiyy — vy 4+ uu=cc, [ouacause
rr i

que
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ggun rr =gy
e o LT — =
q = + ny = ( e ) ne =
ppruu ppuu = lz
E95™ Ty ]J’}’“i‘ e ory _.cc.jcfa:su:-—-_n (324)3
e pplizzx ” 3
et jai yy - T rrmm — — €¢, ou (parce que je puis

supposer arbitrairement une valeur i I'une des deux

indéterminées ! et n) faisant ! = r, 35 = (¢ —

ppzz __ pp ccnn C o
- R 5 — %% ). Comparant i Ié-

quation yy —

1
—% (38e— xx), on trouvera que

- A . . 2¢n
les deux diamétres conjugués a et & sont ¢ —

P
et b — 2¢. Déterminons leur position et la valeur

2

de n; mais pour mieux sentir I'usage de cette construc-
tion, concevons auparavant, que donnantsuccessivement
4 uou AP plusieurs valeurs, on méne parallélement
a AR, les lignes PM égales aux valeurs correspon-
dantes de £, ce qui produira la courbe dont I’équation
nous occupe actuellement. Cela posé , ayant pris arbi-
trairement AK sur AP, et mené KL parallele 4 PM,
et qui soit 4 AKlgir, on aura QM = PM +
PQ—1t4 —q;—-) a cause des triangles semblables 4 K L
et APQ; donc QM — 95 AQ est donc la direction
d'un des diamétres, et les x doivent étre comptés sur
I r

ce diamétre ; or léquation 4 == — x — — &, fait
n n

voir que les x commencent en méme temps que les u;

donc les x sont 4 Q. Cela étant , 'équation u = r; s> dea
E rx 4Q : oorix AG
vient donc AP — - qui donne n = ~ P
Algébre. Cc

=
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oudP: AQ 3272 n; clest-d-dire, AR AL 17 L ns ox
comme 4K est arbitraire, on peut le supposer =7, €t

I'on aura, par cons¢quent n=—= AL.

Il ne s'agit donc plus que de construire (252 ) une

ellipse dont les diamétres conjugués fassent entr'eux un

angle ¢gal a AQM, et dont celui qui a 4 (¢ pour

2enm

direction , soit = 5 et l'autre quia AR pour di-

rection, soit = 2 ¢. Cette ellipse sera le lieu de la pre-
miére équation.

11 ne reste plus qu’a construire la deuxieme équation
ru — dt 4 stonru — ut= dt., Or selon les

principes précédens , je fais r — t = ', et ensuite

% 4+ d = %", cequi change cette équation en x")' =rd;
équation Ihyperbole entre ses asymptotes. On prendra
donc , en vertu de I'équation r — = y', sur AR la
quantité AT — r — 0D, clest-4-dire que par le
point D on tirera D'T ¥V parallele A AP;: alors les
lignes ¥V M seront 9’ en les comptant cn V vers M,
C'est-d-dire , dans un sens opposé & PM; car VM =
PV — PM — r — t; donc VM — »’. Ensuite,
x’, on prendra

|

en vertu de léquation z -+ d

04 — d, cest-d-dire, qu'on ménera par le point D la
ligne D O parallele 4 AT ; alors les lignes D ¥V seront %',
puisque DV =— OP — 04 4+ AP = d +

On construira donc (289) entre les lignes D O et DV,
comme, asymptotes, une hyperbole qui passe par le
point 4, puisqu’on a &' yi=gd =4 0 5< AT cette
hyperbole rencontrera I’ellipse aux deux points M et M’,
par lesquels menant MR et M'R' paralleles adPB,
on aura deux points R et R', par lesquels et par le

point D , tirant DR Pet D P' R’ les parties P R et P’ R’
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interceptées dans les angles égaux RAP, R’ AP’ seront

€gales 4 la ligne e.

Si en prolongeant les asymptotes, on décrit I'hyper-
bole opposée (fig. 54) M" A’ M, dans le cas ou elle
rencontrera lellipse, elle déterminera deux nouveaux points
M, M", par lesquels menant des paralleles 4 AP, on
aura sur 47 deux nouveaux points R", R, par lesquels
et par le point D tirant deux lignes , les parties comprises
dans I'angle T4S seront aussi égales 4 laligne donnée c.
Telle est en général lamaniére dont on doits’y prendre pour
résoudre les questions déterminées, qui n’excédéront pas le
quatrieme degré

340. Si l'on avoit résolu la question sans employer
deux inconnues, on pourroit néanmoins faire usage de la
méme méthode, enintroduisant une nouvelleinconnue. Par
exemple, si 'on proposoit cette question : Connoissant la
HAéche CP d'un segment sphérique (fig. 55), et la solidité de
celui qui a pour fléche le reste PM du diamétre; déterminer
le diamétre de la sphére 2

Soit r ¢ ¢ le rapport du rayon 4 la circonférence;
a la fleche € P; ¢ la fleche PM; a - ¢t sera le dia-
métre ; et la solidit¢ du segment qui a PM pour fleche ,

sera X tt (a4 4 §t). Or comme cette solidité

c

st supposée connue, je la représente par Xtaap,

ar
$ sera une quantité connue. J'aurai done . . . . ., . .

c

c
=3 tt (38 + 31) = = gaap, ou
# 4 3att — aap = o.
Pour construire cette équation, je supposerai {* = qu;

Cc 2
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et jaurai, en substituant, fu -+ 3au — ap = o,
équation 4 'hyperbole entre ses asymptotes , qui etant

construite avec ’équation * — a# i la parabole, don-
nera par Pintersection -de ces deux courbes, la valeur
de t.

Par-14 on peut trouver le rayon du vide intérieur d'une
bombe dont on connoit le poids , le diametre, etla fleche

du segment dont le culot est renforce.
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Secrétaire perpétucl de I'.Academic des Sciences.




D Yo 1 5




i

exout Tome I

Alyelre 21"

B Fig oz,

L, B AT DO
&
o D
0o M OH

D FEdy I D o
3

m

7 ‘;r' 7

T
pi L yin’

A &1
i







Bezowt Tom I :
Alyebre T I

Frarrotle Soulp

SCD LYON %




SCD LYONS




Bexout Tome I ! Algebre 2L I

Frororolfe Soalp







SCDLYON 1 4




SCDLYON1 | |










	PREMIÈRE SECTION Dans laquelle on donne les principes du
calcul des quantités Algébriques.
	SECONDE SECTION Dans laquelle on applique l'Algèbre à
l'Arithmétique et à la Géométrie.




