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TRAITE

DES

SECTIONS CONIQUES.

CHAPITRE PREMIER.

PROPRIETES FONDAMENTALES,

§ 1. — Définition des sections coniques. — Proprieté
; FECcet O i
unigue d’ ot doit dériver toute la théorie de ces courbes.

1. On appelle Sections conigues, ou simplement Coni-
ques, les courbes suivant lesquelles un cone a base circu-
laire, dont les deux nappes s’étendent indéfiniment, peut
&tre coupé par des plans menés d’une maniére quelconque.

Ces courbes se présentent sous trois formes différentes.
1° Lorsque le plan coupant rencontre toutes les arétes du
cone sur une seule nappe, la courbe est fermée. On I'a
nommée Lllipse. 2° Quand le plan est paralléle a 1'un des
plans tangents du cone, dont il ne coupe qu’une seule
nappe, la courbe est formée d’une seule branche infinie.
On I'appelle Parabole. 3° 5i, enfin, le plan coupant est
paralléle a deux arétes du cone, il trace sur les deux nappes
du codne une courbe composée de deux branches infinies, et
nommeée Hyperbole, -

2. Unt seule propriété servira de base a toute la théorie
de ces courbes. La voici.
Trtonime. — Si par quatre points d’une conigue, on
I

SCD LYON 1




= TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
méne les tangentes et quatre autres droites aboutissant a
un cinquiéme point quelconque de la courbe : le rapport
anharmonique de ces quatre droites sera égal a celui des
quatre points de renconire des quatre tangentes et d’une
cz'nquz'é.rne tangente quelconque.

Le rapport anharmonique, soit d’un faisceau de quatre
droites, soitd e quatre points en ligne droite, restantle méme
dans les projections (¥*), il suffit de démontrer le théoréme
pour le cercle qui forme la base du cone dans iequel on consi-
dére la conique. Or sur le cercle le théoréme est évident. En
effet, soient a, b, ¢, d ( fig. 1) quatre points du cercle; ac,
b8, cy, dd les tangentes en ces points, ete, 6, 7, 0 les points
de rencontre de ces langentes avec la tangente L en un cin-

“quiéme point . Les droites Pa, Pb,..., menées d'un point

quelconque du cercle aux quatre points a, b, ¢, d ont visi-
blement un rapport anharmonique égal a celui des quatre
points &, 6, v, d. Car 'angle aP b est égal i I'angle aQ)b;
et celui-ci est égal & I'angle 2 O6, les cotés de ces deux an-
gles étant perpendiculaires chacun & chacun. Les quatre
droites Pa, Pb, Pc, Pd font donc entre elles, deux a deux,
des angles égaux a ceux des quatre droites Oz, 06,0y, 00}
conséquemment le rapport anharmonique des quatre pre-
miéres droites est égal 4 celui des quatre derniéres. Mais
celles-ci ont le méme rapport anharmonique que les quatre
points a, €, 7, 9. Donc, ete.

§ . — Deux propriétés fondamentales des coniques.

3. Le théoréme qui vient d’étre prouvé conduit sur-le-
champ a deux propriétés fondamentales des sections coni-
ques. Nous les distinguons sous cette dénomination parce
que nous déduirons directement de ces deux propriétés la

(* ) Géométrie supéricure, art, 16 et 19.

&
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CHAP. I, — PROPRIETES FONDAMENTALES. 3
théorie de ces courbes, sans remonter, sauf quelques cas
trés-rares, au théoréme unique dont elles sont la consé-
quence.

La premicre est relative a six points d’une conique; la
seconde A six tangentes.

L’une et I'autre ont une égale importance dans toute la
théorie : elles y jouent des réles semblables. Elles donnent
lieu naturellement a deux genres différents de propositions
qui se correspondent dans le sens de la dualité ou de la
corrélation, comme nous 1’avons exposé dans notre premier
volume (¥). Ainsi nous n’aurons jamais besoin de faire
usage, dans le Traité des Sections coniques que nous entre-
prenons, du principe de dualité ou de corrélation, parce
que les démonstrations se correspondront toujours deux a
deux et pourront éire calquées I'une sur 'autre, comme les
propositions mémes.

4. PropRIETE FONDAMENTALE RELATIVE AUX POINTS D UNE
coniQue. — S8i de quatre points d’une conique on mnéne
des droites @ un cinguiéme point de la courbe : le rapport
anharmonique de ces droites a une valeur constante, quel
que soit le cinquiéme point.

En effet, les droites menées de quatre points a, b, ¢, d a '
un cingquiéme point P ont leur rapport anharmonique égal,
d’aprés le théoréme précédent, a celui des quatre points
dans lesquels les quatre tangentes en a, b, ¢, d rencontrent
une cinquiéme tangente. Done ce rapport anharmonique
est constant, quel que soit le cinquiéme point P.

5. ProprifiTf FONDAMENTALE RELATIVE AUX TANGENTES
D'UNE cONIQUE. — Quatre tangentes fixes d’une conique
sont rencontrées par une cinguicme tangente quelconque

(*) Traité de Géamélrie supérieure, p. Xvil.
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4 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
en qualre points dont le rapport anharmonique est con-
stant.

En effet, ce rapport anharmonique est égal a celui des
quatre droites .menées des points de contact des quatre
tangentes, a un cinquiéme point fixe pris arbitrairement
sar la conique (2).

Autre expression des deux propriétés fondamentales.

6. D’aprés le théoréme (4), les droites menées de quatre
points d'une conique 4 deux autres points P, P’ de la courbe
forment deux faisceaux qui ont le méme rapport anhar-
monique. On peut donc dire que les droites menées de deux
points P, P’ de la courbe 4 quatre autres forment deux
systemes ou deux faisceaux de quatre droites ayant le méme
rapport anharmonique. Ft de 13 cet autre énoncé qui ne
différe pas, au fond, du théoréme (%), mais qui sera géné-
ralement d’une application plus immédiate :

8i autour de deux points JSixes d’une conique on fait
tourner deux droites qui se coupent sur la courbe : ces
droites, considérées dans leurs positions successives, for-
ment deux faisceaux homographiques. :

7. Le théoréme (5) donne lieu pareillement a cet
£noncé :

Les points de rencontre de deux tangentes fixes a une
conique et d’une troisiéme tangente mobile forment deux
divisions ]Lamogmpizz'ques.

Avant d’entrer dans le développement des conséquences
auxquelles conduisent les deux propositions fondamentales

(4) et (3), ou les deux propositions (6) et (7) qui en sont

des expressions différentes, il faut démontrer les récipro-
ques de ces derniéres.
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CHAP. I. — PROPRIETES FONDAMENTALES. 5

§ L. — Réciproques des deux propositions
Jondamentales.

8. La courbe, lieu des points d’intersection des rayons
homologues de deux faisceanr ]aomogm;)fzr'ques, est une
section conique qui passe par les centres des deux Saus-
ceaux.

C'est-a-dire qu’on peut mener par cette courbe un cone
a base circulaire.

Soient P, P’ (fig. 2) les centres des deux faisceaux, et
Pa, P'a deux rayons homologues. La courbe, lien du
point a, passe par les points P, P’; sa tangente en P/ est le
rayon qui dans le deuxiéme faisceau correspond au rayon PP’
du premier (*). Menons i cette tangente un cercle tangent,
au point P, Ce cercle coupe la droite P'P en un point m,
et les rayons P’a, P'b,..., du second faiscean en des points
o, 6,.... Les droites na, n8,..., forment un faisceau homo-
graphique au faisceau P'a;, P'6,..., et par conséquent au
faisceau Pa, Pb,.... Or ces deux faisceaux (P) et (m) ont
un rayon commun suivant la ligne des centres P, m : car si
le rayon P’a est dirigé suivant la tangente en P/, le point
se trouve intiniment voisin de P’ et coincide avec o, Il suit
de la que deux rayons homologues quelconques Pa, ne des
deux faisceaux (P) et () se rencontrent sur une droite
fixe L (Géom. sup., art. 103) G

Les deux triangles Pab, na8 sont homologiques, puis-
que leurs sommets sont sur trois droites ae, b6, Pw con-
courant en un meéme point, et la droite L est leur axe d’ho-
mologie. Donc si I'on fait tourner le plan du cercle et du

(*) Le court raisonnement qui justifie cetle construction se trouve dans
le Traité de Géométrie supéricure, art. 541, et ci-aprés, art. 11,

(**) Nous indiquerons désormais les renvois awTraité de Géoméirie supé-
rieure par les deux lettres G, S.
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o TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
triangle 267 autour de cet axe, les trois droites aa, b€, Px
ne cesseront pas de concourir en un méme point de V'es-
pace (G, §., 369); et pour une position du plan du cercle,
ce point sera le sommet d’un cone passant par le cercle et
par la courbe, lieu des points @, b,.... Le théoréme est donc
démontré.

9. La courbe, enveloppe des droites qui joignent deux
a deuzx les points homologues de deux divisions homogra-
phiques faites sur deux drottes, est une seclion conique
tangente & ces deux: droites.

Clest-a-dire qu’on peut faire passer par cetle courbe un
cone a base circulaire.

En effet, soient S'A, S'A’ ( fig. 3) les deux droites divisées
homographiquement, et aa’ une des droites qui joignent
les points homologues. La courbe enveloppe de cette droite
touche la droite §’A au point S qui est sur cette droite
I’homologue du point §' considéré comme un point de di-
vision de la droite A’ (¥).

Que par le point § ainsi déterminé on fasse passer un
cercle tangent a la droite 8’A; qu'on méne a ce cercle des
tangentes de tous les points de la droite S’A. Chaque tan-
gente a¢’ partant d'un point a rencontrera en ¢ la tan-
gente S’A” menée par le point §'. Les deux points @, &' for-
meront deux divisions homographiques (7), et dés lors les
deux divisions formées par les deux points a! et @’ sur les
deux droites A/, S'A” seront aussi homographiques. Le
point § est un point commun de ces deux divisions : il
s'ensuit que toutes les droites a’e’ concourent en un
méme point (G. 8., 105). Et il en sera de méme si 'on
fait tourner le plan du cercle avec sa tangente A" autour
de la droite S’A; cest-a-dire que pour une position de ce

(%

(*) Voir Géom. sup., art. 548, on ei-apres, 16,
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CHAP. 1. — PROPRIETES FONDAMENTALES. 7
plan, les droites @’e’ concourront en un méme point de
espace. Par conséquent, I'eeil étant placé en ce point, les
droites aa’ seront les projections des droites az'y donc la
courbe enveloppe des droites aa’ sera la perspective de la
courbe enveloppe des droites @2’; mais celle-ci est un cercle.
Donc la premiére courbe est sur un cone a base circulaire.

Ce qu’il fallait prouver (*).

§ IV. — Conséquences immédiates des denx propositions
fondamentales.

10. Cing points déterminent une conique. — Con~
struction de la courbe.

Soient O, O/, a, b, ¢ (fig. 4) les cinq points donnés.
Considérous les trois rayons Oa, 06, O ¢ et les trois rayons
'a, 0'b, O'c comme se correspondant deux a deux, res-
pectivement, dans deux faisceaux homographiques. A un
quatriéme rayon Od du premier faisceau correspondra
dans le second un rayon unique O’d déterminé par la con-
dition

0'(a, b, e, d)=0(a, b,c,d) (*");

{(*) Ces réciproques des deux propriéiés fondamentales des sections coni-
ques ont été démontrées, par d’antres considérations, dans le Traité de Géo-
métrie supérieure, avt. 547 et 555. Les démonstrations données ici sont
plusdirectes et plus approprices au sujet, parce qu’elles n’exigentla connais—
sance d’aucune propriété des figures homographiques. L’idée de construire
sur la figure méme le cercle dont la courbe engendrée sera la perspective,
m'a été suggérée par M. J. Delbalat, ingénieur-hydrographe de la marine,
qui suivait en 1852 le Cours de Géométrie supérieure de la Sorbonne.

(**) A Pexemple de M. Mobius dans son savant ouvrage Der barycentrische
Culcul, Leipzig, 1827; in-80 (woir p. 246), nous emploierons souvent dans
la suite, pour représenter le rapport anharmonique de quatre points a, b,
¢, d, la notation (a, b, ¢, d); et égalité des rapports anharmoniques de.
deux systémes de quatre points sera exprimée ainsi

(a, by ¢, d)=(d, b, ¢!, d").

Nous écrirons pareillement (0.a, 00, O¢, 0 d), ou meme O(a, b, ¢, d) poux
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8 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
et le point  appartiendra & une conique passant par les

cing points donnés O, O, a, b, ¢ (8).

1. Construction des tangentes en chacun des cing
points donnés. :

La tangente a la courbe en son point O est le rayon qui,
avee Oa, Ob, Oc¢fait un rapport anharmonique égal & celui
des quatre droitesO'0, O'a, 0’5, O'c. Si, effectivement, an

liea du rayon O'O du second faisceau, on considére un
& rayon O'w infiniment peu incliné sur O’ O, aboutissant par
conséquent 4 un point » de la conique aussi peu éloigné que
I'on voudra du point O, le rayon Ow du premier faiscean
correspondant i celui-1i sera la tangente a la courbe en son
point O, Or ce rayon Ow devient, a la limite quand » et O
coincident, le rayon correspondant 4 'O du second fais-
ceau. Ce qui démontre la construction.

12. Connaissant cing points d’une conique, trouver les
points d’intersection de la courbe et d’une droite. —
Points imaginaires.

Soient O, O/, a, b, ¢ ( fig. 5) les cinq points de la coni-
que, et L 1a droite dorinée. Les rayons menés des deux points
O et O’ A tous les autres points a, b, c,... de la courbe
rencontrent la droite L en deux séries de points «, 6, 7,...,
et o, €, 7', ..., homographiques, dont les points doubles

représenter soit un faisceau de quatre droites partant d’un point O, soit le
rapport anharmonique de ce faisceau. Par suite, 1'égalité

O(a, b, c,d)=0'(a, V, ¢, d")

exprimera que les rapports anharmoniques de deux faisceaux sont égaux.
Ces abréviations sont mises en ceuvre avec avantage par plusieurs géomeé-
tres: G. SALMON, A treatise on conic sections, third edition, 82, London, 1855.
— E. oe Joxouiires, Mémoire sur la description des courbes du quatriéme ordre;
inséré dansle tome XVI des Mémoires présentds par divers Savants a ' Académic

des Seiences.:
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CHAP. 1. — PROPRIETES FONDAMENTALES. 9
sont évidemment les points d’intersection de la conique et
de la droite L. Ces points se conslruisent au moyen des
deux systémes de trois points «, 6, yet o, &, 7 (G. S.,263).
Ainsi le probléeme est résolu.

Si les points doubles des deux divisions homographiques
se confondent, la droite L. sera tangente a la conique.

Les deux points doubles peuvent étre imaginaires
(G. §., 154). Alors nous dirons que les points d'intersec-
tion de la conique et de la droite sont imaginaires. Ainsi
l’on aura une idée bien nette de ce que 'on doit entendre
par points d’intersection imaginaires d’une conique et
d’une droite. On pourra done introduire daus le raisonne-
ment la considération des propriétés relatives 4 deux points
réels, qui subsistent lorsque les deux points sont imagi-
naires. Par exemple, on sait ce qu’il faut entendre par le
point milieu des deux points imagipaires; et on sait déter-
miner ce point a priori, au moyen des deux séries de trois
points a, 6, yet o/, €, 3/ (G. 5., 261). On pourra de méme
déterminer le point conjugué harmonique d'un point de
la droite par rapport aux deux points d’intersection imagi-
naires; ou bien le rectangle des distances d'un point de la
droite 4 ces deux mémes points imaginaires; elc.

18. Etant donnés cing points d’une conique, trouverles
points de la courbe situés a linfini.

En d’auires termes : Déterminer la direction des asymp-
totes de la courbe; car on sait que 'on appelle asymptote
d’une courbe une tangente dont le point de contact est a
Iinfini.

Soient O, O, a, b, ¢, les cing points donnés. Considé-
rant les deux faisceaux de rayons Oa, Ob, Oc,..., et
Qla, O'b, O'c,. .. menés & tous les points de la courbey il
s'agit de trouver les couples de rayons homologues paral-
léles. Pour cela, on ménera par le point O des paralleles
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10 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
Oz, 06, Oy aux trois rayons O'a, O'b, O/¢c. On aura ainsi
deux faisceaux de méme centre O, déterminés par trois
couples de rayons homologues Oa, Oa; 0b, 08, et Oc,
Oy. On cherchera les rayons doubles de ces deux faisceaux
(G. §8.,176, 263 ) ; ils détermineront évidemment les direc-
tions des deux points de la courbe situés a I'infini.

Si ces deux rayons sont réels, la courbe est une hyper-
bole, parce qu’elle a deux points a I'infini dans la direction
de ces rayons. S'ils sont coincidents, la courbe n'a qu'un
point situé a I'infini, et est une parabole. Enfin si les deux
rayons doubles sont imaginaires, la courbe n’a aucun point
a l'infini, et est une ellipse.

La construction précédente offre donc une solution fort
simple de cette question : Etant donnés cing points d’une
conique, déterminer la forme de la courbe, sans la con-
struire.

Quand la courbe est une hyperbole, si les asymptotes
sont rectangulaires, on dit que I'hyperbole est équilatére.

14. Construire les asymptotes d’une conique dont on
donne cing points.

Ayant déterminé, comme il vienv d’¢tre dit, les direc-
tions O£, OQ' des deux asymptotes, ou, ce qui revient
au méme, les deux points de la courbe £, Q' situés a
Pinfini, il ne reste plus qu'a mener les tangentes en ces
points. Cest ce qu'on fera en appliquant le prineipe de la
construction précédente (11) : c’est-a-dire en prenant les
deux points £2, , pour sommets de deux faisceanx homo-
graphiques dont les rayons homologues se coupent suv la
courbe, et en cherchant les rayons homologues a la droite
QLY située a I'infini, regardée comme appartenant succes-
sivement a chacun des deux faisceaux. Voici cette applica-

lion.

Par les trois points @, b, ¢ on méne aux deux droites
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CHAP. I.— PROPRIETES FONDAMENTALES. 11
00, O des paralléles : ce seront des rayons de deux fais-
ceaux (L), (). On coupe ces paralléles par une trans-
versale quelconque L, en deux systemes de trois points
oty 6, 7, et o, 6, 7/, qui déterminent les deux divisions ho-
mographiques formées sur cetie transversale par les deux
faisceaux. La droite £/, rayon du second faisceau, ren-
contre la droite L & 'infini ; la tangente en £, rayon homo-
logue dans le premier faisceau (11), passe donc par le point 1
qui correspond, dans la premiere des deux divisions, au
point & l'infini de la seconde division : on ménera par ce
point I une paralléle 4 la droite O£ ; ce sera une asymp-=
tote. Pareillement, le rayon du second faisceau mené par le
point ¥’ de la seconde division correspondant au pointa l'in-
fini de la premiére, sera la seconde asymptote.

15. Cing droites prises pour tangentes @ une conique, de-
terminent la courbe.— Construction des autres mngmltes.

Soient O, O, A, B, C (fig. 6) les cinq droites don-
nées: a, b, c eta, b/, c les deux systémes de trois points
dans lesquels les trois derniéres A, B, C rencontrent les
deux premiéres O, (08

Une sixiéme droite qui rencontrera les droites O, O en
deux points m, m' tels, que les deux séries de quaire
points a, b, ¢, met a, ¥/, ¢, m’ aient le méme rapport an-
harmonique, sera langente a une certaine conique, comme
le seront les cing premiéres (9). Cette condition permet de
conslruire toutes les tangentes & cette conique, et montre
qu’il n’existe qu'une seule courbe tangente aux cing droites
données.

16. Construction du point de contact de chaque tan-
gente.

Soient S le pointd’intersection des deux langentes @ 0F
et s le point de contact cherché de la premiére O. Pour dé-
terminer ce point, il sutfiv d’observer que les quatre points
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12 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.

a, b, ¢, 5 ont un rapport anharmonique égal & celui des
quatre points @', &', ¢, 8. Si Pon considére, en effet, une
tangente infiniment voisine de la tangente O, elle rencon-
trera celle-ci et la tangente O/ en deux points o, ¢’ infini-
ment voisins des deux s et 8, respectivement. Donc les deux
systémes de quatre points a, &, ¢, g et &, ¥/, ¢, o’ auront
le méme rapport anharmonique (7). Mais, a la limite, ou
g coincide avec s, ¢/ coincide avee S; done, ete.

Observation. — L'une des cing tangentes données peut
étre située a I'infini; alors la conique est une parabole. Les
solutions des deux problémes (15) et (16) restent absolu-
ment les mémes si 'on suppose que cette tangente a Uinfini
soit I'une des trois A, B, C. On peut la prendre aussi pour
'une des deux autres, pour O’ par exemple. Dans cette hy-
pothése les points &/, &/, ¢/, . .. sont & Pinfini, sur des paral-
leles A’ B, C,... menées aux langentes A, B, C par un
méme point pris arbitrairement. De plus, le rapport anhar-
monique des quatre points a, b, ¢, d dans lesquels quatre
tangentes A, B, C, D rencontrent la tangente O, est égal
a celui des quatre droites A/, B, €/, I/ paralléles & ces tan-
gentes; et c’est le faisceau de ces quatre droites qu’on sub-
stitue a la série des quatre points o, &', ¢/, d', situés tous
A linfini. :

D’aprés cela, veut-on déterminer la direction dans la-
quelle se trouve le point & Pinfini de la parabole, c’est-i-
dire le point de contact avec la tangente situde a Pinfini : il
suflit de supposer le point  a1'infini dans la sériea, b, c, d;
et la droite ), déterminée par I'égalité

(a, b,¢, )= (A, B, C, D),

ainsi que loutes ses paralléles, passe par le point a I'infini
demandé.

17, Connaissant cing tangentes ¢ une conique, déter-
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CHAP. I. — PROPRIETES FONDAMENTALES. 13
miner les tangentes qui passent par un point donné. —
Tangentes imaginaires. ;

Soient O, 0, A, B, C les cinq tangentes; a, b, cet a/, ¥/, ¢
les points dans lesquelsles troisderniéres A, B, C rencontrent
les deux premiéres O, O'; et soit P le point par lequel on
veut mener les tangentes ‘a la courbe. Ces tangentes seront
évidemment les rayons doubles des deux faisceaux homo-
graphiques déterminés par les trois couples de rayons cor-
respondants Pa, Pa'; Pb, PV, et Pc, Pc'. Carun de ces
rayons doubles rencontrera les deux droites O, O/ en deux
points m, n?, tels, que le rapport anharmonique des quatre
points a, b, ¢, m sera égal a celui des quatre pointsa/, ¥/,
¢/, m'. Done la droite mm' est une tangente a la conique
délerminée par les cing droites données (9). Mais cette
droite passe par le point P; donc, etc.

Si les deux faisceaux n’admettent qu’'un rayon double,
on en conclura que le point donné est situé sur la conique.

Si les deux rayons doubles sont imaginaires, on dira que
les deux tangentes 4 la conique sont imaginaires. On a ainsi
une idée bien nette de ¢e qu'on entendra par tangentes
imaginaires d'une conique. Ces tangentes donneront lieu,
bien qu'imaginaires, & différentes relations avec d’autres
parties de la figure, a raison de leurs éléments qui restent

~réels (G. §., 98). Par exemple, on pourra déterminer la

droite qui divise leur angle en deux parties égales ; ou bien
la droite conjuguée harmonique d’une autre droite donnée,
par rapport aux deux tangentes, réelles ou imaginaires.

§ V. — Remarques sur l’étendue de chacune des deux
propositions fondamentales.

18. La proposition fondamentale (4) exprime une pro-
priété relative a six points d'une conique, un point de plus
qu’il n’en fant pour déterminer la courbe. De sorte que
cette propriété établit une relation entre les cing points
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14 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
qui déterminent la courbe, et un sixiéme point quelconque.
C’est pour cela qu'on peut en déduire toutes les propriétés
des sections coniques. Elle équivaut & une équation de la
courbe en Géométrie analytique, car une telle équation
n’est au fond qu'une relation entre le nombre de points
plus un, nécessaire pour déterminer une courbe. En effet,
1'équation générale d'une courbe d’ordre m,

E (@0 —9

coefficients indépendants qui servent

: m(m-3)
contient 5

a assujellir]a courbe & passer par autant de points donnés.
Orles coordonnées x, y qui entrent dans équation, appar-
tiennent a un nouveau point indéterminé de la courbey de
sorte que I’équation exprime une relation entre ce point

m (m—+3) . A
quelconque de la courbe et les ———— premiers, pris

arbitrairement.

La proposition (5) exprime une propriété relative a six
tangentes d’'une conique, une de plus qu’il n’en faut pour
déterminer la courbe. C'est pour cela qu’elle peut se préter,
comme la premiére, a la déduction de toutes les propriéiés
des sections coniques. :

Ainsi chacune des deux propositions fondamentales (4)
et (5) pourrait étre prise pour point de départ unique, et
toute la théorie se déduirait d'une seule des deux. Mais,
comme ces propositions s'appliquent plus naturellement et
avec plus de facilité, chacune a un genre particulier de pro-
priétés, nous nous servirons concurremment de I'une et de
1’autre et de leurs conséquences, dans tout le cours de cet

ouvrage.

1l est & remarquer quecettemarche n’offrira pas seulement
une plus grande facilité que celle qui aurait pour butde dé-
Juire d’'une scule de ces propositions, i 'instar de la mar-
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CHAP. I. — PROPRIETES FONDAMENTALES. 15
chesuivie en Géométrie analytique, toutes les propriéiés des
coniques, dont quelques-unes pourraient étre parfois re-
belles 4 la méthode; elle aura cet avantage immense, que
les démonstrations, dans les deux ordres d’idées ou de pro-
positions, seront toujours parfaitement semblables ou identi-
ques, comme nous I'avons annoncé (3); cette identité étant
fondée sur I'analogie constante qui a lieu entre les divi-
sions et les faisceaux homographiques. Il résultera de 1a que
nous pourrons parfois supprimer les démonstrations d'une
partie des propositions ; démonstrations que les géométres
rétabliront sans aucune difficulté, a la simple leciure de
celles que nous aurons données.
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16 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.

CHAPITRE I11.

THEOREMES GENERAUX DEDUITS DES DEUX PROPRIETES
FONDAMENTALES.

§ L. — Théorémes relatifs aux points d’une conique.

19. Trtorime ve Parevs. — Quand un quadrilatére
est inscrit dans une conique, le produit des distances de
chaque point de la courbe & deux célés opposés est au
produit des distances du méme point aux deux aulres
c6lés, dans une raison constante (¥).

Soit ABCD ( fig. 7) le quadrilatére, et m un point quel-
conque de la courbe. Les deux droites Am, Cm tournant
autour des deux points fixes A, C, forment deux faisceanx
homographiques (4). AB et BC sont deux rayons homo-
logues des deux faisceaux, ainsi que AD et CD. On a dés
lors 1'égalité

sin m AB sin m CB
sinm Al — " SinmCD

(G. S3HE3),

dans laquelle A est une constante.

Or le premier membre est égal au rapport des distances
du point m aux deux cotés AB, AD, et le second membre
est égal au rapport des distances du méme point aux deux
¢b1és CB, CD. Chassant les dénominateurs des deux mem-
bres cette égalité exprime le théoréme énoncé.

(*) Nous avons dit dans V'dpercu historique sur Porigine et le développe—
ment des Méthodes en Géométrie, p. 37, par quel motif nous avons nommeé
cetle proposition théoréme de Pappus.
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CHAP. II. — THEOREMES GENERAUX. 17

20. Tntorime pe Desarcues. — Quand un quadrilatére
est inscrit dans une com‘que, une transversale guelconque
rencontre les deux couples de cétés opposés et la conique,
en trois couples de points qui sont en involution (¥).

Soit ABCD ( fig. 8) le quadrilatére inscrit; a, b, a’, b’ les
points dans lesquels une transversale L rencontre les quatre
cotés conséeulifs AB, BC,....

Si Ton congoit que deux droites tournent auntour des
deux sommets opposés A, C en se coupant loujours sur la
courbe, elles formeront sur la droite L. deux divisions
homographiques dont les points doubles e, f'(réels ou ima-
ginaires) seront les points de la conique situés sur cette
droite (12). Or a, b et b, &', sont deux couples de points
correspondants des deux divisions; les trois couples a, a';
b, b'ete, fsont donceninyolution (G. 8., 259). Donc, ete.

Ainsi toutes les équations qui expriment I'involution
(G. 8., 184, 215) ont lieu pour les trois couples de points
a, d'; b, b et e, f. Nous nous bornerons a rappeler ici les
deux suivantes, applicables au cas ou les deux points e, f
de la conique sont imaginaires :

ab.ab' ae.af
a'b.a'b de.af’

ma.ma' .6y + mb.mb' .yo + me.mf.e6 = o,

o, 8, v, dans cette derniére, étant les milieux des trois seg-
ments ad, bV et ef’; et m, un point quelconque de la trans-
versale ab.

Les points e, fn’entrent dans la premiére équation que
par les reclangles ae.af, a'e.d f toujours réels, et dans la
seconde par un rectangle semblable et par leur point milien
7 qui est aussi toujours réel; c’est pourquoi les équations
subsistent quand les points sont imaginaires.

(*) Voir Apcreu historique, ete., p. 75.
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18 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
Observation. — Le théoréme concerne, dans son énoncé,
les quatre cotés du quadrilatére; mais il s’applique évidem-
ment au systéme des deux diagonales et de deux ¢dtés oppo-
sés. Car ces quatre droites sont les quatre cotés d'un second
quadrilatére inscrit & la conique; par exemple, du quadrila-

tere ACBD.

921. Cororrimme.—On conclut du théoréme cette consé=
quence immédiate : Quand deux quadrilatéres sont inscrits
dans une conique, st trois célés du premier rencontrent
respectivement trois cdteés du second en trois points STLUES
enlignedroite : le point de rencontre des quatriemes cétés
est situé sur la méme drotle.

On peutdireencore: Ston déformeun quadrilatéreinscrit
Gune conique, en faisant lourner trots deses cotés autour de
trois points situés en ligne droite: le quatriéme coté tourne
autour d’un quatrieme point sttué sur la méme droite.

Si de ce quatriéme point on méne une tangente a la co-
nique, le point de contact sera le sommet d’un triangle in-
scrit dans la courbe, et dont les trois cotés passeront par les
rois premiers points. Il résulte de la une solution trés-
simple de cette question :

Inscrire dans une conigue un triangle dont les trois
cGlés passent par trois poinis donnés en ligne droite.

La question admet deux solutions.

92. Tatorime pE PascaL. — Quand un hexagone est
inscrit dans une conique, les points de concours des trots
couples de colés opposés sont en ligne droite.

Soit abedef ( fig.9) 'hexagone. Les deux faisceaux de
quatre droites a (b, ¢, e, f) et d(b, ¢, e, f)qui partent des
sommels opposés a, d, ontle méme rapport anharmonique
(4). Changeant I'ordre des droites du second faisceau, nous
dirons que

e e 1 8 L i e e T;,,’j) :
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Conséquemment les trois droites sunivantes passent par un
méme point, savoir ; la droite be, la droite Jfe etla droite
qui joint le point d’intersection des deux af; de an point
d’intersection des deux ab, de (G. §., 111). Ce qui dé-
montre le théoréme.

Autrement. La diagonale ad divise 'hexagone en deux
quadrilatéres, abed, defa. Les deux cotés ab, be du

premier rencontrent respectivement les deux coiés de, ef

du second en deux points g; f; les deux cotés coincidents
da, ad des deux quadrilatéresrencontrentla droite gh en un
méme point. On ¢n conclut (21) que les deux autres cotés
cd, af se renconlrent sur cette méme droite. Ce qui dé-
montre le théoréme.

23. Tutorkme pe Carnor. — Un triangle ABC ( fig. 10)
étant trace dans le plan d’une conique qui rencontre ses
cotés consécutifs AB; BC, CA en trois couples de points
¢, c's a, a eth, b : les segments que ces points forment
sur les cétés ont entre eux la relation

Ab-AL Ca.Ca BeaBice oo
Cb.Co! Ba.Ba' Ar.Ac’gI( ):

En effet, considérant le triangle ABC coupé par les deux
transvérsales ab, a’b’ qui rencontrent la base AB en deux
points 7, 7', on a les deux équations

e

CGae-=By-= ]‘
Ba: Ay
Ca' B<y'
st = - Sy 362).
Ba' Ay 1 (G. S., 352)

Pl o)
Dl N

2}
=

Et multipliant membre 4 membre,

Ab.Ab Cﬂ.Ca’ B‘y.B'y'_l
Cb.CH Ba.Ba' Ay.Ay'

(%) Géomdtrie de position, p. 437.
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Mais le quadrilatére abb'a’ étant inscrit dans la conique,
la transversale AB coupe ses cdtés et la courbe en trois
couples de points A, Bj 7, 7/ et ¢, ¢’ qui sont en involu-
tion (20); ce qu'on exprime ainsi,

By.By' Be.Be!

Ay Ay T Ac.Ac

D’aprés cette équation, la précédente devient celle qu’il
s'agit de démontrer. Donc, ete.

Observation. — Les points d'intersection de la courbe
etdu coté ABpeuvent étreimaginaires ; lesrectangles Ac. Ac’
et Be.Be! sont réels, et la démonstration subsiste, puis-
qu'elle se déduit du théoréme de Desargues ( 20). Mais
elle ne s’applique pas, explicitement du moins, quand les
points d’'intersection de la courbe et des deux autres cotés
sont aussi imaginaires. On compléte la démonsiration de la
maniére suivante dans les denx cas qui peuvent alors se

présenter.

Cas du triangle dont un seul céié rencontre la courbe en
deux points réels. —Soit AB ( fig. 11) ce coté. Que du
sommet C on méne la droite CD qui coupe la courbe en deux
points d, d’, et la base en D. Chacun des deux triangles
ACD, BCD a deux cotés rencontrant la courbe en des points
réels; par conséquent la relation qui fait le sujet du thée-
réme subsiste pour ces triangles, comme nous venons de le
faire remarquer. On a donc les équations

AL, A6 Cd' \Dc. D

Cb Gl DDA Ac AT
Ca.Ca’ Be.Bce Dd.Dd’
Ba.Ba Dc¢.D¢ Cd.Cd’

= 1I.

En les multipliant membre 4 membre, on obtient I'équa-
tion qu’il s’agit de démontrer.
Cas du triangle dont aucun cdété nerencontre la courbe.
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— Que du sommet C (fig. 12) on méne une droite CD
qui rencontre la courbe en deux points d, d', et la base
en D. On a deux triangles ACD, BCD qui donnent lieu
aux deux équations précédentes, et d’oti se conclut de méme
la relation qu'il restait & établir.

Ainsi le théoréme se trouve démontré dans tous les cas.

Remarque. — Si Pun ou deux des cdtés du triangle
rencontrent la conique en des points situés a l'infini, le
rapport des segments comptés sur chaque coté & partir du
point & l'infini devient égal 4 I'unité, et I'équation subsiste
entre les autres segments.

Relation homogéne entre les distances de chaque point
d’une conique & trois droites fixes.

24. Il existe entre les distances p, q, v de chaque point
d’une conique a trois droites fixes, unc relation homogéne

du second degré, telle que
Ppi+ Q'?z"i“ Rf'1+P’pq a0 er]?._}__RJ’p:O,

dans laguelle P, Q,. .. sont des coefficients constants.

En effet, solent @, b, ¢, d ( fig. 13) quatre points de la
conique. Considérons les quatre droites ab, be, ed, da.
‘On sait (G. 8., 435, 475) qu’il existe entre les distances
de chaque point d'une méme droite a trois droites fixes une
relation homogéne du premier degré, qu'on appelle I'égua-
tion de la droite. Soient

A=, B=o0, C=0, D=o,

les équations des quatre droites.

Soit enfin m un cinquiéme point de la conique. La
droite am passant par le point @, son équation doit étre
satisfaite par les deux A = o0, D = o simultanées, et con-
séquemment est de la forme

A+AD =o.
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L’équation de la droite em est pareillement

22

B+ pC=o0.

Lorsque le point m se meut sur la courbe, ces deux droites
am, cm forment deux faisceaux homographiques (6). Par
conséquent, il existe entre les deux coefficients A, . une
relation telle que

adp+ b +cp+d=o,

ui exprime qu'a un rayon du premier faisceau ne corres-
pond gqu'un rayon dans le second faisceau; ce qui est le
caractére des faiseeaux homographiques. On a donc entré
les coordonnées de chaque point m de la conique I'équation

a-{}--l—}— -é—c-—13+rl"-0
=y D C R
ou
aA.B—b.A.C—c.B.R+d.C.D=0:

équation homogéne du second degré, puisque les polyndmes
A, B,..., sont des fonctions homogénes du premier degré
des coordonnées p, g, r. Ainsi le théoréme est démontré.
Réciproquement: L'équation homogéne du second degré
entre les distances p, q, v d’un point & irois droites fixes,

Ppit Qg +—Rei+ Ppg + Qqr+ R gp=o,
ik q P9 /i 97

représente une section conique.

En effet, soient encore a, b, ¢, d quatre points de la
courbe, et A=o0, B=o, C=0, D=0 les relations homo-
génes du premier degré qui appartiennent aux quatre droites
ab, be, ed, da. La courbe représentée par I'équation pro-
posée passe par les deux points 4, b qui sont les points d'in-
tersection de la droite A et des deux droites B, D3 par con-
séquent, I’équation doit étre satisfaite par les deux A = o,
B = o, et par les deux A=o0, D = o. Elle doit donc sera-
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mener a la forme
AL+4a.B. D=0,

gré entre les

trois variables p, ¢, 7. Mais, la courbe passant parle pointe,

L étant un polynome homogéne du premier de

intersection des deux droites B, C, son équation doit étre
satisfaite par les deux B =0, C = o0; ce qui montre guc
le polynéme L n’est autre que C. Ainsi I'équation proposée
esl nécessairement de la forme

A.CH+ «.B.D=o.
Or on peut écrire, quelle que soit une arbitraire 2,
C(A+%.aD)+ a«D(B—2C)=o0;
et 'on satisfait & cetle éguation en posant a la fois

A —aleD =0 vet- B~} . C— 0.

Ces équations, on le voit, sont celles de deux droites qui”
passent respectivement par les deux points @ et ¢, et ont
leur point d’intersection sur la courbe proposée. Ces denx
droites, dont la pesition variable ne dépend que du coeffi-
cient A, forment deux faisceanx homographiques, parce
qu’a une droite du premier faisceau ne correspond qu’une
droite dans le second faisceau, et réciprogquement. Done
leur point d'intersection décrit une conigue (8). Done, etc.

Kquation de Descartes.

25. Ilexiste entre les distances de chaque point d’une
conique & deux axes fixes, une relation du second degré,

telle que
Pa?+ Qay +-Ry?* + Plo+Q'y + R = o.

En effet, soient toujours @, b, ¢, d quatre points de la
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conique, et représentons par A==0, B=o0,C=0, D =0
les équations en x, y des quatre cotés consécutifs ab, be,
cd, da du quadrilatére abed.

Les distances d’un point (x, y) de la courbe a ees quatre
droites sont, comme on sait, proportionnelles anx poly-
némes A, B, C, D. On a donc, d’aprés le théoréme de
Pappus (19},

A.C—).B.D=o,
équation du second degré. Done, etc.

Réciproquement : L'équation du second degré entre les -
coordonnées x, y, représente une conique.

La démonstration est la méme que précédemment (24).

§ II. — Théorémes relatifs aux tangentes d’une conique.

928. TutorEME CORRELATIF DE CELUI DE PAppus. — Quand
un quadrilatére est circonscrit & une conique, le produit
des distances d’une tangente quelconque & deux sommets
opposés et le produit des distances de la méme tangente
aux deux autres sommels, sont en raison constanie.

Soit ABWA! ( fig. 14) le quadrilatére circonscrit, et mr
une tangente quelconque qui rencontre les deux cotés oppo-
sés AB, A’'B’ aux deux points m, m'. Ces points variables
font sur les deux ¢dtés deux divisions homographiques (7).
A, A’ sont deux points correspondants; il en est de méme
de B, B'. Les deux divisions s’expriment donc par la rela-
tion

N
2l T (6. S, an. 115).

Or, en désignant par p, ¢, p', ¢ les distances des som~-

mets A, B, A, B’ a la tangente mm/, on voit sans peine que

mA p - mIAL == bl
e i e ey ey e
mB q ne' B q'
2 B .’ = :
Donc = == A[,; ou ]—,~L =—A = conit; €. Q, F. D:
q b P
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97. THEOREME CORRELATIF DE CELUI DE DESARGUES. —
Quand un quadrilatére est circonscrit & une conique, St
d’un point on méne des droites d ses sommets ct deux tan-
gentes & la courbe: ces deux tangentes et les deux couples
de droites aboutissant aux sommets opposés du quadrila-
tére sont en involution.

Soit abed ( fig. 15) le quadrilatére circonscrit. Les points
de rencontre des tangentes a la courbe et des deux cotés
ab, cd formeront (comme dans la proposition précédente)
deux divisions homographiques. Les droites menées d'un
point O, pris arbitrairement, & ces points formeront dés lors
deux faisceaux homographiques, dont les rayons doubles
OE, OF (réels ou imaginaires) seront les tangentes a la
conique (17).Or, les sommets a, d sont deux points corres-
pondants des deux divisions homographiques , ainsi que les
sommets b, ¢. Donc les droites Oa, Od et 05, Oc sont deux
couples de rayons correspondants des deux faisceanx homo-
graphiques. Done les trois couples de droites Oa, Oc; 00,
0d et OE, OF sont en involution (G. S., 259). Douc, ete.

Observation. — On congoit bien qu'on peut remplacer,
dans I'énoncé du théoréme, les droites aboutissant a deux
sommets opposés du quadrilatére, par celles qui seraient
menées aux points de concours des cotés opposés. Car ces
points et deux sommets opposés sont les quatre sommels
d’un second quadrilatére circonserit, aecf par exemple.

11 est presque superflu de faire remarquer que si le point
O est sur une des diagonales ou sur la droite qui joint les
points de concours des cotés opposés du quadrilatére, cette
ligne devient un des rayons doubles de l'involution.

Conovraire. — Quand deux quadrilatéres sont cu-
conscrits & une conigque, st les droites qui joignent trois
sommets du premier & trois sonunets du second, passent
par un méme point, la droite qui joindra les quatriémes
sommels passera par ce point.
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" En d’autres termes : Quandon déforme un quadrilatére

cuconscrit ¢ une (.‘Ollf(]ile_, en (zssufef,ulfmnt trois de ses
sommets & glisser sur tro:
i point :

s droites concourant en un méme
le quatriéme sommet décrir une qualtriéme droite
qui passe aussi par ce point.

De la résulie une const;

uction simple de ce probléme :
Circonscrive & une conique un. triangle dont les trois
sommels soient

situés sur trots droites donndes COncou-
rant en un méme point.

28, Tutorive pe M, Brisncmow, — Quand wir hexa-
Sone est circonscrit & une contgue, les diagonales qui joi-
gnent les sommets Opposés passent par un méme point (¥).
Soit abedef ( fig. 16 ) 'hexagone; les deux cotés Opposes
(zf_r, de rencontrent les quatre auires en deux séries de quatre
points @, b, ¢, J et o, 6, e, d qui ont le méme rapport
anharmonique (7). Changeant I'ordre des points de la se-
conde série (G. §., 40), nous dirons que

(a, b, e, &) = (e, d, a, 6).

Conséquemment le point d’intersection des deux drojtes ad,
be; celui des deux ac, ce, et celui des deux b6, dd, sont
situéds sur une méme droite (G. S, 108); en d’autres termes,
le point de rencontre des deux diagonales ad, be est situé
sur la-diagonale ¢f. Ce qui démontre le théoréme énoncé.

Autrement. Soit O le point de concours de deux cotés
opposés de 'hexagone ab, de. Ce pointest le sommet com-

(*) Ce théoréme a été donné par M. Brianchon, ancien éléve de I’Ecole
Polytechnique, dansle XIII® cahier du Journal de cette Ecole p. 3o1, année
1806. L’auteur I'a conclu, par la considération des péles dans les coniques,

. du théoréme de Pascal, dont il est effectivement le corrélatif. Ceité démons -
tration parait étre la premiére application dela théorie des polaires récipro-
ques, qui depuis a recu une si heureuse extension. Voir Apercu histovigue, ete.,
p. 219 el 370,
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mun de denxquadrilatéres O afe et O bed circonserits ala co-
nique. Les droites ad, b qui joignent les deux sommets @, e
du premier & deux d, b du second, se coupent en un point,
par lequel rien n’empéche de faire passer la droite qui joint
les deux sommets coincidant en O. Par conséquent, la
droite fc qui joint les quatriemes sommets des deux qua-
drilatéres passe par le méme point (27, Coroll.). Ce qui
démontre le théoréme.

99. TaforEME corrirLATiF DE cELul pE CarvoTr. —
Quand un triangle est tracé dans le plan d’une conique,
si de ses sommets on méne destangentes & la courbe, on
aura entre les sinus des angles que ces langentes Sont
avec les ¢dtés du triangle, la relation suivante, dans
laquelle A, B, C ( fig. 17) sont les irois cdtés du triangle,
et a, o' 8, & ety, o les trois couples de tangentes menées
par les sommets opposés :

sin (A,8).sin (A,8’) sin (C,«).sin (C,2) sin(B,).sin(B,y’)

sin (C, 6).sin (G, 6’)’ sin (B, «).sin (B, 2') sin(A, ).sin (A, 9") &

La démonstration, calquée sur celle du théoreme (23),
ne présente aucune difliculté,

Relation homogéne entre les distances de chaque tangente
d’une conique a trois points fixes.

30. Etant pris trois points fizes dans le plan d’une
conique, il existe entre les distances p, {, T de chaque
tangenie & ces irots poz'fz[J, une relation ]mm.ogéne du se-
cond degré, telle que

Pp'Qq*+ Rr Ppg+ Qaqr+ R'rp = o.

Soit (fig. 18) un quadrilatére abed circonserit a la coni-
que. Une tangente a la courbe rencontre les deux cotés ab,

ed en deux poinls i, 7.
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On sait que si autour d’un point, @ par exemple, on fait
lourner une droite, ses distances p, ¢, r aux trois poles
fixes sont liées par une équation homogéne du premier de-
gré, quon peut regarder comme 1’éguation de ce point
(G. §., 451, 495). Soit A = o cetie équation, et soient de
méme B=o0, C=0, D = o les équations des autres som-
mels &, ¢, d du quadrilatére abed.

L’équation du point m situé sur la droite ab est néces-
sairement de la forme

A+3.B=o0;

car elle doit étre satisfaite par les deux équations A = o,
B = o, dont I'ensemble représente la droite ab (*).

De méme I'équation du point n est
C+p.D=o.

Or, si la tangente roule sur la courbe, les deux points varia-
bles m, n forment deux divisions homographiques (7) : ce
qui exige qu’il y ait entre les deux coefficients X et p. une
relation telle, que

akp. 4+ b\ 4 cp 4+ d=o,

(*) Chaque systéme de valeurs des trois variables p, g, » dans une équa—
tion homogéne du premier degré A = o, détermine une droite; et toutes ces
droites passent par un méme point ( G. S., 451 et 495) : ici c’est le point a.

De méme, Téquation B=o détermine une infinité de droites pas-
sant toutes par le point &. Il s’ensuit que l'ensemble des deux équations
représente la droite ab; c'est-a-dire que le systéme de valeurs des trois va-
viables p, g, » qui satisfont aux deux équations a la fois, détermine la
droite ab.

Et il suit de la que tous les points de cette droite ont leur équation néces-
sairement de la forme A -+ ). B = o0, J étant un facteur variable avec chaque
point. Car cette équation est celled’un point; ¢’est-t-dire que tous les systémes
de valeurs des trois quantités p, ¢, » qui satisfont 2 'équation déterminent
des droites passant toutes par un méme point. Or la droite ab est une de
ces droites qui satisfont a 1'équation, Le point est done situé sup cefte droite.
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dans laquelle chaque variable et . n’entre qu’a la premiére
puissance, puisque a un point de la premiere division ne
correspond qu'un point de la seconde, et réciproquement.

En substituant pour A et . leurs valeurs, on voit qu'’il
existe entre les quatre polynomes A, B,. .., la relation
al—&g— é——rg +d—o
B D B D 2
ou bien

a.A.C—b.A.D—c.C.B+d.B.D—o:

équation homogéne. Done, ete.

Réciproquement : 7oute équation homogéne du second
degré entre les distances d’unc droite a trois points fixes
exprime que cette dyoite, dans loules ses posilions, enve—
loppe une conique.

En eflet, soit abed le quadrilatére formé par quatre po-
sitions quelconques de la droite. Soit A =o la relation
homogéne du premier degré qui a lieu entre les distances
s q, r de toute droite menée par le point a, aux trois poles
fixes (G. 8., 451); et de méme B=o0, C=o0, D=0, les
¢quations relatives aux points b, ¢, d.

La courbe proposée étant tangente a la droite ab, qui joint
les deux points b, a, son équation, c’est-a-dire la relation
donnée entre les trois variables p, g, » dont chaque systéme
de valeurs détermine une tangente 4 la courbe (G. §., 495),
doit étre satisfaite par les deux A = o, B = o, dont les ra-
cines appartiennent & la droite ab. L'équation de la courbe
est donc de la forme '

B li-oA.lli=0a}
L et ! élant des polyndmes du premier degré entre les
variables p, g, r.
Mais la courbe étant aussi tangente a la droite be, son
équation doit étre satisfaite par les deux B=o0, C=o0; ce
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qui exige que I/ ne soit pas différent de C. Et enfin, la
courbe étant tangente a4 ad, son équation doit étre satis-
faite par les deux A=o0, D =0; d'ou l'on conclut que
L =D. Ainsi 'équation proposée se rameéne nécessaire-
ment A la forme

B.D+ «.A.C = o.

On peut I’dcrire, quel que soit un facteur 4,
D(B+).0.A) +2.A(C—1%.D)=0;
et I'on satisfait a celle-ci en faisant
B-lia.A—=o0 et G—=)l.-D=—0.

La premiére équation représente un point m situé sur la
droite ab, et la seconde un point n situé sur la droite cd : de
plus la droite mn est une tangente a la courbe représentée
par 'équation proposée. Or ces deux points dépendent de
la méme variable %; et cette variable w’entrant dans les
équations qu’au premier degré, il s’ensuit qu’a un point m
de la droite @b ne correspond qu’un point 22 sur cd, et réci-
proguement; ce qui est le caractere des divisions homogra-
phiques. Les deux points 2, n formentdone deux telles divi-
sions; et conséquemment la droite mn enveloppe une coni-
que. Ce qui démontre le théoreme.

§ IOI. — Systémes de deux droites ou de deux points
constdérés conune representant une conique.

31. On a coutume de considérer un sysieme de deux
droites comme formant une seclion conique, parce que, en
effet, la section d'un cone par un plan devient 'ensemble
de deux droites quand le plan passe par le sommet du cone;

ou- bien encore, parce que, en Géométrie analylique, le
systéme de deux droites s'exprime par une équation du se—
cond degré, de méme que les sections coniques.
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Ie1 nous dirons que le systéme de deux droites peut étre
considéré comme formant une section conique, parce que
les diverses propriéiés relatives aux points d’une section
conique, démontrées dans ce Chapitre et dans le précédent,
appartiennentau systémede deuxdroites. Ce que 'on vérifie
sans difliculté.

Par exemple, les droites menées de quatre points fixes
pris sur I'une des deux -droites, & un point quelconque de
la seconde, out toujours le méme rapport anharmonique,
qui est égal a celni des quatre points fixes.

On peut encore dire que si autour de deux points de I'une
des droites on fait tourner deux rayons qui se coupent tou-
jours sur lautre droite, ces rayons formerent deux fais-
ceaux homographiques, comme dans les sections coniques.

On vérifieavec une égale facilité que le théoréme de Pap-
pus a lien pour un quadrilatére inscrit a deux droites. Et
ilen est de méme des théorémes de Desargues, de Pascal et
de Carnot.

En outre la propriété des coniques relative aux distances
de chaque pointde la courbe & trois axes fixes, qui out entre
clles une relation homogéne duseconddegré (23), s’applique
de méme au systéme de deux droites; ce qui résulte visible-
ment de ce qu'il existe une équation homogeéne du premier
degré entre les distances de chaque point d'une méme droite
aux trois axes fixes (G, §., 475).

Ainsi toutes les propriétés générales d'une conique rela-
tives aux points de la courbe sont aussi celles d’un sys-
téme de deux droites.

Quant aux propriétés relatives aux tangentes, elles ne
sont pas susceptibles d’application & ce cas particulier, parce
que toutes les droites qu'on peut considérer comme tan-
gentes & la conique représentiée par le systéme de deux droi-
tes, sont, outre ces deux droites mémes, toutes celles qui
passent par lear point d’intersection. Elles forment done un’
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faisccau unique qui ne peut jouir des propriétés des tan-
gentes aux coniques.

32. De méme que deux droites peuvent représenter une
conique, en tant que l'on considére les propriéiés de la
courbe relatives a ses points, de méme e systéme de deux
points peut étre considéré comme représentant une cont-
que, quand il ne s'agit que des propriétés relatives aux tan-
gentes de ces courbes. Dans ce cas de deux points, toutes les
tangentes sont les droites qui passent par 'un du par I'autre
de ces points.

Cela provient de ce que toutes les propriéiés générales
relatives aux tangentes d’une conique, que nous avons
démontrées, s’appliquent aux droites qui passent par I'un
des deux points. Ce qu’on vérifie sans difficulté.

Par exemple, quatre droites fixes menées par un de ces
deux points rencontrent une droite quelconque menée par
Pantre point, en quatre points dont le rapport anharmo-
nique est constant : car ce rapport est égal a celui des quatre
premiéres droites.

En d’autrestermes : deux droites étant menées par le pre-
mier point, toutes les droites qui passent par le second point,
foutsur les deux premiéres deux divisions homographiques.

On vérifie aussi aisément que les divers autres théorémes
généraux relatifs aux tangentes d’'une conique s’appliquent
aux droites passant par les deux points, comme si I’ensemble
des deux points représentait une conique, dont toutes ces
droites seraient les tangentes.

On peut encore dire que c'est la droite limitée aux deux
points qui représente une conique infiniment aplatie, soit
ellipse, soit hyperbole : ellipse si 'on considére la droite qui
joint les deux points; et hyperbole si 'on considére les deux
branches indéfinies de la méme droite, qui partent en sens
contraire des deux points. Dans I'un et P'autre cas, les deux
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points sont les sommets de la courbe. Nous verrons que c’est
ainsi que les diagonales d’'un quadrilatére et la droite qui
joint les deux points de concours des cdtés opposés, sont
traitées comme des coniques infiniment aplaties inscrites
dans le quadrilatére.

Nous verrons aussi que ces deux points que nous regar-
dons comme formant sur une droite les deux sommets d’'une
conique infiniment aplatie, peuvent étre imaginaires; de
méme que quand deux droites représentent une conique,
elles peuvent étre imaginaires.
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CHAPITRE TI1.

COROLLAIRES DES THEOREMES GENERAUX. — CONSTRUCTION
D’UNE CONIQUE DETERMINEE PAR CINQ CONDITIONS ( POINTS
OU TANGENTES ). '

. 33. Chacun des théorémes généraux contenus dans les
deux Chapitres précédents donne lieu i divers corollaires
et conséquences dont plusieurs doivent trouver place dés ce
moment.

§ 1. — Propriéiés relatives aux points d’une conigue.

Corollaire: du théoréme fondamental, — Deux rayons
qui tournent autour de deux points d’une conique en se
coupant sur la courbe, forment sur une transversale deux
divisions homographiques dont les points doubles sont
les deux points d’intersection de la conique par cette
droite (12). Si ces points sont imaginaires, il existe de
part et d’autre de la droite un certain point duquel on voit
chaque segment compris entre deux points homologues des
deux divisions, sous un angle de grandeur constante (G. §.,
171). Done :

87 autour de deux points fixes pris sur une conique on
Jait tourner deux droites qui se coupent sur la courbe, et
qu’une droite donnée ne rencontre pas la courbe : il existe
toujours de part et d’autre de cette droite un certain point
d’oi on _woit sous un angle de grandeur constante le
segment variable que les deux droites tournantes inter-
ceptent sur ceite droite donnée.
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Et ce point est toujours le méme, quels que soient les
deux points fixes pris sur la conique. :

34, Sila transversale est tangente & la conique, les deux
divisions homographiques formées sur cetie tangente par les
"deux droites tournantes auront un point double unique,
qui est le point de contact de la tangente. Et si ce point
est 4 'infini, auquel cas la conique est une hyperbole, le
segment compris entre les deux droites tournantes est de
longueur constante (G. §., 169). On en conclut done que:

St autour de deux points d’une hyperbole on fait tour-
ner deux droites qui se coupent sur la courbe : le segment
que ces droites interceptent sur unc asymptote est de
grandeur constante.

35. Les droites qui tournent autour de deux points d'une
conique, sans cesser de se rencontrer sur la courbe, font
respectivement sur deux transversales fixes quelconqu-cg;,
deux divisions homographiques qu'on peut exprimer par
Péquation

Im.Jm' = const. (G. 8., 120). .

Si la conique est une hyperbole; que les deux points fixes
soient les deux points de la courbe situés a 'infini, et que
les deux transversales soient les deux asymptotes; les
points I et J/ sur ces droites coincideront avec leur point
de rencontre, et les segments Im, J'm' seront proportion-
nels aux distances de chaque point de I'hyperbole aux
deux droites, c’est-a-dire aux asymptotes. Par conséquent
alors I’équation exprime que :

Dans une hyperbole, le produit des distances de chaque
point de la courbe aux deux asymptotes est constant.

Et réciproquement : Le licu d’'un point dont les dis-
tances & deux droites fixes ont un produil constant, est
une hyperbole, dont ces droites sont les asymptotes. :

3.
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36. 8¢ autour de deux points d’une parabole on fait
tourner deux droites qui se coupent sur la courbe, ¢t que
par un point fixe on méne des paralléles & ces droites :
ces paralléles intercepteront, sur une droite fixe passant
par le point de la parabole situé & Uinfini, un segment
de grandeur constante.

En effet, les deux droites qui tournent autour des deux
points fixes de la parabole forment sur la tangente a I'in-
fini deux divisions homographiques dont les deux points
doubles coincident avec le point de contact de cette tan-
gente. Les paralléles & ces deux droites, menées par un
méme point, forment dés lors deux faisceanx homographi-
ques dont les deux rayons doubles coincident avec la droite
menée an point & infini. Les deux faisceaux rencontrent
donc une droite fixe paralléle a cette droite, en des points
qui forment deux divisions homographiques dont les deux
points doubles coincident & Uinfini. Couséquemmentl]es
scgments compris entre les points homologues des deux di-
visions sont égaux entre eux (G. 8., 169). Ce qu’il fallait
démontrer.

31. Trisection de I'angle. — On demande de diviser
Pangle AOB ( fig. 19), oul’arc AB décrit du point O comme
centre, en trois parties égales.

Qu’on prenne sur I'arc AB le point m arbitrairement,
et le point 7' de maniére que I’arc Bm/ soitdouble de A mi.
I’angle AOm est égal a langle TBm/ que fait la corde B’
avec la tangente BT. Les deux droites Om, B/ forment
done, dans leurs positions successives, deux faisceaux ho-
mogeraphiques, et leur point d’intersection 7 décrit une
conique qui passe par les extrémités A et B de Larc & divi-
ser. Il est évident que le point M ou cette conique rencontre
encore une fois cet arc résout la question, et que I'arc AM
sera le tiers de I'arc AB. Car les deux angles AOM, TBM
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sont égaux; conséquemment P'arc BM est double de 'are
AM, et celui-ci est le tiers de AB.

On reconnait sans difficulté que la conique, lien du point
n, est une hyperbole équilatére dont les asymptotes sont
paralléles aux bissectrices de Iangle des deux droites OA,
BT et de son supplément.

On sait que ce probléme de la trisection de I'angle résolu
d’abord par les Grees, I'a été souvent ensuite, de bien des
maniéresdifférentes. On peut douter qu’aucune solution soit
plus simple et surtout plus élémentaire que la précédente,
puisqu’elle dérive immédiatement de la propriéié fonda-
mentale relative aux points d’une conique, sans exiger la
connaissance d’aucune autre propriété.

§ II.

38. Corollaires du théoréme de Pappus. — Quand un
quadrilatere ABCD est inscrit dans une conique, on peut
supposer qu'un coté AB devienne infiniment petit. Ce coté
conserve néanmoins une direction déierminée, qui, a la
limite, ot il s’annule, est celle de la tangente 'a la courbe.
Le quadrilatére est représenté alors par un triangle ACD
(/ig. 20) inserit a la conique, et dont le sommet A compte
pour deux sommets consécutifs coincidents. Deux cotés
opposés du quadrilatére deviennent les deux cotés du tri-
angle, AC, AD, adjacents a ce sommet, et les deux autres
cOtés sont la tangente en ce point et le troisiéme coté CD.

Al en résulte ce théoréme :

Quand un triangle ACD est inscrit @ unc conique, le
produit des distances de chaque point de la courbe a deux
cétés AC, AD et le produit des distances du méme point
au troisieme c6té CD et & la tangente au sommet oppose,
sont en raison consiante.

39. On peunt supposer de plus que ce coté CD devienne
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infiniment petit. La direction de ce c6té est encore la tan-
gente a la conique en son point € ( fig. 21). Alors les deux
cotés AC, AD coincident; et le théoréme prend cet énoncé :
Quand un-angle est circonscrit & une conique, les pro-
duits des distances de chaque point de la courbe aux deux
cotés de Uangle, et le carré de la distance du méme point
a@ la corde qui joint les points de contact de ces deux cétés,
sont en raison constanlte.

40. Reprenons le cas d'un quadrilatére inscrit. Suppo-
sons que la conique soit une hyperbole, ¢t que les deux som-
mets G, D du quadrilatére ABCD (/fig. 22) soient les deux
points de la courbe situés & I'infini. Alors on a une corde
inscrite AB et deux droites infinies AD, BC paralléles aux
asymptotes; c'est-le c6té DC qui se trouve a P'infini. Les
rayons menés du point A aux différents points m de 'hyper-
bole forment un faisceau, et les droites menées par ces
points parallélement a BC forment un faisceau homogra-
phique, puisqu’elles concourent en un méme point de I'hy-
perbole (le point C, situé a l'infini). I homographie de ces
faisceaux s’exprime par |'équation

~ sin m AB
s = (1 BG G. 8., 150

sinmAD (B G i b
(m, BC) désignant la perpendiculaire abaissée du point m
sur la droite BC. Cette équation devient, en remplagant les
sinus par les perpendiculaires menées du point m,

(mn, AB)

m = h.(m, BC),
» )

ou
(m, AB) = X.(m, AD).(m,BC);

ce qui exprime que: Le produit des distances de chaque
point m d’une hyperbole & deux droites AD, BC paral-
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léles aux asymptotes, et la distance du méme point i la
corde AB que ces droites interceptent, sont en raisor con-
stante.

Remarque. — L'équation ci-dessus est l)l‘ﬂ(la(,m(:‘l}l. ce
que deviendrait Péquation du théoréme général (19) sil’on
y regardait le facteur (m, CD) devenu infini, comme sim-
plement égal a I'unité.

41. Quand le ¢oté CD du quadrilatére inscrit est tangent
a la courbe, et que cette tangente est située a Pinfini, la
courbe est alors une parabole ( fig. 23), I'équation devient,
comme dans le cas de 'hyperbole,

(m; AB)=1X.(m, AD).(m, BC);

¢'est-a-dire que :

Le produit des distances de chaque point d’une para-
bole, & deux droites paralléles dirigées vers le point de la
parabole situé a Uinfini, et la (i.f.vt(mce du méme point a
la corde interceptée par ces deux paralléles, sont en rai-
son constante.

§ 1.

42. Corollaires du théoréme de Desargues. — Remar-
quons d’abord que le théoreme donne une construction de
la conique déterminée par cing points.

Soient a, b, ¢, d, e ces points. Les quatre premiers sont
les sommets d'un quadri]atérc qui se trouvera inscrit a la
courbe. Que par le cinquiéme ¢ on meéne une droite quel-
conque, elle rencontrera les deux couples de cotés opposés
de ce quadrilatére en deux couples de points et la conique
en un point inconnu e'; ces deux couples de points et les
deux e, ¢’ forment une involution. Conséquemment le point
e’ est déterminé, On construit donc ainsi la courbe par
points.
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43. Si dans le théoréme général (20) la transversale est
tangenle a la conique, le point de contact sera P'un des deux
points doubles (G. §., 205) de I'involution déterminée par
les deux couples de points de rencontre des ebtés du quadri-
latére par cette tangente.

Cela donne la solution de la question suivante :

Construire la conique qui doit passer par quatre points
et étre tangente a une droite donnée.

On regarde les quatre points comme les sommets d’un
quadrilatére dont les couples de cdtés opposés rencontrent
la droite en deux couples de points; et ’on cherche les
points doubles de I'involution déterminée par ces deux cou-
ples de points. Chacun de ces points doubles appartient 4
une conique tangenle en ce point a la droite et passant par
les quatre points donnés; de sorte que’la question admet
deux solutions.

Si la droite donnée est 4 I'infini, la question se réduit a
contruire une parabole déterminée par quatre points a, b,
cyids

Par un point pris arbitrairement, on ménera des droites
paralleles aux couples de cotés opposés du quadrilatére abed.
Ces droites, conjuguées deux 4 deux, détermineront une in-
volution, dont on cherchera les rayons doubles (G.8.,244).
Le point & I'infini sur chacun de ces rayons sera un cin-
quiéme point d’une parabole qui passera par les quatre
points donnés. Ainsi la question admet deux solutions.

44. Ici, de méme que dans le théoréme de Pappus, on
peut supposer que le quadrilatére inserit dans une conique
ait un ou deux de ses cotés infiniment petits et dirigés sui-
vant des tangentes a la courbe. Dans le premier cas, il en
résulte ce théoréme : :

Quand un triangle est inscrit & une conique, si U'on
meéne une transversale qui rencontre la courbe et deux
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cotés du triangle en deux couples de points, et le troi-
siéme coté et la tangente & la conique menée par le som-
met opposé en deux aulres points : ces six points sont en
involution.

Remargque. — Cette proposition peut servir pour con-
struire la tangente en un point donné d’une conique dont on
connaitquatre autres points. Cara, b, ¢, d, e ( fig. 24) étant
les cinq points connus, la tangente & la courbe en son point
e et la droite ab d'une part, et d’autre part les deux droites
ae, be, rencontrent la corde ed en deux couples de points
€, 93 ¢, 6, qui forment une involution avec les deux points
¢, d. Le point ¢, appartenant 4 la tangente, est le seul in—
connu dans cette involution, par conﬂséquent on le déter-
mine comme sixiéme point de 'involution (G. §., 213).

’

45. Lorsque deux c6tés opposés du quadrilatére inserit
sont infiniment petits, comme ci-dessus (39), le théoréme
de Desargues prend cet énoncé :

Quand un angle est circonscrit & une conique, une
transversale quelconque rencontre ses deux cotés et la
courbe en dewx couples de points, et la corde de contact
des deux cites en un cinquiéme point qui est un des deux
points doubles de U'involution déterminée par les deux
couples de points.

46. Si la conique est une hyperbole, et qu'on prenne
pour les cotés de I'angle circonscrit les deux asymptotes, la
corde de contact est & I'infini. Par conséquent, si on méne
une transversale quelconque qui rencontre 'hyperbole et les
deux asymptotes en deux couples de points, un des points
doubles de I'involution déterminée par ces deux couples de
points est a I'infini : ce qui prouve que le second 1)ﬁi]'l t dou-
ble est le milieu de chacun des deux segments formés par
ces deux couplesde points (G. S., 195). Ainsi :
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Une /{)"f')erbole et ses dewx asymplotes interceptent sur
une transversale quelconque deux segments qui ont le.
méme point milieuw,

On peut dire encore que si une droite quelconque ren-
contre une hyperbole en deux poinis a,b et les asymp-
totes ‘en deux: points a'y W, les deux segments aa’, bb'
sont égau.

Cororramme. — Il suit de la que le poini de contact
d’une tangente a une hyperbole est le milieu du segment
Jormé sur cetle tangente par les deux asymplotes.

47. On conclut du théoréme (45) la solution du probléme
suivant:

Etant donnés deux droites et trois points, construire
une conf(]ue tan geme auwx deux droites el p(?smm: par les
trois points.

Soient a, d, a’ ( fig. 25) les trois points et SE, SE' les
deux droites. La droité ad réncontre ces droites en deux
points e, ¢. Si Von prend les points doubles de I'involu-
tion déterminée par les deux couples de points @, d ete,é€,
la corde de contact des deux droites SE, SE' avec la conique
cherchée passera parl’un de ces points, d’aprés le théoreme
(43).0On déterminera de méme sur ladroite aa”, deax points
par I'un desquels passera la méme corde de contact. Et cha-
cune des quatre droites mendes de ces deux points aux deux
premiers, procure une solution de la question ; c’est-a-dire
que chacune de ces quatre droites rencontre les deux droites
SE, SE' en deux points tels, que la conique menée par ces

" est tan-

deux points et par les trois points donnés a, d,a
gsente aux deux droites. Ainsi le probléme estrésolu et admet

quatre solutions qui g'obtiennent séparément.

Observation. — 1l faut, pour que les solutions du pro-
bléme soient réelles, que les trois points @; @', @' soient
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situés ou dans un méme angle des deux droites SE, SE' ou
dans deux angles opposés au sommet; auquel cas les deux
segments tels que ad el e¢/ n’empiétent pas I'un sur I'a uire, :
et les deux points qui les divisent harmoniquement seront
réels (G. §., 210).

Mais si deux des trois points étaient situés dans deux
angles contigus, les quatre solutions seraient imaginaires,
parce que les deux segments ad et e¢’ empiéteraient Yun
sur I'autre, et les deux points qui les divisent harmoni-
quement seraient imaginaires. 3

Cas d’imaginarité des deux droites SE, SE'.— La con-
struction précédente s’applique méme lorsque les deux
droites SE, SE/ sont imaginaires, mais déterminées par des
éléments réels (G. S., 98). Alors les denx points e, ¢ de-
viennent imaginaires, maisles éléments dont ils dépendent,
résultant de ceux des deux droites, sont toujours réels. De
sorte que les quatre solutions le sont aussi, parce que les
deux points qui divisent harmoviquement les deux seg-
ments ad’, e sont réels (G. §., 212).

Nous verrons, plus tard comment on modifie la con-
struction quand deux des trois points a, @', a”sont ima-
ginaires.

§ IV.

48. Corollaires du théoréme de Pascal. —On peut sup-
poser qu'un coté, ou denx, ou méme trois de I'hexagone
inscrit a une conique deviennent infiniment petits, et coin-
cident avec des tangentes a la courbe. On a alors des pro-
priétés relatives a un pentagone, ou & un quadrilatére, ou
a un triangle inscrit & une conique.

Le premier cas donne lieu a eet énoncé :

Quand un pentagone abede (fig. 26) est inscrit dans
une conique, les points de section des cdtés ab, ae par les

deux cotds de, cb respectivement, et du cinquiéme céte cd
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par la tangente en a, sont lrots points situés en ligne
droite.

- Remarque. — 1l est elair que ce théoréme fournit une
construction immédiate de la tangente en a, c'est-a-dire en
un quelconque des cing points dounés d’une conique. Pro-
bléme déja résolu différemment (11).

Dans le second cas, deux cotés opposés de I'hexagone de-
viennent infiniment petits; il en résulte que :

Dans tout qzm(fr‘z'/m'ére abee inscrit @ une conique
(fig. 27), les tangentes en deux sommets opposés a, ¢ se
coupent sur la droz!e qui joint les points de concours des

I cotes oppose.s.
U Enfin, dans le cas on Phexagone a trois cotés infiniment
petits, il s’ensuit que :

Quand un triangle est inscrit dans une conique, les
mnﬂ'(’n!(‘c menees par ses somimets fr'ncontlen( lf'specrwe
ment les cdtés opposes en trois pnmfs situés en ligne

droite.

§ V.

49.. Conséquences du théoreme de Carnot.— Théoréme
de Newton.— On peul supposer qu'uu sommet du triangle
soit a Vinfini : alors les segments qui deviennent infinis
drspal‘mssem de I'équation, parce que leurs rapports s€ 1é-
duisent 4 I'unité. Si, par exemple, le point B ( fig. 28) est-
a I'infini, lequatmn se raméne a

| ; !_U').Ab’ Ch. C{;’
: (1) AciAc Cn Ca’

i En effet, 'équation générale est

XNbADE Be.Beh Ca.Ca’Fu
Ac.A¢" Ba.Ba CbL.CY

Le rapport des segments Be, Ba se peut l'(:mplac'er par
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le rapport des sinus des angles que la corde ac fait avec les
deux cotés AB, CB du triangle ABC; et quand le point B
s'éloigne indéfiniment, ce rapport des sinus approche indé-
finiment d'étre égal 4 I'unité. Il en est de méme du rapport
des segments Ba', Be'. De sorte que, a la limite quand le
point B est & I'infini, I'équation générale devient la for-
mule (1) ci-dessus.

Pareillement, si par un point D de la droite Caa’ on
mene a la droite AC une paralléle qui rencontre la conique
en e et ¢’, on aura la relation

De.DJ  Cb.CH'
Da.Dd.~ Ca.Ca

Comparant cetle équation i la précédente, on en conclut

AbAD S Da.Da'_
(2) AE A DD

c'est-a-dire que: 87, dans le plan d’une conique on méne
par un point quelconque deux droites paralléles & deux
axes fixes, le rapport des produits des segments (réels ou
imaginaires) que la courbe fait sur ces deux droites &
partir de leur point commun, est constant,

Ce théoréme a été donné par Newton dans son Enumé-
ration des courbes du troisiéme ordre (¥).C'est une expres-
sion générale de divers cas particuliers du rapport des pro-
duits de segments faits sur des ordonnées paralléles, qui
ont €té connus des Anciens. :

Corollaires.—Dans I'équation (1), qui se rapporte au cas
ot le point B est 4 I'infini, on peut supposer qu’un des deux
points &, &' de la droite AC, ou tous les deux soient & 'in-
fini : ce qui donne lieu aux énoncés suivants :

(*) Sous le titre:: De ratione contentarun sub Parallelarum segmentis.
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1. 8i par chaque point A (fig. 29) d'une droite AC,
parallé[e & une asymptote d’une hyperbole, on mene une
transversale dans une direction donnée (c’est-a-dire paral-
lélemént & une droite fixe); ¢, ¢’ étant les points ot cette
transversale rencontre la courbe, et b le point de la courbe
situé sur la droite AC : on a la relation

A A

— —— — const.
Ab

1. & par chaque point A, (méme figure) d’une (A..‘,;-}f?np---
tote d’une hyperbole on méne dans une direction donnce
une transversale qui rencontre la courbe en deux points
¢, ¢/, le rectangle A,c. A, ¢’ reste constant.

III. Le premier de ces théorémes s'applique a la para-
bole, ¢’est-a-dire que:

Quand une droite AC ( fig. 30) ne rencontre une para-
bole quen un point b (L'autre point étant a Utnfini), st
par chaque point A de cette droite on méne, dans une
direction donnée, une transversale qui rencontre la courbe
enc etc:on aura la relation

Ac. Ac

= consl.
Ab 7

30. Revenons au théoréme de Carnot. Quand un coLé du
triangle est tangent a la conique, on en conclut une solu-
tion de ce probléeme : [Faire passer par quatre potnts une
conique tangente a une droite donnée.

Soient a, @’ et.b, b' (fig. 31) les quatre points et AB la
droite. Cette droite et les deux aa/, b5/ forment le triangle
ABC, dans lequel on a, en appelant ¢ le point de contact
de la conique cherchée avee la droite AB, I'équation

K;: Ba.Ba' Cb.GO'

]TEE Rt NTATL
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D’ot
5 Ab Ab' Ca.Ca’
s Cb.C’6 ' Ba.Bal

i o= 3 3
Cette expression du rapport‘i— fait connaitre le point de
(4

contact ¢ de la conique demandée. A raison du double
signe, on voit que deux coniques satisfont 4 la question, et
que leurs points de contact divisent harmoniquement le
segment AB,

Observation. — Cette solation permet de supposer que
les deux Loupies de points a, @' et b, b' soient imaginaires ;
parce qu’il n’entre dans ILC{llﬂ[]OIl que les 1'ectangles

Ca.Cd,. .., qui sont toujours réels (G.S5.,89).

91. Siles trois cotés du triangle sont tangents 4 la coni-
que en trois points a, b, ¢, I'équation du théoréme devient

9

Aec Ba C)

Be Ca E

ou
SAc.Ba-Ch AT
BeGa Al e

. Lesigne + ne peut convenir, parce que I’ équation expri-

merait que les trois points de contact a, b, ¢ sont en ligne
droite (G. 8., 355), ce qui n’est pas possible. C’est done le

signe — qu'il faut prendre; et il exprime que les troisdroites
Aa, Bb, Cc passent par un méme point (Ibzd 358).
Ainsi :

Dans un triangle circonscrit & une conique, les droiles
menées des sommels aux points de contact des cotés oppo-
s€s passent par un méme pomr

52. Quand un sommet d'un triangle est situé sur une co-
nique, deux des segments qui entrent dans I’équation gé-
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nérale (23) sont nuls; mais leur rapport reste connu, et
I'équation alors peut servir a mener la tangente en un
point d’une conique dont on connait quatre autres points.

Quelle que soit en effet la position du point C du trian-
gle, on peut remplacer dans I'équation le rapport des seg-
ments Ca!, C¥ par le rapport des sinus des angles que la
corde @' fait avec les deux cotés CA, CB; etsi le point C
(fig. 32) s'approchant indéfiniment de la courbe, coincide
enfin avee un de ces points, cette corde devient la tangente
3 la courbe. On a dés lors, en appelant « et § les angles que
cette tangente fait avec les deux cotés CA, CB du triangle,
I'équation

Ac.Ac¢" Ba Cb BG sinz

Be Bc Ga Ab AC sinﬁm“

sin o S 2
—» el conséquemment la di-
sin 6 -

qui fait connaitre le rapport

rection de la tangente.
On pourrait supposer pareillement que chacun des autres
sommets du triangle fiit situé sur la courbe.

83. Cercle osculateur. — Le théoréme de Carnot four-
nit encore une solution de cette question :

Construire le cercle osculateur en un point d’une coni-
que dont on connait la tangente en ce point et trois autres
pounts.

Considérons sur la conique trois points consécutifs infi-
niment voisins, b, ¢/, &'*( fig. 33) et trois autres points
quelconques a, @, c. Le triangle ABC, dont les cotés sont
les cordes, bb', ¢'¢ et ad/, donne lieu & 'équation

Ab. A Qo Gas Beidhel e (23)
Gb.Co' Ba.Bd .A(.'.AC’MI B

Concevons le cercle qui passe par les trois points b,¢, b et
soit p le point on il rencontrera la droite AB : on aura la
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relation
Ab.AB = Ac . Ap,

ou

Ab.AY
il

et, d’aprés Véquation précédente,

ity Ba.Ba' : Cb.Cb’.
Ca.Ca’ Bc.Bc"

Cette équation a lieu quelle que soit la position des trois
points b, ¢/, b'. Si ces points sont infiniment voisins, le
cercle que nous considérons est le cercle osculateur a la
courbe, Or & la limite ou les trois points se confondent, le
point A ( fig. 34) coincide avec ¢ sur la courbe, et la corde
b¥ devient la tangente en ce point; 'équation se réduit
donc a

Gl saie _Ch
Ca.Ca’ BA.Be
Le point p donné par cette équation dont le second
membre est une quantité connue, suflit pour déterminer le
cercle osculateur, caril est tangent 4 la courbe en A. Ainsi
le probléme est résolu (*).

: 3 A : CA CA
. Sl le point C a 'infini, les ra 15— —
Sl .011 SuPPOSe e P 111 r PPUI‘ S Ca? Cfl’
(fig. 35) sont égaux a I'unité, de sorte que
Ba.Ba'
e e,

Si le point B, intersection des deux cordes Ac, ad/, est le

(*) Cette construction du cercle osculateur s'applique aux courbes géomé-
triques de tous les ordres. Nous I'avons donnée dans le t. XIII du Bulletin
des Sciences mathématiques du baron de Férussac, p. 392; année 1870.

4
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milieu de chacune d’elles,

e
Ba
Ap=— 2+ —-
i BA
Soit R' le rayon du cercle, AD son diamétre perpendicu-
laire 4 la tangente a la conique en A : on a

Ap=2R cospAD;
donc
B i
RcosPAD:ﬁ, ou R:B_p’.
Bp étant la perpendiculaire abaissée du point B sur la tan-
gente en A. Expression connue (¥).

54. Le théoréme de Carnot se transforme en un autre
qui, aun fond, est le méme sous un énoncé différent, mais
se préte 4 quelques corollaires particuliers. Voici ce nouvel
énonce :

Si par deux points fixes A, B ( fig. 36) on méne deux
droites quelconques qui concourent en un point G, et ren-
contrent une conique en deux couples de points a, a et
b, b (réels ouw imaginaires) : on ala relation constante

Aa.Ad' Bb.BY

{l) Ca.Ca"Cb_Cb::CGHSEame.

Effectivement, d’aprés le théoréme (23 ), le second membre
Ac.Ac'
Bc.Bc’

c et ¢’ étant les points ou la droite AB rencontre la conique.

de cette équation est égal a la quantité constante

55. Chacun des points fixes A, B peut étre a I'infini.
Alors U’équation (1) subsiste comme st les segments infinis

¢*) Cette expression, donnée par M. Ch. Dupin dans les Développements
de Géométrie, in-4°, 1813, p. 29, a été trés-utile dans la Théorie de la coup-
bure des surfaces, principal objet de ce grand ouvrage.
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devenaient égaux & l'unité ; c’est-a-dire que si le point B,
par exemple, est a I'infini, I'équation sera

Aa.Aa' 1 -
(2) m 3 6—&.—Cb; — constante.

En eflet, équation (1) exprime que si par les deux points
A, B on méne deux droites se coupant en un point quelcon-
que Gy et rencontrant la conique en deux couples de points
o, o et 6, &, on aura la relation

Aa.Ad - Bb.Bb’_ Ac.Ac : B6.Bé&’
Ga.Ca' 'Cb.C¥  Ca.Ca' C6.C6o

. o LT s b b’
Quand le point B éloigne a 'infini, les rapports _];E ) ];—6,

deviennent égaux i I'unité, comme on I'a prouvé au sujet du
théoréme de Newton (49). Il en résulte dés lors la démons-
tration de I'équation (2).

§ VI. — Propriétés relatives aux tangentes d’une conique.

56. Corollaires du théoréme fondamental, — Puisque
toutes les langentes a une conique rencontrent deux tan-
gentes fixes L, L/, en des couples de points a, &’ qui forment
deux divisions homographiques, il existe sur ces deux tan-
gentes deux points fixes I, J' tels, que 'on a Ia.J o = con-
stante (G §., 120).

Si les deux tangentes L, L/ sont les asymptotes d’une hy-
perbole, les deux points I et J' coincident avecle point d’in-
tersection de ces deux droites. Done :

Le rectangle des segments faits par chaque tangente &
une hyperbole sur les deux asymptotes, & partir du point
de rencontre de ces droites, est constant.

57. /8i la conique est une parabole, elle a une tangente
située & l'infini; les deux divisions homographiques for-

4.
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mées sur deux tangentes fixes ont donc deux points homolo-
gues a l'infini; et par conséquent sont deux divisions seni-
blables (G- 8., 118). Donc :

Toutes les tangentes & une parabole divisent dewx tan-
gentes fixes en parties proporiz'ommlles.

Et réciproguement: Quand deux droites sent divisées en
parties pr'oporliormelles, les droites qui joignent deux a
deux les points homologues enveloppent une parabole tan-
gente aux deux droites.

CororrLAIRE. — On conclut dela que: Si de chaque point
d’une droite on abaisse sur deux autres droites des perpen-
diculaires, la droite qui joint les pieds de ces perpendicu-
laires enveloppe une parabole tangente ¢ ces deux drottes.

58. Quand les tangentes a une conique rencontrent deux
tangentes fixes L, L' en des points a, P etia b
les droites menées d'un point fixe O aux points a',b,... cor-
respondent anharmoniquement aux points @, b,..., c’est-
a-dire que quatre rayons 04, OF,... ont leur rapport
anharmonique égal a celui des quatre points a, b,....Sila
conique est une parabole et que L/ soit la tangente située a
Vinfini, les rayons O/,*O%/,. .. sont paralléles aux tan—
gentes ad/, bb',. . .; le rapport anharmonique de quatre
rayons est donc égal & la fonction semblable des sinus des
angles que les quatre tangentes font entre elles. Nous n’ap-
pellerons pas cette fonction rapport anharmonique des
quatre tangentes, puisque ces droites ne passent pas par un
méme point : nous I'appellerons fonction anharmonique
des sinus des angles de ces droites. Alors on a cette pro-
priété importante de la parabole :

Les points dans lesquels quatre tangentes @ une para-
bole rencontrent une cz'nqm'éme tangente, ont leur rapport
anharmonique égal a la fonction anharmonique des sinus

des angles de ces quatre tangentes.
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Et réciproquement : 87 par quatre points en ligne droite
on méne quatre droites (dont trois arbitrairement), telles,
que la fonction anharmonique des sinus des angles
qu’elles font entre elles, soit égale au rapport anharmoni—
que des quatre poz'n.is SCES qumre droites et celle sur la -
quelle sont pris les quatre points, sont cing tangentes a
une pmubole.'

59. Ce théoréme aura d’assez nombreuses applications;
pour le moment nous citerons, comme conséquences immeé-
diates, les deux prepositions suivantes, dont la seconde
est connue. ‘

Si lon fait tourner toutes les tangentes a une parabole,
autour de leurs pofnis de rencontre avec une i(mgente
fixe, dans un méme sens de rotation et d’un méme angle:
toutes ces droites dans leurs nouvelles positions enveloppe-
ront encore une parabole tangenle & la droite fixe.

60. Quand un angle de grandeur constante se meut de
maniére qu'un de ses cotés tourne autour d’un point fixe et
que son sommet glisse sur une droite, son second cité enye-
loppe une parabole tangente & la droite.

Car la fonction anharmonique de quatre positions du
second coté est égale au rapport anharmonique des quatre
positions du premier coté, parce que les angles sont les
mémes de part et d’antre; et ce rapport anharmonique
est égal a celui des quatre sommets de l'angle mobile.
Donc, ete.

61. Quand deux triangles sont inscrits dans une coni-
que, les six cdtés sont tangents a une conique

Soient abe, def (fig. 37) les deux triangles. Les deux
faisceaux de quatre droites a (b, ¢, e, f) et d (b, ¢, e, f)
out le méme rapport anharmonique (4). Conséquemment
les deux séries de quatre points dans lesquels ces deux fais-
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ceaux rencontrent, respectivement, les deux cotés ef, be,
ont le méme rapport anharmonique. Ainsi

(6 pyes ) =10yt 55 )
Donc les quatre droites b6, cy, e, fo et les deux be, ef
sont tangentes a4 une méme conique (9). e. Q. F. n.
On démontrera d’une maniére analogue que réciproque-
ment, quand deux triangles sont circonscrits & une coni-
que, leurs six sommets sont sur une autre conique (*).

62. On: conclut de 'un ou de 1’autre de ces deux théo-
remes que :

Quand un triangle abe est inscrit @ une conique C et
circonscrit & une conique C', on peut construire une infi-
nité d’autres triangles inscrits & C et circonscrits a C!.

En effet, que par un point & de C on méne a C' deux
langentes : elles intercepteront dans C une corde b4'c/,
formant avec ces droites le triangle @'6’c’ inscrit & G. Les
deux triangles abc et &b’ ¢’ ontleurs six cOtés tangents a une
méme conique (6’1 ). Mais cette conique ne peut étre que C/,
tangente aux trois cotés du premier triangle et a deux cotés
du second. Done le troisiéme c6té &'’ du second est tangent
a C'. Donc, ete.

63. Quand un triangle ABC ( fig. 38) est inscrit dans
une conique, si autour d’un point O de la courbe on fait
tourner une droite qui rencontre les cdtés du t;‘:’angle en
trois points a, b, ¢ et la courbe en un quatriéme point e, le
rapport (m?mr‘monique de ces quat?'epoints reste constant.,

C’est-d-dire que pour une autre droite O¢’ on aura

[y 50yt =1(as; bseinich)s

(*) Ces deux théorémes, qui se présentent ici comme conseéquences di-
rectes des deux propriétés fondamentales des coniques, se peuvent conclure
aussi des propriétés de I’hexagone inscrit ou eirconscrit, Voir Mosivs, Der
barycentrisehe caleul, ete,, art, 283.
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En effet, qu'on méne la corde ¢ : les deux triangles ABC,
Oed sontinscrits dans la conique; leurs six ¢dtés sont donc
tangents a une autre conique (61). Et, par conséquent, les
deux systémes de quatre points a, b, ¢, eet a/, &/, ¢, ¢ dans
lesquels les quatre co1és CB, AC, BA et e¢’ rencontrent les
deux cdtés Oe, O, ont le méme rapport anharmonique.
Ce qu'il fallait démontrer.

Cororraire. — Le rapport anharmonique des quatre
droites CA, CB, C¢, Cé' est constant quelle que soit la
droite O¢/, le point O restant fixe: car ce rapport est égal a
celui des quatre points &, &/, ¢, €. Si I'on suppose que la
droite O¢’ passe par le point C, auquel cas la corde Cé’ de-
viendra tangente 4 la conique, on aura une solution de ce
probléme :

Menerla tangente en un point C d’une conique dont on
connait quatre autres points A, B, 0, e ( fig. 38).

On ménera par le point C la droite CT, de maniére que
le rapport anharmonique des quatre droites CA, CB, CO,
CT soit égal A celui des quatre points a, b, ¢, e : ce qui se
réduit & prendre sur Oele point T tel, que

fase b RO D= g S b e e)e
La droite CT sera la tangente en C.

64. Corollaires du théoréme corrélatif de celui de
Pappus. — Soit ( fig. 3g9) un quadrilatére ABCD circon-
scrit & une conique: un ¢dté, CD par exemple, peut s’in-
cliner sur le c6té DA, de plus en plus jusqu’a ce que le
sommet D qui s’approche contintiment du point de con-
tact du ¢oté DA, vienne coincider avec ce point. Alors les
denx cotés conséeutifs CD, DA du quadrilatére se con--
fondent en direction, et le sommet D est le point de contact
de ce coté double avec la courbe. Le théoréme recoit cet
énoncé :

Quand un triangle est circonscrit & une conique, le pro-
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duit des distances de chaque tangente a dewx sommets du
triangle, et le produit des distances de la méme tangente
au troisitme sommet el au point de contact du cété op-
posé, sont en raison constante.

65. Les deux cotés DC, BC d’un quadrilatére circonscrit
ABCD (fig. 40) peuvent s’incliner I'un et I'autre sur les
cotés DA, BA, respectivenent, et le sommet C s'approcher
du sommet A. A la limite, ot il y a coincidence, le quadri -
latére devient un angle DAB circonscrit a la conique. Les
points de contact D, B des deux cotés de cet angle représen-
tent deux sommets opposés du quadrilatére primitif, dont
les deux autres sommets sont confondus en A. Le théoréme
prend alors cet énoncé :

Quand un angle DAB est circonscrit & une conique, le
produit des distances de chaque tangente aux deux points
de contact D, B des cétés de Uangle, et le carré de la
distance de la méme tangenie au sommet A, sont en
raison constanie.

Observation. — La corde de contact BD des cotés de
I'angle représente une diagonale du quadrilatére primitif :
V'autre diagonale est nulle, se réduisant au point A. Nous
pouvons dire aussi qu’elle est infiniment petite. Cette
considéralion nous permettra dans la suite d’appliquer a
ce simple point A, sommet de l'angle circonscrit, cer-
taines propriétés appartenant aux diagonales d’un quadri-
latére circonserit.

§ VIIL.

66. Corollaires du théoréme corrélatif de celui de Desar-

sues. — Le théoréme (27) donne une nouvelle construction

s
de la conique tangente a cing droites.

Quatre de ces droites forment un quadrilatére. Que
d’un point de la cinquiéme droite D on méne des rayons
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aux deux couples de sommets opposés du quadrilatére. Ces
rayons, conjugués deux adeux, délerminent une involution;
et le rayon conjugué & la droite D dans I'involution est tan-
gent i la conique cherchée. On construira ainsi toutes les
langentes a la courbe.

87. Si, dans le théoréme général, on suppose quele point
par lequel on méne deux tangentes a la conique et des
droites aux sommets d'un quadrilatére circonscrit, soit pris
sur la courbe méme, les deux tangentes coincident et for-
ment un rayon double de I'involution déterminée par les
deux couples de droites, De la résulte une solution du pro-
bléme suivant :

Décrire une conique tangente a quatre droites et pas-
sant par un point donne.

Les quatre droites forment un quadrilatere circonscrit a
la conique cherchée. Du point donné on mene deux couples
de droites aux sommets opposés de ce quadrilatére, et lon
construit les rayons doubles de I'involution déterminée par
ces deux couples de droites (G S., 210) : chacun de ces
deux rayons est la tangente i une conique satisfaisant a la
question.

68. Si, comme précédemment (64), un triangle circon-
scrit 4 ume conique représente un quadrilatére dont deux
cotés se confondent, I'énoncé géuéral (27) devient :

Quand un triangle est circonscrit a une conique, Si
d’un point pris arbitrairement on meéne deux tangentes
& la courbe et deux autres couples de droites dont les
premiéres aboutissent a deux sommets du triangle et les
deux autres au troisiéme sommet et au poz'nl de contact
du cété opposé , ces trots coupfe.s de droites sont en invo-
lution,

69. Si le/quadrilatere se réduil & un angle cireonserit a
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la conique, comme il a été expliqué ci-dessus (65), le théo-
réme général se particularise ainsi : ‘

Quand un angle est circonscrit & une conique, si d’un
point on méne deux tangentes a la courbe, et deux
droites aux points de contact des cétés de U’angle, l'in-
volution déterminde par ces deux couples de droites aura
pour 'un de ses rayons doubles la droite mence du méme
point au sommet de Uangle.

70. Ce théoréme donne immédiatement la solution du
probléme suivant :

Construire une conique tangenle a lrois droites el pas-
sant par deux points donnés.

Soient L, L', L les trois droites et @, b les deux points.
On déterminera les tangentes a la conique en ses deux
points a, b; ce qui se raméne a trouver le point de concours
de ces tangentes.

A cet effet, que par le point d’intersection O des deux
droites L, I/ on méne les droites Oa, Ob, et les rayons
doubles de I'involution déterminée par les deux couples L,
L/ et Oa, Ob : le point cherché sera sur I'un de ces deux
rayons (69). Opérant de méme avec les deux droites L,
L”, on obtiendra deux autres droites sur chacune desquelles
devra se trouver aussi le point cherché. Chacun des quatre
points de rencontre de ces deux droites par les deux pre-
miéres satisfera donc ala question, ¢’est-a-dire sera le point
de concours des tangentes a la conique demandée, en ses
deux points a; b. Ainsi le probléme est résolu et admet
quatre solutions.

Observation. — Pour que les solutions soient réelles, il
faut que les deux points a, b soient, tous les deux a la fois,
dans l'intérieur du triangle formé par les trois tangentes;
ou bien tous les deux extérieurs an triangle, mais alors
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situés I'un et I'autre dans un des trois angles du triangle,
ou I'un dans un angle et I'autre dans 'opposé au sommet.
La raison de cela est qu’il faut que P'angle des denx droites
menées d'un sommet du triangle aux deux points a, b -
n’empiéle pas sur 'angle du triangle (G. S., 244 et 210).

Les deux points @, & peuvent étre imaginaires; la con-
struction subsiste encore et les quatre solutions sont tou-
jours réelles.

On remarquera que la construction exige en outre que
les trois droites soient réelles, puisqu’on les combine deux
a deux. Nous donnerons plus tard une construction qui
permetira de supposer deux des droites imaginaires aussi
bien que les deux points.

§ IX.

71. Corollaires duthéoréme de M. Brianchon.— Quand
un hexagone est circonscrit 4 une conique, un coté s'in-
clinant de plus en plus sur le c6té suivant, le sommet qui
est leur point d’intersection s’approchera indéfiniment de
la courbe : et, alalimite, o les deux cotés ne séront qu’une
méme tangenle, ce sommet deviendra le point de contact.
Il s’ensuit qu'un pentagone circonscrit 4 une conique peut
étre considéré comme un hexagone circonscrit dont un des
sommets est le point de contact d’'un des cotés. Pareillemerrt
un quadrilatére circonscrit sera considéré comme un hexa-
gone dont denx sommets sont les points de.contact de deux
coOtés. Et enfin un triangle circonserit sera considéré comme
un hexagone dont trois sommets sont situés aux points de
contact des trois cotés.

72. Si l'on réduit 'hexagone an pentagone, on obtient
une solution trés-simple de ce probléme : Etant données
cing tangentes d’une section conique, trouver le point de
contact de chacune d’elles.
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Les cing tangentes forment un pentagone abede (fig. 41).
Done, en considérant le point de contact f de la cinquiéme
tangeﬂte ea comme ‘le sommet d'un hexagone, la droite
menée de ce point au sommet opposé ¢ passera par le
point de concours des deux diagonales ad, be. Conséquem-
ment ce point de contact sera déterminé.

73. Lorsque dans un quadrilatére circonscrit &4 une co-
nique on regarde les points de contact de deux cotés oppo-
sés comme deax sommets d'un hexagone circonscrit, on en
conclut que :

Quand un quadrilatére est circonscrit (¢ une conique,
les droites qui joignent les points de contact des cotes
opposés passent par le point de rencontre des deux dia-
gonales.

T4. Les points de contact des cotés d'un triangle circon-
scrit 4 une conique peuvent étre regardés comme les som-
mets d’un hexagone circonscrit; il en résulte que:

Quand un triangle est circonscrit & une conique, les
droites menées de ses sommets aux points de contact des
cotés opposes passent par urn meme point.

: § X.

75. Corollaires du théoréme corrélatif de celui de
Carnot.—Si le sommet ¢ opposé au coié C du triangle (29)
est situé sur la conique, les deux tangentes 7, ¥/, coinci-
dent avec la tangente en ce sommet, et I'équation devient

sin (A, 6).sin (A, 6') sin(C, «).sin (G, a') sin? (B, 9) .
sin (C, 6).sin (G, &) sin(B, «).sin (B, &) sin?(A,q9)

: : : % i sin{A, )
Celte equation fait connaitre le l'i—lpp(ll‘l srmct » et par
sin(B, 7) :
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conséquent la direction de la tangente au point ¢ de la
conique, quand on connait les quatre tangentes o, o, 6, 6.
Ainsi elle résout ce probleme :
Connaissant quatre tangentes et un point d’une coni-
que, déterminer la tan gente en ce poz'nt.
(A/}
sin (By)
le probléme admet deux solutions, comme nous I'avons

déja vu (67).

L’expression de 2 a deux valeurs, par conséquent

76. Cherchons ce que devient I'équation générale (29)
quand le c6té C ou ab du triangle est tangent a la conique.
Désignant par i dans le cas général (fig. 17) le point
d’intersection des deux tangentes ¢ et &, on voit que
sin(C, 8") ar'

bt R et ]’é uauon eut se changer en celle-ci
sin (G, a) ‘ q 12 S

sin(4A, 8).sin (A,6) sin{C, &) sin (B, 7).sin(B,7)  ai
sin (B, «).sin(B, «) sin(C,_G‘) sin (A, 7).sin (4, 7) =

Mais ce point 7, quand le coté C ou ab devient tangent
a la conique, est précisément le point de contact. L'équa-
tion le fait connaitre, car le premier membre est connu.
Elle sert donc & résoudre ce probléeme :

Etant données cing tangentes & une conique, déter-
miner le point de contact de chacune d’elles.

77. On peut supposer qu'un sommet, ou deux, du
triangle abe soient & 'infini.

I. Soit le sommet @ ( fig. 42) a Vinfini : les tangentes
issues de ce sommet sont paralléles aux cotés B, G, et ren-
contrent la base A en deux points 2, &’. On a, dans cette
hypotheése,

sin (A, 6).sin(A, 6') sin(B, y).sin(B, ¢') ex.ca’
sin (C, 6). sin (G, &) sin (A, 9).sin(A,y") ba.bo’
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1. Si les deux sommets a, & du triangle sont a 'infini
(fig. 43), les-tangentes issues de ces sommets rencontrent ;
les cotés A et B respectivement en des points «, ' et 6,

&', et la relation se réduit a
sin (B, ¢).sin (B, y') eax.ca’ |

sin (A, ).sin (A, §/) cb.c6

Conséquences des deux théorémes (23) et (29) considérés
simultanément.

78. Quand les trois cotés d’un triangle rencontrent une
conique, les droites- menédes des sommels aux points de
rencontre des cotés opposés sont six langentes d’une méme
conigue.

En effet, une conique rencontrant les trois cotés d'un
triangle ABC en des points a, @, b, ¥/, ¢, ¢, les segments
interceptés ont la relation

AL AD Ga Gal Be.Be L
Gb.GH Ba.Ba' "Ac.Acd

(23).

Mais les trois droites Aa, Bb, Cc entrainent celle-ci

Ab Ca Bc_sinABb sinCAa sin BCec

Cb Ba Ae sinCBb sinBAa " sin AGe (6. S., 353).

Les trois droites Aa/, Bb, Cc¢’ donnent une relation
semblable. On a donc '

sinABb sin AB%’ sinCAa.sin CAa’ sinBCc.sinBCc’”_]
SimCBb .sinCB&' sinBAa.sinBAa' sinACec.sinACe = ’

équation qui prouve que les six droites Ao, Aa .. B0nt
tangentes 4 une méme conique; car la réciproque du théo-
réme (29) est évidente.

La réciproque du théoréme actuel I'est également.
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19. Observation. — Dans le théoréme (23) la conique
peut étre I'ensemble de deux droites; et dans le théo~
réme (29) la conique peut éire infiniment aplatie, c’est-a-
dire se réduire a une droite limitée a4 deux points (32).

Il suit de cette derniére hypothése que :

S8t de deux points pris arbitrairement on meéne des
droites aux trois sommets d 'un triangle, les six points dans
lesquels ces droites rencontrent les cétés, respectivement
opposes aux sommels, sont situés sur une conique (*).

Ainsi, par exemple, les points milieux des cétés d’un
triangle et les pieds des perpendiculaires abaissées des
sommets opposés sur ces colés sont six points silues sur
une conique.

(") Ce théoréme a été démontré par M. Steiner dans les Annmales de
Mathématiques de M. Gergonne, t. XIX, p. 3, année 1828,
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TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.

CHAPITRE 1V.

EXTENSION DES THEOREMES-GENERAUX. — DESCRIPTION
ORGANIQUE DES CONIQUES. — THEOREMES DE NEWTON, DE
MACLAURIN ET DE BRAIKENRIDGE. — GENERALISATION DE
CES THEOREMES.

§ L

80. Quand un polygone d’un nombre pair de cétés est
inscrit dans une conique, le produit des distances de cha-
qgue point de la courbe aux cotés de rang impair et le
produit des distances du méme point aux cotés de rang
pm’r, sont en raison constanle.

Démontrons que si le théoréme a lieu pour un polygone
de 2m cblés, il aura lien pour un polygone de deux cotés
de plus.

Soit AB. ..EF (fig. 44) le polygone de 2m cotés; rem-
placant le dernier coté FA par trois cotés conséeutifs I'G,
GH, HA, on passe au polygone AB...FGHA de 2m + 2
cOtés.

Appelons a, b,. .., [, 8 h, les distances d'un point m
de la courbe aux cbtés consécutifs AB, BC,. .., FG, GH,
HA; et ¢ sa distance a la diagonale FA. On a, par hypo-
thése, dans le premier polygone AB...FA, la relation

a.c..,. €

— constante = ).
Dbl o

Mais on sait, par le théoréme de Pappus, que dans le qua-
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drilatére AFGH :

v, g 1 BT
ﬂ = constante = p. (19).

Multipliant membre a membre ces deux équations, on
obtient

(I.C...(}.g =

——* — }.u =-constante.
bad. L fih ;

Ce qu’il fallait démoutrer.

81. Un coté du polygone, tel que AB, peut devenir infi-
niment petit et se confondre avec la tangente en A. Un
autre coté CD, non contigu a AB, peut aussi se confondre
avec la tangente; etainsi des autres. De sorte que, par exems
ple, tous les cotés de rang impair peuvent devenir tan-
gents & la courbe. Alors le théoreme général exprime la
propriété suivante :

Un polygone d’un nombre quelconque de cétés étant
inscrit & une conique, le produit des distances de chaque
point de la courbe aux cdiés du polygone et le produit

‘des distances du méme ])oz'n.t aux mrzgenies a la courbe

mencées par les sommets du po{y‘gonc, sont en raison

constante.

82. Le théoréme de Desargues (20) admel la générali-
salion suivante :

Quand un polygone d’un nombre pair de cétés est in-
scrit dans une conique, si 'on méne une transversale qui
rencontre la courbe en deux points: le produit des seg-
ments compris entre U'un de ces points et les cotés de rang
pair-est aw produit des segments compris entre le méme
point et les cétés de rang impair, comme le produit des

segments compris entre le second point de la courbe et les
5
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cotes de rang p(:.ir est au prodm't des segments compris
entre ce point et les cétés de rang impair.

Ainsi soient ABCDEF le polygone, et a, €, 7, 0, ¢, ¢ les
points de rencontre de ses cotés conséeutifs AB, BC, . .. par
la transversale; m et m les points de rencontre de la coni-
que : on aura

H!a.nl'}'.ﬂi“ m' o, m' Y- ﬂ’l E

mé-. ma‘.mp me.m'e m' q;

Nous allons prouver que si le théoréme a lien pour un
polygone de 2m’cdtés ABCD, il sera vrai pour un poly-
gone de deux cotés de plus.

En effet, si dans le polygone de 2m + 2 cotés on mene
une diagonale AD qui retranche trois cotés: AF, FE, ED,
elle décompose le polygone en un polygone de 2m cdiés, et
un quadrilatére., Formant les deux équations qui ont lien
pour ce polygone par hypothése, et pour le quadrilatére par
le théoréme de Desargues, et multipliant ces deux équations
membre 4 membre, on trouvera I'équation a démoutrer.

83. Quand un polygone ABCD... est tracc dans le
plan d’une conique qui rencontre ses cotés AB, BC,. ..
en des couples de points a, almbihiticaca o Sona -
quation

Ao AcicBU B -CeilCGelis et
PaanNa Cooap "DeDes =

En effet, on voit aisément que si le théoréme est vrai pour
un polygone' de n codés, il le sera pour un polygone d'un
coté de plus. Car celui-ci se divisera, au moyen d'une dia-
gonale qui retranche deux cotés, en un polygone de 7 cotés
et un triangle. Le théoréme aura lieu pour ce polygone et
pour le triangle; et en éliminant des deux équations rela-
tives a ces deux figures, les segments faits sur la diagonale
qui est leur ¢6té commun, on obtiendra I'équation relative
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au polygone den +- 1 c6tés. Donc le théoréme, étant vrai
pour le triangle (23), est aussi pour le quadrilatére, puis
pour le pentagone, et ainsi de suite. Du reste, ¢’est pour
un polygone quelconque que Carnot a démontré le théo-
réme dans sa Géoméirie de Position.

On voit sans difficulté de quels énoncés sont susceptibles
les deux derniers théorémes, si 'on suppose que des cotés
du polygone deviennent infiniment petits, ainsi que nous

I’avons fait (81).

Théorémes corrélatifs,

84. Quand un polygone d’un nombre pair de cités est
circonscrit & une conique : le produit des distances d’une
tangente quelconque aux sommets de rang pair et le
produit des distances de la méme tangente aux sommets
de rang impair, sont en raison constante.

o

85. Quand un polygone d’un nombre quelconque de
PSS

cOtés est eirconscrit & une conique : le 1 oduit des distances

de chaque tangente aux sommets du polygone et le pro-

dutt des distances de la méme tangente aux points de

contact des cétés du polygone, sont en raison constante.

86. Quand un polygone d’un nombre pair de c6tés est
circonscrit & une conique, st d’ un point on meéne des tan-
gentes & la courbe, et des droites aux sommets du poly-
gone : le produit des sinus des angles que lune des tan-
gen.tea: Jait avec les droites menées aux sommets de rang
pair est au produit des sinus des angles que la méme tan-
gente fait avec les droites mendes aux sommets de rang
impair, dans un rapport qui reste le méme quelle que
soit celle des deux tangentes que U'on a prise.

87. Quand un polygone ABC...T est tracé dans le
&
5.
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plan d’une conique, si de ses sommets A, B,. .. on méne
les couples de tangentes a la courbe, o, o5 6,6';5..., on
! 5

aura la relation

sin(AB, ) sin(AB, «') sin(BC, §)sin (BC, §)
sin (AF, «)sin (AF, «') sin(BA,6)sin(BA,6)

Ces propositions sont I'extension des théorémes 26, 27
et 29. Leur démonstration est tout a fait semblable a celle
des propositions précédentes (80-83), et conséquemment
n’offre aucune difliculté.

H

S e

i

§ Il.— Description des coniques considerées comme lieux
geométriques.-

RS

Description organique de Newton.

S

88. Quand deux angles de grandeur constante aOA,
aO'A (fig. 45), tournent autour de leurs sommets ﬁrm
0, O, de maniére que leurs cétés Oa, O'a se coupent
toujours sur une ligne droite donnée L : les deux autres
cotés OA, O'A se coupent sur une conique qui passe par
les sommets O, O' des deux angles.

En effet, quand le point @ glisse sur la droite L, les deux
droites Oa, O'a forment deux faisceaux homographiques.
Mais les droites OA, c’est-a~dire les positions du second
coté de 'angle O, constituent un faisceau homographique
au faisceau des droites Oa; et pareillement, le faisceau des
droites O’A est homographique 4 celui des droites O’a.
Donc les denx faisceaux dont les rayons sont OA, /A,
sont homographiques. Done ils se coupent sur une conique
qui passe par les deux points O, O'. Ce qu’il fallait démon-
trer.

Cest ce théoréme que Newton a donné sous le titre de
Description organique des coniques, parce qu’au moyen
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d’un instrument formé de deux angles tournant autour de
leurs sommets on décrit une conique d'un mouvement con-
tinu (*).

Quand cing points d’unc conique sont donnés, la gran-
dear des angles qu'il faut prendre pour construive la courbe
se détermine ainsi :

Soient A, B,C, 0, O’ ( fig. 46) les cing points; on prend
les angles COO’, CO’O pour les deux angles mobiles; on
les fait tourner autour de leurs sommets O, O, de maniére
que leurs cotés OC, O'C soieut dirigés sur le point A ;
alors leurs cotés OO', O'O se coupent en un point @. On
dirige énsuite les cotés OC, O'C sur le point B, et les coiés
00, YO se coupent en un point b. La droite @b est la
droite directrice L sur laquelle glissera le point de ren-
contre des deux colés qui se confondaient d’abord avec la
ligne OO, :

Remarque. —Si, dans le théoréme général, il existe une
position des deux angles telle, que les cotés OA, O'A coin-
cident avee OOV, la courbe décrite n’est plus une conique,
mais une ligne droite; parce que les deux faisceaux for-
més par ces cotés OA, O’'A auront alors deux rayons homo-
logues se confondant avec la droite qui joint leurs centres
(G. 8., 105). On peut dire que la conique devient dans.
ce cas 'ensemble de deux droites, dont I'une est O0'; car
chaque point de cette droite, étant commun aux deux coiés
OA, O'A quand ils coincident avec elle, appartient au liew
géométrique cherché.

Ce cas particulier a été remarqué par Newton.

Theoréme de Maclaurin et de Braikenridge.

“y ’ . " 0 ~ .
89. Etant donnés trois points et deux droites fixes, st

(*) Yoir Enwmeratio linearum tertii ordinis, ele.
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Uon fait glisser sur les deux droites deux sommets d’un
triangle de forme wariable, dont les trois cétés tournent
autour des trois points fixes: le troisieme sommel décrira
une conique.

En d’autres termes :

Si autour d’un point fixe p (fig. 47) on fait tourner
une transversale qui rencontre deux droites fixes SL,
SL! en deux points a, a', et que par deux points fixes O,
O on méne les droites Oa, O'd, leur point d’intersection
déerira une conique.

En effet, les points a, @ forment sur les deux droites L,
L’ deux divisions homographiques ; les droites Oa, 0'a’ for-
ment donc deux faisceaux homographiques. Donc le point
de concours m de ces droites a pour lien géométrique une
conique qui passe par les deux points O, O'.

Ce théoréme a été démontré par Maclaurin (¥*) et Brai-
kenridge (*¥¥), et a fait le sujet de quelques discussions de
priorité entre ces deux géometres.

De méme que le théoréme de Newton, il procure un
moyen général de description d’une conique déterminée
par cinq points.

Ea effet, la courbe ne passe pas seulement par les deux
points O, O/; elle passe par le point de concours S des deux
droites L, L/, et par les points b, ¢’ ot les deux droites p 0/,
et 0O rencontrent ces droites L, L' respectivement : de
sorte que la courbe a cing points O, 0, S, &, ¢, connus
4 priori. Si ces cinq points sont donnés, on en conclut la
position du point p autour duquel il faut faire tourner la
transversale paa’ pour déterminer un sixiéme point .

(¥) Voir Exercitatio Geometrica de descriptione lineavum curvarum. Auc-
thore G . Bratgeseinge. Londini, 1753 ; in-4°. — Transactions philosophiques
de la Société Royale de Londres, année 1735.

(¥*) Transactions philosophiques de la Société Royale de Londres, annce

1735.
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90. Cette considération a conduit Maclaurin a une dé-
monstration du théoréme de Pascal.

En effet, les six points O, O/, S, b, ¢’ et m sont les som-
mets d'un hexagone OS50 O inscrit a la conique : les
points de concours des cotés opposés de cet hexagone sont a
(point de concours des deux cotés mO, $b), p (point de
concours de Oc¢’ et 50') et & (point de concours de ¢'S et
O/im). Ces trois points @, p, @ sont en ligne droite. On en
conclut done que::

Dans un hexagone inscrit dune conique, les trois points
de concours des cstés opposés sont en ligne droite.

-

Autres théorémes analogues & celui de Newton (88).

91. 1° On peut demander que les deux premiers coiés
des angles O, O/ rencontrent la droite L en des points a, &/,
toujours distants d'une méme longuenr aa’; ou bien que ce
segment aa’ soit vu d’un point donné sous un angle donné :
dans les deux cas le point d’intersection m des deux autres
cotes decrira une conique.

2° Si les deux premiers cotés Oa, O'a, au lieu de se cou-
per sur une droite, tournent autour des sommets O, 0’ en
faisant entre eux un angle de grandeur constante, le point
d’intersection m des deux: autres cétés décrira encore une
conique.

3° 8t Uon déforme un polygone, de maniére que tous
ses sommets, moins un, glissent sur des droites, et que tous
ses cotés soient vus d’autant de points fixes sous des angles
donnés : le dernier sommet du polygone décrit une coni-
que qui passe par les deux points desquels on voit sous des
angles donnés les deux cétés adjacents a ce sommet.

D’aprés ce qui précede, la démonstration de ces théo-
rémes est bien facile; car on voit sur-le-champ que la
courbe décrite est, dans chaque cas, le licu des points d’in-
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tersection de deux rayons qui tournent autour de del_lx
points fixes en faisant des rapports anharmoniques égaux.

Généralisation du théoréme de Maclaurin et de Braikenridge.

92. Un polygone étant tracé dans un plan, si on le
déforme de maniere que tous ses cdtés tournent autouwr
d’autant de points fixes, et que tous ses sommets, moins
un, glissent respectivement sur des droites fixes : le dernier-
sommet décrira une conique qui passera par les deux
points fixes autour desquels tournent les deux cétés ap-
partenant a ce sommet. :

Soit abedem ( fig. 48) le polygone dont les cotés ma,
ab,. .., em tournent autour des points P, Q,..., U, et dont
les sommets a, b,..., ¢ parcourent des droites fixes A,
B, ..., E. Il faut prouver que le dernier sommet m décrit
une conique passant par les deux points P et U.

En effet,dans la déformation du polygone, lesdeux droites
Pa, Qa décrivent deux faisceaux homographiques, puis- &
qu’elles se coupent sur la droite fixe A. Nous dirons donc
que le second coté du polygone décrit un faisceau homogra-
phique au faisceau décrit par le premier c¢oté. Par la méme
raison le troisiéme coté déerit autour du point R un faisceau

homographique au second, et par conséquent au premier;

et ainsi de suite. De sorte que le dernier coté Um décrit un
faisceau homographique au faisceau décrit par le premier
coté Pm. Donc le sommet m déerit une conique qui passe |
par les deux points P et U (8). Ce qu'il fallait démonirer.

Remarquons que le point d’intersection de deux cités 1
quelconques, non contigus, decrit aussi une conique qui
passe par les points autour desquels tournent ces deux
cotes.

Cela résulte de ce que ces deux cotés décrivent deux fais- !
ceaux homographiques. FAR

SCD LYON 1



CHAP. IV. — EXTENSION DES THEOR. GENERAUX. 73

Cette proposition générale a été démontrée par Maclau-

rin et par Braikenridge, dans les Zransactions philoso-
phiques de la Société Royale de Londres, année 1735.

93. Les points fixes P, Q,..., U sont les sommets
d’un polygone de méme nombre de cotés que le polygone
mabc. .. em; et I'on peut dire que celni-ci est circonscrit
a ce polygone PQR. .. U. Donc :

Etant donné un po{f}f'gone, si on lui circonserit un po{:}*—-
gone d’un méme nombre de cités, dont tous les sommets
Moins un gliﬁsent, r(?.vpecrz'vement, sur des droites ﬁ.:re.ﬁ',
le dernier sommet décrira une conique.

Génération des coniques considérées comme enveloppes d’une
série de tangentes (*).

94. Etant donndes deux droites fixes, si on inscrit
entre elles des cordes qui solent vues d’un point fixe sous
degangles égaux, tournant dans le méme sens : ces cordes
enveloppent une conique tangente aux deux droites.

95. Ftant données deux: droites fixes L, L! ( fig. 49), st
le sommet d’un angle dont les cdiés tournent autour de
deux points fixes P, P! parcourt une troisiéme droite M.: la
drotte aal qui joint les points de rencontre des deuz droites
L, L' et des deux cétés de I'angle, enveloppera une coni-
que tangente aux deux droites L, L

Si la droite PP/ qui joint les deux points fixes passe par
le point de concours S des deux droites L, L/, les droites ad/
n'enveloppent plus une conique; elles passent toutes par
un-méme pont ; (G. S., 38). On peut dire que la conique
se réduit au systéme des denx points S et p (32), parce que

(*) Nous omettons ici les démonstrations, tout a fait conformes acelles des
théorémes précédents, et qui ne peuvent présenter aveune dilfienlte.
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toutes lesdroites qu’on peut mener par chacun de ces poiuls
satisfont aux conditions de la question.

Remarque. — La droite PP’ est une tangente a la coni-
que; car lorsque le point m, qui glisse sur la droite M, se
trouve sur le prolongement de PP’ la droite aa’ coincide
avec cette droite PP/,

Soient b et ¢ les points d’intersection des deux droites
L, L/ par la droite M : les deux droites P4, P¢' sont deux
autres tangentes 2 la conique. On a donc les six tangentes
ab, bP, P'P, Pc, dd, da, qui forment un hexagone
abP'Pc'a’ circonscrit 4 la conique. Les sommels opposés
sont b et ¢’y a et P, d et P'. Les denx droites aP, a'P’ se
croisent sur la droite M ou 4¢’. On en conclut done que :

Quand un hexagone est circonscrit a une conique, les
trois diagonales qui joignent les sommets opposés passent
par un méme point. Théoréme déja démontré (28).

96. S8t tous les sommets d’un polygone sont assujetiis
& se mouvoir sur autant de droites fixes, tandis que ®ous
ses cotés, un seul e.;r.‘cepte', tournent autour de poiu(‘.s'.ﬁ;res g
le coté libre du polygone roulera sur une conique, lan-
gente aux deux droites sur lesquelles glissent les deux
sommets appartenant & ce coté (*).

Remarque. — Tous les sommets du polygone divisent
homographiquement les droites sur lesquelles ils glissent;
on en conclat que la diagonale qui joint deux sommets
quelconques du polygone enveloppe une conique tangente
aux deux droites sur lesquelles glissent les deux sommets.

97. Quand on déforme un polygone en faisant glisser :

tous ses sommels sur autant de drottes fixes, de maniére

(*) Ce théoreme a été démontré par M. Poncelet (Traité des Propriéiés
projectives, etc,, p. 298).
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que tous ses cétés, moins le dernier, soient vus, respective-
ment, de certains points fixes sous des angles donnés: le
dernier coté enveloppe une conique tangente aux deux
droites sur lesquelles glissent les deux sommets qui appar-
tiennent & ce cote.

Chacune des diagonales du polygone enveloppe aussi une
section conigue. ;

Une partic des angles peuvent étre nuls, de sorte que les
¢6tés correspondants du polygone tourneront autour de
points fixes représentant les sommets de ces angles.
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CHAPITRE V.

THEORIE DES POLES ET POLAIRES. — POINTS CONJUGUES;
DROITES  CONJUGUEES. — QUADRILATERES INSCRITS - OU
CIRCONSCRITS.— CORDES ISSUES D'UN MEME POINT.— ANGLES
INSCRITS AYANT LEURS SOMMETS SUR UNE MEME DROITE.

§ I. — Polaire d’un point.

98. Quand plusieurs cordes d’une conique passent par
un méme point :

1° Les points de rencontre des droites qui joignent deux
a deux les extrémités de deux cordes quelconques sont
situés sur une méme droite;

2° Les tangentes aux extrémités de chaque corde se
coupent sur cette droite;

3° Cette droite est le lieu des points conjugues harmo-
niques du point de concours des cordes par rapport aux
extrémiles de chaque corde.

Soient aa', bl' ( fig. 50) deux des cordes; p leur point
de concours. Nousallons pronver d’abord que les deuxpoints
de rencontre /n et n des droites qui joignent les extrémités
de ces deux cordes, et le point de concours p des langentes
aux extrémités a, @', de I'une d’elles, sont trois points en
ligne droite.

En effet, les quatre droites qui partent du point a, savoir
la tangente ap, et les trois droites ab, ab/, ad' ont le
méme rapport anharmonique que les quatre droites qui
partent du point @' : d'a, a'b, a't’ et la tangente 'p (6).
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Changeant l'ordre de celles-ci, nous dirons que les deux
faisceaux de quatre droites ap, ab, abl, ad evd'p, d'b', d'b,
a'a ont le méme rapport anharmonique (G. 8., 40); ¢t
comme les deux rayons homologues ad’ et @a coincident,
les trois points d'intersection p, 2, m des autres rayons,
deux a deux, sont en ligne droite (G. S., 43).

Maintenant observons que dans le quadrilatére ama’ n
le point «, intersection des deux diagonales mn, ad, est le
conjugué harmonique par rapport aux deux sommets a, a
du point p dans lequel la droite qui joint les points de con-
cours b, b’ des cotés opposés du quadrilatére rencontre la
diagonale ad (G. S., 341).

D’aprés cela, la droite mn se trouve déterminée au moyen
d’une seule corde ad/, puisqu’elle passe par le point de ren-
contre des tangentes en @ et @’ et par le point o, conjugué
harmonique de p par rapport 4 ces deux points &, & Donc,
quelle que soit 'antre corde 5%/, les points m, n, le point de
concours de deux tangentes en b et &/, etle point 6 conjugud
harmonique du point ¢ par rapport a & et &/, sont situés sur
la méme droite.

Ainsi le théoréme est démontré.

On peut remarquer toutefois, a I'égard de la troisiéme
partie du théoréme, que la démonstration suppose réels les
deux points de rencontre de chaque transversale et de la
conique ; qu’elle laisse done quelque chose i désirer. La
démonstration suivante s’applique au cas ot ces points sont
imaginaires.

Autrement. Ayant pris les deux droites paa', pbd' de
maniére a former le quadrilatére aa/b'b, qu’on méne par
le point p une troisiéme droite qui rencontre la courbe en
deux points ¢, ¢ (réels ou imaginaires), les deux cotés ab,
a'llen c, ¢, et la droite nm en 7. D’apres le théoreme de
Desargues, les deux couples de points ¢, ¢’ ete, ¢, et le
point p, considéré comme point double, forment trois con-
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ples en involution (20); en d’autres termes, le point p est
un des deux points doubles de I'involution déterminée par
les deux couples ¢, ¢’ et ¢, . Or le point y est le conjugué
i harmonique de p par rapport aux deux points ¢, ¢, a cause
i de 'angle ana’ coupé par les deux transversales pab, pa'b!
i (G. S., 110). 1l est donc aussi le conjugué harmonique de
p par rapport aux deux points ¢, & (G. §., 205). Donc
quand une transversale tourne antour du point p, le con-
jugué harmonique de ce point par rapport aux points de la
conique (réels ou imaginaires) situés sur la transversale,
décrit une droite; et les points de concours, tels que m et
n, des droites qui joignent deux i deux les extrémités de
deux cordes ad/, bb' sont sur cette droite. Ce qui constitue
la premiére et la troisitme partie du théoréme. Pour la
seconde partie, relative aux points de rencontre des tan-
gentes, il suffit de remarquer qu'elle est une conséquence
de la premiére; car si la transversale pbb' est supposée infi-
niment voisine de pad/, les droites ab, @'’ deviennent les
tangentes a la conique en @ et @'
Ainsi le théoréme est démontré complétement.
La droite mn est appelée la polaire du point p, et ce
point, le péle dela droite. : -
Remarque. — Quand la polaire rencontre la courbe, il
est clair que la droite menée du pole a chaque poiut de ren-
contre est la tangente en ce point a la courbe. Effective-
. ment si cette droite renceontrait la courbe en un second point
différent de celui-la, le conjugué harmonique de p par rap-
port a ces deux points ne coinciderait pas avec le premier,
comine on le suppdse.

99. D’aprés ce qui- précéde, on peut déterminer la po-
laire d'un point p de ¢ing maniéres :

12 En menant pav ce point deux transversales et en pre-
nant sur chacune d’elles le conjugué harmonique de p par
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rapport aux deux points ol cetle droite rencontre la coni-
que : la droite qui joint les deux points ainsi déterminés
est la polaire;

2° En menant les tangentes aux points de rencontre de
chaque transversale; leur point d’intersection est sur la
polaire; ;

3° En joignant deux 4 deux par des droites les points de
rencontre des deux transversales; les points de concours de
ces droites sont sur la polaire ;

“4° En menant une seule transversale ; le point conjugué

ha_rmo_niquc du point p par rapport aux deux points de .

rencontre de la conique, et le point de concours des tan-
gentes en ces points déterminent la polaire ;

5° Enfin, en menant par le point p deux tangentes a la
conique ; la droite qui joint les deux points de contact est
la polaire.

Le premier de ces cing modes de construction estle plus
général, en ce qu’il subsiste lors méme que les points d’in-
tersection des iransversales et de la conique sont imagi-
naires.

Pole d™une droite.

100." 8 de chaque point d’une droite L. on méne deuwx
tangentes a une conique et la droite A conjuguée harmo-
nique de L. par rapport aux deux tangentes :

1° Toutes les droites A passent par un méme point;

2° Les diagonales du quadrilatére formé par les quatre
tangentes issues de deux points de la droite L passent
par ce point;

3° Les cordes qui joignent les points de contact des
tangentes issues de chaque point de la droite L passent
aussi par ce point;

4° Ce point est le pole de la droite 1..

Soit ABCD ( fig. 51) le quadrilatére formé par les tan-
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gentes 4 la conique menées par deux points E, F de la
droite L. Nous allons prouver que si par un troisiéme point
quelconque Ide cette droite on méne la droite A conjuguée
harmonique de L par rapport aux deux tangentes (réelles
ou imaginaires) partant du point I, cette droite A. passera
par le point de rencontre G des denx diagonales du quadri—
latére ABCD. '

Eu effet, les deux tangentes menées par le point I, et les
deux droites menées de ce point aux deux sommels Oppo-
sés A, C du quadrilaiére délerminent une involution dans
laquelle la droite 1E, ou L, estun des rayons doubles- (27).
Celte droite et le second rayon double sont conjugués har-
moni(ues par rapport aux deux IA, IC (G. S8.,:244) ; done
ce secoitd rayon double est la droite IG. Car dans le qua-
drilatere ABCD, les deux sommcts opposés A, G sont con-
iuguéé harmoniques par rapport au point G et au point
ou la diagonale AG rencontre la droite EF (G. S., 341).
Done cette droite IG et la premiére IE sont conjuguées har-
moniques, par rapport aux deux tangentes a la conique. Ce
qui démontre la premiére partie du théoréme. La seconde
partie se trouve établic en méme temps, puisque le point,
par lequel passent toutes les droites A, est le point de ren -
contre des diagonales du quadrilatére formé par les tan-
gentes issues de deux points E, F pris arbitrairement sur
la droite L.

La troisiéme partic du théoréme est évidemmentune con-
séquence de la seconde; car siles deux points E, I sontin-
{ihiment voisins, une des diagonales du quadrilatere devient
la corde de contact de ses deux cotés issus du point E. DVail-
leurs on a déji vu que dans le quadrilatére circonserit ABCD

les droites qui joignent les points de contact des cOlés oppo-

sés passent par le point de rencontre des deux diagonales

(73).

Il resie & prouver que la droite L est la polaire du point
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G. Or cela résulte de ce que les tangentes a Ja courbe aux
extrémités des cordes menées par le point G se croisent en -
E, F,... sur la droite.

Dong, etc.

Observation. — On voit aisément que quand la droite L
rencontre la conique en deux points, le péle de la droite est
le point de concours des tangentes en ces points.

101. On peut déterminer le pble d’une droite L de cing
manieres :

° On méne par deux points de cette droile des tangentes
a la courbe etles deux droites conjuguées harmoniques de
L par rapport aux deux couples de tangentes, respective-
ment: le point de rencontre de ces deux droites est le pole
cherché;

2° Le point de concours des deux diagonales du quadri-
latére formé par les quatre tangentes est le pole cherché ;

3° Le point de rencontre des deux cordes de contact des
deux couples de tangentes est aussi le pole cherché;

4° On méne par un senl point de la droite L les deux
tangentes A la courbe, et la droite conjuguée harmonique de
L par rapport a ces deux tangentes : le point de rencontre
de cette droite et de lacorde de contact des deux tangentes
est le pole cherché;

5° Enfin, on méne les tangentes 4 la courbe par les
points ot la droite la coupe : le point de rencontre de ces
deux tangentes est le pole.

Le premier de ces cing modes de construction satisfait &
tous les cas; que les deux couples de tangentes menées a la
conique par deux points pris sur la droite donnée soient, ou
non, 1MAginaires.

6
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Propriété relative & un point et a sa polaire,

102. Les polaires des différents points d’une droite pas-
i sent toutes par le péle dé cette droite;
| Et réciproquement : Quand des droites passent par un
E méme point, leurs péles sont tous sur une droite qui est la
i polaire de ce point.
i Soitune droite L et pson pole ( fig. 52). Jedis d’abord que
- la polén're d'un point « de la droite L passe par le point p.
E Car la droite «p rencontre la conique en deux points @, &
i (réels ou imaginaires); et les deux points p et 2 sont con-
| jugués harmoniques par rapport a ces points a, @ (98, 3°).
Done la polaire du point a passe par le point p. Done, etc.
En second lieu, je dis que le pole de toute droite per me-
née par un point p se trouve sur la polaire de ce point.
Car soit p ce pole; la droite pp rencontre la conique en.
deux points nz, n, relativement auxquels-les deux p, p sont
conjugués harmoniques (98,3°). Donc le point p appartient
a la polaire du point p. Done, etc.

§ . — Points conjugués.

J i = ' - s v " o

103. Nous lappdlelons points conjugués par rapport a
une conique, deux points tels, que la polaire de I'un passe
par autre (*).

On peut encore dire que deux poinls conjugues par rap-
port a une conique, sont deux points conjugues harmoni-
ques par rapport aux deux points_d’intersection (réels ou
imaginaires) de la conigue et de la droite sur laquelle sont
pris les deux points conjugués (98, 3°).

(*) Cette dénomination de points conjugués se trouve dans Pexcellent
Mémoire de M. O. Hesse, De Curvis et Superficicbus secundi ordinis (Voir
Journal de Mathématigues de Crelle, t. XX ; année 1850). M. Poncelet dit
points réciproques, dans le Traité des propriétés projectives; p. 44, 198,
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Observation. — Quand la droite gui joint deux points
conjugués par rapport a une conique rencontre la courbe,
I'un de ces points est toujours situé inlérieurement ala
courbe, et I'autre extérieurcment.

104. Trois systemes de deux points conjugués pris sur
une méme droite forment une inyvolution.

Les deux points de chaque systéme sont conjugués har-
moniques par rapport aux deux points de la conique (réels
ou imaginaires) situés sur la droite; donc les six points for-
ment une involution dont ces deux points de la conique

sont les points doubles (G. §., 205).

105. 11 suit de la que plusieurs couples de points conju-
gués, sur une méme droite, forment deux divisions honio-
graphiques en involution (G- S., 236).

Conséquemment : Quatre points en ligne droite ont le
méme rapport anharmonique que les quatre points de la
méme droite qui leur sont conjugués respectivement.

Si la droite ne rencontre pas la conique, les points dou-
bles de linvolution seront imaginaires, et alors il existera,
de part et d’autre de lu droite, un point d’ot Uon verra
chaque couple” de points conjuguds sous un angle droit

(G- 8., 204).

106. Le théoréme (104) donne lieu a une solution trés-
simple du probléme suivarit, qui, par ses conséquences théo-
rigues, nous sera souvent utile :

Trouver les points d’intersection d’une coniqueet d’une
droite. :

On prendra les polaires de deux points a, b de la droite :
olles rencontreront cette droite en deux points o/, ¥,
ot on cherchera les points doubles de Pinvolution détermi-.
née par les deux couples de points conjugués a, a’ et b, &'.
Ces points doubles seront les points de la conique.

6.
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Droites conjuguées.

107. Deux droites telles, que le pole de I'une, par rap-
port a une conique, se trouve sur 'autre, seront dites droites
conjuguées par rapport a la conique.

On peut encore dire que deux droites conjuguées par
rapporta une conique sont deux droites conjuguées harmo-
nigues par rapport aux deux tangentes a la conique (réelles
ou imaginaires) menées par le point de concours des deux
droites. Car si le pole d'une droite L est situé sur une droite
L/, celle-ci sera la conjugude harmonique de L par rapport
anx deux tangentes ala conique menées par le point d’inter-
section S des deux droites (100, 1°).

Remarque. — Une des deux droites conjugucées L, L' ven-
contre toujours la courbe. Effectivement, si 'une, 1/, ne
la rencontre pas, son pole est inlérieur a la courbe, ct con-
séquemment la droite L, qui passe par ce point, réncontre
nécessaivrement la courbe,

108. Trois systemes de deux droites conjuguées me-
néees par un méme poinl, Jorment une inyolution.

Les deux droites de chaque systéme sont conjuguées har-
moniques par rapport aux deux langentes 4 la conique me-
nées par le point de concours des six droites (107) : elles
sont donc en involution, Les deux tangentes (réelles ou
imagi nair-es) sont les rayons doubles de I'involution.

109. 11 suit de 1a que plusieurs couples de droites con-
Jugudes menées par un méme point forment deuxfmlfccmmr:
homographiques en involution (G. §., 248).

Conséquemment : Quatre droites menées par un méme
point ont leur rapport (mfzmmonique égal a celui des
droites conjuguces passant par ce point.

110. On sait (G.S., 249) que dans deux faisceaux en
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luvoluuon il existe Lou_jouls deux la_) ons (onjuﬂfués reetan~
gulaires. Donc :

“ Par un point pris dans le plan d’une conique passent
toujours deux droites conjuguées rectangulaires.

111. Le théoréme (108) donne une solution du pro-
bleme suivant, qui, au point de vue théorique, sera utile :

Mener les tangenies a une conique parun point donné.

On ménera par ce point deux droites quelconques A, B
et leurs conjuguées A’, B, Etl'on cherchera les rayons dou-
bles de 'involution déterminde par les deux couples A, A’
et B, B’. Ces rayons doubles (réels ou imaginaires ) seront
les deux langentes a la conique.

Systemes de trois points conjugués ct de trois droites conjuguées.

112. Quand deux pointsa, b (fig. 53) sont conjugués
parrapport & une conique, le péle ¢ de la droite ab_forme
avec chacun d’eux un systéme de deux points conjugués.

Cela résulte de la définition des points conjugués (103),
puisque les deux points @, b sont situés sur la polaire du
point c.

On peut encore dire que: Les trois poinis a, b, ¢ forment
un triangle dans lequel chaque coté a poru péle le son-
met opposé.

113. I est clair que deux céotés quelconques du triangle
abe sont deux droites conjuguées (107). De sorte que deux
droites conjuguées et la polaire de leur point d’inter-
section sont trois droites conjuguées deux a deux.

4. Quand trois points sont conjugués deux & deux,
il y en a un nécessairement dans Uintérieur de la courbe
et les {}Plll‘ autres au dehors.

Car, en ne considérant que deax des trois points, il y en
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a toujours un des deux au dehors de la courbe (103, Obs.).
La polaire de ce point rencontre la courbe; par conséquent,
des deux autres poinls conjugués qui se trouvent-sur cctle
droite, I'un est situé dans I'intérieur de la courbe. Done, etc.

Par suite : Quand trois droites sont conjuguées deux
& deux, il y en a toujours deux qui rencontrent la courbe
et une qui ne la rencontre pas.

115, Si par deux points B, G (fig. 54) conjugués par
rapport a une conique, on méne deux droites quise cou-
pent en un point a de la courbe : la corde be, que ces
droites interceptent dans la conique, passe par le péle
A de la droite BC.

En effet, les droites Ba, Ca rencontrent CA, CB, res-
pectivement, en € et 7. La droite CA étant la polaire du
point B, on a

B 6
=1 (98,3) 3
On a aussi
va, Ga .
For Ge

Les deux systémes de quatre points @, B:b,Beta, G 6,7,
situés sur les deux droites @B, aC, ont done le méme rap-
port anharmonique; et comme le point a, intersection des
deux droites, est commun aux deux systémes, il s’ensuit que
les trois droites bc, C& et By passent par un méme point
(G. S., 38); cest-a-dire que la corde bc passe par le point
A. Ce qu’il fallait prouver.

116. Si par les points de rencontre b, ¢, (fig. 55)
d’une tangente ¢ une conique el de deux droites conju-
guées AB, AC, on meéne deux autres tangentes : le point
de concours a de celles-ci sera sur la polaire dupoint A.

En effet, 1e point B étant le pole de la droite AG, les deux
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tangentes ca, ¢b sont conjuguées harmoniques par rapport
aux deux droites ¢ A, ¢B (100). Ce qu'on exprime en écri-
vant

(¢B, cA, ca, cb)=— 1.
Pareillement
(6B, bC, ba, be)= —1.

Ainsi les deux faisceaux de quatre droites ont le méme
rapport anharmonique. Mais ils ont un rayon commun bc;
donc les points d’'intersection des trois autres rayons du
premier par les rayons homologues du second sont en ligne
droite (G. S., 43). Clest-d-dire que le point a est situé
sur la droite BC. Ce qu’il fallait prouver.

§ L. — Propricté des polaires de quatre points situes
en ligne droite.

117, Lorsque quatre points sont en ligne droite, leurs
polaires forment un faisceauw de quatre droites dont le
rapport anharmonique est égal a celui des quatre points.

En effet, soient a, b, ¢, d, les quatre pointssitués en ligne
droite; les polaires respectives passent par le pole de cette
droite (102), et la rencontrent en quatre points a', ', ¢/,
d!, qui sont les conjugués des quatre a, b, ¢, d (103). Le
rapport anharmonique des quatre premiers points est done
égal 4 celui des quatre derniers (105). Mais celui-ci est égal
a celui des quatre polaires, puisque ces droites passent par
un méme point. Donc, etc.

Ce théoréme sera d’une bien grande utilité.

§ IV. — Qua(lﬂ'lﬂtére inscrit a -une conique.

118. Dans un quadrilatére inscrit i une conique, le
point de rencontre des deux diagonales est le pole de
la droite qui joint les points de concours des ¢6tés opposés.
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Car pour déterminer la polaire du point G (fig. 56),
intersection des deux diagonales du quadrilatére ABCD, il
faut mener par ce point deux transversales telles que AC et
BD, ete. (93). '

On peut dire aussi que : Le point de concours de deux
cotés opposés est le péle de la droite qui joint le point de
concours. des deux autres cétés, au point de rencontre des
deux diagonales. . :

Car il est évident, d’aprés la méme construction, que la
droite FG est la polairc du point E.

119. Il résulte de la que : Les points de concours des
cotés opposés et le point de rencontre des deux diagonales
de tout quadrilatére inscrit forment un systéme de trois
points conjugues (112),

120. Dans un quadiiatére inscrit & une conique, les
points de concours des tangentes meriées par les sommets
opposés sont sur la droite qui joint les points de concours
des cotés opposés, et ils divisent cette droite frar‘manique-
ment.

En effet, soit ABCD (fig. 57) le quadrilatére: Les points
de concours ¢, ' des tangentes aux sommets opposés sont, de
méme que les points de concours E, F des cotés opposés,
sur la polaire du point d’intersection G des deux diago-
nales (98).

Les deux points #; ¢ divisent harmoniquement le seg-
ment EF. Car le point de concours p des tangentes en A et
en D est sur la droite FG, parce que cetie droite est la po-
lairedu point E (118). 11 en est de méme du point de concours
¢ des tangentes en B ct en €. Dés lors la diagonale pg du
quadrilatere prgs formé par les quatre tangentes passe par
le point I; et parcillement Pautre diagonale passe par le

point E. Mais ces deux diagonales divisent harmonique-
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ment la droite qui joint les points de concours ¢, ¢ du qua~

drilatére (G S., 341). Donc, etc.

121. 1l résulte de la démonstration précédente qu'on peuat
donmer au théoréme cet énoncé plus complet :

Quand un quadrilatére inscrit @ une conique a pour
sommets consécutifs les poum de contact consécutifs d’un
quadrilatére circonserit :

1° Les diagonales des deux qu(ufrilaté.r'es passent par
un méme point et forment un faisceai harmonique ;

2° Les points de concours des cotés opposés des deux
quadrilatéres sont en ligne droite et en rapport harmo-
nigque; :

30 Les diagonales du quadrilatére circonscrit passent
par les points de concours des cotés opposés du qzmdr‘r'la—
tére inscrit.

122. Quand un quadrilatére est inscrit a une cénique,
si d’un point de la droite qui joint les points de concours
des cétés opposés on méne deux tangentes & la courbe et
deuwx coup[m de droites aux sommets opposés du qua-
drilatére - ces six droites sont en involution.

Soit ABCD ( fig. 58) le quadrilatére; E, F les points de
concours des cotés opposés; G le point de rencontre des
deux diagonales. Les tangentes menées par un point I de la
droite EF sont conjuguéesharmoniques par rapportaux deux
droites 1E, IG, parce que celles-ci sont conjuguées par rap-
port a la conique (119). Mais les deux droites IA, IC, ainsi
que les deux IB, ID sont conjuguées harmoniques par rap-
port aux deux mémes IF, IG, parce que ces deux-ci divi-
sent harmoniquement les diagonales AC, BD (G- S., 341 )
Donc les trois couples de droites menées par le point I sont
en involution, Ce qu'il fallait démontrer.

ConovrrAtrg. — Quand un quadriatére est inscrit a wie
conique, si d’un point de la droite quijoint les points de
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concours des cétés opposés, on mene deux tangentes & la
courbe, ces droites seront tangentes a une conique ins-
crite dans le quadrilatére.

Cette proposition est une conséquence ¢vidente du théo-
réme actuel en vertu du théoréme (27).

Quadrilatére circonscrit.

123. Quand un quadrilatére est circonscrit & une coni-

que, la droite qui joint les points de concours des cotés

opposés est la polaire du pomt de rencontre des deux
diagonales.

Cela résulte de la seconde partie du théoréme (100).

~Parcillement : Une diagonale BD ( fig. 59) est la polaire
du point de rencontre de U'autre diagonale AC et de la
droite EF qui joint les points de concours des cétés oppo-
SES. .
Car on peut considérer les deux droites AC, EIY comme
les diagonales du quadrilatere AFCE, dont les points de
concours des cotés opposés sont B et D : et, d’aprés 'énoncé
précédent, la droite BD est la polaire du point H.

124. 1l suit de la que : Les deux diagonales et la droite
qui joint les points de concours des cétés opposes forment
un triangle GHK dans lequel chaque sommet a pour po-
laire le cété opposé; et, par conséquent, ces trois droites
sont conjuguées deux a deux (113).

125. Ainsi les points K, H ( fig. 59) sont les poles des
deux diagonales AC, BD. Les points F, E sont aussi les
poles des deux cordes de contact ac, db. Ces droites passent
par le méme point que les deux diagonales (73). Le rap-

port anharmonique des quatre droites est done égal 4 celui
des quatre points K, H, F, E (117). Or celui-ci est égal a
— 1, parce que les deux diagonales d’un quadrilatére divi-
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sent harmoniquement la droite qui joint les points de con-
cours des cdtés opposés. Le rapport anharmonique des quatre
droites AC, BD, ac, bd est donc aussi égal a —1. Clest-a-
dire, que ac, bd sont conjuguées harmoniques par rapport
a AC, BD. Donc :

- Quand un quadriatére est circonscrit ¢ une conigue,
les droites qui joignent les points de contact des cdiés
opposés passent par le point de.rencontre des deux dia-
sonales et sont conjuguées harmonigues par rapport aces

5
deuzx droites.

- 126. Quand un quadrilatére est circonscrit ¢ une co-
nigue, une transversale menée par le point d’intersec-
tion des deux diagonales rencontre les cotés opposés et
la courbe en trois couples de points en in polution.

Soient ABCD ( fig. 60) le quadrilatére; G le point d’in-
tersection des deux diagonales; @, ¢ b, d et e, f les trois
couples de points que 'on considére sur la transversale; et
G’ le point ot cette droite rencontre EE qui joint les points
de concours des cotés opposés. Les deux points G, G/ divi-
sent harmoniquement le segment ef, parce que la droite
EF est la polaire du point G (124 et 98, 3°). 1ls divisent
aussi harmoniquement chacun des deux segments ac, bd,
parce que les deux droites FG, FG’ sont conjuguées har-
moniques par rapport aux deux cotés AB, CD qui concou-
rent en F (G. §., 346). Donc les trois couples de points
&y fases b, d sont en involution. ¢. . F. .

Conorrame. — On conclut de li, en vertu du théoréme
de Desargues (20), que :

Quand un quadrilaiére est circonscrit a une conique,
par deux points de celte courbe en ligne droite avec le
point d’intersection des deux diagonales, on peut mener
une conique circonscrile au quadrilatére.
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Quadrilatére inscrit ou circonserit imaginaire,

127. 11 est essentiel de bien saisir ce qu'on doit enten-
dre par un quadrilatére imaginaire, inscrit ou circonscrit
a une conique. Voici deux questions qui conduisent natu-
rellement aux idées qu'on doit s’en faire, lorsque-les qua-
drilatéres qu’elles exigent, viennent a disparaitre.

L'idée du quadrilatére inscrit imaginaire s'introduit
dans la solution de la question suivante :

On donne deux droites que l'on considére comme les
diagonales d’un quadrilatére inscrit dans une conique, et
l'on demande de trouver les points de concours des cétés
opposés du quadrilatére, et de mener ces cotés, sans se
servir des points de rencontre de la conique pa.r"fe.s deux
diagonales. : -

Les points cherchés sont sur la polaire du point de ren-
contre des deux diagonales (118), et divisent harmonique-
ment deux segments faits sur cette droite : le premier
par les deux diagonales (G. 8., 341); le second par la
conique, puisque les deux points sont conjugués par rap-
port i cette courbe (119). On saura donc construire les deux
poiunts cherchés (G. §., 272).

Ensuite on construira Jes deux cotés du quadrilatére qui
se croisent en un de ces points S, par cetle considération,
quune transversale quelconque rencontre la courbe, les
deux diagonales, ct les deux cdtés en trois couples de points
a,d; b, b et ¢, ¢ en involution (20). De sorte que les
deux droites cherchées S¢, S¢’ sont en involution avee les
deux couples de droites Sa, Sa’ et Sb, Sb’. Menant une
autre transversale, on aura deux autres couples de droites
avec lesquelles Se, Sc' seront de méme en involution. Dés
lors ces deux droites sont déterminées (G. S., 271).

128, Quand les deux droites données rencontrent la
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conique - en quatre points réels, il existe un quadrilatére
inserit dont ces droites sont les diagonales; ‘et les deux
points de concours des cotés opposes sont réels.

Quand une seule des deux droites rencontre la courbe,
les deux points cherchés sont imaginaires. Effectivement
les deux segments qu’ils doivent diviser harmoniquement,
empiéetent 'un sur Pautre. Pour s'en convaincre, il suffit
d’observer que le point de rencontre des deux drojtes don-
nées est dans ce cas au dehors de la courbe. La polaire de
ce point, sur laquelle sont les denx segments, coupe la
courbe en deux points réels a, a’, et les deux droites don-
nées en deux points &, 4/, dont un est dans I'intérieur de la
courbe, et conséquemment situé entre les deux points
a,a’, et I'autre au dehors de la courbe, sur le prolonge-
ment du segment aa’. -

Alors il n'existe pas de quadrilatére inscrit; et I'on dit
que le quadrilatére est imaginaire,

Quand aucune des deux droites ne rencontre la conique,
le quadrilatére est encore imaginaire. Mais les deux points
cherchés, qui, dans le cas du quadrilatére réel, sont les
points de concours de ses cdtés Opposés, restent encore
réels : parce que les deux segments qu’ils doivent diviser
harmoniqucment sont complétement séparés, ou bien I'un
est entiéerement compris sur autre. Ce dont on se rend
compte sans difficulté.

129. Les deux droites que I'on regarde comme les diago-
nales d'un quadrilatére inscrit 4 une conique peuvent étre
imaginaires. La droite sur laquelle se trouvent les - deux
points de concours des cotés opposés est loujours réelle,
puisque c’est la polaire du point d’intersection des deux
droites imaginaires, lequel est réel. Les deux points de
concours sont aussi toujours réels, parce qu'ils divisent
harmoniquement deux segments dont un est imaginaire,
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celui qui est formé par les deux diagonales. Le quadrilatére
s nous verrons plus, tard (chap. XIII)

est imaginaire ; mai
de directions réelles.

a’il a toujours deux cdtés.o 0565
q J PP

130. L’idée d’un quadrilatere imaginaire circonscrit s

résente dans la solution de ce probleme.

Etant donnés deux points pris pour points de concours
des cbtés opposés d'un quadrilatére circonscrit & une €o-
nique, on demande de construire les z'agonales et les
sommets du quadrilatere, sans mener les tangentes & la
conique par les deux points donnés. :

Appelons E, F les deux points de concours donnés;
G le pole de la droite EF : les deux diagonales cherchées
passent par ce point (121). De plus elles sont conjugudes
harmoniques par rapport aux deux droites GE, GI (G. 8.,
346); et elles sont conjuguées par rapport 4 la conique
(122), et dés lors conjuguées harmoniques par rapport aux
deux tangentes menées par le point G. D’aprés cela les
deux diagonales sont détermindes. ;

On construira les deux somme
sur une diagonale L, en considérant que si d’un point P
pris arbitrairement on méne des tangentes™a la conique et
des droites aux deux points E, I et aux deux sommets cher-
ces six droites seront en involution (2T), et par con-
onale L en six points en invo-

ts du quadrilatére situés

chés,
séquent rencontreront la diag
Jution. Les deux derniers de ces points sont les deux

sommets cherchés. Ces deux points font donc partie d’une

involution dont on connait denx couples de points conju-
gués. Pour un autre point P’ on aura deux autres couples
de points déterminantune seconde involution dont les deux

points cherchés feront encore partie: Ces -deux points sont

done déterminés (G. S., 271).
Ainsi le probléme est résolu.

131. Quand les deux points donnés E, I sont au dehors
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de la conique, les deux diagonales construites sont réelles,
et il existe un quadrilatére circonserit pour lequel ces
points sont les points de concours des cdtés opposés.

Quand un seul des deux points est au dehors de la courbe,
et Pautre dans son intérieur, les deux diagonales cherchées
sontimaginaires, parce que les deux angles qu'elles doivent
diviser harmoniquement empictent I'un sur Pautre. Par
conséquent, il n’y ‘a pas de quadrilatére circonscrit i la
conigue. On dit alors que le quadrilatére circonserit de-
mandé est imaginaire. :

Quand les deux points donnés sont intérieurs & la coni-
que, le quadrilatére circonserit est eticore imaginaire : mais
ses deux diagonales sont réviles; parce que les deux sys-
témes de droites par rapport auxquelles elles doivent &tre
conjuguées harmoniques forment denx angles réels dont
Pun EGF est entiérement compris sur autre.

Ainsi un quadrilatére circonscrit 4 une conique peut étre
imaginaire, et avoir néanmoins certaines parties réelles;
savoir, les deux diagonales et les points de eoncours des
cOtés opposés,

Au lieu de regarder les deux points donnés comme les
points de concours des cdtés opposés du quadrilatére de-
mandé, on peus les considérer comme deux sommets oppo-
sés sur une diagonale connue. Alors la construction resie
la méme : on détermine la scconde diagonale et la droite
qui joint les points de concours des céiés opposés; puis,
sur ces deux droites, les deux autres sommets du quadrila-
tere et les deux points de concours des cotés opposés.

- 132. Enfin, les denx points donnés peuvent étre imagi-
naires ; le point de concours des deux diagonales est toujours
réel, puisque c’est le pole de la droite sur laquelle sont les
deux points imaginaires. Les deux diagonales sont elles-
mémes toujours réelles, parce qu'elles divisent harmoni-
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quement le segment imaginaire formé par les deux points
donnés (*). Nous verrons plus tard (chap. XIV) que dans ce
cas deux sommets opposés du (Iuadrilatére sont toujours
réels, et les deux autres évidemment imaginaires.

§V.— Quadrilatére; et Triangle, dans le plan d’unc

conique.

133. Si, sur les deux diagonales et la droite qui joint
les points de concours des cotés opposés d’'un quadrilatére,
on prend trois couples de points qui divisent harmonique-
ment les trois droites, ces Six points seront sur une conique.

En effet, soit ABCD (fig- 61) le quadrilatére; E, F les
points de concours des cotés opposés ; et m,m's 1, n'spsp'
les trois couples de points qui divisent harmoniquement la
droite EF et les deux diagonales BD, AC. Soient de plus
G, H,1 les points dintersection des trois droites. Les deux
points m, m’' di visent harmoniquement le segment EF ; ainsi
que les deux points H, 1. Par conséquent, les deux seg-
mets mm’, HI délerminent une involution dont les deux
points doubles sont E etF. On a donc

2

Hm . Hm'  HE

Im.1m' I—E“

On a de méme sur les deux diagonales

Gr=Gnr' GD % Ipdpt = Tis
He.He'  {p' Gp.Gp' GG

Et multipliant membre 2 membre

Hm.Hm' Gnrn.Grn Ip.1p HE GD° 1IC

Im.Im' 'Hn.Hn'.GP-GP,__— 1—152 Hp GC

{*) Deux points conjugucs harmoniques par rapport i deax points ima-
ginaires sont toujours réels (G. 8., 77).
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Le second membre est égal a 'unité, parce que les trois
points E, D, C sont en ligne droite. Donc le pfemier mem-
bre est aussi égal 4 I'unité. Donc les six points m, v, n, n/,
p, p' sont sur une conique (23). Ce qu’il fallait démontrer,

Cororramre. — Il suit de ce théoréme que siune conigue
divise harmoniquement les deux diagonales d’un quadri-
latére, elle divise aussi harmoniquement la droite qui joint
les points de concours des cdtés opposés.

En d’autres termes:

8i les deux couples de sommets opposés d’un quadrila-
tére sont conjugués par rapport a une conique, les deux
points de concours des cotés opposés sont aussi deuwx points
conjugués (*).

134. Si par cliaque point de concours, soit de deux
c6tés opposés d’un quadrilatére, soit des deux diagonales,
on méne deux droites conjuguées harmoniques par rap-
port aux deux cé6tés, ou aux deux diagonales, les trois
couples de droites ainsi déterminées sont tangentes & une
conique, i ' ;

* Soit abed ( fig. 62) le quadrilatére; E, F, G les points
de concours des c6tés opposés et des diagonales; Ee, Ee’;
Ff. Ff', et Gg, Gg' les couples de droites menées par ces

_trois points, comme il est prescrit par 'énoncé du théoréme.

Les deux droites EG, EF sont conjuguées harmoniques
par rapport aux deux cotés Ea, Ec (G. §., 346), ainsi
que les deux droites E e, Ee'. Conséquemment Ea, Ec sont
les rayons doubles de l'involution déterminée par les

deux couples de droites EF, EG, et Ee, Ee’ (G- §., 244).

(*) Ce théoréme et le suivant sont dus & M. O. Hesse, qui les a démon-
trés, dilféremment, dans son Mémojre intitulé : De Curvis et Superficiebus
secundi ordinis. (Voir Te Journal de Mathématiques de Crelle, t. XX, p, 3o1,

année 1840.)

SCD LYON 1




o8 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.

On a done I'équation

sinGEe.sinGEe"  sin*GEa
sin FEe.sinFE¢’  sin*FEa

Et pareillemenl
sinEEf.sin EF /" = sin*EF a
sin GEf,sin GE/' _ sin*GFa’
sinFGg.sinFGg'  sin*FGa
sinEGg.sinEGg’ ~ Sn’EGa

Multipliant membre 4 membre, on obtientune équationdont
le second membre est égal 4 I'unité, parce queles trois droites
Ea, Fa, Ga qui partent des trois sommets du triangle EFG
passent par un méme point a (G.S., 357); et I'équation ré-
sultante exprime que les trois couples de droites Ee, E¢/;
Ef, Ef' et Gg, Gg/, qui partent des trois sommets du
triangle EFG, sont tangentes a une conique (29).

Ainsi le théoréme est démontré.

Cororzamre. — Il résulte de 14 que si les deux couples de
cotés opposés d’'un quadrilatére sont conjugués par rap-
pon’ @ une comque, les deux diagonales sont aussi conju-
gudes par rapport a la conique.

135. Un triangle étant tracé dans le plan d’'une coni-
que, les droites qui joignent les sommets aux péles des .
cOLés opposés passent par un méme point;

Et les cotés du triangle rencontrent les polaires des
sommets opposés en trois points situés en ligne droite.

Soit ABC (fig. 63) le triangle, et a, b, ¢ les péles des
cotés BC, CA, AB. Soient «, €, 7 les points dans lesquels
ces cOtés rencontrent respectivement les cotés be, ca, ab du
triangle abe.

Prouvons d’abord que ces trois points sont en ligne
droite : et pour cela considérons le quadrilatére abob. Le
point de concours des deux cdtés opposés «6, ba est le
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point c; appelons ' celui des deux autres cotés ab, «6. 1l
faut montrer que ce point 7' n’est autre que y. Or la polaire
du sommet a, qui est la droite BC, passe par le sommet o
par conséquent @ et o sont deux points conjugués par rap-
port a la conique; et de méme les deux autres sommets b
et 6. Donc les deux points de concours des cdtés opposés, ¢
et 7/, sont aussi deux points conjugués (1 39 Coroll.). Done
le point ' estsitué sur la droite AB, polairedu point ¢. Done
2! n’est autre que 7. Ce qu'il fallait démontrer.

Prouvons maintenant que les trois droites Aa, Bb, Cc,
concourent en un méme point. Soit o le point de concours
des deux premiéres Aa, Bb. Considérons le quadrilatére
ACBo. Le c6té BCa son pole a sur le c6té opposé Ao : con-
séquemment les deux cotés sont conjugués par rapport a la .
conique (107) ; et de méme les deux autres cotés AC et oB.
11 s’ensuit que les deux diagonales AB et C o sont aussi.con-
juguées (134, Coroll.). Conséquemment la seconde Co passe
par le pole c de la premiére. Ainsi le sommet ¢ est sur la
droite Co; c’est-a-dire que la droite Ce¢ passe par le point de
concours des deux droites Aa, Bb. Ce qu’il fallait prou-
yer.

§ VL. — Propriétés relatives aux cordes d’une conique,
: qui passent par un méme point.

136. Notions prELIMINAIRES. — 8i qualre couples de points
en ligne droite sont en involution, les conjugués harmoniques
d’un point de la droite, pris & volonté, relatifs aux quatre éot&pim
de points, ont towjours le méme rapport anharmonique, quel que
$0it ce point. ;

En effet, soient m, m’ deux points conjugués de involution i
laquelle appartiennent les quatre couples donnés, et P un point
arbitraire, L’involution s'exprime par I’équation

Pm,Pm'4-).(Pm—~+Pm')+v=o0,
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ou, en appelant g le milien du segment mm/,

100

Pm.Pm'+2h.Pp+v=0 (G. S, 24};

) et v etant deux conslantes.
Soit p le conjugné harmonique de P par rapport aux deux
points m, m'; on a ‘

Pm.Pm'=Pp.Pp (G.S.,70).
L’équation précedente devient done
Bp.Pp: |- o NORwH- o = 0.

Celle-ci exprime que les points p et p relatifs a chaque segment
mm' de linvolution “forment deux divisions homographiques
(G. S., 151). Quatre points p ont donc le méme rapport-anhar-
monique que les quatre points (. Mais ces quatre points p sont
les milieux des quatre segments que I'on considére : ils sont donc
indépendants du point P, ainsi que leur rapport anharmonique.
Le théoréme est donc démontre,

137. Quand les cdtés de quatre angles, de méme sommet, sont
en inpolution, les polaires d’un point relatives aux quatre angles
ont un rapport anharmonique constant, quel que soit ce point.

Nous appeluns polaire d’un point relative a un angle la droite
conjuguée harmonique de celle qui joint le point au sommet de
de Pangle, par rapport aux deux cotés de 'angle. Clest effective-
ment la polaire de ce point, en regardant ces deux cotés comme
une section conique (31).

D’aprés cela, la proposition resulte de la précedente; car une
transversale menée par le point donné P coupera les cotés des angles
en quhtre couples de points.en involution, et les polaires du point P
en quatre points qui serontles conjugués harmoniques de P rela-
tivement aux quoatre couples de poinis. Mais ces quatre points sur
les polaires ont un rapport anharmenique constant, quel que soit
le point P de la transversale : donc le rapport anharmonique des
quatre polaires, égal a celui des poinls, est aussi constant. Ce:
qu’il fallait prouver.

SCD LYON 1




CHAP. V. — THEORIE DES POLES ET. POLAIRES. 101

138. Nous appellerons rapport anharmonique de quatre seg-
ments en involution le rapport anharmonique de quatre points
conjugueés harmoniq'ues d’un point fixe relativement aux deux
extrémités de chacun des ¢uatre segments.

R

Pareillement, lorsque les cotés de. quatre angles, de méme
sommet, sont en involution, nous appellerons rapport anhar-
monique des quatre angles, ou des quatre couples de droites qui
forment leurs cotés, le rapport anharmonique des polaires d'un

point fixe relatives aux cotés des quatre angles respective—
ment, ;

2
i
%

Quand des segments en involution correspondent & des points
situés en ligne droite, de maniére que le rapport anharmonique
de quatre segments soit égal & celui des quatre points correspon-
dants, nous dirons que les segments et les points se correspon-
dent anharmoniquement.

De méme, quand des angles en involution correspondent i des
droites partant toutes d’un point unique, de maniére que le rap-
port anharmonique de quatre angles soit égal & celui des quatre
droites correspondantes, nous dirons que les angles et les droites
se correspondent anliarmoniquement; ou bien encore que les cou-
ples de droites qui forment les cités des angles correspondent
anharmoniquement aux droites simples.

Ces notions vont recevoir une application immeédiate el seront
souvent utiles dans la suite.

139. Quand plusieurs cordes d’une conique passent
par un méme point, les couples de droites menées d’un
point de la courbe aux extrémités de chaque corde, sont
en involution et correspondent anharmoniquement aux
cordes.

Soient aa’, bb', cc',. .. ( fig. 64), les cordes qui passent
par un méme point p, et m un point quelconque de la
courbe; il faut prouver d’abord que trois couples de droites
ma, ma'; mb, mb'; me, mc' sont en involution,

Menons la droite pm qui rencontre la conique en un se-
cond point m'. Les droites ma, mb, me, ma' rencontrent
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respectivement les droites m'a’, m'l/, m'c', m'a en qualre
points situés sur la polaire du point p (98, 1°). Donc

102

m(a, b,¢,a )=m'(a,b,c,al
Mais

m' (@, by a)=m(a's b, a) ().

"Done

m(a, b,e,a'y=m(a, V', ¢, a):

ce qui établit que les trois couples de droites ma, ma’;
mb, mb'; me, me’ sont en involution (G- S., 243).

Il reste a prouver que le rapport anharmonique des
quatre angles ama’, bmb',. .. est égal a celui‘des quatre
droites aa',bbd’,... qu'ils sous-tendent. Le rapport anhar-
monique des angles est celui des polaires d'un point quel-
conque, par exemple du point p, relatives aux angles (138).
Ces polaires sont les droi tes meo, m6,. . . qui passent par les
points a, 5, . . . conjugués harmoniques du point p relative-
ment aux couples de points @, a’; b, b';.... Ces polaires
ont leur rapport anharmonique égal a celui des points
a, 6,..., lequel est égal & celui des cordes aa, bblis
Donc, les couples de droites ma, ma'; mb, mb';. .. corres-
pondent anharmoniquement aux cordes pad, pbl/,. =3

Ainsi le théoréme est démontré.

Réciproquement : Quand des angles qui ont leur som-
met commun en un point d’une conique sont en involu-
tion, les cordes qu'ils interceptent dans la courbe pas-
sent par un méme point.

Cela résulte sans difficalté de la proposition directe.

Cororramme. — Les droites menées du point m aux
points de contaet des tangentes qui passent par le point p,
sontles rayons doubles del'involution formée par les couples
de droites ma, ma'; mb, mb'; .... 1l résulte de la cet
énonce :

Lorsqi’un angle est circonscrit a une conique, st par
son sommet on méne une transversale qui coupe la courbe
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en deux points, les droites mences d’un point quelconque
de la courbe & ces points sont conjuguées harmoniques
par rapport aux droites menées du méme point aux
points de contact des deux cétés de Uangle.

140. Exemeres. — L. 8¢ autour d’unpoint d’une co-
nique, comme sommet, on fait tourner un angle droit,
la corde que ses cotés interceptent dans la courbe passe
loujours par un méme point.

En effet, les deux cotés del'angle décrivent deux faisceaux
en involution (G. §., 246).

IL. &8i par un point d’une conique on meéne deux
droites quelconques également inclinées sur un axe fixe,
la corde comprise dans la conique entre ces deux droites
passe par un point fixe.

Car les deux droites sont conjuguées harmoniques par
rapport a la droite fixe et 4 une perpendiculaire a cette
droite, Done elles décrivent deux faisceaux en involution

(G. §., 247). Done, ete.

141. Si dans le théoréme (139) on suppose que la troi-
sieme corde cc’ s’approche infiniment prés du point mz, et
passe, & la limite, par ce point, la droite mc’ deviendra mp,
et mc deviendra la tangente a la conique au point m; il en
résulte ce théoréme:

8i par un point d’une conique on méne des droites aux
extremites de deux cordes de la courbe, une droite au
point de rencontre de ces deux cordes, et la tangente & la
courbe : ces six droites seront en involution.

En d’autres termes :

. Quand un quadrilatére est inscrit dans une conigue,
sipar un point de la_courbe on mene deux couples de
droiles & ses-sommets opposcs, la tangente en ce point
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et la droite qui aboutit aw point de rencontre des deux
e diagonales : ces six droites seront en involution.

142. De Ia résulte une solution de ce probleme :

Etant donnés cing points d’une conique, mener la tan-
gente en l'un de ces points.

Solution assez remarquable, en ce qu'elle subsiste dans
le cas ou les quatre points de la conique, autres que celai
auquel on veut mener la tangente, sont imaginaires.

143. Quand des cordes d’une conique passent par un
point p, les couples de droites menées d’'un point quel-
conque 1 pris sur la polaire du point p, aux extrémilés
de ces cordes, sont en tnyolution.

Les droites menées du point I aux extrémités de chaque
corde sont conjuguées harmoniques par rapport a deux
droites fixes, savoir la polaire du point p et la droite Ip.
Done, elc.

144. 8t autour d’un point p on fait tourner une trans-
versale qui rencontre une conique en deux points, la
somme algébrique des distances de ces points a une droite
fixe M, divisées respectivement par les distances des mémes
points & la polaire du point fixe, est une quantité con-
stante.

En effet, soit m (fig. 65) le point ou la transversale
paa’ rencontre la droite M, et p' celui ou elle rencontre la
polaire du point p; on a

2.mp _ ma ma'

7 T (G..8:; 63).

Les trois segments n:p, ma, ma’ sont proportionnels atx
distances pQ, ag, a’ ¢' des points p, a, a’ a la droite M.
Semblablement, les segments p' p, p'a, p'a’ sont propor-

tionnels aux distances pP, ap, a’'p’ des mémes points p,
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a, a' a la polaire du point p, sur laquelle est le point p'.
L’équation ci-dessus donne donc celle-ci :

a a'q'

24 i ged pQ

= 2 .— = const.
- ap a'p' pP ?

ce qui démontre le théoréme.
CororrAmE. — Si la droite fixe est a D’infini, les per-
: ’ P
pendiculaires ag, a'q', pQ deviennent infinies et dispa-

: : 5 ag a'q'
raissent de 1’équation, parce que les rapports i

PQ pQ

sont égaux a I'unité; et il reste

I 1
— = e const.

ap a p

Clest-a-dire que : La somme des valeurs inverses des
distances des deux points a, a' ala polaire du point ¢ est
constante,

Il s’agit de la somme algébrique, de méme que dans
Pénoncé du théoréme; les distances des points a,a’ a la
polaire du point p ayant le méme signe quand les perpen-
diculaires qui les mesurent ont la méme direction, et des
signes différents dans le cas contraire.

§ VIL. — Propriétés relatives a des angles circonscrits é
une cwzz’que, dont les sommets sont en lig;rze drotie.

145. Quand des angles circonscrits a une conique ont
leurs sommets en ligne droite, les segments qu’ils inter-
ceptent sur une tangente quelconque a la courbe sont en
involution et correspondent anharmoniquement aux som-
mets des angles.

En effet, soient A, B,. . . ( fig. 66) les sommets des angles
situés sur une droite L ; aa’, bb',. .. les segments inter-
ceptés par ces angles sur une tangente M. Que par le point
d’intersection de cette tangente et de la droite L. on méne
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une seconde tangente M qui rencontre les cotés des angles
en des couples de points e, @' 6, 65 . ...

Les deux angles A et (M, M’) étant circonscrits a la
conique, les diagonales aa’, o a’ du quadrilatére formé
par leurs cotés passent par le pole de la droite L (100, 2°).
Il en est de méme des droites b6/, 64" et des droites ¢ ', ye'.
Puisque ces droites passent par un méme point, il s’ensuit
que ;

(@ 0, Cra = i O i) @)
Mais -
(o, 6 7'y a)=(a', ¥, ¢, @) (5).
Done
(g, b cal)—=lalbi e d).

Donc les trois segments aa’, bb’, c¢¢' sont en involution
(G. S., 182).

Il reste a prouver que le rapport anharmonique de quatre
segments aa', bb',. ... est égal & celui des quatre points
A, B,....Orlerapport anharmonique des quatre segments
est celui des quatre points conjugués harmoniques d'un
méme point de la tangente M relatifs & ces segments (138).
Prenons le point P, intersection de M et de la droite L; les
conjugués harmoniques sont sur les polaires de ce point re-
latives aux quatre angles; et ces polaires passant par un
méme point (péle de la droite L relatif a la conique), leur
vapport anharmonique est égal a cclui des sommets A,
B,... des angles.

Le théoréme est donc démontré.

Réciproquement : Quand des angles ciyconscrits a une
c:oniquc iutcr'ceptelzt sur une tlangente a la courbe des
segments en involution, ces (mgle.s‘ ont leurs sommets
en ligne droite.

Cela résulie immédiatement du théoréme.
Conorrame. — Si la droite L rencontre la conique en
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deux points, les tangentes en ces points marqueront sur la.
tangente M les points doubles de V'involution. Il s'ensuit
que :

Quand un angle est circonscrit @ une conique, ses cotés "
et les deux tangentes menées par un point de la corde
de contact rencontrent une auitre tangente quelconque
en deux couples de points qui sont en rapport harmo-
nique.

146. Supposons que, dans le théoréme (145), un des
angles circonscrits ait son sommet infiniment voisin du
point P on la droite L rencontre la tangente M. Un des
cotés de cet angle est la tangente infiniment peu diffé-
rente de M, et rencontre cette droite en un point infini-
ment voisin de son point de contact avec la conique. A la
limite, ot le sommet de 1'angle est en P, le point de ren-
contre coincide avec le point de contact.

De 12 résulte ce théoréme :

Quand deux angles sont circonscrits & une conique,
les segments qu'ils interceptent sur une tlangenle & la
courbe, et le segment compris sur celte tangente entre son
point de contact et la droite qui joint les sommets des
deux angles, sont en involution.

En d'autres termes : Quand un quadrilatére est circon-
scrit a une conique, st [’on méne une tangente & la courbe,
les points ol elle rencontre les deux couples de cotés
opposés du quadrilatére, son point de contact et le point
o elle rencontre la droite qui joint les points de concours
des cotés opposés du quadrilatére, sont six points en invo-
lution.

On déduira de la une construction de ce probléme :

Une conique doit étre tangente & cing droites données :
trouver le point de contact d’une de ces droites.

La construction gui résulte du théoréme subsistera quand
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les quatre droites, autres que celle dont on demande le point
de contact, seront imaginaires.

: 147. Quand des angles circonscrits & une parabole ont
leurs sommets sur une méme droite, leurs cétés sont pa-
ralléles & des couples de droites en involution.

C’est-a-dire que si 'on méne par un méme point des
couples de droites paralléles aux cotds de ces angles, ces
droites seront en involution. Cela résulte du théoréme (145)
dans lequel on prend pour la tangente M la tangente située
a l'infini.

148. Quand des angles circonscrits & une conique ont
leurs sommets sur une méme droite L, leurs cétés rencon-
trent une transversale quelconque menée par le péle de
celte droite, en des couples de points qui sont en involu-
tion.

Car les deux cotés d'un angle circonscrit 4 la conique
sont conjugués harmoniques par rapport a la droite L et a
la droite qui joint le sommet de P'angle au péle de cette
droite (107). Par conséquent, les deux c61és de I’angle ren—
contrent la transversale en deux points qui sont conjuguds
harmoniques par rapport au pole de la droite L et au
point ou la transversale rencontre cette droite. Donc, etc.

149. Si de chaqgue point d’une droite on méne deux
tangentes a une conique, la somme des distances de ces
tangentes @ un point fixe, divisées respectivement par les
distances des mémes tangentes au pole de la droite, est

constante.

En effet, soit p (fig. 67) le pole de la droite donnée L,
et O le point fixe. La droite pO rencontre la droite L en
un point g et les deux tangentes menées par un point S
de cette droite, en deux points a, @’. Ces quatre points p,
p'; a, a’ sont conjugués harmoniques, parce que la droite L
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est la conjuguée harmonique de la droite pS relativement
aux deux tangentes Sa, Sa'. On a donc la relation

OF, =const. (G.S., 63).

Oa Oa'
EIn st 73,
pa " ra e

0 5 .
Or le rapport =2 est égal au rapport des distances de la
pa ‘

. A Oa'
tangente Sa aux deux points O et p; et de méme, —= est
i
égal au rapport des distances de la tangente Sa i ces deux
points. Done, cte.

§ VIIO. — P.v'é[)lémes divers.

Problémes relatifs i deux involutions sur une méme droite.

150. Les deux théorémes (139) et (145) fournissent
chacun une solution différente du probléme suivant :
Etant données sur une méme droite deux séries de seo-

5
ments en z'rwolution, trouver le segment commun any

deux involutions.

Premiére solution, — Qu’on prenne une conique quel-
conque (un cercle par exemple) et un point fixe sur cette
courbe. Les droites mendes de ce point aux extrémités de
denx segments de la premiére involution intercepteront
dans la conique deux cordes qui se couperont en un point
P; et de méme les droites menées du point fixe aux extré-
mités de deux segments de la seconde involution inter-
cepteront deux cordes qui se coﬁperont en un point P'.
La droite PP résout la question : les droites menées du
point fixe aux deux points ou celte droite rencontre la co-
nique interceptent sur la droite des deux involutions le
segment qui leur est commun (139).

Deuxiéme solution. — Qu’on prenne une conique quel-
conque tangente ala droite sur laquelle sont les deux séries
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de segments en involution. Que par les extrémités de deunx
segments de la premiére involution on méne des tangentes
a la conique, formant deux angles circonscrits dont les
sommets déterminent une droite L. Qu’avec deux segments
appartenant a la deuxiéme involution on détermine sem-
blablement une seconde droite /. L'angle circonscrit & la
conique, qui aura pour sommet le point d’intersection de
ces deux droites, interceptera le segment cherché (143).
Observation. — Chacune de ces deux constructions peut
s'appliquer, comme on vale voir, a diverses autres questions.

151. Etant donnés sur une droite trois couples de points
quelconques a, a'; b, b5 ¢, ¢’ : on demande de trouver les
points doubles des deux divisions homographiques déter-
minées par ces trois couples de points.

Soient e, f ces deux points doubles; le segment ef appar-
tient 2 deux involutions déterminées, I'une par les deux cou-
ples de points a, &' et b, @, et autre par les deux couples
de points @, ¢ et¢, @ (G. §., 259). Le probleme se ra-
meéne donc au précédent,

152. Etant donnés sur une droite deux couples de
points a, a' et b, b, trouver les deux points e, f qui divisent
harmoniquement les deux segments aa', bb.

En dautres termes : Etant donnés deux couples de
points conjugués d’une involution, trouver les deux points
doubles de Uinvolution.

Qu’on prenne une conique quelconque, et que d’un point
O de cette courbe, on méne les couples de droites Oa, Oa’;
Ob, Ob’ qui intercepteront deux cordes aa', G&'. Par le
point de concours de ces deux cordes on ménera deux tan-
gentes 4 la conique, et par le point O deux droites aux
poinis de contact. Ces droites marqueront sur la droite aa’
les deux points cherchés (139, Coroll.).

153. Etant donnés sur une droite L deux couples de

et
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points conjugués d’une inyolution a, a's b, Y, et deux
aulres points quelconques e, f : on demande de trouve:
deux points conjugués de Uinyolution, qui soient conju-
gués harmoniques par rapport aux deux e, f.

On méne par les deux points e, f, une conique quel-
conque sur lagquelle on prend un point O. Les couples de
droites Oa, Oa’; 0b, OF, interceptent dans la courbe
deux cordes ac, 66'. On joint par une droite le point d’in-
tersection de ces cordes et le point de concours des tan-
gentes 4 la conique en e, f. Cette droite rercontre la
conique en deux points; les droites menées du point O a
ces derniers détermineront sur L les deux points cherchés

(139 et Coroll.).

Construction d’une conique.

154. Construire la copique déterminée par cing points
dont quatre sont imaginaires.

Désignons par a, a’ et b, &' les deux couples de points
imaginaires, situés sur deux droites réelles ad', b0’ (fig. 68)
qui se coupent-en p, et soit O le cinquiéme point. On
construit immédiatement la tangente a la conique en ce
point, par le théoréme (142).

Qu’on détermine ensuite la polaire du point p, an moyen
des points conjugués harmoniques de p, par rapport aux
deux couples a, a’ et b, (99, r°). Cette polaire rencontrela
droite Op enunpoint w, qui permet de déterminer le point
O de la conique cherchée sur la droite Op; car O, O/
sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points
w, p-

On détermine le pole de la droite paa'’, lequel est 4 I'ina
tersection « ‘de la polaire du point p et de la polaire du
point de rencontre d de la tangente en O et de la droite
paa'. Cette polaire du point d passe par le point O, et
par le conjugué harmonique ¢ du point d par rapport aux

.
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deux points donnés a, a'; elle est donc déterminée. Par con-
séquent on peut aussi déterminer le point O” ou elle ren-
contre la conique cherchée ; ce point est le conjugué har-
monique du point O par rapport aux deux « et 9. La droite
d 0’ est la tangente en ce point.

Ainsi Pon connait trois points de la conique cherchée,
0, 0/, 0" et les tangentes en deux de ces points, O, O’
ce qui suffit pour construire la courbe.

112

155. Construire la conique qui doit passer par quatre
points a, b, c, d, et diviser harmoniquement un segment
donné ef.

Les quatre points forment un quadrilatére abed inscrit a
la conique demandée. La droite ef rencontre les cotés op--
posés de ce quadrilatére en deux couples de points qui
déterminent une involution. Les deux points de la conique
sur cette droite seront deux points conjugués de I'involu-
tion (20); en outre, ces points doivent étre conjugués har-
moniques par rapport aux deux e, f. On les déterminera
donc par la question résolue ci-dessus (153).

Les deux points donnés e, f peuvent étre imaginaires.

186. Observation.— Dans tous les cas, la question n’ad-
met qu'une solution; par conséquent on peut dire que
quand on demande qu’une conique divise harmoniquement
un segment donné ef; cette condition équivaut a celle de
mener la courbe par un point donné. Et, effectivement, si
le segment ef devient nul et se réduit 4 un point, la coni-
que cherchée passe par ce point.

La condition de diviser un segment ef harmonique-
ment s'exprime encore en disant que la polaire du point e
doit passer par le point f. Il s’ensuit que : dans la construc-
tion d’une conique, quand on demande gqu’un point donné
ait pour polaire une droite donnée, cela équivaut a la con-
dition de mener la courbe par deux points donnés.
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157. On donne quatre points a, b, ¢, O, et une droite L:
et 'on demande de construire une conique, de maniére que
les trois premiers points soient conjugués relativement a
cette courbe, et que le quatriéme devienne le pole de la
droite L.

La droite Oa { fig. 69) rencontre la droite bc en un point
a'y et la droite L en O, Les deux couples de points a, o et
O, O sont conjugués par rapport a la conique demandée.
Par conséquent les points de cette courbe situés sur la
droite Oa divisent harmoniquement les deux segments ad/,
00/, et sont dés lors déterminés (152). On déterminera de
méme les points de la conique situés sur les deux droites
0b, Oc. On connaitra donc six points de cette courbe, qui
seryiront a la construire complétement,

158.5Par des considérations analogues aux précédentes
(154, 155) on résoudra les problémes corrélatifs suivants :

Construire une conique tangente a cing droites dont
quatre sont imaginaires.

Construtre une conique tangenlte a quatre droites, et par
rapport a laguelle deux droites données soient conjuguces.

Le probléme (157) ne différe point du p-‘rohléme corré-
lauf.,
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CHAPITRE VL

DIAMETRES ET CENTRE D’UNE CONIQUE. — DTAMI TRES
CONJUGUES.

§ 1. — Diamétres et centre.

159. Dans une conique, des cordes paralléles entre elles
ont leurs milieux sur une méme droite.

En effet, ces points milieux sont sur la polaire du point
situé a-'infini dans la direction commune des cordes.

On appelle diamétre toute droite qui est le lieu des mi-
lieux d’une série de cordes paralléles entre elles,

On peut encore dire qu'un diameétre est la polaire d'un
point situé a 'infini.

160. Les tangentes aux extrémités d’un diamétre sont
paralléles.
~ Car elles passent par le point, situé & linfini, qui est le
pole du diamétre.

Réciproquement: Quand deux tangentes sont paralléles,
la corde de contact est un diameéire.

Car le pole de cette droite est a I'infini.

161. Le point d’intersection de deux diamétres a sa
polaire située & Uinfini; toute autre droite menée par ce
point est aussi un diaméire; et ce point est le milieu de
chaque diamétre.

En effet, les deux diamétres ont leurs poles a 'infini
(160) ; done la polaire de leur point d’intersection est a
Pinfini.

Donc toute droite menée par ce point a son pole a l'in-

fini, et conséquemment est un diamétre.
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Chacun de ces diameétres rencontre la polaire en un point
situé a l'infini. Ce point est le conjugué harmonique du
point commun d’intersection; par rapport aux extrémités du

diamétre ; donc ce point d'intersection est Ie milieu du dia-
metre.

162. Tous les diamétres passeni par un méme point.

En effet, tous les diameétres ont leurs poles sur la droite
située a l'infini; ils passent donc par le péle de cette
droite.

163. On appelle centre d’une section conique le point
par lequel passent tous les diamétres de la courbe.

On peut encore dire que le centre d’une conique est le
pole de la droite située a l'infini.

Il s’ensuit que les tangentes menées par le centre ont leurs
points de contact situés a I'infini, et sont par conséquent
les asymptotes de la conique (asymptotes réelles ou imagi-
naires).

164. 8i le point d’intersection de deux cordes est
le miliew de chacune d’elles, ces cordes sont des dia-
metres.

En effet, la polaire de ce point passe par les points situés
a I'infini sur les deux cordes, et est par conséquent a infini.
Les poles des deux cordes, lesquels sont sur cette polaire
(102), sont donc a I'infini; et conséquemment les cordes
sont des diamétres (160).

165. Deux tangentes paralléles sont également éloi-
gnées ducentre de la conique, et font sur un diamétre, de
partet d’autre du centre, deux segments légauaz‘.

Car la droite de contact est un diamétre (160) et passe
par le centre de la conique (163) : conséquemment les
deux tangentes, puisqu'elles sont paralléles, sont égale-
ment éloignées de ce point; et, par suite, elles font des seg-

8.
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ments égaux sur toute autlre dmite mende par ce 1)0illl.
Donc, etc.

166. Par trois points on peut faire passer une conique
qui ait son centre en un point donné. :

Eu effet, soient A, B, C les trois points de la courbe, et
O le centre; qu'on prenne OA’ = OA, OB’ = OB; la co-
nique passera par les deux points A’ et B’ qui avec les trois
A, B, C, suffisent pour la décrire. Le point O sera le centre
de la courbe, puisque c'est le point d’intersection de deux

" diamétres AA', BB (164).

167. Dans la parabole, tous les diamétres sont paral-
léles entre eux, et consequemment la courbe n'a pas de
cenlire. .

En effet, la parabole a un point & L'infini, et la tangente en
ce point est la droite située & infini (13). La polaire d'un
point de celte tangente, polaire qui‘est un diaméire (139),
passe par le point de contact. Ainsi tous les diamétres de la
parabole passent par le point de la courbe situé i Dinfini,
et sont donc paralleles entre eux. Par suite, la courbe n’a
pas de centre.

Les cordes perpendiculaires a la direction commune des
diamétres ont leurs milieux surun diamétre (159).1l est clair
que la courbe est symétrique par rapport a ce diamétre; par
celte raison ce diamétre est appelé l'axe de la parabole; et
le point-ou il rencontre la courbe est appelé le sommet de
la parabole.

§ L. — Diamétres conjugués.

168. On appelle diamétres conjugués deusx diamétres
tels, que le pole de I'un s trouve sur Vautre.

Ces poles sont a U'infini ; il s’ensuit que chacun des deux
diamétres est le-liew des milicux des cordes paralléles a
[’autre.
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Car toutes ces cordes, passant parun mé¢me point situé
al'infini, ontleurs milieux sur la polaire de ce point, ¢’est-
a-dire sur le diamétre conjugué.

169. La polaire d'un point pris sur un diamétre est
paralléle au diamétre conjugué. :

Car cette polaire passe par le péle du diametre sur lequel
est Je point (102) ; et ce pole, situé a I'infini (159), est sur
le diameétre conjugué (168). La polaire est dés lors paral-
léle 4 ce diamétre conjugué.

Il suit de 14 que la corde menée par le point, paralléle-
ment a la polaire, a son milieu en ce point.

170. Deux diamétres conjugués sont conjugues harmo-
nigues par rapport aux deux tangentes i la conique mendes
par le centre (107), c’est-a-dire par rapport aux deux
asymptotes de la courbe (réelles ou imaginaires).

Il suitde 1a que : Dans Ulyperbole équilatére deux: dia-
metres conjugues font des angles égaux avec une méme

asymptote (G. S., 80).

171. Les tangentes mences par les extrémités d’un
diametre sont paralléles au diamétre conjugué.

Car leur point de rencontre situé a l'infini est le pole du
diamétre, et conséquemment est situé sur le diamétre con-
jugné.

172. Trois systemes de deux diamétres conjugues sont
en involution.
Cela résulte du théoréme général (108).

173. Il existe toujours un systéme de deux: diamétres
conjugués rectangulaires; et il n’en existe qu'un.
Conséquence du théoréme (1 10).

On appelle axes d'une conique les deux diamétres con-.

Jugués rectangulaires.
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Ces axes sont déterminés en direction quand on con-
‘nait en direction deux systémes de diamétres conjugués

(G S.; 249).

174. Les couples de diamétres conjugués font deux
Jfaisceaux homographiques en involution.

Conséquence du théoréme (109).

Par conséquent : Quatre diamétres ont le méme rapport
anharmonique que les quatre diaméetres conjugues.

175. Dans la parabole on dit que des cordes paralléles
sont conjuguées au diametre sur lequel sont les milieux de
ces cordes. La tangente au point ot le diamétre rencontre
la parabole est évidemment paralléle aux cordes. Cela posé:

Quatre cordes que]conque.s' d’une parabole ont leur
fonction anharmonique (*) égale au rapport anharmo-
nique des quatre diamétres conjugués a ces cordes respec-
tivement. : :

En effet, concevons les quatre tangerites paralléles aux
quatre cordes : les points de contact seront sur les quatre
diamétres conjugués. La fonction anharmonique des quatre
tangentes est égale au rapport anharmonique des points
dans lesquels elles coupent une cinquieme tangente quel-
conque (58). Mais ce rapport anharmonique est égal a celui
des droites menées d'un point de la parabole aux quatre
peints de contact (2), et par conséquent est égal au rap-
port anharmonique des quatre diameétres, puisqu’ils passent
par le point de la parabole situé a I'infini. Donc, etc.

176." Quand un angle est circonserit a une conique, la
droite menée par le sommet de Uangle et le milieu de la
corde de contact passe par le centre de la courbe.

(*) Nous avons nommé (58) fonction ankarmonique de quatre droites qui
ne passent pas par un méme point, la fonetion de sinus qui exprimerait le
rapport anharmonigue des quatre droites si elles partaient d’un point unique.
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En effet, cette droite est la polaive du point de la corde de
contact situé a I'infini (99, 4°); donc cette droite est un
diamétre, et conséquemment passe par le centre de la
courbe. ; .

177. Les cordes menées des extrémités, d’un diamétre
d’une conique, a un point quelconque de la courbe, sont
paralleles ¢ deux diamétres conjugues.

Soient Am, A'm ( fig. 70) les deux cordes; p, p’ leurs
milieux, et O, milieu de AA/, le centre. Op et Op/ sont
paralléles & A’m et Am respectivement. Or Op est le lieu
des milieux des cordes paralléles a Op'; par conséquent Op
est le diamétre conjugué a Op'. Done, ete.

Cororraire. — 1l suit de 1, d’aprés le théoréme (170),
que : Dans Uhyperbole équilatére les droites menédes des
extrémités d’un diameétre & un point de la courbe font des
angles égaux avec une asymptote.

178. Les cordes menées des extrémités d’un diamétre
@ un point de la conique font, a partir du centre, sur
le diamétre conjugue deux segments dont le rectangle
est constant ¢t égal au carré du demi-diamétre con-
jugue.

Fn effet, les deux cordes Am, A'm ( fig. 71) tournant
autour des points A, A’ extrémités du diaméire AA’, ren-
contrent le diamétre conjugué OB en des points 7, n' qui
forment deux divisions homographiques. Les points doubles
de ces divisions sont évidemment les points de la conrbe B,
B’ (réels ou imaginaires) situés sur ce diameétre. De plus,
quand le point 2 d’une division coincide avec le centre O,
le point n’ de I'autre division est a I'infini. Pareillement,
quand n’ coincide avec O, le point 7 est a 'infini : de sorte
que les deux divisions s’expriment par I'équation

0n.0nr = constante (G. S., 120).
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Et, puisque B et B/ sout les points doubles,

0n.0R :ﬁnzﬁﬁ:.

Ce qui démontre le théoréme.
Remarque. — Cette relation prouve que les deux points
n, n' sont conjugués harmoniques par rapport aux deux
, s ; s ; &
B, B , €t consequemment conjugues par rapport a la coni

que (103).

179. Les diamétres paralléles aux deux cordes A'm, Am
font sur les tangentes en A et A’ deux segments Aa, A'a’
égaux le premier 4 On’, le second a2 On respeetivement.
La relation précédente donme des lors

Na Al E)Ei Y
Donc :

Le produit des segments que dewx diamétres conjugues
font respectivement sur deux tangentes paralléles, a par-
tir des points de contact de ces tangentes, est égal au
carré du demi-diamétre paralléle aux tangentes.

180. Le diamétre Oa’ rencontre la tangente Aa en & le
“segment Ao est égal a A'a’, et de signe contraire. Ainsi

Aa. Ao =—— iﬁ" ‘
Donc :

Le produit des segments que deuwx diametres conjugués
jont sur une tangente fixe, a partir du point de contact de
cette tangente, est constant et égal au carré du demi-dia-
métre paralléle a la tangente, mais de signe contraire.

Dans I'hyperbole OB est imaginaire, OB négatif; con-
séquemment on a
Aa.Au= OB (fig. 72);

et les points @, o sont d'un méme coté du point A.
181. On en conclut la direction des asymptotes d'une
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conique. Car les asymptotes sont les tangentes menées par
le centre ; ce sont donc les rayons doubles de Iinvolution
formée par les couples de diamétres conjugués (170, 172).
Ces rayons doubles passent par les points e, f de la tan-
gente en A déterminés par I'équation

X — A7 Shg he— 08

Conséquemment

sine@A  sineOQA . ¢A  OBW—1

sineOB~ sinOe¢A  OA~  0A ’
expression imaginaire dans ellipse, et réelle dans I'hy-
perbole.

182. Les cordes A'm, Am ( fig. 71) font sur les deux
tangentes en A et A/, respectivement, deux segments Ab,
Al doubles de Aa et A’a’. On a donc

2

Ab.A'b = BB
Clest-a-dire que :

St autour des extrémités d’un diamétre on fazt tour-
ner deux cordes qui se coupent toujours sur la courbe, le
produit des segments qu'elles font sur. les tangentes aux
mémes extrémités du diamétre, a partir de ces points, est
constant et c’gal au carré du diamétre conjuguc.

183, Lethéoréme (178) donnelasolution de ce probléme:

Construire par points une conique dont on connait deux
diamétres conjugués, en grandeur et en direction.

Soient AA’ et BB/ ( fig. 71) ces deux diamétres. Qu'on

prenne sur BB’ deux points 7, n’ tels, que On.0 7' —OB :

les deux droites An, A’n' se couperont sur la conique.
184. Etant donnés en direction deux systémes de dia-

métres conjugués et un point d’une conique, construire la

courbe.
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On cherche le conjugué du diamétre qui passe par le point

donné, en s'appuyant sur ce que trois systémes de deux

diamétres conjugués forment une involation (172).

Soit dont ( fig. 73) OA’ le conjugué du diamétre AB,
qui passe par le point donné A ; soient OE, OE' les direc-
tions de deux autres diamétres conjugués. On ménera, pa-
rallélement aux diamétres OE, OE/, les droites A, BG qui
rencontrent le diamétre OA’ en «, 8. Elles se coupent en
un point de la courbe (177); conséquemment le produit
Oo. 08 serale méme pour deux autres diameires conjugués
(quelconques (178). De sorte qu'en prenant deux points o/,
5" tels, que Oar'. 06’ = 0. 08, les deux droites Aa', BE’
se couperont sur la courbe.

Le produit Ox.06 est égal au carré du demi-diameétre

OA’ conjugué de OA (178).

185. Quand deux tangentes paralléles sont rencontrées
par une troisiéme, les droites menées du centre aux points
de rencontre sont deux diamétres conjugues.

En effet, la droite Oa (fig. 74) passe par le milieu de la
corde A m (176), et par conséquent est paralléle a la corde
A'm. De méme Od est paralléle & Am. Mais les deux cordes
Am, A m sont paralléles a deux diameétres conjugués (177).
Donc les deux diameétres Oa, O/ sont conjuguds.

186. Le produit des segments que chaque tangente a
une conique fait sur deux tangentes fixes paralléles, a
partir de leurs poinm de contact, est constant, et égu.l au
carré du demi-diamétre paralléle aux deux tangentes
Juxes.

En effet, les denx droites Oa, O’ sont deux diamétres
conjugués (185). Done '

Aa.A'a = const. = 0B  (179).

187, Soit la tangente oo’ ( fig. 75) parall¢le a ad'y on
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a Ao = A'd. Car les deux tangentes ad/, zz' font sur le
diamétre AA/, deux segments égaux A'e, Ay (165); d’'ou
résulte, par lés triangles égaux, Aa = A’a’. Donc

9

Aa.Aw = const. = — OB 5

Cest-a-dire que :

Deux tangentes paralléles quelconques font sur une
tangente fixe, & partir de sonpoint de contact, deux seg-
ments dont le produit est constant et égal, mais de signe
contraire, au carre du demi-diamétre paralléle & la tan-
gente fixe.

188. 8i par les extrémités a, b ( fig. 76) de deux dia-
métres conjugués, on méne deux. cordes paralléles quel-
conques-aa', bY, leurs extrémités a',b' appartiendront a
deuwx diametres conjugués.

En effet, les milieux des deux cordes aa’, b&' sont sur
un diamétre OX' qui est le conjugué du diamétre OX pa-
ralléle aux cordes. Les deux droites Oa, Od’' sont con-
juguées harmoniques par rapport a ces deux'diamétres OX,
OX’; et de méme les deux droites Ob, O4'. En d’autres
termes, les deux couples de droites Oa, Oa’ et 0b, Ob'
appartiennent aune involution dont les rayons doubles sont
les deux diamétres OX, OX'. Donc les trois couples de
droites, Oa, Ob; Oa’, 08, et OX, OX/, forment une in-
volution (G. ., 207). Mais OX et OX' sont deux diame-
tres conjugués, ainsi que Oa et Ob. Donc Oa’ et O’ sout
aussi deux diamétres conjugués (172). a. . F. ».

189. 1l suit de 1a que la corde aa’ comprise entre deux
diametres d une conique est paralléle & la corde bY com-
prise entre les deux diameétres conjugués respectifs.

On peut dire que : La corde de contact de deux tan--
gentes est paralléle @ la corde comprise entre les deux
diameétres paralleles aux tangentes.
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Car les diamétres Oa, Od' ( fig. 77) conjugués a Ob,
O ' respectivement, sont paralléles aux tangentes en b et 4.
Sous cet énoncé le théoréme se conclut de I'équation

Ph- - O«
PO g

car cette proportion prouve que les deux 1ri3ngles bPL!
et aOa' sont semblables, et par conséquent que aa’ est pa—

ralléle a 65,

§ UI.— FEquation d’une conique rapportée a.deux dia-
metres conjugués.— Relations métriques des diamétres
conjugués. :

190. Soient deuxdiamétres conjuguds OA, OB ( fig. 78);
mm! une corde parallele & OB et dont le milieu par consé-
quent est en p sur OA. On a

pm.pm' OB. OB’ i 0B

P == S s g (hg)'
PA.PA" " 0A.0A " QOA
Or
pm' =—pm, et pA.pA —_—p_O—- OA .
En faisant
QA =ay 0B =1b;
il vient
e b“ O—'J —
___mp_z = —=»s Ou i =+ m]: E=gps
a? a? b?

a*—O0p
ou, en représcnlant Op par x et pimn pary,

2 2

— 1}

a? b?

=2

Cas de I'hyperbole.

191, En désignant par 8, 8/ les points imaginaires com-
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muns au diamétre conjugué du diamétre A A’ (Sfig- 79) eta
Phyperbole, la relation subsiste, et 'on écrira

-pmapm’  pAip A
06.06 = 0A.0A"’

Ol

—pm__ Op —O0A
D == = 3
06.06 T

— 5! x! — g°

T =

Le produit 05.08 est positif (G. S., 89) ; représentons-
le par b%; les deux demi-diamétres imaginaires O§, O’

auront pour expression by —i et — by —1; il en résulicra

— 7 ! — q?
== e T —_y

b? - a?
ou

s =]

e

at =ohr

Equation entre lés segments qu’une tangente fait sur deux
diametres conjugués,

192. La tangente au point m (/fig. 80) rencontre le dia-
metre OA en o3 ce point est le pole de la droite mp (169)
conséquemment

Oa.Op :a: 3
d’ot
Qo= Ei
Z
De méme _
b
06 ==
¥

On a donc entre O, O6 la relation
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Relations entre les coordonnées des extrémites de deux
demi-diamétres conjugues.

193. Soient ( fig. 81) deux diamétres conjugués, O,
Om'; &',y et 2", y" les coordonnées de leurs extrémités
m/, m"; et d’, d" les points ou ils rencontrent la tangente

en A. Nous avons vu que

Ad'. Ad'= — b (180).
Or
Adf a Ad? a
¥ T i;:.;— == t=y
Done
aryly”
S =
et
: 2" _')"’_}"
(1) a? == b2 =00

Pour 'hyperbole, on trouvera

xl",rlf ,ny.'l

a* b?

==

Désignant par DY, D’ les directions des deux diamétres
"Om!, O/, on a
.?L_Sin(D",'b) ﬂ__sin(D”,b)'
ot = sin(DE; a)’ y" ~ sin(D”, a)’
et Péquation (1) devient
sin (D) sin (D Ga) o 8
sin(D’, &) sin(D”, &) T

relation entre les directions de deux diamétres ccmjuguéé.

Si I'on suppose que les deux diamétres coincident, ilsde-
viendront les asymptotes de la conique, qui sont les rayons
doubles de involution déter minée par les couples de dia-
métres conjugués (170); et 1'on retrouve ainsi 'expression
de la direction des asymptotes déja obtenue (181).
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194. L'équation (1) ci-dessus donne

2 g l)‘_tg 3 "
G gt e
Or on a
Lf 4 __T’ 22 }Ha
= D =L S e
a? b2 Z a? H?
9 N2
A : ; : i ¥ 5
Qu’on tire de 14 les expressions de — et 7 €l quion les
a D5

substitue dans I’équation précédente, on trouve

a2 ol ) e xt
s == — ],
at b b a?

/

ou simplement

.’1’.‘”"’ 5 ‘}.I:

D — ]

a? b
ou encore

22 a

e
Pareillement

..],_»’2 ﬂ2

=g

Ces expressions conviennent & I'hyperbole comme & 1el-
lipse.
Pour le cas de Pellipse écrivons

i a Tk a
= :i—-, =7y ::'*:ﬁ;
4% (e b

ou
(s a 7 A s (i
Z gi—_ry, M et il
7 a

La différence des signes de 2" et " est nécessitée par 1é-
quation
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Pour I'hyperbole, on trouve

R

Y= T 2k

r_ VP 4
'z Ly
—--J——-—..__O, zli—== 7

@
B R T
Ces expressions trés-simples des coordonnées de 'extrémité
J’un demi-diameétre, en fonction des coordonnées de extré-
mité du demi-diameétre conjugué, vont permetire des dé-
monstrations faciles des diverses propriétés des diamétres
conjugués (*).

Relations entre les grandeurs de deux diamétres conjugues.

195. On a

/ " / al r 2 '7"’2 },Iz P
P izl L — it e | =
b? a? b?

Donc :

Si l’on projette deux demi-diamétres conjugués quel-
conques sur un autre diamétre fixe, par des droites paral-
léles au conjugué de celui-ci, la somme des carrés des pro-
jections est constante, et égale au carré du demi-diameétre
sur lequel on projette.

196. Si Von congoit un diamétre perpendiculaire aux
lignes projetantes, la projection orthogonale sur ce diamétre
sera égale a la projection primitive multipliée par un cosi-
nus constant. On en conclut que :

La somme des carrés des projections orthogonales de
deurx demi-diamétres conjugués, sur un diameétre fixe, est
constante.

197. Si l'on fait les projections sur les deux diamétres

conjugués rectangulaires, on en conclura que :
T.a somme des carrés de deux demi-diamétres conjugues

est constante.

(*) Ges expressions ont été données pour la premiere fois dans I'Apercu

historique, p. 522.
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198. Dans I'équation
x-’: == a7 — ﬂ:\.,

on peut regarder &', x” comme les obliques abaissées sur le
diamétre & parallélement a son conjugué «; on peut done
dire gue :

La somme des carrés des obliqrues abaissées des exiré-

mités de deux demi-diamétres conjugueés sur un diamétre
fixe, parallélement & son conjugué, est constante.

Aires des parallélogrammes construits sur deux diameétres, —
Aires des secteurs.

199. L’aire du parallélogramme construit sur deux
demi-diamétres quelconques est égale a Uaire du paralle-
logramme construit sur les deux demi-diamétres conju-
sues,

En effet, on a (194)

bl — gy,
ou
bx"sin(a, b) = ay’ sin(q, bl
Or le produit dx” sin (a, b) esprime le double de 'aive du
P ) I
triangle p”OB, ou du triangle m”OB, ou 1'aire du parallé-
logramme construit sur les deux demi-diamétres OB, Om/.
Pareillement, ay’sin (a, b) exprime Paire du parallélo-
) @) ) 1 P

gravme construit sur les deux demi-diaméres OA, Om.
Donc, ete.

200. L'aire du parallélogramme consiruit sur deux
demi-diamétres conjugués On', Om’ est égale & aire
du parallélogramme construit sur deux autres demi-dia-
metres conjugués OA, OB ( fig. 82).

Laire du triangle m”Om! formé par les deux demi-dia-
mélres_conjugués Om’, Om’, est égale a l'aire du trapeze
ndm’p"p’ moins la somme des aires des deux triangles

9
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m'Op', m"Op", savoir

e I 3s o 3
(-l —— ) sin AOB — — (a'p/ -+ a2’y “Vsin AOB

Or
a b
Hlr s ] b wtil: 49/
Pe="gls= Tel Ty =ar— 19%).
sl a ( )
11 vient donc
rou P £y
T o !) ‘ Y i
S A ety eyt = ah | —
2, a D al

D’ou résulte lz théoréeme énoncé.

Autrement : Les deux triangles m'OA, m"OB sont ¢équi-
valents (199). Ajoutant aux deux le triangle BOu/, on a
les deux c[ua.drilatéres OAm'B et Om"Bn, équivalents.
Retranchant, respectivement, de ces deux quadrilateres les
deux triangles BAm/, Bm” m' qui sont équivalents, parce
que la droite Am", sur laguelle sont leurs.sommets A, m”,
est paralléle & leur base commune Bm! (189), on. conelut
que les deux triangles BOA, m”Om’ sont équivalents. Ce
qu'il fallait démontrer (¥*).

Les deux théorémes précédents peuvent &ire compris
sous un seul énoncé, savoir :

Etant pris deux systémes de diamétres conjugucs, le
P(”nl[é[()gr'anun,e construit sur deux (]uc/con.qu.es de ces
quatre diamétres est équivalent au parallélogramme con-

struit sur les deux auires.

901. Si Pon suppose deux demi-diamétres infiniment
voisins, on peut prendre la surface du triangle qu’ils déter-

(*) Cette démonstration m’a été communiquée par, M. Leeoq, capitaine

d’état-major.
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minent, pour celle du secteur qu’ils intereeptent dans Pel -
lipse; et si 'on regarde la surface d’un sectenr ::Uinpris
entre deux demi-diaméires quelconqmzs, comme formde
d'une infinité de triangles dont les hases seraient les élé-
ments de I'are du secteur, on en conclut que : :

Le secteur elliptique compiis entre deux . demi-dig-
metres quelcongues est équivalent au secteus compris
entre les deux demi-diamétres Conjugués,

11 s’ensuit que les segments sont aussi équivalents,

202. Les relations

‘rf }_’f I z L{4
—Fe=—r_raf — e
a b h a

donnent

e Syl

+ Done : Dans une conique, le produit des distances de
Uextrémité d'un diamétre & deux: diamétres COnjugues est
égal au produit des distances de Uextrémité du diametre
conjugué aux deux mémes diamétres.

De sorte qu’une hyperbole qui a poar asymptoles deux
diamétres conjugués d'une conique, coupe la courbe sur deux
autres diamétres conjugudés. g

203. D' et B’ étant deux demi -diamétres conjugnés, ainsi
que a, b, on a (199) I'équation

a.Disin{D’, a) = § . D sin (D7, 09,
qui s'éerit '
D’ b sin (D7, 4)
D’ Z 4 sin (D, a)
Ce qui fait connaitre le rapport de dcux-demi-diamé[rcs
conjugués, quand on connail leur direction relativement a
deux autres demi-diamétres conjuguéds dont le rapport est
connu.

9.
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904. Expression. de la per‘pendiculaire abaissée

(IH

centre d’une conique sur une tangente.

La perpendiculaire"abaissée du centre sur une tangente
estégale a la projection, sur sa direction, du demi-diametre
qui aboutit au point de contact. Le carré de cette projec-
tion est égal & la somme des carrés des projections de deux
demi-diamétres conjugués queleonques (196). Prenons pour

ces deux demi-diametres les demi-axes de la courbe, que

nous appellerons a et by on aura
p? = a’ cos? o~ b7 cos’h,
« et & étant les angles que la normale fait avec les deux

axes.

905. Etant donnés deux diamétres conjugués d’une
ellipse, construire en direction et en grandeur les deux
axes de la courbe.

Soient Oa, Ob ( fig. 83) les deux diametres conjugués:
qu'on méne par Iextrémité du premier la paralléle au se-
cond, ce sera la tangente 4 la courbe; et deux diamétres
ués quelconques rencontreront cetie tangente en deux

E.oF =—O0b (180). Donc

d deux segments aG, aG'

conjug
points E, I tels, qu’on aura @
si sur la normale en a on pren
égaux 4 O, tout cercle mené par les deux points G, G
rencontrera la tangente en a, en deux points E, I apparte-
nant A deux diamétres conjugués; et si ce cercle passe par le

centre O de la courbe; ces diametres seront les axes de la

courbe. _
Or, sile cercle passe par le point 0, les deux angles GOE,

G/OF. seront égaux. Donc I'un des axes cherchés divise en
denx également I'angle des droites OG, OG/, et 'autre di-
vise en deux également le supplément de cet angle.

Quant aux grandeurs A, B des deux demi-axes, leur ex-
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pression est

7 i g
A:OG+()G R oG 0G :
2 2

En effet, on a (197 e1 200) les deux équations

A? |- B? =-0_u2+6_b! et A.B=0a.0b.sina0d,

Or
E)—Gj :6;2+'R}-? —20a.aG.cos0aG,
O*G’z = az+552—203;aﬁ’.cosbaG’.
Mais :

aG=aG"'=00b, ©c0s0uaG' =sina0b,

c0s0aG =— c0s0aG’ =—sina0b.

—_2 — 5
Par conséquent les expressions de OG et OG! deviennent

(j)(‘_,2 :az—{—(ﬁzwk 20a.00.sina0b,
OG’2: —O—ai—}-az—ﬁz()a.ob.sinao‘b.

D’ou
0C 06— (0a + 0b)
Ez——aaa'4:4.0(z.()b.si11(106.

11 en résulie

LS iy
06 — 06"
OG_:_%A_- 2A.B.

De la
_(f'r?::(A +B) et -O_G'-Z(A-B)’,
ou bien
0G=A+ B, 0G =A—B.
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Ft ficalement

0G + 06/ 0G — 06’
= --ﬁﬁ—-—u—“p et B= e =

A

Ciol@s oD%

206. Construire une section conique dont on connait,

en direction, deux. systémes de diaméires conjugués, Ou,
06; O/, O, et un point a. :

Que sur le prolongement de aO (fig. 84), on prenne
0d' = Oa, et que par les points @, ¢ on méne aux deux dia-
métres conjugués O, Q6 des paralléles qui se coupent en b
et pareillement & Oa’/, 06’ des paralliles qui se coupent en
¢ : les deux points b, ¢ appartiennent a la conique deman-
dée (177). On connait donc le centre et trois points @, b, ¢
de cette courbe, qui dés lors est déterminée (166).

La question a déja éié résolue différemment (184).

907. Etant donnés,_en direction, deux systémes de
5 2 )

diaméires conjugués Oa, O6; Oo/, O d’une conique,

trouver le rapport des denx diamétres de chague systéme.

Par un point a du diamétre Oa ( fig. 85), on peut mener
une conique qui ait pour diamétres conjugués les deux sys-
temes Oc, 06; 0o/, OF. Soit Ob son demi-diametre con-
. L - Oa
jugué a Oa. 1l s’agit de trouver le rappm'Lm-—

La tangente en a est la paralléle 4 O€. Les deux diamétres
O, O & rencontrent cetle tanigente en deux points ¢, ¢';
etlon a

ac.acl =—0b* (180).
Donc
Qa Oa

06

ac.ac’

Ce qui résout la question,
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Pour un antre point @ de O, on aurait une autre coni-

Al

4 Oa : i 2 3
que : mais le rapport —— resterait le méme: Eten effet, il
ac.ac

est évident, d'apres la construction du numéro précédent,
que les deux coniques seraient semblables et semblablement
placées.” - :

11 est clair qu’on obtiendrait le rapport des diamétres sui-
vanl les directions Oa/, O €/ par le méme procédé,

Equation de la parabole.

208. Si de chaque point m d’une parabole (fig. 86)
on.abaisse sur un diamétre AX (167) Poblique mp paral-
léle 4 la tangente en A, on conclut, soit de (41), soit de
(49,. Coroll. 111), la rclation

;n7)2
Ap

= const.

Prenant le diaméire et la tangenle pour axes coordon -
nés des x et-des y, cette relation devient

e Py

P représente la constante, qui ne dépend que de la position
du point A sur la parabole, et qui varie avec ce point,

Quelques auteurs appellent cette constante p le para-
meétre relatif au diamétre AX.
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CHAPITRE VIL

CONSEQUENCES DE L’EGALITE DU RAPPORT ANHARMONIQUE
DE QUATRE POINTS EN LIGNE DROITE ET DE CELUL DES
POLAIRES DE CES POINTS. — NORMALES ET OBLIQUES A UNE
CONIQUE, MENEES D'UN MEME POINT.

§ 1. — Genération d’une conique.

909. Un point py une droite L, et une conique, sont don-
nés + une transversale, tournant autour du point, coupe la
droite eri un point m, et la conique en deux _p“oa'nts 8, ia:
si L’on prend le point p. conjugué de m par rapport a a et
a', le lieu de ce point sera une conique, qui passera par le
point p; parle pole de la droite L; par les points d’inter-
section de cette droite et de la conique; et enfin par les
points de contact des tangentes menées du point p a la
conique.

En effet, soit P ( fig. 87) le pole de la.droite L : la polaire
du point m serx la droite Py, car elle doit passer par lepole
de la droite L (102) et par le point p de la transversale
pm (99, 1°). Quatre points m, m/,. .., donneront quatre
droites Py, Py, . . ., qui auront leur rapport anharmonique’
égal  celui des quatre points (117), et égal par conséquent
a celui des quatre droites pm, pm',. . .. Donc le lien du
point p. sera une conique qui passera par le point p et par

. le point P (8). Cette conique passera évidemment aussi par
les points d’intersection de la droite L et de la conique pro-
posée, et par les points de contact des rtangentes a celle

courbe partant du point p.
ConoLLArE. — Si la droite L est & I'infini, le-point . est

Ie milieu de la corde aa’. Donc :
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8i autour d'un point fixe on fait tourner une droile et
qu'on prenne le milieu des deux points ol elle rencontre
une conique, ce point miliew est sur une aulre conique,
qui passe par le point fixe, par les points de contact des
tangentes menées de ce point, et par les deux points de la
conique proposée (réels ou imaginaires), situés a Linfind.

210. Etant pris dans le plan d'une conique, un point
fixe O ( fig. 88) et une droite L, par chague point m de
celte droite on méne la droite mO et sa conjuguée dans la
conique : celle droite conjuguée mp. enyeloppe une conique
qui est tangente a la droile L, a la polaire du point O, aux
deux tangenics a la conigue proposce, issues du point O,
et aux deux tangentes menées par les points de rencontre
de cette conique et de la droite L.

La démonstration sera calquée exactement sur celle du
théoréme précédent.

Cororratie. — Sile point O est le centre de la courbe,
Pénoncé général devient : :

Erant pris une droite fixe dans le plan d’une conique,
si par chaque point de cette droite on mene un diamétre
de la courbe et une paralléle au diametre cohjugué : toutes
ces paralléles envelopperont une parabole tangente aux
deux asymptotes (réelles ou imaginaires) de la conique
. proposée, ainsi qu’aux tangentes aux points de rencontre
de cette courbe et de la droite fixe.

211. Erant données une conique et deux droites fixes,
si sur ces droites on prend deux points conjugués par rap-
port é la conique, la droite qui joint ces points enveloppe
une com'quc tangente aux deux droites et aux quatre
tangentes a la conigue proposce menées par les points ol
ces droites la rencontrent.

En eflet, soienta, b,..., des points de la premicre droite :
leurs polaires relatives & la conique rencontrent la seconde
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droite en des points a’; b',..., qui sont les conjugués des
premiers (103). Ces polaires passent par un méme point ; le
rapport anharmonique de quatre points @, b,... est égal &
celui de leurs polaires (117), lequel est égal a celui des qua-
tre points a*, b/, ... Dont les droites e, bb/, . ., envelop-
pent uneconique (9). Il est évident que ceile conique sakis-
fait aux conditions énoncées dans le théoréme.

Cororrarre. — Si I'unc des droites est 4 I'infini; on en
conclut que : :

8t par chaque point d'une droite on méne une paralléle
& la polaire de ce point, toutes ces paralléles enveloppent
une parabole tangente & la droie.

La paralléle & la polaire d'un point, menée par ce point,
est une corde qui a son milien en ce point (169) : cette
derniére proposition peut done prendre cet énoncé : Si par
tous les points d'une droite on méne les cordes duné co-
nique quiont leurs milieux en ces points, ces droites enye-
loppent une parabole I&ngmue a la droite.

212. On démontrera sans difliculié le théoréme eorré-
latif suivant : '
- St autour de deux points fixes on fait tourner deux
droties conjuguces par rapport, a une conique, le point
d’intersection de ces droites décrit une conique qui passe-
par les deux points fixes et par les Guatre points de con-
tact des'tangentes & la conigque proposée, menées‘par les
deux: poinis fixes. :

23. Quand deux angles sont circonscrits & une coni-
quey les quatre points. de contact de leurs cotés et lewrs
sommels sonl six JPoints appartenant ¢ une méme co-
rique. -

Soient O, O/ ( fig. 89) les sommets des deux angles ; a,
i et ¢, d les points de contact de leurs chiés respectifs. 11
suffit. de prouver® que les denx faisceaux de quatre droites
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Oa, 0b,0¢,0d, et O'a, 0'b, O'c, O'd ont le méme rap-
port anharmbnique'(S) . Or les quatre premiéres droites ont
un rapport anharmonique égal a celui de leurs poles a, &,
75 95 7 et d étant les points ou les cotés O'¢, 0'd du se-
cond angle rencontrent la ¢orde ab. Mais le rapport anhar-
]nomqur’ des quatre points a, b, 7, J est égal a celui des
quatre droites O'a, 05, 0"“/, 0’d. Donc, ele.

Observation. — On exprime la méme proposition en di-
sant : Quand un quadrilatére est circonserit a une coni-
que, les points de contact des cotés et deux sommels
0pposés sont six points d’une méme conigue.

Le théoréme, que nous venons de démontrer directement,
peut se conclure aussi, comme conséquence, du théoréme

(209). -

214. Quand deux angles sont circonscrits & une coni-
que, les quatre cétés et les denx cordes de contact sont six
droiles tangentes a une méme conique.

Soient O, O/ ( fig. go) les sommets des deux angles; ab,
cd les deux cordes de contact, que les cotés des ang_lcs ren-
contrent respectivement en y, ¢ et, 6. Il suffit de prouver
que les deux séries de quatre points a, b, 7, ¢ et «, 6, ¢, d
ont leurs rapports anharmoniques égaux (9). Or le rapport
anharmonique des quatre derniers points est égal A celuides
polaires de ces points, lesquelles sont les droites Oa, O,
Oc¢, Od; et le rapport auhalmomque de ces droites est

égal a celuide leurs.pointsa, b, y, J, situés sur la corde ab.
l_)unc, etc. :

Observation. — Ce théoréme s’exprime aussi de cette ma-
niére : Lorsqu'un quadrilatéreest inscrit dans une conique,
les tangerntes aux quaire somunels, el deux cétés opposé.\‘,
sont six tangentes a4 une méme conque.

L.e théoreme peut éire considéré comme une conséquence -
de la-proposition(210).
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S ].[ — Decux sy.sl(’m('s f{t’,’ trots ])OHH& LOH}HO’U(‘S [)(H
]‘(l[)POJ’t @ une COH?(‘HlB

215. 8t lon prend dans le plan d’une conique deux
systémes de trois points CONjugues, ces six poinls seront
situés sur une conique ; et les six cotés des deux triangles
dont ces deux systémes de points sont les sommets, sont
tangents & une autre com'que-.

Soient a, b, ¢ ( fig. 91) et d, b/, ¢ les deux systémes de
points. Pour démontrer la premiére partic du théoréme,
nous allons prouver que les deux faisceaux de quatre
droites menées des deux points ¢, ¢/ aux quatre autres, ontle
méme rapport anharmonique.

En eHeL, le rapport anharmomqne des quatre droites
c(a, b, a,b) est égal a celui de leurs poles, qui sont les
points b, a, & intersection de ab par ¢/b/, et o intersection
de ab par ¢a’. D'ailleurs, le rapport anharmonique de ces
quatre points est égal i celui des quatre droites ¢ (b, a, b, &),
ou, en changeant I'ordre de celles-ci, au rapport anharmo-
nique des quatre c¢(a, b, o', ¥'). Ce qu'il fallait prouver.

Pour la seconde partic du théoréme, nous allons dé-
montrer que les devx séries de quatre points dans lesquels
les deux droites ab, @'t/ sont rencontrées par les quatre
autres, ont leurs rapports anharmoniques égaux, savoir :
que (a,b,d/,6') = (,6,d, V).

En effer, les quatre premiers points a, &, o/, 6" ont leur
rapport anharmonique égal a celui de leurs polaires (117).
Ces polaires sont les droites ¢b, ca, ¢V, ca/, dontle rapport
anharmonique est égal & celui des Poinls 6, o, b, a" dans
lesquels elles 1cnconuent la droite ' ¥, ou nwertendo a
celui des points «, €, ', ¥. Ce qu'il fallait prouver.

Douc, ete.

Ce théoréme donne lieu a deux propositions réciproques
qui suivent,
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216. Quand deux triangles ont leurs six sommets sur
uie conigue, ces points Jorment deux systémes de trois
points conjugués par rapport a une autre conique.

Soient abe, a'b'’ les deux triangles. On peut construire
une conique dans laquelle les trois points a, b, ¢ seront
conjugués deux a deux, et le point & sera le péle de la
droite b'c’ (157). Cette courbe satisfait 4 la question. En
effet, appelons 7 le point qui sur &'¢ sera le conjugué de
b’ par rapport a cette conique. Les six points a, b, e,
a'y ¥, y, seront sur une méme conique (215). Le point
coincide donc avec le point 5 et, conséquemment, les trois
points @', &', ¢/ sont conjugués par rapport 4 la conique con-
straite. Ce qui démontre le théoréme.

217. Quand deux triangles sont circonscrits @ une co-
nigue, leurs sommets forment deux systémes de points
conjugués par rapport @ une autre conigue. .

La démonstration sera calquée sur la précédente. Du
reste on remarquera que cette seconde proposition se con-
clut de la premiére, puisqu'on a vu que, quand deux trian-
gles sont circonscrits 4 une conique, ils sont inscrits a une
autre conique (61). . ;

218. Quand trois points a, b, c, situés sur une conique 2,
sont conjugues parrapport ¢ une autre conique G, on peut
déterminer sur la premiére courbe une infinité d’autres sys-
temes de trows points a', b, ¢! conjugués par rapport i la
seconde. ;

Qu’on prenne a’ arbitrairement sur la conique 23 la po-
laire de ce point par rapport & C rencontre 2 en deux points
b', ¢’ quisatisfont & la question, ¢’est-a-dire que les trois
points @', b’ ¢’ sont conjugués par rapport 4 la conique C.

En effet, la droite 6’c’ étant la polaire du point o/, il
existe sur cette droite un point ¢’ qui forme avec les deux
points a’, &' un systéme de trois points conjugués : et les
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points a, b, ¢, a’, b', ¢" sont sur une méme conique (215).
Mais cette courbe ne peut étre que X qui passe par les cing
‘PI‘CIIHCPS points. Done ¢” coincide avee ¢/. Ce qm démon-

tre le théoréme.

Cororramre.— Il résulte de ce théoréme que : Etant don-
nées deux c.'oni'r]ues quelcongues G, Z, on ne peut pas, en
genéral, déterminer sur l'une un systeme de trois points
(/uz sorent cor:]u SUES par rapport a Lautre,

Car si un tel systeme existait, il y en aurait une infinité
d’autres; et il faudrait qu'un point a étant pris a volonté
sur 2, la polaire de ce point par rapport a C rencontrat
2 en deux points b, ¢ conjugués par rapport a C, Ce gui
évidemment n’a pas lieu en général.

§ HL. — Normales et obliques a une conique, menées par
un point donné.

219. S d'un point fl..x‘e on abaisse une pefpcndzcufmrp
sur chaque diamétre. d'une conique, et qu'on. prenne le
point d'intersection de cette droite et du diamétre conju-
gue : le liew de ce point sera une hyperbole équilatére pas-
sant parle point fixe, par le centre de la conique donnée
et par les pieds des normales abaissées du point fize sur la
comque, et dont les ns‘ymp?‘oz‘ev sont pm'ﬁf]cles aux axes
de cette courbe.

En effet, considérons des diamétres A, B, C,. .., comme
formant un premier faiscean : leurs conjugués A’, B, ¢/, ...,
constitueront un faisceau homographique (174). Les per-
pendiculaires abaissées du point fixe, sur les premiers diame-
tres, formeront un faisceau homographique au premier, et
parconséquent ausecond. Doncelles rencontreront respecti-
vementles diaméires A’, B, U, .., en despoints n, », n’,...,
situés sur une conique passant par le point fixe et le ceritre
de la conique proposée (8). Ce licu des points n, 1/, . . est

SCD LYON 1




CHAP. VII.. — CONSEQUENCES D'UNE PROPOSITION. 143
¢videmment une hyperbole équilatére ayant sts asymplotes
paralléles aux axes de la conique dennée.

Concevons maintenant une normale abaissée du poiut
P sur la conique, ¢’ ést-a-dire une droite perpendiculaire a la
tangente au point ou elle rencontre la conique. Ceite droite
est perpendiculaire au conjugué du diamétre qui passe par
ce point : done ce point est sur I'byperbole. Done, ete,

220. Réciproquement : Siune hyperbale équilatére passe
par le centre d'une conique, et a ses asymplotes paralléles
aux axes de la conigue, les mormales . celle-ci, menées par
les points oi Clhyperbole la rencontre, concourent en uin
méme pbr’ut de-Chyperbole.

En effet, soit iz un des points d’intersection des deux
courbes; et @ le point ou la normale 4 la conique en m ren-
contre I'hyperbole. Si du point a on abaisse sur la conique
trois ‘autres normales, leurs pieds seront sur 1’hypf:rbo]b.
équilatére passant par les points a, m, et le centre de la
Coniquc, et ayaut ses asymptoles paralléles aux axes de la
conique. Cette hyperbole se confond avec I'hyperbole pro-
posc¢e. Douc, ete.

221. Si,au lieu de perpendiculaires, on abaisse du point
donné sur les diamétres A, B,. .., des obliques sous un
angle constant, dans un méme sens de rotation, Zes preds de
ces obliques sur les diamétres conjugués seront encore sur
une cbm'q.'w passant par le-point donné, par le centre de
la conique proposée, et par les pieds des obliques abaissées
surcette courbe sous l'angle donné.

[.a conique aura deux points a l’inﬁni (réels ou imagi-
naires) sur les diamétres conjugnés de la conique proposée
dont Pangle est égal a celui des obligues,

[.a démonstration de ce théoréme général est absolument
Ia méme que pour le cas des perpendiculaires : ¢t le théo-

réme donne la solution de ce probléme : Abaisser d'un
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point donné sur une conique des obligues sous un angle
donné, dans un sens de rotation donne.

Le probléme admet quatre solutions; et huit quand le
sens de rotation dans lequel doivent étre menées les obli-
ques n’est pas indiqué. Dans le cas des perpendiculaires

les deux systémes de solutions se confondent (*).

299, Les perpendiculaires abaissées d’un point donné P
sur les tangentes d’une parabole rencontrent les diametres
menés par les points de contact de ces tangentes, en des
points situés sur une hyperbole équilatére qui passe par le
point P et dont une asymptote est paralléle & Uaxe de la
parabole.
 En effet, quatre tangentes en quatre points a, bs s ont
leur fonction anharmonique égale "au rapport anharmo-
nique des quatre points dans lesquels ces tangentes ren-
contrent une antre tangente fixe (58); celui-ci est égal au
rapport anharmonique des droites menées des quatre points
a, b,...,a unpoint de la parabole (2), et par conséquent
au rapport anharmonique des diamétres partant des quatre
points a, b,. ... Les perpendiculaires abaissées du point P

(*) Ce probléme des normales, qui se résout, comme on le voit, avee une
extréme facilité, est une des questions qui présentaient le plus de difficul-
tés dans la Géométrie des Grees. Apollonius I’a résolu dans le Ve Livre de
son Traité des sections coniques (propositions 58-63), en se servant de I'hy-
perbole équilatére. Il détermine la posilion des asymptotes, ce qui suffit
pour construire la courbe, puisqu’elle passe par le point donné, d’otu I’on
méne les normales.

Cette hyperbole, que nous avons considérée comme le lieu des points d'in-
tersection des rayons homologues de deux faisceaux homographiques, peut
atre considérée de plusieurs autres maniéres, Elle est, par exemple, le lieu
des milicux des cordes que des cercles décrits du point donné, comme centre,
interceptent dans la conique proposée. De nombreuses propri¢tés des coni-
ques dérivent de la. On peut consulter & ce sujet un Mémoire sur les lignes
conjointes dans les coniques, inséré dans le tome I du Journal de Mathémati-
ques de M. Liouville, année 1838; »oir p. f1o~43o.
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sur les quatre tangentes ont done leur rapport anharmo-
nique égal a celui des quatre diamétres. Donc les points
d’intersection sont sur une conique qui passe par le point P
et par le point de la parabole situé a l'infini,

Cette conique est une hyperbole équilatére. Effective-
ment, elle a deux points & I'infini. Car d’abord, si le point @
est au sommet de la parabole, le point de la courbe situé
sur la perpendiculaire menée du point P a la tangente en
est a 'infini sur I'axe de la parabole. Ensuite, si la perpen-
diculaire menée du point P sur une tangente est perpendi-
culaire a I'axe, la tangente est située & l'infini et se confond
avec le diamétre qui part du point de contact. Done le
point situé a l'infini sur la perpendiculaire a I'axe de la pa-
rabole appartient a la conique. Donc cette courbe est une
hyperbole; et cette hyperbole est équilatere.

Elle rencontre la parabole en trois points, autres que leur
point commun situé a l'infini, et chacun de ces points est
le pied d’une normale abaissée du point P sur la parabole.
On peut donc mener par un point trois normales & une
parabole. i

Les mémes considérations s’appliquent au cas des obliques
partant d’un point, sous un angle de grandeur donnée.

223. Si autour d'un point pris dans le plan d’une co-
nique, on fait tourner une transversale, et que par son
pole on méne une perpendiculaire a cette droite : ces per-
pendiculaires successives enveloppent une parabole qui est
tangente & la polaire du point fixe et aux tangentes & la
conique menées par les pieds de ses normales abaissces de
ce point. s

Car & quatre transversales répondent quatre poles, qui
ont leur rapport anharmonique égal a celui des quatre trans-
versales ('117), et par conséquent & la fonction anharmo-
nique des quatre perpendiculaires (58). Donc ces quatre

10
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droites sont tangentes 4 une parabole tangente a la polaire
du point fixe (bid.).

Quand la transversale est normale 4 la conique en un
point, la tangente en ce point est la perpendiculaire a la
transversale. Conséquemment les tangentes communes a
la parabele et 4 la conique proposée touchent celle-ci en
des points qui sont les pieds des normales abaissées du
point donné.

De la résulte une nouvelle solution du probléme de mener
des normales & une conigue par un point donné.

224. 8i, au lieu de mener, par les poles des transversales,
des perpendiculaires 4 ces droites, on menait des obliques
faisant un angle constant, dans un sens de rotation déter-
miné, on prouverait de méme que ces obliques enyeloppent
une parabole dont les tangentes communes & la conique
proposée, ont pour points de contact sur celle-ci les pieds
des obliques abaissées du point donné sur cette conigue.
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CHAPITRE VIII.

DIVISIONS HOMOGRAPHIQUES SUR UNE CONIQUE.

§ L

925. Nous appellerons divisions homographiques sur
une conique, deux séries de points pris sur cette courbe,
tels, qué les droites menées de ces points a un autre point
de la coarbe, forment deux faisceaux homographiques.

Les rayons doubles de ces deux faisceaux marquent sur
la conique deux points que nous appellerons les points
doubles des deux divisions.

996. Siles deux faisceaux sont en involution (G. S.,248),
on pourra dire que les deux divisions homographiques sont
elles-mémes en involution. Alors les cordes qui joignent
deux 4 deux les points homologues des deux divisions con-
courent en un méme point (139).

Et réciproquement : Quand une transversale tourne
autour d’un point fixe, les couples de points dans les-
quels elle rencontre une conique forment deux divisions
homographiques en involution.

997, Les droites menées des points de deux divisions
homographiques sur une conique, & un point quelconque de
la courbe, forment toujours deux faisceaux homogra-
phiques dont les rayons doubles aboutissent aux points
doubles des deux divisions.

Soient a, b, ¢,... eta’, &', ¢',... (fig. 92) les deux
séries de points qui forment les deux divisions homogra-
phiques, et e, f les deux points doubles. Par hypothése, les

10,
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droites menées i tous ces points, d’un certain point O de la
conique, constituent deux faisceaux homographiques dont
les rayon®doubles sont O ¢, Of. 11 faut démontrer qu'il en
est de méme des droites menées d’un autre point O/ de la
courbe. Or, par hypothése,

O(a, b, e, f)=0/(a', ¥', ¢, f).

Mais les deux membres de cette égalité sont égaux respec-

tivement a O/ (a, b, e, f) et O/ (d, &, e, f) (4). Donc
Q2. b, 5 /) =—0ila bl £

Ce qui prouve que les rayons OVa, O'b et O'a/; O'Y appar-

tiennent & deux faisceaux homographiques dont Ole, o'f

sont les rayons doubles. Done, ete.

228. Quand on a sur une conique deux divisions ho-
mographiques, les droites menées de deux points quel-
conques de la conique aux points des deux divisions, res-
pectivement, forment deux faisceaux homographiques.

En effet, soient a, b, ¢,... eta’, b, ¢/,... les points
des deux divisions, et O, O/ deux autres points quelconques
de la courbe. Les deux faisceaux O(a, b,...) etO(d, i)
sont homographiques ; ce qui vient d’étre prouvé. Mais les
deux faisceaux O(a’, &/,...) et O/(d, ¥/. . .) le sont aussi
(4). Done les deux faisceaux O (a, b,...) et Ol (nlyblosy)
sont homographiques. Done, etc.

Réciproquement : Quand deux faisceauax homographi-
ques ont leurs centres en deux points d’une conigue, les
points de rencontre de la conique et des rayons de chaque
Jaisceau forment sur cette courbe deux divisions homogra-
phiques.

Par exemple : Si autour de deux points d’une conique
on fait lourner deux cordes paralléles, leurs extrémités
Jorment deux divisions homographigues.

929. Si autour de deux points fixes P, Q (fig. 93), on
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fait tourner deux droites qui se coupent sur une conique,
et rencontrent la courbe en deux autres poz’nt.s‘ a, a", ces
deux points forment deux divisions homographiques dont
les points doubles sont les deux points e, f de la courbe
situés sur la droite PQ.

En effet, soit m le pointde concours des deux droites Pa,
Qa'. Les deux points a et m forment deux divisions homo-
graphiques (226) ; de méme les deux points a' et m. Donc
a et a' forment deux divisions homographiques. Quand le
point m se trouve en e, a et a’ coincident en f, qui par con-
séquent est un point double des deux divisions. Et de méme,
le point e. Donc, ete.

230. Quand deux divisions homographiques sont for-
mées sur une conique, les droites menéees des deux points
- doubles et de deux points homologues, a un méme point
de la courbe, ont un rapport anharmonique constant, quel
que soit ce point de la courbe, et quels que soient les deux
points homologues pris dans les deux divisions.

Soient a, a' ( fig. 94) deux points homologues des deux
divisions, e, f les deux points doubles, et m un autre point
de la conique. Je dis que le rapport anharmonique des
quatre droites ma, ma', me, mf est constant, quels que
soient les deux points homologues @, a’ des deux divisions,
et le point m de la courbe. '

Eneflet, les droites mendes du point 12 aux points desdeux
divisions forment deux faisceaux homographiques (227):
conséquemment le rapport anharmonique des quatredroites
ma, ma', me, mf est constant, quels que soient les deux
points homologues a, @' (G. S., 153, 176). Mais les droites
menées d'un autre point de la conique, aux quatre mémes
points @, @/, e, f, ont le méme rapport anharmonique que
les quatre droites ma, ma', me, mf (4). Donc, etc.

231. Quand on a deux divisions homographiques sur

SCDLYON 1




150 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.

une conique, les droites menées d’un point pris sur la
courbe aux points des deux divisions forment, sur la
corde qui joint les deux points doubles, deux divisions
homographiques dont ces deux points sont aussi les points
doubles ; et ces deux divisions restent les mémes, quel que
soit le point pris sur la conique.

En effet, soient e, f (fig. 94) les points doubles des deux
divisions homographiques; a, a' deux points homologues
et &, ' les points ot les deux droites ma, ma’, menées d’'un
point m, rencontrent la droite ef. Les quatre droites ma,
ma', me, mf ont un rapport anharmonique constant, quels
que soient les deux points homologues a, a’, et quel que
soit aussi le point m (230). Or ce rapport est le méme que
celui des quatre points a, o/, e, f: Donc celui-ci est con-
stant. Donc les deux points variables e, o forment deux
divisions homographiques dont les points doubles sont

e, f(G. §., 153). Ce qu'il fallait prouver.

232. Lorsqu’une conique passe par les points doubles
de deux divisions homographiques (o, ') faites sur une
droite L, si autour de deux points homologues a, a' on
Jait tourner deux droites dont le point de concours glisse
sur la conique, et qui rencontrent cette courbe en deux
autres points a, a': les deux divisions homographiques,
Jformées par ces couples de points a, a’ (929), seront tou -
jours les mémes, quels que soient les deux points homolo-
gues o, a' des deux divisions rectilignes, autour desquels
on fait tourner les deux droites.

En effet, les droites menées d’un point quelconque de la
conique aux deux points @, a’ des deux divisions formées
sur cette courbe par les droites qui tournent autour des

deux points «, ', rencontrent la droite L en deux points
qui appartiennent & deux divisions homographiques (227),
Ces divisions sont les mémes que les deux divisions pro-
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posées, parce que les points doubles sont les mémes, et

que les deux points homologues «, a' sontcommuns aux
deux systémes. Donc, etc.

9233. Silon a sur la droite qui joint deux points d'une
conique (fig. 9b) deux divisions homographiques (e, o')
dont les points doubles soient les deux points de la coni-
que, et que d’un point fixe P on méne & chaque point o
de la premiére division une droite qui rencontre la coni-
que en deux points a, a,; puis, que d’un de ces points a, on
méne au point o de la seconde division-une droite qui ren-
contre la conique en un point a' : les deux points a, a for-
ment deuzx divisions homographiques, ainsi que les deux
points a, et a.

En effet, les deux points @ et @’ forment deux divisions
homographicques (232). Mais la droite ae, passant par un
point fixe P, les deux points @, @, forment aussi deux divi-
sions homographiques (226). Donc les deux points a et a'
forment deux divisions homographiques; et par conséquent
aussi les deux points @;, a’. Done, etc.

CoroLrAtrE. — 87 le sommet a, (fig. 96) d’'un angle de
grandeur constante, dont un c6té tourne autour d’un
point fixe P, glisse sur une conique, ce point a, et les deux
points a et ', dans lesquels les cités de Uangle rencon-
trent la conique, forment sur la courbe Irots divisions ho-
mographiques.

En effet, les deux droites @, P, a,d/, faisant un angle de
grandeur constante, leurs paralléles, menées par un point
fixe, forment deux faisceaux homographiques, et par consé-
quent rencontrent la droite située a l'infini en des points
qui appartiennent & deux divisions homographicues. Or ces
points sont aussi sur les droites @, P, a,a’. Donc, etc.

934, Etant données, sur une conique, deux divisions
honiographiques a, b, c... et &, W, ... (fig.97) les
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deux droites menées de deux points quelconques deé la
premiére division aux deux points homologues de la se-
conde division pris inversement, comme ab' et ba!, se cou-
pent sur la droite qui joint les points doubles des deux
divisions.

En effet, soient e, fles deux points doubles. Les quatre
droites a'(a, b, e, f) etles quatre droites a (e, 8, e,f) ont
le méme rapport anharmonique (228). Or les deux droites
a'a et aa’ coincident ; donc le point de rencontre des deux
droites a'b, ab' est en ligne droite avec les deux points
e, J qui sont les points de concours des couples ae, d'e et
af,af (G. S., 108). Donc, etc.

Autrement. Soit O, un point de la conique. Les rayons
O(a,b,¢,...)etO(d,¥,c,...) forment deux faiscaux ho-
mographiques dont les rayons doubles sont Oe, 0f(227).
Les trois couples Oa, 04'; 08, Od/, et Oe, O fsont en invo-
lution (G. §., 259). Donc les trois droites a?’, ba' et ef
passent par un méme point (139). Ce qu'il fallait prouver.

Corollaire I.—Deux systémes de trois points a, b, ¢ et
a', b, ¢, pris arbitrairement sur une conique, et qu'on fait
correspondre deux & deux respectivement,déterminent deux
divisions homographiques. Par conséquent, les points d’in-
tersection des trois couples de droites al/, ba'; b/, cb' et
ca', ac’ sont en ligne droite. Ce qu’on exprime en disant
que : Dans tout hexagone inscrit & une conique, les
points de concours des cétés opposés sont en ligne droite. .
Théoréme de Pascal (22).

Corollaire II. —Puisque cette droile, sur laquelle se cou-
pent les trois couples de droites al/, bd, ... passe par les
deux points-doubles des deux divisions homographiques
a, b, c,...,d, ¥, d,..., il en résulte une solution fort
simple de ce probléme : Construire les points doubles de
deux divisions homographiques sur une conique, connais-
sant trois couples de points homologues.
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On remarquera que cette construction sapplique & la
recherche des rayons doubles de deux faisceaux homogra-
phiques déterminés par trois couples de rayons homologues,
et qu’elle ne différe point de celle que nous avons déja don-
née de cette question (151).

235. Quand deux séries de points a, b, ... etd,V,. ..,
pris sur une conique ( fig. 98), forment deux divisions ho-
mographiques, les tangentes en ces points rencontrent la
corde qui joint les points doubles des deux divisions, en
deux séries de points ey €...30,8. .., qui forment deux
divisions homographiques, et ont pour points doubles les
deux points de la courbe situés sur cette corde.

En eflet, les deux cordes a?’, ba'se coupent en un point i
de la corde ef, qui joint les points doubles des deux divi-
sions (234); par conséquent, le point de concours des
tangentes en a et &', et le point de concours des tangentes
en b et @ sont en ligne droite avec le point de concours
des tangentes en e et f(98, 2°). Cette ligne droite est la
polaire du point 7. '

Donc les trois couples de points «, &'; 6, ¢/, et e, f sont
en involution (148). Ce qu'on peut exprimer par I'égalité
de rapports anharmoniques :

(5’-: o, e;f) = (G,: &5 s 8).

Changeant l'ordre des points de la seconde série, on en
conelut:

(@, a, e, f) = (6,6 e, f). (G S.,%0.)

Donc «, o font avec e, f le méme rapport anharmonique
que &, &'. Ce qui prouve que les deux couples de points o, 6
et o', 6 appartiennent & deux divisions homographiques
dont ¢, f'soutles points doubles (G. S., 153). Done, ete.

Réciproquement : Quand deux tangentes a une coni-

que roulent sur la courbe, de maniére que leurs traces sur
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une droite fixe forment deux divisions homogr‘aph[ques
ayant pour points doubles les deux points de rencontre
de la conique et de la droite, les points de contact des
deux tangentes forment sur la conique deux divisions ho-
mographiques qui ont aussi pour points doubles ces deux
points de rencontre.

236. Etant données deux divisions homographiques sur
une- conique , si, du péle de la corde qui joint les points
doubles, on méne des droites aux points des deux diyi-
sions : ces droites forment deux faisceaux homographi-
ques dont les rayons doubles passent par les points doubles
des deux divisions.

En effet, soient a, & ( fig. 99) deux points de la premiére
division, &', ' les points homologues de la seconde division;

e, f les deux points doubles, et O le péle de la cordec f. Les
deux droites ab’, ba' se coupenten i sur la droitec e f (234).
La polaire de ce point i est la droite qui joint les points de
concours des cotés opposés du quadrilatére inscrit ad'b'b
(118), et le point O se trouve sur cette droite (102). Donc
les deux tangentes Oe, Of; et les deux couples de droites
Oa, 08 et Ob, Oa’ menées aux sommets opposés du quadri-
latére sont en involution (122). Ce qu’on exprime par 1'é-
galité de rapports anharmoniques :

(Oa, 0a’, 0e, OF) = (008,05, 0f, O¢).

Changeant 'ordre des droites du second faisceau, on en

conclut :
(Oa,0a’, 0c¢,0f)= (00, 08, Oe, OF).

Donc les droites Oa, Ob appartenant a un premier fais-
ceau, les droites O/, O/ appartiennent & un faisceau homo-
graphique; et les rayons doubles des deux faisceaux sont

Oe¢, Of (G. §.,153, 176). c. q. F. P.

237. Quand on a deux divisions homographiques sur
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une conique, les langentes aux points des deux divisions
rencontrent une tangente fixe en deux séries.de points
qui forment sur cette droite deux divisions homogra-
phigues, dont les points doubles sont déterminés par les
tangentes aux points doubles des deux divisions homo-
graphiques sur la conique,

En effet, soient @, b,... et a’, &',... les points des
deux divisions : «, 6,... et a’, 6,... les traces des tan-
gentes en ces points sur la tangente fixe. Les droites me-
nées d’un point O de la conique & quatre points @, b,.. .,
ont leur rapport anharmonique égal a celui des quatre
points a, €,... (2). De méme & I'égard des droites Oa’,
0b/,...,etdes points «/, 6',. ... Mais quatre droites Oa,
0b,..., ont leur rapport anharmonique égal a celui des
quatre droites Oa’, O0/,..., (227). Donc quatre points
&, 6,. ., ont leur rapport anharmonique égal a celui des
quatre ¢/, 6',.. .. Donc, etc.

Réciproquement : Quand deux divisions homogra-

higues sont formées sur une tangente d’une coni ue, st par
5

chaque couple de points homologues des deux divisions
on méne des tangentes & la conique, les deux points de
contact marqueront sur la courbe deux divisions homogra-
phiques, dont les points doubles seront les points de con-
tact des tangentes issues des points doubles des deux divi-
sions rectilignes. :

En effet, si d’'un point quelconque O de la conique on
meéne des droites aux points de contact des tangentes, ces
droites formeront deux faisceaux homographiques; car le
rapport anharmonique de quatre droites sera égal & celui
des quatre peints de la tangente fixe, d’ott sont menées les
tangentes, dontles points de contact déterminent les quatre
droites (2). Donc, ete.

238. Quand deux séries de points a, by... et a, V...
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sur une conique appartiennent a deux divisions homogra-
phiques, les tangentes en ces points rencontrent, respecti-
vement, deux tangentes fixes, en deux séries de points
%, 6,...3d, 8... qui sont elles-mémes homographi-
ques.

Il faut prouver que le rapport anharmenique de quatre
points «, 6, 7, d est égal & celui des quatre points o, &,
75 0%, Or, pour un point O pris arbitrairement sur la coni-
que, on a les égalités

() 8, 7,.8) =0(a, b, ¢, d),
febitsl 0 —0lal, Ui ol a2
De plus
Ofta. by ey diy— Ofaly bl cly dl), (227,
Done, ete.

239. Etant données deux droites et une conique, si une
tangente roule sur la courbe, et que, par les points ot elle
rencontre les deux droites, on méne deux autres tan-
gentes, les points de contact de celles-ci formeront sur la
courbe deux divisions homographiques, dont les points
doubles seront sur la polaim du point de concours des
deux droites fixes. ;

Soient L, L/ ( fig. 100) les deux droites, «, ’ les points
ot une tangente en A les rencontre, et a, a’ les points de
contact des tangentes menées par ces points ¢, '. Quand
le point & glisse sur la droite L, la corde Aa passe par le
pole de cette droite, et les deux points A, a, forment
deux divisions homographiques (226). Pareillement les
point A, a’. Donc a et @’ forment deux divisions homogra-
phiques. ¢c. o. r. ».

240. Quand on a deux divisions homographiques sur
une conique, les tangentes en deux points homologues
a,a' (fig. 1o1), et les tangentes aux deux points doubles
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e, f rencontrent une cinguiéme tangente en quatre points
qui ont un rapport an/mrmom'que constant, quelle que
s01L cetle cinquitme tangente, et quels que sotent les deux
points homologues a, a’ des deux divisions.

En effet, les tangentes aux couples de points homologues
desdeux divisions, tels que a, @', rencontrent une tangente
quelconque L en des couples de points «, o qui forment
deux divisions homographiques, dont les points doubles ¢,
appartiennent aux tangentes aux deux points doubles e,
J(237). Ainsi, quels que soient les deux points homologues
a, a', lerapport anharmonique des quatre points o, o/, €, ¢
est constant (G ., 153). Mais les points dans lesquels les
quatre tangentes en @, a', e, f rencontrent une autre tan-
gente quelconque L/, ont leur rapport anharmonique égal 4
celui des quatre points a, &', ¢, 9 (5). Done, etc.

Obseryation. — Les quatre derniers théorémes (237-
240) sont les corrélatifs des théorémes (227-234); et les
quatre théorémes suivants (241-244) correspondent sem-
blablement aux quatre théorémes (231-234); clest pour-

quoi nous en omettrons les démonstrations, qu'on rétablira

sans difficulté.

2. Quand on a deux divisions homographiques sur
une conique, si, du pole de la corde qui joint les points
doubles, on méne des droites aux points ot les tangentes
a la conigque en ses points des deux divisions rencontrent
une autre tangente quelconque, ces droites forment deux
Sfaisceaux homo §raphiques qui ont pour rayons doubles les
tangentes a la conique aux points doubles des deux divi-
sions.

242. Quand deux faisceaux homographiques ont pour
rayons doubles E, ' deux tangentes & une conique, si par
les points ol une tangente quelconque rencontre deux
rayons homologues des deux Jaisceaux, on méne deux
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nouvelles tangentes & la conique, leurs points de contact
a, a’ formeront deux divisions homographiques qui auront
pour points doubles les points de contact des deux tan-

gentes E, F.

943. Etant donnés deux faisceaux homographiques qu:

ont le méme centre, et une droite L, si par le point de ren-

3 contre de cette droite et d ‘un rayon ¢ du premier faisceau
on méne une tangente a g une con'ique, et par le point oLt

cette tangente renconire le rayon liomologue ! du second

faisceau, une tangente a’, les points de contact des deux
tangentes a, a forment sur la conique deux divisions ho-

mogmphiques.

944, Etant données deux divisions homographiques
a, b,c,...eralybly ¢!, ... sur une conique, si Uon méne
des droites quijoignent, chacune, le point de concours des
tangentes en deux points quelconques des deux divisions,
tels que a et b', au point de concours des tangentes aux
deux pointsb et a, correspondants, mais pris inversement,
ces droites passeront toutes par le péle de la corde qui
joint les points doubles des deux divisions.

Corollaire 1. — Deux systémes de trois points a, b, ¢
et !, b/, ¢/ pris arbitrairement sur une conique, déter-
minent deux divisions homographiques : par conséquent les
trois droites dont chacune joint deux points tels, que le
ection des tangentes en a et b’ et celui des
b eta' passent par un méme point. Ce qu'on
sant que : Dans un hexagone circonscrit
diagonales qui joignent les sommels
un méme point. Théoréme de

point d’inters
tangentes en
exprimera en di
& une conique les
opposés passent par
M. Brianchon (28).
Corollaire 1I. — Puisque ce point, par lequel passent
les trois droites, est le pole de la corde qui joint les deux
points doubles des deux divisions homographiques détermi-
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nées par les trois couples de points a, a’; b, b/ et c, o
il en résulte, comme on le voit, une construction des deux
points doubles.

Polygones inscrits ou circonscrits 4 une conique.

245. Quand un polygone, dont tous les cétés tournent
autour d’autant de points Jixes, placés d’une maniére
quelconque, a tous ses sommets, moins un, sur une co-
nique : les deux cétés adjacents au dernier sommet ren-
contrentla courbe en deux points qui_forment deux divi-
stons homographiques.

Soit, par exemple, un quadrilatére abed ( fig. 102), dont
trois sommets @, b, ¢ glissent sur une conique, pendant que
les quatre cotés da, ab, be, cd, tournent autour des quatre

.points A, B, C, D. Je dis que les deux points m, m’ dans
lesquels les cotés adjacents au dernier sommet d rencontrent
la conique, forment sur cette courbe deux divisions homo-
graphiques.

En effet, les deux points m, a forment deux divisions
homographiques (226). De méme les deux a et b, les deux
b etc, et enfin les deux c et m'. Donc, ete.

246. De la résulte une solution bien simple de ce pro-
bléme :

Inscrire dans une conique un polygone dont tous les
cétés passent par autant de points doennés.

On prendra arbitrairement sur la conique le point m
qui détermine le premier c6té d'un polygone et par suite
tous les autres. Le dernier c6té rencontre la conique en un
point m'. On détermine de méme deux autres couples de
points. Ces trois couples appartiennent & deux divisions
homographiques dont les points doubles résolvent la
question.

Il y a donc deux solutions,
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247. Quand un polygone, dont tous les sommets glis-
sent sur autant de droites fixes quelconques, a tous ses
cdtés, moins un, tangents a une conique, st par les deux
sommets situés sur ce dernier cté, on mene deux tangen-
tes & la conigue : les points de contact marqueront deux
divisions homographiques.

Soit le quadrilatére abed ( fig. 103) dont les quatre som-
mets glissent sur quatre droites A, B, C, D, pendant que les
trois cbtés ab, be, cd roulent sur une conique. Je dis que
si 'on meéne les tangentes a la courbe par les deux sommels
a, dsitués sur le quatrieme cdté, les points de contact m,
m! forment deux divisions homographiques.

Tn effet, désignons par «, €, 7 les points de contact des
chtés ab, be, cd. La corde am tourne autour du pole de la
droite A; conséquemment les deux points m, o, forment
deux divisions homographiques (226); de méme les deux
o, 6; les deux 6, 73 et enfin les deux 7, m'. Done, elc.

948. De la résulte une solution bien simple de ce pro-
bléme :

Circonscrire @& une conique umn polygone dont les som-
mets soient situés sur autant de droites données.

On prendra arbitrairement le premier sommet du poly-
gone sur la droite A, eton formera le polygone abed dont
tous les cotés, moins le dernier da, soient tangents ala
conique. Les tangentes a la courbe menées par les deux
points a, d déterminent deux points de contact m, m',
On construira semblablement deux autres couples de
points. Les trois couples appartiennent a deux divisions
homographiques dont chacun des points doubles donne
une solution de la question. Y

11 y aura donc deux solutions (*).

(*) Ce probléme et le précédent ontété résolus par des considérations
diftérentes, dansle Traité des propriétés projectives. (Voir p. 549-357.)
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CHAPITRE IX.

COURBES POLAIRES RECIPROQUES. — CONIQUES HOMOGRA-
PHIQUES ; HOMOLOGIQUES.

§ I*". — Polaires réciprogues.

249. Les polaires des points d’une courbe C, relatives a
une conique {2, enveloppent une courbe C/, qu’on appelle
la polaire de la courbe C.

Réciproquement, la courbe C est la polaire de C/;
c'est-da-dire que les points de C' ont pour polaires les tan-
gentes de la courbe C.

En effet, la polaire d’un point m de la conrbe C touche la
courbe enveloppe €’ en un point m/, qui est a I'intersection
de cette polaire et de celle du point - infiniment voisin de m
sur G ; or ce point 7/ est le pole de la droite mp (102) tan-
gente a la courbe C. Done, etc.

Les deux courbes C, C/ jouissent donc de propriétés réci-
proques. C’est pourquoi.on les a appelées polaires réci-
proques (*).

950, Dewx Sfigures polaires reciprogques sont deux

Jfitgures corrélatives,

En eflet, 4 un point de I'une correspond une droite dans
I'autre ; et quand des points de la premiére figure sont en
ligne droite, les-droites correspondantes passent par un
méme point, et ont entre elles des rapports anharmoniques

(*) Nous avons donné dans Vdpercu historigue (woir P 219 et 370) une
Notice sur Porvigine etle développement de cette théovie des poles et polaives.

11
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égaux a ceux des points correspondants (117); ce qui estle
caractére des figures corrélatives (G. §., 576).

251. Deux courbes polaires réciproques jouissent de cetle
propriété, que chacune d’elles est rencontrée par une droite
eu autant de points qu’on peut mener de tangentes i Pautre
par un point donné,

C’est ce qu’on exprime, 4 I'égard des courbes géoméiri-
ques, en disant que I'ordre d’une courbe est égal a la classe
de Lautre. Car on désigne par le mot classe le nombre des
tangentes (réelles ou imaginaires) qu'on peut mener A
une courbe, d'un point quelconque; de méme que 'ordre
d'unc courbe est déterminé par le nombre des points de
rencontre (réels ou imaginaires) de la courbe et d’unedroite
quelconque. '

952. La courbe polaire d’une conique C est une autre
conique C!.

Considérons deux tanﬂentos fixes A, A’ de la conique C :
les autres tangentes les rencontrent en des couples de
points a, a’5 b, b5 .. ..

Soient P, P’ les poles des deux droites A, A’ par rapport 4
une conique {2, et o, €,..., les pdles des tangentes ada’,
bb', ... Lesdroites Pa,PE,. ., sontles polaires des points a,
b...; et correspondent anharmoniquement A ces points,
c¢’est-a-dire que quatre droites ont le méme rapport anhar-
monique que les quatre points dont elles sont les polai-
res (117). Pareillement, les droites P'ec, PG, ... sont les po-
laires des points &', &/, . .. et correspondent anharmonique-
ment & ces points. Or les deux séries de points @, b,. .., et

%, b,... sont homographiques (7). Donc les deux fais-
ceaux de droites Peo, P6,... et P'a, P’6,... sont aussi homo-
graphiques. Donc les points o, &,... sont sur une coni-
que (8). c. . ®. B

2563. Les relations méiviques de deux figures polaires
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réciproques dérivent de cette propriété que : quatre points
en ligne droite dans une figure ont leur rapport anharmo-
nique égal & celui des quatre droites correspondanies
dans Uautre figure (117).

On déduit de 13 plusieurs conséquences déja démontrées
dans la théorie des figures corrélatives (G. 8., 583-591)
Nous nous bornerons  les rappeler ici :

Etant pris dans le nlan d'une conique deux points
F /2 P

Jixes a,'b, et leurs polaires A, B, puts une droite quel-

congue M et son péle m : le rapport des distances de ce
point aux deux droites A, B, est au rappcrt des distances
de sa polaire M aux deux points a, b, en raison constunte.

Ce que nous exprimerons ainsi, en employant la nota—
tion que nous avons déja mise en usage (40) :

(m, A} & (M,a)
(m.,B)_}

(M, )

On a une expression trés-simple de la constante 2 en

supposant la droite M a linfini: son pole m devient le

*
centre O de la conique, etil en résulte

(0, A)
[0 B)

On obtient une autre expression de A en supposant que
le point m coincide avee b, et par conséquent la droite M
avee B : 1l vient alors

(A,
(B,

N
~—

~—
P

2

254. Les deux expressions de A monirent que

=)

) A)
0, B)’

Acy o) s
(B

—

Ce qui exprime que : St Lon prend dans une conique les
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péles de deux droites, les distances respectives de chacune
de ces droites au pdle de lautre sont entre elles dans le

rapport des distances des deux droites au centre de la
courbe.

~ 255. Les deux droites A, B sont quelconques. Supposons
que, la premiére restant fixe, la seconde soitmobile ; repré-
sentons celle-ci par M et son pole par m ; la formule se
change en

(I\l a) (m,A\
(M, 0) 0) fO A)

Cetle relation trés-simple pourra servir pour passer des
propriéiés d'une figure a laquelle appartiendrait le pointm,

a la figure polaire réciproque formée par les droites M.

.

] § II. — Coniques homographiques.

9256. La théorie des figures homo crmpfn'quec se trouve
dans le Zraité de Géométrie supérieure (art. 500-573).
Nous rappellerons seulement ici la définition et la propriété
fondamentale de ces figures (*).

(*).1L ne s'agit' que des figures planes. La théorie des figures homogra-
phiques a trois dimensions a été donnée dans Pdpereu historigue, paru en
1837, mais qui avait fait le sujet d'un ouvrage adressé sept ans auparavant
(en janvier 1830) a I’Académie de Bruxelles.

Différents modes de transformation des figures planes, connus depuis
longtemps, rentrent dans la théorie des figures homographiques, notamment
la méthode de Newton exposée dans le lemme XXII du 16 livre des Principes
muathématiques de la philosophie naturelle, et celle de Waring quon trouve
dans les deux ouvrages de 'auteur : Miscellanea analytica, p. 82, et Proprie-
tales curvarum algebraicarum, p. 240.

Pav la premiére méthode on forme des figures homographiques qui ont
des dépendances de position particuliéres. La construction géométrique con—
duit & des relations extrémement simples T

a .
=g Y=
o0
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257. Deux figures sont appelées homographiques quand
des points et des droites, dans lune, correspondent, res-
pectivement, a des points et & des droites dans lautre,
comme cela a lieu, par exemple, dans deux figures suscep-
tibles d’étre mises en perspective 'une de Pautre,
A des points en ligne droite, dans une figure, correspon-
dent des points en ligne droite dans I'autre figure, puisque
a des droites correspondent des droites.

258. La propriéié fondamentale des figures homogra-
phiques est bien simple : Quatre points d’'une des deux
Jigures, en ligne droite, ont le méme rapport anharmorni-
que que les quatre points correspondants de Cautre figure.

Et par suite : Deux Jaisceaux de quatre droites qui se
correspondent dans les deux figures ont le méme rapport
rmfmr'mom'que.

Pour exprimer un peu plus briévement ces égalités de
rapports anharmoniques, nous pourrons dive que les points
en ligne droite dans les deux figures se correspondent an-
harmoniguement, et que les droites, dans deux faisceaux,
5€ cot'respondellt aussi (mﬁm'mom'quenmnf.

entre les coordonnées x, r et 2/, »' ‘des points correspondants des deux
figures.

La transformation de Waring, que ce géomeétre présente comme la gene-
ralisation de Ja méthode de Newton, s’exprime par les formules générales

. ax! - bx' - ¢ a'x'4- by 4 ¢
:l:ﬂ”a?'-{—&"_}"ﬂ- e a’ Z b7 3 o
Les neuf coeflficients a, &,... qui se réduisent i huit, permettent de

prendre arbitrairement quatre points de la nouvelle figure, qui doivent cor-
respondre & quatre points désignés de la figure donnée. De sorte que ces
figures ont toute la généralité de position que comporte le sujet.

Les figures que M. Mobius a appelées collinéaires dans son Traité du calcul
baryeentrigue (Leipzig, 1827) sont aussi des figures homographiques les plus
générales, dont le e¢élébre auteur a donné Pexpression baryeentrique, et une
construetion géomatrique fort simple.
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166 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.

Ces relations servent a construire la figure homogra-
phique d’une figure donnée, quand on connait quatre points ¥
de la nouvelle figure qui doivent correspondre & quatre

points désignés de la premiére.

259. Les mémes relations conduisent a celle-ci :

Si Lon prend dans une figsure deux droites fixes, et
dans la figure homographique les deux droites correspon~
dantes : les rapports des distances de deux points homo-
logues quelconques a ces deux couples de droites, respec-
tivement, sont en railson constante.

Lorsque 'une des deux droites fixes d'une figure est
située a l'infini, la distance qui se rapporte a cette droite
devient infinie ; mais le théoréme subsiste comme si cetle
distance devenait égale a 'unité. (G. §., 514.)

260. La figure homographique d’une conique est une
seconde conique. ‘

Pour le prouver, prenons deux points fixes P, Q de la
conique proposée , autour desquels tournent les deux
cordes Prm, Qm qui se coupent sur la courbe. A ces droites
correspondent, dans la figure homographique, des cordes
P, Q'm/, qui passent par deux points fixes P’, (¥, et se
coupent en un autre point m: variable. Les droites P’/
correspondent anharmoniquement aux droites Pm (258) ;
et les droites Q' n? aux droites @ m. Mais celles-ci corres-
pondem.anlmrmouiquemnnt aux droites Pm (6). Donc les
droites Q'm' correspondent anharmoniquement aux droites
P'm!. Donc les points m/ sont sur une conique (8). Ce
qu’il fallait prouver.

261. Quanddeux coniques C, € sont homographiques,
si Uon considére dans U'une un point et sa polaire, il cor-

respond, dans ’autre, un point et sa polaire.
Soient ( fig. 104) un point p et sa polaire L relative a la

+ conique €; une transversale mende par le point p rencon - =
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GHAP. IX. — CONIQUES HOMOGRA PHIQUES. 169
tre cette droite et la courbe en des points ¢ et a;, b; et les
quatre points p, ¢, a, b sont en rapport harmonique. A
ces points correspondent dans la conique C', quatre points
P’y g, @', b qui sont aussi en rapport harmonique (258) ;
ce qui prouve que le point ¢ appartient a la polaire du
point p’. Done, etc,

262. Quand deux coniques sont homographiques, deux
points conjugués dans 'une correspondent & deux points
conjugues dans Lautre, £t deux droites conjuguces cor-
respondent a deux droites conjuguées.

Cela est évident d’aprés la proposition précédente.

263. Deux coniques quelconques peuvent étre considé-
rées comme deux figures homographiques dans lesquelles
trois points données de Lune correspondent & trois points
donnés de I’ auire.

Soient a, b, ccta’, b, ¢ ( fig. 105) les deux systémes de
trois points donnés sur les deux coniques ; et d un quatriéme
pointde la premiére. On déterminera comme suit, le point
correspondant & sur la seconde. On prendra sur les denx
courbes deux points quelconques O, £/, et par ce dernier
on ménera les droites Q'a’, Q'b', /¢’ et une quatriéme
Q'd’ faisant avec les trois premiéres un rapport anhar-
monique égal A celui des quatre droites Oa, 08, Oc,
Od. Cette droite rencontre la seconde conigue en un
point d’.

Que I’on construise maintenant la figure homographique
i la conique G, en prenant les quatre points e/, b'; ¢!, d’
pour correspondre respectivement aux quatre @, b, ¢, d
(G. 5., 506). Je dis que cette figure sera la conique C/. En
citet, ce sera une conique (260), et elle passera par les
quatre points a', b', ¢/, d', puisqu’ils correspondent aux
quatre a, b, ¢, d. Le point O’ correspondant 4 O sera sur

cette conique. Gomme les denx figures sont homographi-
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ques, les quatre droites O'a’, O'b!, 0’¢', O'd’ et les quatre
Oa, 08, Oc, Od ont le méme rapport anharmonique.
Mais cela étant, le rapport anharmonique des quatre droites
O'a’, O'b', O'¢’, O'd’" sera égal a celui des quatre £'a’,
Q'b', Q'c’, Q'd'. Donc le point £/ est sur la conique qui
passe par les cinq points a’, &', ¢/, d', O'. En d’autres
termes, la conique (a', ¥/, ¢/, d', O') construite comme
homographique & la conique (e, b, ¢, d, O) passe par le
point . Elle coincide done avec la conique proposée C/,
puisqu’elles ont cinq points communs a’, &, ¢/, &', . Ce
qui démontre fe théoréme.

Remarque. — On conclut de cette démonstration, que :
8i deux faisceaux homographiques ont leurs centres en
deux points quelcongues O, Q' de deux coniques données
6, Clioles pointsia,: bicyjioy et aly by dlyios dansles-
quels les rayons des deux faisceaux rencontrent les deux
coniques respectivement, constituent denx figures homo-
graphiques.

On peut dire que ces deux séries de points, situés sur
deux coniques, forment sur ces courbes deux divisions ho-
mographigues.

Etsi I'on nomme rapport anharmonigue de quatre points
d’une conique, le rapport anharmonique des quatre droites
menées de ces points a un cinquiéme point quelconque de
la courbe, on dira que: Deux divisions homographiques sur
deux; coniques sont formées par deux séries de points tels,
que le rapport anharmonique de quatre points quelconques
de la premiére série est égal au rapport anharmonigue des
quatre points correspondants de la seconde sérte.

Nous aurons a considérer plus tard ces divisions homo-

¢ graphiques, dont la définition se présente ici naturelle-
ment.
Le théoréme (263) donne lien aux deux corollaires i

sulvants :
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Cororrare I. — TZoute conique peut étre considérée
comme homographique & un cercle.

Cororrame II. — Toute conique peut étre considérce
comme homographique a elle-méme, de maniére que trois
points donnés de la courbe correspondent, respective-
ment, a lrois autres po.fms donnés.

Il résulte de la que les deux séries de points que nous
avons appelées divisions homograpligues sur une conique
(225), forment effectivement deux figures homographi-
ques.

§ 1. — Coniques homologiques.

264. Un axe X ( fig. 106) et un point S étant donnés, si
de ce point on méne a chaque point m d'une figure donnée,
une droite Sm qui rencontre 'axe X en p, et sur laquelle
on prend un point 7’ déterminé par la relation
(1 o

P.”l P.”l
A élant une constante : ces points ' forment une seconde
figure, homologique a la premiére. Le point S est le centre
d’homologie des deux figures, etla droite X leur axe d'ho-
mologie (G. §., 520).

On peut dire que les points m' de la seconde figure sont
déterminés par la condition de faire avec les trois points

S, m, . un rapport anharmonique constant, égal & 2.

265. Les deux figures possédent cette propriété : A4 une

droite dans U'une correspond une droite dans Uautre, el
ces droites se coupent sur Uaxe d’homologie.
" En effet, m et a étant deux points d'une droite donnée,
et m', a’ les points correspondants, les deux systemes de
quatre points S, m, p, m' et 8, a, a, &' ont des rapports
anharmoniques égaux : les trois droites ma, pa et m'a’ con-
courent done en un méme point e (G. 8., 38). Ce qui dé-
montre la proposition,
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170 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
Cororrame. — Puisque deux droites homologues se cou-
pent sur I'axe d’homologie, il s'ensuit que : La droite &
Uinfini dans une figure, a pour homologue, dans I’autre
Jigure, une droite paralléle & l'axe d’homologie.
Effectivement, si les points m' de la seconde figure son
a l'infini, les points correspondants de la premiére figure
sont déterminés par 1'équation

Sm _
e
i
¢l sont par conséquent sur une droite paralléle a T'axe d’ho-

mologie.

266. Ces figures homologiques ne different des figures
homographiques que par la position relative des deux figu-
res. Conséquemment toutes les propriéiés des figures homo-
graphiques leur appartiennent.

Ainsi : 1. Quatre points en ligne droite dans une figure
ont le méme rapport anharmonique que les quatre points
homologues de P'autre figure.

II. Deux faisceaux de quatre droites, qui se correspon-

- dent, ont aussi le méme rapport anharmonique.

HL. Lerapportdes distances de chaque point d’une figure
A deux droites fixes A, B, etle rapport des distances du point
correspondant de V'autre figure aux deux droites A’, B/ qui
correspondent 4 A, B, sont cn raison constante.

Ce que nous exprimons ainsi

(m, A) e .(m’, A’).
(PR & e e

Si 'une des droites, B par exemple, est a Uinfini (au-
quel cas B est parallele i Paxe d’homologie), la distance
(m', B') disparait de ’équation, qui devient

{m, A)

(n,B)

= }.;..\,’H’, ,‘\f‘:.
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Et pareillement, si Ja droite A de la premiére figure est

aussi a l'infini, A’ et B étant alors toutes deux paralléles a
Paxe d’homologie (265), 'équation devient

(m, AY).(m, B) = ;.

IV. Les rapports des distances de deux droites homo-
logues quelconques M, M/’, & des systémes de deux poinis
fixes homologues a, b et &', b, sont en raison constante.

Ce que nous exprimons ainsi

(My @) (M, a)

(M, 6) (M, &)

V. La figure homologique & une conique est une conique.

VI. A un point et i sa polaire relatifs a la premiére coni-
que, correspondent dans la seconde conique un point et sa
polaire. A deux points conjugués, et a deux droites conju-
gudes dans la premiére conique, correspondent, respective-
ment, deux points conjugués et deux droites conjuguées dans
la conique homologique. '

VII. Les points d'une conique situés sur I’axe d’homolo-
gie sont cux-mémes leurs homologues dans 'autre conique ;
de sorte que 'axe d’homologie est une corde commune aux
deux courbes.

Cela est évident d’aprés V'équation (1), si ces points sont
réels, Mais on le prouve aussi par un raisonnement bien
simple, qui s’applique au cas ou les points sont imaginaires.
1l suffit de remarquer que les points d'intersection d'une
conique et de axe d’homologie sont les points doubles de
deux divisions homographiques formés sur cet axe par les
rayons de deux faisceans qui ont leurs centres sur la coni-
que (12). A ces deux faisceaux correspondent dans 'autre
conique, deux faisceaux dont les rayons rencontrent, res-
pectivement, lenrs homologues, sur 'axe d’homologie, et y

forment par conséqiicnt les deux mémes divisions homogra-
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phiques. Par suite les points doubles, ou les points d'inter-
section de la seconde conique et de axe d’homologie, res-
tent les mémes.

VIII. Pareillement: les tangentes d’une conique, mendes
par le centre d’homologie, coincident, respectivement, avec
leurs homologues dans 'autre conique; de sorte quele cen-
tre d’homologie est le point de concours de deux langentes
communes aux deux coniques (tangentes réelles ou ima-
ginaires).

267. Reprenons la formule ci-dessus

(s A) s . (m, A
(m’_B) = k.(m';A"), ou ('741,,—)) = d.(m, B).

{n2, B) estla distance du point m 4 la droite B de la premiére
figure, qui correspond 4 la droite de la seconde figure située
a Pinfini. Pésignant cette distance par la perpendiculaire
mp ( fig. 106); et supposant que les deux droites A, A’ coin-
(my A) — pm

cident avec 'axe d’homologie, auquel cas o221
sl (SR

o1 a
L. 12
i

= X.mip.
pn' o

L’équation fondamentale (1) devient

Sm 3
S—;’?: hihgomp.
Ecrivons
< S
(2} St ). e

f}f/)
A élant une nouvelle constante.

Cette formule servira pour construire la figure homolo-
gique d'une figure donnée, au moyen du centre d’homolo-
gie, et de la droite qui, dans la figure donnée, correspond i
la droite située & Vinfini dans la figure demandée.

Remarquons qu’alors 'axe d’homologic se détermine im-
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médiatement, car il est paralléle 4 la droite donnée (265,
Coroll.) ; et la constante A exprime sa distance 4 cette droite.

En effet, si nous supposons que le point m soit sur Paxe
d’homologie, m' coincide avec m, et Péquation devient

Sm:]\-%, ou  mp=—).
"1_[3 i

268. Quand on donne le centre et I'axe d’homologie, il
faut, pour construire une figure homologique, connaitre, en
outre, deux points homologues, tels que a, o (fig. 106)
Ces points scrvent a déterminer la constante A dans I'équa-

tion générale (1), et I'on peut coustruire ensuite tous les
points de la figure au moyen de I'équation.

Mais la coustruction peut se faire immédiatement aussi
par de simples intersections de lignes droites ; car pour dé-
terminer le point m’ qui correspond a un point m de la
figure donnée, il suffit de mener la droite ma qui rencontre
l'axe d’homologie en un point e, et la droite ea’, qui lui
correspond dans la seconde figure : le point m’ est a I'in-
tersection de cette droite et de Sm (¥).

269. Des deux points homologues donnés a, a’, 'un,
a’ par exemple, peut &tre pris a I'infini (fig. 107): la con-
struction reste la méme.

Dans ce cas, on obtient immédiatement une expression
trés-simple du segment mm'. Les deux triangles semblables
mem', ma$, donnent

Sm ma . Sm.me
- =—3 mm'= :
mm me ma

Si I'on méne par le point @ une droite I paralléle &

5 3 s me 5
I'axe d’homologie X, le rapport — sera égal au rapport

(*) Dans le Traité des Propriceés projectives (p. 162 et suiv.), M, Poncelet
ramene les différents cas que présente la théorie des figures homologiques, a
cette construction graphique, sans employer aucane relation de segments.
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des distances mg, mp, du point m aux deux droites X etds
de sorte qu'on aura

mq

mm' = Sm . —
mp

Cette expression de mm/ conduit sur-le-champ 4 la for-
mule (2) ci-dessus. Car

mm' = Sm' — 8m ;

done
= £0 mq.
Sm' —Sm=8m.—:
mp
¢l
R oL mqg = mp\ o Sm
S e dis T i e, S
mp mp
'f /
ou
Sm/=—=) . ?’:f.
mp

Cette formule va nous étre d'un grand usage (*).

(*) De La Hire, qui le premier (en 1673) a considéré ce mode de transfor-
mation des figures planes, prenait le point ' & Pinfini. 11 nommait le point
S, pale; la droite X, formatrice; sa parallele mence par le point a, directrice:
la figure donnée était un cevele, appelé cercle génératear, et Ia courbe
décrite recevait le nom de planiconique, parce qu’elle était efiectivement une
section conigue; mais engendrée sur le plan du cercle el sans le secours
d’un cone. De La Hire employait seulement cette surface pour demontrer
que la courbe pouvait étre plaeée sur un cone ayant pour base le cercle
donné, et conséquemment était une section conique. Ensuite les propriélés
de cette conique se déduisaient directement de celles du cercle. (Voir Apercu
historique, etc., p. 128-130.)

De La Hire n’a pas connu lexpression du segment ymm' qui se déduit,
comme on 1'avu, de sa construction. Mais trente ans plus tard (en 1504 ), un
géométre de Mons, Le Poiyre, en suivant une marche semblable, a été con-
duit & Pexpression de ce segment pour déterminer chaque point de la courbe
engendrée. Cétait un pas heureux, qui merite d'élre remarqué dans cette
théorie: car, dans toutes les questions de géométrie, les relations métrigues
sont toujours plus fécondes et plus puissantes, que celles ou n’entrent que
des intersections de lignes, et-qu'on appelle, par opposition, descriptives.

1'ouvrage-de Le Poivre est intitulé : Traité des sections du cylindre et du
cone, considérdes sur le solide et dans le plan, avec des Démonstrations simples
et nouvelles. Pavis, 1704 ; in-89, 61 pages, T autenr appelle sommet, le point § 5
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SIV.

Coniques homologiques, dont Uune a son centre de
Jigure au centre d’r’zomo[ngie.

270. Erant donnés une conique G et un point S pris
pour centre d’homologie, on demande de construire une
conique homologique qui ait son centre de figure en S.

Appelons o la conique homologique demandée. Pour la
construire, il suffit d’exprimer quela droite située 4 infini
dans la scconde figure, correspond a la polaire du point S
relative a la conique C. Car cette droite située i l'infini sera
la polaire du méme point S relativement a la conique homo-
logique o (266, VI); ce point sera donc le centre de o.

D’aprés cela, on déterminera les points m de cette courbe,
qui correspondent  des points M de la conique C ( fig. 108),
par la formule
(1) : Sm =" %DEI’
MP étant la perpendiculaire abaissée de chaque point M
sur la polaire I du point S relative 4 la conique C.

Sile point § est extérieur & la conique donnée C, la co-

base, I'axe X ; et la paralléle al, directrice. Cette derniére dénomination est
celle de La Hire ; néanmoins, comme je I'ai dit ailleurs (dpereuhist., p. 130),
rien n'autorise a croire que Le Poivre ait connu le livre des Planiconiques,

Uneseconde édition deUouvrage de Le Poivre, renfermant « des démonstra—
» tions plus simples et plus générales que celles de I'édition de Paris», a paru
a Mons en 1708. L'auteur y a mis une préface, dans laquelle il it connaitre
ses relations avee le marquis de L'Hopital; et I'ouvrage se termine par une
Réponse ala eritique que le Journal des Savants avait faite de I’édition dei704.
Le Poivre, dans cette réponse, dit qu’il n’a point connu les Planiconiques de
De la Hire.

Un exemplaire de eelte édition de 1708, qui parait aussi rare que celle de
1704, a été retrouvé par M. C. Wins, et réimprimé en 1354, a Mons, par les
soins de cet érudit bibliophile et de M. Quételet, 1’éminent secrétaire per—
petuel de I"Académie royale des Sciences de Bruxelles. A cette réimpression,
que réclamait le mérite de ce petit ouvrage, se trouvent jointes deux Notices
intéressantes, dues aux savants éditeurs. Mais on regrette que la Réponse de
Le Poivre au Journal des Savants 0’y ait pas été veproduite in catenso, et

qu’il ne s'en trouve que des extraits, dans une des deux Notices
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nique homologique ¢ est toujours une hyperbole, quelle
que soit C, ellipse, hyperbole, ou parabole; les asymptotes
de cette hyperbole o sont les tangentes de C, menées par le
point S. Mais si S est intérieur & C, la conique o est tou-
jours une ellipse.

271. La formule (1), qui convient a deux figures ho-
mologiques quelconques, prend, dans le cas particulier de
deux coniques, d’autres expressions que nous allons faire
connaitre. :

La transversale SM rencontre la conique C en un second
point M auquel correspond sur o un point m'; et I'on a

SW/

Sm' =)\ —.
m e

Or, les quatre points S, p, M, M' sont en rapport harmo-
nique : done :

| SM M MP
| S o5t W T MR
ou
| SMic . - SM
| : MP MNP
On conclurait de 1a que Sm =— S/, c’est-a-dire que le

f point S est le centre de la conique g, si I'on n’avait pas
‘ donné lieu & ce résultat en prenant, dans cette vue méme,
! la polaire du point S & Pinfini.

La relation harmonique des quatre points S, p, M, M’
s’exprime aussi par I'équation

2 I 1
e — (G. S., 61
P
ou, en substituant aux segments .S, nM, pM’ les perpen-
diculaires SK, MP, M'P’ qui leur sont proportionnelles,
2 oy I T 1
SK ~ MP ' WP
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D’apreés les valeurs ci-dessus de Sm et Sm/, cette équa-

tion devient
\ Sm Sm' .

Sk SM T sW’

b

ou, parce que Sm=— Sm/,

2% I i 1

SK.+Sm SM . SM .
¢erivons
; 1 1 1
(2) e e e
£ S (SM SM )

On peut donner encore a 1’L'xprvssi0u de Sm une autre

forme. On .a
P oEWEM - (W
Sm . SM.SM’ = SM.sM
Soit OD le demi-diamétre de la conique C, parallele a 1a
transyersale SM; on sait que
SM.SM’

— = const. {A9).
0D

Done

0D
MM

(37) Sm = p-

4 étant une nouvelle constante. :

Chacune des expressions (1), (2), (3) de Sm sert a con-
struirve, en partant d'une conique donnée, une conique ho-
mologique dont le centre coincide avec le centre d’homolo-
gie, pris arbitrairement.

Chaque couple de droites conjuguées par rapport a la
conique C, menées par le point 9, est, en directicn, un eou-
ple de diamétres conjugués de la conique o (266, VI). Par
conséquent la droite menée au centre de C, et la paralléle
a la polaire du point S, sont, en direction, deux diamétres
conjugués de a. Nous appellerons Sa, 86 ces denx demi-

diamétres.
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178 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES. :
272. Rapport des deux demi-diameétres conjugués Sa,

S$6. On a (fig. 109), par la formule (3) ci-dessus,

e —
g Oa Oa
o= . T S
¢ aa’ # 2.0a
— 2 2
0b 0b
Lol

Sa_a:‘;: Se¢ 0Oa.Se
56 g3 Oa . o—bz

]

ou

position du point § sur Paxe ad/, la distance de ce point
au centre O. On a (49)

miily paey —2
Se 0db Se b?
== ou ——— T =
Sa.Sa = 0a.04d"’ (12_%—2 a’
Done
el GZME
Bse b

Telle est 'expression du rapport des deux demi-diamétres
conjugués Sa, S6.

Cas de la parabole.

273. Soit Sa ( fig. 110) le diamétre de la parabole, sur
lequel se trouve le point donné S, et Sb5'la corde paralléle
a la tangente en a. Ces deux droites Sa, Sb sont conju-
guées par rapport a la parabole, et conséquemment seront
les directions de deux diamétres conjugués Se, S6 de la
conique homologique (266, VI). Pour déterminer le rapport
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de ces diamétres, on se sert de la formule (2). On a ainsi

1
=v—,
Sa Sa

I I T I 1 2
s_‘”é:v(é_b—'@? ot 1 S_&"{_S_b)zvs_b'
Sz 2.8a
S8~ Sk

Or entre Sa et S5, il existe la relation
—
S6 = p.Sa;

p €tant le paramétre relatif au diamétre 2 S (208). Donc

Se 2.86 5 Sa 3 .
— = =i i, QL F D,
NEE LD VP

274. Les trois formules (1), (2), (3) pourraient se tra-
duire sous la forme de théorémes relatifs & la description
d’une conique ayant pour diamétres conjugués les systémes
de droites conjuguées par rapport a une conique donnée,
menées par un méme point § quelconque. Nous n'énoncons
pas ces théorémes, parce qu'’ils sont suffisamment indiqués
par les formules. Ils auront des applications ; ils conduisent
a la considération des foyers, points trés-importants dans
la théorie des sections coniques, et qui cependant ne se
rattachent que difficilement au céne dans lequel on a formié
ces courbes a la maniére des Anciens, ou a I'équation de
Descartes dans les Traités de Géométrie analytique (¥)

(*) Les trois formules (1), (2) ot (3) s’appliquent aux surfaces du second
ordre, et sont le sujet des §§ XIX-XXI, du Mémoire sur la Théorie des
Jigures homagraphigues a trois dimensions, qui fait suite & V'dpercu histori-
que, cte. (p. 783-805).
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CHAPITRE X.

H FOYERS DES SECTIONS CONIQUES.

§o T

275. Une conique G étant donnée, on demande de
déterminer le centre d’homologie S, de maniére que la
conique homologique o (270) soit un cercle.

Pour satisfaire a la question, il suffit d’exprimer que les
deux demi-diameétres conjugués So, S& de la conique o
(/ig. 111) remplissent deux conditions : qu’ils sont rectan-
f gulaires, et qu'ils sont égaux.

La premiére condition exige que le diamétre OA sur le-
quel est le point S, et son conjugué OB soient les axes de la
conique C; c’est-a-dire que nécessairement le centre d’ho-
mologie S est situd sur 'un des deux axes de C.

La seconde condition

w0
R
I
w
o

revient a

Ty ,
.\../m__“‘; S L T e
Cette valeur prouve que le point S est sur le grand axe de
la courbe,

| Ainsi il existe sur le grand axe deux points S, 8/ qui sa—
tisfont a la question; leurs distances au centre sont égales
avar—0%.

Dans ’hyperbole cette distance est ya* -+ 7, parce qu’on
i aurait

2

Sesios o5
! e
SOs—w? 7
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\/802::'-‘
i

et

a—
:=

Dot

50— gl b, et S0 = Va: 2.

Les deux points S déterminés par cette équation sont
nécessairement sur I'axe transverse de I'hyperbole. Aucun
point S de Iaxe imaginaire ne saurajt répondre i la ques-
tion ; parce que, cet axe étant au dehors de la conique C, la
conique ¢ relative 4 I'un quelconque de ses points est une
hyperbole qui a pour asymptotes les deux tangenies a C me-
nées de ce méme point (270). Mais il existe sur I’axe imagi-
naire deux points § pour lesquels I'hyperbole est équilatére;
leur distance au centre est SO — vad-+ b2, ;

Pour la parabole (fig. 112), il faut que le point S soit
sur le diamétre A x perpendiculaire 4 Ta tangente Ay, cest-
a-dire sur 'axe de la courbe; et Péquation de la parabole
étant y* = px, la distance du point S au sommet est

o

Ces points qui jouissent de la propriété d’éire les centres
de cercles homologiques & une conique, sont ceux quion a
nommés foyers de la courbe, comme le montre, indépen-
damment de toute autre propriété de ces points, la position
qu'ils ont sur 'axe principal de la courbe.

Lesdiverses propriétés des con iques, auxquelles ces points
donnent lieu, se vont déduire avee unc grande facilité, des
considérations qui précédent.

Propriéies des foyers.

276. Deux droites conjugudes mendées parun foyer, sont
toujours rectangulaires. Car ces deux droites sont (266, Vi)
denx diamétres conjugués de la couique homologique, qui

icl est un cercle,
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Réciproquement : Si deux droites conjuguces, menees
parun point, sont toujours rectcmgulaires, ce pointest un
Joyer.

Car la conique homologique qui aura ce point pour cen-
tre, sera un cercle, parce que Lous ses diamétres conjugués
seront rectangulaires. :

Cette propriété, qui pourraitservir a définir les foyers, a
été connue de La Hire dans son grand Traité de 1685 (*).

277. Nous désignerons maintenant les foyers par la
lettre F. Soit DL la polaire du foyer F (fig. 113); mp la

perpendiculaire abaissée du point m de la courbe sur cette
g Fm 9 el e
polaire. Le rapport — est proportionnel au demi-diameétre
mp

de la conique homologique o qui a son centre en F. Or cette
conique est un cercle; done

Fm s FA FA
—_— = DSt Ol ———5
mp DA DA’
La polaire du foyer a recu le nom de directrice. Donc :
Les distances de chaque point d’une conigue a un foyer
et a sa directrice sont entre elles dans un rapport con-
starnt.
Dans la parabole ce rapport est égal i I'unité, parce que
s ) e . FA' FA
le point A’ étant a l'infini, o = Liet de méme, pr= 1

abstraction faite du signe.

278. La distance d'un point & une droite s’exprime, en

(*) Livre VIII, proposition XX1I1, C'est de ce théoréme de De La Hire, que
M. Poncelet, par une marche différente de celle que nous venons de suivre,
aconclu quele foyer commun de deux coniques est un centre d’homologie des
deux courbes ; et dés lors, qu'un cercle décrit autour d’un foyer, comme
céntre, a ce point pour centre d’homologie avec la conique. Résultat qui, 3
cette époque, offrait un grand intérét, par ses nombreuses conséquences
(Traité des Propriétés projectives, p. 260 et suiv.)
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Géométrie analytigue, par une fonction rationnelle du pre-
mier degré des coordonnées de ce point. De sorte qu’on peut
dire que : La distance de chaque point d’une conique a
Uun des foyers s'exprime par une Jonction rationnelle du
premier degré des coordonnées de ce point.

Les foyers sont les seuls points qui jouissent de cette pro-
priété. En effet, si la distance S de chaque point m d'une
conique a un point fixe S s'exprime par une fonection ra-
tionnelle 2 + 6y 4y des coordonnées de m, celle distance
se trouve proportionnelle a la distance mp du méme point
m a une droite fixe, qui a pour équation ax - Ey ~+ V=10

On a donc 4

Sm
— =— const.
H?])

Prenons sur le rayon Sm le point m' tel, que

Sm
Sm' =% —,
mp
le point m' sera sur une conique (270). Mais on a
Sm
— —=const. : donc Sm’==const.;
f??})

donc cette conique est un cercle. Par con séquent deux droites
conjuguées de la conique proposée, menées par le point S,
sont rectangulaires. Donc ce point est un foyer (276).
279. Pour-les extrémités d’un diamétre mm’ (fig. 113),
on voit immédiatement que
mp <= m'p' = 20D.
Par suite,
Fm 4 Fm! = const.
Dans I'hyperbole, on a

m'p' — mp = 20D.
Done

Fm!' — Fm = const.

CCS formules s5€ U‘a(]uisem par ces l!‘llOllCd.‘\ .
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Dans Uellipse, la somme des rayons Vecteurs mencs
d’un foyer aux extrémités d'un diameétre est constante.
Et dans [hyperbole, la différence des rayons vecteurs
menés d’un foyer aux extrémités d'un diamétre est con-
stante.
11 est clair que la somme ou la différence des deux rayons
vecteurs est égale au grand axe de la courbe. -

280. Si I'on considére les deux foyers I, F', le rayon
vecteur mené du foyer ' au point m est cgul el p’lrn“e]c au
rayon vecteur mené du premier foyer F an point m’. On
peut done dire que I'm == 'm’ = const. Donc :

La somme des rayons vecteurs menés des deux foyers
d’une ellipse & un méme point de la courbe, et la diffé-
rence, dans Ulyperbole, sont des quantités constantes.

281. On conclut de la que : Les rayons vecteurs mencs
des deux foyers & un point de Uellipse ou de Uhyperbole
font des angles égaux avec la tangente en ce point, et
par conséquent ausst avec la nornm[e..

En effet, considérons un point n infiniment voisin du 1
pomt m ( fig. 114), et abaissons les perpmdlcu!anes ng,
ng’ sur les rayons I'm, Fm. Dans le triangle rectangle
mng,

”'lq = mn.cos ﬂf”f].

Pareillement,

mq' — mn.cosnmq’.

Or myq est la différence des deux rayons F'm, F'n, et mgq'’
la différence des deux rayons Frn, Fm; de plus, ces deux
différences sont égales, puisqu’on a

Em=Fm—FEnz=FEn;

d’on

F'm—F n=-(Fpn—Fm). Donc cosnrmg ==cosnmg’.
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Done les angles nmg, nmg’, ou ¢ m¥’ et tmF sont égaux.

Done, etec.

282. Dans la parabole ( fig.115), Fm =, =
(277) . donc 2
Fm —Fn=mp— np',
ou

: mqg' = mp..
Par conséquent
cos nmng = cos nmgq’ .

Done : Dans la parabole, la tangente fait des angles
égaux avec le rayon wecteur mené au point de contact ¢t
avec une paralléle a I'axe. '

283. Dans Uellipse, et dans U'hyperbole, la tangente
¢t la normale en un point forment un faisceau harmo-
nique avec les deux rayons vecteurs menés a ce point.

Cela est évident, puisque la tangente et la normale sont
les bissectrices des angles formés par les deux rayons vee-
teurs (281).

11 suit de 1a que : Les points ot la tangente et la nor-
male rencontrent le grand axe, sont conjugués harmo-
niques par rapport aux deux foyers.

Et par conséquent : i en trois points d’une conigue on
mene les tangentes et les normales & la courbe, ces six
droites rencontreront le grand axe en six points quiseront
en involution. Les points doubles de Uinvolution sont les
deux foyers.

284. Dans la parabole, la tangenie et la normale en
un point sont conjuguées harmoniques par rapport au
rayon wecteur et a la paralléle menée i Uaxe par ce
point (282).

Il s ensuit que : La tangente et la normale rencontrent
’axe de la courbe en deux points situés de part et d’ au-
tre, ¢t a ¢gale distance du foyer.
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285. Soit une conique, ellipse ou hyperbole, dont les
foyers sont F, F’ (fig. 116). Prolongeons le rayon F'm
d'une quantité mG = mF, on aura

F'G = AA’ — const. , (279).

Le point G est donc sur une circonférence de cercle décrite
du point F' comme centre.

La droite FG est perpendiculaire 4 la tangente en m,
puisque cette tangente est la bissectrice de I'angle Fm G
(281). Le point u de la tangente est le milieu de FG. Par
conséquent la droite Ou est paralléle 3 F'G et égale a

éF’G — OA. Donc :

Les pieds des perpendiculaires abaissées d’un foyer sur
les tangentes d'une conique, sont sur le cercle dontle grand -
axe de la courbe est le diamétre.

Cororrame I. — On conclut de 13 immédiatement que :
Les pieds des obliques abaissées d’un foyer sur les tan-
gentes, sous un méme angle et dans un méme sens de .
rotation, sont aussi sur un cercle.

Car soit F'v une oblique; si I'angle uF ¢ est constant, le
rapport de Fv & Fu est aussi constant. Par conséquent, si
I'on prend sur la perpendiculaire F'u une ligne Fv, égale a
I'oblique Fy, le point ¢, sera sur un cercle. Mais on peut
concevoir que ce cercle tourne autour du point I, d’un
angle égal & uFv : le point v, viendra en v. Les points v,
pieds des obliques, sont donc sur un cercle.

Cororramre II. — Les perpendiculaires abaissées d’un
foyer sur deux tangentes paralléles, coincident en direction
et ont leurs pieds u, u’ sur le méme cercle; conséquem~
ment on a

Fu.Fu'— const.
Ainsi :

Le produit des distances d’un foyer a deux tangentes

paralléles est constant.
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La perpendiculaire abaissée du second foyer sur la pre-
miere tangente est égale & Fu'; on peut donc dire que:

Le produit des perpendiculaires abaissées des deux
Joyers sur chaque tangente est constant.

Cororramme IIT. — Puisque Ou est paralléle 4 F/G, on
en conclut que :

8t du centre d’une conique on abaisse sur une tangente
une oblique paralléle au rayon wecteur mené d’un foyer
au point de contact, cette oblique est de grandeur con-
stante, égale au demi-grand axe de la courbe.

286. Dans la parabole, les pieds des perpendiculaires
abaissées du foyer sur les tangentes sont situés sur la tan-
gente auw sommet,

En effet, soient T et N ( fig. 117) les points ou la tangente
et lanormale en M rencontrent I’axe de la parabole; on a

FN = FT (28&)

Done, u étant le pied de la perpendiculaire abaissée du
foyer sur la tangente, uM = u'T. Mais 'ordonnée MP est
la polaire du point T'; le point A est dés lors le milieu du
segment TP, et par suite, le point u, milieu de TM, est sur
la tangente au sommet A. Done, etc.

Conorramre. — Si du foyer on abaisse sur chaque tangente
une oblique Fu/ faisant avec la perpendiculaire Fu un
angle de grandeur constante, cette oblique sera proportion-
nelle a la perpendiculaire, et par conséquent le pied  sera
sur une droite. Done :

Les pieds des obliques abaissées du foyer d’une parabole
sur les tangentes, sous un méme angle et dans un méme
sens de rolation, sont situés sur une droite.

Cetle droite est tangente a la parabole (60).

287. 8¢ autour d’un point P ( fie. 118) on fuit tourner
f JS
une corde aa', et que d'un foyer on méne les rayons Fa,

SCDLYON 1




188 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
Fa, on a entre les angles qu'ils font avee la droite P, la
relation

tang ; aFP . lang% a'FP = const.

En effet, un cercle déerit du point ' comme centre sera
homologique & la conique (275). Aux cordes Pad! corres-
pohdront, dans ce cercle, des cordes passant par un méme
point, et I'équation qu’il s’agit de démontrer aura lieu en
vertu de ces cordes (G. 8., 700, Coroll.).

Cororraire. — Soient Fa,, F @, les bisscctrices des
deux angles a P, a'FP. L’équation précédente devient

tang a, FP.tang.a| FP = const,

Ce qui prouve que les couples de droites Fa,, Fa/ sont
en involution (G. S., 252, 3°). Conséquemment ces droites
sont, en direction, des diamétres conjugués d'une conique

(172, 184).

288. 8¢ autour d'un point fixe on fait tourner une
transversale qui rencontre une conique en deux points, la
somme algébrique des distances de ces points a un foyer,
divisées respectivement par leurs distances & la polaire du
point fixe, est constante.

Cela résultc immédiatement dn théoreme (144), dans
lequel on prend pour la droite fixe la directrice de la coni-
que, et 'on remplace les distances des points de la courbe
a cette droite par leurs distances aun foyer.

Il faut ici distinguer les signes comme au n® 144. Non-
seulement les distances des deux points de la courbe a la
polaire du point fixe auront des signes dépendants des direc-
tions suivant lesquelles ces distances seront comptées, mais
aussi les deux rayons vecteurs; car ils prendront les
signes mémes des deux perpendiculaires qu’ils remplacent.

Dans lellipse et 1a parabole, ces perpendiculaires sont
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tonjours de méme sigue. Dans Ihyperbole, elles sont de
méme signe, si les deux points de la courbe sont sur une
seule branche, et de signes différents, si ces points sont
sur les deux branches. :

289. Si autour d’un foyer on Jait tourner une droite,
que rencontrera la courbe en deux points, la différence
algébrigue des valeurs inverses des distances de ces points
au foyer est constante.

Dans Tellipse et la parabole ou les deux points de la
courbe sont situés de part et d’autre du foyer, c'est la somme
des inverses des valeurs absolues des deux distances, qui est
constante.

Et dans I’hyperbole, c’est la somme ou la différence,
suivant que la droite rencontre la courbe en deux points
situés sur une méme branche de la courbe, ou sur les deux
branches,

Cela résulte de la formule (2) du chapitre précé-
dent (271). '

290. De méme on conclut de la formule (3) que:

Dans une conique les cordes qui passent par un foyer
sontproportionnelles aux carrés des diamétres qui leur sont
paralléles.

291. Les rayons vecteurs menés d'un foyer a deux points
m, m' d’une conique (fig. 119), étant proportionnels aux
perpendiculaires abaissées de ces points sur la directrice,
sont aussi proportionnels aux segments im, i que la di-
rectrice détermine sur la corde mum, Conséquemment le
point 7 appartient a la bissectrice de I'angle des deux
rayons vecteurs ou a la bisscetrice du supplément de cet
angle.

On peut donc dire que :

Quand on donne le foyer et deux points d’une conique,
la directrice correspondant & ce Joyer passe par Uun des
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deux points ol les bissectrices des angles formés par les
rayons wvecteurs menés aux deux points donnés, ren-

‘ contrent la droite qui joint ces points.
if De la résulte une construction fort simple de la directrice

G

d’une conique dont un foyer et trois points sont donnés, et

par suite une construction de la courbe.

Cette question admet quatre solutions dont une seule
donne une ellipse ou une parabole, et les trois autres, des
hyperboles.

§ 1L

292. Les tangentes & une conique, menées par un foyer,
i sont deux droites imaginaires dont les points & Uinfini
i appartiennent a un cercle; en d’autres termes, les deux
‘ tangentes sont les asymptotes d’un cercle.
1 En effet, deux droites conjuguées menées par un foyer
sont toujours rectangulaires, et peuvent étre considérées
comme deux diamétres conjugués dun cercle (276) ; par con-
séquent les deux droites relativement auxquelles elles sont
conjuguées harmoniques, et qui sont les deux tangentes i la
conique (111), se trouvent par cela méme les deux asymp-
totes du cercle, ou les droites qui passent par les points du

cercle situés a 'infini. (G.§.,651.)

295. Les tangentes a une conique, menées par un foyer,
sont les rayons doubles des deux faisceaux homographiques
formés par les rayons menés du foyer aux points ot toutes
les tangentes de la courbe rencontrent deux tangentes
fixes (17). Done, puisque ces rayons doubles sont les
: asymptotes d’un cercle, I'angle de deux rayons homologues
est de grandeur constaunte (G. §., 651). Cest-a-dire que :

Langle qui a son sommet au foyer d’une conique et
que sous-tend la partie d’une tangente comprise entre
deux tangentes fixes, est de grandeur constante, quelle |
que soit cette tangente. :
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Conorramne. — Si la conique est une parabole, cet angle
constant est égal an supplément de 'angle des deux tan-
gentes, parce qu’il existe une tangente a infini dont la
partie comprise entre les deux tangentes fixes est yue du
foyer sous cet angle supplémentaire (%)

294. Regardons les deux foyers comme deux sommets
opposés d'un quadrilatére circonserit a la conique. Les deux
points 4 I'infini sur un cercle seront, d’aprés ce qui vient
d’¢tre démontré (292), les deux autres sommets opposés,
ou bien les deux points de concours des c61és opposés. Con-
sidérons-les comme étant les deux points de concours des
cotés opposés. Alors la seconde diagonale du quadrilatére
sera le petit axe de la conique, qui est la polaire du point
d'intersection du grand axe, ou premiére diagonale, par la
droite,  I'infini, qui joint les deux points de concours. Les
deux autres sommets opposés du quadrilatére circonscrit
seront done deux points imaginaires situés sur le petit axe.

Ainsi, I’on peut dire que :

Les foyers d’une conique sont les deux sommets réels
du quadrilatére imaginaire circonserit & la courbe, et
dont les points de concours des cotés opposés sont les
deux points imaginaires situés & Vinfini sur un cercle.

295. Cette propriété des foyers pourrait servir de défi-
nition de ces points.

Sans doute, on ne saurait recommander ce choix dans
une théorie des sections coniques bien ordonnée. Néan-
moins la propriéié est féconde et procure des démons-
trations faciles de certaines questions, principalement
dans la théorie des coniques homofocales, comme nous le

(*) Ces théorémes ont été démontrés par d’autres considérations dans
le Traité des Propriéiés projectives de M. Poncelet, (Voir p. 267, 268.)
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verrous (*). Nous allons donner dés ce moment un exemple
des usages que 'on peut faire de cette notion.

Rappelons d’abord que les deux points imaginairesa I'in-
{ini sur un cercle, sont conjugués harmoniques par rapport
aux deux points on deux droites rectangulaires quelconques
rencontrent la droite située a linfini. Cela est évident,

puisque les deux points dua cercle, a I'infini, sont les points
de contact des asymptotes du cercle, lesquelles sont les
rayons doubles de I'involution formée par les couples de
diamétres rectangulaires (111). _
Réciproquement, quand les deux points de rencontre
de deux droites et de la droite située a 'infini sont conju-
gués harmoniques par rapport aux deux points du cercle,

situés a 'infini, ces droites sont rectangulaires,

206. Cela posé : 8t d’un point on méne deux tangentes

@ une conique et les bissectrices de leurs angles, ces bis-

sectrices seront les mémes que celles des angles des deux
droites mences du point aux foyers.

En effet, les deux tangentes a la conique, les deux droites

. menées aux foyers, et les deux menées du méme point aux

points de concours des cdtés opposés du quadrilatére cie-
conserit qui a pour sommets les denx foyers, forment trois
couples de droites en involution (27). Les deux rayons

(*} En dehors de la théorie des coniques, cette notion d’un point appele
Joyer, d’ont partent deux tangentes imaginaires d'une courbe, qui sont les
asymptotes d’un cercle, a Vavantage de s’appliquer aux courbes d'un ordre
i quelconque. La conception en est due au savant géometre et physicien de
Bonn, M. Pliicker, quila dérivait directement de I’équation

r=Eay—rt

des deux droites imaginaires dont il s’agit. Voir : Uber solche Puncie, dic
| bei Cupven einer hohern Ordnung als der zweitein, den Brennpuncten der
. Kegelschnitte entsprechen (Journal de Mathématiques de Crelle, t. X,
i p. 8j-91, année 1833.) — Sawmon, A treatise on the higher plane Curves;
Dublin, 1852; p. r1g-128.
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doubles de I'involution sent deux droites conjuguées har-
moniques par rapport aux deux droites de chacun des trois
couples. Ges deux droites diviseront done harmoniquement
la droite qui joint les points de concours des cotés opposés
du quadrilatére : elles sont done rectangulaires. Or deux
droites rectangulaires, conjuguées harmoniques par rap-
port a deux autres, sont nécessairement les bissectrices des

angles formés par celles-ci (G. S., 80). Le théoréme est
done démontré. ‘

13
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CHAPITRE XI.

PERSPECTIVE ET FIGURE HOMOLOGIQUE D'UNE CONIQUE,
LORSQU'UN OU DEUX POINTS DONNES DEVIENNENT LES
~ FOYERS DE LA NOUVELLE COURBE.

§ L. — Perspective.

297. La solution des différentes questions que nous al-
lons résoudre dans ce Chapitre se déduira immédiatement
de celle de la question suivante :

Etant donnés dans un plan une conique, une droite et
un point, on demande de faire la perspective de cette i~
gure, de maniére que la perspective du point soit un foyer
de la nouvelle conique, et que celle de la droite soit &
Linfind,

Soient C la conique, L la droite, et F le point, qui doit
étre au dedans de la courbe, pour que sa perspective puisse
devenir un foyer de la perspective de la conique.

Premiére solution. — Concevons que plusieurs couples
de droites conjuguées par rapport a la conique soient
menées par le point F'; ces couples interceptent sur la
droite L des segments ad/, b¥/,. . . qui sont en involution
(108). Et le point F étant & l'intérieur de la conique, les
points doubles de Pinvolution sont imaginaires, parce que
ces points appartiennent aux tangentes de la courbe, menées
par le point F (111). Conséquemment il existe de part et
d’autre de la droite L, deux points P, P’, de chacun desquels
on voit tousles segments sous des angles droits (G. S.,204).
Que sur la droite PP/, comme diamétre, on décrive un cercle
dans le plan perpendiculaire au plan de la figure. Chaque
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point O de ce cercle pourra étre pris pour le lieu de P'eeil
qui fera la perspective. Le plan de projection sera paralléle
au plan mené par I'ceil et la droite L.

En effet, chaque couple de droites conjuguées Fa, Fa'
donnera en perspective deux droites conjuguées par rapport
a la nouvelle conique; mais ces deux droites seront rectan-
gulaires, comme étant paralléles aux deux droites Oa, Od/,
puisque le plan de projection est paralléle au plan (O, L).
Donc le point d’intersection commun de ces droites, ¢’est-
a-dire la perspective du point I, est un foyer de la nouvelle
conique (276).

Deuxieme solution. — On peut déterminer d'une autre
maniére les points P, P’ qui constituent la solution de la
question. Qu’on’ méne deux tangentes fixes 4 la conique
donnée C, et une troisiéme tangente variable qui les ren-
contre en deux points : les droites menées du point I a tous
ces sysiemes de deux points forment deux faisceaux homo-
graphiques dont les rayons doubles sont les tangentes a la
conique (17), tangentes imaginaires, puisque le point IV est
intérieur a la courbe. Ces systémes de deux droites ren-
contrent la droite L en des couples de points =, o, qui
appartiennent a deux divisions homographiques dont les
points doubles seront imaginaires. Par conséquent il existe,
de part et d’autre de la droite L, deux points P, P’ d'ou
I'on voit chaque segment oo’ sous un angle de grandeur
constante (G. S., 171). Sur PP/, comme diamétre, on dé-
crit, de méme que ci-dessus, un cercle, dans un plan per-
pendiculaire au plan de la figure; et chaque point O dece
cercle peut étre pris pour le lieu de I'ceil; le plan de pro-
jection étant d’ailleurs parallele au plan (O, L).

En ecffet, les perspectives des deux droites Fer, Fo! seront
deux droites qui intercepteront un segment compris entre
deux tangentes fixes de lanouvelle conique sur une troisiéme
tangente variable; et ces deux droites feront enire elles

13.
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un angle de grandeur constante, parce qu’elles seront paral-
léles aux deux Fa, Fo!. Done le point autour duquel tournent
ces droites est un foyer de la nouvelle conique (293) (¥).
Observation. — Le plan de la figure étant donné de
position dans I'espace, on peut prendre arbitrairement
le plan sur lequel on veut faire la perspective de la co-
nique C, de maniére que le point donné F devienne le foyer
de la nouvelle courbe.
Car il suffira que la droite L soit paralléle a la trace de
ce plan sur celui de la conique.

Conséquences du probléme précédent,

298. Le point F étant donné, on pourra prendre la
droite L, de maniére a satisfaire 4 diverses conditions.

La conique en perspective sera une ellipse, une parabole
ou une hyperbole, selon que cette droite sera extéricure a
la conique proposée, ou tangente, ou sécante,

1° Si l'on veut que la conique devienne en perspective

un cercle, ayant pour centre la perspective du point F, on-

prendra pour la droite L, Ja polaire du point ¥, Car alors
la perspective de ce point sera tout & la fois le foyer et le
centre de la nouvelle conique, et par conséquent cette
courbe sera un cercle. '

2° 8i l'on veut que le point I devenant le foyer de la
nouvelle conique, un point G en devienne le centre, on
prendra pour la droite I la polaire du point G.

3% 8i 'on veut que le point I devenant toujours le
foyer dela nouvelle courbe, celle-ci soit une parabole dont

(*) Les deux points P, P’, dans cetle seconde solution, sont les mémes
que dans la premicre. Car ces points dépendent uniquement des points
doubles des deux divisions homographiques que Von considére sur Ia
droite L (G. 8., 471): etces points doubles sont les mémes dans les deux cas,
parce qu’ils appartiennent aux deux tangentes de la conique donnée, qui
partent du poin¢ F.
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CHAP. XI. — CONIQUE HOMOLOGIQUE. PROBL. 19}
le sommet corresponde a un point A de la conique pro-
posée, on ménera la droite FA, qui rencontre la conique
en A, et I'on prendra pour la droite L Ia tangente en A’

4° Sil'on veut que la conique devienne une hyperbole
équilatére, on prendra pour L une droite rencontrant la
conique proposée en deux points a, @’ situés sur denx
droites conjuguées mendes par le point F. Ces points a, a'
donneront en perspective deux points situés a Uinfini, con-
séquemment sur les asymptotes de la nouvelle conique; ces
asymptotes seront paralléles aux perspectives des deux
droites F'a, Fa’, perspectives qui seront rectangulaires,
puisque ces droites sont conjugudes. La nouvelle courbe
sera donc une hyperbole équilatére. :

5° Enfin,on demande de faire laperspective de maniére
que deux points donnés F, F' deviennent les foyers de la
nouvelle courbe.

Les deux points F', I/ sont nécessairement intérieurs a la
conique C. La droite I’ rencontre cette courbe en deux
points A, A’ Soient G, G’ les deux points qui divisent
harmoniquement les deux segments FF/, AA’, et dont
I'un, G, est intérieur 4 la conique. I suffit de faire la per-
spective de maniére que I'un des deux points donnés F,
F’, devienne un foyer de la nouvelle conique, et que le
point G en devienne le centre (2°).Le probléme sera résolu.

On résoudra avec la méme facilité plusieurs questions
relatives encore aux foyers, mais concernant deux coniques,
au lieu d’une seule. Ces questions se présenteront plus tard,
quand nous aurons traité de diverses propriéiés du systéme

de deux coniques (Chap. XV, § IV).
§ . — Conique fzornologique.

299. Etant donnés une conique G, une droite L et un
point ¥, on demande de construire une conique homolo-
gique dans laquelle le point homologue a F soit un foyer
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de la courbe, et la droite homologue & L soit & Uinfini.

11 suffit de prendre pour centre d’homologie S ( fig. 120)
un des deux points P, P’ déterminés ci-dessus (297); et_ i

198

sur le rayon Sm mené a un point de C, un point m' dé-
terminé par ;

Sm

Sm'=h.—;

mp

mp étant la distance du point m a la droite L. Le lieu du
X s 4 + & PN o V5]
point m' sera une conique homologique & la proposée (269); i
et le point I/ pris sur SF, a la distance |
|

SEL = ) A3 )
Fq

F ¢ étant la distance du point F a la droite L, sera le foyer
de la nouvelle conique.

En effet, & deux droites conjuguées Fa, Fa, dans la co-
nique proposée correspondrontdeuxdroites conjuguées dans i
la nouvelle conique (266, VI); et celles-ci seront rectan-
gulaires. Car elles rencontreront la droite a l'infini, corres-
pondante & L, en deux points situés sur les rayons S, Say,
a, o étant les points ot Fa, Fa, rencontrent L; ¢’est-a-
dire qu’elles seront paralléles a S, Se;, et conséquem-
ment rectangulaires. Ce qui prouve que le point F’
le foyer de la courbe (276).

On verra sans difficulté comment cette construction
d'une conique homologique s'appliquera aux différentes
questions dans lesquelles on a fait ci-dessus (298) la per-
spective d'une conique.

Du reste, on raméne, si I'on veut, la construction d’une
conique homologique a celle d'une conique en perspective
avec la conique proposée, par cetle simple considération,
que deux figures homologiques se placent en perspective, >
si I'on fait tourner le plan de 'une autour de I’axe d’homo-

logie. (G- S., 369.)
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CHAPITRE XII.

PROPRIETES D'INVOLUTION RELATIVES A PLUSIEURS CONIQUES
CIRCONSCRITES OU INSCRITES A UN QUADRILATERE,

§ L. — Deux et trois conigues circonscriles & un
quadrilatére.

300. Quand deux coniques sont circonscrites & un qua-
drilatére, les trois couples de points dans lesquels une
transversale renconire ces deux courbes et deux cétés op-
posés du quadrilatére, sont en involution.

En effet, soient a, a’et b, &' les points des deux co-
niques ; ¢, ¢’ ceux de deux cotés opposés du quadrilatére,
et d, d’ ceux des deux autres cotés. Le segment aa’ forme
une involution avec les deux segments cc/, dd’ (20); et
de méme le segment 68, Donc les deux segments aa', bb'
et'un des deux cc!, dd' sont eninvolution (G. §., 196).

(P

Autrement. La transversale forme avec deux cdtés op-
posés du quadrilatére un triangle CAB. Appelons m, m/,
1, n' les quatre sommets (réels ou imaginaires) du quadri-
latére, et a, o les points d’intersection d'une des coniques
et de la transversale; on a (23) 1'équation

Am.Am' Cn.Cn' Ba.Ba'
. € =
Cm.Cm' Brn.Brn' Ac.Ad

Et de méme dans 'autre conique, en appelant €, &' ses
points de rencontre avec la transversale,

Am.Am' Cn.Cr' B6.BE ol %
Cm.Cm’ Br.Br' A6.A6 o
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De ces deux équations on conclut

Ac.Ac’ 5 AG.AE’
Bx.Ba. ~ B6.B&"

équation d’involution entre les trois couples de points A;
B; «, & et 6, 6'. Done, ete.

301. Si la transversale est tangente aux deux coniques,
les deux segments aa’, bb' se réduiront aux points de con-
tact, qui seront les points doubles de I'involution ; c’est-a-
dire que ces deux points diviseront harmoniquement cha-
cun des deux segments ¢c, dd'. Donc :

Quand deux coniques sont circonscrites a un quadrila-
tére, si on leur méne une tangente commune, les points
de contact sont conjugués ﬁmmonfques par rapport aux
deux points de section de la transversale par deux cités
opposés du quadrilatére.

302. Quand trois coniques sont circonscrites & un qua-
drilatére, toute transversale les renconlre emn six pounts
qui sont en involution. .

En effet, soient aa/, bb', cc’ les segments formés sur la
transversale par les trois coniques, et dd’, ee' les segments
formés par les deux systémes de cotés opposés. Ces deux
segments délerminent une involution a laquelle appartient
chacun des trois segments ad’, bb', e/, d’aprés le théoréme
de Desargues (20). Donc ces trois segments forment eux-
mémes une involution (G. S., 196). Donc, etc. (*).

303. De 1a dérive la solution de cette question :

Etant données deux sections coniques, mener par un
point une troisiéme conique qui passe par les quatre points
dlintersection des deux premiéres.

(*) Clest & M. Sturm qu’est du ce théoreme important, qu’il a démoniré
dans les Annales de Mathématiques de M. Gergonne, t. XVII, p. 180; année
1826-27.
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Par le point donné P on meénera arbitrairement une
transversale qui rencontrera les deux courbes en des points
a, d et b, b'. On prendra sur la transversale le point P’
qui forme avec les cing a; @', b, b' et P une involution; ce
point appartiendra a la conique demandée.

On construira ainsi cette courbe par points.

Conorrame. — Si le point P est situé sur une corde
commune aux deux coniques données, il est clair quele
lieu des points P’ sera une droite qui avec la corde com-
mune formera la conique demandée; et cetie droite sera
une seconde corde commune aux deux coniques. De sorte
quon peut dire que : Quand on connail uné corde com-
mune & deux coniques, on en détermine immédiatement

une seconde.

304. On conclut du théoréme (302) que :

Quand trois coniques passent par quatre points, si
l’on méne une tangente & U'une d’elles, son point de con-
tact est un des points doubles de Uinvolution déterminée
par les quatre points d’intersection des deux autres co-
niques et de cette tangente.

305. Dot résulte la solution de ce probleme :

Etant données devax coniques et unc drotte, décrire une
lroistéme conique qui passe par les points d’intersection
des deux premiéres et soit tangente a la droite.

Il y a deux solutions.

§ II. — Faisceau de coniques circonscrites & un
quadrilatére.

306. Quand plusieurs coniques ont quatre points com-
muns (réels ou imaginaires), les segments qu’elles inter-
ceptent sur une transversale quelconque sont en involu~
tion (302). Conséquemment il existe deux points (réels ou
imaginaires) qui divisent harmoniquement chacun. des
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segments (G. 8., 205). Ces points sont conjugués par rap-
port a chaque conique (103). Dong :

Quand plusieurs coniques ont quatre points communs,
i existe sur une transversale quelconque deux points
(réels ou unaginaires) conjugués par rapport a toutes
les coniques.

307. Si la transversale est situde a Pinfini, les denx
points conjugués communs i toutes les coniques seront les
extrémités de deux diamétres conjugués de chacune d’elles
(168). Done :

Toutes les com'ques qui passent parquatre poz'ut.s‘ ont ure
systeme de diamétres conjuguées paralléles entre eux, le-
quel systéme peut étre imaginaire.

Sil'une des coniques est une ellipse, les diamétres con-
jugués paralléles sont réels : car le segment intercepté par
Pellipse sur la droite 4 l'infini est imaginaire, et dés lors,
quel que soit le segment formé par une autre courbe,
les deux poiuts conjugués harmoniques par rapport aux
deux segments seront réels (G. S., TT7). Mais si deux des
coniques sont des hyperboles, ces deux points, et consé-
quemment les diamétres conjugués paralléles, pourront
etre imaginaires; ce qui aura lieu si les deux segments em-
pictent I'un sur 'autre (G. 8., 21 0).

On peut substituer A la considération de ces segments
celle de deux angles ayant le méme sommet et les cotés pa-
ralléles aux asymptotes des deux hyperboles. Alors on dira
que les diamétres conjugués paralléles seront réels ou ima-
ginaires, selon que les deux angles n’empiéteront pas ou
empiéteront I'un sur I'autre. Au licu de ces angles formés
par des paralléles aux asymptotes de denx hyperboles, on
peut considérer les angles formés par des paralléles aux
couples de cotés opposés du quadrilatére scrit aux co-
niques, et vérifier si ces angles empic¢tent ou n’empiétent
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pas 'un sur l'autre. On reconnait sans difficulté que, dans le
premier cas, le quadrilatére a un angle rentrant, et que,
dans le second cas, il a ses quatre angles saillants.

1l résulte de 1a que par quatre points formant un qua-
drilatére & angle rentrant on ne peut faire passer ni une
ellipse ni une parabole.

308. Quand plusieurs coniques ont quatre points con-
muns (réels ow imaginaires), les polaires d’un autre point
quelconque, relatives & ces courbes, passent loutes par umn
méme point.

Soit P le point dont on prend les polaires, et P’le point
d’intersection des polaires relatives a deux des coniques,
A, B. Je dis que la polaire relative A une troisitme G
passe par ce point P'. En effet, les deux points P, P’ sont
conjugudés par rapport aux deux coniques A, B (103), et
conséquemment par rapport a la troisieme C (306). Done
le point P’ appartient & la polaire du point P relative a la
conique C. ciogswo o ()

Ce théoréme s'applique i chaque systémede deux droites
passant par les quatre points d’intersection des deux co-
niques proposées, parce que I’ensemble de ces deux droites
peut étre considéré comme une conique passant par les
points d’'intersection des autres courbes.

Conorraire. — Si le point P est a U'infini, sur une droite
L, ses polaires seront les diamétres des courbes, conjugués
i la direction de cette droite. Donc :

Quand plusieurs conigues sont circonscrites ¢ un qua-
drilatére, les diamétres de ces courbes, conjugueés a une
méme droite, passent tous par un méme point.

309. Quand plusieurs coniques sont circonscrites . umn

(*) Ce théoréme, bien connu, a été démontré en premier lieu par
M. Lamé, dans son ouvrage intitulé : Examen des différentes méthodes em-
ployées pour résoudre les problémes de Géenmétrie, Paris, 1818, in-8.

SCD LYON 1




204 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
quadrilatére, si un point P glisse surunc droite L, le point
de concours P! des polaires de ce point, relatives & toutes
les coniques (308), décrit une conique;

Cette courbe est aussi le lien des poles de la droite L
relatifs a toutes les coniques ;

Elle passe par le point de rencontre des deux diago-
nales du quadriatére et par les points de concours des
COLES 0pposés.

Il suffit de considérer deux des coniques A, B, puisque
les polaires d'un point, relatives 4 toutes ces courbes, pas-
sent toutes par un méme point.

Or, les polaires des diflérents points de ladroite L relatives
aux deux coniques A, B, polaires qui passeront respective-
ment par les poles de cette droite, formeront deux faisceaux
homographiques, parce que le rapport anharmonique des
polaires de quatre points, dans chaque conique, sera le
meme, étant égal a celui des quatre points (117). Donc les
polaires correspondantes dans les deux faisceaux se coupe-
rontsur une conique X qui passe par les poles de la droite L
relatifs aux deux coniques A, B, et, par conséquent, par
les poles de cette droite dans toutes les conigues.

Cette conique passe par le point de rencontre des deux
diagonales du quadrilatére. Car ce point est, dans toutes
les coniques, le pole de la droite qui joint les points de
concours des cdiés opposés. Or les polaires du point de
rencontre de L et de cette droite passent toutes par ce pdle,
qui se trouve dés lors sur la conique X,

Le théoréme est donc démoniré {5):

Corovramre, — Si la droite L est & I'infini, on en conclut

() M. Poncelet a démontré le théoréme par d’autres considérations, pour
un systéme de cercles qui ont une sécante commune, et I’a étendu ensuite,
par voie do perspective, it un systéme de coniques ayant quatre points com-
muns (réels ou imaginaires). Voir Traiié des Propriéiés projectives, pages 45
et 198,
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que : Toutes les coniques qui passent par quatre points
donnés (réels ou imaginaires), ont leurs centres sur une
conigue.

310. La conique Z, liew des centres de toutes les ¢o-
niques qui passent par quatre points A, B, C, D, passe
par le milicu de chaque coté ou diagonale du quadrilatére
qui a pour sommets ces qualre poinis.

En effet, par les trois points A, B, C on peut faire pas-
ser une conique dont le centre soit au milieu de AD : elle
passera par le quatriéme point D. Donc le milien de AD
est un pointde la conique Z.

311. Le centre de la courbe T estle point de croise-
ment des droites qui joignent les points milieux des cétés
opposés du quadrilatére.

Cela résulte de ce que la conique passe par les six points
milieunx.

Coniques inscrites dans un quadrilatére.

312. Auxthéorémes démontrés dans lesdeux paragraphes
précédents, concernant des coniques circonscrites a un
quadrilatére, correspondent des théorémes relatifs & des
coniques inscrites dans un quadrilatére. Comme les dé-
monstrations sont tout a fait semblables & celles qui pré-
cédent, nous énoncerons simplement ces nouveaux théo-
rémes dans les deux paragraphes suivants.

§ III. — Proprietes de deux et de trois coniques inscrites
dans un gquadrilatére.

313. Quand deux coniques sont inscrites dans un qua-
drilatére, st d’un point quelconqgue on mene des tangentes
aux deux courbes et deux droites aboutissant ¢ deux
sommets opposés du quadrilatére, ces trots couples de
droites sont en involution.

Les tangentes 4 chacune des deux coniques peuvent étre
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imaginaires, de méme que dans le théoréme (27) relatif &
une seule conique inscrite dans un quadrilatére. Les rela-
tions d'involution ont toujours lieu entre les trois couples )
de droites. i

314. Si le point par lequel on méne les tangentes aux
deux coniques est un de leurs points d'intersection, les
deux tangentes 4 chaque courbe se confondront en une scule,
qui sera I'un des rayons doubles de I'involution. Il s'ensuit
que :

Quand deux coniques sont inscrites dans un quadri-
latére, lestangentes en un de leurs points d’intersection [
forment un faisceau harmonique avec les deux droites
menées de ce point & deux sommets opposés du quadri-
latére. :

On peut encore dire que : Les tangentes aux deux co-
nigques en un de leurs points d’intersection, divisent har-
moniquement chacune des diagonales du quadrilatére

CIrconscrit.
315. Quand trois coniques sont inscrites dans un qua-

drilatére, les tangentes menées d’un point a ces trois |
courbes forment trots couples de droites en involution.

316. De ce théoréme résulte la solution du probléme

suivant :
Etant données deux coniques et une droite, décrire une

troisiéme conique qui soit inscrite dans le quadrilatére eir- |
conscril aux deux proposées, et tangente a la droile. ’;
Par chaque point de la droite on ménera des tangentes H

aux deux coniques et une droite faisantavec la droite don-
née un troisiéme couple en involution avec les deux cou-
ples de tangentes. Cette droite sera tangente a la conique

demandée. & 7

317. Si la droile donnée passe par un des sommets du
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quadrilatére circonserit aux deux coniques, toutes les
droites construites comme tangentes & la conique cherchée
passeront par le sommet opposé (313). I1 s’ensuit que la
< conique qui satisfait 4 la question est infiniment aplatie, et
qu'elle est représentée par la diagonale du guadrilatére qui
joint ces deux sommets (32).

318. On conclut de 1a que : Quand on connait le point
de concours de dewx tangentes communes & deux conigues
(tangentes réelles ou imaginaires), on détermine immé-
diatement le point de concours de deux autres tangenltes
communes (réelles ou imaginaires).

319. Le théoréme (313) entraine celui-ci ;

Quand trois coniques sont inscrites dans un quadiila-
tere, la tangente en un point de l'une est un des rayons
doubles de invelution déterminée par les deux cou-

: ples de tangenles menées par ce point aux deux autres
i courbes.

320. De 14 résulie la solution de ce probléme :

Etant donnés deux coniques et un point, déerire une
conique qui soitinscrite dans le quadrilatére cireonseritaux
deux proposées, et qui passe parle point donné.,

Que par ce point on méne les tangentes aux deux co-
niques : chacun des rayons doubles de I'involution déter-
minée par ces deux couples de droites sera unc tangente &

1

une conique satisfaisant 4 la question, qui admet done
deux solutions.

e T

T N e e

t 321. Quand trois coniques sont inscrites dans un qua-
! drilatére, les tangentes mendes & deux de ces courbes par
} un de leurs points d’intersection, sont conjuguées har-
| moniques par rapport aux deux (angentes mendes du
méme point a la troisiéme conique.

Conséquence de la relation d’involution exprimée par le

théoreme (315).
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§IV.—Systeme de coniques inscrites dans un quadrilatére.

322. Quand plusieurs coniques sont inscrites dans un
quadrilatére (réel ou imaginaire), les couples de tangentes
a ces courbes, menées d’un méme point, sont en involu-
tion (315). Il s’ensuit que par chaque point on peut mener
deux droites (réelles ou imaginaires) conjuguées par rap-
port & toutes les coniques. Ces droiles sont les rayons dou-
bles de l'involution.

323. Quand plusicurs coniques sont inscrites dans le
méme qua(h‘ﬂu‘iér‘e, les poles d’une droite quelconque sont
situés en ligne droite.

Ce théoréme s’applique aux diagonales du quadrilateére,
ainsi qu’a la droite qui joint les points de concours des
cOLés opposés, considérdes comme trois coniques infiniment
aplaties inscrites dans le quadrilatére (32).

Cororraire. — Si la droite dont on prend les poles est a
I'infini, on en conclut que :

Toutes les conigques inscrites dans un quadrilatéere ont
leurs centres sur une méme droite.

Ce théoréme a été démontré par Newton dans le pre-
mier livre des Principes de la Philosophie naturelle
(Lemme XXV, Coroll. I11).

324. Quand plusicurs coniques sont inscrites dans un
quadrilatére, st autour d’un point fixe on fait tourner une
transversale, la droite liew des pdles de cette transver-
sale (323) enveloppe une conique;

Cette courbe est aussi Lenveloppe de toutes les polaires
du point fixe relatives aux conigues proposees ;

Elle est tangente aux deux diagonales el a la droite
qui joint les points de concours des coiés opposés du
quadrilatére circonscrit aux coniques (¥).

(*) Ce théoreme et le précédent se trouvent, comme conséquences des
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§ V. — Rapport anlarmonigue de quatre conigues
circonscrites ou inscrites a.un quadrilatere.

325. Quand quatre conigues passent toutes par quatre
points (réels ou imaginaires), les polaires d’un point P
[qui concourent en un méme point P' (308) ], ont un rap-
port anharmonique constant, quel que soit le point P.

En effet, les polaires d'un autre point () concourent anssi
en un point ', et rencontrent, respectivement, les pre-
miéres en quatre points qui sont les pdles de la droite PQ
relatifs aux quatre coniques. Mais ces poles sont sur une
conique 4 laquelle appartiennent aussi les points P/, )/:
cette conique est le lieu du point de rencontre des po-
laires d'un point qui décrirait la droite PQ (309). Donc
les quatre droites’ issues du point P’ -ont leur rapport
anharmonique égal & celui des quatre droites issues du
point Q' (4). : OGS QLT

Cororrame. — Il suitde 1a que : 87 par Uun des points
d’intersection des quatre coniques on leur méne des tan-
gen tes, le rapport‘ anhdrmon fque (f_e.s‘ qun.h‘e tngentes Sera
le méme pour chacun des quatre poinls d’intersection des
coniques. -

_ Osservarron. — Nous aurons a employer souvent dans
la guite ce rapport constant, relatif a quatre coniques cir-
conscrites a un quadrilatére; nous l'appellerons rapport
anharmonique des quatre coniques, comme nous I’avons
déja fait dans quelques recherches précédentes (¥). Il existe
plusieurs autres propriétés des quatre coniques, qui don-
nent lien a un rapport anharmonique, soit de quatre points,

théorémes ( 308 et 309), en vertu de la théorie des polairesréciproques, dans
le Traité des Propriélés projectives, p. 220. g
(*) Voir Comptes rendus des séances de 1’Académie des Sciences, t, XXXVII,

(4

p. 272; année 1853,
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soit de quatre droites, égal a celui des quatre courbes : nous
les ferons connaitre ultérieurement.

326, Qumzd(]udt}‘e coniques sont inscrites dans un qua-
drilatére, les péles d’une droite quelconque, lesquels sont
en ligne droite (323), ont leur rapport anharmonique con-
stant.

La démonstration de ce théoréme peut étre imitée de la
précedente.

Cororraine. — Il suit du théoréeme que: Le rapport an-
harmonique des points de contact des quatre coniques
avec un des cotés du quadrilatére circonscrit a toujours
la méme valeur, quel que soil ce c6lé, et est égal au rap-
port anharmonique des péles d’une droite.

Nous appellerons rapport anharmomque de quatre co-
'mquec inscrites & un quad.' xfaterc Ge rapport constant.

Nous trouverons diverses autres expressions de ce rap-
port anharmonique des quatre coniques.
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CHAPITRE XIIL.

DES CORDES COMMUNES A DEUX CONIQUES.— SYSTEME DE
TROIS POINTS CONJUGUES COMMUNS AUX DEUX COURBES.

§ L— Cordes communes & deux coniques.

327, Nous appellerons corde commune a deux coniques
toute droite dont les points d’infersection (réels on ima- -
ginaires) avec l'une et avec I'autre conique sont les mémes.

Quand une droite est une corde commune & deux co-
niques, les polaires de chaque point de cette droite se ren-
contrent sur la droite méme : en ’autres termes, les deux
coniques ont les mémes systémes de deux points conjugues
sur cette droite.

En effet, les polaires d’un point P de la corde commune
passent par le point P’ conjugué harmonique de P par rap-
port aux deux points (réels ou imaginaires) communs aux
denx coniques sur cette droite (103).

Réciproquement : 87, dans le plan de deux coniques, il
existe une droite dont deux points soient tels, que les po-
laires de chacun se coupent sur cette droite méme, cette
droite est une corde commune aux dewx coniques.

Fn effet, soient P, Q deux points de la droite; P'le
point de rencontre des polaires du point P; et Q'le point
de rencontre des polaires du point Q. Les deux points P,
P’ sont conjugués par rapport a chacune des deux coniques,
ainsi que les deux points Q, Q'. Doncles points de chacune
des deux coniques situés sur la droite sont les deux points
(réels ou imaginaires) qui divisent harmoniquement les
deux segments PP, QQ’. Donc la droite est une corde

14,
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commune : par suite, les polaires de chacun de ses points
se renconlrent sur la droite méme. _

A raison de cetle propriété des cordes communes i deux
coniques, ¢’est-a-dire de la coincidence des deux points ol
les polaires de chaque point d’une corde rencontrent cette
corde, nous leur donnerons aussi le nom d’axes de sym-
ptose que nous avons proposé, il y a longtemps (voir 4n-
nales de Mathématiques de M. Gergonne, t. XVIII, p-285),
el qui depuis a été employé par plusieurs géometres. Cen’est
pas que le terme corde commune ne puisse suffire dans la
théorie des coniques planes : maisil ne peut étre transporté
aux coniques sphériques, ni aux surfaces du second ordre:
et c'est surtout en vue de ces courbes et de ces surfaces,
pour conserver une nomenclature uniforme, que nous pour-
rons employer l'expression d’axes de symptose.

328. Le point d'intersection de deux cordes communes
a deux coniques a la méme polaire dans les deux courbes.

Car les polaires de ce point dans les deux courbes se
rencontrent tout 4 la fois sur les deux cordes (327), ce qui
exige qu'elles se confondent.

Réciproquement : Quand un point a la méme polaire

dans deux com’ques) ce poz'm, est Uintersection de deux

cordes comniunes aux deux courbes, ou bien il représente
une conique :'rgﬁm'ment pelite qui satisfait aux conditions
d’une conique passant par les points d’intersection (alors
imaginaires) des deux coniques proposées.

En effet, que par le point P, qui a la méme polaire dans
les deux coniques, on meéneg une transversale qui rencontre
cette polaire en un point P/, et les deux coniques en des
points a, a’ et b, b'. Les deux points P, P’ sont conjuguds
harmoniques par rapport 4 aet @/, et 4 b et &', Done chacun
d’eux forme une involution avee les deux couples a, a'
et b,b' (G. 8., 194). Ce qui prouve que la transversale
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est tangente en P 4 la conique déterminée par ce point et
les quatre points d'intersection des deux coniques propo-
sées (303).

'Loute autre transversale menée par le point P sera de
méme tangente a la conique, c¢’est-a-dire qu’elle la rencon-
trera en deux points qui se confondent en un seul. On en
conclut que la Couique qui passe par le point P et par les
points d’'intersection des deux proposées est ou I'ensemble
de deux droites, ou un simple point, qui représente une
conique infiniment petite.

329. Nous avons vu que deux droites peuvent représen-
ter une section conique, ¢'est-a-dire que leur ensemble pos-
sede certaines propriéiés caracléristiques des sections coni-
ques (31).

Il est aisé de concevoir qu'un point Teprésente une co-
nique infiniment pef.itt', et de se faire une idde de ce que
sont les points d'intersection (imaginaires) de cette coni—
que et d'une droite arbitraire. - :

Soit une ellipse 3. Regardons-la comme le lien des
points d'intersection des rayons homologues de deux fais-
ceaux homographiques ayant leurs sommets en deux points
A, A/, extrémités d'un diamétre de la courbe. Les points
de section par une droite L sant les points doubles des deux
divisions homographiques que les cordes Am, A’m mar-
quent sur cette droite (12).

Si Ponprend une ligne o’ infiniment petite, parallele
a AA’, et qu’autour des points @, a'on fasse tourner deux
droites paralléles aux deux cordes Am, A/, elles se coupe-
ront sur une conique homothétique a X (*); et, a la limite,
ou la ligne aa’ devient nulle, cette conique se réduit a
un’ point. Des droites menées par ce point, parallélement

(*) On appelle figures homotitiques deux figuves semblables et semblable~
ment i’!ﬂc(:r‘.f.
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aux couples de rayons homologues A m, A'm forment deux
faisceanx homographiques, et leurs traces sur la droite L
deux divisions homographiques, dont les points doubles sont
les points d'intersection de la conique infiniment petite et de
la transversale.

Ces points doubles sont sur les rayons doubles des deux
faisceaux homographiques, quelle que soit la droite L. Or
les couples de rayons homologues de ces deux faisceaux sont
paralleles & des diamétres conjugués de la conique Z, de
méme que les cordes Am, A'm (177) 5 leurs rayons dou-
bles sont donc imaginaires, puisque cette coni'que est une
ellipse, par hypothése. La droite L est donc coupée par la
petite conique sur deux droites imaginaires. Ainsi I'on con-
clat gu'une conique infiniment petite peut étre considérée
comme l'ensemble de deux droites imaginaires qui n'ont
qu’un point réel (¥*). :

Osservarion. — D’aprés cela, nous dirons, en nous re-
portant au théoreme (328), que : Quand un point P a la
méme polaire dans deux’ coniques, ce point est toujours
Vintersection de deux cordes communes, réeelles ou ima-

ginaires.

330. 8¢, par un point P qui a la méme polaire dans deuwx
coniques, on méene les tangentes aux deux courbes, ces
couples de tangentes et les deux cordes communes (réelles
ou imaginaires) qui passent par le point P, forment une
involution.

En effet, les points de contact des quatre tangentes sont
les points ou la polaire du point P rencontre les deux co-

(*) Cela s’accorde avec les résultats de Panalyse, ot on dit qu’une équa-
tion telle que A*(x — u)*+B* (7 — 6)* = o représente un point dont les
coordonnées sont ez, &, ou hien deux droites imaginaires ayant pour équa-

5 A
tions y — 6= (# —ot) T
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niques; mais les deux cordes communes sont les deux
¢6tés opposés d’un quadrilatére inscrit aux deux courbes; les
points ou la polaire du point P les rencontre, forment
done une involution avec les deux couples de points appar-
tenant aux coniques (300). Donc, etc.

CoroLrAire. — On peut inscrive dans le quadrilatére
circonscrit a deux coniques, une troisiéme conique lar-
gente a deux cordes communes aux proposées (315).

331. Quand deux coniques ont un point d’intersection
rédel, elles en ont nécessairement un second réel.

Car une branche de I'une des coniques pénétre dans
lautre courbe, et ne peut en sortir quen la rencontrant
une scconde fois. Cest ce qu'on voit avec évidence si I'une
des coniques est une courbe fermée, c’est-a-dire une ellipse
ou un cercle. Et on pcut louj()ul‘s par une 1)el‘spcctive rem-
placer les deux coniques proposées par deux autres dont
I'une sera une ellipse.

332. Lesdeux coniques ayant deux pointsd'intersection,
la droite qui joint ces poinls est une corde commune; con-
séquemment les coniques ont une autre corde commune
(303, Coroll.). Donc : Quand dewx coniques ont un point
dintersection réel, elles ont deux cordes commaunes et,
(_ronséquennnwu, qnatre poini.s d’intersection dont deux
réels, et les deux autres réels ou Lmaginaires.

333. 1. — Quand deux coniques se coupent en quatre
points réels, elles ont trois systémes de deux cordes com-
munes. :

Cela est évident.

II. — Quand elles se coupcnt en deux points reels, et
en deux points imaginaires, elles n’ont qu'un systeme de
deux cordes comniunes.

Cela est évident encore. Car si les deux coniques avaient
deux systémes de deux cordes communes, les droites d'un
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systéme couperaient celles de lautre systéme en qualre
points réels qui appartiendraient aux deux coniques. Ces
courbes se couperaient donc en plus de deux points réels :
ce qui est contraire a I'hypothése.

334. Quand deux coniques ont un point de contact, la
tangente en ce point est manifestement une corde commune;
conséquemment les coniques ont une seconde corde com--
mune, toujours réelle (303, Coroll.), sur laquelle elles se
coupent en deux points réels ou imaginaires.

Les coniques ont un- second systeme de deux cordes
communes, réelles ou imaginaires, qui partent du point
de contact et passent par les deux points d’intersection.

§ 1I.

Systeme de trois points conjugués, dans deux
coniques.

338. Ewant données deux coniques quelconques, il
existe, en genéral, trois points dont chacun a la méme
polaire dans les deux courbes. Un de ces points est tou-
Jours reel; les deux autres peuvent étre imaginaires.

En effet, qu'on méne une droite quelconque L, et
quon prenne les polaires de chacun de ses points; elles
s¢ coupent deux a deux en des points situés sur une co-
nique 2 (309).

A une autre droite L' correspond une autre conique 2.
‘Ces deux courbes ont un point commun cennu a priori :
c'est le point d’intersection des polaires du point de ren-
contre des-deux droites L, I'. Donc elles ont trois autres
points communs, dont un est toujours réel, et les deux
autres sont réels ou imaginaires (332),

Je dis que chacun dc ces trois points a la méme polaire
dans les deux coniques proposées. En effet, I'un de ces
points, P, considéré comme appartenantd la conique 2, est

Pintersectiondes polaires d'un certain pointQde ladroite L;
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et réciproquement les polaires du point P passent par le
point Q. Pareillement, le point P appartenant a la coni-
que 2/, on en conclut que ses polaires passent par un méme
point Q' de la droite I. Done ces deux polaires ont deux
points communs, et conséquemment se confondent.

Done, ete.

Le raisonnement ici ne s'applique qu’an point d’inter-
section des deux courbes X, Z' qui est réel : il laisse quel-
que chose a désirer, a I'égard des deux aulres points sup-
posés imaginaires, puisqu’on ne peul pas raisonner sur les
polaires d’un point imaginaire considéré isolément. Mais
I'existence d’un point réel ayant la méme polaire dans les
deux courbes proposées, entraine nécessairement lexis-
tence des deux autres points, réels ou imaginaires. Car on
voit sans difficulté que ces points sontles deux points conju-
gués (réels ou imaginaires), par rapport aux deux coniques,
sur la polaire commune. Ainsi le théoréme est démonuré
avec toule la rigueur désirable.

Osservarion. — Remarquons qu’il résulte de la que,
quand on connait un des trois points, dont chacun a la
méme polaire dans les deux coniques, les denx autres s’en-
suivent immédialement sans qu’on ait besoin de constraire
les deux coniques 2, Z' qui servent & déterminer les trois
points a la fois.

336. Quand deux coniques ont leurs quatre points d’in-
tersection réels, les trois points P, P*, P, dont chacun a la
méme polaire dans les deux courbes, sont réels : car ce
sont les points de concours des couples de colés opposés, et
des diagonales du quadrilatére qui a pour sommets les
quatre points communs aux deux coniques.

Mais, quand deux coniques n’ont que deuzx points d’in-
tersection véels, un seul des trois points P, P!, P estréel, et

les dewx autres sont imaginaires.
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En effet, les deux coniques ont une corde commune qui
jointlesdeux points d'intersection réels, etune seconde corde
commune (303, Coroll.) surlaquelle sont deux points d'in-
tersection imaginaires. Ces deux droites se coupent en un
point P qui ala méme polaire dans les deux coniques (328).
Les deux autres points P/, P’ sont situés sur cette polaire
(335, Obs.). 11 faut prouver qu’ils sont imaginaires. Orle
point P est nécessairement au dehors de chaque conique;
sa polaire coupe donc les deux courbes; et il est évident
que les deux segments interceptés sur cetle droite par les
deux courbes empiétent I'un sur Tautre; par suite, les
deux points P/, P’ qui divisent har momquemcnt ces deux
segments sont imaginaires (G. §., 253 et 210).
@ Q. E D

337. Quand deux coniques n’ont aucun point d’inter-
section réel, les trois points P, P!, P" sont réels.

Nous savons qu’un de ces points P est réel (330) Il faut
prouver que les deux autres P, P le sont aussi.

Or ces points sont sur la polaire de P, et sont conjugués
harmoniques par rapport aux deux segments que les coni-
ques interceptent sur celte droite. Si'I'nn de ces segments,
ou tous les deux, sont imaginaires, les deux points P/, P’
sont réels (G. 8., T7). Si les deux segments sont réels, ils
n’empidl,ent pas I'un sur 'autre, parce que les deux coni-
ques n’ayant aucun pomt d’intersection, sonl nécessaire-
ment 'une intérieure, ou extéricure a 'autre; dés lors les
deux points P/, P sont réels (G S., 253 et 210).

- Done, ete.

338. Quand deux coniques ont un point de contact P,
ce point a la méme polaire dans les deux courbes : cette
polaire est la tangente en ce point. 11 n’existe alors qu'un
autre point P’ ayant aussi la méme polaire dans les deux

courbes. Ce point est silué sur la tangente. On le déter-
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mine par celte considération, que les polaires des points de
cette tangente, par rapport aux deux coniques, polaires qui
passent par le point P, forment ‘deux faisceaux homogra-
phiques, en vertu de la propositimi (1147). Ces faisceaux ont
deux rayons doubles : I'un est la tangente en P, polaire de
ce point P; lautre a évidemment le méme pole dans les deux
coniques. Ce pole, déterminé ainsi par le rayon double des
deux faisceaux, est le point P’ cherché. C’est par ce point
que passe la corde commune aux deux coniques, associée a
la tangente en leur point de contact (334).

§ IL. — Réalité de deux cordes communes a deux
coniques quelconques. :

339. Deux coniques que[conques ont toujours un ou
trois Systémes de deux cordes communes réelles.

Si les deux coniques ont leurs quatre points d'intersec-
tion réels, elles ont évidemment trois systémes de deux
cordes communes réelles. Quand elles n’ontque deux points
d'intersection réels, elles ont toujours deux cordes’ com-
munes réelles, comme il a été démontré (332); et elles ne
peuvent en avoir deux autres. :

Il reste a prouver que quand les deux coniques n’ont
aucun point d’intersection réel, elles ont néanmoins un
sytéme de deux cordes communes toujours réelles.

Dansle cas dontil s’agit, les trois points P, P/, P” ([rg 121)
sont réels (337). Ces points forment un systéme de trois
points conjuguds relativement a chacune des deux coniques;
conséquemment un deces points est intérieura une conique,
et les deux autres extérieurs (114). D'aprés cela, supposons
le point P intériear a la conique G, et P’ P’ extérienrs.
Les deux coniques n’ont aucun point d’inlersection réel;
¢ qui exige que l'une d’elles enveloppe lautre, ou bien
qu'elles soient extéricures Iune a Nautre. Le raisonnement
va s’appliquer a ces deux cas.

SCD LYON 1




220 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.

Le point P représente une conique infiniment petite,
puisqu’il est intérieur  la conique C. L'un des deux autres,
P’, par exemple, représente aussi nécessairement une co-
nique infiniment petite, car les deux coniques ne peuvent
pas avoir denx systémes de cordes communes réelles. Il faut
done prouver que P et P’ étant deux coniques infiniment
petites, qui passent par les quatre points imaginaires des
deux coniques proposées (828), P” est I'intersection de deux
cordes communes réelles de ces deux coniques, ou, ce qui
revient au méme, des deux coniques infiniment petites.

Disons donc, d’une. maniére générale, que : Deux coni-
ques infiniment petites P, P’ ( fig. 121) ont toujours deux
cordes communes réelles, .

En effet le diamétre de la premiére, conjugué a la droite
PP’, rencontre le diamétre de la seconde conjugué a P'P en
un point P” qui a la méme polaire PP’ dans les deux
coniques.

Toute transversale menée par P” rencontre la premiére
conique en deux points imaginaires, conjugués harmo-
niques par rapport a P’ et au point p” otr cette droite ren-
contre PP’. La méme transversale rencontre la seconde
conique en deux antres points imaginaires conjugués har-
moniques par rapport aux deux mémes points P’ p”. 1l
faut donc prouver qu’il existe deux positions de la transyer-
sale P"5", pour lesquellesles deux points de la premiére co-
nique se confondent avec les deux points de la seconde.

Or, sil'on prend le milieu des deux points de la premiére
conique, le licu de ce point milien sera une ellipse passant
parle point P (209, Coroll.), tangente en P 4 la droite PP/,
et dont la tangente en P est paralléle a cette droite ()

(*) Lellipse est tangente en P & la droite PPY, parce quelle ne peut pas
avoir un autre point sur cette droite, puisque chaque point p" de PP est le

conjugué harmonique de P par rapport aux deux points de |

a conique infi-
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De méme pour la conique P’. On aura donc deux ellipses
tangentes & la droite PP’, et ayant une tangente commune
en P”. Ces deux ellipses pénétrent nécessairement Pune
dans’autre, et ont, par conséquent, au moins un autre point
commun e¢. Mais, étant tangentes en P, elles ont une corde
commune autre que la tangente en ce point (334). Cette
corde passe par le point ¢, et rencontre done les deux cour-
bes en, un second point commun ¢'. Les deux droites Ple,
P’¢’ sont deux eordes communes des deux coniques infini-
ment petites ; ¢’est-a-dire que chacune d’elles rencontre ces
coniques aux deux mémes points. Effectivement, les deux
points de chaque conique situés sur la droite P’e, par
exemple, ont leur milieu en e, et sout conjugués harmoni-
ques par rapport a deux points P”, p”. Ce qgui suflit pour
les déterminer. Donc, ete.

Démonstration analytique. — En éliminant x entre les équa -
tions des deux coniques, on obtient une équation en y du qua-
tricme degré. Ses quatre racines sont, par hypothése, imagi-
naires, et conjuguées deux & deux, de la forme

I}"Iﬂ L [J\J’i—-!,

¥ =a—0by—1.
A chaque ordonnée y ou »” correspondent dans chaque courbe
deux abseisses, dont 'une répond au point d'intersection des deux

ceurbes. Pour déterminer cette abscisse commune aux deux
courbes, il suffit de tirer des deux équations-de ces courbes une

niment petite situés sur P”p", et ne peut étre le milien de ces deux points
que s’ils se confondent; ce qui n’arrive qu'en P.

En outre, la tangente a V'ellipse, en P, est paralléle 2 PP', Car la conique
infiniment petite P peut étre regardée comme V'ensemble de deux droites
imaginaires par rapportauxquellesles deux droites PP”, PP’ sont conjuguées
harmoniques. Par conséquent la paralléle a PP’, menée par P”, rencontre ces
denx droites en deux points dont le milieu coincide en P”. Cette paralléle
est done 1a tangente a Pellipse.
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équation oil # n’entre qu'au premier degre. Soit
By*+Cay +Ex+Fy+[(=o0

cette équation. On en conclut immédiatement P’abscisse 2’ qui
correspond & la valear de '3 soit

2= a4 B —i.
Pour abscisse correspondante 4 Pordonnée y”, il sulfit de changer
P s

le signe de V— 1, desorte qu’elle est
W ’ i
PSR e b \ﬂ =Ry

La droite menée par les deux points d’intersection a pour équation

ey =12 (a—a),

qui devient
bx — b'y=ba' — b'a.:

équation d'une droite réelle qui passe par deux des quatre points
d’intersection imaginaires des deux coniques. Les deux autres
points sont pareillement sur une autre droite réelle. Ainsi le théo-

réme est démontré.

340. On conclutdes considérations précédentes le résumé
suivant, relatif au quadrilatére inscrit a deux coniques.

Le quadrilatére a toujours deux cotés réels. Les deux
autres cotés peuvent étre imaginaires; ainsi que les deux
diagonales. La droite qui joint le point de concours de ces
deux autres cdtés, réels ouimaginaires, au pointde concours
des deux diagonales, est toujours réelle. Mais ces deux
points de concours peuvent étre réels ou imaginaires. 1ls
sont réels, quand les deux coniques ne se coupent pas; et
imaginaires, quand les deux coniques se coupent en deux
points.

Lorsque les coniques se coupent en quatre points, toutes
les parties du quadrilatére sont réelles. - :
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5 IV. — Construction des cordes communes.

341. Etant données deux coniques, construire leurs
cordes communes.

1° On cherche les trois points conjugués communs aux
deux coniques : il suffit de décrire deux autres coniques
qui ont un point commun connu a priori, et dont les trois
autres points Q’intersection sont les points cherchés (338).

2° Si un seul de ces trois points, P’ par exemple, est
réel, les deux cordes communes aux deux coniques passent
par ce point, et on les détermine ainsi : on prend les po-
laires d’'un point O quelconque, lesquelles se coupent
en O’; puis les polaires d’un autre point £, lésquelles se
coupent en ', Les polaires des points O el Q, relatives a la
conique représentée par les deux droites cherchées, passent
par O/ et €, respectivement (308); conséquemment les
deux droites cherchées diyisent harmoniquement les deux
angles OP"O’, QP"Q). S

3° Si les trois points conjugués communs aux deux co-
niques sont réels, on détermine pour chacun d’eux les deux

cordes communes qui ont leur intersection en ce point. Ces

trois systémes de deux cordes communes aux deux coniques
seront réels quand les deux courbes auront leurs quatre
points d’intersection réels; et un seul sera réel quand deux
points d'intersection seulement seront réels.

Remargue. — La construction des points d’infersection
de denx coniques, question qui admet quatre solutions
(réelles ou imaginaires), se ramene done a la recherche des
points d’intersection de denx coniques qui ont un point
commun connu ; question qui admet trois solutions.

Ces considérations géométriques s’accordent avec I’ Ana-
lyse qui apprend a ramener la résolution des équations du
quatriéme degré a celle des équations du troisieme degré,
suivie de la résolution d’équations du second degre.
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Cas particuliers et conséquences da probléme.

342. 1. — L'une des deux coniques données est irgﬁm}
ment petite, ou, en d’autres iermes, est U'ensemble de denx
droites z'm.r.'gin.aires (329).

On suppose que les systémes de diamétres conjugués dela
conique infiniment petite sont donnés; ce sont des.droites
paralléles aux diametres conjugués d’'une conique homo-
thétique 4 la conique infiniment petite, ou bien des droites
conjuguées harmoniques par rapport aux denx droites ima-
ginaires qui représentent la conigne infiniment petite.

Soit P la conique infiniment petite, ou le point d'inter-
section de ces deux droites. Ce point est un des trois dont
chacun a la méme {)olaire dans les deux coniques Proposees
Les deux autres P/, P’ sont sur la polaire de P, et on les dé-
termine comme on I'a vu ci—dessus (333, Of’)s.).

Les detix cordes communes cherchées passent par un de
ces points P’ P”; on les construira comme il vient d’étre
dit (344, 3°).

Ossenvarion. — Ce probléme revient, sous un énoncé
différent, A celui-ci : Etant données les deux H:'agdnafe.q
fnmgz'nm}m A'un qua.(lri!’atém inscrit dans une conique,
déterminer les points de concours des cotés opposés, et les
deux cotés réels,

L’existence de ces deux cOtés réels, démontrée par ce qui

-

précéde, avait été annoncée dans Particle (129).

1I. — Le point de rencontre P des deux droites imagi-
naires données, est situé sur la conique.

Les cordes communes i la conique et aux deux droites
imaginaires, qui représentent une coniqne infiniment pe-
tite P, connue d'espéce, sont la tangente en ce point P
et une autre droite sur laquelle se trouvent les deux points
imaginaires, intersection de la (‘omque et des deux droites

lmd(‘ Lnaires (101'!11( es.

SCD LYON 1




CHAP. XIII. — CORDES COMM. A DEUX CONIQUES. 225

On construit sur la tangente en P le point P/ qui a la
méme polaire dans les deux coniques, et par lequel passe
la corde commune cherchée (338). Pour obtenir ensuite la
direction de cette droite, il suffit de prendre les polaires d’'un
point quelconque Q relatives aux deux coniques : ces po-
laires se rencontrent en un point Q', parlequel passe aussi
la polaire du point ) relative au systéme formé de la tan-
gente P'P et de la droite cherchée (308). Conséquemment
cette dernicre droile est conjuguée harmonique de la tan-
gente P'P par rapport aux deux droites P'Q, P/Q’, et se

trouve ainsi déterminée.

HI. — Les deux coniques données sont, Uune et Uautre

Uensemble de deux droites imasinaires.
5

On peut.dire aussi, comme dans la question précédente,
que les points d'intersection des deux systémes de droites
imaginaires représentent deux coniques infiniment petites
connues d’espéce.

Soient P, P’les deux points, ou les denx coniques. Les
diamétres conjugués du diamétre PP/ commun aux deux
coniques se croisent en un point P’ qui a la méme polaire
dans les deux courbes, savoir la droite PP'. Par consé-
quent les deux cordes communes cherchées passeut par ce
point P, :

La construction de ces droites rentre dans le cas génd-
ral (344, 2°).

Opservarion.—Puisque chacune des deux comques BP
représente I ensemble de deux droites i imaginaires, la ques-
tion revient a celle-ci :

Etant donnés les couples de cotés Opposés, imaginaires,
d’un quadrilatére, trouver les diagonales.

Ces diagonales sont toujours réelles, pulsqu’el]os seront
les cordes communes des deux coniques infiniment petites
représentées par les deux couples de cotés i imaginaires.

15
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343. Mener par un point () une conique qui ait pour
cordes communes avec une conigue donnée G, deux droites

D, IY (réelles ou imaginaires).

Cet énoncé n’est qu'un cas particulier du probléme (303)
dans lequel on prend pour I'une des deux coniques don-
nées, I’ensemble des denx droites D, D',

CororrAtre. — Les droites peuvent se confondre en une
seule D; et 'on a ce probléme a résoudre : Mener par un

point Q une conique qui ait deux points de contact avec
une conique donnée C, sur une droite D).

On prend sur une transversale menée par le point Q, et
qui coupe la conique donuée en a et.@, et la droite D en b,
le point Q' conjugué de Q dans une involution dont &, al
sont deux points conjugués, et & un point double. Le
point Q' appartient a la conique demandge.

Remarque. — Si la droite D ne rencontre pas la coni- ‘
que C, la construction subsiste; mais les deux points de

contact de C et de la conique conslruite sont imaginaires.

344. Construire une conique tangente a deux droites
imaginaires et passant par trois points dont deux sont
ausst maginaires.

Appelons L, L/ les deux droites, S leur point de con-
cours (qui est réel), et a, b, c les trois points, dont deux
b, ¢, sont imaginaires. Que l'on décrive un cercle tangent }

aux deux droites L, I'. Ce cercle est homologique a la co-
nique cherchée, le point S étant le centre d’homologie. Les
deux droites imaginaires Sb, Sc¢ rencontrent le cercle en des
couples de points imaginaires &', 8" et ¢', ¢, situés sur deux
droites réelles b'c’, b"¢" déterminées (342, I).

La droite Sa rencontre le cercle en deux points a', a”.

Regardons les trois points a, b, ¢ de la conique cherchée
comme correspondant aux trois points @', &', ¢’ du cercle.
Pour construire la conique, il suffit de déterminer l'axe
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d’homologie. On connait un point de cet axe, savoir, le
point de rencontre des deux droites homologues ab, a’b’.
Pour en déterminer un second, on observera que les points
homologues des deux figures situés sur la droite Saa’ for-
ment deux divisions homographiques dont les points dou-
bles sont le point S et le point « ot cette droite rencontre
I'axe d’homologie. Les deux points d, d’ on cette méme
droite rencontre les droites be, b'c’ sont, de méme que
a, a', deux points homologues des deux divisions. Consé-
quemment on connaitra le point double e« : et I'axe d’ho-
mologie sera déterminé. On pourra donc construire la co-
nique par points (264).

Faisant correspondre les trois points @, b, ¢ aux trois
a', ", ¢ du cercle, on déterminera une seconde conique;
puis une troisiéme, et une quatriéme, en faisant correspon-
dre.a; b, caa’, b, c'5puisa o’y b, ¢!,

Ce sont les quatre solutions de la question (47).

Cas particuliers. 1. — Les deux droites imaginaires L, I/
peuvent étre les asymptotes d’un cercle; alors, d’aprés le
théoréme (292), on résout ce probléme : Construire une
conique qui ait un foyer en un point donné, et qui passe
par trois points dont deux sont imaginaires.

II. — Si les deux points imaginaires b, ¢ sontsitués a'in-
fini, sur une conique donnée, la question peut prendre cet
énoncé : Construire une conique homothétique & une co-
nique donnée (¥), tangente & deux droites imaginaires et
passant par un point donné.

{*) Vaoir ci-aprés (374).
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CHAPITRE XI1V.

DES POINTS DE CONCOURS DES TANGENTES COMMUNES
A DEUX CONIQUES, OU POINTS OMBILICAUX.

§ I. — Points ombilicaux de deux coniques.

345. Le point dlintersection de deux tangentes (réelles
on imaginaires) communes a deux coniques peut étre con-
sidéré comme un des sommets, oudes points de corncours
de deux cétés opposés, du quad.r'z'lafére circonscrit aux
deux coniques. :

La dénomination de point d’intersection de deux tan-
genles (réelles ou imaginaires) communes & deux conigues
est longue et serait d'un usage incommode dans le discours;
celle de sommet ou point de concours des cétés opposés du
quadrilmérc circonscrit aux deux conigues, outre le défant
aussi de la longueur, aurait encore I'inconvénient d’impli-
quer 'idée d’un quadrilatére complet, bien qu’imaginaire
le plus souvent, quand on peut n’avoir a considérer qu’'un
seul pointde ce quadrilatére. Il nous parait donc nécessaire
de substituer i ces dénominations une expression plus sim-
ple; et nous appellerons le point dont il s’agit, ombilic
ou poirnl ombilical des deux coniques. Le mot ombilic a
servi pendant longtemps pour désigner les foyers (¥*)

(*) Voir: C. Myporce, Conicorum libri quatuor priores. Parisiis, 1641,in-fol.:
Umbilicos hyperbolarum et ellipsium dicimus, puncta..,; p. 8, 64-68, 76. —
3. pe Wirr, Elementa curvarum linearum, eic. Amsteleedami, 1659, in-4° :
Si... ad uirumque Umbilicum recle ducantur. . .; p. 293-294, 3o1-3o03. —
DE s Hirg, Séctiones conice. . Parisiis, 1685, in fol. : Neoterici geometra
Umpinicom, et Focom tale puncium (in Parabola) vocitaverunt; p. 177. —

SCD LYON 1



CHAP. XI1V. — OMBILICS DE DEUX CONIQUES. 219
et puisqu’il n’a plus ceite signification, on peut lui donner
une acception différente. Au surplus on reconnaitra dans
ce qui suit qu’il était indispensable de dénommer les points
dont il s’agit par un mot unique (*).

346. La propriété suivante suflit a distinguer un point
ombilical, ou point de concours de deux tangentes (réelles
ou imaginaires) communes i deux coniques : Toute droite
menée par ce point a ses poles, relatifs aur deux coni-
ques, situés sur une seconde droite qui passe par le point;
en d'autres termes : Les systémes de deuzx droites conju-
guées autour d’un point ombilical, sont les mémes dans
les deux conigues.

Et réciproquement : §’il existe un point tel, que tous
les systémes de deux droites conjuguées autour.de ce point
soient les mémes dans deux: coniques (auquel cas il suffit
que cela ait lieu pour deux s) stémes), ce point est un om-
bilic ou point de concours de deux langentes communes
aux deux coniques.

Cela est évident, d’aprés la définition des droites conju-

Jac. Mines, Sectionum conicarum Elementa..., ed. 32. Oxonix, 1733 : Puncta
H, ¥, Yeterihus Puncta ex comparatione, Neotericis Foct sew UMBILICT appel—
lantur; p. go. —EuLER, Introductio in Analysin infiniterum, 1ib. 29 Vocantur
ista puncta Focr sew UMBILICL sectionis conice; p. 63.

(*) Le point de rencontre de deux tangentes communes a deux coni-
ques peut étre parfois un eentre d'fiomologie des deux courbes, et a été ainsi
nommé par M. Poneelet (Traité des Propriéiés projectives, p. 164 ). Mais cette
propricté n’est pas générale, c'est-a-dire qu’elle n'appartient pas a tous les
points de rencontre des tangentes communes ; il faut, pour qu'il y ait homo-
logie, que les deux coniques soient comprises dans le méme angle des deux
tangentes ou dans deux angles opposés au sommet. Par exemple, des six points
de rencontre des quatre tangentes communes a deux cercles, il n’y en a que
deux qui soient des centres d’homologie, De plus, Pidée d’homologie impli-
que la considération des cordes communes (qui sont les axes d’homologie?),
et ne se rattache pas a une simple et primordiale propriété des tangentes
communes & deux coniques. Enfin elle ne s’étend pas aux coniques sphé-
riques pour lesquelles il nous faudrait eréer une expression différente.
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gudes (107), puisque les tangentes aux deux coniques issues
du point ombilical sont les mémes.

347. La droite qui joint deux points ombilicaux com-
muns & deux coniques, a le méme péle dans les deux
courbes.

En effet, si les deux pdles étaient différents, ils seraient
sur une droite qui devrait passer tout a la fois par les deux
ombilics. Ce qui n’est pas possible.

Réciproquement : Quand une droite a le méme péle
dans deux coniques) celte droite passe par deux des poinu'
ombilicaux de ces courbes, et représente une conique infi-
niment aplatie qui a scs deux sommets en ces points, et qui
satisfait a la condition d’étreinscrite dans le quadyrilatere
circonscrit aux deux coniques proposées;

Quand ces points sont imaginaires, on peut regarder
la droite comme une hyperbole infiniment ouverte, dont
axetransverse est nul, dont les deux branches coincident
avec la droite, et qui satisfait aussi a la condition d’étre
inscrite dans le quadrilatére (tmaginaire) circonscrit aux:
deux coniques.

En effet, soit L la droite qui a le méme pole P dans les
deux coniques C, C' : cherchons la conique tangenie a cette
droite et inscrite dans le quadrilatére circonscrit & C et C'.
Pour déterminer les tangentes a cette courbe, on mene par
un point m de la droite L les tangentes a CetC/, puis la
droite qui faitavec ces couples de tangentes et L une involu-
tion : cette droite est tangente a la conique cherchée (316).
Or ici cette droite se confond avec L : car les deux droites L.
et m P sont conjuguées relativement aux deux coniques, par
conséquent sont les rayons doubles de I'involution déter-
minée par les deux couples de tangentes menées du point m.
Done tout point de L peut étre considéré comme Uintersec-
tion de deux tangentes a une conique, qui se confondent

avec celte droite.
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Cela prouve que cette droite représente une conique in-
finiment aplatie inscrite dans le quadrilatére circonserit
aux deux coniques proposées, c’est-a-dire une diagonale du
quadrilatére, comme nous 'avons déja vu (317). Les deux
sommets, extrémités de cette diagonale, sont les ombilics
des deux coniques.

Lorsque ces points sont imaginaires, on peut dire encore
que la coniqueinfiniment aplatie, représentée parla droite,
est une hyperbole infiniment ouverte, dont I'axe trans-
verse est nul et dont les deux sommets sont imaginaires.

348. Quand deux coniques ont une tangente commune
véelle, si on les transforme par la méthode des polaires
en deux autres (252), celles-ci ont un point commun
réel, et par conséquent un second point commun pareille-
ment réel (331); donc les deux premiéres coniques ont une
seconde tangente commune réelle. Ainsi : Quand deux
conigues ont une idngemc commune réelle, elles en ont
nécessairement une seconde aussi réelle.

349. Le point de rencontre des deux tangentes est un
ombilic des deux coniques; conséquemment les deux
courbes ont un second owbilic (318). Ainsi : Lorsque deux
contgues ont une tangente commaune réelle, elles ont tou-
jours deux ombilics réels, dont I'un est situé sur cette tan-
gente.

Si les deux coniques sont tangentes entre elles, le point
de contact est un ombilic, et elles en ont toujours un
second qui est I'intersection de deux tangentes communes
(réelles ou imaginaires). La droite qui joint ces deux points
représente une conigue infiniment aplatie inscrite dans le
quadrilatére circonscrit aux deux coniques (347).

Osservarion. — Aux propositions concernant les points
d’intersection et les cordes communes de deux coniques,
correspondent, comme corrélatives ou polaires réciprogues,
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des propositions concernant les tangentes communes et les
points ombilicanx (chap. 1X, § I?*). Nous nous bornerons
a énoncer ces propositions sans les démontrer direciement,
et en indiquant seulement celles auxquelles elles corres-
pondent.

350. 1. —Quand deux coniques ont quatre tangentes
communes réelles, elles ont trois couples de points ombili-
caux (333, I).

Il. — Quand deux coniques ont deux tangentes com-

T SE LTINS

g munes reelles et deux tangentes communes tmaginaires,

5
elles n’ont que deux points ombilicaux (333, 11).

e

351. Etant données deux coniques, il existe, en géne-
ral, trois droites L, 1L/, L, dont chacune a le méme péle
dans les deux courbes. Une de ces droites est toujours
réelle ; les deux autres peuvent élre imaginaires.

Concevons qu’autour d’un point QQ on fasse tourner une
transversale; la droite qui joindra ses poles dans les deux

¥ coniques données C, €' enveloppera une conique X (324).
Pour un autre point (), on aura une autre conique 22l
Ces deux courbes ont une tangente commune, connue
a priori, c’est la droite qui joint les poles de QQ'. Les
trois autres tangentes communes, donl une sera loujours
réelle (348), sont les trois droites dont chacune a le méme
pole dans les deux coniques C, -

Remarque. — La proposition actuelle ne differe point
an fond de la proposition (335), dont elle est d’aillears la
corrélative. Nous en indiquons ici la démonstration directe, :

parce qu'elle implique une nouvelle construction des trois 5.
droites L, L', 1",

352. Quand les quatre tangentes communes a deux co- :
niques sont réelles, les trois droites L, L/, L”, dont chacune |
a le méme pole dans les deux courbes, sont réelles ; car
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ces droites sont les diagonales et la droite qui joint les
points de concours des coiés opposés du quadrilatére cir-
conscrit aux deux courbes.

Mais quand les deux coniques n’ont que deux tangentes
communes réelles, une des trois droites L, L/, L est réelle,
et les deux autres sont imaginaires (336).

353. Quand deux coniques n'ont aucune tangenle
commune réelle, les trois droites L, L', L sont réelles

(337).

354. Qugnd deux coniques ont un point de contact,
la tangente L, qui leur est commune en ce point, a le méme
podle dans les courbes : ¢’est le point de contact; et il n'existe
qu'unc autre droite L' ayant aussi le méme pole; cette
droite passe par le point de contact (338).

355. Deux coniques ont toujours un systéme de deux
ombilics réels, quotgu’elles puissent navoir aucune tan-
gente commune réelle (339).

356. Des énoncés qui précédent, on peut, au point de
vue du quadrilatére circonscrit, faire le résumé suivant.

le quath'ilalé‘re circonscrit a deux coniques-a toujours
deux sommets réels. Les deux autres sommelts peuvent étre
imaginaires, et alors les deux points de concours des eOLés
opposés le sont aussi. Le point d’intersection des deux
droites sur lesquelles se tronvent, respectivement, ces deax
sommets et ces deux points de concours est toujours réel.
Mais les deux droites peuvent étre réelles oun imaginaires :
elles sont réelles, quand les coniques n'ont aucune tangente
commune, et imaginaires, quand les deux coniques ont
deux tangentes communes réelles. ;

Lorsque les deux coniqncs ont quatre tangentes com-—
munes réelles, toutes les parties du quadrilatere eirconserit

sont réelles.
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§ II. — Construction des points ombilicaux.

357. Etant données deux conigues, déierminer les
ombilics, ou points de concours de leurs tangentes com-
munes.

1° On cherche les trois droites L, I, L”, dont chacune a
le méme pole dans les deux coniques; ce qui sefait au moyen
de deux autres coniques que I'on construit (851). Gelles-ci
ont une tangente commune connue a priori; et leurs trois
autres tangentes communes sont les trois droites cher-
chées (351). &

On peut aussi déterminer, comme précédemment (335),
les trois points dont chacun a la méme polaire dans les deux
coniques proposées. Les polaires de ces points sont les
droites cherchées.

29 Tl existe sur chacune de ces droites deux ombilics, réels
onimaginaires (347 ). Néanmoins un des trois couplesd’om -
bilics est toujours reel (355), de méme qu'un des trois cou-
ples de cordes communes a deux coniques est toujours réel,

3° Pour censtruire les denx ombilies S, S situés sur
I'une des trois droites, L, on méne une droite D arbitraire-
ment, et la droite D' qui joint les poles de D dans les deux
coniques. Ces droites DD, I coupent L en deux points d, gt
Le pole de D relatif a la conique infiniment aplatie repré-
sentée par la droite 88 est le conjugué harmonique de d par
rapport aux deux points 5, &'. Ce pole est situé sur D’ (323):
c’est donc le point d’. Ainsi, les deux points d, d’ sont con-
jugués harmoniques par rapport aux deux points cherchés
S, S'. On construit de méme, avec une autre droite D;,
deux autres points dy, d', conjugués harmoniques par rap-
port & S et §'. Dés lors ces deux points sont déterminés.

4° Si une seule des trois droites L, L/, L”, est réelle, les
deux points S, 8’ déterminés sur cette droiie sont les deux
seuls ombilics communs aux deux courbes.
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5¢ Si les trois droites sont réelles, on cherche sur cha-
cune d’elles les deux ombilics (réels ou imaginaires) qui
s’y trouvent. :

Cas particuliers et conséquences du probléme.

358. 1. — L’'une des deux coniques données est une
droite L limitée a deux points imaginaires.

Cette droite est I'une des trois L, I/, 1.7, dont chacune a
le méme péle dans les deux coniques. On détermine les deux
autres, au moyen des deux points de L. conjugués par rap-
port & la conique donnée et par rapport aux deux points ima-
ginaires donnés. Ces deux points, ainsi déterminés, appar-
tiennent aux deux droites L, I, qui d’ailleurs passent par
le péle de la droite donnée L. dans la conique.

Puis, on cherche sur chacune des deux droites L/, L” les
ombilics qui s’y trouvent (357, 3°), dont deux sont réels
et les deux autres imaginaires.

OsservaTion. — Ce probléme revient a celui-ei, sous un
autre énoncé : Erant donnés les deux points de concours
imaginaires des cotés opposés d'un quadrilatére circon-
scrit & une conique, déterminer les diagonales du quadri-
latére et ses deux sommets réels (356).

II. — La droite donnée est tangente a la conigue.

.La question peut prendre cet énoncé :

Erant donnés une conique et deux points, réels ou ima-
ginaires, situes sur une de ses tangentes, on demancde de
construire le point d’intersection des tangentes (reelles
ou imaginaires) qui passent par les deux points donnés.

Soit @ le point de contact de la tangente sur laguelle sont
donnés deux points ¢ et g, réels ou imaginaires; on prend
le conjugué harmonique @’ de a, par rapport aux deux
points e et o3 et par ce point @’ on mene ala conique la tan-
gente a' b, dont b est le point de contact. La droite ab ale

méme pole a’ dans la conique proposée et dans celle qui
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est représentée par la droite eg. Par conséquent, 'ombilic
cherché, an point de concours des deux tangentes qui
partent de ¢ et @, se trouve sur la droite ab.

Pour déterminer ce point on meéne une droite quel—
conque D, et on construit ses poles relatifs a la conique et
au segment 2. On joint ces poles par une droite D’. Ces
deux droites rencontrent ab en deux points d, d'; et le
point cherché est le cornjugué harmonique du point @ par
rapport a « et d’. Dés lors ce point est déterminé.

Ill. — Les deux coniques sont deux droites terminées
chacune & deux points réels ou imaginarres.

On cherche la droite qui a le méme pole dans les deux
coniques. C'est la droite L qui joint les conjugués harmo-
niques du point d’intersection des deux droites proposées
par rapport aux deux couples de points donnés sur ces
droites.

Pour construire les deux points cherchés sur la droite L,
on méne une transversale et la droite quijoint ses poles dans
les deux coniques : ces deux droites rencontrent la droite L
en deux points. On obtient un second couple de points
semblables, a I’aide d'une autre transversale : et les points
doubles de 'involution déterminée par ces deux couples de
points sont les points cherchés.

Osgservarion. — La question peut prendre cet énoncé:

Etant donnés sur deux droites les sommets, réels ou

imaginaires, d’un quadriatére, trouver les points de con-
cours des cdtés opposés.

359. Ces considérations serviront a résoudre la question
suivante, corrélative de (344).

Construire une conique qui passe par deux points ima-
ginaires et soit tangente & trois droites dont deux sont

aussi imaginaires. -
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CHAPITRE XYV.

RELATIONS ENTRE LES CORDES COMMUNES ET LES OMBILICS
DE DEUX CONIQUES. — CONIQUES HOMOTHETIQUES. — PER-
SPECTIVE DE DEUX CONIQUES TRANSFORMEES EN CONIQUES
HOMOFOCALES.

§ L.

360. Les cordes communes a deux coniques existent par
couples, comme on I'a vu (303, Coroll.), ainsi que les ombi-
lics (318). En outre les couples d’ombilics correspondent,
en vertu de certaines relations, aux couples de cordes com-
munes. Car deux cordes communes passent par un des trois
points P, P’, P”, dont chacun a pour polaire, dans les deux
coniques, la droite qui joint les deux autres (328); et deux
ombilics conjugués sont situés sur une des trois droites qui

joignent ces points deax a deux (847). Ainsi les ombilies

situés sur la droite P'P" correspondent aux cordes commu-
nes qui passent par le point P.

Les relations auxquelles donne lieu cette correspondance
font le sujet du présent paragraphe.

361. S d’un point d’une corde commune & deux co-
niques on méne des tangentes aux deux courbes, les quatre
droites qui joindront les points de contact de lu premiére
aux points de contact de la seconde passeront, deuxr a
deux, par les deux ombilics correspondants & la corde
commune.

Soient ( fig. 122) na, nb et na', nb' les couples de tan-
gentes aux deux coniques, menées par un point n dune
corde commune L. Les droites ab, a’b’ passent respective-
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ment par les poles p, p' de cette corde, et se rencontrent
en un point m de L (327). La droite aa’ coupe pp’ en un
point S. Prouyvons d’abord que ce point reste fixe, quel
que soit le point 7 de la droite L.

Le triangle mpp’, coupé par la transversale aa’S,
donne I'équation

am a'p’ Sp

="
ap a'm Sp' ?

d’oti, en élevant au carré,

SpaE iy aphe alm\?
Sp' T \am a’ip' >

Le point p étant le pole de la droite L, on a

ap bp
am b’
et'conséquemment
’EB"H_ ap.bp - pa.pb
am ant, bm ma . mnb

Une paralléle a la droite L, menée par le point p, ren-
contre la premiére conique en deux points g, A. Appelons
¢, @ les points (réels ou imaginaires) communs aux deux
coniques sur la droite L ; on sait que

pa.pb  ph.pg (49).

ma. mb MLE.L IO

(A ph.pg
am/  me.mgy

Pareillement dans la seconde conique

Par suite,

(ﬁ):: _pf]lr.p!gl.

a'm me.my
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Done

(S]J ).2 ph.pg
FpE = T By )
Sp PH.pg

Sp ol . pe :

2P — LEPS const.

Sp' ppeg 3

Ce qui prouve que la droite aa’ passe par un point fixe S
de la droite pp’. La droite ab’ passe aussi par un point
fixe §’. Ces deux points correspondent aux deux signes de

3 : Speai @ :
I'expression du rapport #j—, Conséquemment ces points S,

S’ divisent harmoniquement le segment pp'.

Il reste a prouver que chacun de ces points est un om-
bilic des deux coniques. Or, celase voit sans difficulté;
car si I'on prend le point n de la droite L sur une tangente
commune aux deux coniques, les deux tangentes na, na’,
et conséquemment la droite @a’ qui joint les points de con-
tact, coincident avec cette tangenie commune, qui passe
donc par le point S ou le point 8/,

Ces points.sont done deux points de concours des lan-
gentes communes aux deux coniques, c'est-a-dire deux
ombilics.

Ainsile théoréme est démontré.

Réeiproguement : Si par un point ombilical commun
a deux coniques on méneune droite qui coupe ces courbes,
chacune en deux poinis réels, et qu’en ces points on méne
les tangentes : les tangentes & la premiére courbe rencon-
treront les tangentes a la seconde en quatre points situes,
deux a deux, sur les deux cordes communes correspon-
dantes ¢ 'ombilic.

En effet, soient @, @' deux des points des deux coniques
situés sur la droite menée par un ombilic S. La tangente
en a coupe chacune des deux cordes communes corres-
pondantes & cet ombilic (360) en un point; et P'un des
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deux points de contact des tangentes menées de ce point a
la seconde conique, est situé sur la droite Sa, d’aprés le
théoréme démontré. Ce point de contact est donc a’.

Done, ele.

362. On voit sans difficulté que la démonstration du
théoréme (361) s’applique a cet énoncé diflérent :

Si d’un point d'une corde conmune & deux coniques on
mene aux poéles de cetle corde, deux droites qui rencon-
trent les deux coniques, respectivement, en deux couples
de poinis (a, b et a’, b’} : les droites menées des points
d'un couple aux points de lautre passeront, deux a
deux, parles deux ombilics qui correspondent & la corde

comimune.

363. Soient o et @ ( fig. 122) les poinis o les droites
Saa’ et Spp’ rencontrent la corde commune L : les trois
droites ap, a'p’ et L concourent en un méme point 1z,
comme on I'a dit ci-dessus (361); on a dés lors

Sa caa Spiiiw
2 = -—]— 5 '——p, =—iconsts

Sa “wal Spliwp

Cette relation montre que les deux courbes sont homolo-
giques (264). Donc:

Deux conigues quelconques sont deux figures homolo-
giques dans ie.'fquelles. l'axe d’homologie est une corde
commune, et le centre d’homologie est un ombilic cor-
respondant a cette corde (*).

Toutefois il fant que les deux coniques. soient tellement
placées, que les transversales menées par Pombilic les
rencontrent i la fois en des points réels, ou en'des poi'nts
imaginaires ; car si cela n’avait pas lieu, c’est-a-dire si une

(*) Cette propriété de deux coniques a été démontrée par des considé-
rations deperspective, dans le Traité des Propriétés projectives de M. Pancelet.

( Vair p. 158.)
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iransversale rencontrait une conique en des points réels
et l'autre conique en des poinis imaginaires, ces deux
courbes ne seraient point homologiques.

- On peut dire encore que la corde commune prise pour
axe d’homologie doit avoir chacun de ses points extérieur,
ou intérienr, aux denx coniques a la fois. De sorte que si
un point de la corde commune se trouve intéricur ‘a une
conique et extérieur a l'autre, comme cela peut avoir lieu
a I'égard d'une ellipse et d’une hyperbole, cetie corde n’est
pas un axe d’homologie des deux courbes.

364. Puisque, sauf cette restriction, deux coniques sont
homologiques par rapport a.une corde commune, prise
pour axe d’homologie, il s’ensuit que si lon fait lourner
le plan d’une des deux coniques autour de la corde com-
mune, les deux courbes se trouveront en pc.r‘sp(fclisfe, c'est~

a-dire sur un méme céne (G. §., 369).

365. Dans deux coniques, deux ombilics conjugues$§, S’

Sforment une involution avec les couples de points des

deux courbes situés sur la droite 8S'.

En effet, cette droite SS’ a le méme pole P dans les deux
coniques; et les tangentes aux points ou elle rencontre ces
courbes passent par ce point P. Mais ces tangentes et les
deux droites menées du point P aux deux ombilics, forment
une involution (313), puisque les ombilics sont deux som-
meéts opposés du quadrilatére circonscrit aux coniques (345).
Done les six points en question sont en involution.

Cororramre. — I résulte de 1a que : Par deux ombilics
conjugués communs & deux conigues on peut mener une
troisiéme conique passant par les quatre points d intersec-
tion des deux proposées (302).

366. Dans le quadrilatére aa’db’b (fig. 122) les deux
points S, S, points de concours des deux cdtés aa’, bb'
16
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et des deux diagonales ab’, a’b, divisent harmonique-
ment pp’. Done : s

Les poles d’une corde commune ¢ deux coniques sont
conjugués harmoniques par rapport aux deux ombilics
correspondants. '

367, Les polaires d’un ombilic sont conjuguées harmo-
niques par rapport aux deux cordes communes.

Car, si par 'ombilic on méne une transversale qui
rencontre les deux coniques, les tangentes aux points de
rencontre se coupent deux 4 deux sur les deux cordes
communes (361, Récipr.), et forment par conséquent un
quadrilatére dont ces cordes sont les diagonales, et dont
les points de concours des cdtés opposés sont sur les deux
polaires de I'ombilic. Donec ces deux points sont conju-
gués harmoniques par rapport 4 ceux ot la droite qui les
joint rencontre les deux cordes communes (G. §., 341).
Dong, ete. ' :

.

§ I

Cas particuliers relatifs & la position des deux
conigues.

368. Quand deux coniques ont un point de contact et
deux points d’intersection, réels ou imaginaires, elles n’ont
_que deux systémes de deux cordes commuunes. La tan-
gente au point de contact, et la corde, toujours réelle; qui
joint les deux points d’intersection, forment le premier sys-
téme; lequel est toujours réel. Les deux droites, réelles ou
imaginaires, menées du point de contact aux deux points
d’intersection forment le second systéme (réel ou imagi-
.naire) (334).

A chaque systéme de deux cordes communes correspond
un systeme de deux ombilics. j

Un ombilic du premier systéme, toujours réel, est le
point de contact des deux coniques, et le second ombilic,
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dés lors réel aussi (318), est le point de concours de deux
tangentes (réelles ou imaginaires ) communesaux conigues.

Les deux ombilies du second systéme (réels on imagi-
naires ) sont les points o la tangente aux coniques, en leur
point de contact, est coupée par les deux autres tangentes
communes aux deux courbes.

369. Quand deux coniques ont un point d’osculation,
c’est-a-dire un point de contact du second ordre, qu’on
peut considérer comme 1rois points consécutils réunis en
un seul, les deux courbes ont toujours un quatriéme point
commun réel, et une tangente commune réelle.

Alors elles n’ont qu’un systéme de deux cordes com-
“munes, savoir: leur tangente au point de contact et la corde
qui joint ce point au point d'intersection des deux courbes.
Elles ont aussi un seul conple d’ombilics, savoir : leur point
de contact et le point o leur tangente commune rencontre
la tangente au point de con'tact.

370. 1° Quand deux coniques ont un double contact,
c’est-i-dire -deux points de contact, elles ont deux sys-
témes de deux cordes communes : les tangentes aux points
de contact forment le premier systéme; et la corde qui
joint les deux points de contact forme seule le second "sys-
téme. Cette droite, indéfinie, représente alors deux cordes
communes coincidentes et peut étre regardée comme une
conique passant par les points d’intersection des deux pro-
posées.

2° Les deux coniques ont aussi deux systémes d’ombilics :
les deux points de contact forment le premier systéme; et
le pole de la corde de contact, qui est le point d’intersec-
tion des tangentes aux deux coniques en leurs points de
contact, forme le second systéme; ce point représente deux
ombilics coincidents. La corde de contact est une conique
infiniment aplatie limitée aux deux points de contact et dés

16 .

SCD LYON 1




244 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
lors inscrite dans le quadrilatére circonscrit aux deux pro-
posées; le pole de cette droite représente une conique in-
finiment petite, inscrite aussi dans le quadrilatére. -

3° On a vu que deux coniques peuvent avoir un double
contact imaginaire, c’est-a-dire deux points de contact ima-
ginaires sur une droite déterminée (343, Rem.). Dans ce
cas le premier systéme de cordes communes est imaginaire,
et il ne subsiste que la droite, ou corde de contact, qui re-
présente deux cordes communes coincidentes : le pole de
cette droite, ou pole de contact, représente le point d’in-
iersection des deux cordes communes, imaginaires.

De méme, le premier couple d’ombilics est imaginaire;
et il ne reste que le pole de la corde de contact, ou péle de,
conlact, qui représente deux ombilics coincidents.

371. Quand deux coniques ont un contact du troisiéme
ordre, auquel cas leurs quatre points d’intersection sont
réunis en un secul, et leurs quatre tangentes communes
se confondent, elles n’ont qu'une corde commune, qui est
la tangente en leur point de contact, et un seul ombilic,
qui est ce point de contact.

H s’ensuit que : 8i ’un point de la tangente commune
on iéne des tangentes aux deux coniques, la droite qui
joint les deux points de contact passe par le point de con-
tact des deux courbes (361).

Réciproquement : Quand deux coniques se touchent en
un point A, si les tangentes menées d’un point que[couque
de leur tangente commune en A ont leurs points de con-
tact toujours en ligne droite avec ce point A, les deux coni-
ques onl un contact du troisiéme ordre en ce point.

En effet, les deux coniques se touchant en A, ce point
estun ombilic, etla tangente est une corde commune, Une
droite menée par 'ombilic coupe les coniques en deux
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p(:ints, et les tangentes en ces poims se rencontrent sur la
seconde corde commune aux deux coniques (361, Récipr.).
Mais ici, -par hypothése, ce peint de rencontre est sur la
tangente en A. Celte tangente représente donc deux cordes

. communes coincidentes. Ainsi les deux coniqul® ont quatre
points communs réunis en A, c’est-i-dire un contact du
troisiéme ordre en ce point.

Cororratre. — Deux paraboles égales, quiont le méme
axe, ont un contact du troisieme ordre a Uinfini.

Car sil'on méne aux paraboles deux tangentes paralléles,
la droite qui joint les points de contact est évidemment
paralléle A leur axe commun, et passe par conséquent par
le point de contact des deux paraboles, situé a I'infini sur
cet axe. Donc, ete.

372. Si par le point de concours de deux cordes' com-
munes a deux coniques, on méne des paralléles au sysiéme
de diametres conjugués communs en direction aux deux
coniques (307), ces paralléles sont conjuguées harmo-
niques relativement aux deux cordes, parce qu'elles passent
par les deux points a l'infini conjugués par rapport aux
deux coniques, el conséquemment ‘par rapport aux deux
cordes communes (300). Si I'une des coniques est un cerele,
ces droites sont paralléles aux axes de I'autre courbe; mais,
étant rectangulaires, elles sont les bissectrices des angles
formés par les deux cordes communes (G. §., 80). Donc:

Les deux cordes communes a une conique et & un cercle
font des anglés égaux avec un axe de la conique,

CororzAire I. — On conclut de la que : Quand un
cercle est tangent & une conique, la corde qu'd intercepte
dans la conigue, et la tangente au point de contact, sont
également inelinées sur un axe de la conique.

Cette proposition donne le moyen de mener par deux
points d'une conique un cercle tangent a cette courbe., On
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voit immédiatement que la question admet quatre solu-
tions.

Cororrare II. — Le cercle osculateur en un point
d’une conique rencontre la courbe en un autre poa'.rzt Irf/,
que la coMle quijoint ce point au point de contact, et la
tangente en celui-ci, sont également inclinées sur un axe
de la conique.

De 1a résulte une construction trés-simple du cercle
osculateur en un point d’une conique.

§ III. — Coniques homothétiques.

373. Lorsque dans deux coniques il existe deux sys-
témes de diamétres conjugués de ['une, paralléles & des
diamétres conjugués de Iautre, ces coniques sont homo-
ilzétiqu.::s, c’est-a-dire semblables et semblablement pla-
cees.

D’abord, tout systéme quelconque de diamétres conju-
gués de I'une aura dans 'autre un systeme de diameétres con-
jugués paralléles, parce que trois systémes de deux diamétres
conjugués d'une conique forment une involution (172).

Soient ensuite AB et ab deux diamétres paralleles dans
les deux coniques. Pour construire un point de la premiére
courbe, on méne deux droites AM, BM paralléles a deux
diamétres conjugués. Les paralleéles a ces droiles, am,
bin, déterminent un point de la seconde conique. Mais il
est clair que les deax points M, m forment deux figures
semblables et semblablement placées, dans lesquelles le

: i A
rapport de deux lignes homologues est égal a e Donc, etc.

374. Deux coniques homothétiques ont une corde com-
mune, & Uinfini.

Si les deux coniques sont des hyperboles, leurs asym-
plotes sont paralléles, par conséquent les deux courbes ont
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deux points d’intersection 4 'infini, et la corde qui joint
ces points est elle-méme a l'infini.

Quand les deux coniques sont des ellipses, deux dia-
meétres conjugués de l'une sont paralléles & leurs homo-
logues dans I'autre; par conséquent deux points a Uinfini,
conjugués par rapport a une conique, sont conjugués par
rapport a I'antre. La droite située a I'infini est denc une
corde commune (327).

Réciproquement : Quand la droite située a Uinfini est
une corde commune a deux coniques, ces courbes sont ho-
mothétiques. : :

En effet, les deux courbes ont les mémes systémes de
deux points conjugués sur la corde commune située a
I'infini (327); dés lors deux diamétres conjugués quel-
coﬁques de I'une sont paralléles, respectivement, & deux
diamétres conjugués de autre; ce qui prouve qu’elles sont
homothétiques (373).

375. Deux paraboles quelconques sont toujom‘s deux

Jfigures semblables.

En effet, les équations des deux paraboles sont de la
forme

iy S
mp =X.Ap m'p '—'7" A’p" (208).

Le point m de la premiére étant pris arbitrairement, il
existe sur la seconde un point m’dont les coordonnées sont

it 7

AT _))._ Ap el e — TP

Car ces coordonnées satisfont & I’équation de la seconde
courbe, en vertu de celle de la premiére. Ainsi aux pointsm
de la premiére parabole, correspondent sur la seconde des
points ! dont les coordonnées sont proportionnelles 4 celles
des points m. Donc les deux courbes sont semblables.
ConorrAtre. — Si les axes des deux paraboles sont pa-
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ralléles, les deux courbes sont semblablement placées ; de
sorte qu’elles sont homothétiques. Alors elles ont un point
de contact & Pinfini. C’est le point situé sur leurs axes pa-
ralléles : et leur tangente en ce point est la droite située 4
Pinfini. Cette droite est une corde commune aux denx
courbes (368); ainsi on peut dire que : Deux paraboles quel-

- conques, qui ont leurs axes paralléles, sont homothétiques
et ont conscquemment une corde commune a Uinfini.

376. Deux coniques homothétiques et concentrigues ont
un double contact sur la droite située l’inﬁ‘n‘i.

En effet, les deux coniques ont les mémes systémes de
diamétres conjugués (373); par conséquent elles ont les
mémes tangentes issues de leur centre comnﬁﬁn, parce
que ces tangentes sont les rayons doubles de I'involution

formée par les couples de diamétres conjugués (111); et

les points de contact sont les mémes, puisqu’ils sont sur la
droite située a l'infini. Les deux coniques sont done tan-
gentes entre elles en ces deux points. Done, etc.

Réciproquement : Quand deux coniques ont deux points
de contact & Uinfini, clles sont concentrigues et homo-
thetiques.

En effet, d'une part, le pole de la corde de contact, qui
est le méme dans les deux courbes, est aussi le centre de
chacune d’elles. Et d’autre part, les systémes de diamétres
conjugués sont les mémes dans les deux coniques, puisque
les tangentes issues du centre sont les mémes. Douc les
deux coniques sont homothétiques (373). Done, ete.

377. Quand deux coniques homothétiques sont con-
centriques, les segments interceptés entre les deux courbes
sur wne transversale sont éga.u.r.

En effet, les deux segments aa’, AA’ (fig. 123) appar-
tiennent & une involution (300) dount un point double est
situé a Uinfinije’est le point situé sur la corde de contact
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des deuxs coniques (376), qui représente deux cordes com-
munes coincidentes (370). On a done

Aa = Alali (G. 5., 195.) C. Q. F. D.

Cette démonstration s’app]iﬁlue a une hymrbo]e el a ses
deux asymptotes.

Elle s'applique aussi a deux paraboles égales dont les
axes coincident en direction. Car ces courbes ont un con-
tact du troisiéme ordre a I'infini (371, Coroll.), et consé-
quemment deux cordes communes qui se confondentavecla
droite située a l'infini.

818. Mener par trois points une conique homothétique
a une conique donnée.

Soient A, B, C les trois points donnés. Qu’on méne par
le milicu de la corde AB une droite paralléle au diamétre de
la conique donnée conjugué i la direction de AB. Cette
paralléle sera un diamétre de la conique cherchée. Avec la
corde AC, on déterminera un second diaméire. De sorte
que le centre de la conique se trouve déterminé. Et par
suite la construction de la courbe est connue (166).

379. Construire une conique homothétique & une co-
nique donnée et tangente a trois droites.

Qu'on mene a la conique donnée six tangentes paralléles,
deux a deux, aux trois droites; elles forment, trois a trois,
huit triangles, égaux deux a deux, qui se réduisent & quatre
différents, et tous semblables au triangle formé par les
trois droites données. Qu’on méne, des sommets d'un trian-
gle, des droites au centre de la conique, et par les sommets
du triangle donné des paralléles & ces droites; ces paral-
leles détermineront le centre d’une conique satisfaisant
a la question.

Il y a donc quatre solutions.
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L
§IV. — Proprictés relatives a trois coniques qui ont
une corde commune, ou un ombilic commun.

380. Quand trois coniques C, C', ¢ ont une corde com-
mune, les trom cordes conjuguées a celle-la, dans les co-
nigues prises deux & deux, passent par un méme point.

En effet, soit D la corde commune aux trois coniques,
D/, D’, D" les trois autres cordes appartenant, la premiére
aux courbes C et G/, la seconde a C et C”, etla troisiéme
a C'et C". Soit ' le point de rencontre des deux droites ', D".
Une transversale menée par ce point rencontre la droite D
en d, la droite D” en ", et les trois coniques en trois
couples de points a, a’; b, b', et ¢, c’.

Les trois couples de points a, a’; b, b’ et d, d’ sont en
involution (300); de méme les trois couples a, a'; ¢, ¢/
et d, d'. Done les trois couples b, b'; ¢, ¢’ et d, d' sont en
involution (G. 8., 196). Maisles trois couples 4, 6’3 ¢, c'et
d, d" sont aussi en involution (300) : donc 4" coincide
avec d'. Clest-a-dire que la droite D" passe par le point de
rencontre de D’ et D", Ce qu'il fallait démontrer.

381. Quand trois coniques ont une corde commune,
les trois couples d’ombilics qui correspondent a cette
corde, forment les quatre sommets et les deux points de
concours des cotés opposés d’un quadrilatere; de sorte
que les six ombilics sont, trois a trois, sur quatre droites.

- En effet, soient O, 0’, 0" les pdles de la corde commune
aux trois coniques; les six ombilics sont situés deux a deux
sur les trois droites 00/, 007, 0’0" (361). Que d’un
point m de la corde commune on méne aux trois points O,
O’, 0" des droites qui rencontrent, respectivement, les
trois coniques en trois couples de points a, a’; b,5' et
¢, ¢'. Considérons trois de ces six points, pris sur les trois
coniques, tels que a, b, c. Les droites ab, be, ca qui les
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joignent deux & deux-passent par trois des ombilies (362),
lesquels sont les points ot ces droites rencontreront, respec-
tivement, les trois OO0/, O'O" et 0”0 (361). Mais ces trois
points de rencontre sont en ligne droite, parce que les trois
droites Oa, O'b, O'c qui joignent deux a deux les sommets
des deux triangles OO’ Q" ¢t abe, partent d’'un méme point
m (G. §., 365). Ce qui démontre la proposition, -

382. Quand trois coniques ont un ombilic commun, les
trois autres ombilics conjugués-a celui-le sont en ligne
droite. : -

Les démonstrations de cette proposition el de la suivante
sont en quelque sorte calquées sur celles des propositions
(381 et 382) ; il serait superflu de les reproduire.

383. Quand trois coniques ont un ombilic commun,
les trois couples de cordes communes aux coniques prises
deux @ deux, qui correspondent & cet ombilic, forment
les cétés et les diagonales d’un guadrilatére, de sorte que
ces six droiles passent, lrots ¢ (rois, par quatre points.

§ V. — Perspective de deux coniques devenant deux
coniques homof ocales ou deux cercles.

384%. Etant données deux coniques; on demande de
faire la perspective de ces courbes, de maniére qu’elles
deyiennent deux coniques homofocales.

Les deux coniques doivent n’avoir qu'un systéme de
deux ombilics réels, et ces points doivent étre intérieurs
aux deux courbes. _

Premiére solution. —Soient F, F/ ces deux ombilics. Il
suffit de faire la perspective de maniére que ces points de-
viennent les foyers de 'une des deux nouvelles courbes
(298, 5°). Ils seront aussi les foyers de Pauntre, parce que
quand un ombilic commun & deux coniques est un fojret‘
de T'une, il est aussi un foyer de l'autre, en vertu de la
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propriété (276) des foyers. Ainsi le probléme est résolu.

Deuxiéme solution. — Deux coniques homofocales ont
deux ombilics imaginaires 4 l'infini sur un cercle (294).
D’aprés -cela, qu'on cherche les trois droites dont chacune
a le méme pole dans les deux coniques proposées, Sur 'une
de ces droites se trouvent les deux ombilics réels I, I,
des deux coniques (347), et sur chacune des deux autres
sont.deux ombilics imaginaires. Il suffit donc de faire la
perspective de la figure de maniére que I'une de ces der-
niéres droites, L, passe a 'infini, et que les deux ombilics
qu’elle contient se trouvent sur un cercle.

A cet effet, qu'on prenne sur la droite L, déux couples
de points conjugués harmoniques par rapport aux deux
ombilics situés sur cette droite; soicnt @, a’ et b, b’ ces
deux couples de points. Qu’'on déerive sur les segments aa’,
bb' comme diaméires, deux circonférences qui se rencon-
trent en deux points O, 05 et sur la droite OO’ comme
diamétre, une circonférence dans le plan perpendiculaire
au plan de la figure. L’ceil qui fera la perspective sera
placé en un point quelconque de cette circonférence : et le
probléme sera résolu.

385. Etant données deux coniques, on demande d’en
Sfaire la perspective de maniére que ces courbes deviennenl
deux cercles. ;

11 est évident qu’il faut que les deux coniques n’aient
pas leurs quatre points d'intersection réels, mais deux an
plus. Dés lors elles n’ont que deux cordes communes réelles;
et sur une de ces droites, ou sur les deux, les points d'in-
tersection sont imaginaires.

Soit L une corde commune satisfaisant a cette condition.
On fera 1a perspective de maniére que I'une des deux coni--
ques devienne un cercle dans lequel la droite L aura passé a
Pinfini (298, 1°).. L'autre conique sera aussi un cercle,

puisque ces courbes, ayant une corde commune a l'infini,
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seront homothétiques (374). Le probléme est done résolu (1)

OssErvATION. — On peut résoudre, par les mémes prin-
cipes, diverses autres questions concernant la perspective
de deux coniques : par exemple, demander que les deux
courbes deviennent deux hyperboles équilatéres, ayant un
foyer commun ; deux paraboles ayant un foyer commun;
deux coniques homothétiques ayant un foyer commun;
Pune un cercle, et autre une conique ayant son foyer au
centre du cercle. -

(*) Cette question seulea é(é résolue, par des considérations fort diffé—
rventes, dans le Traité des Propriéiés projectives des figures de M. Pon-
celet (art. 110 et 121),
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CHAPITRE XVI.

PROPRIETES DE TROIS ET DE QUATRE CONIQUES PASSANT
PAR QUATRE POINTS, OU T ANGENTES ‘A 'QUATRE DROITES.

8 [. — T'rois coniques passant par quatre oints.
/i (2 :

386. TutorbME cENERAL. — Quand trois coniques pas-
sent par quatre points (réels ou fmaginaires), S de
chaque point m de l'une, on méne & deux points fixes O,
O, des droites qui rencontreront respectr‘vemeut_les deux
“qulres coniques en des points a, a’ et b, b': on a la rela-
tion constanie ;

ma.ma’  mb.mb'

(t) O{n_oa*'_’O'b.O’fJ':CDHSL

Clest-a-dire que si d'un autre point . de la premiére co-
nique on méne aux points O, O’ deux autres transversales,
qui rencontreront les deux autres courbes en ay, a| et by,
b, respectivement, on aura I'équation c

(! ma.ma’ _mb.mb’ pa.pd,  pbopd
) 0a.04 - 05.06  0a,.0d, 05,.05,

Soient A, A’ et B, B’ les points ot la droite mp rencontre
la deuxiéme el la troisiéme conique : on a dans le trian-
gle mOp, par le théoréme de Carnot (23), I'équation

ma.ma’ wa,.pd, mA.mA
0a.0a " 0a,.0d, p AL p A

Et pareillement dans le triangle mO'

mb.mb" f.f.b|.pb'l __ mB.mB’

06,00 " 0'b,.0'6,  uB.pB
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Mais les trois coniques passant par les quatre mémes
points, les trois couples de points m, A AC et BB
sont en involution (302), et 'on a

mA.mA' __mB.mT/
pApA T [.LB.F.BI.

Cette équation et les deux précédentes donnent celle qu’il
s'agit de démontrer. Donc, etc.

Réciproquement : Si, ayant deux conigues C, C' et
deux points fixes O, O, on cherche un point m tel, que
les segments faits sur les deux droites mO, mO’ par les
deux coniques, respectivement, satisfassent & la relation

ma.ma’ mb.mb’

o Oa.0a’ "0'6.00"

——consta=s
le liew du point m sera une conique passant par les
points d'intersection (réels ou imaginaires) des deux co-
niques proposées. i3y :

Cherchons les points d'une droite donnée L qui satisfont
a la question : soit m un de ces points, et a,, a3 b, , &
les couples de points dans lesquels la droite L rencontre
les deux coniques C, C/.

Que par les points O, O’ on méne parallélement a L,
deux droites qui rencontreront les coniques en a,, a.

| et
by, b', vespectivement; on aura (49)

ma.ma’ ma,.ma, mb . mb' mb,.mb',

0a.0a’ ~ 0a,.0d, 06,000 — 06,00,

d’on

()

ma.md, mb;.mb

Oa, 0d, 0'b,.00,

On détermine par cette équation deux points m, m' ap-
partenant au lien géométrique cherché; et I'on a évidem-

SCD LYON 1




256 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.

ment enlre ces deux poinlts la relation

r I r.'
ma,.may  m'a.ma,
mb.mb, " m'b.m'b,

qui exprime que Jes deux points m, m' forment une invo -
lution avee les deux couples a,, a,y by, b, . Dong si la
transversale L tourne autour d’un point m, appartenant
4 la courbe cherchée, le point m! décrira une conique pas-
sant par ce point /m et par les quatre points d’intersection
des deux proposées -C, C’ (303). Ce qui démontre le théo-

réme.

387. Coroviamzs. — L’équation (1), et I'équation (2)
(fui en est une conséquence, comme nous venons de le voir,
donnernt lieu 3 de nombreux corollaires qui sont autant
d’expressions différentes du méme théoréme général.

I. — Supposons d'abord que les points O et O’ soient les
centres des deux coniques G, C', et que D, D' soient les
demi-diamétres paralléles a la droite L menée pat . un
point m de la troisiéme courbe ; I'équation (2) devient

ma, md, _mb,.mb'

D: oD const. = X,

Ainsi :

Quand trois coniques ont les mémes cordes communes,
si par un point m de l'une, on méne une droile qui ren-
contre les deux autres en deux couples de points a, a' et
b, b/, et que D, D' soient les demi-diamétres de ces deux
courbes, paralléles & la droite, on aura la relation
constante

(3 ma.ma’ mb.mb'
(9 D T D" = fonste=1, -

quels que sotent le point m de la premiére conique, et la
direction de la droite menée par ce point.
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II. — La méme équation a lieu, en vertu du théoréme
de Newton (49), lorsque les points a, a', b, b' des deux
coniques sont sur des transversales différentes, menées par
le point m dans des directions quelconques; D et D' étant
les demi-diamétres paralléles a ces droites, respectivement,
De sorte que si les deux droites ma, mb sont tangentes aux
deux coniques, I'équation devient

ma mb <
o 3 o = const.
Donc :

Quand trois coniques ont quatre points communs, si de
chaque point de l'une on méne une tangente a chacune
des deux autres, et qu'on prenne le rapport de chaque
tangente au demi-diamétre qui lui est paralléle : les deux
rapports sont entre eux en raison constante.

III. — Si dans le théoréme général (386) le point O’ est
a Dinfini, dans une direction déterminée, I’équation (1)

subsistera comme si les segments complés a partir de ce

point devenaient égaux a 'unité, c'est-a-dire qu'on aura

/4
(4) :)i&g—aT:mb.mb'—_‘ const. ='4;.
a.0a

0'6.0'0
, . ' 2 : ’

Car dans 1'équation (1') le rapport 0B 0T de-vaent égal
a Punité.

IV. — Si le point O est aussi a linfini, 'équation se ré-
duit a
5 ma.ma’ e
(3) mb.mb" e

V. — Si les points O, O’ coincident, I’équation (1) de-
vient

ma.ma' 0a.0a'

(6) mb.mb’ " 0b.00b"

= const.
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VI. — Soient a, 6 et p les milieux des trois segments dé-
terminés par chacune des trois coniques sur la transver-
sale maO : on sait que

10, ma.ma’
e e S L |
26 mb.mb’ 1Gila0221,)

L'équation (6) devient don¢

: po Oa.Oa’

(7) E,W:const.

Cette équation fait connaitre le milien p des deux points
de la troisiéme conique sur la transversale aO.
Remargue. — Pour une autre transversale a,O on aura
une équation semblable, et conséquemment I'égalité
pe. 0a.0a"  pioy Oa, .04,
w8 06.00 — 416 ' 06,.00
Cette relation exprime la condition pour que deux points
¢, 1 donnés sur deux droites, soient les milieux des seg-
ments qu'une conique passant par les quatre points d'in-
tersection des deux coniques C, C' interceptera sur les
deux droites.

VII. — On a encore l'éguation
q
igte s h)
T D const.
LD

e

Ainsi : Quand irois coniques ont quatre points com-
muns, les segments qu'elles forment sur une transversale
jouissent de cette propriété, que le rapport des distances
du miliew du troisiéme segment aux milienx des deux
premiers est au rapport des caries des demi-diameétres
des deux premiéres-coniques paralléles a la transversale,
dans une raisen constante, quelle que soit la transversale.
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388. Conséquences de l’équation

(1) ma.mb ma’ .mb'
1 —
IDE= D~

=i\i="coTist

1° Quand les deux coniques C, C’ sont des ellipses,
si un point de la troisieme C est intérieur a I'une quel-
conque de ces deux-la et extéricur i Pautre, il en est de
méme de tous les autres points de cette courbe C/; et
si, au contraire, un point de C” est intérieur, ou exté-
rieur, aux.deux premiéres, ‘tout autre point de la méme
conique est aussi intérieur, ou extérieur, indifféremment,
aux deux premiéres.

En effet, dans le premier cas 'un des produits ma.mb,
ma'.mb" est positif et Pautre négatif; par conséquent la
constante A est négative. Il s’ensuit que réciproquement,
pour toute autre transversale menée par tout autre pointm,
les deux produits sont toujours de signes contraires; ce qui
prouve que le point m de la troisiéme conique est intérieur
a I'une des deux premiéres et extérieur a l'autre. :

Dans le second cas les deux produits ma.mb, ma'.mb'
sont de méme signe ( positif ou négatif); par conséquent la
constante A est positive, et par suite les deux produits, sur
toute autre transversale, sont de méme signe: ce qui exige
que le-point m de la troisiéme conique soit ou intérieur,
ou extérieur aux deux premiéres.

2° Quand la conique C est une ellipse et la conique C’
une hyperbole, on ales mémes résultats, parce qu'on peut
toujours diriger une transversale, & partic d'un point m
de €', de maniére qu'elle coupe les deux branches de I'hy-
perbole, anquel cas le carré du demi-diamétre paralléle est

" positif comme dans Pellipse.

3° Quand les deux coniques G, C’ sont des hyperboles,
on peut encore mener par chaque point de C” une droite
qui rencontre les deux branches de chacune des deux hy-

.
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perboles, ce qu'on reconnail en ramenant ce cas, par une
perspective, a celui d'une ellipse et d'une hyperbole; de
sorte qu'on obtient les mémes résultats.

On peut donc énoncer ce théoréme général ;

Quand trois coniques C, C', C" ont quatre points com-
muns (reels ou imaginaires), si un point de G" est inté-
rieur @ L'une des deux C, G' et extérieur a Uautre, tous
les poz'ﬁ..’.‘s de C” sont dans le méme cas; c¢’est-a-dire que
chaque point de cette conique est intérieur a Uune quel-
conque des deux G, C', et extérieur a Uautre.

Et si un point de C" est intérieur, ou extérieur, & C et
&, il en est de méme de tous les autres points de cette
conique; ¢'est-a-dire que tout point de C” est, soil inte-
rieur, soit extérieur, indifféremment, aux deux autres
courbes a la fois.

389. Le théoréme (386) fournit une solution du pro-
bléme suivant.

Etant donnés deux conigues C, C', un point m, et une
droite L, on demande de trouver les points d intersection
de cette droite et de la conique Z déterminée par la con-
dition de passer par le point m et par les quatre points
d intersection des deux coniques.

Par le point m on ménera-une droite quelconque ren-
contrant les deux coniques C, C’en a, a’ et b, b/, et la
droite L en O. Soient a,, @ et b,, b, les points ou L coupe
les deux courbes G, C', et m, 'un des points cherchés on
elle rencontre la conique inconnue X : on aura (386)

ma.ma’ _ mb.mb’ ma,.md, by omb

0a.0c" " 06.00"  04a,.0d, = 06,.00,

r
1

T.e premier membre est connu: et I'équation donne par
P ) q

suite le point m,. Elle a deux solutions, qui sont les deux
points cherchés.
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§ W. — Cas particuliers et conséquences des
théorémes précédents.

390. Si les trois coniques sont des cercles, 'équation (3)
se réduit a

ma.ma'’
o = const.

On conclut de la que : Quand trois cercles ont la méme
corde commune, les tangentes mences d’un point de ['un
aux deux autres, sont entre elles dans un rapport corn-
stant.

391. Supposons que la conique Csoit un cercle, et C
I'ensemble de deux droites; et que les deux points O, O’
soient a I'infini, auquel cas on a I'équation (5)

ma.ma’

e, — CONIoU:
mb.mb’

Le rectangle ma.ma' est égal au carré de la tangente
menée du point m au cercle C, et mb.mb' est proportionnel
au produit des distances du point m aux deux droites. Donc :

Etant donnés un cercle et deux droites, le lieu d’'un
point tel, que le carré de la tangente menée de ce point
au cercle, et le produit des distances du méne potnt
aux deux droites, soient en raison donnée, est une coni-
que qui passe par les quatre points d’intersection du cercle
et des deux droites.

Cororratwe, — Si les deux droites se confondent, la

~conique lieu du point m aura un double contact avec le

cercle sur la droite unique. Ainsi nous pouvons dire que :

Quand un cercle a un double contact (réel ou imagi-
naire) avec une contque, si de chaque point de la conique
on méne une tangente au cercle et une perpendiculaire &
la droite de contact, le rapport de la tangente & la per-
pendiculatre sera constant.
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392. 1l résulte de la, évidemment, que :

Quand deux cercles égaux ont un double contact avec
une conique, et que les cordes de contact sont paralléles,
la somme ou la n’éﬁ%‘f‘encc des tangentes menées aux deux
cercles par chaque point de la conique est constante.

393. Chacune des deux coniques C, C’ peut éire I'en-
semble de deux droites, ou bien un point qui représentera
une conique infiniment petite, homothélique a une conique
donnée.

Supposons que la premiére C soit un point P, et la se-
conde C''ensemble de deux droites L, L'; on se servira de
Péquation (4) de Particle (387), dans laquelle on pourra
remplacer le produit mb.mbd' par le¢ produit des distances
du point 7 aux deux droites ; et on prendra pour le point O
le point P lui-méme. Le produit Oa.0a’, ou Pa.Pa/, est
proportionnel au carré du diamétre D paralléle & Pm dans
la conique a laquelle la courbe infiniment petite C est ho-
mothétique. De sorte que 'équation deviendra

%, D (m, L).(m, L'} = const.
Le lieu du point m déterminé par cetie équation est une
conique ayant pour axes de symptose avec la conique in-
finiment petite les deux droites L, L.
- Conorrarre. — Si la conique, 4 laquelle Ie point P, re-
gardé comme une conique infiniment petite, est homothé-
tique, est un cercle, I'équation se réduit a

mP :
e == const,
(m,L).(m, L")
Donc :
Etant donnés un point fixe P, deux droites et une
raison A, le lieu d'un point dont le carré de la distance

au point fixe est au produit de ses distances aux deux
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droites, dans la raison A, est une conique qui passe par
les points d’intersection (imaginaires) des deux droites el
du cercle infiniment petit représenté par le point fixe.

e y . . . . .
Remproquemcm : Etant pres arbitrairement un potnt P

dans le plan d’une conique, on pourra toujours déter-
miner deux droites telles, que le carré de la distance de
chaque point de la conique au point P, et le produit des
distances du méme point de la courbe aux deux droites,
soient en raison constante. :

En effet, ces deux droites seront les axesde symptose de la
conique et du cercle infiniment petit représenté par le point.

Conséquemment ces droites sont également inclinées sur

I'un des axes de la conique (372).

394. Si les deux coniques C, C’ s¢ réduisent a des
points P, P’ qui représentent des coniques infiniment
petites données d’espéce, c'est-a-dire homothétiques a deux
coniques données 2, 2', I'équation (1) devient

— 2

mP mP mP  mp
> =—-const.- ou ——

il ~——— const.
D: " D-: DD c

D, D’ sont les demi-diamétres paralléles a Pm et P'm dans

les deux coniques X, Z'. De sorte que si ces courbes ont

leurs centres en P et P’ ( fig. 124), 'équation s'écrira
mP _ mP'

—— i} ——— = const.
PA " P' A

Done : ;
Etant données deux coniques quelconques dont les
centres sont P et P!, si U'on’ demande de trouver un
point m tel, que le rapport de ses distances & ces deux
centres et le rapport des demi-diametres des deux co-
niques situés sur les droites Pm, P'm, soient en raison
donnée : le lieu du point m sera une conique qui passera
par les points d’intersection (imaginaires) des deux coni-
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ques infiniment petites placées awx points P, P' et homo-
thétiques aux deux coniques données.

La conique trouvée divise harmoniquement le” seg-
ment PP/, :

Réciproquement : Si l'on prend dans le plan d’une co-
nique C' deux points P, P! conjugués par rapport & cette
conique, on peut déterminer deux autres coniques Z, 3l
ayant leurs centres en ces points, et telles, que le rapport.-
des distances de chaque point de la conique C" aux deux
points P, P!, divisées respectivement par les demi-dia-
metres des deux coniques X, X' situés dans la direction
de ces distances, sera constant.

395. Si I'on concoit deux cylindres quelconques ayant
pour bases les deux coniques 2, 2/ (fig. 124), et qu’on méne
par le point m des plans qui coupent les deux cylindres sui-
vantdes cercles, leurs axes en deux points p, p/, et les arétes
qui partent des points A, A’ en deux points @, @/, on aura

mP P Ly Bisempd
e {+} = ——a
PA  pa P/AY - plal
Donc
mp a
‘r, = ,,—,- >< const.
mp pla

Le second membre est constant, parce que pa et p’a’ sont
les rayons de deux cercles. Donce

n
—Pr — constk.
lJ?P

Ainsi :

Lorsque deux droites sont données dans ’espace,si l’on
demande de trouver dans un plan donné un point dont
les distances aux deux droites, estimées parallélement &
des plans fixes donnés, sotent dans un rapport constant :
le licu de ce point est une conique.
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Réciproquement : Si Lon prend deux points P, P! con-
jugués par rapport a une conique C'; et qu’on mene par
ces points deux droites fixes quelconques A, A, obliques
ou perpendiculaires au plan de la figure : on pourra dé-
terminer les directions de deux plans Q, Q' tels, que les
distances de chaque point m de la conique C! aux deux
axes O, A, comptées parallélement aux deux plans,
atent un rapport constant.

Car ces plans seront ceux qui couperont suivant des cer-
cles les deux cylindres ayant pour axes les droites A, A et
pour bases les deux coniques %, 2/ de la réciproque du théo-
réme précédent.

§ III. — Propriétés relutives a trois coniques inscrites
dans un méme quadrilatére.

396. Tutorime cENErAL. — Erant données trois coni-
ques C, C! et T inscrites dans un_ quadrilatére, et _deux
drotites fixes O, O'; si par les points ot une tangente M
de la conique X rencontre les deux droites O, 0/, on méne
les tangentes A, A’ et B, B anx deux coniques G, C' res-
pectivement, on aura la relation

sin (M, A).sin (M, A") sin (M, B).sin (M, B’)
() <500, A)-sin (0,47 * sin (0% B).simn (0, B)

= const.,

quelle que soit la tangente M.

La démonstration sera imitée de celle du théoréme (386).

Réciproguement : Etant données deux coniques G, C'
et deux droites fixes O, O, 5i 'on méne une transver-
sale M, de maniére que les tangentes A, A" et B, B’ me-
nées aux deux coniques, par les points ot cetie transyer-
sale rencontre les deux droites O, O'; satisfassent a la
relation

sin (M, A).sin (M, A’) sin (M, B).sin (M, B’)
sin (0, A).sin (0, A7) “sin (0’, B).sin(Q/, B’) = 7
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A étant une constante donnée: l’erweloppc de la droite M

sera une conique inscrite dans le quadn'la[é’re circonserit

a Cet C..

Cororraire. — Les deux droites fixes O, O’ peuvent
se confondre en une seule; le théoréme recoit alors cet
énoncé :

Etant données trois coniques C, C' et 2 inscrites dans
un méme quadrilatére, et une droite fixe O si par chaque
point de cetle droite on méne des tangentes A, Al et B; B
aux deux coniques C, C', et une tangente M a la troisiéme
conique X, on aura la relation

sin (M, A ).sin(M, A”)._sin(M, B).sin (M, B)

: - e 5 — const.
sin (0, A).sin(0, A’) " sin{0O, B).sin (0, B)

397. Supposons qu’une  transversale rencontre fes tan-
gentes et la droite fixe O en des pointsin, a, a’, b, b’ eto;
sin(M, A) sin(M,B)

'expression — = * est un rappori anharmo-
P sin (0, A) “sin(0, B) Pl g
5 5 SR T Dy : i .
nique égal & — : —. Il sensuit que 1cquat10n entre
* oa ~ ob

les sinus donne celle-ci :

ma.ma" - mb.mb'

5 - — const.
oa.ea’ ob.ob' :

Conorraine. — Si la transversale est menée paralléle-
ment 4 la droite fixe O, cette équation se réduil a

ma.ma’

—————— = const.
mb.mb

398. Si la droite fixe O est a I'infini, les cing tangentes
menées par un point de celte droite sont paralléles entre
elles. On peut alors considérer les segments ma, ma', mb,
mb' comme représentant les distances de la tangente de %
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aux tangentes des deux autres courbes; et I’on a ce théo-
reme : ' 3

Quand tros coniques C, C!, Z sont inscrites dans un qua-
‘drilatére, si on leur méne des tangentes paralléles entre
elles : le produit des distances d’une des tangentes de la
conique 3 aux deux tangentes de la conique C, et le pro-
duit des distances de la méme tangente de T aux deux
tangentes de C', seront en raison constante.

Cororramee I. — Si Pon prend pour la’ conique Z la
droite qui joint deux sommets opposés du quadrilatére cir-
conscrit aux denx coniques C, C/, on en conclut cette pro-
priéié relative a deux coniques :

§i lon méne & dewx coniques, quatre tangentes paral-
léles, A, A' & Dune, et B, B’ a Uauire, le produit des
distances de A et A’ g un sommet du quadrilatére circon-
serit aux deux courbes, sera aw produit des distances
de B et B' au méme point, dansune raison constante, quelle
que soil la direction commune des quatre tangentes;

Et cetteraison est la méme & légard du sommet opposé.

Corovrraire H. — 8i les deux coniques T et € étant quel-
conques, on prend pour C’la droite limitée & deux ombilics
conjugués de ces deux courbes, le théoréme a cet énoncé :

Etant données deux coniques et C, si on leur méne
des tangentes paralléles, le produit des distances d’une
tangenie de la premiére aux deux tangentes dela seconde,
et le produit des distances de la premiére tangente ¢ deux:
ombilics conjugués des deux coniques, seront en raison
consiante. :

Cororcare III. — Si les denx coniques sont homofo-
cales, les foyers sont deux ombilics conjugués (294); or le
produit des distances de chaque tangente de la premiére, aux
foyers, est constant (285, Coroll. I1); il s’ensuit donc que :

Quand deux coniques sont liomofocales, si on lewr méne
des tangentes paralléles, le produit des distances d’une
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tangentede la premiére aux deux tangentes dela seconde,
est constant.

399. Soient C, C' et T trois coniques quelconques in-
scrites dans un méme quadrilatére; on leur méne des tan-
gentes paralléles entre elles; A, A’ sont les deux tangentes a
la premiére, B, B les deux tangentes  la seconde; et M une
des tangentes 4 la troisiéme; en désignant par (M, A) la

distance de la tangente M 4 la tangente A, et ainsi des au-

tres distances, on a la relation

(M, A).{M, A
M% = const. (398).

Le produit (M, A).(M,A’) est positif quand les deux tan-
gentes A, A’ de la conique C sont d’un méme c6té de la tan-
gente M, et négatif quand ces deux tangentes sont de colés
différents de la tangente M. Si la conique C est une ellipse,
la tangente M la rencontre on ne la rencontre pas, selon
que le produit (M, A).(M, A’) est négatif ou positif; et si
celte conique est une hyperbole, c’est le contraire; cest-
a-dire que la tangente M rencontre ou ne rencontre pas
I’hyperbole, selon que le produit (M, A). (M, A') est po-
sitif ou négauif. -

Il en est de méme du produit (M, B).(M, B’), a I'égard
de la conique C'.

~ Le rapport des deux produits étant toujours le méme,
quelle que soit la tangente M qui roule sur la conique Z, on
conclut de ces considérations que : ;

Quand trois coniques G, C!, 2 sont inscrites dans un
quadrilatére (réel ou imaginaire), si une tangente de X
rencontre une seule des deux coniques C, C!,il en sera
de méme de toule autre tangente de 25 ¢’est-d-dire (/ue
chague tangente rencontrera une des deux coniques C, C'
(L’une ou l auwtre indifféremment), mais une seule,
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Et siunetangente deZ rencontre les deux coniques C,C/
chacune en deux points, ou n’en rencontre aucune, il en
sera de méme encore pour toutes les autres tangentes de la
conique 2.

400. Le théoréme (396) fournit une solution de ce pro-
blime. o

Etant données deux coniques et une droite M, on de-
mande de mener par un point donné L les tangentes &
la conique déterminée par la condition d’étre inscrite
dans le quadrilatére circonscrit aux deux proposées et
d’étre tangente a la droite M.

Par le point L on méne une droite quelconque O par
le point on cette droite rencontre la droite M on méne aux
deux coniques proposées les tangentes A, A’ et B, B’ ; on
aura en appelant p. I'une des tangentes menées du point L a
la: conique inconnue, et a, o', €, €' les tangentes aux deux
coniques proposées,

sin (M, B).sin (M, B")
0.A") " sin(0, B}.sin(0, B')
y,

, &) _sin(p, 8).sin(p, 67)
0,2’} " sin(0,8).sin(0,6')

Le -premier membre est connu, et Iéquation servira a
déterminer la position- de la tangente p. Il y aura deux
. i 8 t

solutions qui seront les deux tangentes & la conique in-
connue, menées par le point L.

§ IV. — Propriété genérale de qualre coniques ayant
les mémes points d intersection.

401. Quand quatre coniques G, C', C";, C" ont les
mémes points d’intersection, si l'on méne une transver-
sale, et qu'on représente par a, a' et b, b’ les deux couples
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de points dans lesquels cette droite rencontre les deux pre-

270

miéres coniques, el par m, n deux des points dans les-
quels elle rencontre la troisiéme et la quatrieme, respec-
- tivement, on a la relation constante
ma . ma' aa.na

_ ¢t —— == const.
mb . mb" " nb . nl’ .

quelle que soit la transversale.

En effet, soient D, D' les demi-diamétres des deux coni-
ques C, C’ paralléles a la transversale; on anra

ma . ma’ mb.mb'
(B sl D

—consty=21>;
et de méme

na.ra' nb.nb

= consts = (387, 15)

pr -t DY
De ces deux équations on conclut celle qu'il sagit de
démontrer.
§ V. — Propriété relative a quatre coniques inscrites

dans un méme. quadrilatére.

402. Quand quatre conigues-C, C', C", C" sont in-
serites dans un quadrilatére, si d’un point P on méne aux:
deux premiéres deux couples de tangentes A, A’ et B, B,
@ la troisieme une tangente M, et a la quatriéme une tan-
gente N, on aura la relation

sin (M, A).sin(M, A7) . sin(N, A).sin(N, A’)
sin(M, B).sin(M, B’) ' sin(N, B).sin(N, B')

— const.,

quel que soit le point P par lequel on a mené les tangentes.

Ce théoréme est le corrvélatif du précédent.: Car I"équa-
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tion
ma.ma’ na.na'

mb.mb' ~ nb.nb'

ma  na ma'  na' :
— = — ). [—— : — ") — consk.
mb " b mb’ " nb’ %

et ne renferme que des rapports anharmoniques, de méme

= const.

s’éerit

que P'équation qu'il s’agit de démontrer, et qui est la ‘cor-
rélative de celle-l1a. Mais voici une démonstration directe
du théoréme.

Soit une droite O prise arbitrairement, et sur cette droite
un point Q; que par le point ont la tangente M rencontre
cette droite on méne aux deux coniques C, C/ les couples
de tangentes &, &’ et 6, &'; et par le point Q les couples de
tangentes A, A’ et By, B, . Représentons par 11a droite PQ.
Considérant le¢ triangle formé par les trois droites M, O, I,
et les tangentes aux deux coniques C, C’, menées par ses
sommets, on a (29) les deux équations

r

sin(M, A).sin(M, A’) sin(I, A,).sin(I,
sin (1, / ) sin{I, A") sin(0, A,).sin
Bi).
B.).

A sm( , @).sin(0, a)

(0,A") ‘sin(M, e) . sin(M, _r)

sin(I, B) sin(0, 6).sin(0, 6’)
(0,B)) sin(M, 6) sin(M, &)

(
sin{M, B).sin(M, B') sin(T,
sin (1, B).sin (I B') sin(0,

r

sin(0, B'

d’ou, en divisant membre 4 membre,

sin(M, A).sin (M, A’) sin (I, A).sin(1, A’):I
| sin (M, B). n(M, B’) " sin(I, B).(sin(I, B")
[sin(I, A,).sin(I, A') sin(I, B,).sin(I, B,)]
| sin(0, A,).sin (0, A") " sin(0, B,).sin(0, B)

[ sin(0,'2).sin (0, «') sin(0, 6) ).sin (0, 6’)] Ex
| sin(M, o) .sin(M, ') * sin (M, €).sin (M, &)

>

On a semblablement, en appelant .y, &, et €,, & les cou-

ples de tangentes aux deux coniques C, C’, menées par le
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point ot la tangente N rencontre la droite O,

sin (N, A).sin (N, A)  sin(I, A).sin(I, A)
sin (N, B).sin(N, B’) " sin(I, B .sin (I, B")
- sin(I, A,).sin(I, A')  sin{I, B/).sin(I, B’l)
sin(0, A,).sin (0, A') * sin (O, Bi]. sm( nB
>([sm(o, @, ).sin (0, «,) _ sin(0, 6,).sin (0, €)
sin (I, ,).sin (N, &) * sin (N, 6,). sm(N 6,)

Divisant l'une par 'auire ces deux équations ‘et obser—
vant que les troisiemes facteurs qui s’y trouvent sont des
quantités constantes d’aprés le théoréme (396, Coroll.),
I’équation résultante est celle qu ‘il faut démontrer.
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CHAPITRE XVII. :

_THEOREMES GENERAUX RELATIFS AUX POINTS D'INTERSEC-

TION DE TROIS CONIQUES QUELCONQUES, ET AUX TANGENTES 4
COMMUNES A CES COURBES PRISES DEUX A DEUX. i
e i

§ I. — Théoremes relatifs aux points d’intersection
" de trois coniques.

403. TrEOREME cENERAL. — FEtant donnédes trois co-

niques quelconques U, A, A, si Uon en décrit deux

autres B, B, dont B passe par les points d’intersection de |

U et A; et B! par les points d’intersection de U et A':

les quatre points d’intersection de B et B! seront sur une L

conique T passant par les points d'intersection de A

et A.f‘ ¢ : . it
Représentons par

V== —"0 s Al —To!

les équations des trois coniques, soit entre les distances p,
g, r de chaque point & trois droites fixes (24), soit entre
les coordonnées x, y de Descartes (25). L'équation de la
conique B, qui passe par les points d'intersection des deux
U et A, doit étre satisfaite par les équations simulta-
nées U = o, A = o, et dés lors est de la forme

e A

U+ 3.A=o0;

nR

A étant une quantité constante indéterminée,

Pareillement, I'équation de B/, qui passe par les points i
d’intersection de U et A’, est ’%
U= A —0:

Toule équation résultant de l'addition de ces deux pre- |
e

|

‘,i

3

i
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miéres multipliées par des coeflicients constants quelcon-
ques, telle que

274

a.(U+)A) +a. (U4 NAN)=o,

représente une conique qui passe par les points d’intersec-
tion de B et B’, puisqu’elle est satisfaite par les équations
de celles-ci.
Soit
a =—a,

I'équation se réduit &
REA—RIEAT —

Elle représente donc une conique qui passe par les quatre
points d’intersection de B et B'. Mais elle est satisfaite par
* les équations A = o0, A’ =o0; la conique passe donc aussi
par les quatre points d’intersection de A et A’. Ce qui dé-
montre le théoréme.
Autremerit. Soient e, e, deux des points d’intersec—
tion des deux coniques B, B’. Prouvons que par ces deux
points on peut mener une conique passant par les quatre
points d’'intersection des deux proposées A, A’, Soient a,
a,; d,a, etu, u, les trois couples de points dans lesquels la
droite ee, rencontre les trois coniques A, A’ et U, Les trois
courbes U, A et B ont quatre points communs; les trois’
couples u, uy 3 a, a, et e, e; sont donc en involation (302).
Les trois couples u, wyy dy d, et e, e, sont de méme en invo-
lution. Donc l¢s trois couples @, a,; @, d, et e, e, sont aussi
en involution (G. §.,;198). Donc par les deux points e,
e, on peut mener une conique passant par les points d’in-
‘tersection de A et A, Or cetie conique est déterminée par
le seul point e; donc elle reste la méme, quel que soit celui
des trois aulres points d'intersection des deux coniques B,
B’ que e, représente. Ainsi le théoréme est démontré.
Observation., —. Celte démonstration est extrémement
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simple, puisqu’elle ne repose que sur le théoréme de De-
sargues : toutefois elle laisse quelque chose a désirer, parce :
qu'on y raisonne sur les points d'intersection des deux co-
niques B, B’ pris isolément, ce qui suppose qu’ils sont
réels; mais avee le secours d'une autre propriété des co- ,
niques (387, VI, Rem.), on étend la démonstration au cas 1
ol ces points sont imaginaires.

: Soit Li la eorde commune aux deux coniques B, B/, sur |
7 : laquelle sont leurs deux points d'intersection e, ¢, (réels ou
i imaginaires). Par ces points, on peut mener une conique = )

passant par les quatre points d'intersection de A et A/, i
ainsi qu’il vient d'étre démontré. Il reste a prouver que . i
celle conique passera par les deux autres points d’intersec-
tion e/, ¢, de B et B, situés sur la seconde corde com-
mune [/, Soient v, , 2/, ¢ les milieux des segments wuu,,
aa,, a'a el eey; et soient de méme v/, a;, o, & les mi- %
lieux des segments v’ ', @, a3, ', @, et ¢ €, interceptés par ‘%
les quatre coniques U, A, A’, B sur la seconde corde L’. ;
Soit enfin O le point de rencontre de L et de L. La con- i
dition pour que les deux segments ee, et e'¢| soient inter- 3
ceptés par une méme conique passant par les quatre points
d’intersection des deux A, A/, est 9
g el oy e (387, V1)
0a.0a; " 0a’.04,  04,.0a,  04d,.04’ il g

i Xy

C’est donc cette équation qu’il faut démontrer. Or, la
conique B passant par les quatre points d'intersection de A
et U, on a

B

r
e &y e o 2

Oa.Oa, : Ow.0u :Oaz.003 5 O{L’.OI(-'I'

Pareillement, la conique B’ passant par les points d'in-

tersection des deux U, A’, on a : |
co! : &v =rriel e §
0a’.0d,  Ou.0u,  04,.0d, 04,04,
18.
i
]
i
o
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Divisant cette équation et la préeédente, membre a mem-
bre, on obtient celle qu’il faut démontrer. Done, etc.

404. Avrne txonck pu rEEOvEME (403). — Etant don-
nées quatre coniques A, A', B, B, si les points d’intersec-
tion des deux A, B ¢t ceux des deux autres A'; B' sont
situés tous les huit sur une meéme conigue U, il en sera
de méme des huit points d’intersection des coniques
combinées deux & deux d'une autre maniére, comme A,
Aet B, B".

En elfet, I'hypothése et la conclusion dans cet énoncé
sont les mémes, en d’autres termes, que dans I’énoncé pré-
cédent.

Conséquences du théoréme (503).

405. Etant données trois coniques A, A’ et U, si par un
poi/zt 'quelcon(/ue on mene trois autres coniques passant
respeclivement par les points d’interscction des trois pro-
posées prises deux a deux : ces trois coniques auront,
outre le point par lequel elles sont menées, trois autres
points communs.

En effet, soient B, B/ et %, les trois coniques menées,
comme il est dit, par un point donné « : la conique 2, sur
laquelle se trouvent les quatre points d'intersection de B
et B et les quatre points d’intersection de A et A’ (403),
passe par ce point @ et par conséquent se confond avec Z,.
BPone, etc. :

406. Quand trois coniques A, A'; A" sont circonscrites
4 un qua.clrz'latére_, si on les coupe par une conique
quelconque U, et qu’on décrive deux autres coniques B, B/,
dont la premiere puasse par les ]qunt.s dintersection de U
et A, et la seconde par les points d’intersection de U
et A': les points d’intersection de B et B' et ceux de U et A’
seront huit points SULUES sur une meéme conigue.
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En effet, les points d’intersection des deux coniques A,
A” et ceux de U et B sont sur une méme conique A. Donc,
en vertu de (404), les points d'intersection de B et A", et
ceux de U et A’ ou de U et B, sont sur une méme conique.
Donc, par la méme raison, les points d'intersection de B et
B’ et ceux de U et A” sont sur une méme conique. c. Q. F.D.

407. De 14 on conclut immeédiatement que :

Etant données trois coniques A, A', A" circonscrites a
un quadrilatére, et une quatriéme conique quelconque Uy
si par un point donné P on méne trois autres coniques B,
B’, B" passant respectivement par les trois groupes de
quatre points d'intersection de U et de chacune des co-
niques A, A’, A" : ces trois courbes B, B, B auront, outre

le point P, trois autres points communs.
Observation. — 11 est clair que ces énoncés, relatifs a
Lrois conigues circonscrites a un quadrilatére, s'applique-

A A

raient 4 un nombre que]{'onql.:c de coniques circonscrites

au quadrilatére.
§ II. — Cas particuliers des théorémes précédents.

408. Dans le théoréme (403), la conique B peut étre i
le systéme de deux axes de symptose des coniques Aet U, el
et la conique B’ le systéme de deux axes de symplose des
coniques A’ et U. On peut done dire que :

Etant données deux coniques A, A, sil'on en décritune
troisicme quelconque U, les axes de symptose de UetA &

- rencontreront les axes de symptose de U et A’ en quatre g
points qui seront sur une conique % passant par les quatre : |
points d’intersection de A et A :

409. Quand une conique est I’ensemble de deux droites, i
ses axes de symptose avec une aulre conique sont deux *i
aulres droites qui passent par les quatre points d'intersec- '
tion de celte conique ct des deux premiéres droites. En
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278 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
d’autres termes, quand un quadrilatére est inscrit dans une
conique, si 'on regarde deux c6tés opposés comme formant
une seconde conique, les axes de symptose de celle-ci et de
la premiére sont les deux autres cotés, ou les deux diago-
nales du quadrilatére.

D’aprés cette remarque, le théoréme précédent sera sus-
ceptible de plusieurs corollaires. i

410. Si dans le théoréme (403) la conique U est Ven-
semble de deux droites; on dira que:

Deuzx droites étant menées arbitrairement dans le plan
de deux coniques A, N, si par leurs quatre points de ren-
contre avec A on fait passer une autre conigue B, et par
leurs points de rencontre avec A’ une autre conique B': les
quatre points d’intersection de ces deux coniques B, B' et
ceux des deux premicres A, A' seront huit points situés
Sur une méme conique.

Conorrames. I. — Prenant pour B et B deux couples de
cordes sous-tendues par les deux droites dans A et A/, on
est conduit a ’énoncé snivant :

8% les cotés d'un angle rencontrent deux coniques A,
A', deux cordes sous-tendues par cet angle dans la pre-
miere conigue rencontrent deux cordes sous-tendues dans
la seconde courbe, en qualre points situ¢s sur une conigue
2 passant par les quatre points d’intersection des deux
proposées A, Al

II. — Si les deux cotés de I'angle sont tangents 4 la pre-
miere conique, les deux cordes sous-tendues se confondront
suivant la droite qui joindra les deux points de contact; il
s’ensuit que la conique X touchera les deux cordes sous-ten-
dues dans la seconde conique aux deux points ot cette
droite les rencontrera. On a donc ce théoréme :

Etant données deux: coniques A, A', si Uon inscrit dans
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la seconde un quadrilatére dont deux cotés opposés soient

b e (haatol

tangents & la premiére, la droite qui joindra les deux
points de contact rencontrera les deux autres cotés en '
deux points, par lesquels on pourra mener une conique %
tangente & ces colés en ces poinls, el passant par les quatre g
points d’intersection de A et A'.

III. — Les deux droites, dans I'énoncé primitif (410),
peuvent se_confondre : alors les coniques B, B’ auront un b
double contact, sur une méme droite, avec A et A', res-
pectivement; ce contact pouvant étre réel ou imaginaire.
Donc :

Etant données deux coniques A, A’ et une droite quel- i
conque L, si lon déerit deux autres-coniques B, B qui
aient avec les deux premiéres, respectivement, un double
contact sur la droite Li: les quatre points d’intersection de
ces deux courbes et les quatre points d’intersection des ‘
deux proposées seront huit points appartenant & une %
méme conique. g

IV.— Qu'on prenne pour les coniques B, B’ les couples .
de tangentes & A et A’ il s’ensuil que : i

Etant données deux coniques A, A', si l'on méne une i
droite qui les rencontre, et qu’aux points de rencontre on
méne les tangentes aux deux courbes : les tangentes a la
premicre rencontreront les tangentes a la seconde, en

i

r]ual:re pOI‘I’lIS q'll'.b' seront sur une COJ'H-(IILB ]‘,’J(J‘,‘FS(UH' p(H' lc’.f

qualre points dintersection des deux proposées.

AN

411. Si, dans les théorémes qui précédent, les deux co-
niques A, A’ sont homothétiques (des cercles, par exemple),
la conigue = leur sera homothétique (374).

[Yaprés cela, on conclut de (403) :

Ftant donnés deux cercles A, Al et une conique quel-
conque U, si Lon décrit deux autres coniques T, B’ dont

S BT e A SN S A D R DR
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280 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.

Uune passe par les points d’intersection de U et A, et
lautre par les points d'intersection de U et Al : les quatre
points d’inter'section des deux conigues B, B! seront sur
un cercle X qui passera par les points, d’interseciion des
deux premiers A et A'.

Si les deux cercles A, A’ sont concentriques, le cercle 2
leur sera concentrique (376).

Conorramres. I. — La conique B peut éire I'ensemble
~des deux axes de symptose du cercle A et de la conique U;
et la conique B’ I'ensemble des deux axes de symptose de
A’ et de U. On a appelé lignes conjointes les deux axes de
symptose d'un cercle et d’'une conique (*). Nous dirons
donc que :

Deux cercles A, A étant traces dans le plan d’une co-
nique U : les lignes conjointes du premuer cercle et de
la conique rencontrent les lignes conjointes du second
cercleet de la conique, en quatre poinis situés sur un cercle
qui passe par les points d’intersection de A et A'.

II. — Que la conique U soit 'ensemble de deux droites,
et que ces droites se confondent ; on dira que :
Etant donnés deux cercles A, A’ et une droite L, si
Don décrit deux coniques B, B’ dont 'une ait un double
contact avec A sur la droite L, et Uautre un double con-
tact avec A’ sur la méme droite : ces deurx coniques se cou-
peront en qualre points situés sur un cercle qui passera par
les deux points d’intersection de A et A'.

III. — Prenant pour les deux coniques, respectivement,
les cotés des deux angles circonserits aux cercles, et ayant
leurs cordes de contact sur la droite L, on en conclut ce
théoréme :

() Voir Journal de Mathématiques de M. Liouville, t. I, p- 385, année
1938, .
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Quand une droite rencontre deux cercles A, Al si on
méne des tangentes aux points de rencontre, les tangentes
auw premier cercle coupent les tangentes au second, . cn
quatre points situés sur un cercle qui passe par les points
d’intersection des deux cercles A, A'.

412. Etant données trois conigues A, A' et U, si par un
point n d’un axe de symptose de A et A’ on méne deux
autres coniques, dont [’une B passe par les quatre points
d’tntersection de A et U, et Lauwtre B’ par les quatre
points d'intersection de A’ et U ; ces deux coniques se
renconltreront sur les axes de egymptosé de Aet A/,

Cest-a-dire que leurs axes de symptose coincideront avec
ceux de A et A'.

En effet, ceux-ci représentent la conique qu’on peut
faire passer par le point 2 et les quatre points d'intersec-
tion des deux coniques A et A'; done, d’aprés le théo-
réme (403), ces deux axes passent par les quatre points
d’intersection des deux coniques B et B'. Done, etc.

Cororrairgs. I. — Si A et A’ sont des cercles, les deux
coniques B, B’ auront un axe de symptose & linfini, et
seront dés lors homothétiques (374). On pent donc dire
que :

Une conique U étant tracée dans le plan de deux cer-
cles, sipar un point de l'axe radical de ceux-ci on méne
deux coniques, dont ['une passe parles quatre poinls
d’intersection de U et du cercle A, et la seconde par les
quatre points d’intersection de U et du second cercle A :
ces dewx coniques seront homothétiques et auront leur se-
cond point d'intersection. sur 'axe radical des deux
cercles.

II. — La conique U peut éire I’ensemble de deux droites,
ou bien une seule droite qui représentera deux droites
coincidentes. Dans ce second cas, on a ce théoréme :
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Etant donnés deux cercles, si on les coupe par une
transversale, et que pai un point de leur axe radical on
Jasse passer deux coniques dont U’une ait un double con-
tact avec le prenuer' cercle surla transversale, et ’autre
avec le second cercle, également sur la transversale ;- ces
deux coniques seront homothétiques; et leur second point
d’intersection sera sur [’axe radical des deux cercles.

413. Supposons que la conique U du théoréme (407)
soit 'ensemble de deux droites qui se confondent; on en
-conclut cet énoncé :

Quand plusieurs conigues A, Ay A,... sont circon-
scrites & un quadrilatére, sion les coupe par une droite D,
et que par un point donné P on méne d’autres coniques B,
B/, BY,... ayant avec A, A', A’,. .., respectivement, un
double contact surla droite D : toutes ces conigues auront
quatre points communs.

ConrorrAtrE. — Si la droite D est & I'infini, le théoréme
prend cel énoncé :

Quand des coniques A, A'; A", . .. sont circonscrites dun
quadrilatére, si par un point donné P on méne d’autres
coniques B, B!, B”,. .. concentriques et homothétiques ¢
A, A/, A”,... :toutes ces courbes auront quatre points
communs. ‘

414, Sidans le méme théoréme (407), la conique U
est telle, que trois de ses cordes communes avec A, ALCAY,
respectivement, passent par un point P, les coniques B, B/,
B’ seront, chacune, 'ensemble d'une corde commune et
de sa conjugude. De la résulte cet énoncé :

Quand trois coniques A, A', A" sont circonscrites a un
quadrilatére, si une quat rieme conique U est telle, que trots
de ses cordes communes avec A, Al, A, respectivement,
,"n-.fﬁ(f.”t f?([n" wi ”Iﬁ)”l(,‘ ’?Ol”[: ces H'Oté (UI({{?S el ][’.\ !IU[.\
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qui leur sont assocides, forment trois couples de droites
(;ui ont quatre poin..!s commumns.

 En d’autres termes : Ces trois couples de cordes com-

munes sont les quatre cétés et les deux diagonales d’un
quadrilatére.

5. Quand, dans une comque U, deux couples de
cordes ab, cd et a'b’, ¢'d’ passent par un méme point O,
st par les points a, b, ¢, d du premier couple on méne
une conique B, et par les points 'a’, b/, ¢!, d' du second,
une conique B’ : deux cordes communes & ces deux
coniques B, B’ passeront par le point O, et Jeront une
involution avec les deux couples de droites ab, cd et
a’'b/, ¢'d’.

En effet, le point O, intersection des cordes communes
a Uet a B, a la méme polaire dans ces denx courbes (828) 5
et pareillement, dans les deux U et B’. Donc ce point a la
méme polaire dans B et B, et dés lors est un point de con-

- cours de deux cordes (réelles ou imaginaires)

communes
a ces deux courbes.

Pour prouver que ces deux cordes font une involution
avec les deux couples de droites ab, cd et alih =l ]
suflit de se reporter A la démonstration du théoréme gé-
néral (403), dans laquelle A et A’ représenteront les deux
couples de cordes ab, ed et a'b’, ¢’ d', dont les équations
seront done

A—o0 e A'—o.
L équation finale

YA — A =o

représente la conique qui passe par les quatre peints d’in-
tersection des deux coniques B, B/, et par les quatre points
communs aux deux couples de cordes, lesquels se ¢
dent en O. Cetle conique ne peut étre que 1'e
deux cordes communes a B et B/,

onfon-
nsemble des
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284 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.

Or une transversale quelconque, I'axe des x par exemple,
rencontre les trois systémes de cordes communes, en six
points déterminés deux a deux par les trois équalions ci-
dessus; et la forme de la troisieme équation protive que les
trois systémes de points sont en involution (G- 8., 220).
Donc les six cordes elles-mémes, puisqu’elles passent par

un méme point O, sont en involution. (e\S o 3 e o
AvTre £NoncE DU THEONEME. — Quand un point a la

méme polaire dans trois coniques, trois couples de cordes
communes & ces courbes, prises deux a deux, passent par
ce point {328, Récip. ), et sont en involution.

Réciproquement : Etant données deux coniques C, ¢,
si parle point de concours de leurs cordes commuries L, bt
on méne dans ces courbes, respectivement, deux couples
de cordes ab, cd et a'b, ¢/d’, formant involution avec
L ot L: les extrémités a, b, ¢, d, a', W, ¢, d' de ces cordes
sont huit points d’une méme conique.

En effet, si parles cing points @, b, ¢, d, a’ on fait passer
une conique, le point de concours de L et I/ aurala méme
polaire dans cette courbe que dans C, et conséquemment
que dans C'. Les cordes communes a cette conique et a ('
passeront donc par ce p.oinl:, et formeront une involution
avec les deux couples L, L/ et ab, cd (415). Done ces cordes
sont @'b', ¢'d'. Done, etc.

Cororrame I. — Les deux cordes ab, c¢d peuvent se con-
fondre, ainsi que les deux a'b’, ¢'d’. 1l en résulte que :

Quand deux coniques B, B’ ont chacune un double con-
tact avec une conique U, deux cordes communes ¢ ces cour=
bes B, B' passent parle pointderenconire des deux cordes
de contact, et sont conjuguée.v fmrmom'(]ues par rapport
& ces droties.

Réciproquement : 8¢ par le point de concours de deux
cordes L, 1l communes & deux coniques, on meéne deux
droites conjuguées harmoniques par rapport aliet By il
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existera une conique ayant un double contact avec les
proposées, sur ces droites, respectivement.

Conovraine . — 87 par le point de concours des cordes

communes L, 1! de deux conigques C, C', on méne deux
cordes ab, cd de la premiére, puis les cordes de la seconde
a'b, ', conjuguées harmoniques de abet cd respective-
ment, par rapport a L et L : les huit points a, b, ayid;
a', b, &, d' seront sur une méme conique.

En effet, les deux couples ab, a'b' et ed, ¢ d’ élant conju-
guds harmoniques par rapport & L et I/, il s’ensnit que les
trois couples ab, cd;a't!, d'd’ et L, 1. sont en involution
(G. 8, 277). Donc les huit points a, b, ete., sont sur une
conique (415, Récip.).

Cororraire III. — On conclut de 13, en vertu de la ré-
ciproque du corollaire I, que :

Lorsque deux coniques ont chacune un double contact
avec deux autres coniques, siles quatre cordes de contact
passent par un méme point: les huit points de contact sont
situés sur une conique.

Cororrame IV. — Par suite : Quand deux coniques
sont inscrites dans un quadrilatére, les huit-points dans
lesquels ces courbes touchent les quatre cotés du quadri-
latére sont sur une méme com'que.

Cette conique se représentera plus loin (457), dans une
propriété importante de deux coniques quel conques.

§ Ul. — Theorémes relaiifs aux tangenles communes &
trois coniques quelconques prises dewx a deuzx.

6. Tmtorkme cENERAL. — Ktant données trois co-
niqgues A, A’ et U, st Lon en méne deux autres B, B/,
dont B soit inscrite dans le quadrilatére circonscrit & U
et a A, et B dans le quadrilatére circonscrit & U et o A -
les quatre tangentes communes aux courbes B, B, et les
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286 TRAITE. DES SECTIONS CONIQUES.
quatre tangenies communes aur coniques données A et
A’ sont huit tangentes d’une méme conique Z.

Ce théoréme est le corrélatif du théoréme général (403)
concernant les points d’intersection de trois coniques quel-
conques. Nous nous dispenserons d’en donner ici la dé-
monstration directe, que le lecteur établira sans difliculté.

JAT. Avrre fNonct pu THEOnEmME. — Kiant données
quatre coniques A, A', B, B, si le quadrdlatére circonscrit
& deux d’entre elles A, B, et le quadrilatére circonscrit
aux deux autres A', B, ont leurs huit edtés tangents a
une méme conique U, il en sera de méme des deux quadri-
latéres circonscrits aux coniques prises deux a deux d'une
autre maniére, comme A, A’ et B, B'; c’est-a-dire que ces
deux quadrilatéres auront leurs huit cotés tangents a une
conique .

Consequences du théoréme,
8. Etant données trois coniques A, A, U, si l'on

décrit trois autres coniques B, B’ et T tangentes a une
méme droite L, et inscrites respectivement dans les trois

quadrilatéres IU A I ; l U A’l et IA A/ I (*) : cestrois co-

niques auront, outre la droite L, trois autres tangentes

comimunes.

M9. Sil'on atrows coniques A, A, A" inscrites dans un
quadrilatéere, et une autre conique quelconque U, et que

dans les quadrilatéres , on inscrive deux

coniques B, B’ : les deux quadrilatéres lB B’ ’ et | U A"’I

auront leurs huit cétés langents @& une méme conigue.

(*) Nous désignons par le quadrilatére circonserit aux deux

coniques U Aj; et ainsi des autres.
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420. De la on coneclut immédiatement que :

Etant données trois coniques A, A', A" inscrites dans
un quadrilatére, et une quatrieme conique quelconque U,
st l'on _méne trois autres conigues B, B!, B/ tangentes a
une méme droite L, et inscrites, respectivement, dans les

UA],]UA'j,

niques auront, outre la droite L, trois autres langenles

trois quadrilatéres

U A" l : ces trois co-

comimunes.

Observation, — 11 est clair que cet énoneé relatif a trois
coniques inscrites dans un quadrilatére s'applique 4 un
nombre quelconque de coniques inscrites dans le quadri-
latére.

§ IV. — Cas particuliers des théorémes précédents.

421. On peut regarder comme conique inscrite dans un
quadrijlatére, la droite qui joint deux sommets 0pposés :
prenant done pour A, B, A/, B dans le théoréme (416) les
diagonales de deux quadrilatéres circonscrits 4 U, on en
conclut celui-ci : :

Quand deux quadrilatéres sont circonscrits & une méme
conique, les quatre droites menées de deux sommets op-
posés du premier & deux sommets opposés du second, et les
quatre droites menées des deux autres sommets du pre-
mier aux deux autres sommets du second, sont huit tan-
gentes d’une méme conigue.

422. Si dans le théoréme (416) la conique U est une
droite limitée a deux points, on a cet énoneé :

Etant données deux coniques A, A, si par deux points
on leur méne des tangentes, qui formeront denx quadri-
laiéres circonscrits aux deux com'qum s puis, qu’on inscrive
dans ces deux quadrilatéres, respectivement, deux coni-
ques quelconques B, B' : les quatre tangentes communes @
ces deux conigues et les quatre tangentes communes aux

SCD LYON 1




286 TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
deux proposées seront huit droites tangentes a une méme
conique.

Conorrames: 1. — Les deux poinls peuvent se confondre
en un seal. Alors chacune des deux tangentes menées de ce
point & une conique représente deux cotés du quadrilatere
primitif : les points de contact sont deux sommels opposés,
ct les coniques B, B’ sont tangentes en ces points aux co-
niques A et A, respectivement. Donc :

Etant données deux coniques A, A', et un point P dont
on prend les polaires dans les deux courbes ; si Uon décrit
deux autres coniques B, Bl ayant un double contact avec les
deux A et A, respectivement, sur les polaires du point P :
il existera une conique inscrite tout a. la fois dans le qua-
drilatére circonscrit & ces deux nouvelles coniques et dans
le quadrilatére circonscrit aux deux premiéres A, A'.

IL. — Prenant pour les coniques B, B les cordes de con-
tact des tangentes menées a A eta A’ par le point P (370),
on a cel énonce :

Etant données deux coniques, si dun point P quel-
conque on leur méne des tangentes, et quon joigne par
qualtre droites les points de contact de la premiére, aux
points de contact de la seconde : ces quatre droites seront
tangentes & wne méme conique, inscrite dans le quadrida-
1ére circonserit aux deux proposées.

423. Supposons, dans le théoréme (416), que la conique
U ait un double contact avec la conique A, et que T'on
prenne pour la conique B le péle de contact, qui représente
une diagonale infiniment petite du quadrilatere circonscrit
aUetaA(370):ilen résulte ce théoreme :

Etant données deux coniques A, A, et une conique U
qui ait un double contact avec A, si dans le quadrilatére
circonscrit U_ et & Al on inscrit une conique quelconque
B, et que par le péle de contact de U et de A on meéne
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deux tangentes & cette conique B' : on pourra faire passer
par les deux points de contact de ces tangentes une co-
nique > langente en ‘ces points & B’ et inscrite dans le

quadrilatére .

CororrAtre. — On peut prendre pour la conique B’ une
‘diagonale du quadrilatére circonscrit a U et A’, et pour la co-
nique U une corde de A. On a alors cet énoncé :

Etant donndes deux coniques A, N, si par deux
points u, u, de A on méne a A’ des tangentes qui forme-
ront un quadrilatére circonscrit : deux sommets opposés
de ce quadrilatére seront surune conique 2 inscrite dans

le quadrilatere et dont les tangentes en ces points

passeront par le péle de la corde uu, relatif @ A.

424. 8idans I'énoncé (418) la droite L est a 'infini, les
trois coniques B, B’ et 2 seront des paraboles, et l'on en
déduit que : :

Ftant données trois conigues quelconques, les trois pa-.
raboles inscrites, respectivement, dans les trois quadrila-
téres circonscrits & ces courbes prises deux & deux, sont
inscrites dans un méme triangle.

Chacune des trois coniques peut se réduire 4 une droite -
limitée a deux points; les trois paraboles subsistent et sont
inscrites dans un triangle.

425, Si dans le théoréme (420) on suppose la droite L
a I'infini, on en conclut que :

Quand plusieurs coniques A, A, A", ... sont inscrites
dans un qtiadrilatére, si l'on a une autre conique quel-
conqgue U : les paraboles inscrites dans les quadrilatéres

-U A DAY , 4. @uront trois tangentes communes.

426. Supposons que la conique U (420) se réduise a un
yoint, on donne au théoréme cet énoncé :
I 5
19
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Quand plusieurs coniques A, A’y A,... sont inscrites
dans un quadrilatére, si l’on prend Zes polaires d'un
pomnt U, et que I’on décrive d’autres coniques B, B', B’ ...
tangentes & une droite donnée L, et -ayant chacune un
double contact avec les coniques A, A's. .., respective-
ment, sur les polaires respectives du point U : toutes ces
coniques auront, outre la droite L, trois autres tangentes

200

communes.

Conorrame. — Sila droite L est 4 'infini, les coniques
B, B’,. .. seront des paraboles ayant trois tangentes com-
‘munes. :

427. Supposons que dans le théoréme (420), la coni-
que U soit telle, que trois des six ombilics communs 4 U
et 4 chacune des trois coniques A, A/, A”, respectivement,
soient en ligne droite, et que 'on prenne cette droite pour
L, les trois coniques B, B/, B” sont alors des droites, li-
mitées a ces ombilics et a ]eurs conjugués. Donc :

Quand trois coniques A, A', A" sont inscrites dans un
quadrilatére, si trois des six ombilics communs & une
autre conique U et a A, N', A’, respectivement, sont en
ligne droite : les six ombilics sont les sommets et les points
de concours des cotés opposés d’un quadrilatére,

428. Une grande partie des conséquences de la théorie
actuelle se rapportent aux coniques homofocales. Nous
les réunirons dans un chapitre spécial, et nous nous bor-
nerons ici & en donner un senl exemple.

Soit, dans le théoréme (421), abed un des quadrilatéres
circonscrits & la conique U, el supposons que le second
quadrilatére ait pour sommets opposés les deux points ima-
ginaires situés a I'infini sur un cercle, auquel cas les deux
autres sommets opposés seront les foyers de la conique (294).
Les droites mendes des deux sommets opposés a, ¢ du pre-
mier quadrilatére aux deux foyers forment un quadrila-
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tére dans lequel on peut inscrire une conique tangente aux
droites menées des denxautres sommets b, d aux deux points
imaginaires a I'infini sur un cercle (421). De sorte que ces
deux points b, d sont les foyers de la conique (294). Donc :

Quand un quadrilatére est circonscrit & une conique,
les droites menées de deux sommets opposés aux foyers de
la courbe sont tangentes & une conique qui a pour foyers
les deux autres sommets du quadrilatére.

429. Quand deux quadrilatéres sont circonscrits & une
conique U, et que deux sommets opposés a, a' de l'un et
deux sommets opposés b, b’ de I’autre sont sur une méme
droite O, st Uon inscrit dans ces quadrilatéres deux co-

niques B, B": le quadrilatére a deux sommets op-

posés-situés sur la droite O, et ces points forment une in-
volution avec les deux couples a, a et b, 1.

Ce théoréme est le corrélatif de (415).

Auvrre EiNoncE. — Quand une droite L a le méme pole
dans trois coniques U, B, B’ : trois couples d’ombilics
de ces courbes, prises deux & deux, sont situés sur cette
droite, et sont en involution.

Réciproquement : 8i sur la droite quijoint deux ombi-
lics conjugués S, §' de deux conigues C, €/, on prend déux:
couples de points a, ¢ et @, ¢! en involution avec S, §/, et
que par a et c on méne des tangentes & G, et para’ et ¢
des tangentes & C' : ces huit droites sont langentes & une
méme conique U.

Conorraire I. — Si dans le théoréme (429) les deux
points a, @ coincident, ainsi que les deux &, &/, les coni-
ques B et B’ ont chacune un double contact avec U; et le
théoréme recoit cet énoncé :

Quand deux coniques B, B’ ont chacune un double
contact avec une troisieme U, elles ont deux ombilics

19.
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(réels ou imaginaires) situés sur la droite qui joint les
deux poles de contact; et ces ombilics sont conjugués
harmoniques par rapport a ces poles.

Réciproquement : 8t deux points a, a', sont conjugués
harmoniques par rapport aux ombilics S, §' de deux
coniques, et que Lon méne par le point a deux tangentes a
Uune des coniques, et par a deux tangentes a Uautre : les
quatre points de contact sont sur une conique tangente en
ces points aux proposées.

Cororraire II. — 8i lon prend sur la rl/ozte quijoint les
ombilics S, 8 de deux coniques C, C' deux poirts a, c,
puis les points a', ¢ conjugués harmoniques, respec-
tivement, de a et de ¢ par rapport aux deux S, §', et qu’on
meéne par a el ¢ des tangentes a C, et par a et ' des tan-
gentes a C : ces huit droites sont tangentes d une méme
conigue.

Corovrrarre I — On conclut de la, en vertu de la réci-
proque du corollaire I, que :

Lorsque deux coniques ont chacune un double contact
avec deux aulres coniques, st les quatre péles de contact
sont sur une méme droite : les tangentes aux huit points
de contact seronl tangenies & une méme conique.

Cororrame IV. — Par suite : Lorsque deux coniques
pussent par quatre ])offzzs, leurs tangentes en ces poiizts
sont huit drottes tangentes a une méme conique.

En effet A, B, C, D étant les quatre points communs aux
deux coniques, les cordes AB et CD représentent deux coni-
ques infiniment aplaties ayant chacune un double contact
avec les deux coniques. Les quatre péles de contact sont en
ligne droite sur la polaire du point de concours des deux
cordes AB, CD. Donc, ete.

On trouvera plus loin (453 ) une propriété générale de
deux coniques, qui se rapporte 4 la troisiéme conique dont

il s’agitici.
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CHAPITRE XVIII.

NOUVELLES PROPRIETES RELATIVES A DES CONIQUES
CIRCONSCRITES OU INSCRITES A UN QUADRILATERE.

§ L. — Trois coniques circonscrites ou inscrites
a un quadrilatére,

430. Lemme. — On méne par un pointa d'une coni-
que (fig. 125) la tangente a'T et une corde ab; A, D re-
présentent les demi-diamétres de la courbe paralléles a
ces deux droites, et A, B les deux demi-axes : le sinus de
Uangle o, compris entre la tangente et la corde, a pour
expression

ab.A.B

SN ————— =
2.D%.A

Que par le point p infiniment voisin de (/fig. 126) sur le
prolongement de la corde ba, on méne la droite pa’K pas-
sant par le centre O de la conique; on aura

a.pb oD’ D?
e = (89)
e 0K OK

Or, dans le triangle paa’,

pa sina’

pa’ " sina
Donq
pb  Disina
pK 512‘ .sina’

A la limite, ou le point p coincide avec « ( fig. 125),
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cetle équation devient
ab D2.sin Tab
e
@K Or’ sinTaK

on
ab.0OK.sinTaK

sinTab — sina — =0
Mais
OK.A.sinTaK = A.B(200).
Donc :
ab.A.B
2D%. A :

sine =,

Ce qu'il fallait démontrer.

ConorrAtre. — Soit p le point ou la corde @b rencontre
s & Z sin T a(; QK

le diamétre OA: le triangle aOp donne Shiria e 8 e
sin Tak ap

et I'on conclut de I'expression ci-dessus de sin Tab,

ab 1

E:;Pq ou ap.ab =2D"

Clest-a-dire que :

Si par un point a d’une conique on mene une corde ab,
qui renconlre en p le diaméire pa?"ﬂllélﬂ & la tangente
en a:le rectngfe construit sur la corde et sur le seg-
ment ap est égal au double du carré construit sur le

demi-diameéetre pa:‘alléle a la corde.

431. Quand trois coniques C, C!, C"(fig. 127) ont quatre
points communs, side chaque point m de C" on meéne une
tangente & chacune des deux C, C',.et qu'on joigne les
deux points de contact a, a/, par une droite qui rencontre
les deux courbes en deux nouveawx points b, b’ : on aura
entre les deuzx cordes ab, a'b’ de C et C' et les demi-dia-
métres D, D! de ces courbes, paralléles d la droite aa’,
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la relation numérique
ab  a'l’
D! & D'2
A étant une constante.
En effet, on a, d’aprés le lemme,

=

ab  2A.sina a't! 24! sina’
T AE R AN
A, B étant les deux demi-axes de la premiére conique;
A, D les demi-diamétres paralléles a la tangente ma et 2
la corde ab; et A, B/, A, D' ayant les mémes significations
a I'égard de la seconde conique.
De plus, dans le triangle ama/,

sina ma'

sina’ _ ma
Donc
ab a't! ( A A ) A" B’

" D? " \ma'ma] AB
Or, le point m se trouvant sur la conique C” qui passe par

les points d’intersection des deux Cet C’, on a vu (387, II)
que .

ma ma’
—— = =—const.
A A
Done

ab a'b’ ; ,

=== et CONBE S =GN ID

D * D” >

Remarque. — En vertu du corollaire précédent, on peut

D: D" .
T de simples segments

ap, da'p'. Le rapport de ces segments est constant.

substituer aux rapports

Cororrame, En prenant pour G’ deux axes de symptose
de C et C', on obtiendra une propriété relative a deux co-
niques.

Réciproque de (431). Etant données deux conigues G,
C', si P'on méne des droites de maniére que les deux cordes
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ab, a'b’ que ces courbes interceptent sur chaque droile,
divisées respectivement par les carrés des demi-diamétres
des deux coniques, paralléles a cette droite, aient un rap-
port constant : les tangenites aux points a, b de la co-
nigue C rencontreront les tangentes aux points a% b’

206

de C', en quatre poinis dont le lieu sera une conique pas-
sant par les quatre points d’intersection des deux coni-
ques C, C'.

En effet, concevons une droite satisfaisant a la question ;
les quatre points de rencontre des tangentes a la premiére
conique et des tangentes a la seconde sont sur une co-
nique C” qui passe par les points d’'intersection des deux
proposées (410, Coroll. IV). Et si 'on méne a celles-ci deux
tangentes par chaque point de G, la droite qui joindrales
deux points de contact satisfera, d’aprés la proposition di-
recte, aux conditions de la réciproque.

%32. Dans ces théorémes on peut remplacer les carrés
des diamétres des deux coniques par les rectangles des seg-
ments faits par les deux courbes sur des paralléles a ces
diameétres, mendes de deux points fixes. Ce qui permetira
d’appliquer les théorémes aux coniques dépourvues de
centre. L’énoncé (431) devient par cette substitution :

Quand trots coniques C, C', C” ont quatre points com-
muns, si. d'un point quelconque de C” on méne une tan-
gente & chacune des deux C, C!, et qu'onjoigne les deux
points de contact a, a' par une droite qui coupe ces
courbes en deux nouveaux points b, b's puis, que par deux
points fixes O, O’ on méne & cette droite des paralléles
(]ui rencontreront les deux com'ques, r’e.cpeclivenlwnt, en
des couples de points o, 6 et o', &'

ab a'l’
— e — )
{74

Oa.06 0.0¢

. on aura la relation

A ctant une constante.
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433. Quand trois coniques C, C, C" sont insecrites dans

un quadrilatére, si une tangente roule sur la troisieme C"

et rencontre les deux premiéres C, C' en deux couples de
pointsa, b et a', b’ : on a la relation

ab _a'b’

D ° D2

=

D? et D étant, dans C et C, les carrés des demi-dia-
métres paralléles & la tangente mobile, et A une con-
stante.

Qu’on méne a la conique C ( fig. 128) les tangentes pa-
ralléles 4 une tangente L de C; soient 7, s leurs points de
contact; O le point on le diaméire rs rencontre la droite L,
et Op, Ogq les.distances de ce point aux deux tangentes; en-
fin C le centre de la conique C, et CD le diamétre paralléle
al:ona ;

0p.0¢g=0r.0s.5m0*.DCr.
Or
Cr.CD.sinDCr=A.B (200),

A et B étant les deux demi-axes de la conique. Donc

0r.0s.A2. B?

(1) Op-Ug —=—=3—
Cr .CD
Mais
——q n—
0r.0s Oa Qa
e et D (49),
Cr CD
en faisant abstraction des signes des segments.
Done
s =n
A 2. 2 b
] 0709 = w20 =i TR dg

Dt e Dt
Pour la seconde conique on a semblablement

A2.B db
Qg = =
’ 7 L'[ D
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Or ;
0p.0g
. 00— const. (398).
Donc
A.B ab d¥
ﬁ'ﬁ A F’ = const.
ou
ab a'b’
ﬁ 7 F = const.

Ce qu'il fallait démontrer.

ConrorrAtRE. — Prenant pour C” une diagonale du qua-

drilatére , on conclut du théoréme cet énoncé :

8i autour d’un ombilic de deux conigues on fail tour-
ner une transversale qui rencontre ces courbes en deux
couples de points a, b; a’, b’ : il existe entre les cordes ab,
a'b’ et les deux demi-diamétres D, D', qui leur sont pa-
ralléles, la relation

ab a'b’
D ¢ T — const.

Remarque. — La formule (3) de Particle (271) est un
cas particulier de ce théoréme.

Réciproque de (433) : Etant données deux coniques C,
C/, si Pon méne une transversale qui les rencontre en deux
couples de points a, b et a', b' de maniére qu'on ait la re-
lation constante

el

- F,-:const. =1,

D et D étant les carrés des demi-diamétres des deux
coniques, paralléles & la transversale : cette transver-
sale, en changeant de position, enveloppera une conique
inscrite dans le quadrilatére circonscrit aux deux pro-
posées.

Cela résulte immédiatement du théoréme (433).
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43%. On peut remplacer les carrés des diamétres des
deux courbes par des rectangles, comme ci-dessus (432).
On obtient cet énoncé : :

Quand trois coniques C, C', C" sont inscrites dans un
quadrilatére, si une tangente roule sur C" et rencontre
C et C"en deux couples de pointsa, b; a'y b'; et que paz
deux points fixes O, O' on méne & cette tangente des pa-
ralléles qui rencontrent, respectivement, les deux coniques
C, C’ aux points a, 6 et o', 8' : on aura la relation

abiee ot
. " 0«.06 0«.0¢

=1,

A étant une constante.

435. Quand trois coniques C, C', Z ont quatre points
communs, si de chaque point de la troisieme X on
méne deux tangentes a chacune des deux autres : les
droites qui joindront les points de contact de la co-
niqgue C aux points de contact de la conique C' seront
tou]ours tangentes a une méme comque E inscrite dans

le quadrilatere :

En effet, soient @, a’ deux points de contact sur Cet C',
1'espuclivement' ab, a'b' les cordes interceptées par ces
deux coniques sur la droite aa'; D, D' les demi-diameétres
des deux coniques par alléles a cette (hmte on a

ab _a'b’

% étant une constante. Mais cette équalion prouve que
les droites aa’ envcloppent une conique inscrite dans le
quadrilatére circonscritd € et C' (433, Récip. )- Done, ete.

Bemmque — En prenant pour 2 Iensemble de deux
axes de symptose de G et C', on retrouve le théoréme (361).

436. Quand trois coniques C, C', & sont inscrites dans

oCD ,
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un quadrilatére, si une tangente roule sur la troisiéme E,
et que par les quatre points ol cette droite rencontre les
deux coniques C, C' on méne les tangentes é& ces courbes :

300

les tangentes & la premiére rencontreront les tangentes a
la seconde en quatre points dont le lieu sera une coni-
que 2 passant par les quatre points d’intersection de
Cetde C. ,

En effet, soient a, a’ deux des points dans lesquels une
tangente de E rencontre les deux coniques C, C': les tan-
gentes en ces points se coupent en un point P qui détermine
une conique 2 passant par ce point et par les quatre points
d’intersection de C et de C'. Et d’aprés le théoréme (435),
les droites qui joignent les points'de contact des tangentes
menees par chaque point de cette conique 2 aux deux
courbes C, C’, sont les tangenies 4 la conique . Donc, etc.

Remarque.— Ce théoréme, qu’on peut considérer comme
le réciproque du précédent, en est aussi le corrédlatif.

437. Etant données deux coniques quelconques C, €/, a
chaque conique Z menée par leurs points d'intersection
correspond une conique E inscrite dans leur quadrilatere
circonserit (435). Réciproquement, 4 une conique E cor-
respond une conique Z, et une seule (436).

Il s’ensuit que la loi de correspondance entre les deux
coniques 2 et E est bien simple, et consiste en ce que : e
rapport anharmonique de quatre coniques % _passant par
les points d’intersection des deux C et C/, est égal a celui
des quatre coniques correspondantes E inscrites dans le
quadrilatére circonserit aux deux C, C' (*).

(*) En effet, une conique = est déterminée par le point c ot elle touche
un coté du quadrilatere ' C ¢/ | ; et la eonique correspondante = est dé-

terminée par sa tangente P& menée en 'un des points d'infersection P des
coniques G et €/, et renconirant en & une droite fixe queleonque L. Les deux
points z, & se correspondent done de maniére qu’a un point « ne corres—
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Cela donne le moyen de déterminer immédiatement la
conique E qui correspond i une conique 2.

En eflet, quand la conique Z coincide avec C, la conique E
coincide avec C’; et de méme quand 2 coincide avee C/,
E coincide avec C. Aux deux axes de symptose des co-
niques C, C/, considérés comme formant une conique 2,
correspond une diagonale du quadrilatére circonscrit 4 G
et C' (435, Remarq.), considérée comme conique inserite E.
Ainsi I'on connait & priori trois coniques E correspon-
dantes a trois coniques 2. Done, par I'égalité des rapports
anharmoniques des deux systémes de coniques, on déter-
mine immédiatement la quatriéme conique E correspon-
dante 4 une quatriéme conique Z prise arbitrairement.

§ . — Quatre coniques circonscrites ou inscrites
a un quadrilatére.

488. Quatre coniques C, C’, C", C" sont circonscrites
aurm qu(t(li’ilritér‘e; de chaque point de la troisiéme C" on
méne une tangente a chacune des deux premicres; la
droite qui joint les deux points de contact a, a' rencontre
ces courbes en deux nouwveaux points b, b/, et la qua-
tri¢me C" en deux points : m étant I'un de ces points, on
a la relation

ma.mb ma'.mb’

ey 7 ==canstic=—¢k;
a i

En effet, soient D, D’ les demi-diamétres de C et C/, pa-
ralléles & la transversale aba’b'. Puisque les deux couples
de points @, b; a', b’ et le point m appartiennent a trois

pond gu’un point 6, et réciproquement; ce qui est le caractére des divisions
homographiques. Quatre points « ontdonc le méme rapport anharmonique
que les quatre points correspondants €, et conséquemment, que les quatre
langentes P8, Donc quatre coniques = ont le méme rapport anharmo-
uigue (326) que les quatre coniques ¥ (325).
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coniques circonscrites a un guadrilatere, on a

302

ma.mb ma'.mb’
T: i — const. (387, I).
Mais on a aussi
ab a'b’
—f)—:: .ﬁ;e— — const. (ll31)

Donc
ma.mb ma'.mb’

T b -——a,—b*J— =— const.

Ce qu’il fallait prouver.

439. Si Pon suppose que la constante A soit donnée, et
qu’on ait a déterminer la conique C"” ou C”, on est conduit
aux deux théorémes suivants, qui peuvent étre considérés
comme les réciproques du premier. ‘ '

Quand trois coniques C, C/, C" sont circonscriles @
un quadrilatére, si l’on demande un point P, tel, que la
droite aa' qui joint les points de contact de deux tangentes
menées de ce point & C et a C', rencontre ces deux courbes
en deux autres points b, ', et la troisiéme conique C" en
un point m, satisfaisant ensemble a l’équation

ma.mb ma’ .mb’ N
b enlhl

dans laquelle A est une constante donnée : le lieu du
point P sera une conique passant par les quatre points
COmMmuUIS aux coniques proposees.

Car, si par un point satisfaisant & la question, on méne
une conique G passant par les points d’intersection de G
et G/, tous les autres points de cette courbe satisferont aussi
a la question, d’apres le théoréme (438).

ConoLLAIRE. — Supposant A= 1, on donne au théoréme
cet énoncé : .

Quand trois coniques G, C/,. C" sont circonscrites a un
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()‘Ltr’td] ilatére, et qu'on méne d’un poznt P les tangentes

Pa, Pa’ a C et C'5 puis la droite aa qui joint les points de
contact, el rencontre ces courbes en deux nouveaux points
b, b/, et C" en deux points m, m'; si lon demande que
ces deux points divisent harmoniguement les deux cordes
ab, a'b’ : le liew du point P sera une conique passant par
les quatre points communs aux conigues proposées.

Car les deux points qui divisent harmoniquement les
deux segments ab, a’'b’ sont déterminés par I'équation

ma.a'b'.bm —=—ma' .ab.b'm (G. S., 256)

ou
ma.mb ma'. mb’
VT e A o s

qui est un cas particulier de I’équation précédente.

440. Etant données trois coniques C, C', C" circon-
scrites & un quadrilatére, et une constante A, si I’'on méne
de chaque point de C" une tangeme a C et une tangente

a ) et que sur la droite aa’, quijoint les deux points de
contact a, a', et qui renconire les deux mémes coniques en
déux autres points b, b', on prenne les quatre points m
déterminés par la relation

ma.mb:ma’.mb’:_{_l :

ab a'l’ 7

le lieu de ces poinis sera i ’ensenu_')le de deux coniques pas-
sant parles quatre points communs aux proposées.

En effet, les deux points m déterminés sur une transver-
sale avec le signe -+ formeront une involution avec les
deux couples a, b3 a’, b’ (G. ., 282), el par conséquent
appartiendront a une conique C” passant par les points
d’intersection des proposées (302). Pareillement les deux
points déterminés sur la méme transversale avec le signe —
appartiendront & une aulre conique C'¥ passant aussi par
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les quatre points d'intersection des proposées. Mais d’aprés
le théoréme (438), toute autre droite déterminée comme
aa! rencontrera chacune de ces deux coniques en des points
qui satisferont & I'équation. Ce qui démontre la propo-
sition.

CororrAmE. — Sil'on suppose A= 1, 'énoncé précédent
se modifie comme il suit : ‘

Etant données trois coniques C, C'; C” circonscriles &
un quad;‘ilatére, si de chaque point de C" on méne une
sangente & chacune des devx G, C', et quesur la droite
qui. joint les deux points de contact a, a', et qui rencontre
C et C' en deux autres points b, b', on prenne les deux
points m, m' qui divisent harmoniquement les deux seg-
ments aa’, blY, et-les deux points m , ', gui divisent har-
moniquement les dewx-segments ab/, ba' : le lieudes quatre
points m, m/, m,, m, est Uensemble de deux coniques qui
passent par les points d’intersection des proposées.

En effet, il existe, comme ci-dessus (439, Coroll.), entre
les segments aa’, bb' et ceux que forme le point m, la re-
lation

ma.a'b . bm—= —ma'.ab.b'm,

ou

ma.mb ma' .mb’
b

e

Pareillement, les points qui divisent harmoniquement
les deux segments ab’, ba', donnent la relation

moa.mb ma b’ i
e = 1.
ab a' b’

2ok

Chacune de ces équations rentre dans I'équation générale

ma.mb ma’.mb'

ab a'l’

LoVl
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Donc le lieu des points m, m'; m,, m/, est I'ensemble de
deux coniques. T QitE P

). Etant données quatre coniques G, G/, G, C"
inscrites dans un quadrilatére, si une tan gente roule sur G
et que par deux des points ol elle rencontre les coniques
C, €', on méne & ces courbes les tangentes A, A'; puis,
que par le point d’intersection de ces tangentes on méne
aux deux mémes coniques les deux autres tangentes B,
B, et & la conique C" une tangente M : on aura la re-
lation

sin(M, A). sin(M, B) sin (M, A’). sin (M, B’)

5 . o = [ i=— L 1TeS
sin (A, B) sin (A’, B/) o

Ce théorémeest le corrélatif du théoréme (438) concer-
nant quatre coniques circonscrites 4 un quadrilatére, ex-
primé par la relation

ma.mb ma’.mb'

e —
ab alb: 2

car celle-ci s'éerit

(ma_ba mb a'b L
ma' ‘ba' ) \mb a'b )"’

\

et sous cette forme, qui ne renferme que des rapports anhar-
moniques, elle donne immédiatement

sin (M, A) sin(B, A) sin (M, B) _sin(A’, B)
[sin (M, A) * sin (B, A’)] ; [sin (M, B) ~ sin (4, B’)]

=1,

ou
sin (M, A). (sin M, B) _sin (M, A’).sin (M, B') Sy
sin (A, B) : sin (A’, B’) G

Si l'on suppose que la constante 2 soit. donnée, on.

20
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déterminera oit la conique C”, soit C”. 1l en résulte les
deux théorémes suivants, qu’on peut regarder comme les

réciproques du premier.

442. Lorsque trois coniques C, C', C" inscrites dans un
quadrilatére, et une constante 1 sont données, st l’on méne
une droite L de maniére que, A et A étant les tangentes
en deux des points ot elle rencontre les coniques C, C/, et
B, B! les deux autres tangentes & ces courbes, qui partent
du point d’intersection des deux; premicres A, A, enfin M
une des tangentes de C" passant par le méme point, on
ait toujours la relation

sin (M, A).sin (M, B) _sin (M, A").sin(M, B 1
TR U e

la droite L enveloppera une conique inscrite dans le qua-
drilatére circonscrit aux proposées.

ConoLLAmE, — Si A = 1, le théoréme prend cet énoncé :
IF Quand trois coniques C, C/, C"” sont inscrites dans un
quadrilatere, et qu'on méne une droite L, de maniére que,
A et A! étant les tangentes en deux des points ol cetle
droite rencontre les coniques C, C', et M, M les tangentes
de G, menées par le point d’intersection de A et A, ces
tangentes M, M' soient conjuguées par rapport & C et
& € : Uenveloppe de la droite L sera une conique inscrite

dans le qua(lrz'latére 5

443. Lorsque trois coniques C, C/, C" inscrites dans un
quadrilatére, et une constante % sont données, si une
tangente roule sur C” et que, A étant la tangente en un
des points ol cette droite rencontre la conigue C, et A' la
tangente en un des points ol elle rencontre ¢!, on mene
par le point d'intersection de A et A! les deux autres tan-
gentes B, B! aux deux coniques, et les quatre droites M,
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déterminées par l’équation

sin(M, A).sin(M, B) sin(M, A’).sin (M, B')
sin(A, B) : sin{A’, B')

:il:

ces droites M envelopperont deux coniques inscrites dans
le méme quadrilatére que les proposées.

CoroLratrE. — Si A =1 le théoréme prend cet énoncé :

Lorsque trois coniques C, C', C sont inscrites dans un
quadrilatére, si sur C" on fait rouler une tangente qui
rencontre G et C', et que, A et A! étant les tangentes a ces
courbes en deux des points de rencontre, on méne par le
point de concours de ces tangentes les deux autres tan-
gentes B, B' aux mémes coniques, puis les deux droites
M, M’ qui divisent harmoniguement les deux angles
(A, A'), (B, B') : L’enveloppe de ces droites sera Pensem-
ble de deux conigues inscrites dans le quadrilatére cir-
conscrit aux proposées.

§ L. — Quatre coniques C, C!, 2, E, dont 3 passe par
les points d’intersection des deux G, C! , et E est inscrite

dans le quadrilatére | C ¢/ ! ;

444. Lorsque trois coniques C, C/, X circonscrites & un
quadrilatére, et une conique E inscrite dans le quadrila-
tere circonscrit aux deux premiéres C, C!, sont données; si
une tangente roule sur E et rencontre C et C' en deux
couples de points a, by a', b/, et la conique Z en deux
points m : on a toujours la relation

ma.mb _ma'.mb’'
ab R

= eOASsk. == ).

En effet, d’aprés le théoréme (436), les tangentes 4 la co-
nique C en ses points a, & rencontrent les tangentes a C/ en
ses points a’, &', en quatre points situés sur une conique C"

20.

SCD LYON 1




308 - TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.
qui passe par les points d’intersection de C et C'. Done,
d’aprés le théoréme (438), V'équation a lieu:

445, Le théoréme (444) conduit aux deux suivants,
qui peuvent étre considérés comme des réciproques de
celui-la.

Etant données trois coniques C, C', Z circonscrites a
un quadrilatére, si U’on méne une droite, de maniére que
Pon ait, entre les deux couples de points a, b; a', b, dans
lesquels elle coupe les deux coniques C, C', et l'un de ses
points de rencontre m avec la conique 2, la relation

ma.mb ma'.mb' 3
TR b e e

) étant une constante : cette droite enveloppera une co-
nique E inscrite dans le quadrilatére circonscril aux deux
coniques C, C'.

En effet, une position de la droite détermine une co-
nique E tangente a cette droite et inscrite dans le quadri-

latére I C C']; et toutes les tangentes 4 cette conique satis-
font 4 la question, d’aprés le théoréme (A4%).

446, Quand trois coniques C, C', E sont inscrites dans
un quadrilatére, st Uon fait rouler sur E une tangente qui
rencontre G et Cen deux couples de points a,b; a’, b'; et
qu'on prenne sur cette droite les points m déterminés par
la relation

: : ma.mb  ma'.mb'

S =

dans laquelle ) est une constante : ces points auront pour
lieu géometrigue deux coniques passant par les points
dintersection de C et C. i

Il v a denx maniéres de placer les deux lettres a, b,
ainsi que @, b', des coniques Cet C/, sur une tangente de E;

SCD LYON 1




CH.XVIII. — CONIQ. CIRCONS. OU INSC. A UN QUADRIL. 3og
ce qui donne lieu aux quatre cas suivants : a, b, &, ¥
a, b, ¥,d;b,a,d,b;b,a,l,d. Et quant i la direction
relative des segments ab, a'b’, qui résulte de 13, on voit
aisément que ces segments n’entrant dans I'équation propo-
sée que par leur rapport, les quatre cas se rédunisent 4 deux :
celui on les deux segments ont la méme direction, et celui ou
ils ont des directions difiérentes. Dans chacun de ces cas, les
deux points m déterminés par I'équation forment une invo-
lution avec les deux couples a, b; &, ' (G. S., 282). Dés
lors ces points appartiennent i une conique qui passe par
les points d’intersection de C et C' (302). D’apreés le théo-
réme (444), toute tangente de E détermine sur cette coni-
que deux points qui satisfont & 'équation proposée, et con-
séquemment a la question. Donc, etc.

Observation. — Si I'on donnait 4 A le signe —, avec la
mime valeur numérique, les deux coniques déiermindes
seraient les mémes qu’avec le signe -+ ; seulement la coni-
que répondant au cas ou les deux cordes ab, 2'b'ont la
méme direction serait celle qui répondait primitivement au
cas ou ces deux cordes sont de directions contraires.

W1, Etant données trois coniques C, C', E inscrites
dans un quadrilatére, et une conique X qui passe par les
points d’intersection des deux premiéres C, C, side chaque
point de cctte conique on méne les couples de tan-
gentes A, B; A, B' & C et U, et une tangente unique
M & E : on aura la relation

sin(M, A).sin(M, B) _ sin(M, A’).5in (M, B)
sin(A, B) ; sin(A’, BY) =

A étant une constante.

En effet; d’aprés le théoréme (435), les droites qui join-
dront les points de contact des tangentes A, B aux points
de contact des tangentes A’;, B’ envelopperont une co-
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nique ¢’ inscrite danslequadrilatére . Done, d’aprés
le théoréme (441), I'équation a lieun.

448. Si dans ce théoréme on suppose que la constante A
soit donnée, on est conduit aux deux propositions sui-
vantes.

Etant données trois conigues C, C', E inscrites dans un
quadrilatére, et une constante k, si l’on demande un point
tel, que les tangentes mendes de ce point aux deux pre-
miéres coniques étant A, B et A', B/, et une des tangentes
menées & la troisiéme conique étant M, on ait toujours
la relation

sin(M, A).sin(M, B) _sin(M, A’).sin(M, B") S
sin(A, B) : sin(A’, B') R

le lien du point demandé est une conique Z qui passe par
les quatre points d’intersection des deux G, .

En effet, si aprés qu'on a déterminé un point satisfai-
sant a la question, on mene par ce point une conique X
passant par les points d'intersection des deux C, C', tous
les points de cette conique satisferont aussi a la question,
d’aprés le théoréme (447).

449. Lorsque trois coniques C, €', T circonscrites a un
quadrilatére, et une constante A sont données, si de cha—
que point de X on meéne deux couples de tangentes A, B
et A, B! & C et & C/, et les deux couples de droites M
déterminées par U’¢quation

sin(M, A).sin(M, B) _ sin(M, A’).sin(M, B’) g
sin(A, B) : sin(A', B') B

l’enveloppe de ces droites M sera Uensemble de deux
coniques inscrites dans le quadrilatére circonscrit aux

deux C et C'.
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En effet, on peut mener par un point de la conique Z
deux couples de droites M satisfaisant a la question, parce
quil y a deux maniéres différentes de placer les lettres
A, B, A/, B sur les tangentes de C et C'. Les droites M de
chaque couple forment involution avec les deux couples de
tangentes de C et C'; conséquemment on peut décrire deux
coniques tangentes, respectivement, aux deux couples de

droites, et inscrites dans le quadrilatére (315).

Ces deux coniques satisfont évidemment a la question, d’a-
4 q )
prés le théoreme (447 ).

§ IV. — Conséquences des théorémes générauc.

450. Quand trois coniques C, C', E sont inscrites dans
un quadrilatére, si U'on fait rouler sur l'une E une tan-
gente quirencontre C et C' en deux couples de points a, b;
a’, b’; et qu'on prenne sur cette droite les quatre points m
dont deux divisent harmoniguement les deux segments
aa’, bb', et les deux autres les deux segments ab', ba' : le
lieu de ces quatre points sera l'ensemble de deux conigues
passant par les quatre points d’intersection de G et C/,
et dont les tangentes en ces pm'nts seront langentes ala
conique E.

En effet, m étant un des deux points qui divisent har-
moniquement les segments aa’, bb’, on a la relation

ma.a'bl.bm —= — ma'.ab.b'm [G. 8., 256)
ou

ma.mb _ma’.mb'

ab

Et pareillement, désignant par m, un des points qui divisent
harmoniquement les deux segments ab’, ba', on a la re-
lation

ma. b'a’ bm, = — m b .ab a'm,
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onu
ma.mb _ma.mb
ab G Ra by

= —+1.
De sorte que les deux points m et les deux m; sont déter-
minés par I'équation

ma.mb ma'.mb' .
= — —r.
a'b

ab

Donc le lieu des quatre points est I'ensemble de deux co-
niques qui passent par les points d'intersection de C et C'
(446). el

Il reste & prouver que les tangentes menées de ces der-
niers points a la conique E sont tangentes en ces points
aux deux coniques trouvées.

Soit @ un des quatre points d'intersection de G et C'; une
des tangentes & E, menée par ce point, rencontre les deux
courbes C, C' en deux points coincidents a, @', et en deux
autres points b, ' : les deux points m, qui divisent harmo-
niquement les deux segments aa’, bb', et qui appartiennent
tous deux a une des deux coniques cherchées, sont I'un
en a et 'autre en un point », déterminé par la rela-

il b
tion ;—5-, — — w-

Etles deux points m; qui divisent harmoniquement les
deux segments ab’ et a'b, et qui appartiennent a l'autre
conique, sont tous deux en a; c’est-a-dire que cetteconique
est tangente a la droite ab. Ce qu'il fallait prouver.

Cororratre I. — Si la conique E est une diagonale du
quadrilatére circonscrit a CetC/(317), le théoréme prend
cet énoncé :
8¢ autour d’un sommet S du quadrilatére circonscrit a
deux coniques C, C', on fail tourner une droite qui ren-
contre ces courbes en deux couples de points a, b;a', b3
et qu’on prenne sur cette droite les deux points qui divisent
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harmoniquement les segments aa', bb', et les deux points
qui divisent de méme les segments ab', ba' : les quatre
points ainsi déterminés ont pour liew géométrigue deux
conigues qui passent par les quatre points d’intersection
de C et de C', et dont les tangentes en ces points con-
courent, quatre & quatre, aw sommet S du quadrilatére
circonscrit, et au sommet opposé S'.

Ces deux coniques restent les mémes, quel que soit
celwl des deux sommets opposés S, 8" autour duquel on
a _fm'L tourner la transversale.

Cornorraire II. — Supposant que C et C’ solent des cer—
cles, et E la droite limitée a leurs centres de similitude,
on obtient cet énoncé :

St autour d’un centre de similitude de deux cerclesC, C!
orn fa;r.'t tourner une droite qui les rencontre en deux cou-
ples depointsa, b a’', b', et qu'on prenne sur cette droite
les deux points qui divisent harmoniquement les seg-
ments aa', bb', et les deux qui divisent harmonique-
ment les segments ab', ba’ : le liew de ces qualre points
est Uensemble de deux cercles qui passent par les points
d’intersection des deux C, C'; les centres de ces cercles
sont les centres de similitude de C et C'; et les tangentes
del’'un d’eux, aux points d’intersection de Cet C, passent
par le centre de Uauire ; conséquemment les deux cercles
se coupent a angles droits.

h54. Lemme I. — Quand trois coniques C, C', 3 sont circon-
scrites & un quadrilatére, et qu’une transversale les rencontre en
trois couples de points a, b; a', b’ et e, £; si- les points e, f sont
conjugués harmoniques par rapport @ a et a' : ils le seront aussi
par rapport a b et b’.

En effet, on a par hypothése
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Mais les trois coniques étant circonscrites & un méme quadrila-
tére, les trois couples de points a, b3 a, b’ et e, fsont en invo-
lution (302); ce qu'on exprime par I'équation

ea.eb . fa.fb

ea .ebl ~ fa Jb'

Cette équation, en vertu de la précédente, donne celle-ci :

eb fb

ST

Les points e, f sont donec conjugués harmoniques par rapport

aberd. ¥ Gli 0B,
Pareillement :
Leume II.— Quand trois coniques G, €', B sont inscrites dans

ur quadrilatére, et que d’un- point on méne aux deux premiéres
les couples de tangentes A, B; A', B'; si les tangentes A, A ap-
pantenant & C et ¢ G, respectivement, sont conjuguces par rap-
port & la troisieme C’Oﬁ!‘ql.l,f} % : il en sera de méme des deux
autres tangentes B, B'.

452, Etant données trois coniques C, C', Z circonserites
aunquadrilatére,si U on prend sur les deux premiéres, res-
pectivement, deux points a, a' qui sotent conjugués par rap-
porté la troisiéme : la droite aa’ enveloppera une conique £

inscrite tout & la fois dans le quadrilatére [ BLD 1 , etdans

le quadrilatére formé par les tangentes a Z en ses quatre,
points communs avec ces deux: conigues G, C'. .

En eflet, soit une droite L satisfaisant 4 la condition
prescrite, c’est-a-dire, rencontrant les trois coniques en
trois couples de points a, b; a', b et m, m' tels, que a et
a' divisent harmoniquement le segment mm’, Les deux
points b, b, d'aprés le premier des deux lemmes précédents,
divisent aussi harmoniquement le segment mm'. Consé-
quemment, m, m' sont les points doubles de I'involution
déterminée par les deux segments aa’, b6’ (G. ., 205) :
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il s’ensuit-1a relation

ma.a'bl .bm = — ma'.ab.b'm (G.S8., 192),

ou
ma.mb - ma'.mb’

e

ce qui prouve, d’aprés le théoréme (445), que la droite Len-

veloppe une conique inscrite dans le quadrilatére ;

Il reste & prouver que chacune des tangentes de la conique
2, en ses quatre points communs avecles deux courbes C, C/,
est une droite satisfaisant a la question. Effectivement, ‘soit
a un de ces points; la tangente de Z en ce point rencontre
C en b, et C' en deux points dout un coincide avec a; ap-
pelons-le &/, 'autre sera a'. Les deux points m, m' coin-
cident aussi avec a, puisque la droite est, par hypothése,
tangente a la conique Z. On peut done dire que les deux
points m, m' divisent harmoniquement le segment aa’,
aussi bien que le segment 6’5, Ainsi la tangente satisfait
la question, et conséquemment la conique E la touche en
quelque point, comme l'indique I'énoncé du théoréme.

Cororrame I. — Quand trois coniques C, C', Z passent
par quatre points, les tangentes de I'une Z en ces points,
et les tangentes communes aux deux autres C, C', sont
huit droites tangentes & une méme conique E.

Le théoréme (452). qui implique ce corollaire, exprime
une propriété de cette conique E.

Cororraime II. —8Si la conique Z est l'ensemble des deux
axes de symptose des coniques C, G’ (327), le théoréme
prend cet énoncé : :

Etant données deux coniques G, C', si parle point de
concours de leurs axes de symptose, on méne deux droites
conjuguées harmoniques par rapport a ces axes, lesquelles
rencontreront les deux coniques G, C' respectivement
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en deux couples de points : les droites qui joindront les
points de Uune aux points de Uautre cnvelopperont une

conique inscrite dans le quadrilatére et langente

aux deux axes de symptose.

On reconnait immédiatement qu'on peut inscrire dans
le quadrilatére circonscrit a deux coniques C, €/, une troi-
siéme conique tangente a leurs axes de symptose. Car les
tangentes menées aux deux coniques, par le point de ren-
contre de ces axes, ont leur point de contact sur la polaire
de ce point, et conséquemment forment avec ces axes une
involution (300). Ce qui prouve, en vertu de (315), que

parmi les coniques inscrites dans le quadrilatére ' il

en est une qui touche & la fois les deux axes de symptose.
La proposition actuelle exprime une propriété de cette
conique. '
Cororratre III. — Si les deux coniques C, C’ sont ho-
mothétiques, elles n’ont qu'un axe de symptose L déter-
miné, I'autre étant a 'infini; deux droites conjuguées har-
moniques par rapport aux deux axes sont paralléles a L,
et de part et d’autre d égale distance; de sorte que deux
points a, @', dans lesquels les deux paralleles rencontrent
les deux coniques, sont a égale distance de l'axe L. La
droite wa' coupe les deux coniques en deux autres points
b, b', qui sont aussi 4 égale distance de L, parce que les
deux couples a, a’ et b, b’ déterminent une involution (300),
dont le point central est sur L (G- 8., 197). Il s’ensuit que
les deux cordes ab, a’b' des coniques sont égales. Et réci-
proquement, si I’on méne une transversale sur laquelle
les deux coniques interceptent deux cordes égales ab, a’b’,
les extrémités de la premiére et celles de la seconde sont,
deux i deux respectivement, 4 la méme distance de la
droite L (G. 8., 195). Par conséquent, Je corollaire précé-

dent regoit cet énoncé :
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Quand deux coniques sont homothétiques, si l’on méne
des transversales, sur chacune desquelles les deux coniques
interceptent des cordes égales : ces droites enveloppent
une parabole inscrite dans le quadrilatére circonscrit aux
deux conique.s‘, et tangente a leur axe de symplose,

Cororrare IV, —Si les deux coniques C, C/, dans le
théoréme (452), sont des cercles qui ne se rencontrent pas,
il existe sur leur diamétre commun deux points e, f dont
chacun ala méme polaire dans les deux cercles (G- S., 759) ;
chacun de ces points peut étre considéré comme un cercle
infiniment petit qui passe par les points d’intersection de
C et C'. Prenant un de ces points pour £, et observant que
deux points conjugués par rapport a un cercle infiniment
petit sont situés sur deux diamétres rectangulaires, on en
conclut ce théoréme :

Etant donnés deux: cercles C, C' qui ne se renconlrent
pas, st autour d’un des deux points dont chacun a la
méme polaire dans les deux cercles, on fait tourner les
deux cétés d’un angle droit, et qu'on joigne par des
droites les points oi chaque cété rencontre le cercle C,
aux points oiv 'autre c6té rencontre le cercle C': ces
droites (au nombre de huit) sont toujours tangentes a une
méme conique, inscrite dans le quadrilatére circonscrit aux
deux cercles; et cette conique a l'un de ses foyers au point
autour duquel tourne Uangle droit.

Par suite, en vertu du théoréme (436) : Les tangentes
Uun des cercles en ses points situés sur les cétés de Ian-
gle droit, coupent les tangentes menées au second cercle,
par ses points situés sur les mémes cétés, en huit points
toujours situés sur un méme cercle qui passe par les points
d’intersection (z'maginai'res) des deux cercles proposés.

453. Sil'on suppose dans le théoréme (452) queles deux
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coniques C, C' s’approchent indéfiniment et se confondent,
le théoréme prend cet énoncé :

Etant données deux conigues C, Z, si Lon méne des
droites dont chacune les rencontre en deux couples de
points en rapport harmonique : ces droites enveloppent
une conique qui est inscrite dans les deux quadrilatéres
formés par les tangentes aux deux coniques en leurs
guatre points d’intersection.

Ona vu (429, Coroll. I¥) que quand deux coniques se
coupent en quatre points, leurs tangentes en ces points
sont huit droites tangentes & une méme conique. Le théo-
réme actuel exprime une propriété de cette conique, sayoir :
que chacune de ses tangentes rencontre les deux coniques
proposees en qualre points qui sont en rapport harmo-
nique.

- Remarque. — Si V'on suppose que 2 soit I'ensemble de
deux droites, on retrouve le théoréme déja démontré di-
rectement (211).

Conorrarne I. — Siles deux coniques sont des: cercles,
les tangentes en leurs deux points communs imaginaires
situés & Iinfini (374) sont les asymptotes des deux cercles,
et puisqu’elles sont tangentes a la conique trouvée, on en
conclut que cette conique a pour foyers les centres des deux
eercles (292). Donc:

Frtant donnés deux cercles, les droites dont chacune
les rencontre en deux couples de points en rapport har-
mionique enyeloppent une conique, qui a pour foyers les
centres des deux cercles, et qui estinscrile dans le quadr_'i—
latére formé par les tangentes aux deux cercles en leurs
points d’intersection.

Cororrame 11, — On conclut de 1a que :

Si des centres de deuz: cercles on abaisse des perpendi-
culaires sur les tangentes de chaque cercle, menees par
leurs points d’intersection, les pieds de ces perpendicu-
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laires et les deux points d’intersection sont six points
situés sur un méme cercle (285).

484%. Le théoréme (452) donne encore lieu au suivant,
en vertu de (436) : ‘

Quand trois coniques C, C', 2 sont circonscrites & un
quadrilatére, si sur C et C' on prend deux points a, a' con-
jugués par rapport a Z, les tangentes en ces points ont
leur point de concours sur une conique qui passe par les
quatre sommets du quadrilatére.

§ V. — Théorémes corrélatifs.

455. Au théoréme (450) correspond celui-ci :

Quand trois conigues C, C', Z sont circonscrites a
un quadrilatére, si de chaque point de Z on méne les
couples de tangentes A, B et A, B/, a C et U, et les qua-
tre droites, dont deux divisent harmoniquement les deux
angles (A, A'), (B, B'), et les deux autres les deux an-
gles (A, B'), (B, A') : ces droites envelopperont deux co-

niques inscrites dans le quadrilatére , et dont les

points de contact avec les cétés de ce quadrilatére seront
sur la conique 2.

Cororratre. — Si 'on prend pour la conique % deux
cordes communes aux deux coniques C, C', le théoréme
s’énoncera ainsi : ‘

Etant données deux coniques C, C', dont deux cordes
cominunes conjuguées sont L, L/, si de chaque point de
U’une quelconque de ces droites on méne les couples de
tangentes A, By A', B’ aux deux courbes, et quatre droites
dont deux divisent harmoniquement les angles (A, A')
(B, B), et les deux autres les angles (A, B), (B, A'):
ces quatre droites enveloppent deux’ coniques inscrites

dans le quadrilatére s el qui touchent les cotes de
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ce quadrilatére aux points ou les deux cordes L, L ren-

contrent ces colés.

456. Supposant A =1 dans le théoréme (448), on en
conclut cet énoncé, corrélatif de (452) :

Quand trois conigues C, C', E sont inscrites dans un
quadrilatére, si ’on méne a C et a C' deux tangentes A,
A’ qui soient conjuguées par rapport a % : le lieu du
point de rencontre deé ces deux tangentes est une conique
2 gui passe par les quatre pomnts d’intersection des deux
courbes C, C' et par les quatre points ol la conique 2

touche les colés du quan’-r:'latére CIEE:

Cororraire I. — Quand trois coniques sont inscrites
dans un quadrilatére, les quatre points d’intersection de
deux d’entre elles, et les quatre points dans lesquels la
troisiéme touche les cotés du quadrilatére, sont huit points
appartenant & une meme conique.

Le théoréme (4586), d’on résulte ce corollaire, exprime
une propriété de cette conique.

Conorratre II. — Si la conique E (456) est la droite li-
mitée 3 deux ombilics conjugués de C et C', la conique %
passe par ces points, et le théoréme prend cet énoncé :

tant. données deux conigues, si l'on demande un
point tel, que deux tangentes Ay A' menées de ce point
aux deux courbes soient conjuguées harmoniques par
rapport aux droites menées du méme point & deux om-
bilics conjugués des deux coniques: le lieu de ce point est
une conique qui passe par les quatre points d’intersec-
tion des deux proposées et par les deux ombilics.

On savait (363, Coroll.) que par les quatre points d’in-
tersection de deux coniques et deux ombilics conjuguss,
passe une conique. Le théoréme actuel exprime une pro-
priéié de cette courbe.

Cororrame II. — Si les deux coniques sont des cercles,
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et qu'on prenne leurs centres de similitude pour les deux
ombilics, la conique 3 sera un cercle passant par ces points.
Donc :

8i sur la droite qui joint les centres de similitude de
deux cercles, prise pour diamétre, on décrit un troi-
siéme cercle : ce cercle passe par les points d’intersection
des deux proposés; et deux tangentes menées de chacun
de ses points & ces deux cercles, respectivement, divisent
en rapport harmonique le segment compris entre les deux
centres de similitude,

Cororratre 1V. —1II résulte de cette propriéié des deux
tangentes, qu'elles sont également inclinées sur la droite
menée du méme point & I'nn des deux centres de simili—
tude (G. S., 81). 1l en est de méme des deux autres tan-
gentes menées du méme point. On en conclut que les
angles formés chacun par les deux tangentes d’un cercle
sont égaux. Done :

Etant donnés deux cercles : le licu d’un point d’ott on
les woit sous deux angles égaux, est un troisiéme cercle

qui passe par leurs points d’intersection et par leurs cen-
tres de similitude.

457. Lorsque dans le théoréme (456) on suppose que les
deux coniques C, C'différent infiniment peul'une del’autre,
et & la limite se confondent, on est conduit a cet énoncé :

Etant données deux coniques C,E, si 'on demande un
point i‘el, que les deux C'.ouples de langenies menees aux
coniques, par ce point, forment un faisceau harmonigue :
le licu de ce point est une conique qui passe par les huit
points ot C et & touchent les quatre coiés du quadrilatére
qui leur est circonscrit (*).

(*) M. Salmon, dans son excellent Traité des Sections coniques (4° édi-
tion, page 291), est parvenu & une équation fort simple du lieu cherché.

21
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On a déja vu (415, Coroll. I'T") que quand deux coniques
sont inscrites dans un quadrilatére, les huit points de con-
tact des quatre cotés du quadrilatére sont sur une méme
conique. Le théoréme actuel fait connaitre une propriété
de cette conique.

Remargue. — Si la conique E est une droite limitée &
deux points, on retrouve le théoreme (212).

458. Le théoréme (456) donne lieu au suivant, en vertu
du théoréme (433) : : :

Quand trois coniques C, C', E sont inscrites dans un
quadrilatére, si Uon mene aux deux premiéres deux
mﬁgenies A, A! conjuguées par rapport & la troisiéme: la
droite qui joint les points de contact enveloppe une co-
nique inscrite dans le méme quadrilatére que les propo-
sées.

- Résumé.

459. Les propositions de ce chapitre XVIII se rappor-
tent a des systémes trés-variés de sections coniques. Pour
qu'on en voie mieux les caractéres distinctifs, nous en pré-
senterons un bref résumé.

On consideére :

Quatre coniques circonscrites & un quadrilatére : 438.

Quatre coniques inscrites dans un quadrilatére : 441.

Quatre coniques C, €/, Z, E dont Z passe par les points
d’intersection de C et (', et E est inscrite dans le quadri-

latére - A4k, 44T,

Trois coniques circonscrites & un quadrilatére : 431,
432, 435, 437, 439, 439 Coroll., 440, 440 Coroll., 445,
449, 451 Lemme I, 452, 452 Coroll. I, 454, 455.

Trois coniques inscrites dans un quadrilatére : 433, 434,
436, 437, 442, 442 Coroll., 443, 443 Coroll., 446, 448,
450, 451 Lemme I1, 456, 456 Coroll. I, 458.
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Deux coniques quelconques : 431 Coroll., 431 Récipr.,
433 Coroll., 433 Récipr., 435 Rem., 450 Coroll. 7.
452 Coroll. IT, 453, 455 Coroll., 456 Coroll. I1, 45T7.
Deux coniques homothétiques : 452 Coroll. I111.
Deux cercles : 450 Coroll. 11, 452 Coroll. IV, 453 Co-
roll. I et I1, 486 Coroll IIl et 1V.

e
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TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.

CHAPITRE XIX.

CONIQUES AYANT UN DOUBLE CONTACT.

§IL.

460. Rappelons quelques notions qui vont avoir des ap-
plications fréquentes. _

1° On dit que deux coniques ont un double contact, réel
ou imaginaire, ou bien, qu’elles sont inscrites I'une a
Pautre, lorsqu’elles ont deux points de contact, ces points
pouvant étre imaginaires (343, Coroll.).

La droite sur laquelle sont ces deux points s appel]e corde
de contact; et son pole, qui est le méme dans les deux co-
niques, pdle de contact.

2° Quand deux coniques ont un double contact, les tan-
gentes aux points de contact représentent une conique ayant
avec ces courbes un double contact.

3° La corde de contact représente aussi une conique ayant
un double contact avece les proposées. Cette conique est infi-
niment aplatie et a pour sommets les deux points de contact.

4° Enfin, le pble de contact représente aussi une co-
nique, infiniment petite, ayant un double contact avec les
proposées (370, 2°).

461. Quand dsux coniques ont un double contact,
les polaires d’un point quelcongue Q se'coupent sur la
corde de contact,

Car ces polaires se coupent sur celle du point Q relative
au systeme de deux cordes communes aux deux coniques
(308). Que I'on prenne pour ces cdides communes celles

qLu se confondunt avcc‘]a corde de coﬁtact (370, 1°), la
e
B

of 01'de Donc, etc.
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Conovrrame. — Quand deux points sont conjugués par
rapport a deux conigues qui ont un double contact, l'un
d’eux est toujours situé sur la corde de contact.

Car il est a I'intersection des polaires de I'autre (103).

462. Lorsque deux coniques ont un double contact,
les poles d’'une droite quelwnque sont en ligne droite
avec le pile de contact..

Le po].e de contact des deux coniques proposées est une -

conique infiniment petite inscrite dans le quadrilatére cir-
conscrit aux deux courbes (370, 2°). Les poles d’une droite
relatifs & cette conique et aux deux proposées sont en ligne
droite (323). Mais le pole relatif 4 la conique infiniment
petite est le point qui représente cette conique. Donc, elc.

Cororrare. — Quand deux droites sont conjugue'ej
par rapport & dewx coniques qui ont un double contact,
l'une d’elles passe nécessairement par le pole de contact.

463. Quand deux conigues ontun double contact,tout
point de la corde de contact a la méme polaire dans les
deux courbes. _

Car, dans chacune des coniques, la polaire d'un point G
de la corde de contact passe par le péle de contact, et par
le point G’ qui avec G divise harmoniquement la corde de
contact (99, 4°). Cette polaire est donc la méme dans
les deux courbes.

Réciproquement : Quand deux coniques ont un dou-
ble contact, toute droite mence par le pole de contact a
le méme pole dans les deux courbes, lequel est situé sur
la corde de contact.

464. Lorsque deux coniques ont un double contact, si
par les deux points de contact on fait passer une troi-
siéme conique quelconque, les cordes qu'elle intercepte
dans les deux courbes concourent en un point de la corde
de contact.
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Car les trois coniques ont une corde commune qui est la
“corde de centact; et elles ont, deux & deux, trois autres
j:j'ci)rdes communes qui passent par un méme point (380). Or
~une de ces trois cordes, celle qui appartient aux deux pre-
rmeres coniques, est la corde de contact. Donc, etc.

COROLLAIRES I. — Quand deux conigues ont un double
contact, tout angle dont les cités passent par les deux
points de contact , intercepte dans les deux courbes deux
cordes qui concourent en un point de la corde de contact.

II. — Si les coniques sont deux hyperboles ayant les
mémes asymptotes, on dira :

Lorsque deux hyperboles ont les mémes asymptotes 5 tout
angle dont les cités sont paralléles aux asymptotes inter-
cepte dans les courbes deux cordes paralléles.

II. — Ce théoréme s’applique & une hyperbole et a ses
asymptotes considérées comme représentant une seconde
hyperbole. Donc :

Deuzx droites paralléles aux asympiotes d’une hyper-
bole interceptent dans la courbe et entre les asymptotes
deux cordes paralléles.

Ainsi, ad', b’ ( fig. 129) étant des paralléles aux asymp-
totes d'une hyperbole, menées par deux points a, b de la
courbe, le théoréme exprime que les deux cordes ab, b’
sont paralleéles.

Démonstration directe. Les deux points a, b étant sur
I'hyperbole, on a I'égalité

' ‘
04.05= b1/.0V, ou J& — %—Z (38,
qui devient, dans le parallélogramme @’O&'0' formé par
les asymptotes et leurs paralléles,
o'y  0a
6 T ad

Cette proportion prouve que les deux cordes ab, /b’ sont
paralléles.
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465. On apercoit immédiatement que ce théoréme four-
nit une solution du probléme suivant :

Inscrire dans un angle donné une corde de longueur
donnée, qui passe par un point donné.

Soient SL, SL! les deux ct1és del’angle (méme fig.), et o
le point donné. Par ce point on méne a ces cdtés des paral-

léles qui forment le parallélogramme a'OSaj; et 'on dé-

crit une hyperbole ayant pour asymptotes les deux droites
Oa', OL/, et passant par le point a. Puis, on prend dans

cette courbe, a partir du point @, une corde ab de la lon-

gueur donnée; et par son extrémité b on mene, paralléle-
ment & SL, une droite 65’ qui coupe SL'en 4'. La droite
a'b' satisfait a la question.

Car cette droite est parallele & ab (464, IIT) 5 par consé-
quent la partie b'c’ comprise ‘entre les paralléles 65, @S
est égale a ab, comme on se I'était proposé.

A partir du point @ on peut placer, en général, dans
I'hyperbole, quatre cordes d'une longueur donnée; le pro-
bléme admet donc quatre solutions, dont deux évidemment
seront toujours réelles, et les deux autres pourront éire
imaginaires (¥).

466. Quand deux coniques ont un double contact, si
dans Uangle formé par les tangentes aux points de contact,
on inscrit une troisiéme conique, les deux points de con-
cours respectifs des deux autres couples de tangentes com-
munes & cetle courbe et & chacune des deux premiéres,
sont en ligne droite avec le péle de contact de celles-ci.

(*) Le probléme se résout aussi, comme on sait, par la conchoide de Nico-
méde. La solution au moyen de Phyperbole a été donnée par Pappus dans
ses Collections mathématiques (liv. IV, proposition 31), Ce géometre parle
d’une hyperbole équilatére, parce qu’il applique la construction au probléme
de la trisection de D’angle, ou les deux droites entre lesquelles on inserit
une corde de longueur: donnée, sont rectangulaires. Mais sa construction
est générale,
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.Ce théoréme, qui est le corrélatif de (464), se démontre
par des considérations analognes.
Cororraire. — On peut prendre pour la troisiéme co-
nique une droite limitée 4 deux points situés sur les deux
tangentes communes aux PI'OPOSéeS.

467. Quand une corde commune & deux coniques a le
méme péle dans les deux courbes, ces coniques ont un
double contact sur cette droite,

En effet, les droites mendes de ce pole aux deux points

~des deux coniques situés sur la corde commune sont tan-
gentes a ces courbes en ces points; dés lors les deux coni-
ques sont tangentes entre elles en ces mémes points.

468. Quand le point de concours de deux mngéntes
(réelles ou imaginaires) communes & deux conigues, a la
méme polaire dans les deux courbes, ces coniques ont un
double contact sur cette polaire.

En effet, les points d'intersection des deux tangentes
communes et de la polaire sont les points ot chacune des
coniques touche les tangentes, Par conséquent les deux coni-
ques sont tangentes entre elles en ces deux points.

§ 1L
469. Quand deux coniques C,C' ( fig. 130) ont un dou-

ble contact (réel ou imaginaire) sur une drotte ef, si par
deux points m, m' de C' on méne & celte courbe des tan-
gentes, qui rencontrent C en deux couples de points a, b
et a', b':

1° Deux cordes aa, bb passent par le point de ren-
contre des deux droites ef, mm';

20 Les deux autres cordes ab/, ba’ coupent mm' en deux
points n, n', par lesquels on peut mener une conique tan-
gente & ces droites, et ayant un double contact avec les
deux coniques proposées en leurs points de contacte, .
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En effet, les deux tangentes ab, a'b’ représentent une
conique ayant un double contact avec C' sur la droite mm.
Par conséquent, deux cordes communes a cetle conique et
a C, telles que aa’ et bb', passent par le point de rencontre
des deux cordes de contact ef et mm' (45, Coroll. I'). Ce
qui démontre la premiére partie du théoréme.

La seconde partie est une conséquence immédiate du

théoréme (410, Coroll. I1).
470. Quand deux coniques C, C/( fig.131) ont un double

contact, si de deux points m, m' de C' on méne a C des tan-
gentes qui forment le quadrilatére circonscrit abed :

1° Une diagonale ac de ce quadrilatére passe par le
pole de contact P des deux coniques et parle pole Q
de mm', relatif o C';

° On peut mener par les sommets b, d du quadrila-
tére une conique ayant un double contact avec les deux
proposées en leurs points de contact, et dont les tangenies
en b et d passeront par le point Q.

En effet, la conique C et la conique representee par la
corde mm (460, 3°) ont chacune un double contact avee C'.
Donc deux points de concours de leurs tangentes communes,
tels que les sommets @, ¢ du quadrilatére abed, sont situés
sur la droite qui joint les deux péles de contact P, () (429,
Coroll. I); ce qui démontre la premiére partie du théoreme.
La deuxiéme partie est une conséquence immédiate du
théoréme (423, Coroll.).

Remarque. — Ce théoréme est le (‘Drrelanfdu précédent.

471. Quand deux coniques ( fig. 132) ontun double
contact, si par le pole de contact S on méne une trans-
versale qui rencontre la premicre en deux points a, b, et
la seconde en deux points dont a' soit 'un; on a tou-

g
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jours l’équation i
Sa a'a Sy 1

Sbanpe b Oy

A étant une constante.

Clest-a-dire que a' et b étant les deux Pomts de la
deuxiéme conique, situés sur la transversale, on a pour
P'un, &,

Sa a
§z S Ay
et pour l'autre, &/,
: Sa b'a 1

Sibis BLh TN
Démontrons d’ abord que pour chaque transversale on
alé egahte
Sa a'a Sa ba
Sbiab " (Sb b’b)’
ou

Sa a'a.b'a
(ﬁ) a5.5b.

En effet, les deux coniques sont circonscrites 4 un qua-
drilatére dont deux cdtés opposés coincident avec la corde
de contact I1’, et les deux autres sont les tangentes en I
et I'. Le point S est donc le point'de concours de ces deux
cOtés, et conséquemment ce point est un des points doubles
de linvolution déterminée par les deux segments ab,
a't/ (300). Dés lors on a 1'équation

——
aS aa'.ab’

bs =7 = bl bl

Maintenant, soit menée par le point S une seconde trans-
versale qui rencontre les deux coniques en A, B et A’, B.
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Ces deux courbes sont homologiques; le point S étant le
centre d’homologie, et la corde de contact II' I'axe d’homo-
logie (363) : les points A, @ correspondent aux points A',a';
de sorte que les cordes Aa, A'a’ se coupent sur II’. Mais
les droites Aa et Bb se coupent aussi sur II (98, 1°).

Donc les trms’aordes Aa, Bb, A a’ concourent en un méme
point de II'; et conséquemment les rapports anharmoni-

ques des deux systémes de quatre points S, a, &, a’ et
S, A, B, A’ sont égaux. Ainsi
2 2 2 o]

Sa_a’a__SA_A’A
St a’b  SB"A'B’

ou :
Sa a'a
— i = const. €. Q. F, . D.
S
CororrAmEe. — 8i autour d’un point S on fait tourner

une transversale qui rencontre une conique en deux
points a, b, et qu'on prenne sur cette droite les deuax
points m déterminés par I'équation

Sa ma
Sb mb
A étant un coefficient constant : le lieu de ces points
est une conique ayant avec la proposée un double contact
sur la polaire du point S.
L’équation détermine deux points, parce qu'il y a deux
maniéres de placer les lettres @ et & aux points d’intersec-

tion de la conique et de la transversale, et que le point m
est différent dans les deux cas.

Remarques. 1. — On peut donner au théoréme un autre
énoncé, et dire que l'on prend sur chaque transversale
deux points m, m' dont I'un fait un rapport anharmo-
nique donné X avec les trois points S, a, b, et lautre avee
les trois mémes points pris dans 'ordre S, &, a.
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II. — Si au lieu de  on prend 32 la conique construite

reste la méme.

- 4712.. Quand deux coniques ont un double contact, si
de chague point m de la corde de contact 1. on méne

i S T 9 [ L sy
deux tangentes A, B a U'une, et une tangegte A' & I'au-
tre, on a la relation

sin (L, A) sm(A A)
sin (L, B) sm(A B)

I
— E=5
s 1’

A étant une constante.

Ce théoréme est le corrélatif du précédent.

Cororratrg. — 8i par chaque point d’une droite L on
meéne a une conique deux tangentes A, B, puis les deux
droites M déterminées par l’équation

sin(L, A} sin(M, A)

T o = . t=iais
sin (L, B) "sin (M, B) i ’

ces droites enveloppent une conigue qui a un double T
contact avec la proposée, sur la droite L. 1

Il existe deux droites M, parce qu’il y a deux maniéres !
de placer les lettres A, B sur les deux tangentes menées a la 1
conique de chaque point de L. . |

§ TII.

473. Les cordes qui joignent deux & deux les points
homologues de deux divisions homographiques sur une
conique G, enveloppent une conique qui a un double con-
tact avec laproposce; les points de contact sont les points
doubles des deux divisions.

Soient a, a’ et b, b (fig. 133) deux couples de points
homologues des deux divisions, et e, f les deux points dou-
bles (223). Il existe une conique C! tangente 2 Cen e et f;
et tangente & la droite aa’, Nous allons prouver que cette
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conique ' est tangente & la droite 55/, En effet, concevons
qu’on méne 4 cette conique par le point & une tangente qui
rencontre la conique C en un point 4%, les deux droites ba'

-et ab" se couperont sur la droite de contact ef (469' 3 0).

Mais les deux droites ba' et @b’ se ‘coupent aussi surla
droite ef ( 234) Donc la tangente 567 coincide avec b¥'.
Donc la conique tangente & la corde aa’ est aussi tangente
a toute autre corde bb', cc’, ete. GoQF. D,

Réciproquement : Lorsque deux coniques C, €' ont un
double contact, st une corde ad' de C roule sur C', ses ex-
trémités a, a' forment deux divisions homographigues qui
ont pour points doubles les points de contact des deux
coniques. ' :

Cette réciproque est évidente.

CororLratre. — S0 deux faisceaux homographiques
ont pour centres deux points, ou le méme point d'une
conique, les cordes que les couples de rayons homologues
interceptent dans la courbe enveloppent une autre coni-
que, qui a un double contact avec la proposée.

En effet, les rayons des deux faisceaux coupent la conique
en des points qui forment deux divisions homographi-

ques (228).

474, St un angle de grandeur donnée tourne autour
de son sommet situé sur une conique, les cordes que cet
angle intercepte dans la courbe enveloppent une conique
qui @ un double contact avec la proposée.

Les deux'points de contact (tmaginaires) sont toujours
les mémes, quelle que soit la grandeur de Pangle.

En effet, les deux cotés de 'angle forment deux faisceaux
homographiques qui ont toujours les mémes rayons dou-
bles, quelle que soit la grandeur de P'angle (G. §., 181).
Dong ces cotés rencontrent la conique en des points for-
mant deux divisions homographiques qui ont les mémes
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334 TRAITE DES SEGTIONS CONIQUES.

points doubles (225), quelle quesoit la grandeur de 'angle.
D'ot résultent, en vertu du théoréme précédent, les deux
parties du théoréme énoncé. :
Remarque. — La conique enveloppe des cordes intercep-
tées par les cotés de 'angle, varie avec la grandeur de cet
angle. Quand il est droit, on sait que les cordes intereeptées
passent toutes par un méme point (140, Ij. Ce point repré-
sente une conique infiniment petite qui a un double contact
avec la proposée sur la méme droite que les autres coni-
ques. Ce point est donc le pole de la droite (460, 4°).

475. Quand deux divisions homographiques sont for-
mées sur une conique, les tangentes aux points homologues
se coupent sur une autre conique qui a un double contact
avec la premicre; les points de contact sont les points
doubles des deux divisions. '

Proposition corrélative de (473).

Réciproquement : Quand deux coniques ont un double
contact, si le sommet d’un angle circonscrit & l'une glisse
sur l'autre, les points de contact des deux cétés de Pangle
Jorment deux divisions homographiques qui ont pour
points doubles les points de contact des deux coniques.

Cororratre. —&8i Uon a sur deux tangentes fixes d’une
conique, ou sur une seule tangente, deux divisions homo-
graphiques , les tangentes menées par chaque couple de
points homologues des deux divisions, se coupent sur une
conique qui a un double contact avec la proposée.

En effet, les points de contact de ces deux séries de tan-
gentes forment sur la conique deux divisions homogra-

phiques (Récipr. de 237 et 238).

476. Quand deux coniques C, C' (fig. 134) ont un
double contact, sile sommet a d’un angle circonscrit & C’
glisse sur G, les points d’intersection m, m' des cotés de
cet angle et de'la conique C, forment deux divisions homo-
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CH. XIX. — CONIQUES AYANT UN DOUBLE CONTACT. 335
graphiques, qui ont pour points doubles les deux points
de contact de C et C/. :

La corde mm' enveloppe une troisieme conique qui a
un double contact avec les proposées en leurs deusx points
de contact.

En effet, les deux points @, m forment deux divisions
homographiques qui ont pour points doubles les deux points
de contact e, f des deux coniques C, C' (473, Récipr.). 1l
en est de méme des deux points a et m’. Donc les divisions
formées par les deux points m, m' sont homographiques et
ont pour points doubles les deux points e, f. Et par suite la
corde mm’ enveloppe une conique ayant un double contact
avec la proposée en ces points (473 ). G\ Qi F:'D:

477, Quand deux coniques G, C' ont un double con-
tact, sile sommet d’un angle circonscrit & C/ glisse sur C,
les traces des cétés de Uangle sur la corde de contact des
deux coniques, forment deux divisions homographiques,
dont les points doubles sontles deux points de contact des
conigues.

En effet, les points de contact des deux cotés de I’angle for-
ment sur G’ deux divisions homographiques (475, Récipr.).
Done, d’aprés (238), etc.

CororrAre. — Deux coniques concentriques et homo-
thétiques ont un double contact 4 U'infini (376). Donc :

Quand deux coniques C, C' sont homothétiques et con-
centrigues, st le sommet d’un angle circonserit é& C! glisse
sur C, des paralléles aux cotés de cet angle menées par
un point fixe forment deux fuisceaux homographiques
dont les rayons doubles sont paralléles aux asymptotes
communes aux deux coniques.

478. Quand deux coniques G, C' ont un double con-
tact, si le sommet d’un angle circonscrit & C! glisse sur C,
les cotés de cet angle rencontrent une tangente fixe de G’
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en deux points qui Sforment deux divisions homographi-
ques, dont les points doubles sont les points de section de
la tangente fixe par les tangentes aux deux coniques en
leurs points de contact. :

En effet, les points de contact des deux cbtés de Pangle
mobile forment sur € deux divisions homographiques dont
les points doubles sont les points de contact des deux coni-
ques (475, Récipr. ). Done ces ¢otés rencontrent une tan-
gente fixe de G’ en deux points qui forment deux divisions
homographiques dont les points doubles sont sur les tan-
gentes aux deux coniques on leurs points de contact (237).

; : CaR T

Cororiamss. L. —Quand deux conigues C, C’ sont ho-
mothétiques et concentriques, si le sommet d’'un angle
circonscrit & G glisse sur G, les cétés de cet angleren-
contrent une tangente fixe de C! en des points qui for-
meni deux divisions homographiques dont  les points

doubles sont les points ou les asymptotes (réelles ou tma=
girmires), communes aux deux coniques, coupent cctle
tangente fixe. :

TL. — Si les deux coniques sont des cercles, on en con-
clut que: ;

Quand deux cercles G, C' sont concentriques, st de
chaque point de G on méne & C' deux tangentes quiren-
contreront une autre tangente fixe, en deux points : les
rayons menés du centre & ces points feront entre eux un
angle de grandeur constante (G. §., 651).

419, Quand deux coniques C, C!/ ont un double con-
tact, si une tangente roule sur C, et que par les points ot
elle rencontre C! on méne deux nouvelles tangentes a la
conique C : les points de contact forment deux divisions

homographiques ;
Ei1 le point de concours des deux tangentes décrit une
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troisiéme conique qui a un double contact avec les propo-

sees en leurs deux points de contact. i
‘Proposition corrélative de (476).

480. Quand deux coniques C, C'ont un double con-
tact, si une tangente roule sur C et rencontre C' en deux
points, les droites menées du péle de contact des deux
coniques & ces deux points forment deux faisceaux homo-
graphiques dont les rayons doubles sont les tangentes
communes aux deux coniques.

Proposition corrélative de (477).

Cororrare. — Quand deux conigues C, C' sont homo-
thetiques et concentriques, st une tangente roule sur G et
renconire C' en deux points, les droites menées du
centre des coniques a ces points forment deux faisceaux
homographigues dont les rayons doubles sont les asym-
plotes communes aux deux courbes.

481. Quand deux-coniques C, C' ont un double con-
tact, une tangente qui roule sur G rencontre C' en deux
points tels, que les droites menées de ces points a un
point fixe de C' forment deux faisceaux homographiques
dont les rayons doubles passent par les points de con-
tact des deux coniques.

Proposition corrélative de (478).

Corovrratne. — Quand deux conigques C,C' sont ho-
mothétiques et concentriques, si une tangente qui roule
sur G rencontre C' en deux points, les droites menées de
ces points a un point fixe quelconque de C', forment deux
Jaisceaux homographiques dont les rayons doubles sont
paralléles aux asymptotes communes aux deux coniques.

§ IV. — Conigues inscrites a deux conigues.
482. 1l existe, en général, trois séries de coniques ayant
un double contact avec deux coniques C, €, ou, en d’autres

termes, inscrites a dewx conigues C, C'.
: 22
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Soient L, L' deux axes de symptose de C et C'; et P le
point de concours de ces droites. Les cordes de contact
d’une des trois séries de coniques doublement tangentes a
Ceta C', passent par P, et sont conjuguées harmoniques par
rapport L et L (413, Coroll. I).

Les cordes de contact des deux autres séries passent, res-
pectivement, par les deux points de concours des deux au-
tres couples d’axes de symptose de C et C/, et sont conju-
guées harmoniques par rappert & ces axes.

Quand les deux coniques C, C' ont un ou deux points de
contact, il n’existe que deux séries de coniques doublement
tangentes a ces courbes.

C’est que les coniques C, €/ n’ont alors que deux sys-
témes d’axes de symptose. A chacun de ces systémes cor-
respond une série de coniques ayant un double contact

‘avec Cet C'.

Quand C et ¢/ ont un seul point de contact, les deux sys-
témes d’axes de symptose sont, d’une part, la tangente au
point de contact et la corde qui joint les deux points d’in-
tersection des deux courbes; et, d’autre part, les denx
cordes menées de ces points au point de contact.

Lorsque C et C' ont deux points de contact, les tangentes
en ces points forment un premier systéme d’axes de symp-
tose;.et la corde de contact, qui représente deux cordes
communes coincidentes, forme le second systéme. Les coni-
ques doublement tangentes a C et C/, qui correspondent a
ce second systéme, touchent C et € en leurs deux points de
contact. Et pour celles qui correspondent au premier sys-
téme, les cordes de contact sont conjuguées harmoniques
par rapport aux deux tangentes communes a C et C'.

Enfin, lorsque fes deﬁx__ coniques C, €' ont un contact
du second ordre, elles n’ont que deux axes de symptose :

V'un est la tangente au point de contact, et’autre est la corde
e o o E o el
qui joint ce point au-poeint d'interséétion'des denx courbes.
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Alorsil n’existe qu'un systéme de coniques ayant un double
contact avec les proposées. L'un des points.de contact est
toujours le point d’osculation de celles-ci. :
Observation. — Nous n’avons parlé, dans cette discus-
sion, que des axes de symptose des coniques ; mais on con-
coit que des considérations semblables, et corrélatives, ont
lieu a I’égard des ombilics. Ainsi, par exemple, les poles
de contact d’une conique doublement tangente a C et C/
sont situés sur I'une des trois droites qui joignent, cha-
cune, deux ombilics conjugués de C et C’, et sont con-
Jugués harmoniques par rapport a ces deux ombilics (429,

Coroll, I ). :
483. Quand trois coniques C, C/, C’ passent par quatre

points situés deux @ deux sur deux droites L, L', qui se
coupent en P, si une quatriéme conique U est telle, que la
polaire du point P relative & cette courbe coincide avee la
polaire de ce point relative & C,CetCr (328) : les trois
couples d’axes de symptose communs 4 U et & €, Cles @,
respectivement, et le couple L, L! sont en involution.

Désignons par |UC| les ages de symptose de U et de C
qui passent par le point P (328); et ainsi des autres: Les
trois couples d’axes de symptose des coniques U, C, ¢
prises deux a deux, savoir UG, [UCH: Ly /K., Sont sen
involution (415). Il en est de méme de |UC|, |UC] et L, L/,
Donc les deux couples |UC| et [UC/| font partie d'une in-
volution 4 laquelle appartiennent les deux couples |UC| et
L, L/ (G.S., 196). 085 Q5 F Dy

Cororrarre. — Si U a un double contact avee C et C,
et si les cordes de contact passent par le point P, chacune
d’elles représente, dans l'involution, deux droites conju-
guées coincidentes; on en conclut que :

Quand une conique U a un double contact avec deux
coniques C, €, les axes de symptose de U et d’une coni-
que C', menée par les points dintersection de G et O sone

22,

3
7
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conjugués harmoniques par rapport aux deux cordes de
contact de U.

484. Nous désignerons par U, U', U’,..., des coniques
d’une méme série, doublement tangentes & deux coniques
C, €5 et par L, L/ les axes de symptose de celles-ci, qui
déterminent cette série -(489). On a vu que les huit point.s
de contact de deux coniques U, U’ sont sur une méme
conique (418, Coroll. 111).

Réciproquement : Toute conique V, mence par les qua—
tre points de contact d’une conique U, passe par les
quatre points de contact d’une autre conique de la méme
serie.

En effet, la conique V coupe C et C’ aux quatre points de
contact de U, et en quatre autres points. Un de ces derniers
points détermine une conique U, doublement tangente aC
et C' (418, Coroll. I, Récipr.). Les points de contact deUlet
ceux de U sont sur une méme conique, comme nous venons
de le dire. Cette courbe, ayant cinq'points communs avec N
n’est autre que V. Donc, ete.

Nous désignerons par V, V,..., des coniques passant cha-
cune par les huit points de contact de deux des coniques
U, U,... ou simplement par les quatre points de contact
d’une de ces courbes, ce qui revient au méme.

Avertissement. En parlant des axes de symptose, soit des
coniques U, U,..., soit des coniques V, V/,..., prises deux

a deux, nous entendrons toujours les deux axes de symp-—
tose qui passent par le point de concours des axes de symp-

tose L, I/ de C et C.

485. Les axes de symptose de deux coniques V, V' sont
conjugués harmoniques par rapport a L et 1L

En effet, V passe par les quatre points de contact d’une
conique U; et V/ par les quatre points de contact d’une co-
nique U'. Ces huit points sont sur une méme conique Z

e
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(415, Coroll. 11T). Les trois couples d’axes de symplose des |
‘ trois coniques V, V' et Z sont en involution (415). Les
| axes de symptose de V et X sont les cordes de contact
de U, et ceux de V' et X sont les cordes de contact de U, ;
Or L et L sont conjugués harmoniques par rapport a cha-
cun de ces deux couples (415, Coroll. I).Donc L et L' sont
i aussi conjugués harmoniques par rapport au troisiéme
couple, savoir, les axes de symptosede Vet V.. ¢.q. F. ».
Scovrie. — La démonstration reste laméme, si Pon substi- }
tue aux deux coniques V et V/, ou a I'une seulement, des .
coniques U, U'; ainsi nous dirons que :
Les axes de symptose, soit de deux conigues Vet U, soil
de deux coniques U et U', sont conjugués harmoniques par |
rapport ¢ L et L. ' : |

486. Toutes les coniques V, V', V', ..., menées par un
point 1, ont trois autres points communs.

En effet, toutes ces coniques ont, deux & deux, un axe de g
symptose commun, qui passe par le point I, et conséquem- a
ment un second axe de symptose commun qui est le conju- . :
gué harmonique du premier, par rapport a L et L' (485).

Done, etc.

Réciproquement : Zoute conique W, menée par les
quatre points d’intersection de deux coniques V et V', est
une conigue V. :

En effet, soit @ un des points d’'intersection deWet de C.

Une conique U” est tangente & C en ce point a; et la coni-
que V”, menée par les quatre points de contact de U’ et
M par un des quatre points d’intersection de V et V/, passe par
les trois autres, ainsi qu’il vient d’¢tre démontré. Cette
conique a donc cing points communs avec W, et consé-
quemment se confond avec celle-ci. Done, etc.

Scorre. — Le théoréme et la réciproque s’appliquent
aux cas out 'on remplace une conique V par une conique U,
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ou bien deux coniques V, V’ par les deux conlqucs U, U,
qui passent par le point I (x):

481. Les quatre points d’intersection de deux conigues
V, V' et ceux de deux coniques V’, V’” sont hwit points
d’une méme conique.

En effet, soit W une conique menée par les quatre points
d’intersection de V et V' et par un des points d'intersec-
tion I de V” et V”. Cette conique W appartient a la série
des 'V, V/,... (486, Récipr.). Conséquemment les axes de
symptose de W et V/ sont conjugués harmoniques, par
rapport a L et L' (485). Il en est de méme de ceux de W
et V. Mais dans ces deux couples d’axes de symptose il y
aun axe commun, qui passe par I: donc les deux autres axes
coincident aussi. Ce qui démontre le théoréme.

Scorie. — Chacune des quatre coniques V, V/, V', V*
peut étre remplacée par une des coniques U, U,... Ainsi,
par exemple :

Les quatre points d’intersection de deux coniques U, U,
et ceux de deux coniques V", V", ou de deux conigues
U", U” sont hwit points d’une méme conique.

Cororraire. — Les trois coniques V, V/, V” étant quel-
conques, on peut prendre pour U” la corde ab intercepiée
par C et C’ sur un axe de symptose L, et qui représente
une conique infiniment aplatie. Donc :

Par les quatre points d’intersection de deux coniques
V, V' on peut mener une conique ayant avec une troi-
sitme V' un double contact sur une des droites L, L.

En d’autres termes : Toutes les conigques V qui se cou-
pent en deux points d’une des droites L, 1! sont tan-
gentes ent;‘e_elle.s en ces poz.'/zt.v.

(*) La construction de ces deux coniques se trouvera plus loin, avec
divers autres problémes (497, Vi1 ).
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Ce corollaire est aussi une conséquence directe du théo-

reme (485).

488. Une conique V. est déterminée par deux de ses
poinis.

En effet, soient g, & ces deux points. Deux coniques
quelconques V', V”, menées par g, se coupent sur V (486).

Leurs quatre points d’intersection et le point /» déterminent
done V.

489. T'rois conigues V, V!, V" suffisent pour déterminer
toutes les autres V”,. ... :

En effet, soient g, & deux points d'une conique V”. Pour
construire cette courbe, on ménera par le point g deux co-
niques W et W/, dont Pune passe par les quatre points d’in-
tersection de V et V/, et I'autre par les quatre points d’in-
tersection de V et V”. La conique menée par les quatre
points d’intersection de ces deux courbes W, W’ et par lc
point %est la courbe demandée.

Scorte. — Chacune des trois coniques V, V!, V/ peut étre
remplacée par une conique de la série U, U,....

490. Quand trois coniques 8, 8, S" sont telles, qu'un
point P ait la méme polaire dans les trois courbes, il existe
deux coniques qui ont un double contact avec chacune de
ces trois courbes.

Eneffet, soient C, C,... des coniques ayant un double con-
tact avec S, §' sur des droites passant par le point P. Si par
un point I on mene des coniques dont chacune passe par les

quatre points de contact des courbes G, C/, C/,..., res—.

pectivement, ces coniques ont quatre points communs
I T, G, G (486). Pareillement, si par le pointI on méne
des coniques dont chacune passe par les quatre points de
_contact d'une conique doublement tangente 4 S et §”, toutes
ces coniques passeront par quatre points I, I', H, H'. La
conique menée par les cinq points I, I', G, G/ et H, passe

P
sy
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par H', parce que le point P a la méme polaire dans toules
les coniques. Cette courbe coupe S en quatre points @, @i,
b, byy 8 en quatre points &, @, b, b, et 8 en quatre
points a’, a', ", b'.

Les trois points a, @', ' sont tels, que par a et a' passe
une conique U tangente a S et a §' (486, Récipr.); par aeta”
une conique U, tangente a U et 4 8; et par @ et @’ une coni-
que U, tangente a §' et a §'. On aurait donc trois coniques
se touchant deux & deux en deux points, sur trois droites
concourantes en un méme point., Car les deux courbes U, U,
ont un double contact sur aa,, et la courbe U, aurait avec
chacune d’elles un double contact, sur les droites a'd, et
a'd respectivement. Ce qui n’est pas possible. Effective-
ment les deux coniques U, U, ayant un double contact, il
n’existe que deux séries de coniques ayant un double con-
tact avec chacune d’elles ; les unes sont tangentes en @ et i,
et les autres ont pour cordes de contact des droites passant
par le point de rencontre des tangentes en @ et a, et con-
juguées harmoniques par rapport a ces tangentes (482).

On conclut de 1a que les trois coniques U, U, U, n'en
font qu'une, qui a un double contact tout 4 la fois avec les

trois proposées S, &', 8”. |
Les trois points &, &', b” déterminent semblablement une
P 2 Uy : !
seconde conique satisfaisant aux mémes conditions.

Donc, etc.

491, Les coniques V, V',..., et U, U,..., formées au
moyen de deux coniques C, C; peuvent U’étre semblable- i
ment au moyen de deux autres coniques Cy, C, ; celles-ct
passent par les quatre points d’intersection de C et C. 11
cxiste une infinité de systémes de deux telles coniques
Gy @1 )

Que'l’oﬁ prenne trois coniques V, V/, V/. 1l existe deux
coniques Cy, C, doublement tangentes chacune de- ces
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courbes (490). Ces deux coniques satisfont a la question. g
En effet, toutes les coniques formées au moyen des trois
V, V/, V" comme il a été dit (489), appartiendront au
systtme de C,; et C, aussi bien qu’au systeme C et C.
Donc, elec. : "
Scorie.—On déduit de la cette conséquence importante : . &
les coniques V, V..., auxquelles conduit la considé-
ration des coniques qui ont un double contact avec deux
coniques données C, C/; ne sont pas autre chose que celles
que l'on forme, par la construction indiquée (489), au
moyen de trois coniques primitives V, V', V” satisfaisant a
la seule condition qu’un certain point ait la méme polaire
dans les trois courbes.

Poles et polaires relatifs au systéme des coniques U, U,.... §

492. Chaque conique U est déterminée par son pole de
contact u avec la conique C.
Tous ces poles sont sur la polaire IT du point d’inter- i
section P des deux axes de symptose L, L' (482, Obs.). |
Chaque conique U rencontre une droite fixe D en deux
points x, x'. Il existe entre le point u, qui détermine la
conigue U, et ces points de rencontre, une relation telle que

2z (aw? +bu—c)+x(a'u +bu+c )+ a"w +-b"ut-c"=o0;

u et x représentant les distances des points u et x a deux
origines fixes, prises sur les deux droites Il et D.

En effet, 4 un point « il correspond une conique U, et par
suite deux points x; et a un point & eorrespondent deux
coniques U, U’, passant par ce point, et par conséquent
deux points u. Ainsi les abscisses u et x doivent avoir une
relation dans laquelle elles entrent au second degré. Le
terme au’x’ se trouve nécessairement dans cette relation;
car si le pole de contact u est pris a Pinfini, ’équation
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écrite sous la forme

b e :
r2la+—-—4+—)—4... =0,

" u?

se réduit a
ar’+a'z4a’" —=o0:

ety puisque les racines de cette équation déterminent les
deux points d’intersection d’une conique U et de la droite D,
il faut qu’elle soit du second degré; ce qui prouve que le
coeflicient @ n’est pas nul.

493. Les polaires d’un point, relatives aux conigues

U, U, etc., enveloppent une conique.

11 suffit de prouver que par un point ¥/, pris arbitraire-
ment, il ne passe que deux polaires, c’est-a-dire deux tan-
gentes de la courbe cherchée.

Soit Q le point dont on prend les polaires. Chaque co-
nique coupe la droite Q) en deux points x, x'. Pour que
la polaire du point Q passe par (¥, il faut que x, «’ soient
conjugués harmoniques par rapport a Q et Q. Soit O le
milieu de QY : il faut qu'on ait Ox.02' = @2. Suppo-

sons que l'origine prise sur la droite D, dans I'équation

ci-dessus, soit ce point O. On doit donc avoir

(A}

a’u? +~0"u 4" o —
e = 0 =
au® 4+ bu+- ¢

(@ —ad)ur—+ (b — b2 )+ (¢” — c)2) = o.

Cette équation détermine deux valeurs de u, et par suite
deux coniques U qui satisfont scules a la question. Il n’existe
donc que deux coniques telles, que les polaires du point Q@
passent par un point donné ('. €. Qs F.DI

Remarque. — Quand le point (Q est pris sur une des
droites L, I/; la conique enveloppe des polaires se réduit 2
un point Q' situé sur 'autre droite.

En effet, les polaires d'un point Q de L, relatives & deux
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coniques U, U, se coupent sur la polaire relative 4 leurs
axes de symptose (308); or celle-ci est la droite v (485
Scolie). Donc, etc.

On démontre de méme, en vertu de (485), que les po-
laires d’un point Q de L, relatives aux coniques V, V',
passent toutes par le méme point Y de 1.

On conclurait de 12 que tontes les coniques V mengées
par un point de L sont tangentes entre elles en ce point,
et en leur second point commun, si cela n’avait déja été

démontré (487, Coroll.).

494. Les poles d’une droite, relatifs aux coniques
U, U,..., sont sur une conique.

Ce théoréme est le corrélatif du précédent, et se démontre
par des considérations analogues.

Remarque. — Quand la droite donnée passe par I'un
des ombilics 5, ' des deux coniques C, €', le lieu de ses
poles est une droite qui passe par I'autre ombilic.

Plus généralement : Le lieu des poles d’une r.irozte me-
née par un ombilic de C et C, relatifs & toutes les coni-
ques inscriles dans les quadrilatéres formés respectivement
par les quatre tangentes de chacune des coniques U, U,...
en leurs points de contact avec'C et C, est une droite qui
passe par Uautre ombilic (*).

~Corollaires des théorémes précédents.

495. On peut supposer dans tous les théorémes de ce

paragraphe que chacune des coniques C, €’ soit ’ensemble

de deux droites ou une seule droite limitée 2 deux points.
Alors il n’existe que deux sériesde coniques ayantun double

(*) Les coniques qui ont un double contact avec deux coniques C, C’
donneraient lieu a un trés-grand nombre de propriétés que nous ne démon-
trerons point ici, parce qu'elles découleront comme conséquences, d’'une
théorie générale des systémes de coniques assujetties & quatre conditions
quelconques, qui se trouvera dans la seconde Partie de cet Ouvrage.
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contact avec C et €/, ou seulement une scule. Il en résulte
divers théorémes, dont il suffira de donner 1'énoncé.

I. — Dans une systeme de coni(/ucs. tangentes a deux
droites, et ayant toutes un double contact avec une coni-
que C : les polaires d’un point enveloppent deux conigues;
et les poles d’une droite sont sur deux autres conigues.

II.— Dans un systéme de coniques qui passent par deux
points et ont toutes un double contact avec une coni-
que C: les polaires d’un point enveloppent deux coniques;
et les poles d’une droite sont sur deux autres coniques.

IIL.— Dans un systeme de coniques qui passent par deux
points et sont tangentes a deux droites : les polaires-d’un
point enveloppent deux coniques; et les poles d’une droite |
sont sur deux aulres coniques. : &

Chacun de ces trois énoncés résulte des théorémes (493) l

et (494). ' :

Quatre coniques inscrites ou circonserites & un quadrilatére. l

IV.—Lorsque quatre coniques sont inscrites dans un qua-
drilatére, les quatre points d’intersection de deux de ces
courbes et les quatre points d’intersection des deux autres,
sont huit points d’'une méme conigue (437, Scolie).

CororLAre. —Prenant pour 'une des conigques une dia-
gonale du quadrilatére, on en conclut que :

Quand trois coniques C, C', C" sont inscrites dans un
quadrilatére, on peut mener par les points d’intersection
de C et C' trois coniques ayant un double contact avec C'
les cordes de contact sont les diagonales et la droite qui
joint les points de concours des cétés opposés du quadri-
latére.

V. — Lorsque quatre coniques sont circonscrites @ un
quadrilatere, les tangentes communes & deux de ces cour-
bes, et les tangentes communes aux deux autres, sont huit
tangentes d’une méme conique. (Corrélatif du précédent.)
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Conorrame. — Prenant pour I'une des coniques deux
cotés opposés (réels ou imaginaires) du quadrilatére, on
en conclut que :
Lorsque trois coniques C, C!, C" passent par les quatre
sommets d'un quadrilatére K, on peut inscrire dans le

quadrilatére trois coniques ayant un double con~

tact avec C';.les péles de contact sont les points de con-
cours des cités opposés et des diagonales du quadrila-
tére K.

Théoremes corrélatifs,

496. 1l existe des théorémes corrélatifs de tous les théo-
rémes généraux que nous avons démontrés, concernant les
coniques qui ont un double contact avec deux coniques C,
(/. Dans ces théorémes corrélatifs, on considére les deux
ombilics de C et €', au lieu de leurs axes de symptose
L, I/; et les coniques inscrites dans les quadrilatéres formés
par les quatre 1angentes communes a chaque conique U et
aux deux G et €/, au lieu des coniques V, V'. Les énoncés
de ces théorémes et leur démonstration directe n’offriront
aucune difliculté, Nous nous dispenserons de les donner.

Problémes.

497. 1. — Mener par deux points a, b une conique qui
ait un double contact avec une conique G, et dont le pole
de contact soit sur une droite L.

Par les deux points @, b on méne 4 G des tangentes for-
mant un guadrilatére circonscrit, dont les diagonales ren-
contrent la droite L en deux points. Chacun de ces points
peut étre pris pour le pole de contact d'une conique passant
par a, b (470, 1°). Ainsi la question admet deux solutions.

Autrement. La droite ab rencontre la conique C en
deux points ', &'. Qu’on prenne les deux points Q, Q' qui
divisent harmoniquement les deux segments ab, a'®’, et qui
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sont ainsi conjugués par rapport a G et a la conique cher-
chée : la corde de contact des deux courbes passera par I'un
ou par l'autre de ces points (461, Coroll.). Conséquem-

ment les polaires de ces deux points relatives a G, coupent
la droite L en deux points qui sont les poles de contact des
deux coniques satisfaisant a la question.

IL. — Décrire une conique tangente & deux droites et
ayant un double contact avec une conique donnée G, de
maniére que la corde de contact passe par un point
donné P.

Les deux droites données coupent C en quatre points qui
sont les sommets d’un quadrilatére inscrit, ayant ces droites
pour diagonales. :

La droite menée du point de concours de deux codiés op-
posés de ce quadrilatére au point P, estla corde de contact
d'une conique satisfaisant a la question (469, 1°). Ainsi la
question admet deux solutions.

Autrement. Soient A, B les deux droites données, et
A’, B les tangentes de C, menées par leur point de ren-
contre. Qu’on prenne les deux droites Q, (Y conjuguées '
harmoniques par rapport aux deux couples de droites A, B} ‘
A', B, et dés lors conjuguées par rapport a la conique C |
et a la conique cherchée. |

Le pole de contact de C et dela conique cherchée se
trouve sur l'une de ces droites (462, Coroll.). Par consé-
quent la corde de contact passe par I'un ou par I'autre des
poles de ces deux droites, relatifs 4 la conique C. Les droites
qui joignent le point donné a ces poles sont donc les cordes

de contact des deux coniques qui résolvent la question.
WI. — Mener par deux points a, b, une conique qui ait
un contact du troisiéme ordre avec une conique C.
On cherche sur la droite @b (comme ci-dessus, I) les deux
points @, Q. Chaque droite menée par I'un de ces points
est la corde de contact d’unc conique passant par « et par b.
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Conséquemment les tangentes de C, mendes des points Q
et ', déterminent les points de contact de quatre coni-
ques satisfaisant 4 la question. -

IV. —Mener une conique tangente & deux droites A, B
et ayant un contact duw troisiéme ordre avec une conique C.

On cherche, comme dans le probléme I1, les deux droites
Q; Q. Tout point pris sur une de ces droites est le pole de
contact d'une conique tangente aux droites A, B et ayant
un double contact avec C. Conséquemment les quatre points
d’intersection de ces droites et de la conique C sont les points
de contact de quatre coniques satisfaisant 4 la question.

V. — Etant donnés une conique et trois points, décrire
une autre conique qui passe par ces points, et qui ait un
double contact avec la proposée.

Soient @, b, ¢ les trois points: il suffit de déterminer le
pdle de contact de la conique demandée et de la conique
proposée. Ce point est situé sur une diagonale du quadrila-
tére formé par les tangentes i cette conique, menées par les
deux points a, b (470, 1°). Il est de méme sur une diago-
nale du quadrilatére formé par les tangentes menées des
pointsa ct¢. Il s’ensuit que chacun des quatre points d’in-
tersection des deux diagonales du premier quadrilatére et
des deux diagonales du second, satisfera a la question. Ainsi
le probléme est résolu, et admet quatre solutions.

Autrement. On construit les cordes de contact des coni-
ques cherchées. Pour cela, on prend sur ab les deux points
Q, Q, comme au probléme I; et sur ac, les denx points

Qi Q' déterminés semblablement. Les quatre droites qui

joignent les points Q, Q' aux points Q,, ' sont les cordes
de contact des quatre coniques cherchées.

Autrement. On construit par points les coniques de-
mandées. A cet effet, que par les trois points donnés on méne
trois couples de tangentes 4 la conique donnée : elles ren-
contreront une tangente quelconque de cette conique en
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trois couples de points a, 3 b, 6; ¢, y. Qu'on prenne trois
points quelconques de ces trois couples, tels que a, b, ¢, et
les trois points correspondants o, 8, 7, et qu'on les regarde
comme appartenant & deux séries homographiques : les
tangentes menées a la conique proposée, par les points de
la premieére série, rencontreront respectiveﬁlent les tan-
gentes menées par les points correspondants de la seconde
série, en des points situés sur une conique qui satisfera a la
question (475, Coroll.)., -

Le probléeme admet quatre solutions, parce que les trois
couples de points @, a3 b, 6 et ¢, donnent lieu a trois
autres systémes de deux divisions homographiques, savoir:
a,b,yet a,8,c5a,6,ceta,b,y;a, 8y.7.€t &y by 6.

V1. — Etant données une conique et trois droites, dé-
crire une conique qui ait un double contact avec la pro-
posée, el qui soil tangente aux trois droites.

Soient A, B, C, les trois droites. Il suffit de déterminer
la corde de contact des deux coniques. Les cordes de la
conique donnée comprises entre les deux droites A, B, se
coupent deux a deux en deux points, et la corde de contact
cherchée passe par 'un de ces points (469, 1°). De méme,
les deux droites A, C interceptent dans la conique quatre
cordes qui se coupent deux a deux en deux points, par I'un
desquels passe aussila cordede contact. Les quatre droitesqui
joindront ces deux points aux deux premiers seront quatre
cordes de contact, donnant quatre solutions de la question.

Autrement. On détermine les poles de contact. Pour
‘cela on méne, comme au probléme II, les deux droites
Q, Q/, relatives aus deux droites A, B, et semblablement
les deux droites Q, Q' relatives 4 A et C. Les deux droites
Qy, Q' coupent Q et Q' en quatre points qui sont les qua-
tre pdles de contact cherchés.

Autrement. On construit toutes les tangentes des coni-
ques demandées. A cet effet, soient @, o3 b, 85 ¢,y les trois
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couples de points de' rencontre des trois droites et de
la conique donnée. Appelons a,, a5 by, 6,5 ¢, Y1y les
trois couples de droites qui joignent ces points a un point
fixe pris arbitrairement sur la conique. Que trois de ces
droites, appartenant aux trois couples, telles que a;, &,,
¢y, et les trois droites correspondantes oy, 6y, 7,, soient
regardées comme les rayons homologues de deux fais
ceaux ilomographiques : les cordes sous-tendues dans la
conique par les couples de rayons homologues de ces deux
faisceaux envelopperont une conique satisfaisant a la ques-
tion (473, Coroll.).

Le probléme admet quatresolutions, parce qu’il y a quatre
maniéres de former avec les six droites ayy ay; by 6 et
¢y 71 deux faisceaux homographiques.

VII. — Mener par un point 1 une conique qur ait un
double contact avec deux coniques C, C'.

Soient L, I/ deux axes de symptose de C et C,etPle
point de concours de ces axes. On méne PI, et PI' conju-
guée harmonique de PI, par rapport a L, L; et dans C et
C/, respectivement, deux cordes Paa,, Pdd,, conjuguées
harmoniques aussi par rapport a L, [/,

La conique déterminée parles cing points I, a, a,, a, a,
a une seconde corde Pbb, commune avec C. On cherche
les rayons doubles de 'involution déterminée par les deux
couples, de droites PI, PI' et Paa,, Pbb,. Chacun de ces
rayons est la corde de contact de C et d'une conique satis-
faisant 4 la question.

En effet, toutes les coniques V, V/,..., qui passent par le
point I, ont quatre points communs, et pour axes de Sym-
ptose PL, PI' (485 et 486) ; et les couples d’axes de symptose
de chacune de ces courbes et de C, tels que Paa, et Pbb,,
sont en involution (483). Les rayons doubles de I'involu-
tion sont évidemment les cordes de contact des deux coni-
ques U, U’ qui satisfont a la question. Or PI, PI' appartien-

23
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nent a Vinvolution (483). Donc les deux couples Paa,,
P b5, et PL, PI' suffisent pour déterminer ces rayons doubles,
qui donnent les deux solutions de la question. Si ces rayons
sonl imaginaires, les deux solutions le sont aussi.

Les deux coniques C, G/ peuvent avoir deux autres cou-
ples d’axes de symptose, qui donnent lieu a deux autres
couples de solutions ; la question admet dong, en général,
six solutions.

VIIL. — Décrire une conique tangente ¢ une droite L
et ayant un double contact avec deux coniques C, Gl

Cette question est corrélative de la précédente, et se
résout par des considérations semblables, que nous suppri-
merons, pour abréger. Il y a de méme, en général, six solu-
tions. ’

IX. — Mener par un point 1, une conique tangente a
deux droites et ayant un double contact avec une coni-
que C.

On regardera les deux droites comme formant une co-
nique C'5 et la question ne sera plus qu'un cas du pro-
bléme VII. Elle aura quatre solutions, et non six, comme ce
probléme, parce qu’il n’existe que deux points P, P’ dont
chacun a la méme polaire relative a la conique et aux deux
droites.

X.— Mener une conique tangente & une droite, pas-
sant par deux points, et ayant un double contact avec une
conique G.

On regarde les deux points comme les sommets d'une
conique C'infiniment aplatie, et la question est ramenée au
probléme VIII. Elle a quatre solutions.

XI. Ces différents problémes admettent des cas particu-
liers, pour lesquels nous énoncerons simplement le nom-
bré des solutions.

On' demande gu'une conique ait un double contact
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avec une conique G, touche une droite en un point donné
0, et passe par un autre point a. Deux solutions. :

2° Que la conigue ait un double contact avec C, touche
une droite en un point 0, et soit tangente & une autre
droite. Deux solutions.

3° Que la conique soit tangente a C, en un point donné
0, et en un autre point non déterminé, et passe par deux
pomts a, b. Deux solutions.

° Que la conigue soit tcmgente a C enun point 0, et
en un autre point non déterminé; qu'elle passe par un
point a et touche une droite. Deux solutions.

5° Que la conique soit tangente'a C en un point 0, et
en un autre point non delemune et qu'elle touche deux
droites. Deux solutions.

6° Enfin, qu'une conigue ait un double contact avec
deuwx coniques C, C', lun des quatre poinis de contact
étant donné. Trois solutions (*).

§ V. — Propriétés relatives a trois coniques G, C', C" inscrites dans
une conique W.-— Construction d’une autre conique inscrite
dans W et tangente auz trois G, C'; C”.

498. Lorsque deux coniques C, ¢’ sont inscrites dans une co-
mque W, c’est-a-dire ont chacune un double contact avec W,
leurs axes de symptose, dont il va étre question dans ce para-
graphe, seront toujours, comme précédemment, les deux cordes
commungs qui passent par le point de concours des deux cordes
de contact. Et de méme, les ombilics des deux coniques seront
ceux qui correspondent & ces deux cordes communes, et qui sont
situés sur la droite qui joint les deux poles de contact.

(*) M. Poncelet, dans le Traité des Propriétés projectives; et M. Steiner
dans TeJournal de Mathématiques de Crelle (t. XLV, p. 212-22/4; année 1853),
ont traité, par des considérations différentes, la plupart des problémes pré-
cédents. :

M. Poncelet, conformément aux principés de la projection centrale, re-
garde deux coniques quiont un double contact comme la perspective de deux
cercles concentriques. (Voir T'raité des Propriéiés projectives, p. 227=255.)

23%
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Les coniques qu’on peut mener par deux points z, b, et qui sont
inscrites dans une conique W, forment deux séries distinctes. Les
cordes de contact des unes passent par un point fixe de ab; etles
cordes de contact des autres, par un autre point fixe de ab (597, I).
En parlant des coniques inscrites qui passent par deux points, nous

. entendrons toujours les coniques d’un scul systéme.

499. Lorsque des coniques C, C',..., inscrites dans une co-
nique W, passent par deuz points a, b, si d’un point 1 de la
droite ab on leur méne des tangentes : les points de contact sont
sur une conique inscrite & W et dont le péle de contact est I

En effet, il existe quatre coniques tangentes & une droite quel-
conque menée par le point I (497, X); mais deux seulement appar-
tiennent au systeme G, C;... que 'on considére. Aucune conique
du systéme ne passe par le point I. Donc le lieu cherché n’a que
deux points sur une droite quelconque .menée par le point I, et
conséquemment est une conique X. Par chaque point « de cette
conique = passe une conique G tangente en ce point & la droite
I Si o est sur W, cette conique G est tangente & W au méme
point «. Donc ce point « est le point de contact d’une tangente
de W menée par I. Donc la conique = a un double contact avec W,
et I estle pole de contact. Ainsi le théoréme est démontré.

800. On conclut de la, en ne considérant que deux coniques
C, C, ce théoréme trés-important : :

Lorsque deux coniques C, C' ont un dotble contact avee une .
conique W, si d’un point 1 d'une des cordes communes de C et ¢, |
on méne des tangentes & ces courbes : les quatre points de cohtact ;
sont sur une conique %, inscrite dans W, et dont le pdle de contact [
est 1.

Reéciproquement : Lorsque deux conigues C, C' sont inserites
dans une conique W, ct que d’un point I on leur méne des tan- =
gentes, st les quatre points de contact sont sur une conique X in-
scrite dans W, et ayant le point 1 pour pdle de contact : Pune des
i deux ‘cordes communes a G et C' passe par le point L.

N En effet, soient a, b, et a’, b’ les points de contact des tan- -
gentes menées du point I aux deux coniques G, C/. Par les points |
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a’ et b’ on peut mener une conique G inscrite dans W, et telle,
que I'une de ses cordes communes avec G passe par I (ce qui ne
fait que cinq conditions). Les tangentes aux deux coniques G, €”
menées du point T aurontleurs points de contact sur une conique
inscrite dans W et dontle pole de contact est'I, comme il vient
d’étre démontré. Cette conique est donc 2. Or = passe par a’ et b’
de C”, donc Ia’, 14’ sont les tangentes de C”. Donc C” coincide
avec C'. Donc une corde commune de C et C’ passe par L.

: Gyl QL5 Dt

501. Lorsque trois coniques C, C', G sont inscrites dans une
conique W, leurs six azes de symptose passent trois a trois par
quatre points. :

En effet, soit L un axe de svmptose de CetC/, et L, un axe de
symptose de C-et C”. Les tangentes mences aux trois coniques, du
point d’intersection I de ces deux droites, ont, d’aprés le théoréme

précédent, leurs points de contact sur une conique inscrite dans W,
et dont le pole de contact est I. Donc, d’aprés la réciproque, le
pmnt I est sur un axe de symptose de C’ et C”. Done, elc.

502. Comntrarivement : Lorsque frois coniques sont m.rcrz’:es
dans une conique W, leurs six ombilics sont trois & trois sur quatre

droites.

503. Lorsque deux coniques C, C' sont inscrites dans une co-
nique W, si d’un point I d’un de leurs azes de symptose, L, on
méne deux tangentes 1a, 1a' & G et C': par les dewx points de

. contact a, a' passe une conique tangente en ces points & G et & €,
et inscrite dans W.

En effet, on peut mener par le point 2 une infinité de coniques
U tangentes a C en ce point, et inscrites dans W, Un axe de symp-
tose commun & ¢’ et & chaque conique U passe par le pointI (501):

- de sorte que toute droite' menée par.ce point, et conséquemment
la droite Ia’, est un axe de symptose de C' et d’une conique U; et
puisque Ia" est tdngente a €, U est aussi tangente & ¢/, Ce qui_
démontre le théoréme.

50k. Concevons que d’un autre point I, de L on méne deux
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tangentes T,a,, I, de maniére que les droites aa’, a,@, passent
par un méme ombilic S de Cet €' : :

Si par les deux points a, a' on méne une corique U inscrite
dans W, ettangente a C et C! en ces points ; et par i, a, une co-
m'qzlec U, inscrite dans W et tangente aCetCena, a'l: 17 un om-
bilic des deuz coniques U, U, est sur la droite L, et 2° un de leurs
azes de symptose passe par Uombilic S de C et c'.

En effet; 1° @ est un ombilic de Cet U, et a, un ombilic de G
et U;; donc la droite aa, passe par un ombilic de U et Uy (502):
de méme la droite a’a’,. Mais ces deux droites se coupent sur L,
corde commune 4 C et €', ce qui est une conséquence du théo-
réme (363). Done : 1°, etc. :

_ 2° La tangente La estun axe de symptose de Cet deU; et I a,
un axe de symptose de C'et de U,. Donc le point dintersection de
ces deux tangentes est sur un axe de symptose de Uset U, (501).
De méme le point d’intersection des deux tangentes 1a/, 1, d,.
Mais ces deux points d’intersection sont en ligne droite avec Vouwn-
bilic S de C et €’ (363). Donc : 2°, etc. ‘

Ainsi le théoréme est démontré .

"\ 805. Il résulte de cette démonstration que: Une droite D, me-
née par un ombilic S de C et C', est la corde commune d’une infi-
nité de systémes de deuz coniques U, U', tangentes aCe al,
ot inscrites dans W. Pour déterminer un tel systéme, il suffic de ‘
mener A la conique C, par un point g de la droite D, deux tan-
gentes ga, ga,; les points de contact a, appartiendront, respec-
tivement, aux deux coniques demandées. On peut dire encore que
par le pole de D relatif & la conique C, on méne une corde quel-
conque aa, qui détermine les points de contact a, a, des deux

coniques demandées.

506. ProsLiue.—Etant données troisconiques C, C', C" inscrites
dans une conique W, on demande de construire une conique U
inscrite dans W, et tangente aux trois coniques G, €', C”.

Les ombilies des trois coniques C, €', C” sont trois A trois sur
quatre droites D, D/, ...(502); et leurs axes de symptose se coupent 1
trois & trois en quatre points I, T/, . . (501): \
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- Que par le péle de la droite D, relatif 4 la conique C, on méne
une droite passant par I'un des quatre points 1. Cette droite ren-
contre G en deux points a, a,. Et par chacun de ces points passe
une conique inscrite dans W et tangente 2 C en ce point, et aux
deux autres coniques en denx points dont les tangentes passent
par le point I (503); ce qui fait deux solutions de la question. “es
droites menées da podle de D, aux trois autres points - I', 17, T,
donnent pareillement trois autres couples de coniques tangentes i
C, C' et C”; ‘ce qui fait huit solutions relatives & la droite D. Cn
détermine semblablement huit solutions pour chacune des trois
autres droites D’; D”, D", : :
Ainsi il existe trente-deux coniques inscrites dans W et tan<
gentes aux trois G, €/, C”. ;

S07. Construction des axes de symptose de deux coniques C,
C' inscrites dans une conique W.— Ces axes passent par le point
de rencontre I des deux cordes de contact des coniques C, ¢/, et
forment avec ces deux cordes un faisceau harmonique. Les po-
laires d’un point O quelconque, relatives 4 G et (7, se coupent en
un point O’ : et les deux axes de symptose forment aussi un fais—
ceau harmonique avec les deux droites I0, 10’ ( 308). Consequem-
ment ces deux axes sont déterminés. ;

Cas oti la conique C' est un point. — Ce point C' représente une
conique infiniment petite inscrite dans W ; sa corde de contact est
la polaire du point relative 2 W (%60, 4°). La construction géné-
rale des axes de symptose de G et de C’ subsiste. Pour 'appliquer,
il suffit de savoir que la polaire' d’un point O, relative & ¢, se
détermine par cette considération, que les polaires de O relatives
4 W et & €' se coupent sur la corde de contact de ¢/ (461), c’est-
a-dire sur:la polaire de C' relative & W.

Cas o Ics deux coniques C, C' sont des points. — La construc~
tion des deux axes de symptose des deux points C, ¢/ considérés
comme deux coniques infiniment petites inscrites dans W, se fait
comme dans le cas précédent,

508. Cas particuliers du probleme (506).

1% Deax coniques €, C' et un point -C”,
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-Les deux coniques C, ¢/ ont deux. ombilics; mais C et G’ n’en /
ont qu’un, qui est le point C”; de méme pour C’ et C”. De sorte
qu'il n’existe que deux droites D, D’. ;

Les axes de symptose de €, €’ et C” se coupent en quatre points;
et chacune des droites D, D’ associée avec un de ces points, donne
deux coniques satisfaisant & la question; il y a donc seize solu-
tions.

2° Une conique C et deux points C', C”.

Les trois couples d’axes de symptose, et les quatre points.d’in-
tersection, trois A trois, subsistent. Mais il n’existe qu'une droite D,
qui joint les deux points €, C”. De sorte qu’il n’y a que huit solu-
tions.

3° Une conique G, un point G et une droite G (qui représente
une conique infiniment aplatie, limitée aux deux points ot C" ren-
contre W ).

‘Les axes de symptose de Cet C' coupent la droite C” en deux
points I, I'. Les ombilics de C et €, joints an point C’ donnent
deux droites D, D’. S’ensuivent huit solutions.

4° Deux coniques G, C' et une droite C”.

C”, ainsi qu’il vient d’étre dit, est une conique infiniment apla-
2 q 3
tie limitée aux deux points (réels ou imaginaires) ou elle ren-
contre W. La question est corrélative de la premiére ci-dessus..
Seize solutions.

5° Une conique G et deuz droites C', C".

q
Question corrélative de la seconde ci-dessus. Hult solutions.

509. Lorsque deux coniquesC, G’ sontinscrites a une conique W, ‘
si de chaque point I de leur corde commune L on leur méne deux
tangentes Ia, Ia’, dont les points de contact soient sur une droite
passant toujours par le méme ombilic S de C et C', la corde de con-
tact K de la conique inscrite @ W, et tangente en a'eta’ aCG et

' (503), enveloppe une conique.

1l faut démontrer que par un point donné il ne passe que
deux droites K. Soit G la corde de contact de C et W; la corde de
contact K passe par le point d’intersection de G et de Ia (4§15, Co-
roll.).'Or, par un point de la droite G il ne passe que deux tan-
gentes de G telles que Ia. En outre, la corde G ne peut pas étre
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une de ces tangentes. Donc par chaque point de G il ne passe que
deux cordes de contact. Done ces cordes de contact enveloppent
une conique. ; C.lguipiip it

Cororramres. — Cette enveloppe a quatre tangentes communes
avec W. Chacune de ces tangentes est la corde de, contact d’une
conique inscrite dans W. Cette conique a donc un contact du troi-
sieme ordre avec W. Ainsi :

Parmi les coniques tangentes & Cet C en des points tels que a
ct &' il y en a quatre qui ‘ont un contact du troisiéme ordre
avee W. ol

Les coniques tangentes en deux points a/, @' situés sur des
droites passant par le deuxi¢me ombilic S de Cet C’, forment une
deuxi¢me série de coniques, dont quatre ont aussi un contact du
troisiéme ordre avee W ; ce qui fait huit coniques formées au moyen
delaxe de symptose L,

Il'y a pareillement huit coniques répondant i l'axe de symp-
tose L', Donc

1l existe scize coniques tangentes & C et a C, et ayant un con-
tact du troisieme ordre avec W.

Si:C’ est un point, il n’existe qu’un ombilic de Cet(/, qui estle
point C'; il s*ensuit que le rombre des coniques est réduit & huit.

§ VL.— dnalogies entre des systémes de coniques inscrites. & unc
conique W, et des systémes de cercles. — Procédé de démons-
tration applicable également & ces deux genres de questions.,

510. 11 existe une analogie frappante entre les propriétés des
coniques inscrites dans une conique W, qui font le sujet du para-
graphe précédent, et les propriétés des cercles, notamment en ce
qui concerne la construction d’une conique tangente & trois antres
(506), et la construction d’un cercle tangent a trois cercles (G. .,
chap. XXXII). C'est qu’en effet on peut transformer I'un des
systemes dans I'autre. Cela se fait au moyen d’une sphére, ou plus
geénéralement d’une surface du second ordre, sur laquelle on
Lransporte, par une perspective, I'ceil étant en un point de la sur-
face, les cercles du plan, qui deviennent des sections planes de la
surface; sections que I’on reporte ensuite sur le plan, par une nou-
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velle perspective, I'ceil étant alors placé en un point quelconque de
I’espace. Ces sections planes deviennent des coniques qui sont
toutes inscrites & une méme conique W : celle-ci est la perspective
du contour apparent de la surface. La transformation d’une
figure dans I'autre se fait donc au moyen d’un systéme intermeé-
diaire de sections planes de la surface du second ordre. Les pro-
priétés des trois systémes se Lorrespondem, mais celles des sec-
tions planes de la surface se présentent i l'esprit d’une maniére
intnitive, de sorte quelles offrent un moyen de démonstration
extrémement simple des propriétés, soit des cercles, soit des’co-
niques inscrites 2 une méme conique W.
Ce procédé de démonstration repose sur le théoréme suivant.

511. Tutoninr. — La perspective de toute section plane d'ane
surface ' du second ordre, sur un plan quelconquc, est wne co-
mque quz a un double contact avec la per&p('c‘rwe du contour ap-
parent de la. surface; et le pdle de contact des dewx cour bes estla
persper-rmc du sommet du cone circonserit & la surface suivant la
section plane.

Le contour apparent de la surface est la courbe de contact dut
cone circonscrit qui a pour sommet le point de P'eeil. Cetie courbe
est plane, et sa perspective est la trace du cone sur le plan de
projection. Une section plane quelconque (C) coupe le contour
apparent en deux points. Les plans tangents 2 la surface en ces
points renferment les tangentes aux deux courbes en leurs points
communs; €t comme ces plans passent par I’ceil, leurs traces sur
le plan de projection sont les tangentes communes aux projections
des denx courbes en leurs deux points de rencontre. Ainsi les
deux coniques ont deux points de contact. ;

En outre, les denx plans tangents a la surface passent p.u' le
sommet du cone circonserit suivant Ja courbe (C). Conséquem-
ment le point de rencontre de leurs traces sur le plan de projec-
tion, ¢’est-d-dire le pole de contact des deux coniques, estla per-
spective du sommet du céne. Ainsiles deux parties du théoréme
sont démontrées,

Cororrairg I. —Lorsque l'eeil est situeé sur la surface, les perspecs
tives de tontes les sections planes sont des coniques qui passent par
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deuz points fixes; et la droite qui joint ces points a' pour pdles
dans les coniques les perspectives des sommets des ednes eirconscrits
@ la surface suivant les sections planes. Les deux. points fixes sont
les* points ot les deux droites ( réelles ou imaginaires) quon pent
mener sur la surface par le point de I'eeil, rencontrent le plan de
projection.

Ces deux droites sont réelles quand.- la surface est un hyperbo-
loide & une nappe, engendré, corhme on sait, par une droite qui
s’appuie sur trois dreites fixes. : :

Lorsque la surface est un ellipsoide ou un hyperboloide a denx
nappes; les deux droites sont imaginaires et n’ont de point réel
que le point de contact du plan tangent; car la: courbe dlintersec-
tion de la surface et du plan tangent est alors une conique infini-
ment petite, et nous avons vu qu’'une telle conique est Pensemble
de deux droites imaginaires (329). C’est sur ces droites que se
trouvent les deux points d’intersection de la surface et d’une
droite quelconque menée dans le plan tangent.

Cororramre II.— Lovsque 'eeil étant en un point de la surface,
le plan de projection est paralléle an plan tangent en ce point,
toutes les sections planes de la surface deviennent en perspective
des coniques homothétiques, c’est-i-dire semblables et sembla~
blement placées; puisque alors les deux points (réels ou imagi-
naires), communs i touies ces coniques, sont i I'infini. Les centres
de ces courbes sont les perspectives des sommets des cones cir-
conscrits & la surface snivant les sections planes.

512. L'eeil etant placé en un point quelcon¢ue de 'espace, pre-
nons pour plan de projection le plan dela conique qui est le con-
tour apparent de la surface ; appelons W cette conigue. La pro-
jection d’une section plane (C) de la surface est une conique C
inscrite dans W. La corde de contact des deux courbes est la
trace du plan de (C) sur le plan de W3 et le péle de contact est la
perspective du sonnmet du cone circonserit & la surface suivant
la courbe (C).

Peux sections planes (C), (C') se coupent en deux points «, €;
etleurs perspectives C, €', en deux points @, &, qui sont les per-
spectives de o et 65 de sorte que Laxe de symptose ab de C et C est
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la perspective de la droite d’intersection des plans des deux courbes
(C), (C"). Enoutre, cette droite ab passe par le point d’intersection
des cordes de contact des deux coniques C, C'; parce que ces
droites sont les traces des plans des deux courbes (C), (C') surle
plan de projection. ; :

Les cones qui font la perspective des deux courbes (C), {C) ren-
contrent la surface suivant deux autres courbes planes (C.), (c)),
dont C et C’ sont aussi les per specuves Le deuxiéme axe de symp-
tose dz G et C est la perspective tout a la fois de la droite d’intersec—
tion des plans des deux courbes(C), (C,), et dela droite d’intersec-
tion des plans des deuz autres courbes (C) et (C').

Parles deux courbes (C),(C’) passent deux cones. On peut mener
parle point de 'ceil deux plans tangents 4 chaque cone. Leurs traces
sur le'plan de W sont des tangentes communes aux deux coni-
ques C, €'; et le point d'intersection de ces tangentes est la per-
spective du sommet du eéne auquel on a mené les plans tangents.
Ainsi les ambilics des deuzx coniques G, C sont les pers‘peczwes des
sommets des deux cdnes qui passent par les deuz courbes (C}, (C')-

513. 1 Lorsque plusieurs courbes (C), (C'),..., passent par denx
points a, 6 de la surface, il leur correspond des coniques C, C/,
qui passent par deux points , b. Les cordes de contact de ces coni-
ques et de W passent par un point fixe de leur corde commune ab,
savmr, par le pomt ot la droite 5 perce le plan de projection.

Les droites menées de P'eeil aux points «, ¢ rencontrent la sur-
face en deux autres points o, 6,. Les sections planes menées par
les deux points «, 6, ont pour perspectives des coniques C;, ...,
qui passent par les deux points @, b, et dont les cordes de contact
avec W passent par un point fixe de ab qui estle pointot la droite
6, perce le plan de projection. Ainsi I'on voit que les conigues
inscrites & W, qu’on peut mener par deux points donnés a, b, for-
ment deux séries distinctes. Pour les unes, les cordes de contact
passent par in point de ab, et pour les autres par un autre point
de cette droite.

2 Lorsque des coniques C, C,. . ., passent par un point a et
touchent une droite A, elles sont la perspective d’autant de courbes
(C), (C),..., de la surface, menées par un point «, et tangentes 2
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une section plane (A ) dont le plan passe par 'eeil. Toutes ces coni-
ques forment une seule série i et leurs cordes de contact avec W
enveloppent une conique-qui est la trace du céne [, (A)]. Les poles
de contact sont sur une autre conique, :

3° Trois points «, b, ¢ sont la perspective de ‘trois couples de
points «, a; 8, 8 ; 9, v, de la surface. Il s'ensuit que par les trois
points a, b, ¢ passent quatre coniques inscrites dans W. Ces
quatre courbes sont les perspectives des sections faites dans la
surface par les quatre plans by, 2691, abyiy, aby,.

4° Deuz points a, b et une tangente A déterminent quatre co-
nigues inserites dans W. Ces coniques sont les perspectives des sec-
tions de la surface dont les plans sont tangents 2 la ‘courbe (A), et
dont deux passent par les points a, 6, et les deux autres par les
points =z, 6,.

8° Par deux points a, b, on peut mener huir coniques tangentes
a-une conique G inscrite dans W.

Ces coniques sont les perspectives des sections planes tangentes
i (C), et dont deux passent par «, 6; deux par e, 6; deux par
@i, 6, et deux par «, 8.

6° Un point a et une tangente A déterminent. huir coniques
tangezzfes @ unc conique C inscrite dans W.

Ces coniques sont les perspectives de huit sections; les plans de
quatre de ces sections passent par le point o et sont tangents, par
couples, aux deux cones [(A), (G)]; etles plans des quatre antres
passent par le point «,, et sont tangents aux deux mémes cones.

7° Par un point a passent seize coniques tangentes & deuz co-
niques C, C inscrites dans W.

Le point « et les deux courbes (C), (C’) donnent quatre solu-
tions; c’est-d-dire quatre coniques, perspectives des sections que
font dans la surface les quatre plans menés par le point o tan-
gentiellement aux. deux cénes [(C), (C')]. Le point « et les denux
courbes (C), (C)) donnent de méme quatre solutions; « et (G),
(€"), quatre; et enfin o et (C)), (C)), quatre; done, seize en tout.

8° 1l existe trente-deux coniques tangentes & trois coniques C,
C', C" inscrites dans W. :

Les trois courbes (C), (C'), (C”) sont deux i denx sur six cOnes
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qui ont leurs sommets trois & trois sur quatre droites. Par cha-

cune de ces droites passent deux plans tangents aux trois courbes.
1l existe donc huit sections planes tangentes aux trois courbes,

et dont les perspectives sont huit coniques tangentes aux coniques

proposées G, €', C*.
Les trois sections (G}, (C'),(C})
solutions, ainsi que les trois courbes (C), (C,); (€")s et les trois (C),

(C.,), (C}). En tout, donc, trente-deux solutions.

fournissent pareillement huit

B, 1° Lorsque le plan d’une section (C) est tangent ala co-

nique W, la perspective G a un contact du troisiéme ordre avec W.
Gar soit 22’ 'élément commun aux deux courbes W et (C) : leurs
# et n'm’ sont dans le plan tangent a la

¢éléments conséeutifs 7' n
a projection de 7’ m", élé-

surface au point 7’; et conséquemment ]
‘n", et les deux courbes W et Cont deux

mentde (C), coincide avec 2'n
tangentes communes nn', n'n”. Pareillement, les eléments des denx

courbes nn,, nm, antérieurs au point 7z, sont dans le plan tangent
en ce point, etles denx courbes W et G ont encore une tangente
‘elles ont trois tangentes consecutives

commune n7z, 5 de sorte qu
', n” : ce qui fait un contact du

et quatre innls communs 72, 7,
troisicme ordre.

50 Pardeux points a, b passent quatre coniques ayant un con-
tact du troisiéme ordre avec W . :

Ces coniques sont les perspectives. des sections failes par les
plans tangents 4 W, menés par la droite «8, et par la droite 6,.

30 {n point a et une tangente B déterminent quatre coniques
ayant.un contact du troisiéme ordre avec W. ; :

Ces coniques sont les perspectives des sections dont les plans
passent par « et sont tangents aux deux cones[(B), W]

f° Par un point a passent huit coniques ayant un contact du
troisieme ordre avee W , ct tangenies & une conique. G inserite a'W.
Ces coniques sont les perspectives de sections dont les plans

passent par «. Quatre de ces plans sont tangents aux deux cones

[(C), W, et quatre tangents aux deux cones [(Ci), W]

Ko 7l existe seize coniques ayant un contact du troisiéme ordre
avee W, et tangentes adeuz coniques C, C' inscrites dans W.
Huit coniques sont la_perspective de séctions tangentes aux
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trois courbes (C), (C’), W; et huit sont la perspective de sections
tangentes aux trois courbes (C), (C,), w.

S1B. Les siz axes de Symptose de trois coniques G, C', ¢
inscrites dans W, passent trois ¢ trois par quatre points,

En effet, trois axes de symptose des coniques C, ¢, C”, prises
deux & deux, sont les perspectives des droites d’intersection des
plans des courbes (), (€"), (€”), et conséquemment passent par
un méme point, Les courbes (C), (€), (C") donnent licu & trois
axes de Symptose passant par un méme point; les courbes (G),
(G\), (€”) pareillement, ains que les courbes (GC), (C), (€.
Donc, ete.

516. Les siz ombilics des tros coniques G, €', C” sont trois &
trois sur quatre droites. :

En effet, ces ombilics sont Jes perspectives des sommets des six
cones qui passent par les courbes (C), (C), (C”), prises deux & deux,
€lces sommets sont trois i trojs sur quatre droites. Donc, etc.

SAT. Si d'un point 1 d'un aze de symptose de deux conigues C,
C', inscrites dans W, on méne des tangentes i ces courbes, ‘les
quatre points de contact sont sur une conique X inserite dans W er
dont le péle de contact est 1. :

Cette conique est Ja perspective de la courbe de contact (z)
d’un cdne circonserit A 1a surface du second ordre, et dont le som-
met est en un point. de la droite d’intersectio_n des plans des deux
courbes (G), (C).

Pour un autre point I’ du méme axe de symptose de C et ¢, on
4 une autre conique ¥'. Les ombilics des denz coniques 3, ' sont
situés sur Uaxe de symptose de C er (. -

Car ces ombilicssont Jes perspectives dessommets des denx cones
[(2), (2)]; ces sommets sont sur la droite qui joint les sommets
des deux cénes circonscrits a la surface suivant les deux courbes
(%), (¥'); et enfin, cette droite est lintersection des plans des

deux courbes (C), (€'), et a pour perspective l'axe de symptose
de CetC',

S18. 8i d’ur point 1 d’un axe de symptose 1, des deysz conigues

C, C' on méne & ces courbes deux tangentes Ta, T ; 1o panles
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dewr points a, a’ passe une conique E tangente & CetéC ences
points, et inscrite dansW ; 22 les droites menées des pointsa, a' aux
péles de contact des deux coniques G, G, respectivement, passent
par le péle de contact de la conique E.

La conique E est la perspective de la section faite dans la surface
par le plan des tangeﬂtes menées aux denx courbes (C), (C"), d'un
point de la droite d’intersection des plans des deux courbes;
ce qui demontre la premiére partie du théoréme.

Lorsque deux sections plaﬁes (C), (E) de la surface du second
ordre se touchent, elles ont deux points communs infiniment voi-
sins : les plans tangents & la surface en ces_points se coupent sui-
vant une droite qui passe par les sommets des cones cireonscrits &
la surface suivant les deux courbes. 1l s’ensuit qu'en perspective
la droite qui joint le point @ au pole de contact de C et de W passe
par le pole de contact de la conique E. De méme, la droite qui
joint le point &’ au pole de contact de ¢ et de W. Ce qui démontre
la seconde partie du théoréme. : :

La droite aa’ passe évidemment par un des deux ombilics de
CetC.

$19. Pour un autre point I, de 'axe de symptose LdeCetC/,
on a une conique E, tangente 4 Ceti C en deux points ay, a:
Si les deua droites aa’, a,a, passent par le méme ombilic de G et
¢!, un aze de symptose des deux coniques B, E; passera par cet on-

bilic, et par le point Lintersection des tangentes de G aux points

de contact a, a,, ainsi que par le point d’intersectiorn des tangentes
) 3 '? o

de C' aux points a', ' .

Cela résulte de ce que les deux coniques E, E’ sont les pérspec—
tives des sections faites dans la surface par deux plans tangents a
2 un des deux cones [(C), (C")].

Cette considération montre que réciproquement : Toute droite D
menée par un ombilic de G et C est Paxe de symptose d'une infi=
nité de couples de coniques telles que E et E,; et I'on conclut de la
sans difficulté la construction des trente-deux coniques tangentes
aux trois coniques G, €', G, & laquelle nous sommes arrivé déja,
par les seuls secours de la Géometrie plane (506 ).

FIN DE LA PREMIERE PARTIE.
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