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TRAITÉ
DES

SECTIONS CONIQUES.

CHAPITRE PREMIER.

PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES,

§ I. — Définition des sections coniques. — Propriété
unique d'où doit dériver toute la théorie de ces courbes.

1. On appelle Sections coniques, ou simplement Coni¬
ques, les courbes suivant lesquelles un cône à base circu¬
laire, dont les deux nappes s'étendent indéfiniment, peut
être coupé par des plans menés d'une manière quelconque.

Ces courbes se présentent sous trois formes différentes.
i° Lorsque le plan coupant rencontre toutes les arêtes du
cône sur une seule nappe, la courbe est fermée. On l'a
nommée Ellipse. 2° Quand le plan est parallèle à l'un des
plans tangents du cône, dont il ne coupe qu'une seule
nappe, la courbe est formée d'une seule branche infinie.
On l'appelle Parabole. 3° Si, enfin, le plan coupant est
parallèle à deux arêtes du cône, il trace sur les deux nappes
du côlie une courbe composée de deux branches infinies, et
nommée Hyperbole.

2. Unë seule propriété servira de base à loule la théorie
de ces courbes. La voici.

Théorème. — Si par quatre points d'une conique, on
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2 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES.
mène les tangentes et quatre autres droites aboutissant à
un cinquième point quelconque de la courbe : le rapport
anharmonique de ces quatre droites sera égal à celui des
quatre points de rencontre des quatre tangentes et d'une
cinquième tangente quelconque.

Le rapport anharmonique, soit d'un faisceau de quatre
droites, soitde quatre poi uts en ligne droite, restant le même
dans les projections (*), il suffit de démontrer le théorème
pour le cercle qui forme la base du cône dans lequel on consi¬
dère la conique. Or sur le cercle le théorème est évident. En
effet, soient a, b, c, d ( fig. i) quatre points du cercle; aa,
b S, cy, d§ les tangentes en ces points, et a, ë, y, d les points
de rencontre de ces tangentes avec la tangente L en un cin¬
quième point fi. Les droites Va, Pb,..., menées d'un point
quelconque du cercle aux quatre points a, b, c, d ont visi¬
blement un rapport anharmonique égal à celui des quatre
points «, 6, y, d. Car l'angle aVb est égal à l'angle aDb;
et celui-ci est égal à l'angle a.06, les côtés de ces deux an¬

gles étant perpendiculaires chacun à chacun. Les quatre
droites Va, P b, Pc, P d font donc entre elles, deux à deux,
des angles égaux à ceux des quatre droites Ox, OS, Oy, Od;
conséquemment le rapport anharmonique des quatre pre¬
mières droites est égal à celui des quatre dernières. Mais
celles-ci ont le même rapport anharmonique que les quatre
points a, 6, y, d. Donc, etc.

§ IL — Deux propriétés fondamentales des coniques.

3. Le théorème qui vient d'être prouvé conduit sur-le-
champ à deux propriétés fondamentales des sections coni¬
ques. Nous les distinguons sous cette dénomination parce
que nous déduirons directement de ces deux propriétés la

("*): Géométrie supérieure, art. 16 et 1-9.
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CHAP. I. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES. 3

théorie de ces courbes, sans remonter, sauf quelques cas
très-rares, au théorème unique dont elles sont la consé¬
quence.

La première est relative à six points d'une conique; la
seconde à six tangentes.

L'une et l'autre ont une égale importance dans toute la
théorie : elles y jouent des rôles semblables. Elles donnent
lieu naturellement à deux genres différents de propositions
qui se correspondent dans le sens de la dualité ou de la
corrélation, comme nous l'avons exposé dans notre premier
volume (*). Ainsi nous n'aurons jamais besoin de faire
usage, dans le Traité des Sections coniques que nous entre¬
prenons, du principe de dualité ou de corrélation, parce

que les démonstrations se correspondront toujours deux à
deux et pourront être calquées l'une sur l'autre, comme les
propositions mêmes.

4. Propriété fondamentale relative aux points d'une

conique. — Si de quatre points d'une conique on mène
des droites à un cinquième point de la courbe : le rapport
enharmonique de ces droites a une valeur constante, quel
que soit le cinquième point.

En effet, les droites menées de quatre points a, b, c, d à
un cinquième point P ont leur rapport anharmonique égal,
d'après le théorème précédent, à celui des quatre points
dans lesquels les cpiatre tangentes eii a, b, c, d rencontrent
une cinquième tangente. Donc ce rapport anharmonique
est constant, quel que soit le cinquième point P.

5. Propriété fondamentale relative aux tangentes

d'une conique. — Quatre tangentes fixes d'une conique
sont rencontrées par une cinquième tangente quelconque

(*) Traité de Géométrie supérieure, p. xvn.
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4 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES.
en quatre points dont le rapport anharmonique est con¬
stant.

En effet, ce rapport anharmonique est égal à celui des
quatre droites .menées des points de contact des quatre
tangentes, à un cinquième point fixe pris arbitrairement
sur la conique (2).

Autre expression des deux propriétés fondamentales.

6. D'après le théorème (4), les droites menées de quatre
points d'une conique à deux autres points P., P' de la courbe
forment deux faisceaux qui ont le même rapport anhar¬
monique. On peut donc dire que les droi tes menées de deux
points P, P' de la courbe à quatre autres forment deux
systèmes ou deux faisceaux de quatre droites ayant le même
rapport anharmonique. Et de là cet autre énoncé qui ne
diffère pas, au fond, du théorème (4), mais qui sera géné¬
ralement d'une application plus immédiate :

Si autour de deux points fixes d'une conique on fait
tourner deux droites qui se coupent sur la courbe : ces
droites, considérées dans leurs positions successives, for¬
ment deux faisceaux homographiques.

7. Le théorème (5) donne lieu pareillement à cet
«nonce :

Les points de rencontre de deux tangentes fixes à une
conique et d'une troisième tangente mobile forment deux
divisions homographiques.

Avant d'entrer dans le développement des conséquences
auxquelles conduisent les deux propositions fondamentales
(4) et (5), ou les deux propositions (6) et (7) qui en sont
des expressions différentes, il faut démontrer les récipro¬
ques de ces dernières.
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CHAP. I. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES. 5

§ III. — Réciproques des deux propositions
fondamentales.

8. La courbe, lieu des points ddintersection des rayons
homologues de deux faisceaux homographiques, est une
section conique qui passe par les centres des deux fais¬
ceaux.

C'est-à-dire qu'on peut mener par cette courbe un cône
à base circulaire.

Soient IJ, P' [fig. 2) les centres des deux faisceaux, et
Pa, Va deux rayons homologues. La courbe, lieu du
point a, passe par les points P, P'; sa tangente en P' est le
rayon qui dans le deuxième faisceau correspond au rayon PP'
du premier (*). Menons à cette tangente un cercle tangent,
au point P'. Ce cercle coupe la droite P'P en un point tt,
et les rayons P'n, P'&,..., du second faisceau en des points
a, ë,.... Les droites ncx, Trê,..., forment un faisceau Porno¬
graphique au faisceau Va., P'6,..., et par conséquent au
faisceau Pa, Pb, Or ces deux faisceaux (P) et (t:) ont
un rayon commun suivant la ligne des centres P, tt : car si
le rayon P'a est dirigé suivant la tangente en P', le point a
se trouve infiniment voisin de P' et coïncide avec a. Il suit
de là que deux rayons homologues quelconques Pa, itx des
deux faisceaux (P) et (tt) se rencontrent sur une droite
fixe L (Géont, sup., art. 103) (**)■

Les deux triangles Pab, nao sont h ontologiques, puis¬
que leurs sommets sont sur trois droites aa, bS, Ptr con¬
courant en un même point, et la droite L est leur axe d'ho-
mologie. Donc si l'on fait tourner le plan du cercle et du

(*) Le court raisonnement qui justifie cette construction se trouve dans
le Traité de Géométrie supérieure, art. 541, et ci-après, art. 11.

(**) Nous indiquerons désormais les renvois au-Traité de Géométrie supé¬
rieure par les deux lettres G, S.
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6 TRAITÉ DES. SECTIONS CONIQUES,

triangle a.£iz autour de cet axe, les trois droites aa., b G, Ptr
ne cesseront pas de concourir en un même point de l'es¬
pace (G. S., 309) ; et pour une position du plan du cercle,
ce point sera le sommet d'un cône passant par le cercle et
par la courbe, lieu des points a, b, Le théorème est donc
démontré.

9. La courbe, enveloppe des droites qui joignent, deux
à deux les points homologues de deux divisions homogra-
phiques faites sur deux droites, est une section conique
tangente à ces deux: droites.

C'est-à-dire qu'on peut faire passer par cette courbe un
cône à base circulaire.

En effet, soient S'A, S'A' (_fig. 3) les deux droites divisées
homograpbiquement, et aa! une des droites qui joignent
les points homologues. La courbe enveloppe de cette droite
touche la droite S'A au point S qui est sur celte droite
l'homologue du point S' considéré comme un point de di¬
vision de la droite S'A' (*).

Que par le point S ainsi déterminé on fasse passer un
cercle tangent à la droite S'A; qu'on mène à ce cercle des
tangentes de tous les points de la droite S'A. Chaque tan¬
gente aa! partant d'un point a rencontrera en a! la tan¬
gente S'A" menée par le point S'. Les deux points a, a! for¬
meront deux divisions homographiques (7), et dès lors les
deux divisions formées par les deux points a' et a' sur les
deux droites S'A', S'A" seront aussi homographiques. Le
point S' est un point commun de ces deux divisions : il
s'ensuit que toutes les droites a'a! concourent en un
môme point (G. S., 105). Et il en sera de même si l'on
fait tourner le plan du cercle avec sa tangente S'A" autour
de la droite S'A; c'est-à-dire que pour une position de ce

(/f) Voir Géom.- su/j.y art. 548, ou ei-après, 16,
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CHAP. I. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES. 7

plan, les droites ci'a' concourront en un même point de
l'espace. Par conséquent, l'oeil étant placé en ce point, les
droites aa' seront les projections des droites u?.'; donc la
courbe enveloppe des droites aa' sera la perspective de la
courbe enveloppe des droites ac/.'; mais celle-ci est un cercle.
Donc la première courbe est sur un cône à base circulaire.

Ce qu'il fallait prouver (*).

§ IV. •— Conséquences immédiates des deux propositions
fondamentales.

10. Cinq points déterminent une conique. — Con¬
struction de la courbe.

Soient O, O', a, b, c ( fig. 4) les cinq points donnés.
Considérons les trois rayonsOu, O b, Oc et les trois rayons
O'a, O'b, O 'c comme se correspondant deux à deux, res¬
pectivement, dans deux faisceaux homograpbiques. A un
quatrième rayon Od du premier faisceau correspondra
dans le second un rayon unique O'd déterminé par la con¬
dition

O' (<7, b, c, d) = O [a, b, c, d) (**) ;

(*) Ces réciproques ries deux propriétés fondamentales des sections coni¬
ques ont été démontrées, par d'autres considérations, dans le Traité de Géo¬
métrie supérieure, art. 547 et 555. Les démonstrations données ici sont
plusdirectes et plus appropriées au sujet, parce qu'elles n'exigentla connais¬
sance d'aucune propriété des figures homographiques. L'idée de construire
sur la figure même le cercle dont la courbe engendrée sera la perspective,
m'a été suggérée par M. J. Delbalat, ingénieur-hydrographe de la marine,
qui suivait en iS52 le Cours de Géométrie supérieure de la Sorbonne.

(**) A l'exemple de M. Mobius dans son savant ouvrage Dcr barycenlrischc
Calcul, Leipzig, 1827; in-8° (voir p. 2/j6), nous emploierons souvent dans
la suite, pour représenter le rapport anharmonique de quatre points a, b,
c, d, la notation (a, b, c, d); et l'égalité des rapports enharmoniques de
deux systèmes de quatre points sera exprimée ainsi

(a, b, c, d) = («', b', c', d').
Nous écrirons pareillement (Ou, O b, Oc, O d), ou même 0(«, b, c, d) pour
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8 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES.
et le point d appartiendra à une conique passant par les
cinq points donnés O, O', a, b, c (8).

1 1. Construction des tangentes en chacun des cinq
points donnés.

La tangente à la courbe en son point O est le rayon qui,
avec O a, Ob, Oc fait un rapport anharmonique égal à celui
des quatre droites O'O, O'a, O 'b, O'c. Si, effectivement, au
lieu du rayon O' O du second faisceau, on considère un
rayon O'co infiniment peu incliné sur O'O, aboutissant par
conséquent à un point co de la conique aussi peu éloigné que
l'on voudra du point O, le rayon Ou du premier faisceau
correspondant à celui-là sera la tangente à la courbe en son
point O. Or ce rayon Ou devient, à la limite quand œ et O
coïncident, le rayon correspondant à O'O du second fais¬
ceau. Ce qui démontre la construction.

12. Connaissant cinq points d'une conique, trouver les
points d'intersection de la courbe et d'une droite. —

Points imaginaires.
Soient O, O', n, b, c ( Jig. 5) les cinq points de la coni¬

que, et L la droite donnée. Les rayons menés des deux points
O et O' à tous les autres points a, b, c,. . . de la courbe
rencontrent la droite L en deux séries de points a, S, y,...,
et a', &, y',.. ., liomograpliiques, dont les points doubles

représenter soit un faisceau de quatre droites partant d'un point O, soit le
rapport anharmonique de ce faisceau. Par suite, l'égalité

O (a, b, c, d) = O' (ar, b', c', dr)

exprimera que les rapports anharmoniques de deux faisceaux sont égaux.
Ces abréviations sont mises en œuvre avec avantage par plusieurs géomè¬

tres: G. Salmon, A treatîse on conicsections, third édition, 8°. London, 1855.
— E. de Jonquières, Mémoire sur la description des courbes du quatrième ordre;
inséré dans le tome XVI des Mémoires présentés par divers Savants à VAcadémie
des Sciences.
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CHAP. I. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES. 9

sont évidemment les points d'intersection de la conique et
de la droite L. Ces points se construisent au moyen des
deux systèmes de trois points «, ë, y et a', 6', y' (G. S., 263).
Ainsi le problème est résolu.

Si les points doubles des deux divisions liomograpbiques
se confondent, la droite L sera tangente h la conique.

Les deux points doubles peuvent être imaginaires
(G. S., 154). Alors nous dirons que les points d'intersec¬
tion de la conique et de la droite sont imaginaires. Ainsi
l'on aura une idée bien nette de ce que l'on doit entendre
par points d'intersection imaginaires d'une conique et
d'une droite. On pourra donc introduire dans le raisonne¬
ment la considération des propriétés relatives à deux points
réels, qui subsistent lorsque les deux points sont imagi¬
naires. Par exemple, on sait ce qu'il faut entendre par le
point milieu des deux points imaginaires; et 011 sait déter¬
miner ce point à priori, au moyen des deux séries de trois
points a, 6, y et a', ë', y' (G. A., 261). On pourra de même
déterminer le point conjugué harmonique d'un point de
la droite par rapport aux deux points d'intersection imagi¬
naires; ou bien le rectangle des distances d'un point de la
droite à ces deux mêmes points imaginaires ; etc.

13. Étant donnés cinq points d'une conique, trouver les
points de la courbe situés à l'infini.

En d'autres termes : Déterminer la direction des asymp¬

totes de la courbe; car ou sait que l'on appelle asymptote
d'une courbe une tangente dont le point de contact est à
l'infini.

Soient O, O', a, b, c, les cinq points donnés. Considé¬
rant les deux faisceaux de rayons On, Ob, Oc,..., et
O'n, O 'b, O'c,. . . menés à tous les points de la courbe; il
s'agit de trouver les couples de rayons homologues paral¬
lèles. Pour cela, on mènera par le point O des parallèles
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Oa, OS, Oy aux trois rayons O'a, O'b, O'c. On aura ainsi
deux faisceaux de même centre O, déterminés par trois
couples de rayons homologues O a, O a; O b, OS, et Oc,
O y. On cherchera'les rayons doubles de ces deux faisceaux
[G. S., 176, 263) ; ils détermineront évidemment les direc¬
tions des deux points de la courbe situés à l'infini.

Si ces deux rayons sont réels, la courbe est une hyper¬
bole, parce qu'elle a deux points à l'infini dans la direction
de ces rayons. S'ils sont coïncidents, la courbe n'a qu'un
point situé à l'infini, et est une parabole. Enfin si les deux
rayons doubles sont imaginaires, la courbe n'a aucun point
à l'infini, et est une ellipse.

La construction précédente offre donc une solution fort
simple de cette cpiestion : Étant donnés cinq points d'une
conique, déterminer la forme de la courbe, sans la con¬
struire.

Quand la courbe est une hyperbole, si les asymptotes
sont rectangulaires, on dit que l'hyperbole est équilatère.

14. Construire les asymptotes d'une conique dont ou
donne cinq points.

Ayant déterminé, comme il vient d'être dit, les direc¬
tions OO, OH' des deux asymptotes, ou, ce qui revient
au même, les deux points de la courbe n, n' situés à
l'infini, il ne reste plus qu'à mener les tangentes en ces
points. C'est ce qu'on fera en appliquant le principe de la
construction précédente (11) : c'est-à-dire en prenant les
deux points n, H', pour sommets de deux faisceaux ho Bio¬
graphiques dont les rayons homologues se coupent sur la
courbe, et en cherchant les rayons homologues à la droite
D.DI située à l'infini, regardée comme appartenant succes¬
sivement à chacun des deux faisceaux. Voici cette applica¬
tion.

Par les trois points a, b, c on mène aux deux droites
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Ofi, on' des parallèles : ce seront des rayons de deux fais¬
ceaux (n), (n'). On coupe ces parallèles par une trans¬
versale quelconque L, en deux systèmes de trois points
a, 6, y, et a', ê', y', qui déterminent les deux divisions ho-
mographiques formées sur cette transversale par les deux
faisceaux. La droite il'fl, rayon du second faisceau, ren¬
contre la droite L à l'infini ; la tangente en n, rayon homo¬
logue dans le premier faisceau (11), passe donc par le point 1
qui correspond, dans la première des deux divisions, au
point à l'infini de la seconde division : on mènera par ce
point I une parallèle à la droite Ofl; ce sera une asymp¬
tote. Pareillement, le rayon du second faisceau mené par le
point J'de la seconde division correspondant au point à l'in¬
fini de la première, sera la seconde asymptote.

15. Cinq droites prises pour tangentes à une conique^dé¬
terminent la courbe.— Construction des autres tangentes.

Soient 0, O', A, B, C (fig- fi) les cinq droites don¬
nées; a, b, c et a!, b\ c les deux systèmes de trois points
dans lesquels les trois dernières A, B, C rencontrent les
deux premières O, O'.

Une sixième droite qui rencontrera les droites O, O' en
deux points m, m' tels, que les deux séries de quatre
points «, b, c, m et a', b\ c', m aient le même rapport an-
harmonique, sera tangente à une certaine conique, comme
le seront les cinq premières (9). Cette condition permet de
construire toutes les tangentes à cette conique, et montre
qu'il n'existe qu'une seule courbe tangente aux cinq droites
données.

16. Construction du point de contact de chaque tan¬
gente.

Soient S le point d'intersection des deux tangentes O, O',
et s le point de contact cherché de la première O. Pour dé¬
terminer ce point, il suffit d'observer que les quatre points
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«, b, c, s ont un rapport anliarmonicjue égal à celui des
quatre points a', b', c', S. Si l'on considère, en eflèt, une

tangente infiniment voisine de la tangente O, elle rencon¬
trera celle-ci et la tangente O' en deux points a, d infini¬
ment voisins des deux s et S, respectivement. Donc les deux
systèmes de quatre points «, b, c, a et ab', c', d auront
le même rapport anliarmonique (7). Mais, à la limite, où.
a coïncide avec s, d coïncide avec S 5 donc, etc.

Observation. — L'une des cinq tangentes données peut
être située à l'infini ; alors la conique est une parabole. Les
solutions des deux problèmes (15) et (16) restent absolu¬
ment les mêmes si l'on suppose que cette tangente à l'infini
soit l'une des trois A, B, C. Ou peut la prendre aussi pour
l'une des deux autres, pour O' par exemple. Dans cette hy¬
pothèse les points a', b\ c',. . . sont à l'infini, sur des paral-
Icl es A', B', C',... menées aux tangentes A, B, C par un
même point pris arbitrairement. De plus, le rapport anhar-
monique des quatre points o, b, c, d dans lesquels quatre
tangentes A, B, C, D rencontrent la tangente O, est égal
à celui des quatre droites A', B', C, D' parallèles à ces tan¬
gentes; et c'est le faisceau de ces quatre droites qu'on sub¬
stitue à la série des quatre points a', b', </, c/', situés tous
à l'infini.

D'après cela, veut-on déterminer la direction dans la¬
quelle se trouve le point à l'infini de la parabole, c'est-à-
dire le point de contact avec la tangente située à l'infini : il
suffit de supposer le point il à l'infini dans la séries, b, c, d ;
et la droite D', déterminée par l'égalité

(a, b,c, co) = (A', B', C, D'),

ainsi que toutes ses parallèles, passe par le point à l'infini
demandé.

17. Connaissant cinq tangentes à une conique, doter-

SCD LYON 1
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miner les tangentes qui passent par un point donné. —

Tangentes imaginaires.
Soient O, O', A, B, C les cinq tangentes ; a, b, c et a', b', c

les points dans lesquels les trois dernières A, B, C rencontrent
les deux premières O, O'; et soit P le point par lequel on
veut mener les tangentes à la courbe. Ces tangentes seront
évidemment les rayons doubles des deux faisceaux homo-
graphiques déterminés par les trois couples de rayons cor¬
respondants P«, Pa'i Pi, Pet Pc, Pc'. Car un de ces

rayons doubles rencontrera les deux droites O, O' en deux
points m, m', tels, que le rapport anharmonique des quatre
points a, Z>, c, m sera égal à celui des quatre points a',
c', ni. Donc la droite mm! est une tangente à la conique
déterminée par les cinq droites données (9). Mais cette
droite passe par le point P; donc, etc.

Si les deux faisceaux n'admettent qu'un rayon double,
on en conclura que le point donné est situé sur la conique.

Si les deux rayons doubles sont imaginaires, on dira que
les deux tangentes à la conique sont imaginaires. On a ainsi
une idée bien nette de ée qu'on entendra par tangentes
imaginaires d'une conique. Ces tangentes donneront lieu,
bien qu'imaginaires, à différentes relations avec d'autres
parties de la figure, à raison de leurs éléments qui restent
réels [G. S., 98). Par exemple, on pourra déterminer la
droite qui divise leur angle en deux parties égales ; ou bien
la droite conjuguée harmonique d'une autre droite donnée,
par rapport aux deux tangentes, réelles ou imaginaires.

§ V. — Remarques sur l'étendue de chacune des deux
propositions fondamentales.

18. La proposition fondamentale (4) exprime une pro¬
priété relative à six points d'une conique, un point de plus
qu'il n'en faut pour déterminer la courbe. De sorte que
cette propriété établit une relation entre les cinq points
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qui déterminent la courbe, et un sixième point quelconque.
C'est pour cela qu'on peut en déduire toutes les propriétés
des sections coniques. Elle équivaut à une équation de la
courbe en Géométrie analytique, car une telle équation
n'est au fond qu'une relation entre le nombre de points
plus un, nécessaire pour déterminer une courbe. En effet,
l'équation générale d'une courbe d'ordre m1

contient ^ + ° ^ coefficients indépendants qui servent

à assujettir la courbe .à passer par autant de points donnés.
Or les coordonnées X,jpqui entrent dans l'équation, appar¬
tiennent à un nouveau point indéterminé de la courbe; de
sorte que l'équation exprime une relation entre ce point
quelconque de la courbe et les premiers , pris
arbitrairement.

La proposition (5) exprime une propriété relative à six
tangentes d'une conique, une de plus qu'il n'en faut pour
déterminer la courbe. C'est pour cela qu'elle peut se prêter,
comme la première, à la déduction de toutes les propriétés
des sections coniques.

Ainsi chacune des deux propositions fondamentales (4)
et (5) pourrait être prise pour point de départ unique, et
toute la théorie se déduirait d'une seule des deux. Mais,
comme ces propositions s'appliquent plus naturellement et
avec plus de facilité, chacune à un genre particulier de pro¬
priétés, nous nous servirons concurremment de l'une et de
l'autre et de leurs conséquences, dans tout le cours de cet
ouvrage.

Ilest à remarquerque cette marche n'offrira pas seulement
une plus grande faciliLé que celle qui aurait pour but de dé¬
duire d'une seule de ces propositions, à l'instar de la mar-
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cite suivie en Géométrie analytique, toutes les propriétés des
coniques, dont quelques-unes pourraient être parfois re¬
belles à la méthode 5 elle aura cet avantage immense, que
les démonstrations, dans les deux ordres d'idées ou de pro¬
positions, seront toujours parfaitement semblàbles ou identi¬
ques, comme nous l'avons annoncé (3) ; cette identité étant
fondée sur l'analogie constante qui a lieu entre les divi¬
sions et les faisceaux homographiques. 11 résultera de là que
nous pourrons parfois supprimer les démonstrations d'une
partie des propositions ; démonstrations que les géomètres
rétabliront sans aucune difficulté, à la simple lecture de
celles que nous aurons données.
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CHAPITRE II.

THÉORÈMES GÉNÉRAUX DÉDUITS DES DEUX PROPRIÉTÉS
FONDAMENTALES.

§ I. — Théorèmes relatifs aux points cVune conique.
19. Théorème de Pappus. — Quand un quadrilatère

est inscrit dans une conique, le produit des distances de
chaque point de la courbe à deux côtés opposés est au.
produit des distances du même point aux deux autres
côtés, dans une raison constante (*).

Soit ABCD ( fig. 7) le quadrilatère, et 111 un point quel¬
conque de la courbe. Les deux droites A«3, Cm tournant
autour des deux points fixes A, C, forment deux faisceaux
homographiques (4). AB et BG sont deux rayons homo¬
logues des deux faisceaux, ainsi que AD et CD. On a dès
lors Légalité

sinwAB . sin/?;CB ,,

^ = >> 77- (G. S., 143),
sin/«AD smwCD

dans laquelle 1 est une constante.
Or le premier membre est égal au rapport des distances

du point m aux deux côtés AB, AD, et le second membre
est égal au rapport des distances du même point aux deux-
côtés CB, CD. Chassant les dénominateurs des deux mem¬
bres cette égalité exprime le théorème énoncé.

(*) Nous avons dit dans l'Aperça historique sur l'origine et le développe¬
ment des Méthodes en Géométrie, p. ?>"), par quel motif nous avons nommé
■eettc proposition théorème de Pappus.
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20. Théorème de Desaugues.— Quand un quadrilatère
est inscrit dans une conique, une transversale quelconque
rencontre les deux couples de côtés opposés et la conique,
en trois couples de points qui sont en involution (*).

Soit ABCD (fig- .8) le quadrilatère inscrit ; a, b,a', Aies
points dans lesquels une transversale L rencontre les quatre
côtés consécutifs AB, BC,—

Si l'on conçoit que deux droites tournent autour des
deux sommets opposés A, C en se coupant tou jours sur la
courbe, elles formeront sur la droite L deux divisions
homographiques dont les points doubles e,f (réels ou ima¬
ginaires) seront les points de la conique situés sur celte
droite (12). Or a, b et b', a', sont deux couples de points
correspondants des deux divisions; les trois couples a, et';
b, Aete,/'sont donc en involution (G. S259). Donc, etc.

Ainsi toutes les équations qui expriment l'involution
(G. S184, 215) ont lieu pour les trois couples de points
a, b, b' et e,f. Nous nous bornerons à rappeler ici les
deux suivantes, applicables au cas où les deux points e, f
de la conique sont imaginaires :

ab.ab' ae.if
a'b.a'b' a'e.a'f1

ma. ma'. 67 -f- m b. m b'. 7a -+- me. mf. aS — o,

a, 6, y, dans cette dernière, étant les milieux des trois seg¬
ments aa', b,b' et e/'; et m, un point quelconque de la trans¬
versale ab.

Les points e,fn'entrent dans la première équation que
par les rectangles ae.af, a'e.a!f toujours réels, et dans la
seconde par un rectangle semblable et par leur point milieu
y qui est aussi toujours réel; c'est pourquoi les équations
subsistent quand les points sont imaginaires.

(*) Voir Aperçu historique, etc., p. 77.
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Observation. — Le théorème concerne, dans son énoncé,

les quatre côtés du quadrilatère; niais il s'applique évidem¬
ment au système des deux diagonales et de deux côtés oppo¬
sés. Car ces quatre droites sont les quatre côtés d'un second
quadrilatère inscrit à la conique -. par exemple, du quadrila¬
tère ACBD.

21. Corollaire.—On conclut du théorème cette consé¬

quence immédiate : Quand deux quadrilatères sont inscrits
dans une conique, si trois côtés du premier rencontrent
respectivement trois côtés du second en trois points situés
en ligne droite : le point de rencontre des quatrièmes côtés
est situé sur la. même droite.

On peut dire encore : Si on déforme un quadrilatère inscrit
à une conique, enfaisant tourner trois de ses côtés autour de
trois points situés en ligne droite : le quatrième côté tourne
autour d'un quatrième point situé sur la même droite.

Si de ce quatrième point on mène une tangente h la co¬
nique, le point de contact sera le sommet d'un triangle in¬
scrit dans la courbe, et dont les trois côtés passeront par les
trois premiers points. Il résulte de là une solution très-
simple de cette question :

Inscrire dans une conique un triangle dont les trois
côtés passent par trois points donnés en ligne droite.

La question admet deux solutions.
22, Théorème de Pascal. — Quand un hexagone est.

inscrit, dans une conique, les points de concours des trois
couples de côtés opposés sont en ligne droite.

Soit aibedef [f'g. 9) l'hexagone. Les deux faisceaux de
quatre droites «(£, c, e,/) et d[b, c, e, /) qui partent des
sommets opposés a, d, ont le même rapport anharmonique
(P). Changeant l'ordre des droites du second faisceau, nous
dirons que

a (b, c, e, f) = d(c, b,f, e). (G. S., 45).
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Conséquemment les trois droites suivantes passent par un
même point, savoir: la droite bc, la droite fe et la droite
qui joint le point d'intersection des deux aj\ de au point
d'intersection des deux ab, de (G. S., 111). Ce qui, dé¬
montre le théorème.

Autrement. La diagonale ad divise l'hexagone en deux
quadrilatères, abcd, defa. Les deux cotés ab, bc du
premier rencontrent respectivement les deux côtés de, ef
du second en deux points g, h-, les deux côtés coïncidents
da, ad des deux quadrilatères rencontrent la droite gh en un
même point. On en conclut (21) que les deux autres côtés
cd, af se rencontrent sur cette même droite. Ce qui dé¬
montre le théorème.

23. Théorème de Carmot.-—■ Un triangle ABC [fig. to)
étant tracé dans le plan d'une conique qui rencontre ses
côtés consécutifs AB, BC, CA en trois couples de points
c, c' 5 a, a' et b, V : les segments que ces points forment
sur les côtés ont entre eux la relation

Ab.Ab'' Ca-Ca' Bc.Bc'_
Cb.Cb' 'Ha.Ha'' Ae.Ac' " ' ' ''

En effet, considérant le triangle ABC coupé par les deux
transversales ab, a'b' qui rencontrent la base AB en deux
points y, y', on a les deux équations

A b C a B 7

C b B a Ay '

C b' B a' Ay' ( ' )-
Et multipliant membre à membre,

Ab.Ab' Ca.Ca' By.By'_
Cb.Cb' Ha.Ha' Ay.Ay'

(*) Géométrie de position, p.
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Mais le quadrilatère abb'a' étant inscrit dans la conique,
la transversale AB coupe ses côtés et la courbe en trois
couples de points A, B; y, yl et e, c' qui sont en involu-
tion (20) ; ce qu'on exprime ainsi,

B 7 . B y'
__ B c. B c'

Ay.Ay' Ac.Ac'

D'après cette équation, la précédente devient celle qu'il
s'agit de démontrer. Donc, etc.

Observation. — Les points d'intersection de la courbe
etdu côté ABpeuvent être imaginaires ; les rectangles Ac.Ac'
et Be.Bc' sont réels, et la démonstration subsiste, puis¬
qu'elle se déduit du théorème de Desargues (20). Mais
elle ne s'applique pas, explicitement du moins, quand les
points d'intersection de la courbe et des deux autres côtés
sont aussi imaginaires. On complète la démonstration de la
manière suivante dans les deux cas qui peuvent alors se

présenter.
Cas du triangle dont un seul côté rencontre la courbe en

deux points réels.—Soit AB (Jig. ii) ce côté. Que du
sommet C on mène la droite CD qui coupe la courbe en deux
points c/, d\ et la base en D. Chacun des deux triangles
ACD, BCD a deux côtés rencontrant la courbe en des points
réels; par conséquent la relation qui fait le sujet du théo¬
rème subsiste pour ces triangles, comme nous venons de le
faire remarquer. On a donc les équations

Ab.Ab' Cd.Cd' De.De'
Cb.Cb' ' Dd.Dd' ' Ac.Ac' ~ 1 '
Ca.Ca' Bc.Bc' Dd.Dd'
Ba.Ba' ' De.De' ' Cd.Cd' ~ ' '

En les multipliant membre à membre, on obtient l'équa¬
tion qu'il s'agit de démontrer.

Cas du triangle dont aucun côté ne rencontre la courbe.
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— Que du sommet C (fig. 11) on mène une droite CD
qui rencontre la courbe en deux points d, d!, et la base
en D. On a deux triangles ACD, BCD qui donnent lieu
aux deux équations précédentes, et d'où se conclut de même
la relation qu'il restait à établir.

Ainsi le théorème se trouve démontré dans tous les cas.

Remarque. — Si l'un ou deux des côtés du triangle
rencontrent la conique en des points situés à l'infini, le
rapport des segments comptés sur chaque côté à partir du
point à l'infini devient égal à l'unité, et l'équation subsiste
entre les autres segments.

Relation homogène entre les distances de chaque point
d'une conique à trois droites fixes.

24. Il existe entre les distances p, q, r de chaque point
d'une conique à trois droites fixes, une relation homogène
du second degré, telle que

P/^-h Q?2 + R'-2-f- P'pq H- Q'</r + R'//j = o,

dans laquelle P, Q,. . . sont des coefficients constants.
En effet, soient «, b, c, d [fig. i3) quatre points de la

conique. Considérons les quatre droites ab, bc, cd, da.
On sait [G. S., 435, 475) qu'il existe entre les distances
de chaque point d'une même droite à trois droites fixes une
relation homogène du premier degré, qu'on appelle l'équa¬
tion de la droite. Soient

A = o, B = o, C = o, D = o,

les équations des quatre droites.
Soit enfin m un cinquième point de la conique. La

droite am passant par le point a, son équation doit être
satisfaite par les deux A = o, D — o simultanées, et con-

séquemment est de la forme
À -f- \ D ~ o ♦
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L'équation de la droite cm est pareillement
B -+- pC = o.

Lorsque le point m se meut sur la courbe, ces deux droites
am, cm forment deux faisceaux homographiques (6). Par
conséquent, il existe entre les deux coefficients 1, p. une
relation telle que

a. Àp -+- b ~k 4- c p + d = o,

qui exprime qu'à un rayon du premier faisceau ne corres¬
pond qu'un rayon dans le second faisceau; ce qui est le
caractère des faisceaux homographiques. On a donc entre
les coordonnées de chaque point m de la conique l'équation

A B
, A B

a • — • b • - — c • — 4- a = o,
D C D C

ou

à.A.B — i.A.C— c.B.D + d.C.D = o :

équation homogène du second degré, puisque les polynômes
A, B,..., sont des fonctions homogènes du premier degré
des coordonnées p, q, r. Ainsi le théorème est démontré.

Réciproquement : L'équation homogène du second degré
entre les distances p, q, r d'un point à trois droites fixes,

Pp2+ Q<f-t- R/,2-f- P 'pq 4- Q ' qr 4- R ' cjp — o,

représente une section conique.
En effet, soient encore a, h, c, d quatre points de la

courbe, et A = o, B —o, C—o, D = o les relations homo¬
gènes du premier degré qui appartiennent aux quatre droites
ab, Z>c, crZ, du. La courbe représentée par l'équation pro¬
posée passe par les deux points a, b qui sont les points d'in¬
tersection de la droite A eL des deux droites B, D; par con¬

séquent, l'équation doit être satisfaite par les deux A= o,
B = o, et par les deux A = o, I) = o. Elle doit donc se ra-
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mener à la forme

A.L + «.B.D = o,

L étant un polynôme homogène du premier degré entre les
trois variables p, q, r. Mais, la courbe passant parle pointe,
intersection des deux droites B, C, son équation doit être
satisfaite par les deux B = 0, C = o; ce qui montre que
le polynôme L n'esl autre que C. Ainsi l'équation proposée
est nécessairement de la forme

A . C H- a. B. D ~ o,

Or 011 peut écrire, quelle que soit une arbitraire A,
C(A+1.«D) + a D (B — ).C) = o ;

et l'on satisfait à cette équation en posant la fois

A+l.aD = o et B — À. G — o.

Ces équations, on le voit, sont celles de deux droites qui"
passent respectivement par les deux points a et c, et ont
leur point d'intersection sur la courbe proposée. Ces deux
droites, dont la position variable ne dépend que du coeffi¬
cient A, forment deux faisceaux liomograpliiques, parce
qu'à une droite du premier faisceau 11e correspond qu'une
droite clans le second faisceau, et réciproquement. Donc
leur point d'intersection décrit une conique (8). Donc, etc.

Equation de Descartes.

25. Il existe entre les distances de chaque point d'une
conique à deux axes fixes, une relation du second degré,
telle que

P x2 4- Qxy -1- Rjk2 4- P'-àr -4- Q'y 4- R' =; o.

En effet, soient toujours a, h, c, d quatre points de la
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24 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES,
conique, et représentons par A = o, B = o, C = o, D — o
les équations en x, y des quatre côtés consécutifs cib, bc,
cd, da du quadrilatère abcd.

Les distances d'un point (se, y) de la courbe à ces quatre
droites sont, comme on sait, proportionnelles aux poly¬
nômes A, B, C, D. On a donc, d'après le théorème de
Pappus (19),

A.C — LB.D = o,

équation du second degré. Donc, etc.
Réciproquement : Liéquation du second degré entre les -

coordonnées x, y, représente une conique.
La démonstration est la même que précédemment (24).

§ II. — Théorèmes relatifs aux tangentes d'une conique.
26. Théorème corrélatif de celui de Pappus. — Quand

un quadrilatère est circonscrit à une conique, le produit
des distances d'une tangente quelconque à deux sommets
opposés et le produit des distances de la même tangente
aux deux autres sommets, sont en liaison constante.

Soit ABB'A' (fig. x4) le quadrilatère circonscrit, et mm'
une tangente quelconque qui rencontre les deux côtés oppo¬
sés AB, A'B' aux deux points m, m'. Ces points variables
font sur les deux côtés deux divisions homographiques (7).
A, A' sont deux points correspondants; il en est de même
de B, B'. Les deux divisions s'expriment donc par la rela¬
tion

m A ./n'A' . „ „ . . „.

= k ——- (G. S., art. 115).
m B m'B '

Or, en désignant par p, q, /./, q' les distances des som¬
mets A, B, A', B' à la tangente mm', on voit sans peine que

m A p
^ m'A' p'

m B q ni' B' q'

P - tJ' P ■ l' \
Donc - == A > ou = A = COJISt. C. q. F. d.

<1 1 P ■ 1
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27. Théorème corrélatif de celui de Desargues.—

Quand, un quadrilatère est circonscrit, à une conique, si
d'un point on mène des droites à ses sommets et deux tan¬
gentes à la courbe: ces deux tangentes et les deux couples
de droites aboutissant aux sommets opposés du quadrila¬
tère sont en involution.

Soit abcd (fig. 15 ) le quadrilatère circonscrit. Les points
de rencontre des tangentes à la courbe et des deux côtés
«6, cd formeront (comme dans la proposition précédente)
deux divisions liomograpbiques. Les droites menées d'un
point O, pris arbitrairement, à ces points formeront dès lors
deux faisceaux liomograpbiques, dont les rayons doubles
OE, OF (réels ou imaginaires) seront les tangentes à la
conique (17). Or, les sommets a, d sont deux points corres¬
pondants des deux divisions liomograpbiques , ainsi que les
sommets b, e.Donc les droitesOa, Oc6et 06, Oc sont deux
couples de rayons correspondants des deux faisceaux liomo¬
grapbiques. Donc les trois couples de droites O«, Oc; 06,
O d et OE, OF sont en involution (G. S., 259). Donc, etc.

Observation. —On conçoit bien qu'on peut remplacer,
dans l'énoncé du théorème, les droites aboutissant à deux
sommets opposés du quadrilatère, par celles qui seraient
menées aux points de concours des côtés opposés. Car ces
points et deux sommets opposés sont les quatre sommets
d'un second quadrilatère circonscrit, aécfpar exemple.

Il est presque superflu de faire remarquer que si le point
O est sur une des diagonales ou sur la droite qui joint les
points de concours des côtés opposés du quadrilatère, cette
ligne devient un des rayons doubles de l'involution.

Corollaire. — Quand deux quadrilatères sont cir¬
conscrits à une conique, si les droites qui joignent trois
sommets du premier à trois sommets du second, passent
par un même point, la droite qui joindra les quatrièmes
sommets passera parce point.
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En d'autres termes : Quand on déforme un quadrilatère

circonscrit à une conique, en assujettissant trois de ses
sommets à glisser sur trois droites concourant, en un même
point : le quatrième sommet décrit une quatrième droite
qui passe aussi par ce point.

De Là résulte une construction simple de ce problème :
Circonscrire à une conique un triangle dont les trois

sommets soient situés sur trois droites données concou¬
rant en un même point.

28. Théorème de M. Biuawchok. — Quand un hexa¬
gone est circonscrit à une conique, les diagonales qui joi¬
gnent les sommets opposés passent par un même point (*).Soit abcdef (fig. 16) l'hexagone; les deux côtés opposésah, de rencontrent les quatre autres en deux séries de quatre
points a, h, e, d et «, 6, e, d qui ont le même rapport
anharmonique (7). Changeant l'ordre des points de la se¬
conde série (G. S., 40), nous dirons que

[a, h, c, f cl, a., 6).

Conséquemment le point d'intersection des deux droites ad,
he\ celui des deux a a., se, et celui des deux h S, dâ, sont
situés sur une même droite (G. S., 108) ; en d'autres termes,
le point de rencontre des deux diagonales ad, he est situé
sur la-diagonale cf. Ce qui démontre le théorème énoncé.

Autrement. Soit O le point de concours de deux côtés
opposés de l'hexagone ab, de. Ce point est le sommet com-

(*) Ce théorème a été donné par M. Brianchon, ancien élève de l'École
Polytechnique, dans le XIIIe cahier du Journal de cette École p. Soi-, année1806'. L'auteur l'a conclu, par la considération des pôles dans les coniques,du théorème de Pascal, dont il est efl'ectivement le corrélatif. Cette démons¬
tration paraît être la première application de la théorie des polaires récipro¬
ques, qui dèpuis a reçu une si heureuse extension. Voir Aperçu historiquet etc.,
p. 219 et .S70.
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nmn de deux quadrilatères Oafe et O bcrl circonscrits à la co¬
nique. Les droites ad, eb qui joignent les deux sommets a, e
du premier à deux d, b du second, se coupent en un point,
par lequel rien n'empêche de faire passer la droite qui joint
les deux sommets coïncidant en O. Par conséquent, la
droite Je qui joint les quatrièmes sommets des deux qua¬
drilatères passe par le môme point (27, Coroll.). Ce qui
démontre le théorème.

29. Théorème corrélatif de celui de Carmot. —

Quand un triangle est tracé dans le plan d'une conique,
si de ses sommets on mène des tangentes à la courbe, on
aura entre les sinus des angles que ces tangentes font
avec les côtés du triangle, la relation suivante, dans
laquelle A, B, C ( fig. 17) sont les trois côtés du triangle,
et a, a'; o, & et y, y' les trois couples de tangentes menées
par les sommets opposés :

sin (A,,6).sin (A,6') sin (C,a).sin (€,«') sin(B,7).sin(B,7f)
sin (C, S).sin (C, ë'J sin (B, a).sin (B, «' ) sin(A, 7).sin(A>7')

La démonstration, calquée sur celle du théorème (23),
ne présente aucune difficulté,

Relation homogène entre les distances de chaque tangente
d'une conique à trois points fixes.

30. Étant pris trois points fixes dans le plan d'une
conique, il existe entre les distances p, q, r de chaque
tangente à ces trois points, une relation homogène du se¬
cond degré, telle que

P/C + Q<72-t- R r2 -1- P'pi + Q'lr "+" h'rp — o.

Soit {fig. 18) un quadrilatère abcd circonscrit à la coni¬
que. Une tangente à la courbe rencontre les deux côtés ab,
ccl en deux points m, n.
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On sait que si autour d'un point, a par exemple, on fait

tourner une droite, ses distances p, q, r aux trois pôles
fixes sont liées par une équation homogène du premier de¬
gré, qu'on peut regarder comme Yéquation de ce point
[G. S., 451, 495). Soit A —o cette équaLion, et soient de
même B = o, C = o. D = o les équations des autres som¬
mets b, c, cl du quadrilatère abcd.

L'équation du point m situé sur la droite ab est néces¬
sairement de la forme

A 1. B = o ;

car elle doit être satisfaite par les deux équations A = o,
B = o, dont l'ensemble représente la droite ab (*).

De même l'équation du point n est

C -+- p. D — o.

Or, si la tangente roule sur la courbe, les deux points varia¬
bles rn, n forment deux divisions homographiques (7) : ce
qui exige qu'il y ait entre les deux coefficients A et p. une
relation telle, que

17 "Xp—j— b \ —}— c p —f— cl — o,

(*) Chaque système de valeurs des trois variables p, q, r dans une équa¬
tion homogène du premier degré A = 0, détermine une droite; et toutes ces
droites passent par un même point ( G. S., 451 et 495) : ici c'est le point a.

De même, l'équation B = 0 détermine une infinité de droites pas¬
sant toutes par le point b. Il s'ensuit que l'ensemble des deux équations
représente la droite ah ; c'est-à-dire que le système de valeurs des trois va¬
riables p, q, r qui satisfont aux deux équations à la fois, détermine la
droite ab.

Et il suit de là que tous les points de cette droite ont leur équation néces¬
sairement de la forme A -+- I.B = 0, X étant un facteur variable avec chaque
point. Car cette équation est celled'un point; c'est-à-dire que tous les systèmes
de valeurs des trois quantités p, q, r qui satisfont à l'équation déterminent
des droites passant toutes par un même point. Or la droite ab est une de
ces droites qui satisfont à l'équation. Le point est donc situé sur cette droite.
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dans laquelle chaque variable À et y. n'entre qu'à la première
puissance, puisque à un point de la première division ne
correspond qu'un point de la seconde, et réciproquement.

En substituant pour 1 et p. leurs valeurs, on voit qu'il
existe entre les quatre polynômes A, B,. . ., la relation

A C , A C
a — • — — b c — + rf = o,

B D B D '
ou bien

«. A. C — i.A.D — c.C.B + (f.E.D = o :

équation homogène. Donc, etc.
Réciproquement : Toute équation homogène clu second

degré entre les distances cl'une. droite à trois points fixes
exprime que cette droite, dans toutes ses positions, enve¬
loppe une conique.

En effet, soit abcd le quadrilatère formé par quatre po¬
sitions quelconques de la droite. Soit A = o la relation
homogène du premier degré qui a lieu entre les distances
p, q, r de toute droite menée par le point a, aux trois pôles
fixes (G. S., 451); et de même B = o, C = o, D = o, les
équations relatives aux points b, c, d.

La courbe proposée étant tangente à la droite ab, qui joint
les deux points b, a, son équation, c'est-à-dire la relation
donnée entre les trois variables p, q, r dont chaque système
de valeurs détermine une tangente à la courbe [G. S., 495),
doit être satisfaite par les deux A = o, B = o, dont les ra¬
cines appartiennent à la droite ab. L'équation de la courbe
est donc de la forme

B.L -4- kA.L' = o ;

L et L' étant des polynômes du premier degré entre les
variables p, q, r.

Mais la courbe étant aussi tangente à la droite bc, son

équation doit être satisfaite par les deux B = o, C = o; ce
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qui exige que L' 11e soit pas différent de C. Et enfin, la
courbe étant tangente à ad, son équation doit être satis¬
faite par les deux A=o, D = o; d'où l'on conclut que
L = I). Ainsi l'équation proposée se ramène nécessaire¬
ment à la forme

B.D + a.A.C = o.

On peut l'écrire, quel que soit un facteur 1,
D(B + I.a.A) + a.A(C—LD) = o;

et l'on satisfait à celle ci en faisant

B-(-À.a.A = o et C — I.D = o.

La première équation représente un point m situé sur la
droite ah, et la seconde un point n situé sur la droite cd : de
plus la droite mn est une tangente à la courbe représentée
par l'équation proposée. Or ces deux points dépendent de
la même variable À; et cette variable n'entrant dans les
équations qu'au premier degré, il s'ensuit qu'à un point m
de la droite ab ne correspond qu'un point n sur cd, et réci¬
proquement; ce qui est le caractère des divisions honrogra-
pbiques. Les deuxpoints m, n formentdonc deux telles divi¬
sions; et conséquemment la droite mn enveloppe une coni¬
que. Ce qui démontre le théorème.

§ HT. — Systèmes de deux droites ou de deux points
considérés comme représentant une conique.

31. On a coutume de considérer un système de deux
droites comme formanL une section conique, parce que, en
effet, la section d'un cône par un plan devient l'ensemble
de deux droites quand le plan passe par le sommet du cône ;
ou bien encore, parce que, en Géométrie analytique, le
système de deux droites s'exprime par une équation du se¬
cond degré, de même que les sections coniques.
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Ici nous dirons cjue le système cle deux droites peut être
considéré comme formant une section conique, parce que
les diverses propriétés relatives aux points d'une section
conique, démontrées dans ce Chapitre et clans le précédent,
appartiennentau systèmede deux droites. Ce que l'on vérifie
sans difficulté.

Par exemple, les droites menées de quatre points fixes
pris sur l'une des deux-droites, à un point quelconque cle
la seconde, ont toujours le même rapport anharmonique,
qui est égal à celui des quatre points fixes.

On peut encore dire que si autour de deux points cle l'une
des droites 011 fait tourner deux rayons qui se coupent tou¬
jours sur l'autre droite, ces rayons formeront deux fais¬
ceaux homographiquës, comme dans les sections coniques.

On vérifie avec une égale facilité que le théorème de Pap-
pus a lieu pour un quadrilatère inscrit à deux droites. Et
il en est cle même des théorèmes cle Desargues, de Pascal et
de Carnot.

En outre la propriété des coniques relative aux distances
cle chaque point de la courbe à trois axes fixes, qui ont entre
elles une relation homogène duseconddegré (23), s'applique
de même au système de deux droites ; ce qui résulte visible¬
ment cle ce qu'il existe une équation homogène du premier
degré entre les distances cle chaque point d'une même droite
aux trois axes fixes (G. S., 475).

Ainsi toutes les propriétés générales d'une conique rela¬
tives aux points cle la courbe sont aussi celles d'un sys¬
tème de deux droites.

Quant aux propriétés relatives aux tangentes, elles ne
sont pas susceptibles d'application à ce cas particulier, parce
cpie toutes les droites qu'on peut considérer comme tan¬
gentes h la conique représentée par le système de deux droi¬
tes, sont, outre ces deux droites mêmes, toutes celles qui
passent par leur point d'intersection. Elles forment donc un
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faisceau unique qui 11e peut jouir des propriétés des tan¬
gentes aux coniques.

32. De même que deux droites peuvent représenter une
conique, en tant que l'on considère les propriétés de la
courbe relatives à ses points, de même le système de deux
points peut être considéré comme représentant une coni¬
que, quand il ne s'agit que des propriétés relatives aux tan¬
gentes de ces courbes. Dans ce cas de deux points, toutes les
tangentes sont les droites qui passent par l'un ou par l'autre
de ces points.

Cela provient de ce que toutes les propriétés générales
relatives aux tangentes d'une conique, que nous avons
démontrées, s'appliquent aux droites qui passent par l'un
des deux points. Ce qu'on vérifie sans difficulté.

Par exemple, quatre droites fixes menées par un de ces
deux points rencontrent une droite quelconque menée par
l'autre point, en quatre points dont le rapport anharmo-
nique est constant : car ce rapport est égal à celui des quatre
premières droites.

En d'autres termes : deux droites étant menées par le pre-

mierpoint, toutes les droites qui passentparle second point,
fontsur les deux premières deux divisions homographiques.

On vérifie,aussi aisément que les divers autres théorèmes
généraux relatifs aux tangentes d'une conique s'appliquent
aux droites passant par les deux points, comme si l'ensemble
des deux points représentait une conique, dont toutes ces
droites seraient les tangentes.

On peut encore dire que c'est la droite limitée aux deux
points qui représente une conique infiniment aplatie, soit
ellipse, soit hyperbole : ellipse si l'on considère la droite qui
joint les deux points ; et hyperbole si l'on considère les deux
branches indéfinies de la même droite, qui partent en sens
contraire des deux points. Dans l'un et l'autre cas, les deux
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points sont les sommets de la courbe. Nous verrons que c'est
ainsi que les diagonales d'un quadrilatère et la droite qui
joint les deux points de concours des côtés opposés, sont
traitées comme des coniques infiniment aplaties inscrites
dans le quadrilatère.

Nous verrons aussi que ces deux points que nous regar¬
dons comme formant sur une droite les deux sommets d'une
conique infiniment aplatie, peuvent être imaginaires; de
même que quand deux droites représentent une conique,
elles peuvent être imaginaires.

3

SCD LYON 1



34 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES.

CHAPITRE III.

COROLLAIRES DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. - CONSTRUCTION
D'UNE CONIQUE DÉTERMINÉE PAR CINQ CONDITIONS (POINTS
OU TANGENTES).

33. Chacun des théorèmes généraux contenus dans les
deux Chapitres précédents donne lieu à divers corollaires
et conséquences dont plusieurs doivent trouver place dès ce
moment.

§ I. — Propriétés relatives aux points d'une conique.
Corollaire■ du théorème fondamental. — Deux rayons

qui tournent autour de deux points d'une conique en se
coupant sur la courbe, forment sur une transversale deux
divisions homographiques dont les points doubles sont
les deux points d'intersection de la conique par cette
droite (12). Si ces points sont imaginaires, il existe de
part et d'autre de la droite un certain point duquel on voit
chaque segment compris entre deux points homologues des
deux divisions, sous un angle de grandeur constante (G. S.,
171 ).Donc

Si autour de deux points fixes pris sur une conique on
fait tourner deux droites qui se coupent sur la courbe, et
qu'une droite donnée ne rencontre pas la courbe : il existe
toujours de part et d'autre de cette droite un certain point
d'où l'on voit sous un angle de grandeur constante le
segment variable que les deux droites tournantes inter¬
ceptent sur cette droite donnée.
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Et ce point est toujours Je même, quels que soient les

deux points fixes pris sur la conique.
34. Si la transversale est tangente à la conique, les deux

divisions homographiques formées sur cette tangente par les
deux droites tournantes auront un point double unique,
qui est le point de contact de la tangente. Et si ce point
est à l'infini, auquel cas la conique est une hyperbole, le
segment compris entre les deux droites tournantes est de
longueur constante (G. S., 169). On en conclut donc que:

Si autour de deux points d'une hyperbole on fait tour¬
ner deux droites qui se coupent sur la courbe : le segment
que ces droites interceptent sur une asymptote est de
grandeur constante.

35. Les droites qui tournent autour de deux points d'une
conique, sans cesser de se rencontrer sur la courbe, font
respectivement sur deux transversales fixes quelconques,
deux divisions homographiques qu'on peut exprimer par
l'équation

Im.J'm' = const. (G. S., 120).

Si la conique est une hyperbole ; que les deux points fixes
soient les deux points de la courbe situés à l'infini, et que
les deux transversales soient les deux asymptotes 5 les
points I et J' sur ces droites coïncideront avec leur point
de rencontre, et les segments Im, J'm' seront proportion¬
nels aux distances de chaque point de l'hyperbole aux
deux droites, c'est-à-dire aux asymptotes. Par conséquent
alors l'équation exprime que :

Dans une hyperbole, le produit des distances de chaque
point de. la courbe aux deux asymptotes est constant.

Et réciproquement : Le lieu d'un point dont les dis¬
tances à deux droites fixes ont un produit constant, est
une hyperbole, dont ces droites sont les asymptotes.

3.

SCD LYON 1



36 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES.
30. Si autour de deux points d'une parabole on fait

tourner deux droites qui se coupent sur la courbe, et que
par un point fixe ou mène des parallèles à ces droites :
ces parallèles intercepteront, sur une droite fixe passant,
par le point de la parabole situé à l'infini, un segment
de grandeur constante.

En effet, les deux droites qui tournent autour des deux
points fixes de la parabole forment sur la tangente à l'in¬
fini deux divisions hoinographiques dont les deux points
doubles coïncident avec le point de contact de cette tan¬
gente. Les parallèles à ces deux droites, menées par un
même point, forment dès lors deux faisceaux homographi-
cjues dont les deux rayons doubles coïncident avec la droite
menée au point à l'infini. Les deux faisceaux rencontrent
donc une droite fixe parallèle à cette droite, en des points
qui forment deux divisions homographiques dont les deux
points doubles coïncident à l'infini. Conséquent ment les
segments compris entre les points homologues des deux di¬
visions sont égaux entre eux (G. S., 169). Ce qu'il fallait
démontrer.

37. Trisection de l'angle. — On demande de diviser
l'angle AOB (fig. 19), ou l'arc ÀB décrit du point O comme
centre, en trois parties égales.

Qu'on prenne sur l'arc AB le point m arbitrairement,
et le point m! de manière que l'arc Bm! soit double de Km.
L'angle AOm est égal à l'angle TBm' que fait la corde B m'
avec la tangente BT. Les deux droites O m, B m' forment
donc, dans leurs positions successives, deux faisceaux ho¬
mographiques, et leur point d'intersection n décrit une
conique qui passe par les extrémités A et B de l'arc à divi¬
ser. Il est évident que le point M où cette conique rencontre
encore une fois cet arc résout la question, et que l'arc AM
sera le tiers de l'arc AB. Car les deux angles AOM, TBM
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sont égaux; conséquémment l'arc BM est double de l'arc
A M, et celui-ci est le tiers de AB.

On reconnaît sans difficulté que la conique, lieu du point
n, est une hyperbole équilatère dont les asymptotes sont
parallèles aux bissectrices de l'angle des deux droites OA,
BT et de son supplément.

On sait que ce problème de la trisection de l'angle résolu
d'abord par les Grecs, l'a été souvent ensuite, de bien des
manières différentes. On peut douter qu'aucune solution soit
plus simple et surtout plus élémentaire que la précédente,
puisqu'elle dérive immédiatement de la propriété fonda¬
mentale relative aux points d'une conique, sans exiger la
connaissance d'aucune autre propriété.

§ H-
38. Corollaires du théorème de Pappus. — Quand un

quadrilatère ABCD est inscrit dans une conique, 011 peut
supposer qu'un côté AB devienne infiniment petit. Ce côté
conserve néanmoins une direction déterminée, qui, à la
limite, où il s'annule, est celle de la tangente à la courbe.
Le quadrilatère est représenté alors par un triangle ACD
[fig. 20) inscrit à la conique, et dont le sommet A compte
pour deux sommets consécutifs coïncidents. Deux côtés
opposés du quadrilatère deviennent les deux côtés du tri¬
angle, AC, AD, adjacents à ce sommet, et les deux autres
côtés sont la tangente en ce point et le troisième côté CD.

Il en résulte ce théorème :

Quand un triangle ACD est inscrit à une conique, le
produit des distances de chaque point de la courbe à deux
côtés AC, AD et le produit des distances du même point
au troisième côté CD et à la tangente au sommet opposé,
sont en raison constante.

39. On peut supposer déplus que ce côté CD devienne
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infiniment petit. La direction de ce côté est encore la tan¬
gente à la conique en son point C {fig- 2t). Alors les deux
côtés AC, AD coïncident; et le théorème prend cet énoncé :

Quand un-angle est circonscrit à une conique, les pro¬
duits des distances de chaque point de la courbe aux deux
côtés de Vangle, et le carré de la distance du même point
à la corde qui joint les points de contact de ces deux côtés,
sont en raison constante.

40. Reprenons le cas d'un quadrilatère inscrit. Suppo¬
sons que la conique soit une hyperbole, et que les deux som¬
mets C, D du quadrilatère ABCD ( fig. 22) soient les deux
points de la courbe situés à l'infini. Alors on a une corde
inscrite AB et deux droites infinies AD, BC parallèles aux
asymptotes; c'esL le côté DG qui se trouve <à l'infini. Les
rayons menés du point A aux différents points m de l'hyper¬
bole forment un faisceau, et les droites menées par ces

points parallèlement à BG forment un faisceau lromogra-
phique, puisqu'elles concourent en un même point de l 'hy¬
perbole (le point C, situé à l'infini). L'homographie de ces
faisceaux s'exprime par l'équation

SU"" ah
150),

sin m AD v

[m, BG) désignant la perpendiculaire abaissée du point m
sur la droite BC. Cette équation devient, en remplaçant les
sinus par les perpendiculaires menées du point m,

[m,ab)1
= >,.(///, bg),

[m, ad)
ou

{m, ali) — )>.(«;, ad)'.(m, bc);

ce qui exprime que : Le produit des distances de chaque
point m d'une hyperbole à deux droites AD, BC parai-
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lèles aux asymptotes, et. la distance du même point à la
corde AB que ces droites interceptent, sont en raison con¬
stante.

Remarque. —■ L'équation ci-dessus est précisément ce
que deviendrait l'équation du théorème général (19) si l'on
y regardait le facteur (rit, CD) devenu infini, comme sim¬
plement égal à l'unité.

41. Quand le côté CD du quadrilatère inscrit est tangent
à la courbe, et que cette tangente est située à l'infini, la
courbe est alors une parabole [fit,'. a3), l'équation devient,
comme dans le cas de l'hyperbole,

{m, Alt) — >..[m, AD).(m, BC);

c'est-à-dire que :
Le produit des distances de chaque point d une para¬

bole, à deux droites parallèles dirigées vers le point de la
parabole situé à l'infini, et la distance du même point à
la corde interceptée par ces deux parallèles, sont en rai¬
son constante.

§JII.

42. Corollaires du théorème de Desargues. — Remar¬
quons d'abord que le théorème donne une construction de
la conique déterminée par cinq points.

Soient a, b, c, d, e ces points. Les quatre premiers sont
les sommets d'un quadrilatère qui se trouvera inscrit à la
courbe. Que par le cinquième e on mène une droite quel¬
conque, elle rencontrera les deux couples de côtés opposés
de ce quadrilatère en deux couples de points et la conique
eii^ un point inconnu e'; ces deux couples de points et les
deux e, e' forment une involution. Conséquemment le point
e' est déterminé. On construit donc ainsi la courbe par

points. .
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43. Si dans le théorème général (20) la transversale est

tangente à la conique, le point de contact sera l'un des deux
points doubles (G. S., 203) de l'involution déterminée par
les deux couples de points de rencontre des côtés du quadri¬
latère par cette tangente.

Cela donne la solution de la question suivante :
Construire la conique qui doit passer par quatre points

et être tangente à une droite donnée.
On regarde les quatre points comme les sommets d'un

quadrilatère dont les couples de côtés opposés rencontrent
la droite en deux couples de points; et l'on cherche les
points doubles de l'involution déterminée par ces deux cou¬
ples de points. Chacun de ces points doubles appartient à
une conique tangente en ce point à la droite et passant par
les quatre points donnés ; de sorte que'la question admet
deux solutions.

Si la droite donnée est à l'infini, la question se réduit à
contraire une parabole déterminée par quatre points a, b,
c, d.

Par un point pris arbitrairement, on mènera des droites
parallèles aux couples de côtés opposés du quadrilatère abcd.
Ces droites, conjuguées deux à deux, détermineront une in-
volution, dont on cherchera les rayons doubles (G.iS.,244).
Le point à l'infini sur chacun de ces rayons sera un cin¬
quième point d'une parabole qui passera par les quatre
points donnés. Ainsi la question admet deux solutions.

44. Ici, de même que dans le théorème de Pappus, on
peut supposer que le quadrilatère inscrit dans une conique
ait un ou deux de ses côtés infiniment petits et dirigés sui¬
vant des tangentes à la courbe. Dans le premier cas, il en
résulte ce théorème :

Quand un triangle est inscrit à une conique, si I on
mène utie transversale qui rencontre la. courbe et deux
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côtés du triangle en deux couples de points, et le troi¬
sième côté et la tangente à la conique menée par le som¬
met opposé en deux autres points : ces six points sont en
involution.

Remarque. — Cette proposition peut servir pour con¬
struire la tangente en un point donné d'une conique dont on
connaîtquatre autres points. Car a, b, c, d, e ( fig. 24) étant
les cinq points connus, la tangente à la courbe en son point
e et la droite ab d'une part, et d'autre part les deùx droites
ae, be, rencontrent la corde cd en deux couples de points
s, œ; a, 6, qui forment une involution avec les deux points
c, d. Le point e, appartenant à la tangente, est le seul in¬
connu dans cette involution, par conséquent on le déter¬
mine comme sixième point de l'involution (G. S., 213).

4-5. Lorsque deux côtés opposés du quadrilatère inscrit
sont infiniment petits, comme ci-dessus (39), le théorème
de Desargues prend cet énoncé :

Quand un angle est circonscrit à une conique, une
transversale quelconque rencontre ses deux côtés et la
courbe en deux couples de points, et la corde de contact
des deux côtés en un cinquième point qui est un des deux
points doubles de l'involution déterminée par les deux
couples de points.

46. Si la conique est une hyperbole, et qu'on prenne
pour les côtés de l'angle circonscrit les deux asymptotes, la
corde de contact est à l'infini. Par conséquent, si l'on mène
une transversale quelconque qui rencontre l'hyperbole et les
deux asymptotes en deux couples de points, un des points
doubles de l'involution déterminée par ces deux couples de
points est à l'infini : ce qui prouve que le second point dou¬
ble est le milieu de chacun des deux segments formés par
ces deux couples de points (G. S., 195). Ainsi :
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Une hyperbole et ses deux asymptotes interceptent sur

une transversale quelconque deux segments qui ont le
même point milieu.

On peut dire encore que si une droite quelconque ren¬
contre mie hyperbole en deux: points a, b et les asymp¬
totes en deux points a', b', les deux segments aa', bb'
sont égaux.

Corollaire. — Il suit de là que le point de contact
d'une tangente à une hyperbole est le milieu du segment,
formé sur cette tangente par les deux asymptotes.

47. On conclut du théorème (45) la solution du problème
suivant :

Étant donnés cleux droites et trois points, construire
une conique tangente aux deux droites et passant par les
trois points.

Soient a, a!, a" (fig. a5) les trois points et, SE, SE' les
deux droites. La droite aa! rencontre ces droites en deux
points e, d. Si l'on prend les points doubles de l'involu-
tion déterminée par les deux couples de points a, a! et e, e',
la corde de contact des deux droites SE, SE' avec la conique
cherchée passera par l'un de ces points, d'après le théorème
(45). On déterminera de même sur la droite aa", deux points
par l'un desquels passera la même corde de contact. El cha¬
cune des quatre droites menées de ces deux points aux deux
premiers, procure une solution de la question 5 c'est-à-dire
que chacune de ces quatre droites rencontre les deux droites
SE, SE' en deux points tels, que la conique menée par ces
deux points et par les trois points donnés a, «', a!' est tan¬
gente aux deux droites. Ainsi le problème est résolu et admet
quatre solutions qui s'obtiennent séparément.

Observation. —Il faut, pour que les solutions du pro¬
blème soient réelles, que les trois points «, a" soient
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situés ou dans un même angle des deux droites SE, SE' ou
dans deux angles opposés au sommet*, auquel cas les deux
segments tels que ad et ee' n'empiètent pas l'un sur l'autre,
et les deux points qui les divisent liarmoniquement seront
réels (G. S., 210).

Mais si deux des trois points étaient situés dans deux
angles contigus, les quatre solutions seraient imaginaires,
parce que les deux segments ad et ee' empiéteraient l'un
sur l'autre, et les deux points qui les divisent liarmoni¬
quement seraient imaginaires.

Cas d'imaginarité des deux droites SE, SE'. — La con¬
struction précédente s'applique même lorsque les deux
droites SE, SE'sont imaginaires, mais déterminées par des
éléments réels (G. S., 98). Alors les deux points e, «'de¬
viennent imaginaires, mais les éléments dont ils dépendent,
résultant de ceux des deux droites, sont toujours réels. De
sorte que les quatre solutions le sont aussi, parce que les
deux points qui divisent liarmoniquement les deux seg¬
ments ad, ee'sont réels (G. S., 212).

Nous verrons plus tard comment on modifie la con¬
struction cpiand deux des trois points a, d. a" sont" ima¬
ginaires.

SIV.

48. Corollaires du théorème de Pascal. —On peut sup¬
poser qu'un côté, ou deux, ou même trois de l'hexagone
inscrit à une conique deviennent infiniment petits, et coïn¬
cident avec des tangentes à la courbe. On a alors des pro¬
priétés relatives à un prentagone, ou à un quadrilatère, ou
à un triangle inscrit à une conique.

Le premier cas donne lieu à cet énoncé :

Quand un pentagone abcde (Jîg. a6 ) est inscrit dans
une conique, les points de section des côtés ab, ae par les
deux côtés de, cb respectivement., et du cinquième côté cd
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par la tangente en a, sont trois points situés en. ligne
droite.

Remarque. — Il est clair que ce théorème fournit une
construction immédiate de la tangente en a, c'est-à-dire en
un quelconque des cinq points donnés d'une conique. Pro¬
blème déjà résolu différemment (II ).

Dans le second cas, deux côtés opposés de l'hexagone de¬
viennent infiniment petits ; il en résulte que :

Dans tout quadrilatère abce inscrit à une conique
(fig. 27), les tangentes en deux sommets opposés a, c se
coupent sur la droite qui joint les points de concours des
côtés opposés.

Enfin, dans le cas où l'hexagone a trois côtés infiniment
petits, il s'ensuit que :

Quand un triangle est. inscrit dans une conique, les
tangentes menées par ses sommets rencontrent., respective¬
ment les côtés opposés en trois points situés en ligne
droite.

§ v.

49. Conséquences du théorème de Carnot. — Théorème
de Newton. —O11 peut supposer qu'un sommet du triangle
soit à l'infini : alors les segments qui deviennent infinis
disparaissent de l'équation, parce que leurs rapports se ré¬
duisent à l'unité. Si, par exemple, le point B (fig, 28) est
à l'infini, l'équation se ramène à

A à. A b'
__ Cb.Cb'

kc.kc' Ca.Ca'

En effet, l'équation générale est

kb.kb' Bc.Bc' Ca.Ca'_
kc.kc' Brt.Brz Cb.Cb'

Le rapport des segments Bc, B a se peut remplacer par
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]e rapport des sinus des angles que la corde ac fait avec les
deux côtés AB, CB du triangle ABC; et quand le point B
s'éloigne indéfiniment, ce rapport des sinus approche indé¬
finiment d'être égal à l'unité. Il en est de même du rapport
des segments Ba', Be'. De sorte que, à la limite quand le
point B est à l'infini, l'équation générale devient la for¬
mule (i) ci-dessus.

Pareillement, si par un point D de la droite Caa' on
mèneA la droite AC une parallèle qui rencontre la conique

'
en e et e', on aura la relation

De.De' Cb.Cb'
Da.Da' Ca.Ca'

Comparant cette équation à la précédente, on en conclut

Ab.Ab' Da.Da'

Âc7ÂP = De. De' '

c'est-à-dire que : Si, dans le plan d'une conique on mène
par un point quelconque deux droites parallèles à deux
axesfixes, le rapport des produits des segments (réels ou
imaginaires) que la courbe fait sur ces deux droites à
partir de leur point commun, est constant.

Ce théorème a été donné par Newton dans son Ênumé¬
ration des courbes du troisième ordre [fi). C'est une expres¬
sion générale de divers cas particuliers du rapport des pro¬
duits de segments faits sur des ordonnées parallèles, qui
ont été connus des Anciens.

Corollaires. —Dans l'équation (i), qui se rapporte au cas
où le point B est à l'infini, on peut supposer qu'un des deux
points ù, ù'de la droite AC, ou tous les deux soient à l'in¬
fini : ce qui donne lieu aux énoncés suivants :

( *.)• Sous le titre : De ralionc contenta r-um sub Parctlleîarutn segmeniis.
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I. Si par charpie point h. (fig. ag) d'une droite AC,

parallèle à une asymptote d'une hyperbole, on mène une
transversale dans une direction donnée [c est-à-dire paral¬
lèlement à une droite fixe') ; c, c' étant, les points ou celte
transversale rencontre la courbe, et b le point de la courbe
situé sur la droite AC : on a la relation

A c. A c'
— = const.

A o

II. Si par chaque point At (même figure) d'une asymp¬
tote d'une hyperbole on mène dans une direction donnée
une transversale qui rencontre la courbe en deux points
c, c', le rectangle Atc. Aj.c' reste constant.

III. Le premier de ces théorèmes s'applique à la para¬
bole, c'est-à-dire que :

Quand une droite AC ( fig. 3o) ne rencontre une para¬
bole qu'en un point b (l'autre point étant à l'infini-), si
par chaque point A de cette droite on mène, dans une
direction donnée, une transversale qui rencontre la courbe
en c et c' : on aura la relation

A c. A c'
;— = const.

A b

50. Revenons au théorème de Carnot. Quand un côté du
triangle est tangent à la conique, on en conclut une solu¬
tion de ce problème : Faire passer par quatre points une
conique tangente à une droite donnée.

Soient a, a' et b, b' (fi,g. 3i) les quatre points et AB la
droite. Cette droite et les deux ad, bb' forment le triangle
ABC, dans lequel on a, en appelant c le point de contact
de la conique cherchée avec la droite AB, l'équation

Te' Brt.Brt' Gb.Cb'_
2 Crj.Ca' Kb.kb'

Rc
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D'où

Ar
_j_ /A b. A b' Ca.Ca'

Ëû V Cb.C'b ' Ha.Hct'

A c
Celte expression du rapport — fait connaître le point de
contact c de la conique demandée. A raison du double
signe, on voit que deux coniques satisfont à la question, et
que leurs points de contact divisent barmoniquement le
segment AB.

Observation. — Cette solution permet de supposer que
les deux couples de points a, a! et b, V soient imaginaires ;
parce qu'il n'entre dans l'équation que les rectangles
Ca.Cc/,. . ., qui sont toujours réels [G. S., 89).

51. Si les trois côtés du triangle sont tangents à la coni¬
que en trois points a, b, c, l'équation du théorème devient

Ac Bu C b

B c C a Ab
ou

Ac.Ha.Cb ■

Bc.Ca.A6

Le signe -+- ne peut convenir, parce cjue l'équation expri¬
merait que les trois points de contact a, b, c sont en ligne
droite (G. S., 355), ce qui n'est pas possible. C'est donc le
signe — qu'il faut prendre ; et il exprime que les trois droi tes
Aa, Bù, Ce passent par un môme point (Ibid., 358).
Ainsi :

Dans un triangle circonscrit à une conique, tes droites
menées des sommets aux points de contact des côtés oppo¬
sés passent par un même point.

52. Quand un sommet d'un triangle est situé sur une co¬
nique, deux des segments qui entrent dans l'équation gé-
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nérale (23) sont nuls ; mais leur rapport reste connu, et
l'équation alors peut servir à mener la tangente en un
point d'une conique dont on connaît quatre autres points.

Quelle que soit en effet la position du point C du trian¬
gle, on peut remplacer dans l'équation le rapport des seg¬
ments C a', C V par le rapport des sinus des angles que la
corde a'b' fait avec les deux côtés CA, CB; et si le point C
[Jîg. 3a) s'approchant indéfiniment delà courbe, coïncide
enfin avec un de ces points, cette corde devient la tangente
à la courbe. On a dès lors, en appelant a et 6 les angles que
cette tangente fait avec les deux côtés CA, CB du triangle,
l'équation

Ac.Ac' Ra C b BC sina
B c . B c' C a A b AC sin S '

. n • .1 Sin rJ- ■ 1 T
qui fait connaître le rapport j et consequemment Ja di¬
rection de la tangente.

On pourrait supposer pareillement que chacun des autres
sommets du triangle fût situé sur la courbe.

53. Cercle oscillateur. ■—■ Le théorème de Carnot four¬
nit encore une solution de cette question :

Construire le cercle osculateur en un point d'une coni¬
que dont on connaît la tangente en ce point et trois autres
points.

Considérons sur la conique trois points consécutifs infi¬
niment voisins, b, c', b' [jig. 33) et trois autres points
quelconques a, c. Le triangle ABC, dont les côtés sont
les cordes, bb\ c'c et aa\ donne lieu à l'équation

Ab.Ab' Ca.Ca' Bc.Be' ,0„.

Çb.Cb' ' Ba .Ba' ' Ac.Ac' ~ 1 ^ ''
Concevons le cercle qui passe par les trois points b, c', b\ et
soit p le point où il rencontrera la droite AB : on aura la
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relation

Ab .Ab' = Ac' .Ap,
ou

Ab.Ab'
Ap = Â7~~ '

et, d'après l'équation précédente,
Ba.Ba' Cb.Cb'

Ap — A c Ca.Ca' Bc.Bc'

Cette équation a lieu quelle que soit la position des trois
points b, c', V. Si ces points sont infiniment voisins, le
cercle que nous considérons est le cercle oscillateur- à la
courbe. Or à la limite où les trois poin.ts se confondent, le
point A [ftg. 34) coïncide avec c' sur la courbe, et la corde
bb' devient la tangente en ce point; l'équation se réduit
donc à

t A B«.B«' CAAp ~ C ' Ca.Ca' ' BA.Bc'

Le point p donné par cette équation dont le second
membre est une quantité connue, suffit pour déterminer le
cercle oscillateur, car il est langent à la courbe en A. Ainsi
le problème est résolu (*).

- Si l'on suppose le point C à l'infini, les rapports (_4 Cl \_i (l

[fig. 35) sont égaux à l'unité, de sorte que

Bs .Biz'
Ap — Ai BA.Bc

Si le point B, intersection des deux cordes A c, aa', est le

(*) Cette construction du cercle osculateur s'applique aux courbes géomé¬
triques de tous les ordres. Nous l'avons donnée dans le t. XIII du Bulletin
des Sciences mathématiques du baron de Férussac, p. 392; année 18 !o.

4

SCD LYON 1



5o TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES,
milieu de chacune d'elles,

Ba
A p = 2 • ——•^ BA

Soit R le rayon du cercle, AD son diamètre perpendicu¬
laire à la tangente à la conique en A : on a

Ap = aR cos p AD ;
donc

« » Ba t> ® "R cos pAD == —— ? ou R =;r BA Bp .

B/j> étant la perpendiculaire abaissée du point R sur la tan¬
gente en A. Expression connue (*).

54. Le théorème de Carnot se transforme en un autre

qui, au fond, est le même sous un énoncé différent, mais
se prête à quelques corollaires particuliers. Voici ce nouvel
énoncé :

Si par deux points fixes A, B (fig. 36) on mène deux
droites quelconques qui concourent en un point C, et ren¬
contrent une conique en deux couples de points a, a' et
b, b' (réels ou imaginaires) : on a la relation constante

A a. A a1 Bb.Bb'
M Ccficâ' : chTcV ~ constante-

Effectivement, d'après le théorème (23), le second membre
-> , . 'i.i • / Ac.Ac'
de cette équation est égal a la quantité constante ———; ?

c etc' étant les points où la droite AB rencontre la conique.

55. Chacun des points fixes A, B peut être à l'infini.
Alors l'équation (i) subsiste comme si les segments infinis

(-*) Cette expression, donnée par M. Ch. Dupin dans les Développements
de Géométrie, in-4°, i8i3, p. 29, a été très-utile dans la Théorie de la cour¬
bure des surfaces, principal objet de ce grand ouvrage.
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devenaient égaux à Vunité ; c'est-à-dire que si le point II,
par exemple, est à l'infini, l'équation sera

Aa.Aa' i

^ CaTCa' = CàTcF = constantP-

En effet, l'équation (x) exprime que si par les deux points
A, B on mène deux droites se coupant en un point quelcon¬
que Ci et rencontrant la conique en deux couples de points
a, a! et 6, 6', on aura la relation

Aa.Aa' Bè.Bè' Aa.Aa' Bg.Bg'
Ca .Ca' ' Cb .Cb' ~ C,a.C,a' ' C,g.C,g''

B b B b'Quand le point B s'éloigne à l'infini, les rapports -g-^
deviennent égaux à l'unité, comme 011 l'a prouvé au sujet du
théorème de Newton (49). Il en résulte dès lors la démons¬
tration de l'équation (2).

§ VI. —Propriétés relatives aux tangentes d'une conique.
56. Corollaires du théorème fondamental. — Puisque

toutes les tangentes à une conique rencontrent deux tan¬
gentes fixes L, L', en des couples dfe points a, a' qui forment
deux divisions homograpliiques, il existe sur ces deux tan¬

gentes deux points fixes I, J'tels, que l'on a la. l'a' = con¬
stante [G. S., 120).

Si les deux tangentes L, L' sont les asymptotes d'une hy¬
perbole, les deux points I et J' coïncident avec le point d'in¬
tersection de ces deux droites. Donc :

Le rectangle des segmentsfaits par chaque tangente à
une hyperbole sur les deux asymptotes, à partir du point
de rencontre de ces droites, est constant.

57. Si l'a conique est une parabole, elle a une tangente
située à l'infini; les deux divisions homograpliiques for-

4-
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niées sur deux tangentes fixes ont donc deux points homolo¬
gues à l'infini; et par conséquent sont deux divisions sem¬
blables [G. S., 118). Donc :

Toutes les tangentes à une parabole divisent deux tan¬
gentes fixes en parties proportionnelles.

Et réciproquement : Quand deux droites sont divisées en
parties proportionnelles, les droites qui joignent deux à
deux les points homologues enveloppent une parabole tan¬
gente aux deux droites.

Corollaire. — On conclut de là que : Si de chaque point
d 'une droite on abaisse sur deux autres droites des perpen¬
diculaires, la droite qui joint les pieds de ces perpendicu¬
laires enveloppe une parabole tangente à ces deux droites.

58. Quand les tangentes à une conique rencontrent deux
tangentes fixes L, L' en des points a, b,. . . et a', V,. . .
les droites menées d'un point fixe O aux points a', b',... cor¬
respondent anharmoniquement aux points a, b,..., c'est-
à-dire que quatre rayons O a', Ob',. . . ont leur rapport
anharmonique égal à celui des quatre points a, b, Si la
conique est une parabole et que L' soit la tangente située à
l'infini, les rayons O a! ,'Ob',. . . sont parallèles aux tan¬
gentes aa!, bb',. . . ; le rapport anharmonique de quatre
rayons est donc égal à la fonction semblable des sinus des
angles que les quatre tangentes font entre elles. Nous n'ap¬
pellerons pas cette fonction rapport anharmonique des
quatre tangentes, puisque ces droites ne passent pas par un
même point : nous l'appellerons fonction anharmonique
des sinus des angles de ces droites. Alors on a cette pro¬
priété importante de la parabole :

Les points dans lesquels quatre tangentes à une para¬
bole rencontrent une cinquième tangente, ont leur rapport,
anharmonique égal à lafonction anharmonique des sinus
des angles de ces quatre tangentes.
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Et réciproquement : Si par quatre points en ligne droite

on mène quatre droites (dont trois arbitrairement), telles,
que la fonction anharmonique des sinus des angles
qu ellesfont entre elles, soit égale au rapport anharmoni¬
que des quatre points : ces quatre droites et celle sur la -

quelle sont piis les quatre points, sont cinq tangentes à
une parabole.

59. Ce théorème aura d'assez nombreuses applications;
pour le moment nous citerons, comme conséquences immé¬
diates, les deux propositions suivantes, dont la seconde
est connue.

Si Von fait tourner toutes les tangentes à une parabole,
autour de leurs points de rencontre avec une tangente
fixe, dans un même sens de rotation et d'un même angle:
toutes ces droites dans leurs nouvelles positions enveloppe¬
ront encore une parabole tangente à la droite fixe.

60. Quand un angle de grandeur constante se meut de
manière qu'un de ses côtés tourne autour d'un point fixe et
que son sommet glisse sur une droite, son second côté enve¬
loppe une parabole tangente à la droite.

Car la fonction anharmonique de quatre positions du
second côté est égale au rapport anharmonique des quatre
positions du premier côté, parce que les angles sont les
mêmes de part et d'autre ; et ce rapport anharmonique
est égal à celui des quatre sommets de l'angle mobile.
Donc, etc.

61. Quand deux triangles sont inscrits dans une coni¬
que, les six côtés sont tangents à une conique

Soient abc, def ( fig. ?>j) les deux triangles. Les deux
faisceaux de quatre droites a [b, c, e, f) et d(b, c, e, f)
ont le même rapport anharmonique (4). Conséquemment
les deux séries de quatre points dans lesquels ces deux fais-
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ceaux rencontrent, respectivement, les deux côtés ef, bc,
ont le même rapport anliarmonique. Ainsi

(6, y, e,f)~(b, c, s, <p).
Donc les quatre droites bë, cy, es, et les deux bc, ef
sont tangentes à une même conique (9). c. q. f. d.

On démontrera d'une manière analogue que réciproque¬
ment, quand deux triangles sont circonscrits à une coni¬
que, leiws six sommets sont sur une autre conique (*).

62. On conclut de l'un ou de l'autre de ces deux théo¬
rèmes que :

Quand un triangle abc est inscrit à une conique C et
circonscrit à une conique C, on peut construire une infi¬
nité d'autres triangles inscrits à C* et circonscrits à C.

En effet, que par un point a! de C on mène à C deux
tangentes : elles intercepteront dans C une corde h' c',
formant avec ces droites le triangle a'b'c' inscrit à C. Les
deux triangles abc et a'b'c ont leurs six côtés tangents à une
même conique (61 ). Mais cette conique ne peut être que C',
tangente aux trois côtés du premier triangle et à deux côtés
du second. Donc le troisième côté è'c'du second est tangent
à C'. Donc, etc.

63. Quand un triangle ABC (fig. 38) est inscrit dans
une conique, si autour d'un point O de la courbe on fait
tourner une droite qui rencontre les côtés du triangle en
trois points a, b, c et la courbe en un quatrième point e, le
rapport anliarmonique de ces quatrepoints reste constant.

C'est-à-dire que pour une autre droite Oe' on aura

[a, b, c, e) — (a', b', c', e').

(*.) Ces deux théorèmes, qui se présentent ici comme conséquences di¬
rectes des deux propriétés fondamentales des coniques, se peuvent conclure
aussi des propriétés de l'hexagone inscrit ou circonscrit. Voir Môbius, Dèr
barfcenlrisehe calcul, etc., art, 283.
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En effet, qu'on mène la corde eë : les deux triangles ABC,
Oee'sont inscrits dans la conique; leurs six côtés sont donc
tangents à une autre conique (6'1). Et, par conséquent, les
deux systèmes de quatre points <2, b, c, e et a!, b', c', ë dans
lesquels les quatre côtés CB, AC, BA et eë rencontrent les
deux côtés Oe, Oe', ont le même rapport anliarmonique.
Ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire. — Le rapport anliarmonique des quatre
droites CA, CB, Ce', Ce' est constant quelle que soit la
droite Oe', le point O restant fixe ; car ce rapport est égal à
celui des quatre points a!, b\ c', e'. Si l'on suppose ejue la
droite Oe' passe par le point C, auquel cas la corde Ce' de¬
viendra tangente à la conique, on aura une solution de ce

problème :
Mener la tangente en un point C d'une conique dont on

connaît quatre autres points A, B, O, e [fig- 38).
On mènera par le point C la droite CT, de manière que

le rapport anliarmonique des quatre droites CA, CB, CO,
CT soit égal à celui des quatre points a, b, c, e : ce qui se
réduit à prendre sur Oe le point T tel, que

(a, b, O, T)==(«, b, c, e).
La droite CT sera la tangente en C.

64. Corollaires du théorème corrélatif de celui de
Pappus.— Soit [fig. 3g) un quadrilatère ABCD circon¬
scrit à une conique: un côté, CD par exemple, peut s'in¬
cliner sur le côté DA, de plus en plus jusqu'à ce que le
sommet D qui s'approche continûment dn point de con¬
tact du côté DA, vienne coïncider avec ce point. Alors les
deux côtés consécutifs CD, DA du quadrilatère se con¬
fondent en direction, et le sommet D est le point de contact
de ce côté double avec la courbe. Le théorème reçoit cet
énoncé :

Qiidnd un triangle est circonscrit à une conique, le pro-
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duit. des distances de chaque tangente à deux sommets du
triangle, et le produit des distances de la même tangente
au troisième sommet et au point de contact du côté op¬
posé, sont en raison constante.

60. Les deux côtés DC, BC d'un quadrilatère circonscrit
ABCD (fig- 4°) peuvent s'incliner l'un et l'autre sur les
côtés DA, BA, respectivement, et le sommet C s'approcher
du sommet A. A la limite, où il y a coïncidence, le quadri ¬
latère devient un angle DAB circonscrit à la conique. Les
points de contact D, B des deux côtés de cet angle représen¬
tent deux sommets opposés du quadrilatère primitif, dont
les deux autres sommets sont confondus en A. Le théorème
prend alors cet énoncé :

Quand un angle DAB est circonscrit à une conique, le
produit des distances de chaque tangente aux deux points
de contact D, B des côtés de Vangle, et le carré de la
distance de la même tangente au sommet A, sont en
raison constante.

Observation. — La corde de contact BD des côtés de
l'angle représente une diagonale du quadrilatère primitif :
l'autre diagonale est nulle, se réduisant au point A. INous
pouvons dire aussi qu'elle est infiniment petite. Cette
considération nous permettra dans la suite d'appliquer à
ce simple point A, sommet de l'angle circonscrit, cer¬
taines propriétés appartenant aux diagonales d'un quadri¬
latère circonscrit.

§ VIII.

66. Corollaires du théorème corrélatifde celui de Desar¬
gues. — Le théorème (27) donne une nouvelle construction
de la conique tangente à cinq droites.

Quatre de ces droites forment un quadrilatère. Que
d'un point de la cinquième droite D on mène des rayons
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aux deux couples de sommets opposés du quadrilatère. Ces
rayons, conjugués deux àdeux, déterminent une involution ;
et le rayon conjugué à la droite D dans l'involution est tan¬
gent à la conique cherchée. On construira ainsi toutes les
tangentes à la courbe.

67. Si, dans le théorème général, on suppose que le point
par lequel on mène deux tangentes à la conique et des
droites aux sommets d'un quadrilatère circonscrit, soit pris
sur la courbe même, les deux tangentes coïncident et for¬
ment un rayon double de l'involution déterminée par les
deux couples de droites. De là résulte une solution du pro¬
blème suivant :

Décrire une conique tangente à quatre droites et pas¬
sant par un point donné.

Les quatre droites forment un quadrilatère circonscrit à
la conique cherchée. Du point donné on mène deux couples
de droites aux sommets opposés de ce quadrilatère, et l'on
construit les rayons doubles de rinvolution déterminée par
ces deux couples de droites (G. S., 210) : chacun de ces
deux rayons est la tangente à une conique satisfaisant à la
question.

68. Si, comme précédemment (64), un triangle circon¬
scrit à une conique représente un quadrilatère dont deux
côtés se confondent, l'énoncé général (27) devient :

Quand un triangle est circonscrit, à une conique, si
d'un point pris arbitrairement on mène deux tangentes
à la courbe et deux autres couples de droites dont les
premières aboutissent à deux sommets clu triangle et les
deux autres clu troisième sommet et au point de contact
du côté opposé, ces trois couples de droites sont en invo¬
lution .

69. Si le quadrilatère se réduit à un angle circonscrit à
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la conique, comme il a élé expliqué ci-dessus (65), le théo-
rème général se particularise ainsi :

Quand lui angle est circonscrit à une conique, si d'un
point on mène deux tangentes ci la courbe, et deux
droites aux points de contact des côtés cle l'angle, Vin-
wolution déterminée par ces deux couples de droites aura
pour l'un de ses rayons doubles la droite menée du même
point au sommet de l'angle.

70. Ce théorème donne immédiatement la solution du

problème suivant :
Construire une conique tangente à trois droites et pas¬

sant par deux points donnés.
Soient L, L', L" les trois droites et a, b les deux points.

On déterminera les tangentes à la conique en ses deux
points n, b ; ce qui se ramène à trouver le point de concours
de ces tangentes.

A cet effet, que par le point d'intersection O des deux
droites L, L' on mène les droites O a, O b, et les rayons
doubles de l'involution déterminée par les deux couples L,
L' et O a, O b : le point cherché sera sur l'un de ces deux
rayons (69). Opérant de même avec les deux droites L,
L", on obtiendra deux autres droites sur chacune desquelles
devra se trouver aussi le point cherché. Chacun des quatre
points de rencontre de ces deux droites par les deux pre¬
mières salisferadouc à la question, c'est-à-dire sera le point
de concours des tangentes à la conique demandée, en ses
deux points «, b. Ainsi le problème est résolu et admet
quatre solutions.

Observation. — Pour que les solutions soient réelles, il
faut que les deux points a, b soient, tous les deux à la fois,
dans l'intérieur du triangle formé par les trois tangentes;
ou bien tous les deux extérieurs au triangle, mais alors
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situés l'un et l'autre dans un des trois angles du triangle,
ou l'un dans un angle et l'autre dans l'opposé au sommet.
La raison de cela est qu'il faut que l'angle des deux droites
menées d'un sommet du triangle aux deux points a, b
n'empiète pas sur l'angle du triangle (G. S.: 244 et 210).

Les deux points a, b peuvent être imaginaires ; la con¬
struction subsiste encore et les quatre solutions sont tou¬
jours réelles.

On remarquera que la construction exige en outre que
les trois droites soient réelles, puisqu'on les combine deux
à deux. Nous donnerons plus tard une construction qui
permettra de supposer deux des droites imaginaires aussi
bien que les deux points.

§ ix.

71. Corollaires du théorème de M. Brianchon.— Quand
un hexagone est circonscrit ,à une conique, un côté s'in-
clinant de plus en plus sur le côté suivant, le sommet qui
est leur point d'intersection s'approchera indéfiniment de
la courbe : et, à la limite, où les deux côtés ne seront qu'une
même tangente, ce sommet deviendra le point de contact.
Il s'ensuit qu'un pentagone circonscrit à une conique peut
être considéré comme un hexagone circonscrit dont un des
sommets est le point de contact d'un des côtés. Pareillemerft
un quadrilatère circonscrit sera considéré comme un hexa¬
gone dont deux sommets sont Içs points de contact de deux
côtés. Et enfin un triangle circonscrit sera considéré comme
un hexagone dont trois sommets sont situés aux points de
contact des trois côtés.

72. Si l'on réduit l'hexagone au pentagone, on obtient
une solution très-simple de ce problème : Étant données
cinq tangentes d'une section conique, trouver le point de
contact de chacune d'elles.
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Les cinq tangentes forment un pentagone ahcdc ( fig. 4i).

Donc, en considérant le point de contacq/de la cinquième
tangente ea comme le sommet d'un hexagone, la droite
menée de ce point au sommet opposé c passera par le
point de concours des deux diagonales ad, bc. Conséquem-
ment ce point de contact sera déterminé.

73. 1lorsque dans un quadrilatère circonscrit à une co¬
nique on regarde les points de contact de deux côtés oppo¬
sés comme deux sommets d'un hexagone circonscrit, 011 en
conclut que :

Quand un quadrilatère est circonscrit à une conique,
les droites qui joignent les points de contact des côtés
opposés passent par le point de rencontre des deux dia¬
gonales.

74. Les points de contact des côtés d'un triangle circon¬
scrit à une conique peuvent être regardés comme les som¬
mets d'un hexagone circonscrit ; il en résulte que :

Quand un triangle est circonscrit à une conique, les
droites menées de ses sommets aux points de contact des
côtés opposés passent par un même point.

§x.

75. Corollaires du théorème corrélatif de celui de
Carnot. — Si le sommet c opposé au côté C du triangle (29)
est situé sur la conique, les deux tangentes y, y', coïnci¬
dent avec la tangente en ce sommet, et l'équation devient

sin (A, ë).sin (A, §') sin(C, a).sin (C, a') sin2(B,y)_i
sin (C, 6). sin (C, 6') sin(B, a).sin (B, a') sin2(A,y)

„ , ... . a. sin [A, 7)
Cette équation Lut connaître le rapport ^7—j——et par
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conséquent la direction de la tangente au point c de la
conique, quand on connaît les quatre tangentes a, c/, 6, &.
Ainsi elle résout ce problème :

Connaissant quatre tangentes et un point d'une coni¬
que, déterminer la tangente en ce point.

ii • , sin (Ay) , .
L expression de . , ;■ a deux valeurs, par conséquentr sin ( B 7 ) *

le problème admet deux solutions, comme nous l'avons
déjà vu (67).

76. Cherchons ce que devient l'équation générale (29)
quand le côté C ou ab du triangle est tangent à la conique.

Désignant par i dans le cas général (fîg- 17) le point
d'intersection des deux tangentes a! et 6', on voit que
sin(C, 6') ai . 11 •

, = — : et 1 équation peut se changer en celle-ci
sin (G, y. ) bi 1 . ^ &

sin(A, 6).sin (A, 6') sin(C, a) sin (B, 7) .sin (B, 7) ai
sin (B, a), sin (B, a') sin (C, 6) sin (A, 7) .sin (A, 7) bi

Mais ce point r, quand le côté C ou ab devient tangent
à la conique, est précisément le point de contact. L'équa¬
tion le fait connaître, car le premier membre est connu.
Elle sert donc à résoudre ce problème :

Etant données cinq tangentes à une conique, déter¬
miner le point de contact de chacune d'elles.

77. On peut supposer qu'ira sommet, ou deux, du
triangle abc soient à l'infini.

I. Soit le sommet a (fîg- 42) à l'infini : les tangentes
issues de ce sommet sont parallèles aux côtés B, C, et ren¬
contrent la base A en deux points a, a'. On a, dans cette
hypothèse,

sin (A, 8) . sin(A, 6') sin (B, 7). sin(B, y') ea.ca!
sin (C, 8). sin (C, 8') sin (A, 7) . sin (A, y') ba.by.'
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II. Si les deux sommets a, b du triangle sont à l'infini

( fig. 43), les tangentes issues de ces sommets rencontrent
les côtés A et B respectivement en des points a, ot.' et 6,
6', et la relation se réduit à

sin (B, 7). sin (B, 7') eu.eu!
sin (A, 7). sin (A, 7') cS.cg'

Conséquences des deux théorèmes (23) et (29) considérés
simultanément.

78. Quand les trois côtés d'un triangle rencontrent une
conique, les droites menées des sommets aux points de
rencon tre des côtés opposés sont six tangentes d'une même
conique.

En effet, une conique rencontrant les trois côtés d'uu
triangle ABC en des points a, b, b', c, c', les segments
interceptés ont la relation

Ab.Ab' Ca.Co' Bc.Bc'
_

Cb.Cb' B a.Ba' Ae.Ac' '

Mais les trois droites A a, BZ>, Ce entraînent celle-ci

Ah C a Bc sinABé sinCArc sin BCc
C b B a A c sinCBè sinBAa sin ACc ^ '*

Les trois droites A a!, B b', Ce' donnent une relation
semblable. On a donc _

sinABè sinABè' sin CAa .sin CA«' sin BCc. sin BCc'
sin CB b . sin CB b' sin BA« .sin BAa' sin ACc. sin ACc' ~ '

équation qui prouve que les six droites A A et',. . . sont
tangentes à une même conique; car la réciproque du théo¬
rème (29) est évidente.

La réciproque du théorème actuel l'est également.
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79. Observation. — Dans le théorème (123) la conique
peut être l'ensemble de deux droites ; et dans le théo¬
rème (29) la conique peut être infiniment aplatie, c'est-à-
dire se réduire à une droite limitée à deux points (32).

Il suit de cette dernière hypothèse que :
Si de deux points pris arbitrairement on mène des

droites aux trois sommets d 'un triangle, les six points dans
lesquels ces droites rencontrent les côtés, respectivement
opposés aux sommets, sont situés sur une conique (*).

Ainsi, par exemple, les points milieux des côtés d'un
triangle et les pieds des perpendiculaires abaissées des
sommets opposés sur ces côtés sont six points situés sur1
une conique.

(.* ) Ce théorème a été démontré par M. Steiner dans les Annales de
Mathématiques de M. Gergonne, t. XIX, p. 3, année 1828.
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CHAPITRE IY.

EXTENSION DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. - DESCRIPTION
ORGANIQUE DES CONIQUES.-THÉORÈMES DE NEWTON, DE
MACLAURIN ET DE BRAIKENRIDGE. - GÉNÉRALISATION DE
CES THÉORÈMES.

§ I.

80. Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est
inscrit dans une conique, le produit des distances de cha¬
que point de la courbe aux côtés de rang impair et le
produit des distances du même point aux côtés de rang
pair, sont en raison constante.

Démontrons que si le théorème a lieu pour un polygone
de 27n côtés, il aura lieu pour un polygone de deux côtés
de plus.

Soit AB. . .EF (fig. 44) Ie polygone de im côtés; rem¬
plaçant le dernier côté FA par trois côtés consécutifs FG,
GH, HA, on passe au polygone AB.. .FGHA de im-\- i
côtés.

Appelons a, Z>,. . ., f, g, h, les distances d'un point m
de la courbe aux côtés consécutifs AB, BC,. . FG, GH,
HA ; et "j sa distance à la diagonale FA. On a, par hypo¬
thèse, dans le premier polygone AB. . .FA, la relation

a.c ... e
, = constante =

O . a ... <o

Mais on sait, par le théorème de Pappus, que dans le qua-
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drilatère AFGH

cp .
—— ' = constante = u. (19).
y. h 1

Multipliant membre à membre ces deux équations, on
obtient

a .c. . . .c.g
-— = à . u. = constante.
b .il. . ././i

Ce qu'il fallait démontrer.

81. Un côté du polygone, tel que ÀB, peut devenir infi¬
niment petit et se confondre avec la tangente en A. Un
autre côté CD, non contîgu à AB, peut aussi se confondre
avec la tangente; et ainsi des autres. De sorte que, par exem¬

ple,. tous les côtés de rang impair peuvent devenir tan¬
gents à la courbe. Alors le théorème général exprime la
propriété suivante :

Un polygone d'un nombre quelconque de côtés étant,
inscrit à une conique, le produit des distances de chaque
point de la courbe aux côtés du polygone et le produit
■des distances du même point aux tangentes à la. courbe
menées par les sommets du polygone, sont en raison
constante.

82. Le théorème de Desargues (20) admet la générali¬
sation suivante :

Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est in¬
scrit dans une conique, si Von mène une transversale qui
rencontre la courbe en deux points: le produit des seg¬
ments compris entre l'un de ces points et les côtés de rang
pair est au produit des segments compris entre le même
point et les côtés de rang impair, comme le produit des
segments compris entre le second, point de la courbe et les

5
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côlés de rang pair esl: au produit des segments compris
entre ce point et les côtés de rang impair.

Ainsi soient A13CDEF le polygone, et a, 6, y, 5, e, <p les
points de rencontre de ses côtés consécutifs AB, BC,. . . par
la transversale 5 m et m'les points de rencontre de la coni¬
que : on aura

mx.my.mt m'a.m'y.m's
mê.mS.my rn'ë.m'S m'y

Nous allons prouver que si le théorème a lieu pour un
polygone de 2m' côtés ABCD, il sera vrai pour un poly¬
gone de deux côtés de plus.

En effet, si dans le polygone de 2 m-+- i côtés on mène
une diagonale AD cpii retranche trois côtés AF, FE, ED,
elle décompose le polygone en un polygone de 2 m côlés, et
un quadrilatère.! Formant les deux équations qui ont lieu
pour ce polygone par hypothèse, et pour le quadrilatère par
le théorème de Desargues, et multipliant ces deux équations
membre à membre, 011 trouvera l'équation à démontrer.

83, Quand un polygone ABCD. . . est tracé dans le
plan d'une conique qui rencontre ses côtés AB, BC,. . .

en des couples de points a, a'; b, 1/; c, c';. . . on a. l'é¬
quation

Aa . ka' Bb.Bb' Ce.Ce1...
B a . B a' ' C b .C b' ' D c.Dc'. . . ~ ''

En effet, on voit aisément cjue si le théorème est vrai pour
un polygone de n côtés, il le sera pour un polygone d'un
côté de plus. Car celui-ci se divisera, au moyen d'une dia¬
gonale qui retranche deux côtés, en un polygone de n côtés
et un triangle. Le théorème aura lieu pour ce polygone et
pour le triangle; et en éliminant des deux équations rela¬
tives à ces deux figures, les segments faits sur la diagonale
qui est leur côté commun, on obtiendra l'équation relative
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au polygone de n -+-1 côtés. Donc le théorème, étant vrai
pour le triangle (23), l'est aussi pour le quadrilatère, puis
pour le pentagone, et ainsi de suite. Du reste, c'est pour
un polygone quelconque que Carnot a démontré le théo¬
rème dans sa Géométrie de Position.

On voit sans difficulté de quels énoncés sont susceptibles
les deux derniers théorèmes, si l'on suppose que des côtés
du polygone deviennent infiniment petits, ainsi que nous
l'avons fait (81).

Théorèmes corrélatifs.

84. Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est
circonscrit à une conique : le produit, des distances d'une
tangente quelconque aux sommets de rang pair et le
produit des distances de la même tangente aux sommets
de rang impair, sont en raison constante.

80. Quand un polygone d'un nombre quelconque de
côtés est circonscrit à une conique : le pi oduit des distances
de chaque tangente aux sommets du polygone et le pro¬
duit des distances de la même tangente aux points de
contact des côtés du polygone, sotit en raison constante.

86. Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est
circonscrit à une conique, si d'un point on mène des tan¬
gentes à la courbe, et des droites aux sommets du poly¬
gone : le produit des sinus des angles que l'une des tan¬
gentes fait avec les droites menées aux sommets de rang
pair est au produit des sinus des angles que la même tan¬
gente fait avec les droites menées aux sommets de rang
impair, dans un rapport qui reste le même quelle que
soit celle des deux tangentes que l'on a prise.

87. Quand un polygone ABC. . . F est tracé dans le
5.
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plan, d'une conique, si de ses sommets A, B,. . . on mène
les couples de tangentes à la. courbe, a, a'-, 6, 6';. . ., on
aura la relation

sin(AB, a)sin(AB, a) sin(BC, §)sin(BC, §')
sin(AF, a)sin(AF, a') sin (BA, ê) sin (BA, §')

Ces propositions sont l'extension des théorèmes 26, 27
et 29. Leur démonstration est tout à fait semblable à celle
des propositions précédentes (80-83), et conséquemment
n'offre aucune difficulté.

§ II.— Description des coniques considérées comme lieux
géométriques.

Description organique de Newton.

88. Quand deux angles de gnandeur constante a OA,
aO'h ( fig. /p), tournent autour de leurs sommets fixes
O, O', de manière que leurs côtés Oa, O'a se coupent
toujours sur une ligne droite donnée L : les deux autres
côtés Oh., O'A se coupent sur une conique qui passe par
les sommets O, O' des deux angles.

En effet, quand le point a glisse sur la droite L, les deux
droites O a, O 'a forment deux faisceaux bomographiques.
Mais les droites OA, c'est-à-dire les positions du second
côté de l'angle O, constituent un faisceau homographique
au faisceau des droites O«; et pareillement, le faisceau des
droites O'A est homographique à celui des droites O'a.
Donc les deux faisceaux dont les rayons sont OA, O'A,
sont liomographiques. Donc ils se coupent sur une conique
qui passe par les deux points O, O'. Ce qu'il fallait démon¬
trer.

C'est ce théorème que Newton a donné sous le titre de
Description organique des coniques, parce qu'au moyen
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d'un inslrutnenl formé de deux angles tournant autour de
leurs sommets on décrit une conique d'un mouvement con¬
tinu (+).

Quand cinq points d'une conique sont donnés, la gran¬
deur des angles qu'il faut prendre pour construire la courbe
se détermine ainsi :

Soient A, B,C,0, O' (fig. 46) les cinq points; on prend
les angles COO', CO'O pour les deux angles mobiles; on
les fait tourner autour de leurs sommets O, O', de manière
que leurs côtés OC, O'C soient dirigés sur le point A;
alors leurs côtés 00', O'O se coupent en un point a. On
dirige ensuite les côtés OC, O'C sur le point B, et les côtés
00', O'O se coupent en un point b. La droite ab est la
droite directrice L sur laquelle glissera le point de ren¬
contre des deux côtés qui se confondaient d'abord avec la
ligne 00'.

Remarque. —Si, dans le théorème général, il existe une

position des deux angles telle, que les côtés OA, O'A coïn¬
cident avec 00', la courbe décrite n'est plus une conique,
mais une ligne droite; parce que les deux faisceaux for¬
més par ces côtés OA, O'A auront alors deux rayons homo¬
logues se confondant avec la droite qui joint leurs centres
(G. S., 105). On peut dire que la conique devient dans,
ce cas l'ensemble de deux droites, dont l'une est 00'; car
chaque point de cette droite, étant commun aux deux côtés
OA, O'A quand ils coïncident avec elle, appartient au lieu
géométrique cherché.

Ce cas particulier a été remarqué par Newton.

Théorème de Maclaurin et de Braikenridge.

89. Étant donnés trois points et deux droites fixes, si

('*) Voir Emimeralio linearum tertii ordinis., cle.
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Von fait, glisser sur les deux droites deux sommets d'un
triangle de forme variable, dont les trois côtés tournent
autour des trois points fixes: le troisième sommet décrira
une conique.

En d'autres termes :

Si autour d'un point fixe p (fig. on fait tourner
une transversale qui rencontre deux droites fixes SL,
SL' en deux points a, a', et que par deux pointsfixes O,
O' on mène les droites Oa, O'a', leur point d'intersection
décrira une conique.

En effet, les points a, a' forment sur les deux droites L,
L'deux divisions homographiques ; les droites Oa, O'a1 for¬
ment donc deux faisceaux homographiques. Donc le point
de concours m de ces droites a pour lieu géométrique une
conique qui passe par les deux points O, O'.

Ce théorème a été démontré par Maclaurin (*) et Brai-
kenridge (**), et a fait le sujet de quelques discussions de
priorité entre ces deux géomètres.

De même que le théorème de Newton, il procure un
moyen général de description d'une conique déterminée
par cinq points.

En effet, la courbe ne passe pas seulement par les deux
points O, O'; elle passe par le point de concours S des deux
droites L, L', et par les points b, c' où les deux droites p O',
et pO rencontrent ces droites L, il respectivement : de
sorte que la courbe a cinq points O, O', S, b, c, connus
à priori. Si ces cinq points sont donnés, on en conclut la
position du point p autour duquel il faut faire tourner la
transversale paa' pour déterminer un sixième point m.

(*) Voir Exercitatio Geomelrica de descriptione linearam cuivarum. Atic-
thore G. Braikenridge. Londini, 1703 ; in~4°- —Transactions philosophiques
de la Société Royale de Londres, année 1735.

(•**) Transactions philosophHques de la Société Royale de Londres, année
Z 735.
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90. Cette considération a conduit Macîaurin à nue dé¬
monstration du théorème de Pascal.

En effet, les six points O, O', S, b, c' et m sont les som¬
mets d'un hexagone Oc'SbO'mO inscrit à la conique : les
points de concours des côtés opposés de cet hexagone sont a
(point de concours des deux côtés m O, S b), p (point de
concours de Oc' et b O') et a! (point de concours de c'S et
O'ni). Ces trois points a, p, a! sont en ligne droite. On en
conclut donc que :

Dans un hexagone inscrit aune conique, les trois points
de concours des côtés opposés sont en ligne droite.

Autres théorèmes analogues à celui de Newton (88).

91. i° On peut demander que les deux premiers côtés
des angles O, O' rencontrent la droite L en des points «, a',
toujours distants d'une même longueur aa!; ou bien que ce
segment ad soit vu d'un point donné sous un angle donné :
dans les deux cas le point d'intersection m des deux autres
côtés décrira une conique.

i° Si les deux premiers côtés O a, O'n, au lieu de se cou¬
per sur une droite, tournent autour des sommets O, O' en
faisant entre eux un angle de grandeur constante, le point
d'intersection m des deux autres côtés décrira encore une

conique.
3° Si l'on déforme un polygone, de manière que tous

ses sommets, moins un, glissent sur des droites, et que tous
ses côtés soient vus d'autant de pointsfixes sous des angles
donnés : le dernier sommet: du polygone décrit une coni¬
que qui passe par les deux points desquels on voit sous des
angles donnés les deux côtés adjacents à ce sommet.

D'après ce qui précède, la démonstration de ces théo¬
rèmes est bien facile ; car 011 voit sur-le-champ que la
courbe décrite est, dans chaque cas, le lieu des points d'in-
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72 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES,
tersection de deux rayons qui tournent autour de deux
points fixes en faisant des rapports anharmoniques égaux.

Généralisation du théorème de Maclaurin et de Braikenridge.

92. Un polygone étant tracé dans un plan, si on le
déforme de manière que tous ses côtés tournent autour
d'autant de points fixes, et que tous ses sommets, moins
un, glissent respectivement sur des droitesfixes : le dernier
sommet décrira une conique qui passera par les deux
pointsfixes autour desquels tournent les deux côtés ap¬
partenant à ce sommet.

Soit abcdem (fig. 4§) Ie polygone dont les côtés ma,
ab, ..., em tournent autour des points P, Q,..., U, et dont
les sommets a, h,. . ., e parcourent des droites fixes A,
B,.. ., E. 11 faut prouver que le dernier sommet m décrit
une conique passant par les deux points P et U.

En effet, dans la déformation du polygone, lesdeux droites
Va, Qa décrivent deux faisceaux homographiques, puis¬
qu'elles se coupent sur la droite fixe A. Nous dirons donc-
que le second côté du polygone décrit un faisceau homogra-
phique au faisceau décrit par le premier côté. Par la même
raisonle troisième côté décrit autour du point B. un faisceau
homograpliique au second, et par conséquent au premier;
et ainsi de suite. De sorte que le dernier côté Uni décrit un
faisceau homograpliique au faisceau décrit par le premier
côté P m. Donc le sommet m décrit une conique qui passe

par les deux points P et U (8). Ce qu'il fallait démontrer.
Remarquons que le point d'intersection de deux côtés

quelconques, non contigus, décrit aussi une conique qui
passe par les points autour desquels tournent ces deux
côtés.

Cela résulte de ce que ces deux côtés décrivent deux fais¬
ceaux homographiques.
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Cette proposition générale a été démontrée par Maclau-

rin et par Braïkenridge, dans les Transactions philoso¬
phiques de la Société Royale de Londres, année 1735.

93. Les points lixes P, Q,. . ., U sont les sommets
d'un polygone de même nombre de côtés que le polygone
mahc.. . em\ et l'on peut dire que celui-ci est circonscrit
à ce polygone PQR. . . U. Donc :

Étant donné un polygone, si on lui circonscrit un poly¬
gone d'un même nombre de côtés, dont tous les sommets
moins un glissent, respectivement, sur des droites fixes,
le dernier sommet décrira une conique.

Génération des coniques considérées comme enveloppes d'une
série de tangentes (*).

94. Étant données deux droites fixes, si Ton inscrit
entre elles des cordes qui soient vues d'un point fixe sous
de^angles égaux, tournant dans le même sens : ces cordes
enveloppent, une conique tangente aux deux droites.

95. Étant données deux droites fixes L, L' [fig- 49)) s<-
le sommet d'un angle dont les côtés tournent autour de
deux points fixes P, P' parcourt une troisième droite M : la
droite a a' qui joint les points de rencontre des deux droites
L, L' et des deux côtés de l'angle, enveloppera une coni¬
que tangente aux deux droites L, L'.

Si la droite PP' qui joint les deux points lixes passe par
le point de concours S des deux droites L, l/, les droites aa!
n'enveloppent plus une conique; elles passent toutes par
un même point p (G. S., 38). On peut dire que la conique
se réduit au système des deux points S et p (32), parce cpie

(* ) Nous omettons ici les démonstrations, tout à fait conformes à celles des
théorèmes précédents, et qui ne peuvent présenter aucune difficulté.

SCD LYON 1



74 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES.
toutes les droites qu'on peut mener par chacun de ces points
satisfont aux conditions de la question.

Remarque. — La droite PP' est une tangente à la coni¬
que; car lorsque le point m, qui glisse sur la droite M, se
trouve sur le prolongement de PP' la droite ad coïncide
avec cette droite PP'.

Soient b et c' les points d'intersection des deux droites
L, L' par la droite M : les deux droites P'Z>, Pc' sont deux
autres tangentes à la conique. On a donc les six tangentes
ab, bP', P'P, Pc', c'a', a'a, qui forment un hexagone
abWc'a! circonscrit à la conique. Les sommets opposés
sont b et c', a et P, «' et P'. Les deux droites aV, a!P' se
croisent sur la droite M ou bc'. On en conclut donc que :

Quand un hexagone est. circonscrit à une conique, les
trois diagonales qui joignent les sommets opposés passent
par un même point. Théorème déjà démontré (28).

96. Si tous les sommets d'un polygone sont assujettis
à se mouvoir sur autant de droites fixes, tandis que fbus
ses côtés, un seul excepté, tournent autour de pointsfixés :
le côté libre du polygone roulera sur une conique, tan¬
gente aux deux droites sur lesquelles glissent les deux
sommets appartenant à ce côté fi).

Remarque. — Tous les sommets du polygone divisent
homographiquement les droites sur lesquelles ils glissent;
on en conclut que la diagonale qui joint deux sommets
quelconques dupolygone enveloppe une conique tangente
aux deux droites sur lesquelles glissent les deux sommets.

97. Quand on déforme un polygone en faisant glisser
tous ses sommets sur autant de droitesfixes, de manière

(*) Ce théorème a été démontré par M. Poncelet (Traité îles Propriétés
projéctivcs, ctc..r p. 298).
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que tous ses côtés, moins le dernier, soient vus, respective¬
ment, de certains points fixes sous des angles donnés : le
dernier côté enveloppe une conique tangente aux deux
droites sur lesquelles glissent les deux sommets qui appar¬
tiennent à ce côté.

Chacune des diagonales du polygone enveloppe aussi une
section conique.

Une partie des angles peuvent être nuls, de sorte que les
côtés correspondants du polygone tourneront autour de
points fixes représentant les sommets de ces angles.
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CHAPITRE Y.

THÉORIE DES POLES ET POLAIRES. - POINTS CONJUGUÉS;
DROITES CONJUGUÉES. - QUADRILATÈRES INSCRITS OU
CIRCONSCRITS.- CORDES ISSUES D'UN MÊME POINT.- ANGLES
INSCRITS AYANT LEURS SOMMETS SUR UNE MÊME DROITE.

§ I. — Polaire d'un point.

98. Quand plusieurs cordes d'une conique passent par
un même point :

i° Les points de rencontre des droites qui joignent deux
à deux les extrémités de deux cordes quelconques sont
situés sur une même droite;

2° Les tangentes aux extrémités de chaque corde se
coupent sur cette droite ;

3° Cette droite est le lieu des points conjugués harmo¬
niques du point, de concours des cordes par rapport aux
extrémités de chaque corde.

Soientaaj hh' [fig. 5o) deux des cordes; p leur point
de concours. Nous allons prouver d'abord que les deuxpoints
de rencontre m et n des droites qui joignent les extrémités
de ces deux cordes, et le point de concours p des tangentes
aux extrémités «, a', de l'une d'elles, sont trois points en
ligne droite.

En effet, les quatre droites qui partent du point «, savoir
la tangente n/;, et les trois droites ah, ab\ aa! ont le
même rapport anharmonique que les quatre droites qui
partent du point a! ; a!a, a!b, ct!V et la tangente a!p (G).
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Changeant l'ordre de celles-ci, nous dirons que les deux
faisceaux de quatre droites ap, ab, ab', aa' et a'p. a!b', a' b,
a! a ont le même rapport anharmonique (G. »S., 40); et
comme les deux rayons homologues aa! et a!a coïncident,
les trois points d'intersection p, n, m des autres rayons,
deux à deux, sont en ligne droite (G. S., 43).

Maintenant observons que dans le quadrilatère ama! n
le point a, intersection des deux diagonales mn, aa!, est le
conjugué harmonique par rapport aux deux sommets «, a!
du point p dans lequel la droite qui joint les points de con¬
cours ù, V des côtés opposés du quadrilatère rencontre la
diagonale aa! (G. <S., 344).

D'après cela, la droite mn se trouve déterminée au moyen
d'une seule corde aa\ puisqu'elle passe par le point de ren¬
contre des tangentes en a et a' et par le point se, conjugué
harmonique de p par rapport à ces deux points a, a'. Donc,
quelle que soit l'autre corde bb', les points m, n-, le point de
concours de deux tangentes en b et h', et le point 6 conjugué
harmonique du point p par rapport à b et b', sont situés sur
la même droite.

Ainsi le théorème est démontré.
On peut remarquer toutefois, à l'égard de la troisième

partie du théorème, que la démonstration suppose réels les
deux points de rencontre de chaque transversale et de la
conique; qu'elle laisse donc quelque chose à désirer. La
démonstration suivante s'applique au cas où ces points sont
imaginaires.

Autrement. Ayant pris les deux droites paa1, pbb' de
manière à former le quadrilatère aa'b'b, qu'on mène par
le point p une troisième droite qui rencontre la courbe en
deux points s, s' (réels ou imaginaires), les deux côtés ab,
a!V en c, c', et la droite nm en y. D'après le théorème de
Desargues, les deux couples de points c, c' et c, e', et le
point p, considéré comme point double, forment trois cou-
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pies en involution (20) ; en d'autres termes, le point p est
un des deux points doubles de l'involution déterminée par
les deux couples c, c' et s, s'. Or le point y est le conjugué
harmonique de p par rapport aux deux points c, c', à cause
de l'angle ana! coupé par les deux transversales pnb, pa'b'
(G. S., 110). Il est donc aussi le conjugué harmonique de
p par rapport aux deux points s, s' (G. S., 205). Donc
quand une transversale tourne autour du point p, le con¬
jugué harmonique de ce point par rapport aux points de la
conique (réels ou imaginaires) situés sur la transversale,
décrit une droite; et les points de concours, tels que m et
72, des droites qui joignent deux à deux les extrémités de
deux cordes an', bb' sont sur cette droite. Ce qui constitue
la première et la troisième partie du théorème. Pour la
seconde partie, relative aux points de rencontre des tan¬
gentes, il suffit de remarquer qu'elle est une conséquence
de la première; car si la transversale pbb' est supposée infi¬
niment voisine de pan', les droites ab, a'b' deviennent les
tangentes à la conique en a et a1.

Ainsi le théorème est démontré complètement.
La droite mn est appelée la polaire du point p, et ce

point, le pôle delà droite.
Remarque. — Quand la polaire rencontre la courbe, il

est clair que la droite menée du pôle à chaque point de ren¬
contre est la tangente en ce point à la courbe. Effective¬
ment si cette droite rencontrait la courbeen un second point
■différent de celui-là, le conjugué harmonique de p par rap¬
port à ces deux points ne coïnciderait pas avec le premier,
comme on le suppose.

99. D'après ce qui précède, on peut déterminer la po¬
laire d'un point p de cinq manières :

i° En menant par ce point deux transversales et en pre¬
nant sur chacune d'elles le conjugué harmonique de p par
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rapport aux deux points où cette droite rencontre la coni¬
que : la droite qui joint les deux points ainsi déterminés
est la polaire;

20 En menant les tangentes aux points de rencontre de
chaque transversale; leur point d'intersection est sur la
polaire ;

3° En joignant deux à deux par des droites les points de
rencontre des deux transversales ; les points de concours de
ces droites sont sur la polaire ;

4° En menant une seule transversale ; le point conjugué
harmonique du point p par rapport aux deux points de
rencontre de la conique, et le point de concours des tan¬
gentes en ces points déterminent la polaire;

5° Enfin, en menant par le point p deux tangentes à la
conique ; la droite qui joint les deux points de contact est
la polaire.

Le premier de ces cinq modes de construction est le plus
général, en ce qu'il subsiste lors même que les points d'in¬
tersection des transversales et de la conique sont imagi¬
naires.

Pôle d'une droite.

100. Si de chaque point d'une droite L on mène deux
tangentes à une conique et la droite A conjuguée harmo¬
nique de L par rapport aux deux tangentes :

i° Toutes les droites A passent par un même point j
i° Les diagonales du quadrilatère formé parles quatre

tangentes issues de deux points de la droite L passent
par ce point;

3° Les cordes qui joignent, les points de contact des
tangentes issues de chaque point de la droite L passent
aussi par ce point;

4° Ce point est le pôle de la droite L.
Soit ABCD (fig- 5i) le quadrilatère formé par les tan-
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gentes à la conique menées par deux points E. F de la
droite L. Nous allons prouver que si par un troisième point
quelconque I de cette droite on mène la droite A conjuguée
harmonique de L par rapport aux deux tangentes (réelles
ou imaginaires) partant du point I, cette droite A. passera
par le point de rencontre G des deux diagonales du quadri¬
latère ABCD.

En effet, les deux tangentes menées par le point I, et les
deux droites menées de ce point aux deux sommets oppo¬
sés A, C du quadrilatère déterminent une involulion dans
laquelle la droite IE, ou L, éstun des rayons doubles-(27).
Celle droite et le second rayon double sont conjugués har¬
moniques par rapport aux deux IA, IC (G. A ,-244) 5 donc
ce second rayon double est la droite IG. Car dans le qua¬
drilatère ABCD, les deux sommets opposés A, C sont con¬
jugués harmoniques par rapport au point G et au point G'
où la diagonale AC rencontre la droite EF (G. A, 341).
Donc celte droite IG et la première IE sont conjuguées har¬
moniques^ par rapport aux deux tangentes à la conique. Ce
qui démontre la première partie du théorème. La seconde
partie se trouve établie en même temps, puisque le point,
par lequel passent toutes les droites A, est le point de ren¬
contre des diagonales du quadrilatère formé par les tan¬
gentes issues de deux points E, F pris arbitrairement sur
la droite L.

La troisième partie du théorème est évidemmentune con¬
séquence de la seconde; car si les deux points E, F sont in¬
finiment voisins, une des diagonales du quadrilatère devient
la corde de contact de ses deux côtés issus du point E. D'ail¬
leurs on a déjà vu que dans le quadrilatère circonscrit ABCD
les droites qui joignent les points de contact des côtés oppo¬
sés passent par le point de rencontre des deux diagonales
(73).

Il reste cà prouver que la droite L est la polaire du point
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G. Or cela résulte de ce que les tangentes à la courbe aux
extrémités des cordes menées par le point G se croisent en
E, F,.. . sur la droite.

Donc, etc.
Observation, — On voit aisément que quand la droite L

rencontre la conique en deux points, le pôle de la droite est
le point de concours des tangentes en ces points.

101. On peut déterminer le pôle d'une droite L de cinq
manières :

r° On mène par deux points de cette droite des tangentes
à la courbe et les deux droites conjuguées harmoniques de
L par rapport aux deux couples de tangentes, respective¬
ment: le point de rencontre de ces deux droites est le pôle
cherché ;

2° Le point de concours des deux diagonales du quadri¬
latère formé par les quatre tangentes est le pôle cherché ;

3° Le point de rencontre des deux cordes de contact des
deux couples de tangentes est aussi le pôle cherché;

4° On mène par un seul point de la droite L les deux
tangentes à la courbe, et la droite conjuguée harmonique de
L par rapport à ces deux tangentes : le point de rencontre
de cette droite et de la cordé de contact des deux tangentes
est le pôle cherché;

5° Enfin, on mène les tangentes à la courbe par les
points où la droite la coupe : le point de rencontre de ces
deux tangentes est le pôle.

Le premier de ces cinq modes de construction satisfait à
tous les cas; que les deux couples de tangentes menées à la
conique par deux points pris sur la droite donnée soient, ou
non, imaginaires.

6
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Propriété relative à un point et à sa polaire.

102. Les polaires des différents points d'une droite pas¬
sent toutes par le pôle de cette droite;

Et réciproquement : Quand des droites passent par un
même poin t, leurs pôles sont tous sur une droite qui est la
polaire de ce point.

Soit une droite L et p son pôle (fig. 5 a). Je dis d'abord que
la polaire d'un point ot. de la droite L passe par le point p.
Car la droite ap rencontre la conique en deux points a, a!
(réels ou imaginaires) ; et les deux points p et a sont con¬
jugués harmoniques par rapport à ces points «, a' (98, 3°).
Donc la polaire du point a passe par le point p. Donc, etc.

En second lieu, je dis que le pôle de toute droite px me¬
née par un point p se trouve sur la polaire de ce point.
Car soit,p ce pôle; la droite pp rencontre la conique en
deux points m, m', relativement auxquels les deux p, p sont
conjugués harmoniques ( 98,3° ). Donc le point p appartient
à la polaire du point p. Donc, etc.

§ IL—Points conjugués.
'103. Nous appellerons points conjugués par rapport à

une conique, deux points tels, que la polaire de l'un passe
par l'autre (*).

On peut encore dire que deux points conjugués par rap¬

port à une conique, sont deux points conjugués harmoni¬
ques par rapport aux deux points d'intersection (réels ou
imaginaires) de la conique et de la droite sur laquelle sont
pris les deux points conjugués (98, 3°).

(*) Cette dénomination de points conjugués se trouve dans l'excellent
Mémoire de M. O. Hesfce, De Curais et Saperjiciebus secundi ordinis (Voir
Journal de Mathématiques de Crelle, t. XX; année 18/jo). M. Ponoelet dit
points réciproques, dans le Traité des propriétés projectiles ; p. 198.
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Observation. — Quand la droite qui joint deux points

conjugués par rapport à une conique rencontre la courbe,
l'un de ces points est toujours situé intérieurement à la
courbe, et l'autre extérieurement.

104. Trois systèmes de deux points conjugués pris sur
une même droiteforment une involution.

Les deux points de chaque système sont conjugués har¬
moniques par rapport aux deux points de la conique (réels
ou imaginaires) situés sur la droite; donc les six points for¬
ment une involution dont ces deux points de la conique
sont les points doubles [G. S.r 205).

105. Il suit de là que plusieurs couples de points conju¬
gués, sur une même droite, forment deux divisions homo-
graphiques en involution [G. S., 236).

Conséquemment : Quatre points en ligne droite ont le
même rapport anharmonique que les quatre points de la
même droite qui leur sont conjugués respectivement.

Si la droite ne rencontre pas la conique, les points dou¬
bles de l'involution seront imaginaires, et alors il existera,
de part et d'autre de la droite, un point d'où Ton verra
chaque couple de points conjugués sous un angle droit
[G. S., 204).

106. Le théorème (104) donne lieu à une solution très-
simple du problème suivant, qui, par ses conséquences théo¬
riques, nous sera souvent utile :

Trouver les pomts d'intersection d'une conique et d'une
droite.

On prendra les polaires de deux points «, b de la droite :
elles rencontreront cette droite en deux points a!, b\
et on cherchera les points doubles de l'involution détermi¬
née par les deux couples de points conjugués a, a! et b, b'.
Ces points doubles seront les points de là conique. 6.
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Droites conjuguées.
107. Deux droites telles, que le pôle de l'une, par rap¬

port à une conique, se trouve sur l'autre, seront dites droites
conjuguées par rapport à la conique.

On peut encore dire que deux droites conjuguées par
rapporta une conique sont deux droites conjuguées harmo¬
niques par rapport aux deux tangentes à la conique (réelles
ou imaginaires) menées par le point de concours des deux
droites. Car si le pôle d'une droite L est situé sur une droite
L', celle-ci sera la conjuguée harmonique de L par rapport
aux deux tangentes à la conique menées par le point d'inter¬
section S des deux droites (100, i°).

Remarque. — Une des deux droites conjuguées L, V ren¬
contre toujours la courbe. Effectivement, si l'une, L', ne
la rencontre pas, son pôle est intérieur à la courbe, ctcon-
séquemment la droite L, qui passe par ce point, rencontre
nécessairement la courbe.

108. Trois systèmes de deux droites conjuguées me¬
nées par un même point, forment une iiwolution.

Les deux droites de chaque système sont conjuguées har¬
moniques par rapport aux deux tangentes à la conique me¬
nées par le point de concours des six droites (107) : elles
sont donc en involution. Les deux tangentes (réelles ou
imaginaires) sont les rayons doubles de l'involution.

109. Il suit de ha que plusieurs couples de droites con¬
juguées menées par un même point forment deuxfaisceaux
homogrnphiques en involution [G. S., 248).

Conséquent ment : Quatre droites menées par un même
point ont. leur rapport anharmonique égal à celui des
droites conjuguées passant par ce point.

110. O n sait (G. S.. 249) que dans deux faisceaux en
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iuvolution il existe toujours deux rayons conjugués rectan¬
gulaires. Donc :

Par un point pris dans le plan d'une conique passent
toujours deux droites conjuguées rectangulaires.

111. Le théorème (108) donne une solution du pro¬
blème suivant, qui, au point cle vue théorique, sera utile :

Mener les tangentes à une conique par un point donné.
On mènera par ce point deux droites quelconques A, B

et leurs conjuguées A', B'. Et l'on cherchera les rayons dou¬
bles de l'involution déterminée par les deux couples A, A'
et B, B'. Ces rayons doubles (réels ou imaginaires)' seront
les deux tangentes à la conique.

Systèmes de trois points conjugués et de trois droites conjuguées.

112. Quand deux points a, b (fig. 53) sont conjugués
par rapport à une conique, le pôle c de la droite ab forme
avec chacun d'eux un système de deux points conjugués.

Cela résulte de la définition des points conjugués (103) ,

puisque les deux points a, b sont situés sur la polaire du
point c.

On peut encore dire que : Les trois points a, b, c forment
un triangle dans lequel chaque côté a pour pôle le som¬
met opposé.

113. Il est clair que deux côtés quelconques du triangle
abc sont deux droites conjuguées ( 107). De sorte que deux
droites conjuguées et la polaire de leur point d'inter¬
section sont trois droites conjuguées deux à deux.

114. Quand trois points sont conjugués deux à deux,
'ily en a un nécessairement dans l'intérieur de la courbe
et les Jeux autres au dehors.

Car, en ne considérant que deux des trois points, il y en
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a toujours un des deux au dehors de la courbe (103, Obs.).
La polaire de ce point rencontre la courbe; par conséquent,
des deux autres points conjugués qui se trouvent sur cetle
droite, l'un est situé dans l'intérieur de la courbe. Donc, etc.

Par suite : Quand trois droites sont conjuguées deux
à deux, ily en a toujours deux qui rencontrent la courbe
et une qui ne la rencontre pas.

115. Si par deux points B, C [fig. 54) conjugués par
rapport à une conique, on mène deux droites qui se cou¬
pent en un poùit a de la courbe : la corde hc, que ces
droites interceptent dans la conique, passe par le pôle
A de la droite BC.

En effet, les droites B a, Ca rencontrent CA, CB, res¬
pectivement, en 6 et y. La droite CA étant la polaire du
point B, on a

— * — —-i 198 3°) *
B b ' êb~~ [ ' >'

On a aussi
7 a _ C ci
q c ' C c

Les deux systèmes de quatre points a, •€, b, B et a, C, c, y,
situés sur les deux droites «B, a C, ont donc le même rap¬

port anharmonique ; et comme le point «, intersection des
deux droites, est commun aux deux systèmes, il s'ensuit que
les trois droites bc, Cê et By passent par un même point
[G. S., 38) ; c'est-à-dire que la corde bc passe par le point
A. Ce qu'il fallait prouver.

116. Si par les points de rencontre b, c, [fig. 55)
d'une tangente à une conique et de deux droites conju¬
guées AB, AC, on mène deux autres tangentes : le point
de concours a de celles-ci sera sur la polaire du point A.

En effet,le point B étant le pôle de la droite AC, les deux
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tangentes c«, cb sont conjuguées harmoniques par rapport
aux deux droites c A, cB (100). Ce qu'on exprime en écri¬
vant

(cB, c A, ca, cb) ~— 1.

Pareillement

(ÔB, b C, ba, bc) — — 1.

Ainsi les deux faisceaux de quatre droites ont le même
rapport anharmonique. Mais ils ont un rayon commun bc ;
donc les points d'intersection des trois autres rayons du
premier par les rayons homologues du second sont en ligne
droite [G. S., 43). C'est-à-dire que le point a est situé
sur la droite BC. Ce qu'il fallait prouver.

§ III. — Propriété des polaires de quatre points situés
en ligne droite.

117. Lorsque quatre points sont en ligne droite, leurs
polaires forment un faisceau de quatre droites dont le
rapport anharmonique est égal à celui des quatre points.

En effet, soient a, b, c, cl, les quatre points situés en ligne
droite; les polaires respectives passent par le pôle de cette
droite (102), et la rencontrent en quatre points ab', c',
df qui sont les conjugués des quatre a, b, c, d, (103). Le
rapport anharmonique des quatre premiers points est donc
égal à celui des quatre derniers (105). Mais celui-ci est égal
à celui des quatre polaires, puisque ces droites passent par
un même point. Donc, etc.

Ce théorème sera d'une bien grande utilité.

§ IV. — Quadrilatère inscrit à une conique.
118. Dans un quadrilatère inscrit à une conique, le

point de rencontre des deux diagonales est le pôle de
la droite qui joint les points de concours des côtés opposés.
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Car pour déterminer la polaire du point G (Jîg■ 56'),

intersection des deux diagonales du quadrilatère ABCD, il
faut mener par ce point deux transversales telles que AC et
BD, etc. (98).

On peut dire aussi que : Le point de concours de deux
côtés opposés est le pôle de la droite qui joint le point de
concours des deux autres côtés, au point de rencontre des
deux diagonales.

Car il est évident, d'après la même construction, que la
droite FG est la polaire du point E.

119. Il résulte de là que : Les points de concours des
cotés opposés et le point de rencontre des deux diagonales
de tout quadrilatère inscrit forment un système de trois
points conjugués (112).

120. Dans un quadiilatère inscrit à une conique, les
points de concours des tangentes menées par les sommets
opposés sont sur la droite qui joint les points de concours
des côtés opposés, et ils divisent cette droite harmonique-
ment.

En effet, soit ABCD (fig. 57) le quadrilatère. Les points
de concours t, t! des tangentes aux sommets opposés sont, de
même que les points de concours E, F des côtés opposés,
sur la polaire du point d'intersection G des deux diago¬
nales (98).

Les deux points 1, t' divisent harmoniquement le seg¬
ment EF. Car le point de concours p des tangentes en A et
en D est sur la droite FG, parce que cette droite est la po¬
laire du point E (118). 11 en est de même du point de concours
<7 des tangentes en B et en C. Dès lors la diagonale pq du
quadrilatère prqs formé par les quatre tangentes passe par
le point F ; et pareillement l'autre diagonale passe par le
point E. Mais ces deux diagonales divisent harmonique-
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ment la droite qui joint les points de concours /, t! du qua¬
drilatère (G. S., 341). Donc, etc.

121. Il résulte de la démonstration précédente qu'on peut
donner au théorème cet énoncé plus complet :

Quand un quadrilatère inscrit à une conique a pour
sommets consécutifs les points de contact consécutifs d'un
quadrilatère circonscrit :

i° Les diagonales des deux quadrilatères passent par
un même point et forment un faisceau harmonique ;

20 Les points de concours des côtés opposés des deux
quadrilatères sont en ligne droite et en rapport harmo¬
nique;

3° Les diagonales du quadrilatère circonscrit passent
par les points de concours des côtés opposés du quadrila¬
tère inscrit.

122. Quand un quadrilatère est inscrit à une conique,
si d'un point de la droite qui joint les points de concours
des côtés opposés on mène deux tangentes à la courbe et
deux couples de droites aux sommets opposés du qua¬
drilatère : ces six droites sont en inyolutioni

Soit ABCD (fig. 58) le quadrilatère ; E, F les points de
concours des côtés opposés; G le point de rencontre des
deux diagonales. Les tangentes menées par un point I de la
droite EFsont conjuguéesharmoniques par rapport auxdeux
droites IE, IG, parce que celles-ci sont conjuguées par rap¬
port à la conique (119). Mais les deux droites IA, IC, ainsi
que les deux IB, ID sont conjuguées harmoniques par rap¬
port aux deux mêmes IF, IG, parce que ces deux-ci divi¬
sent harmoniquement les diagonales AC, BD (G. S., 341).
Donc les trois couples de droites menées par le point I sont
en involulion. Ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire. — Quand un quadrilatère est inscrit à une
conique, si d'un point de la droite qui joint les points de
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concours des côtés opposés, on mène deux tangentes à la
courbe, ces droites seront tangentes à une conique ins¬
crite clans le quadrilatère.

Cette proposition est une conséquence évidente du théo¬
rème actuel en vertu du théorème (27).

Quadrilatère circonscrit.
123. Quand un quadrilatère est circonscrit à une coni¬

que, la droite qui joint les points de concours des côtés
opposés est la polaire du point de rencontre cles deux
diagonales.

Cela résulte de la seconde partie du théorème (100).
Pareillement : Une diagonale BD [fig- 5g) est la polaire

du point de rencontre de Vautre diagonale AC et. de la.
droite EF qui joint les points de concours des côtés oppo¬
sés.

Car on peut considérer les deux droites AC, EF comme
les diagonales du quadrilatère AFCE, dont les points de
concours des côtés opposés sont B et D : et, d'après l'énoncé
précédent, la droite BD est la polaire du point'H.

124. Il suit de là que : Les deux diagonales et la droite
qui joint les points de concours des côtés opposés forment
un triajigle GHK dans lequel chaque sommet a pour po¬
laire le côté opposé-} et, par conséquent, ces trois droites
sont conjuguées deux à deux (113).

125. Ainsi les points K, H [fig. 5g) sont les pôles des
deux diagonales AC, BD. Les points F, E sont aussi les
pôles des deux cordes de contact ac, db. Ces droites passent
par le même point que les deux diagonales (73). Le rap¬
port anharmonique des quatre droites est donc égal à celui
des quatre points K, II, F, E (117). Or celui-ci est égal à
— i, parce que les deux diagonales d'un quadrilatère divi-
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sent harmoniquement la droite qui joint les points de con¬
cours des côtés opposés.Le rapport anharmonique des quatre
droites AC, BD, ac, bd est donc aussi égal à — 1. C'est-à-
dire, que ac, bd sont conjuguées harmoniques par rapport
à AC, BD. Donc :

Quand un quadrilatère est circonscrit à une conique,
les droites qui joignent les points de contact des côtés
opposés passent par le point de rencontre des deux dia¬
gonales et sont conjuguées harmoniques par rapport à ces
deux droites.

126. Quand un quadrilatère est circonscrit à une co¬
nique, une transversale menée par le point d'intersec¬
tion des deux diagonales rencontre les côtés opposés et
la courbe en trois couples de points en involution.

Soient ABCD (Jig. 60) le quadrilatère; G le point d'in¬
tersection des deux diagonales; a, c ; b, d et e, f les trois
couples de points que l'on considère sur la transversale; et
G' le point où cette droite rencontre EF qui joint les points
de concours des côtés opposés. Les deux points G, G' divi¬
sent harmoniquemeut le segment ef, parce que la droite
EF est la polaire du point G (124 et 98, 3°). Ils divisent
aussi harmoniquemeut chacun des deux segments ac, bd,
parce que les deux droites FG, FG' sont conjuguées har¬
moniques par rapport aux deux côtés AB, CD qui concou¬
rent en F (G. S., 346). Donc les trois couples de points
e, f\ a, c; b, d sont en involution. c. q. f. n.

Corollaire. — On conclut de là, en vertu du théorème
de Desargues (20), que :

Quand un quadrilatère est circonscrit à une conique,
par deux points de cette courbe en ligne droite avec le
point d 'intersection des deux diagonales, on peut mener
une conique circonscrite au quadrilatère.
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Quadrilatère inscrit ou circonscrit imaginaire.

127. Il est essentiel de bien saisir ce qu'on doit enten¬
dre par un quadrilatère imaginaire, inscrit ou circonscrit
à une conique. Voici deux questions qui conduisent natu¬
rellement aux idées qu'on doit s'en faire, lorsque les qua¬
drilatères qu'elles exigent, viennent à disparaître.

L'idée du quadrilatère inscrit imaginaire s'introduit
dans la solution de la question suivante :

On donné deux droites que Von considère comme les
diagonales d'un quadrilatère inscrit dans une conique, et
l'on demande de trouver les points de concours des côtés
opposés du quadrilatère, et de mener ces côtés, sans se

servir des points de rencontre de la conique par les deux
diagonales.

Les points cherchés sont sur la polaire du point de ren¬
contre des deux diagonales (118), et divisent harmonique-
ment deux segments faits sur cette droite : le premier
par les deux diagonales (G. S., 341); le second par la
conique, puisque les deux points sont conjugués par rap¬
port à cette courbe (119). On saura donc construire les deux
points cherchés (G. S., 272).

Ensuite on construira les deux côtés du quadrilatère qui
se croisent en un de ces poiuts S, par cette considération,
qu'une transversale quelconque rencontre la. courbe, les
deux diagonales, et les deux côtés en trois couples de points
a, b, b' et c, d en involution (-0). De sorte que les
deux droites cherchées Se, Se'sont en involution avec les
deux couples de droites Su, S a' et S b, S b'. Menant une

autre transversale, on aura deux autres couples de droites
avec lesquelles Se, Se' seront de même en involution. Dès
lors ces deux droites sont déterminées (G. <S\, 271).

128. Quand les deux droites données rencontrent la
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conique en quatre points réels, il existe un quadrilatère
inscrit dont ces droites sont les diagonales; et les deux
points de concours des côtés opposés sont réels.

Quand une seule des deux droites rencontre la courbe,
les deux points cherchés sont imaginaires. Effectivement
les deux segments qu'ils doivent diviser harmoniquement,
empiètent l'un.sur l'autre. Pour s'en convaincre, il suffit
d'observer que le point de rencontre des deux droites don¬
nées est dans ce cas au dehors de la courbe. La polaire de
ce point, sur laquelle sont les deux segments, coupe la
courbe en deux points réels a, aet les deux droites don¬
nées en deux points b, hdont un est dans l'intérieur de la
courbe, et conséquemment situé entre les deux points
rt, et l'autre au dehors de la courbe, sur le prolonge¬
ment du segment aa'.

Alors il n'existe pas de quadrilatère inscrit; et l'on dit
que le quadrilatère est imaginaire.

Quand aucune des deux droites ne rencontre la conique,
le quadrilatère est encore imaginaire. Mais les deux points
cherchés, qui, dans le cas du quadrilatère réel, sont les
points de concours de ses côtés opposés, restent encore
réels : parce que les deux segments qu'ils doivent diviser
harmoniquement sont complètement séparés, ou bien l'un
est entièrement compris sur l'autre. Ce dont on se rend
compte sans difficulté.

129. Les deux droites que l'on regarde comme les diago¬
nales d'un quadrilatère inscrit à une conique peuvent être
imaginaires. La droite sur laquelle se trouvent les deux
points de concours des côtés opposés est toujours réelle,
puisque c'est la polaire du point d'intersection des deux
droites imaginaires, lequel est réel. Les deux points de
concours sont aussi toujours réels, parce qu'ils divisent
harmoniquement deux segments dont un est imaginaire,
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celui qui est formé par les deux diagonales. Le quadrilatère
est imaginaire; mais nous verrons plus tard (ehap. XIII)
qu'il a toujours deux côtés opposés de directions réelles.

130. L'idée d'un quadrilatère imaginaire circonscrit se
présente dans la solution de ce problème.

Étant donnés deux points pris pour points de concours
des côtés opposés d'un quadrilatère circonscrit à une co¬
nique, on demande de construire les diagonales et les
sommets du quadrilatère, sans mener les tangentes à la
conique par les deux points donnés.

Appelons E, F les deux points de concours donnés;
G le pôle de la droite EF : les deux diagonales cherchées
passent par ce point (121). Déplus elles sont conjuguées
harmoniques par rapport aux deux droites GE, GF(G. S.,
346) ; et elles sont conjuguées par rapport à la conique
(122), et dès lors conjuguées harmoniques par rapport aux
deux tangentes menées par le point G. D'après cela les
deux diagonales sont déterminées.

On construira les deux sommets du quadrilatère situés
sur une diagonale L, en considérant que si d'un point P
pris arbitrairement on mène des tangentes à la conique et
des droites aux deux points E, F et aux deux sommets cher¬
chés, ces six droites seront en involution (27), et par con¬
séquent rencontreront la diagonale L en six points en invo¬
lution. Les deux derniers de ces points sont les deux
sommets cherchés. Ces deux points font donc partie d'une
involution dont on connaît deux couples de points conju¬
gués. Pour un autre point P' on aura deux autres couples
de points déterminant une seconde involution dont les deux
points cherchés feront encore partie. Ces deux points sont
donc déterminés (G. S., 271).

Ainsi le problème est résolu.
131. Quand les deux points donnés E, F sont au dehors
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de la conique, les deux diagonales construites sont réelles,
et il existe un quadrilatère circonscrit pour lequel ces
points sont les points de concours des côtés opposés.

Quand un seul des deux points est au dehors de la courbe,
et l'autre dans son intérieur, les deux diagonales cherchées
sont imaginaires, parce que les deux angles qu'elles doivent
diviser harmoniquement empiètent l'un sur l'autre. Par
conséquent, il n'y 'a pas de quadrilatère circonscrit à la
conique. On dit alors que le quadrilatère circonscrit de¬
mandé est imaginaire.

Quand les deux points donnés sont intérieurs à la coni¬
que, le quadrilatère circonscrit est encore imaginaite : mais
ses deux diagonales sont réelles; parce que les deux sys¬
tèmes de droites par rapport auxquelles elles doivent être
conjuguées harmoniques forment deux angles réels dont
l'un EOF est entièrement compris sur l'autre.

Ainsi un quadrilatère circonscrit aune conique peut être
imaginaire, et avoir néanmoins certaines parties réelles;
savoir, les deux diagonales et les points de concours des
côtés opposés.

Au lieu de regarder les deux points donnés comme les
points de concours des côtés opposés du quadrilatère de¬
mandé, on peut les considérer comme deux sommets oppo¬
sés sur une diagonale connue. Alors la construction reste
la même : on détermine la seconde diagonale et la droite
qui joint les points de concours des côtés opposés; puis,
sur ces deux droites, les deux autres sommets du quadrila¬
tère et les deux points de concours des côtés opposés.

132. Enfin, les deux points donnés peuvent êire imagi¬
naires ; le point de concours des deux diagonales est toujours
réel, puisque c'est le pôle de la droite sur laquelle sont les
deux points imaginaires. Les deux diagonales sont elles-
mêmes toujours réelles, parce qu'elles divisent harmoni-
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quement le segment imaginaire formé par les deux points
donnés (*). Nous verrons plus tard (eliap. XIV) que dans ce
cas deux sommets opposés du quadrilatère sont toujours
réels, et les deux autres évidemment imaginaires.

§ V.— Quadrilatère, et Triangle, dans le plan d'une
conique.

133. Si, sur les deux diagonales et la droite qui joint
les points de concours des côtés opposés d'un quadrilatère,
on prend trois couples de points qui divisent harmonique-
ment les trois droites, ces six points seront sur une conique.

En effet, soit ABCD (fig. 61) le quadrilatère; E, F les
points de concours des côtés opposés; et m,m'-, n, n-, p, p
les trois couples de points qui divisent harmoniquement la
droite EF et les deux diagonales BD, AC. Soient de plus
G, H, I les points d'intersection des trois droites. Les deux
points m, m'divisent liarmoniquement le segment EF ; ainsi
que les deux points H, I. Par conséquent, les deux seg-
mets mm', III déterminent une involution dont les deux
points doubles sont E et F. On a donc

Hm.Hm' HE
Im . I/«'

On a de même sur les deux diagonales
Gn. Gnf GD Ip Ip' IC
H n. H«' ~~ 6 Gp. Gp'

Et multipliant membre à membre
H m. H m' Gn.Gn' Ip.lp' __ hF Gd' Îc'
lm.lm' Gn.Hn' Gp.Gp' Jj^2

(-*) Deux points conjugués harmoniques par rapport à deux points ima¬
ginaires sont toujours réels (G. S., 77).
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Le second membre est égal à l'unité, parce que les trois

points E, D, C sont en ligne droite. Donc le premier mem¬
bre est aussi égal à l'unité. Donc les six points m, m', n, n!,
p, //sont sur une conique (23). Ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire. — Il suit de ce théorème que, si une conique
divise harmonie/uement les deux diagonales d'un quadri¬
latère, elle divise aussi harmoniquemenl la droite quijoint
les points de concours des côtés opposés.

En d'autres termes :

Si les deux couples de sommets opposés d'un quadrila¬
tère sont conjugués par rappoit à une conique, les deux
points de concours des côtés opposés sont aussi deux points
conjugués (*).

134. Si par chaque point de concours, soit de deux
côtés opposés d'un quadrilatère, soit des deux diagonales,
on mène deux droites conjuguées harmoniques par rap¬
port aux deux côtés, ou aux deux diagonales, les trois
couples de droites ainsi déterminées sont tangentes à une

conique.
'

Soit ahed. [fig. 62) le quadrilatère; E, F, G les points
de concours des côtés opposés et des diagonales; Ee, Ee';
Ff, Ffj et G g, G g' les couples de droites menées par ces
trois points, comme il est prescrit par l'énoncé du théorème.

Les deux droites EG, EF sont conjuguées harmoniques
par rapport aux deux côtés Ea, Ee [G. S., 346), ainsi
que les deux droites Ee, Ee'. Conséquemment E a, Ec sont
les rayons doubles de l'involution déterminée par les
deux couples de droites ÉF, EG, et Ee, Ee' (G. 6., 244).

(*) Ce théorème et le suivant sont dus à M. 0. Hesse, qui les a démon¬
trés, différemment, dans son Mémoire intitulé : De Curvis ei Superjiciebus
secundi ordinis. ( Voir le Journal de Mathématiques de Crelle, t. XX, p. 3oi,
année 1840.)

7
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On a donc l'équation

sin GEe. sin GEe' sin'GEa
sin FEc.sin FEe' siri'FEa

El pareillement
sin EF/'.sin EF/1' sin2EF«
sin GF/.sin GF/' = sin'GFa'
sin FGg.sin FGg' sin'FGa
sinEGg'.sinEGg'' sin2 EG «

Mullipliant membre à membre, onobtientunë équationdont
le second membre est égal à l'unité, parce que les trois droites
E«, Fa, Ga qui partent des trois sommets du triangle EFG
passent par un même point a (G. S., 357) -, et l'équation ré¬
sultante exprime que les trois couples de droites Ee, Ee';
FJ\ FJ'' et Gg, G gj qui partent des trois sommets du
triangle EFG, sont tangentes à une conique (29).

Ainsi le théorème estdémontré.
Corollaire. —Il résulte de là que si les deux couples de

côtés opposés d'un quadrilatère sont conjugués par rap¬
port.: à une conique, les deux diagonales sont aussi conju¬
guées par rapport à la conique.

135. Un triangle étant tracé dans le plan d'une coni¬
que, les droites qui joignent les sommets aux pôles des
côtés opposés passent par un même point;

Et les côtés du triangle rencontrent les polaires des
sommets opposés en trois points situés en ligne droite.

Soit ABC (fig. 63) le triangle, et a, b, c les pôles des
côtés B.C, CA, AB. Soient a, 6, y les points dans lesquels
ces côtés rencontrent respectivement les côtés bc, ca, ab du
triangle abc.

Prouvons d'abord que ces trois points sont en ligne
droite : et pour cela considérons le quadrilatère abc/.S. Le
point de concours des deux côtés opposés aë, ba est le
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point c; appelons y' celui des deux autres côtés ab, a§. I!
faut montrer que ce point y' n'est autre que y. Or la polaire
du sommet «, qui est la droite BC, passe par le sommet a;

par conséquent a et a. sont deux points conjugués par rap ¬

port à la conique ; et de même les deux autres sommets b
et S. Donc les deux points de concours des côtés opposés, c
et y', sont aussi deux points conjugués (133, Coroll.), Donc
le point y' estsitué sur la droite AB, polaire du point c. Donc
y'n'est autre que y. Ce qu'il fallait démontrer.

Prouvons maintenant que les trois droites A«, Bô, Ce,
concourent en un même point. Soit o le point de concours
des deux premières Aa, Bé. Considérons le quadrilatère
ACBo. Le côté BC a son pôle a sur le côté opposé A o ; con-

séquemment les deux côtés sont conjugués par rapport à la
conique (107) ; et de même les deux autres côtés AC et oB.
Il s'ensuit que les deux diagonales AB et Co sont aussi con¬
juguées (134, Coroll,). Conséquemment la seconde Co passe
parle pôle c de la première. Ainsi le sommet c est sur la
droite Co; c'est-à-dire que la droite Ce passe par le point de
concours des deux droites Aa, B b. Ce qu'il fallait prou-

yer.

§ VI.—Propriétés relatives aux cordes d'une conique,
qui passent par un même point.

136. Notions préliminaires. — Si quatre couples de points
en ligne droite sont en involution, les conjugués harmoniques
d'un point de la droite, pris à volonté, relatifs aux quatre couples
de points, ont toujours le même rapport anharmonique, quel que
soit ce point.

En effet, soient m, m' deux points conjugués de l'involution à
laquelle appartiennent les quatre couples donnés, et P un point
arbitraire. L'involution s'exprime par l'équation

Pra.Pm'+ )i-(Pffl -+- Vm') v = o,
7

<3 CD-4
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ou, en appelant y le milieu du segment mm',
P/H.Pm'+ 2. . Py-|-v = o (G. A., 241);

À et v étant deux constantes.

Soit p le conjugué harmonique de P par rapport aux deux
points m, m'; on a

Pm.Pm'= P/^.Pp (G. S., 70).

L'équation précédente devient donc

P/>. P p. + 2l.Pft+»=rO.

Celle-ci exprime que les points p et y relatifs à chaque segment
mm' de l'involution forment deux divisions homographiques
(G. S., 151). Quatre points p ont donc le même rapport anhar-
monique que les quatre points p.. Mais ces quatre points y sont
les milieux des quatre segments que l'on considère : ils sont donc
indépendants du point P, ainsi que leur rapport anharmonique.
Le théorème est donc démontré.

137. Quand les côtés de quatre angles, de même sommet, sont
en im'oliition, les polaires d'un point relatives aux quatre angles
ont un rapport anharmonique constant, quel que soit ce point.

Nous appelons polaire d'un point relative à un angle la droite
conjuguée harmonique de celle qui joint le point au sommet de
de l'angle, par rapport aux deux côtés de l'angle. C'est effective¬
ment la polaire de ce point, en regardant ces deux côtés comme
une section conique (31).

D'après cela, la proposition résulte de la précédente; car une
transversale menée par le poin t donné P coupera les cô tés des angles
en quatre couples de points en involution, et les polaires du point P
en quatre points qui seront les conjugués harmoniques de P rela¬
tivement aux quatre couples de points. Mais ces quatre points sur
les polaires ont un rapport anharmonique constant, quel que soit
le point P de la transversale : donc le rapport anharmonique des
quatre polaires, égal à celui des points, est aussi constant. Ce
qu'il fallait prouver.
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138. Nous appellerons rapport, anharmonique de quatre seg¬
ments en involulion le rapport anliarmonique de quatre points
conjugués harmoniques d'un point fixe relativement aux deux
extrémités de chacun des quatre segments.

Pareillement, lorsque les côtés de quatre angles, de même
sommet, sont en involution, nous appellerons rapport anhar-
monique des quatre angles, ou des quatre couples de droites qui
forment leurs côtés, le rapport anharmonique des polaires d'un
point fixe relatives aux côtés des quatre angles respective¬
ment.

Quand des segments en involution correspondent à des points
situés en ligne droite, de manière que le rapport anharmonique
de quatre segments soit égal à celui des quatre points correspon¬
dants, nous dirons que les segments et les points se correspon¬
dent anharmoniquement.

De même, quand des angles en involution correspondent à des
droites partant toutes d'un point unique, de manière que le rap¬
port anharmonique de quatre angles soit égal à celui des quatre
droites correspondantes, nous dirons que les angles et les droites
se correspondent anharmoniquement; ou bien encore que les cou¬

ples de droites qui forment les côtés des angles correspondent
anharmoniquement aux droites simples.

Ces notions vont recevoir une application immédiate et seront
souvent utiles dans la suite.

139. Quand plusieurs cordes d'une conique passent
par un même point, les couples de droites menées d'un
point de la courbe aux extrémités de chaque corde, sont
en involution et correspondent anharmoniquement aux
cordes.

Soient aa!, bb', ce',. . . (fig. 64), les cordes qui passent
par un même point p, et m un point quelconque de la
courbe ; il faut prouver d'abord que trois couples de droites
ma, ma'] mb, mb'] me, me' sont en involution.

Menons la droite pm qui rencontre la conique en un se¬
cond point m'. Les droites ma, mb, me, ma' rencontrent
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respectivement les droites /n'a', m'b', m'cm'a en quatre
points situés sur la polaire du point p (98, i°). Donc

m [a, b, c, a') = m' [a', b', c', a 1.
Mais

m' (rt', b', c', a) = m («', b', c', a) (4).
Donc

m [a, b, c, a') = m («', b', c', a) :

ce qui établit que les trois couples de droites ma, ma' -,
mb, mV5 me, me sont en involution (G. S., 243).

Il reste à prouver que le rapport anharmonique des
quatre angles ama', bmb',. . . est égal à celui des quatre
droites aa', bb',... qu'ils sous-tendent. Le rapport anhar¬
monique des angles est celui des polaires d'un point quel¬
conque, par exemple du point p, relatives aux angles (138).
Ces polaires sont les droites ma, m6,. . . qui passent par les
points a, ë,. . . conjugués harmoniques du point p relative¬
ment aux couples de points a, ab, b' ; Ces polaires
ont leur rapport anharmonique égal à celui des points
ci, 6,. . ., lequel est égal à celui des cordes aa!, bb',. . . .
Donc, les couples de droites ma, ma'-, mb, mb'-,. . . corres¬
pondent anliarmoniquement aux cordes paa!, pbb',. . . .

Ainsi le théorème est démontré.

Réciproquement : Quand des angles qui ont leur som¬
met commun en un point d'une conique sont en involu¬
tion, les cordes qu'ils interceptent dans la courbe pas¬
sent, par un même point.

Cela résulte sans difficulté dé la proposition directe.
Corollaike. — Les droites menées du point m aux

points de contaet des tangentes qui passent par le point p,
sont les rayons doubles del'involution formée par les couples
de droites ma, ma'-, m'b, mb'-, . ... Il résulte de là cet
énoncé :

Lorsqu'un angle est circonscrit à une conique, si par
son sommet on mène une transversale qui coupe la courbe
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en deux points, les droites menées d'un point quelconque
de In courbe à ces points sont conjuguées harmoniques
par rapport aux droites menées du même point aux
points de contact des deux côtés de l'angle.

140. Exemples. — I. Si autour d'un point d'une co¬

nique, comme sommet, on fait tourner un angle droit,
la corde que ses côtés interceptent dans la courbe passe
toujours par un même point.

En effet,les deux côtés del'angle décrivent deux faisceaux
en involution (G. S., 246).

II. Si par un point d'une conique on mène deux
droites quelconques également inclinées sur un axefixe,
la corde comprise dans la conique entre ces deux droites
passe par un point fixe.

Car les deux droites sont conjuguées harmoniques pat-

rapport à la droite fixe et à une perpendiculaire à cette
droite. Donc elles décrivent deux faisceaux en involution

(G. S., 247). Donc, etc.

144. Si dans le théorème (139) on suppose que la troi¬
sième corde ce' s'approche infiniment près du point m, et
passe, à la limite, par ce point, la droite me' deviendra mp,
et me deviendra la tangente à la conique au point m ; il en
résulte ce théorème :

Si par un point d'une conique on mène des droites aux
extrémités de deux cordes de la courbe, une droite au

point de rencontre de ces deux cordes, et la tangente à la
courbe : ces six droites seront en involution.

Eu d'autres termes :

Quand un quadrilatère est inscrit dans une conique,
si par un point de la. courbe on mène deux couples de
droites à ses sommets opposés, la tangente en ce point
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et la droite qui aboutit au point de rencontre des deux
diagonales : ces six droites seront en involution.

142. De là résulte une solution de ce problème :
Étant donnés cinq points d'une conique, mener la tan¬

gente en l'un de ces points.
Solution assez remarquable, en ce qu'elle subsiste dans

le cas où les quatre points de la conique, autres que celui
auquel on veut mener la tangente, sont imaginaires.

143. Quand des cordes d'une conique passent par un
point p, les couples de droites menées cl'un point quel¬
conque I pris sur la polaire du point p, aux extrémités
de ces cordes, sont en involution.

Les droites menées du point I aux extrémités de chaque
corde sont conjuguées harmoniques par rapport à deux
droites fixes, savoir la polaire du point p et la droite Ip.
Donc, etc,

144. Si autour d'un point p on fait tourner une trans¬
versale qui rencontre une conique en deux points, la
somme algébrique des distances de ces points à une droite
fixe M, divisées respectivement, par les distances des mêmes
points à la polaire du pointfixe, est une quantité con¬
stante.

En effet, soit m (fig- 65) le point où la transversale
paa' rencontre la droite M, et p' celui où elle rencontre la
polaire du point p ; on a

2.mp ma ma' „—r1 = - h — (G. S., 63 .
p p p a p a

Les trois segments mp, ma, ma' sont proportionnels aux
distances pQ, aq, a' q' des points p, a, a' à la droite M.
Semblablement., les segments p'p, p'a, p1 a' sont propor¬
tionnels aux dislances p P, ap, a' p' des mêmes points p-,
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a, a' à la polaire du point p, sur laquelle est le point p'.
L'équation ci-dessus donne donc celle-ci :

ciq a'a' pQ-i -t- -pL = 2 • S— = const.,
ap a p p P

ce qui démontre le théorème.
Corollaire. — Si la droite fixe est à l'infini, les per¬

pendiculaires aq, a' q', pQ deviennent infinies et dispa-
i i,, i cia ci' q'

laissent de 1 équation, parce que les rapports —, —-

sont égaux à l'unité; et il reste

i i
= const.

ap a p

C'est-à-dire que : La somme des valeurs inverses des
distances des deux points a, a' à la polaire du point p est
constante.

Il s'agit de la somme algébrique, de même que dans
l'énoncé du théorème; les distances des points «, a' à la
polaire du point p ayant le même signe quand les perpen¬
diculaires qui les mesurent ont la même direction, et des
signes différents dans le cas contraire.

§ VII. — Propriétés relatives ci des angles circonscrits à
une conique, dont les sommets sont en ligne droite.

145. Quand des angles circonscrits à une conique ont
leurs sommets en ligne droite, les segments qu'ils inter¬
ceptent sur une tangente quelconque à la courbe sont en
involution et correspondent anharmoniquement aux som¬
mets des angles.

En effet, soient A, B,.. . ( fig. 66) les sommets des angles
situés sur une droite L ; aabb',... les segments inter¬
ceptés par ces angles sur une tangente M. Que par le point
d'intersection de cette tangente et de la droite L on mène
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1111e seconde tangente M' qui rencontre les côtés des angles
en des couples de points a, a'; 6,6'; ....

Les deux angles A et (M, M') étant circonscrits à la
conique, les diagonales aa.', a. a' du quadrilatère formé
par leurs côtés passent par le pôle de la droite L (100, 2°).
Il en est de même des droites bë', ëb' et des droites c y', yc'.
Puisque ces droites passent par un même point, il s'ensuit
que

(a, b, c, a') — (a!, S',"-/, a).
Mais

(a', S', 7', «.)=(«', b',c', a) (5).
Donc

(<7, b, c, a') = («', b', c', a).

Donc les trois segments aa', bb', cô' sont en involution
[G. S., 182).

Il reste à prouver que le rapport anharmonique de quatre
segments aa', bb',. ... est égal à celui des quatre points
A, B,.... Or le rapport anharmonique des quatre segments
est celui des quatre points conjugués harmoniques d'un
même point de la tangente M relatifs à ces segments (138).
Prenons le point P, intersection de M et de la droite L; les
conjugués harmoniques sont sur les polaires de ce point re¬
latives aux quatre angles; et ces polaires passant par un
même point (pôle de la droite L relatif à la conique), leur
rapport anharmonique est égal à celui des sommets A,
B,. . . des angles.

Le théorème est donc démontré.

Réciproquement : Quand des angles circonscrits à une
conique interceptent sur une tangente à la. courbe des
segments en involution, ces angles ont leurs sommets
en ligne droite.

Cela résulte immédiatement du théorème.
Corollaire. — Si la droite L rencontre la conique en
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deux points, les tangentes en ces points marqueront sur la
tangente M les points doubles de l'involution. Il s'ensuit
que :

Quand un angle est circonscrit à une conique, ses cotés
et les deux tangentes menées par un point de la corde
de contact rencontrent une autre tangente quelconque
en deux couples de points qui sont en rapport harmo¬
nique.

146. Supposons que, dans le théorème (145), un des
angles circonscrits ait son sommet infiniment voisin du
point P où la droite L rencontre la tangente M. Un des
côtés de cet angle est la tangente infiniment peu diffé¬
rente de M, et rencontre cette droite en un point infini¬
ment voisin de son point de contact avec la conique. A la
limite, où le sommet de l'angle est en P, le point de ren¬
contre coïncide avec le point de contact.

De là résulte ce théorème :

Quand deux angles sont circonscrits à une conique,
les segments qu'ils interceptent sur une tangente à la
courbe, et le segment compris sur cette tangente entre son

point de contact et la droite qui joint les sommets des
deux angles, sont en involution.

En d'autres termes : Quand un quadrilatère est circon¬
scrit à une conique, si l'on mène une tangente à la courbe,
les points où elle rencontre les deux couples de côtés
opposés du quadrilatère, son point de contact et le point
où elle rencontre la droite qui joint les points de concours
des côtés opposés du quadrilatère, sont six points en invo¬
lution .

On déduira de là une construction de ce problème :
Une conique doit être tangente à cinq droites données :

trouver le point de contact d'une de ces droites.
La construction qui résulte du théorème subsistera quand
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i o8 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES.
les quatre droites, autres que celle dont on demande le .point
de contact, seront imaginaires.

147. Qucmd des angles circonscrits à une parabole ont
leurs sommets sur une même droite, leurs côtés sont pa¬
rallèles à des couples de droites en involution.

C'est-à-dire que si l'on mène par un même point des
couples de droites parallèles'aux côtés de ces angles, ces
droites seront en involution. Cela résulte du théorème (145)
dans lequel on prend pour la tangente M la tangente située
à l'infini.

148. Quand des angles circonscrits à une conique ont
leurs sommets sur une même droite L, leurs côtés rencon¬
trent une transversale quelconque menée par le pôle de
cette droite, en des couples de points qui sont en involu¬
tion.

Car les deux côtés d'un angle circonscrit à la conique
sont conjugués harmoniques par rapport à la droite L et à
la droite qui joint le sommet de l'angle au pôle de cette
droite (107). Par conséquent, les deux côtés de l'angle ren¬
contrent la transversale en deux points qui sont conjugués
harmoniques par rapport au pôle de la droite L et au

point où la transversale rencontre cette droite. Donc, etc.

149. Si de chaque point d'une droite on mène deux
tangentes à une conique, la somme des distances de ces

tangentes à un point fixe, divisées respectivement par les
distances des mêmes tangentes au pôle de la droite, est
constante.

En effet, soit p (fig. 67) le pôle de la droite donnée L,
et O le point fixe. La droite pO rencontre la droite L en
un point p' et les deux tangentes menées par un point S
de cette droite, en deux points a, a'. Ces quatre points p,
p', «, a' sont conjugués harmoniques, parce que la droite L
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CHAP. V. — THÉORIE DES POLES ET POLAIRES. 109
est la conjuguée harmonique de la droite p S relativement
aux deux tangentes Sa, Sa'. On a donc la relation

0_« + 0^==2_0£ = const. 63);pu pa p p

Or le rapport — est égal au rapport des distances de la

tangente Sa aux deux points O et p; et de même, est

égal au rapport des distances de la tangente Sa à ces deux
points. Donc, etc.

§ \'III. — Problèmes divers.

Problèmes relatifs à deux involutions sur une même droite.

150. Les deux théorèmes (139) et (145) fournissent
chacun une solution différente du problème suivant :

Étant données sur une même droite deux séries de seg¬
ments en involution, trouver le segment commun aux
deux involutions.

Première solution. — Qu'on prenne une conique quel¬
conque (un cercle par exemple) et un point fixe sur cette
courbe. Les droites menées de ce point aux extrémités de
deux segments de la première involution intercepteront
dans la conique deux cordes qui se couperont en un point
P; et de même les droites menées du point fixe aux extré¬
mités de deux segments de la seconde involution inter¬
cepteront deux cordes qui se couperont en un point P'.
La droite PP' résout la question : les droites menées du
point fixe aux deux points où cette droite rencontre la co¬

nique interceptent sur la droite des deux involutions le
segment qui leur est commun (139).

Deuxième solution. — Qu'on prenne une conique quel¬
conque tangente a la droite sur laquelle sont les deux séries
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110 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES,
de segments en involution. Que par les extrémités de deux
segments de la première involution on mène des tangentes
à la conique, formant deux angles circonscrits dont les
sommets déterminent une droite L. Qu'avec deux segments
appartenant à la deuxième involution on détermine sem-
blablement une seconde droite L'. L'angle circonscrit à la
conique, qui aura pour sommet le point d'intersection de
ces deux droites, interceptera le segment cherché (145).

Observation. —Chacune de ces deux constructions peut
s'appliquer, comme on va le voir, à diverses autres questions.

151. Étant donnés sur une droite trois couples de points
quelconques a, a'; b, 1/: c, c! : on demande de trouver les
points doubles des deux divisions homographiques déter¬
minées par ces trois couples de points.

Soient e, f ces deux points doubles; le segment ef appar¬
tient à deux involutions déterminées, l'unepar les deux cou¬

ples de points a, b' et Z>, a!, et l'autre par les deux couples
de points a, c' et c, a' (G. S., 259). Le problème se ra¬
mène donc au précédent,

152. Étant donnés sur une droite deux couples de
points a, a' et b, b', trouver les deux points e, f qui divisent
harmoniquement les deux segments aa', bb'.

En d'autres termes : Étant donnés deux couples de
points conjugués d1 une involution, trouver les deux points
doubles de Vinvolution.

Qu'on prenne une conique quelconque, et que d'un point
O de cette courbe, on mène les couples de droites Oa, On';
Ob, Ob' qui intercepteront deux cordes aa', 6ë'. Par le
point de concours de ces deux cordes on mènera deux tan¬
gentes à la conique, et par le point O deux droites aux
points de contact. Ces droites marqueront sur la droite aa'
les deux points cherchés (139, Coroll.).

153. Étant donnés sur une droite L deux couples de
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points conjugués d'une involution a, a'; b, b', et deux
autres points quelconques e, f : on demande de trouva
deux points conjugués de l'involution, qui soient conju¬
gués harmoniques par rapport aux deux e, f.

On mène par les deux points e, f, une conique quel¬
conque sur laquelle on prend un point O. Les couples de
droites Oa, Oa'; O b, O h', interceptent dans la courbe
deux cordes ««', 66'. On joint par une droite le point d'in¬
tersection de ces cordes et le point de concours des tan¬
gentes à la conique en e, f. Cette droite rerfcontre la
conique en deux points ; les droites menées du point O à
ces derniers détermineront sur L les deux points cherchés
(139 et Coroll.).

Construction d'une conique.

154. Construire la conique déterminée par cinq points
dont quatre sont imaginaires.

Désignons par a, a' et b, V les deux couples de points
imaginaires, situés sur deux droites réelles aa', bb' ( fig. 68)
qui se coupent en p, et soit O le cinquième point. On
construit, immédiatement la tangente à la conique en ce

point, par le théorème (142).
Qu'on détermine ensuite la polaire du point p, au moyen

des points conjugués harmoniques de p, par rapport aux
deux couples a, a' et b, b' (99, r°). Cette polaire rencontrela
droite Op en un point m, qui permet de déterminer le point
O' de la conique cherchée sur la droite Op; car O, O'
sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points
W, p.

On détermine le pôle de la droite paa', lequel est à l'in¬
tersection a. de la polaire du point p et de la polaire du
point de rencontre d de la tangente en O et de la droite
paa'. Cette polaire du point d passe par le point O, et

par le conjugué harmonique à du point r/ par rapport aiix
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deux points donnés a, a'; elle est donc déterminée. Par con¬
séquent on peut aussi déterminer le point O" où elle ren¬
contre la conique cherchée ; ce point est le conjugué har¬
monique du point O par rapport aux deux a et S. La droite
dO" est la tangente en ce point.

Ainsi l'on connaît trois points de la conique cherchée,
O, O', O" et les tangentes en deux de ces points, O, O'7;
ce qui suffit pour construire la courbe.

155. Construire la conique qui doit passer par quatre
points a, b, c, d, et diviser harmoniquement un segment
donné ef.

Les quatre points forment un quadrilatère abcd inscrit à
la conique demandée. La droite ef rencontre les côtés op--
posés de ce quadrilatère en deux couples de points qui
déterminent une involution. Les deux points de la conique
sur cette droite seront deux points conjugués de l'involu-
tion (20) ; en outre, ces points doivent être conjugués har¬
moniques par rapport aux deux e, f. On les déterminera
donc par la question résolue ci-dessus (153).

Les deux points donnés e,fpeuvent être imaginaires.
156. Observation. — Dans tous les cas, la question n'ad¬

met qu'une solution ; par conséquent on peut dire que
quand on demande qu'une conique divise harmoniquement
un segment donné ef, cette condition équivaut à celle de
mener la courbe par un point donné. Et, effectivement, si
le segment ef devient nul et se réduit à un point, la coni¬
que cherchée passe par ce point.

La condition de diviser un segment ef harmonique¬
ment s'exprime encore en disant que la polaire du point e
doit passer par le point/1 II s'ensuit que : dans la construc¬
tion d'une conique, quand on demande qu'un point donné
ait pour polaire une droite donnée, cela équivaut à la con¬
dition de mener la courbe par deux points donnés.
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'157. On donne quatre points a, b, c, 0, et une droite L :
et Von demande de construire une conique, de manière que
les trois premiers points soient conjugués relativement à
cette courbe, et que le quatrième devienne le pôle de la
droite L.

La droite Oa ( jig. 69) rencontre la droite bc en un point
a\ et la droite L en O'. Les deux couples de points n, al et
O, O' sont conjugués par rapport à la conique demandée.
Par conséquent les points de cette courbe situés sur la
droite Ofl divisent liarmoniquement les deux segments aa',
00', et sont dès lors déterminés (152). On déterminera de
même les points de la conique situés sur les deux droites
Ob, Oc. On connaîtra donc six points de celte courbe, qui
serviront à la construire complètement,

158.JPar des considérations analogues aux précédentes
(154, 155) on résoudra les problèmes corrélatifs suivants :

Construire une conique tangente à cinq droites dont
quatre sont imaginaires.

Construire une conique tangente à quatre droites, et par
rapport à laquelle deux droites données soient conjuguées.

Le problème (157) ne diffère point du problème corré¬
latif.

8
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CHAPITRE AI.
DIAMÈTRES ET CENTRE D'UNE CONIQUE. - DIAMÈTRES

CONJUGUÉS.

§ I. — Diamètres et centre.

159. Dans une conique, des cordes parallèles entre elles
ont leurs milieux sur une même droite.

En effet, ces points milieux sont sur la polaire du point
situé à l'infini dans la direction commune des cordes.

On appelle diamètre toute droite qui est le lieu des mi¬
lieux d'une série de cordes parallèles entre elles.

On peut encore dire qu'un diamètre est la polaire d'un
point situé à l'infini.

160. Les tangentes aux extrémités d'un diamètre sont
parallèles.

Car elles passent par le point, situé à l'infini, qui est le
pôle du diamètre.

Réciproquement : Quand deux tangentes sontparallèles,
la corde de contact est un diamètre.

Car le pôle de cette droite est à l'infini.
161. Le point d'intersection de deux diamètres a sa

polaire située à l'infini; toute autre droite menée par ce

point est aussi un diamètre ; et ce point est le milieu de
chaque diamètre.

En effet, les deux diamètres ont leurs pôles à l'infini
(160); donc la polaire de leur point d'intersection est à
l'infini.

Donc toute droite menée par ce point a son pôle à l'in¬
fini, et conséquemment est un diamètre.
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Chacun de ces diamètres rencontre la polaire en un point

situé à l'infini. Ce point est le conjugué harmonique du
point commun d'intersection, par rapport aux extrémités du
diamètre 5 donc ce point d'intersection est le milieu du dia¬
mètre.

162. Tous les diamètres passent par un même point.
En effet, tous les diamètres ont leurs pôles sur la droite

située à l'infini ; ils passent donc par le pôle de cette
droite.

163. On appelle centre d'une section conique le point
par lequel passent tous les diamètres de la courbe.

On peut encore dire que le centre d'une conique est le
pôle de la droite située à l'infini.

Il s'ensuit que les tangentes menées par le centre ont leurs
points de contact situés à l'infini, et sont par conséquent
les asymptotes de la conique (asymptotes réelles ou imagi¬
naires).

164. Si le point d'intersection de deux cordes est
le milieu de chacune d'elles, ces cordes sont des dia¬
mètres»

En effet, la polaire de ce point passe par les points situés
à l'infini sur les deux cordes, et est par conséquent à l'infini.
Les pôles des deux cordes, lesquels sont sur cette polaire
(102), sont donc à l'infini; et conséqucmment les cordes
sont des diamètres (160).

165. Deux tangentes parallèles sont également éloi¬
gnées du centre de la conique, et font sur un diamètre, de
part et d'autre du centre, deux segments égaux.

Car la droite de contact est un diamètre (160) et passe

par le centre de la conique (163) : conséqucmment les
deux tangentes, puisqu'elles sont parallèles, sont égale¬
ment éloignées de ce point; et, par suite, elles font des seg-

8.
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menls égaux sur toute autre droite menée par ce point.
Donc, etc.

166. Par trois points on peut faire passer une conique
qui ait son centre en un point donné.

En effet, soient A, B, C les trois points de la courbe, et
O le centre-, qu'on prenne OA' — OA, OB' = OB5 la co¬

nique passera par les deux points A' et B' qui avec les trois
A, B, C, suffisent pour la décrire. Le point O sera le centre
de la courbe, puisque c'est le point d'intersection de deux
diamètres A A', BB' (164).

167. Dans la parabole, tous les diamètres sont paral¬
lèles entre eux, et consêquemment la courbe n'a pas de
centre.

En effet, la parabole a un point à l'infini, et la tangente en
ce pointest la droite située à l'infini (13). La polaire d'un
point de cette tangente, polaire qui est un diamètre (139),
passe par le point de contact. Ainsi tous les diamètres de la
parabole passent par le point de la courbe situé à l'infini,
et sont donc parallèles entre eux. Par suite, la courbe n'a
pas de centre.

Les cordes perpendiculaires à la direction commune des
diamètres ont leurs milieux sur un diamètre (139). Il estclair
que la courbe est symétrique par rapport à ce diamètre ; par
cette raison ce diamètre est appelé l'axe de la parabole-, et
le point où il rencontre la cottrbe est appelé le sommet de
la parabole.

§ II. — Diamètres conjugués.
168. On appelle diamètres conjugués deux diamètres

tels, que le pôle de l'un se trouve sur l'autre.
Ces pôles sont à l'infini ; il s'ensuit que chacun des deux

diamètres est le lieu des milieux des cordes parallèles à
l'autre.
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Car toutes ces cordes, passant par un même point situé

à l'infini, ont leurs milieux sur la polaire de ce point, c'est-
à-dire sur le diamètre conjugué.

169. La polaire d'un point pris sur un diamètre est
parallèle au diamètre conjugué.

Car cette polaire passe par le pôle du diamètre sur lequel
est le point (102) 5 et ce pôle, situé à l'infini (159), est sur
le diamètre conjugué (168). La polaire est dès lors paral¬
lèle à ce diamètre conjugué.

Il suit de là que la corde menée par le point, parallèle¬
ment à la polaire, a son milieu en ce point.

170. Deux diamètres conjugués sont conjugués harmo¬
niques par rapport aux deux tangentes à la conique menées
par le centre (107), c'est-à-dire par rapport aux deux
asymptotes de la courbe (réelles ou imaginaires).

Il suit de là que : Dans Vhyperbole équilatère deux dia¬
mètres conjugués font des angles égaux avec une même
asymptote (G. S., 80).

171. Les tangentes menées par les extrémités d'un
diamètre sont parallèles au diamètre conjugué.

Car leur point de rencontre situé à l'infini est le pôle du
diamètre, et conséquemment est situé sur le diamètre con¬

jugué.
172. Trois systèmes de deux diamètres conjugués sont

en involution.
Cela résulte du théorème général (108).
173. Il existe toujours un système de deux diamètres

conjugués rectangulaires ; et il n'en existe qu'un.
Conséquence du théorème (110).
On appelle axes d'une conique les deux .diamètres con-

j u gués recTangulai res.
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Ces axes sont déterminés en direction quand on con¬

naît en direction deux systèmes de diamètres conjugués
(G. S., 249).

174. Les couples de diamètres conjugués font deux
faisceaux homographiques en involutiori.

Conséquence du théorème (109).
Par conséquent : Quatre diamètres ont le même rapport

anharmonique que les quatre diamètres conjugués.
175. Dans la parabole on dit que des cordes parallèles

sont conjuguées au diamètre sur lequel sont les milieux de
ces cordes. La tangente au point où le diamètre rencontre
la parabole est évidemment parallèle aux cordes. Cela posé :

Quatre cordes quelconques d'une parabole ont leur
jonction aniiarmonique (*) égale au rapport aniiarmo¬
nique des quatre diamètres conjugués à ces cordes respec¬
tivement.

En effet, concevons les quatre tangentes parallèles aux
quatre cordes : les points de contact seront sur les quatre
diamètres conjugués. La fonction anharmonique des quatre
tangentes est égale au rapport aniiarmonique des points
dans lesquels elles coupent une cinquième tangente quel¬
conque (58). Mais ce rapport aniiarmonique est égal à celui
des droites menées d'un point de la parabole aux quatre
points de contact (2), et par conséquent est égal au rap¬
port aniiarmonique des quatre diamètres, puisqu'ils passent
par le point de la parabole situé à 1 infini. Donc, etc.

176. Quand un angle est circonscrit à une conique, la
droite menée par le sommet de l'angle et le milieu de la
corde de contact passé par le centré de la courbe..

(*) Nous avons nommé (58) fonction anharmonique dé quatre droites qui
ne passent pas par un môme point, la foncjtion de sinus qui exprimerait le
rapport anharmonique des quatre droites si elles partaient d'un point unique.
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En effet, cette droite est la polaire du point de la corde de

contact situé à l'infini (99, 4°) ; donc celte droite est un
diamètre, et conséquemmenl passe par le centre de la
courbe.

177. Les cordes menées des extrémités d'un diamètre

d'une conique, à un point quelconque de la courbe, sont
parallèles ci deux diamètres conjugués.

Soient Ain, A'm (fig. 70) les deux cordes; p, p' leurs
milieux, et O, milieu de AA', le centre. Op et Op' sont

parallèles à A'm et A m respectivement. Or Op est le lieu
des milieux des cordes parallèles à O//; par conséquent Op
est le diamètre conjugué à Op'. Donc, etc.

Corollaire. — 11 suit de là, d'après le théorème (170),
que : Dans l'hyperbole équilalère les droites menées des
extrémités d'un diamètre à un point de la courbefont des
angles égaux avec une asymptote.

178. Les cordes menées des extrémités d'un diamètre
à un point de la conique font, à partir du centre, sur
le diamètre conjugué deux segments dont le rectangle
est constant et égal au carré du demi-diamètre con¬

jugué.
En effet, les deux cordes A m, A'm {fig. 71) tournant

autour des points A, A' extrémités du diamètre AA', ren¬
contrent le diamètre conjugué OB en des points n, il qui
forment deux divisions homographiques. Les points doubles
de ces divisions sont évidemment les points de la courbe B,
B' (réels ou imaginaires) situés sur ce diamètre. De plus,
quand le point n d'une division coïncide avec le centre O,
le point n' de l'autre division est à l'infini. Pareillement,
quand n' coïncide avec O, le point n est à l'infini : de sorte
que les deux divisions s'expriment par l'équation

On.On' — constante [G. S., 120).
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Et, puisque B et B' sont les points doubles,

0«.0V = OB"= OB'".

Ce qui démontre le théorème.
Remarque. — Cette relation prouve que les deux points

71, a' sont conjugués harmoniques par rapport aux deux
B, B', et conséquemment conjugués par rapport à la coni¬
que (103).

179. Les diamètres parallèles aux deux cordes A'm, A m
font sur les tangentes en A et A' deux segments A a, A!a'
égaux le premier à On', le second à On respectivement.
La relation précédente donne dès lors

Aa.A'«'= OB .

Donc :

Le produit des segments que deux diamètres conjugués
font respectivement sur deux tangentes parallèles, à par¬
tir des points de contact de ces tangentes, est égal au
carré du demi-cliamèlie parallèle aux tangentes.

180. Le diamètre O a' rencontre la tangente A a en à ; le
segment A a est égal à A'a', et de signe contraire. Ainsi

A a. A a = — OB .

Donc :

Le produit des segments que deux diamètres conjugués
font sur une tangente fixe, à partir du point de contact de
cette tangente, est constant et égal au carré du demi-dia¬
mètre parallèle à la tangente, mais de signe contraire.

Dans l'hyperbole OB est imaginaire, OB négatif; con¬
séquemment on a

A«.A« = OB (fig. 72),
et les points a, a sont d'un môme côté du point A.

181. On en conclut la direction des asymptotes d'une
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conique. Car les asymptotes sont les tangentes menées par
le centre; ce sont donc les rayons doubles de l'involution
formée par les couples de diamètres conjugués (170, 172).
Ces rayons doubles passent par les points e, f de la tan¬
gente en A déterminés par l'équation

Ae =Af — Aa. Aa =—OB2.

Conséquemment
sineOA sineOA eA OB y/—1
sineOB sinOeA OA OA '

expression imaginaire dans l'ellipse, et réelle dans l'iiy—
perbole.

182. Les cordes A!m, Am [fig. 71) font sur les deux
tangentes en A et A7, respectivement, deux segments A b,
A!b' doubles de A a et A'a'. On a donc

Ab.A'b' = BR".
C'est-à-dire que :

Si autour des extrémités d'un diamètre on fait tour¬
ner deux cordes qui se coupent toujours sur la courbe, le
produit des segments quelles font' sur., les tangentes aux
mêmes extrémités du diamètre, à partir de ces points, est
constant et égal au carré du diamètre conjugué.

183. Le théorème (178) donne'la solution de ce problème :
Construire par points une conique dont on connaît deux

diamètres conjugués, en grandeur et en direction.
Soient AA7 et BB7 [fig. 71) ces deux diamètres. Qu'on

prenne sur BB7 deux points n, n' tels, que On.On'= OB :
les deux droites An, A'n' se couperont sur la conique.

184. Étant donnés en direction deux systèmes de dia¬
mètres conjugués et un point d'une conique, construire la
courbe.
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On cherche le conjugué du diamètre qui passe par le point
donné, en s'appuyant sur ce que trois systèmes de deux
diamètres conjugués forment une involution (172).

Soit donc ( fg. y3) OA' le conjugué du diamètre AB,
qui passe par le point donné A; soient OE, OE' les direc¬
tions de deux autres diamètres conjugués. On mènera, pa¬
rallèlement aux diamètres OE, OE', les droites A a, BS qui
rencontrent le diamètre OA' en a, 6. Elles se coupent en
un point de la courbe (177); conséquemment le produit
Oa. O S sera le même pour deux autres diamètres conjugués
quelconques (178). De sorte qu'en prenant deux points a',
S' tels, que O a'. OS' = Oa.Oo, les deux droites Aa', BS'
se couperont sur la courbe.

Le produit Oot.OS est égal au carré du demi-diamètre
OA' conjugué de OA (178).

185. Quand deux tangentes parallèles sont rencontrées
par une troisième, les droites menées du centre aux points
de rencontre sont deux diamètres conjugués.

En effet, la droite O a (Jig. y4) passe par le milieu de la
corde A m (176), et par conséquent est parallèle à la corde
Km. De même Oa est parallèle à A m. Mais les deux cordes
A m, A'm sont parallèles à deux diamètres Conjugués (177).
Donc les deux diamètres Ou, O a' sont conjugués.

186. Le produit des segments que chaque tangente à
une conique fait sur deux tangentes fixes parallèles, à
partir de leurs points de contact, est constant, et égal au
carré du demi-diamètre parallèle aux deux tangentes

fixes.
En effet, les deux droites O a, O a' sont deux diamètres

conjugués (185). Donc

Aa. A'a'— const. OB (179).

187. Soit la tangente aa' ( fig. 70) parallèle à au') on
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a As= A' a!. Car les deux tangentes aa!, ota! font sur le
diamètre AA', deux segments égaux A'c, A y (165)-, d'où
résulte, par lés triangles égaux, A a — A'a'. Donc

A «.A a — const. —— OB ,

C'est-à-dire que :
Deux tangentes parallèles quelconques font sur une

tangente fixe, à partir de son point de contact, deux seg¬
ments dont le produit est constant et égal, mais de signe
contraire, au carré du demi-diamètre parallèle à la tan¬
gente fixe.

188. Si par les extrémités a, b (fig. 76) de deux dia¬
mètres conjugués, on mène deux cordes parallèles quel¬
conques aa', bb', leurs extrémités a', b' appartiendront à
deux diamètres conjugués.

E11 effet, les milieux des deux cordes aa', bb' sont sur
un diamètre OX' qui est le conjugué du diamètre OX pa¬
rallèle aux cordes. Les deux droites Oa, Oa' sont con¬

juguées harmoniques par rapporta ces deux diamètres OX,
OX'; et de même les deux droites Ob, Ob'. En d'autres
termes, les deux couples de droites O a, O a' et O b, Ob'
appartiennent aune involution dont les rayons doubles sont
les deux diamètres OX, OX'. Donc les trois couples de
droites, O a, Ob ; O a', Ob', et OX, OX', forment une in¬
volution (G. S., 207). Mais OX et OX' sont deux diamè¬
tres conjugués, ainsi que O a et Ob. Donc O a' et Ob' sont
aussi deux diamètres conjugués (172). 0. q. f. p.

189. Il suit de là que la corde aa' comprise entre deux
diamètres d'une conique est parallèle à la corde bb' com¬
prise entre les deux diamètres conjugués respectifs.

On peut dire que : La corde de contact de deux tan¬
gentes est parallèle à la corde comprise entre les deux
diamètres parallèles aux tangentes.
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Car les diamètres Oa, Oa! (Jig. 77) conjugués à Ob,

Ob' respectivement, sont parallèles aux tangentes en b et b'.
Sous cet énoncé le théorème se conclut de l'équation

P b
_ O a

P b' ' Oa' ' '''

car cette proportion prouve que les deux triangles bPb'
et a O a' sont semblables, et par conséquent que aa' est pa¬
rallèle à bb'.

§ III-—Équation d'une conique rapportée à. deux dia¬
mètres conjugués. — Relations métriques des diamètres
conjugués :

190. Soientdeux diamètres conjugués OA, OB (Jig- 78) ;
mm' une corde parallèle à OB et dont le milieu par consé¬
quent est en p sur OA. On a

pm.pm' OB. OB' OB
—r 77 = = — —; (49).pA.pA OA. OA' OA

Or

pm' —pin, et pA.pA'=pO — OA .

En faisant
OA a , OB = b ,

il vient

mp b - O p mp
=~' = ë>' ou ~^r+~k~=li

a' — Op " a b
ou, en représentant Op par x et pm pary,

X2 Y2
— + 77 = 1 •ci- b2

Cas de l'hyperbole.

191. En désignant par 6, 6' les points imaginaires com-
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muns au diamètre conjugué du diamètre A A' (fig. 79) et à
l'hyperbole, la relation subsiste, et l'on écrira

•pm.pm' pA.pA'
OS .Oë' ~~ OA.OA' '

ou

— pm O p — OA
- oT '

— y- x- — a-

Oë.Oë,== —a*

Le produit O0.O6' est positif (G. S-, 89) ; représentons-
le par ù2 ; les deux demi-diamètres imaginaires OS, Oo'
auront pour expression b —1 et — b\J—1 ; il en résultera

— y1 x- — a2
'■ — 1b2 —

ou

f! —■il —

a2 b2 ~ 1 '

Équation entre lés segments qu'une tangente fait sur deux
diamètres conjugués.

192. La tangente au point m [fig. 80) rencontre le dia¬
mètre OA en a; ce point est le pôle de la droite inp (169) ;
conséquemmen t

Ott. Op — OA ;
d'où

Oa =

x

De même

Oë = —•

y

On a donc entre O a, 06 la relation

a ~

_|_ ^2
Ôâ' os'
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Relations entre les coordonnées des extrémités de deux
demi-diamètres conjugués.

193. Soient [fig. Si) deux diamètres conjugués, Om',
Om"\ x',y et x", y" les coordonnées de leurs extrémités
m', m" ; et cl', tl" les points où ils rencontrent la tangente
en A. Nous avons vu cpte

Or

Donc

A ci1

y

A d" = — b* (180).

a A cl" a

x' ' yr - T7"

a-y'y"
= -- b*

x'x"

et
x'x" yy

Pour l'hyperbole, on trouvera
x'x" yy"

a2 b2

Désignant par D', D" les directions des deux diamètres
O m!, Om", on a

x' sin(D', b) x" sin(D", b)
y' sin(D', a)' y sin(D", «)'

et l'équation (i) devient
sin(D', a) sm(D", a) b"
sin(D', b) sin(D", b) a2 '

relation entre les directions de deux diamètres conjugués.
Si l'on suppose que les deux diamètres coïncident, ils de¬

viendront les asymptotes de la conique, qui sont les rayons
doubles de l'involution déterminée par les couples de dia¬
mètres conjugués (170); et l'on retrouve ainsi l'expression
de la direction des asymptotes déjà obtenue (181).
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194. L'équation (1) ci-dessus donne

.r'2 j"2

Or on a

a2 ' b2 ~ * ' a2 ' b2

x'2 x"2 f2

, oo yQu'on tire de là les expressions de — ? et qu'on les
substitue dans l'équation précédente, 011 trouve

— ( i —
a2 \ h'1 ) b' \ a2 J '

ou simplement

ou encore

Pareillement

x"2 y2
rt7 "~ b2

r"î a2
11

F

a:'1 a2
II

~b->'

Ces expressions conviennent à l'hyperbole comme à l'el¬
lipse.

Pour le cas de l'ellipse écrivons
x

, a x a

7 = 7 = + V
OU

x" = dr.jx', y" = zç:-x'.b a

La différence des signes de x" et y" est nécessitée par l'é¬
quation

x' x" y' y "
—— 4- ^-4— = o.

SCD LYON 1



128 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES.
Pour l'hyperbole, on trouve

X x" y'y" , a , „ b\J—i
— — -Tr=0> x" =±—~y', ,j^ = qp—— -x',a2 b- b^ — i a
Ces expressions très-simples des coordonnées de l'extrémité
d'un demi-diamètre, en fonction des coordonnées de l'extré¬
mité du demi-diamètre conjugué, vont permettre des dé¬
monstrations faciles des diverses propriétés des diamètres
conjugués (*).
Relations entre les grandeurs de deux diamètres conjugués.

195. On a

a' , x" y'»/2 «2 I \ J+

Donc :

Si l'on projette deux demi-diamètres conjugués quel¬
conques sur un autre diamètrefixe, par des droites paral¬
lèles au conjugué de celui-ci, la somme des carrés des pro¬
jections est constante, et égale au carré du demi-diamètre
sur lequel on projette.

196. Si l'on conçoit un diamètre perpendiculaire aux
lignes projetantes, la projection orthogonale sur ce diamètre
sera égale à la projection primitive multipliée par un cosi¬
nus constant. On en conclut que :

La somme des carrés des projections orthogonales de
deux demi-diamètres conjugués, sur un diamètre fixe, est
constante.

197. Si l'on fait les projections sur les deux diamètres
conjugués rectangulaires, on en conclura que :

La somme des carrés de deux demi-diamètres conjugués
est constante.

(*) Ces expressions ont été données pour la première t'ois dans VAperça
historique, p. 822.
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198. Dans l'équation

x" _|_ .r"'1 -= a-,

on peut regarder x', x" comme les obliques abaissées sur le
diamètre b parallèlement à son conjugué «5 on peut donc
dire que :

La somme des carrés des obliques abaissées des extré¬
mités de deux demi-diamètres conjugués sur un diamètre
fixe, parallèlement à son conjugué, est constante.

Aires des parallélogrammes construits sur deux diamètres. —

Aires des secteurs.

199. L'aire du parallélogramme construit sur deux
demi-diamètres quelconques est égale à l'aire du parallé¬
logramme construit sur les deux demi-diamètres conju¬
gués.

En effet, on a (194)
bx" = ay',

ou

bx" sin (a, b) = ay' sin (a, b).
Or le produit bx" sin (a, b) exprime le double de l'aire du
triangle p"OB, ou du triangle m"0B, ou l'aire du parallé¬
logramme construit sur les deux demi-diamètres OB, Ont".
Pareillement, ay' sin [a, b) exprime l'aire du parallélo¬
gramme construit sur les deux demi-diamètres OA, Om'.
Donc, etc.

200. L'aire du parallélogramme construit sur deux
demi-diamètres conjugués On/, Om" est égale à l'aire
du parallélogramme construit sur deux autres demi-dia¬
mètres conjugués OA, OB [fig. 82).

L'aire du triangle ml'Om' formé par les deux demi-dia-
mèlres conjugués O m', Ont", est égale à l'aire du trapèze
m'm"p"p' moins la somme des aires des deux triangles

9
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m'Op', m"O//', savoir
" ( j .'-Ity") t-— sin AOB — -fx'y' + sin AOB

X ■' + X X sin AOB.

O.

y.'~ et = (194).
Il vient donc

x'y" H- ï' ■■r" „ b „ a _ {*'* y"
— x'2 h y'2 T — ab { h -7-) — ab .

2 a J b \ a2 b2 )

D'où résulte Je théorème énoncé.
jLutrement : Les deux triangles m'OA, 777" GB s'ont équi¬

valents (199). Ajoutant aux deux le triangle BO/7î', on a
les deux quadrilatères OA7?î'B et Om"Bm', équivalents.
Retranchant, respectivement, de ces deux quadrilatères les
deux triangles BAttz', B ni" m qui sont équivalents, parce
que la droite Ain", sur laquelle sont leurs sommets A, m",
est parallèle à leur base commune Bttz' (189), on conclut
que les deux triangles BOA, m"Om' sont équivalents. Ce
qu'il fallait démontrer (*).

Les deux théorèmes précédents peuvent être compris
sous un seul énoncé, savoir :

Étant, pris deux systèmes de diamètres conjugués, le
parallélogramme construit sur deux quelconques de ces
quatre diamètres est équivalent au parallélogramme con¬
struit, sur les deux autres.

201. Si l'on suppose deux demi-diamètres infiniment
voisins, on peut prendre la surface du triangle qu'ils déter-

(*) Cette démonstration in'a été communiquée pàr M. Lecoq, capitaine
d'état-major.
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minent, pour celle du secteur qu'ils interceptent dans l'el¬lipse; et si l'on regarde la surface d'un secteur comprisentre deux demi-diamètres quelconques, comme forméed'une infinité de triangles dont les bases seraient les élé¬
ments de l'are du secteur, on en conclut que :Le secteur elliptique compiis entre deux demi-dia¬mètres quelconques est équivalent au secteur comprisentre les deux demi-diamètres conjugués.Il s'ensuit que les segments sont aussi équivalents.

202. Les relations

x' y" y' x"
a b h a

donnent
x' y' = x"y".

Donc : Dans une conique, le produit des distances del'extrémité d'un diamètre à deux diamètres conjugués estégal au produit des dislances de Vextrémité du diamètre
conjugué aux deux mêmes diamètres.

De sorte qu'une hyperbole qui a pour asymptotes deuxdiamètres conjugués d'une conique, coupe la courbe sur deux
autres diamètres conjugués.

203. D'etD" étant deux demi-diamètres conjugués, ainsi
que a, b, on a (199) l'équation

a . D'.sin (D', a) =- b . D" sin (D", b),
qui s'écrit

D' b sin (D", h)
D7' ~a ' sin (D', a)

Ce qui fait connaître le rapport de deux demi-diamètres
con jugués, quand on connaît leur direction relativement àdeux autres demi-diamètres conjugués dont le rapport est
connu.

9-
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204. Expression, de la perpendiculaire abaissée du

centre d'une conicpte sur une tangente.
La perpendiculaire abaissée du centre sur une tangen te

est égale à la projection, sur sa direction, du demi-diamètre
qui aboutit au point de contact. Le carré de cette projec¬
tion est égal à la somme des carrés des projections de deux
demi-diamètres conjugués quelconques (196). Prenons pour
ces deux demi-diamètres les demi-axes de la courbe, que
nous appellerons a et A; on aura

ji- — tu cos'a b'1 cos2ë ,

a. et 6 étant les angles que la normale fait avec les deux
axes.

205. Étant donnés deux diamètres conjugués d'une
ellipse, construire en direction et en grandeur les deux
axes de la courbe.

Soient Oa, Ob [fig. 83) les deux diamètres conjugués:
qu'on mène par l'extrémité du premier la parallèle au se¬
cond, ce sera la tangente à la courbe; et deux diamètres
conjugués quelconques rencontreront cette tangente en deux
points E, F tels, qu'on aura «E.«F = — O b (180). Donc
si sur la normale en a on prend deux segments «G, a G'
égaux à O b, tout cercle mené par les deux points G, G'
rencontrera la tangente en a, en deux points E, F apparte¬
nant à deux diamètres conjugués ; et si ce cercle passe par le
centre O de la courbe, ces diamètres seront les axes de la
courbe.

Or, si le cercle passe par le point O, les deux angles GOE,
G'OE seront égaux. Donc l'un des axes cherchés divise en
deux également l'angle des droites OG, OG', et l'autre di¬
vise en deux également le supplément de cet angle.

Quant aux grandeurs A, B des deux demi-axes, leur ex-
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pression est

OG + OG'
„ OG — OG'A. — et B =

En effet, on a ( 197 et 200) les deux équations

A2 + B2 = 0« +06 et A .B = 0«. 06. sin «06,

Or

OG —Qa + «G —2 Oa. aG .cos 0«G ,

OG' —Oa +aG' —lOa . «G'. cos 0«G'.

Mais

«G = «G' = 06, cosO«G'= sin«0 6,
cos 0 a G = — cos 0 a G' = — sin a 0 6.

Par conséquent les expressions de OG et OG' deviennent

OG =0 a +06 + 2Oa. 06 , sin a06,
OG' — Oa +06 —2 0«.06.sin«0 6.

D'où

OG + OG' = 2 (OrtV 0 6")
OG —OG' = 4 -0« .06 .sin aQb .

Il en résulte

ôg+ÔG'
i

OG - ÔG''

: A2 + B2,

±= 2A.B.

De là

OG :=(A+B)2 et ÔG'*=(A —B)>,
ou bien

OG — A + B, OG' = A— B.
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Et finalement

OG i-OG' OG — OG'
A = —-- et B = • <:, q. f. ».

2 2

206. Construire une section conique dont on connaît,
en direction, deux systèmes de diamètres conjugués, Oa,
OS; Oc.', OS', et un point a.

Que sur le prolongement de aO {fig. 84), on prenne
Oa' = Oa, et que par les points a, a' on mène aux deux dia¬
mètres conjugués Oa, OS des parallèles qui se coupent en b ;
et pareillement à Oa', 06' des parallèles qui se coupent en
c : les deux points b, c appartiennent à la conique deman¬
dée (177). On connaît donc Je centre et trois points a, b, c
de cette courbe, qui dès lors est déterminée (166).

La question a déjà été résolue différemment (184).

207. Étant donnés,^en direction, deux systèmes de
diamètres conjugués Oa, OS; Oa', OS' d'une conique,
trouver le rapport des deux diamètres de chaque système.

Par un point a du diamètre Oa {fig- 85), on peut mener
une conique qui ait pour diamètres conjugués les deux sys-
tèmesOa, OS; Oa', OS', Soit Ob son demi-diamètre con¬

jugué à Oa. Il s'agit de trouver le rapporte-
La tangente en a est la parallèle à OS. Les deux diamètres

Oa', OS' rencontrent cette tangente en deux points c, c';
et l'on a

de. ad == — Ob\ (180).
Donc

On
_ Ou

()T

Ce qui résout la question.
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Pour un autre point a de Oa, 011 aurait une autre coni¬

que : mais le rapport ( resterait le même" Et en effet, il
est évident, d'après la construction du numéro précédent,
que les deux coniques seraient semblables et semblablement
placées.

Il est clair qu'on obtiendrait le rapport des diamètres sui¬
vant les directions Oa', 06' par le même procédé.

Équation de la parabole.

208. Si de chaque point m d'une parabole (fig. 86)
on abaisse sur un diamètre AX (167) l'oblique mp paral¬
lèle à la tangente en A, on conclut, soit de (M), soit de
(49, Coroll. III), la relation

mp
-— = const.
Ap

Prenant le diamètre et la tangente pour axes coordon¬
nés des x et des y, celte relation devient

y — p-x ;

p représente la constante, qui ne dépend que de la positiondu point A sur la.parabole, et qui varie avec ce point.
Quelques auteurs appellent cette constante p le para¬mètre relatif au diamètre AX.
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CHAPITRE AIL

CONSÉQUENCES DE L'ÉGALITÉ DU RAPPORT ANIIARMONIQUE
DE QUATRE POINTS EN LIGNE DROITE ET DE CELUI DES
POLAIRES DE CES POINTS. - NORMALES ET OBLIQUES A UNE
CONIQUE, MENÉES D'UN MÊME POINT.

§ I. — Génération d'une conique.
209. Un point p, une droite L, et une conique, sont don¬

nés : une transversale, tournant autour du point, coupe la
droite en un point, m, et la conique en deux points a, a'*,
si l'on prend le point p. conjugué de m par rapport à a. et
a', le lieu de ce point sera une conique, qui passera par le
point, p ; par le pôle de là droite L ; par les points d'inter¬
section de cette droite et de la conique; et enfin pctr les
points de contact des tangentes menées du point p à la
conique.

Eu effet, soitP ( fig. 87) le pôle deladroiteL : la polaire
du point m sera la droite Pp., car elle doit passer par le pôle
de la droite L (102) et par le point p de la transversale
pni (99, i°). Quatre points m, /»',. . ., donneront cpiatre
droites Pp., Pp.',. . ., qui auront leur rapport airharmonique
égal à celui des quatre points (117), et égal par conséquent
à celui des quatre droites pm, pm',.... Donc le lieu du
point p. sera une conique cpii passera par le point p et par
le point P (8). Cette conique passera évidemment aussi par
les points d'intersection de la droite L et de la conique pro¬
posée, et par les points de contact des tangentes à cette
courbe partant du point p.

Corollaire. — Si la droite L est à l'infini, le point p. est
le milieu de la corde aa!. Donc ;
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Si autour d'un point fixe on fait tourner une droite et

qu'on prenne le milieu des deux points où elle rencontre
une conique, ce point milieu est sur une autre conique,
qui passe par le point fixe, par les points de contact des
tangentes menées de ce point, et par les deux points de la
conique proposée (réels ou imaginaires), situés à Tinfini.

210. Étant pris dans le plan d'une conique, un point
fixe O ( fig. 88) et une droite L, par chaque point m de
celte droite on mène la droite mO et sa conjuguée dans la
conique : celte droite conjuguée m u. enveloppe une conique
qui est tangente à la droite L, à la polaire du point O, aux
deux tangentes à la conique proposée, issues du point O,
et aux deux tangentes menées par les points de rencontre
de cette conique et de la droite L.

La démonstration sera calquée exactement sur celle du
théorème précédent.

Corollaire. — Si le point O est le centre de la courbe,
l'énoncé général devient :

Étant pris une droite fixe dans le plan d'une conique,
si par chaque point de cette droite on mène un diamètre
de la courbe et une parallèle au diamètre conjugué : toutes
ces parallèles envelopperont une parabole tangente aux
deux asymptotes (réelles ou imaginaires) de la conique
proposée, ainsi qu'aux tangentes aux points de rencontre
de cette courbe et de la droite fixe.

211. Étant données une conique et deux droitesfixes,
si sur ces droites on prend deux points conjugués par l'ap¬
port à la conique, la droite qui joint ces points enveloppe
une conique tangente aux deux droites et aux quatre
tangentes à la conique proposée menées par les points où
ces droites la rencontrent.

Enefl'et, soient», des points de la première droite :
leurs polaires relatives à laconique rencontrent la seconde
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droite en des points a\ qui sont les conjugués des
premiers ( 103). Ces polaires passent par un môme point ; le
rapport anliarmonique de quatre points a, b,... est égal à
celui de leurs polaires (117), lequel est égal à celui des qua¬
tre points a'-, b',. . . Donc les droites au', bb',. . ., envelop¬
pent une conique (9). Il est évident que cette conique satis¬
fait aux conditions énoncées dans le théorème.

Corollaire. •— Si l'une des droites est à l'infini, on en
conclut que :

Si par chaque point d'une droite ou mène une parallèle
<i la polaire de ce point, toutes ces parallèles enveloppent
une parabole tangente ci la droite.

La parallèle à la polaire d'un point, menée par ce point,
est une corde qui a son milieu en ce point (169) : cette
dernière proposition peut donc prendre cet énoncé : Si par
tous les points d'une droite on mène les cordes d'une co¬

nique qui ont leurs milieux en ces points, ces droites enve¬

loppent une parabole tangente à la droite.

212. On démontrera sans difficulté le théorème corré¬
latif suivant :

Si autour de deux points fixes on fiait tourner deux
droites conjuguées par rapport à une conique, le point
d'intersection de ces droites décrit une conique qui passe
par les deux points fixes et par lés quatre points de con¬
tact des tangentes à la conique proposée, menées par les
deux points fixes.

213. Quand deux angles sont circonscrits à une coni¬
que, les quatre points de contact de leurs cotés et leurs
sommets sont six points appartenant à une même co¬

nique.
Soient O, O' (fig. 89) les sommets des deux angles ; a,

b, et c, d. les points de contact de leurs côtés respectifs. 11
suffit de prouver'que les deux faisceaux de quatre droites
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Oa, Ob, Oc, Ocl, et 0'a, O'b, O'c, O'd ont le même rap¬
port anharmonique (8). Or les quatre premières droites ont
un rapport anharmonique égal à celui de leurs pôles a, b,
y, â ; y et d étant les points où les côtés O'c, O 'd du se¬
cond angle rencontrent la corde ab. Mais le rapport anhar¬
monique des quatre points a, b, y, â est égal à celui des
quatre droites O 'a, O 'b, O 'y, O'd. Donc, etc.

Observation. — On exprime la même proposition en di¬
sant : Quand un quadrilatère est circonscrit à une coni¬
que, les points de contact des côtés et deux sommets
opposés sont six points d'une même conique.

Le théorème, que nous venons de démontrer directement,
peut se conclure aussi, comme conséquence, du théorème
(209).

214. Quand deux angles sont circonscrits à une coni¬
que, les quatre côtés et les deux cordes de contact sont six
droites tangentes à une même conique.

Soient O, O' (fig. 90) les sommets des deux angles; ab,
cd les deux cordes de contact, que les côtés des angles ren¬
contrent respectivement en y, ô et a, 6. Il suflit de prouver
que les deux séries de quatre points a, b, y, d et a, S, c, d
ont leurs rapportsenharmoniques égaux (9). Or le rapport
anharmonique des quatre derniers points est égal à celui des
polaires de ces points, lesquelles sont les droites O a, Où,
Oc, O d-, et le rapport anharmonique de ces droites est
égal à celui de leurs points a, b, y, â, situés sur la corde ab.
Donc, etc.

Observation . —Ce théorème s'exprime aussi de cette ma¬
nière : Lorsqu'un quadrilatère est inscrit dans une conique,
les tangentes aux quatre sommets, et deux côtés opposés,
sont six tangentes à une même conique.

Le théorème peut être considéré comme une conséquence
de ! a • propos i li o ».'( 210 ).
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§ II. — Deux systèmes de trois points conjugués par
rapport à une conique.

215. Si /'on prend clans le plan déune conique deux
systèmes de trois points conjugués, ces six points seront
situés sur une conique ; et les six côtés des deux triangles
dont ces deux systèmes de points sont les sommets, sont
tangents à une autre conique.

Soient <ï, b, c ( jig. 91 ) et b', d les deux systèmes de
points. Pour démontrer la première partie du théorème,
nous allons prouver que les deux faisceaux de quatre
droites menées des deux points c, c' aux quatre autres, ont le
même rapport anharmonique.

En effet, le rapport anharmonique des quatre droites
c [a, b, b') est égal à celui de leurs pôles, qui sont les
points &, a, S'intersection de ab par c'b\ et a! intersection
de ab par c'a'. D'ailleurs, le rapport anharmonique de ces
quatre points est égal à celui des quatre droites c'(b,a, b', a'),
ou, en changeant l'ordre de celles-ci, au rapport anharmo¬
nique des quatre c' (a, b, a', b'). Ce qu'il fallait prouver.

Pour la seconde partie du théorème, nous allons dé¬
montrer que les deux séries de quatre points dans lesquels
les deux droites ab, a'b' sont rencontrées par les quatre
autres, ont leurs rapports anharmoniques égaux, savoir :
que («,&,a', 6') — (-«,6,a', b').

En effet, les quatre premiers points a, b, a', S'ont leur
rapport anharmonique égal à celui de leurs polaires (117).
Ces polaires sont les droites c/;, ca, cb\ ca', dont le rapport
anharmonique est égal à celui des points 6, a, b', a' dans
lesquels elles rencontrent la droite a' b', ou invertendo à
celui des points a, 6, b'. Ce qu'il fallait prouver.

Donc, etc.

Ce théorème donne lieu à deux propositions réciproques
qui suivent.
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216. Quand deux triangles ont leurs six sommets sur

une conique, ces points forment deux systèmes de trois
points conjugués par rapport à une autre conique.

Soient abc, a'b'c' les deux triangles. On peut construire
une conique dans laquelle les trois points a, b, c seront
conjugués deux à deux, et le poinL a' sera le pôle de la
droite b'c' (167). Cette courbe satisfait à la question. En
effet, appelons y le point qui sur b'c' sera le conjugué de
b' par rapport à celte conique. Les six points a, b, c,

by, seront sur une même conique (215). Le point y
coïncide donc avec le point J ; et, couséquemment, les trois
points a', b', c' sont conjugués par rapport à la conique con¬
struite. Ce qui démontre le théorème.

217. Quand deux triangles sont circonscrits à une co¬

nique, leurs sommets forment deux systèmes de points
conjugués par rapport à une autre conique.

La démonstration sera calquée sur la précédente. Du
reste on remarquera que cette seconde proposition se con¬
clut de la première, puisqu'on a vu que, quand deux trian¬
gles sont circonscrits à une conique, ils sont inscrits à une
autre conique (61).

218. Quand trois points a, b, c, situés sur une conique 2,
sont conjugués par rapport à une autre conique C, on peut
déterminer sur la première courba une infinité d'autres sys¬
tèmes de trois points a', b', c' conjugués par rapport à la
seconde.

Qu'on prenne a' arbitrairement sur la conique 2-, la po¬
laire de ce point par rapport à C rencon tre 2 en deux points
b', c' qui satisfont à la question, c'est-à-dire que les trois
points a', b\ c' sont conjugués par rapport à la conique C.

En effet, la droite b'c' étant la polaire du point a', il
existe sur cette droite un point c" qui forme avec les deux
points ab' un système de trois points conjugués : et les
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points «, b, c, a', bc" sont sur une même conique (215).
Mais cette courbe ne peut être que 2 qui passe par les cinq
premiers points. Donc c" coïncide avec c'. Ce qui démon¬
tre le théorème.

Corollaire.—Il résulte de ce théprème que/; Étant don¬
nées deux coniques quelconques C, 2, on ne peut pas, en
général, déterminer sur Vune un système de trois points
qui soient conjugués par rapport, à l'autre.

Car si un tel système existait, il y en aurait une infinité
d'autres; et il faudrait qu'un point a étant pris à volonté
sur 2, la polaire de ce point par rapport à C rencontrât
2 en deux points b, c conjugués par rapport à C. Ce qui
évidemment n'a pas lieu en général.

§ III. — Normales et obliques à une conique, menées par
un point donné.

219. Si d'un point fixe on abaisse une perpendiculaire
sur chaque diamètre d'une conique, et qu'on.prenne le
point d'intersection de cette droite et. du diamètre conju¬
gué : le lieu de ce point sera une hyperbole équilatère pas¬
sant par le pointfixe, par le centre de la conique donnée
et par les pieds des normales abaissées du pointfixe sur la
conique, et dont les asymptotes sont parallèles aux axes
de cette courbe.

En effet, considérons des diamètres A, B, C,. . ., comme
formant un premier faisceau ; leurs conjugués A', B', C',...,
constitueront un faisceau homôgraphique (174). Les per¬
pendiculaires abaissées du point fixe, sur les premiers diamè¬
tres, formeront un faisceau homographique au premier, et
par conséquent au second. Donc elles rencontreront respecti-
vementles diamètres A', B', C/,...,en des points n, n',
situés sur une conique passant par le point fixe et le centre
de la conique proposée (8). Ce lieu dos points n, n',. . . est
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évidemment une hyperbole équilatère ayant ses asymptotes
parallèles aux axes de la conique donnée.

Concevons maintenant une normale abaissée du point
P sur la conique, c'est-à-dire une droite perpendiculaire h la
tangente an point où elle rencontre la conique. Cette droite
est perpendiculaire au conjugué du diamètre qui passe par
ce point : donc ce point est sur l'hyperbole. Donc, etc.

220. Réciproquement : Si une hyperbole équilatère passe
par le centre d'une conique, et a ses asymptotes parallèles
aux axes de la conique, les normales à celle-ci, menéespar
les points où l'hyperbole la rencontre, concourent en un
même point de l'hyperbole.

En effet, soit m un des points d'intersection des deux
courbes ; et a le point où la normale à la conique en m ren¬
contre l'hyperbole. Si du point a on abaisse sur la conique
trois autres normales, leurs pieds seront sur l'hyperbole
équilatère passant par les points «, m, et le centre de la
conique, et ayant ses asymptotes parallèles aux axes de la
conique. Cette hyperbole se confond avec l'hyperbole pro¬
posée. Doue, etc.

221. Si, au lieu de perpendiculaires, on abaisse du point
donné sur les diamètres A, B,. .., des obliques sous un

angle constant, dans un même sens de rotation, les pieds de
ces obliques sur les diamètres conjugués seront encore sur
une conique passant par le point donné, par le centre de
la conique proposée, et par les pieds des obliques abaissées
sur cette courbe sous l'angle donné.

La conique aura deux points à l'infini (réels ou imagi¬
naires) sur les diamètres conpigués de la conique proposée
dont l'angle est égal à celui des obliques.

La démonstration de ce théorème général est absolument
la même que pour le cas des perpendiculaires : et le théo¬
rème donne la solution de ce problème : Abaisser d'un
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point, donné sur une conique des obliques sous un angle
donné, dans un sens de rotation donné.

Le problème admet quatre solutions5 et huit quand le
sens de rotation dans lequel doivent être menées les obli¬
ques n'est pas indiqué. Dans le cas des perpendiculaires
les deux systèmes de solutions se confondent (*).

222. Les perpendiculaires abaissées d'un point donné P
sur les tangentes d'une parabole rencontrent les diamètres
menés par les points de contact de ces tangentes,' en des
points situés sur une hyperbole èquilatère qui passe par le
point P et dont une asymptote est parallèle à ïlaxe de la
parabole.

En effet, quatre tangentes en quatre points a,b,. . ., ont
leur fonction anharmonique égale au rapport anliarmo-
nique des quatre points dans lesquels ces tangentes ren¬
contrent une autre tangente fixe (58) ; celui-ci est égal au
rapport anharmonique des droites menées des quatre points
a, b,. . ., à un point de la parabole (2), et par conséquent
au rapport anharmonique des diamètres partant des quatre
points a, b,. . . . Les perpendiculaires abaissées du point P

(*) Ce problème des normales, qui se résout, comme on le voit, avec une
extrême facilité, est une des questions qui .présentaient le plus de difficul¬
tés dans la Géométrie des Grecs. Apollonius l'a résolu dans le Ve Livre de
son Traité des sectiqns coniques(propositions 58-63), en se .servant de l'hy¬
perbole èquilatère. Il détermine la position des asymptotes, ce qui suffit
pour construire la courbe, puisqu'elle passe par le point donné, d'où l'on
mène les normales.

Cette hyperbole, que nous avons considérée comme le lieu des points d'in¬
tersection des rayons homologues de deux faisceaux homographiques, peut
être considérée de plusieurs aiitres maniérés. Elle est, par exemple, le lieu
des milieux des cordes que des cercles décrits du point donné, comme centre,
interceptent dans la conique proposée. De nombreuses propriétés des coni¬
ques dérivent de là. On peut consulter à ce sujet un Mémoire sur les lignes
conjointes dans les coniques, inséré dans le tome ïîî du Journal de Mathémati¬
ques M. Lion ville, année i838; voir p. /jio~43o.
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sur les quatre tangentes ont donc leur rapport anharmo-
nique égal à celui des quatre diamètres. Donc les points
d'intersection sont sur une conique qui passe par le point P
et par le point de la parabole situé à l'infini.

Cette conique est une hyperbole équilatère. Effective¬
ment, elle a deux points à l'infini. Car d'abord, si le point a
est au sommet de la parabole, le point de la courbe situé
sur la perpendiculaire menée du point P à la tangente en a
est à l'infini sur l'axe de la parabole. Ensuite, si la perpen¬
diculaire menée du point P sur une tangente est perpendi¬
culaire à l'axe, la tangente est située à l'infini et se confond
avec le diamètre qui part du point de contact. Donc le
point situé à l'infini sur la perpendiculaire à l'axe de la pa¬
rabole appartient à la conique. Donc cette courbe est une

hyperbole; et cette hyperbole est équilatère.
Elle rencontre la parabole en trois points, autres que leur

point commun situé à l'infini, et chacun de ces points est
le pied d'une normale abaissée du point P sur la parabole.
On peut donc mener par un point trois normales à une

parabole.
Les mêmes considérations s'appliquent au cas des obliques

partant d'un point, sous un angle de grandeur donnée.

223. Si autour d'un point pris dans le plan d'une co¬

nique, on fait tourner une transversale, et que par son
pôle on mène une perpendiculaire à cette droite : ces per¬
pendiculaires successives enveloppent une parabole qui est
tangente à la polaire du point fixe et aux tangentes à la
conique menées par les pieds de ses normales abaissées de
ce point.

Car à quatre transversales répondent quatre pôles, qui
ont leur rapport anbarmonique égal à celui des quatre trans¬
versales (117), et par conséquent à la fonction anbarmo¬
nique des quatre perpendiculaires (58). Donc ces quatre

10
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droites sont tangentes à une parabole tangente à la polaire
du point fixe ( ibid. ).

Quand la transversale est normale à la conique en un
point, la tangente en ce point est la perpendiculaire à la
transversale. Conséquemment les tangentes communes à
la parabole et à la conique proposée touchent celle-ci en
des points qui sont les pieds des normales abaissées du
point donné.

De là résulte une nouvelle solution du problème de mener
des normales à une conique par un point donné.

224. Si, au lieu de mener, par les pôles des transversales,
des perpendiculaires à ces droites, on menait des obliques
faisant un angle constant, dans un sens de rotation déter¬
miné, on prouverait de même que ces obliques enveloppent
une parabole dont les tangentes communes à la conique
proposée, ont pour points de contact sur cèlle-ci les pieds
des obliques abaissées du point donné sur cette conique.
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CHAPITRE "VIII.

DIVISIONS HOMOGRAPHIQUES SUR UNE CONIQUE.

§ I.

225. Nous appellerons divisions homographiques sur
une conique, deux séries de points pris sur cette courbe,
tels, que les droites menées de ces points à un autre point
de la courbe, forment deux faisceaux homographiques.

Les rayons doubles de ces deux faisceaux marquent sur
la conique deux points que nous appellerons les points
doubles des deux divisions.

226. Silesdeux faisceaux sont en involution [G. S.,248),
on pourra dire que les deux divisions homograpliiques sont
elles-mêmes en involution. Alors les cordes qui joignent
deux à deux les points homologues des deux divisions con¬
courent en un même point (139).

Et réciproquement : Quand une transversale tourne
autour d'un point fixe, les couples de points dans les¬
quels elle rencontre une conique forment deux divisions
homograpliiques en involution.

227. Les droites menées des points de deux divisions
homograpliiques sur une conique, à un point quelconque de
la courbe, forment toujours deux faisceaux homogra¬
pliiques dont les rayons doubles aboutissent aux points
doubles des deux divisions.

Soient a, b, c,. . . et a', b', c1,... (fig. 92) les deux
séries de points qui forment les deux divisions homogra¬
pliiques, et e, f les deux points doubles. Par hypothèse, les

10.
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droites menées à tous ces points, d'un certain point O de la
conique, constituent deux faisceaux homograpliiques dont
les rayon#doubles sont Oe, Of. Il faut démontrer qu'il en
est de même des droites menées d'un autre point O' de la
courbe. Or, par hypothèse,

O (a, b, e,f)=0[a', b', e, f).
Mais les deux membres de cette égalité sont égaux respec¬
tivement à O' (a, Z>, e,f) et O' b', e,f) (4). Donc

O '(a, b,e,f) = 0'(a', b', e,f).
Ce qui prouve que les rayons O'a, O'b et O'a', O'V appar¬
tiennent à deux faisceaux homographiques dont O'e, O'f
sont les rayons doubles. Donc, etc.

228. Quand on a sur une conique deux divisions ho¬
mographiques, les droites menées de deux points quel¬
conques de la conique aux points des deux divisions, res¬

pectivement, forment deux faisceaux homographiques.
En effet, soient a, b, c,. . . et a', b', c\. . . les points

des deux divisions, et O, G' deux autres points quelconques
de la courbe. Les deux faisceaux 0(a, &,...) et O («', b',...)
sont homographiques ; ce qui vient d'être prouvé. Mais les
deux faisceaux O(a1, b',. . .') et Ob'. . .) le sont aussi
(4). Donc les deux faisceaux O (a, b,. . .) et OV. . .)
sont homographiques. Donc, etc.

Réciproquement : Quand deuxfaisceaux homographi¬
ques ont. leurs centres en deux points d'une conique, les
points de rencontre de la conique et des rayons de chaque
faisceau forment sur cette courbe deux divisions homogra¬
phiques.

Par exemple : Si autour de deux points d'une conique
on fait tourner deux cordes parallèles, leurs extrémités
forment deux divisions homographiques.

229. Si autour de deux: points fixes P, Q [fig. 93), on
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fait tourner deux droites qui se coupent sur une conique,
et rencontrent la courbe en deux autres points a, a', ces
deux pointsforment deux divisions homographiques dont
les points doubles sont les deux points e, f de la courbe
situés sur la droite PQ.

En effet, soit m le point de concours des deux droites Pa,
Qa'. Les deux points a et m forment deux divisions homo-
graphiques (226)'; de même les deux points a' et m. Donc
a et a' forment deux divisions homographiques. Quand le
point m se trouve en e, a et a'coïncident enf qui par con¬
séquent est un point double des deux divisions. El de même,
le point e. Donc, etc.

230. Quand deux divisions homographiques sont for¬
mées sur une conique, les droites menées des deux points
doubles et de deux points homologues, à un même point
de la courbe, ont un rapport anharmonique constant, quel
que soit ce point de la courbe, et quels que soient les deux
points homologues pris dans les deux divisions.

Soient a, a' ( fig. q4) deux points homologues des deux
divisions, é,f les deux points doubles, et m un autre point
de la conique. Je dis que le rapport anharmonique des
quatre droites ma, ma', me, mf est constant, quels que
soient les deux points homologues a, a' des deux divisions,
et le point m de la courbe.

Eneffet,les droites menées du point m aux points des deux
divisions forment deux faisceaux homographiques (227):
conséquemment le rapport anharmonique des quatre droites
ma, ma', me, mf est constan t, quels que soient les deux
points homologues a, a' [G. S., 153, 176). Mais les droites
menées d'un autre point de la conique, aux quatre mêmes
points a, a', e, f, ont le même rapport anharmonique que
les quatre droites ma, ma', me, mf (4). Donc, etc.

231. Quand on a deux divisions homographiques sur
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une conique, les droites menées d'un point pris sur la
courbe aux points des deux divisions forment, sur la
corde qui joint les deux points doubles, deux divisions
homographiques dont ces deux points sont aussi les points
doubles ; et ces deux divisions restent les mêmes, quelque
soit le point pris sur la conique.

En effet, soient e, f (fig. g4) les points doubles des deux
divisions homographiques5 a, a' deux points homologues;
et a, «' les points où les deux droites ma, ma', menées d'un
point m, rencontrent la droite ef. Les quatre droites ma,
ma', me, mfont un rapport anharmonique constant, quels
que soient les deux points homologues a, a', et quel que
soit aussi le point m (230). Or ce rapport est le même que
celui des quatre points a, a', e, f. Donc celui-ci est con¬
stant. Donc les deux points variables a., a' forment deux
divisions homographiques dont les points doubles sont
e,f[G. S., 153). Ce qu'il fallait prouver.

232. Lorsqu'une conique passe par les points doubles
de deux divisions homographiques (a, a') faites sur une
droite L, si autour de deux points homologues a, a.' on
fait tourner deux droites dont le point de concours glisse
sur la conique, et qui rencontrent cette courbe en deux
autres points a, a' : les deux divisions homographiques,
formées par ces couples de points a., a' (229), seront tou¬
jours les mêmes, quels que soient les deux points homolo¬
gues x, a' des deux divisions rectilignes, autour desquels
on fait tourner les deux droites.

En effet, les droites menées d'un point quelconque de la
conique aux deux points a, a' des deux divisions formées
sur cette courbe par les droites qui tournent autour des
deux points a, a', rencontrent la droite L en deux points
qui appartiennent à deux divisions homographiques (227).
Ces divisions sont les mêmes que les deux divisions pro-
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posées, parce que les points doubles sont les mêmes, et
que les deux points homologues a, a' sont communs aux
deux systèmes. Donc, etc.

233. Si l'on a sur la droite qui joint deux points d'une
conique (fig- g5 ) deux divisions homographiques ( «, a' )
dont les points doubles soient les deux points de la coni¬
que, et que d'un point fixe P on mène à chaque point a
de la première division une droite qui rencontre la coni¬
que en deux points a, a,; puis, que d'un de ces points a, on
mène au point a! de la seconde division une droite qui ren¬
contre la conique en un point a' : les deux points a, a! for¬
ment deux divisions homographiques, ainsi que les deux
points a, et a'.

En effet, les deux points a et a! forment deux divisions
homographiques (232). Mais la droite aa, passant par un
point fixe P, les deux points a, a, forment aussi deux divi¬
sions homographiques (226). Donc les deux points a et a!
forment deux divisions homographiques; et par conséquent
aussi les deux points a,, a". Donc, etc.

CouollAiue. — Si le sommet a, ( fig. 9,6) d'un angle de
grandeur constante, dont un côté tourne autour d'un
point fixe P, glisse sur une conique, ce point a, et les deux
points a et a', dans lesquels les côtés de l'angle rencon¬
trent la conique, forment sur la courbe trois divisions ho¬
mographiques.

En effet, les deux droites «jP, a, a', faisant un angle de
grandeur constante, leurs parallèles, menées par un point
fixe, forment deux faisceaux homographiques, et par consé¬
quent rencontrent la droite située à l'infini en des points
qui appartiennent à deux divisions homographiques. Or ces
points sont aussi sur les droites a, P, a, a'. Donc, etc.

234. Étant données, sur une conique, deux divisions
homographiques a, b, c. . . et a', b', c'. . . [fig- 97)) les
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deux droites menées de deux points quelconques de la
première division aux deux points homologues de la se¬
conde division pris inversement, comme ab' et ba', se cou¬

pent sur la droite qui joint les points doubles des deux
divisions.

En effet, soient e, fies deux points doubles. Les quatre
droites a' (a, b, e, f) et les quatre droites a (u', b\ e,f) ont
le même rapport anharmonique (228). Or les deux droites
a!a et aa! coïncident ; donc le point de rencontre des deux
droites u'Z>, ab' est en ligne droite avec les deux points
e,f qui sont les points de concours des couples ae, aie et
aj, a'f (G. S., 108). Donc, etc.

Autrement. Soit O, un point de la conique. Les rayons
O [a, b, c, ...) et O (u', b', c',... ) forment deux faiscaux ho-
mographiques dont les rayons doubles sont Oe, Oi/(227).
Les trois couples Ou, Ob' ; O b, Ou', etOe, O/sont en invo-
lution (G. S., 259). Donc les trois droites ab', ba' et ef
passent par un même point (139). Ce qu'il fallait prouver.

Corollaire I.-—-Deux systèmes de trois points u, b, c et
a', b', c', pris arbitrairement sur une conique, et qu'on fait
correspondre deux à deux respectivement,déterminent deux
divisions homograpliiques. Par conséquent, les points d'in¬
tersection des trois couples de droites' ab', ba'-, bc',cb' et
eu', ne' sont en ligne droite. Ce qu'on exprime en disant
que : Dans tout, hexagone inscrit à une conique, les
points de concours des côtés opposés sont en ligne droite.
Théorème de Pascal (22).

Corollaire II. —Puisque cette droite, sur laquelle se cou¬
pent les trois couples de droites ab', ba!,... passe par les
deux points doubles des deux divisions homograpliiques
u, b, c,..., u', b', c',..., il en résulte une solution fort
simple de ce problème : Construire les points doubles de
deux divisions homographiques sur une conique, connais¬
sant trois couples de points homologues.
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On remarquera que cette construction s'applique à la

recherche des rayons doubles de deux faisceaux homogra-
phiques déterminés par trois couples de rayons homologues,
et qu'elle ne diffère point de celle que nous avons déjà don¬
née de cette question (151).

235. Quand deux séries de points a, b,. .. et a', b',. . .,

pris sur une conique (fig- 98 ), forment deux divisions ho-
mographiques, les tangentes en ces points rencontrent la
corde qui joint les points doubles des deux divisions, en
deux séries de points a, S... ; a', 6'..., qui forment deux
divisions homographiques, et ont pour points doubles les
deux points de la courbe situés sur cette corde.

En effet, les deux cordes ab', ba' se coupent en un point i
de la corde ef qui joint les points doubles des deux divi¬
sions (234); par conséquent, le point de concours des
tangentes en a et b', et le point de concours des tangentes
en b et a' sont en ligne droite avec le point de concours
des tangentes en e etf(98, 20). Celte ligne droite est la
polaire du point 1.

Donc les trois couples de points a, 6'; 6, a', et e,f sont
en involution (148). Ce qu'on peut exprimer par l'égalité
de rapports anharmoniques :

(a, a!, e,f) = e).

Changeant l'ordre des points de la seconde série, on en
conclut :

e,f) = (g, g', e,f). (G. S-, 40.)
Donc a, a! font avec e,f le même rapport anharmonique

que 6, 6'. Ce qui prouve que les deux couples de points a, S
et a', S' appartiennent à deux divisions liomographiques
dont e, f sont les points doubles (G. S., 153). Donc, etc.

Réciproquement : Quand deux tangentes à une coni¬
que roulent sur la courbe, de manière que leurs traces sur
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une droite fixe forment deux divisions homographiques
ayant pour points doubles les deux points de rencontre
de la conique et de la droite, les points de contact des
deux tangentes forment sur la conique deux divisions ho-
mographiques qui ont aussi pour points doubles ces deux
points de rencontre.

236. Étant données deux divisions homographiques sur
une conique, si, du pôle de la corde qui joint les points
doubles, on mène des droites aux points des deux divi¬
sions : ces droites forment deux faisceaux homographi¬
ques dont les rayons doubles passent par les points doubles
des deux divisions.

En effet, soient n, b (fig. pg) deux points de la première
division, a', b' les points homologues de la seconde division ;
e^les deux points doubles, et O le pôle de la corde ef. Les
deux droites ab', bal se coupent en i sur la droite ey(234).
La polaire de ce point i est la droite qui joint les points de
concours des côtés opposés du quadrilatère inscrit ad b' b
(118), et le point O se trouve sur cette droite (102). Donc
les deux tangentes On, Of et les deux couples de droites
On, Ob' et Ob, On' menées aux sommets opposés du quadri¬
latère sont en involution (122). Ce qu'on exprime par l'é¬
galité de rapports anliarmoniques :

(On, On', Oc, Of) — (Ob', Ob, O/, Oc).

Changeant l'ordre des droites du second faisceau, on en
conclut :

(On, On', Oc,Of) = (Ob,Ob', Oc, Of).
Donc les droites Oa, Ob appartenant à un premier fais¬

ceau, les droites On', O b' appartiennent à un faisceau homo-
grapliique; et les rayons doubles des deux faisceaux sont
On, 0/ (G. S., 153, 176). C. q. f. r.

237. Quand on a deux divisions homographiques sur
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une conique, les tangentes aux points cles deux divisions
rencontrent une tangente fixe en deux séries de points
qui forment sur celte droite deux divisions liomogra¬
phiques, dont les points doubles sont déterminés par les
tangentes aux points doubles des deux divisions homo-
graphiques sur la conique,

En effet, soient a, b,... et a', b',... les points des
deux divisions : a, 6,. . . et a', les traces des tan¬
gentes en ces points sur la tangente fixe. Les droites me¬
nées d'un point O de la conique à quatre points a, b,. . .,

ont leur rapport anharmonique égal à celui des quatre
points a, ë,. . . (2). De même à l'égard des droites On',
Ob',. . ., et des points a', 6',. . . .Mais quatre droites On,
O b,. .ont leur rapport anharmonique égal à celui des
quatre droites On', Ob',..., (227). Donc quatre points
a, 6,..., ont leur rapport anharmonique égal à celui des
quatre a!, &',.... Donc, etc.

Réciproquement : Quand deux divisions homogra-
phiques sontformées sur une tangente d'une conique, si par
chaque couple de points homologues des deux divisions
on mène des tangentes à la conique, les deux points de
contact marqueront sur la courbe deux divisions homogra-
phiques, dont les points doubles seront les points de con¬
tact des tangentes issues des points doubles des deux divi¬
sions rectilignes.

En effet, si d'un point quelconque O de là conique on
mène des droites aux points de contact des tangentes, ces
droites formeront deux faisceaux homograpliiques ; car le
rapport anharmonique de quatre droites sera égal à celui
des quatre points de la tangente fixe, d'où sont menées les
tangentes, dont les points de contact déterminent les quatre
droites (2). Donc, etc.

238. Quand deux séries de points a, b,... et a', b',.
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sur une conique appartiennent à deux divisions homogra-
phiques, les tangentes en ces points rencontrent, respecti¬
vement, deux tangentes fixes, en deux séries de points
cf, 6,...; a!, 6',.. . qui sont elles-mêmes homographi¬
ques.

Il faut prouver que le rapport anliarmonique de quatre
points a, 6, y, d est égal à celui des quatre points al, ê',
y', Or, pour un point O pris arbitrairement sur la coni¬
que, on a les égalités

(a, S, y, S) — O (a, b, c, cl),
y, S')=0{a', h', c',d') (2).

De plus
O [a,b, c, d) = 0{a', b',c', d') (227).

Donc, etc.

239. Étant données deux droites et une conique, si une
tangente roule sur la courbe, et que, par les points où elle
rencontre les deux droites, on mène deux autres tan¬

gentes, les points de contact, de celles-ciformeront sur la
courbe deux divisions homographiques, dont les points
doubles seront sur la polaire du point de concours des
deux droites fixes.

Soient L, L' [fig. ioo) les deux droites, a, oc' les points
où une tangente en À les rencontre, et a, a' les points de
contact des tangentes menées par ces points a, oc'. Quand
le point oc glisse sur la droite L, la corde A « passe par le
pôle de cette droite, et les deux points A, a, forment
deux divisions liomographiques (226). Pareillement les
point A, a'. Donc a et a' forment deux divisions Pornogra¬
phiques. c. Q. F. p.

240. Quand on a deux divisions liomographiques sur
une conique, les tangentes en deux points homologues
a, a' ( fig. ioi), et les tangentes aux deux points doubles
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e, f rencontrent une cinquième tangente en quatre points
qui ont un rapport anharmonique constant, quelle quesoit cette cinquième tangente, et quels que soient les deux
points homologues a, a' des deux divisions.

En effet, les tangentes aux couples de points homologuesdes deux divisions, tels que a, a', rencontrent une tangente
quelconque L en des couples de points a, a' qui forment
deux divisions homographiques, dont les points doubles s,-cpappartiennent aux tangentes aux deux points doubles e,
y (237). Ainsi, quels que soient les deux points homologues
a, a1, le rapport anharmonique des quatre points «, a', e, <j>est constant (G. S., 153). Mais les points dans lesquels les
quatre tangentes en a, a', e, f rencontrent une autre tan¬
gente quelconque L', ont leur rapport anharmonique égal àcelui des quatre points «, a', e, cj> (5). Donc, etc.

Observation. — Les quatre derniers théorèmes (237-
240) sont les corrélatifs des théorèmes (227-234); et les
quatre théorèmes suivants (241-244) correspondent sem-
blablement aux quatre théorèmes (231-234); c'est pour¬
quoi nous en omettrons les démonstrations, qu'on rétablira
sans difficulté.

241. Quand on a deux divisions homographiques sur
une conique, si, du pôle de la corde qui joint les points
doubles, on mène des droites aux points où les tangentesà la conique en ses points des deux divisions rencontrent
une autre tangente quelconque, ces droites forment deux
faisceaux homographiques qui ont pour rayons doubles les
tangentes à la. conique aux points doubles des deux divi¬
sions .

212. Quand deuxfaisceaux homographiques ont pour
rayons doubles E, F deux tangentes à une conique, siparles points où une tangente quelconque rencontre deux
rayons homologues des deux faisceaux, on mène deux
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nouvelles tangentes à la conique, leurs points de contact
a, a!formeront deux divisions homographiques qui auront
pour points doubles les points de contact des deux tan¬
gentes E, F.

243. Étant donnés deuxfaisceaux homographiques qui
ont le même centre, et une droite L, si par le point de ren¬
contre de cette droite et d'un rayon a du premierfaisceau
on mené une tangente a à une conique, et par le point où.
cette tangente rencontre le rayon homologue a.' du second
faisceau, une tangente a', les points de contact des deux
tangentes a, a' forment sur la conique deux divisions ho¬
mographiques.

244. Étant données deux divisions homographiques
a, b, c,. . . et a', b', c',. . . sur une conique, si l'on mène
des droites quijoignent, chacune, le point de concours des
tangentes en deux points quelconques des deux divisions,
tels que a et b', au point de concours des tangentes aux
deuxpointsb et a', correspondants, mais pris inversement,
ces droites passeront toutes par le pôle de la corde qui
joint les points doubles des deux divisions.

Corollaire I. — Deux systèmes de trois points a, b, c
et ab', c' pris arbitrairement sur une conique, déter¬
minent deux divisions homographiques : par conséquent les
trois droites dont chacune joint deux points tels, que le
point d'intersection des tangentes en a et b' et celui des
tangentes en b et a' passent par un même point. Ce qu'on
exprimera en disant que : Dans un hexagone circonscrit
à une conique les diagonales qui joignent les sommets
opposés passent par un même point. Théorème de
M. Brianchon (28).

Corollaire II. — Puisque ce point, par lequel passent
les trois droites, est le pôle de la corde qui joint les deux
points doubles des deux divisions homographiques détermi-
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nées parles trois couples de points a, ab, b' et c, c',
il en résulte, comme on le voit, une construction des deux
points doubles.

Polygones inscrits ou circonscrits à une conique.

245. Quand un polygone, dont tous les côtés tournent
autour d'autant de points fixes, placés d'une manière
quelconque, a tous ses sommets, moins un, sur une co¬

nique : les deux côtés adjacents au dernier sommet ren¬
contrent la courbe en deux points qui forment deux divi¬
sions homographiques.

Soit, par exemple, un quadrilatère abcd (fig. 102), dont
trois sommets a, b, c glissent sur une conique, pendant que
les quatre côtés da, ab, bc, cd, tournent autour des quatre
points A, B, C, D. Je dis que les deux points m, m' dans
lesquels les côtés adjacents au dernier sommet d rencontrent
la conique, forment sur cette courbe deux divisions homo-
grapbiques.

En effet, les deux points m, a forment deux divisions
homographiques (226). De même les deux a et b, les deux
b et c, et enfin les deux c et m'. Donc, etc.

246. De là résulte une solution bien simple de ce pro¬
blème :

Inscrire dans une conique un polygone dont tous les
côtés passent par autant de points donnés.

On prendra arbitrairement sur la conique le point m
qui détermine le premier côté d'un polygone et par suite
tous les autres. Le dernier côté rencontre la conique en un
point m'. On détermine de même deux autres couples de
points. Ces trois couples appartiennent à deux divisions
homographiques dont les points doubles résolvant la
question.

Il y a donc deux solutions.
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247. Quand un polygone, dont tous les sommets glis¬

sent sur autant de droites fixes quelconques, a tous ses
côtés, moins un, tangents à une conique, si par les deux
sommets situés sur ce dernier côté, on mène deux tangen¬
tes à la conique : les points de contact marqueront deux
divisions homographiques.

Soit le quadrilatère ahcd ( fig. io3) dont les quatre som¬
mets glissent sur quatre droites A, B, C, D, pendant que les
trois côtés ab, bc, cd roulent sur une conique. Je dis que
si l'on mène les tangentes à la courbe par les deux sommets
a, d situés sur le quatrième côté, les points de contact m,
m' forment deux divisions liomograpliiques.

En effet, désignons par a, ë, y les points de contact des
côtés ab, bc, cd. La corde am tourne autour du pôle de la
droite A; conséquemment les deux points m, a, forment
deux divisions homographiques (226) ; de même les deux
a, 6; les deux 6, y; et enfin les deux y, m'. Donc, etc.

248. De là résulte une solution bien simple de ce pro¬
blème :

Circonscrire à une conique un polygone dont les som¬
mets soient situés sur autant de droites données.

On prendra arbitrairement le premier sommet du poly¬
gone sur la droite A, et on formera le polygone abcd dont
tous les côtés, moins le dernier da, soient tangents à la
conique. Les tangentes à la courbe menées par les deux
points a, d déterminent deux points de contact m, m'.
On construira semblablement deux autres couples de
points. Les trois couples appartiennent à deux divisions
bomographiques dont chacun des points doubles donne
une solution de la question.

Il y aura donc deux solutions (+).

(*) Ce problème et le précédent ont été résolus par des considérations
différentes, dans le Traité des propriétés projeetwes. ( Voir p. 59-357 .)
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CHAPITRE IX.

COURBES POLAIRES RÉCIPROQUES. - CONIQUES IIOMOGRA-
PIIIQUES ; IIOMOLOGTQUES.

§ Ier. — Polaires réciproques.
249. Les polaires des points d'une courbe C, relatives à

une conique £1, enveloppent une courbe C', qu'on appelle
la polaire de la courbe C.

Réciproquement, la courbe C est la polaire de C';
c'est-à-dire que les points de G ont pour polaires les tan¬
gentes de la courbe C.

En effet, la polaire d'un point m de la courbe C touebe la
courbe enveloppe G en un point m', qui est à l'intersecLion
de cette polaire et de celle du point p. infiniment voisin de m
sur C ; or ce point m! est le pôle de la droite mp. (102) tan¬
gente à la courbe C. Donc, etc.

Les deux courbes C, C'jouissent donc de propriétés réci¬
proques. C'est pourquoi on les a appelées polaires réci¬
proques (*).

250. Deux figures polaires réciproques sont deux
figures corrélatives.

En effet, à un point de l'une correspond une droite dans
l'autre ; et quand des points de la première figure sont en
ligne droite, les droites correspondantes passent par un
même point, et ont entre elles des rapports auliarmoniques

(*) Nous avons donné dans YAperçu historique (voir p. 219 et 370) une
Notice sur l'origine et le développement de cette théorie des pôles et polaires.

I I
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égaux à ceux des points correspondants (117); .ce qui est le
caractère des figures corrélatives ( G. S., 570).

251. Deux courbes polaires réciproques jouissent de cette
propriété, que chacune d'elles est rencontrée par une droite
en autant de points qu'on peut mener de tangentes à l'autre
par un point donné.

C'est ce qu'on exprime, à l'égard des courbes géométri¬
ques, en disant que Vordre d'une courbe est égal à la classe
de l'autre. Car on désigne par le mot classe le nombre des
tangentes (réelles ou imaginaires) qu'on peut mener à
une courbe, d'un point quelconque; de même que l'ordre
d'une courbe est déterminé par le nombre des points de
rencontre (réels ou imaginaires) de la courbe et d'une droite
quelconque.

252. La courbe polaire d'une conique C est une autre
conique G.

Considérons deux tangentes fixes A, A' de la conique C :
les autres tangentes les rencontrent en des couples de
points a, a'; b,

Soient P, P' les pôles des deux droites A, A' par rapport à
une conique fi, et a, 6,. . les pôles des tangentes aa',
bb',.... Les droites Pa,P 6,... sont les polaires des points a,
b...\ et correspondent anbarmoniquement à ces points,
c'est-à-dire que quatre droites ont le même rapport auhar-
monique que les quatre points dont elles sont les polai¬
res (117). Pareillement, les droites Va, P'S,... sont les po¬
laires des points a!, V,... et correspondent anbarmonique¬
ment à ces points. Or les deux séries de points a, £,..., et
a', b',... sont lromographiques (7). Donc les deux fais¬
ceaux de droites P«, PS,... et Va, P'ê,... sont aussi lromo¬
graphiques. Donc les points a, 6,. . . sont sur une coni¬
que (8). c. o. F. p.

253. Les relations métriques dé deux figures polaires
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réciproques dérivent de cette propriété que : quatre points
en ligne droite dans une figure ont leur rapport anhanno-
nique égal à celui des quatre droites correspondantes
dans Vautre figure (117).

On déduit de là plusieurs conséquences déjà démontrées
dans la théorie des figures corrélatives (G. S., 585-591).
Nous nous bornerons à les rappeler ici :

Étant pris dans le plan d'une conique deux points
fixes a, b, et leurs polaires A, B, puis utie droite quel¬
conque M et son pôle m : le rapport des distances de ce

point, aux deux droites A, B, est au rapport des distances
de sa polaire M aux deux points a, b, en raison constante.

Ce que nous exprimerons ainsi, en employant la nota¬
tion que nous avons déjà mise en usage (40) :

(m, A)
_

_ (M, a) _

(w,B)" (M, b)'

On a une expression très-simple de la constante /. en

supposant la droite M à l'infini : son pôle m devient le
centre O de la conique, et il en résulte

(<>> A) _

(0,B)

On obtient une autre expression de X en supposant que
le point m coïncide avec b, et par conséquent la droite M
avec B : il vient alors

(A; b)
(B,«)-À-

254. Les deux expressions de X montrent que

(A, b) (O, A)
(B, «) (O, B)'

Ce qui exprime que : Si l'on prend dans une conique les
11.
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pôles de deux droites, les distances respectives de chacune
de ces droites au pôle de Vautre sont entre elles dans le
rapport des distances des deux droites au centre de la
courbe.

255. Les deux droites A, B sont quelconques. Supposons
que, la première restant fixe, la seconde soit mobile; repré¬
sentons celle-ci par M et son pôle par m ; la formule se

change en

'M, a)
__ (m, A)

(M, 0) ~ '(0, A)'
Cette relation très-simple pourra servir pour passer des
propriétés d'une ligure à laquelle appartiendrait le point m,
à la figure polaire réciproque formée par les droites M.

§ II. — Coniques homographiques.
256. La théorie des figures homographiques se trouve

dans le Traité de Géométrie supérieure (art. 500-573).
Nous rappellerons seulement ici la définition et la propriété
fondamentale de ces figures (*).

(*) Il ne s'agit*que des figures planes. La théorie des figures homogra-
phiques à trois dimensions a été donnée dans VAperçu historique, paru en
1837, mais (Iul avait fait le sujet d'un ouvrage adressé sept ans auparavant
( en janvier i83o) à l'Académie de Bruxelles.

Différents modes de transformation des figures planes, connus depuis
longtemps, rentrent dans la théorie des figures homographiques, notamment
la méthode de Newton exposée dans le lemrne XXII du Ier livre des Principes
mathématiques de la philosophie naturelle, et celle de Waring qu'on trouve
dans les deux ouvrages de l'auteur : Miscellanea analylica, p. 82, et Proprie-
taies curvarum algebraicarum, p. 2/jo.

Parla première méthode on forme des figures homographiques qui ont
des dépendances de position particulières. La construction géométrique con¬
duit à des relations extrêmement simples

a
, y'
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257. Deux figures sont appelées homographiques quand

des points et des droites, dans l'une, correspondent, res¬
pectivement, à des points et h des droites dans l'autre,
comme cela a lieu, par exemple, dans deux figures suscep¬
tibles d'être mises en perspective l'une de l'autre.

A des points en ligne droite, dans une figure, correspon¬
dent des points en ligue droite dans l'autre figure, puisque
à des droites correspondent des droites.

258. La propriété fondamentale des figures liomogra-
phiques est bien simple : Quatre points d'une des deux
figures, en ligne droite, ont le même rapport anharmoni-
que que les quatre points correspondants de l'autre figure.

Et par suite : Deux faisceaux de quatre droites qui se
correspondent dans les deux figures ont le même rapport
anharmonique.

Pour exprimer un peu plus brièvement ces égalités de
rapports anharmoniques, nous pourrons dire que les points
en ligne droite dans les deux figures se correspondent an-
harmoniquement, et que les droites, dans deux faisceaux,
se correspondent aussi anharmoniquement.

entre les coordonnées x7 y et x', y' des points correspondants des deux
ligures.

La: transformation de Waring, que ce géomètre présente comme la géné¬
ralisation dé la méthode de Newton, s'exprime par les formules générales

ax'-\- bx' c a'x'-fi-b'y'-\-c'
a" x' H- b"y' H- c" \ ^ a" x' -+-b" y' -+- c"

Les neuf coefficients ky.x. qui se réduisent à huit, permettent de
prendre arbitrairement quatre points de la nouvelle figure, qui doivent cor¬
respondre à quatre points désignés de la figure donnée. De sorte que ces
figures ont toute la généralité de position que comporte le sujet.

Les figures que M. Mobius a appelées collinéaii es dans son Traité du calcul
barycentrique (Leipzig, 1827 ) sont aussi des figures liomographiques les plus
générales, dont le célèbre auteur a donné l'expression barycentrique, et une
construction géométrique fort simple.
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Ces relations servent à construire la figure liomogra-

phique d'une figure donnée, quand on connaît quatre points
de la nouvelle figure qui doivent correspondre à quatre
points désignés de la première.

259. Les mêmes relations conduisent à celle-ci :

Si l on prend dans une figure deux droites fixes, et
dans lafigure liomographique les deux droites correspon¬
dantes : les rapports des distances de deux points homo¬
logues quelconques à ces deux couples de droites, respec¬
tivement, sont en raison constante.

Lorsque l'une de3 deux droites fixes d'une figure est
située à l'infini, la distance qui se rapporte à celte droite
devient infinie ; mais le théorème subsiste comme si cette
dislance devenait égale à l'unité. [G. S., 514.)

260. La figure homographique d'une conique est une
seconde conique.

Pour le prouver, .prenons deux points fixes P, Q de la
conique proposée , autour desquels tournent les deux
cordes P/n, Q m qui se coupent sur la courbe. A ces droites
correspondent, dans la figure homographique , des cordes
P'm', Q'm', qui passent par deux points fixes P', Q', et se

coupent en un autre point m' variable. Les droites P'm!
correspondent anharmoniquement aux droites P m (258) ;
et les droites (fi m! aux droites Q m. Mais celles- ci corres¬
pondent anharmoniquement aux droites P m (6). Donc les
droites (fim' correspondent anharmoniquement aux droites
P'ni!. Donc les points ni! sont sur une conique (8). Ce
qu'il fallait prouver.

261. Quand deux coniques C, C sont homographiques,
si Von considère dans l'une un point et sa polaire, il cor¬
respond, dans l'autre, un point et sa polaire.

Soient (fig. it>4) un point p et sa polaire L relative à la
' conique C ; une transversale menée par le point p rencon-
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lie celle droite et la courbe en des points q el a, et les
quatre points p, q, a, b sont en rapport harmonique. A
ces points correspondent dans la conique C, quatre points
p', q', b' qui sont aussi en rapport harmonique (258) ;
ce qui prouve que le point q' appartient à la polaire du
point p'. Donc, etc.

262. Quand deux coniques sont homographiques, deux
points conjugués dans Vune correspondent à deux points
conjugués dans Vautre, Et deux droites conjuguées cor¬
respondent à deux droites conjuguées.

Cela est évident d'après la proposition précédente.
263. Deux coniques quelconques peuvent être considé¬

rées comme deux figures homographique ? dans lesquelles
trois points donnés de l'une correspondent à trois points
donnés de Vautre.

Soient a, b, c et a1, b', c1 (fig. io5) les deux systèmes de
trois points donnés sur les deux coniques 5 et d un quatrième
point de la première. On déterminera comme suit, le point
correspondant d'sur la seconde. On prendra sur les deux
courbes deux points quelconques O, SI1, et par ce dernier
on mènera les droites Sl'a', D.'b', SI'c1 et une quatrième
SI'd' faisant avec les trois premières un rapport anhar-
monique égal à celui des quatre droites On, Ob, Oc,
Od. Cette droite rencontre la seconde conique en un
point d'.

Que l'on construise maintenant la figure homographique
à la conique C, en prenant les quatre points a', bc\ d'
pour correspondre respectivement aux quatre a, b, c, d
(G. S., 506). Je dis que cette figure sera la conique C. En
effet, ce sera une conique (260), et elle passera par les
quatre points a', b', c', d', puisqu'ils correspondent aux
quatre a, b, c, d. Le point O' correspondant à O sera sur
celle conique. Comme les deux figures sont homographi-
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ques, les quatre droites O'a', O'b', O'c', O'd' et les quatre
Os, Ob, Oc, Od ont le même rapport anharmonique.
Mais cela étant, le rapport anharmonique des quatre droites
O'a', O'b', O'c', O'd' sera égal à celui des quatre il 'a',
il'b', il'c', il'd'. Donc le point D'est sur la conique qui
passe par les cinq points «', b', c, d', O'. En d'autres
termes, la conique (a', //, c', d', O') construite comme
homographique à la conique (a, b, c, d, O) passe par le
point il'. Elle coïncide donc avec la conique proposée C',
puisqu'elles ont cinq points communs a', b', c', d', D'. Ce
qui démontre le théorème.

Remarque. — On conclut de cette démonstration, que :
Si deux faisceaux homographiques ont leurs centres en
deux points quelconques O, il' de deux coniques données
C, C, les points a, b, c,. . ., et a', b', c',. . . dans les¬
quels les rayons des deux faisceaux rencontrent les deux
coniques respectivement., constituent deux figures homo-
graphiques.

On peut dire que ces deux séries de points, situés sut-
deux coniques, forment sur ces courbes deux divisions bo¬
ni ographiques.

Et si l'on nomme rapport anharmonique de quatre points
d'une conique, le rapport anharmonique des quatre droites
menées de ces points à un cinquième point quelconque de
la courbe, on dira que : Deux divisions homographiques sur
deux coniques sontformées par deux séries de points tels,
que le rapport anharmonique de quatre poin ts quelconques
de la première série est égal au rapport anharmonique des
quatre points correspondants de la seconde série.

Nous aurons à considérer plus tard ces divisions liomo-
graphiques, dont la définition se présente ici naturelle¬
ment.

Le théorème (263) donne lieu aux deux corollaires
suivants :
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Corollaire I. — Toute conique peut être considérée

comme 110mographique à un cercle.
Corollaire II. — Toute conique peut être considérée

comme homographique à elle-même, de manière que trois
points donnés de la courbe correspondent, respective¬
ment, à trois autres points donnés.

Il résulte de là que les deux séries de points que nous
avons appelées divisions fiomographiques sur une conique
(225), forment effectivement deux figures liomographi¬
ques.

§ III. — Coniques homologiques.
264. Un axe X ( Jig. 106) et un point S étant donnés, si

de ce point on mène à chaque point m d'une figure donnée,
une droite S m qui rencontre l'axe X en p., et sur laquelle
on prend un point m' déterminé par la relation
,

j S/n . S/?/'
p m pm'

1 étant une constante : ces points m' forment une seconde
figure, homologique à la première. Le point S est le centre
d'homologie des deux figures, et la droite X leur axe d'ho-
mo/ogie (G. S., 520).

On peut dire que les points m' de la seconde figure sont
déterminés par la condition de faire avec les trois points
S, m, p un rapport enharmonique constant, égal à À.

265. Les deux figures possèdent cette propriété : A une
droite dans Vune correspond une droite dans l'autre, et
ces droites se coupent sur l'axe d'homologie.

En effet, m et a étant deux points d'une droite donnée,
et m', a' les points correspondan ts, les deux systèmes de
quatre points S, m, p, m et S, a, «, a' ont des rapports
anharmoniques égaux : les trois droites ma, pot. et ma' con¬
courent donc en un même point e (G. S., 38). Ce qui dé¬
montre la proposition.
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Corollaike. — Puisque deux droites homologues se cou¬

pent sur l'axe d'homologie, il s'ensuit que : La droite à
Vmjini dans une figure, a pour homologue, dans Vautre

figure, une droite parallèle à Vaxe d'homologie.
Effectivement, si les points m' de la seconde figure sont

à l'infini, les points correspondants de la première figure
sont déterminés par l'équation

S m

et sont par conséquent sur une droite parallèle à l'axe d'ho¬
mologie.

266. Ces figures homologiques ne diffèrent des figures
liomographiques que par la position relative des deux figu¬
res. Conséquemment toutes les propriétés des figures liomo¬
graphiques leur appartiennent.

Ainsi : I. Quatre points en ligne droite dans une figure
ont le même rapport auharmonique que les quatre points
homologues de l'autre figure.

II. Deux faisceaux de quatre droites, qui se correspon¬
dent, ont aussi le même rapport auharmonique.

III. Le rapport des distances de chaque point d'une figure
à deux droites fixes A, B, et le rapport des distances du point
correspondant de l'autre figure aux deux droites A', B'qtii
correspondent à A, B, sont en raison constante.

Ce que nous exprimons ainsi
('», A)

__

_ [m', A'J
[m, B) ~~ A| {m', B')'

Si l'une des droites, B' par exemple, est à l'infini (au¬
quel cas B est parallèle à l'axe d'homologie), la distance
(/»', B') disparaît de l'équation, qui devient
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El pareillement, si la droite A de la première figure est
aussi à l'infini, A' et B étant alors toutes deux parallèles à
l'axe d'homologie (265), l'équation devient

[m', A'), {m, B) = l3,

IV. Les rapports des distances de deux droites homo¬
logues quelconques M, M', à des systèmes de deux points
fixes homologues «, b et a', b', sont en raison constante.

Ce que nous exprimons ainsi
(M, a) _ (M', a')
(M, b) (M', b')

V. La figure homologique à une conique est une conique.
VI. A un point et à sa polaire relatifs à la première coni¬

que, correspondent dans la seconde conique un point et sa
polaire. A deux points conjugués, et à deux droites conju¬
guées dans la première conique, correspondent, respective¬
ment, deux points conjugués et deux droites conjuguées dans
la conique homologique.

VII. Les points d'une conique situés sur l'axe d'homolo-
gie sonl eux-mêmes leurs homologues dans l'autre conique ;
de sorte que l'axe d'homologie est une corde commune aux
deux courbes.

Cela est. évident d'après l'équation (t), si ces points sont
réels. Mais on le prouve aussi par un raisonnement bien
simple, qui s'applique au cas où les points sont imaginaires.
Il suffit de remarquer que les points d'intersection d'une
conique et de l'axe d'homologie sont les points doubles de
deux divisions homographiques formés sur cet axe par les
rayons de deux faisceaux qui ont leurs centres sur la coni¬
que (12). A ces deux faisceaux correspondent dans l'autre
conique, deux faisceaux dont les rayons rencontrent, res¬
pectivement, leurs homologues, sur l'axe d'homologie, et y
forment par conséquent les deux mêmes divisions homogrn

SCD LYON 1



172 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES,
phiques. Par suite les points doubles, ou les points d'inter-
section de la seconde conique et de l'axe d'homologie, res¬
tent les mêmes.

VIII. Pareillement: les tangentes d'une conique, menées
par le centre d'homologie, coïncident, respectivement, avec
leurs homologues dans l'autre conique 5 de sorte que le cen¬
tre d'homologie est le point de concours de deux tangentes
communes aux deux coniques (tangentes réelles ou ima¬
ginaires).

267. Reprenons la formule ci-dessus

(m, A) , , , A) „
— = \2.(m ,A'), ou , — M»', B)-(m, a) [m , A )

(m, B) cstla distance du point m à la droiteB de la première
ligure, qui correspond à la droite de la seconde figure située
à l'infini. Résignant cette distance par la perpendiculaire
tnp (fig. 106) ; et supposant que les deux droites A, A' coïn¬

cident avec l'axe d'homologie, auquel cas ^ ^ ^
[m', A') y m' '

on a

Y "'
_ ->

L'équation fondamentale (1) devient
Sm

— 1 1 ,
——— A « A 2 • nip ■/Sm' '

Ecrivons

I \ ci- S/"( 2 i S m — /, ,'

mp

1 étant une nouvelle constante.

Cette formule servira pour construire la figure hoinolo-
giquc d'une figure donnée, au moyen du centre d'homolo¬
gie, cl de la droite qui, dans la figure donnée, correspond à
la droite située à l'infini dans la figure demandée.

Remarquons qu'alors l'axe d homologie se détermine im-
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inédiatement, car il est parallèle à la droite donnée (265,
C.oroll.) ; et la constante X exprime sa distance à cette droite.

En effet, si nous supposons que le point m soit sur l'axe
d'homologie, m' coïncide avec m, et l'équation devient

S m
Sm — A 1 ou n/p = 1.

mp

268. Quand on donne le centre et l'axe d'homologie, il
faut, pour construire une figure homologique, connaître, en
outre, deux points homologues, tels que a, a! [fig. 106).
Ces points servent à déterminer la constante X dans l'équa¬
tion générale (i), et l'on peut construire ensuite tous les
points de la figure au moyen de l'équation.

Mais la construction peut se faire immédiatement aussi
par de simples intersections de lignes droites; car pour dé¬
terminer le point m! qui correspond à un point m delà
figure donnée, il suffit de mener la droite ma qui rencontre
l'axe d'homologie en un point e, et la droite ea', qui lui
correspond dans la seconde figure : le point m' est à l'in¬
tersection de cette droite et de S m (*).

269. Des deux points homologues donnés a, l'un,
a' par exemple, peut être pris à l'infini [fig. 107) : la con¬
struction reste la même.

Dans ce cas, 011 obtient immédiatement une expression
très-simple du segment mm1. Les deux triangles semblables
mem', ma S, donnent

S m ma S m. me
, = ~j 772/72 =

mm me ma

Si l'on mène par le point a une droite I parallèle à
ni 6l'axe d'homologie X, le rapport — sera égal au rapport

(*) Dans le Traité des Propriétés projectiles-{p. 162 et suiv.), M. Poncelet
ramène les différents cas que présente la théorie des figures homologiques, à
cette construction graphique, sans employer aucune relation de segments.
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des distances mq, thp, du point m aux deux droites X et I ;
de sorte qu'on aura

, m ci
mm = S ni

nip

Cette expression de mm' conduit sur-le-champ à la for¬
mule (2) ci-dessus. Car

mm' = S m' — S m ;

donc

S m' — S m — S m

eL

c / c fmp\S m — S m I — pq •

\ »'P J
OU

111 (/

mp '

S m

mp j " ' mp

e ' 1 S'"S m = ).
mp

Celle formule va nous être d'un grand usage

(.*) De La Hire, qui le premier (en 1678) a considéré ce mode de transfor¬
mation des figures planes, prenait le point a! à l'infini. II nommait le point
S, -pôle; la droite formatrice; sa parallèle menée par le point a, directrice :
la ligure donnée était un cercle, appelé cercle générateur, et la courbe
décrite recevait lé nom de planiconique, parce qu'elle était effectivement une
section coniquey mais engendrée sur le plan du cercle et sans le secours
d'un cône. De La Hire employait seulement cette surface pour démontrer
que la courbe pouvait être placée sur un cône ayant pour base le cercle
donné, et conséquemment était une section conique. Ensuite les propriétés
de cette conique se déduisaient directement de celles du cercle. (Voir Aperçu
historique, etc., p. I28-i3o.)

De La Hire n'a pas connu l'expression du segment mm' qui se déduit,
comme on l'a vu, de sa construction. Mais trente ans plus tard (en 170/j), un
géomètre de Mons, Le Poivre, en suivant une marche semblable, a été con¬
duit à l'expression de ce segmen t pour déterminer chaque point de la courbe
engendrée. C'était un pas heureux, qui mérite d'être remarqué dans cette
théorie: car, dans toutes les questions de géométrie, les relations métriques
sont toujours plus fécondes et plus puissantes, que celles où n'entrent que
des intersections de lignes, et qu'on appelle, par opposition, descriptives.

L'ouvrage de Le Poivre est intitulé : Traité des sections du cylindre et du
cône, considérées sur le solide et dans le plan, avec des Démonstrations simples
et nouvelles. Paris, 170/1 ; in-8°, 61 pages. L'auteur appelle sommet, le point S ;
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§ IV.— Coniques homologiques, clouI l'une a son centre de
figure au centre d'homologie.

270. Étant, donnés une conique C et un point S pris
pour centre d'homologie, on demande de construire une

conique homologique qui ait son centre de figure en S.
Appelons a la conique homologique demandée. Pour la

construire, il suffit d'exprimer que la droite située à l'infini
dans la seconde figure, correspond à la polaire du point S
relative à la conique C. Car cette droite située à l'infini sera

la polaire du même point S relativement à la conique homo¬
logique o (266, VI) -, ce point sera donc le centre de a.

D'après cela, on déterminera les points m de cette courbe,
qui correspondent à des points M de la conique C ( fig. 108),
par la formule
rv « i SM(0 =

MP '

MP étant la perpendiculaire abaissée de chaque point M
sur la polaire I du point S relative à la conique C.

Si le point S est extérieur à la conique donnée C, la co-

base, l'axe X j et la parallèle al, directrice. Celte dernière dénomination est
celle de La Hire j néanmoins:, comme je l'ai dit ailleurs (Aperçu-hist., p. i3o),
rien n'autorisé a croire que Le Poivre ait connu le livre des Pianiconiijues.

Une seconde édition de l'ouvrage de Le Poivre, renfermant « des démonstra-
» lions plus simples et plus générales que celles de l'édition de Paris », a paru
à Mons en 1708. L'auteur y a mis une préface, dans laquelle il fait connaître
sés relations avec le marquis de L'Hôpital ; et l'ouvrage se termine par une
Réponse à la critique que le Journal des Savants avait faite de l'édition de 1704.
Le Poivre, dans cette réponse, dit'qu'il n'a point connu les Planiconiques de
De la Hire.

Un exemplaire de cette édition de 1708, qui parait aussi rare que celle de
1704, a été retrouvé par M. C. Wins, et réimprimé en 18545 a Mons, par les
soins de cetérudit bibliophile et de M. Quételet, léminent secrétaire per¬
pétuel de l'Académie royale des Sciences de Bruxelles. À cette réimpression,
que réclamait le mérite de ce petit ouvrage, se trouvent jointes deux Notices
intéressantes, dues aux savants éditeurs. Mais on regrette que la Réponse de
Le Poivre au Journal des Savants n'y ait pas été reproduite in extenso, et
qu'il ne s'en trouve que des extraits, dans une des deux Notices.
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nique homologique <? est toujours une hyperbole, quelle
que soit C, ellipse, hyperbole, ou parabole; les asymptotes
de cette hyperbole a sont les tangentes de C, menées par le
point S. Mais si S est intérieur à C, la conique a est tou¬
jours une ellipse.

271. La formule (1), qui convient à deux figures ho-
mologiques quelconques, prend, dans le cas particulier de
deux coniques, d'autres expressions que nous allons faire
connaître.

La transversale SM rencontre la conique C en un second
point M' auquel correspond sur a un point m'; et l'on a

Or, les quatre points S, p, M, M' sont en rapport harmo¬
nique : donc

S M
_ pM _ MP

SM' pM7 M'P''
ou

SM SM'

MP M'P'

On conclurait de là que S m ==— S m', c'est-à-dire que le
point S est le centre de la conique c, si l'on n'avait pas
donné lieu à ce résultat en prenant, dans cette vue même,
la polaire du point S à l'infini.

La relation harmonique des quatre points S, p, M, M'
s'exprime aussi par l'équation

—c == —i\r ni-pS p M pM

ou, en substituant aux segments pS, pM, p.M'les perpen¬
diculaires SK, MP, M'P' qui leur sont proportionnelles,

2 1 1

SK = MP + M'P'
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D'après les valeurs ci-dessus de S m et S m', celte équa¬
tion devient

2 À Sot Sot'

SK = SM + SM7'.

ou, parce que S m —— S m',
2 A 1 1 1

SK ' S m SM ~~ SM7 '
écrivons

1 / 1 1

S m ' \SM SM.'
On peut donner encore à l'expression de S ni une autre

forme. On a.

1 SM' - SM MM'

S/» ' SM.SM' SM.SM'

Soit OD le demi-diamètre de la conique C, parallèle à la
transversale SM ; on sait que

SM. SM'

OD
Donc

const. (49).

OD
•(-31 S m — u • •

il étant une nouvelle constante.

Chacune des expressions (1), (2), (3) de S m sert à con¬
struire, en partant d'une conique donnée, une conicpie I10-
mologique dont le centre coïncide avec le centre d homolo-
gie, pris arbitrairement.

Chaque couple de droites conjuguées par rapport cà la
conique C, menées par le point S, est, en direction, un cou¬
ple de diamètres conjugués de la conique a (266, YI). Par
conséquent la droite menée au centre de C, et la parallèle
à la polaire du pointS, sont, en direction, deux diamètres
conjugués de a. Nous appellerons Sa, S6 ces deux demi-
diamètres.

17
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272. Rapport des deux demi-diamètres conjugués Sa,

S6. On a ( fig. 109), par la formule (3) ci-dessus,

Sa

—2

0 a

l"-^ =
0 a

^ 2.0 (7 '

se =
(Tb

P'!F =
0V

: 2.Se

Sa 0 a Se Ofl.Se

se M* 0 b

ou

a a .Sé

6 ~ ' b2

Introduisons, à la place de l'ordonnée Se, qui détermine la
position du point S sur l'axe aa!, la distance de ce point
au centre O. On a (49)

S/ 062
ou S~e' __ b*

Sa.Sa' Ob.Oc'' a2 a-
Donc

«_ v/«2— sô2
b '

Telle est l'expression du rapport des deux demi-diamètres
conjugués Sa, S6.

Cas de. la parabole.

273. Soit S a (fig. 1x0) le diamètre de la parabole, sur

lequel se trouve le point donné S, et SWla corde parallèle
cà la tangente en a. Ces deux droites Sa, S b sont conju¬
guées par rapport à la parabole, et conséquemment seront
les directions de deux diamètres conjugués Sa, S6 de la
conique homologique (266, VI). Pour déterminer le rapport
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de ces diamètres, on se sert de la formule (2). On a ainsi

S a

Sê

I

SA

1

'sF
Sa

si

SA
-h si)-*

2.S a

S b "

Or entre S'a et S b, il existe la relation
2

SA = p.Sa;

p étant le paramètre relatif au diamètre a S (208). Donc
Sa

si:
2. SA \JSa
~ ~2

~4P'
c. q. f. t.

274. Les trois formules (1), (2), (3) pourraient se tra¬
duire sous la forme de théorèmes relatifs à la descriptiond'une conique ayant pour diamètres conjugués les systèmes
de droites conjuguées par rapport à une conique donnée,
menées par un même point S quelconque. Nous n'énonçons
pas ces théorèmes, parce qu'ils sont suffisamment indiqués
parles formules. Ils auront des applications; ils conduisent
à la considération des foyers, points très-importants dans
la théorie des sections coniques, et qui cependant ne se
rattachent que difficilement au cône dans lequel on a formé
ces courbes à la manière des Anciens, ou à l'équation de
Descartes dans les Traités de Géométrie analytique (*).

(*) Les trois formules (1), (2) et (3) s'appliquent aux surfaces du second
ordre, et sont le sujet des §§ XIX-XXI, du Mémoire sur la Théorie des
figures homogr.aphiques à trois dimensions, qui fait suite à VAperçu histori¬
que, etc. (p. 783-So5).

1 2.
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CHAPITRE X.
FOYERS DES SECTIONS CONIQUES.

déterminer le centre d'homologie S, de manière cjue la
conique homologique a (270) soit un cercle.

Pour satisfaire à la question, il suffit d'exprimer que les
deux demi-diamètres conjugués Sa, Se de la conique a
(fig. i x 1) remplissent deux conditions : qu'ils sont rectan¬
gulaires, et qu'ils sont égaux.

La première condition exige que le diamètre OA sur le¬
quel est le point S, et son conjugué OB soient les axes de la
conique C; c'est-à-dire que nécessairement le centre d'ho¬
mologie S est situé sur l'un des deux axes de G.

La seconde condition

Celte valeur prouve que le point S est sur le grand axe de
la courbe.

Ainsi il existe sur le grand axe deux points S, S' qui sa¬
tisfont à la question; leurs distances au centre sont égales

Sa = se,
revient à

à v/«2—
Dans l'hyperbole cette distance est y/«2 -+- b'2, parce qu'on

aura 11
2

Se b2
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et

« V/sÔ*— a1
ê~ b

D'où

SO —a'— b', et SO = rh \Ja2 é2.
Les deux points S déterminés par cette équation sontnécessairement sur l'axe transverse de l'hyperbole. Aucun

point S de l'axe imaginaire ne saurait répondre à la ques¬tion ; parce que, cet axe étant au dehors de la conique C, laconique a relative à l'un quelconque de ses points est unehyperbole qui a pour asymptotes les deux tangentes à C me¬nées de ce même point (270). Mais il existe sur l'axe imagi¬naire deux points S pour lesquels l'hyperbole est équilatère;leur distance au centre est SO = ^a1 -+- b-.
Pour la parabole (fig. 112), il faut que le point S soit

sur le diamètre Axperpendiculaire à la tangente Ay, c'est-à-dire sur l'axe de la courbe; et l'équation de la paraboleétant y- = p.r, la dislance du point S au sommet est

SA = ^ (273).
Ces points qui jouissent de la propriété d'être les centres

de cercles homologiques à une conique, sont ceux qu,'on anommés foyers de la courbe, comme le montre, indépen¬damment de toute autre propriété de ces points, la positionqu'ils ont sur Taxe principal de la courbe.
Les diverses propriétés des coniques, auxquelles ces pointsdonnent lieu, se vont déduire avec une grande facilité, des

considérations qui précèdent.

Propriétés des loyers.
276. Deux droites conjuguées menées par un foyer, sont,

toujours rectangulaires. Car ces deux droites sont (266, VI)deux diamètres conjugués de la conique honiologiquc, quiici est un cercle.
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Réciproquement : Si deux droites conjuguées, menées

par un point, sont toujours rectangulaires, ce point est un
foyer.

Car la conique homologique qui aura ce point pour cen¬
tre, sera un cercle, parce que tous ses diamètres conjugués
seront rectangulaires.

Cette propriété, qui pourrait servir à définir lesfoyers, a
été connue de La Hire dans son grand Traité de 1685 (*).

277. Nous désignerons maintenant les foyers par la
lettre F. Soit DL la polaire du foyer F (fg. n3); mp la
perpendiculaire abaissée du point m de la courbe sur cette

polaire. Le rapport ï— est proportionnel au demi-diamètre
de la conique homologique o qui a son centre en F. Or cette
conique est un cercle; donc

F m FA FA'
— const. = —- ou ——;•

mp DA DA

La polaire du foyer a reçu le nom de directrice. Donc :
Les distances de chaque point d'une conique à unfoyer

et à sa directrice sont entre elles dans un rapport con¬
stant.

Dans la parabole ce rapport est égal à l'unité, parce que
, -, c . FA' . , FAle point A étant a 1 infini, = i ; et de merne, — = i,

abstraction faite du signe.
278. La distance d'un point à une droite s'exprime, en

( *) Livre VIII, proposition XXIII. C'est de ce théorème de De La Hire, que
M. Poncelet, par une marche différente de celle que nous venons de suivre,
a conclu quele foyer commun de deux coniques est un centre d'homologie des
deux courbes ; et dès lors, qu'un cercle décrit autour d'un foyer, comme

centre, a ce point pour centre d'homologie avec la conique. Résultat qui, à
cette époque, offrait un grand intérêt, par ses nombreuses conséquences.
( Traite des Propriétés projectiles, p. 260 et suiv.)
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Géométrie analytique, par une fonction rationnelle du pre¬
mier degré des coordonnées de ce point. De sorte qu'on peut
dire que : La distance de chaque point d'une conique à
l'un des foyers s'exprime par une fonction rationnelle du
premier degré des coordonnées de ce point.

Les foyers sont les seuls points qui jouissent de cette pro¬
priété. En effet, si la distance S m de chaque point m d'une
conique à un point fixe S s'exprime par une fonction ra¬
tionnelle ax -H 6y -+- y des coordonnées de m, cette distance
se trouve proportionnelle à la distance mp du même point
m à une droite fixe, qui a pour équation ax -+- 6y -+- y — o.
On a donc

Sm
— = const.
mp

Prenons sur le rayon S m le point m' tel, que

„ , , S mS m — \ ■—• -,

mp

le point m' sera sur une conique (270). Mais on a
Sm

„ ,= const. : donc Sm — const.:
mp

donc cette conique est un cercle. Par conséquent deux droites
conjuguées de la conique proposée, menées par le point S,
sont rectangulaires. Donc ce point est un foyer (276).

279. Pour les extrémités d'un diamètre mm' (fg. ti3),
on voit immédiatement que

mp -t- m'p' = 2 OD.
Par suite,

F m -t- F m' = const.

Dans l'hyperbole, on a

m'p' — mp — 2 OD.
Donc

F m' — F m — const.

Ces formules se traduisent par ces énoncés :
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Dans l'ellipse, la somme des rayons vecteurs menés

d'un foyer aux extrémités d'un diamètre est constante.
Et dans l'hyperbole, la différence des rayons vecteurs

menés d'un foyer aux extrémités d'un diamètre est con¬
stante.

Il est clair que la somme ou la différence des deux rayons
vecteurs est égale au grand axe de la courbe.

280. Si l'on considère les deux foyers F, F', le rayon
vecteur mené du foyer F' au point m est égal et parallèle au
rayon vecteur mené du premier foyer F au point m'. On
peut donc dire que Fm ± Fm' — const. Donc :

La somme des rayons vecteurs menés des deux foyers
d'une ellipse à un même point de la courbe, et la diffé¬
rence, dans l'hyperbole, sont des quantités constantes.

281. On conclut de là que : Les rayons vecteurs menés
des deuxfoyers à un point de l'ellipse ou de l'hyperbole
font des angles égaux avec la tangente en ce point, et
par conséquent aussi avec la normale.

En effet, considérons un point n infiniment voisin du
point m ( fig. 114), et abaissons les perpendiculaires nq,
nq' sur les rayons Y'm, F m. Dans le triangle rectangle
777/7 <7,

mq = mn . cos nmq.

Pareillement,
mq' — mn . cos nmq'.

Or mq est la différence des deux rayons F 'm, F ' n, et mq'
la différence des deux rayons F/? , F m ; de plus, ces deux
différences sont égales, puisqu'on a

F m dr F' 777 = F n rfc F' n ;

d'où

F' m — F' n — di ( F n — F m). Donc cos nmq = cos nmq'.
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Donc les angles nmq, nmq', ou t' m¥' et imF sont égaux.
Donc, etc.

282. Dans la parabole (fîg. 115), F?/?. — mp, Fn — np'
(277) ; donc

F m — F n — mp — np',
ou

mq' — mp.
Par conséquent

cos nmq — cos nmq'.

Donc : Dans la parabole, la tangente fait des angles
égaux avec' le rayon vecteur mené au point de contact et
avec une parallèle à Vaxe.

283. Dans Vellipse, et dans l'hyperbole, la tangente
et la normale en un point forment un faisceau harmo¬
nique avec les deux rayons vecteurs menés à ce point.

Cela est évident, puisque la tangente et la normale sont
les bissectrices des angles formés par les deux rayons vec¬
teurs (281).

Il suit de là que : Les points où la tangente et la nor¬
male rencontrent le grand axe, sont conjugués harmo¬
niques par rapport aux deux foyers.

El par conséquent : Si en trois points d 'une conique ou
mène les tangentes et les normales à la courbe, ces six
droites rencontreront le grand axe en six points qui seront
on inv.olu.tion. Les points doubles de l'involution sont les
deux foyers.

28-4. Dans la parabole, la tangente et la normale en-
un point sont conjuguées harmoniques par rapport, au
rayon vecteur et à la parallèle menée à l'axe par ce
point (282).

Il s'ensuit que : La tangente et la normale rencontrent
l'axe de la courbe'en deux points situés de part et d'au¬
tre, et à égale distance du foyer.
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285. Soit une conique, ellipse ou hyperbole, dont les

foyers sont F, F' [fig. 116). Prolongeons le rayon F'm
d'une quantité m G = m F, on aura

F'G = AA' = const. ,(279).
Le point G est donc sur une circonférence de cercle décrite
du point F' comme centre.

La droite FG est perpendiculaire à la tangente en m,
puisque cette tangente est la bissectrice de l'angle F m G
(281 ). Le point u de la tangente est le milieu de FG. Par
conséquent la droite Ou est parallèle à F'G et égale à
- F'G = OA. Donc :
2

Les pieds des perpendiculaires abaissées d'un foyer sur
les tangentes d'une conique, sont sur le cercle dont le grand
axe de la courbe est le diamètre.

Corollaire I. — On conclut de là immédiatement que :
Les pieds des obliques abaissées d'un foyer sur les tan¬
gentes, sous un même angle et dans un même sens de
rotation, sont aussi sur un cercle.

Car soit F u une oblique; si l'angle uF u est constant, le
rapport de Fo à F u est aussi constant. Par conséquent, si
l'on prend sur la perpendiculaire F u une ligne F u, égale à
l'oblique Fc, le point iq sera sur un cercle. Mais on peut
concevoir que ce cercle tourne autour du point F, d'un
angle égal à uFu : le point tq viendra en u. Les points c,

pieds des obliques, sont donc sur un cercle.
Corollaire II. — Les perpendiculaires abaissées d'un

foyer sur deux tangentes parallèles, coïncident en direction
et ont leurs pieds m, u' sur le même cercle; conséquem-
ment on a

Fa.F«' = const.

Ainsi :

Le produit des distances d'un foyer à deux tangentes
parallèles est constant.
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La perpendiculaire abaissée du second foyer sur la pre¬

mière tangente est égale à Fa'; on peut donc dire que :
Le produit des perpendiculaires abaissées des deux

foyers sur chaque tangente est constant.
Corollaire III. —Puisque Ou est parallèle à F'G, on

en conclut que :
Si du centre L'une conique on abaisse sur une tangente

une oblique parallèle au rayon vecteur mené d'un foyer
au point de contact, cette oblique est de grandeur con¬
stante, égale au demi-grand axe, de la courbe.

286. Dans la parabole, les pieds des perpendiculaires
abaissées du foyer sur les tangentes sont situés sur la tan¬
gente au sommet.

En effet, soient T et N (fig. 117) les points où la tangente
et la normale en M rencontrent l'axe de la parabole ; on a

FN = FT (284).
Donc, u étant le pied de la perpendiculaire abaissée du
foyer sur la tangente, «M = uT. Mais l'ordonnée MP est
la polaire du point T ; le point A est dès lors le milieu du
segment TP, et par suite, le point w, milieu de TM, est sur
la tangente au sommet A. Donc, etc.

Corollaire. — Si du foyer on abaisse sur chaque tangente
une oblique F u' faisant avec la perpendiculaire F u un
angle de grandeur constante, cette oblique sera proportion¬
nelle .à la perpendiculaire, et par conséquent le pied u' sera
sur une droite. Donc :

Les pieds des obliques abaissées du foyerd'une parabole
sur les tangentes, sous un même angle et dans un même
sens de rotation, sont situés sur une droite.

Cette droite est tangente à la parabole (60).
287. Si autour d'un point P [fig- 118) on fait tourner

une corde, aa', et que d'un foyer on mène les rayons Fa,
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Fa', on a entre les angles qu'ils font avec la droite FP, la
relation

îang ^ «FP . tang - a'FP = const.

En effet, un cercle décrit du point F comme centre sera

homologique à la conique (275). Aux cordes Pad corres¬

pondront, dans ce cercle, des cordes passant par un même
point, et l'équation qu'il s'agit de démontrer aura lieu en

vertu de ces cordes (G. A., 700, Coroll.).
Corollaire. — Soient Fn,, F«j les bissectrices des

deux angles nFP, a'FP. L'équation précédente devient
tang a, FP. tang. c/, FP = const.

Ce qui prouve que les couples de droites Fa,, Fa', sont
en involution (G. S., 252, 3°). Conséquemment ces droites
sont, en direction, des diamètres conjugués d'une conique
(172, 184).

288. Si autour d'un point fixe on fait tourner une
transversale qui rencontre une conique en deux points, la
somme algébrique des distances de ces points ci un foyer,
divisées respectivement parleurs distances à la polaire du
point fixe, est constante.

Cela résulte immédiatement du théorème (144), dans
lequel on prend pour la droite fixe la directrice de la coni¬
que, et l'on remplace les distances des points de la courbe
à celte droite par leurs distances au foyer.

Il faut ici distinguer les signes comme au n° 144. Non-
seulement. les distances des deux points de la courbe à la
polaire du point fixe auront des signes dépendants des direc¬
tions suivant lesquelles ces distances seront comptées, mais
aussi les deux rayons vecteurs; car ils prendront les
signes mêmes des deux perpendiculaires qu'ils remplacent.

Dans l'ellipse et la parabole, ces perpendiculaires sont
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toujours de même signe. Dans l'hyperbole, elles sont de
même signe, si les deux points de la courbe sont sur une
seule branche, et de signes différents, si ces points sont
sur les deux branches.

289. Si autour d'un foyer on fait tourner une droite,
qui rencontrera la courbe en deux points, la différence
algébrique des valeurs inverses des distances de ces points
au foyer est constante.

Dans l'ellipse et la parabole où les deux points de la
courbe sont situés de part et d'autre du foyer, c'est la somme
des inverses des valeurs absolues des deux distances, qui est
constante.

Et dans l'hyperbole, c'est la somme ou la différence,
suivant que la droite rencontre la courbe en deux points
situés sur une même branche de la courbe, ou sur les deux
branches.

Cela résulte de la formule (2) du chapitre précé¬
dent (271).

290. De même on conclut de la formule (3) que :
Dans une conique les cordes qui passent par un foyer

sont proportionnelles aux carrés des diamètres qui leur sont
parallèles.

291. Les rayons vecteurs menés d'un foyer à deux points
.m, m'd'une conique [fig. 119), étant proportionnels aux
perpendiculaires abaissées de ces points sur la directrice,
sont aussi proportionnels aux segments im, im! que la di¬
rectrice détermine sur la corde mm!. Conséquemment le
point i appartient à la bissectrice de l'angle des deux
rayons vecteurs ou à la bissectrice du supplément de cet
angle.

On peut donc dire que :
Quand on donne le foyer et deux points d'une conique,

la directrice correspondant à ce foyer passe par l'un des

SCD LYON 1



190 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES.
deux points où les bissectrices des angles formés par les
rayons vecteurs menés aux deux points donnés, ren¬
contrent la droite qui joint ces points.

De là résulte une construction fort simple de la directrice
d'une conique dont un foyer et trois points sont donnés, et
par suite une construction de la courbe.

Cette question admet quatre solutions dont une seule
donne une ellipse ou une parabole, et les trois autres, des
hyperboles.

§ II.
292. Les tangentes à une conique, menées par un foyer,

sont deux droites imaginaires dont les points à l'infini
appartiennent à un cercle; en d'autres termes, les deux-
tangentes sont les asymptotes d'un cercle.

En effet, deux droites conjuguées menées par un foyer
sont toujours rectangulaires, et peuvent être considérées
comme deux diamètres conjugués d'un cercle (276) ; par con¬
séquent les deux droites relativement auxquelles elles sont
conjuguées harmoniques, et qui sont les deux tangentes à la
conique (111), se trouvent par cela même les deux asymp¬
totes du cercle, ou les droites qui passent par les points du
cercle situés à l'infini. [G. S., 651.)

293. Les tangentes à une conique, menées par un foyer,
sont les rayons doubles des deux faisceaux homograpliiques
formés par les rayons menés du foyer aux points où toutes
les tangentes de la courbe rencontrent deux tangentes
fixes (17). Donc, puisque ces rayons doubles sont les
asymptotes d'un cercle, l'angle de deux rayons homologues
est de grandeur constante (G. S., 651). C'est-à-dire que :

L'angle qui a son sommet au foyer d'une conique et
que sous-tend la partie d'une tangente comprise entre
deux tangentes fixes, est de grandeur constante, quelle
que. soit cette tangente.
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Corollaire. — Si la conique est une parabole, cet angle

constant est égal au supplément de l'angle des deux tan¬
gentes, parce qu'il existe une tangente à l'infini dont la
partie comprise entre les deux tangentes fixes est vue du
foyer sous cet angle supplémentaire (*).

294. Regardons les deux foyers comme deux sommets

opposés d'un quadrilatère circonscrit à la conique. Les deux
points à l'infini sur un cercle seront, d'après ce qui vient
d'être démontré (292), les deux autres sommets opposés,
ou bien les deux points de concours des côtés opposés. Con¬
sidérons-les comme étant les deux points de concours des
côtés opposés. Alors la seconde diagonale du quadrilatère
sera le petit axe de la conique, qui est la polaire du point
d'intersection du grand axe, ou première diagonale, par la
droite, à l'infini, qui joint les deux points de concours. Les
deux autres sommets opposés du quadrilatère circonscrit
seront donc deux points imaginaires situés sur le petit axe.

Ainsi, l'on peut dire que :
Les foyers une conique sont les deux sommets réels

du quadrilatère imaginaire circonscrit à la courbe, et
dont les points de concours des côtés opposés sont les
deux points imaginaires situés à Vinfini sur un cercle.

295. Cette propriété des foyers pourrait servir de défi¬
nition de ces points.

Sans doute, on ne saurait recommander ce choix dans
une théorie des sections coniques bien ordonnée. Néan¬
moins la propriété est féconde et procure des démons¬
trations faciles de certaines questions, principalement
dans la théorie des coniques homofocales, comme nous le

(*) Ces théorèmes ont été démontrés par d'autres considérations dans
le Traité des Propriétés projectiles de M. Poncelet. {Voir p. 267, 268.)
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verrons (*). Nous allons donner dès ce moment un exemple
des usages que l'on peut faire de cette notion.

Rappelons d'abord que les deux points imaginaires à l'in¬
fini sur un cercle, sont conjugués harmoniques par rapport
aux deux points où deux droites rectangulaires quelconques
rencontrent la droite située à l'infini. Cela est évident,

puisque les deux points du cercle, à l'infini, sont les points
de contact des asymptotes du cercle, lesquelles sont les
rayons doubles de l'involution formée par les couples de
diamètres rectangulaires (111) .

Réciproquement, quand les deux points de rencontre,
de deux droites et de la droite située à l'infini sont conju¬
gués harmoniques par rapport aux deux points du cercle,
situés à l'infini, ces droites sont rectangulaires.

296. Cela posé : Si d'un point on mène deux tangentes
à une conique et les bissectrices de leurs angles, ces bis¬
sectrices seront les mêmes que celles des angles des deux
droites menées du point auxfoyers.

En effet, les deux tangentes à la conique, les deux droites
menées aux foyers, et les deux menées du même point aux

points de concours des côtés opposés du quadrilatère cir¬
conscrit qui a pour sommets les deux foyers, forment trois
couples de droites en involution (27). Les deux rayons

(*) En dehors de la théorie des coniques, cette notion d'un point appelé
foyer, d'où partent deux tangentes imaginaires d'une courbe, qui sont les
asymptotes d'un cercle, a l'avantage de s'appliquer aux courbes d'un ordre
quelconque. La conception en est due au savant géomètre et physicien de
Bonn, M. Plucker, qui la dérivait directement de l'équation

y = ±x\J—i
des deux droites imaginaires dont il s'agit. Voir : Uber solche Puncte, die
bei Curven eincr hôhern Ordnung als der zweilcin, den Brennpuncten der
Kegelschnitte entsprechen (Journal de Mathématiques de Crelle, f. X,
p. 84-91, année 1833.) — Salmon, A treatise on thé higher plane Curves ;
Dublin, 1862; p. 119-128.

SCD LYON 1



CHAP. X.—FOYERS DES SECTIONS CONIQUES. ig3
doubles de l'involutiou sont deux droites conjuguées har¬
moniques par rapport aux deux droites de chacun des trois
couples. Ces deux droites diviseront donc harmoniquement
la droite qui joint les points de concours des côtés opposés
du quadrilatère : elles sont donc rectangulaires. Or deux
droites rectangulaires, conjuguées harmoniques par rap¬
port à deux autres, sont nécessairement les bissectrices des
angles formés par celles-ci [G. S., 80). Le théorème est
donc démontré.
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CHAPITRE XL
PERSPECTIVE ET FIGURE HOMOLOGIQUE D'UNE CONIQUE,

LORSQU'UN OU DEUX POINTS DONNÉS DEVIENNENT LES
FOYERS DE LA NOUVELLE COURBE.

§ I. — Perspective.
297. La solution des différentes questions que nous al¬

lons résoudre dans ce Chapitre se déduira immédiatement
de celle de la question suivante :

Étant donnés dans un plan une conique, une droite et
un point, on demande défaire la perspective de celte fi¬
gure, de manière que la perspective du point soit unfoyer
de la nouvelle conique, et que celle de la droite soit à
l'infini.

Soient C la conique, L la droite, et F le point, qui doit
être au dedans de la courbe, pour que sa perspective puisse
devenir un foyer de la perspective de la conique.

Première solution. — Concevons que plusieurs couples
de droites conjuguées par rapport à la conique soient
menées par le point F 5 ces couples interceptent sur la
droite L des segments aa!, bb',. . . qui sont en involution
(108). Et le point F étant à l'intérieur de la conique, les
points doubles de l'involution sont imaginaires, parce que
ces points appartiennent aux tangentes de la courbe, menées
par le point F (111). Conséquemment il existe de part et
d'autre de la droite L, deux points P, P', de chacun desquels
on voit tous les segments sous des angles droits (G. S., 204).
Oue sur la droite PP', comme diamètre, on décrive un cercle
dans le plan perpendiculaire au plan de la figure. Chaque
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point O de ce cercle pourra être pris pour le lieu de l'oeil
qui fera la perspective. Le plan de projection sera parallèle
au plan mené par l'oeil et la droite L.

En effet, chaque couple de droites conjuguées Fa, F ci!
donnera en perspective deux droites conjuguées par rapport
à la nouvelle conique; mais ces deux droites seront rectan¬
gulaires, comme étant parallèles aux deux droites O a, O a',
puisque le plan de projection est parallèle au plan (O, L).
Donc le point d'intersection commun de ces droites, c'est-
à-dire la perspective du point F, est un foyer de la nouvelle
conique (276).

Deuxième solution. — On peut déterminer d'une autre
manière les points P, P' qui constituent la solution de la
question. Qu'on mène deux tangentes fixes à la conique
donnée C, et une troisième tangente variable qui les ren¬
contre en deux points : les droites menées du point F à tous
ces systèmes de deux points forment deux faisceaux homo-
graphiques dont les rayons doubles sont les tangentes à la
conique (17), tangentes imaginaires, puisque le point F est
intérieur à la courbe. Ces systèmes de deux droites ren¬
contrent la droite L en des couples de points x, a', qui
appartiennent à deux divisions homograpbiques dont les
points doubles seront imaginaires. Par conséquent il existe,
de part et d'autre de la droite L, deux points P, P' d'où
l'on voit chaque segment aa' sous un angle de grandeur
constante (G. S., 171). Sur PP', comme diamètre, on dé¬
crit, de même que ci-dessus, un cercle, dans un plan per¬
pendiculaire au plan de la figure; et chaque point Ode ce
cercle peut être pris pour le lieu de l'oeil; le plan de pro¬
jection étant d'ailleurs parallèle au plan (O, L).

En effet, les perspectives des deux droites F a, Fa' seront
deux droites qui intercepteront un segment compris entre
deux tangentes fixes de la nouvelle conique sur une troisième
tangente variable; et ces deux droites feront entre elles

i3.
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un angle de grandeur constante, parce qu'elles seront paral¬
lèles aux deux Fa, Fa'. Donc le point autour duquel tournent
ces droites est un foyer de la nouvelle conique (293) (*).

Observation. — Le plan de la figure étant donné de
position dans l'espace, on peut prendre arbitrairement
le plan sur lequel on veut faire la perspective de la co¬
nique G, de manière que le point donné F devienne le foyer
de la nouvelle courbe.

Car il suffira que la droite L soit parallèle à la trace de
ce plan sur celui de la conique.

Conséquences du problème précédent.

298. Le point F étant donné, on pourra prendre la
droite L, de manière à satisfaire à diverses conditions.

La conique en perspective sera une ellipse, une parabole
ou une hyperbole, selon que cette droite sera extérieure à
la conique proposée, ou tangente, ou sécante.

i° Si l'on veut que la conique devienne en perspective
un cercle, ayant pour centre la perspective du point F, on'
prendra pour la droite L, la polaire du point F. Car alors
la perspective de ce point sera tout à la fois le foyer et le
centre de la nouvelle conique, et par conséquent cette
courbe sera un cercle.

2° Si l'on veut que le point F devenant le foyer de la
nouvelle conique, un point G en devienne le centre, on
prendra pour la droite L la polaire du point G.

3° Si l'on veut que le point F devenant toujours le
foyer de la nouvelle courbe, celle-ci soit une parabole dont

(*) Les deux points P, P', dans cette seconde solution, sont les mêmes
que dans la première. Car ces points dépendent uniquement des pointsdoubles des deux divisions homograpliiques que l'on considère sur la
droite L (G. S171) : et ces points doubles sont les mêmes dans les deux cas,
parce qu'ils appartiennent aux deux tangentes de la conique donnée, quipartent du point F.

SCD LYON 1



CHAP. XI. — CONIQUE HOMOLOGIQUE. PROBL. 197
le sommet corresponde à un point A de la conique pro¬
posée, on mènera la droite FA, qui rencontre la conique
en A', et l'on prendra pour la droite L la tangente en A'.

4° Si l'on veut que la conique devienne une hyperbole
équilatère, on prendra pour L une droite rencontrant la
conique proposée en deux points a, a' situés sur deux
droites conjuguées menées par le point F. Ces points a, a!
donneront en perspective deux points situés à l'infini, con-

séquemment sur les asymptotes de la nouvelle conique; ces
asymptotes seront parallèles aux perspectives des deux
droites F a, F «', perspectives qui seront rectangulaires,
puisque ces droites sont conjuguées. La nouvelle courbe
sera donc une hyperbole équilatère.

5° Enfin, on demande defaire la perspective de manière
que deux points donnés F, F' deviennent les foyers de la
nouvelle courbe.

Les deux points F^ F' sont nécessairement intérieurs à la
conique C. La droite FF' rencontre cette courbe en deux
points A, A'. Soient G, G' les deux points qui divisent
harmoniquement les deux segments FF', AA', et dont
l'un, G, est intérieur à la conique. Il suffit de faire la per¬
spective de manière que l'un des deux points donnés F,
F', devienne un foyer de la nouvelle conique, et que le
point G en devienne le centre (20 ). Le problème sera résolu.

On résoudra avec la même facilité plusieurs questions
relatives encore aux foyers, mais concernant deux coniques,
au lieu d'une seule. Ces questions se présenteront plus tard,
quand nous aurons traité de diverses propriétés du système
de deux coniques (Cbap. XV, § IV).

§ II. — Conique homologique.
299. Étant donnés une conique C, une droite L et un

point F, on demande de construire une conique homolo¬
gique dans laquelle le point homologue à F soit un foyer
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de la courbe, et la droite homologue à L soit à Vinfini.

Il suffit de prendre pour centre d'homologie S [fig. 120)
un des deux points P, P' déterminés ci-dessus (297) ; et,
sur le rayon S m mené à un point de C, un point m' dé¬
terminé par

o / -S»r = A- :
rnp

mp étant la distance du point m à la droite L. Le lieu du
point m' sera une conique homologique à la proposée (269) ;
et le point F'pris sur SF, à la distance

SF' = VH,
Fq

F q étant la distance du point F à la droite L, sera le foyer
de la nouvelle conique.

En effet, à deux droites conjuguées Fa, Fa, dans la co¬
nique proposée correspondront deux droites conjuguées dans
la nouvelle conique (266, VI); et celles-ci seront rectan¬
gulaires. Car elles rencontreront la droite à l'infini, corres¬
pondante à L, en deux points situés sur les rayons Sa, Sa1?
a, a, étant les points où Fa, Fa, rencontrent L; c'est-à-
dire qu'elles seront parallèles à Sa, Sa,, et conséquem-
ment rectangulaires. Ce qui prouve que le point F' est
le foyer de la courbe (276).

On verra sans difficulté comment cette construction
d'une conique bomologique s'appliquera aux différentes
questions dans lesquelles on a fait ci-dessus (298) la per¬
spective d'une conique.

Du reste, on ramène, si l'on veut, la construction d'une
conique bomologique à celle d'une conique en perspective
avec la conique proposée, par cette simple considération,
que deux figures homologiques se placent en perspective,
si l'on fait tourner le plan de l'une autour de l'axe d'homo¬
logie. (G. S., 369.)
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CHAPITRE XII.

PROPRIÉTÉS DTNVOLUTION RELATIVES A PLUSIEURS CONIQUES
CIRCONSCRITES OU INSCRITES A UN QUADRILATÈRE.

§ I. — Deux et trois coniques circonscrites à un

quadrilatère.
300. Quand deux coniques sont circonscrites à un qua¬

drilatère, les trois couples de points dans lesquels une
transversale rencontre ces deux courbes et deux côtés op¬
posés du quadrilatère, sont en involution.

En effet, soient a, «'et b, V les points des deux co¬

niques ; c, c' ceux de deux côtés opposés du quadrilatère,
et d, d'ceux des deux autres côtés. Le segment aa' forme
une involution avec les deux segments cd, dd' (20) ; et
de même le segment bb'. Donc les deux segments aa!, bb'
et l'un des deux ce', dd' sont en involution (G. S., 196).

c. Q. F. p.
Autrement. La transversale forme avec deux côtés op¬

posés du quadrilatère un triangle CAB. Appelons m, m',
n, n! les quatre sommets (réels ou imaginaires) du quadri¬
latère, et a, a! les points d'intersection d'une des coniques
et de la transversale; on a (23) l'équation

km.Km' Cn.Cn' Ba.Ba'

Cm.Cm' Btt.B/z' Aa.Aa'

Et de même dans l'autre conique, en appelant 6, 6' ses

points de rencontre avec la transversale, n
C V.' L-; /

km. Km' Cn.Cn' Bë.Bë'

C/h . C/H' ' Bn. Bn' ' A6. Aê' = ' ' 5T
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De ces deux équations on conclut

A a. Aa' Ag.Aë'

Ba.Ba' — Bg.Bë''

équation d'involution entre les trois couples de points A,
B; a, a! et 6, £'. Donc, etc.

301. Si la transversale est tangente aux deux coniques,
les deux segments aa', bb' se réduiront aux points de con¬
tact, qui seront les points doubles de l'involution ; c'est-à-
dire que ces deux points diviseront lrarmoniquement cha¬
cun des deux segments cc', dd'. Donc :

Quand deux coniques sont circonscrites à un quadrila¬
tère, si on leur mène une tangente commune, les points
de contact sont conjugués harmoniques par rapport aux
deux points de section de la transversale par deux côtés
opposés du quadrilatère.

302. Quand trois coniques sont circonscrites à un qua¬
drilatère, toute transversale les rencontre en six points
qui sont en involution.

En effet, soient aa!, bb', cc' les segments formés sur la
transversale par les trois coniques, et dd', ee' les segments
formés par les deux systèmes de côtés opposés. Ces deux
segments déterminent une involution à laquelle appartient
chacun des trois segments aa', bb', cc', d'après le théorème
de Desargues (20). Donc ces trois segments forment eux-
mêmes une involution (G. S., 196). Donc, etc. (*).

303. De là dérive la solution de cette question :
Étant données deux sections coniques, mener par un

point une troisième conique qui passe par les quatre points
d'intersection des deux premières.

(*) C'est à M. Sturm qu'est dû ce théorème important, qu'il a démontré
dans les Annales cle Mathématiques de M. Gergonne, t. XVII, p. i8oj année
1826-27.
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Par le point donné P on mènera arbitrairement une

transversale qui rencontrera les deux courbes en des points
a, ai et b, V. On prendra sur la transversale le point P'
qui forme avec les cinq a. ab, b' et P une involution ; ce
point appartiendra à la conique demandée.

On construira ainsi cette courbe par points.
Corollaire. — Si le point P est situé sur une corde

commune aux deux coniques données, il est clair que le
lieu des points P' sera une droite qui avec la corde com¬
mune formera la conique demandée; et cette droite sera
une seconde corde commune aux deux coniques. De sorte
qu'on peut dire que : Quand on connaît une corde com¬
mune à deux coniques, on en détermine immédiatement
une seconde.

304'. On conclut du théorème (305) que :
Quand trois coniques passent par quatre points, si

Von mène une tangente à l'une d'elles, son point de con¬
tact est un des points doubles de l'involution déterminée
par les quatre points cl'intersection des deux autres co¬
niques et de cette tangente.

305. D'où résulte la solution de ce problème :
Étant données deux coniques et une droite, décrire Une

troisième conique qui passe par les points d'intersection
des deux premières et soit tangente à la droite.

Il y a deux solutions.

§ II. — Faisceau de coniques circonscrites à un
quadrilatère.

306. Quand plusieurs coniques ont quatre points com¬
muns (réels ou imaginaires), les segments qu'elles inter¬
ceptent sur une transversale quelconque sont en involu¬
tion (305). Conséquemment il existe deux points (réels ou
imaginaires) qui divisent harmoniquement chacun des
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segments (G. S., 205). Ces points sont conjugués par rap¬
port à chaque conique (103). Donc :

Quand plusieurs coniques ont quatre points communs,il existe sur une transversale quelconque deux points
(réels ou imaginaires) conjugués par rapport à toutes
les coniques.

307. Si la transversale est située à l'infini, les deux
points conjugués communs à toutes les coniques seront les
extrémités de deux diamètres conjugués de chacune d'elles
(168). Donc :

Toutes les coniques qui passent par quatre points ont un
système de diamètres conjugués parallèles entre eux, le¬
quel système peut être imaginaire.

Si rune des coniques est une ellipse, les diamètres con¬
jugués parallèles sont réels : car le segment intercepté par
l'ellipse sur la droite à l'infini est imaginaire, et dès lors,
quel que soit le segment formé par une autre courbe,
les deux points conjugués harmoniques par rapport aux
deux segments seront réels (G. S., 77). Mais si deux des
coniques sont des hyperboles, ces deux points, et consé-
quemment les diamètres conjugués parallèles, pourront
être imaginaires; ce qui aura lieu si les deux segments em¬
piètent l'un sur l'autre (G. S., 210).

On peut substituer à la considération de ces segments
celle de deux angles ayant le même sommet et les côtés pa¬
rallèles aux asymptotes des deux hyperboles. Alors on dira
que les diamètres conjugués parallèles seront réels ou ima¬
ginaires, selon que les deux angles n'empiéLeront pas ou
empiéteront l'un sur l'autre. Au lieu de ces angles formés
par des parallèles aux asymptotes de deux hyperboles, on
peut considérer les angles formés par des parallèles aux
couples de côtés opposés du quadrilatère inscrit aux co¬
niques, et vérifier si ces angles empiètent ou n'empiètent
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pas J'un sur l'autre. On reconnaît sans difficulté que, dans le
premier cas, le quadrilatère a un angle rentrant, et que,
dans le second cas, il a ses quatre angles saillants.

Il résulte de là que par quatre points forman t un qua¬
drilatère à angle rentrant, on ne peut faire passer ni une
ellipse ni une parabole.

308. Quand plusieurs coniques ont. quatre points com¬
muns [réels ou imaginaires),, les polaires d'un autre point
quelconque, relatives à ces courbes, passent toutes par un
même point.

Soit P le point dont on prend les polaires, et P'ie point
d'intersection des polaires relatives à deux des coniques,
A, B. Je dis que la polaire relative à une troisième C
passe par ce point P'. En effet, les deux points P, P' sont
conjugués par rapport aux deux coniques A, B (103), et
conséquemment par rapport à la troisième C (306). Donc
le point P' appartient à la polaire du point P relative à la
conique G. c. q. f. d. (*)

Ce théorème s'applique à chaque systèmededeux droites
passant par les quatre points d'intersection des deux co¬
niques proposées, parce que l'ensemble de ces deux droites
peut être considéré comme une conique passant par les
points d'intersection des autres courbes.

Couollaire. — Si le point P est à l'infini, sur une droite
L, ses polaires seront les diamètres des courbes, conjugués
à la direction de cette droite. Donc :

Quand plusieurs coniques sont circonscrites à un qua¬
drilatère, les diamètres de ces courbes, conjugués à une
même droite, passent tous par un même point.

309. Quand plusieurs coniques sont circonscrites à un

(*) Ce théorème, bien connu, a été démontré en premier lieu par
M. Lamé, dans son ouvrage intitulé : Examen des différentes méthodes em¬
ployées pour résoudre les problèmes de Géométrie, Paris, 1818, in—S.
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quadrilatère, si un point P glisse sur une droite L, le point
de concours P' des polaires cle ce point, relatives à toutes
les coniques (308), décrit une conique;

Cette courbe est aussi le lieu des pôles de la droite L
relatifs à toutes les coniques ;

Elle passe par le point de rencontre des deux diago¬
nales du quadrilatère et par les points de concours des
côtés opposés.

Il suffit de considérer deux des coniques A, B, puisque
les polaires d'un point, relatives à toutes ces courbes, pas¬
sent toutes par un même point.

Or, les polaires des différents points de la droite L relatives
aux deux coniques A, B, polaires qui passeront respective¬
ment par les pôles de cette droite, formeront deux faisceaux
homograpkiques, parce que le rapport anharmonique des
polaires de quatre points, dans cliaque conique, sera le
même, étant égal à celui des quatre points (117). Donc les
polaires correspondantes dans les deux faisceaux se coupe¬
ront sur une conique 2 qui passe par les pôles de la droi te L
relatifs aux deux coniques A, B, et, par conséquent, par
les pôles de cette droite dans toutes les coniques.

Cette conique passe par le point de rencontre des deux
diagonales du quadrilatère. Car ce point est, dans toutes
les coniques, le pôle de la droite qui joint les points de
concours des côtés opposés. Or les polaires du point de
rencontre de L et de cette droite passent toutes par ce pôle,
qui se trouve dès lors sur la conique 2.

Le théorème est donc démontré (*).
Corollaire. — Si la droite L est à l'iuûni, on en conclut

( *) M. Poncelet a démontré le théorème par d'autres considérations, pour
un système de cercles qui ont une sécante commune, et l'a étendu ensuite,
par voie de perspective, à un système de coniques ayant quatre points com¬
muns (réels ou imaginaires). Voir Traité des Propriétés projectiles, pages /j5
et 198.
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que : Toutes les coniques qui passent par quatre points
donnés [réels ou imaginaires), ont leurs centres sur une

conique.
310. La conique 2, lieu des centres de toutes les co¬

niques qui passent par quatre points A, B, C, I), passe
par le milieu de chaque côté ou diagonale du quadrilatère
qui a pour sommets ces quatre points.

En effet, parles trois points A, B, C on peut faire pas¬
ser une conique dont le centre soit au milieu de AD : elle
passera par le quatrième point D. Donc le milieu de AD
est un point de la conique 2.

311. Le centre de la courbe 2 est le point de croise¬
ment des droites qui joignent les points milieux des côtés
opposés du quadrilatère.

Cela résulte de ce que la conique passe par les six points
milieux.

Coniques inscrites dans un quadrilatère.
312. Aux théorèmes démontrés dans les deux paragraphes

précédents, concernant des coniques circonscrites à un

quadrilatère, correspondent des théorèmes relatifs à des
coniques inscrites dans un quadrilatère. Comme les dé¬
monstrations sont tout à fait semblables à celles qui pré¬
cèdent, nous énoncerons simplement ces nouveaux théo¬
rèmes dans les deux paragraphes suivants.

§111. —Propriétés de deux et de trois coniques inscrites
dans un quadrilatère.

313. Quand deux coniques sont, inscrites dans un qua¬
drilatère., si d'un point quelconque on mène des tangentes
aux deux courbes et deux droites aboutissant à deux
sommets opposés du quadrilatère, ces trois couples de
droites sont en involution.

Les tangentes à chacune des deux coniques peuvent être
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imaginaires, de même que dans le théorème (27) relatif à
une seule conique inscrite dans un quadrilatère. Les rela¬
tions d'involution ont toujours lieu entre les trois couples
de droites.

314-. Si le point par lequel on mène les tangentes aux
deux coniques est un de leurs points d'intersection, les
deux tangentes à chaque courbe se confondront en une seule,
qui sera l'un des rayons doubles de l'involution. Il s'ensuit
que :

Quand deux coniques sont inscrites dans un quadri¬
latère, les tangentes en un de leurs points d'intersection
forment un faisceau harmonique avec les deux droites
menées de ce point à deux sommets opposés du quadri¬
latère.

On peut encore dire que : Les tangentes aux deux co¬
niques en un de leurs points d'intersection, divisent har-
moniquement chacune des diagonales du quadrilatère
circonscrit.

31 S. Quand trois coniques sont inscrites dans un qua¬
drilatère, les tangentes menées d'un point à ces trois
courbesforment trois couples de droites en involution.

316. De ce théorème résulte la solution du problème
suivant :

Étant données deux coniques et une. droite, décrire une
troisième conique qui soit inscrite dans le quadrilatère cir¬
conscrit aux deux proposées, et tangente à la droite.

Par chaque point de la droite on mènera des tangentes
aux deux coniques et une droite faisantavec la droite don¬
née un troisième couple en involution avec les deux cou¬
ples de tangentes. Cette droite sera tangente à la conique
demandée.

317. Si la droite donnée passe par un des sommets du
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quadrilatère circonscrit aux deux coniques, toutes les
droites construites comme tangentes à la conique cherchée
passeront par le sommet opposé (313). Il s'ensuit que la
conique qui satisfait à la question est infiniment aplatie, et
quelle est représentée par la diagonale du quadrilatère qui
joint ces deux sommets (32).

318. On conclut de là que : Quand on connaît le point
de concours de deux tangentes communes à deux coniques
(tangentes réelles ou imaginaires), on détermine immé¬
diatement le point de concours de deux autres tangentes
communes (réelles ou imaginaires).

319. Le théorème (313) entraîne celui-ci :
Quand trois coniques sont inscrites dans un quadrila¬

tère, la tangente en un point de l'une est un des rayons
doubles de Vinvolution déterminée par les deux cou¬

ples de tangentes menées par ce point aux deux autres
courbes.

320. De là résulte la solution de ce problème :
Étant donnés deux coniques et un point, décrire une

conique qui soit inscrite dans le quadrilatère circonscrit aux
deux proposées, et qui passe par le point donné.

Que par ce point on mène les tangentes aux deux co¬

niques : chacun des rayons doubles de l'involution déter¬
minée par ces deux couples de droites sera une tangente à
une conique satisfaisant à la question, qui admet donc
deux solutions.

321. Quand trois coniques sont, inscrites clans un qua¬
drilatère, les tangentes menées à deux de ces courbes par
un de leurs points d'intersection, sont conjuguées har¬
moniques par rapport aux deux tangentes menées du
même point à la troisième conique.

Conséquence de la relation d'involulion exprimée par le
théorème (313).
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§IV. —Système de coniques inscrites dans un quadrilatère.
322. Quand plusieurs coniques sont inscrites dans un

quadrilatère (réel ou imaginaire), les couples de tangentes
à ces courbes, menées d'un même point, sont en involu-
tion (315). II s'ensuit que par chaque point on peut mener
deux droites [réelles ou imaginaires) conjuguées par rap¬
port à toutes les coniques. Ces droites son t les rayons dou¬
bles de l'involution.

323. Quand plusieurs coniques sont inscrites dans le
même quadrilatère, les pôles d'une droite quelconque sont
situés en ligne droite.

Ce théorème s'applique aux diagonales du quadrilatère,
ainsi qu'à la droite qui joint les points de concours des
côtés opposés, considérées comme trois coniques-infiniment
aplaties inscrites dans le quadrilatère (32).

Corollaire. — Si la droite dont on prend les pôles est à
l'infini, on en conclut que :

Toutes les coniques inscrites dans un quadrilatère ont
leurs centres sur une même droite.

Ce théorème a été démontré par Newton dans le pre¬
mier livre des Principes de la Philosophie naturelle
(Lemme XXV, Coroll. III).

324. Quand plusieurs coniques sont inscrites dans un
quadrilatère, si autour d'un point fixe on fait tourner une
transversale, la droite lieu des pôles de cette transver¬
sale (323) enveloppe une conique;

Cette courbe est aussi l'enveloppe de toutes les polaires
du point fixe relatives aux coniques proposées;

Elle est tangente aux deux diagonales et à la droite
qui joint les points de concours des côtés opposés du
quadrilatère circonscrit aux coniques (*).

(*••) Ce théorème elle précédent se trouvent, comme conséquences des
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§ Y. — Rapport anharmonique de quatre coniques
circonscrites ou inscrites à. un quadrilatère.

325. Quand quatre coniques passent toutes par quatre
points (réels ou, imaginaires), les polaires d'un point P
[gui concourent en un même point. P' (308)], ont un rap¬
port. anharmonique constant, quel que soit le point P.

En effet, les polaires d'un autre point Q concourent aussi
en un point Q', et rencontrent, respectivement, les pre¬
mières en quatre points qui sont les pôles de la droite PQ
relatifs aux quatre coniques. Mais ces pôles sont sur une
conique à laquelle appartiennent aussi les points P', Q':
cette coniqtie est le lieu du point de rencontre des po¬
laires d'un point qui décrirait la droite PQ (309). Donc
les quatre droites issues du point P' ont leur rapport
anharmonique égal à celui des quatre droites issues du
point Q' (4). c.q.f.d.

Corollaire.- — Il suit de là que : Si par l'un des points
d'intersection des quatre coniques on leur mène des tan¬
gentes, le rapport anharmonique des quatre tangentes sera
le même pour chacun des quatre points d'intersection des
coniques.

Observation. — Nous aurons à employer souvent dans
la suite ce rapport constant, relatif à quatre coniques cir¬
conscrites à un quadrilatère; nous l'appellerons rapport
anharmonique des quatre coniques, comme nous l'avons
déjà fait dans quelques recherches précédentes (*). Il existe
plusieurs autres propriétés clés quatre Coniques, qui don¬
nent lieu à un rapport anharmonique, soit de quatre points,

théorèmes ( 308 et 309), en vertu de la théorie des polaires réciproques, dans
le Traité des Propriétés projectiles, p. 220.

(*) Voir Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. XXXVII,
p. 272; année 1853.

4

SCD LYON 1
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soit de quatre droites, égal à celui des quatre courbes : nous
les ferons connaître ultérieurement.

326. Quajidquatre coniques sont inscrites dans un qua¬
drilatère, les pôles d'une droite quelconque, lesquels sont
en ligne droite ( 323 ), ont leur rapport anharmonique con¬
stant.

La démonstration de ce théorème peut être imitée de la
précédente.

Corollaire. —Il suit du théorème que: Le rapport an-
harmonique des points de contact des quatre coniques
avec un des côtés du quadrilatère circonscrit a toujours
la même valeur, quel que soit ce côté, et est égal au rap¬
port anharmonique des pôles d'une droite.

Nous appellerons rapport anharmonique de quatre co¬
niques inscrites à un quadrilatère, ce rapport constant.

Nous trouverons diverses autres expressions de ce rap¬
port anharmonique des quatre coniques.
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CHAPITRE XIII.
DES CORDES COMMUNES A DEUX CONIQUES. - SYSTÈME DE

TROIS POINTS CONJUGUÉS COMMUNS AUX DEUX COURBES.

§ I. — Cordes communes à deux coniques.
327, Nous appellerons corde commune à deux coniques

toute droite dont les points d'intersection (réels ou ima¬
ginaires) avec l'une et avec l'autre conique sont les mêmes.

Quand une droite est. une corde commune à deux co¬
niques, les polaires de chaque point de cette droite se ren¬
contrent sur la droite même : en d'autres termes, les deux
coniques ont les mêmes systèmes de deux points conjugués
sur cette droite.

En effet, les polaires d'un point P de la corde commune
passent par le point P' conjugué harmonique de P par rap¬
port aux deux points (réels ou imaginaires) communs aux
deux coniques sur cette droite (103).

Réciproquement : Si, dans le plan de deux coniques, il
existe une droite dont deux points soient tels, que les po¬
laires de chacun se coupent sur cette droite même, cette
droite estune corde, commune aux deux coniques.

En effet, soient P, Q deux points de la droite; P'le
point de rencontre des polaires du point P; et Q' le point
de rencontre des polaires du point Q. Les deux points P,
P' sont conjugués par rapport à chacune des deux coniques,
ainsi que les deux points Q, Q'. Donc les points de chacune
des deux coniques situés sur la droite sont les deux points
(réels ou imaginaires) qui divisent harmoniquement les
deux segments PP', QQ'- Donc la droite est une corde

14.
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commune : par suite, les polaires de chacun de ses points
se rencontrent sur la droite même.

A raison de cette propriété des cordes communes à deux
coniques, c'est-a-dire de la coïncidence des deux points où
les polaires de chaque point d'une corde rencontrent cette

corde, nous leur donnerons aussi le nom d'axes de sjm-
ptose que nous avons proposé, il y a longtemps (voir An-
nales de Mathématiques de M. Gergonne, t. XVIII, p. y 85),
et qui depuis a été employé par plusieurs géomètres. Ce n'est
pas que le terme corde commune ne puisse suffire dans la
théorie des coniques planes : mais il ne peut être transporté
aux coniques sphériques, ni aux surfaces du second ordre;
et c'est surtout en vue de ces courbes et de ces surfaces,
pour conserver une nomenclature uniforme, que nous pour¬
rons employer l'expression d'axes de symptose.

328. Le point d'intersection de deux cordes communes
à deux coniques a la même polaire clans les deux courbes.

Car les polaires de ce point dans les deux courbes se

rencontrent tont à la fois sur les deux cordes (327), ce qui
exige qu'elles se confondent.

Réciproquement : Quand un point a la même polaire
clans cleux coniques, ce point, est'l'intersection de deux
cordes communes aux deux courbes, ou bien il représente
une conique infiniment petite qui satisfait aux conditions
d'une conique passant par les points d'intersection (alors
imaginaires ) des deux coniques proposées.

En effet, que par le point P, qui a la même polaire dans
les deux coniques, on mènç une transversale qui rencontre
cette polaire en un point P', et les deux coniques en des
points «, a' et b, b'. Les deux points P, P' sont conjugués
harmoniques par rapport à a et a', et à b et b'. Donc chacun
d'eux forme une involulion avec les deux couples a, a'
et b, b' (G. S., 194). Ce qui prouve que la transversale
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est tangente en P à la conique déterminée par ce point et
les quatre points d'intersection des deux coniques propo¬
sées (303).

Toute autre transversale menée par le point P sera de
même tangente à la conique, c'est-à-dire qu'elle la rencon¬
trera en deux points qui se confondent en un seul. On en
conclut que la conique qui passe par le point P et par les
points d'intersection des deux proposées est ou l'ensemble
de deux droites, ou un simple point, qui représente une
conique infiniment petite.

329. Nous avons vu que deux droites peuvent représen¬
ter une section conique, c'est-à-dire que leur ensemble pos¬
sède certaines propriétés caractéristiques des sections coni¬
ques (31).

Il est aisé de concevoir qu'un point représente une co¬
nique infiniment petite, et de se faire Une idée de ce que
sont les points d'intersection (imaginaires) de celte coni¬
que et d'une droite arbitraire. •

Soit une ellipse 2. Regardons-la comme le lieu des
points d'intersection des rayons homologues de deux fais¬
ceaux Pornographiques ayant leurs sommets en deux points
À, A', extrémités d'un diamètre de la courbe. Les points
de section par une droite L sont les points doubles des deux
divisions homographiques que les cordes A m, A'm mar¬

quent sur cette droite ('12).
Si l'on prend une ligne aa! infiniment petite, parallèle

à AA', et qu'autour des points a, ci' on fasse tourner deux
droites parallèles aux deux cordes A m, A'm, elles se coupe¬
ront sur une conique homolhétique à 2 (*) ; et, à la limite,
où la ligne aa' devient nulle, celle conique se réduit à
un'point. Des droites menées par ce point, parallèlement

( * ) On appelle figures hornothilii/ues deux figures semblables et semblable-
ment placées.

SCD LYON 1



2i4 traité des sections coniques.
aux couples de rayons homologues A m, A'm forment deux
faisceaux homographiques, et leurs traces sur la droite L
deux divisionsliomographiques, dont les points doubles sont
les points d'intersection de la conique infiniment peti te et de
la transversale.

Ces points doubles sont sur les rayons doubles des deux
faisceaux liomographiques, quelle que soit la droite L. Or
les couples de rayons homologues de ces deux faisceaux sont
parallèles à des diamètres conjugués de la conique S, de
même que les cordes A m, A'm (177); leurs rayons dou¬
bles sont donc imaginaires, puisque cette conique est une
ellipse, par hypothèse. La droite L est donc coupée par la
petite conique sur deux droites imaginaires. Ainsi l'on con¬
clut qu'une conique infiniment petite peut être considérée
comme l'ensemble de deux droites imaginaires qui n'ont
qu'un point réel (*).

Observation.—D'après cela, nous dirons, en nous re¬
portant au théorème (328), que : Quand un point P a la
même polaire dans deux coniques, ce point est toujours
l'intersection de deux cordes communes, réelles ou ima¬
ginaires.

330. Si, par un point P qui a la même polaire clans deux
coniques, on mène les tangentes aux deux courbes, ces
couples de tangentes et les deux cordes communes (réelles
ou imaginaires) qui passent par le point P, forment une
involution.

En effet, les points de contact des quatre tangentes sont
les points où la polaire du point P rencontre les deux co-

(*) Cela s'accorde avec les résultats de l'analyse, où l'on dit qu'une équa¬
tion telle que A2 (x — «)2 -4- B9 — g)2 = o représente un point dont le's
coordonnées sont «,.ê, ou bien deux droites imaginaires ayant pour équa-

j^
lions y — 6 — ± (x — «) - y — 1.
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niques; mais les deux cordes communes sont les deux
côtés opposés d'un quadrilatère inscrit aux deux courbes ; les
points où la polaire du point P les rencontre, forment
donc une involution avec les deux couples de points appar¬
tenant aux coniques (300). Donc, etc.

Corollaire. — On peut, inscrire dans Je quadrilatère
circonscrit à deux coniques, une troisième conique tan¬
gente à deux cordes commîmes aux proposées (315).

331. Quand deux coniques ont un point d'intersection
réel, elles en ont nécessairemen t un second réel.

Car une branche de l'une des coniques pénètre dans
1 autre courbe, et ne peut en sortir qu'en la rencontrant
une seconde fois. C'est ce qu'on voit avec évidence si l'une
des coniques est une courbe fermée, c'est-à-dire une ellipse
ou un cercle. Et on peut toujours par une perspective rem¬
placer les deux coniques proposées par deux autres dont
l'une sera une ellipse.

332. Lesdeux coniques ayant deux points d'intersection,
la droite qui joint ces points est une corde commune; con-
séquemment les coniques ont une autre coide commune
(303, Corolli). Donc : Quand deux coniques ont un point
d'intersection réel, elles ont deux cordes communes et,
conséquemment, quatre points d'intersection dont deux
réels, et les deux autres réels ou imaginaires.

333. I. — Quand deux coniques se coupent en quatre
points réels, elles ont trois systèmes de deux cordes com¬
munes.

Cela est évident.

II. — Quand elles se coupent, en deux points réels, et
en deux points imaginaires, elles n'ont qu'un système de
deux, cordes communes.

Cela est évident encore. Car si les deux coniques avaient
deux systèmes de deux cordes communes, les droites d'un
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système couperaient celles de l'autre système en quatre
points réels qui appartiendraient aux deux coniques. Ces
courbes se couperaient donc en plus de deux points réels :
ce qui est contraire à l'hypothèse.

334. Quand deux coniques ont un point de contact, la
tangente en ce point est manifestement une corde commune;
eonséquemment les coniques ont une seconde corde com ¬

mune, toujours réelle (303, Coroll.), sur laquelle elles se
coupent en deux points réels ou imaginaires.

Les coniques ont un' second système de deux cordes
communes, réelles ou imaginaires, qui partent du point
de contact et passent par les deux points d'intersection.

§ II. —Système de trois points conjugués, dans deux
coniques.

335. Étant données deux coniques quelconques, il
existe, en général, trois points dont chacun a la même
polaire dans les deux courbes. TJn de ces points est tou¬
jours réel-, les deux autres peuvent être imaginaires.

En effet, qu'on mène une droite quelconque L, et
qu'on prenne les polaires de chacun de ses points; elles
se coupent deux à deux en des points situés sur une co¬

nique 2 (309).
A une autre droite L' correspond une autre conique 2'.

Ces deux courbes ont un point commun ccnnu à priori :
c'est le point d'intersection des polaires du point de ren¬
contre des-deux droites L, L'. Donc elles ont trois autres

points communs, dont un est toujours réel, et les deux
autres sont réels ou imaginaires (332),

3e dis que chacun de ces trois points a la même polaire
dans les deux coniques proposées. En effet, l'un de ces

points, P, considéré comme appartenant à la .conique 2, est
l'intersection des polaires d'un certain point Q de la droite L;
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et réciproquement les polaires du point P passent par le
point Q. Pareillement, le point P appartenant à la coni¬
que 2', on en conclut que ses polaires passent par un même
point Q' de la droite U. Donc ces deux polaires ont deux
points communs, et conséquemment se confondent.

Donc, etc.
Le raisonnement ici ne s'applique qu'au point d'inter¬

section des deux courbes 2, 2' qui est réel : il laisse quel¬
que chose à désirer, à l'égard des deux autres points sup¬
posés imaginaires, puisqu'on ne peut pas raisonner sur les
polaires d'un point imaginaire considéré isolément. Mais
l'existence d'un point réel ayant la même polaire dans les
deux courbes proposées, entraîne nécessairement l'exis¬
tence des deux autres points, réels ou imaginaires. Car on
voit sans.difficulté que ces points sontles deux points conju¬
gués (réels ou imaginaires) , par rapport aux deux coniques,
sur la polaire commune. Ainsi Je théorème est démontré
avec toute la rigueur désirable.

Observation.— Remarquons qu'il résulte de là que,
quand on connaît un des trois points, dont chacun a la
même polaire dans les deux coniques, les deux autres s'en¬
suivent immédiatement sans qu'on ait besoin de construire
les deux coniques 2, 2' qui servent à déterminer les trois
points à la fois.

336. Quand deux coniques ont leurs quatre points d'in¬
tersection réels, les trois points P, P', P", dont chacun a la
même polaire dans les deux courbes, sont réels : car ce
sontles points de concours des couples de côtés opposés, et
des diagonales du quadrilatère qui a pour sommets les
quatre points communs aux deux coniques.

Mais, quand deux coniques n'ont que deux points d'in¬
tersection réels, un seul des trois points P, P', P" est réel,-et
les deux antres sont imaginaires.
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En effet, les deux coniques ont une corde commune qui

joint les deux points d'intersection réels, et une seconde corde
commune (303, Coroll. ) sur laquelle sont deux points d'in¬
tersection imaginaires. Ces deux droites se coupent en un
point P qui a la même polaire dans les deux coniques (328).
Les deux autres points P', P" sont situés sur celte polaire
(335, Obs.). Il faut prouver qu'ils sont imaginaires. Or le
point P est nécessairement au dehors de chaque conique;
sa polaire coupe donc les deux courbes ; et il est évident
que les deux segments interceptés sur cette droite par les
deux courbes empiètent l'un sur l'autre; par suite, les
deux points P', P" qui divisent harmoniquement ces deux
segments sont imaginaires (G. S., 253 et 210).

c. Q. F. r.

337. Quand deux coniques n'ont aucun point d'inter¬
section réel, les trois points P, P', P" sont réels.

Nous savons qu'un de ces points P est réel (335). Il faut
prouver que les deux autres P', P'7 le sont aussi.

Or ces points sont sur la polaire de P, et sont conjugués
harmoniques par rapport aux deux segments que les coni¬
ques interceptent sur cette droite. Si'l'un de ces segments,
ou tous les deux, sont imaginaires, les deux points P', P"
sont réels (G. S., 77). Si les deux segments sont réels, ils
n'empiètent pas l'un sur l'autre, parce que les deux coni¬
ques n'ayant aucun point d'intersection, sont nécessaire¬
ment l'une intérieure, ou extérieure à l'autre; dès lors les
deux points P7, P" sont réels (G. S., 253 et 210).

Donc, etc.

338. Quand deux coniques ont un point de contact P,
ce point a la même polaire dans les deux courbes : cette
polaire est la tangente en ce point. 11 n'existe alors qu'un
autre point P7 ayant aussi la même polaire dans les deux
courbes. Ce point est situé sur la tangente. On le déter-
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mine par cette considération, que les polaires des points de
cette tangente, par rapport aux deux coniques, polaires qui
passent par le point P, forment deux faisceaux Pornogra¬
phiques, en vertu de la proposition (117). Ces faisceaux ont
deux rayons doubles : l'un est la tangente en P, polaire de
ce point P ; l'autre a évidemment le même pôle dans les deux
coniques. Ce pôle, déterminé ainsi par le rayon double des
deux faisceaux, est le point P' cherché. C'est par ce point
que passe la corde commune aux deux coniques, associée à
la tangente en leur point de contact (334).

§ III. -—Réalité de deux cordes communes à deux
coniques quelconques.

339. Deux coniques quelconques ont toujours un ou
trois systèmes de deux cordes communes réelles.

Si les deux coniques ont leurs quatre points d'intersec¬
tion réels, elles ont évidemment trois systèmes de deux
cordes communes réelles. Quand elles n'ont que deux points
d'intersection réels, elles ont toujours deux cordes'com¬
munes réelles, comme il a été démontré (332) ; et elles ne

peuvent en avoir deux autres.
Il reste à prouver que quand les deux coniques n'ont

aucun point d'intersection réel, elles ont néanmoins un
sytème de deux cordes communes toujours réelles.

Dans le cas dont il s'agit, les trois points P, P', P" [fig-121)
sont réels (337). Ces points forment un système de trois
points conjugués relativement à chacune des deux coniques ;
conséquemment un de ces points est intérieur à une conique,
et les deux autres extérieurs (114). D'après cela, supposons
le point P intérieur à la conique C, et P', P" extérieurs.
Les deux coniques n'ont aucun point d'intersection réel;
ce qui exige que l'une d'elles enveloppe l'autre, ou bieu
qu'elles soient extérieures l'une à l'autre. Le raisonnement
va s'appliquer à ces deux cas.
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Le point P représente une conique infiniment petite,

puisqu'il est intérieur à la conique G. L'un des deux autres,
P', par exemple, représente aussi nécessairement une co¬

nique infiniment petite, car les deux coniques ne peuvent
pas avoir deux systèmes de cordes communes réelles. Il faut
donc prouver que P et P' étant deux coniques infiniment
petites, qui passent par les quatre points imaginaires des
deux coniques proposées (328), P" est l'intersection de deux
cordes communes réelles de ces deux coniques, ou, ce qui
revient au même, des deux coniques infiniment petites.

Disons donc, d'une manière générale, que : Deux coni¬
ques infiniment petitesV, P' ( fig. 121) ont. toujours deux
cordes communes réelles.

En effet le diamètre de la première, conjugué à la droite
PP', rencontre le diamètre de la seconde conjugué à P'P en
un point P'7 qui a la même polaire PP' dans les deux
coniques.

Toute transversale menée par P" rencontre la première
conique en deux points imaginaires, conjugués harmo¬
niques par rapport à P" et au poinl p" où cette droite ren¬
contre PP'. La même transversale rencontre la seconde
conique en deux autres points imaginaires conjugués har¬
moniques par rapport aux deux mêmes points P", p". Il
faut donc prouver qu'il existe deux positions de la transver¬
sale P"p", pour lesquelles les deux points de la première co¬
nique se confondent avec les deux points de la seconde.

Or, si l'on prend le milieu des deux points de la première
conique, le lieu de ce point milieu sera une ellipse passant
parle point P'7 (209, Coroll. ), tangente en P à la droite PP',
et dont la tangente en P" est parallèle à cette droite (*).

(*) L'ellipse est tangente en P à la droite PP', parce qu'elle ne peut pasavoir un autre point sur cette droite, puisque chaque point jj" de PP' est le
conjugue harmonique de P par rapport aux deux points de là conique infi-
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De même pour la conique P'. Ou aura donc deux ellipses
tangeni.es à la droite PP', et ayant une tangente commune
en P". Ces deux ellipses pénètrent nécessairement l'une
dansl'autre, et ont, par conséquent, au moins un autre point
commune. Mais, étant tangentes en P", elles ont une corde
commune autre que la tangente en ce point (334). Cette
corde passe par le point e, et rencontre donc les deux cour¬
bes en un second point commun e'. Les deux droites V" e,
V"e' sont deux cordes communes des deux coniques infini¬
ment petites ; c'est-à-dire que chacune d'elles rencontre ces

coniques aux deux mêmes points. Effectivement, les deux
points de chaque conique situés sur la droite T?"e, par
exemple, ont leur milieu en e, et sont conjugués harmoni¬
ques par rapport à deux points P", p". Ce qui suffit pour
les déterminer. Donc, etc.

Démonstration analytique.— En éliminant x entre leséqua-
tions des deux coniques, on obtient une équation en y du qua¬
trième degré. Ses quatre racines sont, par hypothèse, imagi¬
naires, et conjuguées deux à deux, de la forme

y' — a + b y'— 1,

y"=a— b \j~ï.
A chaque ordonnée/' ou y" correspondent dans chaque courbe
deux abscisses, dont l'une répond au point d'intersection des deux
courbes. Pour déterminer cette abscisse commune aux deux

courbes, il suffit de tirer des deux équations de ces courbes une

niment petite situés sur Pet ne peut être le milieu de ces deux points
que s'ils se confondent; ce qui n'arrive qu'en P.

En outre, la tangente à l'ellipse, en P",est parallèle à PP'. Car la conique
infiniment petite P peut être regardée comme l'ensemble de deux droites
imaginaires par rapport auxquelles les deux droites PP", PP' sont conjuguées
harmoniques. Par conséquent la parollèle àPP', menée par P", rencontre ces
deux droites en deux points dont le milieu coïncide en P". Cette parallèle
est donc la tangente à l'ellipse.
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équation où x n'entre qu'au premier degré. Soit

Cxy + E.» F/ 4- / = o

cette équation. On en conclut immédiatement l'abscisse x' qui
correspond à la valeur de y'; soit

x' — a'+ b' y/— i •

Pour l'abscisse correspondante à l'ordonnée y", il suffit de changer
le signe de y/ — t, de sorte qu'elle est

x" — a'— b' yCTT.
La droite menée par les deux points d'intersection a pour équation

qui devient
bx—b'y—ba'—b'a:

équation d'une droite réelle qui passé par deux des quatre points
d'intersection imaginaires des deux coniques. Les deux autres
points sont pareillement sur une autre droite réelle. Ainsi le théo¬
rème est démontré.

340. On conclut des considérations précédentes le résumé
suivant, relatif au quadrilatère inscrit à deux coniques.

Le quadrilatère a toujours deux côtés réels. Les deux
autres côtés peuvent être imaginaires-, ainsi que les deux
diagonales. La droite qui joint le point de concours de ces
deux autres côtés, réels ou imaginaires, au pointde concours
des deux diagonales, est toujours réelle. Mais ces deux
points de concours peuvent être réels ou imaginaires. Us
sont réels, quand les deux coniques ne se coupent pas; et
imaginaires, quand les deux coniques se coupent en deux
points.

Lorsque les coniques se coupent en quatre points, toutes
les parties du quadrilatère sont réelles.
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§ IV. — Construction des cordes communes.

341. Etant données deux coniques, construire leurs
cordes communes.

i° On cherche les trois points conjugués communs aux
deux coniques : il suffit de décrire deux autres coniques
qui ont un point commun connu à priori, et dont les trois
autres points d'intersection sont les points cherchés (338).

2° Si un seul de ces trois points, F" par exemple, est
réel, les deux cordes communes aux deux coniques passent

par ce point, et on les détermine ainsi : on prend les po¬
laires d'un point O quelconque, lesquelles se coupent
en O'; puis les polaires d'un autre point fl, lésquelles se
coupent en D.1. Les polaires des points O et fl, relatives à la
conique représentée par les deux droites cherchées, passent
par O' et £1', respectivement (308)-, conséquemment les
deux droites cherchées divisent harmoniquement les deux
angles 0P"0',

3° Si les trois points conjugués communs aux deux co¬
niques sont réels, on détermine pour chacun d'eux les deux
cordes communes qui ont leur intersection en ce point. Ces
trois systèmes de deux cordes communes aux deux coniques
seront réels quand les deux courbes auront leurs quatre
points d'intersection réels; et un seul sera réel quand deux
points d'intersection seulement seront réels.

Remarque. — La construction des points d'intersection
de deux coniques., question qui admet quatre solutions
(réelles ou imaginaires), se ramène donc à la recherche des
points d'intersection de deux coniques qui ont un point
commun connu ; question qui admet trois solutions.

Ces considérations géométriques s'accordent avec l'Ana¬
lyse qui apprend à ramener la résolution des équations du
quatrième degré à celle des équations du troisième degré,
suivie de la résolution d'équations du second degré.
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Cas particuliers et conséquences du problème.

342. I. — L'une des deux coniques données est. infini¬
ment petite, ou, en d'autres termes, est Vensemble de deux
droites imaginaires (329).

On suppose que les systèmes de diamètres conjugués de la
conique infiniment petite sont donnés; ce sont des.droites
parallèles aux diamètres conjugués d'une conique liomo-
thétique à la conique infiniment petite, ou bien des droites
conjuguées harmoniques par rapport aux deux droites ima¬
ginaires qui représentent laconique infiniment petite.

Soit P la conique infiniment petite, ou le point d'inter¬
section de ces deux droites. Ce point est un des trois dont
chacun a la même polaire dans lesdeux coniques proposées-.
Les deux autres P', P" sont sur la polaire de P, et on les dé¬
termine comme on l'a vu ci-dessus (33o, Obs.). .

Les deux cordes communes cherchées passent par un de
ces points P', P"; on les construira comme il vient d'être
dit (341, 3°).

Observation. -— Ce problème revient, sous un énoncé
différent, à celui-ci : Etant, données les deux diagonales
imaginaires d'un quadrilatère inscrit dans une conique,
déterminer les poin ts de concours des côtés opposés, et les
deux côtés réels.

L'existence de ces deux côtés réels, démontrée par ce qui
précède, avait été annoncée dans l'article (129).

II. —Le point de rencontre P des deux droites imagi¬
naires données, est situé sur la. conique.

Les cordes communes à la conique et ayx deux droites
imaginaires, cpti représentent une conique infiniment pe¬
tite P, connue d'espèce, sont la tangente en ce point P
et une autre droite sur laquelle se trouvent les deux points
imaginaires, intersection de la conique et des deux droites
imaginaires données.
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On construit sur la tangente en P le point P' qui a la

même polaire dans les deux coniques, et par lequel passe
la corde commune cherchée (338). Pour obtenir ensuite la
direction de cette droite, il suffit de prendreles polaires d'un
point quelconque Q relatives aux deux conicjues : ces po¬
laires se rencontrent en un point Q', par lequel passe aussi
la polaire du point Q relative au système formé de la tan¬
gente P'P et de la droite cherchée (308). Conséquemment
cette dernière droite est conjuguée harmonique de la tan¬
gente P'P par rapport aux deux droites P'Q, P'Q', et se
trouve ainsi déterminée.

III. — Les deux coniques données sont, Vune et l'autre,
l'ensemble de deux droites imaginaires.

On peut dire aussi, comme dans la question précédente,
que les points d'intersection des deux systèmes de droites
imaginaires représentent deux coniques infiniment petites
connues d'espèce.

Soient P, P' les deux points, ou les deux coniques. Les
diamètres conjugués du diamètre PP' commun aux deux
coniques se croisent en un point P" qui a la même polaire
dans les deux courbes, savoir la droite PP', Par consé¬

quent les deux cordes communes cherchées passent par ce
point P".

La construction de ces droites rentre dans le cas géné¬
ral (341, a°).

Observation.—Puisque chacune des deux coniques P, P
représente l'ensemble de deux droites imaginaires, la ques¬
tion revient à celle-ci :

Étant donnés les couples de côtés opposés, imaginaires,
d'un quadrilatère, trouver les diagonales.

Ces diagonales sont toujours réelles, puisqu'elles seront
les cordes communes des deux coniques infiniment petites
représentées par les deux couples de côtés imaginaires.
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343. Mener par un point Q une conique qui ait pour

cordes communes avec une conique donnée C, deux droites
D, D' (réelles ou imaginaires ).

Cet énoncé n'est qu'un cas particulier du problème (303)
dans lequel on prend pour l'une des deux coniques don¬
nées, l'ensemble des deux droites D, D'.

Corollaire. —Les droites peuvent se confondre en une
seule D; et l'on a ce problème à résoudre : Mener par un
point. Q une conique qui ait deux points de contact avec
une conique donnée C, sur une droite D.

On prend sur une transversale menée par le point Q, et
qui coupe la conique donnée en a et■«', et la droite D en b,
lé point Q' conjugué de Q dans une involution dont a, a!
sont deux points conjugués, et b un point double. Le
point Q' appartient à la conique demandée.

Remarque. — Si la droite D ne rencontre pas la coni¬
que C, la construction subsiste; mais les deux points do
contact de C et de la conique construite sont imaginaires.

344. Construire une conique tangente à deux droites
imaginaires et passant par trois points dont deux sont
aussi imaginaires.

Appelons L, L' les deux droites, S leur point de' con¬
cours (qui est réel), et a, b, c les trois points, dont deux
b, c, sont imaginaires. Que l'on décrive un cercle tangent
aux deux droites L, L'. Ce cercle est bomologique à la co¬

nique cherchée, le point S étant le centre d'hoinologie. Les
deux droites imaginaires S b, Se rencontrent le cercle en des
couples de points imaginaires b\ b" et c', c", situés sur deux
droites réelles Z>'c', b"c" déterminées (342, I).

La droite Sa rencontre le cercle en deux points aa".
Regardons les trois points a, b, c de la conique cherchée

comme correspondant aux trois points a', b', c' du cercle.
Pour construire la conique, il suffit de déterminer l'axe
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d'homologie. On connaît un point de cet axe, savoir, le
point de rencontre des deux droi tes homologues ab, a! b'.
Pour en déterminer un second, on observera que les points
homologues des deux figures situés sur la droite Saci' for¬
ment deux divisions homographiques dont les points dou¬
bles sont le point S et le point a où cette droite rencontre
l'axe d'homologie. Les deux points d, d' où cette même
droite rencontre les droites ùc, b'c' sont, de même que
a, a', deux points homologues des deux divisions. Consé-
quemment 011 connaîtra le point double a : et l'axe d'ho¬
mologie sera déterminé. On pourra donc construire la co¬

nique par points (264).
Faisant correspondre les trois points a, b, c aux trois

a', b", c" du cercle, on déterminera une seconde conique;
puis une troisième, et une quatrième, en faisant correspon¬
dre «, ù, c à a", b', c'; puis à a", h", c'.

Ce sont les quatre solutions de la question (47).
Cas particuliers. I. —Les deux droites imaginaires L, L'

peuvent être les asymptotes d'un cercle; alors, d'après le
théorème (292), on résout ce problème : Construire une

conique qui ait un foyer en un point donné, et qui passe
par trois points dont deux sont imaginaires.

II. — Si les deux points imaginaires b, c sont situés à l'in¬
fini, sur une conique donnée, la question peut prendre cet
énoncé : Construire une conique homothélique à une co¬
nique donnée (*), tangente à deux droites imaginaires et
passant par un point donné.

{*) Voir ci-après (374).

i5
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CHAPITRE XIV.
DES POINTS DE CONCOURS DES TANGENTES COMMUNES

A DEUX CONIQUES, OU POINTS OMBILICAUX.

§ I. — Points ombilicaux de deux coniques.
343. Le point d'intersection de deux tangentes (réelles

ou imaginaires) communes à deux coniques jteut être con¬
sidéré comme l'un des sommets, ou des points de concours
de deux côtés opposés, du quadrilatère circonscrit, aux
deux coniques.

La dénomination de point d'intersection de deux tan¬
gentes (réelles ou imaginaires) communes à deux coniques
est longue et serait d'un usage incommode dans le discours ;
celle de sommet ou point de concours des côtés opposés du
quadrilatère circonscrit aux deux coniques, outre le défaut
aussi de la longueur, aurait encore l'inconvénient d'impli¬
quer l'idée d'un quadrilatère complet, bien qu'imaginaire
le plus souvent, quand on peut n'avoir à considérer qu'un
seul point de ce quadrilatère. Il nous paraît donc nécessaire
de substituer à ces dénominations une expression plus sim¬
ple ; et nous appellerons le point dont il s'agit, ombilic
ou point ombilical des deux coniques. Le mot ombilic a
servi pendant longtemps pour désigner les foyers (*) :

(*) Voii". C. Mydorge, Conicorum libri quatuor priâtes. Parisiis, i64i,in-fol. :
IJmbilicos hyperbolarum el ellipsium dicimus, puncta. . p. 8, 64-68, 76.—
J. de Witt, Elementa curvàrum lineariim, etc. Amstelsedami, 1669, in~4° :
Si.,, ad uirumque Ùmbilicum reclœ ducantur...y p. 293-294, 3oi-3o3. —
De la Hire, Sectiones conicce. , . Parisiis, 1685, in fol. : Ne0 ter ici geometrœ
UmbiliceIW, cl Focum taie punetum (in Parabola) voci'taverunt ; p. 177.—
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et puisqu'il n'a plus cette signification, on peut lui donner
une acception différente. Au surplus on reconnaîtra dans
ce qui suit qu'il était indispensable de dénommer les points
dont il s'agit par un mot unique (*).

346. La propriété suivante suffit à distinguer un point
ombilical, ou point de concours de deux tangentes (réelles
ou imaginaires) communes à deux coniques : Toute droite
menée par ce point a ses pôles, relatifs aux deux coni¬
ques, situés sur une seconde droite qui passe par le point;
en d'autres termes : Les systèmes de deux droites conju¬
guées autour d'un point ombilical, sont les mêmes clans
les deux coniques.

Et réciproquement : S'il existe un point tel, que tous
les systèmes de deux droites conjuguées autour de ce point
soient les mêmes dans deux coniques [auquel cas il suffit
que cela ait lieu pour deux systèmes), ce point est un om¬
bilic ou point de concours de deux tangentes communes
aux deux coniques.

Cela est évident, d'après la définition des droites conju-

Jac. Milnes, Sectionum conicarum Elemenla..., ed. 3a. Oxoniée, 1733 : Puncta
H, F, Vetëribus Puncta ex comparatione, Neotericis Foci seu Umbilici appel-
làiilur; p. 90.—Eùler, Introduclio in Ancllysin infinitoruni, lib. 2duS : Vocantur
ista puncta Foci seu Umbilici sectionis conicœ; p. 63.

(*) Le point de rencontre de deux tangentes communes à deux coni¬
ques peut être parfois un centre d'homologie des deux courbes, et a été ainsi
nommé par M. Poneelet (Traité des Propriétés projectiles, p. 164). Mais cette
propriété n'est pas générale, c'est-à-dire qu'elle n'appartient pas à tous les
points de rencontre des tangentes communes; il faut, pour qu'il y ait homo-
logie, que les deux coniques soient comprises dans le même angle des deux
tangentes ou dans deux angles opposés au sommet. Par exemple, des six points
de rencontre des quatre tangentes communes à deux cercles, il n'y en a que
deux qui soient des centres d'homologie. De plus, l'idée d'homologie impli¬
que la considération des cordes communes (qui sont les axes d'homologie),
et ne se rattache pas à une simple et primordiale propriété des tangentes
communes à deux coniques. Enfin elle ne s'étend pas aux coniques sphé-
riques pour lesquelles il nous faudrait créer une expression différente..
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guées (107), puisque les tangentes aux deux coniques issues
du point ombilical sont les mêmes.

347. La droite qui joint, deux points ombilicaux com¬
muns à deux coniques, a le même pôle dans les deux
courbes.

En effet, si les deux pôles étaient différents, ils seraient
sur une droite qui devrait passer tout à la fois par les deux
ombilics. Ce qui n'est pas possible.

Réciproquement : Quand une droite a le même pôle
dans deux coniques, cette droite passe par deux des points
ombilicaux de ces courbes, et représente une conique infi¬
niment aplatie qui a ses deux sommets en ces points, et qui
satisfait à la condition d'être inscrite dans le quadrilatère
circonscrit aux deux coniques proposées •

Quand ces points sont imaginaires, on peut regarder
la droite comme une hyperbole infiniment ouverte, dont
l'axe transverse est nul, dont les deux branches coïncident
avec la droite, et qui satisfait aussi à la condition d'être
inscrite dans le quadrilatère (imaginaire) circonscrit aux
deux coniques.

En effet, soit L la droite qui a le même pôle P dans les
deux coniques C, C' : cherchons la conique tangente à cette
droite et inscrite dans le quadrilatère circonscrit à C et C'.
Pour déterminer les tangentes à cette courbe, on mène par
un point m de la droite L les tangentes à CelC', puis la
droite qui fait avec ces couples de tangentes et L une involu-
tion : cette droite est tangente à la conique cherchée (316).
Or ici celte droite se confond avec L : car les deux droites L
et mP sont conjuguées relativement aux deux coniques, par
conséquent sont les rayons doubles de l'involution déter¬
minée par les deux couples de tangentes menées du point m.
Donc tout point de L peut être considéré comme l'intersec¬
tion de deux tangentes à une conique, qui se confondent
avec celte droite.

SCD LYON 1



CHAP. XIV. — OMBILICS DE DEUX CONIQUES, n3i
Cela prouve que celte droite représente une conique in-

finiment aplatie inscrite dans le quadrilatère circonscrit
aux deux coniques proposées, c'est-à-dire une diagonale du
quadrilatère, comme nous l'avons déjà vu (317). Les deux
sommets, extrémités de cette diagonale, sont les ombilics
des deux coniques.

Lorsque ces points sont imaginaires, on peut dire encore

que la conique infiniment aplatie, représentée parla droite,
est une hyperbole infiniment ouverte, dont l'axe trans¬
verse est nul et dont les deux sommets sont imaginaires.

348. Quand deux coniques ont une tangente commune
réelle, si on les transforme par la méthode des polaires
en deux autres (252), celles-ci ont un point commun
réel, et par conséquent un second point commun pareille¬
ment réel (331) 5 donc les deux premières coniques ont une
seconde tangente commune réelle. Ainsi : Quand deux
coniques ont une tangente commune réelle, elles en ont
nécessairement une seconde aussi réelle.

349. Le point de rencontre des deux tangentes est un
omhilic des deux coniques ; conséquemment les deux
courbes ont un second ombilic. (318). Ainsi : Lorsque deux
coniques ont une tangente commune réelle, elles ont tou¬
jours deux ombilics réels, dont. F un est situé sur cette tan¬

gente.
Si les deux coniques sont tangentes entre elles, le point

de contact est un ombilic, et elles en ont toujours un
second qui est l'intersection de deux tangentes communes

(réelles ou imaginaires). La droite qui joint ces deux points
représente une conique infiniment aplatie inscrite clans le
quadrilatère circonscrit aux deux coniques (347).

Observation. — Aux propositions concernant les points
d'intersection et les cordes communes de deux coniques,
correspondent, comme corrélatives ou polaires réciproques,
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des propositions concernant les tangentes communes et les
points ombilicaux (cliap. IX, § Ie*'). Nous nous bornerons
à énoncer ces propositions sans les démontrer directement,
et en indiquant seulement celles auxquelles elles corres¬
pondent.

350. I . — Quand deux coniques ont quatre tangentes
communes réelles, elles ont trois couples de points ombili¬
caux (333, I).

II- — Quand deux coniques ont deux tangentes com¬
munes réelles et deux tangentes communes imaginaires,
elles n'ont que deux points ombilicaux (333, II).

351. Étant données deux coniques, il existe, en géné¬
ral, trois droites L, L', L", dont chacune a le même pôle
dans les deux courbes. Une de ces droites est toujours
réelle • les deux autres peuvent, être imaginaires.

Concevons qu'autour d'un point Q on fasse tourner une
transversale; la droite qui joindra ses pôles dans les deux
coniques données C, C'enveloppera une conique 2 (324).
Pour un autre point Q', on aura une autre conique X'.
Ces deux courbes ont une tangente commune, connue
à priori, c'est la droite qui joint les pôles de QQ'. Ces
trois autres tangentes communes, dont une sera toujours
réelle (348), sont les trois droites dont chacune a Je même
pôle dans les deux coniques C, C.

Remarque. — La proposition actuelle ne diffère point
au fond de la proposition (335), dont elle est d'ailleurs la
corrélative. Nous en indiquons ici la démonstration directe,
parce qu'elle implique une nouvelle construction des trois
droites L, L', L".

352. Quand les quatre tangentes communes à deux co¬
niques sont réelles, les trois droites L, L', L", dont chacune
a le même pôle dans les deux courbes, sont réelles; car
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ces droites sont les diagonales et la droite qui joint les
points de concours des côtés opposés du quadrilatère cir¬
conscrit aux deux courbes.

Mais quand les deux coniques n'ont que deux tangentes
communes réelles, une des trois droites L, L', L" est réelle,
et les deux autres sont imaginaires (336).

363. Quand deux coniques n'ont aucune tangente
commune réelle, les trois droites L, L', L" sont réelles
(337).

354. Quand deux coniques ont un point de contact,
la tangente L, qui leur est commune en ce point, a le même
pôle dans les courbes : c'est le point de contact ; et il n'existe
qu'une autre droite L' ayant aussi le même pôle; cette
droite passe par le point de contact (338).

355. Deux coniques ont toujours un système de deux
ombilics réels, quoiqu'elles puissent n'avoir aucune tan¬
gente commune réelle (339).

356. Des énoncés qui précèdent, on peut, au point de
vue du quadrilatère circonscrit, faire le résumé suivant.

Le quadrilatère circonscrit à deux coniques a toujours
deux sommets réels. Les deux autres sommets peuvent être
imaginaires, et alors les deux points de concours des côtés
opposés le sont aussi. Le point d'intersection des deux
droites sur lesquelles se trouvent, respectivement, ces deux
sommets et ces deux points de concours est toujours réel.
Mais les deux droites peuvent être réelles ou imaginaires :
elles sont réelles, quand les coniques n'ont aucune tangente
commune, et imaginaires, quand les deux coniques ont
deux tangentes communes réelles.

Lorsque les deux coniques ont quatre tangentes com¬
munes réelles, toutes les parties du quadrilatère circonscrit
sont réelles.
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§ II. — Construction des points ombilicaux.
357. Étant données deux coniques, déterminer les

ombilics, ou points de concours de leurs tangentes com¬
munes.

i° On cherche les trois droites L, L', L", dont chacune a

le même pôle dans les deux coniques ; ce qui se fait au moyen
de deux autres coniques que l'on construit (351). Celles-ci
ont une tangente commune connue à priori; et leurs trois
autres tangentes communes sont les trois droites cher¬
chées (351). 4

On peut aussi déterminer, comme précédemment (335),
les trois points dont chacun a la même polaire dans les deux
coniques proposées. Les polaires de ces points sont les
droites cherchées.

2° Il existe sur chacune de ces droites deux ombilics, réels
ou imaginaires (347). Néanmoins un des trois couplesd'om-
hilics est toujours reel (355), de même qu'un des trois cou¬
ples de cordes communes à deux coniques est toujours réel.

3° Pour construire les deux ombilics S, S' situés sur

l'une des trois droites, L, 011 mène une droite D arbitraire¬
ment, et la droite D' qui joint les pôles de D dans les deux
coniques. Ces droites D, D' coupent L en deux points d. d'.
Le pôle de D relatif à la conique infiniment aplatie repré¬
sentée par la droite SS' est le conjugué harmonique de d par
rapport aux deux points S, S'. Ce pôle est situé sur D' (323) :
c'est donc le point d'. Ainsi, les deux points d'sont con¬
jugués harmoniques par rapport aux deux points cherchés
S, S'. On construit de même, avec une autre droite Dj,
deux autres points dt, d\ conjugués harmoniques par rap¬
port à S et S'. Dès lors ces deux points sont déterminés.

4° Si une seule des trois droites L, L', L", est réelle, les
deux points S, S' déterminés sur celte droite sont les deux
seuls ombilics communs aux deux courbes.
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5° Si les trois droites sont réelles, on cherche sur cha¬

cune d'elles les deux ombilics (réels ou imaginaires) qui
s'y trouvent.

Cas particuliers et conséquences du problème.

358. I. •—• L'une des deux coniques données est une
droite L limitée à deux points imaginaires.

Cette droite est l'une des trois L, \J, Ldont chacune a

le même pôle dans les deux coniques. On détermine les deux
autres, au moyen des deux points de L conjugués par rap¬
port à la conique donnée et par rapport aux deux points ima¬
ginaires donnés. Ces deux points, ainsi déterminés, appar¬
tiennent aux deux droites L', L", qui d'ailleurs passent par
le pôle de la droite donnée L dans la conique.

Puis, on cherche sur chacune des deux droites L', L" les
ombilics qui s'y trouvent (357, 3°), dont deux sont réels
et les deux autres imaginaires.

Observation. — Ce problème revient à celui-ci, sous un
autre énoncé : Étant, donnés les deux points de concours
imaginaires des côtés opposés d'un quadrilatère circon¬
scrit à une conique, déterminer les diagonales du quadri¬
latère et ses deux sommets réels (356).

II. —La droite donnée est tangente à la conique.
.La question peut prendre cet énoncé :
Étant donnés une conique et deux points, réels ou ima¬

ginaires, situés sur une de ses tangentes, on demande de
construire le point d'intersection des tangentes (réelles
ou imaginaires) qui passent par les deux points donnés.

Soit a le point de contact de la tangente sur laquelle sont
donnés deux points s et cp, réels ou imaginaires; on prend
le conjugué harmonique a' de a, par rapport aux deux
points s et cy; et par ce point a' ou mène à la conique la tan¬
gente a' b, dont h est le point de contact. La droite ab a le
même pôle a.' dans la conique proposée et dans celle qui
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est représentée par la droite e». Par conséquent, l'ombilic
clierché, au point de concours des deux tangentes qui
partent de s et ffl, se trouve sur la droite ab.

Pour déterminer ce point on mène une droite quel¬
conque D, et on construit ses pôles relatifs à la conique et
au segment sep. On joint ces pôles par une droite D'. Ces
deux droites rencontrent ab en deux points d, cl'et le
point cherché est le conjugué harmonique du point a par
rapport à d et d'. Dès lors ce point est déterminé.

III. — Les deux coniques sont deux droites terminées
chacune à deux points réels ou. imaginaires.

On cherche la droite qui a le même pôle dans les deux
coniques. C'est la droite L qui joint les conjugués harmo¬
niques du point d'intersection des deux droites proposées
par rapport aux deux couples de points donnés sur ces
droites.

Pour construire les deux points cherchés sur la droite L,
on mène une transversale et la droite qui joint ses pôles dans
les deux coniques : ces deux droites rencontrent la droite L
en deux points. On obtient un second couple de points
semblables, à l'aide d'une autre transversale : et les points
doubles de l'involution déterminée par ces deux couples de
points sont les points cherchés.

Observation. — La question peut prendre cet énoncé-:
Étant donnés sur deux droites les sommets, réels ou

imaginaires, d'un quadrilatère, trouver les points de con¬
cours des côtés opposés.

359. Ces considérations serviront à résoudre la question
suivante, corrélative de (314').

Construire une conique qui passe par deux points ima¬
ginaires et soit tangente à trois droites dont deux sont
aussi imaginaires.
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CHAPITPxE XV,
RELATIONS ENTRE LES CORDES COMMUNES ET LES OMBILICS

DE DEUX CONIQUES. - CONIQUES IIOMOTHÉTIQUES. - PER¬
SPECTIVE DE DEUX CONIQUES TRANSFORMÉES EN CONIQUES
HOMOFOCALES.

§ I-

360. Les cordes communes à deux coniques existent par
couples, comme on l'a vu (303, Coroll.), ainsi que les ombi¬
lics (318). En outre les couples d'ombilics correspondent,
en vertu de certaines relations, aux couples de cordes com¬
munes. Car deux cordes communes passent par un des trois
points P, P', P", dont chacun a pour polaire, dans les deux
coniques, la droite qui joint les deux autres (328) ; et deux
ombilics conjugués sont situés sur une des trois droites qui
joignent ces points deux à deux (347). Ainsi les ombilics
situés sur la droite P'P" correspondent aux cordes commu¬
nes qui passent par le point P.

Les relations auxquelles donne lieu cette correspondance
font le sujet du présent paragraphe.

361. Si d'un point, d'une corde commune à deux co¬

niques on mène des tangentes aux deux courbes, les quatre
droites qui joindront les points de contact de lu première
aux points de contact de la seconde passeront, deux à
deux, par les deux ombilics correspondants à la. corde
commune.

Soient (fig. 122) na, nb et na\ nV les couples de tan¬
gentes aux deux coniques, menées par un point n d'une
corde commune L. Les droites ab,a'b' passent respective-
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ment par les pôles p, p' de cette corde, et se rencontrent
en un point m de L (327). La droite aa' coupe pp' en un
point S. Prouvons d'abord que ce point reste fixe, quel
que soit le point n de la droite L.

Le triangle mpp', coupé par la transversale aa'S,
donne l'équation

ani a'p' S p

cip a'm Sp' '

d'où, en élevant au carré,

S p\2 / ap\'! /a'm\-
Sp'j \am) \a'p'J.

Le point p étant le pôle de la droite L, on a

ap bp
am btn '

et conséquemment
! apY1 ap.bp pa.pb
\am ) am.brri ma.mb

Une parallèle à la droite L, menée par le point p, ren¬
contre la première conique en deux points g, h. Appelons
e, çp les points (réels ou imaginaires) communs aux deux
coniques sur la droite L ; on sait que

Pa ■Ph Ph -PS
ma.mb mi.mo

Par suite,

(ap V— _ ph-PS
\ am ) m s. m y

Pareillement dans la seconde conique

(a'P'Y= p'h: p' s'
\a'm ) m t.»q

SCD LYON 1



CHAP. XV.— CORDES COMMUNES ET OMBILICS, 23g
Donc

{SpYÏ Ph-pg
XSp'J p'h'.p'g''

S p . / ph.ps
—7 =± \ , , , = const.Sp' V p h .p'g'

Ce qui prouve que la droite aa' passe par un point fixe S
de la droite pp'. La droite ab' passe aussi par un point
fixe S'. Ces deux points correspondent aux deux signes de

l'expression du rapport Conséquemment ces points S,
S' divisent harmoniquement le segment pp'.

Il reste à prouver que chacun de ces points est un om¬
bilic des deux coniques. Or, cela se voit sans difficulté;
car si l'on prend le point n de la droite L sur une tangente
commune aux deux coniques, les deux tangentes na, tin',
et conséquemment la droite aa' qui joint les points de con¬
tact, coïncident avec cette tangente commune, qui passe
donc par le point S ou le point S'.

Ces points sont donc deux points de concours des tan¬
gentes communes aux deux coniques, c'est-à-dire deux
ombilics.

Ainsi le théorème est démontré.

Réciproquement : Si par un point ombilical commun
à deux coniques on mène une droite qui coupe ces courbes,
chacune en deux points réels, et/qu'en ces points on mène
les tangentes : les tangentes à la première courbe rencon¬
treront les tangentes à la seconde en quatre points situés,
deux à deux, sur les deux cordes communes correspon¬
dantes à Vombilic.

En effet, soient a, a' deux des points des deux coniques
situés sur la droite menée par un ombilic S. La tangente
en a coupe chacune des deux cordes communes corres¬

pondantes à cet ombilic (360) en un point; et l'un des
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deux points de contact des tangentes menées de ce point à
la seconde conique, est situé sur la droite Sa, d'après le
théorème démontré. Ce point de contact est donc a'-.
Donc, etc.

362. On voit sans difficulté que la démonstration du
théorème (361) s'applique à cet énoncé différent :

Si d'un point, d'une corde commune à deux coniques on
mène aux pôles de celte corde, deux droites qui rencon¬
trent les deux coniques, respectivement, en deux couples
de points (a, h et a', b') : les droites menées clés points
d'un couple aux points de l'autre passeront, deux à
deux, par les deux ombilics qui correspondent à la corde
commune.

363. Soient a et tt (fiig. 122) les points où les droites
Saa' et Spp' rencontrent la corde commune L : les trois
droites ap, a'p' et L concourent en un même point m,
comme on l'a dit ci-dessus (361 ) ; on a dès lors

Sa a.a sp _ ît/p _

Sa' ' aa' Sp' ' np'

Cette relation montre que les deux courbes sont homolo-
giques (264-). Donc :

Deux coniques quelconques sont deux figures homolo-
giques dans lesquelles Vaxe d'homologie est une corde
commune, et le centre d'homologie est un ombilic cor¬
respondant à celte corde (*).

Toutefois il faut que les deux coniques soient tellement
placées, que les transversales menées par l'ombilic les
rencontrent à la fois en des points réels, ou en des points
imaginaires; car si cela n'avait pas lieu, c'est-à-dire si une

(*) Cette propriété:de deux coniques a été démontrée par des considé¬
rations de perspective, dans le Traite des Propriétés projectiles de M. Poncelet.
( Voir p. 1 58.)
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transversale rencontrait une conique en des points réels
et l'autre conique en des points imaginaires, ces deux
courbes ne seraient point homologiques.

On peut dire encore que la corde commune prise pour
axe d'homologie doit avoir chacun de ses points extérieur,
ou intérieur, aux deux coniques à la fois. De sorte que si
un point de la corde commune se trouve intérieur à une
conique et extérieur à l'autre, comme cela peut avoir lieu
à l'égard d'une ellipse et d'une hyperbole, cette corde n'est
pas un axe d'homologie des deux courbes.

364. Puisque, sauf celle restriction, deux coniques sont
homologiques par rapport à. une corde commune, prise
pour axe d'homologie, il s'ensuit que si Von fait tourner
le plan d'une des deux coniques autour de la corde com¬
mune, les deux courbes se trouveront en perspective, c'est-
à-dire sur un même cône [G. S., 369).

365. Dans deux coniques, deux ombilics conjugués S, S'
forment une involution avec les couples de points des
deux courbes situés sur la droite SS'.

En effet, cette droite SS' a le même pôle P dans les deux
coniques; et les tangentes aux points où elle rencontre ces
courbes passent par ce point P. Mais ces tangentes eL les
deux droites menées du point P aux deux ombilics, forment
une involution (313), puisque les ombilics sont deux som¬
mets opposés du quadrilatère circonscrit aux coniques (345).
Donc les six points en question sont en involution.

Corollaire. —11 résulte de là que : Par deux ombilics
conjugués communs à deux coniques on peut mener une
troisième conique passant par les quatre points d'intersec¬
tion des deux proposées (302).

366. Dans le quadrilatère aa'b'b [fig. 122) les deux
points S, S', points de concours des deux côtés aa\ bb'

16
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et des deux diagonales aba'b, divisent harmonique-
ment pp'. Donc :

Les pôles d'une corde commune à deux coniques sont
conjugués harmoniques par rapport aux deux ombilics
correspondants.

367. Les polaires d'un ombilic sont conjuguées harmo¬
niques par rapport aux deux cordes communes.

Car, si par l'ombilic on mène une trausversale qui
rencontre les deux coniques, les tangentes aux points de
rencontre se coupent deux à deux sur les deux cordes
communes (361, Jîccipr.), et forment par conséquent un
quadrilatère dont ces cordes sont les diagonales, et dont
les points de concours des côtés opposés sont sur les deux
polaires de l'ombilic. Donc ces deux points sont conju¬
gués harmoniques par rapport à ceux où la droite qui les
joint rencontre les deux cordes communes (G. S341).
Donc, etc.

§ II. — Cas particuliers relatifs à la position des deux
coniques.

368. Q uand deux coniques ont un point de contact et
deux points d'intersection, réels ou imaginaires, elles n'ont
que deux systèmes de deux cordes communes. La tan¬

gente au point de contact, et la corde, toujours réelle, qui
joint les deux points d'intersection, forment le premier sys¬
tème, lequel est toujours réel. Les deux droites, réelles ou

imaginaires, menées du point de contact aux deux points
d'intersection forment le second système (réel ou imagi¬
naire) (334).

A chaque système de deux cordes communes correspond
un système de deux ombilics.

Un ombilic du premier système, toujours réel, est le
point de contact des deux coniques, et le second ombilic,
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dès lors réel aussi (318), est le point de concours de deux
tangentes (réelles ou imaginaires) communes aux coniques.

Les deux ombilics du second système (réels ou imagi¬
naires) sont les points où la tangente aux coniques, en leur
point de contact, est coupée par les deux autres tangentes
communes aux deux courbes.

369. Quand deux coniques ont un point d'oscillation,
c'est-à-dire un point de contact du second ordre, qu'on
peut considérer comme trois points consécutifs réunis en
un seul, les deux courbes ont toujours un quatrième point
commun réel, et une tangente commune réelle.

Alors elles n'ont qu'un système de deux cordes com-
'munes, savoir : leur tangente au point de contact et la corde
qui joint ce point au point d'intersection des deux courbes.
Elles ont aussi un seul couple d'ombilics, savoir : leur point
de contact et le point où leur tangente commune rencontre
la tangente au point de contact.

370. i° Quand deux coniques ont un double contact,
c'est-à-dire deux points de contact, elles ont deux sys¬
tèmes de deux cordes communes : les tangentes aux points
de contact forment le premier système ; et la corde qui
joint les deux points de contact forme seule le second'sys-
tème. Celte droite, indéfinie, représente alors deux cordes
communes coïncidentes et peut être regardée comme une

conique passant par les peints d'intersection des deux pro¬
posées.

20 Les deux coniques ont aussi deux systèmes d'ombilics :
les deux points de contact forment le premier système; et
le pôle de la corde de contact, qui est le point d'intersec¬
tion des tangentes aux deux coniques en leurs points de
contact, forme le second système; ce point représente deux
ombilics coïncidents. La corde de contact est une conique
infiniment aplatie limitée aux deux points de contact, et dès

.6,

SCD LYON 1



244 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES,
lors inscrite clans le quadrilatère circonscrit aux deux pro¬
posées; le pôle de cette droite représente une conique in¬
finiment petite, inscrite aussi dans le quadrilatère.

3° On a vu que deux coniques peuvent avoir un double
contact imaginaire, c'est-à-dire deux points dé contact ima¬
ginaires sur une droite déterminée (343, Rem.). Dans cc
cas le premier système de cordes communes est imaginaire,
et il ne subsiste que la droite, ou corde de contact, qui re¬
présente deux cordes communes coïncidentes : le pôle de
cette droite, ou pôle de contact, représente le point d'in¬
tersection des deux cordes communes, imaginaires.

De même, le premier couple d'ombilics est imaginaire;
et il ne reste que le pôle de la corde de contact, ou pôle de»
contact, qui représente deux ombilics coïncidents.

371. Quand deux coniques ont un contact du troisième
ordre, auquel cas leurs quatre points d'intersection sont
réunis en un seul, et leurs quatre tangentes communes
se confondent, elles n'ont qu'une corde commune, qui est
la tangente en leur point de contact, et un seul ombilic,
qui est ce point de contact.

Il s'ensuit que : Si d'an point de la tangente commune
on mène des tangentes aux deux coniques, la droite qui
joint les deux points de contact passe par le point de con¬
tact des deux courbes (361 ).

Réciproquement : Quand deux coniques se touchent en
un point A, si les tangentes menées d'un point quelconque
de leur tangente commune en A ont leurs points de con¬
tact toujours en ligne droite avec ce point A, les deux coni¬
ques ont un contact, du troisième ordre en ce point.

En effet, les deux coniques se touchant en A, ce point
est un ombilic, et la tangente est une corde commune. Une
droite menée par l'ombilic coupe les coniques en deux
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points, et les tangentes en ces points se rencontrent sur la
seconde corde commune aux deux coniques (361, Récipr.).
Mais ici, par hypothèse, ce point de rencontre est sur la
tangente en A. Cette tangente représente donc deux cordes
communes coïncidentes. Ainsi les deux coniquffe ont quatre
points communs réunis en A, c'est-à-dire un contact du
troisième ordre en ce point.

Corollaire. -—- Deux paraboles égales, qui ont le même
axe, ont un contact du troisième ordre à Vinfini.

Car si l'on mène aux paraboles deux tangentes parallèles,
la droite qui joint les points de contact est évidemment
parallèle à leur axe commun, et passe par conséquent par
le point de contact des deux paraboles, situé à l'infini sur
cet axe. Donc, etc.

372. Si par le point de concours de deux cordes'com¬
munes à deux coniques, 011 mène des parallèles au système
de diamètres conjugués communs en direction aux deux
coniques (307), ces parallèles sont conjuguées harmo¬
niques relativement aux deux cordes, parce qu'elles passent
par les deux points à l'infini conjugués par rapport aux
deux coniques, et conséquemment par rapport aux deux
cordes communes (300). Si l'une des coniques est un cercle,
ces droites sont parallèles aux axes de l'autre courbe ; mais,
étant rectangulaires, elles sont les bissectrices des angles
formés par les deux cordes communes (G. S. , 80). Donc :

Les deux cordes communes à une conique et à un cercle
font des angles égaux avec un axe de la conique.

Corollaire I. — On conclut de là que : Quand un
cercle est Langent, à une conique, la corde qu il intercepte
dans la conique, et la tangente au point de contact, sont

également inclinées sur un axe de la conique.
Celte proposition donne le moyen de mener par deux

points d'une conique 1111 cercle tangent à cette courbe. On
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voit immédiatement que la question admet quatre solu¬
tions.

CouoLLAiitE II. — Le cercle oscillateur en un point,
d'une conique rencontre la courbe en un autre point, tel,
que la coiMe quijoint ce point, au point de contact, et la
tangente en celui-ci, sont également inclinées sur un axe
de la conique.

De là résulte une construction très-simple du cercle
oscillateur en un point d'une conique.

§ III. — Coniques liomot.hétiques.
373. Lorsque dans deux coniques il existe deux sys¬

tèmes de diamètres conjugués de l'une, parallèles à des
diamètres conjugués de Vautre, ces coniques sont liomo-
thétiques, c'est-à-dire semblables et semblablement pla¬
cées.

D'abord, tout système quelconque de diamètres conju¬
gués de l'une aura dans l'autre un système de diamètres con¬
jugués parallèles, parce que trois systèmes de deux diamètres
conjugués d'une conique forment une involution (172).

Soient ensuite AB et ab deux diamètres parallèles dans
les deux coniques. Pour construire un point de la première
courbe, on mène deux droites AM, BM parallèles à deux
diamètres conjugués. Les parallèles à ces droites, am,
bm, déterminent un point de la seconde conique. Mais il
est clair que les deux points M, m forment deux figures
semblables et semblablement placées, dans lesquelles le

rapport de deux lignes homologues est égal à —• Donc, etc.

374. Deux coniques homothctiques ont une corde com¬
mune, à l'infini.

Si les deux coniques sont des hyperboles, leurs asym¬
ptotes sont parallèles, par conséquent les deux courbes ont
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deux points d'intersection à l'infini, et la corde qui joint
ces points est elle-même à l'infini.

Quand les deux coniques sont des ellipses, deux dia¬
mètres conjugués de l'une sont parallèles à leurs homo¬
logues dans l'autre; par conséquent deux points à l'infini,
conjugués par rapport à une conique, sont conjugués par

rapport à l'autre. La droite située à l'infini est donc une
corde commune (327).

Réciproquement : Quand la droite située à l'infini est
une corde commune à deux coniques, ces courbes sont ho-
mothétiques.

En effet, les deux courbes ont les mêmes systèmes de
deux points conjugués sur la corde commune située à
l'infini (327); dès lors deux diamètres conjugués quel¬
conques de l'une sont parallèles, respectivement, à deux
diamètres conjugués de l'autre; ce qui prouve qu'elles sont
lioniolhétiques (373).

375. Deux paraboles quelconques sont toujours deux
figures semblables.

En effet, les équations des deux paraboles sont de la
forme

mp —\.Ap rn'p' — V. A'p' (208).

Le point m de la première étant pris arbitrairement, il
existe sur la seconde un point m'dont les coordonnées sont

y , , v
A'p'= — Ap et m'p~--mp.

Car ces coordonnées satisfont à l'équation de la seconde
courbe, en vertu de celle de la première. Ainsi aux points m
de la première parabole, correspondent sur la seconde des
points m' dont les coordonnées sont proportionnelles à celles
des points ni. Donc les deux courbes sont semblables.

Corollaire. — Si les axes des deux paraboles sont pa-
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rallèles, les deux courbes sont, sc.mblablemerit placées ; de
sorte qu'elles sout homothétiques. Alors elles ont un point
de contact à l'infini. C'est le point situé sur leurs axes pa¬
rallèles : et leur tangente en ce point est la droite située à
l'infini. Cette droite est une corde commune aux deux
courbes (368); ainsi on peut dire que : Deux paraboles quel¬
conques, qui ont leurs axes parallèles, sont homothétiques
et ont conséquemment une corde commune à l'infini.

376. Deux coniques homothétiques et concentriques ont
un double contact sur la droite située à l'infini.

En effet, les deux coniques ont les mêmes systèmes de
diamètres conjugués (373); par conséquent elles ont les
mêmes tangentes issues de leur centre commun, parce
que ces tangentes sont les rayons doubles de l'involution
formée par les couples de diamètres conjugués (111); et
les points de contact sont les mêmes, puisqu'ils sont sur la
droite située à l'infini. Les deux coniques sont donc tan¬
gentes entre elles en ces deux points. Donc, etc.

Réciproquement : Quand deux coniques on t deux points
de contact à l'infini, elles sont concentriques et homo¬
thétiques.

En effet, d'une part, le pôle de la corde de contact, qui
est le même dans les deux courbes, est aussi le centre de
chacune d'elles. Et d'autre part, les systèmes de diamètres
conjugués sont les mêmes dans les deux coniques, puisque
les tangentes issues du centre sont les mêmes. Donc les
deux coniques sont homothétiques (373). Donc, etc.

377. Quand deux coniques homothétiques sont con¬

centriques, les segments interceptés entre les deux courbes
sur une transversale sont égaux.

En effet, les deux segments aa', AA' (Jîg. 123) appar¬
tiennent à une in.vôlution (300) dont un point double est:
situé à l'infini; c'est le point situé sur la corde de contact
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des deux, coniques (376), qui représente deux cordes com¬
munes coïncidentes (370). On a donc

A a = A 'a'. (G. S., 195.) c. q. f. d.

Cette démonstration s'applique à une hypgrbole et à ses
deux asymptotes.

Elle s'applique aussi à deux paraboles égales dont les
axes coïncident en direction. Car ces courbes ont un con¬

tact du troisième ordre à l'infini (371, Coroll.), et consé-
quemmerit deux cordes communes qui se confondent avec la
droite située à l'infini.

378. Mener par trois points une conique homothétique
à une conique donnée.

Soient À, B, C les trois points donnés. Qu'on mène par
le milieu de la corde AB une droite parallèle au diamètre de
la conique donnée conjugué à la direction de AB. Cette
parallèle sera un diamètre de la conique cherchée. Avec la
corde AC, on déterminera un second diamètre. De sorte

que le centre de la conique se trouve déterminé. Et par
suite la construction de la courbe est connue (166).

379. Construire une conique homothétique à une co¬

nique donnée et tangente à trois droites.
Qu'on mène à la conique donnée six tangentes parallèles,

deux à deux, aux trois droites; elles forment, trois à trois,
huit triangles, égaux deux à deux, qui se réduisent à quatre
différents, et tous semblables au triangle formé par les
trois droites données. Qu'on mène, des sommets d'un trian¬
gle, des droites au centre de la conique, et par les sommets
du triangle donné des parallèles à ces droites; ces paral¬
lèles détermineront le centre d'une conique satisfaisant
à la question.

Il y a donc quatre solutions.
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§ IV. — Propriétés relatives à trois coniques qui ont.
une corde commune, ou un ombilic commun.

380. Quand trois coniques C, C, C" ont une corde com¬
mune, les trois cordes conjuguées à celle-là, dans les co¬
niques prises deux à deux, passent par un même point.

En effet, soit D la corde commune aux trois coniques,
D', D", D'" les trois autres cordes appartenant, la première
aux courbes Ç etC, la seconde à C et C", et la troisième
à C'etC". Soit d'le point de rencontre des deux droitesD',D".
Une transversale menée par ce point rencontre la droite D
en d, la droite D'" en d"', et les trois coniques en trois
couples de points a, a'*, b, b', et c, c'.

Les trois couples de points a, a'5 b, b' et d, d'sont eu
irivoîution (300) ; de même les trois couples a, a.' -, c, c'
et d, d'. Donc les trois couples b, b' -, c, c' et d, d'sont en
involution (G, S., 196). Mais les trois couples b, b' -, c, c' et
d, «/-"sont aussi en involution (300) : donc d'" coïncide'
avec d'. C'est-à-dire que la droite D'" passe par le point de
rencontre de D' et D". Ce qu'il fallait démontrer.

381. Quand trois coniques ont une corde commune,
les trois couples d'ombilics qui correspondent à celte
corde, forment les quatre sommets et les deux points de
concours des côtés opposés d'un quadrilatère-, de sorte
que les six ombilics sont, trois à trois, sur quatre droites.

En effel, soient O, O', O" les pôles de la corde commune
aux trois coniques 5 les six ombilics sont situés deux à deux
sur les trois droites OO', OO", O'O" (361). Que d'un
point m de la corde commune on mène aux trois points O,
O', O" des droites qui rencontrent, respectivement, les
trois coniques en trois couples de points a, a'\ b, b' et
c, c'. Considérons trois de ces six points, pris sur les trois
coniques, tels que a, b, c. Les droites ab, bc, ca qui les
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joignent deux à deux passent par trois des ombilics (362),
lesquels sont les points où ces droites rencontreront, respec¬
tivement, les trois 00', O'O" et 0"0 (361). Mais ces trois
points de rencontre sont en ligne droite, parce que les trois
droites Oa, O'b, 0"c qui joignent deux à deux les sommets
des deux triangles OO'O" et abc, partent d'un même point
m (G. S., 365). Ce qui démontre la proposition,

382. Quand trois coniques ont un ombilic commun, les
trois autres ombilics conjugués à celui-là sont, en ligne
droite.

Les démonstrations de cette proposition et de la suivante
sont en quelque sorte calquées sur celles des propositions
(381 et 382) ; il serait superflu de les reproduire.

383. Quand trois coniques ont un ombilic commun,
les trois couples de cordes communes aux coniques prises
deux à deux, qui correspondent à cet. ombilic, formetit
les côtés et les diagonales d'un quadrilatère, de sorte que
ces six droites passent, trois à trois, par quatre points.

§ V. — Perspective cle deux coniques devenant deux
coniques liomofocales ou deux cercles.

384. Étant données deux coniques, on demande de
faire la perspective de ces courbes, de manière qu elles
deviennent deux coniques liomofocales.

Les deux coniques doivent n'avoir qu'un système de
deux ombilics réels, et ces points doivent être intérieurs
aux deux courbes.

Première solution.—Soient F, F'ces deux ombilics. Il
suffit de faire la perspective Je manière que ces points de¬
viennent les foyers de l'une des deux nouvelles courbes
(298, 5°). Ils seront aussi les foyers de l'autre, parce que
quand un ombilic commun à deux coniques est un foyer
de l'une, il est aussi un foyer de l'autre, en vertu de la
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propriété (276) des foyers. Ainsi le problème est résolu.
Deuxième solution.— Deux coniques homofocales oui

deux ombilics imaginaires à l'infini sur un cercle (294).
D'après cela, qu'on cherche les trois droites dont chacune
a le même pôle dans les deux coniques proposées. Sur l'une
de ces droites se trouvent les deux ombilics réels F, F',
des deux coniques (347), et sur chacune des deux autres
sont deux ombilics imaginaires. Il suffit donc de faire la
perspective de la figure de manière que l'une de ces der¬
nières droites, L, passe à l'infini, et que les deux ombilics
qu'elle contient se trouvent sur un cercle.

A cet effet, qu'on prenne sur la droite L, deux couples
de points conjugués harmoniques par rapport aux deux
ombilics situés sur-cette droite; soient «, a' et /?, b1 ces
deux couples de points. Qu'on décrive sur les segments ««',
bb' comme diamètres, deux circonférences qui se rencon¬
trent en deux points O, Q'; et sur la droite 00' comme
diamètre, une circonférence dans le plan perpendiculaire
au plan de la figure. L'œil qui fera la perspective sera
placé en un point quelconque de cette circonférence : et le
problème sera résolu.

383. Étant données deux coniques, on demande d'en
faire la perspective de manière que ces courbes deviennent
deux cercles.

Il est évident qu'il faut que les deux coniques n'aient
pas leurs quatre points d'intersection réels, mais deux au
plus. Dès lors elles n'ont que deux cordes communes réelles ;
et sur une de ces droites, ou sur les deux, les points d'in¬
tersection sont imaginaires.

SoilLune corde commune satisfaisant à cette condition.
On fera la perspective de manière que l'une des deux coni¬
ques devienne un cercle dans lequel la droite L aura passé à
l'infini (298, t°). L'autre conique sera aussi un cercle,
puisque ces courbes, ayant une corde commune à l'infini,
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seront Komothëtiques (374). Le problème est donc résolu ( i ).

Observation. — On peut résoudre, par les mêmes prin¬
cipes, diverses autres questions concernant la perspective
de deux coniques : par exemple, demander que les deux
courbes deviennent deux hyperboles équilatères, ayant un
foyer commun; deux paraboles ayant un foyer commun ;
deux coniques homothétiques ayant un foyer commun ;
l'une un cercle, et l'autre une conique ayant son foyer an
centre du cercle.

( * ) Cette question seule a été résolue, par des considérations fort diffé-
rentes, dans le Traité des Propriétés projectiles des Jîgures de M. Pon-
celet ( art. 110 et 121 ).
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CHAPITRE AVI.
PROPRIÉTÉS DE TROIS ET DE QUATRE CONIQUES PASSANT

PAR QUATRE POINTS, OU TANGENTES A QUATRE DROITES.

§ I. — Trois coniques passant par quatre points.
386. Théorème général. — Quand trois coniques pas¬

sent par quatre points (réels ou imaginaires), si de
chaque point m de F une, on mène à deux points fixes 0,
O', des droites qui rencontreront respectivement les deux
autres coniques en des points a, a'et b, b' : on a la rela¬
tion constante

, , ma. ma' mb.mb'
Oa.Oa' ' O'b.O'b'

const'.

C'est-à-dire que si d'un autre point p. de la première co¬
nique on mène aux points O, O' deux autres transversales,
qui rencontreront les deux autres courbes en a\ et bt,
b\, respectivement, ou aura l'équation

( ma.ma' mb.mb' . pb, pb\
K r Oa.Oa''O'b.O'b' Oc,. Oa', ' 0'6, .0'b\

Soient A, A' et B. B' les points où la droite mp rencontre
la deuxième et la troisième conique : on a dans le trian¬
gle m Op., par le théorème de Carnol (23), l'équation

ma. ma' uàt .pa'\ m A . m A'
Oa.Oa' ' Oat.Oa\ pA.fi.A'

Et pareillement dans le triangle mO'p,
mb.mb' pb,.pb\
O'b.O'b' ' 0'bi.0'b\ ~ pB.pB'"
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Mais les trois coniques passant par les quatre mêmes

points, les trois couples de points m, p; A, A' et B, B'
sont en involution (302), et l'on a

m A. m A' /nB./«B'

p A . p A' p. B. p B'

Cette équation et les deux précédentes donnent celle qu'il
s'agit de démontrer. Donc, etc.

Réciproquement : Si, ayant deux coniques C, C' et
deux points fixes O, O', on cherche un point m tel, que
les segments faits sur les deux droites inO, mO' par les
deux coniques, respectivement, satisfassent à la relation

ma. ma' rnb.mb'
W o7fôd:ôd^'=const-=1:

le lieu du point m sera une conique passant par les
points d'intersection (réels ou imaginaires) des deux co¬
niques proposées.

Cherchons les points d'une droite donnée L qui satisfont
à la question : soit m un de ces points, et a,, a{ ; b,, b\
les couples de points dans lesquels la droite L rencontre
les deux coniques C, C'.

Que par les points O, O' on mène parallèlement à L,
deux droites qui rencontreront les coniques en fl2, a\ et
b2, h',, respectivement; on aura (49)

ma. ma' ma,, ma', mb.mb' mb,.mb\
Oa. On' Oa,.Oa'f O'b.O'b' 0'bt.0'b'f

d'où

ma, .ma, _ m b,. mb\(4
O a, O a, ' O'b,, ,0'b\

On détermine par cette équation deux points m, m' ap¬
partenant au lieu géométrique cherché; et l'on a évidem-
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ment entre ces deux points la relation

ma, .nui. m'a,. m'ar
nib, ;mb\ m'b,. m'b\

qui exprime que l'es deux points m, m' forment une invo-
lution avec les deux couples a,, n', ; bA, b\ . Donc si la
transversale L tourne autour d'un point m, appartenant
à la courbe cherchée, le point m' décrira une conique pas¬
sant par ce point m et par les quatre points d'intersection
des deux proposées C, C (303). Ce qui démontre le théo¬
rème.

387. Corollaires. — L'équation (i), et l'équation (2)
qui en est une conséquence, comme nous venons de le voir,
donnent lieu à de nombreux corollaires qui sont autant
d'expressions différentes du même théorème général.

I. — Supposons d'abord que les points O et O' soient les
centres des deux coniques C, C', et que D, D' soient les
demi-diamètres parallèles à la droite L menée par un
point m de la troisième courbe; l'équation (2) devient

ma, ma't mbl.mb\
D2 ' D'2

= const. = X.

Ainsi :

Quand trois coniques ont les mêmes cordes communes,
si par un point m de l'une, on mène une droite qui ren¬
contre les deux autres en deux couples de points a, a' et
b, b', et. que D, D' soient les demi-diamètres de ces deux
courbes, parallèles à la droite, on aura la relation
constante

ma.ma' mb.mb'
(3-1 :—— = const. =X,' D2 D'2 .

quels que soient le point m de la première conique, et la
direction de la droite menée par ce point.
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II. —La même équation a lieu, en vertu du théorème

de Newton (49), lorsque les points a, a', b, b' des deux
coniques sont sur des transversales différentes, menées par
le point m dans des directions quelconques; D et D' étant
les demi-diamètres parallèles à ces droites, respectivement.
De sorte que si les deux droites ma, mb sont tangentes aux
deux coniques, l'équation devient

ma mb
—— : —- = const.
D D'

Donc :

Quatid trois coniques ont quatre points communs, si de
chaque point de Vune on mène une tangente à chacune
des deux autres, et quon prenne le rapport de chaque
tangente au demi-diamètre qui lui est parallèle : les deux
rapports sont entre eux en raison constante.

III. — Si dans le théorème général (386) le point O' est
à l'infini, dans une direction déterminée, l'équation (i)
subsistera comme si les segments comptés à partir de ce

point devenaient égaux à l'unité, c'est-à-dire qu'on aura
ma. ma' , ,, ,

(/!) r : mb .mb: = const. =■A,.^ u Oa.Oa'

,, . , ,, i O'b.O'b' , . , .

Car dans 1 équation (r) le rapport ^ Q,y devient égal
à l'unité.

JY. — Si le point O est aussi à l'infini, l'équation se ré¬
duit à

ma. ma'
(5) m b .mb'

: const. =

V. — Si les points O, O' coïncident, l'équation (i) de¬
vient

ma. ma' Oa.Oa'
ff.\ —;——rr = const.i ' mb .mb' O b . O b
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VI. — Soient «, S et p. les milieux des trois segments dé¬

terminés par chacune des trois coniques sur la transver¬
sale maO : on sait que

(10
■j.ë mb.mb'

L'équation (6) devient donc

(G. S., n"221.)

. u.a 0(7.0a'
(7)- fs ' WbTôV = coust-

Cette équation fait connaître le milieu [x des deux points
de la troisième conique sur la transversale aO.

Remarque. — Pour une autre transversale O on aura
une équation semblable, et conséquemment l'égalité

ay. Qa.Qa' [xta, Ofli-Oa,
f ' Ob.Ob' ~ fë, ' Obt.Ob\'

Cette relation exprime la condition pour que deux points
fx, p, donnés sur deux droites, soient les milieux des seg¬
ments qu'une conique passant par les quatre points d'in¬
tersection des deux coniques C, C' interceptera sur les
deux droites.

VII. — On a encore l'équation
uà D2
_:_ = const.

Ainsi : Quand trois coniques ont auatre points com¬
muns, les segments quelles forment sur une transversale
jouissent de cette propriété, que le rapport des distances
du milieu du troisième segment aux milieux des deux
premiers est au rapport des canes des demi-diamètres
des deux premières- coniques parallèles à la transversale,
dams une raison constante, quelle que soit la transversale.
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388. Conséquences de Véquation

ma.mb ma! .mb'

i° Quand les deux coniques C, C' sont des ellipses,
si un point de la troisième C" est intérieur à l'une quel¬
conque de ces deux-là et extérieur à l'autre, il en est de
même de tous les autres points de cette courbe C"; et
si, au contraire, un point de C" est intérieur, ou exté¬
rieur, aux deux premières, tout autre point de la même
conique est aussi intérieur, ou extérieur, indifféremment,
aux deux premières.

En effet, dans le premier cas l'un des produits ma.mb,
ma'.mb' est positif et l'autre négatif; par conséquent la
constante X est négative. Il s'ensuit que réciproquement,
pour toute autre transversale menée par tout autre point 7?z,
les deux produits sont toujours de signes contraires ; ce qui
prouve que le point m de la troisième conique est intérieur
à l'une des deux premières et extérieur à l'autre.

Dans le second cas les deux produits ma.mb, ma'.mb'
sont de même signe ( positif ou négatif) ; par conséquent la
constante X est positive, et par suite les deux produits, sur
toute autre transversale, sont de même signe : ce qui exige
que le point m de la troisième conique soit ou intérieur,
ou extérieur aux deux premières.

2° Quand la conique C est une ellipse et la conique C'
une hyperbole, on a les mêmes résultats, parce qu'on peut
toujours diriger une transversale, à partir d'un point m
de C", de manière qu'elle coupe les deux branches de l'hy¬
perbole, auquel cas le carré du demi-diamètre parallèle est

positif comme dans l'ellipse.
3° Quand les deux coniques C, C'sont des hyperboles,

on peut encore mener par chaque point de C" une droite
qui rencontre les deux branches de chacune des deux hy-

l7-
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perboles, ce qu'on reconnaît en ramenant ce cas, par une
perspective, à celui d'une ellipse et d'une hyperbole; de
sorte qu'on obtient les mêmes résultats.

On peut donc énoncer ce théorème général :
Quand trois coniques C, C', G" ont quatre points com¬

muns (réels ou imaginaires), si un point de C" est, inté¬
rieur à l'une des deux C, C' et extérieur à Vautre, tous
les points de C" sont dans le même cas ; c'est-à-dire que
chaque point de cette conique est intérieur à l'une quel¬
conque des deux C, C', et extérieur à l'autre.

Et si un point de C" est intérieur, ou extérieur, à C et
à C', il en est de même de tous les autres points de cette
conique; c'est-à-dire que tout point de CI' est, soit inté¬
rieur, soit extérieur, indifféremment, aux deux autres
courbes à la fois.

389. Le théorème ( 386) fournit une solution du pro¬
blème suivant.

Étant donnés deux coniques C, C', un point m, et une
droite L, on demande de trouver les points d'intersection
de cette droite et de la conique 2 déterminée par la con¬
dition de passer par le point m et. par les quatre points
d'intersection des deux coniques.

Par le point m on mènera une droite quelconque ren¬
contrant les deux coniques C, C'en a, a' et b, Z)','el la
droite L en O. Soient at, a\ et b1} b\ les points où L coupe
les deux courbes C, C', et /n, l'un des points cherchés où
elle rencontre la conique inconnue 2 : on aura (386)

ma. ma'
_ mb.mb' m, b, mtb\

Oa.Oa' ' Ob.Ob' Oa, ,0a', ' 06, .06',

Le premier membre est connu; et l'équation donne par
suite le point mx. Elle a deux solutions, qui sont les deux
points cherchés.
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§ II. — Cas particuliers et conséquences des
théorèmes précédents.

390. Si les trois coniques sont des cercles, lequation (3)
se réduit à

ma. ma'
— — — const.
mu. mb

On conclut de là que : Quand trois cercles ont la même
corde commune, les tangentes menées d'un point de l'un
aux deux autres, sont entre elles dans un rapport con¬
stant.

391. Supposons que la conique G soit un cercle, et C'
l'ensemble de deux droites; et que les deux points O, O'
soient à l'infini, auquel cas on a l'équation (5)

ma. ma'
— const.

mb .mb'

Le rectangle ma.ma' est égal au carré de la tangente
menée du point m au cercle C, et mb. mb' est proportionnel
au produit des distances du point m aux deux droites. Donc :

Etant donnés un cercle et deux droites, le lieu d'un
point tel, que le carré de la tangente menée de ce point
au cercle, et le produit des distances du même point
aux deux droites, soient en raison donnée, est une coni¬
que qui passe par les quatre points d'intersection du cercle
et des deux droites.

Corollaire. — Si les deux droites se confondent, la
conique lieu du point m aura un double contact avec le
cercle sur la droite unique. Ainsi nous pouvons dire que :

Quand un cercle a un double contact (réel ou imagi¬
naire) arec une conique, si de chaque point de la conique
on mène une tangente au cercle et une perpendiculaire à
la droite de contact, le rapport de la tangente à la per¬
pendiculaire sein constant.
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392. Il résulte de là, évidemment, que :

Quand deux cercles égaux ont un double contact avec
une conique, et que les cordes de contact sont parallèles,
la somme ou la différence des tangentes menées aux deux
cercles par chaque point de la conique est constante.

393. Chacune des deux coniques C, C'peut être l'en¬
semble de deux droites, ou bien un point qui représentera
une conique infiniment petite, homothélique à une conique
donnée.

Supposons que la première C soit un point P, et la se¬
conde d'ensemble de deux droi tes L, L'; on se servira de
l'équation (4) de l'article (387), dans laquelle on pourra

remplacer le produit nib.mb' par le produit des distances
du point m aux deux droites ; et on prendra pour le point O
le point P lui-même. Le produit Orz.Ou', ou Pu.Pu', est
proportionnel au carré du diamètre D parallèle à Pm dans
la conique à laquelle la courbe infiniment petite C est ho-
mothétique. De sorte que l'équation deviendra

m P ,

: [m, L).[m, L ) = const.

Le lieu du point m déterminé par cette équation est une
conique ayant pour axes de symptose avec la conique in¬
finiment petite les deux droites L, L'.

Corollaire. — Si la conique, à laquelle le point P, re¬
gardé comme une conique infiniment petite, est homothé-
tique, est un cercle, l'équation se réduit à

m P
const.

("'> L). (m, L')
Donc :

Étant domiês un point fixe P, deux droites et une
raison 1, le lieu cl1 un point dont le carré de la dislance
au point fixe est au produit de ses distances aux deux

SCD LYON 1



CH. XVI.—TROIS CONIQ. PASS. PAR QUATRE POINTS. 263
droites, dans la raison 1, est une conique qui passe par
les points d'intersection (imaginaires) des deux droites et
du cercle infiniment petit représenté par le point fixe.

Réciproquement : Étant pris arbitrairement un point P
dans le plan d'une conique, on pourra toujours déter¬
miner deux droites telles, que le carré de la distance de
chaque point de la conique au point V5 et le produit des
distances du même point de la courbe aux deux droites,
soient en raison constante.

En effet, ces deux droites seront les axes de symptose de la
conique et du cercle infiniment petit représenté par le point.

Conséquemment ces droites sont également inclinées sur
l'un des axes de la conique (372).

394. Si les deux coniques G, C' se réduisent à des
points P, P' qui représentent des coniques infiniment
petites données d'espèce, c'est-à-dire homoth.éliques à deux
coniques données 2, 2', l'équation (i) devient

m P m P' m P m P'
; —t— — const. ou —— : r == const.

D2 D 2 D D'

D, D' sont les demi-diamètres parallèles à PwetP'/ra dans
les deux coniques 2, 2'. De sorte que si ces courbes ont
leurs centres en P et P' (fig- 124), l'équation s'écrira

m P m P'
; —;—; == const.

PA P' A'

Donc :

Étant données deux coniques quelconques dont les
centres sont P et P', si l'on demande de trouver un

point ni tel, que le rapport de ses distances à ces deux
centres et le rapport des demi-diamètres des deux co¬
niques situés sur les droites Pin, P'm, soient en raison
donnée : le lieu du point m sera une conique qui passera
parles points d'intersection (imaginaires) des deux coni-
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ques infiniment petites placées aux points P, P' et homo-
thétiques aux deux coniques données.

La conique trouvée divise harmoniquement le seg¬
ment PP'.

Réciproquement : Si l'on prend dans le plan d'une co¬
nique C" deux points P, P' conjugués par rapport à cette
conique, on peut déterminer deux autres coniques 2, 2'
ayant leurs centres en ces points, et telles, que le rapport
des distances de chaque point de la conique C" aux deux
points P, P', divisées respectivement par les demi-dia¬
mètres des deux coniques 2, 2' situés dans la direction
de ces distances, sera constant.

395. Si l'on conçoit deux cylindres quelconques ayant
pour bases les deux coniques 2, 2' (fig. 124), et qu'on mène
par le point m des plans qui coupent les deux cylindres sui¬
vant des cercles, leurs axes en deux points p, p', et les arêtes
qui parlent des points A, A' en deux points a, a1, on aura

m P mp m P' mp'
PA pa 61 P'A' p'a'

Donc

mp pa

mp p a
X const.

Le second membre est constant, parce que pa et p'a' sont
les rayons de deux cercles. Donc

mp
Ainsi :

mp
— const.

Lorsque deux droites sont données dans l'espace,si l'on
demande de trouver dans un plan donné un point dont
les distances aux deux droites, estimées parallèlement à
des plans fixes donnés, soient dans un rapport constant :
le lieu de ce point est une conique.
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Réciproquement : Si l'on prend deux points P, P' con¬

jugués par rapport à une conique C", et qu'on mène par
ces points deux droites fixes quelconques A, A', obliques
ou perpendiculaires au plan de lafigure : on pourra dé¬
terminer les directions de deux plans Q, Q' tels, que les
distances de chaque point m de la conique C" aux deux
axes A, A', comptées parallèlement aux deux plans,
aient un rapport constant.

Car ces plans seront ceux qui couperont suivant des cer¬
cles les deux cylindres ayant pour axes les droites A, A', et
pour bases les deux coniques 2, 2' de la réciproque du théo¬
rème précédent.

§ III. — Prop riétés relatives à trois coniques inscrites
dans un même quadrilatère.

396. Théorème général. — Étant données trois coni¬

ques C, G- et 2 inscrites dans un quadrilatère, et deux
droites fixes 0,0'; si par les points où une tangente M
de la conique 2 rencontre les deux droites O, O', on même
les tangentes A, A' et B, B' aux deux coniques C, C res¬
pectivement, on aura la relation

sin(M, A).sin (M, A') . sin (M, B ). sin (M, B') ■
v sin(0, Aj.sin (O, A') sin (0', B) .sin(0', B') '

quelle que soit la tangente M.
La démonstration sera imitée de celle du théorème (386).
Réciproquement : Étant données deux coniques C, C

et deux droites fixes O, O', si l'on mène une transver¬
sale M, de manière que les tangentes A, A' et B, B' me¬
nées aux deux coniques, par les points où cette transver¬
sale rencontre les deux droites O, O', satisfassent à la
relation

sin (M, A).sin (M, A') _ sin (M, B) .sin (M, B')
sin (O, A) .sin (0, A') ' sin (0', B ). sin(0', B') ~~ ' ■
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À étant une constante donnée: l'enveloppe de la droite M
sera une conique inscrite dans le quadrilatère circonscrit
à C et C.

Corollaire. — Les deux droites fixes O, O' peuvent
se confondre en une seule ; le théorème reçoit alors cet
énoncé :

Etant données trois coniques C, C' et S inscrites dans
un même quadrilatère, et une droite fixe O 5 si par chaque
point de cette droite on mène des tangentes A, A' et B, B'
aux deux coniques C, C, et une tangente M à la troisième
conique 2, on aura la relation

sin (M, A), sin (M, A') . sin (M, B).sin (M, B')
sin (0, A j.sin (O, A.') ' sin(0, B) .sin (0, B')'

397. Supposons qu'une transversale rencontre les tan¬
gentes et la droite fixe O en des points w, a, db, b' et o -,
,, . sin (M, A) sin(M.B) ,1 expression -——-f ; -—; ' est un rapport anharmo-1

sin (O, A) sin (O, B) rr
, , ma mb ,, , . ,

nique égal a — : —• Il s ensuit que I équation entre
les sinus donne celle-ci :

ma. ma' mb .mb'
■ const.

ob. ob'

Corollaire. — Si la transversale est menée parallèle¬
ment <à la droûe fixe O, cette équation se réduit à

ma. ma
const.

mb. mb'

398. Si la droite fixe O est à l'infini, les cinq tangentes
menées par un point de celte droite sont parallèles entré
elles. On peut alors considérer les segments ma, ma',mb,
mb' comme représentant les dislances de la tangente de 2
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aux tangentes des deux autres courbes; et l'on a ce théo¬
rème :

Quand trois coniques C, C', 2 sont inscrites dans un qua¬
drilatère, si on leur mène des tangentes parallèles entre
elles : le produit des distances d'une des tangentes de la
conique 2 aux deux tangentes de la conique C, et le pro¬
duit des distances de la même tangente de 2 aux cleux
tangentes de C', seront en raison constante.

Corollaire I. —■ Si l'on prend pour la conique 2 la
droite qui joint deux sommets opposés du quadrilatère cir¬
conscrit aux deux coniques C, C', on en conclut cette pro¬

priété relative à deux coniques :
Si l'on mène à deux coniques, quatre tangentes paral¬

lèles, A, A' à rune, et 13, B' à l'autre, le produit des
distances de A et A! g un sommet du quadrilatère circon¬
scrit aux deux courbes, sera au produit des distances
de B et B' au même point, dans une raison constante, quelle
que soit la direction commune des quatre tangentes;

Et cette raison est la même à l'égard du sommet opposé.
Corollaire II. — Si les deux coniques 2 et C étant quel¬

conques, on prend pour C la droite limitée à deux ombilics
conjugués de ces deux courbes, le théorème a cet énoncé :

Etant données deux coniques 2 et C, si on leur mène
des tangentes parallèles, le produit des distances d'une
tangente de la première aux deux tangentes de la seconde,
et le produit des distances de la première tangente à deux
ombilics conjugués des deux coniques, seront en raison
constante.

Corollaire III. — Si les deux coniques sont liomofo-
cales, les foyers sont deux ombilics conjugués (294) ; or le
produit des distances de chaque tangente de la première, aux
foyers, est constant (285, Coroll. II) ; il s'ensuit donc que :

Quand deux coniques sont homofocales, si on leur mène
des tangentes parallèles, le produit des distances d'une
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tangente de la première aux deux tangentes de la seconde,
est constant.

399. Soient C, C' et 2 trois coniques quelconques in¬
scrites dans un même quadrilatère; on leur mène des tan¬
gentes parallèles entre elles ; A, A' sont les deux tangentes à
la première, B, B' les deux tangentes à la seconde, et M une
des tangentes à la troisième ; en désignant par (M, A) la
distance de la tangente M à la tangente A, et ainsi des au¬
tres distances, on a la relation

(M, A). (M, A') ,ono,

(M, B') ~const- (398).
Le produit (M, A).(M,A') est positifquand les deux tan¬

gentes A, A' de la conique C sont d'un même côté de la tan¬
gente M, et négatif quand ces deux tangentes sont de côtés
différents de la tangente M. Si la conique C est une ellipse,
la tangente M la rencontre ou ne la rencontre pas, selon
que le produit (M, A). (M, A') est négatif ou positif ; et si
cette conique est une hyperbole, c'est le contraire; c'est-
à-dire que la tangente M rencontre ou ne rencontre pas

l'hyperbole, selon que le produit (M, A). (M, A') est po¬
sitif ou négatif.

Il en est de même du produit (M, B). (M, B'), à l'égard
de la conique C.

Le rapport des deux produits étant toujours le même,
quelle que soit la tangente M qui roule sur la conique 2, on
conclut de ces considérations que :

Quand trois coniques C, C, 2 so/rt inscrites dans un

quadrilatère (réel ou imaginaire), si une tangente de 2
rencontre une seule des deux coniques C, C', il en sera
de même de toute autre tangente de 2; c'est-à-dire que
chaque tangente rencontrera, une des deux coniques C, C'
(/'une ou. Vautre indijjéremment), mais une seule.
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Et si une tangente de'E rencontre les deux coniques C, C

chacune en deux points, ou n'en rencontre aucune, il en
sera de même encore pour toutes les autres tangentes de la
conique S.

400. Le théorème (396) fournit line solution de ce pro¬
blème.

Étant données deux coniques et utie droite M, on de¬
mande de mener par un point donné L les tangentes à
la conique déterminée par la condition d'être inscrite
dans le quadrilatère circonscrit aux deux proposées et
d'être tangente à la droite M.

Par le point L on mène une droite quelconque O; par
le point où cette droite rencontre la droite M 011 mène aux
deux coniques proposées les tangentes A, A' et B, B' ; on
aura en appelant p. l'une des tangentes menées du point L à
la conique inconnue., et oc, oc', 6, 6' les tangentes aux deux
coniques proposées,

sin (M, A) .sin (M, A') _ sin (M, B) .sin (M, B')
sin (0 . A). sin(0. A' ) ' sin(0, B) .sin (O, B')
sin(p, a).sin(p, a!) _ sin(p-, ë).sin(p., S')
sin(0, a) .sin (0, a') ' sin(0, g) .sin (O,&)

Le premier membre est connu, et l'équation servira à
déterminer la position de la tangente p.. Il y aura deux
solutions qui seront les deux tangentes à la conique in¬
connue, menées par le point L.

§ IV. — Propriété générale de quatre coniques ayant
les mêmes points d'intersection.

401. Quand quatre coniques C, C', C", C'" ont les
mêmes points d'intersection, si l'on mène une transver¬
sale, et qu'on représente par a, a' et b, b' les deux couples
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de points dans lesquels cette droite rencontre les deux pre¬
mières coniques, et par m, 11 deux des points dans les¬
quels elle rencontre la troisième et la. quatrième, respec¬
tivement, on a la relation constante

ma . ma na . nci

ml—, 77 : -7—77 — const > «ib . mb nb . nb

quelle que soit la transversale.
En effet, soient D, D' les demi*diamètres des deux coni¬

ques C, C' parallèles à la transversale 5 on aura

ma . ma'
_ mb . mb'

et de même

: const. = 1 ;

na . na' nb . nb'

JJ2 : jy, = const- = P- ( 387, I. )
De ces deux équations on conclut celle qu'il s'agit de

démontrer.

§ V. — Propriété relative à quatre coniques inscrites
dams un même quadrilatère.

402. Quand quatre coniques C, C, C", d'" sont in¬
scrites dans un quadrilatère, si d'un point P on mène aux
deux premières deux couples de tangentes A, A! et B, B',
à la troisième une tangente M, et à la. quatrième une tan¬
gente N, on aura la relation

sin(M, A).sin(M, A') sin (N, A). sin (N, A')1 1 —; — ronsf
sin (M, B). sin (M, B') smqN, B).sin(N, B')

quel que soit le point. P par lequel on a mené les tangentes.

Ce théorème est le corrélatif du précédent. Carl'équa-
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lion
ma. ma' na. nû'
—

77 '• —, 77 = const-mb .mb nb .no

s'écrit
(ma na\ (ma' na'\
\Jmb : 7(b)' ' TdP) ~ const-'

et ne renferme que des rapports anliarmoniques, de même
que l'équation qu'il s'agit de démontrer, et qui est la cor¬
rélative de celle-là. Mais voici une démonstration directe
du théorème.

Soit une droite O prise arbitrairement, et sur cette droite
un point Q; que par le point où la tangente M rencontre
cette droite on mène aux deux coniques C, C' les couples
de tangentes a, a' et 6, 6'; et par le point Q les couples de
tangentes A,, À't et B,, 13',. Représentons par I la droitePQ.
Considérant le triangle formé par les trois droites M, O, I,
et les tangentes aux deux coniques C, C', menées par ses
sommets, on a (29) les deux équations

sin(M, A). sin(M, A') sin(I, A,). sin (I, A', ) sin(0, a).sin(0, a')
sin(I, A).sin(I, A') sin(0, A,). sin(0, A',) sin(M, a). sin(M, à.'.) 1 '
sin(M, B).sin(M, B') sin(I, B,).sin(I, B',) sin(0, ë). sin (0, &)
sin (I, B) .sin (I, B') sin(0,B,). sin(0, B',) sin (M, §) sin (M, ë'j ' '
d'où, en divisant membre à membre,

f sin (M, A), sin (M, A') _ sin (I, A).sin(I, A')~l
Lsin(M, B).sin(M, B') " sin(I, B ). (sin ( I, B')J
Psinfl, A,).sin(I, A',)_sin(I, B,).sin(I, B',)l^ |_sin(0, A|).sin (0, A',) ' sin(0, B,). sin (0, B',)J

^ |~sin(0, a). sin (O, a') _ sin (0, S), sin (0, §' )~|^ j_ sin (M, a) .sin (M, a') sin (M, SJ.sin (M, ë')J
On a semblablement, en appelant a,, c/.\ et 6,, 6', les cou¬

ples de tangentes aux deux coniques C, C', menées par le
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point où la tangente N rencontre la droite O,

sin (N, A) .sin [N, A') _ sin(I, A).sin(I, A')~l
sin(N, B).sin(N, B') ' sin(I, B).sin(I, B')J

|~sin(I, A,).sin(I, A',) _ sin(I, B,).sin(I, B',)~j|_sin(0, A, ) .sin (O, A',) ' sin (O, B,) ,sin(0, B',) J
Csin(0, a, ).sin (O, a',) _ sin(0, ë, ). sin (O, 6',)"j^ Lsin (N, a,). sin (N, a',) " sin(N, ë,).sin(N, ê'jJ

Divisant l'une par l'autre ces deux équations et obser¬
vant que les troisièmes facteurs qui s'y trouvent sont des
quantités constantes d'après le théorème (396, Coroll.),
l'équation résultante est celle qu'il faut démontrer.
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CHAPITRE XVII.
THÉORÈMES GÉNÉRAUX RELATIFS AUX POINTS D'INTERSEC¬

TION DE TROIS CONIQUES QUELCONQUES, ET AUX TANGENTES
COMMUNES A CES COURBES PRISES DEUX A DEUX.

§ I. — Théorèmes relatifs aux points d'intersection
de trois coniques.

403. Théorème géméral. — Étant données trois co¬

niques quelconques U, A, A', si l'on en décrit deux
autres B, B', dont B passe par les points dé intersection de
U et A-, et B' par les points d'intersection de U et A' :
les quatre points d'intersection de B et B' seront sur une
conique 2 passant par les points d'intersection de A
et. A'.

Représentons par
U = o, A = o, A'=o,

les équations des trois coniques, soit entre les distances p,
q, r de chaque point à trois droites fixes (24), soit entre
les coordonnées x, y de Descartes (25). L'équation delà
conique B, qui passe par les points d'intersection des deux
U et A, doit être satisfaite par les équations simulta¬
nées U == o, A = o, et dès lors est de la forme

U + LA = o;

1 étant une quantité constante indéterminée.
Pareillement, l'équation de B', qui passe par les points

d'intersection de U et A', est

U -f- A' -- o.

Toute équation résultant de l'addition de ces deux pre-
.8
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mières multipliées par des coefficients constants quelcon¬
ques, telle que

a.(U H- XA) + a'. (U -HX'A') = o,

représente une conique qui passe par les points d'intersec¬
tion de B et B', puisqu'elle est satisfaite par les équations
de celles-ci.

Soit

Cl' ~ Cl,

l'équation se réduit à
A — X'. A' = o.

Elle représente donc une conique qui passe par les quatre
points d'intersection de B etB'. Mais elle est satisfaite par
les équations A = o, A' = 05 la conique passe donc aussi
par les quatre points d'intersection de A et A'. Ce qui dé¬
montre le théorème.

Autrement. Soient e, e, deux des points d'intersec¬
tion des deux coniques B, B'. Prouvons que par ces deux
points on peut mener une conique passant par les quatre
points d'intersection des deux proposées A, A'. Soient a,
a, ; aa, et u, u, les trois couples de points dans lesquels la
droite ee, rencontre les trois coniques A, A' et U. Les trois
courbes U, A et B ont quatre points communs; les trois
couples u, ua, a, et e, e, sont donc en involution (302).
Les trois couples u, w,; a!, cl\ et e, e, sont de même en invo¬
lution. Donc les trois couples a, <rt; a', a\ et e, e, sont aussi
en involution (G. S., 198). Donc par les deux points e,
e, on peut mener une conique passant par les points d'in¬
tersection de A et A'. Or celte conique est déterminée par
le seul point e; donc elle reste la même, quel que soit celui
des trois autres points d'intersection des deux coniques B,
B' que e, représente. Ainsi le théorème est démontré.

Observation. — Cette démonstration est extrêmement
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simple, puisqu'elle ne repose que sur le théorème de De¬
sargues : toutefois elle laisse quelque chose à désirer, parce
qu'on y raisonne sur les points d'intersection des deux co¬

niques B, B' pris isolément, ce qui suppose qu'ils sont
réels ; mais avec le secours d'une autre propriété des co¬

niques (387, VI, Rem.), on étend la démonstration au cas
où ces points sont imaginaires.

Soit L la corde commune aux deux coniques B, B', sur

laquelle sont leurs deux points d'intersection e, e, (réels ou
imaginaires). Par ces points, on peut mener une conique 2
passant par les quatre points d'intersection de A et A',
ainsi qu'il vient d'être démontré. Il reste à prouver que
cette conique passera par les deux autres points d'intersec¬
tion e', e',, de B et B', situés sur la seconde corde com¬

mune L'. SoienL v, a., a!, e les milieux des segments iiu,,

nflj, a'a\ et ee, ; et soient de même v', a\, s' les mi¬
lieux des segments u! u\, «2 «3, a2 a, et e' e,, interceptés par
les quatre coniques U, A, A', B sur la seconde corde L'.
Soit enfin O le point de rencontre de L et de L'. La con¬
dition pour que les deux segments ee, et e'e., soient inter¬
ceptés par une même conique passant par les quatre points
d'intersection des deux A, A', est

'

6Ct
• Sg'

_ Sa' • 6,g'l ZOO-,

On.On, " Ofl'.Oa1, 0«2.0«3 ' 0a',.0«, '
C'est donc cette équation qu'il faut démontrer. Or, la

conique B passant par les quatre points d'intersection de A
et U, on a

sa "s'y s'a, z y'
Oa.Oa{ ' Ou.Ou.\ Oa2-Oa3 * Ou'\Ou\

Pareillement, la conique B' passant par les points d'in¬
tersection des deux U, A', on a

/ '• f ' f./ '
sa sv s a, # s v

On'.On', ' On.Ott, Oa',.On'3 ' Ou',Ou\
18.
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Divisant cette équation et la précédente, membre à mem¬

bre, on obtient celle qu'il faut démontrer. Donc, etc.

404. Autre énoncé du théorème ( 403). — Étant don¬
nées quatre coniques A, A', B, B', si les points d'intersec¬
tion des deux A, B et ceux des deux autres A', B' sont
situés tous les huit sur une même conique U, il en sera
de même des huit points d'intersection des coniques
combinées deux à deux d'une autre manière, comme A,
A' et B, B'.

En effet, l'hypothèse et la conclusion dans cet énoncé
sont les mêmes, en d'autres termes, que dans l'énoncé pré¬
cédent.

Conséquences du théorème (403).
405. Étant données trois coniques A, A' et. U, si par un

point quelconque on mène trois autres coniques passant
respectivement par les points d'intersection des trois pro¬

posées prises deux à deux : ces trois coniques auront,
outre le point par lequel elles sont menées, trois autres
points communs.

En effet, soient B, B' et S, les trois coniques menées,
comme il est dit, par un point donné a : la conique 2, sur

laquelle se trouvent les quatre points d'intersection de B
et B' et les quatre points d'intersection de A et A' (403),
passe par ce point a et par conséquent se confond avec 2,.
Donc, etc.

406. Quand trois coniques A, A', A" sont circonscrites
à un quadrilatère, si on les coupe par une conique
quelconque U, et qu'on décrive deux autres coniques B,B',
dont la première passe par les points d'intersection de U
et A, et la seconde par les points d'intersection de U
et. A': les points d'intersection de B et IV et ceux de E et A"
seront huit points situés sur une même conique.
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En effet, les points d'intersection des deux coniques A',
A" et ceux de U et B sont sur une même conique A. Donc,
en vertu de (404), les points d'intersection de B et A", et
ceux de U et A' ou de U et B', sont sur une même conique.
Donc, par la même raison, les points d'intersection de B et
B' et ceux de U et A" sont sur unemême conique, c. q. f.d.

407. De là on conclut immédiatement que :
Étant données trois coniques A, A', Ai' circonscrites à

un quadrilatère, et une quatrième conique quelconque U ;
si par un point donné P on mène trois autres coniques B,
B', B" passant respectivement par les trois groupes de
quatre points d1intersection de U et de chacune des co¬
niques A, A', A" : ces trois courbes B, B', B" auront, outre
le point P, trois autres points communs.

Observation. — Il est clair que ces énoncés, relatifs à
trois coniques circonscrites à un quadrilatère, s'applique¬
raient à un nombre quelconque de coniques circonscrites
au quadrilatère.

§ H.— Cas particuliers des théorèmes précédents.
408. Dans le théorème (403), la conique B peut être

le système de deux axes de symptose des coniques A et U,
et la coniqiie B' le système de deux axes de symptose des
coniques A! et U. On peut donc dire que :

Étant données deux coniques A, A', si Von en décrit uno
troisième quelconque U, les axes de symptose de U et A
rencontreront les axes de symptose de U et A', en quatre
points qui seront sur une conique S passant par les quatre
points d'intersection de A et A'.

409. Quand une conique est l'ensemble de deux droites,
ses axes de symptose avec une autre conique sont deux
autres droites qui passent par les quatre points d'intersec¬
tion de celte conique et des -deux premières droites. E11
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d'autres termes, quand un quadrilatère est inscrit dans une

conique, si l'on regarde deux côtés opposés comme formant
une seconde conique, les axes de symptose de celle-ci et de
la première sont les deux autres côtés, ou les deux diago¬
nales du quadrilatère.

D'après cette remarque, le théorème précédent sera sus¬
ceptible de plusieurs corollaires.

410. Si dans le théorème (403) la conique U est l'en¬
semble de deux droites, on dira que :

Deux droites étant menées arbitrairement dans le plan
de deux coniques A, A', si par leurs quatre points de ren¬
contre avec A on fait passer une autre conique B, et par
leurs points de rencontre avec A' une autre conique B' : les
quatre points d'intersection de ces deux coniques B, B' et
ceux des deux premières A, A' seront huit points situés
sur une même conique.

Corollaires. I. — Prenant pour B et B' deux couples de
cordes sous-tendues par les deux droites dans A et A',-on
est conduit à l'énoncé suivant :

Si les côtés d'un angle rencontrent deux coniques A,
A', deux cordes sous-tendues par cet angle, dans la pre¬
mière conique rencontrent deux cordes sous-tendues dans
la seconde courbe, en quatre points situés sur une conique
S passant par les quatre points d'intersection des deux
proposées A, A'.

II.— Si les deux côtés de l'angle sont tangents à la pre¬
mière conique, les deux cordes sous-tendues se confondront
suivant la droite qui joindra les deux points de contact; il
s'ensuit que la conique 2 touchera les deux cordes sous-ten-
dues dans la seconde conique aux deux points où cette
droite les rencontrera. On a donc ce théorème :

Étant données deux coniques A, A', si l'on inscrit dans
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la seconde un quadrilatère dont deux côtés opposés soient
tangents à la première, la droite, qui joindra les deux
points de contact rencontrera les deux autres côtés en
deux points, par lesquels on pourra mener une conique 2
tangente à ces côtés en ces points, et passant par les quatre
points d'intersection de A et A'.

III. —■ Les deux droites, dans l'énoncé primitif (-410),
peuvent se confondre : alors les coniques B, B' auront un
double contact, sur une même droite, avec A et A', res¬

pectivement; ce contact pouvant être réel ou imaginaire.
Donc :

Étant données deux coniques A, A! et une droite quel¬
conque L, si l'on décrit deux autres coniques B, B' qui
aient avec les deux premières, respectivement, un double
contact sur la droite L : les quatre points d'intersection de
ces deux courbes et les quatre points d 'intersection des
deux proposées seront huit points appartenant à une
même conique.

IV. — Qu'on prenne pour les coniques B, B' les couples
de tangentes à A et A', il s'ensuit que :

Étant données deux coniques A, A', si l'on mène une
droite qui les rencontre, et qu'aux points de rencontre on
mène les tangentes aux deux courbes : les tangentes à la
première rencontreront les tangentes à la seconde, en
quatre points qui seront sur une conique passant par les
quatre points d'intersection des deux proposées.

41'1. Si, dans les théorèmes qui précèdent, les deux co¬

niques A, A' sont liomothétiques (des cercles, par exemple),
la conique 2 leur sera homotliétique (374).

D'après cela, 011 conclut de (403) :
Étant donnés deux cercles A, A' et: une conique quel¬

conque U, si l'on décrit deux autres coniques Ij, B' dont
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l'une passe par les points cVintersection de U et. A, et
Vautre par les points d'intersection de U et A' : les quatre
points d'intersection des deux coniques B, TV seront sur
un cercle S qui passera par les points d'intersection des
deux premiers A et A'.

Si les deux cercles A, A' sont concentriques, le cercle 2
leur sera concentrique (376).

Corollaires. I. — La conique B peut être l'ensemble
des deux axes de symptose du cercle A et de la conique U;
et la conique B' l'ensemble des deux axes de symptose de
A' et de U. Ou a appelé lignes conjointes les deux axes de
symptose d'un cercle et d'une conique (*). Nous dirons
donc que :

Deux cercles A, A' étant tracés dans le plan d'une co¬

nique U : les lignes conjointes du premier cercle et de
la conique rencontrent les lignes conjointes du second
cercle et de la conique, en quatre points situés sur un cercle
qui passe par les points d'intersection de A et A'.

II. — Que la conique U soit l'ensemble de deux droites,
et que ces droites se confondent; on dira que :

Étant donnés deux cercles A, A! et une droite L, si
Von décrit deux coniques B, B' dont l'une ait un double
contact avec A sur la droite L, et l'autre un double con¬

tact avec A! sur la même droite : ces deux coniques se cou¬

peront en quatre points situés sur un cercle qui passera par
les deux points d'intersection de A et A'.

III. —Prenant pour les deux coniques, respectivement,
les côtés des deux angles circonscrits aux cercles, et ayant
leurs cordes de.contact sur la droite L, on en conclut ce

théorème :

(*) Yoir Journal de Mathématiques de M. LiouVilJej t. ÏÏI, p. 385/ année
i83S. •
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Quand une droite rencontre deux cercles A, A', si on

mène des tangentes aux points de rencontre, les tangentes
au premier cercle coupent les tangentes au second, en
quatre points situés sur un cercle qui passe parles points
d'intersection des deux cercles A, A'.

412. Étant données trois coniques A, A' et U, si par un

point 11 d'un axe de symptose de A et A' on mène deux
autres coniques, dont l'une B passe par les quatre points
d'intersection de A et U, et l'autre B' par les quatre
points d'intersection de A! et U : ces deux coniques se
rencontreront sur les axes de symptose cle A et A'.

C'est-à-dire que leurs axes de symptose coïncideront avec
ceux de A et A'.

Eu effet, ceux-ci représentent la conique qu'on peut
faire passer par le point n et les quatre points d'intersec¬
tion des deux coniques A et A'; donc, d'après le théo¬
rème (405), ces deux axes passent par les quatre points
d'intersection des deux coniques B etB'. Donc, etc.

Corollaires. I. —Si A et A' sont des cercles, les deux
coniques B, B' auront un axe de symptose à l'infini, et
seront dès lors homothétiques (374). On peut donc dire
que :

Une conique U étant tracée dans le plan cle deux cer¬
cles, si par un point, de Vaxe radical de ceux-ci on mène
deux coniques, dont l'une passe parles quatre points
d'intersection de U et du cercle A, et la seconde par les
quatre points d'intersection de U et du secottd, cercle A' :
ces deux coniques serotit homothétiques et auront leur se¬
cond point d'intersection sur l'axe radical des deux
cercles.

II. — La conique U peut être l'ensemble de deux droites,
ou bien une seule droite qui représentera deux droites
coïncidentes. Dans ce second cas, on a cc théorème :
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Étant donnés deux cercles, si on les coupe par une

transversale, et que par un point de leur axe radical on
fasse passer deux coniques dont l'une ait un double con¬
tact avec le premier cercle sur la transversale, et l'autre
avec le second cercle, également sur la transversale : ces
deux coniques seront homothétiques; et leur second point
d'intersection sera sur l'axe radical des deux cercles.

413. Supposons que la conique U du théorème (407)
soil l'ensemble de deux droites qui se confondent; on en
conclut cet énoncé :

Quand plusieurs coniques A, A', A",. . . sont circon¬
scrites à un quadrilatère, si on les coupe par une droite D,
et que par un point donné P on mène d'autres coniques B,
B', B",. .. ayant avec A, A', A",. . ., respectivement, un
double contact sur la droite D : toutes ces coniques auront
quatre points communs.

Corollaire. — Si la droite D est à l'infini, le théorème
prend cet énoncé :

Quand des coniques A, A', A",. . . sont circonscrites à un
quadrilatère, si par un point donné P on mène d 'autres
coniques B, B', B",. . . concentriques et liomotliéliques à
A, A', A",. . . : toutes ces courbes auront quatre points
communs.

414. Si dans le même théorème (407), la conique U
est telle, que trois de ses cordes communes avec A, A', A",
respectivement, passent par un point P, les coniques B, B',
B" seront, chacune, l'ensemble d'une corde commune et
de sa conjuguée. De là résulte cet énoncé :

Quand trois coniques A, A', A" sont circonscrites à un
quadrilatère, si une quatrième conique U est telle, que trois
de ses cordes communes avec A, A', A", respectivement,
passent par un tnéme point : ces trois cordes et les trois
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qui leur sont associées, forment trois couples de droites
qui ont quatre points communs.

En d'autres termes : Ces trois couples de cordes com¬
munes sont les quatre côtés et les deux diagonales d'un
quadrilatère.

415. Quand, dans une conique U, deux couples de
cordes ab, cd et a'b', c'd' passent par un même point O,
si par les points a, b, c, d du premier couple on mène
une conique B, et par les points a', b', c', d'du second,
une conique B' : deux cordes communes à ces deux
coniques B, B' passeront par le point O, et feront une
involution avec les deux couples de droites ab, cd et
a'b', c'd'.

En effet, le point O, intersection des cordes communes
à U et à B, a la même polaire dans ces deux courbes (328) ;
et pareillement, dans les deux U et B'. Donc ce point a la
même polaire dans B et B', et dès lors est un point de con¬
cours de deux cordes (réelles ou imaginaires) communes
à ces deux courbes.

Pour prouver que ces deux cordes font une involution
avec les deux couples de droites ab, cd et a'b', c'd', il
suffit de se reporter à la démonstration du théorème gé¬
néral (403), dans laquelle A et A'représenteront les deux
couples de cordes ab, cd et a'b', c'd', dont les équations
seront donc

A = o et A' = o.

L'équation finale
: VA — À" A' — o

représente la conique qui passe par les quatre points d'in¬
tersection des deux coniques B, B', et par les quatre points
communs aux deux couples de cordes, lesquels se confon¬
dent en O. Cette conique ne peut être que l'ensemble des
deux cordes communes à B et B'.
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Or une transversale quelconque, l'axe des xpar exemple,

rencontre les trois systèmes de cordes communes, en six
points déterminés deux à deux par les trois équations ci-
dessus; et la forme de la troisième équation prouve que les
trois systèmes de points sont en involution [G. S., 220).
Donc les six cordes elles-mêmes, puisqu'elles passent par
un même point O, sonL en involution. c. q. f. p.

Autre énoncé nu théorème. — Quand un point a la
même polaire dans trois coniques, trois couples de cordes
communes à ces courbes, prises deux à deux, passent par
ce point (328, Récip.), et sont en involution.

Réciproquement : Étant données deux coniques C, C',
si par le poin t de concours de leurs cordes communes L, L',
on mène dans ces courbes, respectivement, deux couples
de cordes ab, cd et a'b', c'd', formant involution avec
L et L' : les extrémités a, b, c, d, a', b', c', d'de ces cordes
sont huit points d'une même conique.

En effet, si parles cinq points a, b, c, d, a' on fait passer
une conique, le point de concours de L et L' aura la même
polaire dans cette courbe que dans C, et conséquentment
que dans C'. Les cordes communes à celte conique et à C
passeront donc par ce point, et formeront une involution
avec les deux couples L, L' et ab, cd (415). Donc ces cordes
sont a'b', c'd'. Donc, etc.

Corollaire I. — Les deux cordes ab, cd. peuvent se con¬
fondre, ainsi que les deux a'b', c'd'. Il en résulte que :

Quand deux coniques B, B' ont chacune un double con¬
tact avec une conique U, deux cordes communes à ces cour¬
bes B, B' passent par le poin t de rencontre des deux cordes
de contact, et sont, conjuguées harmoniques par rapport
à ces droites.

Réciproquement : Si par le point de concours de deux
cordes L, L' communes à deux coniques, on mène deux
droites conjuguées harmoniques par rapport à L et f/, il
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existera une conique ayant un double contact avec les
proposées, sur ces droites, respectivement.

Corollaire II. — Si par le point de concours des cordes
communes L, L' de deux coniques C, C', on mène deux
cordes ab, ed de la première, puis les cordes de la seconde
a'I)', c'd', conjuguées harmoniques de ab et cd respective¬
ment., par rapport à L et L' : les huit points a, b, c, d,
a', b', c', d'seront sur une même conique.

En effet, les deux couples ab, a!b' et cd, dd'étant conju¬
gués harmoniques par rapport à L et L', il s'ensuit que les
trois couples ab, cd-, a!V, c'd' et L, L' sont en involution
[G. S , 277). Donc les huit points a, b, etc., sont sur une

conique (415, Récip. ).
Corollaire III. —On conclut de là, en vertu de la ré¬

ciproque du corollaire I, que :
Lorsque deux coniques ont chacune un double contact

avec deux autres coniques, si les quatre cordes de contact
passent par un même point: les huit points de contact sont
situés sur une conique.

Corollaire IV. ■—• Par suite : Quand deux coniques
sont inscrites dans un quadrilatère, les huit points dans
lesquels ces courbes touchent les quatre côtés du quadri¬
latère sont sur une même conique.

Cette conique se représentera plus loin (457), dans une

propriété importante de deux coniques quelconques.

§ III. — Théorèmes relatifs aux tangentes communes à
trois coniques quelconques prises deux à deux.

416. Théorème général. — Étant données trois co¬

niques A, A' et U, si l'on en mène deux autres B, B',
dont B soit inscrite dans le quadrilatère circonscrit à U
et à A, et B' dans le quadrilatère circonscrit « U et à A! :

les quatre tangentes communes aux courbes B, B', et les
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quatre tangentes communes aux coniques données A et
A' sont huit tangentes d'une même conique S.

Ce théorème est le corrélatif du théorème général (403)
concernant les points d'intersection de trois coniques quel¬
conques. Nous nous dispenserons d'en donner ici la dé¬
monstration directe, que le lecteur établira sans difficulté.

417. Autre émokcé du ti-iéorèhe. — Étant données

quatre coniques A, A', B, B', si le quadrilatère circonscrit
à deux d'entre elles A,B, et le quadrilatère circonscrit:
aux deux autres A', B', ont leurs huit côtés tangents à
une même conique U, il en sera de même des deux quadri¬
latères circonscrits aitx coniques prises deux à deux d'une
autre manière, comme A,-A' et B, B'; c'est-à-dire que ces
deux quadrilatères auront leurs huit côtés tangents à une
conique S.

Conséquences du théorème.
418. Étant données trois coniques A, A', U, si l'on

décrit trois autres coniques B, B' et 2 tangentes à une
même droite L, et inscrites respectivement dans les trois

quadrilatères U A , U A' et A A' (*) : ces trois co¬

niques auront, outre la droite L, trois autres tangentes
communes.

419. Si l'on a trois coniques A, A', A" inscrites dans un

quadrilatère, et une autre conique quelconque U, et que
dans les quadrilatères U A U A' on inscrive deux

B B' et U A"coniques B, B' : les deux quadrilatères
auront leurs huit côtés tangents à une même conique.

(*) Nous désignons par u A le quadrilatère circonscrit aux deux
coniques U- A; et ainsi des autres.
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420. De là on conclut immédiatement que :
Étant données trois coniques A, A', A" inscrites dans

un quadrilatère, et une quatrième conique quelconque U,
si Von mène trois autres coniques B, B', B" tangentes à
une même droite L, et inscrites, respectivement, dans les
trois quadrilatères D A , D A'i, U A" ces trois co¬

niques auront, outre la droite L, trois autres tangentes
communes.

Observation. ■— U est clair que cet énoncé relatif à trois
coniques inscrites dans un quadrilatère s'applique à un
nombre quelconque de coniques inscrites dans le quadri¬
latère.

§ ï\ . —Cas particuliers des théorèmes précédents.
421. On peut regarder comme conique inscrite dans un

quadrilatère, la droite qui joint deux sommets opposés :
prenant donc pour A, B, A', B' dans le théorème (416) les
diagonales de deux quadrilatères circonscrits à U, on en
conclut celui-ci :

Quand deux quadrilatères sont circonscrits à une même
conique, les quatre droites menées de deux sommets op¬
posés du premier à deux sommets opposés du second,et les
quatre droites menées des deux autres sommets du pre¬
mier aux deux autres sommets du second, sont huit tan¬

gentes d'une même conique.
422. Si dans le théorème (416) la conique U est une

droite limitée à deux points, on a cet énoncé :
Étant données deux coniques A, A', si par deux points

on leur mène des tangentes, qui formeront deux quadri¬
latères circonscrits aux deux coniques ;puis, qu'on inscrive
dans ces deux quadrilatères, respectivement, deux coni¬
ques quelconques B, B' : les quatre tangentes communes à
ces deux coniques et les quatre tangentes communes aux
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deux proposées seront huit droites tangentes a une même
conique.

Corollaires. I. — Les deux points peuvent se confondre
en un seul. Alors chacune des deux tangentes menées de ce
point à une conique représente deux côtés du quadrilatère
primitif : les points de contact sont deux sommets opposés,
et les coniques B, B' sont tangentes en ces points aux co¬
niques A et À', respectivement. Donc :

Étant données deux coniques A, A', et un point P dont
on prend les polaires dans les deux courbes ; si Von décrit
deux autres coniques B, B' ayant un double contact avec les
deux A et A', respectivement, sur les polaires du point P :
il existera une conique inscrite tout à la fois dans le qua¬
drilatère circonscrit à ces deux nouvelles coniques et dans
le quadrilatère circonscrit aux deux premières A, A'.

II. — Prenant pour les coniques B, B' les cordes de con¬
tact des tangentes menées à A et à A' par le point P (370),
on a cet énoncé :

Étant données deux coniques, si d'un point P quel¬
conque on leur mène des tangentes, et qu'on joigne par
quatre droites les points de contact de la première, aux
points de contact de la seconde : ces quatre droites seront
tangentes à une même conique, inscrite dans le quadrila¬
tère circonscrit aux deux proposées.

423. Supposons, dans le théorème (416), que la conique
U ait un double contact avec la conique A, et que l'on
prenne pour la conique B le pôle de contact, qui représente
une diagonale infiniment petite du quadrilatère circonscrit
à U et à A (370) : il en résulte ce théorème :

Étant données deux coniques A, A', et une conique U
qui eut un double contact avec A, si dans le quadrilatère
circonscrit à U et à A' on inscrit une conique quelconque
B', et que par le pôle de contact: de U et de A on mène
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deux tangentes à cette conique B' : on pourra faire passer
par les deux points de contact de ces tangentes une co¬
nique 2 tangente en ces points à B' et inscrite dans le
quadrilatère A A'

Corollaire. — O11 peut prendre pour la conique B' une

diagonale du quadrilatère circonscrit à U et A', et pour la co¬
nique U une corde de A. On a alors cet énoncé :

Étant données deux coniques A, A1,'si par deux
points u, Uj de A on mène à A! des tangentes qui forme¬
ront. un quadrilatère circonscrit : deux sommets opposés
de ce quadrilatère seront sur une conique 2 inscrite dans
le quadrilatère A A' et dont les tangentes en ces points
passeront par le pôle de la corde uut relatif à A.

424. Si dans l'énoncé (418) la droite L est à l'infini, les
trois coniques B, B' et 2 seront des paraboles, et l'on en
déduit que :

Étant données trois coniques quelconques, les trois pa¬
raboles inscrites, respectivement, dans les trois quadrila¬
tères circonscrits à ces courbes prises deux à deux, sont
inscrites dans un môme triangle.

Chacune des trois coniques peut se réduire à une droite
limitée à deux points ; les trois paraboles subsistent et sont
inscrites dans un triangle.

425. Si dans le théorème (420) on suppose la droite L
à l'infini, on en conclut que :

Quand plusieurs coniques A, A', A",. . . sont inscrites
dans un quadrilatère, si Von a une autre conique quel¬
conque U : les paraboles inscrites dans les quadrilatères

. . auront trois tangentes communes.U A U A'

426. Supposons que la conique U (420) se réduise à un
point, on donne au théorème cet énoncé :

"9
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Quand plusieurs coniques A, A', A",. . . sont inscrites

dans un quadrilatère, si l'on prend les polaires d'un
point U, et que l'on décrive d'autres coniques B, B', B",...
tangentes à une droite donnée L, et ayant chacune un
double contact avec les coniques A, A',..., respective¬
ment, sur les polaires respectives du point U : toutes ces

coniques auront, outre la droite L, trois autres tangentes
communes.

Corollaire. — Si la droite L est à l'infini, les coniques
B, B',. . . seront des paraboles ayant trois tangentes com¬
munes.

427. Supposons que dans le théorème (420), la coni¬
que U soit telle, que trois des six ombilics communs à U
et à chacune des trois coniques A, A', A", respectivement,
soient en ligne droite, et que l'on prenne cette droite pour
L, les trois coniques B, B', B" sont alors des droites, li¬
mitées à ces ombilics et à leurs conjugués. Donc :

Quand trois coniques A, A', A" sont inscrites dans un

quadrilatère, si trois des six ombilics communs à une
autre conique D et À A, A', A", respectivement, sont en

ligne droite : les six ombilics sont les sommets et les points
de concours des côtés opposés d'un quadrilatère.

428. Une grande partie des conséquences de la théorie
actuelle se rapportent aux coniques homofocales. Nous
les réunirons dans un chapitre spécial, et nous nous bor¬
nerons ici à en donner un seul exemple,

Soit, dans le théorème (421), abcd un des quadrilatères
circonscrits à la conique U, et supposons que le second
quadrilatère ait pour sommets opposés les deux points ima¬
ginaires situés à l'infini sur un cercle, auquel cas les deux
autres sommets opposés seront les foyers de la conique (294).
Les droites menées des deux sommets opposés a, c du pre¬
mier quadrilatère aux deux foyers forment un quadrila-
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tère dans lequel on peut inscrire une conique tangente aux
droites menées des deux autres sommets b,d aux deux points
imaginaires à l'infini sur un cercle (421). De sorte que ces
deux points b, d sont les foyers de la conique (294). Donc :

Quajid un quadrilatère est; circonscrit à une conique,
les droites menées de deux sommets opposés aux foyers de
la courbe sont tangentes à une conique qui a pour foyers
les deux autres sommets du quadrilatère.

429. Quand deux quadrilatères sont circonscrits à une

conique U, et que cleux sommets opposés a, a' de l'un et
deux sommets opposés b, b' de l'autre sont sur une même
droite O, si Von inscrit dans ces quadrilatères deux co-

a deux sommets op¬

posés situés sur la droite O, et ces points forment une in-
uo lut ion avec les deux couples a, a' et b., b'.

Ce théorème est le corrélatif de (41S).
Autre ékoncé. — Quand une droite L a le même pôle

dans trois coniques U, B, B' : trois couples d'ombilics
de ces courbes, prises deux à deux, sont situés sur cette

droite, et sont en involution.

Réciproquement : Si sur la droite qui joint deux ombi¬
lics conjugués S, S' de deux coniques C, G', on prend déux
couples de points a, c et a', d en involution avec S, S', et

que par a et c on mène des tangentes à C, et par a' et d
des tangentes à C : ces huit droites sont tangentes à une
même conique U.

Corollaire I. — Si dans le théorème (429) les deux
points a, a' coïncident, ainsi que les deux b, b\ les coni¬
ques B et B' ont chacune un double contact avec U: et le
théorème reçoit cet énoncé :

Quand deux coniques B, B' ont chacune un double
contact avec une troisième U, elles ont deux ombilics

'9-

niques B, B' : le quadrilatère B B'
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(réels ou imaginaires) situés sur la droite qui joint les
deux pôles de contact. ; et. ces ombilics sont conjugues
harmoniques par rapport à ces pôles.

Réciproquement : Si deux points a, a', sont conjugués
harmoniques par rapport aux ombilics S, S' de deux
coniques, et que l'on mène par le point a deux tangentes à
l'une des coniques, et par a' deux tangentes à l'autre : les
quatre points de contact sont sur une conique tangente en
ces points aux proposées.

Corollaire II. — Si l'on prend sur la droite quijoint.les
ombilics S, S' de deux coniques C, C' deux points a, c,
puis les points a', c' conjugués harmoniques, respec¬
tivement, de a et de c par rapport aux deux S, S', et qu'on
mène par a. et c des tangentes à C, et par a' et c' des tan¬
gentes à C' : ces huit droites sont tangentes à une même
conique.

Corollaire III. — On conclut de là, en vertu de la réci¬
proque du corollaire I, que :

Lorsque deux coniques ont chacune un double contact
avec deux autres coniques, si les quatre pôles de contact:
sont sur une même droite : les tangentes aux huit points
de contact seront tangentes à une même conique.

Corollaire IV. — Par suite : Lorsque deux coniques
passent par quatre points, leurs tangentes en ces points
sont huit droites tangentes à une même conique.

En effet A, B, C, D étant les quatre points communs aux
deux coniques, les cordes ÀB et CD représentent deux coni¬
ques infiniment aplaties ayant chacune un double contact
avec les deux coniques. Les quatre pôles de contact sont en

ligne droite sur la polaire du point de concours des deux
cordes AB, CD. Donc, etc.

On trouvera plus loin (453) une propriété générale de
deux coniques, qui se rapporte à la troisième conique dont
il s'agit ici.
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CHAPITRE XYIII.
NOUVELLES PROPRIÉTÉS RELATIVES A DES CONIQUES

CIRCONSCRITES OU INSCRITES A UN QUADRILATÈRE.

§ I. — Trois coniques circonscrites ou inscrites
à un quadrilatère.

430. Lemme. — On mène par un point a cVune coni¬
que (Jig. ia5) la tangente aT et une corde ab; A, D re¬
présentent les demi-diamètres de la courbe parallèles à
ces deux droites, et À, B les deux demi-axes : le sinus de
Vangle a, compris entre la tangente et la corde, a pour
expression

flè.A.B
sin a = —— .

2 .D2. A

Oue parle point p infiniment voisin de a (Jig- 126) sur le
prolongement de la corde ba, on mène la droite pa'K pas¬
sant par le centre O de la conique; on aura

j^=Jg=JL (l9).pa.pK QK 0R

Or, dans le triangle paa',
p a sin a '
pa' sin a

Donc

pb D2.sin«
PK OK .sinrt'

A la limite, où le point p coïncide avec a ( fig. 125),
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cette équation devient

ab DUsin Tab
«K— '

ou

Mais

Donc

sinTaù = sin

OK .sinTaK

«S.OK.sinTaK
2D2

OK. A. sin Ta IC = A. B (200 ).

ab.a.b
sm a =

2d2. a

Ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire. — Soit p le point où la corde ab rencontre

il- , ^ a 1 • 1 /-a 1 sin t ab ok
le diametre UA: le triangle «Op donne ——— Tr — ■—■;a ' sinTaK ap

et l'on conclut de l'expression ci-dessus de sinT«ù,
ab 1 / -p. 0

= —? ou ap.ab — iiy.
2 d2 ap

C'est-à-dire que :

Si par un point a d'une conique on mène une corde ab,
qui rencontre en p le diamètre parallèle à la tangente
en a : le rectangle construit sur la corde et sur le seg¬
ment ap est égal au double du carré construit, sur le
demi-diamètre parallèle à la corde.

431. Quand trois coniques C, C', C" {fig-127) ont quatre
points communs, si de chaque point m de C" on mène une
tangente à chacune des deux C, C, et qu'on joigne les
deux points de contact a, a', par une droite qui rencontre
les deux courbes en deux nouveaux points b, b' : on aura
entre les deux cordes ab, a'b' de C et C et les demi-dia¬
mètres D, D' de ces courbes, parallèles à la droite aa',
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la relation numérique

ab
_ a'b'

D2 ■ ïr7 =
^ étant une constante.

En effet, on a, d'après le lemme,
ab 2A.sina a'b' 2A'.sinn'

et
D2 A.B D'2 A'.B'

A, B étant les deux demi-axes de la première conique;
A, D les demi-diamètres parallèles à la tangente ma et à
la corde ai; et A', B', A', D' ayant les mêmes significations
à l'égard de la seconde conique.

De plus, dans le triangle ama',
sin a ma

sina' ma

Donc
ab

_ a'b' / A . A' \
TÉ ' Tri ~~ \7nâ ' ma')

A'.B'

A.B

Or, le point m se trouvant sur la conique C" qui passe par
les points d'intersection des deux C et C', on a vu (387, II)
que

ma ma
— ; —y — const.
A A'

Donc
ab a'b'
— : — = const. = c. Q. F. D.

Remarque. — En vertu du corollaire précédent, on peut
D2 D'2substituer aux rapports ^ de simples segments

ap, dp'. Le rapport de ces segments est constant.

Corollaire. Eu prenant pour C" deux axes de symptose
de C et C', on obtiendra une propriété relative à deux co¬

niques.
Réciproque de (431). Étant données deux coniques C,

C', si l'on mène des droites de manière que les deux cordes
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ab, a'b' que ces courbes interceptent sur chaque droite,
divisées respectivement par les carrés des demi-diamètres
des deux coniques, parallèles à cette droite, aient un rap¬
port constant : les tangentes aux points a, b de la co¬
nique C rencontreront les tangentes aux points a', b'
de C, en quatre points dont le lieu sera une conique pas¬
sant par les quatre points d'intersection des deux coni¬
ques C, C.

En effet, concevons une droite satisfaisant à la question ;
les quatre points de rencontre des tangentes à la première
conique et des tangentes à la seconde sont sur une co¬
nique C" qui passe par les points d'intersection des deux
proposées (440, Coroll. IV). Et si l'on mène à celles-ci deux
tangentes par chaque point de C", la droite qui joindra les
deux points de contact satisfera, d'après la proposition di¬
recte, aux conditions de la réciproque.

432. Dan s ces théorèmes on peut remplacer les carrés
des diamètres des deux coniques par les rectangles des seg¬
ments faits par les deux courbes sur des parallèles à ces
diamètres, menées de deux points fixes. Ce qui permettra
d'appliquer les théorèmes aux coniques dépourvues de
centre. L'énoncé (431 ) devient par cette substitution :

Quand irois coniques C, C', C" ont quatre points com¬
muns, si d'un point quelconque de C" on mène une tan¬
gente à chacune des deux C, C, et qu'on joigne les deux
points de contact a, a' par une droite qui coupe ces
courbes en deux nouveaux points b, b' ; puis, que par deux
points fixes 0, O' on mène à celte droite des parallèles
qui rencontreront les deux coniques, respectivement, en
des couples de points ce, 6 et a.', 6' : on aura la relation

ah
_ a'b'

Oa .06 ' OV.O'S' ~ '

A étant une constante.
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433. Quand trois coniques C, C', C"sont inscrites dans
un quadrilatère, si une tangente roule sur la troisième C"
et rencontre les deux premières C, C' en deux couples de
points a, b et a', b' : on a la relation

ab
_ a'b' _

D2 ' D77 ~ '

Da et D'2 étant, dans C et G, les carrés des demi-dia¬
mètres parallèles à la tangente mobile, et X une con¬
stante.

Qu'on mène à la conique C {fig. 128) les tangentes pa¬
rallèles à une tangente L de C"; soient r, s leurs points de
contact; O le point où le diamètre rs rencontre la droite L,
et Op, Oq les distances de ce point aux deux tangentes; en-
lin C le centre de la conique C, et GD le diamètre parallèle
à L : on a

Op .Oq — Or. Os .sinUDCr.
Or

C r. CD, sinDCrA. B (200),
A et B étant les deux demi-axes de la conique. Donc

^ „ 0/-.0.«.A2. B2
(ij Op.Oq = ■ _2 —2 •

Or . CD

Mais

O'.O.f O a O a

-=^- = =r=-nr (49),
Or CD u

en faisant abstraction des signes des segments.
Donc

Ôfi' A2.B2 ab
Op.Oq = A\^.- = -T-~-

Pour la seconde conique on a semblablement
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Or

Op .Qq
const. (398).

Donc

= const.

ou

O'p'.O'q

A.B ab
_ a'b'

A'. B' D2 ' D77

ab a'b'
—- : —7- — const.
D2 D'2

Ce qu'il fallait démontrer.
Corollaire. — Prenant pour C" une diagonale du qua¬

drilatère CC , on conclut du théorème cet énoncé :

Si autour d'un ombilic de deux coniques on fait tour¬
ner une transversale qui rencontre ces courbes en deux
couples de points a, b-, a', b' : il existe entre les cordes ab,
a'b' et les deux demi-diamètres D, D', qui leur sont pa¬
rallèles, la relation

ab a'b'
~r— : —— = const.
D2 D'2

Remarque. —La formule (3) de l'article (271) est un
cas particulier de ce théorème.

Réciproque de (433) : Étant données deux coniques C,
G', si Ton mène une transversale qui les rencontre en deux
couples de points a, b et a', b' de manière qu'on ait la re¬
lation constante

ab a'b'

JP : jyT == const. = \ ,

D' et D'2 étant les carrés des demi-diamètres des deux

coniques, parallèles à la transversale : cette transver¬
sale, en changeant de position, enveloppera une conique
inscrite dans le quadrilatère circonscrit aux deux pro¬

posées .

Cela résulte immédiatement du théorème (433).
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434. On peut remplacer les carrés des diamètres des

deux courbes par des rectangles, comme ci-dessus (432).
On obtient cet énoncé :

Quand trois coniques C, C', C" sont inscrites dans un
quadrilatère, si une tangente roule sur .C" et rencontre
C et C' en deux couples de points a, b-, a', b'; et que pai
deux points fixes O, O' on mène à cette tangente des pa¬
rallèles qui rencontrent, respectivement, les deux coniques
C, C' aux points a, ë et a.', 6' : on aura la relation

ah a'b'

Oa . OS " O'a'.O'É

X étant une constante.

:X,

435. Quand trois coniques C, C', S ont quatre points
communs, si de chaque point de la troisième S on
mène deux tangentes à chacune, des deux autres : les
droites qui joindront les points de contact de la co¬
nique C aux points de contact de la conique C' seront
toujours tangentes à une même conique H inscrite dans
le quadrilatère C C'

En effet, soient a, a' deux points de contact sur C et C',
respectivement-, ah, a'b' les cordes interceptées par ces
deux coniques sur la droite aa' ; D, D'les demi-diamètres
des deux coniques parallèles à cette droite : on a

ab a'b'
_ = i(431),

X étant une constante. Mais cette équation prouve que
les droites aa' enveloppent une conique inscrite dans le
quadrilatère circonscrit à C et C (433, lîécip.). Donc, etc.

Remarque. — En prenant pour S l'ensemble de deux
axes de symptose de C et C', on retrouve le théorème (361).

436. Quand trois coniques C, C', S sont inscrites dans
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un quadrilatère, si une tangente roule sur la troisième S,
et que par les quatre points où cette droite rencontre les
deux coniques C, C' 011 mène les tangentes à ces courbes :
les tangentes à la première rencontreront les tangentes à
la seconde en quatre points dont le lieu sera une coni¬
que 2 passant par les quatre points d'intersection de
C et de C'.

En effet, soient a, a' deux dès points dans lesquels une
tangente de S rencontre les deux coniques C, C' : les tan¬
gentes en ces points se coupent en un point P qui détermine
une conique 2 passant par ce point et par les quatre points
d'intersection de C et de C'. Et d'après le théorème (435),
les droites qui joignent les points de contact des tangentes
menées par chaque point de cette conique 2 aux deux
courbes C, C', sont les tangentes à la conique E. Donc, etc.

Remarque. — Ce théorème, qu'on peut considérer comme
le réciproque du précédent, en est aussi le corrélatif.

437. Etant données deux coniques quelconques C, C', à
chaque conique 2 menée par leurs points d'intersection
correspond une conique H inscrite dans leur quadrilatère
circonscrit (435). Réciproquement, à une conique E cor¬

respond une conique 2, et une seule (436).
Il s'ensuit que la loi de correspondance entre les deux

coniques 2 et E est bien simple, et consiste en ce que : le
rapport anharmonique de quatre coniques 2 passant par
les points d'intersection des deux C et C, est égal à celui
des quatre coniques correspondantes E inscrites dans le
quadrilatère circonscrit aux deux C, C (*).

(*) En effet, une conique 3 est déterminée par le point k où elle touche

un côté du quadrilatère C C ; et la conique correspondante S est dé¬

terminée par sa tangente Pë menée en l'un des points d'intersection P des
coniques C et C, et rencontrant en ë une droite fixe quelconque E. Les deux
points «, S se correspondent donc de manière qu'à un point « no corres-
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Cela donne le moyen de déterminer immédiatement la

conique H qui correspond à une conique 2.
En effet, quand la conique2 coïncide avec C, la conique H

coïncide avec C'; et de môme quand 2 coïncide avec C',
H coïncide avec C. Aux deux axes de symptose des co¬
niques C, C, considérés comme formant une conique 2,
correspond une diagonale du quadrilatère circonscrit à C
et C' (435, Remarq.), considérée comme conique inscrite S.
Ainsi l'on connaît à priori Lrois coniques S correspon¬
dantes à trois coniques 2. Donc, par l'égalité des rapports
anharmoniques des deux systèmes de coniques, on déter¬
mine immédiatement la quatrième conique H correspon¬
dante à une quatrième conique 2 prise arbitrairement.

§ II. -— Quatre coniques circonscrites ou inscrites
à un quadrilatère.

438. Quatre coniques C, C', CG" sont circonscrites
à un quadrilatère ; de chaque poin t de la troisième C" on
mène une tangente à chacune des deux premières ; la
droite qui joint les deux points de contact a, a' rencontre
ces courbes en deux nouveaux points b, b', et la qua¬
trième C" en deux points : m étant Vun de ces points, on
a la relation

ma.mb ma'.nib1

En effet, soient D, D'les demi-diamètres de C et C', pa¬
rallèles à la transversale aba'b'. Puisque les deux couples
de points a, b' et le point m appartiennent à trois

pond qu'un point 6, et réciproquement; ce qui est le caractère des divisions
homographiquës. Quatre points, a ont donc le même rapport anliarmonique
que les quatre points correspondants 6, et conséquemme'nt, que les quatre
tangentes F6. Donc quatre coniques S ont le menie rapport anhariuo-
uique (-326) que les quatre coniques.S (325).
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coniques circonscrites à nu quadrilatère, on a

ma.rnb ma! .mb' ,,
_ =const. (387, I).

Mais on a aussi
ab a!b' ,,n,\
— = const. (431).
d2 d'2 v

Donc
ma.rnb ma' .mb'

Ce qu'il fallait prouver.

439. Si l'on suppose que la constante X soit donnée, et
qu'on ait à déterminer la conique C" ou C", on est conduit
aux deux théorèmes suivants, qui peuvent être considérés
comme les réciproques du premier.

Quand trois coniques C, C', C" sont circonscrites à
un quadrilatère, si l'on demande un point P, tel, que la
droite aa' quijoint les points de contact de deux tangentes
menées de ce point à C et à C', rencontre ces deux courbes
en deux autres points b, b', et la troisième conique C" en
un point m, satisfaisant ensemble à l'équation

ma.rnb ma' .mb'
ab a' b' '

dans laquelle X est une constante donnée : le lieu du
point P sera une conique passant par les quatre points
communs aux coniques proposées.

Car, si par un point satisfaisant à la question, on mène
une conique C" passant par les points d'intersection de C
et C', tous les autres points de cette courbe satisferont aussi
à la question, d'après le théorème (438).

Corollaire. — Supposant X = i, on donne au théorème
cet énoncé :

Quand trois coniques G, C, CJ" sont circonscrites à un
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quadrilatère, et. quion mène d'un point P les tangentes
Pa, Pa' à C et C'; puis la droite aa' qui joint les points de-
contactet rencontre ces courbes en deux nouveaux points
b, b', et C" en deux points m, m'; si l'on demande que
ces deux points divisent harmoniquement les deux cordes
ab, a'b' : le lieu du point P sera une conique passant par
les quatre points communs aux coniques proposées.

Car les deux points qui divisent barmoniquement les
deux segments ab, a'b' sont déterminés par l'équation

ma. a'b'. bm — — ma'. ab. b'm (G. S., 256)
ou

ma.mb ma'.mb'
ab a'b' ''

qui est un cas particulier de l'équation précédente.
440. Étant données trois coniques C, C, C" circon¬

scrites à un quadrilatère, et une constante 1, si l'on mène
de chaque point de C" une tangente à C et une tangente
à C', et que sur la droite aa',, qui joint les deux points de
contact a., a', et qui rencontre les deux mêmes coniques en
dhux autres points b, b', on prenne les quatre points m
déterminés par la relation

ma.mb ma'.mb'
- |-i .

ab ' a'b' ~ ~

le lieu de ces points sera Vensemble de deux coniques pas¬
sant parles quatre points communs aux proposées.

En effet, les deux points m déterminés sur une transver¬
sale avec le signe formeront une involution avec les
deux couples a, a , b' [G. S., 282), et par conséquent
appartiendront à une conique C" passant par les points
d'intersection des proposées (302). Pareillement les deux
points déterminés sur la même transversale avec le signe —

appartiendront à une autre conique CIY passant aussi par
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les quatre points d'intersection des proposées. Mais d'après
le théorème (438), toute autre droite déterminée comme
aa' rencontrera chacune de ces deux coniques en des points
qui satisferont à l'équation. Ce qui démontre la propo¬
sition.

Corollaire. — Si l'on suppose 1= i, l'énoncé précédent
se modifie comme il suit :

Étant données trois coniques C, C', C"'circonscrites à
un quadrilatère, si de chaque, /joint de C" on mène une
tangente à chacune des deux C, C', et que sur la droite
qui joint les deux points de contact a, a', et qui rencontre
C et G' en deux autres points b, b', on prenne les deux
points m, m' qui divisent harmoniquement les deux seg¬
ments aa', bb', et les deux points m,, m't qui divisent har¬
moniquement les deux-segments ab', ba' : le lieudes quatre
points m, m', m,, m', est Vensemble de deux coniques qui
passent par les points d'intersection des proposées.

En effet, il existe, comme ci-dessus (439, Coroll.), entre
les segments aa', bb' et ceux que forme le point m, la re¬
lation

ma .a'b'. bm — — ma'. ab. b'm,

ou

ma.mb ma'.mb'
ab 1 a'b' ==~~ï-

Pareillement, les points qui divisent harmoniquement
les deux segments ab', ba', donnent la relation

m^a.mj? m,a' .ni,b'
ab 'a'b'

Chacune de ces équations rentre dans l'équation générale
ma.mb ma'.mb'
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Donc le lieu des points m, m'; mu ml est l'ensemble de
deux coniques. ,c. q. f. p.

441. Étant données quatre coniques C, C, G", G"'
inscrites dans un quadrilatère, si une tangente roule sur G",
et que par deux des points où elle rencontre les coniques
C, C', on mène à ces courbes les tangentes A, A'; puis,
que par le point d'intersection de ces tangentes on mène
aux deux mêmes coniques les deux autres tangentes B,
B', et à la conique G'" une tangente M : on aura la re¬
lation

sin (M, A), sin (M, B) sin (M, A'), sin (M, B')
sin(A,B) ' sin (A', B') const a.

Ce théorème est le corrélatif du théorème (438) concer¬
nant quatre coniques circonscrites à un quadrilatère, ex¬
primé par la relation

ma.mb ma' .mb'
ab a'b' '

car celle-ci s'écrit

/ ma ba\ / mb a'b \

\ma''ba'J \mb'' a'b') ^ '

et sous cette forme, qui ne renferme que des rapports anhar-
moniques, elle donne immédiatement

T sin (M, A) _ sin(B, A) "1 T sin(M, B) _ sin(A', B)1 .

|_sin (M, A'): sin (B, A') J ' |_sîn (M, B') ' sin (A', B')J = '

ou

sin (M, A), (sin M, B) _ sin (M, A') .sin (M, B') ^

sin (A, B) ' sin (A', B')

Si l'on suppose que la constante soit donnée, on
20
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déterminera soit la conique G", soit G". Il en résulte lcts
deux théorèmes suivants, qu'on peut regarder comme les
réciproques du premier.

442. Lorsque trois coniques C, G', G'" inscrites dans un
quadrilatère, et une constante X sont données, si l'on mène
une droite L de manière que, A et A' étant les tangentes
en deux des points où elle rencontre les coniques C, C', et
B, B' les deux autres tangentes à ces courbes, quipaitenl
du point d'intersection des deux premières A, A', enfin M
une des tangentes de C" passant par le même point, on
ait toujours la relation

sin (M, A).sin (M, B) _ sin(M, A').sin(M, B') _

sin(A, B) ' sin ( A', B')

la droite L enveloppera une conique inscrite dans le qua¬
drilatère circonscrit aux proposées.

Corollaire. — Si X — i, le théorème prend cet énoncé :

Quand trois coniques C, C', G" sont inscrites dans un
quadrilatère, et qu'on mène une droite L, de manière que,
A et A' étant les tangentes en deux des points où cette
droite rencontre les coniques C, C', et M, M' les tangentes
de G", menées par le point d'intersection de A et A', ces
tangentes M, M' soient conjuguées par rapport à C et
à C' : l'enveloppe de la droite L sera une conique inscrite
dans le quadrilatère C C' C

443. Lorsque trois coniques C, G', C" inscrites dans un
quadrilatère, et une constante X sont données, si une
tangente roule sur C" et que, A étant la tangente en un
des points où cette droite rencontre la conique G, et A' la
tangente en un des points où elle rencontre G, on mène
par le point d'intersection de A et A! les deux autres tan¬
gentes B, B' aux deux coniques, et les quatre droites M,
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déterminées par Véquation

sin(M, A).sin(M, B) _ sin(M, A').sin (M, B')
sin(A, B) " sin(A', B') ^ "

ces droites M envelopperont deux coniques inscrites dans
le même quadrilatère que les proposées.

Corollaire. — Si 1 — i le théorème prend cet énoncé :

Lorsque trois coniques C, C', C" sont inscrites dans un

quadrilatère, si sur C" on fait rouler une tangente qui
rencontre C etC1, et que, A et A! étant les tangentes et ces
courbes en deux des points de rencontre, on mène par le
point de concours de ces tangentes les deux autres tan¬
gentes B, B' aux mêmes coniques, puis les deux droites
M, M' qui divisent harmoniquement les deux angles
(A, A'), (B, B') : l'enveloppe de ces droites sera l'ensem¬
ble de deux coniques inscrites dans le quadrilatère cir¬
conscrit aux proposées.

§ III. — Quatre coniques C, C', 2, H, dont 2 passe par
les points d'intersection des deux C, C', et H est inscrite
dans le quadrilatère C Ç7 j.

Lorsque trois coniques C, C', 2 circonsciites à un

quadrilatère, et une conique S inscrite dans le quadrila¬
tère circonscrit aux deux premières C, C', sont donnéesj si
une tangente roule sur H et rencontre C et C' en deux
couples de points a, b; a', b', et la conique 2 en deux
points m : on a toujours la relation

ma.mb ma'.mb'
— : 777— = const. = X.ab a b'

En effet, d'après le théorème (436), les tangentes à la co¬

nique C en ses points a, b rencontrent les tangentes à C' en
ses points a\ b\ en quatre points situés sur une conique C"

20.
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qui passe par les points d'intersection de C et C. Donc,
d'après le théorème (438), l'équation a lieu.

445. Le théorème (444) conduit aux deux suivants,
qui peuvent être considérés comme des réciproques de
celui-là.

Etant données trois coniques C, C', 2 circonscrites à
un quadrilatère, si l'on mène une droite, de manière que
l'on ait, entre les deux couples de points a, b ; a', b', dans
lesquels elle coupe les deux coniques C, C, et l'un de ses
points de rencontre m avec la conique 2, la relation

ma. mb
_ ma'. mb'

ab '' a'b' =A'
1 étant une constante : cette droite enveloppera une co¬

nique H inscrite dans le quadrilatère circonscrit aux deux
coniques C, C'.

En effet, une position de la droite détermine une co¬
nique H tangente à cette droite et inscrite dans le quadri-

; et toutes les tangentes à cette conique satîs-latère C C

font à la question, d'après le théorème
446. Quand trois coniques C, C', E sont inscrites dans

un quadrilatère, si l'on fait rouler sur S une tangente qui
rencontre C et C en deux couples de points a, h; a', b'; et
qu'on prenne sur cette droite les points m déterminés par
la relation

ma.mb ma'.mb'
ab ' a'b'

= \,

dans laquelle \ est une constante : ces points auront pour
lieu géométrique deux coniques passant par les points
d'intersection de C et C'.

ïl y a deux manières de placer les deux lettres a, b,
ainsi que a', b1, des coniques C et C', sur une tangente de E 5
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ce qui donne lieu aux quatre cas suivants : a, b, b'-,
a, b, b', a! j b, a, a', £'5 ù, a, 5', a'. Et quant à la direction
relative des segments ab, a'Z>', qui résulte de là, on voit
aisément que ces segments n'entrant dans l'équation propo¬
sée que par leur rapport, les quatre cas se réduisent à deux :
celui où les deux segments ont la même direction, et celui où
ils ont des directions différentes. Dans chacun de ces cas, les
deux points m déterminés par l'équation forment une invo-
lution avec les deux couples a, b 5 a', b' (G. S., 282). Dès
lors ces points appartiennent à une conique qui passe par
les points d'intersection de C et C' (302). D'après le théo¬
rème (444), toute tangente de H détermine sur cette coni¬
que deux points qui satisfont à l'équation proposée, et con-
séquemment à la question. Donc, etc.

Observation. —Si l'on donnait à X le signe —, avec la
même valeur numérique, les deux coniques déterminées
seraient les mômes qu'avec le signe +5 seulement la coni¬
que répondant au cas où les deux cordes ab, a'ù'ont la
même direction serait celle qui répondait primitivement au
cas où ces deux cordes sont de directions contraires.

447. Étant données trois coniques C, C', S inscrites
dans un quadrilatère, et une conique 2 qui passe par les
points d'intersection des deux premières C, C, si de chaque
point de celte conique on mène les couples de tan¬
gentes A, B; A', B' à C et C', et une tangente unique
M à S : on aura la relation

sin(M, A) .sin(M, B) _ sin(M, A').sin(M, B') .

sin(A, B) ' sin(A',B') A'
X étant une constante.

En effet, d'après le théorème (435), les droites qui join¬
dront les points de contact des tangentes A, B aux points
de contact des tangentes A', B' envelopperont une co-
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niqueC" inscrite dans le quadrilatère CC' . Donc, d'après
le théorème (441 ), l'équation a lieu.

448. Si dans ce théorème on suppose que la constante 1
soit donnée, on est conduit aux deux propositions sui¬
vantes.

Étant données trois coniques C, C', H inscrites dans un
quadrilatère, et une constante "X, si Von demande un point
tel, que les tangentes menées de ce point aux deux pre¬
mières coniques' étant K, B et A', B', et une des tangentes
menées à la troisième conique étant M, on ait toujours
la relation

sin(M, A).sin(M, B) _ sin(M, A').sin(M, B')
sin(A, B) * sin(A', B')

le lieu du point, demandé est une conique S qui passe par
les quatre points d'intersection des deux C, C.

En effet, si après qu'on a déterminé un point satisfai¬
sant à la question, on mène par ce point une conique 2
passant par les points d'intersection des deux C, C', tous
les points de cette conique satisferont aussi à la question,
d'après le théorème (447).

449. Lorsque trois coniques C, C', 2 circonscrites à un
quadrilatère, et une constante 1 sont données, si de cha¬
que point de 2 on mène deux couples de tangentes A, B
et A', B' à C et à C, et les deux couples de droites M
déterminées par Véquation

sin(M, A).sin(M, B) _ sin(M, A').sin(M, B') _

sin(A, B) * sin(A',B')
1:

l'enveloppe de ces droites M sera Vensemble de deux
coniques inscrites dans le quadrilatère circonscrit aux
deux C et. C.
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En effet, on peut mener par un point de la conique S
deux couples de droites M satisfaisant à la question, parce
qu'il y a deux manières différentes de placer les lettres
A, B, A', B' sur les tangentes de C et C'. Les droites M de
chaque couple forment involution avec les deux couples de
tangentes de C et C; conséquemment ou peut décrire deux
coniques tangentes, respectivement, aux deux couples de
droites, et inscrites dans le quadrilatère C C (315).
Ces deux coniques satisfont évidemment à la question, d'a¬
près le théorème (447).

§ IV. — Conséquences des théorèmes généraux.

450. Quand trois coniques C, C, S sont inscrites dans
un quadrilatère, si V onfait rouler sur Tune S une tan¬
gente qui rencontre C et C en deux couples de points a, b ;
a', b'; et qu'on prenne sur cette droite les quatre points m
dont deux diyisent harmoniquement les deux segments
aa', bb', et les deux autres les deux segments ab', ba' : le
lieu de ces quatre points sera Vensemble de deux coniques
passant par les quatre points d'intersection de C et C',
et dont les tangentes en ces points serotit tangentes à la
conique E.

En effet, m étant un des deux points qui divisent har¬
moniquement les segments aa', bb1, on a la relation

ma.ci'b'. bm — — ma' .ab .b' m ( G. S., 256)
ou

ma.mb ma'.mb'

ab

Et pareillement, désignant par m, un des points qui divisent
harmoniquement les deux segments ab', ba', on a la re¬
lation

m,a. b'a'. bm, =: — m,b',ab a' /«,,
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ou

De sorte que les deux points m et les deux m, sont déter¬
minés par l'équation

ma.mb
_ ma',mb'

ab ' a'b'

Donc le lieu des quatre points est l'ensemble de deux co¬
niques qui passent par les points d'intersection de C et C
(446).

Il reste à prouver que les tangentes menées de ces der¬
niers points à la conique H sont tangentes en ces points
aux deux coniques trouvées.

Soit a un des quatre points d'intersection de C et C'; une
des tangentes à E, menée par ce point, rencontre les deux
courbes C, C' en deux points coïncidents a, a', et en deux
autres points b, b' : les deux points m, qui divisent harmo-
niquement les deux segments aa', bb', et qui appartiennent
tous deux à une des deux coniques cherchées, sont l'un
en a et l'autre en un point w, déterminé par la rela¬

yé w b
tion — — —•

ab m b

Et les deux points inr qui divisent liarrnoniquement les
deux segments ab' et a'b, et qui appartiennent à l'autre
conique, sont tous deux en a \ c'est-à-dire que cetteconique
est tangente à la droite ab. Ce qu'il fallait prouver.

Corollaire I. — Si la conique S est une diagonale du
quadrilatère circonscrit à C etC' (317), le théorème prend
cet énoncé :

Si autour d'un sommet S du quadrilatère circonscrit à
deux coniques C, C', on fait, tourner une droite qui ren¬
contre ces courbes en deux couples de points a, b; a', b' ;
et qu'on prenne sur cette droite les deux points qui divisent

TRAITE DES SECTIONS CONIQUES.

m{a.mA b mta' ,mtb'
ab ' a'b'
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liavmoniquement les segments aa', bb', et les deux points
qui divisent de même les segments ab', ba' : les quatre
points ainsi déterminés ont pour lieu géométrique deux
coniques qui passent par les quatre points d'intersection
de C et de C', et dont les tangentes en ces points con¬
courent, quatre à quatre, au sommet S du quadrilatère
circonscrit, et au sommet opposé S'.

Ces deux coniques restent les mêmes, quel que soit
celui des deux sommets opposés S, S' autour duquel on
a fait tourner la transversale.

Corollaire II. — Supposant que C et C' soient des cer¬
cles, et S la droite limitée à leurs centres de similitude,
on obtient cet énoncé :

Siautour d1 un centre de similitude de deux cerclesC, G
on fait tourner une droite qui les rencontre en deux cou¬
ples de points a, b ; a', b', et qu'on prenne sur cette droite
les deux points qui divisent harmoniquement les seg¬
ments aa', bb', et les deux qui divisent harmonique¬
ment les segments ab', ba' : le lieu de ces quatre points
est. l'ensemble de deux cercles qui passent par les points
d'intersection des deux C, C; les centres de ces cercles
sont les centres de similitude de C et C'$ et les tangentes
de l'un d'eux, aux points d'intersection de Cet C', passent
par le centre de l'autre; conséquemment les deux cercles
se coupent à angles droits.

451. Lemme I. — Quand trois coniques C, C', 2 sont circon¬
scrites à un quadrilatère, et qu'une transversale les rencontre en
trois couples de points a, b ; a', b' et e, f; si les points e, f sont
conjugués harmoniques par rapport « a et a' : ils le seront aussi
par rapport à b et b'.

En effet, on a par hypothèse

ea fa
7f'~~Jdr
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Mais les trois coniques étant circonscrites à un même quadrila¬
tère, les trois couples de points a, b-, a', b' et e,/"sont en invo-
lution (302); ce qu'on exprime par l'équation

ea. eb fa .fb
ea'. eb! fa! .fb'

Cette équation, en vertu de la précédente, donne celle-ci :

eb_ fb_
eb' ~ fb' '

Les points e, f sont donc conjugués harmoniques par rapport
à b et b'. N c. q. f. p.

Pareillement :

Lemmf II. — Quand trois coniques C, C', E sont inscrites dans
un quadrilatère, et que d'un point on mène aux deux premières
les couples de tangentes A, B; A', B'; si les tangentes A, A' ap¬
partenant à C et à C, respectivement, sont conjuguées par rap¬
port à la troisième conique S : il en sera de même des deux
autres tangentes B, B'.

452. Étant, données trois coniques C, C, E circonscrites
à un quadrilatère, si V on prend sur les deux premières, res¬
pectivement, deux points a, a' qui soient conjugués par rap¬
port à la troisième : la droite aa' enveloppera une conique E
inscrite tout à la fois dans le quadrilatère C C , et. dans
le quadrilatèreformé par les tangentes à E en ses quatre
points communs avec ces deux coniques C, C.

En effet, soit une droite L satisfaisant à la condition
prescrite, c'est-à-dire, rencontrant les trois coniques en
trois couples dépeints a, b; a', b' et m, m' tels, que a et
a' divisent harmoniquement le segment mm'. Les deux
points b, //, d'après le premier des deux lemmes précédents,
divisent aussi harmoniquement le segment mm'. Consé-
quemment, m, m' sont les points doubles de l'involution
déterminée par les deux segments aa', bb' [G. $.,205) :
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il s'ensuit la relation

ma.a'b'.bm——ma'.ab.b'm (G. S., 192),
ou

ma.mb ma' .mb'
ab ' a'b' '

ce qui prouve, d'après le théorème (445), que la droite L en¬

veloppe une conique inscrite dans le quadrilatère
Il reste à prouver que chacune des tangentes de la conique

E, en ses quatre points communs avec les deux courbes C, C',
est une droite satisfaisant à la question. Effectivement, soit
a un de ces points ; la tangente de E en ce point rencontre
C en b, et C' en deux points dont un coïncide avec ap¬
pelons-le b', l'autre sera a'. Les deux points m, m' coïn¬
cident aussi avec a, puisque la droite est, par hypothèse,
tangente à la conique E. On peut donc dire que les deux
points m, m' divisent harmoniquement le segment aa',
aussi bien que le segment b'b. Ainsi la tangente satisfait à
la question, et conséquemment la conique S la touche en

quelque point, comme l'indique l'énoncé du théorème.
Corollaire I. — Quand trois coniques C, C, S passent

par quatre points, les tangentes de l'une S en ces points,
et les tangentes communes aux deux autres C, C, sont
huit droites tangentes à une même conique H.

Le théorème (452), qui implique ce corollaire, exprime
une propriété de cette conique S.

Corollaire II. —Si la conique S est l'ensemble des deux
axes de symptose des coniques G, C' (327), le théorème
prend cet énoncé :

Étant données deux coniques C, C', si par le point de
concours de leurs axes de symptose, on mène deux droites
conjuguées harmoniques par rapport à ces axes, lesquelles
rencontreront les deux coniques C, C respectivement

CC' .
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en deux couples de points : les droites qui joindront les
points de l'une aux points de l'autre envelopperont une

conique inscrite dans le quadrilatère (] ÇJ et tangente
aux deux axes de symptose.

On reconnaît immédiatement qu'on peut inscrire dans
le quadrilatère circonscrit à deux coniques C, C, une troi¬
sième conique tangente à leurs axes de symptose. Car les
tangentes menées aux deux coniques, par le point de ren¬
contre de ces axes, ont leur point de contact sur la polaire
de ce point, et conséquemment forment avec ces axes une
involution (300). Ce qui prouve, en vertu de (315), que

ilC Cparmi les coniques inscrites dans le quadrilatère
en est une qui touche à la fois les deux axes de symptose.

La proposition actuelle exprime une propriété de celte
conique.

Corollaire III. — Si les deux coniques C, C' sont ho-
mothétiques, elles n'ont qu'un axe de symptose L déter¬
miné, l'autre étant à l'infini; deux droites conjuguées har¬
moniques par rapport aux deux axes sont parallèles à L,
et de part et d'autre à égale distance; de sorte que deux
points a, a', dans lesquels les deux parallèles rencontrent
les deux coniques, sont à égale distance de l'axe L, La
droite aa' coupe les deux coniques en deux autres points
b, b\ qui sont aussi à égale distance de L, parce que les
deux couples a, a' et &, b' déterminent une involution (300),
dont le point central est sur L (G. S., 197). Il s'ensuit que
les deux cordes ab: a'b1 des coniques sont égales. Et réci¬
proquement, si l'on mène une transversale sur laquelle
les deux coniques interceptent deux cordes égales ab, a' b',
les extrémités de la première et celles de la seconde sont,
deux à deux respectivement, à la même distance de la
droite L (G. S., 195). Par conséquent, le corollaire précé¬
dent reçoit cet énoncé :
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Quand deux coniques sont homothéliques, si Fon mène

des transversales, sur chacune desquelles les deux coniques
interceptent des cordes égales : ces droites enveloppent
une parabole inscrite dans le quadrilatère circonscrit aux
deux coniques, et tangente à leur axe de symptose.

Corollaire IV. —Si les deux coniques C, C, dans le
théorème (-452), sont des cercles qui ne se rencontrent pas,
il existe sur leur diamètre commun deux points e, f dont
chacun a la même polaire dans les deux cercles (G. S., 759) ;
chacun de ces points peut être considéré comme un cercle
infiniment petit qui passe par les points d'intersection de
C et C'. Prenant un de ces points pour 2, et observant que
deux points conjugués par rapport à un cercle infiniment
petit sont situés sur deux diamètres rectangulaires, on en
conclut ce théorème :

Étant donnés deux cercles C, C' qui ne se rencontrent
pas, si autour d'un des deux points dont chacun a la
inême polaire dans les deux cercles, on fait, tourner les
deux côtés d'un angle droit, et qu'on joigne par des
droites les points où chaque côté rencontre le cercle C,
aux points où l'autre côté rencontre le cercle C : ces

droites (au nombre de huit ) sont toujours tangentes à une
même conique, inscrite dans le quadrilatère circonscrit aux
deux cercles; et cette conique a l'un de ses foyers au point
autour duquel tourne l'angle droit.

Par suite, en vertu du théorème (436) : Les tangentes à
l'un des cercles en ses points situés sur les côtés de l'an¬
gle droit, coupent les tangentes menées au second cercle,
par ses points situés sur les mêmes côtés, en huit points
toujours situés sur un même cercle qui passe par les points
d'intersection (imaginaires) des deux cercles proposés.

453. Si l'on suppose dans le théorème (452) que les deux
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coniques C, C' s'approchent indéfiniment et se confondent,
le théorème prend cet énoncé :

Étant données deux coniques C, 2, si l'on mène des
droites dont chacune les rencontre en deux couples de
points en rapport harmonique : ces droites enveloppent
une conique qui est inscrite dans les deux quadrilatères

formés par les tangentes aux deux coniques en leurs
quatre points d'intersection.

On a vu (429, Coroll. IV) que quand deux coniques se
coupent en quatre points, leurs tangentes en ces points
sont huit droites tangentes à une même conique. Le théo¬
rème actuel exprime une propriété de cette conique, savoir :
que chacune de ses tangentes rencontre les deux coniques
proposées en quatre points qui sont en rapport harmo¬
nique.

Remarque. — Si l'on suppose que 2 soit l'ensemble de
deux droites, on retrouve le théorème déjà démontré di¬
rectement (211).

Corollaire I. — Si les deux coniques sont des cercles,
les tangentes en leurs deux points communs imaginaires
situés à l'infini (374) sont les asymptotes des deux cercles,
et puisqu'elles sont tangentes à la conique trouvée, on en
conclut que cette conique a pour foyers les centres des deux
cercles (292). Donc:

Étant donnés deux cercles, les droites dont chacune
les rencontre en deux couples de points en rapport har¬
monique enveloppent une conique, qui a pour foyers les
centres des deux cercles, et qui est inscrite dans le quadri¬
latèreformé par les tangentes aux deux cercles en leurs
points d'intersection.

Corollaire II. — On conclut de là que :
Si des centres de deux cercles on abaisse des perpendi¬

culaires sur les tangentes de chaque cercle, menées par
leurs points d'intersection, les pieds de ces perpendicu-
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laires et les deux points d'intersection sont six points
situés sur un même cercle (285).

454. Le théorème (452) donne encore lieu au suivant,
en vertu de (436) :

Quand trois coniques C, Cf, 2 sont circonscrites à un
quadrilatère, si sur C et G on prend deux points a, a' con¬
jugués par rapport à 2, les tangentes en ces points ont
leur point de concours sur une conique qui passe par les
quatre sommets du quadrilatère.

§ V. — Théorèmes corrélatifs.
455. Au théorème (450) correspond celui-ci :
Quand trois coniques C, C', 2 sont circonscrites à

un quadrilatère, si de chaque point de 2 on mène les
couples de tangentes A, B et A', B', à G et C', et les qua¬
tre droites, dont deux divisent liarmoniquement. les deux
angles (A, A'), (B, B'); et les deux autres les deux an¬
gles (A, B'), (B, A') : ces droites envelopperont deux co¬

niques inscrites dans le quadrilatère C C' , et, dont les
points de contact avec les côtés de ce quadrilatère seront
sur la conique 2.

Corollaire. — Si l'on prend pour la conique 2 deux
cordes communes aux deux coniques C, C', le théorème
s'énoncera ainsi :

Étant données deux coniques C, C', dont deux cordes
communes conjuguées sont L, L', si de chaque point de
l'une quelcotique de ces droites on mène les couples de
tangentes A, B ; A', B' aux deux courbes, et quatre droites
dont deux divisent harmonîquement les angles (A, A')
(B, B'), et les deux autres les angles (A, B'), (B, A') :
ces quatre droites enveloppent deux coniques inscrites
dans le quadrilatère C C' , et qui touchent les côtés de

\
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ce quadrilatère aux points ou les deux cordes L, L' ren¬
contrent ces côtés.

456. Supposant 1 — x dans le théorème (448), on en
conclut cet énoncé, corrélatif de (452) :

Quand trois coniques C, C', E sont inscrites dans un
quadrilatère, si Von mène à C et à C deux tangentes A,
A' qui soient conjuguées par rapport à E : le lieu du
point de rencontre de ces deux tangentes est une conique
2 qui passe par les quatre points d'intersection des deux
courbes C, C' et par les quatre points où la conique E
touche les côtés du quadrilatère C C'

Corollaire I. — Quand trois coniques sont inscrites
dans un quadrilatère, les quatre points d'intersection de
deux d'entre elles, et les quatre points dans lesquels la
troisième touche les côtés du quadrilatère, sont huit points
appartenant à une même conique.

Le théorème (456), d'où résulte ce corollaire, exprime
une propriété de cette conique.

Corollaire II. — Si la conique E (456) est la droite li¬
mitée à deux ombilics conjugués de C et C, la conique 2
passe par ces points, et le théorème prend cet énoncé :

Étant données deux coniques, si l'on demande un
point tel, que deux tangentes A, A' menées de ce point
aux deux courbes soient conjuguées harmoniques par

l'apport aux droites menées du mémo point à deux om¬
bilics conjugués des deux coniques : le lieu de ce point est
une conique qui passe par les quatre points d'intersec¬
tion des deux proposées et par les deux ombilics.

On savait (365, Coroll.) que par les quatre points d'in¬
tersection de deux coniques et deux ombilics conjugués,
passe une conique. Le théorème actuel exprime une pro¬
priété de cette courbe.

Corollaire III. — Si les deux coniques sont des cercles,
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et qu'on prenne leurs centres de similitude pour les deux
ombilics, la conique 2 sera un cercle passant par ces points.
Donc :

Si sur la droite qui joint les centres de similitude de
deux cercles, prise pour diamètre, on décrit un troi¬
sième cercle : ce cercle passe par les points d'intersection
des deux proposés ,• et deux tangentes menées de chacun
de ses points à ces deux cercles, respectivement, divisent
en rapport harmonique le segment compris entre les deux
centres de similitude.

Corollaire IV. —Il résulte de cette propriété des deux
tangentes, qu'elles sont également inclinées sur la droite
menée du même point à l'un des deux centres de simili¬
tude (G. S., 81). Il en est de même des deux autres tan¬
gentes menées du même point. On en conclut que les
angles formés chacun par les deux tangentes d'un cercle
sont égaux. Doue :

Étant donnés deux cercles : le lieu d'un point d'où, on
les voit sous deux angles égaux, est un troisième cercle
qui passe par leurs points d'intersection et par leurs cen¬
tres de similitude.

457. Lorsque dans le théorème (456) on suppose que les
deux coniques C, C diffèrent infiniment peu l'une de l'autre,
et à la limite se confondent, on est conduit à cet énoncé :

Étant données deux coniques C,E, si l'on demande un

point tel, que les deux couples de tangentes menées aux
coniques, par ce point, forment unfaisceau harmonique :
le lieu de ce point est une conique qui passe par les huit
points où C et E touchent les quatre côtés du quadrilatère
qui leur est circonscrit (*).

(?") M. Salmon, dans son excellent Traité des Sections' coniques (4e édi¬
tion, page 291), est parvenu à une équation fort simple du lieu cherché.

2 1
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On a déjà vu (415, Coroll. IV) que quand deux coniques

sont inscrites dans un quadrilatère, les huit points de con¬
tact des quatre côtés du quadrilatère sont sur une même
conique. Le théorème actuel fait connaître une propriété
de cette conique.

Remarque. — Si la conique H est une droite limitée à
deux points, on retrouve le théorème (212).

458. Le théorème (456) donne lieu au suivant, eu vertu
du théorème (435) :

Quand trois coniques C, C, H sont inscrites dans un

quadrilatère, si Von mène aux deux premières deux
tangentes A, A' conjuguées par rapport à la troisième : la
droite qui joint les points de contact enveloppe une co¬
nique inscrite dans le même quadrilatère que les propo¬
sées.

Résumé.

459. Les propositions de ce chapitre XVIII se rappor¬
tent à des systèmes très-variés de sections coniques. Pour
qu'on en voie mieux les caractères distinctifs, nous en pré¬
senterons un bref résumé.

On considère :

Quatre coniques circonscrites à un quadrilatère : 438.
Quatre coniques inscrites dans un quadrilatère : 441.
Quatre coniques C, C', 2, H dont 2 passe par les points

d'intersection de G et C', et H est inscrite dans le quadri¬
latère ^ : 444, 447.

Trois coniques circonscrites à un quadrilatère : 431,
432, 435, 437, 439, 439 Coroll., 440, 440 Coroll., 445,
449, 451 Lemme 1, 452, 452 Coroll. I, 454, 455.

Trois coniques inscrites dans un quadrilatère : 433, 434,
436, 437, 442, 442 Coroll., 443, 443 Coroll., 446, 448,
450, 451 Lemme II, 456, 456 Coroll. 1, 458.

SCD LYON 1



CH. XVIII.—CONSÉQ. DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 3a3
Deux coniques quelconques : 431 Coroll., 431 Récipr.,

433 Coroll., 433 Récipr., 435 Rem., 450 Coroll. I,
452 Coroll. II, 453, 455 Coroll., 456 Coroll. Il, 457.

Deux coniques homoihétiques : 452 Coroll. III.
Deux cercles : 450 Coroll, II, 452 Coroll. IV, 453 Co¬

roll. I et II, 456 Coroll III et IV.
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CHAPITRE XIX.

CONIQUES AYANT UN DOUBLE CONTACT.

SI-
460. Rappelons quelques notions qui vont avoir des ap¬

plications fréquentes.
i° On dit que deux coniques ont un double contact, réel

ou imaginaire, ou bien, qu'elles sont inscrites l'une à
l'autre, lorsqu'elles ont deux points de contact, ces points
pouvant être imaginaires (343, Coroll.).

La droite sur laquelle sont ces deux points s'appelle corde
de contact,• et son pôle, qui est le même dans les deux co¬

niques, pôle de contact.
2° Quand deux coniques ont un double contact, les tan¬

gentes aux points de contact représentent une conique ayant
avec ces courbes un double contact.

3° La corde de contact représente aussi une conique ayant
un double contact avec les proposées. Cette conique est infi¬
niment aplatie et a pour sommets les deux points de contact.

4° Enfin, le pôle de contact représente aussi une co¬

nique, infiniment petite, ayant un double contact avec les
proposées (370, 2°).

461. Quand deux coniques ont un double contact,
les polaires d'un point quelconque Q se 'coupent sur la
corde de contact.

Car ces polaires se coupent sur celle du point Q relative
au système de deux cordes communes aux deux coniques
(308). Que l'on prenne pour ces ccfifdes communes celles
qui se confondent aveç|la corde de cpjntact (370, i°), la
pôliiire se confondrai aussi avec celte corde. Donc, etc.

îïSff
B*

1 '-'"SCSttv'
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Corollaire.— Quand deux points sont conjugués par

rapport à deux coniques qui ont un double contact, l'un
d'eux est toujours situé sur la corde de contact.

Car il est à l'intersection des polaires de l'autre (103).
462. Lorsque deux coniques ont un double contact,

les pôles d'une droite quelconque sont en ligne droite
arec le pôle de contact..

Le pôle de contact des deux coniques proposées est une

conique infiniment petite inscrite dans le quadrilatère cir¬
conscrit aux deux coilrbes (370, 2°). Les pôles d'une droite
relatifs à cette conique et aux deux proposées sont en ligne
droite (323). Mais le pôle relatif à la conique infiniment
petite est le point qui représente cette conique. Donc, etc.

Corollaire. — Quand deux droites sont conjuguées
par rapport à deux coniques qui ont un double contact,
l'une d'elles passe nécessairement par le pôle de contact.

463. Quand deux coniques ont un double contact, tout
point de la corde de contact a la même polaire dans les
deux courbes.

Car, dans chacune des coniques, la polaire d'un point G
de la corde de contact passe par le pôle de contact, et par
le point G' qui avec G divise harmoniquement la corde de
contact (99, 4°)- Cette polaire est donc la même dans
les deux courbes.

Réciproquement : Quand deux coniques ont un dou¬
ble contact., toute droite menée par le pôle de contact a
le môme pôle dans les deux courbes, lequel est situé sur
la corde de contact.

464. Lorsque deux coniques ont un double contact, si
par les deux points de contact on fait passer une troi¬
sième conique quelconque, les cordes qu'elle intercepte
dans les deux courbes concourent en un point de la corde
de contact.
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Car les trois coniques ont une corde commune qui est la

corde de contact; et elles ont, deux à deux, trois autres
cordes communes qui passent par un même point (380). Or
une de ces trois cordes, celle qui appartient aux deux pre¬
mières coniques, est la corde de contact. Donc, etc.

Corollaires. I. — Quand deux coniques ont un double
contact, tout angle dont les cotés passent par les deux
points de contact, intercepte dans les deux courbes deux
cordes qui concourent en un point de la corde de contact.

II. — Si les coniques sont deux hyperboles ayant les
mêmes asymptotes, on dira :

Lorsque deux hyperboles ont les mêmes asymptotes, tout
angle dont les côtés sont parallèles aux asymptotes inter¬
cepte dans les courbes deux cordes parallèles.

III. — Ce théorème s'applique à une hyperbole et à ses
asymptotes considérées comme représentant une seconde
hyperbole. Donc :

Deux droites parallèles aux asymptotes d'une hyper¬
bole interceptent dans la courbe et entre les asymptotes
deux cordes parallèles.

Ainsi, aal, bb' (fig. 129) étant des parallèles aux asymp¬
totes d'une hyperbole, menées par deux points a, b de la
courbe, le théorème exprime que les deux cordes ab, a'b'
sont parallèles.

Démonstration directe. Les deux points a, b étant sur

l'hyperbole, on a l'égalité
Oa'.OS=bb'.Ob', ou % = ~ (35),

qui devient, dans le parallélogramme a'Ob'O' formé par
les asymptotes et leurs parallèles,

O'b' 0 'a'
bb' aa'

Cette proportion prouve que les deux cordes ab, a'b' sont
parallèles.
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465. O11 aperçoit immédiatement que ce théorème four¬

nit une solution du problème suivant :
Inscrire dans un angle donné une corde de longueur

donnée, qui passe par un point donné.
Soient SL, SL' les deux côtés de l'angle (même Jig.), et a'

le point donné. Par ce point on mène à ces côtés des paral¬
lèles qui forment le parallélogramme a'OS a-, et l'on dé¬
crit une hyperbole ayant pour asymptotes les deux droites
O a', OL', et passant par le point a. Puis, on prend dans
cette courbe, à partir du point a, une corde ab de la lon¬
gueur donnée 5 et par son extrémité b on mène, parallèle¬
ment à SL, une droite bb' qui coupe SL' en b'. La droite
a'b1 satisfait à la question.

Car cette droite est parallèle à ab (464, III) ; par consé¬
quent la partie b' c' comprise entre les parallèles bb\ a S
est égale à ab, comme on se l'était proposé.

À partir du point a on peut placer, en général, dans
l'hyperbole, quatre cordes d'une longueur donnée ; le pro¬
blème admet donc quatre solutions, dont deux évidemment
seront toujours réelles, et les deux autres pourront être
imaginaires (*).

466. Quand deux coniques ont un double contact, si
dans l'angleformé parles tangentes aux pointsde contact,
on inscrit une troisième conique, les deux points de con¬
cours respectifs des deux autres couples de tangentes com¬
mîmes à cette courbe et à chacune des deux premières,
sont en ligne droite avec le pôle de contact de celles-ci.

( * ) Le problème se résout aussi, comme on sait, par la conchoïde de Nico-
mède. La solution au moyen de l'hyperbole a été donnée par Pappus dans
ses Collections mathématiques (liv. IV, proposition 3.1 ). Ce géomètre parle
d'une hyperbole équilatère, parce qu'il applique la construction au problème
de la trisection de l'angle, où les deux droites entre lesquelles on inscrit
une corde de longueur donnée, sont rectangulaires. Mais sa construction
est générale.
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. Ce théorème, qui est le corrélatif de (464), se démontre
par des considérations analogues.

Corollaire. — On peut prendre pour la troisième co¬
nique une droite limitée à deux points situés sur les deux
tangentes communes aux proposées.

467. Quand une corde commune à deux coniques a le
même pôle dans les deux courbes, ces coniques ont un
double contact sur cette droite.

En effet, les droites menées de ce pôle aux deux points
des deux coniques situés sur la corde commune sont tan¬
gentes à ces courbes en ces points; dès lors les deux coni¬
ques sont tangentes entre elles en ces mêmes points.

468. Quand le point de concours de deux tangentes
(réelles ou imaginaires) communes à deux coniques, a la
même polaire dans les deux courbes, ces coniques ont un
double contact sur cette polaire.

En effet, les points d'intersection des deux tangentes
communes et de la polaire sont les points où chacune des
coniques touche les tangentes. Par conséquent les deux coni¬
ques sont tangentes entre elles en ces deux points.

§ II.
469. Quand deux coniques C,C' (fig. i3o) ont. un dou¬

ble contact (réel ou imaginaire) sur une droite ef, si par
deux points m, m' de C' on mène à cette courbe des tan¬
gentes, qui rencontrent C en deux couples de points a, b
et a', h' :

i° Deux cordes aa', bb' passent par le point de ren¬
contre des deux droites ef, mm' ;

2° Les deux autres cordes ab', ba' coupent mm' en deux
points n, n', par lesquels on peut mener une conique tan¬
gente à ces droites, et ayant, un double contact avec les
deux coniques proposées en leurs points de contact e, f.
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En effet, les deux tangentes ab, a! l>' représentent une

conique ayant un double contact avec C' sur la droite mm!.
Par conséquent, deux cordes communes à cette conique et
à C, telles que aa' et bb', passent par le point de rencontre
des deux cordes de contact ef et mm' (415, Coroll. / ). Ce
qui démontre la première partie du théorème.

La seconde partie est une conséquence immédiate du
théorème (410, Coroll. II).

470. Quandcleuxcotiiques C,C(Jîg.ï'ôi) ontundouble
contact, si de deux points m, ta! de G on mène à C des tan¬
gentes quiforment le quadrilatère circonscrit abcd :

i° Une diagonale ac de ce quadrilatère passe par le
pôle de contact P des deux coniques et par le pôle Q
de mm ', relatif à G ;

20 On peut mener par les sommets b, d du quadrda-
tère une conique ayant un double contact avec les deux
proposées en leurs points de contact, et dont les tangentes
en b ef d passeront par le point Q.

En effet, la conique C et la conique représentée par la
corde mm' (460, 3°) ont chacune un double contact avec C'.
Donc deux points de concours de leurs tangentes communes,
tels que les sommets à, c du quadrilatère abcd, sont situés
sur la droite qui joint les deux pôles de contact P, Q (429,
Coroll. I) ; ce qui démontre la première partie du théorème.
La deuxième partie est une conséquence immédiate du
théorème (423, Coroll.).

Remarque. — Ce théorème est le corrélatif du précédent.
471. Quand deux coniques ( fig. 13 2 ) ont un double

contact, si par le pôle de contact S on mène une trans¬
versale qui rencontre la première en deux points a, b, et
la seconde en deux points dont a' s'oit l'un; on a tou-
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jours Véquation
Sa a' a i

011 T'Su a b A

1 étant une constante.

C'est-à-dire que a' et b' étant les deux points de la
deuxième conique, situés sur la transversale, on a pour
l'un, a',

Sa a' a

Sb ' Vb ~ '

et pour l'autre, b',
Sa b'a i

Sb '' Vb ~ V

Démontrons d'abord que pour chaque transversale on
a l'égalité

Sa a'a
_ /Sa b'aX

s!'Vb~ 1 : \sVVby
ou

/Sa\2 a'a.b'a

VsïJ ~ a'.b.b'b'
En effet, les deux coniques sont circonscrites à un qua¬

drilatère dont deux côtés opposés coïncident avec la corde
de contact II', et les deux autres sont les tangentes en I
et I'. Le point S est donc le point de concours de ces deux
côtés, et conséquemment ce point est un des points doubles
de l'involutioii déterminée par les deux segments ab,
a'b' (300). Dès lors on a l'équation

2

aS aa' .ab'

j^=b7jjb'-
Maintenant, soit menée par le point S une seconde trans¬

versale qui rencontre les deux coniques en A, B et A', B'.
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Ces deux courbes sont homologiques ; le point S étant le
centre d'homologie, et la corde de contact II' l'axe d'homo-
logie (363) : les points A, a correspondent aux points A', a! ;
de sorte que les cordes Art, A'a' se coupent sur II'. Mais
les droites A a et Bè se coupent aussi sur II' (98, i°).
Donc les trois' qordes A a, B&, A' a' concourent en un même
point de II'; et conséquemment les rapports anharmoni-
ques des deux systèmes de quatre points S, a, b, a' et
S, A, B, A' sont égaux. Ainsi

Sa a'a SA
_ A'A

Sb "Zï ~~SB : Â7!}'
ou

Sa a' a
r—r C —r-r — COIlSt. C. Q. F. D.S 6 a b

Corollaire. — Si autour cVun point S on fait tourner
une transversale qui rencontre une conique en deux
points a, b, et qu'on prenne sur cette droite les deux
points m déterminés par l'équation

S a ma

S b mb '

A étant un coefficient constant : le lieu de ces points
est une conique ayant avec la proposée un double contact
sur la polaire du point S.

L'équation détermine deux points, parce qu'il y a deux
manières de placer les lettres a et b aux points d'intersec¬
tion de la conique et de la transversale, et que le point m
est dilïérent dans les deux cas.

Remarques. I. — On peut donner au théorème un autre
énoncé, et dire que l'on prend sur chaque transversale
deux points m, m' dont l'un fait un rapport anliarmo-
nique donné A avec les trois points S, n, b, et l'autre avec
les trois mêmes points pris dans l'ordre S, b, a.
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II* — Si au lieu de 1 on prend -p la conique construite
reste la même.

472. Quand deux coniques ont un double contact, si
de chaque point m de la corde de contact L on mène
deux tangentes A, B à l'une, et une tange&te A' à l'au¬
tre, on a la relation

sin (L, A) _ sin (A', A) i
sin (L, B) ' sin (A', B) °U '

1 étant une constante.

Ce théorème est le corrélatif du précédent.
Corollaire. — Si par chaque point d'une droite L on

mène à une conique deux tangentes À, B. puis les deux
droites M déterminées par l'équation

sinfL, A) sin (M, A)
.

T ' : . ' = const = 1 ;
sm(L, B) sin (M, B)

ces droites enveloppent une conique qui a un double
contact avec la proposée, sur la droite L.

Il existe deux droites M, parce qu'il y a deux manières
de placer les lettres A, B sur les deux tangentes menées à la
conique de chaque point de L.

§ III .

473. Les cordes qui joignent deux à deux les points
homologues de deux divisions homographiques sur une

conique C, enveloppent une conique qui a un double con¬
tact avec la proposée ; les points de contact sont les points
doubles des deux divisions.

Soient a, a' et b, b' (Jîg. i33) deux couples de points
homologues des deux divisions, et e, f les deux points dou¬
bles (225). Il existe une conique C' tangente à C en e etjf,
et tangente à la droite aa'. Nous allons prouver que cette
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conique G est tangente à la droite bb'. En effet, concevons

qu'on mène à cette conique par le point b une tangente qui
rencontre la conique C en un point bles deux droites ba.'
et ab" se couperont sur la droite de contact e/ (469, i°).
Mais les deux droites ba' et ab' se coupent aussi sur la
droite ef (234). Donc la tangente bbn coïncide avec bb'.
Donc la conique tangente à la corde aa' est aussi tangente
à toute autre corde bb', cc', etc. c. q. f. d.

Réciproquement : Lorsque deux coniques C, C' ont un
double contact, si une corde aa' de C roule sur C, ses ex¬
trémités a, a' forment deux divisions homographiques qui
ont pour points doubles les points de contact des deux
coniques.

Cette réciproque est évidente.
Corollaire. — Si deux faisceaux homographiques

ont pour centres deux points, ou le même point d'une
conique, les cordes que les couples de rayons homologues
interceptent dans la courbe enveloppent une autre coni¬
que, qui a un double contact avec la proposée.

En effet, les rayons des deux faisceaux coupent la conique
en des points qui forment deux divisions bomograpbi-
ques(228).

474. Si un angle de grandeur donnée tourne autour
de son sommet situé sur une conique, les cordes que cet
angle intercepte dans la courbe enveloppent une conique
qui a un double contact avec la proposée.

Les deux'points de contact (imaginaires) sont toujours
les mêmes, quelle que soit la grandeur de Vangle.

En effet, les deux côtés de l'angle forment deux faisceaux
homographiques qui ont toujours les mêmes rayons dou¬
bles, quelle que soit la grandeur de l'angle [G. S., 481).
Donc ces côtés rencontrent la conique en des points for¬
mant deux divisions bomograpbiques qui ont les mêmes
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points doubles (225), quelle quesoit la grandeur de l'angle.
D'où résultent, en vertu du théorème précédent, les deux
parties du théorème énoncé.

Remarque. —La conique enveloppe des cordes intercep¬
tées par les côtés de l'angle, varie avec la grandeur de cet
angle. Quand il est droit, on sait que les cordes interceptées
passent toutes par un même point (140, I). Ce point repré¬
sente une conique infiniment petite qui a un double contact
avec la proposée sur la même droite que les autres coni¬
ques. Ce point est donc le pôle de la droite (460, 4°)-

475. Quand deux divisions hornographiques sontfor¬
mées sur une conique, les tangentes aux points homologues
se coupent sur ujie autre conique qui a un double contact
avec la première ; les points de contact sont les points
doubles des deux divisions.

Proposition corrélative de (473).
Réciproquement : Quand deux coniques ont un double-

contact, si le sommet d'un angle circonscrit à l'une glisse
sur Vautre, les points de contact des deux côtés de Vangle
forment deux divisions homographiques qui ont pour
points doubles les points de contact des deux coniques.

Corollaire. —Si l'on a sur deux tangentesfixes d'une
conique, ou sur une seule tangente, deux divisions homo-
graphiques, les tangentes menées par chaque couple de
points homologues des deux divisions, se coupent sur une

conique qui a un double contact avec la proposée.
En effet, les points de contact de ces deux séries de tan¬

gentes forment sur la conique deux divisions homogra-
phiques (Récipr. de 237 et 238).

476. Quand deux coniques C, C' (fig. i34) ont un
double contact, si le sommet a d'un angle circonscrit à C'
glisse sur C, les points d'intersection m, m' des côtés de
cet angle et de la conique C, forment deux divisions homo-

SCD LYON 1



CH. XIX. — CONIQUES AYANT UN DOUBLE CONTACT. 335

graphiques, qui ont pour points doubles les deux points
de contact de C et C'.

La corde mm' enveloppe une troisième conique qui a
un double contact avec les proposées en leurs deux points
de contact.

En effet, les deux points a, m forment deux divisions
homograpliiques qui ont pourpoints doubles les deux points
de contact e, fdes deux coniques C, C' (473, Récipr.). Il
en est de même des deux points a et m'. Donc les divisions
formées par les deux points m, m' sont homograpliiques et
ont pour points doubles les deux points e,f. Et par suite la
corde mm' enveloppe une conique ayant un double contact
avec la proposée en ces points (473). c. q. f. d.

477. Quand deux coniques C, C' ont un double con¬
tact, si le sommet d'un angle circonscrit à C' glisse sur C,
les traces des côtés de l'angle sur la corde de contact des
deux coniques, forment deux divisions homograpliiques,
dont les points doubles sont les deux points de contact des
coniques.

En effet, les points de contact des deux côtés de l'angle for¬
ment sur C deux divisions homograpliiques (475, Récipr.).
Donc, d'après (235), etc.

Corollaire. — Deux coniques concentriques et homo-
thétiques ont un double contact à l'infini (376). Donc :

Quand deux coniques C, C sont homothétiques et con¬
centriques, si le sommet d'un angle circonscrit à C' glisse
sur C, des parallèles aux côtés de cet angle menées par
un point fixe forment deux faisceaux homograpliiques
dont les rayons doubles sont parallèles aux asymptotes
communes aux deux coniques.

478. Quand deux coniques C, C' ont un double con¬
tact, si le sommet d'un angle circonscrit à C' glisse sur C,
les côtés de cet angle rencontrent une tangentefixe de C'
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en deux points qui forment deux divisions homographi¬
ques, dont les points doubles sont les points de section de
la tangentefixe par les tangentes aux deux coniques en
leurs points de contact.

En effet, les points de contact des deux côtés de l'angle
mobile forment sur C' deux divisions homograplnques dont
les points doubles sont les points de contact des deux coni¬
ques (475, Récipr.). Donc ces côtés rencontrent une tan¬
gente fixe de C' en deux points qui forment deux divisions
liomographiques dont les points doubles sont sur les tan¬
gentes aux deux coniques en leurs points de contact (237).

c. Q. F. D.

Corollaires. I. —Quand deux coniques C, C sont ho-
mothétiques et concentriques, si le sommet d'un angle
circonscrit à C glisse sur C, les côtés de cet angle ren¬
contrent une tangente fixe de C 'en des points qui for¬
ment deux divisions liomographiques dont les points
doubles sont les points où les asymptotes (réelles ou ima¬
ginaires), communes aux deux coniques, coupent cette
tangente fixe.

II. — Si les deux coniques sont des cercles, on en con¬
clut que :

Quand deux cercles C, C' sont concentriques, si de
chaque point de C on mène à C' deux tangentes qui ren¬
contreront une autre tangente fixe, en deux points : les
rayons menés du centre à ces points feront entre eux un
angle de grandeur constante (G. S., 651).

479. Quand deux coniques C, C' ont un double con¬
tact, si une tangente roule sur C, et que par les points où
elle rencontre C on mène deux nouvelles tangentes à la
conique C : les points de contact forment deux divisions
liomographiques ;

Et le point de concours des deux tangentes décrit une

SCD LYON 1



CH. XIX.—CONIQUES INSCRITES A DEUX CONIQUES. 337
troisième conique qui a un double contact avec les propo¬
sées en leurs deux points de contact.

Proposition corrélative de (476).
480. Quand deux coniques C, C' ont un double con¬

tact, si une tangente roule sur C et rencontre C' en deux
points, les droites menées du pôle de contact des deux
coniques à ces deux points forment deuxfaisceaux homo-
graphiques dont les rayons doubles sont les tangentes
communes aux deux coniques.

Proposition corrélative de (477).
Corollaire. — Quand deux coniques C, C' sont, homo-

thétiques et concentriques, si une tangente roule sur C et
rencontre C en deux points, les droites menées du
centre des coniques à ces points forment deux faisceaux
homographiques dont les rayons doubles sont les asym¬
ptotes communes aux deux courbes.

481. Quand deux coniques C, C' ont un double con¬
tact, une tangente qui roule sur C rencontre C en deux
points tels, que les droites menées de ces points à un
point, fixe de C forment deuxfaisceaux homographiques
dont les rayons doubles passent par les points de con¬
tact des deux coniques.

Proposition corrélative de (478).
Corollaire. — Quand deux coniques C, C' sont ho-

mothétiques et concentriques, si une tangente qui roule
sur C rencontre C' en deux points, les droites menées de
ces points à un pointfixe quelconque de C', forment deux
faisceaux homographiques dont les rayons doubles sont
parallèles aux asymptotes communes aux deux coniques.

§ IV. — Coniques inscrites à deux coniques.
482. Il existe, en général, trois séries de coniques ayant

un double contact avec deux coniques C, C, ou, en d'autres
termes, inscrites à deux coniques C, C.

22
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Soient L, L' deux axes de symptose de C et C'; et P le

point de concours de ces droites. Les cordes de contact
d'une des trois séries de coniques doublement tangentes à
C et à C', passent par P, et sont conjuguées harmoniques par

rapport àL etL' (415, Coroll. 1).
Les cordes de contact des deux autres séries passent, res¬

pectivement, par les deux points de concours des deux au¬
tres couples d'axes de symptose de C et C, et sont conju¬
guées harmoniques par rapport à ces axes.

Quand les deux coniques C, C' ont un ou deux points de
contact, il n'existe que deux séries de coniques doublement
tangentes à ces courbes.

C'est que les coniques C, C n'ont alors que deux sys¬
tèmes d'axes de symptose. A chacun de ces systèmes cor¬

respond une série de coniques ayant un double contact
avec C et C'.

Quand C et C ont un seul point de contact, les deux sys¬
tèmes d'axes de symptose sont, d'une part, la tangente au

point de contact et la corde qui joint les deux points d'in¬
tersection des deux courbes; et, d'autre part, les deux
cordes menées de ces points au point de contact.

Lorsque C et C' ont deux points de contact, les tangentes
en ces points forment un premier système d'axes de symp¬

tose; et la corde de contact, qui représente deux cordes
communes coïncidentes, forme le second système. Les coni¬
ques doublement tangentes à C et C, qui correspondent à
ce second système, touchent C et C' en leurs deux points de
contact. Et pour celles qui correspondent au premier sys¬
tème, les cordes de contact sont conjuguées harmoniques
par rapport aux deux tangentes communes à C et C'.

Enfin, lorsque les deux coniques C, C' ont un contact
du second ordre, elles n'ont que deux axes de symptose :
l'un est la tangente au point de contact, et l'autre est la corde
qui joint ce point au point d'interse*éj:io%:des deux courbes.
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Alors il n'existe qu'un système de coniques ayant un double
contact avec les proposées. L'un des points de contact est
toujoux-s le point d'osculation de celles-ci.

Observation. — Nous n'avons parlé, dans cette discus¬
sion, que des axes de symptose des coniques; mais on con¬
çoit que des considérations semblables, et corrélatives, ont
lieu à l'égard des ombilics. Ainsi, par exemple, les pôlesde contact d'une conique doublement tangente à C et C'
sont situés sur l'une des trois droites qui joignent, cha¬
cune, deux ombilics conjugués de C et C', et sont con¬

jugués harmoniques par rapport à ces deux ombilics (429,Coroll. /).
483. Quand trois coniques C, C', C'passent par quatre

points situés deux à deux sur deux droites L, L', qui se
coupent en P, si une quatrième conique U est telle, que la
polaire du point P relative à cette courbe coïncide avec la
polaire de ce point relative à C, C et C" (328) : les trois
couples d'axes de symptose communs à U et à C, C et C",
respectivement, et le couple L, L' sont eu involution.

Désignons par |UC| les axes de symptose de U et de C
qui passent par le point P (328) ; et ainsi des autres. Les
trois couples d'axes de symptose des coniques U, C, C"
prises deux à deux, savoir |UC|, |UC"|, L, L', sont en
involution (415). Il en est de même de |UC|, [LJG'I et L, L'.
Donc les deux couples |UC"| et jUC'| font partie d'une in¬
volution à laquelle appartiennent les deux couples |UC| et
L, L' (G. A., 196). c.q. f.d.

Corollaire.— Si D a un double contact avec C et C',
et si les cordes de contact passent par le point P, chacune
d'elles représente, dans l'iuvolution, deux droites conju¬
guées coïncidentes ; on en conclut que :

Quand une conique U a un double contact avec deux
coniques C, C, les axes de symptose de U et d'une coni¬
que C", menée par les points d'intersection de G et C', sont

22.
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conjugués harmoniques par rapport aux deux cordes de
contact de U.

484'. Nous désignerons par U, U', U",..., des coniques
d'une même série, doublement tangentes à deux coniques
C, C'; et par L, L' les axes de symptose de celles-ci, qui
déterminent cette série (482). On a vu que les huit points
de contact de deux coniques U, U' sont sur une même
conique (415, Coroll. III).

Réciproquement : Toute conique Y, menée par les qua¬
tre points de contact d'une conique U, passe par les
quatre points de contact d'une autre conique de la même
série.

En effet, la conique V coupe C et C' aux quatre points de
contact de U, et en quatre autres points. Un de ces derniers
points détermine une conique U', doublement tangente à C
et C'(415, Coroll. I,Récipr.). Les points de contact de U'et
ceux de U sont sur une même conique, comme nous venons
de le dire. Cette courbe, ayant cinqlpoints communs avec V,
n'est autre que Y. Donc, etc.

Nous désignerons par V, Y',..., des coniques passant cha¬
cune par les huit points de contact de deux des coniques
U, [y,... ou simplement par les quatre points de contact
d'une de ces courbes, ce qui revient au même.

Avertissement. En parlant des axes de symptose, soit des
coniques U, U',..., soit des coniques V, Y',..., prises deux
à deux, nous entendrons toujours les deux axes de symp¬
tose qui passent par le point de concours des axes de symp¬
tose L, L' de C et C'.

485. Les axes de symptose de deux coniques V, Y' sont
conjugués harmoniques par rapport « L et L'.

En effet, V passe par les quatre points de contact d'une
conique U ; et V' par les quatre points de contact d'une co¬
nique U'. Ces huit points sont sur une même conique 2
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(415, Coroll. III). Les trois couples d'axes desymplose des
trois coniques Y, Y' et S sont en involution (415). Les
axes de symptose de Y et 2 sont les cordes de contact
de U, et ceux de V et S sont les cordes de contact de U'.
Or L et L' sont conjugués harmoniques par rapport à cha¬
cun de ces deux couples (415, Coroll. /). Donc L et L' sont
aussi conjugués harmoniques par rapport au troisième
couple, savoir, les axes de symptose de Y et Y', c. q. f. d.

Scolie . — La démonstration reste la même, si l'on substi¬
tue aux deux coniques V et Y', ou à l'une seulement, des
coniques U, U'; ainsi nous dirons que :

Les axes de symptose, soit de deux coniques V et U, soit
de deux coniques U et U', sont conjugués harmoniques par
rapport à L et L'.

486. Toutes les coniques V, Y', Y",..., menées par un
point I, ont trois autres points communs.

En effet, toutes ces coniques ont, deux à deux, un axe de
symptose commun, qui passe par le point I, et conséquem-
ment un second axe de symptose commun qui est le conju¬
gué harmonique du premier, par rapport à L et L' (485).
Donc, etc.

Réciproquement : Toute conique YY, menée par les
quatre poin ts d'intersection de deux coniques V et Y', est
une conique Y".

En effet, soit a un des points d'intersection deYVet de C.
Une conique U" est tangente à C en ce point a\ et la coni¬
que Y", menée par les quatre points de contact de U" et
par un des quatre points d'intersection de V et Y', passe par
les trois autres, ainsi qu'il vient d'être démontré. Cette
conique a donc cinq points communs avec YY, et consé-
quemment se confond avec celle-ci. Donc, etc.

Scolie. — Le théorème et la réciproque s'appliquent
aux cas où l'on remplace une conique V par une conique U,
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ou bien deux coniques V, V' par les deux coniques U, U',
qui passent par le point I (*).

487. Les quatre points d'intersection de deux coniques
V, V' et ceux de deux coniques V", sont huit points
d'une même conique.

En effet, soit W une conique menée par les quatre points
d'intersection de V et Y' et par un des points d'intersec¬
tion I de Y" et Y". Cette conique W appartient à la série
des V, Y',... (486, Récipr.). Conséquemment les axes de
symptose de W et Y" sont conjugués harmoniques, par

rapport à L et L' (485). Il en est de même de ceux de W
et Y". Mais dans ces deux couples d'axes de symptose il y
a un axe commun, qui passe par I : donc les deux autres axes
coïncident aussi. Ce qui démontre le théorème.

Scolie. — Chacune des quatre coniques V, Y', V", Y"
peut être remplacée par une des coniques U, U',... Ainsi,
par exemple :

Les quatre points d'intersection de deux coniques U, U',
et ceux de deux coniques Y', Y", ou de deux coniques
U", V" sont huit points d'une même conique.

Corollaire. — Les trois coniques V, Y', Y' étant quel¬
conques, on peut prendre pour U'" la corde ab interceptée
par C et C sur un axe de symptose L, et qui représente
une conique infiniment aplatie. Donc :

Par les quatre points d'intersection de deux coniques
V, V' on peut mener une conique ayant avec une troi¬
sième V" un double contact sur une des droites L, L'.

En d'autres termes : Toutes les coniques V qui se cou¬
pent en deux points d'une des droites L,, L' sont tan¬
gentes entre elles en ces points.

(*) La construction de ces deux coniques se trouvera plus loin, avec
divers autres problèmes ( 497, VII).
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Ce corollaire est aussi une conséquence directe du théo¬

rème (485).
488. Une conique V est déterminée par deux de ses

points.
En effet, soient g, h ces deux points. Deux coniques

quelconques V', V", menées par g, se coupent sur Y (486).
Leurs quatre points d'intersection et le point h déterminent
donc V.

489. Trois coniques V, V', V" suffisent pour déterminer
toutes les autres V'",....

En effet, soient g, h deux points d'une conique Vw. Pour
construire cette courbe, on mènera par le point g deux co¬
niques W et W', dont l'une passe par les quatre points d'in¬
tersection de V et V', et l'autre par les quatre points d'in¬
tersection de Y et V". La conique menée par les quatre
points d'intersection de ces deux courbes W, W' et par le
point /«"est la courbe demandée.

Scojlie. — Chacune des trois coniques V, Y', peut être
remplacée par une conique de la série U, U',

490. Quand trois coniques S, S', S" sont telles, quun
point P ait. la même polaire dans les trois courbes, il existe
deux coniques qui ont. un double contact, avec chacune de
ces trois courbes.

En effet, soient C, C',... des coniques ayant un double con¬
tact avec S, S' sur des droites passant par le point P. Si par
un point I on mène des coniques dont chacune passe par les
quatre points dé contact des courbes C, C', C",..., res¬

pectivement, ces coniques ont quatre points communs
I, I', G, G' (486). Pareillement, si par le point I on mène
des coniques dont chacune passe par les quatre points de
contact d'une conique doublement tangente à S et S", toutes
ces coniques passeront par quatre points I, I', H, H'. La
conique menée par les cinq points I, T.', G, G' et H, passe
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par H', parce que le point P a la même polaire dans toutes
les coniques. Cette courbe coupe S en quatre points a, a,,
b, Z>,; S' en quatre points a\, b', b\, et S" en quatre
points a", a'[, bb'\.

Les trois points a, a1, a!' sont tels, que par a et a' passe
une conique U tangente à S et à S' (-486, Récipv.) ; par a et a!'
une conique U, tangente à U et à S" ; et par a' et a" une coni¬
que U2 tangente à S' et à S". On aurait donc trois coniques
se touchant deux à deux en deux points, sur trois droites
concourantes en un même point. Car les deux courbesU, U,
ont un double contact sur ««,, et la courbe U2 aurait avec
chacune d'elles un double contact, sur les droites a'a\ et
a!'à\ respectivement. Ce qui n'est pas possible. Effective¬
ment les deux coniques U, U, ayant un double contact, il
n'existe que deux séries de coniques ayant un double con^
tact avec chacune d'elles ; les unes sont tangentes en a et a',
et les autres ont pour cordes de contact des droites passant
par le point de rencontre des tangentes en a et a', et con¬
juguées harmoniques par rapport à ces tangentes (482).

On conclut de là que les trois coniques U, U,, U2 n'en
font qu'une, qui a un double contact tout à la fois avec les
trois proposées S, S', S".

Les trois points &, b', b" déterminent semblablement une
seconde conique satisfaisant aux mêmes conditions.

Donc, etc.

491. Les coniques "V, V,..., et U, U',..., formées au
moyen de deux coniques C, C', peuvent l'être semblable¬
ment au moyen de deux autres coniques C,, C', ; celles-ci
passent par les quatre points d'intersection de C et C'. Il
existe une infinité de systèmes de deux telles coniques
Ci, C,.

Que l'on prenne trois coniques V, "V', ~V". Il existe deux
coniques Ci, C', doublement tangentes à chacune de ces
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courbes (490). Ces deux coniques satisfont à la question.
En effet, toutes les coniques formées au moyen des trois
V, V', Y" comme il a été dit (489), appartiendront au
système de Ci et C',, aussi bien qu'au système C et C'.
Donc, elc.

Scolie. —On déduit de là cette conséquence importante :
les coniques Y, Y',..., auxquelles conduit la considé¬
ration des coniques qui ont un double contact avec deux
coniques données C, C', ne sont pas autre chose que celles
que l'on forme, par la construction indiquée (489), au
moyen de trois coniques primitives Y, Y', Y" satisfaisant à
la seule condition qu'un certain point ait la même polaire
dans les trois courbes.

Pôles et polaires relatifs au système des coniques U, U',....

492. Chaque conique U est déterminée par son pôle de
contact u avec la conique C.

Tous ces pôles sont sur la polaire II du point d'inter¬
section P des deux axes de symptose L, U (482, Obs.).

Chaque conique U rencontre une droite fixe D en deux
points x, x'. Il existe entre le point u, qui détermine la
conique U, et ces points de rencontre, une relation telle que

se2 [au1 -1- bu + c) + x [a'lé -4- b'u +c') + a"u2 -t- b"u-\-c"= o ;

u et x représentant les distances des points u et x à deux
origines fixes, prises sur les deux droites II et D.

En effet, à un point u il correspond une conique U, et par
suite deux points x; et àun point x correspondent deux
coniques U, U', passait t par ce point, et par conséquent
deux points u. Ainsi les abscisses u et x doivent avoir une
relation dans laquelle elles entrent au second degré. Le
terme au2x3 se trouve nécessairement dans cette relation;
car si le pôle de contact u est pris à l'infini, l'équation
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écrite sous la forme

x2 (a -+- - -f-
\ u u2 J

se réduit à
ax2 -f- a' x -+- a" = o :

et, puisque les racines de cette équation déterminent les
deux points d'intersection d'une conique U et de la droite D,
il faut qu'elle soit du second degré; ce qui prouve que le
coefficient a n'est pas nul.

493. Les polaires d'un point, relatives aux coniques
U, U', etc., enveloppent une conique.

Il suffit de prouver que par un point Q', pris arbitraire¬
ment, il ne passe que deux polaires, c'est-à-dire deux tan¬
gentes de la courbe cherchée.

Soit Q le point dont on prend les polaires. Chaque co¬

nique coupe la droite QQ' en deux points x, x'. Pour que
la polaire du point Q passe par Q', il faut que x, x'soient
conjugués harmoniques par rapport à Q et Q'. Soijt O le
milieu de QQ' : il faut qu'on ait Ox.Ox' = OQ . Suppo¬
sons que l'origine prise sur la droite D, dans l'équation
ci-dessus, soit ce poiut O. On doit donc avoir

a" u2 ■+■ b" u + c" «
——

y = OQ = r,au1 -f- bu -I- c

(a" — aX'ja2-1- [b"— b\2)u, (c" —■ cl2) = o.

Cette équation détermine deux valeurs de u, et par suite
deux coniques Ù qui satisfont seules à la question. U n'existe
donc que deux coniques telles, que les polaires du point Q
passent par un point donné Q'. c. q. f. d.

Remarque. —■ Quand le point Q est pris sur une des
droites L, L', la conique enveloppe des polaires se réduit à
tin point Q' situé sur l'autre droite.

En effet, les polaires d'un point Q de L, relatives à deux
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coniques U, U', se coupent sur la polaire relative à leurs
axes de symptose (308); or celle-ci est la droite L' (485,
Scolie). Donc, etc.

On démontre de même, en vertu de (485), que les po¬
laires d'un point Q de L, relatives aux coniques V, V',...,
passent toutes par le même point Q' de L'.

On conclurait de là que toutes les coniques V menées
par un point de L sont tangentes entre elles en ce point,
et en leur second point commun, si cela n'avait déjà été
démontré (487, Coroll.).

494. Les pôles d'une droite, relatifs aux coniques
U, U',..., sont sur une conique.

Ce théorème est le corrélatif du précédent, et se démontre
par des considérations analogues.

Remarque. — Quand la droite donnée passe par l'un
des ombilics S, S' des deux coniques C, C', le lieu de ses

pôles est une droite qui passe par l'autre ombilic.
Plus généralement : Le lieu des pôles d'une droite me¬

née par un ombilic de C et C, relatifs à toutes les coni¬
ques inscrites dans les quadrilatèresformés respectivement
par les quatre tangentes de chacune des coniques U, U',...
en leurs points de contact avec C et C', est une droite qui
passe par l'autre ombilic (* ).

Corollaires des théorèmes précédents.
495. On peut supposer dans tous les théorèmes de ce

paragraphe que chacune des coniques C, C'soit l'ensemble
de deux droites ou une seule droite limitée à deux points.
Alors il n'existe que deux séries de coniques ayant un double

(*) Les coniques qui ont un double contact avec deux coniques C, C'
donneraient lieu à un très-grand nombre de propriétés que nous ne démon¬
trerons point ici, parce qu'elles découleront comme conséquences, d'une
théorie générale des systèmes de coniques assujetties à quatre conditions
quelconques, qui se trouvera dans la seconde Partie de cet Ouvrage.
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contact avec C et C', ou seulement une seule. Il en résulte
divers théorèmes, dont il suffira de donner l'énoncé.

I. — Dans line système, de coniques tangentes à deux
droites, et ayant toutes un double contact avec une coni¬
que C : les polaires d'un point enveloppent deux coniques,•
et les pôles d'une droite sont sur deux autres coniques.

II.'—-Dans un système de coniques qui passent par deux
points et ont toutes un double contact avec une coni¬
que C : les polaires d'un point enveloppent deux coniques;
et les pôles d'une droite sont sur deux autres coniques.

III.—Dans un système de coniques qui passent par deux
points et sont tangentes à deux droites : les polaires d'un
point enveloppent deux coniques; et les pôles d'une droite
sont sur deux autres coniques.

Chacun de ces trois énoncés résulte des théorèmes (493)
et (494).

Quatre coniques inscrites ou circonscrites à un quadrilatère.

IV.—Lorsque quatre coniques sont inscrites dans un qua¬
drilatère, les quatre points d'intersection de deux de ces
courbes et les quatre points d'intersection des deux autres,
sont huit points d une même conique (487,Scolie).

Corollaire. —Prenant pour l'une des coniques une dia¬
gonale du quadrilatère, on en conclut que :

Quand trois coniques C, C', C"sont inscrites dans un
quadrilatère, on peut mener par les points d'intersection
de C et G trois coniques ayant un double contact avec C";
les cordes de contact sont les diagonales et la droite qui
joint les points de concours des côtés opposés du quadri¬
latère.

V. — Lorsque quatre coniques sont circonscrites à un
quadrilatère, les tangentes communes à deux de ces cour¬
bes, et les tangentes communes aux deux autres, sont huit
tangentes d'une même conique. (Corrélatif du précédent.)
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Corollaire. — Prenant pour l'une des coniques deux

côtés opposés (réels ou imaginaires) du quadrilatère, on
en conclut que :

Lorsque trois coniques C, C', C" passent par les quatre
sommets d'un quadrilatère K, on peut inscrire dans le
quadrilatère C C/ trois coniques ayant un double con¬
tact avec C"; les pôles de contact sont les points de con¬
cours des côtés opposés et des diagonales du quadrila¬
tère K.

Théorèmes corrélatifs.

496. Il existe des théorèmes corrélatifs de tous les théo¬
rèmes généraux que nous avons démontrés, concernant les
coniques qui ont un double contact avec deux coniques C,
C!. Dans ces théorèmes corrélatifs, on considère les deux
ombilics de C et C', au lieu de leurs axes de symptose
L, L' ; et les coniques inscrites dans les quadrilatères formés
par les quatre tangentes communes à chaque conique U et
aux deux C et C', au lieu des coniques V, V'. Les énoncés
de ces théorèmes et leur démonstration directe n'offriront
aucune difficulté. Nous nous dispenserons de les donner.

Problèmes.

497. I. — Mener par deux points a, b une conique qui
ait un double contact avec une conique C, et dont le pôle
de contact soit sur une droite L.

Par les deux points a, b on mène à C des tangentes for¬
mant un quadrilatère circonscrit, dont les diagonales ren¬
contrent la droite L en deux points. Chacun de ces points
peut être pris pour le pôle de contact d'une conique passant
par «, b (470, i°). Ainsi la question admet deux solutions.

Autrement. La droite ab rencontre la conique C en
deux points a', b'. Qu'on prenne les deux points Q, Q' qui
divisent harmoniquement les deux segments ab\ a'b'. et qui
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sont ainsi conjugués par rapport à C et à la conique cher¬
chée : la corde de contact des deux courbes passera par l'un
ou par l'autre de ces points (461, Coroll.). Conséquem-
ment les polaires de ces deux points relatives à C, coupent
la droite L en deux points qui sont les pôles de contact des
deux coniques satisfaisant à la question.

II. —- Décrire une conique tangente à deux droites et
ayant un double contact avec une conique donnée C, de
manière que la corde de contact passe par un point
donné P.

Les deux droites données coupent C en quatre points qui
sont les sommets d'un quadrilatère inscrit, ayant ces droites
pour diagonales.

La droite menée du point de concours de deux côtés op¬
posés de ce quadrilatère au point P, est la corde de contact
d'une conique satisfaisant à la question (469, i°). Ainsi la
question admet deux solutions.

Autrement. Soient A, B les deux droites données, et
A', B' les tangentes de C, menées par leur point de ren¬
contre. Qu'on prenne les deux droites Q, Q' conjuguées
harmoniques par rapport aux deux couples de droites A, B ;
A', B', et dès lors conjuguées par rapport à la conique C
et à la conique cherchée.

Le pôle de contact de C et de la conique cherchée se
trouve sur l'une de ces droites (462, Coroll.). Par consé¬
quent la corde de contact passe par l'un ou par l'autre des
pôles de ces deux droites, relatifs à la conique C. Les droites
qui joignent le point donné <à ces pôles sont donc les cordes
de contact des deux coniques qui résolvent la question.

III. — Mener par deux points a, b, une conique qui ait
un contact du troisième ordre avec une conique C.

On cherche sur la droite ab (comme ci-dessus, I) les deux
points Q, Q'. Chaque droite menée par l'un de ces points
est la corde de contact d'une conique passant par a et par b.
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Couséquemment les tangentes de C, menées des points Q
et Q', déterminent les points de contact de quatre coni¬
ques satisfaisant à la question.

IV. —Mener une conique tangente à deux droites A, B
et ayant un contact du troisième ordre avec une conique C.

On cherche, comme dans le problème II, les deux droites
Q, Q'. Tout point pris sur une de ces droites est le pôle de
contact d'une conique tangente aux droites Â, B et ayant
un double contact avec C. Conséquemment les quatre points
d'intersection de ces droites et de la conique C sont les points
de contact de quatre coniques satisfaisant à la question.

V. — Etant donnés une conique et trois points, décrire
une autre conique qui passe par ces points, et qui ait un
double contact avec la proposée.

Soient a, b, c les trois points : il suffit de déterminer le
pôle de contact de la conique demandée et de la conique
proposée. Ce point est situé sur une diagonale du quadrila¬
tère formé par les tangentes cette conique, menées par les
deux points a, b (470, i°). Il est de même sur une diago¬
nale du quadrilatère formé par les tangentes menées des
points a et c. Il s'ensuit que chacun des quatre points d'in¬
tersection des deux diagonales du premier quadrilatère et
des deux diagonales du second, satisfera à la question. Ainsi
le problème est résolu, et admet quatre solutions.

Autrement. On construit les cordes de contact des coni¬

ques cherchées. Pour cela, on prend sur ab les deux points
Q, Q', comme au problème I; et sur ac, les deux points
Qn, Q', déterminés semblablement. Les quatre droites qui
joignent les points Q, Q'aux points Q,, Q' sont les cordes
de contact des quatre coniques cherchées.

Autrement. On construit par points les coniques de¬
mandées. A cet effet, que par les trois points donnés on mène
trois couples de tangentes à la conique donnée : elles ren¬
contreront une tangente quelconque de cette conique en
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trois couples de points a, a; Z>, 6 ; c, y. Qu'on prenne trois
points quelconques de ces trois couples, tels que a, b, c, et
les trois points correspondants a, 6, y, et qu'on les regarde
comme appartenant à deux séries homograpltiques : les
tangentes menées à la conique proposée, par les points de
la première série, rencontreront respectivement les tan¬
gentes menées par les points correspondants de la seconde
série, en des points situés sur une conique qui satisfera à la
question (475, Coroll.).

Le problème admet quatre solutions, parce que les trois
couples de points «, «; è, 6 et c, y donnent lieu à trois
autres systèmes de deux divisions homograpltiques, savoir:
a, b, y et a., S, c-, a, 6, c et «, b, y ; a, 6, y et «, b, c.

VI. — Étant données une conique et trois droites, dé¬
crire une conique qui ait un double contact avec la pro¬
posée, et qui soit, tangente aux trois droites.

Soient A, B, C, les trois droites. Il suffit de déterminer
la corde de contact des deux coniques. Les cordes de la
conique donnée comprises entre les deux droites A, B, se
coupent deux à deux en deux points, et la corde de contact
cherchée passe par l'un de ces points (469, i°). De même,
les deux droites A, C interceptent dans la conique quatre
cordes qui se coupent deux à deux en deux points, par l'un
desquelspasse aussi la cordede contact. Les quatre droites qui
joindront ces deux points aux deux premiers seront quatre
cordes de contact, donnant quatre solutions de la question.

Autrement. On détermine les pôles de côntact. Pour
cela on mène, comme au problème II, les deux droites
Q, Q', relatives aux deux droites A, B, et semblablement
les deux droites Q, Q', relatives à A et C. Les deux droites
Qi, Q\ coupent Q et Q' en quatre points cpii sont les qua¬
tre pôles de contact cherchés.

Autrement. On construit toutes les tangentes des coni¬
ques demandées. A cet effet, soient a, a ; b, S; c, y les trois
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couples de points de rencontre des trois droites et de
la conique donnée. Appelons a,, a, 5 Z>t, S,; cl5 y,, les
trois couples de droites qui joignent ces points à un point
fixe pris arbitrairement sur la conique. Que trois de ces
droites, appartenant aux trois couples, telles que «4, blt
c,, et les trois droites correspondantes a,, §t, y ,, soient
regardées comme les rayons homologues de deux fais¬
ceaux homograpliiques : les cordes sous-tendues dans la
conique par les couples de rayons homologues de ces deux
faisceaux envelopperont une conique satisfaisant à la ques¬
tion (473, Coroll.).

Le problème admet quatre solutions, parce qu'il y a quatre
manières de former avec les six droites a, ; Z>,, 6, et
ct, y, deux faisceaux homographiques.

VIL — Mener par un point I une conique qui ait un
double contact avec deux coniques C, C'.

Soient L, L' deux axes de symptose de G et C', et P le
point de concours de ces axes. On mène PI, et PI' conju¬
guée harmonique de PI, par rapport à L, L'; et dans C et
C', respectivement, deux cordes P «a,, PaAj, conjuguées
harmoniques aussi par rapport à L, L'.

La conique déterminée parles cinq points I, «, a,, a\
a une seconde corde Pbbt commune avec C. On cherche
les rayons doubles de l'involution déterminée par les deux
couples de droites PI, PI' et Paau Vbbt. Chacun de ces

rayons est la corde de contact de C et d'une conique satis¬
faisant à la question.

En effet, toutes les coniques V, V',..., qui passent par le
point I, ont quatre points communs, et pour axes de sym¬
ptose PI, PI' (485 et 486) ; et les couples d'axes de symptose
de chacune de ces courbes et de C, tels que Paat et Pbbx,
sont en involution (483). Les rayons doubles de l'involu¬
tion sont évidemment les cordes de contact des deux coni¬
ques U, U' qui satisfont à la question. Or PI, PI' appartien-

23
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lient àl'irivolution (483). Donc les deux couples P
P bbi et PI, PI'suffisent pour déterminer ces rayons doubles,
qui donnent les deux solutions de la question. Si ces rayons
sont imaginaires, les deux solutions le sont aussi.

Les deux coniques C, C' peuvent avoir deux autres cou¬
ples d'axes de symptose, qui donnent lieu à deux autres
couples de solutions ; la question admet donc, en général,
six solutions.

VIII. — Décrire une conique tangente à une droite L
et ayant un double contact avec deux coniques C, C'.

Cette question est corrélative de la précédente, et se
résout par des considérations semblables, que nous suppri¬
merons, pour abréger. Il y a de même, en général, six solu¬
tions.

IX. —Mener par un point I, une conique tangente à
deux droites et ayant un double contact avec une coni¬
que C.

On regardera les deux droites Comme formant une co¬
nique C'; et la question ne sera plus qu'un cas du pro¬
blème VII. Elle aura quatre solutions, et non six, comme ce
problème, parce qu'il n'existe que deux points P, P' dont
chacun a la même polaire relative à la conique et aux deux
droites.

X. — Mener une conique tangente à une droite, pas¬
sant par deux points, et ayant un double contact avec une
conique C.

On regarde les deux points comme les sommets d'une
conique C infiniment aplatie, et la question est ramenée au
problème VIII. Elle a quatre solutions.

XI. Ces différents problèmes admettent des cas particu¬
liers, pour lesquels nous énoncerons simplement le nom¬
bre des solutions.

i° On demande qui une conique ait un double contact

SCD LYON 1



CH. XIX.-TROIS CONIQ. INSCRITES A UNE CONIQUE. 355
avec une conique C, touche une droite en un point donné
0, et passe par un autre point a. Deux solutions.

2° Que la conique ait un double contact avec C, touche
une droite en un point 0, et soit tangente à une autre
droite. Deux solutions.

3° Que la conique soit tangen te h C, en un poùit donné
0, et. en un autre point non déterminé, et passe par deux
points a, b. Deux solutions.

4° Que la conique soit, tangente à C en un point 0, et
en un autre point non déterminé ; qu'elle passe par un

point a et touche une droite. Deux solutions.
5° Que la conique soit tangente à C en un point 0, et

en un autre point non déterminé ; et qu elle touche deux
droites. Deux solutions.

6° Enfin, qu'une conique ait un double contact avec
deux coniques C, C, l'un des quatre points de contact
étant donné. Trois solutions (*).
§ V. — Propriétés relatives à trois coniques C, C'3 C" inscrites dans

une conique W. — Construction d'une autre conique inscrite
dans W et tangente aux trois C, C', C".
498. Lorsque deux coniques C, C sont inscrites dans une co¬

nique W, c'est-à-dire ont chacune un double contact avec W,
leurs axes de symptose, dont il va être question dans ce para¬

graphe, seront toujours, comme précédemment, les deux cordes
communes qui passent par le point de concours des deux cordes
de contact. Et de même, les ombilics des deux coniques seront
ceux qui correspondent à ces deux cordes communes, et qui sont
situés sur la droite qui joint les deux pôles de contact.

(*) M. Poncelét, dans le Traité des Propriétés projectives, et M. Steiner
dans le Journal de Mathématiques de Crelle (t.XLV, p. 212-224; année i853),
ont traité, par des considérations différentes, la plupart des problèmes pré¬
cédents.

M. Poncelet, conformément aux principes de la projection centrale, re¬

garde deux coniques qui ont un double contact comme la perspective de deux
cercles concentriques. ( Voir Traité des Propriétés projectives, p. 227-255.)

23.
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Les coniques qu'on peut mener par deux points a, b, et qui sont

inscrites dans une conique W, forment deux séries distinctes. Les
cordes de contact des unes passent par un point fixe de ab\ et les
cordes de contact des autres, par un autre point fixe de ab (497,1).
En parlant des coniques inscrites qui passent par deux points, nous
entendrons toujours les coniques d'un seul système.

499. Lorsque des coniques C, C,. . ., inscrites clans une co¬
nique W, passent par deux points a, b, si d'un point I de la
droite ab on leur mène des tangentes : les points de contact sont
sur une conique inscrite a W et dont le pôle de contact est I.

En effet, il existe quatre coniques tangentes à une droite quel¬
conque menée par le point I (497, X); mais deux seulement appar¬
tiennent au système C, C',... que l'on considère. Aucune conique
du système ne passe par le point I. Donc le lieu cherché n'a que
deux points sur une droite quelconque menée par le point I, et
conséquemment est une conique 2. Par chaque point a de cette
conique 2 passe une conique C tangente en ce point à la droite
la. Si a est sur W, cette conique C est tangente à W au même
point a. Donc ce point a est le point de contact d'une tangente
de W menée par I. Donc la conique 2 a un double contact avec W,
et I est le pôle de contact. Ainsi le théorème est démontré.

500. On conclut de là, en ne considérant que deux coniques
C, C', ce théorème très-important :

lorsque deux coniques C, C' ont un double contact avec une
conique W, si d'un point I d'une dés cordes communes de C et C',
on mène des tangentes à ces courbes : les quatre points de contact
sont sur une conique 2, inscrite dans W, et dont le pôle de contact
est I.

Réciproquement : Lorsque deux coniques C, C' sont inscrites
dans une conique W, et que d'un point I on leur mène des tan¬
gentes, si les quatre points de contact sont sur une conique 2 in¬
scrite dans W, et ayant le point I pour pôle de contact : l'une des
deux cordes communes a. C et C passe par le point I.

En effet, soient a, b, et a', b' les points de contact des tan¬
gentes menées du point I aux deux coniques C, C'. Par les points
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a' et b' on peut mener une conique C" inscrite clans W, et telle,
que l'une de ses cordes communes avec C passe par I ( ce qui ne
fait que cinq conditions). Les tangentes aux deux coniques C, C"
menées du point I auront leurs points de contact sur une conique
inscrite dans W et dont le pôle de contact est I, comme il vient
d'être démontré. Cette conique est donc 2. Or 2 passe par a! et b'
de C", donc la', Ib' sont les tangentes de C". Donc C" coïncide
avec C'. Donc une corde commune de C et C' passe par I.

c. Q. F. D.

501. Lorsque trois coniques C, C', C" sont inscrites clans une

conique W, leurs six axes cle symptose passent trois à trois par
quatre points.

En effet, soit L un axe de symptose de C et C', etL, un axe de
symptose deC et C". Les tangentes menées aux trois coniques, du
point d'intersection I de ces deux droites, ont, d'après le théorème
précédent, leurs points de contact sur une conique inscrite dans W,
et dont le pôle de contact est I. Donc, d'après la réciproque, le
point I est sur un axe de symptose de C' et C". Donc, etc.

502. Corrélativement : Lorsque trois coniques sont inscrites
dans une conique^N, leurs six ombilics sont trois à trois sur quatre
droites.

503. Lorsque deux coniques C, C' sont inscrites dans une co¬

nique W, si d'un point 1 cl'un de leurs axes de symptose, L, on
mène deux tangentes la, la' à C et C : par les deux points de
contact a, a' passe une conique tangente en ces points ci C et à C',
et inscrite dans W.

En effet, on peut mener par le point a une infinité de coniques
U tangentes à C en ce point, et inscrites dans W. Un axe de symp¬
tose commun à C' et à chaque conique U passe par le point I ( 501) :
de sorte que toute droite menée par .ce point, et conséquemment
la droite la', est un axe de symptose de C' et d'une conique U ; et
puisque la' est tangente à C', U est aussi tangente à C'. Ce qui,
démontre le théorème.

504. Concevons que d'un antre point I, de L on mène deux
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tangentes l,a,, I,a\ de manière que les droites aa', a,a\ passent
par un même ombilic S de C et G' :

Si par les deux points a, a' on mène une conique U inscrite
dans W, et tangente à C et G en ces points ; et par a,, a', une co¬
nique U, inscrite dans~W et tangente à C et G en a,, a', : i° un om¬
bilic des deux coniques U, Ui est sur la droite L, et 2° un de leurs
axes de symptose passe par Vombilic S de C et G.

En effet, i° a est un ombilic de C et U, et a, un ombilic de C
et U,; donc la droite aa, passe par un ombilic de U et U, (502):
de même la droite a'a\. Mais ces deux droites se coupent sur L,
corde commune à C et C', ce qui est une conséquence du théo¬
rème (363). Donc : t°, etc.

2° La tangente la est un axe de symptose de C et deU; etl,«,
un axe de symptose de C et de U,. Donc le point d'intersection de
ces deux tangentes est sur un axe de symptose de Uiet U, (501 ).
De même le point d'intersection des deux tangentes la', I,a',.
Mais ces deux points d'intersection sont en ligne droite avec l'om¬
bilic S de C et C' ( 363 ). Donc : i°, etc.

Ainsi le théorème est démontré .

' 505. II résulte de cette démonstration que : Une droite T), me¬
née par un ombilic S de C et C', est la corde commune d'une infi¬
nité de systèmes de deux coniques U, U', tangentes à C et à G,
et inscrites dans W. Pour déterminer un tel système, il suffit de
mener à la conique C, par un point g de la droite D, deux tan¬
gentes ga, ga,; les points de contact a, a, appartiendront, respec¬
tivement, aux deux coniques demandées. On peut dire encore que
par le pôle de D relatif à la conique C, on mène une corde quel¬
conque aa, qui détermine les points de contact a, a, des deux
coniques demandées.

506. Problème.—Etant données trois coniques C, G, C" inscrites
dans une conique W, on demande de construire une conique U
inscrite dans W, et tangente aux trois coniques C, C', C".

Les ombilics des trois coniques C, C', C" sont trois à trois sur
quatre droites D, D',... (502); et leurs axes de symptose se coupent
trois à trois en quatre points I, I',. . . (501 ):
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Que par le pôle de la droite D, relatif à la conique C, on mène

une droite passant par l'un des quatre points I. Cette droite ren¬
contre C en deux points a, Et par chacun de ces points passe
une conique inscrite dans W et tangente à C en ce point, et aux
deux autres coniques en deux points dont les tangentes passent
(par le point I (505) ; ce qui fait deux solutions de la question. Les
droites menées du pôle de D, aux trois autres points I', I", I4',
donnent pareillement trois autres couples de coniques tangentes à
C, C' et C"; ce qui fait huit solutions relatives à la droite D. On
détermine semblablement huit solutions pour chacune des trois
autres droites D', D", D'".

Ainsi il existe trente-deux coniques inscrites dans W et tan¬
gentes aux trois C, C', C".

507. Construction des axes de symptose de deux coniques C,
C' inscrites dans une conique W. •—Ces axes passent par le point
de rencontre I des deux cordes de contact des coniques C, C', et
forment avec ces deux cordes un faisceau harmonique. Les po¬
laires d'un point O quelconque, relatives à C et C, se coupent en
un point O' : et les deux axes de symptose forment aussi un fais¬
ceau harmonique avec les deux droites 10,10'( 308). Conséquem-
ment ces deux axes sont déterminés.

Cas où la conique C est un point. — Ce point C' représente une
conique infiniment petite inscrite dans W ; sa corde de contact est
la polaire du point relative à W (460, 4°)- La construction géné¬
rale des axes de symptose de C et de C' subsiste. Pour l'appliquer,
il suffit de savoir que la polaire d'un point O, relative à C, se
détermine par cette considération, que les polaires de O relatives
à W et à C se coupent sur la corde de contact de C' (461), c'est-
à-dire sur la polaire de C relative à W.

Cas où les deux coniques C, C' sont des points. — La construc¬
tion des deux axes de symptose des deux points C, C' considérés
comme deux coniques infiniment petites inscrites dans W, se fait
comme dans le cas, précédent.

508. Cas particuliers du problème (506).
t " Deux coniques C, C et un point C.
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Les deux coniques C, C ont deux ombilics; mais C et C" n'en

ont qu'un, qui est le point C"; de même pour C' et C". De sorte
qu'il n'existe que deux droites D, D'.

Les axes de symptose de C, C et C" se coupent en quatre points;
et chacune des droites D, D' associée avec un de ces points, donne
deux coniques satisfaisant à la question; il y a donc seize solu¬
tions.

2° Une conique C et deux points C', C".
Les trois couples d'axes de symptose, et les quatre points d'in¬

tersection, trois à trois, subsistent. Mais il n'existe qu'une droite D,
qui joint les deux points C', C". De sorte qu'il n'y a que huit solu¬
tions.

3° Une conique C, un point C et une droite C" (qui représente
une conique infiniment aplatie, limitée aux deux points où C" ren¬
contre W).

Les axes de symptose de C et C' coupent la droite C" en deux
points I, I'. Les ombilics de C et C", joints au point C', donnent
deux droites D, D'. S'ensuivent huit solutions.

4° Deux coniques C, C et une droite C".
C", ainsi qu'il vient d'être dit, est une conique infiniment apla¬

tie limitée aux deux points (réels ou imaginaires) où elle ren¬
contre W. La question est corrélative de la première ci-dessus.
Seize solutions.

5° Une conique C et deux droites C', C".
Question corrélative de la seconde ci-dessus. Huit solutions.

509. Lorsque deux coniquesC, C' sontinscrites à une conique W,
si de chaque point I de leur corde commune L on leur mène deux
tangentes la, la', dont les points de contact soient sur une droite
passant toujours par le même ombilic S de C et C', la corde de con¬
tact K de la conique inscrite à W, et tangente en a et a! à C et
C' (503), enveloppe une conique.

Il faut démontrer que par un point donné il ne passe que
deux droites K. Soit G la corde de contact de C et W; la corde de
contact K passe par le point d'intersection de G et de I a (415, Co-
roll.). Or, par un point de la droite G il ne passe que deux tan¬
gentes de C telles que In. En outre, la corde G ne peut pas être
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une de ces tangentes. Donc par chaque point de G il ne passe que
deux cordes de contact. Donc ces cordes de contact enveloppent
une conique. c. q. f. d.

Corollaires. — Cette enveloppe a quatre tangentes communes
avec W. Chacune de ces tangentes est la corde de contact d'une
conique inscrite dans W. Cette conique a donc un contact du troi¬
sième ordre avec W. Ainsi :

Parmi les coniques tangentes à C et C' en des points tels que a
et a', il y en a quatre qui ont un contact du troisième ordre
avec W.

Les coniques tangentes en deux points a,, «j situés sur des
droites passant par le deuxième ombilic S, de C et C, forment une
deuxième série de coniques, dont quatre ont aussi un contact du
troisième ordre avec W ; ce qui fait huit coniques formées au moyen
de Taxe de symptose L.

Il y a pareillement huit coniques répondant à Taxe de symp¬
tose L'. Donc

Il existe seize coniques tangentes à C et à C', et ayant un con¬
tact du troisième ordre avec W.

SiC est un point, il n'existe qu'un ombilic de Cet C', qui est le
point C'; il -s'ensuit que le nombre des coniques est réduit à huit.

§ VI. — Analogies entre des systèmes de coniques inscrites à une

conique "W, et des systèmes de cercles. ■— Procédé de démons¬
tration applicable également à ces deux genres de questions.

510. 11 existe une analogie frappante entre les propriétés des
coniques inscrites dans une conique W, qui font le sujet du para¬
graphe précédent, et les propriétés des cercles, notamment en ce

qui concerne la construction d'une conique tangente à trois antres
(506), et la construction d'un cercle tangent à trois cercles (G. S.,
chap. XXXII). C'est qu'en effet on peut transformer l'un des
systèmes dans l'autre. Cela se fait au moyen d'une sphère, ou plus
généralement d'une surface du second ordre, sur laquelle on
transporte, par une perspective, l'œil étant en un point de la sur¬
face, lés cercles du plan, qui deviennent des sections planes de la
surface; sections que Ton reporte ensuite sur le plan, par une non-
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velle perspective, l'œil étant alors placé en un point quelconque de
l'espace. Ces sections planes deviennent des coniques qui sont
toutes inscrites à une même conique W : celle-ci est la perspective
du contour apparent de la surface. La transformation d'une
figure dans l'autre se fait donc au moyen d'un système intermé¬
diaire de sections planes de la surface du second ordre. Les pro¬
priétés des trois systèmes se correspondent ; mais celles des sec¬
tions planes de la surface se présentent à l'esprit d'une manière
intuitive, de sorte qu'elles offrent un moyen de démonstration
extrêmement simple des propriétés, soit des cercles, soit des'co¬
niques inscrites à une même conique W.

Ce procédé de démonstration repose sur le théorème suivant.
311. Théorème.— La perspective de toute, section plane cTune

surface du second ordre, sur un plan quelconque, est une co¬
nique qui a un double contact avec la perspective du contour ap¬
parent de la surface; et le pôle de contact des deux courbes est la
perspective du sommet du cône circonscrit à la surface suivant la
section plane.

Le contour apparent de la surface est la courbe de contact du
cône circonscrit qui a pour sommet le point de l'œil. Cette courbe
est plane, et sa perspective est la trace du cône sur le plan de
projection. Une section plane quelconque (C) coupe le contour
apparent en deux points. Les plans tangents à la surface en ces
points renferment les tangentes aux deux courbes en leurs points
communs; et comme ces plans passent par l'œil, leurs traces spr
le plan de projection sont les tangentes communes aux projections
des deux courbes en leurs deux points de rencontre. Ainsi les
deux coniques ont deux points de contact.

En outre, les deux plans tangents à la surface passent par le
sommet du cône circonscrit suivant la courbe (C), Conséqnem-
ment le point de rencontre de leurs traces sur le plan de projec¬
tion, c'est-à-dire le pôle de contact des deux coniques, est la per¬
spective du sommet du cône. Ainsi les deux parties du théorème
sont démontrées.

Corollaire I.—Lorsque l'œil est situé sur la surface, les perspec¬
tives de toutes les sections planes sont des coniques qui passent par
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deux points fixes ; et la droite qui joint ces points a pour pôles
dans les coniques les perspectives des sommets des cônes circonscrits
à la surface suivant les sections planes. Les deux points fixes sont
les'points où les deux droites ( réelles ou imaginaires) qu'on peut
mener sur la surface par le point de l'œil, rencontrent le plan de
projection.

Ces deux droites sont réelles quand la surface est un hyperbo-
loïde à une nappe, engendré, comme on sait, par une droite qui
s'appuie sur trois droites fixes.

Lorsque la surface est un ellipsoïde ou un hvperboloïde à deux
nappes* les deux droites sont imaginaires et n'ont de point réel
que le point de contact du plan tangent; car la courbe d'intersec¬
tion de la surface et du plan tangent est alors une conique infini¬
ment petite, et nous avons vu qu'une telle conique est l'ensemble
de deux droites imaginaires (329).' C'est sur ces droites que se
trouvent les deux points d'intersection de la surface et d'une
droite quelconque menée dans le plan tangent.

Corollaire II.— Lorsque l'œil étant en un point de la surface,
le plan de projection est parallèle au plan tangent en ce point,
toutes les sections planes de la surface deviennent en perspective
des coniques homothétiques, c'est-à-dire semblables et sembla-
blement placées, puisque alors les deux points (réels ou imagi¬
naires), communs à toutes ces coniques, sont à l'infini. Les centres
de ces courbes sont les perspectives des sommets des cônes cir¬
conscrits à la surface suivant les sections planes.

512. L'œil étant placé en un point quelconque de l'espace, pre¬
nons pour plan de projection le plan de la conique qui est le con¬
tour apparent de la surface ; appelons W cette conique. La pro¬
jection d'une section plane (C) de la surface est une conique G
inscrite dans W. La corde de contact des deux courbes est la
trace du plan de (C) sur le plan de W ; et le pôle de contact est la
perspective du sommet du cône circonscrit à la surface suivant
la courbe (C).

Deux sections planes (C), (C') se coupent en deux points a, S;
et leurs perspectives C, C', en deux points a, b, qui sont les per¬
spectives de a et 6 ; de sorte que Vaxc de symptose ab de C et G' est
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364 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES.
la perspective de la droite d'intersection des plans des deux courbes
(C), (C'). En outre, cette droite ab passe par le point d'intersection
des cordes de contact des deux coniques C, C, parce que ces
droites sont les traces des plans des deux courbes (C), (C') sur le
plan de projection.

Les cônes qui font la perspective des deux courbes (C), (C') ren¬
contrent la surface suivant deux autres courbes planes (C,), (Cj),
dont C et C' sont aussi les perspectives. Le deuxième axe de symp-
tose de C et C' est la perspective tout a la fois de la droite d'intersec¬
tion des plans des deux courbes {C), (C',), et de la droite d'intersec¬
tion des plans des deux autres courbes ( C, ) et ( C' ).

Par les deux courbes (G),(C') passent deux cônes. On peut mener
parle point de l'œil deux plans tangents à chaque cône. Leurs traces
sur le plan de W sont des tangentes communes aux deux coni¬
ques C, C'; et le point d'intersection de ces tangentes est la per¬
spective du sommet du cône auquel on a mené les plans tangents.
Ainsi les ombilics des deux, coniques C, C' sont les perspectives des
sommets des deux cônes qui passent par les deux courbes (C), (C').

513. r° Lorsque plusieurs courbes (C), (C'),..., passent par deux
points a, g de la surface, il leur correspond des coniques C, C',...,
qui passent par deux points a, b. Les cordes de contact de ces coni¬
ques et de W passent par un point fixe de leur corde commune ab,
savoir, par le point où la droite aë perce le plan de projection.

Les droites menées de l'œil aux points a, ê rencontrent la sur¬
face en deux autres points a,, ë,. Les sections planes menées par
les deux points a, ë, ont pour perspectives des coniques C,, Cj,...,
qui passent par les deux points a, b, et dont les cordes de contact
avec W passent par un point fixe de ab, qui est le point où la droite
«g, perce le plan de projection. Ainsi l'on voit que les coniques
inscrites à W, qu'on peut mener par deux points donnés a, h, for¬
ment deux séries distinctes. Pour les unes, les cordes de contact

passent par un point de ab, et pour les autres par un autre point
de cette droite.

2° Lorsque des coniques C, C',.. ., passent par un point a et
touchent une droite A, elles sont la perspective d'autant de courbes
(C), ( C'),..., de la surface, menées par un point a, et tangentes à
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une section plane (A) dont le plan passe par l'œil. Toutes ces coni¬
ques forment une seule série ; et leurs cordes de contact avec W
enveloppent une conique qui est la trace du cône [a, (A)]. Les pôlesde contact sont sur une autre conique.

3° Trois points a, b, c sont la perspective de trois couples depoints a, a,; ë, ë, ; 7, 7, de la surface. Il s'ensuit que par les trois
points a, b, c passent quatre coniques inscrites dans W. Ces
quatre courbes sont les perspectives des sections faites dans la
surface par les quatre plans aë7, aë7,, <*6,7, aë,7,.

4° Deux points a, b et une tangente A déterminent quatre co¬
niques inscrites clans W. Ces coniques sont les perspectives des sec¬tions de la surface dont les plans sont tangents à la courbe (A), etdont deux passent par les points a, ë, et les deux autres par lespoints a, ë,.

5° Par deux points a, 1), on peut mener huit coniques tangentes
a une conique C inscrite dans W.

Ces coniques sont les perspectives des sections planes tangentesà (C), et dont deux passent par a, ë; deux par a, ë,; deux par
a,, ê, et deux par a,, S,.

6° Un point a et une tangente A déterminent huit coniques
tangentes a une conique C inscrite dans W.

Ces coniques sont les perspectives de huit sections; les plans de
quatre de ces sections passent par le point a et sont tangents, par
couples, aux deux cônes [(A), (C)]; et les plans des quatre autres
passent par le point a,, et sont tangents aux deux mêmes cônes.

70 Par un point a passent seize coniques tangentes ci deux co¬
niques C, C' inscrites dans W.

Le point a et les deux courbes (C), (C') donnent quatre solu¬
tions; c'est-à-dire quatre coniques, perspectives des sections quefont dans la surface les quatre plans menés par le point a tan-
gentielleinent aux deux cônes [(C), (C')]. Le point a et les deux
courbes (C), (C',) donnent de même quatre solutions; a et (C,),(C'), quatre; et enfin a et (Ci), (C',), quatre; donc, seize en tout.

8° Il existe trente-deux coniques tangentes à trois coniques C,C', C" inscrites dans "VV.
Les trois courbes (C), (C'), (C") sont deux à deux sur six cônes
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qui ont leurs sommets trois à trois sur quatre droites. Par cha¬
cune de ces droites passent deux plans tangents aux trois courbes.
Il existe donc huit sections planes tangentes aux trois courbes,
et dont les perspectives sont huit coniques tangentes aux coniques
proposées C, C', C".

Les trois sections (C), (C'), (C") fournissent pareillement huit
solutions, ainsi que les trois courbes (C), (C', ), (C"), et les trois (C),
(C',), (C",). En tout, donc, trente-deux solutions.

514. 1° Lorsque le plan d'une section (C) est tangent a la co¬
nique W, la perspective C a un contact du troisième ordre avec W.
Car soit nn' l'élément commun aux deux courbes W et (C) : leurs
éléments consécutifs n' n" et n' m" sont dans le plan tangent à la
surface au point et conséquemment la projection de n'm", élé—
mentde(C), coïncide avec n'n", et les deux courbes W et C ont deux
tangentes communes nn', «'«".Pareillement, les éléments des deux
courbes nnx, nm, antérieurs au point n, sont dans le plan tangent
en ce point, et les deux courbes W et C ont encore une tangente
commune nnt ; de sorte qu'elles ont trois tangentes consécutives
et quatre points communs /?,, n, n', n" : ce qui fait un contact du
troisième ordre.

2° Par deux points a, b passent quatre coniques ayant un con¬
tact du troisième ordre avec W.

Ces coniques sont les perspectives des sections faites par les
plans tangents à W, menés par la droite aS, et par la droite a@,.

3° Un point a et une tangente B déterminent quatre coniques
ayant un contact du troisième ordre avec W.

Ces coniques sont les perspectives des sections dont les plans
passent par a et sont tangents aux deux cônes [(B), W].

4° Par un point a passent huit coniques ayant un contact du
troisième ordre avec "W, et tangentes à une conique C inscrite a W.

Ces coniques sont les perspectives de sections dont les plans
passent par a. Quatre de ces plans sont tangents aux deux cônes
[(C), W], et quatre tangents aux deux cônes [(C,), "W].

5° Il existe seize coniques ayant un contact du troisième ordre
avec W, et tangentes à deux coniques C, C/ inscrites dans W.

Huit coniques sont la perspective de sections tangentes aux
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CH. XIX. — AUTRES DÉMONSTRATIONS. 367trois courbes (C), (C'), W; et huit sont la perspective de sections
tangentes aux trois courbes (C), (C,), W.

515. Les six axes de symptose de trois coniques C, C, C"inscrites dans W, passent trois à trois par quatre points.En effet, trois axes de symptose des coniques C, C', C", prisesdeux à deux, sont les perspectives des droites d'intersection desplans des courbes (C), (C'), (C"), et conséquemment passent parun même point. Les courbes (C), (C), (C") donnent lieu à trois
axes de symptose passant par un même point; les courbes (C),(C',), ( C") pareillement, ainsi que les courbes (C), (C',), (C").Donc, etc.

516. Les six ombilics des trois coniques C, C', C" sont trois àtrois sur quatre droites.
En effet, ces ombilics sont les perspectives des sommets des sixcônes qui passent par les courbes (C), (C'), (C"), prises deux à deux,et ces sommets sont trois à trois sur quatre droites. Donc, etc.
517. Si d'un point I d'un axe de symptose de deux coniques C,C', inscrites dans W, on mène des tangentes à ces courbes, lesquatre points de contact sont sur une conique Z inscrite dans W etdont le pôle de contact est I.
Cette conique est la perspective de la courbe de contact (2)d'un cône circonscrit à la surface du second ordre, et dont le som¬met est en un point de la droite d'intersection dés plans des deuxcourbes (C), (C').
Pour un autre point I' du même axe de symptose de C et C', ona une autre conique 2'. Les ombilics des deux coniques 2, 2' sontsitués sur l'axe de symptose de C et C.
Car ces ombilics sont les perspectives des sommets des deux cônes['(S), (2')]; ces sommets sont sur la droite qui joint les sommetsdes deux cônes circonscrits à la surface suivant les deux courbes(Z), (2'); et enfin, cette droite est l'intersection des plans desdeux courbes (C), (C), et a pour perspective l'axe de symptosede C et C'.

518. Si d'un point I d'un axe de symptose L des deux coniquesC, C' on mène à ces courbes deux tangentes la, la' : i° par les
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368 TRAITÉ DES SECTIONS CONIQUES. — CH. XIX, ETC.
deux points a, a' passe une conique E tangente a C et à G en ces
points, et inscrite clansW ; 2° les droites menées des points a, a' aux
pôles de contact des deux coniques C, C, respectivement, passent
par le pôle de contact de la conique E.

La conique E est la perspective de la section faite dans la surface
par le plan des tangentes menées aux deux courbes (C), (C'), d'un
point de la droite d'intersection des plans des deux courbes ;
ce qui démontre la première partie du théorème.

Lorsque deux sections planes (C), (E) de la surface du second
ordre se touchent, elles ont deux points communs infiniment voi¬
sins : les plans tangents à la surface en ces points se coupent sui¬
vant une droite qui passe par les sommets des cônes circonscrits à
la surface suivant les deux courbes. Il s'ensuit qu'en perspective
la droite qui joint le point a au pôle de contact de C et de W passe
par le pôle de contact de la conique E. De même, la droite qui
joint le point a' au pôle de contact de C et de W. Ce qui démontre
la seconde partie du théorème.

La droite aa' passe évidemment par un des deux ombilics de
Cet C'.

S19. Pour un autre point I, de l'axe de symptose L de C et C',
on a une conique E, tangente à Cet à C' en deux points a„
Si les deux droites aa', a, a', passent par le même ombilic de C et
G, un axe de symptose des deux coniques E, E, passera par cet om¬
bilic, et par le point d'intersection des tangentes de C aux points
de contact'A, a,, ainsi que par le point d'intersection des tangentes
de CI aux points a', aj .

Cela résulte de ce que les deux coniques E, E' sont les perspec¬
tives des sections faites dans la surface par deux plans tangents à
à un des deux cônes [(C), (C')].

Cette considération montre que réciproquement : Toute droite D
menée par un ombilic de C et G est l'axe de symptose d'une infi¬
nité de couples de coniques telles que E et E, ; et l'on conclut de là
sans difficulté la construction des trente-deux coniques tangentes
aux trois coniques C, C', C", à laquelle nous sommes arrivé déjà,
par les seuls secours de la Géométrie plane (506).

FIN DE LA PREMIÈRE PARTIE.
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