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158 ya quelques années que I'on écri-

ques perfonnes de qualité quisap-

2200 pliquent a la Science quon y traite.
On n’avoit pas alors deflein de le donner au Pu-
blic. Mais un de ceux pour qui il a été écrit,
layant jugé plus propre que tous les Ouvrages
de méme nature qui Font précedé, pour inftruire
ceux qui veulent s'appliquer aux Mathematiques,
& en traiter toutes les partiesalgebriquement, a
bienvoulu faire la dépenfe de'impreflion par le
feul motif de leur faire plaifir.

On y explique le plus fimplement que I'on
peut , les Methodes de démontrer par I'Alge-
bre , tous les Theorémes de Geometrie , &
de réfoudre , & conftruire tous les Problémes
déterminez & indéterminez, geometriques &
méchaniques. En un mot, on explique tous les
ufages qu'on peut faire de ' Algebre commune,
dans toutes les parties des Mathematiques, pour-
vii qw'on exprime par des lignes les grandeurs
qu’gles ont pour objet; & on ne {uppofe pour

cela que les {imples ¢lemens de la Geometrie
ordinaire.

L'eny fuppofoit aufli la connoiflance du Cal-
cul algebrique , parcequil fe trouve expliqué
dans plufieurs Livres imprimez: mais plufieurs
perfonnesayant crii quilieroit plusa propos d’en

a i

vit cet Ouvrage en faveur de quel-.
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donner les Régles ,-& deles joindre i I'Ouvrage
en forme dIntrodution , que de renvoyer le
Lecteur , qui n'en aura point encore de con-
‘noiflance, a d’autres Ouvrages; on a fuivi leur
avis, & l'on y a ajouté cette Introdudion , ou
Ion a expliqué toutes les operations algebri-
ques , les proprietez des raports , ou fraltions,
des proportions, & des ¢quations. |

On y a ¢eabli un principe general pour dé-
montrer toujours de la méme maniere tous les
Theorémes qu'on peut former {ur la grandeur
| confiderée generalement ; & ce principe eft le
b méme que l'on trouve aufli dans la troifiéme
| Section de I'Application de FAlgebrea la Geo-
| metrie , pour en démontrer les Theorémes.
L'on trouvera aufli des Regles particulieres
‘ pour mulriplier & divifer , les unes par les au-

tres, les puiffances qui renferment les mémes
leteres , pour les élever 3 d’autres puiflances ,
| & pour en extraire les racines. Ces Regles ne
[ F - feront peut-écre pas inutiles pour entendre avec
plus de facilité | plufieurs endroits de I'Excel.
lent Livre de I Analyfe des infinimens Petits de feu
| Monfienr le Marquis de I'Hipital, que jai auflieu
en vie dans I'Application de IAlgebre a la Geo-
metrie. On y trouvera en effer expliquez tous
[ les endroits de I'Analyfe qui dépendent de I'Al-
1 gebre & de la Geometrie ordinaire ; & dans
| lefquels cet illuftre Auteur n'a pas jugé a pro-
pos de mettre tout au long ; ou de pourfuivre

;ﬁ: |
J-!
?
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des operations dont il fuppofe fon LeGeur ca.
pable. e
Je divife cet Ouvrage en douze Sections, que
jai rangées felon leur ordre dans Ia Table qui
fuir, ou jindique ce qui elt contenu dans cha-
cune. Jajouterai que dans la premiere Section;

jai parlé des équations déterminées , & indéter-

minées, des racines de leurs inconnues wade de
leurs ufages; & pour ne pas faire des répetitions
inutiles , jai crli devoir omettre dans ['Intrody.
ction , ce que jen ai dit en cet endroit. Jai
aufli mis dans certe Section , des obfervations
pour nommer les lignes qui doivent fervir 3 la
réfolution d'un Probléme, pour tirercelles qu'il
eft neceflaire de cirer pour trouver plus facife.
ment des équations ; & ces obfervations font
d'un {i grand fecours | quil eft neceflaire de les
bien entendre , & méme de les apprendre par
Coeur,

Comme les équations, qui fervent a conftruire
les Problémes, en renferment toutes les condi-
tions, & toutes les qualitez ; on a accoutumé
d’en démontrer la conftru@ion par I'Analyfe ,;
en retirant les mémes €quations des proprietez
des Courbes qu’on y employe. Mais cette Mé-
thode n'ayant aucune difficulté , jai démontré
a la maniere des Anciens la conftruction de la
plipart des Problémes détermines que jai ré-
folus, quoiquielle ait été tirée de I'Analyfe | afin
de faire voir la difference quil y a entre l'une
& lautre maniere, Mais quant a la conftry@ion

a lij
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des Problémes indéterminez , qui n'eft autre
chofe que la defcription des Courbes dont on a
les équations , il n’y a point d'autre voye natu-
relle pour la démontrer, que 'Analyfe.

Les Sedions coniques érant dun grand ufa-
| ge dans la Geometrie , jai jugé a propos d'en
it démontrer par [Analyfe, dans la4, 5,6, & 7

Section , les principales proprietez ; & principa-
I lement cellesdont je prévoyoisavoir beE)in pour
E la conftru&ion des Problémes. Je les ai d’abord
| confiderées dans le Cone, parcequ’elles y ont pris
r leur origine & leurnom , & pour faire voir que
| celles que l'on trouve décrites fur des Plans dans
I lag,6,&7 Sedtion , font précifément les mEmes
| que celles quon coupe dans le Cone.

Addition & la page liij de I Introdultion.

5. Ic et quelquefois & propos, & méme neceffaire ;
: four rendre plus facilement I'équation qui reaferme
I Hypothefe femblable & celle qui renferme la confe-
i quence,de nommer les grandeurs proportionnelles,com-
I me nous avons dit n° 19, 20, 21 & 22; & de nommer par
les mémes lectres les quantitez inégales qui ne font point
-J proportionnelles , encaracterifant les unes par quelque
figne , ou par quelque letere qui fafle voir leur inégalité.
I Par exemple , fi I'on veut démontrer quelque proprieté
, qui convignne a trois grandeurs differentes 4,5 ,C;
l’; ayant nommé A , 2 , au lieu de nommer B, 63 & C, ¢5
| on peut nommer B,ma ; (m fignifie maltiple , ou [odimul-
| tiple); oua=p; & € , na { nfignifie multiple , on forimul-
| ziple , different de m), ouatpxr,enfe {ervantdu fi-
i gne +, ou—, felon que les quantitez qu'on veut expri-
!‘ mer , font moindres , ou plus grandes que celle qui elt
I exprimée parla premiere letere 2.
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section L QU Pon donne les definitions ¢~ les princi-
pes gemeraux qui [eront pour réfondre les
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perbole page 132
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SEcTroN X.O0u lon donne La Mithode de conftruire les
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Problemes [olides parle moyen de leurs
équations déterminées 5 ou ce qui eff lz
méme cboﬁ’ , de conflruire les équations

.- : determinées du troifiéme, & du quatriéme

‘ degré , pageigg

: SECT10N XL 04 Londonne laMéthode de véfondre ¢ de

- conflruire les Problémes indéterminez dont
les équations excedent le fecond degré 5 on
ce qui eft Laméme chofe, de décrire 1%: Cour-
bes dont ces équations expriment la nature,
€~ de réfoudre, &~ de confiruire les Proble.

; mes déterminez_, dont les équations exce-

| dent le quatriéme degré page 210

| SEcTION X 1I. Des courbes mecaniques., ou tranfcendentes ,

f de leurdefcription,, & des Problémes qu'on

- pent conflyuire parlenr moyen , page 233

AVERTISSEMENT POUR LES CIT AT IONS.

E s arricles font marquez par les chiffres Romains I,
LII LII, @re. & les n° parles chiffres Arabes. Par
exemple , pour trouver cette citation, art. 4 n°. 6, il
faur chercher la page, ot 'on trouve le chiffre Romain
5 IV, & enfuite le chiffre Arabe 6 , qui n’en eft pas beau-
{ coup €loigné. Pour une plus grande facilite , voici la Ta-
ble desarticles. :

TABLE DESARTICLES.

: RTicrEl pag 1 Art.Il,pag. 4. Art. III, pag. 10.
| Art. IV, pag. 22. Art. V, pag. 30. Art. VI, pag. 35.
Art. VII, pag. 38. Art. VIII, pag. 6o. Art.IX , pag. 68,
i Art. X, pag. 80. Art. XI, pag. 85. Art. XII, pag. or.
I Art. XIII, pag. ror. Art. X1V, pag. 116. Art. XV, pag. 132.
Art. XVI, pag.141. Art. XVII, pag. 145. Art. XV 1II,pag.
148. Art. XIX , pag. 1y3. Art. XX, pag. 162. Art. XXI,
| pag.168. Art. XXII pag. 175. Art. XXIII, pag. 187. Art.
,l H XXIV,pag.199. Art. XXV, pag.2ro.Art, XX VI, pag. 233,
|
|

INTRODUCTION.

| -
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INTRODUCTLON
L'APPLICATION DE L’ALGCEBRE

‘ A
LA GEOMETRIE

DEeEFINTITIONS

"ALGEBRE eft I'Art de faire furles let-
# tres de PAlphabet, les operations que
il lon fait fur lesnombres, ceft- 4 - dire,
I’Addition, laSouftracion, la Multipli-
cation,la Divifion & les Extracions de
W : racines,

L'onfe fert deslettres de I'Alphabet préferablement
a d’autres cara&eres arbitraires ,dont on pourroit égale-
ment fe fervir , tant parcequ'on les connoit & qu’on
€crit avec plus d’habitude que tous autres caradtercs,que
parceque ces lettres ne fignifiant rien d’clles mémes, on
peut s'en fervir pour exprimer tout ce qu'on voudra.

~ Ce qui fait qu’on ne peut pas tirer le méme avantage
des caradteres Aritmetiques & des Nombres que des let-
tres dans I'Application de PAlgebre a tous fes ufages ,
c’eft, r°. quaprés avoir fair quelques unes des operations
dont on vient de parler fur les lettres , on en connoit
non feulement le réfultat | mais on connoft & on di-
ftingue en méme temps toutes les quantitez qu’il ren-
ferme; ce qui n'eft point de méme dans les réfultars
des mémes operations faites fur les nombres,

#
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20, Que les quantitez inconnues entrent dans le cal-
cul auffi -bien que les connues , & que I'on opere avec
la méme facilité fur les unes que fur lesautres.

30, Que les Démonttrations que l'on fait par le cal-
cul algebrique font generales , 8 qu'on  ne fauroit rien
prouver par les nombres que par induction.

Creft précifément en ces trois chofes que confifle
le grand avantage qu'on tire du calcul algebrique dans
fon application a toutes les parties des Mathemariques,

w’on en démontre tous les Theorémes , & qu'on en re-
;lout tous les Problémes avec autant de facilité qu’il y
auroit de difficulté A faire les mémes chofes felon la
maniere des Anciens. .

On seft accotitumé 4 employer les premieres
lettres de I’Alphabet «,6, ¢,d, &c. pour exprimer
les quantitez connues , & les dernieresm , 7,2, 4,7,/;
?,u,%,y % pour exprimer les inconnues.

1. Outre les lettres quon employe dans I’Algebre , il
y a encore quelques autres fignes qui fervent lpour mar-
quer les operations que 'on fait fur les mémes lettres. Ce
figne =, fignifie plus , & eft la marque de I’Addition.
Ainfi z-+ 4, marque que 4 eftajoutce avec' .

Ce figne —, fignifie moins, & elt la marque de la Scu-
ftracion. Ainfi z— &, marque que 5 eft fouftraite de .

Celui.ci x , fignifie fois, ou par , & eftla marque de la
mulriphication. Ainfi« x 4,marque que 2 &4, font multi-
plides 'une par l'autre.

On néglige tres-fouvent ce figne, parcequ’on eft con-
venu que lorfque deux ou pluficurs lettres font jointes
enfemble fans aucun figne qui {épare ces lettres ,oules
quantitez quelles expriment, font multiplices, par exem-
ple 6 marque aflez que « & ¢ fe multiplient : mais on
sen fert toujours pour marquer que deux quantitez €x-
primées par des lettres majufcules de PAlphabet femul-
tiplient.Ainfi 4 BxCD; marque que lagrandeurexprimee
par 4 B eft multipliée par la grandeur exprimee par CD.
On employe encore le figne de multiplication en d’au-
tres ocafions qu'on trouvera dans la fuite.
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Ce figne =, fignifie éga/, & marque qu'il y a égalite
entre les quantitez qui le précedent | & celles qui le
fuivent. Ainfiz =4 marque que zeft égale 3 4.

Celui-ci > fignifie plus grand. Ainfi at>émarque que
« furpafle 4.

Celuici < fignifie plus petit, Ainfiz < 4 , marque
que « eft moindre que 4.

Celui-ci OO fignifie infini. Ainfi x — 0O
que que x eft une quantité infiniment grande.

2. Les lettres de I'Alphabet font nommées quantitex

algebriques , lorfqu’on les employe pour exprimer des

, mar-

[«

grandeurs fur lefquelles on veur operer.
3. Les quantitez algebriques font nommées fimples ,
incomplexes ou monomes , lorfqu’elles ne font point lices

enfemble par les fignes + & —; 4, 46, % ¢, font des

quantitez incomplexes.
4. Elles font nommées compofees , ou complexes , ou
polynomes , lorfquelles font liées enfemble par les fignes

= & 2=l abbby ab — be 4 cd | “"":""5, fontdes

quantitez complexes.

5. Les parties des quantitez complexes diftinguées
par les fignes + & — font nommées zermes. ab + bc— cd,
eft une quantit¢ complexe , qui renferme trois termes,
ab , bc & cd. 1l y a quelques remarques a faire fur le
mot de zerme qu'on trouvera ailleurs.

6. Les quantitez complexes qui n'ont que deux ter-
mes font nommees binomes ; celles qui en ont trois, #7i-
nomes , &c.

7. Les quantitez incomplexes qui font précedées
du figne =+, ou platbe qui ne font précedées d’aucun
figne ( car les quantitez incomplexes, & les premiers
termes des quantitez complexes qui ne font précedées
d’aucun figne font fuppofées écre précedées du figne + )
{ont nommées pofitives & celles qui font précedées du ﬁ(gne
—negatives; d'otril {uir que les quantitez comp‘l_excs ont

[74 I]
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pofitives, lorfque les termes qui ont le figne + furpaflent
ceux qui ont le figne — ; négatives , lor{que les termes
précedez du figne — furpaflent ceux qui {ont précedez
du figne +.

8. Les quantitez incomplexes , & lestermes des quan-
titez complexes qui contiennent les mémes lettres {font
nommeées [emblables. rabe & abe font des quantitez in=
complexes femblables 5 3046 ~— 24ab + 4abb eft une
quantité complexe qui renferme deuxtermes {femblables
3aab & — 1aab ; le troifiéme terme 4abb , n’a point de
femblable. _

9. Pour s'appercevoir plus facilement de la fimilitude
des quantitez algebriques, il faut toujours €erire les pre-
mieres lertres de I’Alphabet les premieres , & les autres
dansleur ordre, c’eft-a.dire par exemple , qu'au lieu d’¢-
crire bac,ou cab, il faut écrire abe.

10. Lesnombres qui précedent les quantitez algebri-
ques font nommez coefficiens.

Dans cette quantité ax =+ 3ab + 456 ,3 & 4 font les
coefficiens des termes 346 & 446. L’'on prend lunité
pour coefficient des quantirez qui ne font précedées d’au-
cun nombre, & quoique I'on n’ait point acoutume de l’c-
¢rire , on la doit neanmoins toujours fuppofer. Ainfi aa
doit Etre regardée comme s'il y avoit 144.

REDUCTioN

Des gquantitex_ complexes algebrigues 4 lenrs plas
femples expre/fions.

i ] 1 fant ajouter les coefficiens des termes femblables,
lorfqu’ils ont le méme figne + ou — , & donrer a la
fomme le méme figne : & lorfqu'ils ont differens fignes,
il faut fouftraire les plus petits coefficiens des plus grands,
& donner au refte le figne du plus grand. Ainfi 345 +
22b éthnt réduice , devient §ab 5 4ac + 4ab — 6ab de-
vient 4ac ~ 2ab 332 — 5a devient — 2z ; 3abc — abe, ou
3abc — wabe , devient azbe. 1l en eft ainfi des autres,
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Darf§ tous les calculsalgebriques , il ne faut jamais
laiffer de termes femblables {ans étre réduits.

ADDITION
Dés quantitex algebriques incomplexes & complexes.

o B n’y a qua les écrire de fuite , ou au- deflous les
unes des autres , avec lears fignes ; & réduire enfuite les
termes femblables , & I’on aura la fomme des quantitez
qu’il falloit ajouter enfemble. Ainfi pour ajouter 32—
abe + scd avec 2ab — 3cd , Pon €crira3ab — 4bc + 5cd
+ 2ab — 3¢cd ; qui fe réduit & 46— 46¢ 4 20d, Pour
ajouter §abc — 4bcd avec sabd — 8abe+ 6bed, 'on Eeri-
ra sabc — 4bcd + Sabd— 8abc—+6bcd,qui fe reduit a sabd
< 3abc + 2bed, Pourajouter 62 — 36 avec 24 — 34,l'on
écrira 62— 3b -+~ 2a—3b , qui fe réduit 4 8. 1l en eft
ainfi des autres.

SoOusTRACTION
Des quintitex algebriques incomplexes &rcomplexes.

i3. 1. n’y 2 qua les écrire de fuite, ou au-deflous I'une
de l'autre en changeant tous les fignes de celles qui
doivent é&tre fouftraires ; & Pon auraaprés la réduction
des termes f{emiblables, la difference des quantitez pro-
pofces. :

Pour fouftraire 32 — 26 == 3¢ de 5¢— 36— 5c, l'on
écrira a— 3b— §5c—3a-+26 —3¢, qui fe réduit d 24—
b — 8¢. Pour fouftraire 3ab — 2bc—+2¢d de 5ab— 46¢ +
o 20d , Pon écrira §ab — 4b¢ +20d — 3ab + 1bc —2cd
qui fe séduit & 206 —20¢.11en eftainfi des autres,

iZ ffj
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MuLTIPLICATION

" Des quantitex_algebriques incomplexes , €~ de Jears
puiffances,

14. O N eft convenu que pour multiplier deux ou plu-
| fieurs lettres, il n’y a qu'a les écrire de fuite fansaucun
! figne qui les fepare,, & l'on aura le produit cherche.
| Ainfi pour multiplier # paré , Pon €crira @b, Pour mul-
, tiplier 6 par ac, 'on écrirazabe. Il eneft ainfi des autres.
;' il y afouvent des nombres , ou coefliciens qui pre-
" cedent les quantitez algebriques qu’il s'agit de multi-
' plier; il faut aufli avoir €gard a leurs fignes, Voici la
‘ - regle qu'il faut {uivre.

15. On multipliera les cofficiens, en fuite les lettres
& on donnera au produit le figne +files deux quantitez
font précedées du méme figne + ou— , & on lui don.-
nera le .igne —, fil’'une des quantitez eft précedée du fi-
! gne + & l'autre dufigne —.
| - Pour multiplier 32 par 24, on dira trois fois 2 font 6,
| 4 par b faic ou donne, ou eft égal a 44 ; ainfi l'on
[ aura 6«6 pour le produit de 32 x 24, De méme 34/
{ X — 1ab === Gaabh. — 3abx —1cd = =+ 6abed. §ab x
' ¢d | ou fed== §abcd. aab » abb==aaabbb,oun a6 : car
I Jorfque la méme lertre fe trouve plus de deux fois
' dans un produit , on lécrit feulement une fois , &
} Pon écrit a {a droite un cara&ere arithmetique qui ex-
prime combien de fois cette lettre doit Etre écrite.
Ainfi pour zzax, Pon écrira 2*; pour aaabbb, Pon a écrit
| 4 4 5-on peut aufli pour 2z Ecrire &5 pour st , b*, g,
.f DEFINITION.

| : 16. L & cara&ere arithmetique qui marque combien de
[ fois une lettre doit ctre écrite dans un produic , eft
nomme expofant. Ainfidans 2 6%, 3 eftle pcf‘ant dea,& 4,
celui de 4;dans #'%6 , 3 eft l'expofant de 2, & rl’expofant
de 4 : car quand une lettre eft feule , ou qu'elle ne doic
&ere cerite quune fojs daas un produit , on doit fuppo-

—————— e
-
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fer qu'elle a pour expofant Iunité, quoiqu’on fe I"écrive
point. Ainfi z exprime la méme chofe que «' , ou 14",
a'b , laméme que 2'4'. e

REMARQUE.

7 D e méme que la multiplication de deux lignes
droites engendre ou produit un rectangle, ou un quar-
ré , fielles font égales; la multiplication de trois li-

nes droites , un parallelepipede , ou folide ; ou un
cube, fi elles font égales: par la méme raifon les Al-
gebriftes appellent re&angle algebrique , le produit de
deux lettres differentes , comme «6 ; quarré algebrique;
le produitd’une lettre par elle-méme, comme 2z ou a*
folide algebrique , le produit de trois leceres differentes
comme abc , ou aab ; cube algebrique , le produit d’une
lettre multipliée confecutivement deux fois parelle-mé-
me ,comme 4* , ou 4. Mais ils n’en demeurent pas la, &
quoiqu’il n’y ait point dans la nature de folide quiait plus
de trois dimenfions, ils ne laiflent pas que d’en imaginer
d’algebriques dont le nombre de dimenfionsva al'infini,
comme &, at, &, 4% a’b,aabb ;4’bb ;a'b’, ¢rc. Et ces
quantitez algebriques font dautant plus compofces, que
le nombre de leurs dimenfions eft grand ; de forte que
un produit algebrique qui a quatre dimenfions , eft plus
compofé que celui qui n’en a que trois celui qui en a
trois , eft plus compofé que celui quin’ena que deux,
¢rc. Et le nombre des dimenfions d’un produit algebri-
que eft égal au nombre d'unitez que contient la fomme
des expofans des quantitez qui le forment. Par exemple,
4'b eft un produit de quatre dimenfions, parceque 3 ex-

ofant de #, —+ 1 expofant de b= 4. 4'4* eft un pro-
duit de fept dimenfions, parceque 3+4==7.Ilen eft ain
des autres.

Us appellent puiffunce , ou degré ; le produit d'une
quantité algebrique multipliée par elle-méme une fois,
deux fois , trois fois , & ainfi i linfini. Ainfiz , oun «' eft
le premier degr¢, ou la premiere puiflance de 2y e ou 2°,
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vii] INTRODUCTION,
le fecond degre , ou la feconde puiffance , ou le quarré
de 2 5 a4, le troifiéme degré, ou la troifiéme puiffance ou
le cube de #; «+, le quatriéme degré, ou la 4° puiffance,
ou le quarré quarre de 4; 4%, le cinquiéme degre , oula §°
uiffance , ou le quarrécube de« ; 2°, lefixicme degré
ou la fixiéme puiflance, ou le cube cube de 45 #7,le f{ep-
g ticme degré,ou la feptiéme puiffance de #,&ainfia I'infini,
' d’ot1 I'on voit que les puiflances tirent leur nom de leurs
expofans,

18. Une puiffance peut auffi étre regardée comme le
produit de deux puiflances , ou comme la puiffance d’u-
; ne autre puiffance : ainfi 2° peut étre regardée commele
produit de 2*x «*, ou comme la feconde puiflance de a',
ou comme la troifiéme de «2.

19. Ily a aufli des puiffances faites du produir de deux
-l ou pluficurs lettres mult?liées Pune par Pautre : ainfi
| aabb , eft la feconde puiflance de zb; #38¢ | la troifié-
' me puiffance de 4254, 1l en eftainfides augres,

20. S 1 deux quantitez differentes , ou égales forment
un produit,ou une puiflance,ces quantitez font nommées
corez ou racines de ce produit ou de cette puiffance. Ainfi
& b font les cotez , ou lesracinesde 465 2 le coté ou la

i !

racine de 4«#, &c.

|

! DE'FINITION.
|

‘ ForMATION
|

|

Des puiffances des quantitex_incomplexes.

:

|
Jf ,- I L eft évident (n°. 17) que pour élever une quantité

| incomplexe 4 une puiffance donnée, il n’y 2 qu’a mul-
Il | - tiplier cette quantité parelle-méme autant de fois moins
'| unc que I'expofant de la puiffance donnée contient d’u-
| nitez. Ainfi pour ¢lever #44 la troifiéme puiffance , il
faur multiplier #4 deux fois par elle-méme, ce qui don-
| nera 23, llen eft ainfides autres, i
| 22,
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INTRODUTCTION. ,\ix

22, D’otr il eft aif: de voir qu'on peut faire la méme
chofe d’une maniere plus courte , en multipliant les Ex-
pofansdela grandeur donnée par l’Expofant de 1:‘1 puifs
fance a laquelle on veut ¢lever certe grandeur. Ainfi la

3¢ puiflance de 44, ou abeltad ™ " =85 la g puif-
fancede et 2 * =45 1a sepuiffance de aab’,ou b
et &8 =445 3¢ puiflance de —2 , ou — &'

eft—a ' =—di1a quatriéme puiffance de —z ou
—defts  *=a'&en general la puiffance nde 2™ eft

<" . Lapuiffance n de —a" eft + 2", felon que 7 fi-
gnifie un nombre pair , ouimpair.

23. Il eft clair (n°. 14, &15) que pour multiplier un
produit ou une puiflance par un autre produit ; ou par
une autre puiflance olt {e trouvent les mémes lettres, il n'y

L] = = -‘-
a qua ajouter leurs Expofans. Ainfi & x 2= /™ *
2 2v=2 372 §i%s —_— —
éazd 5; =¢4554 Xa f:a’ J
== 4 e _15{23)(14_3:4; 4
‘D

i L.2
=446 x a
—

o
—d —=1I. Onverra

. . -1 : 4 « O
dans la fuite pourquoiz = —» & pourquoi & =1,

MurTIPLICATION

Des quantitex complexes algebriques, & de la Formation de
lenrs puiffances, '

Ric1cE,

24. Ox multipliera tous les termes de I'une des quans
titez par chacun de ceux de l'autre , en obfervant les
Reégles prefcrites n°. 14 , & 15, & l'on aura le produit to-
tal que Pon réduira (n° 11 ) 4 fa plus fimple expreflion;
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4 INTRODUCTION.

EXEMPLES

15. Soitlaquanticé 4 24 26—e.
a multiplier par ~ B. 24~ 35

{ . . SC. 124+ 4ab — 2ac.
Produits particuliers. D. e CAR g

Produit total. E.2aa~+7ab—1ac + 6bb —3be.
Le premier terme 2« de la quantit¢ B multipliant tous
les termes de la quantité 4 donnera la quantité C.

Le fecond terme 34 de la quantité B, multipliant tous
les termes de la quantité « donnera la quantité D ; &
ayant fait la réduction des deux quantitez C& D , 'on
aura la quantité £ qui fera le produit des deux quantitez

A& B.Doncra=+26—¢ % 2a +;6 == 244 4~ Jab — ra¢

4= 6bb—= 3bc.
26. Soit la quantité 4. au = 0b.
a multiplier par B. aa — bb.

C. a* =~ aabb.
D. —aabb+b*

Produit total E a*— b*.

Le premicr terme a2 de la quantit¢ B ,multipliant la
quantité 4 produit laquantit¢ C. Le 2¢ terme — 46 de
la quantité B multigliant la quantité 4 produit la quan-
titd D , & enréduifant las prodaits particuliers C & D,
Ponale Produit total E. Doncaa «+ bb x as — 6b — a*
— b,

2. On fe contente quelquefois pour exprimer la
multiplication de deux quantitez complexes, d’écrire
entre deux le figne de multiplication.

Ainfi pour multiplier 2+ 4par @ — b ,lon écrit 24
x a—>b, ona+ bxa— b llen eft ainfi des autres,

Produits particuliers,

FORMATION
Des puiffances des quantitex complexes.

18. P our élever une quantité complexe d une puiffan.
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ce donnée, ilfaut, comme pour les quantitez incom-
plexes, la multiplier confecutivement autant de fois
moins une que I'expofant de la puiffance donnée contient
d’unitez. Ainfi pour éleverz + 4,4 la 3° puiflance, il faur
(n°. 24) multiplier # 2 par 2+ 4, ce qui donne 2z 145
~+ bb, qui ctantencore multipliée par 2+ 5, donne 2 o
3aabw-3abb + b, qui eft la 3* puiflance , ou le cube de
a +b. 1l eneft ainfi desaurres.

On peut abreger I'operation lorfqu’il sagit d’¢lever
un pobynome au quarré,

29. On écrira le quarré du premier terme + ou —
deuxfoisle rectangle au produit du premier par le fecond,
-+ le quarré du fecond ; & ces trois termes feront le
quarr¢ cherché, fi c’eft un binome. Mais fi c’eft un.
trinome, on dcrira encere —+ ou— deux fois le pro-
duit desdeux premiers par le troifiéme + le quarré du
troifiéme. Si c’eft un quadrinome, on écrira encore —+ou,
— deux fois le produit des trois premiers parle qua-
triéme. + le quarré du quatriéme , & ainfi de fuite. Ainfi
le quarré de @ — & ¢ eft iz — 225 455 w200 — 255¢
== LC.

On a mis ici cette abréviation , parceque I'on a tres-
fouvent befoin de cette operation dans ’Application de
I'Algebrea la Geomerrie,

Voici une abréviation plus confiderable pour élever
un binome dune puiffance quelconque.

30. L'on écrira au premier terme la premiere lettre du
binome clevéea la puiflance donnée ; au fecond la mé.
me lettre élevéed une puiffance plus bafle de lunité , &
multipliée par la2¢ letere 5 au troifiéme. , la méme lettre
¢levcea une puiffance encore plusbafle de 'unité & mul-
tiplice par le quarré de la feconde ; & ainfi de fuite, en
abaiffant 4 chaque termela puiffance de la premiere lec-
tre de Punité , & élevant au contraire celle du fecond de
Punké,juﬁprécequcfona;ﬂveautcnne,oﬁlalnémm
premicre lerere n’aura quune dimenfion qui fera le pé-
nultiéme ; & l'on écriraau dernier terme la feconde lec.

b ij
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xij INTPRODUETION .
tre élevée & une puiffance égaled celle du premier, Ainfi
our élever 2 + b i la 4° puiflance , P'on écrira,
" 4. at * &b 4 aabb # ab’ « b*. S1 le binome eft tout po-
fitif, tous les termes de la PuiiTance auront le figne +; {1
la feconde lettre eft négative,les termes ou elle {e trouve-
ra élevée dune puilanceimpaire , ou dont 'expofant eft
un nombre impair, auront le figne—, & tous les autres
le figne + , comme on voit dans la puiffance 4.
1l refte encore i trouver les coefficiens 5 en voici la
Meéthode.
On donnera au fecond terme pour coefficient I'expo-
fant du premier 5 on multipliera le coefficient du fecond
ar lexpofant que la premiere lettre 2 du binome a au
méme fecond & le produit divifé par 2, ferale coefficient
du troifiéme. De méme, le coefficient du troificme
multiplié par I'expofant que la premiere lettre a au mé-
me troifiéme; & le produit divif€ par 3, fera le cofficient
du quatriéme ; & ainfi de fuite. De maniere que le
coefficient d’un terme quelconque maltipli€ par I'expo-
fant que la premiere lettre du binonie a dans Ie méme
terme , & le produit divifé par le nombre qui marque
le licu que ce méme terme ocupe dans l'ordre des ter-
mes de la puiffance, eft le coefficient du terme fuivant,
Ainfi la4® puiffance du binome 4 = 4 entierement for-
mée eft | _
a*+ 4295 + Gaabb *4ab +b* 1l en eft ainfi des autres.
§'il'y 2 quelque nombre entier ou rompu qui préce-
_de T'un des deux , ou tousles deux termes du binome ,
on multipliera le coefficient de chaque terme dela puif-
fance parune puiffance de ce nombre égale acelle ot a
Jertre qu'il précede yeft €levée. Ainfipour ¢lever 2+ 25
i la 3¢ puiffance ,Fon y ¢levera premierement 2+ 72,
& lon aura &* <+ 3aab + 32bb~+ b3, 'on multipliera
enfuite les coefficiens des termesou 4 {e rencontre par la
uiffance de 2 égale & celle vu 4 yeft clevée, c’eft-a-dire
que Pon multipliera 3a4b par 2, 3abb parg , & b par8
& l'on aura @ ~ 6aab - 12a4bb 484, qui fera le cube de

a-2b.
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On peutauffi élever par les mémes régles un binome
quelconque p + ¢4 une puiflance indéterminée m (m fi-
gnific un nombre quelconque entier ou rompu, poficif
ou négatif ) qui fera ,
] L rod Bk Dz

1
? g == % T
- 3

m 773 s T :
?—I-mp g +=mx ~

pm_ 5@’ 7 X ”";‘ x ”1.?-—‘ X i”_:'__‘pm—"'g'; ¢rc.Ou l'on
voit que la premiere lettre p du binome a pour expofant
dans tous les termes , 7 moins un nombre entier 5 c'eft
pourquoi fi ce nombre entier fe trouve dans quelquun
égal 4 m , l'expofant de 2y fera = o; & par confequens
p=1, & ce terme fera le dernier de la puiffance = du
binome p =+ 4. Mais fi ce nombre entier ne fe trouve ja-
mais =, la puiffance 7 du binome p+ ¢ pourra Ctre
continuee 4 l'infini. _ _

31. Le binome p -+ g €levé a la puiflance z, comme
on vient de faire , peut fervir de formule generale , pour
élever un binome , ou un polynome quelconque a une
puiffance donnée.

Soit par exemple 22x—xx qu'il faut¢levera la 3¢ puif-
fance.

Ayant fuppofé 2ax =p , — xx =g , & m=3, l'on
fubftituera en laplace de p, de g, & dem, leurs va-
leurs 22x , — xx , &3 ; & en la place des puiflan-
ces de p & de ¢, les puiffances égales de leurs valeurs
20x & — xx ,& lon aura 84'x° — 1244x* + 6ax’ — x°
pour la puiffance cherchee : car 7 devient = 3 au qua-
triéme terme de la Formule. De méme pour €lever 2~
b—cala 3° puiflance. Ayant fuppofé 2 =p,b — ==y,
& m=13 , 'on aura aprés les fubftitutions 2 = 3242 +
3abb 4+ b — yaac— 6abe < 3acc —306¢ + 3bace— ¢ 11
en eft ainfi desautres.

32. Onfe contente quelquefois pour élever uu poly-
nome 4 une puiffance donnce d’écrire a fa droite Pex-
pofant de la puiffance a laquelle on le veutélever. Ainfi

; £ =0 Gra i1 :

pour élever a* 6 au quarré ,oncerit 2 b 5 pour lele-
¥ ' T r

ver au cube , Ion écrit e+ 4" ; & en general, pour ¢le-

b iij

»
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ver =54 la puiffance m, l'on écrit @ % 4. mfignifieun
nombre quelconque entier ou rompu, pofitifou pégatif.

33. Ileft clair que pour élever une puiflance quelcon-
que d'un polynome , formée comme on vient de dire;
3 une puiflance donnée, iln’y aqua multiplier I'expo-
{ant de l'une parlexpofant de l'autre. Ainfi pour élever

ik : yodily  ~preem 2 g

7+ ba lagpuiffance, Ponéeriraz+6 e= a4
; S ' .

pour élever z + 4 au quarre, ou 4 la 2° puiffance, l'on
LG o e=rzam ‘ ——m : ¢
écriraz+5 . Pourclever 2+ 6 ala puiflance #, l'on
" g — A .
écriraz + & . Il eneftainfi desautres.

34. 1l eft encore ¢vident que pour multiplier deux
puiffances de laméme quantité complexe, formées com-
me onadit n° 32.il n’ya qua ajouter enfemble leurs

; . g ———a —_— ., s
pofans. Ainfi pour multiplier « +£ par 4+ /', Ponccri-

—————, w3 B 5 L e
ra ;;4—5 ’:d—-i—é)d—i—b'—-'t X d-i—é-—-(.' =

. e | et N gt cpudtt |
Sy ——i g Sl OGN Db X —— b ==
——-n, e Mg, e

Foe m — m
e Sa+b xawb —a+b ) a+b x

T e 173 e 17} — 7} o)
a+ b =~ b —az-+4b =1,

DIVISION
Des quantite_algebriques incomplexes @ complexes.

REcLE GENERALE.

35. O~ écrira le divifeur au deflous du dividende en
forme de fra&ion, & l'on prendra cette fracion pour le
quotient de la divifion. En effet, puifque route divifion
numerique exprimée, comme on vient de dire , eft égale
a fon quotient , par exemple i:- =315 _? =75, & quelle
peut par confequent €tre prife pour {on quotient; it en
doic Ctre de méme des divifions algebriques. Ainfi

T { R e o e,
pour divifer #4 par ¢ ; l'on écriza flc_ ; pour divifer aa -+
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bb par ¢ +d , I'on écrira M{:Z{’- 5 ore.

36. Mais comme il eft toujours neceflaire de réduire
les quantitez algebriques 4 leurs plus fimples expreflions
lorfqu’il eft poffible , & que les divifions , ou fractions
dont onvient de parler ; n’y font pas toujours réduices,
il faut donner les regles neceflaires pour cet effer,

Il y a differentes manieres, oupliicoe, il ya des casot
il faut operer d’une certaine maniere ; d’autres , ou il
faut operer d’une autre mianiere pour réduire les frac-
tions , ou lesdivifions a leurs plus ﬁm{)ies termes. Nous
ne donnerons a prefent que le cas o 'operation eft cel-
le qu’on 4 toujours nommee divifion ; les autres fe trou-
veront ailleurs.

DIVISION

Des - quantitex. incompleses.

57 IL eft evident(n®.14.& 15) que lorfque le dividende eft
le produit du divifeur par une autre quantité quelcon-
que , le quotient fera le dividende , aprés en avoir effa-
~ce le divifeur. Ainfi le quotient de #& divifc par « eft 2,

ceft-d-dire que 2 ==/ ; le quotient de «Z¢ divif¢ par

@
. b a3
abeft ¢, c’eft a-dire que“_; = ¢ 35 d¢’ méme ‘.==u;
£ A
288 — 4b. 11 en eft ainfi des autres.
Aao

Il ya fouvent des nombres autres que Punité qui pré-
cedent ou le dividende,ou le divifeur,& quelquefoistous
les deux. Il fautaufli avoir égard aux fignes. Voici la re-
gle qu'il faut obferver. _ it

38. Ondivifera parlesregles de la divifion numerique,
le nombre qui precede le dividende par celui qui prece-

de le divifeur , & (n° 37 ), les lettres du dividende par’

celles du divifeur , & I'on donneraau quotientle figne +
fi le dividende & le divifeur ont tous deux le méme fi-
gne = ot —; & fi 'una - & lautre —, 'on donnera
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au quotient le figne —, Ainfi le quotient de 1245 par 32

12ab

ab
eft 44 : car i}f_:q., &—=a, &parlfanr.;: =

n RN B s Eaiscke, 2
De méme 2% = —3b; == sab

== 4aab. 1l en eft ainfi des autres.
39. Si le dividende & le divifeur font femblables , &

égaux , le quotient fera Punité. Ainfi -2 =1 ; ™=,

- 1246
Ce qui fuit de ce que toute quantité fe mefure, ou fe
contient elle mémeune fois.

40. 1l arrive fouvent que les nombres fe peuvent di-
vifer , & que les lettres ne fe peuvent pas divifer ; & au
contraire, auquel cas il faut divifer ce qui fe peut divifer,
& laifler le refte enfradion. Ainfi .‘_‘;:.’.5. — ?;_‘" 5 Si: R _‘:E.

3 34

41. Lorfque niles nombres, niles lettres ne fe peuvent
divifer, on écrit le divifeur au deflous du dividende en
forme de fraction ; & ceft en ce cas qu'il eft neceffaire
de prendre cette fraction pour le quotient de la divi-

fion. Ainfi pour divifer # par2,l'on écrira %5 pour di,

: 3 Ly b il
vifer 345 par 2c , Pon écrira i‘;';; 5 pour divifer — 245 par
N ; Lo 24b 2ab ’ 0n
3¢, l'oncerira — 20U = ; pour divifer yab par — 2,

— rab

. = ab vy
lon _ccm'ai_;‘, ou ; pour divifer —4.45 par—3¢,l'on

:.5"

i i b ’ :
écrira ”*° | ou %, On trouveraailleurs la raifon des

changemens de fignes que I'on vient de faire.

Si Pon multiplie le quotient d’une divifion par le divi-
feur , il viendra la quantite A divifer : car la multiplica-
rion, &la divifion ont des effets contraires, auffi. bien que
Paddition & la fouftra&ion.

42 Il eft clair ( ne. 21 & 37 ) que pour divifer unefpuiﬁ
ance

SCD LYON 1 _



INTRODUCTION. - xvij
fance quelconque d’une quantité incomplexe par une
puiffance quelconque de la méme quantité,iln’y a qu’a
{ouftraire I'expofant du divifeur de 'expofant du divi-

. : JTTTi% 453 43 ;3—1%
dende. Ainfi==a4 =¢z5%3=4 35‘ =abb;
AR
At sl a? sl - £y 105
i 0 5 g } — = = =t
al e % 4 ‘—(n '31 ) I, 4“5 '. a “ ‘.l b | “l

49_45 f: P-—P=I, é‘-c.
DIVISION

Des quantitex complexes.

43. L oxsaue le dividende eft le produic du divifeur
par quelqu’autre quantite il eft clair que la divifion fe
fera toujours exactement aufli-bien que celle des quan-
titez incomplexes.

Or il eft fouvent aif¢ de voir fi une quantité que l'on
veut divifer par une autre quantite, eft le produit de la
quantité qui doit €tre le divifeur par une troifiéme quan-
tité ; & alors le quotient fera cette troifiéme quantitc.
Ainfi ax — bx divifée par z—F~ , donnée au quotient x:
car ax — bxeft le produit de 2 — & x x ; & ax — bx di-
vifée par x , donne au quotient z — £. Pareillement
“z:i;iﬁ — R s “xx;ééxx = ga— bb - d\{.

44. Lorfqu’on ne peut pas aifement voir {i une quan-
tit¢ complexe peut &rre divife par une autre quantité
complexe, il faut Pexaminer par lareglequi fuit , qui eft
celle qu'on appelle divifion. |

45. Pour faire plus facilenient la divifion des quanti-
tez complexes, on examine dans les denx quantitez que
Ion veut divifer 'une par l'autre, qu’elle eftla letere qui
{e trouve le plus fréquemmentavec des dimenfions dif-
ferentes ; & 'on écrit dans 'une & dans l'autre quan-
tite le terme,ou ceteeletere a plus'de dimenfions,le pre-
mier, & enfuite lesautres termes, felon l'ordre des puif-
fances de la mcme lettre. Quelques-uns appellent certe
lettre , lettre dominante. ¢
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RecLE

46. O éerit le divifeur 3 la gauche du dividende ;” &
fuivant les regles de la divifion des quantitez incomple-
xes,on divifele premier terme du dividende pat lepremier
du divifeur , & Ponécrit le refultar, ou quotient 2 la
| droite dudividende. On rhultiplie tous lestermes du di-
i vifeur par le quotient ; & l'on fouftrait le produit du di-
| vidende, ce qui fe fait (n°. 13 ) en écrivant le méme pro-
duit au-deflous du dividende avecdes fignes contraires
& on fait enfuite la réducion ,en regardant le dividen-
de & ce produit comme une feule quantité.

{ | On divife de nouyveau les quantitez qui viennent aprés
" la réduction parle méme divifeur, ce qui donne un nou-
veau terme au quotient; & on acheve cette feconde ope-
ration comme ona fait la premiere. On réitere encore la
méme operation autant de fois qu'il eft néceflaire, ou juf.
qu’ace que la réduction devienne nulle , ouégale 4 zero,
qui arrive toujours lorfque la quantité i divifer eft le pro-
duit du divifeur par une troifiéme quantité, qui eft le
quotient de la divifion. Les Exemples éclairciront la
regle.

-

ExemeprLE I

: 4" 47. Sorr @3 —=34ab -+ 3abb — b 4 divifer para— 5,
Ayant écrit le dividende & le divifeur comme on vient de
dire , 'onopereen cette forte en prenant# pour lalettre

1 dominante.
| |; | Divifenr. Dividende. Quotient.
i Ga—=bS @3l 3abb— b ad—2abe b,
i’l '|' * Prod. ) — @ - aab 4
|i I*‘fRC'd'tl.A' O — 1gab + Yabb— B
Ir Produit., “+ 2aab — 1abb
| A DR S
. !!.l Produit. - — abb+b

| ' 3¢ Redu. C © o
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INTRODUCTION. xix

Le premier terme -+ «* du dividende divifé par le pre-
mier -+ « du divifeur donne pour,quotient 4 2, & mul-
tipliant le divifeur z— & par le quotient + 4, 'on 2 &
—aab, & ayant écrit — & 4= aab au-deflous du divi-
dende , & fait la Réduction, l'on aurala quantité 4,
que j'appelle premiere Réducion.

Le premier terme — zab de la premiere R édu&tion 4
divifé par le premier + # dudivifeur , donne pour quo-
tient — 244 ; & multipliant le divifeur z— & par le nou-
veau terme du quotient — 244 , I'on a — 244b = 24b4;
& ayant €crit == 244 — 2abb au-deflous de la premiere
Réduétion 4 , on aura lafeconde Réduction 3.

Le premier terme « 244 de la feconde Rédu&ion B,
divif¢ par le premier <+« du divifeur donne pour quo-
tient -+ 645 & multipliantle divifeur 2z — 4 par+44,1’'on
a--aab— b ; & ayant écrit — aab - iau deflous de
la feconde Réduction , I'on aura zero pour la troifiéme
Réduétion, qui marque que la divifion eft faite , & par

confequent que L3448 =+ ;ﬁ“ =5 g 246+ bb,
. I

Exemrre II

48. Divifenr. Dividende. Quotient,
ad—abv¢d, gg* — aabb - 2abcd — cedd §4. e b = cd,

Produit. —at e’ — aacd
Premiere Réd. o= a3b—aabb — aacd + 2abed — ccdd
Produit. . —a b~ aabb — abcd
Seconde Rédu&, © © — dacd v~ abcd —ccdd
Produit. o aacd — abed < ccdd
Troifiéme Réduction. -0 o Q
Dong # —asbbrasbed — cdd  — 44 4o g} od,
i PP

£

SCD LYON 1




XX INTRODUCTION.

Exempre IILL

49. Divifenr. Dividende. Quotient.
1 Voo aayt+ by —a ?y‘*-&-zdd A
! yy—aa—bb.3" _ 2bbyt— atyy—2rasbb (¢ _ 4
1 g 5 bbyy+aabb.
S -aayt

Produit. {#y st ééy.; q
mes 0+ 2aay* bty — af
e Redadk) .o byt — atyy— 2a*bb

1 — aab+
i Produir, {7 ey sty
| 3 ~~ 2aabbyy
| , — byt by —af
2° Rédu&ion, /4 : ;;4);; —:d b
i “+ 2aabbyy — aab*
1 Produit. = bbyr — aablyy
{_,__—ikﬂ }

1 gy O. = aYyy —af
1 3° Reduct, % “+ aabbyy — 2a*bb %

————,

{‘ r| - —aabt

1 Produit. 3 AR o

!‘ | % -+ a*bb

| 4 Rédud. g + bty — a'bb

'. ¥ ) — aab* .

r! i Produi, — aabbyy = a*b

1l -+ aab*

f : 5° Redud. ) o
!!; Donc Yo aay’ - 6yy—at =y == 242)y + a*,
| —2bbyt— atyy — 2a'bb  — bbyy+ aabb.
f S i e
| Y = = bb ¥

||
‘
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\ ExemrprLE LV. .I
50.  Divifeur. Dividende. Quotient. .

XK — M,% 9xt w1220 —— QA3 — B }3)::: “+ 42X — a4,

Produit. QX == 3AAKXK |
1 Rédu&tion. 0 =+ 1244 v 388xx — 44°% — 4*

Produit. — 12455 - 44 %

2° Rédu&ion, O -~ 3ABXK — at

Produit, —344xx A=A}

3° Rédu&ion. o o

Donc?*! Huade! —4w'x =& L sy v o g5 4 4n.

IXX = a4

sr. Il ya des divifions qui ne fe font qu’en partie , ce :
qui arrive lorfqu’il vient une Réduction ol toutes les
lettres du divileur ne fe trouvent plis ;-ou bien ne s’y
trouvent point dans1’état & dansl'ordre qu’elles gardent
dans le divifeur : & en ce cas , 'on écrit le divifeur au.
deflous de la derniere Rédudion, ce qui forme une fra-
¢tion que l'on ajoute an Quotient , comme on va voir
dans PExemple qui fui.

Exemrre V.

§2. Divifenr. Dividende. Quotient.
ac—dd.§ ' asbea- a0 — abdd —ccdd e d' ) ah+ .
Produit.)— 24b¢ = abdd
1*Redu. 0 448 0 —ridisdi .
Produit. — ap -+ ccdd
2° Rédu&ion. o 0 = d*
Donc #sbc = ac? — abdd == ¢¢dd = d* s 55+ i PL

¢ — Ad ;t_t-:-_-ﬂdd'

53- 1l y a des divifions que Fon pourroit continuer,
méme a linfini, quoique tous lestermes du divifeur ne
fe trouvent point dans la derniere Réducion : mais le
Quotient deviendroit plus compofé ; & la divifion de.

¢ ¥y
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viendroit inutile ; c'eft pour uoi, dansces fortes de di-
vifions, ilen faut demeurer 4 Tendroit, ol le Quotient
eft le plus fimple qu'il puifle écre.

54. Il arrive aufli fgrt {fouvent que les coeficiens, ou
les nombres qui précedent les termes , ou quelqu’un
destermes du dividende, ou du divifeur, empechent

ue la divifion ne fe faffe, quand méme toutes les lettres
Erroient dans’un & dansl’autre difpofées de maniere que
la divifion fe pit faire. '

55. 11y a'auffi des divifions qui ne {fe peuvent point
du tout faire ; ce qui arrive lor?qu’aucun des termes du
divifeur ne fe trouue point tout entier dans aucun de
ceux du dividende : & alors on écrit le divifeur au-
deffous du dividende , ce qui forme une fraction que
P’on prend pour le Quotient de la divifion , comme on
a dit n°. 34.

L’on a fouvent befoin de connoftre tous les divifeurs
J’un nombre donné , & d’une quantité algebrique don-
née pour choifir celui d’entr’eux qui convienta de certai-
nes operations que l'on eft obligé de faire ; c’eft pourquoi
pous en allons donner ici la Mecthode, '

MEeTHODE
Pour trowver tous les Divifears d’un nombre donne.

56. I L. faut divifer le nombre donné parz, sl eft pofli-
ble , & autant de fois quil eft poffible 5 enfuite divifer’
le dernier Quotient par 3, sil eft poffible ; & autant de
fois qu'il eft poffible; de méme par 5, [iar 7, par9 , &
jufqu’a ce que le dernier Quotient {oit 'unité, ou que le
divifeur devienne le nombre propofé ,auquel cas, il n'a
aucun divifeur que lui-méme; & ayant éerit dans une
rangée de haut en bas tous es divifeurs dont on seft fer-
vi, on multipliera le premier divifeur par le 2¢, & on
écrira le proguil: 4 la droite du 2. On multipliera en-
fuite les deux premiers divifears , & le produit qu’on a
déja trouvé parle troifiéme divifeur, & l'on écrira les
Produits vis 4 vis le méme troifiéme divifeur ; on mul-

tipliera de méme rout ce qui eft au-deflous du 4° divi-
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feur par le méme 4° divifeur , & 'on écrira les Prdduits
a fa droite , & ainfide fuite , & tous ces Produits feront
autant de divifeurs dunombre propofe,

EXEMPLE
S o171 le nombrer 5o dontil faut trouver tous les divi-

feurs.
Je divife 150 & BB
par 2, & jécris 150 2,
le ClcFotient 75 75 3. 6.
au-deflous de 25 §.10.15. 30.
A, & le divi- 5 5. 2§. 50. 75.150,
feur2 au - del- I
fous dé B ;

Jedivife 75 par 3, & jécris le Quotiént 25, & le divi-
feur 3 fous 4 , & fous B je divife 25 par 5, & Jécris le
Quotient 5, & le divifeur 5, fous 4 & fous 7 | je divifey,
par 5, &jécris le Quotient 1, & le divifeur § fous ¢, &
fous B. Cela fair, je multiplie le premier divifeur 2 par
le fecond 3, &jécris le Produit 6 4 c6té de 3. Je multi-
plie rout ce quieft au-deflus du 3° divifeur 5 , par luimé.
me , & j’ceris les Produits 10, 15, 30,4 {2 droite 5 enfin
je multiplie tout ce quieft au deflus du 4° divifeur 5, par
lui-méme, & jécris les Produits 25, 50, 75, & 1505
( car onnéglige 10, 15 qui s’y trouve déja ) comme on les
voit. 1l eft clair que tous ces nombres qui fone du core
de B peuvent divifer fans refte, le nombre donné 1 §0.

57. Ceft la méme regle pour les quantitez algebri-

?ues. Soit par exemple , la quantité 43 - aabb , dont il
aut trouver tous les divifeurs,

@b A aubbz,
aab < abbla. a4
@b bbip. b aab.

abig o b anamah, g aab.ab-arbb.aabb v abb, b aabb.
1

Je divife & e sabl par a, & jéerisle Quotient zab abb,

.
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fous A, & le divifeur 2 fous B. Je divile zab abb encore
par «, & jécrisle Quortient ab +ba, &le divifeur £ {ous

4, & fous B. Je divife ab = b6 par 4, & j'écris le Quotient

4 + b, & le divifeur 4 fous 4, & fous B. Enfinjedivife
a2+ b par @ =+ b5 & jécris le Quotient 1, & le divifeur
b, {ous.A4 & fous B. J'acheve Poperation comme celle
des nombres , & je trouve tous les divifeurs de la quan-
tité a2 = aabb au-deflous de B.

ResorLurioN

Des puiffances,ou de Lextratlion des racines des guantitex
algebriques.

58. E X TR A I R E laracine d’une puiffance , ou d’une
quantité algebrique, c’eft trouver , par une operation
contraire a celle de la formation des puiflances , une
quantité plus fimple que la propofée ; qui ctant multi-

lice par elle-méme, autant de fois qu'il eft neceflaire,
produife la puiffance ou la quantité propofce.

Il y aautant de fortes de racines,qu'il y a de puiffances,
& l’on donne a chaque racine le nom de la puiffancea la-
quelle elle fe rapporte. Ainfi la quantite qu’il ne faut
multiplier qu'une fois par elle-méme pour produire la
quantité ou la puiflance dont elleeft la racine , eft nom-
mée racine quarrée 5 ou feconde racine ; celle qu'il faue
multiplier deux fois par elle-méme , pour produire la
puiflance dont elle eft la racine,eft appellée racine cube,on
troifiéme racine 5 celle quil faut multiplier trois fois ,
eft nommée nacine quarrée quarrée, on QUatrieme racing ;
celle qull faut multiplier quatre fois racine quarsée cube
ou cinquiéme racine ; celle qu'il faut multiplier cinq fois,
racine cube cube , ou fixiéme racine, ¢.

On fefert dece caractere V quon appelle figne radi-
cal , pour fignifier le mot de racine : mais pour le’ dé-
terminer a fignifier une telle racine , ‘on y joint I'expo-
fant de la puiffance 4 laquelle fe rapporte la racine en
queftion , &-.cet expofant eft alors appellé expofant

du figne radical, Ainfi Y. , oit fimplemeut v, fignifie ra-
cine
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3
cine quarrée , ou feconderacine; v, fignifie racine cube,
quatriéme racine , @«. De forte queVab , ouVaz +bb,
Vaa+ 2ab+ b5 , ignifie qu'il faut excraire la racine quar-
ree deab , oude @a + bb , ou de aa—+ 246+ bb | &c.
Iy adesquantitez doncla racine propofée s'extrait exa-
¢tement; d’autres, dont on ne la peut extraire qu'en par-
tie;& d’autres, dont on nela peut point du tout extraire,
59. Les quantitez dont on ne peut extraire exactement
laracine, & qu'on eft obligé d’exprimer par le moyen du
{igne radical , font nommées , fourdes , ou irrationnelles
& celles qui ne font affe@ées d’aucun figne radical,

font nommées rationnelles. Ainli Vab ,Vaa—+bb , font
des quantitez irrationnelles, parceque'onn’en peut pas

extraire la racine quarrée ; Viaab eft une quantité irra-
tionnelle, parceque I'on n’en peut pas extraire la racine
cube ; .

EXTRACTION

Des racines des quantitez_incomplexes

6o. PU I $QU E{n° 22.) pour¢€lever une quantité in-
complexe dune puiffance donnée, il fauc multiplier les
expofans de cette quantité par expofant de la puiffance
propofee ; il eft clair que pour extraire la racine propo-
{ée d’une quanticé incomplexe, il n’y a qu'a divifer les
expofans de cette quantité par I'expofant du figne radi-
cal convenable; ou, ce qui revient au méme,multiplier les
expofans de la quantite propofée par une fraction dont le
numerateur {oic I'unité , & le dénominateur {oit I'expo-

fant du figne radical dont il s'agit, c’eft-d-dire , par =,
)
s'il sagic de la racine quarrée ; mai, s'il sagitde la racine

I 5 s = * ’ ’
cube; o s'il s’agit de la racine quarrée quarrée , @c:

car les dénominateurs 2, 3 & 4 font les expofans des fi-
y
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4 X 3 f A » .,
nes radicaux v, V, V, @rc. L’on rend par-Ia I'operation
de lextra&ion des racines, femblable a celle de la for-
mation des puiffances , & Pon a desexpofans pour les ra-

= . X I
cinesaufli bien que pour les pu1ﬂ"ances: car — eft 'expo-

. ’ 1 .
fant de laracine quarree; —=, Pexpofant de racine cube;
Pexpofant de la racine quarrée quarrce, erc. & 'on

I
g
4 L]
peut par confequent enoncer ’extraction des racines, en
difant qu’il faut €lever une quantité donnéed la puiffance
. ¢rc. au lieu de dire qu'il en faut extraire la

3 ]

g
1 racine quarrée, cube , quarrée quarrce, ec. | |
! Si aprés la mulciplication des expofans de la quantité '
propofée par les fractions dont on vient de parler, les
expofans qui font alors fra&ionnaires , fe peuvent tous
réduire en entier, la racine propofée fera une quantité
rationnelle ; fi une partie de cesexpofans fe peut réduire
en entier , & que l'autre partie demeure fractionnaire ,
la racine ne fera extraite qu'en partie , & I'on metera la
partie rationnelle devant le figne radical , & la partie ir-
rationnelle aprés; fi tous ces expofans demeurent fra-
&ionnaires , la racine ne fera point extraite , & l'on fe
contentera de mettre le figne radical devant la quanti-
té propofée 5 enfin fi les expofans frattionnaires qui ne
peuvent Etre réduits en entier furpaflent Punitc, la puik
fince dela lettre dont ils font expofans , fera en ipartie
rationnelle , & en partie irrationnelle. Il faudra operer
fur les coéficiens, comme fur les lettres ,eny employant
les extractions numeriques des racines , & la Méthode
de trouver tous les divifeurs d’unnombre,expliquée n°.56.
Tout ce.quon vient de dirc {era éclairci par Jes Exemples

. qui fuivent.

1 I I
2

e e

e

ExXEMPLES.

G1. S o 1T & b* ¢ dont il faut extraire la racine quar-

/ . ’ \ ; I ‘
rée , ou quil faut élever 4 la puiflance -5 ayant multi-
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|e

.7 I ]
pli¢ les expofansz, 4 & 6 par -, l'onaurazz 4> ¢ * ,ou

ou ab*¢’ aprés avoir reduit les expofans fra&ionnai_res en
entier , de forte que Va4 é=ub*c , ce qui eft ¢vident.
I
De méme, Va*b = ab r==aVh : car a eft la racine de
I
an,oua,& breft la méme chofe que V5 ; Vab —
I I

2 * b1 =Vab;ceft-d-dire quevab eft une quanticé route
3 b § I I
x . 3 o e ) T 5_1_ ot (-
irrationnelle ; V&b —=a:b2r=a w=i( BP28)
 § I
ar b V72 b= 6aby i i
aar b= aVab;V71 &b ’=6aby1ab: car il eft clair par
les Exemples précedens, que V't = abvab, & je dé-
montre que V72 = 6v2 en cette forte. Si Pon cherche
(n°. 56 ) tous les divifeurs de 72, & qu'on examine tous
les quarrez quis’y rencontrent (sl s’agiﬂbir de la racine
cube, il faudroit examiner tous les cubes , & ainfi des
autres racines ) on trouvera que 36 eft le plus grand.

Or ﬁ'— =1 & 36 x2= 725 C’eft pourquoi V72 peut étre

regardée comme le produit de V36 x V2: maisv36 = G;
donc V72 = 6V2, & partant V72 26’ = 6abV245. On
trouvera de méme quevizzab=—24¥3b, & queVbaah =
av'6bc 5 parceque 6 ne peut Etre divilé paraucun quarré,

1l en eft ainfi des autres.

EXTRACTION
«Des racines des Polynomes.

62, L A M¢thode d’extraire les racines des Polynomes,
{elonla maniere ordinaire, eft femblablea celle d’extrai,
re laracine des nombres,

dzj
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Exemepre L

S o 1T laquantité 2z + 2ab 4 bb 4= 24t 4= 2be A0
dont il faut extraire la racine quarree.

Divifeurs. Quantité propofee: Racine, ot Quot.
aaraba-bbirracaibovcc. ( at b
-'—‘ dﬂn
I 224 b, A. 0 +1ab+bb+racrbcct
e 20b—bb
2. 2a+2b¢.| B. o Osrtac+ebecc
— 2a0—2b6—CC
C. o} e} ©;

Je dis , le premier terme 2« eft un quarré , dont lara-
cine eft z que jécris au Quotient, & je fouftrais le quarré
de 2 qui eft 2z du premier terme 42 de la quantite pro-
pofée, en I'écrivant au-deflous avec le figne —. Je reduis
a la maniere de la divifion la quantité propofce , & le
quarré fouftraic , & jécris la Rédudtion A au-deflous
d’une ligne.

Je double le Quotient #, ce quime donne 24 que j'¢-
cris 4 la gauche de la Rédudtion A, & qui fait partie du
premier divifeur. Je divife le premier terme+ 244 de la
quantité 4 par 2« 5 ce qui me donne + 4 que Jécris au
Quotient , & a la droite du divifeur 2z, & jaile premier
divifeur compler 22+ que je multiplie par le nouveau
Quotient & , & jai plus 2ab +bb que je {ouftrais de la
quantité 4, en écrivant.au-deflous avec des fignes con.-
traires , & la Réduction de cesdeux quantitez me donne
la quantité B. Je double le Quotient 2 + b, & jyai
2 -+ 26 pour une partic du nouveau divifeur que jecris
ala gauche de B.Je divife de nouveau le premier terme
2ac de la quantité B par =+ 24, ce qui me donne =-¢
que j'écris au Quotient, & 3 la droite du nouveau di-
vifeur 22 + 25 5 ce qui fait 24 =+ 24 +¢ pour le fecond
divifeur complet. Je multiplie ce fecond divifeur 2#
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w4 1b= ¢ par le nouvean Quotiente, & j'ai 24 =+ 2bc+cc
que jécris au-deffous de la quantit¢ B avec des fignes
contraires ; & réduifant ces deux quantitez je trouve
zero pour la troifiéme Réduction ; d’ott je conclus que
Poperation eft achevee , & que par confequent |

Vad v 246 = b o= 24C == 2bC A (¢ == a4 b 4.

Exemrre Il
Sortila quantité 9aa — ¥2ab -+ 4bb dont il faur ex-
traire la racine quarrce.
Divifenrs. Luantité propofie. Racine ou Quotient.
aa— 12ab + 4bb. . (30— 1b.

“—9aa
6s—1b. | 4.0 — 124b - 405
+12ab — 4bb
B. o i o A

Le premier termie 944 €tant un quarré dont la racing
eft 34; pécris 34 au Quotient , & fon quarré 944 au-def.
fous de 944 avec le figne —, & la premiere Rédu@ion
eft la quantité 4. Je double le Quotient 34, ce qui me
donne 64, qui font partie du premier divifeur, & que *é-
erisa la gauche dela quantité 4. Jedivife — 1245 par
+ 64, ce qui me donne ~ 24 que j'écris au Quotient &
& la droite de 62, & jai par ce moyen le divifeur com.-
plec 64 — 25. Je multiplie 64 — 15 par — 24, ce qui
me domne — 122b + 4bb, & Pécris + 1285 — 405 qu.
deflous de la quantité 4. Je réduis ces deux dernieres
quantitez , & la Reéducion B qui fe trouve c¢gale 4 zero,
fait voir que la quantité propofée eft un quarsé dont la
facine eft34 — 24, celt-d-dire, que V9as— 1240 o+ 40k
—=ja— 2.

Sk venoitune Réduction qui ne pir €tre divifée par
le double du Quotient , ce feroit une marque que la
quantité propofée ne feroit point quarrée ; & il faudroir
alors fe contenter de lamettre fous le figue radical. Par

({ J'.Jlj

SCD LYON 1




XXX INTRODUCTION.

exemple, fi on vouloit extraire la racine quarrce de
aa + bb , ontrouveroit que la racine de 22 eft # : mais
on ne pourroit divifer la Réduéion 64 parza , ce qui fe-
roit voir que a4 + b4 , w’eft point un quarré; c’eft pour-
quoi il faudroit fe contenter d’en exprimer la racine en
cette forte Vaa + bb. 1l en eftainfi des autres.

Au refte il eft 2ifé de connoitre par la formation des

uiffances , ou lorfqu’én a un peu d’habitude dans le cal-
cul algebrique, fi une quantité propofée eft quarrce, ou
un cube, ¢r¢. & d’en extraire par confequent la racine
fans le fecours d’aucune operation, ou par la feule inf-
pection des termes de la quantité propofce.

63. Mais fans cela , & fans le fecours des Régles que
nous venons de donner , 'on peut, avec toute la facilité
poffible extraire toutes fortes de racines, quarrees, cu-
bes, quarrées quarrdes, ¢rc. par le moyen de la formu-
le generale propofce n° 30: car pour cela il n’y a qua
regarder les quantitez dont on veut extraire une racine
quelconque, comme des quantitez qu’il faurt €lever a une
puiffance dont Iexpofant foit celui de la racine qu'on

; 3 : S
veut extraire, c'eft-a. dire , ‘que cet expofant foit —, fi
1:',.7-.'.:

X . : 4 5 I
c’eft la racine quarrce ; '-—;, {i c’eft la racine cube s o fi

c’eft laracine quarrée quarrée , @. ce qui eft facile en

faivant ce qui eft prefcrit n®, 31, comme on va Voir par

les Exemples qui fuivent. :
ExemrrE L

S o1 T laquantité 2} —3aab -+ 3466 — &’ dont il faut
extraire la racine cube , ou ce qui eft la méme chofe

quiil faut élever 4 la puiffance —.

3
Ayant fait & =p, — 3aab~+32bb — b3 =g, & met-
tant ces valeurs de p & de g dans les deux premiers ter-

mes, 2 +mp. . g dela formule genera'e propofée ne,
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30 ; ( car les autres termes fontinutiles, lorfque les raci-

a . ; m
nes qu’on veut extraire , font rationnelles;) 'on aura

s A0 M e :
wma O x——3aabh 4 3abb— b, & faifant encore m

1 et 13
= —,Ponaura s + L 2 X = 3aab-3206—b , ou
3

a—da

—

—2e2 e Pk, -
b+ bb—= =4 . "B'zmais parceque
g

—2 2 ]
le fecond terme — =—u b =1b=5F; le
troifieme & quatriéme terme font nuls. Ainfil'onaz—5
pour la racine cherchée, c’eft-a-dire, que
& — 3aab + 3abb — D5 owWd — jaab -+ abb—p

=a—0.

EXEMPIFYE. IL

Sorria quantité aaz -+ 14b— 2ac +bb— 2bc=4-¢c donr
il faut extraire la tacine quarrée;, ouquiil faut ¢lever 3

3 I
la puiflance —.
%

Ayant fait az0u 2" =p, 4 2ab — sac+bb — 215 -

¢c =g , & mettant ces valeurs de p & de ¢ dansles deux
' : ¢ m 7 —1
premierstermes dé laFormule p +mp 4, Fon aura

7 2703 — g, .
a +ma X 280 = 2a¢ +bb — 26¢ 4 cc, Ou en en fai-

.

I
fantm:_‘,a-f--‘_a
3 1
1—2=1 R, 3 b= 1 o [
Id éé"‘“d

OoU g+ a b—a €on il
2

i ; ———
X 220 — 24¢ 4 bb — 16 4 c,

gl . » i
ér-l-.:_ @ ¢ Mais parceque le fecond & troifiéme

terme deviennent + 4 , & — ¢; il fuit que tous les au.-

tres termes , ou 4, & ¢ e rencontrent font nuls, Ainfi
o Y O 3ot refn A i g 76

ad - 2ab— 2.4¢ = bb—2bc +¢¢ 2, ou

Vad v 280 — 246 == bb — 2b¢ = (¢ — a2 = b — ¢
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Exempre IIL

S o1t la quantité 9aa =+ 124b 4+ 466 dont il faut ex-
traire la racine quarrée , ou qu’il faut clever a la puif>

fance L.
%

Ayant fuppofé gax , ou 9a*=p,& 124b 4= 4bb = g ,
& mettant ces valeursde p & de g dansles deux premiers
termes de la Formule g’ =+ mp ¢ ,lon aura i e

: 4

Pioe [ 2 [} v ) e———— 7 ——
me a x 126 + 4bb,ou en faifant m = 2. 9VE
E

etk — - '
AT x9TTd xnaab-4bb, cu9gtat — x
g ¥ S

o z

—

2 'x 124b =+ 4bb: mais 9 * ou Vg = 3 ; donc 32+ s

[ T L TR R il Ty g ST
w47 x12ab - 460 0u3a4 ‘T 4 xTaba4bb,0u

3
—1dI =1 ©
34 +-;I3:z 64-_;.:! bb , ou 3a 414 bop—d X
: 3

— L

: o . :
bb: mais le fecond terme 22 b =1b; ¢ eft pourquoi ce
{econd terme cftle dernier, & le troifiéme eft nul: Ainfi
I

9aa <1240+ 4667, ou Y9aa m~ 124b+ 4bb =34+ 2.

REMARQUE

64. S 1 dans aucun terme la valeur de », expofant de p,
ne fe trouvoit point == 0, la racinede J]a quantité pro-
pofée feroit irrationnelle,& Pextradion fe pourroit con-
tinuer a linfini ; ce qu'onappelle approximation des ra-
cines :mais cela neft point neceflaire pour I’Application
‘de’Algebreala Geometrie : car lorfque la racine d’une
quantité eft irrationnelie , on fe contente de I'exprimer

ar lemoyen du figne radical quilui convient, comme on

a déja dir,& comme on pourra voir dans la fuite.
Pour
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INTRODUCTION. XXXiij
Pour saflfeurer i on a bien excrait une racine | il eft
bon de Iélevera fa puiflance : car sl vient la quantité
propofée , I'extraction aura écé bien faite. Par exem-
ple, l'on vient de trouver 34—+ 24 pour laracine quarrée
de 942 4 134b 4 466, Or fi Pon multiplie 34 =24 par
34 =26, Pon trouvera 9aa 4 11ab+ 46 quieft la quan-
tic¢ propofée , c’eft pourquei l'extradtion a ¢té bien
faite.
REpucrion

Des quantitex irrationelles & lenrs plus fimplesexprefions.

65. I y a des quantitez complexes, comme d'incom-
plexes, dont on ne peut point extraire exatement la
racine demandée : mais il arrive {fouvent que ces quan-
titez font le produit dela puiffance dont on veut extraire
la racine par quelquautre quantité ; & ence cas on peut
extrairela racine en partie , en mettant devant le figne
radical la racine de cette puiffance , & I’autre quantité
fousle figne radical. Par exemple, il eft aif¢ de voir que
aab - sac n'eft point un quarré , & quon n’en peut par
confequent extraire la racine quarree ; qu'en I'cerivant

fous le figne radical en cette forte Viiab + asc : mais on
voit aifement que za4 + zac eft le produit de 2z qui eft

un quarre, par b < ¢, ou que vizah + aac==Vaa x Y+

or Vaz = aydoncVaus 4 auc —a xVh+c=avVbh+c’
& c'eft ce qu'on appelle extraire une racine en partic,
ou plitét-ce qu'on appelle réduire une quantité irratio-
nellea fa plus fimple expreflion , ce qu’on doit toujours
faire quand cela fe peut, foic que les quantitez foient
complexes ou incomplexes,

Lorfqu’on ne voit pas parla feule infpecion des termes,
fi une quantité irrationelle complexe ou incomplexe peut
étre reduite a une expreflion plus{imple, on 'examinera
en cherchant ( n° §6 ou §7) tous les divifeurs qui la
peuvent exadtement divifer ; & s'il s'en trouve quelqu’un
qui {oit une puiflance duméme nom que la racine gn’on

¢
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XXXiv INTRODUCTION.

veut extraire , la quantité propofée fe pourra réduire
& une plus {imple expreffion : car elle pourra &cre regar-
dée comme le produit de cete puifflance , & du quotient
qui vient en la divifant parla méme puiffance. Par exem-
ple, sil fautextraire la racine quarrée de & — 3aab -
3abb— B, en cherchant tous les divifeurs de cette quan-
tité , on trouvera que 4z — 2ab =bb , qui eft un quarré,
eneft un, & qu'en divifant & — 3aab +3abb — b} par
44— 1ab -+ bb , il vientau quotient 2 — 5 5 c’eft pour-
quoiYa'— 3aab=3abb— B—Vaa— 2ab+bb xVa— b
orVai— 24b a4 bh—=a— bdonc V&' — 3aab + 3abb—b
= g — b¥a—Pb. bey

Lorfqu'on trouve plufieurs divifeurs qui font des puif-
fances de méme nom que les racines quon veut €xtraire ,,
on ne fe fervira que du plus grand.

66. On ajoute, on fouftrait, on multiplie, & on divife
les quantitez irrationelles comme les rationelles ; & ces
4. operations fe font de la méme maniere pour les unes
& pour les autres : mais pour une plus grande facilite ,
il les faut auparavant réduire a leurs expreflions les plus
fimples; & comme les quantitez irrationelles ne diffe-
rent des rationelles que par le figne radical qui caracte.
rife de maniere celles qu’il précede, que quand elles con-
tiendroient les mémes lettres que celles quile précedent,
elles ne leur feroient pas pour cela fémb(}ables 5 de forte
que les quantitez qui fone horsdu figne radical , ne doi-
vent point étre mélées dansaucune de ces quatre opera-
tions , avec celles qui font fousle figne radical.

Il faut neanmoins remarquer que les quantitez irra-
tionelles font femblables , lorfque celles qui font fousles
fignes radicaux., ne different en rien du tout les unes des
autres, & lorfque celles quifont hors des fignes radicaux
ne different de méme en rien du tout, ou ne different

que par leurs cocficiens. Ainfi 3ava & 2aVa 5 3aVa+ b
&ava +b; -;.'. Vag— x5, & ig- vax —xx , font des
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'"INTRODUCTION., XXXV
quantitez irrationelles femblables. On fuppofe que le fi-
gne radical foit le méme , ce qui arrive toujours dans
I'Application de Algebre a la Geometrie,

ADDITION
Des guantitez_irrationelles.

67. O les €crira de fuire | ou au-deffous lesunes des
autresavec les fignes qu'on leur trouve , & lorfquelles
feront femblables,on en fera(no.1r) la rédu@ion comme
fi Céeoit des quantitez rationelles. Ainfi pour ajouter
2a¥% avec 3avh , Pon écrira 1aV5 + 3av5, quife réduit 3
5aV5. Pour ajouter 3avb avec 20vb , Pon €crira 3avh -
2evb, & il eft indifferent de laiffer ces quantitez en cet

€tat, ou deles écrire en cette forte 34 + 20V, Pour ajou-

————— _——'_-'_"_—_', r . 5 B e AR
ter avax — xxavec bVax—xx, on écrira avax — xx
“+ bVax — xx, ous+bVax —xx. Pour ajouter 3avh
avec 2cVd , I'on écrira 3aVh w 2cvd qui ne peut point
avoir d’'autre expreflion,

SOUSTRACTION
Des grantitez_irrationelles.

68. O nles écrira de fuite en changeant les fignes de
celles qui doivent étre fouftraites ; & lorfquelles feront
femblables. on en fera ( n® 11 ) la réduction comme f
c’croit des quantitez rationnelles. Ainfi pour fouftraire
3avb de savh | Pon écrira savh — 3avb qui fe réduir 4
2avh. Pour fouftraire 3av26 de 5bv2b, lon écrira 5625

—34V124 , ou sb —34v2b. Pour foultraire — 26vzx— v

de 36V — i, on écrira 3bViax — xx e 2bvix —xx,

qQui fe réduit A §4Viax — xx. Pourfouftraire 2074 de 34V

}:011 €erira 3aVh— 20V, qui ne peut avoir d’autre expref-
ion,
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XXXV] INTRODUCTION.

MurLTIPLICATION
Des guantitex ireationnelles.

| 69. Siles quantitez que I'on veur multiplier font incom-
i >lexes , 'on multiplira la partie rationelle par la ratio-
|‘ nelle ; & la partie irrationelle par lirrationelle, & I'on
| éerira. le produit des parties rationelles devant le figne
i radical & le produit desirrationelles aprés,& l'on réduira

le produit total a fon expreflionlaplus fimple. Ainfi 2vbx
Vb= acvbb: mais Vbb==b; doncacvbb==2bc; d’oti'on
. voit que lorfque les partiesirrationelles font femblables,
i il i’y a qua multiplier le produit des rationelles par ce
i qui fe trouve fous le figne radical. De méme avéx vz,
l!;” ou avh x 1V¢ ( car on prend Punité pour partie rationelle,,
I lorfquil n’y en a point d’autre )= avbc ; 24vb x 36 , ou
|"5' 20Vh x 30V == 6abVbh 5 1a¥bc x bVab =24b¥abb; —
’ 2abbVac y20V36c % 36v/6ab == 6abV184bbe = 184bbv1ac 5,

Il
av2b x zé\/_v,c:: 2abvGhbe. :/45 x \;/aé - \:/xméé; zm/a'gé X

I S
! 35\5/54 gos 635\3/#‘5 —G6aabyb. 1l eneft ainfi des autres..
| 0. Si les quantitez que on veut multiplier font in-
complexes, on multipliera tous les termes de 'une par
i chacun.de ceux de l'autre , en fuivant les regles des
fl quantitez incomplexes, & la Réduction des produits par-
| ticuliers étant faite, l'on aura l“e_-produit total, Ainfi
:l Vaa = bb xVaa + bb=— d;z.-.—&é;\éffjéx—-\/ga.——éé
"’ == — aa+bb; 2aVaa - bb x WNaa + bb = 12’6 +1ab’.
' Cecieft évident ; carlorfque laméme quantité fe trouve
fous le figne radical v, en 6tant le figne radical, cette
quantit¢ {e trouve multipliée par elle-méme. Ce quon

;. peut encore prouver en cette {0rte:Vaa 4 bb x Vaa -+ bb
: :

i'. 57 I I
! ==da = bb »xaa 4 bb = (1n°. 34.) mz-b-éé_:q—h: , ow

(1% 33.) wa o Bb5 e gy bbe I en ot ainfi des
! autres,
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' Pour multiplier Va4 par Va — 6 , on multipliera
a - b par 4 — 4 , comme fi c’roit des quannrez ratio-

nelles | & I'on aura Viea — bb. De méme a =+ Yabxb = .
ab+ 6\/aém+ Vb xVbe == aVh¢ - Vabbe = avbe 4tV ac;

3aVbhe —26¥ac x 2Vab= Gﬂr\/dééc——45£\/aa£c"——645€\/4‘ |
— 4abcvbe. Voici des Exemples plus compofez. :

a4 Vgq— b5 multiplic,
par @+ VYaa—=bb
BV by

= Vin —bb+ az—bh

Prod. 2z + 22 Va2 — bbb pq — bb.

A~ VYag—xx multiplié

pPara — \/zm —XX
Ad 4 a\/ﬁa —-— XX

— 4v’44:——xx--—mr+xx

Produit.zz * —aa - xx.

Vab 4~ Yaz — xx multipli¢
par Vab+VYaa—xx

bVl
AV b— abxx = a2 — x5

Produit. 4t5+1\/¢335——déxx +42 — xx.

ac =+ bVaa — cx multlplzc
par b — c\/M— W

abec 4 bbiVaa — xx

it ——— _-__-___*“"__'————__,______“-
v dff%m S gy 5&'\/ at—aazxs— A%y xxyy
—_— T

Prod abic+-bbivaa — xx—acVaa—y,;

(—beVat —gaqmn— éﬂ)'y-t—.x'ﬂgyje

¢ uj
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XXXViij INTRODUCTION.
DIVISION

Des quantitex_irrationelles.

i O v éerira le dividende au-deffous du divifeur en
formede fra&tion, & I'on prendra cette fraction pour le
Quotient de ladivifion. Maislorfque I'on s’appercevra
que le dividende fera le produit du divifeur par une au-
tre quantité, ce qui eft aifé dans les quantitez incom-
plexes , on prendra cette autre quantité pour le Quo-
rient. Etdansles quantitez incomplexes , .Forfqu’on n’a-
percevera pas le Quotient, on examinera (n°. 46.) fila
divifion fe peut fajre ; & fi elle fe fait, Pon aura un Quo-
tient f{ans fraion: maisf{i elle ne fe fait point , on fe con.

tentera de la divifion indiquée. Ainfi Y22 -=4; aVbe
; Ya 2 Vb

6be 1’4 .-— x
Vo 2ok A— X% o Vg —X:CAL A+ X X &
) 4cVab 3d‘/3“ Vo x ¥ g g

— x— a2 — xx. 1l en eft ainfi des autres.

Il ya d’autres R éductions pour les divifions indiquées
qu’on trouvera ailleurs ; & tout ce que nous allons dire
des raports, & des fractions, fe doit aufli entendre de ces
{ortes de divifions , foit qu’elles foient rationelles , ou
1OERS: > q )
irrationelles. ;

S
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T BB O B

Des Raifons , ow Raports , des Fractions ,des
Equations , &7 des Proportions.

DEFINITIONS

IL. BA 15 0 NyouRaport eft la comparaifon de deux

grandeurs de méme genre,, telles que font deux
nombres , deux lignes, deux furfaces, deux corps,
deux efpaces de temps , deux quantitez de mou-
vement , deux viteflesd’un méme , ou de deux differens
mobiles , deux poids, deux fons, ¢e.

Or comparer les grandeurs, c’eft operer fur les gran
deurs ; & comme ['on ne peut operer fur les grandeurs
qu’enles ajoutant, fouftrayanc, multipliant, divifant, &
enen extrayant les racines ; il faut neceflairement que
leur comparaifon fe fafle par quelques-unesde ces ope-
rations. : . :

Mais parceque I'’Addition , & la Multiplication les
confondent , & n’en marquent point 'égalité | ou Pin-
¢galité, en quoi confifte précifément la comparaifon des
grandeurs , & que I'extraction des racinies n’agit que fur
une feule; & qu’au contraire la Souftradion fait connol.
tre 'égalité de deux grandeurs , ou Pexcés de Pune par-
deflis Pautre , ou la difference de I'une 3 Fautre | & que
la Divifion détermine combien de fois une grandeur en
contient , ou cft contenue dans une autre; ou, ce qui
eft la méme chofe , indique la maniere dont une gran-
deur en contient , ou eft contenue dans une autre , ou e
marque I’égalité; il fuit quil n’y a que la Souftradtion & la
Divifion qui puiffent fervira comparer les grandeurs,

1. La comparaifon de deux grandeurs par la Souftra-
&ion 5 ou, ce quieft laméme chofe , [a Souftradion elle
méme , eftnommée raifon ou raport aithmetiqne, Ainfi

-
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xl INTRODUCTION.
12 —4 34— b, oub — a,&c, fonr des raifons ow
des raports arithmetiques.

2. La comparaifon de deux grandeurs parla Divifion;
ou, ce qui eft la méme chofe , la Divifion elle - méme

eft appellée raifon , ou raport geometriqhe. Ainfi™ outs
. _ ¥ i

a

'3 [
™ ou —, &ec. font des raifons ou des raports geomet.

Onprend ici la Souftradtion indiquée pour la Souftra-
&ioh méme , ou pour la difference des deux grandeurs
qui la compofent; & F'on prend de méme la Divifion in-
diquée pourla Divifion méme, ou pour le Quotient des
deux quantitez qui la forment.

Onappellera dansla fuite Réduttion, le réfultar de ces
deux Regles , ou de ces deux Raperts , ceft-a-dire, la
difference & le Quorient des deux quantitez qui les
compofent. :
CororLrLAIRE L oy
3.1 L eft clair que les raifons ou raports tant arithmeti-
ques que geographiques, font égaux lorfque leurs Rédu-
&ions funt égales. Ainfi 12 — 4 =16 —8 , parceque 12

—4=8,816—8==8. Deméme —’:— == .’;_, parceque

) & =3 Par la méme raifon , fi 3-=/&

=3

] s £
== 4 — — —
f5 'on aura — -

* 4. Mais les R édudions , ou les Quotiens des divifions

+
€
A

ou des raports geometriques, font to“flours ¢gaux , lorf- *

que les dividendes contiennent , ou ‘ont contenues de
méme maniere dans les divifeurs. Ceft pourquoi lorfque
une grandeur 2 contiendra, ou fera contenue dans une
autre grandear ,comme une troifiéme ¢ contientou eft
contenue dans une quatriéme 4, ces quatre grandeurs
formeront toujours deux raports geometriques égaux,

T e c
e

—— —y

¢ é

CoroLrLAIRE I,
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COROTLLALRE . LI'L

5. Tiett deméme c¢vident que les raifons, ou raports tant
arithmetiques que geometriques , font ineégaux, lor{que
Ieurs Réducions font inégales , & que le plus grand eft
celui doncla Rédudtion eft la plusgrande.Ainfi 12 — 4>
Io—6:carf —4=8, &10—6 = 4. De méme
R 1 12 ¥ OF
T>—S'Car + =3,& igh T

6. Le premier terme d’un raport arichmetique , & le
terme {uperieur d’un raport geometrique , font nom.-
mez antecedengg le fecond d’un raport arithmetique , &
Pinferieur d’un raport geometrique , font nommez con-

[equens. Ainfi dans les raports 2 — 4 , & .;_‘_ aeftl’an.

tecedent , & 4 le confequent : mais comme les raifons
oules raports geometriquesne font autre chofe que des
Divifions indiquées , & que ces Divifions font ; 4 pro-
prement parler, des fradtions ; il fuit qu’il n’y aaucune
difference entre raifon, rapore, divifion, & fradion ;
de forte que tout ce qu'on dira dans la fuite des uns,
fe doit auflientendre des autres. On remarquera feule-
ment que pour parler comme les autres , lorfquil sagi-
ra des raifons ou raports, on appellera les deux ter-
mes antecedent & confequents lor{quil s'agira de divifions,
onles apellera djvidende & divifeur ; & lorfqu'il s'agira de
fra&tions, on les appellera numeratenr & dénominateur.

7. Lorfque I’antecedent d’une raifon eft cgale 4 fon
confequent , on l’afpelle raifon d'égalité ; & lor{que l'un
furpafle 'autre, on lappelle 7zifon &'inbgalisé.

8. Lorfque lantecedent d’'un raport geometrique ;
contient plufieurs fois exatement fon confequent , il eft
nommé multiple de ce confequent, & lorf{que I'antecedent
eft contenu plnfieurs fois exaGtement dans fon confe-
quent, il eft nommé foimultiple du méme confequent.

9- De tels raports tirent leur dénomination du nom-
bre de fois que I'antecedent contientle confequent , ou

f
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y eft contenu. De forte que fi I'antecedent contient
deux, trois, quatre fois} &r. fon confequent , le rapore
{era nommé double , triple s quadruple, ¢re. & fi Pantece-
dent eft contenu deux,trois,quatre fois, @ dans le con-
fequent , le raport fera nommé fondonble , foutriple , foii-

quadruple, &c. Ainfi 2 eft un raport triple, &= eft
4 Iz

un raport folrriple,
10. On appelle ¢quation deux quantitez algebriques

differentes , entre lefquelles fe trouve le figne d’égalitc;

ainfi a=bj ax — xx =y 5 x = #_font deséquations.
[

1. Les deux quantitez algebriques gli fe trouvent
de part & d’autre du figne d’égalice font nommeées ment-
bres de Péquation ; celle qui le recede eft nommee le
premicr membre, & celle quile £it, le fecond. D’oti 'on
voit que les deux membres d’une équation font les cxprel-
fions algebriques d’'une méme quantit¢ , ou de deux ,

quantitez cgales.
COROLLAIRE.

12, ] ¢ eft évident que deux raports égaux arithmetiques,
ou geometriques,peuvent toujours former une €quation.
Ainfi fi « furpafle, ou eft furpaflée par 4, de la méme
quantité que ¢ furpafle ou eft furpafice par d, on aura
toujours e — b=¢—d,ounb —a=d —c. De méme
{i 4 contient ou eft contenue dans 4, comme ¢ contient

<

. 3 - a
ou eft contenue dans 4 , I'on aura toujours - == -, ou

5 _ - d

I Pesy T

5 r3. Mais fi au lieu de former une ¢quarion de deux

| raports ¢gaux , arichmetiques , ou geometriques , on

| arange leurs quatres termesde fuire , en forte que l'ante-

' cedent de Pundes deux raports {oit le premier, fon con-

‘ fequent , le fecond 5 I'antecedent de l'autre raport, le
troifiéme , & fon confequent le quatriéme , en {cparant
les deux raports par quatre points, & les deuxtermes de
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chaque raport par un feul point, en cetre forte 2.4 :: ¢. d,
( enfiippofant que # — b= ¢—d, ou -2 == - j;onap-

pellera proportion, ou analegie cetre difpofition des qua-
tres termes de deux raports €gaux. De forte que pro-
portion ou analogie , n’eft autre chofe que I’égalite de
deux raports arangez autrement qu'en ¢quation. Si les
raports font arithmetiques , on la nommera proportion
anthmetique ; s'ils {font geometriques ;on la nommera
proportion geometrique.

14. Pour énoncer une proportion , :comme celle-ci
a.b:c.d;ondira, fielle eft arithmerique, # furpal-
{e b ,oueft furpaflée par.b,comme ¢ furpafle d,ouefbiur-
paflée par 4, & fi elle eft geometrique, on dira « con-
tient b,ou eft contende dans 4,comme ¢ ¢ontient 4, oueft
contenue dansd. Mais pour abreger , {oitque la propor-
tion foit arithmetique , ou geometrique, on dit z eft a 4,
comme ceftad, ou comme z eftad 4, ainfic elta 4, en
obfervant neanmoins que le mot g7 fignific furpaffe,
ou ef furpaffe dansla proportion arithmetiqué; & que
dans lageometrique, il fignifie contient ou ¢/f contena.

L’on diftingue deux fortes de proportions, tant arith-
metiques que geometriques , la diftreze , & la continue.

15.La pr?ortion difcrete eft celle dont les quatre ter-
mes {ont differens, comme celle-ciz.b:c . d

16. La preportion continue, eft celle ot la méme
quantit¢ eft le confequentdu premier raport & l'ante-
cedent du fecond , comme celle-ciz . é:: 4. ¢,

17. Les quantitez qui forment une. proportion font
nommeces proportionnelles. Ainli la proportion difcrete
renferme quatre proportionnelles, & la continue n’en ren-
ferme que trois , & celle du milieu elt nommée moyenne
proportionnelle, arichmetique , ou geometrique, felon que
la proportion eft arithmetique, ou geometrique , & dans
Pune 8 dans 'autre proportion ; le premier & le dernier
termes font nommés extrémes,& les deux du milieu, mayens.

18. Lorfqu'une proportion - continue renferme plus

fii
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de trois termes : ou pliitot lorfque plufieurs grandeurs
dont le nombre furpaffe 3, font rangees de fuite , de ma-
niere que chacune delles puiffe fervir de confequent a
celle qui la précede;s & d’antecedent a celle qui la fuit,
cette rangée de grandeurs eft appellée progrefféon , arith-
metique ou geometrique , felon que les raports que les
grandeursqui la compofent ont entr’elles,font arithmeti-
ques ou geometriques. 4,5, C, font des progreflions
arithmetiques. D, E, F, des progreflions geometriques.

) AT BIGOM . §5ICRT D.I..1.4.8.16,é~c.
B.10.8.6.4.2,¢%. E.81.27.9.3.1, @

C.4..z.o—-1——4-:€‘;"" 1?,4..1.!.—:—--—1—, Q.
2 g

CoroLLAIRE L

19. T ¢ eft clair ¢ n° 18.) que dans une progreflion
arithmetique , l'excés d’un terme quelconque par-def-
fus celui qui le fuit, ou quile précede, doit Etre toujours
Je méme. De forte que fi on” nomme le’ premier terme
d’une progreffion arithmetique & Pexcés qui regne
dans la progre{ﬁon m, (m peut fignifier un nombre quel-
conque , entier, ou rompu, pofitif, ou negatif) I'on
pourra former par le moyen de ces deux lettres, une
il ‘progreflion arichmetique generale en cette forte ,

il 4. A a2 B 3, &C

CororLAIRE IL

. _
L 1 20: I L n’eft pas moins évident que fidans la progreflion
:i geometrique , on divife un terme qu¢1c0nque par ce-
I Tui qui le fuit, la rédudion , ou le quotient fera toujours
| Te méme ; ceft pourquoi fi 'on nomme le premier terme
'! d’une progreflion geometrique b, & la rédu&ion ou
| quotient qui regne dans la progreffion z ( # fignifie un
nombre pofitif, entier, ou rompu), 'on pourra former
une progreflion geometrique generale,, encette forte.
g SN ;i_ , &c. car fi une quantit¢ divifée par

) '_?J-'
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ufie autre , donne au quotient z, la méme quantité 4,
divifée par le quotient » donnera cette autre.

21. Ceci fe peut aufli appliquer aux proportions tant
arithmetiques que geometriques. Soit par exemple, la
proportion arithmetique fuivante @ . 4 ¢.d ; fi 'on
nomme z —4, ou b-—az,m;c-—doud — ¢ {eraaufli m;
doncaz.a——m:c.c—m,oua.avm:c.c+m;dol
Ion voit que la fomme desextrémes eft égaleala fomme
des moyens, ceft-d-dire, s c *m=a+m+,
puifque ces deux fommes, qui font les deux membres de
cette équation , renferment les mémes quantitez.

2:. De méme , fi dans la proportion geometrique

{fuivante z. 4 :: ¢ . d, on fait -% =n , lon aura aufli

c £ ¢ L g ]
— . o . — .
+ ==n; & partant (no, 20. ) @. —zc. ”,doulon

voit aufli que le produit des extrémes eft ¢gal au pro-

duit des moyens , ceft-a-dire, ~ =" : car ces deux
3 :

produits qui font les deux membres de cette équatios

renferment les mémes quantitez,

Axrome L

23 S 1 on ajoute , ou fi 'on fouftrait ; ou fi I'ont nyul-
tiplie , ou fi on divife des quantitez €gales par de
quantitez égales ; les fommes, ou les differences, oules
produits , ou les quotiens, feront ¢gaux.

COROLLAIRES.

1".1 . fuit qu’on peut ajouter , fouftraire , multiplier, ou
divifer les deux membres d’une équation par les deux
membres d’'une autre , chacun par chacun. Par exem-
ple, fie=/4,& c=d,lonaura a+c=4~+d, oua+d
b

:é"l"ci 4(&54{, 0uad=éc-, 2 =27 , ou _i..'.-:i
— c d d c *

2¢, Il fuir auflide cet Axiome, & de ce que I’Additiory
& la Souftraction ont des effets contraires, que l'on peut

f i
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pafler tel cerme que 'on voudra d’un membre d’une équa-
tion dans I'autre enchangeant fon figne, ce qu'on appelle
tranfpofition. On peut meéme pafler tous les termes d’un
des membres dans autre , ce qu'on appelle égaler tout
a zero.Ainfi cette équation 4+6 — ¢ =g fe peut changer
encelle-ci b =g +¢, ouencelle-ci a=g+c—4¢,
ouencellecia+ b —c—g=o0, OUo=g—a—¢t
~-¢ : car par exemple , dans le premier changement , on
ne fait qu'ajouter ¢ de part & d’aucre du figne d’égalité,
parcequelle yeft fouftraite , ce qui donne a+6 —c+c=g
¢, qui fe réduit A2+ b=g ~+¢. Il en eftainfi desau.
tres changemens,

3°. 1l fuit de ce Corollaire que I'on peut changer tous
les fignes d’une équation: car il n’ya qu’a fuppofer qu'on
fait pafler rous les termes d’un membre dans lautre ; &
que I'on peut mettre feuls dans un des membres, les ter-
mes qu'on veut , avec les fignes qu'on veut.

4. 11 fuit encore du méme Axiome , & de ce que la
divifion détruit ce que fait la multiplication ; & au con-
traire , qu'on peut délivrer une ¢quation de toutes les
fradtions qui s’y peuvent rencontrer : car iln’ya qua
multiplier toute 'équation par tous les dénominateurs
I'un aprés autre , ou ce qui revient au méme , lamul-
tiplier une feule fois par le produit de tous les dénomi-
nateurs, & enfuite réduire (art. 1. n°37.) les termesfra-
Qionnaires. Par exemple, pour oter les fradtions de cette

r : abx bed £ g
équation 2=+ gx=—=, on la multiplira par ¢ &

: puis par 2, ou une feule fois par ac, & Pon aura®ecr

[

it : becd

i - acex 4= T mais(art.1.n037.) “F = gabx , & L =
! =) # ¢ ¢ &

I - #

i beed 5 donc abex + acgx== beed qui n'a plus de fractions,
(| L’on abrege 'operation , & particulierement quand
| : les dénominateurs font des polynomes , en écrivant les
I numerateurs des rermes frad&ionnaires fans y rien chan-
.J 3y ¥ I y .
i oer & en multivliant les autres termes par les denomi-

gcr, P
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nateurs, Ainfi pour Oter la fracion de cette équation

XX — a3 =c, ayam‘. 1]‘1ultiplié ¢ Pa,r b ==y I’on aura xx

b sy
~— 44 = bc—¢y. 1l en eft ainfi des autres.

5. I1 fuit aufli qu'on peut délivrer une lettre | ou telle
puiffance qu’on voudra d’une méme lettre | qui fe trouve
dans une équation,de toutesautres quantitez qui la mul.
tiplient ; ce qu'on appelletrouver la valeur d’une lettre
oud’une puiffance: caril n’ya pour cela qu’a divifer toute
'équation par les quantitez qui multiplient cette leg.

tre aprés avoir mis dansun des membres tous les termes

ol1 fe trouve cette lettre, & tous les autres rermes dags

Fautre membre , & qu'd faire enfuite la rédu@ion, Par

exemple,fi dans cette ¢quation #x = b¢,’on veut metere

x feule dans le premier membre , I'on aura en divifant
be

2! s ax 3314 C g . °
toute Péquation par 4, == ==y 'mais (art. . 0% 37,)

- 5
¥ =ux;doncx = 2 | Le fecond membre ne peut écre
a s

réduit.
Si dans celle-ci z2x — ab + bx — be, 'on veut avoir x

feule dansun des membres, l'on aura en tranfpofane, &
en fuppofant que « furpafle b , ax — by =ab — 4 | &

. g > AX — bXx Pt
en divifant tout par4—4, lonaura™—=< — sb—b .
= a— b
: . 4% —b
mais { art. 1. n° 43, ou 46) “’;—_-_—fz % 3 donc x =
ab — be
P

Si dans cette équation zx — bx=aa— b4, I'on veut

avoir x feule, en divifant par z— &, 'on aura **— 62‘

B ——

— An—1bh ] 5 fx-—éx__ ad — bb
==, : mais( art, 1. n°% 46 ) — ..._.x,&'.“—_-r

=a+0b; donc x= 4 + 4.
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Si dans cette €qUALION Z2xx = Aa))— 24X — 28XY) 4
xxyy = 0, l'on veut mettre yy feule dans le premier
membre , 'on aura en tranfpofant aayy— 1Ay = £xyy
s 10— anxx , &en divifant chaque membre par 22—

| p— .
2mx 4 %%, Ponauragy= = asx¢_ 1l en eft ainfi des
AR — 24X == XX

autrcs.
AxiomE IL

M--LE s puiffances & les racines des quantitez égales
font égales.

Ainl: fi x== «, lon aura en quarrant chaque mem.
bre xx=aa ; &fixx =aa, les racines feront x==*2;
{i xx==ab, les racines feront x="2¢ Vab. Si xx=—ab,
les racines feront x—=+v—ab, qu'on appelle racine ima-
ginaire , parce que l'on n’en peut pas exprimer la valeur,
relles fone toutes les quantitez irrationelles negatives.

Siyy — 20x —aaxx Jes racines feront yzz_‘fi___———"' e

B4 — LAX =" XX yna—zﬁx—l"xx
o

mais (art. 1. n°% 66.) Viax — aaxx =xViax — aa,&

R IR .
.i/dd—- 14X k= XX ==d— X H dOIle s x_?iz_:x-—-m ]
—

Si xx == ax == bb , les racines feront x = — a*
2

vV iz bb: car en tranfpofant, Pon a xx — ax=1b¢:
or fi Pon extraic ( art. 1. n°. 62) la racine du premier
membre xx—ax , on trouvera qu’il y manque =~ Ti aa,
afin qu'il foit quarré; c’eft pourquoi en ajoutant de part

& d’autre — aa,l'on aura xx —ax -+ X za=— L1aa+
4+ : 4 4

bb : mais Vax — ax «+ L-ga = (art, 1. 0°. 62) x —La,
4 : 3 R
& la racine du fecond membre ne s'extrait que par le

moyen du figne radical ; donc x — a=0 _'_“_‘V-i—dd—!—bb
1

ou en tranfpofant y== L gV Eaa bb Si les fignes
z 4

é¢roient
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éroient differens , cela napporteroit aucun changement
dans Poperation.

Ceeft aufli parceque les puiffances des quantitez égales
fontégales, que I’'on peut delivrer une équation de quan-
titez irrationelles qui s’y rencontrent , ce qu'on appelle
faire évanonir les fignes radicanx : car s'il ne s’y en rencon-
contre qu'une , aprés Pavoirmife feule dansundesmem-
bres de I'équation par les Corollaires précedens s il n’y
aura qu’a ¢lever chaque membre a la puiflance qui a
pour expofant celui du figne radical. Ainfi pour délivrer

des quantitez irrationelles, cette équation xx =z — x x

Yxx +yy, 'on aura en divifant par 2 — x, -

9y
WVaxapy. divifant parV. L
xXx-yy , OU£n divifant parvxx=-jy, Soror = 4
P +
— x , & en quarrant chaque membre , Ponaura —*
i

=—aa— 2ax + xx , ouil n’y a plus de quantitez irratio-
nelles.
Maiss’il fe rencontre deux quantitezirrationelles dans
" une méme équation, on la délivrera de 'une , & enfuite
de lautre , comme on vient de dire. Par exemple,
pour délivrer de quantitez irrationelles, cette équation
VX =4y +Vaa—rax 4+ xx+yy=~>4, on auraen tranf.
pofant , Vaa—rax4xx-+yy=5b— vxx 4y, & en
quarrant chaque membre , 'on aura 2z — 22x 4+ xx ==
gy == bb — 26Vxx+ yy - xx +yy , &en btant ce qui fe
détruitparla réduction ,& tranfpofant, il vient 15»7.;}:;-7;
= b — aa+-1ax, & enquarrant encore chaque membre,
Pon a gbbxx + 4bbyy ==t —20abb < a* + 4abbx— 4.4'x
“+ qaaxx,ouil n'y a plus de quantitez irrationelles.
Axrome- I1L

25. O N peat mettre en la place d’une quantire quelcon-
que incomplexe ou complexe , une autre quantité cgale
incomplexe , ou complexe, ce qu'cn appelle fzbfitucr:

g
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Ceeft par le moyen de cet Axiome que Lon réduit plue
fieurs dquationsd une feule , & que l'on en fait ¢vanouir
I les leteres que I'on veut, pourviique chacune de ces let-
il tres, ou quelques unes de Jeurs puiflances fe trouvent au
| moins dans deux de ces équations , & que l'on ait auw
| moins une équation de plus qu'il y a de lertres que l'on
i veut faire évanouir. En voici la Méthode.

26. On choifit une des équations ( c’eft ordimairement
Ia plusfimple ) & I'on met feule ( Axio. 1.& fes Coroll. )
la Fcctre quon veut faire évanouir, dans un des mem-
_ Ii bres; ( c’eft ordinairement dans le premier ), & 'on
i fubftitue dans lesautres équations , en la place de cette’
bl lertre , ou de fes puiffances , {a valeur , ou celle de fcs

| puiffances , qui fe trouve dans l'autre membre de I'c-
‘ quation que Ion a préparée ; en forte que cette letere
ne fe trouve plus dans aucune , & l'ona alors une équa-
tionde moins. On recommence de nouveau i choifir la
I plus fimple des équations réfultantes, & l'on met feule ;
i dans le premier membre , la lettre qu'onveut faire €va-
i nouir , & l’on fubftitue comme auparavant la valeur de
| cete lettre dansles autres équations.On réitere la méme
i operation jufqu’d ce quel'onait fait évanouir Pune aprés
Il I'autre, toutes les letcres que Fon a deflein de faire €va-
nouir,ou jufqu’a ce que on n’ait plus qu'une feule équa-
i tion. On va éclaircir ceci par des Exemples,

EXEMPLES.

. Sorent les trois ¢quations 4, B, C, dont on veut
faire évanouir les deux lettres x & y.

I
“i H. X =9. D. xx=bb—2b3+22.
i B. x—y=a. E. x—b+zx=a

C. Zap=b F. az=bz—zg="0bb—zbz+ 2%
il G. 238 = 30+ @z — bb.

| Je choifis I'équation C pour faire ¢vanouir y , & jen
tire y ==b — %, & en quarrant chaque membre ( parce-

filh 3
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que le quarré de y fe trouve dans I'équation 4, ) jai yy
—bb — 26z +2g , & mettant dans I'équation 4, pour
yy fa valeur bb — 2bz + 25, & dans I’équation B , pour y
{a valéur — g, j’ai les deux équations D & G, o1 yne
fe trouve plus. Je choifis de nouveau I'équation E pour
faire évanouir x , & j’en tire x = a-+ 6 —, & metrant
dans I'équation D pour x fa valeur z+4 — g, jai I'c-
quation 7, qui devient par la réduction , & parla tranf.
pofition, I'’équation G, ol x & y ne fe trouvent plus.

2%, Soient les deux équations az -+ 24x <= xx==1yy
o 2by+bb , & yy + by = aa + ax , d’ou il faut faire
¢vanouir y, Je remarque que fi la feconde cqua-
tion éroit multipliée par 2, Pon auroit 2yy -+ 2by = 242
~+ 22x , olt les termes ol y fe trouve , font les memes
que dans la premiere ; c’eft pourquoi fi 'on met dans la
fremicre pour 2yy + 24y fa valeur + 242 = 2ax tirce de

a feconde, aprés I'avoir multiplice par 2, 'onaura 22 ~-
22X - xx== 244 4+ 2a% 4+ bb , qui fe réduit d xx —az
+ b6. 1l en eftainfi des autres.

27. On peut encore parle moyen de cet Axiome faire
certains changemens dans une équation en faifant certai-
nes fuppofitions. Par exemple, filona X’ =uaub, en
fuppofant 2y = xx 5 & mettant cetre valeur de xx dans
I’équation x* = aab, I'on aura axy=aab, ou xy = ab;
en divifant toute I’équation par 4.

De méme, fi Pona xx=ax-+ b6, en fuppofant ac
= b4, lonatra xx = ax+ac; & i on a xx = ax
ac ,en fuppofant bb = ac , 'on aura xx = ax == tb. Ce
qu'on appelle changer un re@angle en quarré, ou un
quarré en re&tangle. On a fouvent befoin de faire ces
changemens.

Pour ce qui refte d dire fur les équations : voyez"Ap-

plication de ’Algebre 4 la Geometrie,Section I. art. 2 & 3.

On trouve dans les Ouvrages de plufieurs Scavans
Geometres, un grand nombre de Theorémes dcmon-
trez furles raports , proportions, & progreflions; maisil
y manque la Méthode de les démontrer tous par le me-

; Y
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me principe , qui eft ce qu'ily a de plus a defirer tant en
cette occafion que dans toutes les autres parties de Ma-
thematiques.
~ On pourroit tirer de ce que nous avons dit n°.18,19.
20 ,& 21, une Méthode pour démontrer tres-facilement
routes les proprictez des proportions, & des progreilions

ant arithmeriques que geometriques : mais elle n’eft pas
aflez generale , & ne convient quaux grandeurs propos-
tionnelles ; c’eft pourquoi je me {uis détermin¢ a pren-
dre une autre voye, qui convienne tout a la fois, non
feulement aux grandeurs proporrionnelles , Mmais encore
A rous les Theorémes que 'on fe propofe de demontrer
par 'Algebre dans routes les parties de Mathematiques.
Voici le principe.

PRINCIPE

28. A PR E'S avoir nommé les quantitez qui doivent
entrer dans la queftion pardes lettres , I'on ccrira I’'Hy-
pothefe en équation, &la confequence auffi en équation;
& en fuivant les trois Axiomes précedens , & leurs Co-
rollaires , on fera enforte derendre I’Hypothefe fembla-
ble a la confequence , & alors le Theoréme fera demon-
tré. Er files termes de équation que renfermera la
confequence , fe trouvent entierement {femblables ; de
forte que par la rédudtion , elle puiffe devenir o=o. Le
Theoréme fera aufli démontré : car les termes d’ute
équation ne {cauroient ¢tre entierement femblables fans
écre égaux., & ne fcauroient fe décruire fans étre fem-

blables.
EXPLICATION DU PRINCIPE

1°, U x Theoréme contient deux parties, I’Hypotheﬂ:
& la Confequence; I'Hypothefe eft ce que 'on y fu ppofe;
& la Confequence eftlaverité quiil s'agic de démontret.

2°. Le principe demande qu'on écrive toujours ’'Hy-
pothefe en €quation. Souvent PHypothefe renferme
cette équation , ou une proportion qu’il eft aifé de chan-
ger encquation: car fil'ona, #,bii¢c. d,on agra(n% 11
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#—b=—c—d, fi la proportion eft arithmetique , &

/ 4 . . i
==, fi la proportion eft geometrique, puifque
proportion n'eft autre chofe que I'égalit¢ de deux ra-
POI'ES.

30. Si PHypothefe ne renferme ni ¢quation 1ii pro-
ortion , on égalera les quantitez qu'elle renferme a
d’autres leceres prifes arbitrairement, & 'on aura parce
moyen des équations, comme on verra par ces Exemples.
4°.On tirera de 'Hypothefe autant d’¢quations quon
pourra : car celane peutque faciliter les moyens de ren-
dre 'Hypothefe femblable i la Confequence.

Lorfquil s'agic de démontrer quelques proprictez
touchant les grandeurs inégales, & touchant les rapores
inégaux , I'on exprimera ’'Hypothefe , & la confequen-
ce par le moyen du figne >, ou <, en certe forte 2>

ou<s, = > ou < ~, & on fe fervira de ces ex-

reflions , que l'on'pourroit a-pi::e-]le-r inégalitez , comme
fi c’éroient des équations: car il eft clair qu’on peut djou-
ter, fouftraire , multiplier, & divifer les deux membres
de ces inégalitez par une méme quantité , ou par des
quantitez ¢gales;, les combiner , comme on voudra avec
des équations, les élevera des puiflances, en extraire
les racines 5 eh uh mot , on peut lestraiter a la maniere
des équations, pourvii qu'on ne les combine point en-
femble, fans que le membre le plus grand cefle d’éere
le plus grand ; de forte qu'on aura les meémes moyens
de rendre PHypothefe femblable ala Confequence, ou
la Confequence femblable a I'Hypothelfe, que fi c’croit
des équations, & de démontrer par confequent toutes
les proprietez des raports inégaux, de la méme maniere
que celles des raports ¢gaux.

Ce quon dira dans lafuite des raports & des propor-
tions, fe doit entendre des raports & proportions geome-
triques, 4 moins quon n’avertifle que c’eft des raports
& proportions arithmetiques qu'on veut parler.

g iij
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A
THEOREME L

19, S I quatre grandenrsa,b ,c,d , font en proportion geo-
metrique , le produit des extrimes fera égal au produit des
mayens.
1l faut prouver que fiz. bz ¢.d, lonaura ad —b.
L’on a par I'Hypothefe a. bz c. d 5 donc ( n°, 11.)

.% — ¢ . oril eftclair ( Axio. 1. Coroll. 4. ) qu'en dtant

les fradions, onaura sd== b, qui eft femblable a la Con-
fequence. C. Q. F. D.

30. On prouvera de mé&me que dans une proportion
continue le produit des extrémes eft €gal au quarré dela
moyenne. Ainfifiz. 6= b.c, l'onauraac = bb.

Ce Theoréme fournit un autre moyen dont nous
nous fervirons dansla fuite, de changer une proportion
en équation.

COROLLAIRES.

1".1 L {uit que connoiflanttrois destermes« , 6, ¢, d'une
proportion, on pourra toujours trouver le 4° que je nom-
me x : car puifque (Hyp.) 2 . bz ¢. x, Ponaura (n® 29.)
ax= b ; donc en divifant toute cette €quation par «,

Ponaura x== % , dout I'on voit que la valeurde be divi-

T —

fée par la valeur de 5, donneracelle de x.

2". De méme dans la proportion continue, connoif-
fant les extrémes « & &, on trouvera la moyenne que
i je nomme y ; car puifque (Hyp.) 2. y=y. b, Ton
!v '- aura yy = ab ; & partant ( Axio. 2. ) y =* Vab 5 Ceft .

h pourquoi la racine delavaleur de «/ fera la valeur dey.
”g Les valeurs negatives ne fatisfont point aux Problémes,
|

On enexpliquera Iufage ailleurs. i

i
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31 L 2 s racines des produits qui forment chague membre
d’une équation [ont reciproguement proportionnelles , c'eft-d-dire
gqu’en prenant les vacines d'un des membres powrles extrémes
€~ les racines de Pantre pour les moyens , ces guatre racines
formeront une proportion.

Soit I'équation 4bc = dfg. Il faut prouver que ab . df:
g .¢, ou afin que la confequence foit en équation f;-'.

df . A
— ; | N pe e que | ro-
~ + car I'équation ne peut étre vraye que la p
portion ne le foit anffi.
Endivifant toute I'équation #bc = dfg , par g , I'on
abe ___ dfg = :f:- Sy 'di . fems
aura == == ==, ou (art. 1. n° 37.) = ,quieft fem
blablea la confequence. C. 2-F. B

COROLLAERES,

L O ~ peut tirer de la méme équation b¢ =dfg plu-
ficurs autres proportions , & les démontrerde la méme
maniere , pourvii qu'on prenne les extrémes dans un
membre , & les moyens dans l'autre , & qu'on garde la
Loi des Homogenes, c’eft-a-dire que les termes de cha-

que raf)ort ayent un pareil nombre de dimenfions : par

exemple,on enpeuttirere. d:: fg. be 30 . fi: dg.ac | @,
mais quoiqu’on le puifle, on n’en doit pas tirer 2. df ::
g bc: caron compareroit des quantitez de differens
genres, comme une ligne avec un plan. 1l en eftainfides
autres.

22, 1 eft clair quafin quune équation puifle &rre ré-
duite en proportion , il faut que chaque membre foic le
produic de deux quantitez qui fe puifle {éparer par la di-
vifion ; €’eft pourquoi il eft fouvent neceffaire de la
changer d’¢tat pour la réduire en proportion. Par exem-
ple, on ne peutréduire cetre équation xx = ax+ fben
proportion dans I'état ot elle eft : car le fecond mem-
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bre ne peut étre divif¢ par aucune quantité : mais en
eranfpofant, 'on a xx —ax =266, d’olt 'on peut tirer x .
b b, x —a. Decelle-ci xx = a2z — b6 , on peut tirer
4 —b.x2x.a+wb Decellecixx=aaz + bb,ou xx
— aa==>bb,on peot tirer x —a . b b . x==a. Mais pour
changer celle-ci xx==aa — e en proportion; il faut
changer écen un quarré , ou 4z €n un rectangle dont un
cbté foits , ou ¢; faifant donc', par exemple, bc=dd
Pon aura xx —:za —dd, dou Ton tirea—d. x:x . a
+d. Ilen eftainfides autres.

5% 11 fuit aufi qwua rapert ou unefraction comme ‘if—_

eft undes termes d’une proportion , & renferme les trois

autres : car faifant % — x, 'on aura en multipliant

par ¢, ab==cx3donc(n° 31.) c.anb.x ,ouc.azb.
‘f..i’ _, en remettant pour x fa valeur ?_

4°. 11 fuit aufli des deux Theorémes précedens que
§i quatre grandeurs 2,6, ¢,d , feront proportionelles,
ceft-a.dire que @.b:: ¢ . 4, elles feront aufli proportionel-
les dans les quatre variations {uivantes, ;

1. #.c: b .d,cequonappelle, permutando.

246, a:d.c, ce quon appelle , inveriendo.

3% +b.b :c+d. d, ce quonappelle, componends.

4. a—b.b:c—d.d, ce quonappelle, dividendo.

Car {i les équations que 'on tirera (n°. 29.) de ces
quatre analogies font vrayes, les analogies le feront
aufit. Or la premicre & la fecande analogie donnent #d
—bc , la troifiéme donne wd 4 bd = bc +bd , & laqua-
triéme ad — bd = bc— bd: mais’'Hypathefea . 6 ::c.d,
donnée ad == éc, quieft la premicre €quation , & qui
montre par confequent laveritg des deux premierCs ana-
Jogies.

Si Pon ajoute ,; & fi 'on fouftrait b de chaque mem-
bre de I'équation ad = b¢ tirez de I'Hypothefc , 'on
aura ad=bd==bc 4 bd , & ad — bd = bc — bd , quifont

' o femblables
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femblables aux deux dernieres équations tiréesdes deux
dernieres analogies , & qui en font par confequent voir
la verité,

Il y a encore d’autres variations dans les proportions
que 'on démontrera avec la méme facilicé,

TureorReme IIL

32. S 1 deux grandenrs quelconques a &b , font maltipliées
par uneméme grandeyr ¢ , rationelle , on iprationelle , les pro-
duits ac & bc, feront en mime raifon que les mémes guantitez,
a,ab,

II faur prouver que ac . b¢ :: @.4,0u , afin que la con-
fequence foit en équation, que (n°, 29.) wbc = abe.

Parceque les deux membres de cette équation font fem-

blables , il fuit (n°. 29 , & 31.) que ce qui étoit propofé eft
vrai. ' ' '
COROLLAIRES,

1% I L eft clair quon peut multiplier les quatre termes
d’une proportion, ou I'un ou Iautre des deux raports
qui la forment, ou les deux antecedens, ou les deux con-
fequensde ces raports ﬁpar telle quanticé quon voudra,
fans que ces raports ceflent d’*étre égaux.

2% Et parceque les raports , ou les divifions indiquées
font desfradions , il fuit quon peut multiplier les deux
termes d’une fraction par telle quanticé qu'on voudra
fans que cette fradtion change de valeur, Ainfi L= g-,
en multipliant les deux termes par ¢,

3" Une quantité quelconque , qui n'eft point fradtion.-
naire devient une fraction étant comparde d 'unicé, ce
qui n’y changerien 5 c’eft pourquoi toute quantité qui
n’eft point fractionnaire peut étre changée en une fra-
&ion , dont le dénominateur fera relle quantité qu'on

4 i D
voudra. Ainfi 2 ou ~:— = fl;’._, en multipliant chaque ter-
me par 4.

b

|

1_
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45 11 fuit aufli qu'on peut donner a des fradtions des
Jénominateurs {emblables , lorfqu’elles en ont de diffe-
rens, ce quon appelle réduire les frattions & méme déno-
mination: car pour cela , il n’ya qu’a multiplier les deux
termes de chacune par le dénominatéur de lautre, siln’y
en a que deux. Ainfi pour réduire 2 méme deénomina-
tion ‘15’.& -‘;’f , ayantmuleipli¢ les deux termes de lapre-

miere par g, & ceux dela feconde par ¢, I'on aurai‘%‘:

& %C.S’il y enaunplus grand nombre,on multipliera les z

termes de chacune par le produit des dénominateurs des

A . b '
autres. Ainfi pour réduire —:—, 7 £ en méme déno-
g

mination ; ayant multipli€ les deux termes de lapremiere
par fz, ceux de la feconde par dg, & ceux de la troi-
, » afe bdg _cdf
fiéme par df, 'on aura {é’ﬁ s
Il fe trouve fouvent des fractions que I'on peut réduire
3 méme dénomination , fans les changer routes d'ex-
abb '
d
nomination , en multipliant les deux termes dela fecon.

de par d : car lonaura di:.
c

5% Il fuit encore que c’eft la mé&me chofe de divifer le
dénominateur d’une fradion, par une quantite quelcon-
que , ou de multiplier fon numerateur parlaméme quan-

prefﬁon. Ainfi

& gh y feront réduites en méme de-
&

- .r . ab abd 4
tité. Ainfi —=—- el
¢ ¢ P

R &
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THEOREME IV.

33. S 7 2o divife deux grandenys quelcongues a & b par une
mime grandenr C , rationelle oy irrattonelle 5 les guotions

a b ' s 2
= o =5 Jferont en méme rzifon que les premicyes grandeurs

aerb.
Il faut prouver gae st Ty 4, ou, ayant fuppofé

{L:p, & ‘;‘:9’ quep .q:a.b,0uafin que la con.

fequence foit en équation , que bp==ay.

La premiere équation (Axio. 1. Coroll. 4.)donne 2=y,
& la feconde, b= ¢4 , d’ott I'on tire (Axio. 1. Coroll. 1.)
4cg=bep , ouendivifant parc, ag==6bp ; donc (Th.z2.)

2-9na.b, ou—‘i:-.-i—;:;z.é,enremettanrpourp, &

b
a8
pour g, leurs valeurs =S O QIR P,
On pourroit démontrer ce Theoréme en cette forte,

s b b b
L’hypothefe 2 . 2 .. , .6; donne ( Theor. 1.) 22 — 4
€ € € 3

qui eft une équation évidente parelle-méme.

2¢. Ceeft auffi parle moyen de ce Theoréme que 'on
réduit les raports ou fradions 4 leurs plus fimples expref:
fions. 'Ce qui fe fait endivifant I'antecedent & Je confe-
quent de chaque rapore parune méme quantité, que I'on
NOMME , commun divifeur , & les deux quotiens forment
unaatre raport, ou fraction égale 4 la propofée , mais
plus fimple,

Or il eft fouvent aif¢ d’apercevoir ce commun divi.
feur , & particulierement quand les deux termes du ra-
portque 'on veut réduire fontincomplexes. Mais fi on
ne Iapercui pas par la feule infpection des termes, on
cherchera ( at. 1. no, §6,0u57.) tous les divifeurs de
Pantecedent, & tous ceux dy confequent;; & les divifeurs
de l'antecedent qui {e trouveront aufi parmi ceux du

b i
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confequent , feront des divifeurs communs; mais on ne {€

. fervira que du plus grand s'il ne s’entrouve aucun purml
' ceux de I'antecedent , qui fe trouve aufli parmi ceux dua

f confequent, la fradtion ne pourra &tre reduite ade plus
bl fimples termes.

Ix

EXEMPLES.
Ex EMPLE I.—- b (e réduit ,ou eft cgala-_endm.

fant chaque terme par leur commun divifeur 4.

abcVabd abVbd
= ey a -
' Exemple 2. Z7 0~ == —, 0 €n divifant les parties ra

tionelles par ¢, & les irrationelles par va.
bV
"5""*‘ 44 en divifant les parties ra-

Exemple 3.—
tionelles par c, & les 1rratzonelles par vb.
Exemple 4. — = *;— = 1, en divifant les deux termes

. 3 o o
par & : Mais (art.1.n°% 22.) :—] =4 =a ; donc z

'| — 1, ce que nous avions fuppofé dans I'endroit que nous
venonsde citer.
al e
Exemple 5. = = — ,en divifant chaque terme par«':

| I . 3 ; B o~ —de & " 2
| mais (art. 1° n".zz.)%:a 47" donc « =.I_;,
A

ce que nous avions encore fuppofé au méme endroit.
b |
Exemple 6. -’%E—- = 2 en divifanct chaque terme

i
’; par 5b.
' anc = abe i
| Exemple 7. =222 == % ,en divifant chaque ter-

me par leur commun divifeur z—+ 4.

ad e b5 pa e ab e bh
PR o S - Y
que terme par le commun divifeur z— &,

en divifant cha-

Exemple 8.

I!

|
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. THEOREME 'V,
i4. S 77m divife une méme quantité a , par des quantitex,

differentes bdc, les quotiens [eront reciproguenient proportio-

nels a leurs divifeurs.

Il faur prouver que -‘.} ‘ —':~ & ¢, by ou, ayant fuppofé

%:f’ .::_:q , quep.q % ¢.boudfin que lacon-

fequence foit en équation , que fp = ¢7.

La premiere fuppofition dontie 2 = 4p , & la feconde
a = cq; donc (Axi0. 3. ) bp ==cq 5 & partant ( Theor. 2.)

a4
2.qu¢:byou T.-:;::c.é, en remettant pourp , &

i s
pour ¢, leurs valeurs = & —.. C.Q.F. D.
On pourroit démontrer plus fimplement ce Theo-
téme ¢ car la confequence -_Z_ ; .;::’c.édonne (Theor. 1)

IR : e
= ,0u (art. 2. n° 37. )a==a,00;a —a==0,
ou e = o, =

TuroremME VL

5. S I trois gr‘zndmrs a, b 5. Gy ﬁmt en proporiion coniinuce ;
la premicre a , fera a la troifieme C , comme le guarre de Iz
premiere aa , at qudrre de la feconde bb.
U faut prouver que 2 .¢ a2 . bb youafinque'la
confequence foit en équation , QUe zac ==abb.
L'ona (Hyp.)#.b::b.c5donc ac = bb, & partant aac
=abb en multipliant chaque membre par's. C. 9. F. D.
A

TuwroreME  -VIE
36. L O RS Q U E plufieurs rapovts [ont égaux , comme

& Sk S & Ze [omme des antecedens a4~ ¢ +d
b d e 4
eff a la fomme des confequensb - d e , comme celui gu'on
voudra des antecedens , ¢ft @ fon confequent.

b iij
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1l faut prouver queé 2 =c¢+d .b+d+c:: 2.6 ou,
afin que la confequence foit en équation , que 24 + b¢
w-bd = ab == ad -+ ae,ou en Otant de part & d’autrele ter-
me b qui fe decruit par laréduction , be + bd=—ad + ac.

Les deux premiers raports ¢gaux ( Hyp.) donnent

! ad==bc , le premier & le troificme donnent ze=4d ;

’ donc ( Axio. 1..Coroll. 1.) b¢ = bd=—=ad 4=ac.C. Q\F D.

COROLLAIRE. |

37. I L fuic de ce Theoréme, que connoiflant les deux - i
premiers termes a&b , & le dernier ¢, d’une progreflion
geometrique , on trouvera aifément la fomme de tous
| les termes qui la com[Pofent: car nommant Ja fomme
desantecedens x ; la fomme des confequens fera x —«

=+ ¢. Or par ce Theoréme , x . x—a=c4.b; donc
i ( Theor.1.) bx==4ax — aa+ acs ou, en tranfpofanc,
il & enfuppofant 2 >4, ax — bx = aa— ac ;d’olt 'on
tire (Axio. 1.Cor. 5.) x= =7, Ce qu'il falloit trouver.

I Si @ >4, ou ce quieftla méme chofe, fi la progreflion

| va en diminuant, & qu'on la fuppofe infinie, enfaifant

| a

le dernier terme c=o0, 'onaura x=—"2, pourla va-

I] i =

i leur de rous lestermes de la progreflion: car le terme

;1_ i ac fe dérruit A caufe dec=o0.

| A

il TueporemEe VIIL

| 38. L4 plus grande a de deux quantitez intgales a & b a
_ en plus grand raport a une troifieme grandenr ¢ gue la plus

”; | petite'b 5 & la méme grandenr c ,a un plus grand rapors a
il da plus petite b gu’a la plus grande a.

| 11 faut prouver, 1°. Que —:;> -f-. 2°. Que -% o —:‘-

i'- ] L’on a par P'Hyp. 2 > &5 donc ( par le principe pré-

-;‘ cedent, & fes explications) -E- > -f— , en divifant cha-

| ::
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que membre de cette inégalité par¢. Ce qu’il falloit pre-
mierement démontrer. .

L’on a encore ( Hyp. ) a> 4, doncen multipliant cha.-.

que membre de cetre inégalité par ¢, & divifant chaque

ac b
membre par 44, 'on aura - A ;—:—, ou (art.r. n° 37.)

_E_ > Z. Cequ'il falloit en fecond lieu démontrer.

Nous avons fuppofe dans la Multiplication , & dans
la Divifion, que =+ x =, & =—x =~ donnoit+; & que=+
x —, ou =— x4 donnoit—, En voicila preuve , en fu p=
pofant feulement que + x + donne 4, dont perfonne ne
doute. : Tey 93 29{
39. Soitz+='4 a multiplier par = Jedis que'le pro-
duit fera zc — bc = car ayant fuppofé 2 <= b= p ; on aura
en tranfpofant #== p+ 4 , & multipliant’ cetre équation
par-¢  lonaura ac =pc+bc ; donc en rran-{'po?ant 5 ac
—be=pcy donC a~— b x4 c=ac—bc. S 19tvih

40. Soit prefentement 2 — 44 multiplier par — ¢.Je dis
que le produitfera—ac— éc = car ayant:fuppoféz — 4
=p , l'on auraen tranfpofant 2 =p+4; donc en mul-
tipliant par —¢, Pon aura (n°.39.) —ac = — pc—be,
OU — ac+be==—pg;doNca—b x — ¢ =—ar 4l

: ab : : s, ekl

41 Je dis aufli que === == : carle produit du
divifeur par le quotient , doit donnerle dividende, ‘ce
quin’arriveroit pas fi le quotient €roit+4: car—zx + 4
= — ab , qui n’eft pointle dividende. Au contraire —
A X — b= =+ ab, qui eft la quantité i divifer.

ab i

42 Ileft de-Ia évident que — = =", pﬁiﬂ]ue dans

Pun & dans l’autre cas, le quotient doit étre négatif ; ce
que nous avons aufli fuppofé ailleurs. '

ReEmMAR QuE

10, T o u T le Calcul algebrique eft fondé furles trojs
Axiomes précedens , & fur les quatre premiers Theoré-

*«
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Ixiv INTRODUCTION.
mes que ['on vient de deémontrer. On n’a démontré les
quatre derniers que pour faire voir l'ufage de notre prin-
cipe , & que: par fon moyen , on peut démontrer d’une
maniere qui eft toujours la méme , toutes les proprietez
des raports égaux , & incgaux, des proportions, & des |
progreflions geometriques. :
" 20 L’on remarquera aufli quen fuivant leméme principe,
on démontrera avec laméme facilité toutesles proprie-
tez desraports;proportions,& progreflions arithmetiques,
3°.Que 'équation qui exprime la confequence oula veri-
t¢ que 'on veut démontrer, peut toujours Etre délivrée
de fra@ions, de fignesradicaux,8 réduite afes plus fim-
les termes, avant que de chercher 4 lui rendre fembla-
{;ie celle:qui’ renferme IHypothefe : car une équation

|

' érant vraye dans un état, elle le fera dansrous ceux quel-
; le eft capable de recevoir. '

i . 1l s'agit prefentement d’ajouter, fouftraire, multiplier,
! ' divifer , & extraire les racines des raports, oufrattions:

ADDITION, ET SOUSTRACTION,

I

|I 43. P ouRr les ajouter,on les €crira de fuite fans chan-

lf ger aucun figne ; & pour les fouftraire , on les écrira de

g fuite en changeant les fignes de celles qui doivent €tre

1 fouftraites, foit que leus dénominateur foic le méme ; ou
| non. On leur donnera enfuite un méme dénominateur;

l : & aprés ayoir réduit (art. 1. n IL.) dans 'un & lautre

|

!

cas , les numerateurs femblables , on prendra pour la :
fomme,"ou pour la difference , celles des deux expref-
fions qui fera la plus fimple, -

: EXEMPLES.

T g b 21 ad 1 . ab == ad i
P O u R ajouter = AVecC Y. Pon alll‘a-—‘——-.Pour ajou-

: aab* _4_:!55 ; > =Ll aabt
©r b 1“”'5':‘: v _a‘VeJC. aa— bb 1 I on _CLrIr_a“———+ =T znéb—-;:?;:

At wabb
-4 —bb ?

‘ou ‘aprés les avoir réduites en mEme déno-

mination

i
! _ : il : | : SCDLYON1 &
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aabt =4 atbh — anht

. . +bh
mination, =(art. L. no.ar.j——222
at —— 208400 ot fat— 2280b=-pt

quiclt une expreffion plus fimple que la premicre,

#a — b s — bb
Pour fouftraire 22 de 2= Pon écrira ==
ab

~— ==, 0u, aprés leur avoir donné un méme dénomi.

C —

tefs = A e bbbl :
Datéur (S0es80e— Aud s premiere expreflion

cc — cd

eftla plus fimple.

MurTIPrricaTION,

44. Ox multiplierales numerateurs, ‘& enfuice Jos dé.
nominateurs I'un par Pautre ; & les deiix produits for.
meront une fraction que l'on I‘(.(.‘Il.llt'a a fon expreflion la

plus ﬁmple
Soiv 2~ 4 multiplier par ~-. Ayant fappofé S=p&

-"’—‘*: . Il faut prouver que “"_‘i =7pq = f_‘f

La premiere fuppofition donne ac=bp, & la fecon.
de, bc= dg 5 donc ( Amo. Corojl %) abcc == bdpg ;
donc ( Axio. 1. Coroll g, J = ==pq— f;f CU@.F. D.

De méme -:- X b ‘:, ou ( Theor. 3. Coroll, 3 )__

-+ bbb cd ab3 wh= abed abl = acd

e e e ___._;_._ en divifant les deuy

termes par 4, Par la méme raifon 2 -: xd,oul —

—

I Ce

DE'FINITION.
45- L: prodult i de deux raports differens -2 e &u—
e& appllé rapors :ompaﬁ > ot raifon compofée ; & le prod uit
d un raport--, multiplié par lvi-méme, eft appellé

mpm‘ double , ou raifon doublée.

|
|
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DivisIioN.

46.Lz produit du numerageur du dividende par le

] Jénominateur dudivifeur ferale numerareur du quotient, ’
i & le produit du dénominateur du dividende par le nume-

rateur du divifeur , fera le dénominateur du quotient,

On réduira enfuite le quotient 4 fon expreflion la plus

[ fimple.

i : ‘ Bb vlyess ac

I Soit propof¢ le rapport —a divifer par % Ayant

55:-"‘ fuppofé '1?- — p, & %= ¢. 1l faut prouver que %E =
“ K4S o
q e

t \ La premiere fuppofition donne ab = cp; la feconde,
ac=bq; donc ( Axio. 1. Coroll. 1.) g_ = -g- , ou,enmul-

| tipliant chaque membre pars, & divifant chaque membre
|ii' abb S P ol s ﬁ |
! pare -—_.——-_-“.C.Q:,F.D.

> ace q

A ac 3. sfr d e
| De meme — divifé par 4, ou par — donne -~
il
EXTRACTION.

Des racines des quantiteX_frattionnaires.

1 471 L eft clairpar lesregles de lamultiplication desfra-
&ions , que pour extraire leurs racines, iln’y 2 qu'd ex-
craire celle du numerateur , & celle du dénominateur

& ces deux racines formeront une fraction, qui fera la

. . . 8abbe 2bVaae EVsac
racine de la propofce. Ainfiv T = =

i 1l en eft ainfi desautres.
| Les mémes operations fur les fractions irrationelles

1 n’ont rien de particulier.
i

L%

' Fin de P Introduttion.
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APPLICATTION
DE
LALGEBRE
LA GEOMETRIE.

SECTION PREMIERE.

O# Pon donne les difinitions &/ les princives encranx
. - 4 g‘
qui [ervent pour refoudre les Problémes e
démontrer les Theorémes de Geomerrie.

DEFINITION S,

L'y a deux fortes de propofitions dans
la Geometrie , aufquelles on peut ‘ap-
.| pliquer PAlgebre ; qui font les Theo-
202k rémes & les Problémes.
| 1. LesTheorémes fontdes propofi

tions qui contiennent des veritez Geo-
metriques qui ne dépendent d’aucune operation, & qu'il
faur feulement démontrer,

A
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Pra, 1.

Flc 2

AppLICATION DE L'ALGEBRE

. Les Problémes font d’autres propofitions qui de-
mandent que l'on fafle quelqu’operation, & que 'on dé-
montre que l'operation que 'on a faite , fatisfait a la que-
ftion. Ce quisappelle refoudre le Probléme.

1l y a des Problémes déterminez, & d’autres indcter-
minez.

3. Les Problémes déterminez font ceux qui n'ont
qu'une feule folution, ou qu'un nombre déterminé de fo-
Jutions. Si I'on proPoié, par exemple, de couperune ligne
donnée en deux egalement, on voit clairement que cé
Probléme ne peut avoir qu'une feule folution ; mais fi
Pon propofe de couper une ligne donnée 4B en un
point C, en forte que le redtangle A4C xCB foit égal
au quarré d’une autre ligne donnée E F; il eft clair que
que ce Probléme peut avoir deux folutions, & quiln’en
peut pas avoh'davantage:car{iaprésavoh-rrouvéle
point C qui farisfaic a la queftion , onla coupe encore en
un autre point D qui foit autant ¢loigné de 4 que C
Peft de B, le reangle 4D x DB fera égal au rectan-
gle ACxCB puifque 4D=CB, & AC=DAB. lleft
aifé de voir qil n’y a point d’autre point qui puifle fa-
tisfaire au Probléme.

4. Les Problémes indérerminez font ceux qui ont une
infinité de folutions : comme fi I'on propofe de divifer
une ligne donnée en deux parties fans y admettre ancu-
ne autre condition , il eft évident que tous les points de
cetre ligne fatisfont au Probléme. De méme {il’on pro-
pofe de trouver deux lignes dont le rapport foit ¢gal
celui de deux autres lignes données ; I'on voit.évidem-
ment que les deux lignes que I'on cherche, peuvent étre
prifes d’une infinité de grandeurs differentes, & qui au-
ront todjours entrelles [e méme rapport. Semblablement

5. Si l’'on demande de trouver un point 33 {ur la circon-
ference d’un demi cercle 4BC , en forte que la perpen-
culaire B/, mence du point cherché B fur le diamerre
J4(?ﬂﬂt1noyenneproporﬁonneﬂe entre les parties 4 H
& 27 du diametre £C.On {gait que tous les paints de Ia
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A LA GEOMETRIE 3
circonference ont cette propriete , c’eft-a-dire que toutes
les perpendiculaires , comme BAH font moyennes pro-
forrionnelles entre 4/ H & FIC en quelquendroit que

on prenne le point B.
DEFINITION,

6. L E s lignes droites ou courbes qui renferment ou
fur lefquelles font tous les points qui refolvent un Pro.
bléme indéterminé,font appellez licux Geometrigques. Ain.
fila demi circonference ABC eft le lieu qui contient
tous les points B, d’ott I'on peut tirer des perpendiculai-
res BH moyennes proportionnellesentre 45 | & HC.

AVERTISSEMENT.
7. Quoique l'on e propofe ici de donner la maniere de dé-

montrer les Theorimes de Geometriepar le moyen de I 4lge-
bres il ne faut pas entendre cela [i generalement gu’il 'y cn
ait quelgues-uns d'exceptez : car il y en a d Elementaires o
P Algebre n'a point de prife. On ne peut | par exemple , démon-
trer par [ Algebre que le quaré de hypothenufe d'un trian-
gle rettangle cff égal anx dewx quarrex des dews autres
cotez,ni que les chtex homologues destriangles femblables font
proportionnels. 1/ en eff de méme de plufienrs auntres 5 G~ Ceft
particulicrement de ces deux T heorimes gue I Algebre a befoin,
€ par le moyen defquels onvient & bout de tout, comme on ver-
ra dans toute Pétendue de cet Ouvrage. Soit gu'il sagiffe de
vefondre un Probléme , ou de Ao %ﬁ’r&’n T heoréme de Geo-
metrie par le moyen de I Algebre , il eff tonjonrs neceffzire de
tronver des equations & pour ce fujet ilfant nommer toutes les
lignes connues , € inconnues qui y pewvent fervir , par des let-
tres de ! Alphabet , avee cette difference que 'on nommera les
données ou connnes , ow détcrminées | on conffantes par les pre-
mieres a, b, ¢,d, &c. & les inconnnes on indeterminées,on va-
riables par les demieres | r,{;t, u, X,v, Z.

Et parcequ’il y a fowvent plufienrs chemins pour trowverles
equations neceffaires pour la démonfiration d'an T heorime , ou

pour la rtfolution dun Probléme, on pourroir prendre celui qus
1}
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APPLICATION DE L'’ALGEBRE -
(e prefenteroit le premicr ils conduifoient tous ades équations
égalemen [imples, & doik Pon pit tirer des conftruttions égzle-
ment elegantes : mats comme Lon arrive quelguefois & des équa-
tions tres compofées en [urvant certaines routes, & gue Lon arvi-
vervit & de tres-fimples en en fuivant d autres ; il Senfuit que
lor(qw’on ne trowve pas les premicres équations anfqueiles on eft
parvens par les premieres [uppofitions , afes fimples , ilen
fant chercher & autres par & autvesvoyes, & ne [e point rebuter :
car Lor[qu'un Problime ¢ff fimple de [iz nature, on trowve ordi-
nairement des équations fimples pour le refoudre : mais parceque
pour trowverdes équations fimples , cela depend particulicrement
des lignes que [ on nomme par des lettres inconnues., C'eft-a-dire,
gu’en nommant ccrtaines lignes par des lettres inconnues , on
arrive & des équations tres—compofees , au liew quen en nom-
mant d&autres par les memes lettres inconnues, on arrive [ot-
went 4 des équations tres-fimples. '
8. On ne peus donner de regles précifes pour déterminer par= |
mi les lignes inconnues celles que I'on doit nommer par des lettres
inconmues, pour parvenir aux. équations les plus fimples, ni pour
siver certaines lignes qui [ont meceffaires tant pour la dé-
monfiration des T heoremes , que pou? la réfolution des Problé-
mes , mais Lon peutfaire certaines remarques , ¢ établir cer-
zains principes quine laiffent pas davoirun grand ufage dans
Pun @& Lantre cas. Onles trowvera ailleurs.

PRINCIPES GENERAUX
| Pour appliquer ' Algebre a la G eometrie,
| II. L O rsqQu’1L s'agitde refoudreun Probléme, ou

| de démontrer un Theoréme de Geometrie , on
‘l doit premierement bien entendre ce dont il sagit, c’eft- :
! a-dire |'éat de la queftion , & bien remarquer les quali- :
| tez des lignes qui doivent former la figure fur laquelle on |
doit operer : car il y a deslignes données de pofition feu-
I lement ; d’autres données de grandeur, & de pofition
rout enfemble ; d’autres donnces de grandeur, & non
de pofirion; & d’autres enfin qui nefont donngesni de
grandeur nide pofition.

e

i .
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A 1tA GEOMETRIE 5

1. Les lignes données de pofition feulement, font cel-=
les dont la fituation eft invariable & totjours la méme ,
mais dont a longueur n’eft point. déterminée : comme
la ligne E£G, qui ¢rant une fois pofée dansune fitnation
perpendiculaire au prolongement du diametre _.#C d’un
demi cercle #BC , dune certaine diftance du point C,
ne peut avoir aucune autre pofition,

Les lignes données de grandeur & de pofition rout
enfemble,font celles qui ne peuvent changer de fituation,
& dont la longueur eft déterminée, de forte qu’elles ne
peuvent ni alonger ni acourcir: comme le diametre 4C
du demi cercle #BC, qui €tantune fois pofé dans une fi-
tuation perpendiculaired laligne £G,ne peut avoir au-
cune autre pofition.

Les lignes données de grandeur, & qui nele font point
de pofition, font celles dont la grandeur ne peut varier
quoique leur fituation puiffe changer , comme le. demi
diametre D2, qui demeuresg totjours de méme gran-
deur en quelquendroit de la circonference 4BC que
I'on prenne le Fomt B. Les lignes donnces de grandeur
font aufli appellées lignes connues ou lignes confiantes | &
& on les nomme par des lettres connues, «, 4, ¢, d, .

Les lignes qui ne font données ni de grandeur ni de
pofition, font celles qui en cllanFeanr de places , chan-
gentaufli de grandeur, comme la perpendiculaire B7r
qui changera de grandeur & de place autant de fois que
le point 77 s'¢loignera ou s'approchera du point 1. Les
lignes qui ne font données ni de grandeur ni de pofition,
font aufli appellées lignes inconnues , indéterminies , ou
variables , & on les nomme par des lettres inconnues
X5 Vs ere.

2. Lor{quon veut refoudre un Probléme , on l¢ doit
confiderer comme déja refolu, & ayant menéles lignes
que I'on juge neceffaires , 'on nommera celles qui fone
connues par des lettres connues, & celles qui font in-
connues par des lettres inconnues ,& fans faire de diftin-

¢tion entre les quantitez connues & inconnues,on €xami.
3 A iij
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6 APPLICATION DE 'ALGEBRE

nera les qualitez de la queftion, & Pon cherchera le
moyen d’exprimer unc méme quantité en deux manie-
cos differentes;& ces deux expreflions'd’une méme quan-
tied ¢rahe égalées Tune 3 Pautre, donneront une cqua-
tion qui refoudra le Probléme, qui fera détermine, fi
elle ne renferme qu'une feule Jettre inconnue.

~ Mais fi elle renferme plufieurs lettres inconnues , il
faur ticher parle moyen des differentes conditions du
Problénic de trouver autant d’équations que l'on aura
employé de lettres inconnues,, afin que les faifant €va-
nouir, de la maniere quileft enfeigne dans tousles livres |
d’Algebre, on ait enfin une équation qui n'en renferme
quune feule’s cette €quation éeant reduire ,s'il eft necef-
faire, 4 fes plus fimples termes par les manieres ordinairé€s
expliquees dans les mémes livres d’Algebre , donnera la
(olution du Probléme qui fera encore détermin¢.

§i Pon' ne peut trouver autant d’équations que I'on a
employ¢ de Ettres inconnues , de forre qu’il refte au
moins deux inconnues dans la derniere cquation , le
Probléme fera indeterminé , & aura une infinit¢ de fo-
lutions. Enfin, fidans la derniere équation il reftoit trois
ot un plus grand nombre de lettres inconnues , le Pro-
‘: bléme feroit encore indeterming , mais il feroit dune
i auere ‘efpece dont nous ne parlerons point.
| 11 éft fouvent facile de reconnoitre par les qualitez d’'un
" Probléme, sil eft détermine ou indeterminé; auquel cas
l on {Gait , fi ayant emplayé deuxinconnues ,on doit trou-
1 ‘ver deux équations , ou fil'on ‘n’en doic trouver qu'une
| Bule: mais il arrive aufli quelquefois que cela neft pas fi
| facile a diftinguer, & c’eft ence cas qu’il faut tacher de i
i trouver autant d’¢quations qu'on a cmplové d’incon-

nues, afin de déterminer par ce moyen la qualité du Pro-

il | bléme. <l

} On n’epriun'(goiht plusat Tong ce principe ; car tout

1 ce Traité n'en eft que Papplication, On fe contcntera

' | de faireici quelques reflexions fur les équations qui ne
contiennent quune feule , ou deux lereres inconnues,

|
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A LA /GEOMETRYE: A
ceft-a.dire fur les équations détermindes ; & fur les in,
determinees, _ : :

Des EQuaTrioNs DE'TERMINE'ES.

3. O N fcait que la lettre inconnue de ces équations,
a autant de valeurs ou de racines; qu'elle a-de dimen-
fions dans le terme otr elle eft le plus élevée, que ces
valeurs {ont yrayes , faufles , ou imaginaires ; on ne dit
pas qu'elles foient toutes d'une méme efpece dansune
méme équation : car dans une méme équation il y en
a quelquetois des trois efpeces ; de'vrayes; de faufles, &
d’imaginaires.

Les racines vrayes ou pofitives font celles qui font
précedées du figne + : comme x =4 2

Les racines faufles ou negatives font celles qui font

récedees du figne —: commeé ¥ —=— «. Les  racines
Fauﬂ"es font d’un grand wufage dans la-Geometrie ; car
comme elles font autant réelles que les racines pofitives,
elles fervent 4 déterminer les pofitions des courbes au-
tant que les pofitives, dont elles ne different qu’en ce

ue les pofitives devant €cre prifes-d’un c6té -d’un poinc
ou d’une ligne, les faufles dowvent étre prifes de l'autre ,
comme onverradans la fuite,

Les racines imaginaires font celles qui font fous un
figne radical avec le figne —: comme x=V—ab; &
comme la valeur de ces racines ne peut érre exprimée,
on les regarde comme nulles ou=o; de forte que
x=Y—ab. doit étre regardée comme x = o.

Dans routesles équations ot il n’y a que deux termes
tous deux pofitifs, I'un connu & I'autre inconnu, fil'ex-
pofant de linconnue eft un nombre pair, elle aura
deux valeurs réelles , 'une pofitive & l'autre negative ;
toutes les autres feront imaginaires. Par exemple , de
xx = aa ,l'on tire x ==+ 2 , & x=— a ; car enquarrant
les deux membres de ces deux équations 'on a totijours
xx=aa , puifque —x— donne « auffi bien que =x-+, &
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3 ArPLICATION DELUAUGEBRE

en general'de ¥P=a® ( p. fignifieun nombre pair quel:

{ conque ) Pon tire x ==+ 4 : ce qui {e prouve comme on
vient de faire,en élevant 'un & I'autre membrea la puif- |

fance paire p; car 'on aura totijours ¥ =« . 5

‘ Si I'un des termes eft pofitif & I'autre negatif , toutes

| les valeurs de Pinconnue feront imaginaires: car on

’. nlaura jamais le figne de —aprés avoir cleve une quanti-

1 té négative a une puiffance paire: par exemple —z ¢leve

' 4 une puiflance pairep donnera toujours =« f, & jamais

|'! SEY 05 : .

Silexpofancde Lincomme eft un nombre impair ; I'in-

| connue n'aura qu'une racine réelle qui eft pofitive, lorfs

! que les deux termes des équations font pofitifs ; negative

[ lorfquun d’eux eft negatif, toutes fes autres racines font

|

l

imaginaires : par exemple, de x}=4’, on tire x =z , &
non pas x=—2,& de v/ ==—z ; ontire¢ x=—2z & non
pas x==z;car le cube d’une grandeur pofitive eft toii-
jours pofitif , & celui d’'une quantite negartive eft tou-
jours negatif. Et en general dex =421 (7 fignifie un
| nombre impair) on tire x=-+z; de méme,de x I=—z1 .
‘On tire x === z: car ~+ z ¢levé a une puiflance impaire g E

donne 4 2 9. & — z élevé a une puillance impaire g don-

ne toujours —az1.

On fera les mémes raifonnemens fur les équations
compofces : ‘par exemple xx= 2z +bb donne x ==
Yaa+bb 5 xx=aa—bbdonne x ==+ 17;:;_.55 mais en
cecas fi 6 furpafle z, Ies deux valeurs de x font imaginai-

s el T —
res. xx=rax b6 donnex=X—,*y Zaaybbicar

g e . I
en tranfpofant Pona xx Sax =766 5 & ajodrant e

de part & d’autre pour rendre le premier membre quar-

trayant la racine quarrée de part & d’autre , on a x 3¢
-—Lﬂ::ty__[_{f,d; bb , ou x:i_r_fl i’ﬂldd :i-tsé Il en eft
4 &

t
] ' 4 ;- —_—
:‘ r¢ , 'on aura xx +:z.v+-:_,m:——dﬂ+ 66 5 donc enex-
i
|
|
|

. % 4
‘ | ainfl
|
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A A GEroMETRIE 3
tinfi des autres, Mais il faut remarquer que fi dans ce
dernier exemple, & dans les femblables , 44 a le figne

de —, & que 4 furpafle {* 2, la valeur de x fera imagi.-

naire ; car puifque la quantitd 1. zz—45 qui eft fous
4

' 4

le figne radical, eft alors negative ¥ X ,,— 45 fera une
4 -

i W i 1 b 4 .
quantite zmaginaire 5 & par confequent auff e .o

I - Foa - . r -
¥—z2a—bb : car une quantite imaginaire étant combi-
4 |-

nce de quelque maniere que ce foit avec une quantité
reelle, rend le tout imaginaire, :

4. On connoit la nature d’un Probléme déterming
par le plus haut degré , ou ce quieft la méme chofe .
par la plus haute puiffance de I'inconnue, qui fe trouve
dans Iéquation qui fert 4 le réfoudre, en fuppofant que
cette ¢quation {oit réduite A fon expreflion la plus fim ple.
De forte que lorfquen refolvant un Probléme, on vient
a une équation ou Pinconnue n’a qu’une dimenfion:

comme x=*%, qui eft une cquation du premier degré ,
¢

le Probléme eft appelle fmple.

Lorfqu’on trouve une équation ot inconnue 2 deux
dimenfions : comme xx=ax =06, qui eft une ¢quation
du fecond degré , le Probléme eft nommé plan.

Lor{quon trouve une équation ow Iinconnue a trojs
ou quatre dimenfions, comme X' e=aab, oux- =z’p,
qui font des équations du troifiéme & du quatriéme de-
gre, le Probléme eft nommé /fo/sde.

Lorfqu’on vient 4 une équation ot Iinconnue eft dle.
vée au-dela du quatri¢me degre, le Probléme eft nom-
me lineaire,

5- Quand une équation déterminée a tous fes termes,
le nombre en eft plus grand de l'unité | que 'expofant
de la plus haute puiffance de la lettre inconnue quclle

B
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10 APPLICATION DE L’ALGEBRE

senferme. Ainfi une équation du fecond degré ne peut
avoir que trois termes ; une équation du troifiéme de-
gré, nlen peut avoir que quarre ; unc du quatriéme,
cinq ; & ainfi desautres. Mais il y manque {ouvent quel-
qu’un des termes moyens, quelquefois il en manque plu-
fieurs , & quelquefois ils y manquent tous.

Le premier terme d’une équation , eft celui ot l'in-
connue eft élevée a une puiffance plus haute que dans
rout autre terme. Le fecond, eft celui ou elle eft moins
élevee d'une dimenfion. Le troifiéme, celui ou elle eft
moins ¢levée de deux dimenfions ; & ainfi de fuite. Le
dernier , eft celui ol elle ne fe trouve point du tout.

Maisil faut remarquer quil fe rencontre fouvent dans
une équation des termes complexes , ou compofez de
plufieurs quantitez Algebriques,, jointes enfemble par
ou par — ,qui font ceux ol I'inconnue fe trouve élevée @
]la méme puiflance , ou bien ceux ou elle ne fe trouve
point du tout. Par exemple, ces quantitez axx—bxx -
cxx, ou abb—bocA-d’ , ne doivent étre regardées que
comme un feul terme.

On écrit ordinairement le premier terme d’une équa-
tion feul dans le premier membre, & tousles autres dans
le fecond, felon leur ordre ; ou bien onles égale tous
zero , en les €crivans tous dans le premier membre de
I’équation , felon leur ordre; & en écrivant o feul dans
le deuxiéme ,en obfervant que le premier {oit toujours
fimple , & délivre de toute quantité connue , comme on
voit dans équation fuivante.

53 tbxx—abx-as.
—cxx = bex— aab=0.

wdxx - bec.

Des EQUATIONS INDETERMINEES,

111 L E s équations ol il fe rencontre deux lettres in-
connues, quon appelle aufli ¢quations Jocales , fervent
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4 conftruire les Problémesindéterminez, comme celles
ou il ne s’en rencontre qu'une fervent a conftruire les
Problémes déterminez. Mais parceque tant qu'il y 2
dans une équation deux lettres inconnues ; en les regar-
dant comme telles, on ne peut connoftre nil’'une ni au-
tre. C'eft pourquoi oneft obligé d’affigner 4 I'une des
deux, une valeur arbitraire ; & la regardant enfuite com-
me donnée , on pourra connoitre lavaleur de l'autre,

Et comme on peut affigner 4 la méme inconnue une
infinité de valeurs 'une aprés lautre , Pautre inconnue
en pourra auffi avoir une infinité. Mais en donnant ainfi
differentes valeurs a une des inconnues d’une équation ,
on doit , 4 chaque fois, regarder cette équation comme
une équation déterminée ; & par confequent lui actri-
buer tout ce qu'on a dit dans I’Article précedent des
€quations déterminées. Eneffet,refoudre, ou pliitde con-
{truire un Probléme indérerminé | c’eft conftruire une
infinit¢ de fois un Probléme déterminé.

REMARQUE.

1. L E s valeurs arbitraires que I'on affigne 4 une des
lettres inconnues d’une é(;luation indéterminée , doivent
{ouvent étre limitées, & étre renfermées dans certaines
bornes. Et fi ellesexcedent ces bornes, les valeurs de "au-
treinconnue , feront ou negatives ou imaginaires. Par
exemple, dans cette équation x =4 —y, toutes les valeurs
arbitraires que I'on peut donnera Pinconnue y ne doivent
point exceder la grandeur donnée 4, autrement celles de
x {eroient negatives; ce quieft €vident. Sil’on fait y =o,
Pon aura x=4; & {i I'on fait y=4, 'on aura x=0 ; car
Péquation deviendra x=4—4=o0. Dans cette équa-
tion xx=a.z —yy , les valeurs arbitraires que I'on peut
donrter a Pinconnue y,ne doivent point exceder la gran-
deurdonnce 2 : car autrement les valeurs de x feroient
imaginaires, puifque tout le fecond membre de I’é-
quation {eroit negatif, Si l'on fait y=a, lon aura
B ij
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wx == aa—aa= 0. & fi 'on faifoit y= o, 'on auroit xx= a2
donc x — = 2, Mais dans cette équation ax=/y,0n peuc
donner telle valeur que 'on voudrad I'inconnue y : car x
aura toujours une valeur pofitive , 4 moins que l'on ne

face y=o0, auquel cas l'on aura ax=, ou x=0-=0.
THEOREME.

2. S 12 alfigne & une des inconnues dune équation inde-
zerminée du premier degré , oi elles ne A/Emt multiplices ni par
elles -mémes , ni entrelles , tant de wvaleurs arbitraires
gwon voudra. Fe dis que tous les points qui détermineront
les waleurs corre[pondantes de Pautre inconnue , [eront dans
une ligne dpoite. :

DE‘MONSTRATION,

S o 1 T I'équation zy="4x, en la reduifant en Analogie
Pon a .4 :: x. y;foit prefentement une ligne droite 4,
dont le pointA foit fixe; & ayant pris fur 4 H l'interval-
le 4B égal i la ligne donnée« , men¢ par le point 3,
la ligne BC égale ala ligne donnce 4, qui fafle avec 477

tel angle qu'on voudra, & mené par 4 & C, la droite -

AC indéfiniment prolongée. Il eft clair quayant pris fur
AF un point quelconque D , mené DE parallele 2 BC;
& nommé 4D, x ; & DE, y; lonaura toujours 2. 4 ::
x. y , en quelqu'endroit de la ligne AH que 'on prenne
le point D, ou ce quieft la méme chofe, quelque gran-
deur arbitraire que I'on afligne a Pinconnue x, celle dey
fera toujours déterminée par la ligne 4G. De forte que
la ligne 4G eft lieu qui renferme tous les points qui fatis-
feront au Probléme , qui doit écre refolu par I'Cquation

propofée ay=6xC. Q. F. D.
COROLLAIRE

2 S 1 'équation propofée éroit déterminée , comme 2y
=b¢ , ce {eroit toujours la méme chofe, excepté que la
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A LAGEOMETRIE. 13
lettre ¢ qui tientla place de x, eft conftante; ainfi ayant
prisfur 4H , AD=¢ , & mené DE parallele a BC; DE

fera la valeur de y ; maisen ce cas de tous les points de,

la ligne 4G, iln’y a que le feul point £ qui réfout le
Probléme, puifque 4D =c¢ ne peut avoir differentes

valeurs.
Cororrarre IL

4. Dou ron voit que les équations déterminées, &
indcterminées du premier degré, font de méme genre;
Fuifqu’eﬂes fe conftruifent par les mémes lignes ,” & de
a2 méme maniere,

Cio mot At e Bl

5. S 1 Dans I'équation précedente 2y =4x, 2 éroit c¢ga-
le d 4, elle deviendroity =x; & il n’y auroit alors qu’a
faire BC = 4B, & aflignant 4 x lavaleurarbitraire .4D 5
DE (y) parallele 2 BC, feroit égale 3 4D = x.

CoROLLAIRE IV.

6. 11 eft évident que danstoutesles équations indérer.
minees du premier degre, les inconnues ont entrelles
un rapport conftant ,c’eft-a-dire , qu'elles font 'une 3
Pautre comme une ligne donnce,a une ligne donnée, ou
en raifon d’égalité : comme dans I'équation précedente

ay s bx,0ux. y:: a.b,& dans celle-ciy = x, ou X.y:: LI
CororraIrE IV.

. O x voit auffi avec ¢vidence que dans les équations
indeterminées du premier deoré . une des inconnues
ke s & &g e
croiffant ou diminuant, Pautre croir aufli ou diminue ;
: > . il 3
qu’elles peuvent toures deux augmenter ou diminuer 3
I'infini , en gardant toujours entrelles le méme rapport.

B ijj
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A
THEOREME.

8. S7 dens une équation indéterminée qui weff point du pre-
mier degré , €~ ot par confequent les deux lettres. inconnues
[ont mulsiplices on par elles-mémes 5 o% entr’elles , de quelque
maniere que ce puiffe étre , Lon afigne a Pune des deux tant
de valeurs arbitraires g’ onvoudra. Je dis que tous les points
gui détermineront les valeurs corre[pondantes de [ awtre, [erons

dans une ligne courbe.
DEMONSTRATION.

D 4 x5 les équations 4 la ligne droite , les inconnues
gardent toujours ( 1° 6 ) entr’elles un rapport conftant,
Orlorfque dans une équation, les deux lettres inconnues
font multipli¢es ou par ellesmémes , ou entr’elles, ou
de I'une & de lautre maniere tour enfemble ; elles
ou les lignes qu’elles expriment , ne peuvent garder le
méme rapport-dans toutes les variations ou changemens
de valeurs q.u’elles peuvent recevoir : car il faudroit pour
cela , que I'ine des deux fiit dans un des membres de
I'équation , & l'autre dans l'autre , toutes deux feules,
ou accompagnées feulement de lettres connues. Mais
par I'hypothefe , ces deux lettres font multiplies ou
par elles-mémes ou entrelles; donc elles ne peuvent
garder un rapport conftant dans tous les changemens
de valeur qu'on leur peut affigner : c’eft pourquoi, en
affignant tant de valeurs que l'on voudra a P'une des
deux , les valeurs relatives de l'autre ne peuvent étre
déterminées par une ligne droite. 11 fauc donc quelles
le foient par une ligne courbe. C. Q. F. D.

Ceeft ici la preuve generale, chaque équation en four-
nit de particulieres , en les comparant 4 I'équation ila
ligne droite , comme on va yoir par Pexemple qui fuit.

SCD LYON 1

o ——




A LA GEOMETRIE 1§

ExsmprE

0. S o 1 T 'équation yy —az —xx , qui eft du fecond
degre; Il eft clair , 1* Que x croiffant , y diminue : car
le fecond membre de I'équation devient d’autant plus
petit, que x devient grande. 2°. On ne peut pas aug-
menter x en forte quelle furpafle la ligne exprimée par
a : car le fecond membre deviendroit negatif ; & la va-
leur de y feroit par confequent imaginaire. 3°. Si I'on
fait x=2, I’équation deviendra yy=aa—aa=o. 1l eft
donc ¢vident que cette équation ne fe rapporte point i
la ligne droite ; puifque fes qualitez font toutes differen-
tesde celles des €quations du premier degré ; & partant
quelle fe rapporte 4 une ligne courbe.

Pour déterminer & décrire cette courbe par le moyen
de fon équation yy=az— xx. Soit une ligne droite C#7,
donnée de pofition dont I'extremité C foit fixe , & dont
les parties C2 foient nommées x; foit une autre ligne CG
perpendiculaire 4 CFL, & dont les parties C.9 foient
nommeées, y ; foit aufli une ligne donnée KZ nommeé , a ;
ayant menc 2 M parallelea CG, & Q M parallele ACH
OMlera=CP=x,X PM=CQ—y.

Si 'on affigne prefentement tant dﬁ valeurs differen.
tes qu'on voudra d I'une des inconnues x ( C2) Pon dé-
terminera par la Geometrie, les valeurs correfpondan.
tesde y ( PAM).De forte que tousles points Af ferontila
courbe 4 laquelle fe rapporte I'équation propofée yy =
Ad — XX.

Suppofons premierement x=o; le point 2 rombera
en C, & le point 21, fur la ligne CG ; & effagant dans
Péquation , le terme xx, qui devient nul par la fuppo-
fition de x=o0,l'on aura yy=az, donc y = +a; ccft
pourquoi fi on prolonge CG du cotéde C 5 & qu'on fafle
Ce, & CE chacun=KZ =4 ; CE fera la valeur pofitive
dey, & Ce fa valeur negative, & lespoints E&e, feront
la courbe dont il sagit.

‘Suppofons en fecond lieu y =o, le point @ fe coa.

Fic. 4
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16 AppLIGATION DE L'ALGEBRE
fondra avec le point C, le point A tombera fur CH, &
on aura 0 =4e—xx , ouxx=az ;donc x==d; ceft
pourquoi , fi 'on prolonge CH du cotéde ¢, & qu'on
prenne de part & d’autre du point C;, CB& C4 chacu-
ne égale KL=2;CB {era la valeur pofitive dex,&CA
fa valeur negative , & les points B & A , feronta lamé.
me courbe en queftion. Dot 'on voit déja que les qua-
tre points 4 , E, B, ¢, font dgalement diftans du
oint C.

Si lon affigne & x une valeur quelconque CP moin-

dre que CB pour déterminer la valeur de 7=y, lon

aura en extrayant la racine quarrée y =¥ aa—xx’

‘ot Pon tire cette conftru@ion. Ayant prolongé PM
du c6té de P du point C pour centre , & pour demi
diametre Pintervalle KZ =a, Pon décrira un cercle qui
coupera PMenM & m s PM fera la valeur pofitive de y,
& Pm {avalenr négative , & les points M, mferonta la
courbe cherchée;car i caufe du triangle rectangle C2M;
Pona PM* =CM*—CP*,ceft-a-dire en termes Al-

gebriques yy=aa—xx ; dont y—+7Y aa—xx.

Oril eft évident que pour dérerminer la valeur de y
¢ PAr) dans toutes les pofitions du point 7, il faudra
décrire un cercle du centre C,& durayon KZ;c’eft pour-

woi ce cercle eftlui-méme la courbe cherchée; ce qui
J'ailleurs éroit facile 2 remarquer : mais ona jugé a pro-
pos de faire fur 'équationau cercle, qui eftla p%usﬁmplc
de toures les courbes, les raifonnemens que l'on vient
de faire , pour donner une idée de ceux que I'on doit
faire fur les équations aux autres courbes , afin de les
décrire par leur moyen, d’en marquer les principales
dérerminations , & d’en découyrir les principales pro-
prictez. ' '

COROLLAIRK
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CorOLLAIRE L

, g :
*10. O N voit clairement qu’au lieu d’avoir afligné 4 «,
dansI’équation préceden_te, des valeurs c 2 prifes fur CEH/
Four trouver tous les points A7, m, ou pour déterminer
es valeurs correfpondantesde y = 2Az,I'on auroit p re-

garder x comme inconnue, & aﬁigner a y des valeurs €O

prifes fur CG, qui auroient fervia déterminer de la mé.
me maniere les valeurs correfpondantes de x = QM=

C2 , en.tirant de I'équation précedente , x =y 2z~ 7.
Cororraire IL

1. ] ¢ eft clair que fiune des inconnues x de cette équa-
tion yy=aa-=xx devenoit une conftante , la valeur de
Pautre y pourroit de*méme étre déterminée par le
moyen du cercle ; d’ott il fuit en general que toutes les
€quations déterminces du fecond degré peuvent érre
conftruites par le moyen du cercle , & qu'elles font de
méme genre que les équations indéterminées du méme

fecond degré,
REMA RQUE

n.o N remarquera 1*. Que dans toutes les pofitions
du point 2 , la ligne 224 doit toujours demeurer paral-
lele 3 CG ; & que dans toutes les pofitions du point @,
la ligne @ Ar doit toujours demeurer parallele 3 CH.
2°. Qu'il ya toujours deux points , 'un ( 2) furCH , &
Iautre (@) fur CB, qui peuvent fervir également 4 dé-
terminer unméme point { M ). 3°. Que tout ce qu'on
vient de dire du cercle fe peutappliquer a toutes les au-
tres courbes, lorfqu'il s'agit de les décrire par le moyen

de leurs équations,
DE'FINITIONS.

13. D AN toutes les courbes, les lignes droites (CH)
dont au moins une des extremitez ( C ) eft fixe, & dont
C
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18 ApPLICATION DE L'ALGEBRE

Jes parties (C2 ) font nommées par I'inconnue de I’

quation a qui on ‘donne des valeurs arbitraires (C2)

pour déterminer la grandetir de la lig11e (2 expris,
mée par l'autre inconnue , font nommees axes ou diame-
#res de ces courbes.

14. Les mémes parties (C2)font nommeées abeiffes on
coupées.

15. Les lignes ( 2M) exprimées par 'inconnue de I’é-
quation dont on cherche la valeur en fuppofant 'autre
inconnue comme donnée a chaque pofition du point 7,
& qui demeurent paralleles elles-mémes , pendant que
le m&me point 2 change de place, font nommees appli-

des , ou ordonnées a 'axe CH.

16. Parceque @ M eft égale & paralleleaCP. & C Q%
PM, & que le point @ pris fur CG peut fervir a trou-
ver le point Af auffi bien que le point 2 ; on peut pren-
dre CG pour 'axe ou lediametre de la courbe; CQ pour
Pabciffe , ou coupée 5 & @M, pour I'appliquée ou or-
donnde ; c’eft pourquoi on nommera CH , & CG, axes
ou diametres conjuguex s CP& PM ,ou CQ & QM en-
femble coordonnées 5 le parallelo%ramme CPMQ formé
par les coordonnées , le ‘parallelogramme des coor-
données ; & le point C, le commencement , ou Porigine des
coordonnées.

17. Les équations indéterminces ne fervent pas feule-
ment A conftruire les Problémes indérerminez ,ou d dé-
crire les courbes aufquelles elles fe rapportent, & dont
elles expriment la nature. On pourroit encore par leur
moyen conftruire tous les Problémes dcterminez : car
il 'y a point de Probléme détermin¢ , quelque {imple
qu’il puifle Etre , ot pour le refoudre, on ne puiffe em-
ployer deux lettres inconnues, & trouver par confequent
deux équations indéterminées, qui crant conftruites en-
femble , felon les reglesquon donnera dans Ja {uite,les
lignes droites oucourbes, aufquelles elles fe rapportent,
détermineroient par leur interfection fes points qui fatis-
feroient aux Problémes , d’ott on auroit tir¢ ces ¢qua-
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tions. On pourroit auffitirer de ces fortes de conftry.
ctions des démonftrations tres-fimples, 4 la maniere des
Anciens. Maisilarriveroit quelquefois que les Problémes
ne feroient pas tous conftruits avec les ligneslesplus fim-
plesqu'ils le puiffent étre, quoique d’ailleurs la conftru.
ction en fiit tres-fimple. Or felon M® Defeares | & felon
la raifon méme , c’eft un vice en Geometrie d’em plover
dansla conftruction d’unProbléme, des lignes plus com-
pofées que celles quexige fa nature.

On trouvera dans l'art. 4. n°. 17, 18,19 20 & 21. des
regles pour faire connoitre quand un Probléme determi-
ne peut €tre conftruit par le moyen de deux équations
indéterminées. En voici pour diftinguer les courbes les
plus fimples d’avec les cFlus compofces.

18. Cleft le degré d’une équation indéterminée qui
fait connoitre que la courbe dont elle exprime la narure
eft plus ou moins fimple. Et le degré d’une €quation eft
déterminé par la plus haute puiffance de celle des deux
inconnues, qui él{ laplusélevée , lorfqu’elles ne le fone
pas €galement ,ou par le produit des deux inconnues ,
quand il s’y rencontre , & qu’il a plusde dimenfions que
les mémes inconnues dans les autres termes. Ainfi lor(.
que dans une équation , I'une ou routes les deux incon-
nues, {oit qu'elles foient multipliées, ou par elles-mémes,
ouentr’elles , ont deux dimenfions ; comme zx — -y, ou
ax — xx==gy ,0uxy==ab; I'équation eft du fecond degré,
& la courbe dont elle exprime la nature, eft du premicy
gmn'.

Lor{que l'une ou toutes lesdeux , ou leur produit, 2
troisdimenfions: comme X'+ axy ==, ou x3 — axy=—7y’,
Ou x4y == ayy =+ & , P'équation eft du zrwifiéme degré , &
la courbe dont elle exprime la nature , eft du [econd genre,
& ainfi de fuite. Or on convient que les courbes du-
premier genre font plus fimples que celles du fecond ; &
celles-ciplus que celles dutroifiéme ,@ve. Ceft pourquoi
ce feroitunvice de conftruire un Probléme par le moyen
d'une courbe du fecond genre , lorfquil peut écre co.

Cij

|
SCD LYON 1




20 APPLICATION DE L’ALGEBRE
{truit par le moyen d’'une courbe du premier. Il enefk
ainfi des autres genres. '

REMAR QuE

19. Loxs Qu' o N décrit une courbe par le moyen de
fon équation,onregarde une des lettresinconnues quelle
renferme , comme donnée i chaque fois qu'on change fa
valeur pour déterminerla valeur correfpondante del'au-
tre; on doit donc aufli regarder a chaque fois équation,
comme une équation déterminde ; & parceque les
¢quations détermindes , font dautant plus faciles acon-
{truire , que leursinconnues ont moins de dimenfions 5 il
eft A proposdans les équarions indétermindes, ot les in-
connues ne {ont paségalement élevées , de prendre pour
conftante , celle qui a plus de dimenfions; & pour in-
connue, celle'qui en-a moins. '

Er puifque trouver un pomnt d'une courbe , ceft ré-
{foudre un Probléme déterminé ; lorfque dansune ¢qua-
rion indétermince , Finconnue que I'on ne prend point
pour conftante, n’aura qu'une dimenfion , la defcription
de la courbe dépendra de la conftru&ion des Problé-
mes fimples déterminez. Lorfque cette inconnue aura
deux dimenfions ; la defcription de la courbe dependra
de la conftruction des Problémes plans ; lorfquelle en
aura trois ou quatre , la defcriprion dela courbe dépen-
dra de 1a conftru&ion des Problémes folides ; & lorf-
quelle en aura un plus grand nombre , la defcription de
courbe dépendra d¢ la conftruction des Problémes li-
neaires. ' ’

On remarquera auffi que toutesles operations que I'on
fait en Geometrie , dépendent de la Geometrie plare ,
ceft-a-direde la conftrudtion des équations déterminces
du premier,& du fecond degré;cleft pourquoi lorfque Iin-
connue que l’on ne prend point pour conftante dans ung
¢quation indétermince, aura plus de deux dimenfions,
on ne pourra conftruire cette équation par elle-méme,
il [a faudra changer en deuxautres équations , ol 'une
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desinconnues n’excede point deux dimenfions; & parle
moyen de ces deux équations, on décrirales deux cour-
bes dont elles exprimeront la nature , & leur inter{z@ion
fera un des points de la courbe done I'équation propofce
exprime la nature.

En déterminant le genre des courbes, comme on a
dit (n°. 17. ) on trouyera que le premier genre n’en ren-
ferme que quatre, qui font le cercle , la parabole, lel-
lipfe , & I'hyperbole. De forte que. toutes les équations
du fecond degréappartiennent a quelqu’une de ces qua-
tre courbes. Mais comme’le cercle , 4 caufe de fa def.
cription qui eft tres-fimple, paffe pour la plus fimple des
quatre , ce feroit encore un vice en Geometric, d’em-
ployer une des trois autres , lorfque le cercle peur Eure
employé.

Clelt parceque P’on conftruic Ja plus grande partie des
Problémes de Geometrie par le moyen de ces quatre
courbes , que je me fuis déterminé A donner ‘dans cet
Ouvrage les clemens de la parabole ; de Pellipfe & de
Phyperbole , les proprietez du cercle étant aflez cone
nues d’ailleurs , afin de n’y fuppofer que les fimples éle-
mensde Geometrie,

Les Geometres diftinguent deux fortes de courbes;
les courbes Geametrigues, & les courbes Méchanigues.

20. Les courbes geometriques , font celles dont les
axes ou lesdiametres conjuguez , & les coordonnées font
des lignes droites, qui peuvent toujours former un pa-
rallelogramme , que nous avons nommé (ne. 16.) le pa-
rallelogramme des coordonnées, & qui ont des équa-
tions reglées qui expriment le raport que -ces coor-
donnees ontentr'elles 5 & dont on peut trouver par le

‘moyende ces €quations, non feulement tous les points,

mayis tel point qu’on voudra,indépendamment des autres.
21. Les courbes m¢chaniques font celles dont les coor-

-données ne font point toutesdeux droites , ou; dont I'une

des coordonnées les rencontrent en une infinité de points.

‘Et*comme dans Iéquation qui exprime la nature d’une
q q I

«courbe , I'une des deux lettres inconnues doit avoir. au

C ijj
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22 AppLICATION DE L'ALGEBRE.
moins autant de dimenfions, qu’il y a de pointsot ia li- ¢
gne exprimde par cette inconnue rencontre la courbe, il f
faudroit que dans les ¢quations de ces courbes ,au moins
une des inconnues cut une infinit¢ de dimenfions, ce qui .
eft impoffible.
AVERTISSEMENT,

22, Avant Mr Defcartes , onne prenoit pour Geometrigue
que ce qui [e f foit par le moyen du cercle, @ de la ligne droite,
¢ tout ce qui [efaifoit par dantres courbes ¢toit reputé mécha-
nigue. Mais M¥ Defecartes , & apres lui tous les nowveanx
Geometres , ont pris pour Geometrique , tout ce qui [e fait parle
moyen des courbes Geometriques. Et les mémes Autenrs ne pren-
nent pour méchanique , que ce guife fait parle moyen des coyr-
bes méchaniques.

OBSERVATIONS
Dour b Application de I Algebre a lu Geometrie.

Iv. O1 c 1 les Remarques ou Obfervations dont
ona parlé dans le premier Article , n° 8.

1. Lorfqu’on veut réfoudre un Probléme, il faut tou-
jours employer deux lettres inconnues , pour nommer
deux lignes indétermindes , qui ayent leur origine en
un point fixe , & qui faffent toujours un angle conftant,
ceft-A-dire, que la ligne nommée par l'une des lettres
inconnues, croiflant ou diminuant; celle qui eft nommee
par lautre letere inconnue,, demeure toujours parallele a
elle-méme , ou 4 quelque ligne donnée. Ainfi, lorfqu’on
a nommé (art. 3. 8% 9.) CP, x s K PM,y 5 Ion a eu
égard a cette Obfervation. De méme le demi cercle
AMDB érant donné ; sl éroit queftion de déterminer
le point M {ur fa circonference ; ayant abaiflé la per-

endiculaire A2, ’on pourroit nommer indifferemment
AP,ouCP,ouBP, x;car les points 4, C, & B font
fixes ; & P M, y.Ecfile Probléme cft déterminé, on trou-
yera deux équations indéterminées ; mais on n'en trou-
vera’qu'une feule, s'il eft indéterminé,
. 2. Si l'on employe plus de deux inconnues , il faut
“quiil y en air deux qui expriment des lignes , dont la
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pofition foit telle qu'on vient de dire dans Pobfervation
précedente 5 on placera enfuite les autres, comme on
voudra. Mais on peut prefque toujours fe difpenfer d’en
employer plus de deux , en exprimant les autres lignes
inconnues , dont on a befoin , ou par la propriété du
triangle retangle, ou par-celle destriangles femblables,

3. 8l y a un point donné B fur un des cérez 227
d’un angle donné G4 ; la droite BC perpendiculaire 4
AH , ou parallele a quelque ligne donnée de pofi-
tion, fera donnée de grandeur & de pofition ; comme
auffi les intervalles 4B ;_4C ; & partant ces lignes peu-
vent étre nommées par des lettres connues «, b,c. Mais
fi le point B , eftcherché , les lignes 4B, BC, 4C fe-
ront indéterminédes , ou variables: & l'on en pourra
nommer deux 48 & BC, ou 4C & BC par deux let-
tres inconnues xi, & y« car elles ont les qualitez requi-
fes par la premiere Obfervation.

4. $1l y a un point donné D hors dune ligne 43
donnce de pofition & de grandeur, la ligne DC per.
pendiculaire 4 48, ou parallele 4 quelque ligne donnée
de pofition; & les deux parties 4C, CB ,dela ligne 25
feront auffi données de grandeur & de pofition. Mais fi
le point D eftcherché | les lignes DC, 4C, & CB fe.
ront variables , & l'on pourra nommer une des parties
AC, deladonnée 4B, x CDy; & CB (ayant nom-
mé 4B, a)fera a—x. :

5- Un angle G4F7, & un point B au dedans de cet Frc. 6

angle (Fig. 6), ou au dehors ( Fig. 7) étant donnez de
pofition; les paralleles ¢, BD, ou leurs €gales 4C, 4D,
feront aufli données, & on les pourranonimer .z & 4: mais
file point B eft cherché, les paralleles #C, 4D, feronc
inconnues , & onles pourra nommer x| & y.

6. Ce feroit la méme chofe, fi le point B eroit donné
ou cherché fur une courbe donnée HBG,dont 4G, &
A4 H font les deux axes , ou deux diametres conjuguez :
mais le point B étant cherché , on pourroit nommer
GCy & CByouHD, &DJB ;ou(filacourbe rencon-

Fiec. 3.

Era. §o

&,

Fre/t2
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24 APPLICATION DE L'ALGEBRE
troit encore CG prolongée en un point F) FC , & CB; .
x & y. .

7. Lorfqu'on détermine par une operation repetee,
plufieurs points B fur un plan ot il y a des lignes qui
{ervent a déterminer tousces points, & qu'on veut trou-
ver une équation qui exprime la nature de la courbe fur
laquelle les mémes points fe doivent rencontrer , il faut
toujours nommer par une lettre inconnue, quelque li-

ne ; comme BC , qui part d’'un des points B , & qui
etant parallele a quelque ligne donnée 4 F, rencontre
une autre ligne 4G donnée de pofition en quelque point
C,&nommer parune autre lettre inconnue quelque par-
tie de la ligne 4G comprife entre le point yariable C,
& quelque point fixe 4, ou G. :

8.Un angle GAH , & un point fixe D hors de cet
angle , étant donnez de pofition fur un plan; s'il sagit
de mener une ligne DEF par quelque point cherché
E ou F fur un des cotez de cet angle, dans de certaines
conditions, les parties 4 E, AF {erontinconnues, & pour-
yront étre nommeées x, & y : mais les paralles DB, DC,
aux cotez AH , AG , ou leurs €gales 4C , AB feront
données , & pourront étre nommeces ;2 , & b.

9. Si I'on eft obligé de tirer deslignes autrement que
felon les regles contenues dans les Obfervations prece-
dentes; on %es tirera de maniere quelles forment pld-
tot dans la figure , fur laquelle on opere, des triangles
femblables , que destriangles rectangles : car les trian-
gles femblables donnent des ¢quations plus fimples que
lestriangles rectangles.

10. La proprieté du triangle rectangle , & des trian-

les femblables, donnent prefque toutes les cquations
dans lefquelles on tombe, en appliquant’Algebre ala
Geometrie,

11. Les hypothenufes des triangles rectangles doivent
toujours &tre exprimees par le moyen des deux cotez
qui forment l'angle droit,a moins qu'elles ne foientdon-
nées de grandeur. Ainfi les deux cotez crant nommez %

&
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&y, 'hypothenufe fera v xx =+ yy.

12. On ne doit jamais nommer les lignes égales, ou
qui doivent €tre égales, par des lettres differentes.
! 13. Sl y a de Ta difficuleé aemployer, & 4 nommer
| des lignes qui femblent neceffaires 4 la refolution d’un
Probléme ; on pourra employer en leur place d'autres
lignes , pourvia qu'elles ayent entr’elles le méme rapport.
Par exemple , en fuppofant que BC, & DE foient paral- F* ¢ 3
leles , s'il s'agit d’employer 4B, & BD; & que 4C , &
CE foient nommées ; on pourra employer 4C, & CE
au lien de 4B , & BD ; puifque 4C. CE :: 4B . BD.

14. On abrege le calcul , & on trouve fouvent des
cquations plus fimples, en prenant pour l'origine des in-
connues le point qui divife par le milieu une ligne don-
nce de grandeur : & I'on tombe par ce moyen dans un
principe tres-connu , & qui eft {ouvent d’un grand fe-
cours dans I'’Application de I’Algebre 4 tous fes ufages.
Le voici.

- 15. La moitié de la fomme de deux grandeurs , plus
la moiti¢ de leur difference eft égale a %a plus grande;
& la moitié de la fomme de deux grandeurs , moins
la moiti¢ de leur difference eft égale 4 la plus petite.
Ainfi, nommant la fomme2m, & la difference 2 2 ;la
plusgrande feram -z, &la plus petite m — .

16. Il n'eft pas neceflaire de prendre tant de précau-
tions, pour nommer les lignes dela figure fur laquelle on
opere , quand il s’agit de démontrer un Theoréme : car
comme il n’y a point de lignes dont il foit neceffaire
de déterminer la longueur, on les peut toutes nom.-
mer par telles lettres qu’on voudra , connues , ou incon-
nues : mais on doit toujours fuivre les regles préceden-
tes pour tirer les lignes neceflaires.

On confidere neanmoins quelquefois les Theorémes
quon veut démontrer , comme des Problémes A refou-
dre, Et en ce cas, on peut fuivre les principes précedens.
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AVERTISSEMENT.

T outes ces Obfervations penvent apporte? beancoup' de. fa=
cilité pour trowver desbquations dans ! Application de I Alge-
bre & laGeometrie: mais la premiere @~ la [eptiéme. [omt les plus
confiderables de toutes s car en. [uivant ce qui. y eft preferit, les
Problimes indéterminez_,, [exont toujours refolus par la voye la
plus fimple , ou plitot par la.[eule voye naturelle; et pour-
quoi [i en ce cas , on avoit employé plus de deux inconnues , b
Faudyoit faire évanouir celles qui expriment des lignes dont la
pofition weft point conforme & ce quireft dit dans ces denx Ob-
fervations. Mais parcequon ne pewt pas confiruire tous les:
Droblimes déterminez parlemoyen de deux équations indéter-
minées , pour les raifons que Pon a dites art. 3. 1% 175 oneft:
quelquefois obligé: dabandonner ces denx. Obfervations. ¥ oick

apen prés cequil y a aobferver guand on les vent. fuivre.

17. Quand ‘en réfolvant un Probléme-avec deux incon-
nues , fuivant la premiere Obfervation , on trouvera
deux équationsindéterminc'es ; le Probléme fera déter-
miné , & onle pourra conftruire avec ces deux équa-
tions , fielles e rapportent toutes deux 2 la ligne droite-,
ou l'une 4 ligne droite, & lautre au cercle-, ou toutes
deux au cercle ; car il n’y a point de lignes plus fimples

ue la droite, & la circulaire.

/8. Si lune de ces deux équations indéterminces fe
rapporte au cercle, & que Pautre-foit du feconddegré,
il faudra faire évanouir l'une des deux inconnues, &
{i I'équation déterminée qui en refulte , neft point
du premier , oudu fecond degré , on examinerafie le ne
peut point étre divifce par quelque binome compof¢  de
quelqu’un des divifeurs du dernier terme , & d’une puif-
fance du premier qui-lui foit égale , pour la réduire , fi
cela fe peut, 4 une équation déterminée du fecond
degré. Si par ce moyen on n'y réuffit point , il faudra,
fi elle eft du quatriéme degré, faire ¢vanouir le fecond
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terme;la transformer en une équation du troifiéme,& voir
fi elle ne peut point enfuite Ctre divifée par quelque bino-
me , compof¢ d’un des divifeurs de-deux dimenfions du
dernier terme, & du quarré de I'inconnue qu’elle renfer-
me; & la réduire par ce moyen d une équation du fecond
degré. Mais fi I'on ne trouve aucun binome plan,
qui puifle divifer ’équation transformée , le Probléme
fera folide, & onpourra le conftruire avec les deux équa-
tions indéterminees , de la maniere quon dira ‘dans la
neuvieme Se&ion ; & la conftrution fera méme beau-
coup plus fimple , & plus élegante que celle qu'on tire-
roit de I’équation déterminée, qui refulte deI’évanouif
fement de I'une des inconnues , comme on pourra voir
en comparant les conftrutions des Problémes folides de
Ia neuviéme Seéion, avec celles de la dixiéme.

19. Si par la feule divifion I'équation déterminée peut
étre réduite 4 une équation du fecond degré , le Prolé-
me fera plan, & on le conftruira par le moyen de I'¢-

- quation réduite 4 deux dimenfions, comme on enfei-
gnera dans la Section fuivante.

Si pour réduire 'équation déterminée 4 une équation
dufecond degré, il faur employer la transformation, on
pourroit encore le conftruire par le moyende I'une des
deux équarions dufecond degré que I'on en tire : mais
la conftru&ion en fera beaucoup plus fimple, fi enaban-
donnant ce qui eft dit dansla premiere Obfervation ,on
prend d’autres lignes pour inconnues, & que l'onen tire
de nouvelles, felon qu'on le jugera neceflaire,, & que par
ce moyen on puifle venir 4 une équation déterminée du
fecond degré. Et fil’on n’y réuffit pas du premier coup,
il faudra encore tenter d’autres voyes; car quand un
Probléme eft fimple , on peut trouver une équation fim-
ple, & conforme a fa nature , foit d’une manicre , foit
d'une aurre.

20. Si aucune des deux équations indéterminées ne
fe rapporte point au cercle , & n'y puiffe €tre réduire

par la combinaifon de I'une avec I'autre, ou autrement;
D ij
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& que I'équation qui réfulte de I'dvanouiffement de
'une desinconnues , foit du troifiéme ou du quatriéme
degré ,& ne puiffe écre réduite par la divifion , ou par
la transformation 4 une €quation du fecond degre ; il
faudra par fon moyen conftruire le Probléme , comme
il fera enfeigné dans la dixiéme Seétion : car il feranecef-
fairement folide ; & quand on chercheroit d’autresequa-
tions par d’autres voyes, elles ne pourroient &cre plus
fimples que par leurs termes , un Probléme ne pouvant
jamais changer de nature.

21. Enfin fi I'équation qui réfulte de I'évanouiffement
de 'une des deux lettres inconnues renfermées dans les
deux équations indéterminces, excede le quatricme de-
gré , & n’y puifle étre réduite par la divifion ; le Problé-
me fera lineaire, & on le conftruira par le moyen des
deux équations indéterminces , comme on dira dansla
douzié¢me Section. :

22. La raifon de tout ceci, eft que pour conftruire
les Problémes fimples , & plans , on ne doit employer
que la ligne droite &le cercle ; puifqu’on le peut tod-
jours. Et fion les conftruifoit par le moyen des deux
équations indéterminées que 'on trouveen employant
deux lettres inconnues , on y employeroit fouvent d’au-
tres courbes , qui ne font pas fi fimples que le cercle.

Pour conftruire les Problémes folides dont les ¢qua-
tions font du troifiéme ou quatriéme degré , on ne doit
employer que le cercle , & une courbe du premier gen-
re , puifque cela fe peut auffi toujours.

Mais parceque pour conftruire les Problémes
lineaires , dont les équations excedent le quatriéme de-
gré, Pon ne peut faire fervir le cercle ; leur conftruction
fera plus fimple par le moyen des deux équations que
I’on trouve en employant deux inconnues, felon la pre-
miere Obfervation , que de toute autre maniere : car,
a mon avis , c'eft en quelque fagon géner la Geome-
trie que d’yintroduire , fouvent avec beaucoup de dif-
ficulté , de certaines courbes préferablementa d'autfes
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quife préfentent naturellement , & dont la defcription
eft fouvent tres-fimple : en quoi je voudrois que les cour-
bes fuflent préferées , fans avoir cgard 4 leur genre, de
la maniere qu’on le détermine ordinairement,

AVERTISSEMEN T.
Zorfguon [cait qu'un Problime ¢ff fimple, on plan i

n'eft point neceffaire davoir égard & la premiere obfervation
ni d'employer denx lettres inconnaes pour le refoundre. Il y a
aulli desProblemes [f fimples , qu'il W'y a aucune diffculsé R

powr nommer les ltg?ze.r s Wi pourtronver des équations.

Tout ce qu’on a dit dans cette premiere Section fe-
ra éclairci par toute la fuite de cet Ouvrage , qui n'en
eftque ’Application, & un Commentaire.
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46 APPLICATION DE I’ALGEBRE

SHE G T sl N o3 ke

O lon donne lamaniere d'exprimer Geome-
triquement les quantitezs A lgebriques , &
de refondre les Problémes fimples, & plans;
on ce qui eft la méme chafe , de conflruire
les équations déterminées du premier & du

ﬁcond degre.

X N peut exprimer Geometriquement toutes les

quantitez Algebriques, parq]e moyen des qua.
tre operations {fuivantes, qui {ont de trouver des troifié-
mes , quatriémes , & moyennes proportionnelles, &
de tirer les racines de la fomme , ou de la differencede
deux ou de plufieurs quarrez,

. : ab
1. Pour exprimer Geometriquement —-; ayantmené

Fic. 3 une ligne droite #H, dont P’extremité! ¢ foit fixe , fait

AB=c¢, AD=a, mené BC =14, qui fafle avec 4B vn
angle quelconque 4 BC,s'il n’eft pas determine d’ailleurs,

& mené 4CG ; la ligne DE parallele 2 BC fera “f : car
3 caufe des paralleles BC, DE, I'on aura 4B (¢). AD

ab

(2):: BC(6). DE=— . Ce feroit la méme chofe s'il

falloit exprimer geometriquement -? : car il n’y auroit -
qua faire BC=A4D ==, aprés avoir fait AB=c; ol
I'on remarquera que toute quantité fractionaire peut
¢ere regardée comme le quatriéme terme d’une pro-
portion qui renferme les trois autres , & dont le deno-
minateur cit le premier.
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A o 4 Ax == ab

De méme, pour. exprimer geometriquement ° Tl
ol : A b
enréduifant en proportion lonac—d. a=b:a. ot
¢~ 4

Faifant donc 4B =c+d , AD=a+b, BC=a; DE

b "
parallele & BC, fera = :‘:“ " Ce fera laméme chofe:

P - ¥ y an—bb.
1100 veut exprlmer geomerriquement e :carcen

réduifant’ en proportion I'on a . c. zaeb:: a—b .
as— bb '

* Semblablement , pour exprimer geometrique-
' aab 5 2 y aal
ment — qui contient deux, proportions,c.ax: 2. —,&

b : X an
d.b:22. 72 Tonexprimera d’abord ==, comme on

¢ cd?
vient de voir pour les quantitez précedentes, & enfuite

anb- : : Taars .
o Il en eft ainfi des autres quantitez fra&tionnaires.

2. Pour exprimer geometriquement Vb, Il faut
prendre furunelignedroite 4, AD—=a;& DB =b, .. rc.
& ayant décrit un demi cercle fur le diametre 45 ; la
perpendiculaire D Eau point D+, feral égale a. Vizb : car
nemmant DE, x;'onauraz (4D ). x(DE ) :: x(DE),
b(DB); dont xx=ab, & x=Vab. De méme pour

exprimer vVaa -+ ab, onvoit que @a~ab, eft la produite
de-#=4 par 4. Ainfi ayant fait AD=u~+6, & DB

=a3 DE , {era Vaz+ab.

- Semblablement , pour exprimer Vaaz — bb; puifque
aa—bb , eftle produit de 2+ 6 par 2z —4, enfaifanc
AD=a+b;& DB = a— b; DE{era—vazz— b}, On
peut encore €xprimer autrement cette quantité, comme
on va voir n® 3.
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32 AppPLICATION DE L'"ALGEBRE
. m T y
Pour exprimer -, Vaaz—bb ; ayant trouve, comme

on vient de faire DE ==V aa—~bb, & 'ayant nommée; ¢, |

me ; ; m T 3
Pon aura — au lien de. Vaa—bb , & l'on trouvera

(n%1.) DE= %i,faifant Aan,BC:m,&:AD:c,

Pour exprimer geometriquement Vaz -+bb. Puifs
que aa +bb eft lafomme de deux quarrez, il eft clair que
i Pon décrit un triangle 4BC rectangle en B , un de .
{es cotez AB étant nommé «; & lautre BC 6 5 I'hy- '

othenufe 4C fera=Vaa+b6. 1l ne feroit pas plusdif-
Ecile d’exprimer la racine de la fomme de plufieurs quar-

rez , comme Vaa~bbic, &

Pourexprimer geometriquement Vaa—bb, qui eft la
difference de deux quarrez; il eft évident qu’ayant dé-
crit un triangle re@angle dont I'hypotenufe foit= «
racine du quarré poficif, & un des cotez=14 racine

du quarré négatif, Pautre cdté fera =Vaa—bb. Ce qui
{e fait en cette forte; {oit décrit fur le diametre 4B=a,
le demi cercle 4C B, & foit infcrit dansle demicercle la
ligne 4C =4 , & menc CB; Pangle 4CB , étant droit

A caufe du demi cercle; CB fera==Vuaz— b6, La méme
chofe sexecute encore en la maniere fuivante. Soit'dé-
crit un demi cercle fur le diametre 4B=—14, élevécau
centre C la perpendiculairc CH , prife CG =6 racine
du quarré negatif,mences EF,& FD parallelesd 4B, & F

a HC,& menéle rayon CF; GF ou CD fera==Vaa—=bt;
puifque CF=a, & CG, ou DF = 4. Cette derniere ma-
niere convient micux 4 la conftruction des équations que
la precedente. '

4 11
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A LA GEOMETRIE 33

4. 1l y-a des quantitez Algebriques plus compofées
que celles dont on vient de’ parler (n°.1,2,3; } & que
Pon. 'ne peut exprimer geometriquement , qu'aprés y
avoir fait certains changemens. Or ces changemens con-
fiftent particulierement 4 mettre I'expreffion Algebrique
d’un quarré én la place de expreffion Algebrique d’un
rectangle, ou de metere 'expreflion: Algebrique d’un re-
ctangle dont un cété foit donné en 1a place d’un avtre
rectangle , ou d'unquarré. Ainfi pour exprimer geome-

A wm bb — cd
o 5—5 ,dont

triquement cecte quanticé fractionnaire

le numerateur n'eft point le produit de deux quantitez
que l'on puiffe feparer par la divifion ; & qui ne peut
par confequent €tre réduite en analogie ; il faut donc
changer le quarré Algebrique 44, en un redtangle dont
un cote foit z, & le rectangle Algebrique ¢, en un au.
tre rectangle ‘Algebrique , dont un cété foitaufli #, afin
que la lettre z fe trouve dans tous les termes. Soit pour
ce fujet x, le c6ré du rectangle qui doic étre égal 4 46,
dont 'autre c6té eft la ligne donnée , exprimée par
Pon aura, felon les termes de la queftion , ax = é4; donc

b5 e :
x==-—-; ayant donc ( n°. 1) exprimé geometriquement

bb , ; '
5 5 & layantnommée £ l'on aura f=x ; & partant

af = bb. Soit femblablement y le c6té du re&angle qui
doit €tre égal a ¢d , dont l'autre coté eftla méme don-

r . I s e Cd.
née « 5 'on aura gy=cd ; donc y = — : &ayantnom-

t‘d !
mé ¢ lexpreflion de — trouvée (n% 1) ; l'on aura ag
==¢d ; la quantité précedente fera donc changée en
celleci, '3—"-'--“{:'1‘1’ , en mettant pour b6 , & pour cd,

leurs valeurs af, & g que I'on vient de trouver, qui eft
facile 4 exprimer ; puifqu'on la peut a prefent reduire

E
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14 AppLICATION DE L’ALGEBRE
en I'analogie fuivante b.a:a+f—g. ‘i’i."_*:.‘f:_". On
auroit pl changer le uarré a2 , & le re@anglecd, au

lieu que T'on a change 46 , & ¢d.

5. Pour exprimer la quantité V.aa — be,ilfaut changer
le quarré a4 en un reGtangle , dontun coté foit 4 ou ¢
ou bien le re@angle ¢ en un autre , dontun coté foit 5
& on en aura en%uitc facilement Pexpreffion geometri
que (n°.2). Ilen eft ainfi des autres.

6. Les manieres dont nous venons de nous fervir pour
exprimer geometriquement les quantitez Algebriques
font generales : on les peut{ouvent abreger par lemoyen
de quelques lignes mences parallelesa quelques autres
lignes données de pofition , ou en décrivant quelques
cercles, felon que l'indique la figure de chaque Problé-
me que I'on conftruit : mais comme ces manieres font par-
ticulieres, on'n’en peut rien dire ici, cela dépend du ge-
nie du Geometre, qui veut réfoudre & conftruire les
Problémes le plus €légamment qu'il lui eft poffible. On
les trouvera pratiquées dans plufieurs exemples.

CONSTRUCTION

Des Equations déterminées dn premz'er degré,
¢ de celles du ﬁ’mfzd qm' 1 ont poz'ﬂr_
de ﬁcozzd terme.

. Q N voit clairement que les expreflions geo-

metriques des quantitez Algebriques, donnent
auffi Ja réfolution des équations du premier degre,
& de celles du fecond, qui n’ont point de {econd ter-
me ; car fi ces mémes quantitez dtoient égalées a des
lettres inconnues , leur valeur feroit détermince par ces
expreflions. Par exemple,, pour conftruire cette equation
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xx=aa~—bc d'ottl'on tirex =+vaa—7;, il n’y aqud

exprimer Vaz—bc,comme on vient de faire ; & lex.
preflion prife de part & d’autre , de I'origine de x fera fa
valeur pofitive , & negative. Il en eft ainfi des autres,

CONSTRUCTION

Des E quations du [écond degré, qui ont un
[econd terme.

VL E's Equations du fecond degré qui ont un fe-
cond terme fe'peuvent toutes réduire 4 quel:
qu'une des quatre formules fuivantes,
I. XX==axwbb.
2. xxX=——ax"bb.

3. xx=ax— bb,

4. xx=——ax—1bb, dont les racines font

-
5

s e
K= —arh V/-‘-m-q-éé.

X L ¢
$ K== \/:-44—-— b6,

Ejj
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de la premiere & feconde Formule. .
v, P o u'r la premiere & 1a 1elondeé Formule, Soitdans
la figure fur laquelle on b'pere,& dot Lon a tiré 'équa-
tion que l'on veut conftruire, 4 le commencement de x
qui va yers H,. Ayant élevé au point 4 1a ligne per-

pendiculaire & #F1 ;& ==bracine du dernier' quarre 4b;

on prendra AC ( Fig. 14.) =7 @du coréde H; par rap-

port 4 4 pour la premiere formuleotil y 2 =+ ~f— a;8&de
lautre coté de *H (Fig. 15) pour la feconde formule, ou
lya— -i— 4 ; & du centre O Tondécrita par'B., le cer-
cle DBE, qui coupefa AHen E,& en D. EC dis que
AE fera la valeur pofitive dex, & AD fa valeur nega-

tive.
DE'MONSTRATION. ., .

Puss QUE AC=— -E— 4, & AB=1b;CB=CEfera
= -i—fm:- éé;- & par gonfequent x = AE=1 — A+
Viaauebb. C.QF. D- .

On prouvera de mémie qué AD , eft la valeur nega-
tive de x qui doit €cre prife de l'autre coté de o par rap-
port 2 H. 3 2GRy |
CONSTRUCTION

de la troifieme &~ quatriéme Formule.
. Sort 4 le commencement:de x qui va vers 2.
Ayant pris AC du coté de P, par rapport a A pour la
troifiéme Formule , ot il ya= -—:— a (Fig. 13) 5 & de
Pautre cOté de 2 furle prolongement de.47 pour la qua-
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tri¢me formule, oltil y 2 — -I: a (Fig. 16 ) 'on décri-
ra du centre € & du demi didmetré ¢_4/22 7 18- e
-, J ] HEIUANOINMIL LI DD LATISUD 91 jp f
i cercle 4 F1 B, onélevera enfuite ¢\ perpendiculai,
reaAB y furlaquelle ayant pris €Gs=4,, racineduder-
mier quarré yonmencra EF 1 pdrallelesa, 4B, qui coupe-
rale demi cercle auX poinits £:8¢-F; d ot 'on abaiflera les

erpendiculaires, FD-5 B, Jedisque A4 D, & .47 deront
es-deux: valenrs pofitives.de x4 Figs13 ), pour la troifié-
me Formule;négatives ( Fig: 16.).; pourla quatricme.

g D BEYMO0 N § TR AT 10 Ny

PU ISQUE ACouCF= % d’___&:'t*c:é,-(;}r, ouCD
fera= \/-3— an~—bb & par confequent A D= x==1+ e
iV%m_&&Ahn=¢§um%Muﬁ,
lefquelles valeurs font toutes deux réelles & pofitivesdans
la Fig. 13. qui appartienta la troifiéme Formule,, & tou-
tes deux réelles , mais négatives dans la Fig.16 quiappar-
tient & la.quatriéme Formule, C. 9. F. D. |

REMARQUE.

.3'_ S 1'PEEPG eﬂ::—f— 2= CH ,le point G tombera
en H, lespoints D & Zen C.; &:les deux valeurs de ,

feront cgales. .
1 4. Si CG elt plus grande que CH ; les deux mémes
valeurs de x feront imaginaires , & le Probléme fera im-

:poflible. Ce qui {e connoit aufli par l’infpe&ion des deux

Formules que I'on conftruit.

5. On peut encore conftruire ces équations, en fai-
p r * 1 .
fane évanouir le fecond terme, aprés quoi on trouvera

les valeurs de l'inconnue par l'art. 5. n° 2,

E iij
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6.1l y aencore d’autres ¢quations qui appartiennentau
fecond degré : comme x *=* sz xx ¥ a’ b, mais on
les ramene:a quelqu’une desquatre Formules préceden-
tes enégalant le quarré xx de l'inconnue a un re&angle,
dont un c6té eft une autfe inconnue ; & l'antre cére eft
une lettre connue de I’équation. On prend ordinaire-
ment celle qui s’y trouve le plus frequemment. Ainfien
faifant 2y = xx, & mettant dans I'équation aayy pour
x *, & aypour xx ; 'onaura yy=*a +ab, quictant
conftruite par les regles précedentes 5 la‘moyenn¢ pro-
portionnelle entre 2 &y, fera la valeur de x.

Par le moyen des équations du premier, & dufe-
cond degré; l'on faictource quedes Ancichs prenoient
pour Geometrique.

EX EMPLES.

VIIL No u s allons refoudre plufieurs Problémes du pre-
mier & du fecond degré , pour fervir d’exemples 4 la
conftru@tion des équations plus: compofées que les pré-
cedentes. :

PROBLEME SIMPLE.

I. D ECRIRE un quarré GFHI dans wn triangle don-
?2(.; ABC.

Je remarque 1°. Que le triangle #BC étant donné. ,
la “perpendiculaire 4D le fera auffi. 2°. Que pour for-
‘mer le quatré , il fuffit de trouver dans la perpendicu-
laire 4D, un point E, tel que DE foic égafe a FG me-
‘nde par lepoint E parallele a BG: car alorsayant men¢
FH, &GI parallelesa 4D ; FHIG {era un quarré.

Ayant donc fappofé le Probléme réfolu ;& nomme
les données BC , a4 ; AD ,b; &'inconnue DE , ou FG,
x5 AE féra b— x. Les triangles femblables #5C, AFG
donneront 6 (AD) .2 (BCY = b—x (AE).5(PG);
donc bx— ab—ax ou ax v bx=uab , d’ott Lon tire
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'x—-:-%, qui donne cette conftruction.
~

On prendra {ur DB prolongée du c6té de B I'inter-
vale DK=BC ,&KZ=A4D , & ayant joint L4, on
menera KE parallele 3 Z4,, qui coupera 4D au point
cherché E. :

DE‘'MONSTRATI ON.

A Caufe des paralleles Z4, KEI'on a 7K ou ( contt. )
AD. AE:: KD ou(conft.) BC . DE: mais AD. AE::
BC.FG; donc BC . DE :: BC. FG; & par confequent
DE=FG; & partant FHIG,eftun quarr®, C, 0. F. D.

PROBLEME SIMPLE.

£, U N demi cercle , ABC, dont le centre ef D, avec
wne perpendiculaire ¥B & fon diametre AC | gui le dj-
vife en denx parties quelcongues , AR | FC | & un autre de-
mi cercle FSC, décrit fur le diametre FC, étant donnez;; il faut
trowver dans le triligne mixte BESCB | le centre O d'un cer-
cle, dont la circonference touche les trois chtez du triligne mixte,
comme on voit dans la Figure.

Ayant fuppof¢ le Probléme refolu, mené ( art. 4. n°.1)
les lignes 07, OF paralleles A FC &4 FB, & les lignes OK,
OS§ aux points touchans K; §; qui €tant prolongees, iront
pafler aux centres D', & G descercles 4BC, FSC, com.-
me il eft démontré dans les élemens de Geomerrie.

Nommant donc lesdonnées 4D, ouDC , ou DK, 4
FG, ou GC,ouGS,b; .Zg?é,fi FB,f ;& les inconnues
FE, ou 0, ouOK, o0 0S, %3 FI,ou EO , y; DO
feraa—x ;GO bt=x; GE ,b— x;& DF ;¢ +x. Les
triangles re&tangles 0ED,0EG donneront DO ' — DE*
==EO0*, ou entermes Algebriques zz— 2 zx 4~ xx — ¢¢
TR — XX== Yy =—=0GO0* —GE*=bb+12b x 4+ xx—
bb4= 20 x—xx, ou enretranchant ce qui doit étre re-

£1e, 18,
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cranché , #z— ¢c — 2ax— 2cx==4bx ,d’ou L'on tire
af—CC ' ) .
ol je remarque que az—(C=—=d=cC %,

o=
4bA=ra 420 2

g = AF x FC=FB*=ff,&que 46+2c=4C
ff

— 24 & partant x=-:=, d’olt I'on tire cette conftru-
+ A sdyrsit

ction.

Soit prolongée la perpendiculaire BF en A/, en for-
te que FM=2 AC=44; du centre F par B foit dé-
crit le demi cercle BQ 7, qui rencontrera FAfen 7, &
BC prolongée, sl eft neccflaire, en 2. Et ayant joint
Q.M, foit megée par 2 la droite PE parallele’a’ @ A1, qui
rencontrera FC en E ;ayantenfuite mené EO , paralle-.
le 3 7B, &décrit du centre D, &du demi diametre DL
— DG—FFE le cerclé ZOH j il coupera EO au point
cherché 0, qui fera le centre du cercle ZSK, qui fatisfaic
2w Prolieme, v Nt DEA sl '

DE MONSTRATION. -

So 1T du centre G, & dudemidiametre G [—GF+FE
décric le cercle fOr A canfe des triangles femblables,
MFQ , PFE ; FM,ou ( contt.) 2. 4C . FQ :: PE, ou
FQ. FE ; donc2 ACx FE= FQ*=FB*= AF x
FCy donc 2 ACx FE= AFXx¥C. Et partant 2 4C .
AF 2 FEC . FE. dividendo AC+ EC.« AE; OWHE = FL.
FE. Encore! dividendo 2 FC . HE = EL . FE, ou Cr;
donc FLEx EL=—2 FCx Qr==FCx 2Cr==/[ EXEr;
Et partant FHE x EL=[E x Er: mais FHE x EL== EQ%
donc aufli/E x Er==EO0* 3 ¢eft pourquoi le point O oft
commun  aux deux cercles HOL, [Or, & 4 la per-
pendiculaire EQ: mais par la conftruction, leslignes OK,
07 , 08 font égales; &les points K, 8, 7, {font Jes points
touchans 5 puilque les lignes 0§ , & KO , vont aux ccn-
cres G & Des cercles 4BC , FSG., & que 07 , eft per-
pendiculaire a FB; donc le point 0, eft le centre du
cercle ZSK, qui fatisfaitau Probléme, C. 2. F. D.

PROBLEME
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PROBLEME PLAN. l
3. UN demi cercle AEB , dont le centre ef C, &~ une g, s, |

perpendicalaive DE & fon diametre étant donnezs il faut tron- ]

ver fur DE le point ¥, parod , € par le point A , zyant mené '

la ligne AXG 5 GF foit égale an demi diametre AC.
g -

Ayant fuppofé le Probléme réfolu, & nom mé les don-
nees 4C, ou CB,0u FG,a'y; AD ,6 3 DE,c; & lin-

connue AF , x ; DF feraVax—bb ; 'on a par la pro-
priete ducercle DE* — DF* = AF x FG, oucc—xx
w b ==ax,0u xx ==— ax ¢ +=bb; d’0l1 I'ontire x ——

I - . F
ik a"*‘\/:- @a = ¢¢ = bb, qui fournit cette conftru@ion. |
Do |

Soient menées dudpoim: E aux extremitez 4 & B du |

diametre 48, les droites 4, EB. Et ayant fait EZ
= —:— HO == -:— a , {oit decrit du centre 4 par Z ,larc

ZH qui coupera 4B enH. Et ducentre H, & dude-
mi_diametre EZ , {oit décrit un cercle qui coupera 43
b aux points 7 & K. Je dis que 47, fera la valeur pofitive
dex ; c’eft pourquoi fi du centre 4 'on décrit les deux
arcs KG , ZF qui couperont la circonference 4EB enG,
B & DEen F; la droite 4F ¢tant prolongee rencontrera
' la circonference AEFB en G, & FG fera par confe-
- quent = 4C; puilqu'elle eft €galea 7K double de £z

= — 4C.
2
DEMONSTRATION.

I ax la conftruction , & a caufe des triangles rectan-

gles AEZ , ADE; AL*— EL*=— AH * — IH %

= AK x AI= AG x AF =— AE*=—=4D?* + DE*

= ABxAD = AD x DB+ AD *; donc AG x AF ,

on AF x FG= AF*, ou AF X FG == AD * s~ DF #
- F
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— 4D x DB + AD * ; donc, en retranchant 4D = de
part & d’autre, AF x FG = DF=.A4D x DB==DE %;
donc AF x FG=DE*— DF*; d’ou il ft que la li-
gne AF prolongc’:e, rencontre le demi cercle 4EB au
point G outl'arc KG le coupe. C. Q. F. D.

PROBLEME PLAN.

4. U N demi tercle BEC dont le tentre ef D , ¢ un point
A hors du demi cercle , étant donnex_de pofition (ur un Plans
il faut trowver le point B, o ¥ [ur [a circonference, par oi, on
parle point A ,ayant mené la ligne AFE, fa partie FE , foit
égale au demi diametre BD.

Ayant fuppofé¢ le Probléme refolu, & nommé les don-
nées AC, a3 AB,b; BD ,0uFE, ¢y AEferax —+c¢;
la proprieté du cercle donnera 2 ( AC) . x = ¢ ( AE) 53
x(AF).b(AB); donc xx=ix==ab,ouxx=—=—1(X

\ . i .
o+ ab , doti Pon tire x == — — ¢ V— ¢+~ ab quidon-

ne cette conftruction. _
Ayant mené du point A la tangente 47, & du point

touchant 7 le rayon 7D, Pon prendra 7K = -%-'BD

— L ¢, ducentre A4 par K , l'on décrira 'arc KZ qui
z

coupera AC en L ; & ducentre Z , & du rayon 7K,
I'on décrira un cercle qui coupera 4C en 0 & M. Enfin
du centre A4 par les points 0 & M , I'on décrira les
arcs OF , ME, qui couperont le cercle BEC aux points
F, E ;de forte que laligne 4F prolongce, ira au point
& FE fera par confequent == BD ; puifquelle eft ¢ga-
lea OM—2IK=258D.

DE'MONSTRATION.
A Caufe du triangle 4IK , redangle en Z; AK*—
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A 1A GroMETRIE 43
IKr=AZ+—OL*=AMx A0 — AF s AF — 4]
mais AC x AB==A7*;donc 4E x 4F= AC x AB,
d’otu il fuit que le point E eft communau cercle BEC, 4
l'arc ME, & ala droite 4FE. C, 0 F.D,

PROBLEME PLAN.
5. U N triangle ABC ; &~ un point D hors du triangle

étant donnez_, il fant mener du point D une ligne DEF , en
Jorte que le triangle ABC, foit au triangle EBF ' en la raifon

donnée de m 2 n,

Ayant {uppof¢ le Probléme réfolu ; puifque le point
D eft donne de pofition , les lignes DG parallele 4 .43,
& GB qui eft le prolongement du c6té BC, feront (art. 4.
n°® 5 ) aufli données; nommant doncles données 43 , «;
BC,6; DG,g;GB,f;&les inconnues EB (art. 4n°8§ )
%3 & BF , y; GF {era f+ y,& l'on aura par les qualitez
du Probléme 4B x BC. EB x BF ::m . n: caril eft fa-
cile de démontrer que 4B x BC. EB x BF:: ABC. EBF;
donc en termes anallytiques,zzé xyzm.ns donc nab =
mxy. Et les triangles femblables DGF , EBF donnent, ¢ .
(DG).f+y(GF):=:x(EB).y(BF);doncgy=fx =+
xy 5 & faifantévanouir y , l'on aura mfix=—— Aabsx -

nabg , ou xx=— ’25-’5.;;—"&3 . Pour reduire cette équa-
tion 4 la feconde Formule de Particle 6 , & pourla con.
ftruire , foit fait m.n:za ( AB) . ”._mf qui {oit B7 que je
nomme ¢; metrant donc ¢ dans I’équation en la place
de %—; , elle fe clmngex“a en celle-ci xx —=— — =

Ayantmen¢ CZ parallele 2 4B, 7K parallelea BC, &

GIL c1ui rencontrera CZ en Z ; I'on aura, a caufe des

trianglesfemblables GB7 , IKZ,GB (f). BI(¢):: IK
be v 7 r

(6). KZ== 7 quictant nommee ¢, & mettant 4 en la
5 F ij

Fig.2n
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be

place de ; dans la derniere équation., elle deviendra

celle-ci xx =— dx =+ dg , d’ott I'on tire x =-—Z_ d-
3

~

i

i' 1 3 :

| V—dd+dg , qui montre que pour avoir lavaleurdex=
l

BE, il faut divifer DG en H ; enforte que DH . HG =
HG . KL; & mener HE parallele a GB qui coupera 4B
au point cherché E ; deforte que la ligne DEF mence
deD par E,réfout le Probléme.

DEMONSTRATI.ON,

P AR la conftruéion DH . HG ,ou EB : EB.KZ, &
les triangles femblables DAHE , EBF donnent DH . EB
2 HE, ou GB.BF;doncEB.KZL=GB.DBF ; X par
; tant EB x BF — GB x K.Z : mais les triangles femblables
{ GBI,IKLZ, donnentGB. BI = IK,ou BC . KL ; done
BI x BC — 61 x KL;donc EB x BF=BI,x BC. Mais
! 4B x BC.EB % BF,ou 1B x-BC:: AB. IB :: ( contt.)
! | ; m.n,comme le triangle .4 BC,autriangle EBF.C.Q.F.D.
g Fic. 22, 6. Silon veut quele point donné D, foit dans le
K triangle, il n’y a qu'a changer le figne ou £ {e rencon-
| tre; parcequ’alors GB , deviendra ncgative de pofitive
quelle éeoit,ceft-d-dire, quele point G tombera entre B

e nabx 4= nabe nabx ——nab
& C; & lonaura xx =——————0Uxx= — e
—_ 1 mf

qui fervira & conftruire le Probléme en cette forte,
Soit divifée 4B en Z; en forte que 4B . BI::m.n. Et
ayant pris fur GD , GO = B1I, onmenera parles points
2, & 0la droite indéfinie BOZ , & par C la ligne CZ
arallele A 4B, qui rencontrera BOZ.en L. Soit enfuite
prolongée GD en H 5 en forte que DH . HG :: HG .
¢Z, & menée HE parallelea BC, qui coupera 4B en E.
e dis que la ligne EDF menée par les points £ & D,

réfout le Probl¢me,
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DEMONSTRATION.

Eivizeft o méme que la précedente.

REMARQUE L
7. L £’ quaTioxprécedente xu=

naby — pab ’
——2% érant

m
réduite a- celle-ci xx =dx — dg , comme’on a fait cel-
le du cas précedent (n°. 5 ), fait voir que fi la moyenne

proportionnelle entre DG (g), & CL (d ) furpafle —::-CI, :

le Probléme fera impoffible: car alors les deux valeurs |
de x {feront imaginaires. :

REMAR QqueE IL

% S t dans les deux conftructions précedentes, le point F1e.2r.

F €roittombé au-de-la du point C , horsdu triangle; il 5 |
auroit falla mener la parallele DG de l'autre coté du

point G, qui auroit rencontré le c6té A4C, prolongé

du coté de 4 dansle premier cas , & l'on fe feroit fervi

du coté 4C, comme 'on afait du coté BC.

REMARQuE IIL

9. C & feroit encore Ia méme chofe, fi le point D étoit 71 ¢. 23
donné fur undes cotez BC prolongé : car DG parallele
a A B, rencontreroit le core 4C prolongédu coré de 4,

' & T'on trouveroit comme on vient de faire , le point £;

| par oltayant mené la droite DEF , 'on auroit le trian- .

gle AEF, qui feroit au triangle 4BC , comme 7 a .

REmArRqQuEe IV.

10.511e point D €toit au fommet de I'an des angles Fre. 24.
comme en 4; il n'y auroit qu’a divifer BC en F; enfor-

te qQue BC . BF: m.n, & mener 4F : car €n c¢ cas

ABC . ABF . .7,

I: HL
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46  APPLICATION DE L'ALGEBRE
REMARQUE V.

Fi1o, 25 n.S r le point D éroit fur un des cotez 4B 3 en noms

mant 43 , 43 BC,b; DB, g; qui font les données, &
l'inconnue BF , x ; Pon auroit, felon Ihypothefe, 25 .

5 d B nab -
gx 11m.my & partant mgx ==nab ; AONC x¥== 7 :qul
fournit cette conftruction.

On divifera BC en H , en forte que BC. BH =m . %,

& ayant pris BF quatriéme proportionnellea DB, AB,
BH ,l'onmenera la ligne DF qui {atisfera au Probléme,

DEMONSTRATION.

A v AN T mené 4H , les triangles 4BH , DBF fe-
ront égaux ; puifque (conft.)DB. AB:: BH.BF:mais
le triangle 4BC eft au triangle 4BH :: BC.BH
m.n;donc ABC .DBF :m.n.C. Q. F. D.

COROLLAIRE,

12. O N peut par le moyen de ce Probléme, & des re-
marques qu'on y a faites, ré¢foudre toutes les queftions
de la Geodefie.

Fic. 26, Soit parexemple,unrectiligne quelconque #BCEGH,

& un peint D hors de ce rectiligne , donnez de pofition ;
il faut mener la ligne DOF,qui divife le méme rediligne,
de maniere que %a partic OFIGEF , foit a la partie
O0ABCF ,comme man.

On menera du point D aux angles du retiligne des
droites DG, DE, DC, DB. Or puifque I'on connoit la fu.
perficie du rectiligne entier, & qu'on peut connoitre celle

~ de toutes les partics qui le compofent ; on connoitra

aufli fi quelqu’unedes lignes DB, DC, DE, DG, {atis-
fait au P_rob?éme. Mais fl aucune n’y fatisfaic , de forte
que la partie ZHGE foit trop petite, & la partie KHGEC
eeop grande ; il eft neceflaire, {elon cette hypothefe, que
laligne DOF pafle encre les lignes DC, DE, afin que la
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A LA GEOMETRIE 47
Figure foit divifce dans la raifon demandée : mais parce-
que I'on connoit le rapport de toute la Figure a fes parties
KABC , LABCE:, I'on connoitra aufli Je rapport du
quadrilatere ZKCE a {a partie OKCF 5 c’eft pourquoi,
1° Siles lignes KZ , CE font paralleles, il n’y a qua di-
vifer CEen F , en {orte que CE foit 2 CF dans la raifon
convenable, &mener DOF , qui fatisfera & laqueftion :
car CE.KZ::CF.KO, ouDCE. DKL:DCF . DKO;
& dividendo ZKCE. DCE :: OKCF . DCF . permutands
ERCEORC P DCE " DCFyorE . Cp
20, Siles lignes CE, K Z ne font point paralleles, elles
€oncourront de part ou d’autre en un point 2, que l'on
trouvera en cette forte. Ayant mené ZR & Z paralleles
A KC, &4 CF , ces droites feront données de gran-
deur aufli bien que K Q. Soit donc faita caufe des trian-
gles femblables KQZ, KC? ; KQ.QZ:KC. CP; CP
fera donc aufli donnée de grandear ; c’eft pourquoi ti-
rant K§ perpendiculaire @ C£, qui fera aufli donnée
Ponaura Fa fuperficie dutriangle KC 7 & par confequent
(no. 9, le rapportde toutle triangle a fa partie OKCF,
& le Probléme fera réfolu. ’

PROBLEME PLAN.

13. D E'CR IRE un triangle ABC rettangle en A, dont
le plus petit coté AB , & la difference DC des fegmens de Py .
pothenufe , faits par la perpendiculaire AE , foient données de
grandenr.

Ayant fuppofé le Probléme refolu, I'on décrira du
centre 4 , & durayon 48 ,le cercle GBF, qui paflera
par le point D ; puifque DC , eft la difference des feg-
mens BE , EC de 'hypothenufe BC ; & ayant prolon-
gé ACenG; GC fera=—=AB+ AC; & FC=_4C —
AB. Nommant donc les données 4B ,4; DC, 4 &
linconnue CF, x5 AC feraa -+x; & GC 22+ x; &
Pon aura d caule du cercle CD (4).CF (x) :: CG

Fiec.27.

Fi16.28,
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1axxx . donc 4 caufe de l'angle

(244+x).CB= —g
i droit ABC . BC* = AB*= AC", ouen termes Al
||
(il :
4 RA XX =4 4#-*""-"_‘ = 244 " 24X XxXx , OU

H gebriques += 2= 45
1 en ordonnant l'équation,
it 54wk 42X 3 4t 0% — 2abbx —202bb=0 , qui eft une
i — bbxx
i ¢quation du quatriéme degré ; & qui ne peut érre
I divifée par aucun binome compof¢ de l'inconnue , &
d’un des divifeurs du dernier terme : mais avant que de
conclure quelle eft la nature du Probléme, il fautfaire
¢vanouir le fecond terme. Faifant donc x= 2=z, l'on
a y =g — a ; & mettant cette valeur de x dansl'équa-
tion enla place de x , & les puifflances de cette valeur
en la place des puiffances femblables de x, I’on aura cet-
te nouvelle équation g + — 24423+ 4 +=0 ; & com-
—bbzx  — aabb
me le quatriéme terme eft aufli évanoui, il fuit que le
Probléme eft plan: car faifant 2y = zg , I'équation fe
changera en celle-ci, wayy — 243 y +a 4 5=0, OU yy=
— abby — aabb

bk —p 8 3

2oy o by ok b —2 | que Pon peut ramenerd une des4 ’
a

formules precedentes; trouver par confequent la valeur

de y , & chercher enfuite une moyenne proportionnelle
entre y & a, qui fera la valeur de z, d’olt ayant 6t¢ 2,0n
aura celle de x qu’il falloit trouver. Mais ces {ortes de
conftru@ions font tres-compof€es ; c’eft pourquoi dans
de pareils cas , il faur ticher, enprenant d’autres voyes, ¥
de trouver une équation du fecond degré, qui donneroit ‘
une conftrucion beaucoup plusfimple , plus ¢legante , &
plus naturelle. Prenons donc BD pour I'inconnue ; &

Payant nommée v; BCferab+x; BE, —:~ x3 & EC, -} x
-+ b3 & Pon aura a caufe de’angle droit BAC , BEX EC

S —;:- e = bx = AF ;&4 caufe du triangle rectan-
b
gle
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gIe AEB , l'on aura BE* e 4F 2 — ‘f*xx-i-i. XX
4

I s ' .
— bx=aa = AB*, qui fe réduit § xx = — bx + 144

: 1 2
d’olt Ion tire x =— — & V—-bb=+244, qui donne cet.

te conftru&tion.

D, ¢étant le commencement de x qui va vers B, on Fre, 14
prendra {ur CD , prolongée de part & d’autre , DG =
268 =248 ,8& DH=a=— 4B , & ayant décrit fur le
diametre GFL , le demi cercle GR A7, on élevera au point
D la perpendiculaire DR, qui rencontrera la circonfe-
rence en R. Et du centre 0, milieu de DC, on décrira '
par R, le demi cercle BRK qui coupera DG au poirt
cherché B. De forte que DB fera lavaleur pofitive de x,
& DK fa valeur négative ; c’eft pourquoiayant décrit fur
Phypotenufe BC, le triangle retangle B.4C , dont le
petit coté 4.5 foit = «_, le Probléme fera réfolu.

DE'MONSTRATION.

P AR la conftrution 4B—2,& DC =14 ;il ne ref.
te donc qu'a prouver que la perpendiculaire 7f qui
tombe de I'angle droit . fur ’hypothenufe BC | divife
BD par le milieu en E. . '

La proprieté ducercle donne BD x DK=DR2>=—
GD x DH;donc BD .GD ou: DH = DFH . DK,ouen
prenant la moiti¢ des confequens,BD . DH oud B:: A5,

— DK; donc BD x — DK,ou — BDx DK=AB 3

T R ..,

donc DK, ou CB.AB:: AB - -%BD : Mais les
triangles femblables CB4, 4BE donnent CB. 43
£ ABS .BE;doncAQ.-—E-,BD :: AB . BE ; donc ~:— BD
=BE.C. Q. F. D, :

G |

|
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0 7 APPLICATION DE L’ALGEBRE

PROBLEME PLAN
14. U N guarré ABCD dont lescotex AB, AD/ont prolon-

gex ctant donné il fant trowver [ur Landes prolongemens AE,
Jc point B, en forte gue la ligne menée par E, & par Langle C,
terminée par [autre prolongement BF , foit égale a une autre
ligne donnée KL , qui ne foit point moindre que le double de
la diagmale du quarre.

Avant fuppofc le Probléme réfolu , & mommé
AD,ou AB,a; KL,b ;& les inconnues AE, x;
AF , y; DEfera , x— 4 ; le triangle re&angle FAE
donnera AE*+ AF* = xX+yy=— bb— (lbyp.) EF *,
qui eft une équation au cercle. Et Tes triangles fembla-
bles #AE , CDE ; donneront y . (FA.) x( AP )<t
4(CD).x— a(DE); donc xy— ay=ax, quieft une
équation 4 I'hyperbole par rapport a fes afympres; &
ayant fait évanouiry , & ordonné l'¢quation , on aura
A . xt— 245} A 288554 2abb% — aabb=o , qui cft

—bbxx
une dquation du quatriéme degré , & qui ne peut ere di-
vifde par aucun binome ; c’eft pourquoi pour deéterminer
quelle eft la nature du Probléme , il faut , fuivant les
principes de M* Defcartes, & ce que nous avons dit art.
4.n°. 18 , faire €vanouir le fecond terme. Soit pour ce

. 1 1

fajet x— — a=x; donCx== g + 4 ; ¥=2L+
- Ld . j— 3 +._§_4 ﬂ_‘..__.a :,.l....ida.

- S b et Bod z SL@RRA e TR Y Y 3. %4

i 3 % B 3 X
S g 4 e 24X T aazg+ BiZ v — @ 4+, & met-

cant ces valeurs de x, de xx, dew’ , & de x + dans Ié.
quation A4 . elle deviendra celle-ci.

I 5
B. g 44 @k +a’X+rat
. o
— bbzg, =+ abbz— 53 aabb,

ou il n'y a pointdc {fecond terme.




Plbe.F-J’o.

L
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Pour transformer prefentement I’équation B en une
équartion du troificme degre , on fe fervira de cesdeux
cquatlons:

C. 8 —yx—[=0.

D. zz3+yx~+t==0,que je multiplic 'une par 'au-
tre , pour avoir celle-ci;

E. z*—[28—[y%X—t/=o. qui eft femblable i
TR UK
+ £22,

I'équation Z. Mais pour abreger le calcul , jégale les
1antitez connues de chaque terme de 'équationsBa de
ﬁnples lettres connues; a {gavoir,
I
- —bb=p.
aiH-abb=q.
S g4 — = gabb=r. De forte que I’équation B de-
16 4
vient celle-ci.

F. Z4== p2X4gX=471=—0.

Je compare prélentement les deux équations E & 7,
terme a terme , chacuna fon correfpondant ; ce qui me
donne les trois équations fuivantes: car les deux pre-
miers termes ne donnent rien.

G.t—y—[=Pp.

H.—y—f=4q.

1 —tf=r

4

L’équation 7 donne /= "—; & mettant en la place

de [, cette valeur dans les deux équations G & F, &
multipliant enfuite par #, I'on ales deux fuivantes.

K .1t — tyy +r==pt.

L. —tty=1y =¢Ft.

1’¢quation K donne ## =1z#yy+pr — r , & mettant
cette valeur de ## dans I’équation Z,l'ona — #y° —

pty + 2ry==g¢, d’out 'on tire M . t = ;_::: — &
B, A )
mettant cette valeur de z dans les équations H & 7, l'on
G ijj
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- B — 2y
aura les deux qui fuivent , V. s R s 7, &
— . dobt faifanc évanouir I
Ty — 7 ou faifant evanouir l'inconnue [,
drant les fra&ions , & retranchant ce qui doit €tre re-
tranché, Lonaura 2. y ¢ +-2py * =+ ppyy — g9= o,qui eft
—4ny
Péquation transformée , & qui fe rapporte autroifiéme
degré ; & remettant 4 prefent dans I'équation 7, en la
place de p, ¢, & rleurs valeurs, 'on aura,
Q.y° = aayt -+ bt yy—a’ .
—2 bby+ —2az*bb=0
—aa b+
' Si l'on tente prefentement toutes lés divifions de cet-
te ¢quation par les binomes qu'on peut former par le
quarré de l'inconnue y, C’eft-a-dire , par yy; (car il p’eft
point ici neceflaire de les tenter par aucun autre); &
par quelqu’un des divifeursPlans du dernier terme,l’on
trouvera quelle fe peut divifer par celui-ci.
R. yy—aa—bb=o0; & le quotient fera,
S. yie-raayy +a 0 8
— bbyy +'aabb = :
ui eft une équation du fecond degré; & quipar con-
?equent fait conngitre que le Probléme eft Plan.
Si on veut le réfoudre fans chercher une autre eéqua-
tion dufecond degré: Voicilaméthode qu'on doit fuivre.
> pal ey . —z2fr A Yy
L’ona déja 'équation 0 . e i_?, =r, d’olt I'on
. ’ St - e i
tire' 7. == Si poat Il nesagit plus que de cher-
cherune valeur femblable de z; ce qui fe faiten cette
forte. L’équation 7 donne # = —;mettantdonc cette

valeur de # dans les deux équations G & H , I'on au-

ra —r— [y —[[=1/> &gy——f[y::gf.: & faifant

¢évanouir le quarré //, 'on aura —r—Jj ——-\Z.;'_.?f
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—=—— & cette valeur de

r 14 . )[ : + Pj-—‘ e, ’ . A 4 ﬁ

fubftituée dans I’équation 7, donne apres avoir ot¢ les

. 3z 1 A i e i :
fradions , & ce quil y a d drer, 7.p==7_TPT1

3 2y
Si I'on met prefentement dans les deux équations C
& D ,en la place de /; & e ¢leurs valeurs prifes dons

les deux équations 7', & 77, 'on aurales deux fuivantes,

=pf, d’ou Pon tire /=

e FLE-py gt !
R =0, R

j!_b”-——g_ I:
Lo JR = =0, O& |,

X g gre Ly Ty =0,k |

Y. ZX+yx+ -E-_yy-i—-—:ﬂ ? ':54 =0 oy ‘ |

Mais I'équation R , donne yy=—=aa~bb, &y = |
Vaa + b6, ;lon aauflip= a2z — b, & g =ua;

s abb ; fubftituant donc dans les deux €quations X~
& ¥ enla place dey,deyf,dcp,&deq,lcursva- |
leurs 5 'on aura aprésles réductions ordinaires, g

2X —Z Vaa 4 bb + %dd—h":—'— aVaa+bob=o0, &
2K+ Vaa +@+-§-4¢:— -{-a\/)m-i-éé:o,ou
- Rg=gVaa +55‘————i— 44—~—:~cz\744+6_3, &

z& == —ZVaa -+ bh— % aa 4+ -% aVaa—+bb , dont
les racines font ,

&—_—ﬂf— Vaa + bb i\/——{— 24 4= Léi—-:—d\/mz +bby &
4

= -——::-\/ ad =+ bb=+ \/————:—a:z +%££+‘Td sz:ﬁZé.Mais
pour oter le fecond terme de I'équation 4 , 'on a fait
Gij . |
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| : s
g = x —— a c’eft pourquoienmetrant dans les deux
dernieres équations , en la place de z, fa valeur x

I ’ . f
— —a; l'on aura les deux qui fuivent ,

¢ o=t gVt bV — pa e b——aVaabb.

2 4—_—-_4_”‘_‘- 2 _”__._._4_ __._.l. A .
5= A— I—+¢m *'Tééj-_ V—— dﬂ*f—f’é’i‘ —av aa+bb, -
dont la conftru@ion réfout le Probléme.

1l faut demeurer d’accord que cetre methode de M*
Defcartes , de reconnoitre la nature d’un Probléme
dont I’équation eft du quatriéme degre , & de tirerde
cette équation du quatriéme degré, deux équations du
fecond , quand le Probléme eft Plan, eft parfaitement
belle , & digne de fon genie ; c’eft pourquoi J’ai juge a
propos de la mettre ici rout au long ; parceque je me lai
vie nulle partentierement expliquce. 1l eft neanmoins
a propos, comme on a déja remarqué , apres avoir re-
connu quun Probléme dont I'équation eft duqua-
tri¢me degre elt Plan, de chercher par d’autres voyes
une équation du fecond degré s parceque la conftru-
Qion du Probléme en devient plus fimple, comme on
va voir par cet exemple.

15. Les mémes chofes que dans I’énoncé du Problé-
me, étant fuppofces, on prolongera BC versG, Pon me-
nera EG perpendiculaire 4 FE , qui rencontrera CG
en G, & l'on abaiflera du point Edur CGla perpen-
diculaire EF : ce qui formera les triangles femblables
CBF , CEG,CHE ,& EHG: & outre cela les trian-
gles CBF , EHG €gaux, puifque BC= EH ; c’eft pour-
quoi ayant nomme les données 4B ou 4D , a3 KZou
FE,b ;& lesinconnues CG, x5 CE,y 5 BG fera ja+ x5
& FCou EG b—y 5 les triangles {emblables CBF,CEG,
donneront 2 (CB).b—y(CF): y(CE). x (CG)5
donc ax =by— 77 5 & le triangle rectangle CEG don-
nera CG *==xx==bb — 1‘)-1- 1)) ==CE*~+ EG*, ou
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55':”: by — yy = ax, ou bb — xx = 2ax , d’olr
lon tire x =— a =V aa+ b4 , qui donne cette con-
ftruction.

Soit prolongée CD en 7, en forte que C7=KZ ; dé-
crit du centre B par /7, le cercle 7G , qui coupera BC
prolongée enG; & furle diametre CG, le demi cercle
CEG , qui coupera 4D prolongée E &¢, ou la touche-
ra en un feul point E , {1 le Probl¢me eft poflible , c’eft-
a-dire , fi KZ furpafle ou égale le double de la diagona.
le du quarré 4C. Je dis que la ligne FE, ouef =KZ
& que par confequent le Probl¢me eft refolu,

DEMONSTRATION. -

A Caufe des triangles femblables CBF, CEG.CB .
CF ::CE . CG;denc CBx CG==CF x CE.Et a caufe du
cercle 7G dontle centreeflt B ; C7* =BG*— BC *=—
2BC x CG 4 CG* = 2CF x CE +CE *+ EG *ou CF *
=FE2;donc C/*=FE?*; doncCI=FE=KLZ.
C.0.F.D.

On démontrera de méme queef=KZ. :

PROBLEME PLAN.

16. L A fomme AB des deux cotex AE, EI d'un triangle F1c. 3.,

AEL , Langle AEI gue doivent former les denx cotex AE | EL5
¢ la perpendiculaire EG menée de cet angle fur la bafe Al ,
étant donnez,, decrire le triangle AEL

Ayantfuppofé le Probléme réfolu, foit prolongée 4E
en B, enforte que EB = E7, & mence par A la ligne
AD paralleled E7 , & égale a 4B ; la ligné- mence par
les points B & 7, rencontrera4D en D: car BE=EJ,
& BA= AD.Soit faite 4K perpendiculaire 2 3D, qui
feradivifce par lemilieu en K , puifque letriangle 4D
eft ifofcele. Ayant enfin mené BH perpendiculaire i
AIprolongee , & nommé les données KB ,ou KD, c;
la perpendiculaire £G , 6 ; 4K ,d ; & lesinconnues 47 ,
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%3 KI,x;BH , #s BIferac—x, &ID, ¢+ x.
Les triangles femblables 74K , 7ZBH donneront z,

(IA4).d ( AK) = ¢—x(IB).u( BH); donca==

.- ;‘*’*. Etles triangles femblables B4, GEA, & BEI,
B.ADdonnent, «( HB).b(GE)::BA . EA :: 2 ( BD)

? ke 2be
: . doul = -2 : denc =
crmx (D) Pontires= .— ; vy
ed —d : !
.._..z__.’f , ou2bcx = cd — dxx :mais le triangle rectan.

gle 4Kz, donne xx==2g— dd; c’eft pourquoi en met-
tant cette valeur de xx,dansI’équation précedente,l'onen

-

: b .
tire g =— =~ +-cc--dd: Mais en nommant 45,4,

Pona,icaufedutriangle retangle 4KB , za==cc + dd;
mettant donc dans I’equation en la Place de cc+dd {a

valeur 2z , 'on a celle-cizg=— f-f:—z-' -+ aa , d’out I'on
i be \/p&cc : :
tire g=-— —- = Va2, qui fournit cette conftru~

¢tion.

Soit prife 4F=GE , & menée FZ parallele 3 KB;
foit prolongée KA en C, en forte que 4C =FL ; &
ayant mené 4N parallelea KB , & égaled 4B, l'on
décrira du centre C par M , le cercle A4V, qui coupe-
ra AK rolongc'e en XV ; &du centre 4 par N, l'on
décrira le cercle NZ0 qui coupera KB , en 7; & ayant
joint A7, on menera ZEparallelea D4, qui formera
le triangle 47E, qu'il falloit décrire.

DEMONSTRATION,

I L eft clair ?ue AE+ EI=— AB, que l'angle 4E7,
eft tel quon le fouhaite , & que AN=4J. A caufe
de FZ (contt.) parallelea KB, 'ona 4K (d).KB (¢)

& AF,ouGE_(é).FL=%£=(conﬁ.)Ac,& par-

‘rtant
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tant CN %:- +£ 3 & par la proprieté du cercle, CN'* —
CA *== AM = ADB*;ce qui eft en termes Algebri-

b . y !
ques ‘f:(-t- 2L == ad, U g = — .*_;i ~+aa qui eft I'¢-
quation que 'on a conftruite ; d’ott il fuit que la con-

ftruction précedente réfout le Probléme. C. Q. F.D.
Jai copié ce Probléme dans le Traite des lieux Geo-
metriques de M de la Hire, parcequ’il ouvre le che-
min 4 la réfolution de plufieurs Problémes femblables ,
comme eft celui qui fuit:j’y ai ajouté la conftruéion,
& la démonftration que cet Auteur n'avoit pas donnce.

PROBLEME PLAN.

17 D E'CRIRE un triangle AEL , dont on comnoit la
fomme des cotex AE~+ EI=AB, lz bafe Al, & don:
‘Vangle AEL, foit égal & un angle donné.

En fuppofant la préparation précedente,, & nommant
les donnces 4K, d ;. AZ,6 ; & I'inconnue K7, x; an
aura par la proprieté du triangle reGtangle K7, xx=

bb —dd ; donc x == Vbb—dd ,qui donne cette conftru-
£tion,

Soit du centre .4 & du rayon A7, décrit le cercle
OIN qui coupera KB au point cherche 7; ce qui n’a pas
befoin de démonftration.

PROBLEME ‘PLAN.

18. U N rettangle ABCD étant donne , il faut décrire an
autre reftangle EHGF ;5 dont les cbtex_ foient également
éloignex_de ceux du rectangle ABCD , & que le reftangle
ABCD , foit au petit EHGF dans la raifon donnée de m
a n.
Avyant fuppof€ le Probléme réfolin,& nommé les don-
T

F1e6.32,

Fie. 33
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nées AD ,ou BC, 23 AB ,ou DC, b; & l'inconnue

AL, ou LE , x3 EF fera,a—:2x , &K EH , b—:x.
L’on aura par les qualitez du Probléme , 2,46 —

2ax —2bx+ 4xx =2m.n. AONC Mab— 21max — rmbx <=

; : r 1 b — mab
4mMXX :?mé;d. 01:1 l-’OIl i yy = ':- aAX = -;— éx o o ol

Ce qui fournit. cette conftruGtion:
Soit prife 47— -—1— &+ % b, & décrit fur le dia-
metre 47 , le demi cercle 427 Etayant cleve au

i ; nab — mab
centre K, la perpendiculaireé K27 , pris KO = V—:’;—
& mené par O la ligne QOR, qui rencontrera le demi
cercle aux points Q & R , par ou I'on menera QZ &
RM f'arali'elcs a PK , qui couperont .47 aux points
cherchez Z & Az, De forte qu'ayant pris 4§, BT , &
By égalesa 4L , 'on formera Fe rectangle EHGF , &
le Probléme fera réfolu.

DEMONSTRATION,

P AR la proprieté du cercle 4Z x ZI=ZQ * ou en

. 1 T X
termes Algebriques x x — &+ éﬁ—nx::T @ X ==

I wab —nab b { 1
— b —xx= y OU XX == —gxe=— bx
- 4??3 . i %
= nab — mab i vt . : LAl
——.m » qui elt I'equation que lon a conftruire,
G,
C.9.F. D.

Jai démontré la conftru@ion de ces deux derniers
Problémes algebriquement , pour indiquer la maniere
de démontrer tous les autres de méme ; ce qui eft fi
facile , que je ne crois pas quil foit neceffaire d’appor-
ter un plus grand nombre d'exemples.

Les Démonttrations, faites a la maniere des anciens,
cclairent plus Pefprit que les Démonftrations Algebri-
ques, quoiqu’ellesne foient pas plus certaines: mais aufli
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elles ne fonc pas fi faciles 4 trouver , comme il eft ai-
{¢ de juger par les Démontftrations des Problémes pré-

cedens, quel'on auroit pii démontrer par 'Algebre aufl
facilement que les deux derniers.

Hi

1
}
g
|
|

SCD LYON




60 APPLICATION DE LALGEBRE

SECTION “14i

O Lon donne la Méthode de démontrer les
les Theorémes de Geametrie.

M & T Bo D E.

I VIIL P rE's avoir mené les lignes que Lon juge
neceflaires , en fuivant les Obfervationsde
| Particle 4., on nommera celles qui doivent entrer dans
‘ la queftion , comme lorfqu’on veut réfoudre un Problé-
i me, avec cette difference, que I'on peut fe fervirde
! toutes les lettres indifferemment : car comme l'on ne:
i cherche la grandeur d’aucune ligne , on les peut re-
i garder comme €rant toutes connues , ou inconnues.
s Cela fait, on: exprimera en termes Algebriques , les.
veritez que lon veut démontrer, & on cherﬁwra des.
i ¢quarions par les proprietez du triangle re&angle, &
| des triangles femblables , ow autrement, que Pon ra-
I menera par le moyen des fubftitutions aux mémes ex-
I preflions., que celles qui- expriment les veritez dont
il sagit, & alors le Theoréme fera démontré.
Silarrive que tous lestermes de 'équation furlaquel-
§ le on epere , fe détruifent, de forte quiil refte o=o ,,
R le Theoréme fera encore démontré : car c’eft une mar-
i que que la chofe eft telle quon Ia fuppofée , fans qu'il
i foit neceflaire de dérerminer la grandeur d’aucune des
il lignes qui ont été nommées. Ceci arrive ordinairement
lorfque l'onregarde les Theorémes qu’on-veut démon-
4rer , comme des Problémes qu'on veut réfoudre.
Il arrive aufli quelquefois que I'on croit réfoudre un
Probléme , &il fe trouve par la mutuelle deftruction
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des termes de 'équation , que c’eft un Theoréme, qui
fe trouve aufli par ce moyen démontré. Tout ceci fera -
éclairci par les Exemples qui {uivent.
1

EX EM P LE 4

Theoréme.

I. S I une ligne droite domnée AB, eff coupée également en¥re. 34.
C, & inbgalement enD 5 le guarié de la moitié CB moins

le quarré de la partie du milien CD | fera égal au reétangle

des denx parties inégales AD , DB.

Ayant nommé 4C ,0uCB, 45 CD , b; AD fera l
a+b;& DB, a—b. :

H faur démontrer que gz—0bb (CB * —CD*) == l
AD x DB.

DEMONSTRATION.

E ~ multipliant # = 6 (4D ) par «a — b, (DB) \]
Yonaura va — 06 ( CB*—CD?*) = 4D x DB.
C.Q.F.D.

i
E X -E-M P LB ’

Theoréme.

2.8 7 wne ligne droite AB:, coupee par le milien en C, ¢f Fro. 35

prolongée en D: d'une grandenr quelconque. Je dis que le guar- ;
76 de CD moins le quarré de CB., fera cgal an reltangle de &
la toute AD , par la partie prolongee BD. l

Ayt nommé CD , a5 AC , 0uCB , 4 5 AD fera,

a= b, &BD ,a—0b. . |

1l faur démontrer que @ — 46 (CD*—CB*) == |
ADx DB,

H iij ‘

|
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DEMONSTRATION.

_ S 1 Pon multiplie 26 (4D ) par 2— 4 (DB , l'on
aura 22 —bb(CD*—CB*)=AD x DB.C. Q.F. D.

On démontrera de méme les autres propofitions du
fecond Livre d’Euclide, otiil s’agit des proprietez des li-
gnes divifées de differentes manieres.

B R EyMAEPER B P

Theoréme.

I Fre. 36. 3. D ANS tout triangle obtufangle ABC , dont lungle
b ABC ¢ff obrus , fi Lon prolonge un ides cotex BCducoté de B ,
”: ¢~ que Lon abaiffe du point A fur le prolongement , Iz per-
'| | pendicxlaire AD 5 le quarré du cote AC oppofé a Pangle ob-
il tus , fera égal a la fomme des guarrex des deux antres corex_
” i AB, BC, ¢routre celaa deux reftangles dont BC ¢ff un
cité , @& le prolongement BD , Lautre.

£l Ayant nommé 4C, 2; 4B, b; BC,¢c; DB ,d;
@D , ¢; DC fera c+d. :

Il faut prouver que 2z ( AC* ) == bb ~cc 4 20d
(AB*+BC*+28CxBD).

DE'MONSTRATION.
i A Caufe du triangle re@Gangle 4BC; az( AC *) =

| 2¢( AD* )~ dd+ 2cd -+ ec (DC ») : Mais le triangle

i rectangle 4D B donne b = ¢gg~+dd; mettant donc enla

bl placede gz + dd fa valeur 44 5 l'on aura au=—bb 4
il 20d~+cc.C. Q. F. D.

f1e. 37. Silonfait DB (=d)=o0, le point D tombera en

:- B ,& Pangle 4 BC fera droit 5 & 'on aura az = bb

. ec: car 2d devient nulle a caufe de 4 = o : mais fi 'on

fait d negative , & moindre que ¢ = BC ; le point D

tombera entre B, & C 5 & partant les deux anFles ABC,

& C feront aigus , & I'on aura en changeant le figne du
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terme ol & {e rencontre , vz =—bb — 1cd + ¢¢ , OU aaz
s+ 20d=="bb = cc,00 4C* +25C x BD:A])”-—i—.BG";
c’eft-a-dire que dans tout triangle, le quarré du c6té op-
pofé a un angle aigu , avec deux fois le re@tan ge du co-
té fur lequel tombe la perpendiculaire » par la partie
interceptce entre la perpendiculaire » & cet angle aigu
eft ¢gal 4 la fomme des quarrez des deux autres coteq.

Bodle EXM~P-L E: 1V,

Theoréme:

4. S Z dans uncertle ABGD, dont le centre efC, Powmene Fre.3s.

librement denx droites BE, DF qui fe conpent en O. Je dis que
BO x OE =DO x OF.

L’on menera par le point 0, le diametre ACOG, les
rayons CB,CD, & les perpendiculaires C7 fur BE, &
CKfur DF ; & ayant nommé les rayonsC4, CG,CR,
CD,a; BI,0ulE,b; DK, ouKF, ¢,07,d;0K,f
CZ,¢5 CK,h;COk; BO fBra , b+ 450E,6—d 5 DO,
645 KOF ¢ —£ Il fave démontrer que bb— dd
(BOx OE)=cc—ff (DO x OE).

DEMONSTRATTION

L Es triangles retangles C7B , CKD » C10 , CKO,,
donnent . 2z — bb 3 5 20 aa = cc+ hh | 30
=dd +¢g, 4°. kk=ff+ b ; & faifant evanouir «z
dans les deux premieres ¢quations , 24 dans [a troifiéme
& quatriéme , I'on aura §°," 4 +22=cc+bbh , 6°. dd -4
28 =ff 4 hh; & fouftrayant les deux membres da
la fixiéme équationdes deux membres de la cinquiéme,
le premier du premier , & le fecond du fecand 1l viens.
dra 66 — dd— 1. Celd. E. D

f

|
|
|
|
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ESX NPk B

Theoréme propofé en forme de Probléme.

5. U N cercle AEBF , dont le centre ¢ff C, e~ un diame-
tre AB étant donneg_; il faut trowver aw dedans du cercle le
point D , do ayans abaiffé la perpendicalaire DI fur le dia-
metre AB , € par oi ayant mené wnc droite quelcongue
EDF; ED x DF +DI 2 fuit = Al x 1B.

Ayant mené par D la droite GDH parallele 4 485
puifque GD x DH = ED x DF ,onpeut mettre GD x
DH en la place de ED x DF; de forte que le Problé-
me {e réduit 4 trouver le point D 5 en forte queGD x
DE o DI 3c= ArxIB:

Ayant fuppof€ le Probléme réfolu, mené CK paral-
lele 4 ZD , le rayon CH , & nommé les donnces CH,
AC, ou CB,a ; & les inconnuesCZ , ou KD, x; CK, ou

ID,ys AIfera a— x5 IB, a-+%; KH Vaa—yy;DH,

Via— gy 55 DG, Vaa—yy — %, & les conditions du
Probléme donneront 22— yy— xx (GD x DH') =+ yy
( DI*)==aa—xx(AI x IB)qui fe reduitd o = o.
Ceeft pourquoi le Probléme propof¢ eft un Theoréme
& comme ;ll ne refte aucune ligne pour déterminer la

pofition du point D ; il fuit que on peut prendre ce
oint par tout ol 'on voudra dans le cercle.
L’on auroit pu démontrer ce Theoréme comme le
précedent , & lon pourroit aufli démontrer tous les
Theorémes , comme on a fait celui-ci, en les confi

derant comme des Problémes.

EXEMPLE
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EXEMPLE VL

Theoréme.

6. L ES parallelogrammes BD, CE , ¢ les triangles ABC, F1c. 4.

DCEF gui ont méme hauteur AG , font entr'cux comme leurs

bafes BC , CF.

Ayant nommé BC,«;CF, &5 & la hauteur 4G, ¢;
Pon aura ac = au parallelogramme 3D que je nomme,
% , & bc= au parallelogramme CE , que je nommey ; il
faut démontrerque x(BD ). y .(CE )z a . b,

DE‘MONSTRATI ON.

P UISQUE x==ac , &y =bc, l'on a x.yzac bc;
donc bex=ary ,oubx=ay;donc x . y:2.b.C.Q, F. D,
Ceeft la méme chofe pour les triangles.

E X E M oPal aBeoNoki
Theoréme.

7.L E S triangles fmé!aé!e; ABC, DEF [ont entr'enx ¥y c, 4,

comme les quarrez de lenrs core homologues AB, DE.

Ayantnommé 4 B,a; BC, b;DE,¢; EF,dsle triangle 4 BC,
x;&le triangle DEF, y; les produits a6 ( AB x BC ) ,& cd
( DE x BF) f{eront en méme raifcn que les triangles
ABC ,& DEF ,oux,&y;celt Four uoi 'on aura 4.
ed :: x .y 5 donc ¢dx = aby: mais la reflemblance de ces
triangles donne #.( 4B ) 6 .( BC) :¢ (DE)d (. EF);

be
doncad=—=/bc¢;doncd= — ; & mettant cette valeur de

beex

d dans la premiere équation, l'on aura == = by, ou
- .

tcx=aay,doncx.y:aa.cc:: AB+. DE:. C.Q.F. D.
L’on démontrera de méme, que tous les polygones
femblables font entr'eux comme les quarrez de leurs

cOtez homologues. Et comme les cercles {font aufiides
1
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polygones femblables d'une infinité de cotez , dont les
diametres font les cotez homologues ; il fuit que les
cercles font entreux comme les quarrez de leurs dia-
metres , ce que lon démontre aufli facilement que pour
les triangles femblables.

ECXCE M P IE .V EDL

Theoréme.

8.1 ES folides [emblables font enty'eux comme les cubes
de lenrs cotex_ homologues.

Fle. 42, Soient deux Spheres 4B, & CD ; ayant nommé le
43. diametre 4B dc la Sphere 4B, ; fa circonference , ¢ 5
le diametre CD de la Sphere CD, 4 ; fa circonference, d;
laSphere 4B, x ; & laSphere CD, y. 11 faut démontrer

quex.y::d’.55. '

DE'MONSTRATION,

L 4 sphere 4B eftégalea “ & la Sphere CD = e
6 &’
donc x . y:: %—c . 5—? i aac . bbd 5 donc bbdx = aacy:

Mais les cercles érant des polygones femblables , leurs
diametres font comme leurs circonferences ;5 c’eft pour-

. be
quoi 2. b:c.d; donc ad = bc ; & partantd=—;
mettant donc cette valeur de 4 dans la premiere €qua-

y I bicx b < 3
tion, lona — =—=aacy , OU x==aly;donCx.yua.

é-) - Cl ’Q\l F‘ DI
On démontrera la méme chofe , & de la méme ma-
niere pour lesautres {olides femblables.

EXEMPLE IX

Theoréme.

Fic. 44 9.L E S triangles ABC, DEF dont les bafes BC , EF, er
les houtenrs AG, DH font en raifon reciprogue , [ont éganx.

SCD LYON
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Ayant nomme BC,a; EF ,b; AG, ¢y DH,d; ie
triangle 48C, x ; & l¢ triangle DEF , y; 'on aura le
triangle 4BC = -'if- =, & le triangle DEF = o

=y;doncx .y —':i.ﬁ-::ac.édi donc bdx = acy :

2
Mais (hyp) @.b::d. ¢; donc ac=+bd; c’eft pourquoi
la premiere équation bdx = acy devient x= y , ABC
== DEF.C. Q. F.D.

On démontrera de la méme maniere que les paral-
lepipedes, les prifmes, les cilindres, lescones , & les pira-
mides dont les bafes , & les hauteurs font en raifon re-
ciproque, font en raifon d’¢galité,

On ne donnera pas davantage d’exemples de la Mé.
thode de démontrer par I’Algebre les Theorémes de
Geometrie: car les quatre Sections fuivantes, ou 'on
démontrera les proprietez les plus confiderables des Se-
&ions coniques, en fournirontun aflez grand nombre,

Ii

|
|
|

I1
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SELCTLAON 1Y,
E Des Sections du Cone & du Cilindre.

DEFINITIONS GENERALES.

i Fic. 45 IX. L. N appelle SeéZion Conique ,une ligne courbe
* 46, IDH ,quieftla commune Se&ion d’unPlan
47- EDF , & de lafuperficie d’'un Cone 4 BC,dont A eft le
fommer ; & la bafe eft un cercle dont le diametre eft
BC.

2. Letriangle 4BC eft appell€ le triangle par Paxe;
! parcequ'il eft la commune Section du Cone , & d’un Plan
i qui pafle par le fommet 4 , & par le diametre BC de
il la bafe , & que Paxe du Cone, eft dans le Plan du

méme triangle 4BC.

SurrPOSITION.

‘ 3. Ox fuppofe que le Plan EDF, eft perpendiculaire
i au Plan du triangle 4BC , & que le Plan du triangle
‘ ABC, eft perpendiculaire 4 la bafe du Cone.

COROLLAIRE.

4..D ‘o il fuit que DG, qui eft la commune Secion

du Plan EDF, & dutriangle 4BC, eft Eerpendiculaire

3 EGF , qui eftla commune Section du méme Plan EDF,

& de la bafe du Cone; & que la méme EGF, eft per-

pendiculaire 4 BC ; & par confequent coupée ( Fig. 45,

& 47) par lemilieu enG ;d’ott 'on conclura aufli que fi

| ’'on mene par quelque point Z de la ligne DG,une ligne
Bl MN parallele 2 BC, & une autre ligne ZF parallele a
' EF ; ces deux lignes M, & 7H , feront dans un plan
| parallele 4 la bafe du Cone, dont la commune Section
I avec la fuperficie du Cone, fera un cercle qui paflera
| par les points Af, 7, NV, H , & dont le diametre fera

SCD LYON 1.
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MN, qui coupera a angles droits , & par le milieuenz, |

la ligne ZF. i

11 {uit auffi que le point D, qui eft commun i la cour-
be ZDH ,& au cdté 4B du triangle 4BC, eft plus
prés du fommet A dans les fuppofitions précedentes,

que tout autre point de laméme Courbe,

1

1

f

DEFINITIONS PARTICULIERES.

5.L A.Section Conique 7D H , eft nommeée parabole , F1c. 4.
lorfque le Plan coupant EDF , eft parallelea undes c-

tez ACdu Cone ou du triangle 4BC ; DG eftnommée

Laxe de la parabole ; D | fon fommet ; DL, Pabeiffe,oula

coupee 5 IL , ou ZH, Vappliquee, oul'ordonnée 4 I'axe.

6. La Se&ion Conique 7DH , eft appellée , ellipfe, F1 c. 46.

lorfque le Plan coupant EDF, coupe les deux corez

AB, AC du Cone ou du triangle arll)'axe , & n’eft point
parallele A la bafe du Cone. La gigne Dd eft nommée

‘axe , ou diametre principal; le point K milieu de Dd,

le centre; 1a ligne KR mence par le centre K perpen- !
diculaire & Dd , Paxe , ou le diametre conjuguéa l'axe Dd; Il
DL ,Yabeiffe ou la conpée; L7,0u ZH, I'ordounée , ou Pap-
pliquée alaxe Dd. - '

Il peut arriver un cas ot la Se@ion eft un cercle,
quoique le Plan coupant ne foit point parallele 4 la bafe
du Cone : mais cela ne fait rien & notre deffein.

7. La Se&tion Conique ZDH , eftappellée hyperbole, F1c.47. ,
lorfque le Plan coupant EDF , coupe aufli la fuperficie |
Coni?uc OIIDPOIEG , & y forme une autre hyperbole edf, |
oppofce a la premiere, que I'on démontrera ailleurs lui

etre égale , & femblable; D4 eft nommée I'axe deter-
miné de Phyperbole , ou des hyperboles oppofées; D,
& d, le fommer de 'axe Dd; DL , Vabeiffe , ou la coupée
LI, ou LH, Vappliquée ; ou Lordonnée ; le point K milieu
de Dd , le centre.

iij
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e
PROPOSITION. 1L

Theoréme.

, Fre. 45. 8. B o [uppofant les mémes chofes que Fon a fuppofees dans
il la Figure oi la courbe IDH , ¢ff une parabole s ¢ ‘outre ce-
la ,fi onmene DO parallele 2 BC ,oud MN ; fi on prend
AP = DO, & q#'on mene P(,Lp;zmllde 2 DO, o 2

' MN. 7e dis gue DL xPQ=L1*=LH % :
i Puifque le Plan coupant EDFeft ( n°. y.) parallele 4
| AC 5 AP = DO fera == LN ; & ayant nommé les don-
nées 40, b ; DO, ou AP 00 ZN,¢; PQ_, p;& les

inconnues DZ , x5 & L1,y. -

Il faut prouver que px( PQ x DL ) =y (ZI'),

DEMONSTRATION.
L Es triangles femblables 40D , DZAM , donnent

X

A0 (6).0D (¢) : DL(x). LM= —: Or (n°4),

ecx

& par la proprieté ducercle ( ZMx ZN) - = ( ZI* )

= yy: ‘mais la reflemblance des triangles #0D , APQ -
donne 4. (A40).c(0OD)::¢c(AP).p(PQ); donc cc
= 4p. Metrant donc £p en la place de cc dans Ia premis-
re équation , onaura px ==y, €. Q. F, D. |

DEFINITION,

9. } ligne PQ = p, eft appellée le paramesre delaxe |
de la parabole.
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PROPOSYTIONIL

Theoréme.

Xo. E N fuppofant les mémes chofes que dans Lz F ignre ol
la courbe IDH e une ellipfe 5 ¢ ontre celu > f Lon divife
Dd par le miliew en K, e Ji Lon mene SKT parallele a
MN, & VKR parallele 2 HI RV, fera lacommune Setlion
de Lellipfe , @ d'uncercle SRTV, dont le diametre e ST , e
qui off coupé dans la fuperficie Conique par un Plan pa-
rallele d la bafe du Cone , on an Plan du cercle MINH ;
prifque HI eff ( n°. 4 ) la commune Seftion de Lellipfe , e~
du cercle MINH. De forte que V ¢ R feront dans la circonfe.
tence du cercle SRTV , @~ dans celle de Pellipfe. Cela po-
Jé 5 je dis gque DL xLd.LI*:: DK*.KR*
yant nommé les données DK ,ouKkd , «; SK, 25

KT ,fs KV ,ou KR ,b ; & les indérermincées KZ , x ,
ZZ,o0uLlH,y;DLeraa—x ,&dL ,a+ x.

Il faut démontrer que 2z — xx (DZx Zd) . gy
(Z2*):aa (DK*). b6 (KR?).

s DEEMONSTRATION,
L E s triangles femblables dk7", dZ N, & K DS s ZDM,
donnent dK (2). KT (f)udZ(aax). ZN=— -“f':fx,

& KD () .KS(g ) ::ZD (a— x) IM="0T5,

)

donc par la proprieté du cercle "84/ = afex — forx

AR

(ZN x ZM) =yy (Z1%), quife reduit a “fg;fgxx:ﬂ;:
mais fg = 7K x K§ = ( par la proprieté du cercle )
KR =bb; ceft pourquoi mettant dans [’équation pré-

bb — bbx:
cedente pour 77 f: ‘o aurati e
pour fz {a valeur 45, l'onaura = -9/, OU

aay R i ! :
aad — xXx = —gf , dott 'on tire vz — xx Yy aa . bb,
C..Q7 F!'Di

Fig, 46.

|

!
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92 APPLICATION DE L'ALGEBRL
Si 'on avoit nommé DZ , » ; L'on auroit trouvé cette

{quation — 2
équation 2ax — xx = -

PROPOSITION IIL

Theoréme.

n. B [uppofant les mémes chofes que Pon a [uppofees
dans la Figure ot la courbe IDH ¢ff une hyperbole , &
outre cela , fi Pon divife Dd par le milien en K, @ qu'ayant
mené KTS parallele @ MN , on srowve une moyenne pro-
portionnelle KR entre XS, & KT. Je dis que DL x Ld.LI*
: DK*KR?*

Ayant nommé les donnéesKD , 45 KR, b5KS ,83
KT ,f; & les indéterminées KZ , x5 ZZ,0u JH,y 3
ZD fera ,x —a; & Ld , x+ a.

| DE'MONSTRATION.
L s triangles femblables K7, dLN ,& DKS,DLM,

donnent,dK (2 ) . KT (f) ::dL (x4 a) .LN=fx:|-xf’

& DK (a).KS(g) :: DL)x—al.ZM= -E.’f_"':igsdonc

par la proprieté du cercle ‘fﬁ‘“—:ffg ( MLx ZN) =y

( Z7%). L’on a auffi par la conftrudtiong ( KS) .4 ( KR)
w b (KR).f(KT )5 doncgf==10bb; ceft pourquoi fi
I'on met dans 'équation précedente , en la place de gf

bbxx e aabb

— uxx—da
an i

{a valeur 46, I'on aura

= ‘%Z , d’ou lon tire xx—aa . yy:aa.bb.C. Q.F. D.
Si l'on avoit nommé DZ , x; Pon auroit eu cette

;quation 2 = 2
€qQUation 24X = xX == ==

DEFINITION,
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DEriNITION '
. P ligne KR double de KR mence par K paralle- Fr1¢. 45,
lea 7, eft appellée Vaxe conjugné a Paxe Dd. 47. |

13. Dans lellipfe & dans I'hyperbele, la troifiéme H
proportionnelle a deux diametres conjuguez queicon- |
ques, eft appellée le paramesre de celui quioccupele pre-
mier lieu dans la proportion.

14. Suivant cette Définition , il eft aifé de dérermi-
ner le parametre de 'axe Dd dans lellipfe, & dans Ihy- ¥ il
perbole : caril n’y a qu'a prendre DP = 2K7 ; & la |
droite PQ , parallele a A7V, qui rencontre le céré
ABduconeen Q , fera le parametre quon cherche:
car , ayant nommc la ligne 2@, p ;5 les triangles fem-
blables DKS ,D2.2 , donnent & (DK ).g (KS) = of il
(D2 ,0u2KT) . p(2Q);donc pa== 2fg: mais (n°.11) i
fg=10b; doncpa—2bb,d’oulon tire «. 4 :: 26.p , ou |
22 .20 26.p, Celtd-dite Dd. RV :: RV .PQO. ‘|

15. Puifque (n°. 14 )2 . 6 =26.p 4, -—:—-pidoncmz. i
ob:: a. %P-” 24 .p; donc aap — 2abb; donc —g:

2% ’ g ’ 4 i
53 c’eflt pourquoi, fi 'on met dans les deux équa- l

- ; ' . aa
tions precedentes ( n°. 10, & 11) au lieu de = fa valeur

13 , 2ayy 14YY 15 A
F i) Ponaura gz — xx = =, & xx— 2 =" é-fid ol

Pontire 22 — xx , ou xx —aa . yy =22 . p, c’cft-a-dire,
DL xLD.LI*:Dd.PQ.
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PROPOSITION IV
Theoréme..

i: :| _ Fig. 48, 13. L A mime byperbole IDH. , dont Paxe déterminé ef
| i't Dd, le centre K, le diametre on Faxe conjugné RV perpen-
diculaire 2 DA, ane ordomnée 1L paralele & RV , étant \

74

’ mife fur un Plan. e dis quayant fait an fommet D , DB,
| ¢ DE paralleles , ¢ égales 2 KR, ou KV 5 les lignes
| KB, KE menées du centre K par les points B, E, & inde-
' Siniment._prolongées , me rencontreront jAmaLs Phyperbole , &
J gwelles s'en approcheront de plas en plas & Linfini..

DEMONSTRATILON.

'! A ¥ A 57 mené du fommer D, les droites DG , DO
b | paralleles @ KB , & a KE ;5 dupoint 7, les droites 724,
i ZP paralleles aux mémes KE, KB, & prolongé 7Z.
| de part & dautre qui rencontre KB & KE en'C, & F;
il & nommé , comme dans la propofition. précedente ,
' les données DK ,2; DB ,ou DE, 63 K0, ou GD ,0u KG,
g ( ou 0D, qui font toutes égales,, ¢ 5 & les indeterminées
KL,x3; LI,ouZH,y;IPou MK, [; IM,ou PK 2.

Les triangles femblables KD B, KZC, donnent KD(4).

_ ‘ DB (b)=KL (x).zcz‘l:;donczc':%-—y&cﬂ::%
| ‘I ~+y: car puifque ( conft.) DB = DE, ZCfera =— LF;
| & puifque (n°. 4) ZI = LH , IC, {era = FIF. De

" plus, les triangles femblables DBG , ICM , & DEO,

| 7EP donnent, 6. (DB).c(DEG) t+m—y(IC).g

I (-']M),&é(.DE)J—'(DO)fg-*y"(ff)‘-f(fl’ll:

bex

o o X ;
.- d’olt Pon tire ces deux équations bx=——¢y , &4

I s -+ cy:mais 'ona par la Propofition précedente xx-
—eje G 4 P P! XX~
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—aa="2; ceft pourquoi fi on fait évanouir x , & 3
¥, par le moyen de ces trois équations , Pon aura cel- ' il
leci [z == cc, ceft-d-dire , P7 x IM— KG x GD 3
-gui fait voir que /, ou 27, 0u MK croiflant, z ou Az7
«diminue ; ce-qui peu aller 4 l'infini. Et comme /X 5 0u
LP1IxIM, doit toujours étre = KG x &D ;11 fuir que
quelque grande que l'on fuppofe /, ou 27, ou K2z, il
faut que A£7 aitencore quelque longueur ; & partant |
KM nerencontrera jamais 'hyperbole ZDH. C. 0. F. D.

DEerINITION

Les lignes KC, & KF font nommees a[ymp}om de
Thyperbole.
COROLLAIRE

)
I L eft clair que tous les parallelogrammes, comme i
KIMP , font €gaux entr’eux , & au parallelogramme I
KGDO, en quelqu'endroit de ’hyperbole que I'on pren. ‘

|

|

ae le point 7.
PR QPO SILTION ¥ i

Theoréme. | {

14 S 0 21T AB une fuperficie cilindrigue conple parun Plan Frc. 4.
AB gui paffe par Laxe du cilindre. Je dis que i Por conpela I
Juperficie cilindrique par un antre Plan dIDHA perpendica. ‘
laire an Plan AB , & incliné & laxe du cilindre, lz com-

mune Settion AIDHd de ce Plan, & de la fuperficie cilin-

drique , fera une ellipfe.

il
DE'MONSTRATION i
AYANT divifé Dd qui eft la commune Se@ion des Plans I |
AB , &'dIDHI par milien en K, & pris librement un i
point Z fur la méme D4 ; fi 'on fuppofe la fuperficie |
cylindrique coupée par deux Plans paralleles entr'eux, ‘
& perpendiculaires a I'axe du cilindre , qui paflent par
les points K & Z, lescommunes Sections S77R, MFH NI i

Ki | =
_1,
|
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Je ces deux Plans, avec la fuperficie cilindrique , feront
deux cercles dont les communes Sections KR, HZI,
avec le Plan dZzDHd, feront perpendiculairesa‘t Dd,a
ST, &4 MN ;& dont les communes Se&ionsS7°, M N,
avec le Plan 4B , font les diametres ; d’ou il fuit que
K77 = KR ,& LH=LI ,& que le point K qui divife
Dd par le milieu , divife de méme §7 ; & -partant le
point K eft le centre du cercle SVT.

Ayant donc nomm¢ les données KD, ou Kd, a5
SK, ou KT ,ou KR, ou KV ;b5 &les indéterminées
KZ,x3ZI,y; DLferaa~+x, &Lda—x.

Les triangles femblables DKS , DZAM donnent DK

(2) .KS(b) 2DZL(a+x). LM= ‘b":"f. Pareille-

ment les triangles femblables dK7', dZ donnenc
dK (2) . KT(8) = dL { a—x). LN =22=2% Mais
3 caufe du cercle MIN, ML x LN =LI*, ceft-a-

aabb —bbxx

dire en termes Algebriques =1y, 00 dg — X%

L .
9y . & comme cette équation eft la méme que la

A
récedente ( ne. 10 ). Il fuit que la courbe dZDHd , eft
une ellipfe. C. 2.F.D-
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38. S 7 les bafes des [uperficies coniques 5 ¢ par tonfequent ¥ 165
Jes courbes IMCHL, qui font les commanes Seltions des mimes
fuperficies coniques par des Plans paralleles aux bafes,ont cetie 47
proprieté qu'une puiffance quelcongue de lenrs appliquées LH,
ou L1, foit égale an produit de deux puiffances delM, &
LN, zelles que la fomme de lenrs expofans , [oit = a Vexpo-
fant de la puiffance de LI , Ceft-a-dire par exemple , que
L2 ?—IMPx LN 7, ou LM ?x LN’. 7¢dis que les
Settions comiques TDH ; selles que nons les avons definies
(1. 5,66 7) fomt demime genre que les conrbes IMHL

-
R
2

Theoréme. 5
‘

En donnant aux lignes les mémes noms quon leur a |
donndes (n°. 8, 10,& 11); & faifant phg=m.p& g, l
fignifient tels nombres quon voudra entiers ou rompus. =

Soit premierement le Plan coupant EDF arallele 2 |
r4C. 11 faut prouver que la courbe ZDH , elt une pa-
rabole du méme genre que la courbe ZMFH., ;

DEMONSTRATION.

L’ o N trouvera, comme on a fait (n°. 8) ZM = .%,-

P cPxP L) 1
donc ZM =5, ZN = DO a ctc nommee ¢ donc

IN'= ¢t mais par la Proprieté de la courbe ZAMH

IMEx N =11, celt-a-dire, en termes Algebri- ,
PxP 2 r ¥ \ ; |
ques, f.%—__._: y™ , qui eft une équation d une parabole |
du méme genre que la courbe ZAMH , puifque Iincon-
nue y , dont l'expofint eft plus grand que celui de x ,
eft dlevée 2 la méme puiffance que Z7 =y, dansl’¢-
quation 4 la courbe 7ZA7H. C. Q. F. D.
Ce fera la méme Démonttration pour lellipfe & pous
K iij ;

i
A LA GEOMETRIE ¥ 4 ,
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Phyperbole , & pour la Section du cilindre.

M" De la Hire pui eft le feul que je fcache qui a
parlé de ces courbes , lesappelle celles du fecond , troi-
{iéme , quatricme , cinquicme genre, erc.

Si dans I'équation précedente Z7 Bes ZMTx N q,
on fait p =2 , & g=r1,0up=1,Kg=2M=p+¢q
fera =3, & léquation deviendra Z73 = ZLM* x
IN,ouLl’==ZMxLN*, & lacourbe ZMH, fera
un cercle du fecond genre.

Dans la méme fuppofition de p=2, & g=1,I'¢-
e9cPxl

quation =y " devient .%“-‘ ==y}, quielt du

méme degré que celle de la courbe ZMH, & quiap-
partient par confequent 4 une parabole du {econd gen-
xe, quon appelle feconde parabole cubique.

"qux

e =:fym dC-.

Si p==1, & g =12, Péquation —3

" eix 3 . \
-wcndra = D 4 qlll {e rapporue éncore a unc parabo-

le du fecond genre , quon appelle premicre parabole
éubigue. 1l enelt ainfi desantres. ‘

REMARQUE.

¥G6. O N détermineroit avec la méme facilice la nata-
e , & le genre de la courbe ZDA , dans le Cone, &
dans le Cilindre ; fi la courbe ZAfH , dont le Plan eft
pardllele adabafe BC, éroit une Sedtion conique ¢'un
_genre quelconque. Eten general, la nature de la.cour-

e 7ME érant donnée , on déterminera aifément la na-
ture de la courbe ZDH ; & au contraire. De forte
quil n’y a pointde courbe que l'on ne puifle confiderer

" comme la Seétion d’une efpece de Coneou de Cilin-

dre , & déterminer par fon moyen la nature de la cour-
IMH parallelea la ﬁafe de ce Cone, & de ce Cilindre;
ou bien quiil 'y a point de courbe, que I'on ne puifle
fuppofer ére la bafe d’uu Cone , ou d’un Cilindre , &
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déterminer par fon moyen la nature des Setions de ce
Cone,& de ce Cilindre.De maniere qu’on peut avoir des
Sections coniques d’une infinité de genres, & de pluficurs
efpeces dans chaque genre.Or comme les genres les plus
compofez renferment un plus grand nombre de cour-
bes que les plus fimples, il yaura d’autant plus d’efpeces
de Sections coniques dans chaque genre, qu'il fera plus
compofe.

On s’eft contente de démontrer dans le Cone, la
principale propriet¢ des Sections coniques du premier
genre, attendu qu'on en va démontrer dans les trois
Sections {uivantes, toutes les proprietez neceflaires pour
I’Application del’Algebre a la Geometrie , en les décri-
vant par des points trouvez fur des Plans. On ne les
a mcme confiderces dans le Cone que parcequ’elles
y ont pris leur origine & leur nom y & pour faire voir
que celles qu'on decrit fur des Plans, font précifément
les mémes que celles qu'on coupe dans le Cone , &
qu’on peut par confequent leur donner les mémes noms.
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S0 Chgd 0O NV,

On lon démontre les primvpzzle: proprietez, \
de la Paméalg , décrite par des points
tronvez, [ur un Plan.

PRoPrOSITION K
Theoréme.

i

| Frs. o, X. NE ligne droite DFP , &~ denx points fixes D,
& F fur cette ligne , étant donnez_de  pofition

far wn” Plan. Je dis que [ Lon mene librement la ligne

MPm | perpendiculaire 8 DFP 5 & fi du centre F e~ du

i rayon DP | Pon décrit un cercles il coupera la perpendica-

il laire MPm | en denx points M &~ m , qui feront a la

i parabole.

DEMONSTRATION,

[
: : IL eft clair quayant divif¢ DF par le milieu en 4, le
i . cercle décrit ducentre F, & du rayon DA , touchera
en 4, la perpendiculaire menée parle point 4, & ne
rencontrera point cclles qui feroient mences au- def-
fus de 4 par rapportd F : mais qu’il coupera en deux
points toutes celles qui {eront mences au - deflous de
A , comme MPm ; dotiil fuit que la courbe qui paf-
fe par les points A, m trouvez , comme on vient de
dire , pafle auffi parle point 4.
Ayant mené £ , & nommé les données, ou conftan.
tes AF,ou AD ,a 3 & lesindéterminces, ou variables
AP, x ; PM>y; FP fera x—a,ona—x; &FM,o0u
| DP , x4 a.
| Le triangle re&angle FPM donne xx— 22x ~+ ad -+

yy== aa + 24% 4 xx,qui fe réduitd 4ax=yy, ou (en fai-
fant
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fant 42 ==p ) px =yy. Or comme cette équation eft la
méme que celle de l'article 9. n°. 8 5 il fuit que la courbe
MAm , eft une parabole , dont le parametre eft p'==
42 —=4AF=2FD. C.'Q. F. D.

CoROLLAIRE I

1.] ceftévident que 2FD.. PM 3+ PM . AP : car I'é.
quation 4zx== yy, €tant réduite enanalogie, donne 4.2.
¥ = ol
LORFLLATRE H,

z.I L eft clair que {i 'on mene par D la ligne ED paral-
lele 2 P2z, & par les points A4, m qui font communs a la
parabole & ala perpendiculaire A7 Pm , les droites ACE,
me paralleles 2 2D | elles feront dgales entr'elles , 2
PD,&a FM, & que les parties PAL , Pm de la per.
pendiculaire AP , feront'aufli égales.

DE FINIT ILO.NS.

3. ; ligne 4P eft nommeée I'zxede la parabole; 4,
le /fommet de I'axe, ou de la parabole ; 27, ou Pm
Vappliquée , ou Vordonnée 5 AP, Vabeiffe ou la coupée s F,
le foyer s D, le point generateur 5 Ee la ligne generatri-
cc; AB, quadruple de 4F; oude 4D , le parametre
de laxe.

CororraIre IlI,

4= L’ o N voit par I'équation précedente 4ax ==yy que
x croiffant y croitaufli; & qu'ainfi la parabole s'eloigne
toujours de’ plus en lus de fon axe 4 mefure que le

oint 7 s'éloigne du fommet 4, & que cela peut aller
a linfini : car il n’y a rien dans 'équation qui empé-
che d’'augmenter x a l'infini,

CorOLLAIRE IV.

5.D o il fuit que les lignes comme EAL menées pa-
ralleles 4 42 paflent au edans de la parabole ¢rant
prolongées vers R , & ne la rencontre qu'en un feul
point M, L

SCD LYON
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CoROLLAIRE V.

6. S 1 dans'équation 44x = yy ;L'on faitx = a,le point
2 tomberaen F, & l'on aura 444 = gy ; donc 22 =y;
Ceft-a-dire que appliquée FO qui part du foyer eft éga-
le 4 lamoiti¢ du parametre 5 & fil'on fait x = 44 ,'on
aura 1644 ==yy , ou4a==y , ceft-d-dire que. A2, &
P M feront chacune égale au parametre.

CoroLEA TRE VL

= T ¢ eft manifefte que la quantité conftante qui accom-
pagne linconnue ou Pindéterminée qui n'a qu’une
dimenfion dans un des membres de I'équation, eft 'ex-
reflion du parametre de I'axe de la parabole, lorfque
¢ quarré de l'autre indéterminée eft feul dans aucre

membre : par exemple dans cette équation = == yy
¢ i

., cft lexpreflion du parametre de I"axe de la paraboa
Je doat 'abciffe eft x; & I'appliquée y.
PROPOSITION 1L

Theoréme.

8. L ES guarrex_ des ordonndes PM , QXN font enti'enx
comme les abciffes correfpondantes AP, AQ-
Ayant nommé comme danslaPropofition précedente
AB, 425 AP , x5 PM,y ;& AQ,[; QN z.
H faut prouver que PAL*( yy ). QN*(z8)=AP(x).
42 ([ ).

D'EMONSTRATION,

P
L o Na par la Propofition précedente 4ax =gy, &
4af=zg; donc yy. KX % 44%. 44 © %. [.C. Q. F. D.
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PROUOPOSITIONITL
Theoréme:

9. L E S mémes chofes étant toujours fuppofees. Fe dis que,
fi dun point quelcongue ™ pris fur la parabole , on mene
me parallele a PA , qui rencontrera la generatrice en e , ¢
parle fommet A, la droite AC parallele 2 De qui rencon-
trera em en C 5 le cercle. mle décrit fur le diametre me con-
pera AC par le milien en 1.

Ayant nomme la donnée 4D, oueC, 2 ; &lesin-
déterminées A2 , ouCm y x5 Pm,0u AC,y; & CZ, [.

I1 faur prouver que CZI (/) = IT AC <% y).

DEMONSTRATION.

L oxa par la premiere propofition 4zx==yy, &
par la propriet¢ du cercle ax(eCxCm )= /7 (CI*),

ou 4ax.=4 [f; danc y==12/ ou ‘E‘J’ch-Qf-ﬂ
PROT.USTITION LY.
Theoréme,

zo.EN [ugpofant encore les mimes chofes, [Flom prend AG,
mence par le. fommet B parallele anx appliguées PM, ponr
Paxe de la parabole, ¢ GM parallele & AP , pour l'ap-
pliguée , en nommant AG on PM,x 3 GM, oz AP , y;
€~ le parametre 4AF , 4a. Jedis que 4AF x GM = AG?>,

DEMONSTRATION.

L ’oN a par la premiere Propofition 42y =xx. C. Q.

F.Dn . ' _
L_’on n’a mis ici c&-‘.‘t.te_Propoﬁ{ion que pour faire voir
quil eft indifferent de prendre celui (}u’on voudra des
‘autre pour l‘ap-

Lij

deux axes conjuguez pour labciffe | &

... . e
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pliquée ;5 ce qui convient a toutes les courbes Geo-
metriqués , ou les deux indéterminées forment tou-
jours un parallelogramme que nous avons nomm &
(art.3 n°. 16 le parallelogramme des coordonnces.

PROPOSITION. V.
Probléme.

1. U N E équation & la parabole, bx = yy , étant
domnée , décrire la parabole , lorfque les coordonnées font per-
pendiculaires Lune & Iautre.

b, étant ( n°. 7) le parametre 5 x, I'abcifle ; & y, P'ap-
pliquée de la parabole qu'il faut décrire , comme il eft
démontré dansla premiere Propofition.

Soit 4 le commencement dex, qui va vers P ; & dey
quiva vers B, ayant pris 4B =6, & prolongé 427 du

cdté de A4, on fera AF, & AD chacune égale 4 —:— 3

=T' AB, & lon décrira une parabole A4A£ parla

premiere Propofition qui {atisfera au Probléme, & dont
A fera le fommet, F le foyer , & D le point genera-

teur.
DEMONSTRATION.

A Y AN T mené une ordonnée quelconque PAr; 4F
' 3
ctant , — b; AP, x5 PM,y3 FP féra,x—-——i—-é 5 O

-.:.. b—x;& FM=DPD (n°12), x+-::—é.Etlc trian-

gle reGangle F2 M donnera xx -+ -i- bx -:—656 = XX

—-——E— bx -1-;}66 4 yy qui fe reduita bx =yy.C. Q.F.D.
REMARQUE

12.9 1l’on avoit nommé (Prop.1)DP ,x; &DF,a;
Pon auroit trouve 24x — aa =yy ; & fil'onavoit nom-
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meé FP, x3 & DF,a; lon auroit rrouvé 14x 4 a2
==gy. Ce qui fait voir que lorfqu'une équation ala pa-
rabole a plus de deux termes , l'origine des inconnues
n’eft point au fommet de l'axe.

PR O P OSLITIOMN VL

Probléme.

X 1. UJ 2 paradole AM ,dont Pase o AP , ke fommer . i

A,le foyer ¥, le point gereratenr D, & la ligne gene.
ratrice EDH , érant domnee. On propofe de mener dun point
guelcongue M , donne [ur la parabole , la tangente MT.

Ayant mené par le point donné Asla droite A7Fr pa-
ralle a 'axe 42, & joint les points 7, /7 ; la ligne
MOT mence du point A7 parde point O milieu de FH,
fera la tangente cherchée.

DEMONSTRATION

P UISQUE (Art. 10.1°% 2.} MF=MH, & que
FH eft coupce par le milieu en 0; laligne 210 eft per.
pendiculaire & FF ;c’eft pourquoi fi 'on prend fur A0

rolongée ou nomprolongée un point quelconque G, d’ot
Fon mene GF , &GH ,& G/ paralleled 4P , le triangle
FGH fera ifofcele: mais a caufe de I'angle droit GIF,
GH furpafle G7 ; Ceft pourquoi GF furpafle aufi 67 ; &
par confequent le point G eft hors de Ia parabole, & par-
tant A70 ne la rericontre quau point A7 , ouelle la tou-
che: C.0.F. D. :

On peut ajouterpourconfirmer cette Démonftration,
que fi d’un point quelconque R pris au dedans de la pa-
rabole , on mene RF du point R au foyer, & RF pa-
rallele & 42 qui rencontre la parabole en A7, & la ‘ge-
neratrice en F7 , la ligne R77 furpaflera toujours R7 ;
car ayant mené MF |, ellefera (Art. 10. n°. 2. ) =— MEL
mais R 2L + MF furpaflent RF ; & partant RH furpaf.
fe RF; ceft pourquoi puifque GF furpafle G/, le point
G eft hors dela parabole. On ne peut pas dire que le

L iij
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point G foic furla parabole: car GF(=GH ) feroit=GJ,
CororrAIRE L

¥ I 1 eft clair que MO prolongée rencontre 'axe AP
auffi prolongée en 7" : car l'angle FOZ' ¢tant droit, 'an-
gle OFT fera aigu.

CororrLAIRE IL

2, S 1 l'on prolonge I Mvers R , & la tangente MO

du coréde arvers S5 l'angle RALS fera égs’.l a langle

OMF =0MH. '
Cororratre IIL

3, D:ouil fuie par les loix de la Cazoptrique que file
foyer F ¢roit un point Jumineux , les rayons reflechis 4
1a rencontre dela parabole feroient paralleles 4 I'axe.
Oucequieft la méme chofe,les rayons paralleles 3 PPaxe
venant d’un point lumineux infiniment €loigné , {& re-
flechiflant 2 _Fa. rencontre de la parabole , Jeurs réflechis

pafleroient tousau foyer F.

PROPOSITION VIL
Theoréme,

4E N fuppofant la mime chofe que dans la Propaﬁn';;
précedente. Je dis que , f¢ L'on mene par le point touchant M ,
la droite MQ_ parallele a HF , qui rencontrera Paxe AP en
Q,, la partie de Paxe PQ_, comprife entre le point Q , &
Pordonnée PM qui part du point M, fera égale a la moitié du
parametre de Vaxe dela parabole.

DEMONSTRATION,

A Caufe des para_l_leles HF, MQ& HM, FQ, les
triangles MPQ , HHDF font femblables & égaux 5 ceft
pourquoi 2Q =DF = (Prop. 1.) a la moiti¢ du para-
metre de l'axe.

!
DE FINITION.

g L A ligne P7 eft nommée foutangente, MQ perpendi-
culaire ; & PQ., [owperpendiculaire , OB [fuunormals.
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PROPOSITION _VIII.

Theoréme.

G.L E S chofes demenrant dans le méme btat gae dans la
Propofition precedente. e dis gue l foutangente PT o dou-
ble de Labfeiffe AP , comprife entre le fommet A & Pordonnde
PM gui part du point touchant M.

Ayant nommé comme dans la premiere Propofition
les données 4F , ou 4D; a5 22 (n°5.)2a;5& lesva-
riables 42 , x y PM ,y 5 PT 1.

Il faut prouver que # == 2.

: DE'MONSTRATION
L’A N G L E FOZ €tant( Prop. 6 ) droit, 'angle @ a7
( no. 4 ) fera aufli droit; c’eff pourquoi 2z ( QP ). y
(PAf):y. t(PT) ;5 donc 2ar=yy: Mais ( Prop. 1 )
4ax==)y; donc 24t = 4ax ; & partant z =1x . C.
Q. F. D.

7. Cette Propofition fournit un moyen aifé de mener
une rangente a la parabole; car fi d’un rﬁm quelcon-
que A, on mene Pordonnée M7 perpendiculaire i I'axe
A P; ayant fait A7 = AP Jaligne M7 ferala tangente
cherchée.

PROPOSITION IX
Theoréme.

8. U N E Parabole AM dont AP ¢ff Paxe s A | le fom.
met 3 ¥ , lefoyer 5 D , le point generatenr; DE | la ligne ge-
neratrice. Si parun point quelcongue M pris [ur la parabole |
on mene ( 0°. 7) la tangente MT. | & par quelgw’ autre poins
L,z ligne LG parallele a la tangente M'T. Fe dis que Iz
ligne MR menéepar le point touchant M parallele i l'axe AP,
coupera GL par le milien en O.

Ayant mené par les points Z , M, 0, & G. Les lignes
BLI qui rencontre MR prolongée en I, MP , OC s

SCD LYON 1
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& GRS perpendiculaires 4 laxe 427 , & nommé AF,
ou AD , a; le parametre de I'axe fera ( Art. 10 ) 44
=4 AF; AP ,x 3 PM,ou BI,0u SR,y 5 AC, m
BC,oul0,[;CS ,ouO0R ,z; AB fera, m— [ AS,
m 23 CP,ouOM,m— x; & PT ( n°6),2x.

1l faat prouver que OG ==0LZ ,0u c€ qui revient au
méme OR== 017, ou /=%,

DEMONSTRATIO N.

L ES triangles {femblables ( Conit. )j”P,M, ORG,01IL,
donnent les deux Analogies fuivantes. .

T.P(zx-).I’M,{y)::_OR({).EG:I{E, & o
7P (1) . PM(y) 07 (f). ZL=2L; donc SG

=y -f-}, X BL=9y— J{; : mais (Art, 10 n° 8)
x(AP) . m+g(AS): )y (PIM ). 3y + 2K+ P&

% 4XX.
(SG*).& x{AP).m—[( AB): yy (PM).yy —
ayy/+ w(f( BL*) , d’ou ontire cesdeux ¢quations
P '
A . myy + yyz == L)y = 2XYY* + Kyyiz, &
25 4xx
of , & Otant le pre-

Al da

: 4xx
mier membre de la feconde équation du premjer mem-
bre de lapremiere 4, & le fecond de la feconde du fe-
cond de la premiere , Pon a yyz+y)/=259y2+ 2xyyf
- > iy

+ xyyzz— xvyff, d’olt on Lon tire x=f, 04 OR =

3

or; donc 0Z=0G. C. Q. F.D.

11 peut arriver differens cas: car le point 0 s’cloignant
de M, le point Z tomberaen 4, ou de l'autre c6té
de 4 par rapport 4 A : mais Fon prouvera toujours cic

a

B.my —yyf =xyy — 2ip[+%
2x

—
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_1a méme maniere que z==/,0G=0Z; c’elt pourquoi
la Propofition eft generalement vraye.

DEFINITIONS.

9. : B ligne AR parallele al'axe 42 eft appellée dia-
metre y parcequelle coupe toutes les GZ par le milieu
en O; le point Af, le fommer dudiametre MR 5 20,
Vabfeiffe , ou coupée ; OL , ou OG , Vordonnée , oulappli-
quee 3 ce diametre. _

’

PROPOQSEILHON X

Theoréme.
.JO.E N [uppofant les mémes chofes que dans la Propofition

precedente. Je dis gque le quaré dune ordonnée quelconque
OL , ou OG an diamesre MR, ¢ff egal an retlangle de
Labfiiffe MO par 4MF  ou (~Art. 10.0° 2. ), ayant pro-
longé OM en H , par 4MH.,

Ayant nommé I'abfcille 270, ¢; 'ordonnée 0Z , on
OG,u; MF, ou MH ,b; &les autres lignes comme
dans la Propofition precedente.

1l faut pronver que 447 = ux, (4 MF x MO = 0G*),

DE'MONSTRATION.

S 1 onajoute les deux premiers & les deux feconds
membres des deux ¢quarions 4 & B dela _Propoﬁtion
precedente , aprés avoirnis z en la pl;ncc de /; puifque
4xx
Ol 2= 47X —— 4xx, 0U 2Z == 41X , €N mettant # pour
m— x = PC== MQO: mais le triangle redangle ORG,
2 1z 2
ou O/Z donne zz (OR*) + Z—E;;( RG*.Prop. preced.)
== (0G*,ou 0L), qui devient 4¢x + 42t— zx en
mettant pour zz fa valeur 4#x, & pour yy fa valeur
(Prop.1) 4@x : mais x4 2 = PD = MF— MH =bs
M

(Prop. preced:) 5 = f; 'on aura myy =2.xyy +

I
|
|

b |
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donc en fubftituant 4 en la place de x4+ « dans Pé-
quation precedente), elle deviendra’ 462 = us, ou 4 MF

x MO = 0G" C.Q: F. D:
DeriNIrTION

. 1. a ligne égale & 46 = 4 MF =— 4 MH eft nom-
mée le parametre du diametre MO. '

PROPOSITION XL

Probléme. -

nUw~E équationa: ke parabole ( ax ==Yy ) dont les
coordomnées x & y me font point perpendiculaires , étant don-
| . née , décrire la parabole.

il Frc. 3o Soit M le fommet du diametre 240 ; dont le pa-
| rametre cft # , & lorigine  des variables ., qui va vers
‘ 0, & y qui va vers K en faifantiavec 240 l'angle oblique
i oMK. 1l faur décrire par M lagparabole ZM/G dont
' 'équation eft 2x =yy.

I Avyant prolongé OM & pris MH == % a == ( Prop.
Ll preced.) au quart du parametre du diametre 270 , on
| menera par H la droite HE perpendiculaire 2 HO ,
it qui fera ( Prop. preced. ) la ligne generatrice ; & ayant
| 1 fait 'angle. KMF = 'angle KMH , pris MF = MH
i & mené par F la ligne FD parallele a 270 qui coupera

| la generatrice HE en D. Par la Propofition prece- i
A dente , & par la fixiéme , F fera le foyer s FD, l'axe;, ‘

:_ D le point generateur , & A4 milien de FD le fom- _
met de I'axe de la ‘parabole quil faut décrire. On la i
décrira par la premiere Propofition.

DEMONSTRATION,. , +

i E 11x cft claire par laPropofition precedente, & par

la fixiéme.
iy
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O EC T IFON « VL

Oun lon démontre les principales proprietez,
de I E[Zzpﬁ decrite par des points

tronvez, ﬁsr un-Plan.

TR UPUSI ITTON T
Theoréme.

X I1. N E ligne droite AB; divifée parlemilien enC , F1c. 54.

& denx points fixes ¥ | G également difpans
du milien C, on des extremitex A ¢ B, étant donnte de
grandeur & de pofition 5 fi Lon prend entre F ¢ G an point
guelcongue X1, &~ que ducentre ¥ & du vayon AH, du centre
G @ du rayon BH , Lon-décrive deus cercles s cés deax cor
cles fe couperomt en denx points M ) tn'depart ¢ dautre de 1
ligne AB 5 puifque lenrs demidiametres furpaffent FH + HG.
Et je dis que les points Ml & m , @&~ tous cenx qui [eront trox-
veg de la meme maniere | en pronant-d’autves points H , fe-
ront 4 une Ellipfe dont C eff le centre, AB le grand axe , DE
Vaxe conjugue a Paxe AB gui off double de ln moyenne propor-
tionnelle entre AF ¢ FB , on AG ¢ GB,

DEMONSTRATION.

.D’ u N des points A£, trouvez comme onvient de di-
re, ayant abbaifi¢ la perpendiculaire A72, mené Fur
& GM, & nommé les données 4C , ouCB,a; FC,
ou CG, ¢ & les indéterminées C2 , x5 PM,y; AP
fcra,.:z:’; %3 PByasx; FP,c— x ou, ¥ —¢; & PG, e+ x.

Il eft clair parla defcription que FAL + MG = 4B
==12; puilque FM =— AFH , & MG=— H Bnommant
donc la difference de 7z, & MG ,2f; FMfera,a— [
& MG ,a~ [ Cela pofé, M ij
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Les triangles redtangles FPAr, GPM donneront,
€ — 2UX 4 XX yy = aa— raf + [, &
€6+ 20x = Xx yy = ad+ 24+, & ¢n Otant la pre-
miere de la feconde , le premier membre du premier &
le fecond dufecond | 'on aura 4ex==44/, d’ott l'on ti-

re /=, & metrant cette valeur de/, & cellede fon
& S
quarré [/dans P'une desdeux premieres équations,.lon

cexx
AuUra ¢ — 1lx = xx & yy=za— 26z A~ —

— d’ou l'on ti-

re en reduifant, tranfpofant , & divifant par ae—cc,
aayy
Al == (T
Mais lorfque le point' 2 tombe en C , PAs () de-
vient €D, & ( x) devient nulle, ou= o0 ; ceft pour-

. ) »” anyy ;
quoi enreffagant le terme vz, lonaga= —— | ow az
an — gt

B — xrx—

— ¢ =yy ==CD* , & partant y = = CD : nommant
donc CD ,6 5 'on a, a2 — ce=16b; d’ots l'on tire 2—¢
( AF ).6(CD) = b(CDYya=c(FB).Quieft unedes
chofes qu'il falloit démontrer. ©Or metranc 46 dans 1’¢-

quation &z — yx=

‘T“ en Ia place de 2z — ¢ o

AR
a,a2 —xx= ";)~. Et comme cette équation eft la

méme que celle qu'on a trouvée ( Art. 9 n, 10)il fuic
que la courbe 4D BE eftune Ellipfe, Ce qui cft une des
autres chofes propofces.

.
b
aura xx=a« ; donc » = =z , ce qui fait voir que I'El-
lipfe pafle par Ies poines 4 & B.Eten faifant x=o0 'on
a trouv€ y ==+ CD qui montre que I'Ellipfe 427 pafle
aufli par les points D & E, en faifant CE=CD; ceft
Fourquoi(Arr. 9n. 6) 4B, eft le diametre principal de
’Ellipfe ; DE fon axe conjugué, & C le centre, Ce qu'il

falloit enfin d¢montrer,

Sidans’équation za— vy = ,Yonfaity'=o0,l’on
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DEFINITILONS.

o —— —

i L E §points F & G font nommez les foyers de PElip.

fe ; P, Valciffe ou conpée , & PM, ou Pm Vordonnée , on
Vappliguée 3 Laxe AB.

COROELAIRE I

2. ] 1 ef¥clair que leslignes F A1, G A meridesdes foyers
a la circonference de IEllipfe font , par la defcription:,
enfemble €gales d 'axe 4B, & que PN = Pm.

CororLrLAIRE IL

3. I & et auffi évidene que’le rectangle dés deux' par:
ties AF , FBou AG, GB de I'axe 47 faites par un des
foyers F, on G, eft égal au quarré du demi axe conju-
gué DC: car dans la Démonftration precedente I'on 2
trouvé e — et =CD* Or da — (¢ ==a4¢ x g —= G
AF x FB=CD"

Cororrarre JII

4. O x voit par les termes de Iéquation az —
=3, & par les fignes + & — qui les precedent’
que x croiffant y diminue : car plus x devient grande,
plus @z — xx diminue , & par confequent auffi yy ; puif-
que les quantitez conftantes .z , & 46 demeurent tou.
jours de méme grandeur ; ce qui fait voir que les points
MM &mde PEllipfe s’approc(ilcm: dautant plus de I'axe
AB, quele point 2 s’éloigne de C. On voit aufli quelon
ne peutaugmenter x que jufqu’a ce qu'elle devienne —;,
auquel cas 2z — xx devient = 2z — 44 — o 5. & par
confequent auffi y=o, ce qui fait voir que les paints:
M & m {e confondent alors avec les points 4 & B, &
que TEllipfe coupe I'axe en ces points-, comme on 2
deja remarqué,

B iy

i
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94  APPLICATION DE L'ALGEBRE

| CoroLLAIRE IV,
g L,Er QUATION a IEllipfe 42— xx :f%tétant

réduite en analogi¢ donne a2 — xx (AP x PB ). yy
( PM*) waa( AC*Y . bb (CD?) = 4aa (AB*) . 4bb
(DE*), ceft-d-dire que le redtangle des deux parties
AP, PB de axe AB faites par Iappliquée 221 eft
au quarré de lappliquée 221 comme le quarre de I'axe
4B cft au quarré de l'axe conjuguc DE.

COROLLAIRE V.
6.S 1 l'on fait 4B (24). DE(26)= DE(26).% [ 1a

ligne = -ﬁ; que je nomme plera (Art. 9 n% 13 ) le pa-

rametre de Paxe 4B, Or puifque 2. 6.:6. -i- pslona
aufia.Lp s aa. bb ; donc'th = aaps donc iy

— **; Ceft pourquoi fi Pon met dans I’équation 2z

——— 3

__anyy 8o e
s xE= s, en la place de 57, en la place de 3

18 .
fa valeur Ty I'on aura gz— xx = -1% ; dou Pon tire

cette analogie, az — xx .( AP x PB) .yy (PM") s 24
{AB) - ?> ceft-a-dire quelerectangle des deux parties
de I'axe faites par Lapliquée eft au quarré de Paphiquée s
comme le méme axe , efta fon parametre.

CorROLLAIRE VL

o T . fuic du Corollaire précedent que le redtangle de
Paxe 4B par fon parametre eft €gal au quarr¢ de 'axe
conjugué DE; puifque 4B . DE: DE 2. .
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CorROLLAIRE . VIL

> ¥4 3 i s L
3.8 1 au licu de b_: ou de % on met un autre rapport

¢gal comme _:i Ponaura, 2z —xx= "2, ceft pour~

n- :
quoi 'on fera fur I’équation a PEllipfe lestrois remarques
fuivantes , aprés avoir délivré Pun des quarrezinconnus
qu'elle renferme de toute quantité connue.

R.E.MARCLUE &

9. Loxs QU E l'antecedent du rappore qui accompa-

ne undes quarrez inconnus de P'équation 3 PEllipfe eft
€gal & femblable au terme connu § ‘ou ce quieftla mé-
me chofe , fi cet antecedent renferme les mémes letcres
que le terme connu de I’équation ; fa racine quarrée ex-
primera le demi diametre dont Pautre inconnue expri-
me les parties; & la racine quarrée du confequent expri-
mera le demi diametre conjugué,

REMAR quE IL

IO._E ORSQUE cet antecedent eft le double de Ia ra-
cine quarrée du terme connu, il exprimera le diametre
dont 'autre inconnue exprime les parties ; & le confe-
quent exprimera fon parametre.

REMAaArRQuE IIL

1. E'n tour autre cas ce rapport marque Je rappore du
diametre , dont une partieeft exprimée par l'autre in-
connue , afonparametre, ou le rapport du quarré.du
méme diametre au quarré du diametre conjugue. Tout

celaeft évident (n". 6 & 8):

Cororrarre VIIL

1. Do il fui quune équation 4 PEllipfe renferme
les expreffions des deux diametres conjuguez,quiforment
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la parallelogramme des coordonnées , ou de l'un de

ces diametres ,& de fon parametre, ou la raifon du quar-

ré de 'un des diametres au quarre de l'autre , ou enfin
celle de Pun des deux a fon parametre : de forte quon
aura toujours les deux diametres conmjuguez par le
moyen de J'¢équation.

Par exemple , dans I'équation 22 — xx.:ig le terme
connu a« eft le quarré du demi diametre 4C;l"antecedent

aa du rapport -%% qui accompagne yy eft femblable &

égal auterme conny 2a; cleft pourquoi le confequent
é5eft le quarré dudemi diametre conjugué CDa l'axe ou

au diametre principal 4C. Dans I'équation #a — xx
aa . . :
o= -}‘?— , Pantecedent 24 éeant double de la racine du

ras——

rerme connu 44 5 24 fera le diametre 4B ,& p fon pa-
1y 2 I I

rametre : & partant , fi Pon fait2z . pi: aa. b

fera Pexpreflion duquarrcdu demidiametre conjugué¢ CD;

& partant C._Dﬂ%a_j. Enfin dans’¢quation 2¢— xx=

% 3

™., aa-exprime le quarré du demi diametre 4C dont
lesparties CP font nommees x ; & partant 48 = 24,
Mais pour avoir Pexpreffion du demi diametre DE con-
jugue au diametre 4B, lonfera m.n: aa. pucoller ¥

m

partant v %m =CD,& ¥ ;:-44:13)9. Et pour avoir
Yexpreflion du parametre du diametre 4B , I’on fera

monz 24 . 2 & cette quantité - fera expreflion

cherchee.

COROLL AIRE
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Cororrarre IX.

X;. S 1 'on nomme 42 ,x; BPfera, 22—x, & l'on
aura (n°. §) 2ax —xx (AP x PB).yy (PM*) s aa
( 4C:). b6 (CD*);donc 2ax— xx— :Ziy— , Qui montre
que lorfque les indéterminées n’ont. point leur origine
aucentre de IEllipfe , il fe trouve des feconds termes
dans fon équation , & qu'une ¢quation locale appar-
tiendra toujours a UEllipfe, lorfqu’elle renfermera deux
quarrez inconnus , l'un defque?s'ou tous deux feront
accompagnez de quelque quantité connue , & auront
differens fignes dans les deux membres de I’équation ,
ou méme figne dans le méme membre, quelque mélan-
ge de conftantes qu'il s’y rencontre; & pourvii que les
deux inconnues ne foient point multiplices I'une par 'au-
tre,
Cororrarre X

: - S T an
14 S 1 dans’¢équation d TEllipfe az — xx = 7:2' , on
asyy 2
2ax — xx == = ;a==b;l'onaura gz — xx =gy, ou

2ax — xx==yy ; qui eft une €quation au cercle , pourvil
que les coordonnces x & y failent un angle droit : car
Pune & lautre de ces deux équations donne 427 x
PB=PrM" quieft la principale proprieté du cercle,
Drott I'on voit aufli que I'équation a I’Ellipfe ne dif-
fere de celle du cercle , qu'en ce que l'un des quarrez
inconnus eft accompagné de quelque quantité connue
dansPéquationa ’Ellipfe,& qu’ilsen {ont tous deux déli-
vrez dans I'équation au cercle, En effet le cercle peut
ctre regardé comme une Ellipfe dont lesfoyers font con-
fondus gvec le ¢eéntre’, & dont tous les diametres font
par confequent égaux entr’eux , & 4 leurs parametres.

Dans I’équation au cercle vz — xx = yy, les coor-
données ont leur origine au centre , & dans celleci, 22
— xx==yy ; Poriging des coordonnées n’eft point an
centre, :
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PROPOSITION IL
Theoréme.

1 5.L E S mémes chofes gue dans la premicre DPropofition étant
[uppofées. Fedis que Pappliquée FO au foyer F off égale &
Ja moitié du parametre de Paxe AB. :

11 faut prouver que FO = -—:~— ?-

DEMONSTRATION.

S 1 dans Péquation 2z — xx = ‘:W ,onfait x (CP)
—
—¢( CF), le point 2tombera enF, & PM deviendra
j}ﬁﬁ

FO; & l'onaura g — ¢c= , d’otv I'on tire y=

A =
AR —CC

-T =— (Prop. _I.)—E;:-:.(n". 6) % p.C.QF. D.

PROPOSITION IIL
1 Probléme.
16. L ES denx axes conjuguex AB, DE dune Ellipfe étans
domnez_, trowver les foyers B, & G.

Soit du centre D , extremité de 'axe conjugué DE 5
& du rayon 4C, décrit un cercle qui coupera A5 en
deux points F &G qui feront les foyers qu’il falloit trou-
ver.
DEMONSTRATION,

P_ A & la conftruction FD + DG== AB; donc ( n°, 2)
F & G font lesfoyers. C. Q.F. D. ]

PROPOST T ITON - IV,
Probléme.

L8 L E grand axe AB dune Ellipfe e les foyers F¢& G
étant donneZ, dérerminer Faxe copjugué a baxe ABy
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Soit du foyer F pour centre , & pour rayon le demi

axe 4C décrit un cercle.: Il coupera la perpendiculaire

a 4B menée par le centre C en deux points D& £,
& DE fera I'axe conjugué a 'axe 45,

DE'MONSTRATION.
E:vie et laméme que celle de la Propofition pre.

cedente. :
PROPOSITION V.

Theoréme.

18. S Z Lonfait MQ_perpendiculaire @ DE. e dis gue le rec-
tangle des dewx parties DQ, QE de Paxe DE fuites par
Lappliquee MQ_, eff an quarré de MQ_: comme DE* quar.
7¢ de Paxe DE 2 AB* quarvé de Paxe AB.

En laiffant aux lignes les mémes noms qu’on leur 2
donnez dans la premiere Propofition,, C2, ou QM
crant x5 & PM, ou CQ , 75 DQ fera,b—y; & QF,
b+ y.

Il faut démontrer que 66— py . xx:: 46, 4aa.

DeEMONSTRATION.

E N reprenant I'équationdela premiere Propofition ae

— = %{’Z , la multipliant par 44, la divifant par az &

bbxx
tranfpofantl'on aura 4 —yy = — , d’ott on tire cet.
an

te analogie b6 — gy . xx = bb.aa = 446 444 .DQ x

QRE.QM:;: DE*, AB*. C. 2.F. D.
DeriniTionN,

19. S 1l'onfait2b . 22 24. f“; que jenomme p; la ligne

= p eltappellée le parametre de Paxe DE.

N ij

Lo

Mals
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COROLLAIRE

* 30, b.aua.p, donne bp=1aa, ou bbp=— 244,
: : J
ou‘—;’ itk ; c’eft pourquoi {i on met fp— en la place de
an
&%) 3 2bxx
%. dans Péquation precedente,l’'onaura 66 —yy = 5
AR
3 . m 26 2 mxx.
ou fi Pon fait — =2, Pon aurabb — yy ==,
On ajouteraa ce Corollaire les raifonnemens que l'on

a faitsn°, 9 , 10, 11,11, 13 & L4

K.

PROPOSHETAON. . VL.

Probléme.
21, U N E équationa PEllipfe ab — x% = i}gémm don:

née ,décrire I'ENipfe lorque les coordonnées font un angle droit. r

Soit premierement trouvé une moyenne proportion-
nelle entre 2 ; & 4 qui foit £ ; & par confequent f

: i1 < ¢ :
= ab ;ainfi I'équatiou fera f—xx =22 On fait ce

changement parceque #4 érant I'expreflion du quarré
du demi diametre dont les parties font nommees », cet-
te expreflion doit aufli €cre un quarré. |

Soit prefentement C , l'origine des inconnues x, qui
vavers 4 & vers B,&y, qui va vers D & vers E.
Le méme point C doit aufli €cre le centre de PEllipfe;
puifque les inconnues # & y nont point de fecond
terme dans I’équation. Soit fait C 4 & CB chacune=f;
AB ferale grand axe , fic furpafled; le petit, fi ¢ eft
moindre que 4. Pour avoir I'axe conjuguc a 'axe 4B,

foit fait c. d :: ff. %ﬂ: , & foit prife CD & CE chacune

égaledyv "’_‘f. ; DE fera (n° 12) l'axe cherché, Ayant
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énfuite trouvé les foyers F & G par la troifiéme Propoi-
tion , on décrira PEllipfe parla premiere.

DE'MONsSTRATION,

E x 1k et evidente par ce que 'on a démontré no, 12,
Prop. 1& 3.

PR O E OIS T LN IVIE

Probléme.

X111 {J & & Ellipfe ADBE., dont AB o & grand axe |
C, le centre s F & G, lesfoyers | btant donnde. 7l fant d'un
point quelcongue M donné fur I Ellipfe mener la tangente MT.

Ayant mené FAML, & GM, prolongé FAL, en 7, en
forte que M7= MG, & mené GZ. Je dis que la ligne
20 mence du point A par le point 0 milieu de G7 fe-
ra la rangente cherchée.

DEMONSTRATION.

D oux point quelconque Z autre que A7 pris fur 410,
ayant menc les droites ZF, ZG, LZ; puifque par la con-
ftrudtion MG= M7, & 710==0G, M0 {era perpendi-
culaire 4 GZ; eft pourquoi le triangle GZ 7 fera ifofcele;
& partant FZ = LI = LF =+ LG furpafle FAr+ M7
== FM =+ MG; donc le point Z eft hors de I'Ellipfe. C.
Q.F.D. *
CLCororrarre L
S 1 I'on mene a7k parallelea 7G ; I'angle KAf0 fera
droit: puifque ( Contft. ) G7eft perpendiculaire 4 20.
Cororrarre IL

1, L A ligne MK artage l’angle FMG en deux égale-
ment : cara caufe de K/ parallele 467, langle Fask
V= FIG = MGI= GMK, '

N i

¥ i1c.

(3]
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CororrAzrE IIL

3. LA tangente MO rencontre Paxe 4B prolongéen7":
car I'angle GOZ" étant droit ; Fangle 0GT" {exa aigu.
CorovrrLasRE IV,

4. L A nore FMZ eft égald Pangle GO ; puifquils
font les complemens des angles egaux FMK , GMK ;
dott il fuit que £i le foyer G Eroit un point lumineux, les
rayons reflechis 4 la rencontre de I'Ellipfe pafleroient
tous par le foyer F. :

" DE'FINITIONS.
5. A,Y A N 7 abbaiflé du point M fur I'axe 48 la per-
pendiculaire A22. P7 eft appellée la foutangente , MK la
perpendiculaire s & PK , la fouperpendicylaire, ou [ounormales

PROPOSITION VIIL.
| ‘Theoréme.
;S.AY A NT [fuppof¢ les mémes chofes que dans la Propofi-

tion precedente 5 @ nommé comme dans la premiere Propofi-
tim AC , ou CB,a; CF, s CG, ¢; CP,x; PM, y;
FP ferac+x , & GP,c—X, ou X —¢C; cela pofe. Fe

dis gue Pexpreffion algebrique de la foutangente P'T ﬁg;‘;aa-; n;

DE'MONSTRATIO N,

L E triangle reétangle_GPM donne GM ey
= Vic — 20x + xx +yy. Et parceque MK eft parallele
aGl, &que FI = (P_ro?. preced. ) FM + MG=
(art, 1210 2) AB =24, ‘'ona FI (2a).FG(26) %
MI , 08 MG (Vee —2x o x5 =+gy) . GK

e A g TN ; donc PK=x—c=+ "

&

o

‘¢
Y cpm—rcx -+ xx =)y X e AC w0V eC — 205 == XX = ) -
. , ol Z Y, &

# _ i I ]
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a caufe de I'angle droit Ka77, l'on a PK

(#x-—-s:-l—c'yﬁ-—ux—l-xx—-y;r) PM {)’) P (]) T

A \

4 2y :
= —: mais ( Prop. 1) 4z —
Ax — AC = CY o0 10X A= XX - Y
A A PO . A% — agcc — aaxx A cox®
g dian L , d’ott l'on tire yy== T

c’eft pourquoi en mettant cette valeur de yy dans celle
de 2T, T'on aura aprés la réduction , & divifion, 77"

AY == aacc —— paxx == CCXX C
= : mais at — 2qacx 4+ cexx
Adax —RACHCVat — 24 ALx = clx ¢

eft un quarré dont la racineeft zz— x5 ceft pourquoi
cette derniere valeur de 27 {e change en celle-ci, aprés
avoir oté ce qui fedctruit , & divife les deux termes de

Ag —

xx
—, C.Q.F.D.

la fraction par @e — & . PT =

COROLLAIRE [
7'. C,p(x)pB (“_‘x)::ﬁp(d-lr-x).]JT( as:—xx)

-

ce qui fournit un' autre moyen de mener la tangente

by i -
CoROLLAIRE IL
-

8. S 1 Ponrajoute » = CP al'expreflion dep7'—=""

; 7 Lo : :
Pon aura C7"== — qui fournit encore un autre moyen

de mener une tangente a Ellipfe , en faifant C2 (x)

o
3 .

.CB (a)CB (). 07 (%)

' CororrAIrE IIL
QS tde # — 7 ,lon Otez =CZB,lonaura B7 =
%

‘.."..';_"ff , qui donne encore un autre moyen de mener
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une tangente 4 PEilipfe en faifancCP (*). PB (4 —4
AR —aX \

2 CB{a). BT(—-—';—"/!.
CororLAIRE IV,

10.1 L eft clair que I'angle CMT eft toujours obtus : car
la perpendiculaire K4 la tangente M7 divifant I'angle
GMF en deux également , GM érant moindre que F24,
GK fera aufli moindre que FK ; & par confequent le
point K tombera toujours entre C', & G.

PROPOSITION IX
Theoréme,

i1 AY ANT fuppofé les mémes chofes que dans la Prop.
precedente. Silon prolonge le petit axe CD , & la tangente
MO du cheé de ML, ces lignes [e rencontrerons en un point F15 [
Pon mene MQ_parallele a BC,, @ gt on nomme CD,bj;en
Laiffant anx aytres bignes les noms qu’on lewr a donneg en la

Propofition precedente. Je dis que Pexprelfion Algebrique de la
foutangente QH , fera -—;—Z’f- 5

DEMONSTRATION.

2 érantle parallelogrgmme des coordonnées CQ:
palera,y; & MQ=CP,% Etles triangles fembla-~

= ). ra,(y)

AL —

x .

_bles 7.2 M,MQ H donneront T_P(

i I Ve - Rt

2 M2 (). QH = - mais ( Prop. 1) a4 —xx
P anbb — aayy

= s done xy=F——7—; mettant donc cette

_yaleur de vy dans celle de Q 77, Yon aura aprés la redu-
By - "5 b :

COROLLAIRE
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COROLLAIRE.

1 e . bl :
12, S rlonajoutey =r0 3 o= T4 y lon dura
J

M

CH =2, dotiFontire €O(y). €D (4 )= €D (6).
kb : :
PROPOSITION. \ %
‘ Theoréme.
- 43.8'0 17" ine Bilip/s ADBE, dunt AB &-DE fon os 4 Bss, o5
conjuguez ; C , le centre s MT | uné tangente qui “rencontre
les axes conjuguex en H & en'T': Je dis gue la ligne GOL pa-
vallele a la tangente MT fera divifee endenx également en O

par la ligne MCV mence du point towchant M parle cen=
+re. C. RS : -

Ayant mené par les pointsZ, a7, 0, G , les lignes
LK , MP. ,0Q,GX perpendiculaires. 3 I'axe AB, &
par 0 la ligne RO parallele. 4 45 qui_rencontrera
KZenN,& XGen R , & nommé les données 4C, on
CB,a;CD,ouCE,b;&lesindéterminées C2 , x5 P,
J;CQ,m; QX , 00 OR, x~ QK , ou ON, [ AxX -
ferad—.i—mm{;BX,oz-—mq-{iAK,4+m-+—f;& :
KB ,a—m—/f. : : . b

I faut prouver que. GO==0Z;ou ce qui eftla mé.
se chofe , RO (z ) =ON (/).

DEMONSTRATION.
L= striangles femblables €727, €90 'donnent ¢ :
. (x). PM(y)=CO(m). Q0= * =AR=KN:Ton |

a auﬁi[nO.S)-CT':ff,&(nD. I2) CH:—&;- &

2

les criangles femblables 7CH, ORC, ONZ , donnent
: 0

Y 2
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7e(“).CH (%) = 0R (2).RG="2 sre(sy,

ﬂ-ﬁy ¥
bh : bbfx
CH (}-) % ON(f).NL=;—;; 5 doncXG=g-+

N - bbfx .
%&,&KL __:_Z___ _l-_.. Mais (al’t.ll no.j)dd (CB").éé
ay x ARy

(CD?) = aa — mm 4 2mx — 2. AX"‘YB)‘M% i

an atyy

brzzx ;
abbme o TR, (XG:),&aa(CB). bo (CD*) ::aa—

bb b4
mm — 2mf— [[( AK x KB . mzy -—-:T:'-f-l- ;ﬂ;: (KZ*)

d’ou I’on tire ces deux €équations.

4.2 o sblmg + ‘.‘:55 = aabb — bbmm - 2bbmz,
— by, &

B D blnf e ’;5, — abb — bbmm — shbmf
— b,

& ayant 6téla feconde de la premiere, le premier mem-
bre du premier , & le fecond du fecond, l’on aura cel-

le-ci,

breixx b ffxx GE 2 o
2bbmy + 2bbmf o e ==2bbm3 4 2bbmf- [ 22¢é

H—éé[, d’otr 'on tire z,z,..'-_-—ﬂ; ouz =f’ OR —ON;
donc GO=—0L. C.Q.F. D.

La pofition de la ligne GZ peut changer en bien des
manieres 4 mefure que le point © sapproche ou s'cloigne
du cenitre C, ou fe trouve au-deld par rapport 4 A7 : mais
cela ne peut au plus que changer les fignes dans les ex-
preffions des lignes 4.X°, XB, AK , KB , XG &KL,
& lon trouvera toujours x=/7 c’eft pourquoi la Pro-
poficion eft generalement vraye.

CoROLLAIRE L

14 T et clair que la ligne FCS mence par le centre C,
parallele a la tangente M7 eft divilce en deux égale-
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ment par le centre C : car le point O tombanten C,GZ
devient 7§, & comme le point Ar peut €cre pris indiffe-
remment f{ur tousles points de PEllipfe 5 il senfuic que
toutes les lignes comme FCS, font coupees par le milieu
en C; puifqu'elles peuvent toujours écre paralleles 4 une

“tangente M7 mence par extremité Ard’une autre li-
gue MCF qui pafle aufli par le centre C.

DeriNITIONS.

y. L:s lignes' A7CP~, FCS qui paflent par le centre
d’une Ellipfe font nommées diametres , & lorfque deux
diametres M1C”, FCS font pofez de maniere que I'un des
deux FCS eft parallele a IE; tangente M7 mence par
Pextremité A7 de l'autre AzCp | ils font nommez diame-
#res comjuguex 5 & les lignes 0G , 0Z font nommées or-
données , ou appliquées au diametre .

a

Cororrarre IL

16. I L eft évident que les ordonnées aun diametre quel.
‘conque font divifces en deux également par le méme
diametre.

Cororrarre IIL

X7. I L eft clair que la pofition des diametres conjusuez
elt determinée par la pofition dela tan gente mence par
I'une de leurs extremitez,

CororLrarre 1IV.

18. St lon ajoute lesdeux équations 4 & B de la pro.
pofi lon precedente , aprés avoir mis = en la place de
le premier membre au premier & le fecond aufecond,

. 2aamm 2btzzxx
T'on aura celle-ci’ LB by L r2aabb — rbbmm

— 2bbzz , ou , en fuppofant que le point O tombe en
C , auquel cas QK==zdevient €7, GZ devient F§,
KZ,§1,& CQ =m devientnulle ou=o0, ce qui détiuit

0O jj
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§ bbRgxw : 1511
les termes ol z {e rencontre , T AT R d’ot
&
Pon tire sz == 42 —xx ;en mettant pour aayy fa valeur
29 i \ I aayy
aabbh — bbxx tirée de I'equation 2z — xx= s trous

vée par la premiere Propofition; d'olt I'on conclud que
CI'= AP x PB : & que CP* = .4I% IB: car Fona
aufi xx=aa—=z=.

CororrLAIRE V.

F rc. §6. 19. S 1 'on fait dans cette équation xx == zz— 22,5(C1)
= x (CP);les points 2 & / fe confondront en un feul
Fie. g7. point¥, & les deux diametres conjugnez Mp~, 'F§ fes

’ I .
ront égaux,& l'on aura 1xx =aa; donc x=— Y-~ 44 qui

fervira a déterminer -Jeur pofition en cette forte. Soie
prife Cxr moyenne proportionnelle entre CB & fa
moiti¢,, & meng¢l ‘par ¥ la perpendiculaire A/rS qui
rencontrera LEllipfe aux points A/ & S, parou 'on'me-
neralesdiametres conjuguez M7, FS quiferont égaux,

CorxoELX1rE VL

Firoc. §7. 20. I L eft clair que A¥ x¥B== Cr*: car I’équatioty
(no. 18 ) xx = az — & fubfifte toujours, quoique x ==z,
ouCP =CI=CY.

’ Cororrarre VIE
a1, A Caufe de 4x x YB:CY*:(nolg)._:. i

Pona (art.12 n° 5 ) — wa( C¥*) . yy( PM*):aa (CBY.

6b (CD*), d’ourl'on tire y = \/—i bb , qui fervira &

trouver le point @ fur CD ,comme I'ona trouvé (n°19 )
le point ¥ fur CA4 ; & la perpendiculaire FQ A1 dcter-
minera aufli la pofition des deux diametres ¢onjuguez
€gaux MCV , FCS.
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' CorRorrLarrRE VIIL

3. PUISQ,}IE (art.12n°5) 4P x PB, ou(n°18 ) Fie. 6.
€rPM' : CB*. CD*,& AI'x IBou (n° 18) CP*.

I§*: CB*.CD*Yona CI*. PM* :: CP*. IS, ouCl.

PM :CP. IS, d'ou il fuit que les triangles c2ar,

CZS lont €gaux.

PROPOSETION . XL

Theoréme.

13. A Y ANT fuppofe les mimes chofes que dans lz Pro- F1c. §6.
pofition precedente. Je dis que la reftangle VO x OM des

parties du diametre MV faites par Papplignée OL ¢t 3 OL?,

guarré de la méme appliguée 5 comme VM* |, quané du dia-

metre VM , ¢f a FS* , guarsé du diametre conjugwe 4 VM.

Ayant nommé A4C ,ou CB,z5CD ,0uCE,b; CP,
x5 PM ,y5 OR ,0u ON ,Z 5 CQ,my; CVFouCM, d; .
FC,ouCS, f;C0,n; &0ZLou 0G, [ |
1l fauc prouver que dd—uu. [[: dd. ff :4dd . 4ff. '

DEMONSTRATION.
L"o N a (art. 12 ) 4
A. aa— xx= :%"- » les triangles femblables azCP '

0CQ ,donnent d (CM).x(CP)=zu(C0O).m (CQ);
donc

B. dm == ux, & les triangles femblables S€7, ZON,
& CI =(1n°. 18 ) aa — xx , donnent ff (CS§*).aa —xx
(CI') = f[ (Z20").z%,( ON*); donc

C. flrrx=aalf— xxf].

En reprenant prefentement I'équation du quatriéme
Corollaire de la Propofition precedente n® 18, quiétant
divifce par » devient,

. aammyy - f:z_z_fcx

v g aabl = bbmm—bbzz_, & en met-
O iij
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cant dans le numerateur du premier terme , & dans le

dénominateur du fecond pour wayy,fa valeur aabb—bbxx
amm TrXX

i 4 3 ! . » Lot
tirde de I’équation 4, 'on aura -+ = aa
. xx As — xx

WuNx -
—zx, & mectant encore pour mm fa valeur ~--tirce de

PPéquation B , & pour 2%, fa valeur ff{%:ﬁ tiréedel’e.
quation C,l’on auraaprés les rédu&ions & tranfpofitions,
O v .";ij{f _ dod Lontire dd—uu. [ dd . fF:: 44d.
4/f. C. Q. F. D.

CorRoLLAIRE L

24. S 1 MP & FS font les deux diametres conjuguez
égaux, d {era =f; & I'équation deviendradd — an—= (],
qui {feroit une dquation au cercle, filappliquée0Z faifoic
unangle droitavec CM.

: DE'FINITION. .

15.8 1 lon faitd . f::2f . p, la ligne p fera appellce le
parametre du diametre MV, &

Cororrarrz 1L

26. L A proportion d.f:2f.pdonne dp =1 donc
en mulcipliant par d, Yon a ddp==24ff ; donc —”; —-._-:f;;
c’eft pourquoi fi 'on met dans I’¢quation precedente
_P"“r-""; fa valeur 3;—‘ , Pon aura dd —us = %;"?-d’oﬁ 'on
tire dd —ux . [[: 2d .p.

Cororrarre ITL

2 dad mff

n

'.”_______:____' = 13 ____I e T
ook e & & lon awra dd — un , dotil’gn
tire dd —uu. [[::m . .
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On ajoutera ici les mémes chofes que I'on a dites
art.12. 0% 9,10, 11,12, 13 ,& 14,

PROPOSITION. XIL
Theoréme,

28. L E S mémes chofes étant encore Jappofees , f Lon mene
Gq parallele @ MV. Fe dis gque Fq x qS, qG* : FS*.
VM-

En nommant encore CAs, ou €77, d; CS,ouCF,
f3 CO, ou 9G,u;0G,o0u Cq, [; Fqferaf—[; & 4§,
f+/
Il faut prouver que Ff— /. un:: 4ff . 4dd.

DE'MONSTRATION.

EN reprenant ’équation de la Propofition precedente
dd — ux — ;}{f_}’ , la multipliant par /7, tranfpofant & di-

vifant pardd , 'on entirera ff— ff— f%‘- » qui donnera f
—f unz ff. dd:4ff. 4dd. C. Q. F.D.
DEFINITION.
19. S 1 lon faitf. d::2d. p, la ligne «= p fera appellée
le parametre du diametre F§,
CororrLAIrE I
30. La Proportion precedente donne pf=— 244; donc

P ==2fdd , ou ’;ff = ’3; ; mettant donc dans Iéqua.

tion precedente pour dfﬁ fa valeur —g slonaura ff— f—

2fusn

-y d’ou l'on tire f— . un:: 2f. p.
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CororLLAIRE IL
f f

’ 3. Lox peut encore changer le rapport <~ , ou %-en
' i s e
/ . un aure rapport égal — , & l'on aura ff— = —3
/ de qui donne ff—.un::m.n.

On ajoutera encore ici ce qu'on a dit art. 121", 9, 10,
I, 12,13 14.
CororrairE IIL
32. I r eft clair (. 25& 29 ) que le reangle de I'un des
diametres conjuguez par fon parametre eft €gal au quar-
r¢ de Pautre diametre. “

PROPOSITION XIIL ;
Probléme.

33. Devx lignes quelconques FS & MV qui [e coupent
par le milien enC'a. angles obliques ctant données de pofition
¢~ de grandenr pour deux diametres conjuguey d'une Ellipfe
déterminer la pofition @ la grandewr des axes de la meme

Elipfe. i _ :

Cette Propofition contient deux cas quon pourroit
neanmoins redvire d un feul; comme on va voir dans le
fecond : le premier eft lorfque les lignes 7§ & M7~ font
égales = le fecond lorfqu’elles font incgales.

(!
| PremMieEr C As. '

34. A y ANT joint les points ML, S & M, F, & ayant
divifé M5 & MF par lemiliea en 2 & 0, on menerales
lignes C 2, CQ indcfiniment prolongées de part & d’au-
tre quife couperont a angles droits en C, puifque CS,
CAf, CF font'égales , & que les points 2 & 2. divifent
i par le milieu MS & AMF.

Soit enfuite faif PF==CP & QH=—CQ ,& du cen-

|

tre C par 7, & par F décrit deux cercles qui couperont
‘©r, & CQ aux points 4, B, D & E. Jedis que’Ellipfe
' dont
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done 4B & DE font, lesaxes, pafesa par les points F

M,F,7V&S.
DE‘’MONSTRATION,

A YAN T nomme¢ 4C, 0aCRB ,a;CD , ouCFE, ls
CP ou PI, x; PM,ouCQ, ouQH,y;1'ona par la pro.
priet¢ du cercle | & parla Conftrudion, 22— xx( 4P
xPB )= xx ((PI,oa:CP? ) & bbx~yy("ED. QD)

oax &

=2y ((QH' ,0uCQ" ), d'oulontire x.==V — @, &y

:v/—:—_-ééi c'eft pourquoi (n°. 19 & 21 ) les points
S, M,V ¢ §,font d IEllipfe dont les axes font 4.8, &

DE. C.Q.F. D,
SeconD Cas.

3 5,S ort prolongce CAfducoté de A, & foit faite ALK
prife fur le prolongement , égale a la troifiéme pro-

ortionnelle d CAs & CS ;& ayant mené par Azla droi.
te HM7 parallele & F§, du point O milieu de CK, on
€levera la perpendiculaire 0G qui rencontrera 27477 en
un pointG; puifque ( n°13) M7 eft tangente 4 PEllipfe
dont M7 & FS{ont deux diam. conjuguez;& que (1°10)
angle CM7 eft obtus, & du centre G par €, 'on décrira
un cercle qui paffera par K , & coupera MG aux points
T & H , par ou , & par C, l'on menera 7C s & FIC
indéfiniment prolongées au-dela de C par rapport 3 7"
&4 H :T'on menera enfuite A/2 & ArQ parallelesd C77
& a C73& ayant pris.4.8 moyenne proportionnelle en.
tre C7 & CP ; CD , moyenne proportionnelle: entre
CH & CQ, fait CA 3=CB, & CE= CD. Je dis que
I’Ellipfe dont 4B & 4D ( qui a caufe du cercle fe cou-
penta anglesdroits) font les axes, paflera par les points
Ay F; 7 &S,

DE‘MONSTRATION,

‘AL YANT abaiiﬁ"; du centre G furcz la perpendiculai-
ISGAN lcpomt N divifera C:e"par 1e milicu en N; &

LY 9

L=

F1e. §9.
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partant NG = % CH, &ayant abaiflé du point S furla

méme C7 laperpendiculaire §7, & nommé les Jdonnées
CB,ouCA,a CD,ou CE, b5 CMouCV,d; CF,ou
CS ,f 5 & les indéterminées C2, ou QM , x5 PM,ou
C2 ,ys; & CI,x;'onaura ( Contft. )
CP(*).CB(a):CB(a).CT="=,&

b
Co (y).CD(4) =CD (4). CH=",3doncNT ="

J ax 2
NG =-‘—i-, TP:f}——-x, & QH = %?--y,&les triangles
femblables ¢7S,210 H, TP Mdonneront CZ(z) . CS (f)
s MQ(x) . MH= ﬁ—, &CI(2).CS(f) TP

z

= —-x>. 7M=L —%; donc HM + MT , ou

— {x

a*f 2 at ¥
g (GT') == e ( NT* &
42X 4xx 4

angle droit GNT

brrzxx

NG*), d’olt lon tire ff=:zZ + ——= . Maisl'ona aufly
a4y

X
MQ_(x )-Q,H(;i——_y/i:: cz(a).zs_-:.%-__ﬁ

donc a caufe de Iangle droit CZS, f(CS* ) =28 + —=

2bbzz zzyy btrzxx

s ( C]"-{-]S) 5d01‘367\:<‘.+.. o =ZZ+

P

AX

brzz abbzz 4 2

—

dla el oy
, d’ol1 l'on tire za — xx= —r~qui

eif{me ¢quationaune Ellipfe dont lesaxes font ( Prop. 1)
AB = 1a ,& DE==2) ,& qui prouve au moins que cet-
te Ellipfe pafle par les points A1, & 775 puifque (Hyp. )
CM=CVF.

b

Or (Conft.) CM(d). CS(f) = CS(f) , MK= .
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mais par la proprieté du cercle “:5—: —-ﬁ-g(f.( HM x MT

= CM x MK== Conft.C§*)= f, d’olt 'on tire zz=
az — xx ; C’eft pourquoi (n°.18) l‘ElI‘ine pafle aufli par
les points S& 7. C. 0, z D.

COROLLAIRE.

36. S I MV"'=FS§; C M {era= MK; & partant les points
0 & G fe confondront avec le point A£, qui fera le cen-
tre du cercle qui érant décrit par C déterminera Ja po-
fition des axes par {a rencontre avec H7 en I & en
7 , quon déterminera comme on vient de faire.

PROPOSITION XI1V.
. Probléme.
U N E tquation & I'Ellipfe ab — xx = 2; btant domnéde
décrire UEllipfe , lorfque les coordomnies fontan augle oblique.

Ci:: dérerminera la grandeur desdiametres conjuguez
par k Prop 6. on trouvera les axes par la Propofition
précedente ; on déterminera les foyers par la troifiéme,
& on dccrira PEllipfe par la premiere.

o
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SR IC S T NN T

O lon démontre: les prz'nafpa!ex proprietez,
de !’H}’pcrbo!e décrite par des porits

Wo,-*/wez;ﬁsr un Plan.
PROPOSITION L
Theoréme.

Fre.60. X1V, N angle quelcongue HCK, & an point guelcon-
gque D dans cet angle ; érant donnex de pofition
fur um Liin. Si Lenmene dibrement par le: point D une li-
gne 1DK gui rencontre CH ¢ CKenlgren K, Grgu'on
prenve fur IDK Lz partie KO =1D. Je dis que les points
O ¢ D, & tous cenx que [on trewvera comme on vient de
faire le point O, en menant d autres lignes par le point Dy
feront & une Hyperbole , dont CH & CK font les afym.
protes.
DEMONSTRATION.

A Y ANT mené par les points D & O, les lignes DZ,
0G paralleles a CK, & DN, OF parallelesa CH , &
nommé les données DZ ,ou CN , ou(Contt.) FK , ¢;
DN, ou LC,d; & les indéterminées CF , ou GO, [’
FO,0uCGou NR,z, NFou RO fera [~= ¢, DR,d— %
les triangles femblables DRO , OFK donneront d—z
(DR).[—¢(RO) =z (OF).c( FK)sdonc ed— cx=
[z — ¢%, ou cd == [z, Etcomme cetre équationeft la me-
me que celle qu'ona trouvée (art. 9, n°16), il fuit que
Ja courbe décrite comme on vient de dire, eft une Hy-
perbole. Et parceque / croiffant, x diminue,, ou au con-
traire,, & qu'on peut augmenter /4 l'infini , z diminue-
ra aufli 3 linfini ; c’eft pourquoi les lignes CH , & CK
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font les afymptotes , parcequelles ne peuvent jamais
rencontrer PHyperbole. €. Q. F. D.

CoroOLLAIRE I

. |relt clair que tous les rectangles femblabless o7 «
FO font égaux entrleux, puifqu’ils font toujours €gaux au
méme rectangle CZ x LD ; & que I'on a toujours [z
== ¢,

COROILAIRE ' T1

% S 1 Pon prend fur 'Hyperboleun pointquelconque 7,
& que Pon mene par B une ligne quelconque 72877 qui
~rencontre 'Hyperbole en un autre point 77, & les afym.
protesen7 & en §, 7B fera toujours égale d 2§ : "car
ayant men¢ BY & 7@ paralleles aux afymprotes, I'on
aura ( Corol. 1) C¥ x Y B.— CQ x QF , ou (ennom.
AR C~, ¢ F X8 ;a3 CO, [ 3 LF >X 3 ) [X=cd, ou
SR—R=cd —c , qui étant changce enanalogie | don.
ne d —z. [—c 3. ¢,d’ot il fuit parla Démonftration
de cette Propofition que X8 = QS§sdonc 78 = prg.

Cororrarre ' IIL

3. I r eft clair que les parallelogrammes CD, Cz,cCo,
CF {ont €gaux entr'eux.

CoroOLLAIRE IV,

4. S 1 Ponavoit nommé NF; ou RO, [, on auroit ey
J? == ¢d— &% ,quimontre que lor{qu’une c¢quationa I'Hy-
perbole renferme plus de deux termes, les indérermi.
nées n’ont point leur origine au fommer de Pangle des
afymptotes.

CororLrLaIrREeE V.

5. I r eft évident que lorfqu’on décritune Hyperbole par

un point fixe , comme D, les points O que l'ontrouve en

failant KO = D7 peuvent fervir A en trouver d’autres
P
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comme B, & B dentrouver d’autres comme 7, ¢rc:

PROPOSITION IL
Theoréme.

6. E N fuppofant les mémes chofes que dans la. premiere Pro<
pofition , i Lon mene par le fommet C de Pangle des afymp-
dotes une ligne quelcongue CM qui rencontre O ¢»DL, pro-
Jongées on non prolongles en P & en M. Fe dis que le rettan-
gleCM xCN, ov CM xLD ¢/t égal anreftangle CP x CF |
on CP x GO.

Ayant nommé les données CZ,d; CN , ¢; CM ; 4,
& les indéterminées CF, ou GO, CG,ou FO,%;5 CP,«.

1l faut prouver que ac=u/.

DE MONSTRATION.

A Caufe des triangles femblables CZAf, CG2 , l'on
a CL.CM = CG.CP ,ouentermesalgebriquesd.a =
7. #3donc du == ay;: mais ( Prop. 1) f=dd, d’ou'on

I . d
i tire ¥ = %Fi mettant donc cette valeur deq dans 1'¢-

| | quation précedente , 'on aura fz =ac¢. C. Q. F. D.

é On peut encore démontrer cette Propofition en cette
forte. A caufe desparalleles DAs,0P,l'on aCL. CG =

i CM . CP; ceft pourquoi en mettant dans 'équation de

i la Propofition précedente Z==¢d , en laplaceded (Cz)

i & de z(CG) leurs proportionnellesz (CM) &z ( CP ),

H Von aura /& =ac.

i PROP.OSITION IIL

(it

il Probléme.

| I E10. 68 ‘7.U N E Hyperbole MBm , dont les afymprotes font CT,
il ex CH, étant donnée. Il faut dun point quelconque B, don-
' né [ur L Fyperbole , mener une tangente HBT.

Ayantmené par B les droites BG & B7 paralleles

(i
}
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dux a{'}rmptotes , foit prife 77=c1. Je disque la Iign¢
7 BH mence du point 7' par B touchéra PHyperbolé en
B , & ne la rencontrera en aucun autre point.

DEMONSTRATION
P AR PHypothefe; 7B H rencontre Hyperbole en 5,
& parceque CZ =17 ,7 Bleraaufli= BF ; d’ou il {uir
que B7 H ne rencontre 'Hyperbole qu'en un feul point
B : car fi elle la rencontroit en un autre point 0; KO
(n°2) == B7 feroit = BH. Ce qui eft impoflible 5 c’eft
pourquoi 7B H rouche I'Hyperbole en 5. C. g. F. D.

COROLLAIRE I

8.1 ¢ eft clair que toutes les tangentes, comme 7B
terminées par les afymptotes en 7" & £, font divifées en
deux également par le point touchant 3.

COROLLAIRE Ik

9. 1. Guie aum que fi la pofition de la tangente7 B £ eft
telle que la ligne menée de Pangle € des afymptotes au
" pointtouchant B, divife cetangle endeux également,les
angles CBF , CBT feront droits , & au contraire : car
puifque les an{gles BCG, BCIfont égaux , le parallelo-
gramme G/ {eraun rombe ; & partant CZ7=CG ;donc
C7 (n° 6) double de C7 = CH double de CG 5 celk
pourquoiles angles CBAH , CB7 font droits.

Cororrarre IIL

10. L & fuit encore que fi I'angle des afymptotes HCZ’
eft droit, dans toutes les Pofitions de latangente 7B E7
la ligne CB menée de I'angle des afymptotes au point
touchant B fera = BH = BT ; {i cet angle eft aigu,,
CB furpaflera BH, ou BT s'il eft obtus €8 fera moindre
que BH ,ou BT : car {i du centre B milieude H7 'on
décrit un demicercle furle diametre 77, le point C fera
furla circonference fi l'angle HC7" eft droit ; hors du
demicercle, sl eftaigu; & dans le demi cercle, s’il eff
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obtus ; donc au premier cas CB = BH ou B7 ; an
fecond , CB furpafle BH , ou BZ ; & au troifiéme,

elle eft moindre. .
CorRorLLAIRE IV.

1. L L eft encore manifefte que les lignes ZK , Mm
aralleles 4 la tangente HB7 font coupces par le mi.
fieu en 2 par la droite CB prolongée , car puilque BH'
== BT , PL fera=PK :mais (n°2 ) ML=mK;
donc 2 M = Pm.
PROPOSITILON 1Y,

Probléme.

x2. U N E lquation & I Hyperbole Xy = aa étant donnée,
decrive P Fyperbole.

On voit par I’équation, quin'a que deux termes, que
que lorigine des indéterminées x, & y efk au fommet de
Pangie des afymptotes.

Soit C lorigine des indéterminces x , qui va vers 7,
& y qui vavers H, & ayant pris CZ/ & CG cbacune =z,
on achevera le parallelogramme CGBZ+& IP'on décri-
ra ( Prop. 1.) 'Hyperbole A7Bm , entre les afymptotes
Cr &CH,
DE'MONSTRATION.

E 'L g eft évidente par la premiere Propofition,

PROPOSITION V.

Theoréme,
| : Fre. 61. 13 S 0 17T une Hyperbole MBm dont CH &~ CT font
5 les :J_;’jﬁf;ﬁtf tes s foit aulli par un point guclcongue B, mene

( 0.7 ) une tengente HBT, ¢ da point C par le poing ot~
chant B la ligne CBP. 8i par quelgue point P, lon mene PM
parallele @ HT , qui rencontre I Hyperbole aux points M ¢~
it m, e les afymptotes cw L e K. Fe dis queCP*— CB* . PM*
«*CB* . BH?, ox ce gui revient an méme , ayant pislonge BC
en A , & fait CA == CB, gue AP xPB .PM?:: AB*. TH

Ayant
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Ayant mene BZ , BG, mQ & mN paralleles aux

afymptotes, & nommé les données 4C, ouCB, a5 BH ,

ouBT,b;CI,ouGB, ¢;CG, ou IB ,d;& les indé-

terminces CP, x 5 PM ,ou Pm,y; CQ , ou Nm, /i
CNouQm,z; APfera x+a,& BP , x—.u.

Il faut prouver que xx —aa. yy::aa. bb:: qau . 446,

DEMONSTRATION.
L:s triangles {femblables CB7, cPK donnent CB
(2). BT (6) = CP(x).PK=f§*; donc mK — &

—y, mL= &—:-'- -+ y ; & d caufe des triangles fembla-
bles 787, KmQ ,& BHG , mLN,l'on a b(7B).d

(Br) :;%:—’--—-y_(Km).,((mQ\) 5 & bl BH) . ¢ ( BG)
2 f}+y (mZ)[. (mN), d’ott Pon tire ces deux équa-

tions 4z = f;f-x —dy, & bf = i;_’f +¢y, & en multipliant

le premier membre del'une parle premier de Pautre | &
bbedxx

Al

le fecond par le fecond , I'on a 44z =

—cdyy: mais
par la premiere Propofition X == cd; donc 44 == 225* __
Az
yy > en divifant par les quantitez ¢gales fZ, & cd 5 d'on
Pon tire xx — 22— "-:gz 5 donc xx — aa .yy aa. bh x
4az° 466, C. Q. F. D.
CororrAIrRE L
14..1 L eft évident ( art. 9 n° 7, 1,&12) , & par cette

1 . ayy. .
cquation xx —az =77, qui eft la m>me que celle
du méme article n°. 11, que le point C, eft le cencre de

PHypecbole MBm, que 4B eltlaxe, fi Langle 057

Q
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eft droity autrement £B eft nommée diametre détermi-
né ; que DE parallele & égalea H7 cft 'axe , ou ledia-
metre conjugué & 4B, que MP & MF font les or-
données ou appliquées aux diametres conjuguez 48 &
DF. Deforte que F2 cft le parallelogramme descoors
donnces: 5 '
CororrAarrE IL

A1
15. L’KQU AT1ON precedente xx — 2a== - b{? dona

ne x ==X 'z— Y'th + 3y, qui fait voir que fi 'on prolon-

ge MF en N en forte que FV = FM, le point & fe-
ra i 'Hyperbole ; & fil'onfaity=o0, la ligne ALV fe
confondra avec la ligne 43, le point Favec le point C,
& I'on aura x = =+« , d’olt il fuic que le point M fe con-

fond avec le point B, &le point NV avec A ; de forte
que CA =CB , & que le point A fera a 'Hyperbole..

~ Si dans la méme équation on fait x==o0, ayant mené
NQ paralleled DE, oud P, les points P& Q {e confon--
drontavec lepoint C,& 'onaura y==rv— 44.Or parce-
que les valeurs de y font imaginaires; il fuit que 'Hyper-
bole ne rencontre point Je diametre DE, ni de cote ni:
dautre du point C. Et parceque Lon tire auffi de la mé-
me ¢quation y = —;— V xx —aa; il fuit que 'Hyper-
bole rencontre les paralleles A72m , NQn des deux c6-
tez de 4B, tant que x (CP,0uC2 ) furIPaffe 2(CBou
Cc4); quelle coupe 4B en B& 4, lorfqueCP = CB,
ou x=a : car xx — aa devient gz — aa =0 ; & par

confequent y ==+ % vV xx —aa =03 & que lorfque les
points 7 & Q tombent entre 4 & B, ceft-a.dire , lor{-
we « furpafle x, PHyperbole ne rencontre point les pa-

ralleles & D £ menées entre 4 & B: carla quantité xx—
aa devient negative , & par confequent les valeurs de y
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. a . .
quation xx —zaz=— '-%V , fait voir que x(CP,ouCQ )

croiffant ,y ( PM ,ou QN') crofeaufli 5 ceft pourquoi
I'Hyperbole s’éloignede plusen plus a Iinfini du diame-
tre 4B prolongé depart & d’autrea I'infini : car il n’y a
rien dans 'équation qui empéche d’augmenter x 4 P'infi-
ni, d’ot 'onvoitr que 'Hyperbole a deux parties AZBm
& N.An oppofces 'une a lautre ; qui ne fe rencontre
point , & s’¢tendent a Pinfini. Ce font ces deux parties
de Phyperbole que 'on appelle Eoyperboles oppofees.

Cororrarre II1L

16. ] ¢ eft clair que les Hyperboles oppofces font gales
& femblables ; puifque les coordonnées NF, &7 Q_de
Fune font égales aux coordonnées A¢F , 472 de I'autre.

Corotrrarreg IV,

57 Tier aufli manifelte que les alymptotes C77, &7
de 'Hyperbole A28, étant prolongées versg , & vers &,
font auffiles afymptotes de I'Hyperbole oppolee N.An ;
puifque & & g, font toujours égalesd mK & ML.

CororrLAIRE V.

18. I reft encore dvident quela ligne A4z mende par le
point 4 parallele a DE , ou H7 5 & qui renconcre les
afymptotes en b & 7, eft égale A H7",0u 2 DE, & qu'el.
le touche I'Hyperbole 7.#nen 4 puifquielle eft divi-
fce en deux également en o, comme FI7 l'eft en B, &
que CAd 2= CB.

Cororrarre VI
L 2 bx o b
19. 1, 0Na(n II)¢"¢!’£"—-—-"—;-—;¢,&MR=—J~+ :

- bl bx bx
'onaauffi (n°13) bhe=cin gy Ly -

—~ =y, qui
montre que BFL (b)) =KMx ML.

Q]
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Cororraire VIL
»0. L’ 0  tire de I'équation 4 I'Hyperbole xx — aa=

' . aayy ay k g’.
49 erte autre EqQUAtION g —xx—jp- ==X X X+

7

mais GM = x — -?- , XGO=x+ L: . car les trian-
gles femblables HBC , CFG donnent B (6) . BC(a)
. CFoulPM (y) FG=" ; & partant GM = FM

- PO ==X :g_- = & MO—x = %{ 3 d’ou il fuit que

OM x MG <xx -~ :’;f’ — CB*(aa).

DEFINITION.

21, S 1 Pon décrit ( Prop. 1) dans lesangles HCz , TCh

ar les extremitez D & E du diametre DE conjugué au
diametre 4B , les Hyperboles oppofces RDS , 7/, C€S
Hyperboles feront nommees conjuguées aux Hyperboles

oppolces MBm, NAn..
Cororrarrge VIIL

22. | 1 eft clair que les lignes H# , 7' pafleront par les
oints D & E , & quelles roucheront en ces points les
Hyperboles RDS , 7E/, puifquelles y font divifces parle
milieu , comme 4B ,a qui elles font paralleles & ¢ga-
les, ’eft en C.
Cororrarke IX. :
23. D ot il fuic que DE & AB font les axes conjus
guez des Hyperboles RDS , 7E[, i DE eft perpendicu-
Taire 3 4B, autrement , elles en font deux diametres
gonjuguez.
AVERTISSEMENT.

24. 1z et point nece[fxire de démantrer que les Fyperbo-
fes RDS , sEf , ons les mémes proprictex, que les Fly-
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perboles MBm , NAn 5 pusfque ce ne [eroit qu'une repetition
inutile.

DEFINITION.

15_'8 1 Pon faitz .4« 24, i‘? que je nomme p, la ligne
égaled p , eftappellée /e parametre du diametre 4.B.

Cororrarre X

26. 2.6 26 .p, donne ap=12bb , ou aap = 2abb ;

e Ty . 14 ar ¥ 5 > !
d’out l'on tire 5 = ;5 Celt pourquoi fi dans I’équa-
tion a 'Hyperbol 29 lieu de 2, 'on

. . ) e a y
met {a valeur e I'on aura xx —aa== f—f , d’ottPon
tire xx—aa.yy =24.p, & fi onmet en la place de
as oal 2 P =72
7, Unautre rapport égal—, l'on aura xx —aa =->. On
ajoutera a ce Corollaire ce qu’on a dit (art.12n° 9 10,
3 A

Cororrarre XL
377, St Pon avoit nommé (n°.12) BP,x 5 AP auroit
¢té 22 + x, & l'on auroit trouvé cette équation 2ax = xx
Rayy ! ; . A
== —- , qui montre que lorfqueles indéterminces n’ont
point leur origine au centre de 'Hyperbole , il fe trou-
ve des feconds termes dans fon équation,

Cororrarre XIL
18.S 1 dans équation 3 'Hyperbole xx — 24 =" ou

A ! .
r2ax+xx =" 2 eft=15, ces deux équations de-

viendront les deux fuivantes xx — az=yy , & 24% ==

xx==gy, ceft-a-dire , qualors 4P x PB = PM" ; les

diametres conjuguez A48 , DE feront égaux ; (n°9-)
Qi
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les afymptotes a angles droits 5 & tous les diametres
égaux a leurs parametres,

L’on remarquera que ces deux équations a "Hyper-
bole ne different de celle du cercle , & les deux pre-
mieres de cellede IEllipfe, qu'en ce que les deux quar-
rez inconnus , ont un méme figne lorfque 'un eft dans
un membre de I'équation , & l'autre dans I'autre, ou
differens fignes , lorfqu’ils {font tousdeux dans un méme
membre, & c’eft le contraire dans celles du cercle, & de
PEllipfe, comme on aremarqué (art. 12 n°13 ) ;d’ott on
conclura qu’une équation locale appartiendra roujours &
I'Hyperbole, quelque mélange de conftantes quil s’y
puiffe rencontrer , lorfque les quarrez des deux let-
tres indéterminées auront un méme figne , 'un ctant
dans un membre de I'équation & lausre dans l'autre,
ou des fignes differens , crant tous deux dans le mé¢me
membre ; & fouvent méme lorfque lesindérerminées s’y
trouveront multipliées I'une par l'autre. Je dis fouvent:
car il y ades exceptions & faire quon frouvera dans
{a fuite.

DEFINITION.

29. L’"HYPERBOLE qui a fes afymptotes i angles
droits, ou (n°. 9 ) ce qui revient auméme, dont les dia-
metres font égaux entr'eux & a leurs parametres, eftap.
pellée Fyperbole équilatere 5 parceque 'axe d'une Section
conique eft appellé par Apollonius , Jatus tranfverfum, &
{on parametre , Jatus reftum.

PRAPOSTITFI@N- V1
-.30.UN E équation & I Hyperbole xx +cc—d =“.’i’l’

étant donnée , décrire I Flyperbole.

Soit C P'origine des inconnues x qui vavers 2, & yqui
va vers F, & qui font un angle quelconque FCZ2, le
point C fera aufli le centre de I'hyperbole ; puifqu’il n’y
a point de fecond terme dans I'équation. En fuppolant
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1°. Que d furpafle ¢ 5 foit ff = dd— ¢r . & mettant dans

I'équation en la place de dd— ccfa valeur £, elle devien-

3y . 3
dra xx —ff=—=, Soit pris CB= f, CB fera ( n° 13)
le demi diametre de Phyperbole qu'il faut décrire.Soit fait
m.nzff . 5 v Jera (art. 12 n° 12) le demidiame-
W= Vo
tre comjugué CD. Ayant mené par B la ligne 37 pa-
ralled €D, & fait BH & BT chacune cgale a mef;
==CDj; I'on menera les lignes CEZZ , 7K du centre ©

par les points /'@ 7" qui feront (n°13 ) les afymptotes,.

& lon décrira I’hyperbole ( Prop.r) par le point 3.
DE'MONSTRATION.

E Lt E eft évidente parlesart. & n°. que l'on vienrde

eiter.,

30. En fuppofant 2. Que furpafle 4 | foit fait 2
== (¢ —dd , & mettant dans 'équation en la placede ¢
~dd favaleurgg, 'on aura xx + gg== 2L : mais par-
ce que cette cquation: n'exprime point’ dans I'état’ ofy
elle eft, la proprieté de I'hyperbole démontrée ( ne. 13)
ou dans la Prop. 5 : car xx+ ggn'eft point cgal 2 42 x

nxx-:

PB; il faue la changer en celle.ci’ i = yy'— ?f’g en:

multipliant pars, divifant parm, & tranfpofant, qui men:

- - . r i . .
tre quele demi diam: exprimé parv = doic étre pris fur

éF exprimé par y. Ayant donc pris CD =\/zig5&fa-it"

m oy fera le demi di jugué
7.m -, 2z, gfera le demi diametre conjuguéa Cp; fi
Pon mene prefentementpar D la ligne 1D 77 parallele 3
CB, & qu'on fafle 2D & DH chacune = ¢ les lignes-
mences' du centre C parz & far H, feront les afympro.-
¢ par le point D,

tes; & l'ondécrira ’hyperbo
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DEMONSTRATION
E t1x eft la méme quela précedente.

PROPOSITION VIL

Theoréme.
3.\ & E Eyperbole BM, dont C eft e centre; AB ¢r DE

les dewx axes , on dewx diametres conjuguez_quelcongues ; &
CH, CT, les afymptotes. Si Lonmene ( n°. 6) par un point
quelcongue M antre que B la rangente EMF , qui rencontre les
afymptotes en E &~ F. Je dis qu'elle rencontrera e diametre AB
en wn point L | qui [era fitwé entre le centre C , ¢ Pextremité B
du méme diametre AB ; ¢ que CP . CB:: CB . CL.

Ayant mené par M les droites PMK parallele 2 DE,
ou HT ; MO, parallelea CB 5 MI, parallele i CH,
& par le point B, les droites BG, BN paralleles aux
afymptotes C7 , CH ,& nomm¢ les données& conftan-
tesCB,ouCA,a;CD,ou BH,ouBT ,b; BG, ou
CN,c; BN,ou CG,d; & les indéterminces C2, x ;
PM,y; CI,ou (n6)IE, [; MI,z;& CL, &

Il faut prouver quex.z:a. %

i

DE'MONSTRATIO N,
L E s triangles femblables CB7, CPK doanent C3 () .
BT (6)=CP (%), PK== % 5 donc MK = 5-; —y.Les
triangles femblables 78N , KM , donnent6(7B).d
(BN) = L:- —y (KM) .z (MZ),d'ou Pon tire x =

bidx — &
bl > dy. Les triangles femblables 2VC, A£70 donnent
BN (d).NC(c): MI(( .20 =3 donc EO =

EI-I-J'TO:f-ri-"f'g XBN(d).BC(a):MI(z. MO ‘

o
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= "—}, Enfinlestriangles femblables E0 A7, EC Z donnent

+Z(E0).% (OM):=3/(EC) .¢+(CZ) , d'oh I'on
[+3 p

. ] a-“’)rx' y = o e cd
tire #j= s>« mais (Prop.1). R=0¢d , & [= =S

c’eft pourquoi en mettant ces valeurs de /& de /% dans

2adz

celle de z, Ponaura r = P Or I'on wient de trou.

bdx —ady

ver g == ; metcant donc cetre valeur dez | &

A
celle de fon quarré dansla précedente valeur de 7, l'on
2aabbx — ya3by :
2Abb wpm by ——m5x)+my] - mais
(Prop.5 ) aayy = bbxx — aabbsc’elt pourquoi en mertane
cette valeur de #4yy dans la derniere de 2, 'on aura aprés

aura aprés les rédudtions =

les réductions, z == 22 ; d’ott l'on tire x . 21: 2.2 C. Q.
-~

o :
CoRrRoLrLLAIRE [

23, I v eft clair qu’on peut par ce moyen , d’un point’

quelconque donné fur Hyperbole , mener une tangente
{ans le fecours des afymptotes , en prénant CZ troifiéme
proportionnelle 2 C2 &4 CA.

CororraIrRE I

g . o 3
33. Sx de CP (x) lon bte CL&%),lonaurach-_n

XX e B2

~— pour I'expreflion de la foutangente 7z,

CororrvAIrRE IIIL

34..5 1 de CB (« ) on &te CL(ii), Pon aura BZ

RY = AR

s"l r . -
=2, ou fildn ﬁ‘PPOr_c que C2 ( x ) devienne infi-
niment grande ; e point touchant As fera infiniment

R
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¢loigné de B; & effagant le rerme — 24 dans l’expreflion
de BZ ; parcequalors il devient nul par rapport d-ax,

I’on aura BZ= ‘1:— = 4 ; d’ou il fuit quele point Z tom-

be en C, & la tangente ZM devient CE qui eft afymp-
tote de I'Hyperbole.

PROPOSITION VIIL
Theoréme.

35. U N E Hyperbole BM., dont C ¢ff le centre; AB &~
DE, les axes conjuguez_, étant donnée s [ Fon fait CF ¢ CG
chacune égale & Pintervalle BD , ou BE, ¢~ que Lonmene d'un
point quelcongue M, pris [urk Elyperbole , les droites MF, MG,
¢ ( 1°. 32 ) L tangente ML, Je dis que Pangle LMF fera
égal a Pangle LMG.

Ayant mené P'appliquée MP perpendiculaire 4 'axe
‘AR , & nommé CB ,ou CA,4;CD,ou CE,b;CF,
ou CG,0uBD, ¢35 MF, %3 MG, [;CP,x; P M ,y3PF
fera ,x —¢ 3 PG, x4 ¢; & CL (Do 31)-5:— ; donc FZ

:: €x — AR
St ) sinpems 2 ou

RAa (£ of
» XGL =c++—,0u A rlenify

x

11 faut prouver que MF (%) . MG (f)=F L(c::;_y)

. GL(EERE) nix—aa.cx + aa.

D'EMONSTRATION.

L:s triangles rectangles FPM & GPM donnent
A. xx — 20X+ CHY) — X, &
B. xx = 20x =+ cc =+ yy = [[: mais( Prop.4,)

ki Wt :
C.yy= Boxx = 2ab’ & le triangle redangle BCD don.

AR
ne bb = cc—aa , mettant donc cette valeur de 44 dans

CCXX — RAXX — AACC == A%

béquationC , lona gy = , &metrant
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cette valeur de gy dans les deux équations ¢ ,& B, l'on
aura aprés les réductions & extractions de racines, cx —.,
aa==ag, &cxaa =af; donc cx—aa.cx wraz : a

o(: £.[.C, Q.F. D

COROLLAIRE

d
LW

36. D *o ut I'on voit que fi 'un des points 7, ou G étoit
un point lumineux, les prolongemens des rayons refle-
chis a la rencontre de'Hyperbole fe réuniroient a ’au-
tre point G ou F.

DE'FINITION.

37 L:s points F&G fontappellez lesfoyers de 'Hyper-
bole.
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SECTION VIIL

Ou Pon donne la méthode deréfoudre les Pro-
blemes indéterminez, du premier & du
fecond degre Ceft-a-dire de conflruire les
équations a la ligne droite , & anx qua-
tre conrbes du premier genre, qui [ont le Cer-

cle, la Parabole , FEllipfe & Z’f{jperéale*
ME THODE
XV, L'ON a v dansles Se@ions précedentes 1°. Que

les équations indéterminées , ol les leteres in-
connues ne font multipliées ni par elles - mEmes ni en-
tr'elles , appartiennent 4 Ja ligne droite , & que lorfque
ces équations n'ont que deux termes , comme celle-ci
ay =bx, ou x=y ; les inconnues x & y ontleur ori-
gine au point d’interfedion de deux lignes droites, dont
f[-Eune renferme tous ces points qui fatistont au Probléme,
& lautre, tous les points d’ou menant deslignes paralle-
les 4 quelque ligne donnée, & terminées par la premie-
re , font la conftrudtion du Probléme.

2.. Que lorfqu’une équation 2 la parabole n'a que
deux termes , I'un defquels eft le quarré de Pune des -
connues , & l'autre , le produit de I'autre inconnue par
une quantité connue , COMME 2x ==y ; lesinconnues x,
&y ont leur origine au fommet de gaxe , ou d’un dia-
metre eX{Jrimé par x , & que lor{quelle a plus de deux
termes , lorigine des inconnues n’eft point au fommet

d’un diametre.

3°. Que lorfqu'une équation au cercle,ou a Ellipfe, ou
aux diametres de 'Hyperbole, n’a que trois termes,deux
defquels renferment les quarrez des deux inconnues, &
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le troifiéme cft catierement connu , comme az — xx ==

Jy , aa— xx = L ouxx —az="" lesi )
7y, ¥ == ad ok a=="2 lesinconnues

x & y ont leur origine au centre de ces trois Courbes,
& que lorfoue ces cquationsont des feconds termes, 'o-
rigine des inconnues n'eft peintau centre,

4°. Que lorfqu'one cquation aux afymptotes d’une
Hyperbole n'a que deux termes dont Pun eft le pro-
duitdes deux indcterminees , & l'autre un Plan connu
comme xy =ab,l'origine desinconnues x & y eft au fom-
met de I’'angle desafymprotes, & que lorfque cetre €qua-
tion a plus de deux termes, l'origine des inconnues cft
ailleurs ; o 'on remarquera que Tes quantitez conftan-
tes , quelques compofces qu’elles fe puiflent rencontrer ,
changent rien de ce que nous venons de dire; puifque
Pon peut toujours mettre en leur place des valeurs fim-

"’__64

ples : par exemple cette équation —xx==yy, elt

cc
une équation au cercle dont le centre eft 'origine des in-

déterminées : car on peut trouver (* art. § June quanti-

4+
at— b

té fimple dd = ; de forte que mettant 44 dans

(19
r . .“4 T 54 .
équation precedente en la place de —— elle devien-

dra dd — xx =—yy. 1l eneft ainfi desautres.

Nous avons donné dans les Sections precedentes la
maniere de conftruire les équationsindérerminées du fe-
cond degré, c’eft a dire, de décrire lesquatre courbes du
premier genre par le moyen de leurs équations : mais ces
¢quations éroient dans I’état oti nous les venons de pro-
pofer ; ceft-d-dire que I'équation 4 la ligne droite , ala
parabole , & aux afymptotes de 'Hyperbole, n'avoic
que deux termes ; ’équation au cercle,a I'Ellipfe, & aux
diametres de 'Hyperbole , n’avoient que trois termes
parmi lefquels il n’y enavoit pointde fecond\: mais lorf-
qu'on réfout un Probléme , les équations ou P'on arrive

ne font pas toujours, ou plitdt, {ont rarement dans cet
R ijj
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érat. Ce qu'il y ade conftant, c’eft que lorfque les let-
tres indéterminées n’auront pas plus de deux dimen-
fions, foit quelles foient multiplides par elles mémes ,
ou entr'elles, les équations appartiendront toujours a
une des quatre Courbes du premier genre, 1l eft méme
tres-fouvent facile de reconnoitre par la feule infpection
d’une équation a laquelle des quatre elle appartient,
ar ce que 'on a dit ailleurs , & il n’y a qu'un Cas on
Fon puiffe fe méprendre,qui eft lorfqu'une €quation ren-
ferme deux quarrezinconnus, & que le produit des deux
lettres inconnues {e rencontre encore dans quelqu’un de
fes termes : car ces €quations appartiennent fouvent 4
I'hyperbole , & quelquefois aucercle, oua la parabole,
ou a I'Ellipfe : mais lorfqu’il n’y a qu’un quarré inconnu,
& que le produit des deux inconnues fe trouve dans
un autre terme, I’équationappartiendra toujours a ’hy-
perbole , & il fera libre de la réduire aux diametres; cu
aux afymptotes , comme on va bien-tot voir,

11 fuit de toutceci que pour conftruire les équations
qui ne font point dansI'état des précedentes, ceft-a-dire,
pour décrire les Courbes aufquelles elles appartiennent,
ouil faurdonner d’autres regles que celles des trois Sec-
tions précedentes, ouil faut donner des regles pour ra-
mener ces équations a I'état ot font celles des mémes
Sedions , afin de fe fervir des mémes regles dont on s’y
eft fervi pour décrire ces Courbes : mais comme il va pa-
roicre un Livre de Monfieur le Marquis de I'Hopital
( pour lintelligence duquel celui-ci ne fera peut-Ctre pas
inutile ) dans quuelon trouvera des Méthodes de con-
{truire les ¢quations indérerminées, telles qu'on lestrou-
ve en refolvant les Problémes, on a juge a propos de
prendre le partide ramener leséquartions indéterminées
qui n'excedent point le deuxiéme degré, a I'érat de
celles par le moyen defquellesnous ayons dccrit les Sec-
tions coniques dans les trois Sections précedentes. Les
moyens dont on fe fert pour changer d’érat ces cqua-
tions, font nommdées réduitions.
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DESREDUCTIONS

Des Equations indeterminées du premicr ¢~ du fecond deord,
o

i n’y a que deux chofes quiempéchent les équasions
indcterminées du fecond degré, d’éere femblables, ou
dans le méme crat de celles par le moyen defqueiles
nous avons decrit les Courbesau{quelles elles appartien-
nent dans les trois Sections précedentes. Ces deux cho-
fes forit les feconds termes , & les rectangles compofez;
de forte que pour les réduire, il 0’y a 'qua faire ¢va-
nouir par les regles ordinaires les feconds termes, &
changer les retangles , ou produits compofez en desre-
&tangles, ou des produits fimples.

Jappelle reGtangle compofé , le produit d’une lecere
ou quantit€ connue , ouv inconnue , par une lettre in-
connue accompagnee par addition , ou fouftraction d’u.
ne autre lettre ou quantité connue fimple , ou compo.
fce. Par exemple ay+ xy, eft un re¢tangle compofe de
@+ x xy;aa = ay, eftun retangle compofé 2 + y x « ;

- o gt
i‘t—x—b—fﬂ, eft un retangle compof¢ de -i‘;:f’—‘-’x Xiay

= by =+ xy , eft compofé de z + b+ x x y. Il eftainfides
autres.

2. Ilya quelquefois quelque changement 2 faire pour
rendre des quantitez complexes femblables aux rectan.
gles compo?'ez dont nous venons de parler. Par exem-
pleaz — by, neft point le produit d’une quantité fimple
par une quantité complexe : car pour cela, il fandroit
qu'il y eut un 4 dans le premier terme 245 c’eft pourquoi
il faut (art. 5) changer 2« en un reGtangle dont un cé.
té {oit 4, comme en éc, & mettant & en 2 place de aa,
Ponaurabc —by==c—y 4. 1l en eft ainfi des autres.

Il y a des équarions, o il n’y a qu’a oter les feconds’

termes pour les réduire : il yen ad’autresottil n’ya qua
changer les produits compofez en des produits fimples,

&ily ena dautres ot il ya toutes cesdeux chofesa faire.

}es exemples fuivans ne laifferont rien 4 éclaircir fur ce
ujet.
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EXEMPLES

De Lz rédultion des Equations en faifant evanouir les
[econds termes.

3. Ox fair quela regle de faire évanouir le fecond ter-
me d’une €quation , eft d’égaler la racine du premier +
ou — le coefficient du fecond divif¢ par I'expofant du
premicr 4 une nouvelle inconnue , ce qui donne une
¢quation que jappelle 7éduétions d’ou lon tire une va-
Jeur de Iinconnue quieft la racing du premier terme de
I"équation & réduire ; & fubftituant cette valeur , & cel-
le de fes puiffances dans I’équation a réduire , elle fe
change en une autre €quation, ot inconnue dont on
vouloit faire évanouir le fecond terme, ne {e trouve plus:
mais il fe trouve en fa place la nouvelle inconnue de la
rédudion , dont le premier terme eft élevé 4 la méme
puiffance que celui de 'inconnue que I'on a fait évanouir:
mais qui n’en a point de fecond. Ceci eft general pour
les équations de tousles degrez , quoiqu’il ng foit ici que-
ftion que des équations du fecond.

Exemerpre L

4. Sorr Péquation xx — ax = yy==14y. 1l eft clair que
cette équation appartient au cercle , puifqu’elle renfer-
me deux quarrez inconnus xx & yy quiont le méme figne
+ érant tous deux dansun méme membre de I'équation:
mais les inconnues n’ont point leur origine au centre: car
les deux quarrez inconnusxx &yy ontchacunun fecond
terme x & by. Pour faire évanouir le fecond terme—

. . 1 5 1
ax, je fais x — — a==g; doncx =g+ — 4, & met-
tant cette valeur de x, &celle de fon quarré dans’équa-

tion , elle deviendra zx— %dd—l—yj =4y, ou zg eftun

premier terme quin’en a pointde fecond.Pour faire €va-
nouir le fecond rerme 4y , je le pafledu core de fon pre-
mieryy , afin que yy garde fon figne = ; ainfi 'équation

devient
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devient zz — -:— ad+yy—lby=0; & faifanty — —4

=#, l'on a y=u - — b; &mertant cette valeur dey
& celle de fon quarré dans I’équation en la place de y

& de yy , 'on aura zz — :{— Ad A~ 1g — —E— bb=o ,0uzg

I 1 . - ’
= ar bb— un , qui montreroit que cette ¢qua-

tion appartient au cercle fi on ne I'avoit pas connu d’a-
bord , & qui montre que les inconnues x & ‘# ont leur
origine au centre ; puifque ni I'une, ni l'autre n’ont point
de {econd rerme. Le demidiametre de ce cercle eftégal

IVE ad b
4 -
Exemrpre IL

5. S o171 une équation xx 4= bx— 24% — yy =0..On
voit déja quecette équation eftd une Hyperbole équila-
tere ; puifqu’elle renferme deux quarrez inconnus avec
differens fignes dans un méme membre , & délivrez de

toute quantité connue ; en faifant x =« — b —az =g,
Pon aura x =z~ _;‘. bw=a, & aprés les fubftitutions 'on
aura 23— 'T:" bb A= ab— aa~—yy==0, ouzx — IT bb

o ab — aa =yy. mais i -:— 6 furpafle il faudra tranf.

ofer le terme connu : car en cecas il eft pofitif, & dans
Féquation a ’Hyperbole il doic €cre négatif ; ainfi I'¢-
quation fera zg = yy+ -% bb — ab == aa,ouilesinconnues

Z &yont leur origine au centre de 'Hyperbole, dont les
demi diametres conjuguez fonc €gaux entr'eux & 3

T 1
.y b—a,0ua— b
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Exgmere TIL Fa

6.Sort xx— 254 by =0, qui eft une équation ouilya
un {econd terme 2.xy qui peut apartenir indifferemment a
deux premiers: mais parceque le quarré dey ne s’y trou-
ve point , il faut neceflairement le rapportera xx 5 faifant
donc x—y =z, 'équation fe réduira d 22—y -+ by==0:
mais la réduction a fait naitre un premier terme yy qui 2
pour fecond by;c’eft pourquoi en tranfpofant pour donner

a gy le figne ==, 'on a 28=2y— by, & faifant y ---x;- b

_ 3 , . X :
— n; léquation fe réduira & zg=m—— 00, qui
eft une équation & 'Hyperbole équilatere,, ot lesincon-
nues z & » ont leur origine au centre.

5 3 :EXEMPLE T EOEN
7.S O I'T X¥¥——12¥y~Tdaa-2)y == O, en faifant x —y
=z, I'équation f¢ réduit 2 celle-cizz—)y — aa + 2y
=0, OUZL— 4d -3y == O, %ui eft une équation au
cercle , fi les inconnues z & y font un angle droit; a

Si dans I'équation d réduire xx— 2xy—aa -+ 2y,au lieu
de zyy, il y avoit —yy , ou—a1yy &, clle appartiendroit
3 I'Hyperbole dont les diametres ne font point cgaux
s'il IY avoit 4 3yy:0u = 4y €, elle appartiendroit a IEl-
lipfe; & fi au lieu de 29,1l y.ayoit =+ by =+~ yy,clle appar-
tiendroit a la parabole. -

EXEMPLES.
Des rédaflions en changeant des produits compofex en
 produits  fimples.

O N réduit en changeant les produits cdmpoféz en des
produits fimples, toutes les équations ot il n’y a point
de quarrez inconnus , qui font celles-qui appartienncat
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a la ligne droite , ou aux afymptotes de 'Hyperbole ;
celles ou il n’y a qu'un quarré inconnu fans le Eroduit
des inconnues, qui appartiennent toutes a la parabole ; &
celles ot il n’y a qu’un quarré inconnu avec ur, produit
des deux inconnues , qui appartiennent toutes a I'Hy-
perbole. On pourroit aufli réduire ces dernieres , en fai-
{ant évanouir le fecond terme , comme on a fait (n°, 6)
auquel cas elles appartiendroient aux diametres de 'Hy-
peiole : mais en les réduifant en changeant les retan-
gles compofez en de fimples, elles fe rapporteront aux
afymptotes. Toutes ces équations ne feront point entie-
rement réduites par cette feconde maniere de reduction,
que lorfqu’elles nerenfermeront que deux termes,

ExegmrLE V.

8,8 o 1T I'équation, x 4+y=—z, oux=g—y, enfai-
fant 2 — y = £, l'on aura x=z qui eftunlieudlaligne
droite. Silonfait x4 y==%, l'on auraz==«, quielt
aufli un lieu a la lignedroite : mais les deux inconnues
d’une équation ne fe doivent pas trouver dans une rédu-
¢tion quand on peut faire autrement.

Soit I'équation x— y==az—¢, oMx=—=g — (v~ y: €N
faifant 2 —¢+y==g, 'onaura x==z.

ExemMrre VL

9. Sorr I'équation ax — by ==aax, ow ax == aa = by,
ouax = b - 4y yen mettant bcpourza, ayant fait ¢ -y
= z, l'on aura ax == 4z, quieftun licu a laligne droite,

Exemrre VIL

10.So0ar I'équation ax — xy == 4y , en faifant 27—y
=z, l'on 2 y =« —z; & mettant cette valeur de
.dans P’équation a réduire , I'on aura xg == ab— bz _qui
a encore trois termes ; c’eft pourquoi, en tranfpofant ,
“Yonaxx 4+ bx—= ab: & faifant x wmb=—1u,'on 2 ux = ab,
qui eft une ¢quation aux afymptotes de I’'Hyperbole,

§ij
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Exemrre VIIL

11, S 01T abx == bey == axy 5 parceque dans les équa-
tions ol il n'y a point de quarre inconnu, c’eft le pro-
duit des deux inconnues quien détermine le degre , il
faut , avant que de les réduire, délivrer ce produic de
toute quantité connue ; c’eft pourquoi en divi{ant toute

I’équation par « , 'onaura bx = i?— -+ xy, & faifant

Y i Fopan = b & mettant
5 =2 ona x =z 5.2 CCLte va<

i s ! £ 3 - b
leur de x dans I’équation  réduire , I'on aura bz — -éf

=2z, omb—z)= éi—’ s & faifantencore 6—)y =u,

' bb ; : .
I'on aura zz = T‘ , qui eft un Iieu aux afymptotes de

I'Hyperbole. P
Exemrre IX.

I2. S ort Péquation xx — ax =4y, pour faire ¢Eva-

nouir le fecond terme , on fera x— Xz =z, & l'on
“ -
auUra 2z — — da==by ,ouzz = — a4 + by, ou zx=b¢
B T WA ) 5 OU 2= ¢

= by , en mettant b.pour — au , & faifantencore 4y
=y, l'on aura zg=4n , qui eft un kieu 4 la parabole
dont le parametre eft 4. '

Exemrre X

13. Sorr Péquationt xx - xy ==zb. On peut réduire
cette équation en faifant évanouir le fecond rerme, &
elle fe rapportera aux diametres de I'Hyperbole : car

faifant x =+ -—:- y==z, l'on aura g_{-a“i* yy==ab,ouzg

3 i ¥
Fishados adl Mais parceque xx +xy=xx x ¥y, Cn
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faifant x 4+ y = z, 'on aura zx =ab quife raposte aux

afymptotes.
. Exemerre XL

14. S OIT xx — xy == by , on pourroit encore réduire
certe équation en faifant évanouir les feconds termes |
& clles fe rapporteroit aux diametres de 'Hyperbole :
mais on peutauffi la réduire aux afymprotes comme I'on
a fait la précedente : car en tranfpofant, Pon a xx =4y

~+ xy 3 & faifant x + b= 5 ona x=zx— 4, & met- Voyer 'at-
ticle 12, n°.

tant cette valeur de x dans I’équation a réduire , I'on
aura gz — 23+bb=737, ou )+ 2bx—zx—4b , &
faifant y 426 — z==# ,'on aura a¥ == 44 , qui fe rapor-
te aux afymptotes.

CONSTRUCTION DEs RE’DUCTIONS.

XV I.E N réduifant les équations indéterminées , 'on
en forme d’autres plus fimples , que nous avons nommeées
Rédudtions. Er comme c'eft parle moyen de ces Rédu-
&ions que I'on conftruit les premieres, I'on a jugé a pro-
pos d’en donner ici la conftruction en particulier pour
avoir plusde facilicé a conftruire les autres.
Toutes les Reductions {e peuvent rapporter 4 quel-
wune des fix Formules fuivantes, ou #, 4 & ¢ expriment
365 quantitez connues quelconques complexes , ou in.
complexes.

10,

A I
Lx*a=2 4 xi—é—-—- .
2. a—x=2. . xjjté:i,
~
3. x X y=2 G;x:'_'_‘f _":fm{

CONSTRUECTION.

De la. premiere. Formule x +a=1.

X S o1 T .4 le point fixe , ou Porigine desinconnues x, Fre, 65

qui va vers F , & y qui,va vers G, & qui forment I'angle

G.AH tel quil doit Ctre felon les qualitez du Probléme,
S iy
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dont on fuppofe ici que l'on fait la conftruction. 1°.Si la
Réducion eft x 4+« =, il eft clair que la conftruction
fe doit faire fur la ligne 4F exprimée par x, & que pour
. avoir fur 4H indéﬁgniment prolongée vers A une ligne
| égale 4 ¢, il faur prolon%er AH ducoétéde 4en C,en
forte qué 4C==a: car lonauraalors CA+ AH=a
+ x ==z; & ainfi le point C fera alors l'origine , ou le
commencement de xqui va vers /7 ,& dey quivaversg,
en demeurant toujours parallele 2 4G, de forte que sl
| n’y avoit point de Rédudion pour 7, le point C feroit
| I'origine des inconnues de I’équation réduite, dont celle
que I'on vient de conftruire eft une Réduction.

2. Si la Réduction eft x— 2=z, 'onprendra le point
Fre, 66 C ducoeé de H parrapporta 4,& lonfera AC—=4;&
le point € fera le commencement de x_qui va toujours
; vers F , & dey quiva vers g parallele'd 4G : car alors
| AH— AC =CH = x—a==g;& s'il n’y avoit point
- | de rédudion poury , le point C feroit l'origine des in-

! connues de l’¢quation réduite.
| : 3. Mais fi dans 'un ou dans l'autre ; ou dans tous les !
| deux Cas précedens, il y a une rédudtion pour y fembla-
Fre. 65 bleala précedente, par exemple , y b =ux; I'on fera
66. {ur Cg ce que l'on vient de faire fur 4H , ceft-a-dire,
que sl y ay < b=#, 0n prolongeraCgen 0 5 &s'il ya
— b ==, I’on retranchera Co de Cg, en faifant CO,,
ou Co=z=4; & le point0 , ou o feral'origine des incon-
nues de I’équation réduite  qui va toujours vers g, &<
qui va vers M, oum parallele 4 CH ; de forte que les
nouvelles inconnues z & # font le méme angle au point
0, ouo que les premicres x &y au point A , qui-eft leur

orlgmc.

CONSTRUCTION.

De la feconde Formule a—x=z.

S L’ o N voit par la feule infpe@tion de cette Formule
que les deux inconnues x & z-font enfemble égales a la
Fre. 67, grandeur 4 ; ceft pourquoi A ¢rant le commencement
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de x qui va vers FI, ayant pris fur 47 l'intervalle 4C
==4 ,le point C ferale commeneement de 7, qui en ce
cas va vers 4 , & de y quiva vers g parallele 2 4G : car
fi 'on prend librement un point D fur 4C; 4D étant
%, CD feraa — x =z; & le point D n’étant point fi-
xe nepeut étre l'origine de z; c’eft pourquoi puifque x
a {on origine au point 4 , z commencera neceflairement
au point fixe C, & ira par confequent vers 4,

5. Sl y a encore une Réduction pour y femblable 3
une des deux premieres Formules , on la conftruira com-
me on a fait les précedentes.

CONSTRUCTION. .
De lz tra{ﬁ'éme Formule X = YR

6. T ou T Es les Réductions, ot {e trouvent les deux
inconnues x & y de I’équation a réduire , viennent des
€quations ol les mémesinconnues font multiplides 'une
par lautre dans 'quelque terme, & ou l'une des deux,
ou toutes ces deux font quarrces. Or pour ne point fe
trouver embarrafl¢ dans la conftruction de la Réduc-
tion , la lettre inconnue de la Rédudtion qui eft multi-

lice par I'autre inconnue dans ’équationa réduire, doit
ctre conftruite la premiere ; par exemple, fi I'équation

4 . . 3 I
a réduire eft xx— xy = 4b ; foit qu'on fafle x — — y
==Y, pour faire évanouirle fecond terme, {oit qu’on faf-
{e x —y == pour changer le rectangle compofe xx —

xy , en un fimple »g , il faudra toujours conftruire y la

premiere.
Suppofons dans cette Formule que y, ¢toir multiplice

par x dans[’équation a réduire; & foit 4 le point fixe oi F1 ¢, 63,

commencent les inconnues x qui va vers G,& y qui va vers
H,;& qui fait avec 4G unangle quelconqueG.4 H.Sioutre
la Formule que I'on conftruit, il yauneréduction poury ,
elle fera femblable a une des deux precedentes , c’eft -
a- dire ; quelle feray=4 = #, & on la conftruira com-
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me les précedentes en prenant fur 4H prolongée ou
non prolongée felon qu'il y a y + b,ou y—b, la partie
AC, ouAD = b , & lorigine de I'inconnue # {era au
point C,sil y ay+bé=u;au point D,silya y—4
— # , &ira vers H dans I'un & lautre cas : mais s'il y
24—y ==, le point D fera I'origine de #» quiira vers
A. Cela pofe,

Si la Rédu@tioneft x +y =z, 'on prendra fur 4D
un point quelconque E, par ott 'on menera EF parallele
3 AG , & ayant prolonge EF en B, en forte que EB
— AE , l'on menera de 4 par Blaligne 4B indéfini-
ment prolongée du coté de B , & BF == BE~+ EF =
( Contft.) AE + EF fera=x 4y ==7, & le point4 fera
Porigine des trois inconnues x,y 8 z. Mais s'il y avoit ung
R¢édudion pour y telle que celle qu'on vient de conftrui-
re , Porigine des inconnues » parallele 2 4FH & Zpa-
rallele 4.4G, feroit au point 0 ou 2, ot la ligne4.B ren-
contreroit la parallele 2 4G ménée par C ou par D5 de
forte que les coordonnées de la courbe qu'il faut décrire
font A prefent 4B & BF ,0u OB& BF , ou PB & BF.

Si la Rédu&ion croit x— y=¢, les points B, 0 &
P feroient de 'antre cot¢ de 4H. :

CONSTRUCTION.
De la quatriéme Formule X i%—: g

7. E 11k eftla méme quela precedente, excepte qu'au
licu de prendre EB== AE , il faut prendre EB relle

gueEB..EA*,::.:.6:pa;35=£1;'+53_‘:xi%z&
CONSTRUCTION.
De la cinguiéme € fixiéme Formulex*y+b=12,
ay
O x¥x o Te=1,

8, L a conftru@tion de ces deux Formules ne differe
de
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de celle des deux précedentes qua caufe de +4 | &
de +¢5 c’eft pourquoi ayant conftruit (n°. 6& 7 ) x +

¥, 88 x+ -?— , on prendra fur 4G prolongée du coté

de A ( en fuppofant quilya+é,0u-c) 47— 4, ou
== ¢ ; & I'on menera par 7 la ligne K parallele 45 qui
réncontrera en K , la ligne BEF prolongée du coté de

B, & KFfera=x-+y+4b =z, oux =+ %{-1-:::{,
& le point 7 fera 'origine desinconnuesy& z, il n’ya
point de réduction pour y : mais s'il y 2 une réducion
pour y, le fpoim: Z ou A fera Porigine des inconnues
#& £ ; de {orte que les coordonnées de la courbe qu’il
faut decrire , font prefentement ZK & KF , ou ZK &
KF, ou MK & KF.

L’on a fuppofé qu’il y avoit + dans les deux réduc-
ctions que I'on vienr de conftruire : maisil n'eft pas plus
difficile de les conftruire ,en fuppofant qu’ily a par-tout®
—,0U +& —, ou— &+ car cela ne peut que changer
la pofitiondes lignes.4 B & 7K par rapport a elles-mémes,
& dla ligne 475 & dans tous les cas 48 & IK feronc
toujours paralleles.

CoNsTRUCTION.
Des eéquations , ou des lieux a la ligne droite.

XVIL A vlieude propofer fimplement deséquations
a conftruire , on propofera des Problémes a réloudre ;
"& apres avoir ramené les équations que I'on en tire-
ra ﬁ‘état de celles des trois Se&ions précedentes, on en
donnera la Conftruction, & enfuite la Démonftration,

PROBLEME INDETERMINE,

I [ ] N angle GAH ¢tant domné , il faut trovver an dedans ¥ 1 6. 6.

un point M , d'oit ayant mené MP parallele & AG , PM foir

égale 4 une ligne donnée AB.

- Ayant fuppofé le Probléme réfolu , & nommé la don-
2!
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née 4B, «; & linconnue P, x ;5 on apar la quali.

té du Probléme x = # , qui eft une équation a la ligne

droite , & qui fournit cette conftruction.

i Soit menée par B la ligne BM parallele 3 4F. Je dis

g gilé: BM renferme tous les points qui fatisfont au Pro-
me,

DE'MONSTRATION.

i A Y AN T mené par un point quelconque AV de Ia li-
i gne BM, ladroite N2 parallele 4 4G ; 4 étant un
‘ : parallelogramme, Pon aura toujours QN=4B, ou %
| ==a. C.Q.F.D.

PROBLEME INDETERMINE.

|
;q
‘ F1c. 70. 2, U N angle GAH étant donné , il faut trouver dans cet
angle un point M, d ot ayans mené MP parallele a GA , AP

£ PM [oient enfemble égales a wne ligne donnee KL.

Ayant fuppofé le Probléme réfolu , & nommé la don-
1 née KZ ,a; & lesinconnues A7 , x & PM ,y;'onau-
il J ra parles qualitez duProbléme x +y =4, 0uy=ux— x,
i qui eft une équation a la ligne droite : mais parcequ’elle
’ contient troistermes , je éis a— x==2Z_:c€e quiréduit
' I’équation 4 celle-ci y==z, qui n’ena que deux , & qui
donne cette Conftruction.
Ayant pris fur 4H & fur 4G les lignes 4B & AC
{ ¢gales 4 KZ, & mené la ligne BC. Je dis que tous les
| points comme 2/ de la ligne BC fatisfont au Probléme. ,

i DEMONSTRATION.

i' A Caufe de larédudtionsz — x =z, 4B €tant nom-
‘ mée z,& AP, x ; BP fera 24— x oug, dont l'origine
. eft (art. 16 n°. 4) en B, & qui va vers 4. Or puilque
( Conft. ) 4B = AC & PM parallele 2 4C , PM
feraégale d 2B ; ceft pourquoi 42 + PM , 0u AP -
PB= KL, ou en termes Algebriques x4 y = &

C.2. F. D.
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PROBLEME INDETERMINE.

3. D EU KX lignes paralleles AH ,BK terminées en A & B Fre. 71.

par une autre ligne AG gni fair avec elles un angle guelcongue
GAH, étant donnces de pofition. Il fant trowver dans I'an-
gle GBK le point M, d'od ayant mené MP parailele 2 GA
gquirencontre BK en E 5 ME foit a AP , ou 4 BE dans la raifon
donnée de m an,

Ayant fuppofé le Probléme réfolu , & nommé la
donnée 4B, ou PE, a; & les inconnues 42, ou BE,
x5 PM,y; EMlera y— 2 ; & Ponaura par les condi-
tions du Problémey—a.x:m. n; doncmx =ny—na;
& comme I'on ne peut point trouver une feconde équa-
tion , il fuit que le ProElémc eft indéterminé: & lelieu
qui renferme tousles points quifatisfont au Probléme eft
une ligne droite; puifgue dans I’équation mx —=ny — na,
les inconnues x& y n’y font multipliées, ni par elle-mé-
me , ni entr’elles. Pour réduire cette equation a deux
termes, je faisy — 2== z, & metrant g dans I’¢quation
poury—a, I'on a mx=nz qui donne certe conftruction.

A étant le point fixe ou I'origine des inconnues x qui
va vers F , & y qui va vers G, a caufe de la réduction y
—a==2,le point B devient l'origine des inconnues x
qui va vers K , & z qui va vers G ; {oit prisBC =n, &
mené par C la droite CD parallele 2 BG & = m. Je dis

ue la ligne indéfinie D7 mencée par les points B & D
zmtisfait au Probléme.

DEMONSTRATION.

A Y AN T mene par un point quelconque N pris fur
BI , la droite NVQR parallelea 4G, ou 4 CD, les
triangles femblables BCD. 29 N donneront BC.CD :
BQ.0N,ouentermes Algebriques 7. m:: x . g ; donc
Mmx == 1 Oumx == ny — na , en mettant pour z fa valeur
y— a ,quielk I'équation quel'ona conftruite. C.Q.F.D.

T jj
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CONSTRUCTION

Des Equations o des lieux aw cercle.

PROBLEME INDE TERMINE.

Fre, 72. XVIIL U N E ligne AB étant donnée de grandenr ¢ de
pofition. Il faut trouver hors de cette ligne un point M., en forte
wayant mené de ce point aux extremitex A ¢ B de la ligne
AB | les droites MA , MB , le guarré de MA foit an quarré
de MB dans la raifon donnee de m a n.

Avyant fuppofé le Probléme réfolu, on abbaiffera du
point M fur 4B la perpendiculaire 272, & ayant noni-
mé la donnée 4B, 2, & les indéterminces 42 , x ; &
PM, y; PBleraa— x; MA*, xx+yy, K MB", aa—
22x -+ xx =y , & I'on aura par les qualitez du Problé.
Me xx =y . a2 — 1% + xx +yyum .05 donc nxx =
nyy = maa — 1max +mxx + myy, ou en fuppofant que
m furpafle n , mxx — nxx — 2max 4-maa +my — Jy

ima x med

=0,00xx— "4 e gy=o0, €n divifant

par m—n 3 & comme on ne peut pointtrouver d’autre
équartion pour faire évanouir une des inconnues , il fuit
que le Probléme eft indéterminé ; & parceque dans I¢.
| quation il y a deux quarrez inconnus délivrez de toute
| quantité connue qui ont mémes fignes dans le méme
membre de I'équation, & que les inconnues 4P & PM
exprimée par x & y font unangle droit; il fuit que I'équa-
tion appartient au cercle , ou ce qui eft laméme chofe,,
que tous les points qui fatisfont au Probléme font a la
circonference d’un cercle 5 il ne s'agit donc plus que de
le déterminer par le moyen de I’équation que 'on viens
de trouver : mais comme il y a2 un fecond terme dans
I’équation , il eftclair ( art. 12 n°. 14) que le point_# qui
eft l'ori%ine desinconnues x & y n'eft point le centre de
ce cercles pour le trouver il faut faire ¢vanouir lefecond
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terme ; pour ce fujet , je faisx — ff_?; = £, qui rédui-

ra I’équation a celle-ci yy = —772*
M — 2700 =t 1N
inconnues y & 3 ont leur origine au centre. Or pourtrou-

ver le centre du cercle,ou Porigine des inconnues y & z,

—zz, ou les

. . ’ pe m—=n =
il faut conftruire la réedu&ion x — e el Ce quife
fait en certe f{orte.
A érant I'origine des inconnues x quiva vers B, & y
ma

qui lui eft perpendiculaire , foit prife 4C= " le

2
£ ”m—1n
point C fera (art.16 n°. 2) l'origine des inconnues y & z,
& par confequent le centredu cercle qu’il faur décrire:

mnaa

mais le terme connu de l’équation réduite —

73— 20T~ N7

eft le quarré du demi diametre du méme cercle; ceft

pourquoi fi du centre C & durayon= Y74 _['on dé-

W —1
crit le cercle DAE, rous les points A7 de fa circonfe-
rence fatisferont au Probléme.

DEMONSTRATION.

A v a1 abaiffé dun point quelconque A7 pris fur l4
circonference du cercle la perpendiculaire A72 , par la
proprieté du cercle CD*, ou CE*— CP*= PM*, ce

. s l b : mas _ =¥y
qui eft en terme Algebriques oy e L K=y

mais zz == xx — 2225 4. __ "7 . mettant donc
m—n MR —— 2NB == i

certe valeur de zz dans I'équation précedente , on aura
apres les réductions , & tranfpoﬁrt)ions mxx —nxx —
2maX -+ maa  myy — nyy==0 , qui eft I'équation que
Yon a conftruite. C. Q. F. D.

T iij
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PROBLEME INDETERMINE".

X L ES mémes chofes étant fuppofees que dans le Problime pré-
cedent; il faut tronver le point M en forte que MA foit 2 MB
dans la raifon donnée de m a n.

En donnant aux lignes les mémes noms que dans le
Probléme précedent , onaura par la qualité duProblé-

m::\/xx;—yy.\/m— 24X == XX 4+ y¥Y = m .ns3donczn x

Vixeyy==mVaa — rax= x5}y , OU m1xx ~ nnyy ==
mmaa — rmmax - mmxx-- mmyy, ou en {fuppofant que
m furpafle » , & divifant par mm—nn;1Ton aura xx
— LITIIBAX e IIIIIAR
IR — i
cle dont lorigine des inconnues x & y n'eft point le

= yy ==0, qui elt une équation au cer-

centre 2 caufe du fecond terme —277%% .
[ T ]

faifant donc

mmas . r .

X— — —
— —— ==z pour fair¢ €vanouir le fecond terme,
mmnnas
s : m* — ammnn 4 nt et 4
=0, ou les inconnues g & yont leur origine au cen-

tre du cercle qu'il faurdécrire. Pour trouver ce centre,

I'équation fe réduira a celle-ci zz —

il faut conftruire la réduction x— 7 = z Ce qui
2 . i —— nn
{e fait en cette forte,
Le point ¢ étant ['origine des inconnues de I"équation
a réduire x qui va vers B, &y qui luieft perpendicu-
laire; foit prife 4C= """ | le point C fera celui que
173803 =~ Jiid i
Pon cherche; c’eft pourquoi fi du centre C,& du rayon
w-er mnis E . » !
= ™" , quieftla racine duterme connu de I"équa-
tion réduite, 'on décrit le cercle DALE , tous les points
de {a circonterence fatisferont au Probléme.
On peut encore trouver plus fimplement le centre
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du cercle en cette forte ; puifque —""*__ eft 'expref-
mm—nn

fion de la diftance du point 4 au centre que on cher-
che,, fi 'on 6te & fi I'on ajoute 4 cette expreffion I'ex-

. . . b
preflion du demi diametre qui eft ”-’—51—., Ion aura

— 0
WiNA — mns & mIng w1 a

e e Gy
mm —np mn — nn

de la premiere fracion par m — »n, & ceux de la fe-

, & divifant les deux termes

ma

conde par 7 =2, 'on aura ™_; prenant donc

m=t= w

ma ma

AD = ——, & AE= —— DE fera le diametre du

cercle, & par confequent le point C qui divife DE par
le mulieu, fera fon centre.

DeE'MONSTRATION,

A Y A N T abaiflé d’un point quelconque A7 la perpen-
diculaire 227, par la proprieté du cercle D2 x PE —
____rnnaa

4 17T -t

PM*. Ce quieft entermes Algebriques

mtan y amImax

—

Pyt 4 Jy: mais {(= Mt — ammnn = nt mm — nz e Lo
& mettant cette valeur de 2z dans’équation precedente

N mmnnas —mtaa wmmax T o
I'on a e st mm—us — %% =yy, & endivifane

les deux termes de la premiere fra@ion par mm —unl'ona
sex — WAL IIER . yy==0, qui eft 'équationque I'on a
conftruite. C. Q. F.D.

REMARQUE
2. S 1 dans les équations a réduire des deux Problémes
précedensm eft égale 4 », elles deviendront x — {— a,

qui montre que le lien qui fatisfait au Probléme eft
une ligne droite quil faudra clever perpendiculaire-
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ment au milica de 4B, & fiz eft moindre que 7 , dans
les rédudions, & dans les équations réduites 7 ¢ trou-
vera en la placede m ,&m en laplace de #, & le cen-
ere du cercle fera fur 4B prolongee du cotc de 4.

PROBLEME INDETERMINE.

3 D ETU X lignes GA ,HB perpendiculaires Pune & Fax-
tre , ¢ un point fixe D fur AG étant données ; il faut trou-
ver dans Pangle GAH un point M par oi ¢ par D ayant
mené la droite MDB qui rencontre AHL en B, le rettangle
MD x DB foit égal an quarré de la ligne donnée DA.

Ayant fuppofé le Probléme réfolu , men¢ du point M1
fur G4 la perpendiculaire M7, & nommé la donnce
AD , a ; &lesindéterminées D2, x; LM,y 5 a caufe

du triangle re&angle DPAM , MD fera Vax=+yy; &4
caufe des triangles femblables 2DM, ADB; DP (x).

DM (VY xx -+-]y"):: DA(a).DB= @Mone par

axx = ayy

la condition du Probléme — —= ( MD x DB) =aa

( DAY ydonc xx — ax ~+yy =0, qui eft une ¢qua-
rion au cercle ott les inconnues » & y n'ont point (}eur
commencement aul centre, parceque xx a un {econd ter-
me — ax 3 qu'il faut par confequent faire évanouir;c'eft

A ; I i gk
pourquoi en faifant ¥ — - a=x, on réduira I'équa-

: . b ¢
tcion a celle-ci zz— —i—cm-i- Jy=o,o0uyy="4da —
zz, ou les indéterminées y &7, ont leur origine au cen-

-~

tre que J'on trouvera en faifant DC = -%A‘D =—£— 2,3
' : I :
caufe de la rédndtion ¥ — — @=17; & parceque le ter-

' . I . I
me connu de 'équation eft —aa dont la racine ¢ft — «

—= aydemi diametre du cexcle , on décrira du centre ©
par
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par D le cercle DMG qui fatisfera au Probléme.

DE'MONSTRATION.

Ay A~ abaiflé d'un point quelconque 27 la perpen-
diculaire 21, parla proprieté ducercle, D2 » £G ==
LM, ce qui eft en termesalgebriques ( D2 étant, x; &
DG ya;)ax — xx==yy , OU xx — ax =+ yy== o, qui eft
Féquation que I'on a conftruite. C. 9. F. D.

CONSTRUCTION.

Des Equations ou des lienx a la Parabole.

PROBLEME INDETER MINE.

XIX. D EVX lignes paralleles AH , BG dont les ex- F1c. 74,

tremitex A ¢~ B font ﬁgxes étant données de pofition il faut
trowver entre les deux an point M, par oi ¢~ par le point A |
ayant mené la droite AMD ¢ MP parallele & AB; BD /oiz
& MP ; comme une ligne donnée mef 2 AB.

Ayant fuppoféle Probléme réfolu, & nommé la don-
née 4B, a; &les indéterminges 4P, x5 PM , ¥ 5 les
triangles {femblables 4724, 48D donneront a77 ( ¥)

PAd(x) 2 AB(2). BD = 1;—-#, & par les qualitez du

/x . ’
Probléme S +Y #m.asdonc “=—yy, qui eft une équa-

tion a la parabole, ot les inconnues x & y ont leur origi-
ne au fommet du diametre qui eft la ligne 4F7 , fuivant
ce qui eft démontré dans la quatriéme & cinqui¢me Se-
¢tion.

sadk : an
Silonfaitm. 2.~ = p; p ferale parametre du
diametre 4F, & I'équation fera px =yy, en mettant
A% - i
pour — fa valeurp & I'on décrira par le moyen de cetre

€quation la parabole 427 fur le diametre 4F dons
lep arametre elt p, commeil eft enfeigné (art. 10 n®. 11),

|
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i langle BAPeft droit, ou art. 11 n°. 11, s'il eft oblique.
Et je dis que tous les points de cette parabole {atistont
au Problcme.

DE'MONSTRATION.

'AY A NTmené par un point quelconque M, pris fur la *
parabole, la ligne 472 parallele aB 4, on aura par la
proprprieté de la parabole le rectangle de l'abfcifle 427 x

Aaax

p== P M"ce qui clt entermes algebriques px =yy,ou —=

|
fl
(|
I
(!
|
1
|
1
]

|

|

| fa valeur - qui eft I’¢

| _ —yy, en remettant pour p fa valeur —- qui et I'cqua-
tion ‘que I'on a conftruite. C. Q.F. D. F

PROBLEME INDETERMINE.

|

|

1 : :
j F10.74. 4 AFA NT fuppofé les mémes chofes que dans le Pro-
| 75. bleme précedent , & ayant prolongé PM en E. On demande
! gue le point M foit tel gue BD foit 2 ME ; comme une ligne
| donntem @ BA.

| En laiffant ‘aux lignes les mémes noms qu'on leur a
| donnez dans le Probléme précedent, AfEfera 2 —y, &
|

Jes qualitez du Probléme donneront "7” a—yum, a;

rrey Aax aax

i donc-;— = ma —my, 00 —=say—yy , WAy~ =

‘ —o, qui eft une équation a la parabole, parcequ’il n’y a
| quun quarré inconnu gy , & que les deux inconnues x
| & y ne fe multiplient point : mais parcequelle contient
1 trois termes , le fommet du diametre fur lequel il fauc
décrire la parabole , w’eft point en A ; quoique le point
A foic Iorigine des inconnues x & y. Ilfaut donc réduire
cette équation, afin de trouver par le moyen des réduc-
tions le fommet du diametre fur lequel on doit déerire
la parabole qui doit réfoudre leProbleéme. En faifant pour

ce fujet y— — a==w, afin de fairc ¢vanouir le fecond

| termey , Pon réduit 'équation 4 celle-ciuw — -f: aa
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Y I anx : ;
so— == 0, OU ## = — aa— — :carle quarrc #z doic
m 4+ m

&cre feul dans un-des membres de I'équation, & com-
me il y aencore trois termes dans certe €quation ,. I'ori-
gine des inconnues # & x n’eft point encore au fom-
met du diametre fur lequel on doit décrire la parabole;

. I 2
il faut donc encore que les deux termes - a2 — = I¢

b
réduifent 2 un feul. Pour ce fujet on cherchera 1°, une 3°
proportionnellea 7 & a « , qui €tant nommée & 5 I'é-

. ! i . I
quation réduite fe changera en celle-ci ws = - aa—bx;
: an ; : X : ek
pquue; = &. 2° 5ayant prisbc = T4 Pon aura wz

I .
= bc— bx , en mettant pour — a2 fa valeur éc ; & fai-

fant enfin ¢ — x =g, l'on aura #z = bz, en mettant
pourc— x fa valeur z, qui eft une €quation ou lesincon-
nues # & z_ont leur origine au fommet du diametre fur
lequel il faut décrire la parabole , & dontle parametre
eft 4.

Les réducions & les changemens qne I'on vient de
faire fourniflent la conftruction quifuic. 1l eft clair que
la parabole doit pafler par les points 4 & B:car fidans

I'équation & réduire gy —ay+ =~ =o, l'on fait y = o;

les termes o y fe rencontre deviendront nuls , & I'on
a”x .

aura - ==0, oux == 0 , qui montre quclle pafle par

le point 4 , puifque x& y s’y ancanuflent ; & fi aulicu

de y=o, on fait x=o0, le terme = fe détruira , &

don aura gy — ay =0, d’ott l'on tire y =4 , ce qui
montre que la parabole paffe auffi par I¢ point B puif-
qu'en ce casle point 2 towbanten 4 3 caufe de x—=o0,
le point A tombe en B a caufe de y =a.

Le point A ¢tant l’uriginc des inconnues. ¥ qui va Fre. 75

V j
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vers H, &y qui vavers B ; 4 caufe de la premiere rédu-

&ion y — —; 2 = , ondivifera 48 par lemiliecuen C,

& ayant mené par C la droite CF paralleled 4 Hle point
C fera Porigine desinconnues » qui vaversA & vers B, &
xqui va vers F: & a caufe de lafeconde réductionc — x
=z ,ayant fait CF==¢,alors le point 7 feral’origine des
inconnues z_qui va vers C, & # qui demeure parallele
i AB, & le fommet dudiametre BC fur lequel I'on de-
crira ( art. 1o. n°, 11, ou art. 11 n°.11 , felon que P'angle
C AH ou ACF eft droit ou oblique) la parabole 473,
par le moyen de I’équation réduite s ==1¢%, qui fatis-
tera au Probléme.

DEMONSTRATION.

Avant mené d’un point quelconque A7 pris fur la
parabole la ligne M/ parallele a BC, l'on aura parla

proprieté de la parabole #« =£(_,0ﬂyy——4]+%’=o,en
remettant pour #, pour z,& pours, leurs valeursy —--:—;z
?

as . : x " 3
¢—x , & — , & pour ¢ fa valeur ~ ,qui eft I'equa-
(]

tion que I'on a conftruite. C. 2. F. D.
PROBLEME INDETERMINE.

Fic. 76. 2. \J VE ligne AB dtant donnée de grandenr & de pofition.
71 fant trowver un point M hors de cette ligne s en forte qu’ayant
mené la ligne MP parallele & une ligne donnce AG , & qui

; vencontre AB , en P ; lereitangl: AP x PB foir égal an rec-

| tangle de PM par sne ligne donnée b.

i Ayant fuppofé le Probléme refolu, foic divifée 48

par le milicu en C, & nommé la donnée 4C, ou CB, 45

& les indéterminées CP, x5 PM , y; AP fera 2+ x,

&PB,a—x ; & Yon aura par les qualitez du Proble-

me 44— xx = by , ou xx == aa — by , qui eft une cqua.
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tion a la parabole ot les indéterminées x & y n'ont
point leur origine au fommet du diametre fur fzqucl il
faut la décrire.

Pour réduire cette équation , je prens br =aa , &
I’équation deviendra xx == bc — by, en mertant éc pour
aa. Et faifant c— y =1z , & mettant z en la place de
¢ —y,l'on auraxx = ¢, que on conftruira en cerre
{orte.

Le point C étant |'origine desinconnues x qui va vers B
& vers A, & y qui va vers D parallele 4 4G, a caule de
laréduéionc—y ==, 'on prendraCD =c¢,&lepoint
D fera Porigine des inconnues # quirevient vers C , & x
qui eft parallele 2 48 ,& le fommet du diametre DC{ur
lequel on décrira ( art. ron° 11, 0u art. 11 n° 11 ) la para-
bole ADMB , par le moyen de I'équation réduite xx
= 4w, qui fatisferaau Problcme.

DeEMONSTRATION,
I v eft clair 1°. que la parabole paﬂé par les points 4 &
B car fi dansq’équan‘on a réduire xx ==4a — by , on
fait y = o , le terme — 4y deviendra nul, & ’on aura
xx ==aa ydonc x=" 4= C4,ou CB.

2°, D’un point quelconque 27 pris furla parabole ayant
mené P & MQ parallelesa DC & a CB, l'on aura
(art. 10n°8 ) DQ.DC: QM*. CB*, ou en termes
algebriques #, ou ¢ —y . ¢t xx . aa, & partant zac
— auy = cxx: mais on a pris bc = aa ; P'on a donc ¢

m%, & mettant dans 'équation en la place de ¢ fa

valeur =, elle deviendra 4z — by == xx, qui eft celle
que Fon a conftruite, C, Q. F. D.

V iij

%
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| sPROBLEME INDETERMINE.

I

i Fie, 77, 3!.UN angle GAH , & un point fixe B farande [es cotex,
|

|

|

|

AH ‘¢tant donnex de pofition.Sipar le point B on mene la droite
BC perpendiculaire a AH, ¢ d'unpoint quelcongue P la dro:te
PE parallele a BC qui renontre AG enE, ¢~ que du centre B,
¢~ du rayon PE Lon décrive un arc de cercle qui conpe PE en
M @~ comme [on peut trowver une infinité de points comme
M , il faur trowver une équation qui exprime la nature de la
conrbe que tous les points M forment. ;

Ayant fuppoféle Probléme réfolu, mene B, &
nommeé les données 4B, a5 BC, b; & les indetermis
nées BP ,x 3 PM, y; AP fera a+ x; & lesitriangles
{emblables donneront 48 (). BC{b):: AP (a+x)

!E‘ . PE=— ﬁ:ﬁ == ( Conft. ) BAM;&a caufe du triangle
|

r _ e :

I redangle BPM,'on aura xx = yy e S0P A rablbn 2 Vi
i "a

“‘ OU 2axx = aayy == aabb - 1abbx - bbxx , ou en {fuppe-
’ fant que z furpafle 4 , aaxx —bbxx = 2abbx + azbb —
- aayy, quieft une équation a I'Ellipfe. Si I'on fuppofoit 2
I moindre que 4 , 'on auroit boxx — aaxx=—— 2abbx —
| aabb +aayy, qui eft une €quation 4 'Hyperbole. Enfin
[ fi lon fuppofe z==14, l'on aura , aprés avoir mis « ala
it place de s, & réduit I’équation a 'ordinaire, yy == 24x ==
i 22 qui eft une équation ala parabole, dont le fommet
| n'eft point en B a caufe qu'elle contient trois termes. ,
| Pour la réduire , on la divifera premierement par 2,
I afin que x ne foit accompagnée d’aucune quantit¢ con-

i ' . 3 I
nue dans larédu&ion , & 'on aura — gy == axae e 3
. 3 i
= F 1 >t ; Easis 1
& ayant fait x = — 2==%, I’équation réduite fera s g

I .
= 27, OU yy == 24Z €N MELLANT g pour 4 == — 4. Ce qui

donne cette conftrudion,
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‘ . I Ay
A caufé de la réduction ¥=+ — 2=z ,on divifera 4B

par le milieu en D, & le point D fera le fommet de I'axe
D H, & la parabole fe trouve décrite par la Conftruction,

DEMONSTRATION.

A Yy AN T mené d’un point quelconque A7 pris fur la
parabole la ligne A72 perfendiculairc a DH ,par lapro-
pricté de la parabole , le parametre de I'axe ¢rant
(‘art.10 n°7 ) 2¢, l'onaura 243 =yy,00 22x 4~ aa=yy ,

en remettant pour zf{a valeur x = L‘ 2-:°C. Q. F. D.

REMARQUE.

4. C £ Probléme pourroit fervir de fondement a un Trai.
té destrois Seions coniques; puifque la-méme équation
convienta toutes les trois en faifant feulement BC cgale,
moindre , ou plus grande que 4B, & que ceft aulli la
méme defcription pour toutes les trois. Je ne m’en fuis
neanmoins fervi que pour la parabole , tant parceque les
defcriptions quej'ai données de IEllipfe , & de 'Hyper-
bole ne font pas moins fimples , que parceque je naurois
pfi démontrer , comme j’ai fait , d’'une maniere generale
les proprietez de 'Hyperbole par rapport a fes axes, &
a tous fes diametres. :

5. Il eft aifé de voir que B eftle foyer de la parabole
"AM ; A , le point generateur; AF parallelea BC, la
ligne generatrice : car I'dquation réduite yy = 24%
montre que 2z eft le parametre , & par la conftru&ion

BD = D.d=— a. Etparceque (Hyp.). BC =43

Pona aufi 4P = PE==(Conft:) BM = FAM ; ceft
pourquoi cette defcription eftla méme que celle de l'ar-
ticle 10 , comme on vient de remarquer.
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PROBLEME INDETERMINE.

6. S O 1T wune équation locale XX == E;l_k ETJYb[_ i by e

—bb = o, qui appartient & une des quaire courbes du pre-
mier genre 5 puifyue les incopnues X &y wexcedent point le
[econd degre.

I Pour ramener cette équation a Iétat de quelqu’une

de celles des trois Sections precedentes, je fais x =+ ‘_"‘-‘l’_ *

; . 24X ’
=2, pour faire évanouir le fecond terme=;*,& I'équa-

[ tion fe change en celle-ci 23— by —bb=0 , ou zz=14y
’ -+ bb,01 I'onvoit déja qu'elle eft 4 la parabole ; puifqu'il
', n’y a qu'un quarre inconnu zg ; mais les inconnues z & y
n’ont point leur origine au fommet du diametre fur le-
quel il 'a faurdécrire, parcequ’il y a encore trois termes;
c’eftpourquoi je faisencore y+46=u , & I’équation de-
vient zg ==6x, qui eft femblable a cellede Part. ro.
"l: Fic, 78.  Pour conflruire cette équation foit A l'origine desin-
| connues y qui va vers H , & x, qui fait avec 4H un
1 angle quelconque, & vavers G; a canfe de la deuxiéme
3‘? réduction'y 4 b==# , on prolongera 4FH du cot¢ de 4
|
|
|
|
|

‘ en 7, en forteque 47=14, & le point 7 fera Iorigine
i des inconnues# qui va toujours vers , & x qui fait tou-
!; jours le méme angle avec 7ZFH , & eft parallele 3 4G.

A caufe de fa premiere réduction x + Y =gz, l'on

menera par 7 la droite 70 paralleleda 4G , & ayant
fait 70=a; I’on menera de O par A4 la droite 04K,
& le point O fera le fommet du diametre fur lequel
il faur décrire la parabole : car fi par quelque point
B, prisfur 4H I'on mene la droite 2B M parallele 2
70, P'on aura 3 caufe des triangles femblables 470,

ABP, AI(b).10(%) = AB (y) . BP="; & par.

tant

SCD LYON




a . '
tant PM = x =+ -{- ==z: mais parceque les coordonnées

de la parabole font 02 & P2 , Lexpreflion de 02 doic
fe trouver dans I’équation reduite aufli-bien que celle
de 22, quieftz, & au contraire celle de 7B, quicltx
ne s’y doit plus rencontrer ; parceque (art.10) une
équation 4 la parabole ne renferme que les expreflions
de labcifle , de I'appliquée , & du parametre. Il fauc
donc trouver une équation qui renferme I'expreflion de
IB (2 )& cellede 07, afin de faire évanouir zde I’é-
quation réduite , & introduire en f2 place I'expreflion
de 0P. Pour ce fujet, je nomme la donnée 04 , ¢ &
lindéterminée 02, /; & les triangles femblables 470 ,
ABP donneront A7. AB : A0 . AP : & componendo
AI.IB:: A0 .OP ,cequieft entermes algebriques 4.
% ¢, [;doncauc==24f, & partant == -ii s & mettant
cette valeur de # dans I’équation réduite zz ==éx, l'on
aura zg = %‘f , & fi Pon fait -ff = f, Pon aura zz=/;

& l'on décrira par l'article 10 n° 11, ou par l'article 1x
ne 11, felon que P'angle 0221 eft droit ouoblique , la
parabole QA7 qui fatisfera auProbléme:

DE'MONSTRATION,

YANT mené d’un point quelconque 2 la droite A7P
parallele a#G;02 étanciﬁ PM,%; & le parametre,f; 'on
aura par la proprieté de la parabole zz =/7; ou zz = /%,

en remettant pour £ & pour /; leurs valeurs ¥ & i;«‘—, & re.
é

mettant encore pour zg, & pour#, leurs valeurs xx == g*:x!
Ay G01ab _ 24xy | ARYYO -
W &y b, Pon aurd xx A —me mE = by -

b6, qui_eft I'équation que l'ona conftruite. C. Q. F. D,

X

A LA GEOMETRIE 16¢
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162 APPLICATION DE L'ALGEBRE

REMARQUE

| 7. 1. n’y a que la portion de la parabole qui commence
|‘ en G, & va vers M qui réfout le Probléme, puifque x
}‘ & y commencent au point 4.
|

CONSTRUCTEONR,
Des Equations , ou des lienx a PEllipfe.
A

PROBLEME INDE'TERMINE.

Il Fic.76. XX, U N triangle ABC érant donné , il fant trowver un

il point M hors de ce triangle , en [forte qw’apant menc MPE

: parallele a AB qui rencontre AC en P, ¢~ BC enF, le quarre

- je El]\g, @~ le quarré de ¥P [oient enfemble egaux an quarvé
¢ AB.

'|
|
) ;;i Ayant fuppofé le Probléme réfolu , & nommeé les don-
I nées 4C, a5 AB, b ;& lesindéterminées 42 , x ; P M,
‘| y; CP fera @ — x , & les triangles femblables c£B, ]
CPF donnerontCA (2 ). AB(b6)::CP(a—x ). DPF

=—=&—%  donc par les qualitez du Probléme
a

=E e gy = bb, o0 XX — 2ax+ fgé‘z o,qui

A3
eft une équationa I'Ellipfe dont le point 4 qui eft I'ori-
gine des inconnues x & y ,n'elt point le centre, a caufe
N qu'il y a dansPéquation unfecond terme.

I

|fl Babl — 2abbx = bbxx
(M

|

|

|

| Je fais donc pour la réduire x—a ==z, & l'équation

| devient par ce moyen zz— a4 v~ % =0, ou =¥ —
| aa—z%_, d’ott fuit cette conftru@ion:

La reduction x — 4 = z, montre que le point C eft
le centre de I'Ellipfe , puifqu’il n’y a point de réduction
pour y 5 & 'équation réduite , en faifant y = o, donne
{ == * 2 ;¢e qui fait voir que g va vers 4 &vers D, &
fe termine ences deux points, & que par confequent.4D
eft un des diametres : ce que le terme connu 44 de I'é-
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A LA GEOMETRIE 163
quation réduite fait aufli connoftre : mais parceque le
quarré connu 4z {& trouve encore avec yy; il fuit ( art.
12 n°. 9 ) que 44 eft le quarré du diametre conjugué au
diametre 4D ; c’eft pourquoi fi l'on mene par le centre
C la ligne GCH parallele 4 4B, & qu'on fafle CG, &
CH chacune == 48 = 65 GH fera le diametre con-
jugué au diametre #D,& l'ondécrira par l'art. 12 n° 21,
ou art. 13 n°. 37, felon que 'angle BA4C, ou ACH eft
droir , .ou oblique , IEllipfe 4GDH , qui fatisfera au
Probléme.

DEMONSTRATION.

A vy AN T mené librementia droite 22sr parallele a

CH, par la proprieté de 'Ellipfe A2 x PD. PAL* : CA*

. CG*, ce qui eft en termes algebriques 22x — xx. yy =
",

. A
aa . bb, d’ou l'on tire xx— 24x + 3 2 —=o0.C. Q. F: D.

PROBLEME INDETERMINE.

i UN triangle ABC dont les cotex AC , BC font pro- F1c. 3o.

longez vers H & vers G étant donné. Si d'un point quelcon-
que P pris fur la bafe AB,on éleve PEF perpendiculaive 2 AB,
ou parallele & quelgue ligne donnée de pofition. Ilfant trowver
quelle eff la conrbe qui divife EF , @~ fes femblables en M ,
de maniere que PE . PM : PM . PF.

... Ayant fuppofé le Probléme réfolu , mené CD paral-
lele a PAr, & nommé les données 4B ,a; 4D, b;
DC,c; DB ,d; & les indéterminées A2, x, PE , %,
PM,y; PF,u; PB fera a — x; & les triangles fembla-
bles APE, ADC & .BDC, BPF donneront x ( AP). %
(PE) :6(AD)-.c(DC), d’ol Pon tire bz=cx ; &
d(BD ). ¢(DC):a—x(BP).u( PF), dotl’on tire
dn = ac — ¢x :& par les qualitez du Probléme, z( PE).
Y PM)=y(PM).u(PF), doulon tire 22 = yy; I'on
a donc trois ¢quations , que I’on réduira a une feule, en
faifant Evanouir z& #: ( car il ne faut pas faire évanouir
X ij -

(L
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x &y ; parcequ’e]les ont les qualitez requifes par lapre.
miere & huitiéme obfervation del'art. 4 qui font celles
qu'il faue le plus exactement fuivre dans les Problémes
A ¢ 3 . : bdyy

I indérerminez ) qui fera ax — xx =" ; 0U xx — ax q

¥
-~ —iz- = o, qui eftune équation a ’Ellipfe, que I'on con-

ftraira en cette forte.
A 1 ’ ia o
Ayant fait x —— @ ==z, I'équation fe réduira 4

s 1 bdyy bd
celle.ci 2z — = Al P U e L ga— 2z,
(13

Or 4 caufe de la réduion x — -:—; a==12, fi Pon di-

i

‘ vife 4B par le milieuen 0, le point O fera le centre
de PEllipfe , & lorigine des inconnues g qui va vers B
& vers A, &{e termine en cesdeux points( carfi dansl’é-

quation réduite on fait y == o, Ponaura =+ —a)

|

|

|

i.

!I & y qui va parallele 4 BC. Pour avoir I'expreffion du
[ démi diametre conjugué au diametre 4B, on ferabd. cc::
|

|

|

aKCe ac

i y
—_— —— » D' I '
T4 R Ty {era (art. 12 n°. 11 ) expreflion cher.

chée; prenant donc fur KOZ parallele 3 DC, OK & 0L
chacune égalea 1%—; , KZ fera le diametre conjugué au
diametre 4B. L’on décrira PEllipfe’ #4MBL par lart,
| 12 n°, 21, ou art. 13 n°. 37.

DE'MONSTRATION. .

A y A N T mené d’un point quelconque A pris fur 'El-
lipfe la droite AP parallele @ CD, on aura par Ja pro-
prieté de VEllipfe 42 x PB,PM*:: AB> . KZ*. Ce qui
: nacc
eft en termes algebriques 4s — xx . gy aa. — -,
. ey
Von tite xv—ax = —— =0, C. QL F.D. "

d’ou
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_ . . REMARQUES, .

2. S 1 le point B €roit infiniment éloigné du point 4, |
la ligne "FCB feroit parallele 4 4B, & dans I'équation

: bayy . & Rn2iysioucew.,
“ precedente ax —xfE=rT 4 &d deviendroient infini-

ment grandes par rapport aux dutres-leteres; de forte
que le terme x.x feroitnul par rapportd ax ', « feroit ==,

. ; ' p CERLL W _
& ’on auroit cette cquation s qui montre: que la __
courbe 4MC feroit une parabole. - v . §

% Sile point B éroit de L'autre coté de A fur le pro- |
longementde #D , dansT’équation ax — xx = i?— y @ ' i
d & x deviendroienit negatives ; & il fudroit changer les
fignes des termes ott« , d & x el fonc muitiplices 'niggar
ellesmémesnientrelles;& l'onaugditak == — 3 :

({4
Edyy - : |
ou xx —ax== =, qui montre ‘que la-coutbe AMC

feroit alors une Hyperbole. . -\ - : . 41

PROBLEME INDE‘TERMINE.

: ) bx by :
1 S O RT l’cquanon -, Rzl -:f-y = X = -;: =0,¢en fai-

b)‘ I will - 3 ' . i . ¢
fant x — = 4 — =%, I'équationa réduire devientxz
bb 24¢
.l bey ,_{J:. S ____)_'_ ance = 4AAX%

=o, & faifant encore y + == #, l'on a Iéquation

a@ace

50 S RAZZ
I‘C(.'lt]?xtefa!u----—-’_"f“""'.__“'_"fﬂ‘f‘_=C),()t,14 e
bb bb bo

qui eft une équation a IEllipfe.
Pour la conftruire, foit le point 4lorigine des incon- ¥1¢, £,
nues y qui va vexsHL, & x qui-va ‘vers G, & qui font |
| X ii) |
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166 APRLICATION DELALGEERRE
Pangle G.4H telque le demande le Probléme d’ou I'on
fuppofe que I'équation que 'on conftruir a ététirée. A cau-

fe de la feconde réduction y + %:x , l'on prolongera

AH du coté de 4, & Tonferadl =" & le point.

~fera Yorigine de » qui: va toujours vers I, & de x qui
qui demeure parallele 4 4G. A caufe de la premiere ré-
duction x — % + '-:— ce=-2, I’on'_menera par 7 la droi-

g
jam——

€y

o=

puifque A47=="2_, I'on menera K4 indéfiniment pro-
longce : & parcequ'il y 3 encore dans la rédudtion =
| <- ¢, ayantprisfur laligne 7K prolongée KO = 2y,
! Pon meneraQD parallele 3 KA, qui rencontrera 4H
| enR; & le point O fera le centre de PEllipfe & lo.
! rigine des iaconnues % qui eft parallele & 477, & z pa-

rallele 3 4G: car ayant mené par quelque point B de
la ligne 4, la droite 2 BCAZ qui rencontre ORen 7,

& KAen C:BC fera= g— tcar A7 . JK::2a . b:: AB

b
{y): BC= ;‘:— : & partant PAf{ z) == BM— BCu=

CP=x — % + =

! Mais parceque les coordonnées de 'Ellipfe font 0.7 &

PM , enfoppofant PEllipfe décrite, expreflion de 02

! doit fe trouver dansI'équation réduite aufli bien que cel-

' lede P27 qui eftz, Au contraire celle de 728 qui eft
ne doit plus s’y. rencontrer.H faut donc trouver une équa-
tion qui renferme Pexpreffion de 78 (#) , & celle de
02 , afin de faire évanouir # de I'équation réduite | &

- d'introduireien 42 place I'expreflion de 02, Pour ce fu-
jet j.ayant prolonge 4G en F, & nommé les données
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‘A7 ( Contft.) -‘f— s KA ,0u0F ,g; & linconnue 02, ou

KC ,[; les triangles femblables 47K, ABC donneront

AI. AB:: AK. AC, & componendo IB . AI . KC, ou
QP .K.A , ou OF : ce qui eft en termes analytiques z.

. ac 1A 1o TNREANNEY | ! _uﬂcrﬂf
q-g—..f.g,doulon_urca._&g, oumz_@, _
mettant cette valeur de zz dans [’équation réduite., I'on
?
(ALY 240ce. - anceff 4gg2%

A e == e o0 =gy — ) d’ou
I'on tire cette Conftruction. Soit faite 0D == V2¢¢;0D
fera le demi diamecre de I'Ellipfe , & ayant fait 40¢.cc
209 . zﬁ;: = — ¢, foit prife 00 = V= ¢t 0Q ferale
353163583 } n 30 .al37 £5.919
demi diametre conjugué a 0D , & l'ondécrira (art.13.
n°.37) PEllipfe Q8D quirencontresa KA enS, & qui
fatisfera au Probléme. -

‘ DEMONSTRATION

A v axT menédiun point quelconque 27 pris fur EL
lipfe entre G & § l'appliquée M2 parallele 2 0Q. Par la
propricte de PElliple 0OD* — 0P* . Par:: 0D*. 002

ce quielt entermesalgebriques2gg — [ 221 2g¢ . —;— ¢

ek bl 1 . 492z o 44422
42¢ . ¢ , d’otr on tire === g [, ou A
i i ; ' .
"4 — #u,en mettant pour /ff fa valeur bhagnu & rédui-

aace
fant: mais par les deux rédudions précedentes l'on a
les valeurs-de zz & de ux 5 c’eft pourquoi en’ mettant ces
valeurs de zz & de =z dans I'équation précedente, 'on
aura , aprés avoir oOt¢ les fradions, & ce'qui fe détruir,

4w — qabny -vablyy o paaex b0 , ou xx— 2 4

P ) ébyy . s o e .
¢x =+—- ==0,qui eft 'équation quel'ona dconftruire
138 :

G- Q2. F. D

a
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; R'EM AR QUE
- S+ Pon ‘mene RN parallele 4G, la portion G
de I'Ellipfe réfoudra e Probléme fi*le point 7 tombe
entre G & §:maiss'il tombe entre § & D', cé fera la por-
tion GS : car les inconnues x & y qui font celles du Pro-
blémeqion vient de conftruireont leur origine en . Ec

el At Ak AR
X — —i “+ —:— ¢ == z.ne feroit point Fexpreflion de RWV,

6. Sidans la Conftruction 'angle 0P s'éroit trouve

droit., & quedans Péquation %ii"‘_ =10¢—[f528==r¢,
le lieu auroit éré an cercle. Ce qui eft évident ; car cetee

|
{ fi le point 7 tomboit entre § & D.
équation feroit devenue zz= 22¢ — /.

CONSTRUC TION;

Des Equations ) au des: liews: & P Hyperbole par rapport @
fes diametres.

i PROBLEME INDETERMINE,

Fre. 32. XX L. U N angle droit HAG , ¢~ un point fixe B étant

| donnez de.pafition furun DPlan. Il fant tronver le point M dans

It cot angle , ot ayant mené ME parallele & AB & MB du

| [ point M an point fixe B, MF foit a MB dans la raifon domnée
de man.

Ayant fuppofc Ie Probléme rélolu , 'on menera MP
parallele A.477, & en'nommant la donnee 48, 2; & les
indérermindes 42,00 FM ) x; PM, ouAF ,y;BP fe-
ra x — a; & les qualitez du probléme donneront m. 7 ::
FM(x). MB m':;—, & 4 caufe du trianglc re@angle

FORL St TERTCTS ' nnkx

873l onsum sy 1agehad dyfise oo 0N WAEE T

2mma x - mmad -~ mmyy =—nnxx, qui eft encoreune €qua-

gion generale pour les trois Sections coniques ; comme
celle

1
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celle del’art. 19 n°. 3: car fi’on fait m==n,'on aura 22 —
22x-+yy==0,qui eft une €quation alaparabole;fil’on fupo-

ammax =4 mmaa =4 mmyy &

fe quem furpafle », 'on aura xx—

Wiy —— NN
Et enfin fi I'on fuppofe que 7 foit moindre que #
1 $
3 — JRINIA R 173 5 . "
Pon aura xx == 2202 — PP — o qui eft une équa-

N — 1

tion & I'Hyperbole par raport 4 fes axes, a caufe de
Pangle droit BPM , mais parceque xx a un fecond
terme ; Porigine des indétermindes x & y n'eit point au
centre. Pour la ramener a I'état de celle de lare. 14
n°, 12, Pon fera évanouir le fecond terme en faifant

mng T mtaa -
e oh—mm R & I'on aura 28— nt—2mmnnet-mt

e — ) — o, & en multipliant le numerateur &

0N — miin

le dénominateur du terme — —774%

oy g par nu——7mm pour

lui donner le méme dénominateur que celui de la frac-
tion qui le précede, & otant ce quife détruit 'onaura zg

! :
—— s TP __ ot les’inconnuesz & y
nt — ammnn == m* ?J?l—_i“' ming

ont & prefent leur origine au centre de I’'Hyperbole.
Pour le trouver , {oit prolongée 4B du cote de £ enC

mma

le point ¢ ferale centre cher-
Py p——

en forte que 4C =

mna

ché. Et ayant fait CD= qui eft la racine du
np

—mm ?
terme connu de I'équation, CD ferale demi axe de’Hy»
perbole, & D fon fommet. Sil'on fait prefentementmm.

e 0l s cxpRimE:
nt — smmnn == mt  an—mm’ Van — mm
ra le demi diametre conjugué au demi diametre CD ;

A

foit donc menée par le centre C la ligne CK parallele 2

Hn— mm :.

PM &cégale y_ﬂ—-: , elle fera le demi axe conjugué a

Ry —— 10

¢D. 1l eft aifé d’achever (art, 14. n°. 30 ) , & de decri-
Y
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re par la premiere Propofition du méne article, 'Hyper-
bole 42 qui fatisferaaun Probléme.

DEMONSTRATION.

A vaxT mené dun point quelconque A7 pris fur
I'Hyperbole 12 droite M2 perpendiculaire a CG,l'on
aura ( art. 14 n°, 13) CP* — CD*. PM:::CD* .CK*: c€
mmnnas

qui eft en termes algebriques 28— ————nuwr— .y =

mimmnna s nnas el 3 m

X f i .1, d’ottl’on tire apres
#? — 1mmnn == wmt nn —mm BB W0
' mmnnaa

les rédudions mnzz — mmzg — = mmyy, o0

nn — wmin

LITIRAY = AR = NIIBYY

XX =~

2 W - =0, enmettant pour zzfava-

leur tirde de la rédudion x = —"77%__ =z, & enredui-
T3 = F1ITS
fant I'équation. C. Q. F. D.

PROBLEME INDETERMINE.

Fre. 83 1. D EU X lignes AH, BG dont les extremitex A ¢ B
[font fixes , étant données ; il faut trowver entre ces deux lignes
un point M., par ot & par le point A, ayant mené la ligne
AMD, gui rencontre BG en D 5 &~ la ligne PME parallele
o AB, qui joint les points A & B ; PM foit @ ED dans la rai-
[fon donnée de ma n.

Ayant fuppof¢ le Probléme réfolu, & nommé la don-
née AB,ouPE ,a ; &lesinconnues AP, x ; &K P M,y
ME fera 2 —y , & lestriangles {femblables AP A, MED
donneront MP (y).PA(x) = ME(a—y).ED =

Ax — xy AX — XY

, & les qualite:z du Probléme donnenty.

]
=m.n,doulontire yy - ’1’1‘_’:_’”_‘11’ =o, qui eft une ﬂ
équation 4 I'Hyperbole. :
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Pour la réduire & pour la conftruire , je fais y =+ g

3 ! . . minx. max
= #, & 'équationdevientuz — -~ —"Z —o &
) 4nn n ’

comme cette réduction a fait nalitre un premier terme

7me% dont le fecond eft 22 il faut encore faire évanouir
n

4nn

ZZZ . Pour ce fujet afin d’avoir xx délivré de toute quan-
n

tité donnee , je multiplie toute I'"équation parqm, &je
la divife par mm , ce qui la change en celle-ci #” —
i

ins

=, l’on a I’équation

XX

réduite ":;’Z“ =— 2%, dott J'on tire cette Con-

{ftruction.
Le point 4 ¢rant l'origine desinconnues x qui va vers
H, & yqui va vers B ; a caufe de la feconde réduc-

. ina . '
tion x+ — ==Z, {oit prolongée PAenK ,en forte que

"AK :i:'f 5 le point K fera Iorigine de z qui va toujours
vers M ;& dey qui,ayant men¢ KO parallele 2 43,
va vers O : & 4 caufe de la premiere rédudtion y -+ 2t
- . 2
=g; fe'g. p_rife KO= —”35* == , enmettant pour 4K
fa valeur 22 |, & du point O par 4 ayant mené 0.4C

qui recontrera. MP prolongée en C, MC fera =y =4
2% —g: car i caufe des triangles femblables 4x0 ,

APC, Pon aura AK('—') . KO (d):: AP(x). PC=

; & partant PM v PC=y -t- dc forre que 0
Y ij
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eft le centre de 'Hyperbole, & l'origine desinconnuesz,
uiva vers G (-car le point O eft dans le prolongement
cc'lle GB A canfe de KO=—_4B) & y qui demeure toujours
parallelea 4B : Mais les coordonnées de 'Hyperbole
font prefentement OC, & CMen fuppofant I’Hyperbole
décrite ; c’eft pourquoi I'expreflion de OC {e doit trouver
dans I’équation réduite aufli-bien' que cellede CA1 (w):
au contraire cellede K 2. (2 ) ne doit plus s’y rencontrer;
il faut donc trouver une équation qui renferme Pexpref-
fion de KP (z)&de 0C, afin de faire évanouir zde
Péquation réduite, & d’introduire en fa place celle de OC.

wns

Pour ce fujet, ayant nommé les données 4K ( Conft)=;

A0 , d3 & indéterminée OC, /5 I'onaura a caufe des
triangles femblables K40, PAC, AK . A0 = KP.ocC,

: ang i I _anaf
ou en termes algebriques ~—— . d:%. /;donc dzx= = ",ou

PR o BT gl orertant donc dans I'équa-

5 e T mmdd

tion réduite en la place de zz fa valeur que I'on vient de
saf] Syil
trouver , l'on aura #2% = annccll _ awnis o4 en rédui-

ﬁnt,%’:‘ =/ — dd , & I'on décrira (art. 14. n°. 30) par Ie
moyen de cette équation , 'Hyperbole 424 qui refou-
dra le Probléme.
DEMONSTRATION. _
A v A N T menéd’un point quelconque A7 pris fur I’H{-
a

perbole la ligne A7PC parallele 2 B4, V'on aura par
proprieté de 'Hyperb. AK*.KO =:0C*—0A".CAL",0u dd.

.aa :: [[— dd . vu, d’ou Pontire d%’f = [[ — dd, ou yy

my—m¥ — o , & remettant pour /', pour #x & pour 28

n

leurs valeurs tirées des équations précedentes , & rédui-
fant. C.Q. F. D.

-
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PROBLEME INDETERMINE.

# I L faut trowver dans un triangle donné ABC un point M, Fre. 8

par ot ayant mené une ligne DME parallele a un des citex
AC, &~ du point A par le méme point M, la ligne AMF, qui
rencontre BC enF3BE Joit a BD dans la raifondonnéedem an,

Avant fuppofé le Probléme réfolu, foit menée A£G pa.
rallele & BC, & nommé les données 4B, 25 BC,b5 &
lesinconnues 4G , x ; GM,y; GBfera, a—x; & les
triangles femblables 4GM & ABF , CBA & MGD,

donneront 4G (x).GM.(y):AB(a).B =%—, &

CB(b)BA(a):MG(y).GD =" sdonc BD=uz

—x+ 2, & par les qualitez du Probléme, I'on a 7,

8. g—( BF).a—x +_‘;l ( BD ),d’ous l'on tire xx.__’i?

”ﬁy - r . 11 »
— ax = — =0, qui eft une cquauonalHyperboIe , &

qui montre que la_méme Hyperbole doit-pafler par les
points 4 & B: car fi l'on fait x = o, l’on aura aufli

— o d’ott il fuit que les points G & M fe confondent
avec le point A, qui {)ar confequent eft un des points
de 'Hyperbole ; & fil'on faity =o, l'on aurax=—z
qui fait connoitre que le point G tombanten 3, le point
My tombe auffi ; & parconfequent le point B eftun des
points de 'Hyperbole. Pour réduire cette équation , on

a I . b,
fera x — 2~ — —a =%, & l'on en tirera 'r_“;‘f == gy v

b z
géy—-—"”“'z + bb , & faifant encore y -+ b— e SRRSO
ma mi

s 2% Jebi sty
P'on aura I"équation toute réduite == = ux =+

amab! — 4mb i avec les réductions donnent cette

mman

conftruction. Y iij

At
'

(l

i 1
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174  APPLICATION DE L'ALGEBRE
" Ayant mené 4K parallelelea BC , 4 ctant Porigine
des inconnues x quiva vers B & y qui va vers K;d caufe

de la feconde réductiony + 4 —w g foit prife AK

ma

b 55 ; . _
—b— %:ﬁ— 5 K fera Porigine des inconnues # qui va fur

AK de coté d’autre deK , & x paralleleled #B. Erayant
divifé 43 par le milieu en 7, & men€ /C; 4 caufe de la pre-
$ ’ - £y I . '
miere réduction x Z4— T A=R, {oit menée KO
parallelea 4B qui rencontrera 7C prolongée 'il eft ne-
| ceflaire en 0, le point O fera l'origine des inconnues z qui
va de part & d’autre du point O parallele a.4B,&x , qui
va de part & d’autre du point O parallelea BC,ou a 4K:
carayant mené 4 Z parallele 4 70 quirencontre KO en Z;

L0 fera égaled 47== — ;& 4 caufe des trianglesfem-

55
blables CBZ, AKLZ, Yona CB (4) .BI(% 4 )i: AK

()KL= = ,&partant KO= = +—a.
Mais parceque ayant meng¢ M2 paralleled 4B, &
prolonge GAren S, les coordonnées de 'Hyperbole qui
doit écre le lieu ou {e doivent trouver tous les points A7,
font prefentement 0.2 & PM ; ceft pourquojil fautin-
troduire dans ’équation re¢duite Pexpreflion de 02 que
je nomme/, & faire ¢vanouir celle de SA£ quieft #. Pour
, parvenir , je nomme la donnée C7,d ; & a caufe des

parallelésB[,PM& 0S,'ona CB. IC:: MS.0Poub.d

b bl >z
z.[;&partantz = —‘;—( & un =-g ;mettant donc dans’é-

oy = ' bh e
quation réduite en la place de #x fa valeur ;gquel on vient

: 2 Feras ‘

de trouver , I'on aura ¥225 — [+ yrmabid — ynnbbdd , qui
Ad nnea

{ervira 4 déterminer les demi diametres conjuguez OR,

807 fur QR&OK, & 'on décrira ( art. 14 1° 30 ) 'Hy-

SCD LYO?




A 1A GEOMETRIE 175
perbole A4AB qui réfoudra le Probléme.

DEMONSTRATION.

E L L Eeft femblable a celle des Propofitions précedcn.
tes.
CoRsTrudcTIOoN

Des Equations on des licax 2 I Fyperbole par rapport
a [es afymptotes.

PROBLEME INDETERMINE"

XXII. D EUX lignes paralleles AH, BG, dont les extrems-
tex A & B font fixes,étant données de pofition furun Plan; foif
une autye ligne CD menée librement perpendiculaire aux paral-
leles. 71 faut trowver fur CD le point M , en forte que ayant
mené des points A ¢ B les droites AM , ¢ BM, Langle
AMC foit égal a langle BMD dans toutes les pofitions de
CD parallele a elle-méme.

Ayantfuppofé le Probléme réfolu, foit menée BE pa-
rallele & €D, & nommé les données BE, ou DC,
AE, b 5 & les indéterminées BD , ou EC, x5 DA y;
ACferab + x ;& CM ,a —y. Puifque par la conftruc.
tion lesangles 4CAs, BD M fone droits, & par PHypo-
thefe , 'angle #asrC é€gal d angle BAsD , les triangles
ACM y BDM feront femblables 5 c’eft pourquoi I'on
aura AC . CM :: BD . DM, ou en termes algebriques,

I
bx.a—yux,y; dOIIC!)r-l-xy:dx — %y, OU —by -+~
xy = ax (endivifant par 2. pour délivrerle produit des

2
inconnues de toute quantité connue ) qui eft une équa-
tion 4 'Hyperbole par rapport 4 fes afymptotes, puif-
que aucune des deux inconnues, n’eft élevée au quarré,
& quelles font multipliées 'une par autre comme dans
celle de I'art. 14 n® 4. Mais parceque cette équation
contient trois termes, il {uit ( art, 14 n° 4) quele point B

Fie, 8.
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176 APPLICATION DE L’ALGEBRE

qui eft lorigine des inconnues x &y, neft point le fom.
met de l'angle des afymptotes. Pour le trouver & dé-
terminer la pofition des afymptotes , il faut réduire 1'é-
quation en changeant les produits compofez en produits

fimples, Faifant donc —E b x =2z, lonanrax =z—

% b , & metrant dans I’équation en la place de x {ava-
i I y . I 3 .
i leurz — — ¢, Fon en tirera — a4z —yx= -:aé,&fax-

e ot vy e, &
ant encore 4 —y =g, l'on aurd y="--2—"8 »
mettant cette valeur de y dans P'equation précedente ,
; x i

Pon aura #x= - ab, oilesinconnuesz & £ , ont ( art,

14 ) leur origine au fommet de Iangle des afymptotes.
Les deux reductions grécedentes , & l'équation réduite
fourniflent cette conftruction, '

A caufe de la premiere réduction x+ —b=x,on

prolongera DB enz en forte que BI= {._ AE = —I;- G,

& ayant mené 7K parallele A BE, le point 7 fera Yori-
gine des inconnues zqui va (are.16 n°1)vers G, &y

' qui va vers K. A caufe de la feconde rédu&ion—:— a—y

—u , onprendra AK = - BE= X 4, &ayantmené
2

KO parallele 2 4H , oud BG, le point K fera l'origine 4
des inconnues z qui va vers O, & # qui va (art. 161n° 4)
vers 7 , & le fommet de Pangle des afymprotes. K/ &

KO , puifque I'équation a,(:% abn’a que deux ter-
mes ; comme celle de lart. 14. On voit par I'équation

ux == —;— ab, que PHyperbole doic pafler par le point B,

puifque
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puifque —f—;:é:: —:—- ax -fé.:KI-x ZB. On décrira

done ( art. 14.) par le point B , entre les afymprores
KO0 , KZ ,'Hyperbole B¢ qui fatisfera au Probléme.

DE'MONSTRATION,

Avant mené par un point quelconque M pris fur

I'Hyperbole, les lignes carD & arp parallelesa Br &
4 KO;l'on aura (art,14.) . K7 x IB=—K P x LM, ouen
I

termes algebriques,uz = —:- ab, ou— by + xy= — ax,

€n remettant pour z & pour « leurs valeurstirées des ré.
ductions. C. 9. F. D.

1. Si dans cette équation on fait 4 — o , le point «
fe confondra avec Je point E, & I'on auray = * 4, qui
= :

eft une équation 4 la ligne droite ; & qui montre que le

point A7 fe trouvera fur la ligne KO qui partage EB , &
CD par le milieu, gt

PROBLEME INDE'TERMINE,

3. U N angle GAH, & un pojnt C , étant donnex de PO g . 86,

#ion fir un Plan. Si Pon mene du point C une infinité de lr-
gues dyoites comme CDB | qui rencontrent Jes lignes AG, AH
aunx points D ¢ B , ¢ que on prenmne fur chague CDB un
point M | en forte que CM [oit toujonrs @ DB dans la raifon
dannée de m 2 n. I/ faut trouver une équation qui exprime la
nature de la courbe qui paffe par tous les points M.

Ayant fuppof¢ le Probléme réfolu, on menera par le
point donné C & par le cherché a7, les lignes €7, MK
parallelesa 477 qui rencontreront G4 prolongée enz
& en K: & ayantnommé les données 47, a; IC, 65 &
les inconnues /K, x s KM, y 3 AK fera Z— o & les
qualitez/du Probléme donnerontz . 7% IK (x). AR

nx

==, 1 car a caufe des paralleles, 7K . 4B ;: CM . DB i
iy
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donc KB =~ #er 2 & IB==a + = & acaufe des

triangles femblables €78, MKB, lonaura 4 ( IC} . 2

w2 (1B )y (KM . — 4o -, (KB):doblontire
- i’ﬁ'fi:@—'-"—’ﬁ‘ =" 4 xy, qui eft une équationd 'Hy-

perbole entre fes afymptotes , qu'il faut réduire pouren

déterminer la pofition. Faifant donc = +x=x, 'ona

. R \- .
% == £ — — ; & mettant cette valeur de x dans I’équa-
tion , 'on aura,aprés avoir 6té ce qui fe detruit,en tranf-

mbz

pofant,’”%‘-f =Ky — 0% & faifant encore y - %

— b =n,Lonaura ”” — xu , olt lesinconnues # 8 %
3

: ”

ont leur origine au fommet de Pangle des afymptotes.
L’équation réduite & les réductions fourniflent la con-
ftrué&ion fuivante.

A caufe de la premiere rédudion =+ x = g, Ton
prolongera 4Zen 0, en forte que JO =m;-“ , &l'onme.
nera 0Q paralleled 7€ ; 4 caufe de la feconde réduction

I+ -?:j — b =, en fuppofant que  furpafle », l'on

prolongera0Q du coté de OenR,en forte que OR = ”’—-:

— b.5 & ayant mené RS paralleled 7B , les lignes R,
RS ferant les afymprotes , & R, Porigine desinconnues g
qui va vers S , & % qui va vers. 2, Si onprolonge CZ en

F, FCfera (contt.) ’%f ——-5-4-6':-.-3:1 ,& OZouRF étant

(conft.) = %3 PonautaRF x FC= "2 ; c'eft pourquoi
nn

UHyperbole qui fatisfaic au ProblCme paflera par i

SCD LYO




A LA GEOMETRIE 179
point C. On la décrira par Iarticle 14.

DE'MONSTRATION,

‘A v 4 N menéd’un point quelconque A pris fur 'Hy.
perbole, la ligne MK P parallele 3 XQ , I'on aura parla
proprieté de 'Hyperbole R? x P = RF x FC,ce qui

mmab mab = mby == nbx

eften termes algebriques #x =' -, ou

L&
tirées des rédudtions. C. Q. F. D.
3. Si m==1n, laligne RS fe confondroit avec 0B ,&
10 feroit égale 3 7.4 car 'équation a réduire deviendroit

|
|

|

|

may |

== —7. 4=y, €0 remettant pour g & pour z leurs valeurs 1
|

wth = ay +xy, & la premiere réduction feroit # =+ x =2, 1

& il n’y en-auroit point de feconde. {
|

A i
PROBLEME INDETERMINE.

4- DE’UX lignes droites AG, BH, dont les exM:’tez\_A & e 37; '”}?

étant données de pofition. Soit une autre ligne DE menée libre-
ment de Pune @ Lautre parallele a une ligne donnee de pofition.
7/ faut déterminer fur DE , le point M, en forte qu’ayant mené
AM ¢ BM, Fangle DAM [oit toujours egal 2 Langle EBM.

Ayant fuppofé le Probléme réfolu, on menera BK pa- Il
rallele 3 DE , & ayant divifé I'angle #CB en deux cga-
lement par laligne CO , on menera par les points 4 &
_* BleslignesAF &BI paralleles @ CO,.qui rencontreront Sl

DEen F &en7, & KB en L. Ces paralleles feront Ii_.{';?:

données de pofition,, & KZ , ZBou FI & AL feront H’
données degrandeur. Or puilque Ear la contt. les an- N
gles DAF, EBI{ont égaux,leP robléme fe réduit 4 trou- : 1‘,‘
ver fur FZ le pointM , en forte que I'angle F. 421 foit '
égal 4 langle 7B, Pour en venir 4 bout foient me-
1 nées FP qui fafle avec A Tangle AFP = AFD, ou '
| BIM & quirencontre BFen P, & MN paraliele 4 F3,
Il eft clair' que les triangles 727, MNI Icmgt ifofceles '
1 :

|
“ i |
B font fixes , @ qui étant prolongéesconcourvent en un point G, % g
|
|
|
|

l-!
i
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igo APPLICATION DE L’ALGEBRE
carlesangles AF D+ AF M == 1 droits = (conft.) 4FP
o AFM=— AFMwe MEP + FIP = MFP 4 FID <
IPF donc AFM==1P¥ = FIP.Er parceque le trian-
gle F7P demeuretoujours le méme ; puifque laligne 7
demeure toujours parallele d elle-méme, fescotez feront
~ donnez degrandeur; & lestriangles 4F M, BNM feront
! {emblables.

i Nommant denc les données ZBou F7ya; AL b,
i IP ,c; &les inconnues FM ,x3 LF ,ou BI,y ; M ou
b MNeraa — x ,& AF, b+ y ; & les triangles fembla.
d bles 777, MIN denneront FZ (&) .IP (¢):= ML,
(e—x). IN="";donc BN =y+2—% / & 3

“ _ P
caufe des triangles femblables, 4F . FAf :: BN . NM,
ou en termes algebriques , b4y . & iy 4 LTF

a
d’oli’on tire aab —+ aay — abx— 2axy = acx —cxx, qui
eftune équationa ’'Hyperbole , que l'on peuc regarder,
ou par rapporta fes diametres, ou par rapporta fes afym.
| ’ protes : mais comine on en a conftruit de femblables
Ui dans Darticle précedent, en réduifant les équations aux
fid diametres , on conftruira celle-ci en la reduifant aux
afymptotes felon Particlers n°, 14. L'on a en tranfpofant

Ak o Cxxt = Ab% gl 1
A """xy_";"’)’:&

oﬂ-"‘xi

! & divifant par 24,
| faifant ¥ — — a==z , l'équation fe réduit a celle - ci
z

= aab .c — = gt —aby = ou;i-aé LA
7 adh g — - K=y ouy db— T a= |

- bz — ZE en fuppofant que b furpafle — ¢ 5 &
A}JK- 2 { 148 PP qll P 2 7

faifantencore y = -:- b— -5—; =u,l’onraural’équation ré-
duite —E— b~ ar=1z,, qui appartient & I'Hyperbole

par rapport 4 fes afymptotes , & ou les inconnues # & 2
ont leurorigine au fommet de leurangle. Les reductions
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& IPéquation réduite donnent cetre conftruction.
Le point Z étant I’origine des inconnus x qui_ va vers
B, &yquivaversF 5 a caufe de la premiere reduction

x — — a==£, on divifera ZB par le milieuen R, & le
= _

point R fera I'origine de z quiva versB, & y quiva vers 0,
ayant mené RQ parallele 48.2;4 caufe de la feconde ré-

. I (249
duction y == 3 D — — =u,0n prolongera QR en §;

en forte que RS = TI b= -—z* ZA, & ayant mene ST
parallele 2 R B, le point § fera 'origine des inconnues x_

quirvavers 7', &« quivavers 0, & le fommer de 'an--

gle des afymprotes qui feroient SQ & §7°, fila feconde
réducion éroit y +-:—é = #: mais elle eft y -l--:~ - -:—f;

=u;¢’eft pourquoi foit prolongée 7 Bdu coté de B,qui ren-
contrera S7'en 77, & ayant fait ¥ = — c= —“{ ir,
{oit mence S, & du point M la ligne M ¥ parallele.a

1B, qui rencontrera$§7 en X, &Sy enz,& zZ.x fera % :
carSV(—:_“ 4>VY. (-;I- ,) 3 S %) XZ=:~:45 & partarit
MZ(#)==y+—b—2 &Br=""L4_ % &alors
2 2 2 24

leslignes §Q & S¥ feront les afymptotes ; & par confe-
quent §Z & ZM , les coordonnees.

Il n’eft pascependant neceflaire de faire évanouir l'ex-
preflion de S.¥' =z de I'’équation réduite, pour introduire
en fa place celle de §z: car 1°, Soit qu’on le fafle ou

non , on trouvera par le moyen de Péquation réduite,
que 'Hyperbole doit toujours pafler par le méme point:

comme en ce cas, ou I'équation réduite eft — 24 — ~;— ax
*

=z ; le terme connu i Sl PN L 16 R
4 8 2 A

Z ii
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« ~ 2= BY x SV, fait connoitre ( art.14.n°12 )
E

que I'Hyperbole doit paffer par le point B; & fi Pon nom-
me §¥,d; & Sz, [ pour introduire Pexpreflion §z dans
I'équation réduite en la placede celle de 8., I'on aura
4 caufe des triangles femblables §7¥ , X2, SV . 8v =

SX .8z, ou en termes algebriques — a.dsg.f,d'ou

'on tire g = i‘g,s_c mettant dans’équation réduite —}aé
Z L . 4
. o 1,
4 T % ac =1z, -enla Place de g_fa valeur — , 'onaura
il I
L 2 pd — cd=fu , dont le texme connu ~bd — " cd
i | g 4 - . .l 4 T | 2' k "

=L p—Lrx d = By x §¥ , montré comme aupa-

) 5
L ravant , que ’'Hyperbole doit paffer par le point B. Ce
il que l'on connoit aufli par I'équationa réduire aab 4 aay
— abx —2axy = acx — cxx ; car faifant x =a, afin
que le point M tombe en B, Fonaura zab=+ aay— aib

| 244y == aac — aac, dou Von tire y = o ; d'olt il
| fuit que PHyperbole pafle par le point B, puifque Bz5s'y
ancantit. Lo ARE : o '

" 20, Lere&angle §7 x BY,0uRB x By étant<gala §Q
« §.x, le rectangle S¥ x By fera (art. 14 n°6) cgal
au rectangle §Q x §z ; d’ott 'on yoit qu'il eft en quelque
facon plus fimple de réduire ces fortes d’¢quations aux
afymptotes de FHyperbole que de les réduire aux dia-
metres. Si donc Pon décrit par le point B entre les
afymptotes SQ , S¥ 'Hyperbole B2, elle fatisfera au
Probléme. A - BT, SRl :

DEMONSTRATION.

A v anT mené dun point quelconque Mpris fur 'Hy-
perbole la droite A7Z.x parallelea 0§ ; parla proprieté
de I'Hyperbole (art. 14.0° 6) , lona ¥ x BY =8X

.
x MZ ,ou en termes algebriques = ab— —;~ T —
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@¢, d'olt 'on tire aab + cxx — acx — abx = r1vy —
aay, en’remettant pour'z & pour g, leurs valeurs. C.0.

F.D. :
Cororraire L

£ S 1les paralleles 4F , BT éroient perpendiculaires 4
DE, les points P & N fe confondroient avec le point 7,
& 77 = ¢ deviendroit nulle ou= o ; c’eft pourquor
il faudroit effacer tous les termes ou ¢ fe trouve dans
I'équarion a réduire asb =+ cxx — acx — abx = 2axy —
aazy , & Ponauroit , b — bx=12xy—ay, quel’on con-
ftruiroit comme celle du premier Probléme de cet artiz
cle. _ ;
Cororraire IIL-

6. S 1 outre celale poirt 4 tomboiten K, 4Z = 4 de-
viendroit nulle , & Fonauroit x = — #, en effacant
tous les termes oli 4 {e rencontre dans I'équation 26 —
bx — 2xy —ay, & le point M f{e trouveroit dansla ligne
droite: RQ menée par le milicu de KB parallele 2 75,

CorOLrX1RE III-
7.L r s chofes étant fuppofées comme dans I'énoncé:
du Probléme n®. 4¢ Si 24Z = 1P, ou 26==dans

3 2t e r . I . ) A 2 . ” st
Péquarion reduite r ab— ~ at=1zu, 'on aura — ab

I : o yi Tioe i g
= —ac, & partant zz = o; d'otl il fuit qu’en"ce cas

PHyperbole fe confond avec fes afymptotes, & quepar
confequent le point A7 fe trouveradans la li%n_e RQ qui
eft une des afymptotes. En effet, en ce casT’¢quation 4
réduire devient 2ab + 2bxx — 3abx — 22Xy 4= aay =0,
en mettant 24 en la place de ¢, qui érant divifce parax
—a =0, ilvient bx — #b — ay="0 , & I’équation 2x

I . -
—a==0, donne x == — 2, qui montre que le point
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M fe trouve dans la ligne R.Q mence par le milieu de
Z B parallele aAL.

COROLLAIRE IV.

8. FE x k1~ £ 242 eft moindre que 77, ou que le #
oint A , fe confonde avec le point K, ouqu'il fe trouve .
ik au deflous de K , ’'Hyperbole fe trouvera de 'autre coté
i de R0 , & paflera par le point  : car dans I'équation ré.

. I . I
duite -} ab— % ac==uzg, — 4 furpaflera < ab dans le

premier cas ; IT ab fera nulle ou = o dans le fecond ;&

| dans le troifiéme, 4 deviendra negative de pofitive qu'elle
L e : ] s 1 : .
f I : croit. Ainfi la quantité -:—- ab —— ac feratoujours ne- 1

| ‘ gative , & partant I'Hyperbole {fe trouvera de l'autre
coté deRQ. '
REMARQUES. 3

| 9. L o R$ QU 0 N veut réduire ces fortes d’équations ]
; a I'Hyperbole par rapport a fes afymptotes , il faut ob- 1
il ferver 1°, Que i la Jettre inconnue qui n’eft point quar-

rée dans I’équation , fe trouve multiplie parune quan-
i tit¢ connue dans quelqu’un de fes termes, autre que
! dans celui ou elle 2! trouve multiplice par I'inconnue
qui eft quarrée, il faut metere tous les termes ou I'incon-
nue qui n’eft point quarrée fe trouve dans un desmem-
bres de 'équation, & tous les autres termes dans l'autre,

& faire la premiere réduion fur le membre ot Pin- #
connue qui n’eft point quarrée fe trouve. '
2°. Dans la feconde réduion ( qui feroit la feule, fi |

la lettre inconnue qui n’eft point quarrée ne fe trou-
voit peint feule dans quelque terme de Péquation) la
lectre inconnue qui neft point quarrée doit toujours €tre
ofitive.
32, Dans Pune & I'autre réduétion, l'inconnué qui n'eft
point quarrée, doit toujours €tre dclivrée de toute quan-

(]

£ité connue. 4"
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4°. Quand on ne veut point fe donner la peine de.

faire toutes ces réflexions , il n’y a qua réduire ces €qua-

tions 4 'Hyperbole , en les regar;?ant par rapport a fes

diametres, ouil n'y a aucune précautiona prendre. I fauc

¢claircir ceci par un exemple,

EXeEMPLE

’ ! . anb == cxx — ghy — acx I
10. So 1Tl ¢quation =xy——ay,

13
quieft celle que I'on vient de conftruire. Si on fuppofe
que le point 4 tombe en K, 4Z = & deviendra nulle
ou==o0;c’elt pourquoi eneffacant tous les termes ot 4

—_ ACX

4 exx
fe rencontre , 'on aura “=="=

g fe propofe de réduire 4 'Hyperbole par rapport a fes
| afymprotes , & dont les termes font difpofez dans I'un &
i 'autre membre de I’équation felon ce qui eft dit dans le
premier cas dela remarque précedente,

= xy— _'; ay que I'on

Faifant donc\x — — 2=z, 'on réduira I'équation 3
I J 1 ez 5
celle-ci ezz — 2ayx— WA OU T g 2= — . Il

faudroit pour faire la feconde réducion prendre % -y
== # ; mais parceque l'inconnue y qui n’eft point quar.
rée dans équationa réduire {e trouve negative dans cet-
te feconde rédudtion, & quelle y doit Etre pofitive , les
reductions que I’on vient de faire ne ferviront de rien. 1l
faut donc changer les fignes de tous les termes de I'é-

ALx — XX

quation pour la réduire de nouveau , & ’on aura
b | . I s r .
| = @y—xy 5 & en faifant — 2— x =g, l'onrédui.
3 7 . \ « I [+ 44 .
ra I'équation 4 celle-ci — ze=zy + —,» & faifant g

[ 44 . I .
% —=g,l'on aura — @==z4 Les redu@tions & %

qQuation réduite fervironta décrirg PHyperbole, qui paflg.
Aa
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ra par le point K ou 4 qui( Hyp. ) ne font quun méme
point. On voit encore qar I’équationa réduire que 'Hy-
erbole doit pafler par le point K : car fi I'on fait x = o,
on aura aufliy =o , d’ontil fuit que l¢s coordgnnées
s'ancantiflent au poing X H

SCDLYON 14




P]ei\f P 186







A tAGEOMETRIE. 187

§ESCHTVT O N (P
Oz lon donne la Mcthode de conflruire les

Problemes Solides determinez, par le moyen
de denx équations locales , on indétermi.
nees , lorfque Fune des denx fe rapporte an
cercle , on y pent étre ramence.

METHODE.

XXIILY Es inconnues de ces deux €quations étant
les mémes , elles duront leur origine en un

méme point; & ayant conftruit ces deux €quations 'une
aprés lautre par les regles de la Section ptécedente, les
points ot les courbes aufquélles elles appartiennent fe
couperont , réfoudront les Problémes , comme on va

voir par les exemples qui {uivent.
ExemMmpr e 'L

Probléme Solide.

¥ ! ],Ndemz' cercle AMB dont le diametre eff AB,¢r Je centre F 1. 88,

C , & une ligne GH perpendiculaire a AB, éiant donnez_de
pofition. 1L fuut trouver fur la circonference le point ML, par oz
ayant menédn centre C,1a droite CME , qui rencontre GH en
E, & parleméme point M., la droite MH parallele a AB, qui
rencontre la méme GH en H s HE foit égale an demi diame-
t7e. CB du cercle donné , ofe a une autre ligne dounee.
Ayant fuppofe le Probléme réfolu, on abaiffera du
oint' M fur 4B laperpendiculaire’ Af2; & ayant nom-

mé les données CB, ouCAM , ou (Hyp: ) HE, a
Aaijy
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BG,b ;& les indéterminées CP, x 3 PM , y; PG, on

ME fera @ 4 b— x , & les triangles {femblablesCPAr,
MHE,donneront x, (C2) .y (P M) vab—x(MH).
(HE), dolt Pon tire ax =uay + by — xy , qui eft une
équation a 'Hyperbole par rapport a fesafymptores. Et
A caufe du triangle reGtangle C2M, l'on aura xx =+ yy
=—aa qui cft une équationau cercle.

Si Pon fait prefentement évanouir 'inconnue y, I'on
aura aprés avoir ordonné I'équation,

xt — 2% - aaxx 424 x —at
—esb w2a2b Ar28b—22b=—0
-+ bb — gabb

Ft fi Pon fait évanouir x, (carilefta proposde faire éva-
nouir les deux inconnuesl’ane aprés I'autre, pour voir fi
d’une maniere I’équation qui en réfulte n'eft pas plus
fimple que celle qui réfulte de I'autre) 'on aura.
Y4 =+ 24y} +aayy— 2aly—at=0

+ 2ab

-~ bb
qui paroic plus fimple que la précedente. Mais comme
ces deux équations font du quatriéme degré, & quion
ne peut , ni par la divifion , ni par la transformation,
Jes réduire 4 une équation du fecond ; il fuit que le Pro-
bléme eft folide, & parceque I'une des deux équations
indéterminées appartient au cercle, onle conftruira par
leur moyen en cette forte. '

11 eft clair que I’équation xx -+ yy = a«, appartient

au cercle donné 4MB ; c'eft pourquoiil n’y a qu' con-

ftruire 'équationd 'Hyperbole ax =4y +by—xy; fai-
fant donc pour laréduire z+b—x =%, I'on aura x =
2 +b— 2 ; & mettant cette valeur de xdans I'équation,
elle deviendra 4z 4 ab —azx=y%, oW aa=-ab = yz +
4z & faifant encore y+a =2, I'on aura I’équation ré-
duite 2+ ab=1uz , quifournit avec les réductions cette
conftruction.

Le point C érant I'origine des inconnues x qui va vers
G,&y parallele 3 GH ;4 caufe de la premicre redu-
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&ion 2 4 b — x =z, le point G fera {art. 16 n° 4) l'o-
rigine de z qui revient vers C. A caufe ‘de la feconde !
réduction y -+« ==#,on prolongera AG , en 0, & ayant I
fait GO=a=C2B ; le point O fera lorigine des incon- i
nuesz qui va vers Z parallele a GC, & # qui va vers 7, i
& le fommet de l'angle des afymptotes , qui feront 0Z i
& OH. Et a caufe de I’équation réduite wa +ab =1z, I
dont la quantité connue 42 + ab=a+bxa=C¢ ; i
x CB==( Conft.) CG x GO, l'on décrira ( art.14 ) par i
le centre C du cercle 4MB ,Y'Hyperbole CAs qui cou- 1
pera le cercleau point cherché Az.

DE'MONSTRATION.

A v A N T prolongé MP julqu’a I'afymprote OZ en K,
&mené CZ parallele 3 PK. Parla proprieté desafymp-
totes (art.14.n°.1) OZ x ZC=0H x HM; donc C2x
PRK— PMx MH;doncCP . PM:: MH , PK. Mais
d caufe des triangles femblables c2PAr , MHE, CP . '-'ifﬁ
PM : MHHEidODC}s{f{.PK' MK . FE; &Par_. "J,
tant 2K (=GO == ( Conft.) CB) = HE. C. 2. F. D. %

E X EMPLE IL
Probléme Solide.

3, D I V1S E R un arc de cercle donné BDC, dont le centre F 1 6.89.
eff A, ¢ la corde BC yentrois parties égales BD ,DF, FC,

Avyant fuppofé le Probléme réfolu , les cordes BD |
DF , FCferont égales ; celle du milieu DF fera paral-
lele 2 DC ; le rayon AE ; petpendiculaire a BC feraauft
fi perpendiculaire 3 DE , & les coupera toutes deux par
le milieu en H & en G, & fa partie A4 comprife entre
le ceritre 4, & la corde BC, fera donnée de grandeur,

& de pofition: mais 4G & GD ou GF feront indétermi- uh'

r 1y . i ||:

, nées. . Si Pon meneencoreles deuxrayons 4D, 4F, qui |
rencontrent BCen Z & en K ; HI fera= FHK, & les e

triangles BD/, CFK feront égaux, femblables, & ifof.

A a i i i
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celes ; puifque par 'Hypothefe I’anﬁle IDB ==IDF ==
AIK = BID. Par la méme raifon l'angle KFC =
., KFD = IDF — AKI=CKF ;& qwoutre cela BD =
| CF.
| Nommant donc lesdonnées 4, 0u 4D, ou 4F, z;
HB,ou HC , b3 AH , ¢; & les inconnues 4G , x ; GD
| ou GF ,y; DF ,ou DB, ou BI fera , 2y 5 & partant FH 7,
b —2y.

A gauf_e des triangles femblables #GD . #H1Z, 'on
aura x( A4G) .y(GD )¢ (AH) .b—2y( HI),dol
Pon tire bx— 2xy = ¢y, quiell une équation 4 I'Hyper-
bole par rapport a fes afymprotes ; & a caufe du triangle
retangle 4GD , l'onaura xx =~ yy ==aa, qui eft une
¢quarion au cercle du Probléme BDC.

Si 'on fait prefentement évanouir une des deux in-

connues renfermées dans les deux équations indérermi-
it n¢es que I'on vient de trouver , I'on aura une équation
i du quatriéme dégré qui ne peutétre réduite 4 une €qua-
tion dufecond , d’otil’on doit conclure que le Problé.
me eft folide ; ainfi on le peut conftruire par le moyen
des deux mémes équations indéterminées. Mais I'"équa-
tion au cercle {e trouve conftruite , puifqu’elle fe rap-
porteau cercle duProbléme BDC. c’eft pourquoi il n’y
a qu’a conftruire 'équation a I’Hyperbole, qui étant ré-
duite donne avec fes réductions cette conftruction,

S = i < i

Soit prolongée 4H en Z,en forte que 4L =-E—AH,
& mence par Z une parallele 4 BC , fur laquelle ayant

pris ZO =-1— B, l'on menera par O la droite 00

paralleled 4G, T!i rencontrera /.5 en X. L’'Hyperbole
AD décrite par le centre A entre les afymptotes 0Z ,
OM, coupera 'arc BDC au point cherché D ; de forte
que fi 'on mene DF paralleled BC,les points D & F di=
viferont I'arc ZDC en trois partigs ¢gales D, DF, FC,
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| DEMONSTRATION. I

A v AN T mené par le point D , ot 'Hyperbole 4D
coupe l'arc BDC, la droite DA parallele a 'afymptore i
OM , quirencontrera HBen7, & ZOen N , & par le i
centre 4, le diametre ¢.4f parallele a 'afymptote 0Z, i
gui rencontrera OMen 7, & ND en§. L'onaura a caufe ‘:-?
es alymptotes 0Z,0D 3 DN x NO == AZ x L0 ; donc
SPxSD=8A4x AL ;donc DS.SA4:: AL . SP : mais
les triangles femblables DS.4, 4 H 7 donnent DS . §.A4 :2 i
wAH,HI;donc AL.SP + AH .HI Or(conft.) 4H . ‘|
=1A4L ;donc H7/=1§P; & partant A/ ,ou GD ==
1SP 1V, & DF =4SP +1:IV:mais HX ( =HV I
w§P) =38P+ IV C’eft povrquoi BX =(contt. ) H.X
=38P + IV ; & par confequent B.X 4 X7 ,ou BI=
482 + 1175 donc BI = DF = KC. Mais les triangles
femblables 4K 7, AFD donnent 4K . KZ:: AF.FD,ou i
(ayant mené 4B, AC ) AK . KI = AB.BJ; dot il i
fuit que 'angle BAD=C.4F—=DAF. C.Q.F. D. i
Si la corde BC pafloit parle centre 4, & éroit con-
fondue avec le diametre ¢ 4f, I'arc BC {eroit un demi i|;-'
cercle , & la perpendiculaire 4F = ¢, feroit nulle ou "
== 0; c’eft pourquoi, eneffagant dans Péquation 2 I’'Hy-
perbole ; les termes ou ¢ fe rencontre ; on auroit y ’

— ‘!T b = —i— Az ; dou il fuit quiayant divife Ag par ;g:

le milieu en R ; mené R7 perpendiculaire 3 4¢ qui cou-
pera le demi cercle en 77, & 72 parallele a C{gf, les arcs
9T , TZ , & zf feront ¢gaux. Ce quieft évident.

ExsMpPprLE TIL '1
Probléme Solide.

& T ROUV ER deux moyennes proportionnelles entre ¥1c, go. L
deux lignes donnces KL ; MN. |

Ayant fuppof¢ le Probl¢me r¢folu, & nommé ks don. ¢

ne '|i:|
I
i
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néesKZ , a3 MN,b; & les inconnues x& y ; 'on aura
fuivant lestermesdela queftion #. x:: . g, & x . y 11y,
b,d’oul'ontire ay ==xx , & bx =yy , qui font deux éc%ui.
tionsa la parabole ; & faifant évanouir inconnue y, 'on
aura x* == aab, qui eft ung équation du troifiéme degré ,
_ montre que le Probléme eft Solide, '
il Mais parceque deux é‘guations a la parabole érant
combinées paraddition ou ouﬁra&ionfeuvent toujonrs
donner une équation au cercle , attendu que I'équation
I{ 4 la parabole ne renferme qu’un quarré inconnu qui
' peut toujours étre delivré de toute quantité connue s il
{ fuit qu’on peut conftruire ce Probléme par le moyen de
l Pune desdeux c’?ua_tions précedentes, & de I'équation
1 au cercle qui réfylte de la combinaifon des deux mémes
l ¢quations par addition , qui eft 2y == bx == xx+ .
| Et parceque les deux premieres équations ay = «xx,
& bx = yyfont également fimples , on peut indifferem-
ment fe feryir de celle qu'on voudra. Prenons donc la
premiere ay = xx. Pour la conftruire , foit 4 I'origine
des inconnues x qui va versG, &y, qui va vers H per-
pendiculaire 3 4G ; le méme point 4 fera aufli le fom-
met de I'axe .4G de la parabole quil faur décrire , puif-
ue I’équation @y==xx, n’a point befoin de rédudion 5
ﬁ n'y a donc qu'a décrire (art. 10. n°. 11 ) fur 'axe 4G
une parabole dont le parametre foit la ligne donnée
| Kli=%a, '
Pour conftruire prefentement I’équation au cercle

Ay bx = xx gy 5 foit fait pour la réduire y —-—%4:‘.
#,&x— = b =x; & lon aura Péquation réduite

1 0 . : :
s+ L bb—un=zg,, qui avec les réducions don,

ne cette conftruction,
Le point 4 ¢tant toujours l'origine des inconnues y &

x: 4 caufe'de lapremiere rédudion y — = z=—4g , lon
_ = |

Prénd 3
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prendra 4C= — & = — KZ , & ayant mené CO pa-
z z

rallele 4 4D ; a caufe de lafeconde rédu&ion x — —':5

=z, on prendra fur €O, CE=— b= —~MN, &le

point E fera'origine des inconnues z, quiva vers 0,&#,
parallele & 4G, & le centre ducercle qu'il faut décrire :
mais V2 a4 -+ - 44, quieft la racine duterme connu de
4 4

Péquation réduite , eft le demi diametre du méme cer-
cle 5 c’eft pourquoi fi du centre Epar .4, on décrit un
cercle , il coupera la parabole en un point 2 , par ot
ayant-mené Q72 parallele 4H ; PO & P 4 feront les
deux moyennes proportionnelles qu'il falloit trouver.

DEMONSTRATION.

I L eft clairque le cercle coupe AGX AH en ] & en
D, de maniereque 47— 2AC—=KZ —=a, & A4AD =
WCE=MN=10b. AniPl=PAd —Al—=y—a,&
PF=AD—PQ = b —x. Or par la proprieté du
cercle 4P x PI=PMx PF, ou en termes algebriques,
W — ay=bx — xx,0u yy — bx = ay— xx: mais ( art.
10)ay == xx; doncyy—bx =0, ouyy = bx. Or gy =—
xx donne 47, ou KZ,PQ : P9 .PA,&y=—1tx
donne PQ .PA:PA. AD,ou MN ;donc KZ, PQ,
P4 ,& MN font continucllement proportionnelles,
C.Q.F.D. -

il
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ExeMmMrr e IIL

~ Probléme Solide.
2. VI E colirbe AM, dont Faxe off AP, fon fommet A, &

un point D au dedans o au dehors de cette courbe, étant donnex_
de pofition [ur un Plan. Il fant mener du point D une ligne
droite DMC, qui coupe la courbe AM , ou fa tangente an
point M & angles droits.

Ayant fuppof¢ le Probléme refolu, foient mences les
droites DB & MP perpendiculaires & 4C 5 du point £
la droite ME parallelea 4C , qui rencontrera DB en
E; & parle point M la rangente 2/7". Nommant prefen-
rement les données 48,65 DB, ¢ ;&les indéterminées
AP, x3 PM,ys &PT ,t; BP ou ME ferab + x , f1
le point B eft horsde lacourbe ,& DE, c—y.

Langle 7" étant droit par 'Hypotefe, les triangles
MPT , CPM & MED feront femblables ; c’eft pour-
quoi l'on auray (MP) .t (PT) =« wb(EM).c—y
( ED) 3 donccy—yy== tx=+bz,qui eft une cquation ge-
nerale pour toutesles courbes 421, & que 'on détermi-
nera atelle courbe que I'on voudra , en y fubftituant en
laplacede 7 , expreflion de la foutangente 27

Si I'on veut par exemple que la courbe 421 foit une

sarabole ; 27 fera (art. 11n’. 6 )==2x==1¢;Ceftpour-
quoi en mettant pour # fa valeur 2, 'on aura ¢ — 9y
= 2xx = 2bx , qui eft une équation a 'Ellipfe ; & nom.
mant le parametre de la parabole 2, 'onaura ( art. 10)
ax =yy , qui eft I'équation a la parabole 421.

Si I’on fait évanouir x,’on aura une équation dutroi-
fiéme degré, qui ne peut étre réduite ; & par confequent
le Probléme propofé eft folide. Mais lorfqu’on a une
équation a la Parabole , & une a IEllipfe, ou a 'Hyper-
bole par rapport a fes diametres ou les inconnues ne fe
multiplient point ,on peut toujours par leur moyen trou-
ver une équation au cercle en cette forte.
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Aprés avoir délivré dans I'équation a I’Ellipfe , ou &
I'Hyperbole, le quarré de'inconnue qui n’eft point quar-
rée dans I’équationa la parabole, de toute quantité con.-
nue , l'on fera évanouir le quarré de l'autre inconnue,
& I’équation qui en refultera feraune équation a la pa-
rabole , ?ui c¢tant combince avec la premiere par addi-
tion, ou fouftra&tion, donnera une €quation au cercle.
Ainfi en divifant par 2 I’équation précedente ¢y — yy=

2xx+2bx, Pona L ¢y — — yy=xx4bx, & mertant
1
pour yyfavaleur ax, prife dans I'équation a la parabole
ax=yy ; Ponaura = ¢y— = gx == xx = bx , qui eft
y bl 2 y 2 2

une autre ¢quation a la parabole ; & en combinant par
addition ces deux équations a la parabole,l'on aura

I X I X
— ) — aAXax == XX bxyy, O — Oy e —ax=

xx=+bx—+yy , qui eft une équation au cercle.
uoique l’on piit conftruire le Probléme par le moyen

de I’équation au cercle , & de la feconde €quarion a la
parabole ; il eft neanmoinsa propos de fe fervir de la
premiere ax=yy, parcequ’elle appartient a la parabole
donnée 4Af qui {e trouve toute conftruite; c’eft pour-
quoi il ne refte qu’a conftruire 'équation au cercle, afin
que le Probléme foit entierement réfolu.

L’équation au cercle étant réduite, donne avec les
réductions , cette conftruction.

Ayant pris AF = -~ b— -41 «z , on menera FG pa-

2

rallele 2D & = -‘: ¢, & ducentre G par 4, I'on dé-

crira un cercle qui coupera la parabole au point cher-
ché .

DE'MONSTRATIO.N,

A Y A NT joint G4 , & mené G7 parallele 2 47, qui
rencontrera PMen H , & la circonference du cercle
Bb ij
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en 7, I'on aura par la proprieté du cercle , G.4* ou G/

— GH"=HM", ou en tcrmes algebriques _:T bb —

| I b ¢ I I
“ b ~t= % -+ I‘CC XX 6 " bb - 3 44X
1 2ah L g o= ~ ¢, qui fe réduit A
i P 4'—"6 -—-_)fy-—z &y = PP, » qui IC rcdult a

| XK = bxt — o ax = —; ¢y —yy. L’on a auffi par la pro-

rieté de la parabole 2x =yy , qui étant combinée par
addition avec I'équation precedente donne xx -+ bx

I I
-&--z— ax = P Yy, Ol 2Xxx zéx._.—._()/ 5 / (en mettant

pour ax fa valeur yy , en multipliant par 2 , & tranfpo-
fant ) qui eft I'équation que I'on a conftruite. C. Q.F. D

EXeEeEmMrPriL e V.

Probléme Solide.

Fre, 92 §. I Z fant décrire an trigngle CBD reftangle en B , dont
onconnoit le plus grand ED des deux fegmens de la bafe faits
._ par la perpendiculaire BE , gui tombe de I angle droir B Jar la
: bafe CD, & la difference DF des cbtez,
: Ayant fuppof¢ le Probléme réfolu, & nommé les don-
nées ED, a; DF, b ; & lesinconnues EC, x ; CB, ou
BF,y;CDferax+a; & BD,y++b6;Vonaura i caufe
des triangles re&angles CEB, BED , CB*— CE'=
DB* — DE*, & en termes algebriques yy — xx = yy
o 20y +bb— aa , o0 xx =aa — 26y — bb , qui eft une
€quation 4 la parabole.

A caufe des triangles femblables DC B, BCE,'on aura
#+x(DC).y(CB):y.x(CE) -,doncyy:axq.xx’
qui eft une équation a I'Hyperbole équilatere.

Si I’on fait prefentement ¢vanonir 'une des deux in-
connues, on aura une équation du qu atricmedegré,
qui ne pouvant étre réduited une €quation du fecond ,
montre que le Probléme eft folide.
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Or quoique les lignes exprimées par les deuxincon.
nues x & y , m'ayent point les qualitez dont il eft parlé
dansla premiere Obfervation del’article 4. Neanmoins,
parceque l'on peut toujours trouver une équation au
cercle quand on a deux équations indéterminées du fe.
cond degre ott les deux inconnues ne font point ' muli.
plices entrelles,quoiquil n’y en ait aucune des deux 4 la
parabole , on peut parleur moyen conftruire le Problé-
me , COMME on va voir par cet exemple.

La feconde équation yy = ax + xx donne xx ==yy—
ax , & mettant cette valeur de xx dansla premiere cqua-
tion xx ==aa — 26y — bb , qui eft a la parabole , I'on
aura gy — ax == aa — 1by— b6 ,qui eft une autre équa-
tion a la parabole ; & en ajoutant les deux premiers &
les deux feconds membres de ces deux équationsala pa-
rabole , 'on-aura wx 4 yy — ax =100 — 4hy — 144 |
OU XX —— X = J)y =4y == 244 — 265, quielt une équa-
tion au cercle.

our réduir ‘quation , foit fait ¥ ~— — 7 e=
P duire cette ¢quation , f{oit fait T z

&y =26=u;'onaurazz = -f— @z = 2bb—un , qui avec
les réductions fournit cette conftruétion.

Soit le point 4 Torigine des inconnues x , qui va
vers G, &y qu'on fuppole perpendiculaire 4 4G, & qui

va en haut, A caufe de Ia premiere rédu@ionx — - ;
2

==z, on prendra AR= {T a, &ayant mené parR la

perpendiculaire RO ; a caufe de la feconde réduction ;
26=n ,lonprendra RO =14 ; & le point O fera é
centre du cercle qu’il faur décrire ; 4 caufe de 244, on
prendra RZ moyenne proportionnelle entre 24 , & 6 ; &
du centre 0, &durayon 7.4, ’'on décrira un cercle.
Pour conlftruire prefentement P'une des deux équa-
tions 4 la parabole , par exemple la feconde yy — sy —
aa—2by —b} 00y v 2by = ax = a2 — éi'; ; {oit faic
Bb ij

Fre. 93,
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pour la réduire y-- b=/, & x4 a==t, & lon aura [
= at , qui donne avec {es rédu&ions cette conftruction,
| A caule de la feconde rédudion x + a==1¢, 'on pro-
1 longera 4G du cotede A en H, en forte que AH =4,
| & ayant mené HK perpendiculaire A AH; a caufe de
; la premiere réduction y+4==[; on rendra HK =4,
l I'on menera KS parallele 3 AG ,& l'on déerira(art.10
1 pe. 11 ) fur Paxe KS, dontle fommet eft K, une parabole
par le moyen de P'équation réduite [['= 4z Cette para-
1 bole coupera le cercle en deux points M & NV, de ma-
1 F1c, "oz, niere quayant abaiflé des points M & N les perpcndic_u.
i 93. laires MP,NQ; PM fera la valeur pofitive de y=CBs
NQ,favaleur négarive; & APJa vaFeur de x = EC.De
forte que fi l'on fait EC= AP , & quon décrive fur le
diametre DC un demi cercle dans lequel ayant ajufté
CB—PM,&mené¢ BD, le triangle CBD fera celui

qu’il falloit dccrire. :
DEMONSTRATION.

Ay ax T joint 7H &menépar le centre O le diame-
tre 70T parallele 4 4G quirencontrera MP prolongee

| en ¥ de partou d’autre du point 0. Parla conftru&ion,
| & par la propriet¢ du cercle, I'on aura 7JH* , ou 07,

i . : :
! ou OT*— 0¥ = X M*,ou en termes algebriques ~:— as

- 20b — xx A axX— '1_4 aa =gy 4by +45b , ou 222 —

XX - ax =gy -+ 4by + 2bb.

Parlaproprieté de la parabole K27 dont le parametre
efta, Ponauraa x KL=LM" , OU 4% = ad=yy =+ 2by
+ bb , ou en fouftrayant la feconde équation de la pre-
miere , le premiex membre du premier; & le fecond du
{fecond, lon aura gz —xx= 26y + bb, qui eft la premiere
¢quation du Probléme, & en {g/uﬁrayant cette ¢quation
de la précedente , chaque membre de chaque membre,

_ T'on auraax ~xx ==gy, qui et la feconde équation du
Probléme. C. 2. F. D.
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Vo g e g i (0Nt !

Cu lon donne la Mcthode de conflruire les
Problémes Solides par le moyen de leurs
équations determinees ; ou ce qui eft la mé-
me chofé , de conflruive les équations de-
terminées du troifieme s &5 dn quatriéme
degré.

ME TH ODE.

XXI V.SO' 1. T qu’on aitemployé deux ou plufieurs

lettres inconnues , ou qu'onn’en ait ems:
ployé qu'une pour réfoudre un Probléme, quand on eft
venu a une équation-déterminée du troifiéme ou du qua-
tri¢me degre , qui ne peut étre réduite a une équation
du fecond, le Probléme eft neceflairement Selide,
comme on a déja ditailleurs, & on le pourra toujours
conftruire par le moyen de cette équation, en obfervant
les régles qui {uivent.

1. Siléquation a un fecond terme, on le fera pre-
mierement eévanouir. Cela fait.

2. Si Péquarion eft du troifiéme degré , on la mul-
tipliera par l'inconnue qu'elle renferme pour la rendre
du quatricme.

3. On trouvera une €quation 4 la parabole dont un
des membres fera le quarré de la lettre inconnue de
I'¢quation que Pon veut comftruire, & 'autre membre
fera le produit d’une autre letere inconnue par une lectre
connue quelconque , ou plGtde par une des lettres con-
nues qui fe trouve le plus frequemment dans 'équation
a conﬁ:ruire :car par ce moyen on rend la conftructiont
un peu plus fimple, i
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4. On fera évanouir I'inconnue de I'équation a con.
ftruire dans le premier & dans le troifiéme terme: ( car
on fuppofe quelle n’ena point de fecond ) en fubftituant
en fa place, fa valeur prife dans 'équation 4 la parabole
que l'on a formée , & I'équation qui en réfultera fera
une autre équation a la parabole.

5. On combinera par addition ou fouftraction ces deux
équations & la parabole, de maniere que I'équation qui
en réfulte {oit une équation au cercle,

6. On conftruira 'équationau cercle , & la plus fim-
ple des deux équationsa la parabole , comme dans la
Se@ion précedente , en fuppofant que les lignes expri.
mées par les deux inconnues font un angle droit , & les
Interfe@ions de ces deux courbesdonneront lesracines,
ou valeurs tant pofitives que négatives de l'inconnue de
I’équation a conftruire, Tout ceci fera éclairci par les
exemples qui fuivent. :

Exemrpre L

Probléme Solide.

2 TR O U V" E R une ligne dont le cube [oit an cube d'une
ligne donnee CD , daps la raifon donnée de m a n,

Ayant fuppofé le Probléme réfolu, &nommé la don-
née AB,a;& linconnue x, I'on aura par la condition
; f " ma
du Probléme * . & :m , », d’olt l'on tire ¥° =-'”f~,
qui eft une équation du troifiéme degré , qui ne pou-
vant étre réduire 4 une équation du fecond 5 il fuit que
le Probléme eft Solide.

En multipliant cette équation par x, 'on aura x*

madx . - /
= — , & faifane (n° 3 ) 4y =xx , qui eft une equa-
tion 4 la parabole , on a ayy = x* 5 & mettant dans
équation a conftruire pour x* fa valeur aayy , T'on
2l max

aura aayy="-"-, ou jy=_— quiclt uncautre cqua-
tion
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tion a la farabolc. Et combinant ces deux equations 4
la parabole par addition ou fouftradion ,’onaura yy —

max

ay=— — xx , qui eft une équation au cercle dontla

conftruction jointe avec celle de ’équation a la parabo.
le 2y = xx, réfoudra le Probléme,

Soit le point 4 l'origine des inconnues y qui va versG,
& x qui lui eft perpendiculaire. Et {oit décrite (art. 10
ne.r) {ur 'axe 4G dont le fommet eft4 la parabole 41,
dont le parametre foita= 4B. Cette parabole fcra
celle dont P’équation eft 2y = xx.

L’¢quartion au cercle étant réduite donnera avec les
réducions cette conftruction,

Ayant pris fur 4G, A7— —i— &= -E— CD, onc¢leve-
ra au point 7 la ligne ZK perpendiculaire 4 4G & égale
=, & ducentre K par A , I'on décrira un cercle qui

coupera la parabole A4 F au point A7, par ot Pon me-
nera la droite A2 parallele a 7K ; je dis que AP expri-
mée par x qui eft Pinconnue de I'équation «* =7*' que
n
Pon vient de conftruire, eft le coté du cube quil fal,
loit trouver.
DE'MONSTRATION.

A YANT joint 4K, & mené KOR pafallele a AP qui
rencontrera le cercle enR , & 2Men 0. L'ona par la
proprieté du cercle , KA4*, ou KR*— KO =0M"*,ce

; y I
qui eft en termes algebriques — an+ .’.”;’Z’f_ — yytay —

A ey max mman . : o
L 4T AL — o> QUi devient ay — gy —

xx — —-=. Maisd caufe dela parabole I'on a (art. 15}

34 L] 'L
ay — xx 5 doncyy= f: ; mertant donc dans I'équa-
5 _
Cc

F1c.94.
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tion précedente pour ay, fa valeur xx, & pour yy, fa
P

yaleur —, I'on aura aprés les réductions ordinaires x’ ==

mal

] Z. C.QFD.
i Exemrre IL

Probléme Solide.

Fic. 95. 8- D 17 7sER un arde cercle BDEC en rois parties égales
t BD,DF, FC.

Ayant fuppofé le Probléme réfolu ; puifque par I'Hy-
pothefe les arcs BD , DF , FC font égaux, les cordes
BD , FD , EC feront auffi égales , & DF fera paral-
lele 2 BC. Ayant mené les rayons 4B , AD, AF,
AC, & outre cela la ligne F7 parallele @ 4D ; les
triangles ADB , ADF , AFC feront égaux , fem-
blables & ifofceles , comme auffi les triangles BHD,
CKF : car l'angle CFK (= KFD = AKH ) = CKF.
Par la méme raifon l'angle BD H = l'angle BHD; c’eft
pourquoi, puifque { Hyp. ) €F = DB; CK fera — BH.
Mais les triangles #4CF, CFK , FKZ, font aufli fembla-~
bles & ifofceles: car 4 caufe desparalleles 4D, 7F ,I'an.
gle KIF (= BHD )= IKF—=KFC = FCA.

En nommant prefentement le rayon 4C , 4 ; la don.
née BC, b; & l'inconnue CF, ou CK ,ou JH,ou H B, x;

Ponaura £C(«).CF {x): CF(x). FK == =,&CF

. (x).FK(—’f-‘):: FK(-}”).KJ:ﬁ,donccz=

an
! 3
X — :“‘_;3 &Partant CB=7I8-+ CI=zx-+-x-—%=5’-.

d’ott l'on tire x3 == 3a24x —aab, quieft une équation du
troifiéme degré,& quine pouvant étre réduite a une ¢qua-
tion du fecond, fait connofitre que le Problémeeft folide.

Pour le conftruire, {oit premierement I'équation pré-
cedente multipliée par fon inconnue x , & l'on aura x*
= 3aaxx — aabx ; & ayant fait ay ==xx , I'on aura aayy
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=ux* Mettant donc dans I’équation du Probléme,
pour x+, & pour xx, leurs valeurs zayy, & ay ; I'on au-
ra apres avoir divif¢ par ez , yy =3ay—bx, quieft une
autre ¢quation a la parabole. Et en combinant par ad-
dition ou fouftraction , ces deux équationsa la parabole,
Pon aura aprés la rédution yy — 4ay =—xx —bx, qui
eft une équation au cercle , dont la conftrucion jointe
avec celledel'équationala parabole ay == xx, réfoudrg I
le Probléme. y '

Soit donc le point 4 I'origine des inconnues y quiva Fre. 95
vers G, & x perpendiculaire 4 4G qui va vers B., & foit 96-
décrite ( art. ro n° 11 ) fur Paxe 4G, dont le fommet foit
-, la parabole4F dont le parametre foit#= ( Fig. 95)
AC.Cette parabole feracelle dont Péquation eft 2y —=x.

L’équationau cercle étant réduite , donnera, avec les
réductions , cette conftruction,

Soit prife 47=22= (Fig. 95) 2.4AC, & ayant élevé

ZK perpendiculaired 4G & = ~:— b= -‘;- BeC, 'on dé.

crira du centre K par A , un cercle AMNF qui cou-
pera la parabole aux points 4, A7, &, F, parmi lefquels |
il y enatrois M, N, & F dont on peut tirer des per- "

endiculaires MP | N O , FE fur 'axe 4G de la dpara._ i
Eole , qui font les trois racines de I'inconnue x de I’¢- i
quation du Probléme , deux defquelles P27, & 0V font ‘
pofitives ; & latroificme EF, negative, de forte que 204 {
fera la corde du tiers de Farc BDFC qu'il falloit divifer ; I
& QN , la corde dutiers du refte du cercle B7C. : "

DEMONSTRATION. - | i

y I
P AR la pmp‘rb‘é de la parabole Fon'a (art.10) i
ay— xx. Ayant joint K4 , & men¢ }e r.:ham-‘:tr:: ZKR ’
parallele 3 4G ;'onaura par [a proprieté du cercle K47, |
ou KR:—KT?* = T N*;ou KZ*— KX =X M*, oucn ‘

|

=3

termes algebriques, 442+ -—:—- bo—yy + 44y — 442 ==, {p
Ccij i
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1
xx 4+ bx—+ i bb ,ou 4ay — yy==xx+ bx ; & en remet-

o
tant pour ay , & pour )y]eurs valeurs xx , & 5 prlﬁ’s‘

dans’équarion 2 la parabole sy==xx , I'on aura > aprcs
les réductions, ¥’ = 34ax — 4ab.C. Q. F. D.
RemarqQue L

0.5 y avoit un fecond terme dans I'équation que I'on
vient de conftruire, il auroit fallu avant routes chofesle
faire évanouir; & alors Iinconnue x , qui exprime la
corde CF (Fig. 95 ), ne fe feroit plustrouvée dans I’équa-
tion a conftruire 5 c’eft pourquoi les perpendiculaires
PM, QN , ne feroient égales aux cordes du tiersdes arcs
BFC, BV C, quaprés les avoir augmentees ou diminuces
de la quantité connue de Péquation qui auroit fervi a faire
évanouir le fecond terme; ce qui d’auroit apporte au-
cune difficulce.
REMAR queE LI

IO.L Es valeurs pofitives de x, PM & QN font enfembie
égales a la negative EF. Ce que je dcmentre en cette
forte. On lesprolongera en forte qu’elles rencontrent le
cercleen 2,8 & H , & le diametre ZRen X", 7 & O.
Avyant nomm¢ le parametre 45 dela parabole A0, «;
la'corde 4G , qui eft I'axe dela méme parabole, 4; 7K,
ou PX,0u EO, ¢ PM, x5 ON, ;& FE 25 PLAc-
ra, 204 %30S, 26+ K EFH , — 2. AP fera (art: 10)

f‘i s DY !E_SAE,: i:'-,' &Partané-'PG,é——f?‘iQGs

j)’ - - 2L E Sy
6"‘"‘_‘;} EG','&"'—‘_;.-. ‘ ¥i § "
DeEMONS 'I"R'AT‘O-N'; sl ag a N
L’ oN a parla proprieté du cercle,
abxx — :
1. AP x PG= ¥ 0% e XX =MPx PL;

AR

2. 4Q x Q_G:“-i‘)%l}." =24+ yy =N’Qx QS.

-
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i b
3. AE'% EG ="YX m=zg g = HExX EF.

On tire de la premiere equation,

xledm2a4c0 == 2ax

ab— """ T , & fubftituant cette valeur de 44

dans la feconde & troifieme, 'on aura aprés les réduc.
tionls X}y = 14acy = Y x = 2aaC%, K X3Z = 2440 == L3 X —
22acx ,d’ou'on tire 2240 = xyy == %Xy, & 1dat==xz% —
xxz 3y donc yy +xy==zz —xg, d’out 'on rire x==z —
7, donc x+y=z C.Q.F.D.

On démontreroit de méme que , fi le cercle coupoit
la parabole en quatre points, les ordonnéés qui parti-
roient des points d’Interfeétion d’un coté de l'axe fe-
roient enfemble égalesaux ordonnées qui partiroient des
points d’Interfetion de Pautre coté de I'axe. Soit qu'il
en eit deux d’uncoté, & deux de Pautre, ou trois d’un
coté , & une de lautre.

Ce feroit encore la méme chofe, fi le cercle touchoit
Ia parabole d’un coté de I'axe , & la coupoit en deux
points de I'autre cote : car le point touchant doit €tre
regardé comme deux points d’Interfection infiniment
proches. Ainfi, le double de 'ordonn¢e qui partiroit du
point touchant, feroir égal a la fomme des deux ordon-
nées qui partiroient des deux points d’Interfection qui
feroient de Pautre cote de laxe.

R M Rk L]

Probléme Solide.

. Sorr ericoré leProbléme propofé dansla SeGtion pré.
cedente, Exemple 5, olilon atrouvé ces deux équations
XX ==aa— 1by— bb , & yy == ax + xx.
Sil’on fait évanouir y , 'on aura

A x*— 2aa%% - 4abbx+at

— 2bbxx — 2aabb==0 ;

-+ bt

qui n’z point de fecond terme,

Cciij
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Si au lieu de faire évanouiry , 'on fait ¢vanouir x , on
aura.
B. yt+ 4by + Gbbyy 448y bt =o.

— raayy — raaby — aabb

d’ou faifant évanouir le fecond terme, en faifant y + 4
=g, ’onaura
C. z4— r12az5 4 2aabx— aabb==o.

Et comme cette équation eft plus fimple que I'équa-
tion .4, il vautmieux s’en fervir pour conftruire le Pro-
i biéme, que de I'équation 4. Faifant donc
‘ D. an==zg, 'on aura aaun— g}, &mettant les va-
leurs de zz & de g* dans P'équation C , l'on aura aprés
avoir divil¢ paraz ,

E. a1 — 2a% 4165 — bb =0, qui eft une équationa la
Parabole. ;

" Si I'on ajoute le fecond membre de 'équation D au
premier de I'équation E ; & le premier au fecond , I'on
aUra ux — 24 == ZZ=4 263 — bb =—an , ou :

F.uti— Yat~ 2% + 263 —bb == o', qui eft une équa-
tion au cercle.
Si I'onréduit'équation £, & quon la conftruife avee
F16. 93. Péquation D. En prenant le point K pour l'origine des
inconnues % qui va vers §, & g qui lui eft perpendicu-
laire , & va en haut , onretombera dans la conftruction
de la Se&ion précedente n®. §.

i
-

e e

DEMONSTRATION.

P AR la conftru&tion duProbléme § ( Sect.prec. ) KZ, ou
HP==x+a; & LM =y +b; & par certe conftrac-
sion KZ =u , & ZM = z=y+b; mettant denc dans
ces deux équations D & Fpour #, favaleur x + a2, &
pour £ favaleury + 4, on aura ces deux équations,

G. aa~+ ax==yy=2by—bb , &

H. xx == aa— 1by—bb, qui eft la premiere équation
de exemple 5, Se&. prec. & enajoutant les deux ¢qua-
tions G & H,le premier membre aupremier,&le fecond.
au fecond , Von aura , aprés lesréductions,
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K. xx==ax = yy , qui eft la feconde équationdu méme '
Exemple. C. Q.F.D. ;
REMARQUE »

¥z, PAR le moyen de cette conftru&ion , 'on ne Fiec. 92, i
dctermine que la grandeurdu c6té CB = 2 ,au licu 93
que par la conftruction de la Sedion précedente, I'on a
aulli dererminé la grandeur de CE = 47, d’ott l'on
voit que lorfqu’on conftruit un Probléme folide par le
moyen de fon €quation détermince, il n’eft pasentiere-
ment réfolu. 1l faut encore pour cela réfoudre & con-
ftruire un autre Probléme fimple ou Plan ; aulieu que
lorfqu’on le conftruit par le moyen de fes deux équa.
tions indéterminees , il eft entierement réfolu: car les
valeurs des deux inconnues fe trouvent toujours deéter-
minces.
Ainfi pour achever de réfoudre le Probléme , en fup-
pofant qu’on n’a déterminé que le co6té CB par la con-
ftruction précedente. Soit encore CEnommeé x; & BD, ¢; |
Pon aura par la proprieté du triangle redtangle x +«
(CD).c(BD)¢c.a(DE),dou l’ontirex_—_i:- -
#,qui fervira a déterminer la grandeur CE , & le Pro- f
bléme fera entierement réfolu. i
REMARQUES GENERALES
 Sur la confiruition des Problemes Solides.

3. L E s conftructions du deuxiéme & cinquiéme exeni- i

les de la Section précedente , comparces avec lescon- |
ftractions du fecond & du troifiéme de cette Section 5
font voir qu’il eft plus a propos de conftruire les Pro-
blémes folides avec deux équations indéterminées, qu'a- i
vec une équation déterminée , lorfqu'on le peur. Or I
on le peut toujours lorfque I'une des equations indcter- )
minées fe rapporte au cercle , ou bien lorfque les deux
lettres inconnues ne fe multiplient point dansles deux |
mémes €quationsindérerminges : caren ce cas on trou- i
vera toujours une €quation au cercle, comme on 2 fait I
dans cet exemple.

==

SCD LYON 1




208 APPLICATION DE L’ALGEBRE

On voit aufli quil p’eft pas abfolument neceflaire

ue les deux lettres inconnues ayent les qualitez mar.
quées dans la premiere Obfervation de l'article 4. On
peut méme les placer de differentes manieres , & cher-
cher 4 chaque fois deux équations :car on trouve fou,
vent des équations plus fimples en les placant d’une
maniere , qu'en les plagant d'une autre.

14. Quoiqu’'on n’ait employé dans cette Section que e
cercle & la parabole pour la conftruction des Problémes
folides , cela mempéche pas qu'on ne puifle les con-
ftruireavec celle qu'on voudra des Sections coniques :
car on peut tirer d’'une €quation déterminée du troi-
fiéme & du quatriéme degré des équations a IEllipfe , &
a PHyperbole comme on en a tir¢ une cquation au cer-
cle, avec cette difference feule quon ne peut tirer d’ung
éqnation du quatriéme degré, une €quation a 'Hyper-
bole par rapport 4 fes afymptotes, & qu’on la peut tirer
d'une ¢quation du troificme.

Soit par exemple 4. x’ = 3425 —gab, qQui eft I'équa-
tion de I'exemple 2.

En fuppofant B. 24y = xx , & mettant en la place de
xx fa valeur ay, l'on aura C. xy = 34x — b, qui eft une
équation a I'Hyperbole par rapport a fes afymptotes,
Et multipliant 'équation C par x, & mettant enfuite pour
xx, favaleur ay dans le premier terme, on aura D .
= 3xx — bx , qui eft une équartion a ’Hyperbole par
rapport a fes diametres, comme cellede l'art 14 n°13; &
metrant encore pour xx favaleur ay dans I'équation D;
il viendra E. yy == 3ay —¥x, qui eft une équation a la
parabole. En ajoutant les deux membresdes deux équa-
rions B & E, le premier au premier, & le fecond au fe-
cond , lonaura yy = xx -+ 2ay — bx, quieft une équa-
tion 3 'Hyperbole équilatere. Si I'on ajoute le fecond
membre del’équation B au premier de I’équation E
& le premier au {econd ,’on aura yy 4 xx == gay —bx,
qui eft une ¢quation au cercle, Sion multiplie ’équa-
glon 22 par un nombre quelconque entier o rompu, ou

. par
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par une fraction litterale , comme % , avant que de la

combiner avec I’équation F , comme on vient de faire; ?
Pon aura une €quationa I'Hyperbole , & une a Ellipfe.
On peut de méme combiner deux des ¢quations prece-
dentes prifes 4 volonté , & enfuite celles qui réiultent I'
de ces combinaifons , ce qui dennera une infinité d’¢. |
quations aux Sections coniques, del'une defquelles on l
pourra fe fervir avec I'équation au cercle, a |
15. On tirerade la méme maniere d’une équation du
quatricme degré quin’a point de fecond terme, des €qua- |
tions aux Sections coniques, & une au cercle : maison ’

n'en trouvera point 4 I'Hyperbole par rapport a fes
afymptotes: oit 'on remarquera que fi I'on tiroit deux |
€quations au cercle d’une équation du troifiéme ou du I
?uarriéme degré,le Probléme feroit plan, & I’équation ‘
|

€ pourroit réduire dune équation du fecond degré.

16- On peut encore conftruire les Problémes folides. ‘
avec I'équation au cercle, & telle Se@ion conique qu’on ;
voudra,comme on peut voir dans leTraité de la Conftru- ‘

1 ¢tion des Equations de M* de la Hjre , donton a {uiviici !
la Méthode. ;‘,

17. On multiplie les équations du troifiéme degré ,
par leur inconnue, pour en tirer une ¢quation a la para- I
Eole , differente de celle que I'onforme arbitrairement i
pour introduire dans I’dquation déterminée afin d’en |
tirer des €quations indéterminées : mais cela n'y apporte '
aucun changement : car les Problémes du troificme & |
du quatriéme degré font de méme nature ; & méme I
leurs conftrudtions ne different qu’en ce que les deux _
Courbes qu'on y employe paffent par Porigine de I'in- " ) i
connue de Péquation , quand elle eft du troifiéme de-
gré, & quelles n’y paffent pas quand elle eft du qua-
rriéme,

Dd

SCDLYON 1 |




210 APPLICATION DE L"ALGEBRE

5 EC PO XL

O Lon donne la Methode de réfondre & de
conftruire les Problemes indéterminez, dont
les Equations excedent le [écond degre : on
ce qui eft la méme chofe , de decrire les
courbes dont ces Equations expriment la
nature ;. &7 de réfondre &' de conflrnive les
Problémes determinez, 5 dont les Equa-
tions excedent le quatrieme degre.

METHODE.

XXV. N a donné des régles dans la cinquicme ,

fixiéme & feptiéme Section pour décrire les
courbes premier genre d’une maniere plus fimple
que celles qu'on tireroic naturellement de leurs équa-
tions : mais on nen peut pas donner pour décrire cel-
les des genres plus compofez. Il faudroit pour cela les
avoir examinées les unes aprés les autres ; ce qui iroit
4 Pinfini : car chaque genre en contient un nombre
d’autant plus grand quil eft plus compofé , &il y a
une infinité de genres.

1. On dira f”cu%emenr en general qu'aprés avoir trou-
vé une équation pour chaque Probléme (en obfer-
vant pour nommer les lignes inconnues ,ce qui eft pref-
crit dansla premiere ou feptiéme Obfervation del’art. 4),
qui exprime la nature de la Courbe qui doit fervira le
réfoudre, qui en détermine le genre, & qui foit réduite a
fonrexpreflion la plus fimple ; il faut examiner par Pin-
fpection des rermes de I'équation , celle des deuxincon-
nues dont on peut plus facilement trouver les valeurs en
fuivant les regles de la conftru&ion des équations d¢-
terminées , trouver par les mémes regles les valeurs de
cette inconnue , en affignant 4 l'autre inconnue une va-
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leur déterminée , & arbitraire ; & 'on aura & chaque
fois qu’on aflignera a cette inconnue des valeurs arbitrai.
res, autantde points de la courbe qu'on veut décrire |
que l'autre inconnue aura de valeurs réelles , pofitives,
& negarives. De forte que fi I'inconnue la moins élevée
de I'equation , fi elles ne le font pas toutes deux c¢gale-
ment , 4 une ou deux dimenfions , on en trouvera les
valeurs par les regles de la SecionIl, en aflignant 4 I'au-
tre inconnuedes valeurs arbitraires , & la regardant en-
fuite comme déterminée. Si ellea trois ou quatre dimen-
fions , onen trouvera les valeurs par les regles de la Se-
¢tion précedente ; & fi elle a un plus grand nombre
de dimenfions, on en trouvera les valeurs comme on
expliquera dans la {uite : mais comme l'on en pourra
plus tirer ’équation au cercle, il ne fera foint neceflaire
d’en faire ¢vanouir le fecond terme, s'il s’y rencontre:
ou l'on remarquera qu'il faut réiterer la conftru@ion
autant de fois qu’on aflignera des valeurs differentes a
Pinconnue que I'on prend pour conftante.

2. On peut auffi , aprésavoir trouve une équation com-

me on vient de dire, abandonner la premiere & feptié. .

me Obfervartion del’art. 4 , & nommer d’autres lignes
par des lettres inconnues, & chercher par ce moyen
d’autres €quations , qui n’exprimeront pas effe@ivement
la nature de la courbe qui doit réfoudre le Probléme,
& qui n’en détermineront pas le genre : mais qui pour-
ront fervir a décrire plus fimplement la méme courbe,
foit par elles-mémes , ou en faifant évanouir par leur
moyen les inconnuesde la premiere équation , afin de
la rendre plus fimple , & d’en tirer plus facilement la
maniere de décrire la méme courbe,

3. On peut encore tirer de I’équation qui exprime la
nature de la courbe qui doit réfoudse un Probléme , des
¢quarions a quelqu’une des quatre courbes du premier
genre , lorfqu’on y trouve 'expreflion de I'appliquée de
quelqu’une des quatre mémescourbes ,en égalant cetee
expreflion a une troifieme lettre inconnue , ou a fon
quarré , & la conftruction de ces équations facilitera

S Ddjj
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la defcription de la courbe quon veut décrire. Tout
ce-ci fe trouvera pratique dans les exemples qui {uivent,

Exgmrire L
Probléme indéterminé.
Fic 97.4. UN demi cercle AFB, dont le diametre et AB, ¢ le cen-

tre C , étant donné, ayans mené par un point quelcongue P du
diametre AB, la droite PK perpendicalaire a AB, qui rencontre
la circonference AFB en K. 1l fant trowver fur PK le point
M , gni la divife en [orte que AP .PM = PB . PK. Ezcom-
me il y a une infinité de points comme ML, il fant trowver la
courbe [ur laguelle ils fe tronvent tous.

Ayant fuppof¢ le Probléme réfolu; & nommé le
diametre 4B , a; & les indéterminées 4P, x'; PM , ¥ ;
PB fera, a — x ; & par la proprieté du cercle 7K fe-

raVax — xx, & I'on aura par les qualitez du Problcme,
AP(x).PM(y) :PB(a—x). PK=-"7""" =

X

Vax— xx , & en quarrant chaque membre , multipliant
enfuite par xx , & divifant par 2 — x 51'on aura ¥ =
agy — xyy , qui eft unc équation du troifime degre
qui montre que la courbe cherchée dont elle exprime la {
nature eft du fécond genre. On tire de I’équation que .
FohientdE TR ar yms e a, LOy d b ot |
’)"_“'_Va—x, y_—“y»;;:;-x’
en multipliant les deux termes de la fraction par Vx, ce
qui ne change ni le degré de I'équation , ni le genre de
la courbe, d’oti 'on voit que la courbe paffe des deux
cotez de P'axe 4B par les points A7 , & m , & que la
partie Ameft égale & femblablea la partie 421, puifque
Pine=="P M.
Si T’on fait x== o0, le point 7 tombera en 4, les ter-
mesoll x fe rencontrent feront nuls, & l'on aura par
confequenty = o, d’ott 'on connoit que la courbe ren-
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earitre {fon axe au point 4, puifque 42 & P M s’y anean-
tiffent , & qu’elle ne rencontre quen 4 la parallele a
PK menée par A: car fi elle la rencontroit encore en
quelqu’autre point , Pon trouveroit une valeur de y qui
le détermineroit.

Si Pon fait y == o, 'on"aura aufli x = o, qui montre
que la courbe ne rencontre fon axe 4B qu'au feul poing
A ; & comme elle nerencontre auffi la parallele 3 7k,
mence par 4 quau feul point 5 il fuit quelle eft tou-
te du-cote de B par rapporta cette parallele.

Puiique par ’'Hypothefe 2B . PK :: AP . PAt, il eft
clair que la courbe 427 touche fon axe au point #:
car le point 27 étant infiniment proche de ¢, les points
K & M en {eront aufli infiniment proches ; & parcequ’a-
lors 2B furpaflera pour ainfi dire infinimens PK ; .42
furpaflera aufli pour ainfi dire infiniment 2735 d’ou il
fuir que la perite partie 4Asdela courbe fera pour ainfi
dire dans la direction defon axe 48 , qu'elle touche &
coupe par confequentau point 4.

L’on voit encore par la méme €quation que x croifs
fant ; y croit aufli , méme en deux manieres: car le nu-
merateur xx dumembre fraGionnaire croiffant, le déno-
minateur V.zx — xx diminue.

Si P'on augmente x jufqu’a ce quelle devienne == «,
le point 7 romberaen B , & I'équation deviendray =

an _As
., & commie e rapport —, eft plus grand que tout

rapport donné, c’eft a dire, infiniment grand ; il fuie
que {i 'on mene par B une ligne BH parallelea 7ar,
cette parallele ne rencontrera la courbe qu'a une diftan.
¢einfinie, ou, ce qui eft l]a méme chofe , qu'elle lui fe-
ra afymptote. L’on voit aufli qu'on ne peut pas aug.
menter x en forte qu'elle furpafle 42 car le dénomina.
teur de la fraction deviendroit une quantité imaginaire
& par confequent avfli lesvaleurs de y : ce qui fait voir

ue la courbe ne pafle point au-deld BE menée par 7
parallele & ZK. Il fuir de tout ce quion vient de dire que

Dd iij

e il
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214 APPLICATION DE I"ALGEBRE
la courbe eft toute renfermée entre les deux parallelesa
P M, mences par A4 & par B.

Puifque BH eftafymprote d la courbe 427, il fuit
quelle coupe la circonference du cercle en quelque point
F,qu'il eft aif¢ de déterminer: car faifant 2 A= 2K, ou
y = Vax— xx , & mettant cette valeur de ydans I'équa-
tion précedente, elle deviendra ax — xx = xx, d’ou

P'on tire x = — #, qui faitvoir que le point F divifera par

le milieu le demi cercle 4FB : ce que 'on peut aufli
remarquer par "Hypothefe : car le point 2 tombant en
C, lonaura 4C .CM: CB. CK; & partant CM ==
CK= AC.

La qualité du Probléme fournit une maniere aflez
fimple pour décrire la courbe : mais il faut examiner {i
P'on n’en peut pas tirer une plus fimple de fon équation

xx

y= ——=___ en cherchant les valeurs dey dans routes

Vax — xx
les pofitions du point 2. On trouve que cette equation
donne cette conftrudion qui eft prefque la méme que
celle que fournit le Probléme. Soic prife 7M1 troifi¢cme
proportionnelle & PK & 4 A2, & le point M fera a
1a courbe cherchee.

DEMONSTRATION.

P ax la conftru@ion, & par la proprieté du cercle
Vax —x% ., (PK) . x(AP) s x .y {PM), d'ott I'on
L g, € 0 FD,

Quoique ces conftrudtions foient affez fimples, il eft
neanmoins 4 propos de voir fi I'on n’en peut pas trou-
ver une encore plus fimple. Soit pour ce fujer menee
par les points 4 & Arladroite MG qui rencontre la
circonference 4K B en E, & alymptote /Hen G, &
ayant mené ED parallelea 7K, & nomme DB, g; AD
fera @ — z, & les triangles femblables #PM1, ADE,
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donneront A2 (x).PM(y): AD (a—z) . DE =

.‘y — .Z,:f

——— ~Mais par la proprieté du cercle DE=Vaz—zz

AAYY — Y AVY
donc A% XK = Yy — 242y z’-_.’!_’ ou z== lxk _zZ)_', en
xx

divifant chaque membre par 2 — z. L'on a auffi 'équa-

v 3
tion du Probléme gy = — ; donc en mettant cette
p i
valeur de gy dans I'équation précedente , Lon aura
AX — 22X . .
RE= ey d’ou I'on tire z=x, ou 42— DB donc
AM = EG, qui donne cette conftruction qui eft la plus
fimple que I’on puiffe trouver.

Soit mence du point .4 une ligne droite quelconque
AG qui rencontrera la circonference du demi cercle en
E ;& ayant pris fur 4G , AM = EG ; le point M fera
a la courbe cherchée.

DEMONSTRATION.

Pursque (Contt) 42— D5, 4P étant x; D2
feraaufli, x; 4D , 4— x; & l'on aura , 3 caufe des
triangles femblables 4204 , ADE, 4P .(x). PM(y)

2 AD(a— x .DE— i"’—:-ﬁ = ( par la Prop. du cer-

cle) Vax—xx , dot on tire I'équation du Probléme.
C. _Q & Ik

Diocles Inventeur de cette courbe , 1’2 nommée
Cyffoide.
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‘ExeMPrLE I

Probléme indétermine.

Fre. 98. 5 U N aag%"_w*ABH , @~un point fixe A [ur un de fés
chtez, btant dom@gz_ de pofision fur un Plan. Si Lon mene du
point fixe A une ligne quelcongue AG ,' qui rencontre le core
BH en G, ¢ gu'on prenne GM = GB. 7l faut trouver une
équation qui exprime la natwre de la courbe [ur laguelle fe
¢rowve le point ML, @ tous cenx que Pon tronvera de la meme
manicre. o

Ayant fuppofé le Probléme réfolu,on abaiflera du point
M fur 4B la perpendiculaire M2 ; & ayant nommeé la
donnée 4 B,a, &lesindéterminées 42,4 P M, y; P B fera,
a—ix 3 & A M, Vxx-+yy ,& les triangles femblables 42 M7,
ABG donneront AP (x).PM(y) AB(2), BG=

“_:' = (Hyp. ) GM , & 4 caufe des paralleles P, BG, "

— -.I'-"'&_- 3

Ponaura x(4P).a—x (PB) s Vx4 (AM ). %
{(GM,0uGB).d’ott on tire y = e

Viax — xx
équation du troifiéme degré : car on avroit pti la divi-
fer par x avant que d’extraire la racine, & la courbe
par confequent eft du fecond genre,

11 feroit inutile de chercher une conftrucion plus fim-
ple que celle qui eft renfermée dans Iénonce du Problé-
me : car il eft impoffible d’en trouver de plus fimples,
Voici celle que I’équation donne. '

Soit prolongée 4B en D, en forte que BD = 4B,
& décrit un demi cercle #4KD fur le diametre 4D.
Ayant mené par un point quelconque 2 la droite K pa-
rallele BF ,qui rencontrera le demi cercle en K, on
prendra fur 2K, P M quatricme proportionnelle a 7K,
AP, & PB, & le point M{eraa la courbe cherchee.

il e -

3w

~,quieftune

e e
—

Dr'MONSTRATION.
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DEMONSTRATION.

PAR la conftruion, &4 caufe du demi cercle,V2ax — xx
(PK) . x(AP)::a—x(PB).y ( PM),d’ou l'on tire
AX ———=xX -
j=:t?’z.3x-xx' C._Q 5 - p !
On voit par cette équation que la curbe pafle'des
deux cotez de fon axe 4B, & que les parties quifont de
art & d’autre font égales & femblables.

Si I'on fait x =0 , I'on aura aufli y = o, ce quimon-
tre que la courbe pafle au point 4, qui eft par confequent
le fommet de fon axe ; & la conftruétion précedente
aufli bien que Iénoncé du Probléme , font connoitre
qu'elle cm;pc au point A {on axe 4B i angles droits:
car fi 'on fuppofe le point Pinfiniment proche de 4, les
points K & A en feront aufli infiniment proches. Or
puifque ( contt.) PK . 4P :: PB. PM,&que PM eft
pour ainfi dire nulle rapport 2B ; AP fera par confe-

- quent nulle par rapport a 2K ; & partant le point A eft

pour ainfi dire dans la perpendiculaire a 4B mence
par A. :

Si Pon fait y=o0, 'on aura x =4 ; d’ouil fuit que la
courbe rencontre encore fon axe au point B, puilque y
y eft nulle. Mais outre cela , je dis quelle le coupe en
faifant avec lui unangle de 45 degrez: car {i 'on fuppo-
fe que le point 2 foit infiniment proche de- B, le point K
fera infiniment proche du point F miileu de la circonfe-
rence du cercle 4KD; ceft pourquoi PK fera égale a
P.A,& par confequent 2B == PMa caufe del’Analogie
précedente PK . AP :: PB. PM; ainfile perit triangle
KPB fera reangle & ifofcele , & partant angle 2801
fera demi droit.

AX — XX

La méme €quaion y=—== , fait voir que

T }lelx—-xx

‘AP = x peutdevenir plus grande que 4 B==a, fans que

les valeurs de y deviennent imaginaires , ce qui fait voir

?ue la courbe paffe au-deld de BAH par rapport i 4, de

orte que la partie 7.3 {€ continue versZ, & lléautre vers E.
e
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Mais parcequ’alorsy devient negative de pofitive qu’elle

BX — XX

éroit , I’équation deviendra —y=—-+ ou
e 1 y — Vaax — xx ? }’

XY -— X

+

—. Ainfi pour décrire les parties de la

— Viax — xx
courbe qui fefitau-dela de B parrapport a 4 , ayant
mené par un point quelconque p, la droite p& parallele 4
BH , Von prendra pm quatriéme proportionnelle & pk ,
pA,&pB , &lepointm fera a lacourbe cherchee.

Si Pon angmente x ( 42 ) julqu’a ce quelle devienne

= AD == 14 , I'équation deviendra y ==+ "2  quifait
o

voir DF menée par D parallele 2 BH , & prolongée
de part & d’autre 4 linfini , ne rencontrera jamais la
courbe , & lui fera par confequent afymprote.

Si I'on veut déterminer le point £, ott la courbe cou-
pe la circonference du demi cercle, il n’y aqu’a faire
pm= pk, ceft-a-dire, y —=—V2ax — xx , & metrant cet-
te valeur de y dans ’équation précedente , I'on entirera

— -:— 2, Ceft-a-dire que le point E eft vis-a-vis le mi-

lieu de BD ; & que par confequent Farc ED, eft de
6o degrez.

Exewm? L e 1IL

 Probléme indéterminé.

Fie. 99. ¢, U NE ligne droite GH indéterminée de part e dan-

tre, &~ #n point D hors de cette ligne , ézant donnex_de po-
[fition far un Plan. Si Pon ajufte Laxe AE d'une courbe quel-
congue FAM far Iz ligne GH , & qu’on appligue an point
fixe D une rogle DMF, indefinie de part & d autre da point D
gui en tournant faffe mowvoir la courbe FAM en pouffant de
coté ou dantre un point déterminé C de [on axe; le long de
la ligne GH , les interfeltions F & M de lu regle DMF ,
awec ba courbe FAM | décriront par ce mowvement denx an-
yes courbes,on deux parties dune courbe KF ¢ IM. Z'on proc
pofé de trowver des équations qui en expriment la nature.

SCD LYO




A 1A GEOMETKIE 219

Ayant fuppofé le Probléme réfolu, I'on menera du
point D la ligne DE perpendiculaire & GE , ou 4 P'axe
dela courbe F4Ar, & du point d’interfection A7 les
lignes MP , M2 paralleles & DE & 4 4E: & ayant
nommé les données DE, a3 4C, b; & lesindétermi-
nées EP, ou QM , x 5 EQ ,ouPM,y; AP, x5 CP
fera,x —4é;5; DQ , 2 — y 3 & les triangles femblables
DQM, MPC donneront 2 —y (DQ ). x (R21) : y
(242) .2 —6(PC), dott lon tire cette équation.

A. xy=azx— yx— ab + by, qui eft une équation
generale pour la courbe 747, telle que puifle étre la
courbe F.A4A1.

Si l'on change les fignes des termes de I'équation 4,
oli y ferencontre , 'on aura — Xy = ax+yx — ab —
by , ou

B. xy == —azx—— yz 4 4b + by, qui eft une équation
generale pour la courbe K7 : car 'inconnue 2.A7 — I
de pofitive qu'elle éroit, devient negative 70, EP—x,
devient E0, & 42 = z devient 40. Ce qu’on peut ai-
{ément prouver en cherchant une €quation dans cette
fuppofition : car CO étant 4 prefent , b — z ; EC fera
x 2% — b5 & les triangles femblables DEC, FOC don-
neront @ (DE).x+x— 46 (EC)x: y(FO).b—zx
(C0), dou I'on tire xy=—az — yz+ ab -+ by ,qui eft
I'équation B.

La nature de la courbe F.421 étant donnée , I'on au.
ra une equation qui exprimera la relation de fes coor:
données 42 , ou 40 () & PM,ouOF, (y), dol
Pon tirera une valeur de z que l'on fubftituera dans I’¢é-
quation4, ou B; & I’équation quien refultera exprimera
le nature de la courbe 727, ou KF, & en déterminera
le genre.

Soit par exemple la courbe 7427 une parabole du
premier genre dont le parametre foit p, I'on aura
(art.10) p x 40, oupx AP=FO" ou PM*, ce quieft

en termes algebriques pz =1y , d’ott I'on tire g = ’P’ , &
. Ee jj
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mettant en la place dez dans les équations 4 & B fa va-

leur 7;- , Pon aura aprés avoir divifé pary

e by —ab
C.x=-—‘-r—zz+yj , 88

Pl Py bydeab
y
1

I’¢quation C donne cette conftruction. Soit mence par
un point quelconque Q prisfurDEla droite Q M parallele

i GH. Soitfait p.Dg\::QE.BQ_;&’E.,&Q\E . DQ = |

DQx 4AC - __DQxQE  D@xAC |
AC. =5 & ayant fait QM e g
le point A/ feraala courbe cherchce 7A1.

Ayant prolongé DEdu coté de E vers §, & men¢ par
un point quelconque R pris {ur ES la droite RF parallele
GH ; I'équation D donnera RF = DR;FCA P :OF R
&le point  ferad la courbe KF. Tout ceci eft évident
par la feule infpedtion des équations C & D.

Si 'on fait y =a, I'équation C deviendra x =o, ce
qui fait voir que la courbe 71 pafle par le point D ; & fi

ab ]

—

I'on fait y = o , I'équation C donnera x =—— =+ 3

L b s,
=—"2, qui montre que HG prolongée 4 linfini du

cbté de G, eft afymptote 4 la courbe 721, & s’en appro-
che de plus en plus & Iinfini ; & l’équation D donne
x = 5:- 22 ;°—= :Oi , qui montre que FIG prolongée a
linfini du cété de H , eftafymptote i la courbe X 7.
L’on a conftruit ces équations en regardanty comme
donnée , parceque fi on on Pavoit regardée comme
inconnue , & » comme donnce, la ‘conftru&tion au-
roit été plus compofée, & auroit dépendu de la Geome-
trie folide: car I'équation auroit ét¢ du troifiéme degre.
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M* Defcartes a nommé * dans cette fuppofition , les  * Geom, N
courbes ZM & KF paraboloides. Liv. 3.
7. Si la courbe F. 41 devientun angle re&iligne done
le fommet foiten 4 , la raifonde 42 4 P21, oude 40
a OF fera conftante ; qu’elle foit donc comme 6 ac( f 1,
b exprime AC, ¢ exprimera la parallele 2 DE menée de I
C julqu’a une des droites 4, ou AF ), & 'onaura z.

i ’
yub. cjdotlontire x=-Z : &mettant cette valeur

de z dans les équations 4 & B , Fon aura les deux fui.
f vantes,

| . exy =aby — byy — abc 4+ bey , & _

‘ L. & o

{ exy == — aby— byy + abc+ bey , qui font deux équa-
tions a 'Hyperbole que I'on conftruira par les régles de
Particle 21, ou 22.

8. Mais en ce cason peut avoir des équations bien plus _
fimples en fuivant les Obfervations de I'art. 4. Soient me- l
nées du point fixe D les droites DE parallelesd 47, Fia, 100, |
quirencontrera GH en E;D P parallelea 4F, quirencon-
trera GH en 0; & des points d’interfedtion A/ & F, les
droites M@ & FP paralleles a GH , qui rencontreront |
DE &DPenQ & en P ; & ayant nommé les données ‘

DE, a5 AC,b5 DO ,c; &lesinconnues AE , ou M9,
x; AMou EQ ,y; AOou FP ; 23 AF ,00 OP ;4 ; CE
fera, b4+ x3DQ,a~—y;C0 ;x—b5;DP, cn; & les
triangles femblables DEC , DM & DOC , DPF don-
neront,z ( DE) .b+x (EC)a—y (DQ) x (QM),
&c(DO).x—4b(0C)zc+u{DP) .z (PF),dou
FPon tire ces deux équations by =+ xy==ab , & 2t—buy —
bc , qui font d 'Hyperbole par rapport a fes afymptotes;
& que I'on conftruira par les regles de I'article 22. .-

9. Si Ia courbe F.4Areft un cercle dont le centre foit F 16101, it
C, I’on aura en nommarit leslignes comme onlesa nom- i ‘
méesn®. 6, 26z — zx==yy,d’ott 'ontire z=b=V b —yy; |
& mettant certe valeur de z dans les deux équations i
generales , I'on en aura deux autres, dont l'on tirera

les deux qui fuivent, |
Ee iij w
|

SCDLYON 1 |




223 APPLICATION DE L’ALGEBRE

s—j X Vb —yy

E. x:t ‘——'—y' ’ &
amtey X Vbb —yy : .y '
R b ey pam bt font du quatricme degré;

& par confequent les courbes 727, K F, dont elles expri-
ment la nature , font du troifiéme genre.

Ces deux équations prefentent une conftrucion aflez
fimple pour décrire }:ar des points les deux courbes 747,
& K F :mais les interfections M & FducercleF 4 M avec
la regle mobile DAZF ,en donnent une encore plus fim-
ple : carayant meng du point D une ligne quelconque
DC, qui coupe GH enC, fil'on fait CM & CF chacune
¢gale 4 la donnée 4; les points M & F feront aux deux
courbes ZAM & KF,

DEMONSTRATION.

A Y AN T menédespoints M & F lesdroites M P, MQ,
FO & FR parallelesa DE & a GH,, les triangles fem-
blables MPC, DQM , & FOC , DRF donnent,
y(MP). Voo —yy(PC)ra—y(DQ).%(QM), &
y( FO) .Vbb—yy (OC):a+y (DR).x (RF),
d’ott 'on tire les équations E& F. C.Q.F. D.
Les deux €quations E & F font voir que les courbes
IM & KF paflent de P'autre core de leur axe DE par
rapport 4 C, & que leurs parties qui font des deux co-

tez de DE, font égales & femblables.

Si l'on fait y=o0 , I'on aura x == =+ %E , d’ot l'on
voit que GH prolongée de part & d’autre a linfini, eft
afymptote aux deux courbes /a7 & KF.

Si Pon fait x =o, 'équation E fe changera en ces
deux fuivantesyy —2zy+aa=—=o0, & bb — yy =10 ,d’olx
lon tirelyz 2y &:y:_’f_é 3 il fuitde la fecondey = =+ é,
que les deux courbes 7A£ & KF coupent I'axe DE en
deux points 7& K, qui font €éloignez du point £ de la
grandeur dudemi diametre CAZ. 1l fuic de la premiere
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J‘:d s que la courbe 721 peut pafler par le point fixe D, !
ce quiarrive lorfque 4 = a, & lorfque 4 furpafle «avec |’
cette difference ,que lorfque =4, elle coupe 'axe DE

au feul point D ;5 & lorfque 4 furpafle «, elle le coupe "
1 au point D, & en un autre puint plus éloigné de E que !

le point D , de forte qu'elle fait en ce casune efpece de |
' naeu, & eft femblable 4 la courbe du Piobléme préce- !
: dent. L’on auroit connu la méme chofé par le moyen i

de I’équation 7.

Nicomede ‘auteur de cette courbe I'a nommée Con-
s ¢oide , & le point D , le pole de la Coucoide,

ExeEmprrLe IV.

Probléme indéterminé.

Io.UN angle droit ABH, ¢ un point fixe A, [ur un de [es F16,10%
citex AB étant donez 1l faut tronver dans cet angle le pointM,
en forte gu’'ayant mené du point A par M, la ligne AMG gui
zencontre Lautre coré BH en G, ¢ duméme point M, la ligne
MP parallele a BH, MG foit égale & AP. |

. Ayant fuppofé le Probléme réfolu, & nommé Iz
donnée 4B, a; & lesinconnues 427 ,0u ( Hyp.) Mm@,
x5 PM,y; BP fera, a—=x AMV’;;:}}'; & lon
aura 3 caufe desparalleles BG , PAr. x (AP). VEx-+yy
(AM):2a-—x(PB).x(MG),doulon tire apres

XViax — as
B —

les rédudions ordinaires , y =+ , qui-eftune

€quation du quatriéme degré ; & par con]féquent la

courbe dont elle exprime la nature , eft du troifiéme 1

genre, H
On voit par cette équation que la courbe a deux par- I

ties cgales & femblables, Pune d’un c6té de fon axe 4B, l

& lautre de Pautre. '?

v es ! 1 e AT
Sil'on fait y=o0, l'onaura x=— ¢, d’onril fuit que |
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1a courbe coupe 4B par le milieuen C, & qu'elle ne la
rencontre e aucun autre point; pui{qu'on ne trouve qu’-
une feule valeur pour x. Si 'on fait x = o, l'onaura y =

-;i- qui pourroit faire penfer que la courbe pafle auffi au
pointA,puifque y y devient nulle: mais on eneft defabuf¢,

. . 4 ) .
lorfqu'on fait » moindre qu'un - 4, ou Ncgative : car

alors lesvaleurs de y deviennent imaginaires; c’eft pour-
quoi la courbe ne rencontre A5 quau feul point C.

s ; ; as 3 ;
Sil'onfait x==2« , I'on auray=r— , ce qui fait

voir que la ligne BFI prolongée de part & d’autre a l'infi-
ni, eftafymprote a la courbe.

Si 'on fuppofe que x furpafle #, ce qui eft poflibles
le dénominateur # — x du membre fractionnaire
de I’équation, deviendra une quantité négative ; c’eft
pourquoi les valeurs pofitives de y deviendront né-
gatives , & les négatives deviendront pofitives 5 mais
pour les laiffer dans I'crac ott elles font, il n’y a qu'a
changer les fignes du dénominateur 2 — ¥, & l'onaura

xViax—an

y==m ————, d’olt I'on voit que la courbe a en-
core deux parties qui font au - dela de lafymptote : ;
BH, dans les deux angles ZBD , 7BD faits par le pro-
longement BD de 'axe 4B, & par la ligne HBI; que
ces deux parties ont encore pour afymptote la ligne

FBI: car fi Pon fait dans la derniere €quation x =z,

H as .

J'on aura y==+ =, & que cesdcux mémes parties ne
—_

rencontrent point la ligne D prolongée: car rien n'em-
péche d’augmenter x a linfini , fans que les racines dey
deviennent nnlles ou imaginaires , ce quon a déja re-
marqué en faifanty ==o. Les deux ¢quations préceden-

*Visx —as xV 16x — aa

——— &y =3, fourniflent cette

tCSyz

conftrudtion. Soit 24x — #a==2z%, quieft une équation
A
a4
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ala parabole,qui étantconftruit fuivantles régles del'arr,
19,aura pour fommet le point C, & pour axe la ligne CD.
Ayant mené d’un point quelconque 2 pris fur CD, une
ligne 2K parallele 2 BH , qui rencontrera la parabole
en K , foit prife 2 quatrieme proportionnelle 3 B2,
PA,& PK, & le point M feraa la courbe cherchce.

DEMONSTRATIO N.

E 1 1 5 eft claire par I'équation précedente.

Cette conftruction , & I’équation a la courbe , fone
voir que les deux parties de la courbe qui font dans les
angles HBD , 7BD ne rencontrent point la parabole
CK : car lorfque le [fomt P {e trouve au.dela de B par
rapport 2 4, B2 eft toujoursmoindre que 2.4 5 & par
confequent PK moindre que 2M. On voit la méme
chofe par I’équation = car fi I'on fait I'appliquée PK de
la parabole égale al'appliquée 221 de la courbe , Ceft-
a-dire V24x—aa =y, en mettant cette valeur de y dans

l, ! . \ 3 . I .
c¢quation 4 la courbe, I'onen tirera x= — «, quimar-

quent que ces deux appliquées ne peuvent ¢tre cgales
qu’en un feul point C, ou ellesfontnulles ,ou=o0, &
que par confequent la courbe ne rencontre la parabole
qu'au feul point C.

On vuitauflide ce que PB. P4 :: PK . PM que plus
le point 2 s’éloigne de B, allant vers D, plus les points
K & M s'approchent I'un de l'autre ; de forte quefil'on
fuppofe le c{aoinvz 7 infiniment éloigné de B, PB fera

ourainfi dire eégale a 2 4 ; & partant aufli PK = P M,
d’ot il fuit que laParabole CK, & la courbe CAL21, font
afymprotes 'une a 'autre,

Ff
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Exegmrre V.
Probléme indéterminé.

2, ]DEr C R IRE laCourbe dont la nature eff exprimee
par Lequation furvante , qui eft du quatrieme degré , ¢ ok
les deux inconnues % @Y, [ont blevies an-deffus du fecond
x*— ayxx~ byyx+ ¢y =o.

En affignant & y une valeur arbitraire, on regardera
cette équation comme une €quation déterminée du qua-
gricme degré , & formant , felon les regles de la Sec-
tion précedente , une équation 4 la parabole , par exem-
ple ax = xx ; & mettant dans I’équation précedente
pour xx fa valeur 2z, I'onaura zazz— aayz byyx 4 cpp
—o0, ou {{—ay{"‘_&ﬁi“‘_"_‘z’i

AR
équation 4 la parabole ; on combinera ces deux équa-
tions 4 la parabole pour avoir une équation au cer-
cle 5 on conftituera cette équation au cercle avec
la premiere équation a la parabole , qui eft la plus
fimple ; & les points d’interfeCtion détermineront les
valeurs de x correfpondantes 4 celles que I'on auraaffi-
gnéesd y , que l'on prend pour 'axe de courbe qu'on
veut décrire , &ayantappliqué ces valeurs de x , a I’en-
droit de I'axe ot fe termine la valeur affignéed y, l'on
aura autant  de points de la courbe cherchée que l'on
aura trouvé de valeurs pour x pofitives & négatives ; &
de certe maniere, enaflignant fucceflivement differentes
valeursa y, 'onaura diﬂgérens points de la méme cour-
be. Ou l'on remarquera que I’équation a la parabole 4z
==xx, n¢ renfermant point lindéterminée y, la méme
parabole fervira toujours dans tous les changemens de
valeurs que l'on aflignerad y. Il n’yaura donc que le cer-
cle dont la grandeur varierafelon que 'on augmentera,
ou que 'on diminuera la valeur de y.

L’on s’eft déterminé a prendre y pour donnée , quoi
que ces dimenfions {oient moindres que celles de x, par-

=0, qui eft une autre
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ceque y a unfecond terme dans I'équation, & x n'en 2
point, outre que la conftructioneft Ja méme , foit que l'in-
connue ait quatre dimenfions, ou qu'elle n’en ait que trois,

Siles deux inconnues x & y avoient eu chacune un fe.
cond terme , I'on auroit pris indifferemment Iune oy
P'autre pour conftante, & 'on auroit fait évanouir le fe.
cond terme de celle que I'on auroit prife pour inconnue,
afin defaire toujours fervir le cercle dans la conftruction.

Si 'une des deux inconnues éroit élevée au-deflus du
‘quatriéme degre, on décriroit encore la courbe par le
moyen de la parabole & du cercle, fi Lautre inconnue
€roit du troifiéme ou du quatriéme : mais on la décri.
roit/par le moyen du cercle feul , fclon les regles de
Section feconde , fi elle n’avoit qu’une ou deux dimen.
fions , en prenant dans 'un & Pautre cas celle qui exce-
de le quatriéme degré pour conftante,

Si dans une équation indéterminée , les deux incon-

nues excedent le quatriéme degré , le cercle ne pourra
plus fervir pour décrire la courbe ; il faudra alors former
une ¢quation 4 la ‘premiere parabole cubique , par le
moyen d'une'nouvelleinconnue, & dé celle de Péquation
dont on veut trouver les valeurs , c’eft-id-dire , de cellg
que l'on ne prend point pour conftante.
_ On {ubftituera dans I'équation propofée, en la place
des troifieme , fixiéme , neuviéme , ¢ puiffances de
Finconnue que F'on ne prend point  pour conftante ,
leurs valeurs " tirées del'équation A la parabole cubique;
ce qui donnera une équation A une courbe qui fervira
avec I'équationa la parabole cubique, a4 décrire la cour-
be dont I'’équation propofée exprime la nature; comme
on va voir par I'exemple qui fui.

Exemepreg VL
Probléme indéterminé,

1. DE'C'R Z R E la courbe dont la nature ef exprimée
par Lequation farvante, qui eft du ﬁx:’émc degre, €&~ ot les in=
connues X ¢ Y [ont toutes deux elevées az—d.el%m du quariéme,
Koo ayxt—byys by x + y* =0, Ff ij
1

SCD LYON 1




228 APPLICATION DE L'ALGEBRE
En prenant y pour conftante , & la ligne qu'elle ex-
prime pour l'axe de la courbe qu'on veut décrire, I'on
fera aaz = x3 ; doncat*zg —x¢ , & fubftituant dans I'é-
quation propofce en la place de x6, & de x3 leurs valeurs
a'zz, & aaz,l'on aura celle qui fuit. _
| a*zZ + &% yx— aabg yy+boy'x +y$ = o, qui eft une
| ¢quation ou I'inconnue x, n’a qu'une dimenfion ; & que
Pon conftruira par confequent par les regles de la Se&ion
feconde , & les Interfedtions avec la parabole cubique,
I que P'on décrira auffi par les mémes regles puifque I'in-
| connue g, n’a aufli qu'une dimenfion,donneront les valeurs
I de x correfpondantes a celles que l'on aura affignées
a y. Il eneft ainfi des autres équations plus compofces.
Mais au refte de quelque genre que puifle éctre une
courbe ileft rare que 'on ne puifle pas trouver une ma-
niere de la décrire,plus fimple que celle qu'on tire de fon
équation , en fuivant les regles prefcritesn®z & 3, ou
autrement,

COROLLAIRE.

13. I L eft clair qu'on peut conftruire les équations dé-
terminées ou I'inconnue eft ¢levée au-deflus du quatrie-
me degré comme on vient de dire , en formant une
¢quation a la parabole cubique avecune nouvelle incon-
nue, & celle de I’équation : car aprés les fubftitutions
I'on pourra toujours avoir une €quation a une courbe
ou Pinconnue de I’équation propofée n’excedera pas
le fecond degré ; & la courbe dont cette €quation expri-
me la nature , & la parabole cubique étant décrites,
leurs interfe&ions dérermineront les valeurs ou raci-
nes de 'inconnue de I’équarion propofée. Il eft pourtant
certain quun Probléme de cette nature fera toujours
conftruit plus élegamment , lorfqu’ayant employe deux
inconnues pour le réfoudre , on le conftruira avec les
deux premieres équations dans lefquelles on fera tombé
4 la maniere de ceux de la Section neuviéme , comme
on va voir parlexemple qui fuit.
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EXEMPLE ;

r De lu confiruétiondes Problimes dont les équations determinées-
excedent le quatriéme degre.

Probléme. .-
14. U N angle droit ABH , ¢~ un point fixe A fur an de |

[es cotex_, etant donmez il faut trowver au-dedans an point il
M, doi ayant abbaiffé fur AB la perpendiculaire MP ; le ’ |
|

F1c.103. f

reftangle AP x PM , foit égal a2 AB* 5 ¢~ qa’aynt mené du
point A par le méme point M la droite AMC gui rencontre
BH en C, AM foir égale 2 BC. :

Ayant fuppofc le Probléme réfolu , & nommé la don.
née AB, a ; & les inconnues AP, x 5 PM,y; AM fera
Vxx—+yy ; & 'on aura par la premiere condition du Pro- ‘
bléme xy =24 , qui eft une équation a2 'Hyperbole par i
rapport d fes afymptotes. i

A caufe des triangles femblables 4244, 4BC , l'on E |

a,AP(x).PM(y):AB(a).BC=-= = ( Hyp. )

!
T - i : . |
Vx4 yy = AM , ou en quarant [es deux membres , & i
multiphant par xx , 2ayy=x* -+ xxyy, qui eft une équa- |

1

tion a une courbe du troifiéme genre, d'ou faifant éva-
nouir y par le moyen de I’équation a I’'Hyperbole xy=
aa,lon aura &’ = x'+a*xx , quieft une équation dé-
terminée du fixieme degré. 8

Pour la conftruire par le moyen del’équation détermi- 1
née as = x' 4+ a*xx , {oit fait azz = x*, qui eflt une i
équarion d la premiere parabole cubique ; & metrant If |

dans Péquation #°=x" +a*xx, en la place de »’ fa va-
leur azazg , elle deviendra 22 = zg +xx, qui eftune équa-
tionau cercle.

Soit prefentement F l'origine des inconnues des deux Fic. xo4, g
équations au cercle, & 4 la parabole cubique £ ; qui va
vers G, & xqui lui eft perpendiculaire, & va en haut. Si i
du point F pour centre & pour rayon 48 =« , l'on d¢- 1

£ iij
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crit un cercle 5 & fur la méme FG pour axe , dont le

fommeteflt 7, & le parametre «, la parabole cubique

KFN ; elle coupera le cercle en deux points K & &,

& la perpendiculaire &/ Q fera la valeur pofitive de x , &

K Z fa valeur negative qui fera egale a la pofinive , de
Fre.103. forte quiayant fait 4P=NQ, le point 2 fera un des

14 points cherchez.

DEMONSTRATIION.

Parla propriete de la parabole cybique (art. 9 n°18) F
FQ xaa=QN3, ouen termes algebriques aaz =,

qui montre que cette parabole , n’eft pas femblable a la \
parabole ordinaire , & que fes deux parties vont I'une '
d’un coté , & Pauatre de Pautre de Paxe FG d’un fens

contrairé: car l'on tire de fon équation x ==Vaaz , qui
fait voir que x, n’a qu'une feule valeur qui eft pofitive :
mais {i Pon fait z negative , Pon aura x*==— aaz , ol
x m'a qu'une feule valeur qui eft negative. Maintenant
par la propriet¢ ducercle ,I'on a F7* — FQ'==QN",
ou en termes algebriques 2z — 2= xx , ou 4* — x* =
a*xx, quieft 'équation que I'ona conftruite. C. 0. F. D.

Mais pour réfoudre entierement le Probléme, il faue
encore déterminer la grandeur de M=y ; c’eft pour- {
quoi reprenant P’équation a I'Hyperbole xy= a4z, qui
eft la plus fimple des deux premieres qu'on a trouvees,

» . L] - r . ’ o of
onen tirera y=="= qui eft une équation déterminée
b ]

du premier degré a caufe de xdont la valeur vient d’€.
tre trouvee ; c’eft pourquoi fi I'on prend ZAstroificme

roportionnelle 2 47 & 4 48, le point M fera ce-
fui que 'on cherche.

On pourra auffi conftruire cette équation ge=x*+atxx
par le moyen du cercle & de la parabole ordinaire : car
ayant fait #/= xx, I'équation deéterminée deviendra &’
== /7 - aaf,en mettant pour xx fa valeur 4/, qui eft une
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€quation du troifiecme degré, que 'on conftruira par les
regles de la Section neuvieme 5 & aprés avoir trouvé par
ce moyen la valeur de /| 'on aura celle de x— 42 qui
eft une moyenne proportionnelleentre 2 & /: cela fait,
il faudra encore déterminer la grandeur de Pas — ¥
comme on vient de faire,

Pour conftruire prefentement le Probléme avec les
deux fremiercs équations xy = a2 , & aayy = x* u
xxyy 5 Porigine des inconnues x & y, dans 'une & dans
Pautre, érant au point4, x allant vers B , & y parallele
d BH ;ayant fait BH == AB — a ,& mené 45 paral.
lele a BF7 , I'on décrira par A entrees alymptotes 45 5
AS 'Hyperbole HAr.

- L’énoncé du Probléme donne une defcription tres.
fimple de la- courbe 4z dont I'équation aayy == x4 ua
xxj{ exprime la nature, & cette courbe coupera 'Hyper-
bole HAr au pointcherché Az. La Démonftration en eff
claire, & I'on voit que cette conftruction réfout pleine.
nement , naturellement , & tres-élegamment le Ifroblé'_
me. |

On pourroit regarder ce Probléme , comme un Pro.
me folide , puifqu’on la conftruit avec le cercle, & la
parabole ordinaire : maison a jugé 4 propos de le faire
fervir d’exemple pour la conftruction des Problémes
dont les équations excedent le quatriéme degré.

Sion examine la naturedela courbe 47 par le moyen
de fon équation, l'onen tirera une defcription aflez fim-
ple, & I'on trouvera qu’elle touche fon axe _43 au poing
A, & qu'elle a pour afymprote la droite 277, &c.

REMARQUEs GENER ALES.

Sur la conferuttion des Problémes déterminez ¢~ indéterminez,

15. L = s Problémes déterminez tels qu’ils puiffent crre,
ont toujours autant de folutions que les deux lignes,droi.
tes ou courbes, quifervent ajles réfoudre | ont de oints
communs ou d'interfections; & fi-ces deux lignes ne fe ren.

F1ec. 104
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contrent point , le Probléme fera impoffible.

On pourroit aufli fe fervir de P’équation a 'Hyperbo-
le xy = aa , au lieu de 'équation & la parabole @y = xx,
pour tirer des €quations indéterminées des equations
détermindes, du troifi¢me & du quatrieme degre, & de
Péquation 2 PHyperbole cubique xxy = & , au lieu de
I’équation  la parabole cubique aay == x’, pour conftrui-
e les Problémes dérerminez dont les €quations exce-
dent le quatriéme degré. Enfin les Problémes détermi-
nez conftruits de la maniere que nous avons propofce,fe-
ront toujours conftruits avec les courbes les plus fimples
quils le puiflent &ere. '

16. Pour décrire Jes courbes du premier genre , on
a réduit leurs équations 4 un certain état : on na
point fait la méme chofe pour décrire cellesdes genres

lus compofez , parcequ’il y en.aune trop grande quan-
tité danschaque genre. Il peut neanmoins arriver quen
changeant lorigine , ou -Fa pofition de leurs axes , ou
ce qui revient auméme, de leurs coordonnées, les équa-
tions en deviendront plus fimples; & par confequentaufli
leur conftrudtion, Or ces changemens fe font de la mé-
me maniere que ceux qui fe font par les réductions,com-
me on avi dans toute Pétendue de la Se@tion huiticme ,
en égalant une de leurs inconnues +ou —une quantité
connue 4 une nouvelle inconnue , & fubftituant dans I’éa
quation la valeur de I'inconnue que I'on en veut faire
évanouir, ce qui donnera une €quation dont la forme
fera dffierente de la premiere. On peut faire la méme
chofe fur I'autre inconnue.

On peut encore non-feulement changer T'origine des
coordonnées : mais on peut auffi changerl'angle qu'elles
font entrelles , & leur faire faire tel angle quion voudra,
comme l'on a fait en plufieurs gndroits de la méme
Section huitiéme.

SECTION
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SECTION XIL

Des Conrbes méchaniques , ou tranfcenden-
tes , de leyr dcﬁrzptz'afz, &7 des Problémes
q'on pentconflruire par lenr moyen.

XXVI. OuTtEes lesCourbes geometriques ren-

trent en elles-mémes , ou s’étendent 4 in.
fini ; de maniere que leurs axes » ou leurs coordonnées
lesrencontrent en un nombre déterminé de points, ce
quifait que les leteresindéterminées des €quations qui en
expriment la nature, ou, ce qui eft la méme chofe, qui ex.
priment la relation que leurs coordonnées ont entr’elles,
ont un nombre dérerminé de dimenfions » & qu’on peut
par confequent trouver tous les points de ces Courbes
geometriquement, c’eft-a-dire, par linterfe@tion de deux
lignes geometriques droites , ou courbes,

Toutes les Courbesméchaniques rentrent auffi en el.
les-mémes , ou s’étendent alinfini; mais on ne peut poing
trouver d’¢quations qui expriment geometriquement la
relation de leurs coordonnées ; car il y a des Courbes
mechaniques dont une des coordonnées eft une ligne
droite, & l'autre une ligne courbe dont la rectification
eft geometriquement impoffible. I yen a d’autres dont
les _coordonnées font deux lignés courbes ; d’autres dont
les” appliquées partent toutes d’un méme point , & d’au.
tres qui font figurées de maniere que leurs axes les ren-
contrent en une infinité de points ; d’owt il fuir quafin
quune €quation en IPﬁc exprimer la nature ; il faudroit
qu'au moins une de fes inconnues edt une infinité de di.
menfions, ce qui eft impoffible 5 & c’eft pour cela que
ces Courbes font aufli nommées tranfeendentes,

Il fuic de tout ceci que I'on ne peut geometriquement

trouver tous les points des Courbes meéchaniques, puif;

o
o
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que leurs ¢quations n'en expriment que meéchanique-
ment la nature.

Ily améme des.Courbes méchaniques dont on ne con-
noit que certaines proprietez , d’ot 'on ne peut tirer
d’équations en termes finis. Il fauz alors avoir recoursa
Pinfini , en regardant les Courbes comme des Polygo-
nes d’une infinité de cotez , & en comparant les cotez
d’un triangle infiniment petit , form¢ par une petite por-
tion de la Courbe comprife entre deux appliquées infini-
ment proches, par la difference de ces deuxappliqueess
& par la diftance de I'une 4 lautre , & que lon regarde
comme un triangle rediligne , aux cotez d’'un %rand
triangle form¢e par la tangente, ou la perpendiculaire,
par l'appliquce , & par la fodtangente, ou parla fodper-
pendiculaire, & Jes équations que I'on tire de la compa-
raifon des cotez de ces deux triangles , font nommees
équations differentielles; parceque les cotez du petit trian-
gle font les differences de la Courbe , des deux appli-

udes infiniment proches , & des deux abfcifles qui cor-
refpondent 4 ces deux appliquées.

~ On n’entreprend point ici de donner une Theorie
complete des Courbes méchaniques ; mais plitor une
fimple explication de celles qui fe rencontrent le plus
ordinairement dans les Ouvrages des Geometres, & par-
ricalierement dans lexcellent Livre de I’Analife des In-
finiment Petits de feu Monfrenr le Marquis de [ Hopital ,
ot il fuppofe que {on Lecéur connoifle toutes les Cour-
bes dont il explique les plus belles proprietez.

Prorositron L

Fig. 104, I. S o1t uncercle ABP, dont le centreelt C, & un

rayon C4. Si 'on congoir que le rayon: C fafle un tour
entier autour de fon extremite immobile C,. de maniere
que le point 4 fe meuve uniformement fur la circonfe-
rence de 4 par Ben 4, pendant qu’un, point mobile

arcourera auflid’'un mouvement uniforme,le rayon C4
allant de Cen, 45 ce point décrira par la compofition de
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ces deux mauvemens, une Courbe CDMA, qui aura
cette proprieté dans toutes les {ituations de A4C, par
exemple en celle de €2, que la circonference enticre
ABAferaa fa partie4BP:comme C4 ouCL i CM, ou
(ayantnommé CA 5 a3 ABA , ¢ 5 ABP ,x;CM ;y5)
¢.xa.y, d’ot lon tire ax=¢y.

Si I'on {uppofe que le rayon C4 fafle encore un, ou
lufieurs tours, le point décrivant parcourera pendant
chaque tour , furC 4 prolonFée, des parties comme 4E
egalesa CA, & la courbe fera autant de tours autour
d’elle-méme , que C4en aura fait ; & comme on peut
fuppofer que le rayon C. fafle une infinité de tours; il
fuit que la Courbe peut le rencontrer en une infinite de
points ; & que par confequent elleeft mcchanique, on
tranfcendente. :

Archimede Auteur de cette Courbe I'a nommée Spirale,

Pour la décrire , ayant divifé la circonference 484 ,
& le demi diametre C.4 en un nombre €gal de parties
c¢gales , & mené C2 a quelqu’une des divifions , on por-
tera de C en Af autant de parties de CA4, que AB2 en
contient , ou de 2 en A, autant de parties de C4 que
AFPen contient ; & de I'une ou de I'autre maniere le
point A7 fera ala Courbe CDAL: car I'on aura toujours
ABA, ABP ;; CA.CM,ouAdBA, AFP 1 CA.PM.

Ondeécrira de mémele 2. tour, en portant furle pro-
longement de C2 autant de partiesde C.A que AB27 en
contient, & ainfi des autres , en décrivant pour chaque
tour un cercle dont le rayon foitdouble, triple, ¢~. du
rayon CA.,

Si Pon fuppofe que le rayon C4, &le point décrivant
fe meuvent avec des vitefles qui foient en telle raifon
quon voudra , c’eft-d-dire | que ces vitefles {oient telles
que l'on ait toujours ABA™, ABP™ ::CA".CP", ouc™,
x™za", ym  d’ottlon tirera #°x™ =™ y" , qui eft une
équation pour toutes les Spirales 3 l'infini.

Ce feroit la méme chofe i le rayon 4C tournoit au-
tour du point C d’un fenscontraire, de A par F vers 2,

Ggij
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pendant que le point mobile defcendroit de 4 vers C, en
fuppofant les viteffes telles qu'on les vient de {fuppofer :
carnommantAF P, x;& P M,y;I'on auroit encore ¢™ . x™
g, yn , ou 28 xm == cmy> quieft I'équation précedente.
Sim & n fignifient des nombres pofitifs, les fpirales fe-
ront nommeées paraboliques; & fi I'une des deux fignifie
un nombre négatif , elles feront nomméceshyperboliques ;
parceque fic & x exprimoient deslignes droires aufli-bien
que 2 &y , ces équations appartiendroient a la parabole
dans le premier cas, 4 Phyperbole dans le fecond. Par
exemple,fim=1,&n=2, Pon aurazax = ¢yy. Sim
=1, &n=—1,lonauraxy =ac. Sim =12 ,& n=
— 1, Ponaura xxy=arcc , &c. L'on décrira ces Courbes
comme fi elles étoient geometriques , en fuppofant la

quadrature du cercle.

Fic.108.

F1e, 107,

Fic, 106,
107,

ProrosiTtion IL

».Sorrun quart du cercle 4DB ,dont le centre eft
C,& lesrayons CA & CB.Si I'on congoit que le rayon
C A fe meuve uniformement autour du centre C,jufqu’a
ce quil arriveen CB, & que pendant ce temps-1a une
perpendiculaire 2 au rayon CA,partant du poinc 4,
parcourre auffi uniformement le rayon 4C,en demeu.-
rant parallele 4 CB 5 linterfection A1 du rayon CA qui
devient CD , & de la perpendiculaire 21, décrira une
courbe AME ,quiferatclleque #4DB. AD:: AC. AP.
Diocles , fon Auteur , 'a nommce Quadratice.

3. Si le rayon AC au licu de fe mouvoir auteur du
centre C , fe mouvoit parallele 4 lui-méme , de forre
quétant parvenu dans une fituation quelconque DF ,
I'on ait toujours #4DB . AD : AC. AP ; l'interfe&tion
2 dela parallele D7 avec la perpendiculaire 2.2, décri-
roit la Courbe AMB , que Monfieur T chirnhanfen 2 aufli
nommce Quadratrice.

Si 'on nomme AC, z; ADB, ¢; AD , x; AP, y; 'on
aurac.x:a . y;donc ax = ¢y, pourl'’équation commune
a ces deux courbes.
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ProrosiTion IIL

|
4. S orenrtdeuxcercles4FB, 427 égaux ou inégaux, Fre. 108. "
qui fe touchent en 4, dont les centres foient C & H, & r.
lesrayons CA ,ouCB & H.A : {oit de plus un point fixe |
D , pris fur le rayon CB prolongé, ou non prolongg. '

Si Pon fuppofe prefentement que le cercle 4/F B roule
fur le cercle 427, jufqu’a ce que le point B {oit parvenu
en 7', le point D décrira par ce mouvement une portion ,
de Courbe DALS , que I'on appelle demi Epicycloide , ou
demi Roulette.

Pour trouver une équation qui renferme quelque
proprieté de cette courbe, fuppofons que le demi cercle
mobile 47 B , foit parvenu en roulant dans la fituation
KZP dont lecentre foit 0, le point D fera alors en 27,
qui efbfin des points de la courbe , & le point B fera en
2. Ayant décritdu centreC par D le demi cercle DGE,
du centre H par M l'arc MG, qui rencontrera la demi i
circonference DGE enG , 'on menera du centre 7 du :
cercle immobile 427, les droites HAM , qui coupera I
en 7le cercle 4Z7, HZO qui paflera par le point

touchant Z , & HG qui coupera 'arc #Z7en R ,& du
centre C du demi cercle mogile AFB, ladroite CG qui
coupera AFB enF. i
1 eft clair que les triangles HCG, HH0 M {ont égaux, |
& cquiangles: car HC = HO0, HG= HM , & CG=
OM: c’eft pourquoi les angles C HG,0 H M feront €gaux,
& partant I'arc R7 = l'arc 4Z = (Hyp. ) l'arc LK =
(4 caufe de I'angle HOM = HCG ) P'arc FB.
Nommant donc les données CB,ou CF,ou Z0, ¢
23 BD ,ou MP,ou AE, by HA,onHI, &, ¢ ;Varc
DG, x ; 'arc MG, y; & lappliquée HM, z; CD fera, ,
a+ b , & les fe¢teurs femblables CDG, CBF ,donneront _i

CD(z+b).CB(2):DG(x).BF= ;—f_i—;_-—:Rfi

& a caufe des feGeurs femblables MG , HIR ,l'on a
Gg ijj |
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7‘-.(-Z-_[l“/f)-C(I’I.Z’):E‘y(Iiw(;). “:':-& (IR), _d,O]:l. l’on .'.i

—= , ou agy =boy= axz,

tire ¢y = ~—

CororLrAaIre L

5. Te et clair que lorfque le point B, ou 2 touchera le
cercle 4Z1 en un point 7", I'arc ALT fera égal ala de-
mi circonference AFB , & le point décrivant D ou M
fera furle rayon HZ en § , de forte que §7° = BD.

CoRoiTAIRELIT

6.Sile point décrivant D ctoit entre C& B, le cercle
DGE feroit interieur au cercle #F B, & lor{que le point
B, ou P feroit parvenu en 7°, le pointdécrivant D, oy
M, ou , cequi efE la méme chofe , le point S de la Courbe
feroit fur le rayon H7 prolongé au-dela de 7 déla lon-
gueur de BD , &I'équation précedente deviendroit acy
— bey= axx : car BD = b deviendroit négative de po- ‘
fitive qu'on I'a fuppofce, |

— Sy

CororrarrE III |

2.S1 e point D étoiten B, ou ce qui eft ]améme chofe,
fi B deveneoit le point décrivant, le cercle DGE fe con-
fondroit avec le cercle 4F B, & le point § de la Courbe
tomberoit en 7", ou le point B toucheroit le cercle
ALI ;5 &en ce cas DB =4 devenant nulle,ou==o,
Péquation deviendroit cy=xz,

CoroOoLLAIRE 1IV.

8. S: Pon fuppofe que le point 77 s'éloigne infiniment de
A dans la ligne 43, le cercle 4Z7 deviendra une ligne
droite perpendiculaire fur 423 au point 4 ; l'arc GAs,
une autre droite paralleled 427 ; & les rayons 4FH &
MH , deviendront infinis, & par confequent paralleles
& égaux ; c’elt pourquoi ¢ fera égale a z, & I'équation
précedente (n°, 4) fe changeraen celle-ci ay + by —=ux,
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én [a divifant par les quantitez égalesc & z, & faifant de il
nouveau les mémes raifonnemens queton vient de faire i
dans les trois premiers Corollaires , Péquation du fecond i
deviendra 2y — by=—ax ; celle du troificme deviendra i"

= X. il

La Courbe D A4S, eft en ce cas nommee, demi Cyclois "'.

de ou demi Roulette & Bafe droite. ‘
I

€Cororrarre V.

gne 4Z droite, ou circulaire , en forte que le peint tou-
\{ chant 4 parcouriit d’un mouvement uniforme la ligne

ALT = AFB ,pendant que le point decrivant D par.
coureroit aufli d’un mouvement uniforme la demi circons
ference DGE >, < , ou= AFB , & en lui demeurant
concentrique. Il eft clair que la demi roulette décrite par
ces mouvemens. , feroit laméme que file cercle 4 F rou-

. loit fur la ligne 4Z7".
il Coxorrirxe VL

9. S1le cercle 477 au lieu de rouler, gliffoit fur la lis ‘

1o. Marshle point décrivant D employe plus de
temps a parcourir uniformement la demi circonference
DGE , que le point touchant 4 n’en employe a parcou-
tir aufli uniformement 4L7 = AFZB , la demi roulette
fera nommce Alongee.

Si au contraire le point D employe moins de tempsa il
parcourir DGE, que le point4 n’en employe a parcourir
ALT = AF B;la demi roulette fera nommee Acconrrcie.

Cororrarne VIL

1. S 1 lepoint touchant 4, & le point décrivant D fe
mouvoient avec des vitefles qui fuflent telles que-les puif-
fances m des parties parcourues par le point 4 fur A4Z,
& les puiffances » des parties parcourues dans des temps
:' €gaux par le point D I%rla demi circonference DEG >,
<, ou == _AF B, gardaflent entr’ellesun raport conftant,
I'on pourroit avoir par ces mouyvemens non {eulement
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toutes les roulettes dont on vient de parler: mais encore,
une infinité d’autres de differens genres.

REMARQUE

12 LES Roulettes & bafes droites, font toutes méchani.-
ques : car une ligne droite {e pouvantentendre 4 l'infini ,
Je cercle mobile 4FZ, pourra faire une infinit¢ de
tours, ou gliffer fur cetteligne infinie 4Z pendant que le
point décrivant D,parcourera une infinité de fois la cir-
conference du cercle confentrique DGE : mais la roulette
décrite par le point D rencontrerad chaque tour , oula
ligne AZ , ou une autre qui luifera parallele ; c’eft pour- 4

quoi laligne4Z prolongée a l'infini, oufa parallele, ren-
contrera en une infinit€ de points la Roulette DS qui
fera par confequent méchanique.

Mais les Rouletres a bafes circulaires , ne font pasde
méme : car lorfque les diametres du cercle immobile
ALT, & dumobile 4BF feront entr’eux , comme nom-
| bre Y nombre, leurs circonferences feront aufli comme

nombre 4 nombre 5 c’eft pourquoi le point décrivant D,
retombera au méme point § aprésune ou plufieurs révo-
| lutions , & fi le cercle mobile continue derouler, oude
I : gliffer aprés ce tour au point §, le point D recommence-

ra a décrire laméme Roulette & partant unrayon H AL

tiré du centre Z, la rencontrera en un certain nombre

déterminé de points; alors laRoulette fera geometrique,
; & l’on pourra trouver une équation quifervira d en d¢-
f terminer tous les points geometriquement , comme on
| pourra voir dans un livre que Monfieur Nicole va donner
! au public fur toutes les efpeces deRoulettes, otril en ex-
| pliquera tres-{cavament toutes les proprietez.
' Mais lorfque les diametres du cercle mobile, & du cer-
cle immobile feront incommenfurables , le point décri-
vant ne retombera jamais dans un méme point ; & en
faifant une infinité de tours autour du cerclpe immobile ,
décrira une infinité de Roulettes qui ne feront neanmoins

quune méme Courbe ; & partant un rayon tiré du cen-
e
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tre du cercleimmobile rencontrera cette Courbe ¢n une
infinité de points , & elle fera par confequent méchani.

que.
PROPOSITION 1V,
PROBLEME

13. II, faut décrire la courbe BM dont P'axe ¢ AP 5 une ap- F1. 109,
pliquée PM , ¢ dont une des propriesex eff que la foitangente
PT of toujours égale & une ligne dennée K L.

Ayant fuppofé le Probléme réfolu , & mend Iappli-
quée pm infiniment proche de 241 ;laligne Armz, me-
nce par les points A7, m infiniment proches, fera une ran-
gente : car la courbe BA7, étant regardée comme un po-
lygone d’une infinité de cotez , Mm fera un de ces corez.
Or il eft clairque fi la courbe Bz eft toujours convexe
d’un méme cété , le petit coté Afm érant prolongé , ne
la coupera point, & le prolongement A17" fera par confe-
quent une tangente,

Ayant men¢ R paralleled 47, R ferala difference
des deux appliquées infiniment proches P As & pm; ceft
pourquoi on lui donnera le méme nom qu'a 2 a7, précedé
de lalettre d, qui fignfiera difference , & ’on n’em ployera
point dansla fuite la lettre 42 d’autresufages. Ainf noms-
mant 'appliquée P24,y ; R M ferady, ceft.a. dire, diffe-
rence dey ; de forte que la lettre dne fait que caracteri.
fery , & n’eft l'expreffion d’aucune quantite : mais parce
qu’il n'y a aucun (poinr fixe fur47,pour pouvoir nommer
Pintervale qui fe trouveroit entre ce point fixe, & le
point 7 par une autre inconnue, x ; on fé contentera de
nommer 7, ou Rm, dx; on nommera aufli la donnée
KZ, ou (Hyp.) 27, a: orle petit triar;igle MRm €tant
regardé comme rectiligne 3 caufe de infinie petitefle du

petit coté Mm, fera femblable au triangle A7P7 ;5 ceft
pourquoi 'on aura dy ( MR ) . dx (Rm )iy (MP) .z
( 27}, d’ott T'on tire ydx = ady, qui eft une €quation
differentielle.
14. Pour conftruire les courbes qui ont de relles équa-
Hh
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tions , il fauc 1°. Que l'une des differences avec fon in-
connue , i elle 'y rencontre, foit dans un des membres
de I’équation , & I'autre dans l'autre , & que les deux
differences. foient dans le numerateur , fi P'équation eft
fradionnaire ; felon cette regle équation précedente

: d
devient dx = =,
J
2°. Qu'en multipliant ou divifant I'équation, sl eft
neceffaire,, par une quantité conftante, chaque membre

foit un plan dont chaque difference foit un coté. Ainfi

- ; y 4 :
Péquation dx = 22 deviendra adx== = en multi-
y

pliant chaque membre par 4.
3°. On égalera chaque membre 4 une nouvelle in-

connue , aprés I'avoir divifé par la difference qu’il ren-
ferme ,& l'on aura par ce moyen deux équationsa deux
courbes geometriques , ou une ¢quation a laligne droite
& I’autre Aune courbe. Ainfi de ’équation précedente ,
ontire « =%, qui eft une équation a la ligne droite , &
5;-'— =/, ou az=yf, quieft une équation al’Hyperbo-
le par rapport a fes afymptotes.
4°. Ayant mené deux lignes DQ, FP qui fe coupent 2
a angles droits en A ; on fuppofera que les quatre in-
connues qui {e trouvent dans I'équation differentielle,,
& dans les deux équations que I'on en atirées, ont leur
origine commune au point dinterfedion 4 , de maniere
ue les deux inconnues de chaque équation fetrouve fur
Jes deux lignes qui forment un méme angle droit, ceft-
A-dire , que fi 'on nomme A2, x5 & A2, 7 5 i font
les deux inconnues de I’équation differenticlle pre-
cedente , il faudra neceflairement nommer AF, /5 &
AD, z; afin que les inconnues y & [ de Péquation a
PHyperbole , forment unméme angle droit F4Q, &c.
5°.Ondécrira par les regles desSections 8, ou 11 les deux
courbes geometriques , chacune dans I'angle , dont les
corez font exprimez par les inconnues de {on équation,
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Ainfi dans cet Exemple, a caufe de I’équation zz=/y
Pon décrira une Hyperbole V&V dans I'angle F40 ,
dont les cotez 4Q , AF font nommezy & /, &4 caufe
deI'équation z =« ; ayant fait 4D —a =2z ,'on me-
nera DS parallele 2 42. ;
Avant que de venir 4 la conftru&tion des équations
differentielles, I'on remarquera, 1°. Quelles n’appar-
riennent pas toutes 4 des courbes méchaniques; il y en
a.qui appartiennent a des courbes geometriques : mais
Part de lesdiftinguer dépend du calcul inégal que nous
ne pouvons pas expliquer ici. 2°. Queles inconnues dont
les differences fe trouvent dansune équation differen-
ticlle, expriment ou deux lignes droites,ou I'une expri-
me une ligne droite, & I'autre une ligne courbe, ce qui
fait deux cas. La conftru&ion de I’¢quation de ce Pro-
bléme, & celle de I’équation du Probléme qui fuit, ot
toutes ces deux courbes font méchaniques, ferviront
d’Exemples pour 'un & pourl’autre cas. s

15. Pour conftruire I'équation zdx = s Lon pren-
Y

dra fur 4 0=y un point quelconque B,& I'on menera par
B la droite BC parallele 2 4F qui rencontrera I'Hy-
perboleen C, & le point B fera l'origine de la courbe
qu’il faut décrire 5 & ayant pris fur 4Q un autre point
quelconque 9 , I'on menera par @ la droite Q& pa-
rallele & 4F qui rencontrera 'Hyperbole en . Cela
fait, on prendra fur DS le point 7, tel qu’ayant mené
p P parallele 2 4D, I'efpace 4D P {oit égal a Iefpace
hyperbolique BCN @ ; & le point s ou les droites
NQ,V P,erant prolongées, fe couperont, fera ala courbe
cherchée.

DEMOXNSTRATION.

AY A N T mené du point » pris fur la courbe B/ infi.

niment proche de M, lesdroites mgn , mpu, & du point

NV, la petite droite N7 parallele 4 40 ; ON érant,

[; A2,y 5 Qg,0uNlferady, & partm:u:}::I fet_i_t re&an-
1 1]
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gle N7q = [dy : maiscomme le perit triangle N7na
tous {es corez infiniment petits , il doit étre nul par rap-
portau petit rectangle Q@ N7y5 c’eft pourquoi QN7g =

ONng = fly= i;_f’_ , en remettant pour / fa valeur |

22, De méme 4D ,ou Py étant ,a; & AP, x ; Pp

¥
fera, dx ; & partant le petit re@angle PP7up =—adx. Mais
( Couft.y BOCNQ = ADV P, & BCng==ADup; donc

O Nng = P¥Pup, ou en termes algebriques ‘.'.-;;“Z = adx.

(i €O R Dk
i = CoRroLLAIRE I

” 16.11_ eft clair que la courbe B Asm a pour afymptote fon
5 axe 4 2:car 'efpace Hyperbolique 5 4FGC étant infini,
‘ le rectangle 4D/ P ne lui peut jamais Eere €gal, a moins
' qu'on ne {uppofe le point 2 infiniment ¢loigné de 4.

!l Cororr ArrRE I J

¥7. L QU A T10 N ydx =ady, ot PHypotefe donne |
dy .dx:: y.a,d’ouPon voit que fi Pon fuppofe que dx . |
[ exprime une quantité conftante, le rapport de dx a < fe- ' ‘
: ra un rapport conftant; & partant celui de dy 4 y le
Fre.u. fera aufli; c’eft pourquoi fi 'onprend furl’axe 47 tant de
l parties égales qu'on voudra C,CD, DE,&c. chacune
; ==dx, & qu'on mene par les points 7, C, D, E, &c. des
perpendiculaires 227, CF, DG, EH , &c. ces perpendi-
culaires feront continuellement proportionnelles : car
ayant men¢ par les points A7, F, G, &c. Les droites 217,
FK,GLZ ,&c.l’on aura par 'Hypothefe P21 (y).ZF (dy)
2 CF.KG; donc componendo, PM . PM-+IF ::CF.CF
+ KG, c’eft-a-dire, PM . CF: CF . DG. Par la méme
raifonCF , DG:: DG . EH , &c. De forte que files par- _
ties de 'axe PC, PD, PE,&c.ou PN, PO, P9, &c. !
prifes fur Paxe 42 en commengant d’un point quelcon- -
que 2, croiffent ou diminuent en proportion arithmeti-
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que, les perpendiculaires correfpondantes CF, DF, EH,
&c. ou NR, 0§, 27, &c. croitront, ou diminueront
en proportion geometrique ; c’eft pourquoi fi 'on prend
¢ pour Punite de la progreflion arithmetique 2C, 2D,
PE , &c.& PM pour l'unit¢ de la progreflion geometri-
que PM,CF ,DG, EF, lestermes 7C (1), PD(2),
PE(3),&c. de la progreflion arithmerigue , feront les
logarithmes des termes correfpondans CF , DG, EFH,
&c. de la progreflion geometrique , qu'en appelle Aom-
bres , & o, le Logarithme de Punité Pas. Ceft a caufe
de cetre proprieté que la courbe BAza éré nommeée Zo-
Garithmigue.

Cororrarre IIL
18. LA perpendiculaire 7 Af étant nommeée r, fi lon
nomme CF , x 3 DGfera ,x*3 EH , x* ;&c. car a caufe
de la progreflion geometrique, 'on a PA1(x).CF(x)

2 CF (x) a6 :%:x";CF(x) . DG {x*)u: DG
(«*). EH = x* , &c. Par la méme raifon VR fera
_3 ; OS, h 2, -_ ; &c. cat CF (x).PM(1):: PM
(1) . NR= -;:-5 PM(1). NR(%-}:: NR(-';-/) 08 ==
X, R (_:_) os(-;-;):- 08 (L). 27 =L & Or
puifque PC—=r1,PD = 2, PE=3,&c. PN féra ==
—1, PO=—2, P9 = — 3, ¢c.doncen rengeant ces
expreffions des perpendiculaires, & celles des parties de
Paxe A7, de maniere que I'expreflion de 2.9 répon-
de d celle de @77 celle de 70, i celle de 0§ , &c.
I'onaura lesdeux progreflions fuivantes,qui fe répondrons
terme a terme , & chaque terme dela progreflion arich.-
metique _ fera le logarichme de celui quilurrépond dans
la progreflion geometrique.

Hh iij

]
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T I I 2 3 3 |
Prog. geom. — . — . —. I,x.x . %, &c, |

e — — T

oux 'x % Ay ea x’, &ec.
Prog. arith—3 —2—1.0.1.2. 3, &c.
LG eROLEATRE LY,
19. D o ron voie,, v Que lesexpofans des puiffances
en font les logarithmes. 2°. %e la fomme de deux lo-
L’ garithmes, elgl: le logarithme du produit des deux nom-

- bres qui leur répondent. Ainfi 5 (=3 =+2) eftle logar.
| de x (=& x x*=x"**),3°.Que la difference de deux

‘ logarithmes, eft le logarithme du quotient des deux nom-
bres qui leur répondent. Ainfi 2 (=5 — 3 ) eft le loga-

25 A
rithme de »* (= = =x ). 4 Que le double, le
triple, &c. d’un logarithme , eft le logarithme du quarré
du cube , &c. du nombre correfpondant. Ainfi4 (=
2+ 2, cftlelogarithme de x*) =" x x* = 22" 5°. Qiie
i la moitié , le tiers, &c. d’un logarithme , €itle logarith-
| me de la racine quarrée, cube , &c. Ainfi3 ( égasl ala |

moitié de 6, ) eft lelogarithme-de ¥ =v¥x*=x 7.

e

CorROLLAIRE V. ‘

20. 1 1 fuic auffi des deux Corollaires précedens que
le fogarithme dela racine d’une puiffance multiplié¢ par
Iexpofant de certe puiffance fera le logarithme de la
méme puilfance,, & qu'on peut par confequent changer
une puiffance , ou une autre quantité (}uelconque en fon
logarithme , & au contraire : caren uppofant les me-
mes chofes que dansles Corollaires précedens PC =1,
étant le logarithme de CF==x; PD ==2 (=2:PC=12
foisle Logarithme de CF==x), ferale Logarithme de
DG =x*; PE =3( 3PC == trois fois le Logarithme |
de PC =x ), ferale Logarithme de «’: ce qu'on ex- l

prime en cette forte : L: DG (L fignifie Logarithme )
==2ZCF,ou Ltx*=1Lx;L: EH=3LCF,oul: x*
—3Zx De méme , Z:0§ (==—2PC)=—2LCF, 04 |
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! —
Z7 L o0 Z:x =——:Lxy&engeneralZ:x™=—=mZx, »
x

Deméme Z:ux — Za- Lx P i ?yf-::14+lx—l_y5

Liax —xx—ULa x4 Lx; L:a8a — xx=— La =~ X vi=
La—x3 Liaxx — x'=21Lx- La—x.

Il n’eft pas plus difficile de changer les quantitez lo-
garithmiques en leurs nombres correfpondans: car il n'y
a qua les élevera la puifﬁmce exprimce par leurs loga-
rithmes , & multiplier celles qui fontjointes par le figne
-+, & divifer par celles qui ont le figne —. Ainfi v : 3Zx
( 2v. fignifie Nombre ) = 3 ; N:mLx = x™ ; N': Zg =+

ax AXX whm xT

zx--z;y:}_-, NirLx v Lawe X — 2L == —————,

as

Il en eft ainfi des autres. 3.

Parce que les logarithmes des quantitez égales, font
aufli égaux il fuit qu’on peut changer les équations ordi-
naires en équations logarithmiques, & au contraire. Ainfi
9y == aa— xx, qui eft une équation au cercle, fe chan-
geencelle-ci,2 Zy=— Za+ x +La—x, quieftune ¢qua-
tion logarithmique, Deméme 2 Zy = Za -+ ZLx , qui eft |
_ une équation logarithmique,fe change en celle-ci yy—ax “
| qui eft une équation la parabole.Il en eftainfides autres.

PROPOSITION V.
A

PROBLEME.

18. UN cercle APB, dont le centreeft C , etantdonné, ilfaut p ;g 115 i

g décrire la courbe AMD qui fait avec tous les rayons CMP
: Cmp , wnangle égal a un angle donné.

Il eft clairque fil’on fuppofe quele rayon Cp foit infi-

niment proche de 2, & qué on décrive du centre C,

; par m le petitarcmR , le petit triangle A7Rm pourra &tre ]

‘ regardé comme rediligne ; c’eft pourquoi ayant mené

du centre C, la droite C7 perpendiculaire a C2,& pro-
longé le petit cbté Mm jufqua ce que le prolongement
: rencontre C7" en 7': la droite Mm7’, quiferaune tangen-

|
.:]I
|
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te au point M, la perpendiculaire €7, qui fera lavfod-
tangente , & la partic CM du rayon C2 formeront le .
triangle reGtangle MC7 femblable au petit triangle
MRm, & qui fera toujours femblablea lui-méme, i cau- :
fe de l'angle CAMfm , ou CMT égal 4 un angle donné. )
Suppofons donc que le raport conftant de MCa C7 foit
commen a 7.

Ayant nomme la donnée CA4, ou CP, a; l'arc in-
déterminé AP ,x 3 PM,y; Pp fera dx s MR ,dy, &
CM,a—y Ori caufe des fecteurs femblablesc2p ,
CRm , lonaura CP (2) .CM(a—y) = Pp(dx). MR

p— "“"‘"i"jf ; & a caufe des triangles femblables A7Rm ,

— ydx
MCT,Von a MR (a;v).RM(“dx‘ ZyuMC(a—y)

| \ s .‘d ‘
o7 — "= 5:5:”_'.‘:21_":mazs m.n:a—y(MC).
pad —-::_ydx +1%(or);s doncnx a— y = mx

____ Y

— 2494, d; — yax ..
aads — 21aydx S A% o0y —om xﬂiﬁf =,endivifant chaque

7

: 19 o nady S, 2
membréd parz— y, ou ( n° 14.) - ==mdx ,qui don-
ne cette conftrucion.

| Ayant fuppofé m==x, quieft une équation i la ligne
droite , & ;”_—";-y = #, quieftune équationa 'Hyperbole,

E on prolongera CA en F, en forte que AF =m =z, l'on
| menera par 4 la droite GF perpendiculairea C4, &
ayant nommé 4G , ¥, & AH , 5 on conftruira 'Hy-
|' perbole F7OSentre les afymptotesCA & CB parallele 4
A4H. D’un point quelconque O pris fur PHyperbole ,

ayant men¢ O/ parallele a A, 'on prendra fur 4G le

-' point G, en forte quayant men¢ GK parallele a 4F , le
| redtangle 4GKF foit égal 4 lefpace Hyperbolique
AIOH , & ayant fait 'arc /P = _A4G,& menc¢ lerayon
G 2, on décrira du centre C par Z Farc ZMM, quicoupera
cr
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CP au point M qui fera d la courbe cherchée,

DEMONSTRATION.

: A y ANT mené un rayonCp infiniment proche de C2,qui

coupera la courbeau pointmsdécritdu centreC parm'arc

m L, mené _Z;,??\Parallele a/0, fait 4g=Ap, & men€ ¢k pa-

rallele 4 GK. Parla conftru&ion, 'efpace 4gkF elt égal

a l'efpace Hyperbolique ALQH,& AGKF—= AI0H ;

donc GgkK = 7L20 : mais GeRK = zdx == mdx, &
nad:

1190 —udy = 4 < doncmdx = —--~-§ G, I E D:

=y P

CororrArrRE L

19. I v eft clair 1°. Que la courbe 424D ne paflera point
au centre C du cercle,puifqu’elle coupe tous les rayons &
angles égaux., 2°. Qu'elle fera une infinité de tours autour
du méme centre : car lorfque 4G feraégalea la circon-
ference AP B.A, e point M dela courbe fera fur lerayon
C.A4 : & comme lefpace Hyperbolique 7. 4CBS eft infi-
ni, avait que de I'avoir épmif¢ , il faudra prendre fur 4G
prolongée a linfini ,une infinité de fois APBA ; ceft
pourquoi la courbe 424D rencontrera une infinité de
fois le rayon C.4, &fera par confequent une infinit¢ de
tours autour du centre C. _ :
CororLiAIRE IL

10. O N tire de équation que I'on vient de conftruire
mdx . ndy @ . a—y; d'olt il fuit que fi 'on prend dx pour
conftante, ou ce qui revient an méme , fi les parties 42
croiffent également en devenant 4p, ou, croiflent en
proportion arithmetique, les appliquées P2, ou C M, fe-
ront (n°.17.) en proportion geometrique ; c'eft pourquoi
cette courbe eft nommeée Zogarithmigue Spirale.
REMARQUE.
nady

21. SI I’on changeoit I'’équation précedente mdx =

en celle-ci ads= 29 endivifant par m, & en multi-
Ba "-mj
I
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pliant par , ouadx = ;‘-'gf}., en fuppofant m==7 ; aprés

avoir conftruit PHyperbole felon Pune de ces deux der-
nieres €quations , on conftruiroit la courbe 47D en |
prenant le feteur 4C2 €gal d la moitié de I'efpace hy-
perbolique 470, & le cercle décrit de Cpar 7, cou-
peroit C2 au point M qui feroit a la courbe #MD; &
cette courbe feroit encore une Spirale logarithmique ,
qui auroit les mémes proprielez que la précedente:: car |
( Conft.) lefedeur 4CP =1 4I0OH , & ACp= L x '

ALLH ; donc PCp==%7Z90: mais PCp= Ladx, &
| 1 - 1 madj I g;dy 1
! s IL90 =21 x e ou % x o donc adx =
; naady azdy ;
I —_— £y O  STAN Y,
i ma _—my ar—y

| La conftructiondela courbe duProbléme précedent
I ne dépend que de la quadrature de I’'Hyperbole : mais :
i celles des courbes de celui-ci dépend de la quadrature dg |
| PHyperbole , & de celle du cercle tout enfemble. 5

PROPOSITION VL

PROBLEME

23, UN demi cercle ADB | dont le diametre ef AB , ¢ I
centre C , crant donné 5 il fant trowver un point M hors du demi
cercle , doiayant abaiffé fur AB la peypendiculaire MP qui
rencontrera la circonference ADBen D 5 lz partie MD de la
perpendiculaire MP foir égale a Larc BD , @~ que le reftan-
gle BP xPM foit égal au guarré dn demi diamesre BC.

Ayant fuppofé le Probléme réfolu , & nommé la dons
née AC ,ou €B, a; &lesindéterminées B2, x ; P2, y;
MD, [; Yarc BD , w5 APfera, 22 — x ; 'on aura par
la premiere condition duProbléme, /==z, quicft (n°.$.)
une équation 4 la rouletted bafe droite, dont le point
dccrivant eft fur la circonference du cercle gencra-
teur ; & par la feconde condition, I'on aura xy =, qui
eft une equation a I'Hyperbole par raport a fes afymp-
totes.
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Pour conftruite I’équation a laroulette /==# ; ayant
fuppofé que le point B delacirconference BD A, foit le
point generateur, &menc. A7 perpendiculaire 4 423,
on fera rouler le demi cercle BD A fur la droite 47" qui
le rouche en#, & le point B décrira par {on mouve-
ment laroulette BM7T.
Pour conftruire 'équationa 'Hyperbole xy=a«, on
menera le rayon CF parallele a 47", & 'on décrira

(‘art. 14. ) par le point 7, 'Hyperbole F Az quicoupera

laroulette BAZ aw point cherché A4
DEMONSTRATION:.

A_Y A'NT mené par le point A7 la droite A77 per-
pendiculaire & 4B, fa partie D , comprife entre le
point A7 , & la circonference BD A , {era parla proprieté
de la rouletre égaled l'arc BD, ce quieft en termes
algebriques /=u.

Etpar la proprieté de I'Hyperbole (art. 14. ) le rec-

tangle B2 x P M= BC", ce qui eft en termes algebriques-

xy=aa. C. 2_F.D.
REMAR QU E.:

PA R ¢ E QUE la roulette BM7 eft ( no. 12 ) une cour-
be méchanique ; il fuit que la conftruction de ce Problé-

me eft aufli méchanique, quoique I'Hyperbole Fa1 foic’

une courbe geometrique.

L’on remarquera aufli quela conftrution des Problé.--
mes méchaniques ne differe point de celle des Problémes:
geometriques , lorfqu'on les conftruit par le moyen de-

deux équations indeéterminces. .
L’on pourroit trouver une ¢quation differentielle pour

laroulette, & la décrire par les réglesexpliquées dans la-

Propofition quatriéme : car ayantmen¢ par le point p,

pris infiniment proche de 72, la droite pSw parallele a-

PDM j par les points D & M les petites droites DR,
M paralleles 4 4B ; MK parallele a DS, ou a la tou-

chante en D ducercle BDA ; & le rayon CD. En:

Lij
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252 APPLICATION DE L’ALGEBRE ALA GEOMETRIF.
nommant encore BP, x; PM,y; PD,%; & DM, [
BD ,u; Pp,ou DR ou MIferadx; RS,dzs IM , dy;
KM, df'5 or puifque 'arcBD = DM, & BS =Sm, l'on
aura DS ==Km, ou df = du.

A caufe des paralleles DR , M7 & DS , MK, les pe-
tits triangles DRS , MK feront femblables& égaux; &
partant RS == dg= /K ; donc dy (== IM == IK +Km
== dg + df) = dx+ du , en mettant pour d/{a valeur du,

Mais les triangles re&angles DRS, DPC étant fem-
blables , puifque les angles RDS , PDC font tous deux
le complement de Pangle RDC 5 'on aura D2 (g). PC
(@—x): DR (dx) RS= T2 —dg, & DP (1)

DC(z): DR (dx), DS = -‘Li" == du 5 mettant done
dans Péquation précedente dy == dz + du, enla placede

Ax — xd; 1l s
dz & du , leurs valeqrs 285 "0 . & 1; , 'on aura dy =
d } < = -

288x —- 2dx

Z
Enfin parla proprieté du cercle, 'ona A 27x P B= P D",
ou ¢n termes algebriques 2ax — xx = 2%5 donc z =
Vidx — xx, & mettant cette valeur de z dans 'cquation

dy=— fvf‘_“*‘;j‘fﬁ, elle fe changera en celle-ci dy =

z_adx —'xdx . i . 2 s 1 i
Ji———» qui eft une équation differentielle,, ol il n’y

a que deux indéterminées , & leursdifferences.
L’on décrira (n° 14 & 15. ) par le moyen de cette

équation, la roulette BA7", dont Vinterfedtion A avec

I'Hyperbole £s réfoudra le probléme propofé.

F IXN.
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'Ai 4 par ordre de Monfeigneur le Chancelier, le pre-
: {fent Manufcrit, & jai crit que la méthode & la clarte
: Ge cet Ouvrage , le rendroient forcutile. Fait a Paris ce
15 Juillet 1704.
} Signé, FONTENELLE.

AP PRAB AT ION. '

PRIV ILEGE DT RGT |

O U IS par la grace de Dieu, Roi de France, &
__de Navarre ; 4 nos Amez & Feaux Confeillers, les |
Gens tenans nos Cours de Parlement , Maitres des Re-
quétesordinaires de notre Hotel , Grand Confeil , Pre-
vot de Paris, Baillifs, Sénéchaux,leurs Licutenans Civils
& autres nos Jufticiers qu’il appartiendra , SALuT;
le ficur Gurs NE'E, de notre Academie Royale des
Sciences , notre Profefleur de Mathematique au College
Royal deMaitre Gervais,& ancien Ingenieur,Nousayant
fait expofer qu'il defircrd# faire part au Public d’un Ou-
vrage de fa compofition , intitule Applicatrion de I Algebre
a lz Geometrie you les. Licux Geometriques , ¢~ la Conflruttion
- des Equations dérermintes , s'il nous plifoit lui accorder
nos Lettres de Privilege fur ce neceffaires : Nous avons
permis , & permettons par ces Prefentes audit fieur
GuisNE'E, de faire imprimer ledit Livre en telle for-
me , marge , caractere , & aurant de fois que bon lui

o —— T

{femblera. & de le faire vendre partout notre Royaume

3 ' P _ s ¥ )

_pendant le temps de fix années confecutives, a compter |

duiour de la date defdites Prefentes ; Faifons défenfes 1 3
J ) B

a toutes perfonnes de quelque qualite & condition qu’el-
les puiffent &tre , d’en introduire d’impreflion érrangere

A

dans aucun lieu de notre obéiflance,, & a tous Impri- - l

meurs, Libraires & autres, d’'imprimer , faire imprimer
& contrefaire ledit Livre en tout ni en partie, fanslaper- II

miffion exprefle par écrit dudit Expofant , ou de ceux E
qui auront droit de lui,a peine.de confifcation des Exem- B
plaires contrefaits , de quinze cens livres d’amende
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contre chacun des contrevenans, dont un tiers a Nous,.
un tiers aA’Hétel-Dieu de Paris, ’autre tiers audit Expo-
fant , & de tous dépens , dommages & interéts: A la
charge que ces Prefentes feront enregiftrees tout au long
fur le Regiftre de la Communauté des Imprimeurs & Li-
brairesde Paris; & ce dans trois mois de la date d’icelles:
Que Impreflion dudit Livre {era faite dans notreRoyau-
me, & non ailleurs; & ce en bon papier, & en beaux ca-
ra&eres , conformementaux Réglemensdela Librairie,
& quavant que de l'expoferenvente, il en fera mis deux
Exemplaires dans notre Biblioteque publique ,un dans
celle de notre Chateau du Louvre , & un dans celle de
notre tres-cher & Feal Chevalier Chancelier de France
le fieur PueryreAaux, Comte de Pontchartrain,
Commandeur de nos Ordres ; le tout a peine de nullice
des Prefentes: du contenu defquelles vous mandons &
enjoignons de faire jouir ledic I’'Expofant , ou fes ayans
caufes, pleinement & paifiblement, fans fouffrir qu’illeur
foit fait aucuntrouble ou empéchement: voulons quela
copic defdites Prefentes , qui fgra imprimée au commen-
cement ou 4 la findudit Livre ™) {oit tenue pour diiement
fignifiée , & qu'aux copies collationnees par I'un'de nos
Amez & Feaux Confeillers & Secretaires ,. foi {oit ajoti-
tée comme a I’Original : Commandons au premier notre.
Huiffier ou Sergent , de faire pour 'execution d’icelles,
tous Actes requis & neceflaires , fans aucune permiffion ,
& nonobftant clameur de Haro, Chartre Normande, &
Lettresa ce contraires: Car tel eft notre plaifir. Donnéa
Verfailles le vingt-quatriéme jour d’Aouft, I'an de grace
mil fept cens quatre , & de notre Regne le foixante-
deuxiéme. Par le Roy enfon Confeil.

Signé, LE COMTE.

Regifpré fur le Livre de la Communanté des Imprimenrs &
Zibraires de Paris , numero 228. page 32.1. conformement aux
Reglemens, € notamment i Arrét duConfeil du 13 Aonff 1703.
A Paris ce » Septembre 1704, Signg PIERRE EMERY,
Syndic,
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Fautes & corriger dans I Introduttion.

PAge V. ligne 13 & 14, 22— 3b, [ifex 22+ 35, Pagexlix
ligne 4., de , lifez des. Page lij ligne 22, que lifez qui.
Lageliij ligne 8 , ces, lifeles. Pageliv ligne 7, lifex &= 5.
Pagelv)ligners, <. [ifez < Ibid. ligne 17, {feront /ifex font,

Dans I Application de I Algebred la Geomerrie.

E)A’ge 3 ligne 25, dénombrer , lifex démontrer. Page 4

ligne 7, ces , lifex allez. Page 1z ligne 5 ax=, ou
X =03==0, lifexax=0,0ux= 2= o, Zbid, ligne 27
Lieu , /ifez le Lieu. Page 51, ligne 18, ajoutex — atyy. Pa-
ge 104 ligne 17, “ 722 Jifpq tb=27 Page 110 ligne24,%,
lifex . Page 128 les afymptotes, /ifex lesafym ptotes, étant
donnée. Page149 ligne 5,™ 22, lifex 7%, 1bid ligne 20
ot  fER e — . Page141, dla marge , lifex,
V.art.22.n° 9. Page 160, ligne 23 - | lifex 2~ Page189,
ligne216,DC lifex BC, Ihid ligne 27,DE, lifex DF. Page 192,
G, lifex H , & H., lifez G. Page197, ligne 30, & durayon
14, lifex & du rayon ZFI, que I'on déterminera en pro-
longeantR 4 en A, en forte que AH =a. Page 199 /-
gre 13, on trouvera, /ifex on formera. Page 220 ligne 23,
ABlifexCD. Page 201 ligne 9, 4B, lifex CD. Page 202 Ji-
gne 6, BDEC , lifex BDFC. Page 203 ligne 13, AH , lifex
FAN.Page 223, ligne 11, Coucoide, /ifex Concoide. Page
225, ligne 23 wuit , lifex voit. Page 231, ligne 12, par A,
lifex par H. Page 240 , ligne penultiéme décrira, lifex il
decrira. Page 248, ligne dernicre GP, lifex CP.

B

i
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