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TRAITE

DALGEBRE.

DEUXIEME PARTIE.

LIVRE PREMIER.

COMPLEMENT DES ELEMENTS D’ALGEBRE.

1. Nous comprenons sous le titre de Complément des éléments.
dialgébre, les notions sur les séries et leur convergence, le déve-
loppement de la formule du binome et ses applications, la
{héoriealgébrique des logarithmes et la résolution des équations
exponentielles.

P

CHAPITRE PREMIER.
DES SERIES.
§ I. Notions préliminaires.

2. DeFNTIONS. Une série est une suite illimitée de quantités
qui se succédent suivant une loi déterminée. Ces quantités sont
les termes de la série.

Nous représenterons les termes d’une série par Uy, U, Us.....
Up,-ore On dit que uy, estle terme général - sa valeur dépend de
Are. sp. B. - 1
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2 , LIVKE I.

celle de n, et,en y donnant & n les valeurs successives 0, 1, 9,....,
on obtient les divers termes.

On désigne par S, la somme algébrique des n premiers termes
de la série; de sorle que 'on a:

(SIS B T VI e L VR

5. SERIES CONVERGENTES OU DIVERGENTES. On di tqu'une série
est convergente, lorsqu’il existe une limite finie dont la somme
S, s’approche indéfiniment, & mesure que n croit indéfiniment.
La limite S, vers laquelle elle tend, se nomme lassomme de la
série.

Si, au contraire, la somme S, ne tend pas vers une limite fixe,
la série est dite divergente. Une série divergente ne représente
rien, et ne peut élre d’aucun usage en analyse.

4, Exevpri. Une progression par quotient est une série con-
vergente, lorsque sa raison est moindre que I'unité. On a yu
(I, 570), en effet, qu'en supposant ¢ moindre que 1, la somme

00q 0 +ag"+ ... F-ag" .. .,

s'approche indéfiniment de la limite déterminée _l_a_
: =0

Une progression géométrique indéfinie, dont la raison sur-
passe l'unité, est divergente. Car la somme de ses termes croft
indéfiniment avec leur nombre.

9. REMARQUE. Pour gu'une série soit convergente, il faut qu’a
partir d'un terme suffisamment éloigné, le terme un lende vers Z6ro,
quand n augmente indéfiniment. En effet, si une série est conver-
gente et a pour limite S, on peat prendre » assez grand, pour
que les sommes S,, S,.., S,4e différent de S aussi peu que l'on
voudra. Les différences S,,.1— S,, S,..—Sas., sont alors aussi
petites quon le veut, Or S,.1—S, = w,, S, s— S,11 = U,.s. Done
les termes u,,, 4,4 tendent vers zéro.

Mais cette condition nécessaire n’est pas suffisante. Pour le prou-
ver, nous allons faire voir que la série, dite harmonique,

1 gzt ot
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COMPLEMENT DES ELEMENTS D’ALGEBRE. 3

dont les termes diminuent indéfiniment, est cependant diver-
gente. Et, en effet, si 'on groupe les termes de la maniére sui-
vante :

1+ GHa)+ GHatitg) +ooer

1 1 1 1
+(n+l+n+2+ﬂ+3+-...+2—ﬂ)+.-s,

on reconnaft que chaque partie, renfermée entre parenthéses,

est plus grande que %, car la derniére, par exemple, contient

: : 1 §
n termes, tous supérieurs ou au moins égaux a o OrJa série se

compose d’ane infinité de groupes semblables ; il est donc &vi-
dent que la somme peut dépasser toute limite assignée.

6. CARACTERE GENERAL DES SERIES CONVERGENTES. Le caraclére
@’une série convergenle consiste dans la condition suivante.

Pour qu'une série soit convergente, il. faut et il suffit qu’on puisse
prendre dans la série un nombre n de termes assez grand & partir
du premier, pour que la somme des p suivants,

[a] U~ Unig = Unia oo o o - Ungp,

soit, quelque grand que soit p, anférieure, en valeur absolue, & une
quantité donnde, si petite qu'elle soit, et tende vers zéro, quand n
croit indéfiniment.

La condilion est nécessaire : car, si la série est convergente,
on peut donner a n une valeur assez grande, pour que, quel que
soil p, les deux sommes 8§, et S,,#différent de leur limite com-
une S aussi peu qu'on voudra (3) : leur différence, ¢’est-a-dire
la somme [a], est donc, pour cette valeur de n, inférieure, en
valeur absolue, & un nombre donné, si petit qu'il soit; et elle
tend vers zéro, quand n croit indéfiniment.

La condition est suffisante : car, si elle est remplie, on peut
choisir pour n une valeur déterminée »' assez grande, pour que
la somme,

[b] Up' + U1 “[" Un'+g+ veou + 115,,'4_9, E

SCD LYON 1




% LIVRE I,

soit, en valeur absolue, inféricure, quelque grand que soit p,
A un nombre donné «, si petil qu’il soil ; par suite, pour celle
valeur 2/, la somme [b] étant comprise entre —aet +a, la
somme S,.,, est comprise entre les deux nombres fixes S,» — «
et S+ «. EBt, cela ayant lieu pour toute valeur de p, il est évi-
dent que, pour toute valeur de n, plus grande que n', la somme S,
sera comprise entre les mémes limiles, et ne pourra pas croiire indeé-
finiment avec n. D'ailleurs, si 'on donne & »’ des valeurs de plus
en plus grandes, la somme [b] tend vers zéro; les deux nombres
S, —u, S, -«-se rapprochent, par suite, indéfiniment I'un de
lautre; la somme S, a donc une limite finie et déterminée. La
série est-convergente.

7. Remarque. Il n’est pas toujours facile d'appliquer le ca-
ractére général qui précéde, et de décider si une série est con-
vergente ou divergente. Un des procédés les plus élémentaires
consiste & comparer la série proposée & une aulre série que 'on
sail étre convergente ou divergente; cette comparaison conduit
A quelques rigles qui permeltent de prononcer dans un grand
nombre de cas. Nous nous occuperons d’abord des séries dont
tous les termes sont posilifs.

§ 1I. Des séries a termes positifs.

8. Tutorime I. Une série, i lermes posilifs, est convergente,
lorsque, & partir d'une cerlaine limite, le rapport d’un terme aw pré-
cédent est constamment moindre qu’un nombre fize plus petit que
Punité : il ne suffirait pas qu'il fit constamment moindre que
Punité.

La série est divergente, lorsque, & partir dune certaine limite, le
rapport est plus grand que Vunité.

1° Considérons la série,

UgF Uy U o v o Un Tt Uniren o3

et supposons qu’a parlir du terme ., le rapport d'un terme au
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COMPLEMENT DES ELEMENTS D’ALGEBRE. 5

précédent soit constamment plus petit qu’'un nombre fixe & in-
férieur a 'unité; nous aurons :

Uit Unia Up+3
I k
Un < 2 u‘n+i < :

<@k e,

Unt2
ou Un+1 < klb,,, u’n+2< ku’n-i-t) Un48 =k ku’n+2! ces e

On déduit évidemment de ces inégalilés :

Rl < oy Upga ittty Uaiya it i v s

en sorte que les termes de la série proposée, & partir de u,, sont
moindres que ceux de la progression géomélrique décroissante,

T R R B R B

il est donc impossible que leur somme croisse sans limite. Lors
done qu’on prendra un nombre de termes de plus en plus grand
dans la série proposée, la somme, qui va sans cesse en aug-
mentant, puisque tous les termes sont positils, ne pourra ce-
pendant pas surpasser tout nombre donné. 1l est, dés lors, évi-
dent quelle a une limite, précisément égale au plus petit des
nombres qu’elle ne peul surpasser.

90 Si, & partir d’'une cerlaine limite, le rapport d'un terme au
précédent est plus grand que 'unité, il est évident que les ter-
mes vont en croissant, el que, par suite, leur somine augmente
sans limite. La série est donc divergente.

-RemarQuE. La démonstration précédente serait en défaut, si
lon avait: k= 1. Dans ce cas, il y aurait doule; el la série pour-
rait élre convergenle ou divergenfe, comine on va le voir par
des exemples.

9. (JOMMENT ON APPLIQUE CE THEOREME. Ordinairement le rap-
port d’un terme au précédent converge vers une limite /, quand
n croit indéfiniment.

Si 1 est inférieur ¢ Vunité, on peut choisir arbitrairement, entre
/ et 1, un nombre déterminé k. Puisque le rapport tend vers [,
on peut prendre n assez grand, pour que ce rapport soit con-
stamment inférieur & k, qui est plus petit que 1. La série est donc
convergente.

SCD LYON 1
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8i 1 est plus grand que U'unité, on peut encore choisir arbitrai- |

~ rement, entre 1 et /, un nombre déterminé k; et le rapport, se

rapprochant indéfiniment de I, finira par devenir constamment
plus grand que %, qui est supérieur & I'unité. La série est donc
divergente.

Sil=1, il y a doute; et le théorémeI est insuffisant, pour per-
meltre de prononcer sur la convergence ou la divergence de la
série. Cependant, si le rapport }];J finit par éire toujours au-
dessus de sa limite 1, la série est divergente; car alors les termes
finissent par aller toujours en croissant; et, comme ils sont tous
posilifs, leur somme peut devenir plus grande que toute quan-
tité donnée.

40. LivMITE DE L’ERREUR commisE. La démonstration du théo-
réme I fait connaitre une limite de errenr que 'on commet,
lorsque l'on s’arréte, dans la sommalion d'une série conver-
gente, & un terme d’un certain ordre. Supposons, en effet, qu’a
partir du terme u;, le rapport d’'un terme aua précédent soit
constamment plus petit qu’un nombre k inférieur a 'unité; les

_termes Uiy, Uirs, Uiss,- .. Seront (8) respeclivement moindres

que Fug, E*ug, BPug, . o . 5 et par suite, la somme des termes que 'on

néglice, quand on s’arréte & w,_,, sera moindre que ;- ku;
toludte]

—[—k”u.--{—kau,--]—..., ou que r_‘ i Ainsi, en désignant par e

Perreur commise, on a :
Ug

£<T:T:.'

11. ExempLES. 1° Soit la série @

et T I 1
(2] 1+1+E+1.2.3 SN el “'+1.2.3....n+""

Le rapportdu (n--1)= terme au précédent est%; sa limite est

zéro, quand n croit indéfiniment, La série est donc cenver-
gente,

Si 'on s’arréte au terme '17371_-4:’ le rapport de I'un quel-

SCDLYON 1
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COMPLEMENT DES ELEMENTS D’ALGEBRE. 7
conque des termes qui le suivent au précédent est toujours infé-

1 )
e et 'on frouve,

rieur a ———I—- on peut donc prendre & =
i1’

pour Perreur commise :
1 1
S inis e(”"{)

2° Si I'on considére la série harmonique [1] (n° 8), le rapport
n—1

n
plus petit que 1; mais sa limite est 1, quand n croit indéfini-
ment. Il y a doute; mais on a démontré (8), par un procédé
parliculier, que la série est divergente.

du n™ terme au précédent est

1
» OU ( 1 —;L). Ilesttoujours

30 Soit encore la série :

1
n?

[3] T SR

n?
et sa limite est encore P'unité. Le théoréme I ne nous apprend
donc rien. Mais, que I'on groupe les termes de la maniére sui-
vante :

m (n_1)2 1\*
le rapport du #™ terme au précédent est ,0u (1 — —;) :
n

)+ (ki)

+ (Gt gitee e i)t

c’est-a-dire, de telle sorte que chaque groupe commence par un
terme dont le dénominateur est une puissance de 2; la valeur

du premier groupe sera plus petite que 2 Ioisglaou que é; celle

s S |
du second sera moindre que & fois o Ou que 21;; celle du troi-

= : 4 | el ity A
sitme sera inférieure & 8 fois 5 0ud z; et ainsi de suite. La .

somme des termes de la série est donc moindre que celle des

SCD LYON 1




8 LIVRE I,

A : Lisez] 1
termes de la progression décroissante 1 -+ 3 +-’I + g‘i‘ i )
série est donc convergente.

12. (iAs OU LA SERIE EST ORDONNEE PAR RAPPORT AUX PUIS-
@ANCES D'UNE VARIABLE. Il arrive souvent qu’une série est or-
donnée par rapport aux puissances entiéres el croissantes d’une
variable . Si le terme général u, est égal & A,z", le rapport

U LA i, : B
1';"" sera égal a A"“m; et, si 'on désigne par [ la limite vers la-
n n

A"“, quand n croit indé-

finiment, le rapport des deux termes aura lui-méme pour limite
lz. La série sera donc convergente, si I'on a (9):

quelle tend le rapport des coefficients

lx<1, ou m<ll.

Ainsi la série sera convergente, tant que @ sera plus petit que
. 1 s

%, et divergente, quand @ sera>f.11yauradoute, sil’on donne

a « la valeur -II—

ExempLES. 1° La série
T z? fid "
4] 1+I+T2“+1.2.3+"“+1.2.3....n+""

a pour coefficients les termes de la série [2]; le rapport des

coefficients AX*' est donc égal é%, et sa limite 1=0. La série

est donc convergente pour toute valeur de z inférieure 5%,
c’est-a-dire quel que soit .
2° La série

G A e
(5] T U0 e e 00

a pour coefiicients les termes de la série harmonique [1]; le

SCDLYON 1




COMPLEMENT DLES ELEMENTS D'ALGEBRE. 9

rapport des coefficients est donc (1 —:—z), el sa limite est 1. La

série est donc convergente pour loute valeur de = plus petite
que 1, et divergente pour toute valeur de z plus grande que 1.
Il y aurgit doute, pour z=1: mais nous savons (8), qu'alors la
série est divergente.

15. TaforiME II. Une série, & termes positifs, dont le terme gé-

néral est U,, est convergente, lorsque \/ U, est, pour une certaine V0=
lewr de 1, et pour toutes les valeurs plus grandes, plus pelil quun

nombre fize k, infériewr a Punité. Elle est divergente, lorsque Vit
est conslamment plus grand que Uunité.

1° Si, & partir d’'une certaine valeur de n, on a constamiment
v/u.<<F, on en déduit les inégalités suivantes :

Uik Uy B =S ek e

en sorte que les termes de la série proposé:, & partir de iy, Sont
moindres que ceux de la progression géométrique decroissante

i witiits SRR

On en conclut comme au n° 8, que la série est convergenle.

90 Si, au contraire, & parlir d’'une cerlaine valeur de n, Vi,
est constamment supérieur a unité, il en est de méme de u,;
par suite les termes vont en augmeniant : el leur somme peut
dépasser toute grandeur donnée.

Remarque. La démonstration est en defaut, si k=1. Dans
ce cas, il y a doule ; et 'on ne peut affirmer, en général, si lu
série est convergente ou divergente.

14. COMMENT ON APPLIQUE LE THEOREME. On prouve d’ailleurs.

comme au n° 9, que si yu, tend vers une limile I plus pelites
que 1, la série est convergente ; que sil est supérieur & I'unité,
]a série est divergente; et qu'ily a incertitude dans le cas ou

]=1. Cependant si Vu, finit par éire constamment au-dessus
de sa limite 1, la série est divergente.

15. LIMITE DE L'ERREUR COMMISE. Dans le cag ou la scrie est

SCDLYON 1




10 LIVRE I.

convergente, la démonstration précédente fournit une limite de -

Ierreur ¢ que 'on commet, lorsqu’on sarréte & un terme u,_,.

On a évidemment :
ke
ess 1—5?

k étant une linnte supérieure de /.

16. REmARQUE. Les limites dont les deux théorémes 1 et 11
font dépendre la convergence sont nécessairement égales entre
elles,

Soit en effet la série

0% k7R ST SO A B

et L it o k,

lim Yu, =7,
dans la série

Uy wr-uks. ... o ) 0 A RS
le rapport d’un terme an précédent a pour limite Iy, et par con-
séquent elle est convergente ou divergente suivant que z est
: 1 ; v
plus petit ou plus grand que 7, mais la racine n"* de terme gé-
v

néral w,a" a pour limile &'z, et par conséquent en vertu du

théoreme II, elle est convergente ou divergente suivant quen

: : 1
est plus petit ou plus grand que les deux résultats ne peu-

vent s’accorder que si % est égal & %',
47, TakoremE I11. Si les termes d’une série,

”n+“¢+u2+%+---- +tnt-... .,

vont constamment en diminuant, & partir du premier, cetle série
Sera. convergente ou divergente, en méme lemps que la série,

uu+2u,—}—aita+8u7—f—16u,5+. e

SCD LYON 1
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COMPLEMENT DES ELEMENTS D’ALGEBRE, 11
En effet, supposons d’abord la premiére série convergente.
On a évidemment les relations : '
Wy = Uy,
2y = 20y,
bayy << 2uy-}2us,
8, < 2, 2us - 2us - 20,
161615 <2’l(a+2ﬂg—|— Eu”—i—. Sete + 2'1!'/15,
Si I'on ajoute, membre & membre, ces inégalilés, on a }
g - 20, - Lttg 8ty - 1Tths oo e
<ty 2uy 20y 2up 20 o oo -2l L

donc la somme d’un certain nombre de termes de la seconde
série est plus petite que le double de la somme des termes de la
premiére, terminés au terme de méme indice. Or, celle-ci est
convergente, par hypothése; donc la seconde I'est, a plus forte
raison. Done la convergence de la premiére entraine celle de la
seconde. :
Supposons maintenant que la premiére série soit divergente.
En groupant les termes d’une autre maniére, ona évidemment:

Uy = Uy,

QU= u1+uz,

By > gt 1y, - Us s,
8y > Uy s - Us . « o o Uy

o ® apr s s 8ess st asteBeBOEn @

d’ot1, en ajoutant membre & membre,

wy -+ 20, - bty - 8up .. . s
=ty 4 Uttty st wt et

Ainsi la somme d’un certain nombre de termes de la seconde
série est plus grande que la somme des termes de la premiére, \
terminés au terme d’indice double. Or celle-ci croil indéfiniment,

SCDLYON 1




12 : LIVRE 1,

par hypothése : donc la seconde est divergente. Ainsi la diver-
gence de la premiére entraine la divergence de la seconde.
C’est ce qu’il fallait démontrer.

18. AppricaTiONs. Prenons, pour la premiére série, la sui-
vante :

[6] S I

la seconde sera :
1ot fpt-at giay

Or cefte derniére est une progression géométrique, dont la
raison est 2'=% Donc elle est convergente, si « est plus grand que
'unité; elle est divergente, si « esl égal ou inférieur a Iunité.
Douc la premiére série est convergente, si «a>>1; et divergente,
sl a=1.

Nous avons déja obtenu ces résultats pour la $érie [1] ot a=1,
el pour la série [3] oll a=2.

Prenons pour la premiére série, la suivante :

) 1 1 1 1
7] 1_[_2(10{:3;2)"‘-‘_ 3(log3)” { é(log&)“_l_' e +n(logn)°‘+' Rl

La seconde sera :

15 1 + 1 | I 1
{og2F ' (log )y ' (log 8 |

i
1 .---+m+!llﬂ

ou, en remarquant que (log 2")*=n* (log 2)",
e e
Togarl ettt )

Or la série, renfermée entre parenthdses, n’est autre que la
série [6]. Donc elle est convergente, si « est plus grand que 1 ;
ct divergente, si« est ¢gal ou inférieur & 1. Il en est donc de
méme de la série [7].

19. RemarQue. Il n’est pas nécssaire, pour appliquer le
théoréme III, de commencer la seconde série par le premier

SCD LYON 1




COMPLEMENT DES ELEMENTS D’ALGEBRE. 13

terme de la premiére : car la convergence d'une série ne dépend
que de ses termes éloignés. Ainsi, laissant de cotélesi premiers
termes, on considérera les deux séries :

’U}."']— u;+;—|—u;+g+’lﬁ{+s+ ss00g9
'U'a.'—i— iy + im,u,s—[-— Biypq +. Voo g
elles seront convergenles et divergentes ensemble.

0. TutorkME IV. Une série, i termes positifs, est convergente,
lorsque, @ partir d'un certain terme, le rapport du logarithme de
1 : 8
o o logarithme de n est constamment plus grand qu'un nombre
n
fize k, supérieur & Vunité. Elle est divergente, si le rapport est con-
stamment plus petit que unité.

. 1
1° Sile rapport de log = a log n est constamment plus grand

que k, il en résulte quel’'on a :

10g£—>klogn, ou log—dl.—>logn”‘;
et, par suite,

1 1
—>nb ou U< e
u,,> 2 A nk

Les termes de la série proposée sont donc, & partir de Us, plus
petits que les termes correspondants de la série

1 1 1
LT ANCERV AR

or cetle derniére est convergente, puisque % est plus grand
que 1 (17). Donc la série proposée est aussi convergente.

90 Si, au contraire, le rapport, & partir de v, est constamment
inférieur a I'unité, on en conclut :

ki 1 1
logh—"<logn, ou E",,<”’ 0U UpZ>re

SCDLYON 1




14 LIVRE I.

Les termes He la série proposés sont done, & partir de u,, plus
grands que ceux de la série

1 1 1
ﬁ+n+l+m+-'°=!

laquelle est divergente (5). La série proposée est done diver-
gente.

COMMENT ON APPLIQUE LE THEORLME. Si, comme cela arrive
el 1
le plus ordinairement, le rapport de IngT a log n converge vers
2 n

une limite /, on prouvera, comme au ne 9, que la série est con-
vergenle, quand [ est supérienr a 'unité; qu’elle est divergente,
quand [ est inférieur & 1; et qu'il Y aincertitude dans le cas ot
l=1. Cependant, si le rapport finissait par étre constamment
inférieur a sa limite 1,la série serait divergente.

21. ReMarquEs. Telles sont les régles les plus élémentaires, &
Paide desquelles on se prononce sur la convergence des séries &
termes positifs. Il en existe d’autres, que nous n’avons pas i ex-
poser ici. Nous ferons, toutefois, les deux remarques suivanies,
qui lrouvent fréquemment leur application.

1° Si une série, dont tous les termes sont Positifs, est COnvergente,
ellelesera encore, quand on mullipliera tous ses termes parunméme

nombre quelconque,, o méme par des nombres différents , pourvw
qu’ils soient finis.

En effet, si 'on peut prendren assez grand, pour que la
somine

S U + Unp +un+2_;— S, +un+p“~1:

soit, quelque soit p, aussi petite qu’on le veut, et tende vers zéra,
quand n augmente indéfiniment (6), il en sera de méme de la
somme

A, + -An+1u‘n+1 + An+2u’n+2 +.sn + A,.H_iu,m_“

puisqu’elle est inférieure & la somme

A (un _{“ Una + Uny2 + LR R + uﬂ+p—l) )

dans laquelle A est le plus grand des coefficients introduits
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90 Si Pon a une série convergenie,
Uy Ut Ut e n oo FUntaeens
et qu'une autre sérié,

R e N . T e ey
soit telle, qu'a partir du terme d'un certain rang 1, on ail constams=
ment :

Ups1 - Unit

D Wit

colte seconde série est aussi convergente. Car , si Pon multiplie la
premiére par :)Ti’ nombre fini, on obtient une nouvelle série
q

qui, d’aprés la premiére remarque, est encore convergente. Or,
a partir du terme v;, les termes de celte nouvelle série,

Witt Uiro
(] e g—— e
S u; S ?

sont plus grands que les termes correspondants de la seconde,

’Uf+'Ui+1+’~'J¢'+2—|—.. e

Donc cette derniére est, & plus forte raison, convergente.
§ II1. Des séries dont tous.les termes ne sont pas positifs.

22. Trrorime L. Lorsqu'une série w'a pas fous ses lermes de
méme signe, i suffit pour quelle soil convergente, gu'elle le soit
quand on donne le méme signe (-} par exemple) a lous ses lermes.

En effet, puisque la série & termes positifs est convergente,
on peut prendre pour n une valeur i assez grande, pour qu'a
partir du terme w;, la somme des p suivanfs soit aussi pelite que
Pon voudra, et tende vers zéro, 4 mesure que ¢ éroit [6]. Il en
sera donc de méme, & plus forte raison, de la somme algébrique
des p termes correspondants de la série proposée, puisque, dans
la premiére tous les termes s’ajoutent, et que, dans la seconde,
les uns s’ajoutent, et les aufres se retranchent. Donc la série
proposée [6] est convergente.
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16 LIVRE I.

On pourra donc appliquer & ces nouvelles séries les 1egles de
convergence données pour celles dont tous les termes sont posi-
tifs, et déterminer de méme une limite de 'erreur que l'on
commet en sarrétant A un terme de rang quelconque. Mais il
peut arriver qu'une séric, dont les termes ne sont pas (ous posi-
ifs, soit convergente, et qu’elle devienne divergente, quand on
donne le méme signe & tous ses termes. Il est donc utile de don-
ner des régles spécialement applicables & ce cas : nous nous
bornerons a’'la suivante.

23, TutortME I1. Si dans une série, les termes sont allernative-
ment posilifs et négalifs, et qu'ils décroissent indéfiniment, la série
est convergente.

Soil, en effel, la série :
Uyg— Uy = Uy —Us U — s o o - U — Uy - Ungs —2 o0 0,y

dans laquelle les termes 1,, U, %z .. . Vont toujours en dimi-
nuant, de telle sorte que chacun soit plus petit que le précédent,
el que w, puisse devenir aussi petit qu'on le voudra, sin est
suffisamment grand.

Nommons S,, Sy, Sgye-+s Sny.n.. les diverses sommes quon
obtient, en arrétant la série successivement, au terme u,, au
terme iy, au terme ty,. .. . au terme u,,. Représentons ces sommes

1 1 I I

I | i I [
0 S Sy S;, S, S Sg Sﬁ S,, Sa Su X

La premitre, S,, sera représentée par 0S,. La seconde, S;,
élant égale a u, — uy, est plus petite que S,; représentons-la
par la longueur 0S,. La troisieme, S,, élant égale & S;--us,
est plus grande que S, ; mais elle est plus petite que S cars:
pour la former, & S, on a ajouté — s+ u,, quantité négative :
elle sera donc représentée par 0S,. La quatrieme, Sy, élant égale
A S, — us, est plus petite que S,; mais elle est plus grande que
S, ; car, poura former, & S; on a ajoulé us— us, quantité posi-
tive : nous Ja représentons par O0S,. Et ainsi de suite. D’aprés
cela, les sommes Sy, Ss, Ss,. .. . forment une série croissante, et
les sommes, S;, S, S,;. .. . forment une série décroissante, D’ail-
leurs les termes de Ja premiére série n’augmentent pas indéfi-
niment, car ils sont tous plus petits que les divers termes de la
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COMPLEMENT DES ELEMENTS D’ALGRBRE. 17

seconde; cela résulte de la loi méme de leur formation. Dés lors,
il est évident que ces termes ont une limite, qui est précisément
le plus petit des nombres qu'ils ne peuvent pas dépasser. De
méme, les termes de la série décroissante, S, S;, Si,. ... Ontune
limite; car ils sont plus grands que chacun des (ermes de la
série croissante; et cette limite est le plus grand des nombres
auxquels ils restent constamment supérieurs. Enfin, ces deux
limites sont les mémes;car on a : S,, — Ss,—1 =1y, ; €f, par con-
séquent, la différence entre deux termes correspondanis des
deux séries & indices pairs et impairs, peut devenir aussi petite
que I'on voudra. Il y a dong, sur la droite OX, enire les ex(ré-
mités des longueurs qui représentent S,,—, et S,,, une distance
qui diminue indéfiniment, quand n» angmente indéfiniment;-de
sorte que ces extrémilés se rapprochent indéfiniment d’un
point S, qui est leur limite commune. La longueur OS représente
la somme de la série.

24, LIMITE DE L'ERREUR COMMISE. Lerreur que l'on commel,
lorsque U'on s'arréte & un terme Ui, est moindre que le terme sui-
vant et de méme signe que Tui. En effet, la somme S de la série est
évidemment comprise entre Si—4 et S;. Donc I'erreur commise,
en prenant S; pour valeur. approchée de S, est moindre que la
différence entre S; et S;_y, laquelle est == u;. Les valeurs appro-
chées, que 'on obtient en considérant un nombre de termes de
plus en plus grand, sont donc alternativement frop grandes et
trop petites : mais I'erreur est, en valeur absolue, moindre que
le premier des termes que I'on néglige.

25, ExempPLE. Soif la série :

m_" $3 xh ms I w?n a;..n+l

oo basgts = AR

Le rapport d'un terme au précédent est, en valeur absolue,

? + 7% et sa limite est 4. Donc la série sera convergente (9 et

22), si la valeur absolue de x est inférieure & l'unité. Elle sera

divergente, si 2 est plus grand que 1. On verra plus tard, d’ail-
ALng. sp. B, 2
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18 LIVRE L.

leurs, que, dans ce eas, les termes ne diminuent pas indéfini-
ment. Si =1, la série est convergente (22) ; car elle devient :

J [ bsoued b |
]—§+§—£+'5-"'—. ans s

et ses termes, alternalivement positifs et négatifs, déeroissent
indéfiniment. Si, au conlraire, on fait et=—1, on retrouve la
série harmonique, qui est divergente.
Enfin, lorsque la série est convergente, I'erreur ¢ commise,
mn—i

en s'arrétant au terme —, esl moindre, en valeur absolue,

fri) :
gque —, et de méme signe que ce terme.
TN

26. REMarQuE. Quand unesérie, dont tous les termes ne sont
pas posilifs, est convergente indépendamment des signes de ses
termes, on peut la considérer comme la différence des deux sé-
ries convergentes, dont I'une serait formée par les termes posi-
tifs, et Pautre par les termes négatifs. En effet, désignons par S,
la somme des n premiers termes de la série, et par ', el 8, les
gsommes des termes posilifs et des lermes négalifs compris dans
ces n termes; ona évidemment :

S =8 8.

i Or, & mesure que n augmente, en méme temps que n' et n,

1 ces trois sommes, qui sont convergentes, tendent simultanément

i vers leurs limites S. §', S”.

‘ Mais il faut se bien garder d’étendre ceite remarque aux séries

qui deviendraient divergentes si tous leurs termes devenaient
‘ positifs. On scrait ainsi conduit & des erreurs graves. En voici

[ ‘ f i un exemple remarquable. ,

f La série harmonique [1] est divergente. Mais la série

i

| Ll e e m e 1 1
O] Ios i ils st Fogmen st
I composée des mémes termes, pris allernativement avec le
i signe 4~ el avec le signe —, est convergente (22), puisque les
termes vont en diminuant indéfiniment, Nous verrons plus tard,
qu'elle a pour somme (157) le logarithme népérien de 2.
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COMPLEMENT DES ELEMENTS D’ALGEBRE, 19
Or, si, en changeant 'ordre des termes on écrit ;

| [P VR B e 1 1 1 1 1
B01 1t ~otererboin ailig e e

il semble qu'on écrive la méme chose, car les deux séries [9]
151

et [10] ont les mémes termes posilifs, 1, —;;, B e

sy CLTES

1=l 120
2 L’ 68
sont différentes. Iin effet, si sans changer 'ordre des termes de
la série [9] on les groupe qualre par quatre, le n™ groupe scra

mémes termes négatifs ... Gependant leurs sommes

1 1 1 ]
[+] 4’:1—3—‘4?1-—2_1_4““1_@’

et on obtiendra la somme s-de la série, en faisant la somme
des valeurs que prend ce groupe, quand on y donne a n foules
les valeurs entiéres possibles, De méme, si 'on groupe trois par
trois les termes de la série [10], le n™® groupe sera :

1 1 1
(8] z..n_s’l'm—l—'%’

et 'on obtiendra la somme s’ de la série, en faisant la somme
des valeurs que prend ce groupe, quand on y donpe & n toutes
les valeurs emtiéres possibles. Or 'excés du groupe [B] sur le
groupe [«] est évidemment

iy e
n—2 2n ' 4w’ apn—2 An’
1 1 1
ou enfin [y] -3 (én_—f "'55)'

On a donc identiquement, quel que soitn :

1 1 1
(&n——- S Ere _ﬁ>

1 1 1 1 I 1
= (437,—3_4n—2+4-n;~—',—1_é_ﬂ> +§(2n—1"‘§1,)'

Si donc on donne successivement a 7, dans cette identité, les
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20 LIVRE I,
valeurs 1, 2, 3,... m, et qu'on ajoute les résultats membre 3 ’
membre, on aura, quel que soitn :

1 1 1
X(Qn—s—l_&n—-l—ﬁ)

1 ik RO 1_’,(1 1
_Z(Qn—s_-’m—f'_&n—l lm>+2" on —1 %)'

Sil'on suppose enfin que n croisse indéfiniment, la premiére
somme a pour limite s', et la seconde s. Quanta la derniére, elle

e S 1 1
a aussi s pour limite, puisque (m—%) estle n™ groupe
de la série [9], quand on y prend les termes deux.
1
Donc : s’=s+§ 8,
) r_3
d’our : §'=zs.

Ainsi la somme de la série [10] est iesg de la somme de la

série [9]. Il n’est donc pas permis de changer I'ordre des termes
d’une série, lorsqu’elle n’est pas convergente indépendamment
des signes de ses termes.

On comprend, en effet, que, dans le cas de la série [9], la
somme de ses termes positifs est infinie, ainsi que la somme de
ses termes négalifs; de sorte que la somme de la série estla
différence de deux infinis, quantité tout & fait indélerminée, dont
la vraie valeur doit dépendre de la loi suivant laquelle on s’a-
vance simultanément dans les deux séries.

§ 1V. Etude d'une série remarquable.

27. DEFINITIONS DE €. Parmi les séries, dont on fait usage en ;
analyse, une des plus remarquables est la série

I 1 1 1
i (2] 1+T+1'.—2+1.2.3""1.2.3.4"“"'"‘"1.2.3.....n+""

Nous avons vu [11], que cetle série est convergente, et que, si
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P’on s’arréte, dans la sommation des termes, au terme e

: : 1
Perreur commise est moindre que % o On représente
par ¢ la somme de la série.

La somme e est comprise entre 2 et 3. En effet, elle est plus
grande que 2 ; et, pour prouver qu’elle est inférieure a 3, il suf-
fit de montrer que 'on a :

1 1 1 1
T2 1T .2.3+1.2.3.4+""_'+1.2.3....n+"""<1’

inégalité évidente, si I'on remarque que les termes du premier
membre sont inférieurs aux termes de méme rang de la pro-
gression décroissante,

s 1
st gttt gt

1
dont la somme est =, ou 1.
=t

28. LA SERIE EST INCOMMENSURABLE. En effet, supposons, s'il
est possible, que I'on ait :

Diapasla s bas Ll
q_"1+1+1.2+1.2.3+""'

1 1
i B
+1.2.3...g+1.2.3...q(q—|—1) Ea

p et ¢ étant entiers. Si I'on multiplie les deux membres par le

_produit 1.2.3...¢, le premier membre et les (¢--1) premiers
termes du sccond deviennent des nombres entiers : et si I'on
désigne par N la somme de ces derniers, il vient

1.2.3...(¢q—1)p

- 1 1 1
Bt o Py ey S ey
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D’ailleurs la somme des termes qui suivent N est moindre que
la somme des termes de la progression décroissante,

1 1 1
PESTRNCE= 1)2+(q+_ TP

¢’est-a-dire, moindre que é; elle est donc une fraction propre-

ment dite. Un nombre enlier serait donc égal & un nombre en-
tier augmenté d’une fraction; ce qui est absurde. Donc la série

¢ ne peut étre égale & une fraction g; elle est incommensurable.

29. CALCUL DE ¢ AVEC 20 prcimaLzs. Le caleul de la valear nu-
meérique de ¢ en [raction décimale ne peul se faire qu’avec une
certaine approximation (28). On commet une premiére erreur
en s'arrétant, dans la sommation de la série, & un terme d’un
certain ordre, et en négligeant tous ceux qui le suivent. On en
commet une seconde, cn réduisant en fractions décimales les
termes que l'on conserve : car aucun d’eux, & I'exception des
trois premiers, ne se converlit exactement. Or, on calcule que
I'on a:

1 419 1 90
1.2.3...20 ~10% 123,91 <{ow

donc la premiére erreur, commise en s'arrétant au 22=¢ terme,
i 1 20 ToRs

est (27) moindre que o de Tom OU que To—ﬂ.Sll’oncalcule cha-

cun des 19 termes qui suivent les (rois premiers, avec 22 chif-

fres décimaux, la seconde erreur sera inférieure A 19 unités

2

Toi" L’erreur totale sera

du 22™ ordre &écimal, et par suite

¢ 3 : ; o
donc moindre que Toi? el, & plus forte raison, qu'une unité du

20™¢ ordre décimal. Voici les valeurs de ces 22 termes avec
22 chiffres décimaux,
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2, '

0,5

0,16666 66666 66666 66666 66
0,04166 66666 66666 66666 66
0,00833 33333 33333 33333 33
0,00138 88888 83888 88888 88
0,00019 84196 98412 69841 28
0,00002 48015 87301 58730 15
0,00000 27557 31922 39858 90
0,00000 02755 73192 23985 89
0,00000 00250 52108 38544 17
0,00000 00020 87675 69878 68
0,00000 00001 60590 43836 82
0,00000 00000 ‘11470 74559 77
0,00000 00000 00764 71637 31
0,00000 00000 00047 79477 33
0,00000 00000 00002 81145 72
0,00000 00000 00000 15619 20
0,00000 00000 00000 00822 06
0,00000 00000 00000 00041 10
0,00000 00000 00000 00001 95

2,71828 18284 59045 23535 84

Ainsi ¢—2,71828 18284 59045 23536...

RESUME.

. Ce qué comprend le complément des éléments d’Algdbre. — 2. Ce

quon appelle série : terme général d'une série. — 5. Ce qu'on
nomme série convergente ou divergente : somme d’une série conver~
gente. — 4. Une progression par quotient est convergente, quiind la
raison est plus pelile que I'unité, divergente dans le cas conlraire. —
8. Pour qu'une série soit convergente, il faut que ses tegmes décrois-
sent indéfiniment ; mais la condition n’est pas suffisante. — 6. Carac-
tere général des séries convergentes. — 7. Procedeé ordinaire pour dé-
cider si une série est convergente. — 8. Une serie, a termes positifs, est
convergente, lorsque le rapport d’un terme au précédent est, A partir
d’une certaine limite, moindre qu’un nombre fixe plus petit que 1. —
9. Comment on applique le théoréme, quand le rapport a une limite.~
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10. Limite de I'erreur commise, quand on s’arréte a un certain terme.
— 11. Applications. — 12. Cas ou la série est ordonnée suivant les
puissances d'une variable. — 15. Une série, & termes positifs, est con-
vergente, lorsque /u, est, 2 partir d’'une certaine limite, plus petit
quun nombre fixe inférieur & 1. — 44. Comment on applique le
théordme. — 13. Limite de I’erreur commise,—16. Si les termes d’une
série w, -, +uy—}-.... vont constamment en diminuant, cette série
est convergente ou divergente, en méme temps que la série u,-}-2u,
-+ by +-8u,--.. . — 17. Applications. — 18. Remarque. — 19. Une
serie est convergente, lorsqu’a partir d'un certain terme, le rapport de

lo L a log n est constamment supérieur & un nombre fixe plus erand
4 g P plus g
Un

que 1. — 20. Comment on applique le théoréme. — 21. Remarques.
— 29. Lorsqu’une série n’a pas tous ses termes positifs, elle est con-
vergente, si elle reste convergente, quand on donne le méme signe &
tous ses termes. — 23. Une série, dont les termes sont alternativement
positifs et négatifs, est convergente, quand les termes décroissent in-
définiment. — 24. Limite de I'erreur commise. — 23. Application. —
26. On ne peut pas toujours considérer une série comme la différence
entre la somme de ses termes positifs et celle de ses termes négatifs.
Exemple remarquable. — 27. Définition de la série e. — 28, e est in-
commensurable. — 29. Calcul de ¢ avec 20 décimales.

EXERCICES.
« Prouver que la série

1

Rl :
1+T+ﬁ+1.2.3+"“+1.2.3....u+""

est convergente, en appliquant le théoréme 1I (n° 1.3).

I1. Si la série w4 s+ a4 ... . Fus+ ... ., est convergente, il en est de
méme, quels que soient les signes de ses termes, de la série

Egto +Eitht o oo o F Eplln+ 0 0aus
Eyy Eiy vvus Ey, ..., étant des nombres positifs décroissants,
III. Prouver que la série :

L

ast convergente et que sa limite est 1.
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1V. Prouver que la série

1 1 1 1 ;
m+m+m Pt an(2n+2) e eoty
est convergente, et que sa limite est %}

V. On a identiquement :
= il 1= 1 1 1 j
Z_.arctgl arc ig 5-1- arc tg3 arc tg 5-}— arc g 5—arc!g_|,+ istes

en conclure :

T 1 1 1 1
E,_:uctgi-{—amtgg-{—arctgﬁ-{-.‘..+arctg2—n,-{-...<

VI, Prouver yue la série

1 1 1
i e el
21og 2 (log log 2)°‘+3 Tog 3 (log log 3)* Foge+ nlogn (loglogn)* gt

est couvergente, quand o est supérieur & 1, et divergente, quand a<1.
On applique le théoréme IIT _(16).
ViI. Prouver que les deux séries
W Ay Ut e T Ut aeeny
atia + 0*ua? + aue® 4 oo oo AU + iy
sont convergentes et divergentes ensemble (Regle donnée par Cauchy).

Ce théoreme est une généralisation du theéoréme 111 (16), et se demontre par
un raisonnement analogue.

VUII. Prouver qu'une série
o+ Uzt oons T

est conyergente, lorsjwa partir d’une certaine limite, le rapport de logﬁla-
n

au logarithme de log n tend vers une limite plus grande que 1, et qu'elle est
divergente, quand le rapport tend vers une limite plus petite que 1.

IX. Si, dans une série, le rapport d’'un terme au précédent est représenté par
la formule
[a] Ugp P AnPt Bnr 2 Cnr3i4. ...
Uy MP+anP~ P A= ot e 3

dans laquelle p est entier et positif, et A, B, Gyuevs @ Dy Cyoeor S0DE des
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nombres constants donnés : 1° les termes croissent sans limite, si A—a >0,
et décroissent indéfiniment, si A—a <0.

U, )P
On compare Ia série & une autre, donf le terme général v,=— (T"')—, h étant
un nombre positif convenablement choisi.

2° 81 A—a=0, les termes croissent, sans dépasser une certaine limite, si

B—b>0; ils diminuent, sans atteindre zéro, si B— b <0. Dans ce cas, la
convergence est impossible.

i no\n
On compare la série i une autre, dontle terme général est 1, — (n_———l) Un,
h étant un nombre positif convenablement choisi : les termes de celle-ci sont
Plus grands que ceux de la premiére, et vont en diminuant, quand B—b > 0.

3°8i A—a <0, mais A —q 1=5 0, la série est divergente.

On compare la série 3 une série divergente, dont le terme général est
Un =1y (R —h), b étant convenablement choisi, :

4 81 A—a+ 150, la série est convergente.

On prouve que, dans ce cas, on au-—"ﬂ<w, h étant positif et conye-
u

nablement choisi; que, par SUIte, Unti+ Ungad-Unso—+ oo O5E plus petit que

n—h—1 6 (n—h—1) (n—h)  (n—h—1) (n—h) (n —h+1)
o amE1) nm+1) (n+2) }

On prouve enfin, que les (p + 2) premiers termes de la série, entre parentheses,
ont pour somme

n—l (m—h—1)(n=h.... (n—h+4p).
h ha(n+1)....(n+p) 4

que cette série est convergente, et a pour limiteﬂ—'h_—l-, quand p croit indéfini-
niment.

Il résulte de Ia que, pour qu'une série soit convergente, lorsque le rapport
%‘f—' peut se mettre sous la forme d'une fraction rationnelle (), %I faut et 41
n

suffié que (A —a 4 1) soit inférieur & zéro : il 1’y a pas de cas douteux. Cette
régle a été donnée par Gaus)
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COMBINAISONS ET FORMULE DU BINOME.

§ 1. Des combinaisons.

%0. Dirmarions. On nomme combinaisons, na n, de m objets
distincts, les différents groupes que 'on peut former avec n de
ces objets; il est utile d’en calculer le nombre.

L question peut étre considérée sous deux points de vue, sui-
vant que I'on regarde ou non, comme distincts, les groupes,
qui, étant composés des mémes objets, différent seulement par
Yordre dans lequel on les place.

Dans le premier cas, les combinaisons recoivent le nom d'ar-
rangements ; et dans le second, celui de produits différents.

%1. NOMBRE DES ARRANGEMENTS. (Calculons, d’abord, le nom-
bre des arrangements distincts de m objets pris n & n. Désignons
ce nombre par A,; el representons par A, celui des arrange-
ments des mémes objets, (n— 1) a (n— 1). Si tous les arrange-
ments (n—1) & (n— 1) élaient formés, en plagant successive-
ment, & la suite de chacun d’eux, les [m— (n— 1)] objets qui n’y
entrent pas, on formerait des arrangements a n, dont le nom-
bre serait

Apy[m—(n—1)], ou Any m—n-1);

car chaque arrangement (n—1) & (h=1) fournit, de cette ma-
niére, [m—(n—1)]arrangements n an. Jedis que Apey[m—=(n—1)]
est précisément le nombre des arrangements n & n; et pour
cela, il faut montrer qu’ils ont tous été formés, et que chacun
d’eux ne I'a été qu'une seule fois.

1o On a obtenu tous les arrangements n & n; car on peut for-
mer tout arrangement de 7 objets, en placant le dernier d’entre
eux A la suite de Varrangement formé par I’ensemble des (n—1)
aulres.

9° Un méme arrangement n'a pu étre formé qu’une fois; car,
les arrangements (n—~ 1) & (n~— 1) élant distincts, ainsi que les
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(m—mn--1) objets que T'on place & la suite de chacun d’eux, les
groupes que I'on forme différent, soit par les (n—1) premiers
objets, s'ils proviennent de deux arrangements (n—1) & (n — 1)

différents; soit par le dernier, s’ils proviennent du méme arran-
gement (n—1) 4 (n— 1),

On a done la relation :
Ap=(m—n-41)A,.

Cette relation étant démontrée pour une valeur quelconque
den, on aura de meéme, en désignant par A,_,, Apsyio Afile
nombre des arrangements (n—2)a (n—2),[(n — 3) & (n—3),...
un a un ;

Ay=(m—n42)A,,
Ars—=i(m— n+3) A,
As =(m—1)A,

Si 'on multiplie ces égalités membre A membre, les facteurs
AtorAy AL disparaissent; et il vient, en remarquant que
le nombre A, des arrangements 1 a 1 est m

[1] A,,:m(m-l)(m—z)....(m'—n+2)(m_n+1).

Ainsi, le nombre des arrangements de m objets distincts n dn est égal

av produit de n factewrs entiers, consécutifs, déeroissants, & partir
de m.

52. NoMBRE DES PERMUTATIONS. La formule précédente, si on y
Suppose n =m, fera connailre le nombre des arrangements de
m letires m & m. Ces arrangements, dans lesquels figurent toutes

les leltres, se nomment des permutations. En désignant leur
nombre par P, on a :

[2] Pu=1.2.3....m,
puisque, pour m =n, (m —n -+ 1) devient égal & I'unité.

Ainsi, le nombre des permutations de m objets distinets est égal
au produit des m premiers nombres entiers.

35. NOMBRE DES PRODUITS DIFFERENTS. Les produits différents
de m objets, n an, sont les groupes distincts que I'on peut former,
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avec ces m objets, en regardant comme identiques ceux qui ne
different que par I'ordre des objels. On réserve souvent a ces
produits le nom de combinaisons. ;

Représentons par G, le nombre. de ces produits. Imaginons
qu’on les considére tous ensemble, et que F'on forme les permu-
tations des n objets contenus dans chacun d’eux ; les groupes,
ainsi formés, seront des arrangements de m objets donnés n & n.
Or, je dis qu'ils y seront tous, et chacun une seule fois.

1° Ils y seront tous; car les objets qui forment un arrange-
ment, étant considérés indépendamment de leur ordre, compo-
sent l'un des produits différents; et, lorsque 'on permutera de
toutes les maniéres les objets qui composent ce produit, I'un des
groupes ainsi formés sera I'arrangement considéré.

90 Chaque arrangement sera formé une seule fois; car les ar-
rangements, qui proviennent d’'un méme produit, différent par
Iordre des objets; et ceux qui proviennent de deux produits dif-
férents, ne sont pas composés des mémes objets.

On peut donc obtenir toute la série des arrangements, en per-
mutant les produits différents, de toutes les maniéres possibles.
Or, chaque produit fournit ainsi 1.2.3....n arrangements dis-
tincts; le nombre total des arrangements A, est donc égal au
nombre des produits C,, multiplié par 1.2.3....n; et 'on a, par

conséquent :
A —(r1m 9530

d’ot1, en remplagant A, par sa valeur [1]:

(m—1)(m—2)....(m—n-1)

m
(3] Co = o,

Ainsi le nombre des produits différenis de m objets, n & n, est
égal au produit de n nombres entiers, consécutifs,décroissants @ pariir
de m, divisé par le produit des n premiers nombres entiers.

54. Remarque I. La formule précédente peut se meltre sous
une forme, ‘que 1'on trouve quelquefois plus commode. Si I'on
multiplie, en effet, par 1.2.3.... (m—mn) les deux termes de la
fraction qui représente C,, elle devient :

__las..(m—n)m—n+ Dim—n-+2)....m,
LIE 1.2....70.1.2.... (M —n) ¢
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en sarte que, au numérateur se trouve le produit des nombres
entiers depuis 1 jusqu'a m, et au dénominateur le produit des
nombres entiers depuis I jusqu'a (m —n), et le produit des nom-
bres entiers de 1 & n.

Remarque II. La formule [4] reste évidemment la méme,
si 'on change n en (m —n); cette substitution aura seulement
pour effet de changer, 'un dans 'autre, les facteurs 1.2....m,
et 1.2.... (m—n) du dénominateur.

Le nombre des produits différents de m objets n & n, est, par con-
séquent, le méme que celui de m objets (m—n) & (m — n),

L’égalité de ces deux nombres est, d'ailleurs, évidente, d priori.
Si en effet, dans m objets, on prend un groupe de =, il restera
un groupe de (m -—n) : les groupes ou produits n & n et (in —n) a
(m—n) se correspondent done deux A deux, et sont, par con-
séquent, en méme nombre.

=45

56, REMARQUE III. Le nombre des produits différents de m objets
nan estégal & la somme des nombres de produits différents de
(m—1) objeis n an, et de (m — 1) objets (n — 1)& (n — 1). On peut,
en effet, partager les produits différents de m objets n & n en
deux groupes, I'un composé des produils qui ne contiennent
pas un certain objet, et 'autre composé de ceux qui le renfer-
ment. Or les premiers sont évidemmient tous les produits diffé-
rents des (m — 1) autres objets n & n; et si, dans les autres, on
supprime l'objet dont il s’agit, ils deviennent les produits des
(m —1) autres objets (n —1) & (n —1).

On vérifie, d’ailleurs, directement ce théoréme a raide ae la
formule [3]. '

86. REMARQUE IV. Le nombre C, est nécessairement entier *
la formule [3] prouve donc que le produit de n nombres entiers
conséeutifs est divisible par le produit des n premiers nombres en-
tiers.

§ L. Formule du binome de Newton.
S7. PRODUITS DE N BINOMES QUI DIFFERENT PAR LE SECOND

TERME. Nous avons vu (I, 42), que le produit d’un nombre quel
conque de polynomes est la somme de tous les produits quel’on
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peut former, en prenant pour facteur un terme de chacun
d’eux. :

Appliquons cette régle & la formation du produit de m hi-
nomes, ayant méme premier terme,

@+ @) (@4-b) (@ 0)--rr(@ D).

Si nous ordonnons ce produit suivant les puissa nces décrois-
santes de =, il est évident que le premier terme se ra z™, produit
formé en prenant, comme fac teurs, les m premiers termes des
hinomes.

Le terme en z™—* se comp osera des produits dans lesquels on
prendra, comme facteurs, les premiers termes de (m— 1) bino-
mes, avec le dernier terme du binome restant; et le coefficient
de z™* sera, par conséquent, la somme des seconds termes de
nos binomes.

Le terme en ™2 se composera des pro duits dans lesquels on
prendra, comme facteurs, les premiers termes de (m— 2) bino-
mes et les derniers termes des deux binomes restants. Le coeffi-
cient de z™* sera, par conséquent, la somme des produits deux
a deux des seconds termes. '

On verra de méme que le coefficient de 2™ * est la somme.
des produits trois & trois des seconds termes; el quen général,
le coefficient de 2™ est la somimne de leurs produits » & n.

On éerit souvent ce résultat de la maniére suivante :

] @+o@+d) @+o..@+h@+)
= g™ a2 42" Zab 42" 2abe = s
@ Eab....pt .00 @bC,0, Kl

en représentant par Za, Zab, Zabo.... la somme des seconds
termes, la somme de leurs produits deux a deux, trois &
trois, elc.. '

%8. FORMULE DU BINOME. Pour déduire de ce qui précede I'ex-
pression de (z -+ a)", il suffit de supposer a= =tz nne=";
le développement se simplifie alors notablem ent,

Le premier lerme reste égal a a™.

Le coefficient de @™, égal & la soinme des seconds termes,
devient égal & ma
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Le coefficient de 2™-2, égal a la somme des produils deux &
deux des seconds termes, devient égal & a® mulliplié parle nom-
bre de ces produits, c’est-a-dire (33) &

m(m;—--l)wI

.

Le coefficient de 2™, égal & la somme des produits trois a,
trois des seconds termes, devient égal & ¢* multiplié par le nom-
bre de ces produits, c¢’est-a-dire a

m (m— 1) (m— 2) &,
1.2.3

En général, le coefficient de ™7, qui est la somme des pro-
duits p & p des seconds termes,devient égal & a? multiplié par le
nombre de ces produits, c’est-a-dire &

m(m—1)....m—p 1) e
LoD ;

On a done, enfin :

m(m—1)

2] (x4 m)m:m’"+mam’"—'+T Pz ...

i m (m— 11)2(7?;—?3 Sl arz™ 24 ... -+ a™

C'est la formule du binome de Newton.

59. Remarque I. On voit que, dans le dévelopement de
(z+a)", Uexposant de z va en diminuant d’une unité depuis m
jusqua zéro, et celui de a va en augmentant d’'une unité de
puis 0 jusqu’a m ; de sorte que, dans chaque terme, la somme
des deux exposants est constante et égale & m. Le nombre des
termes du développement est (m--1).

On nomme terme général, celui qui en a n avant lui; en le dé-
signant par T,, ona:

5] T _mm—1)m—2)....m—n-1)

n= (s

12 350
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40. Remarque I1. Si I'on désigne par T, le terme qui pré-
cbéde T, on trouve aisément :

[4] Do |

I
Or (m—mn - 1) est 'exposant de z dans T,._s, et n cst le nombre l
qui marque le rang de ce terme. Donc, powr passer du ierme de |
rang n, aw terme de rang (n 1), on multiplie soncoefficient par |
Vexposant de x dans ce lerme, el on le divise par le nombre qui mar- I
que son rang, puis on augmente dune unité 'exposant de a, et on hi
diminue d'une unité celui de X. ‘

A1. Remarque III. Le coefficient de aPz™-* est le nombre des i

. “ppp .\ - 1
produits différenls de m lettres p & p; et celui de a™?z est le ;1
nombre des produits différents de m lettres (m—p) a (m—np). i
Or ces nombres sont égaux (34). Donc, dans le développement de -
X 4 a)m, les coefficients des lermes, situés a égale distance des extré- 1!
mes sond Cgaum. : \
42, Remarque IV. Le rapport du coefficient de T, & celui de
m—n-+41 . - : :

-y esl ——ﬂi- : il commence par étre plus grand que 1, si
m estau moins égal & 2 : puis il diminue, & mesure que n aug-
i ; el 2
mente, et il finit par &lre égal a = quand n=m. Tant Gu'il

reste plus grand que 1, les coefficients vont en croissant: §'i il
devient égal & 1 pour une certaine valeur de 7, deux coeliicients il
consécutifs sont égaux ; et lorsqu’il est inférieur d 1, les coeffi- } '
cients vont en diminuant. Or la condition

l
thisr, |

m—u—{—l}_l \
m—|—1%n. : '
: I

équivaut & 3

Donc, lant que 1 est inférieur & la mowié du nombre (m - 1) des
termes, c'esl-a-dire tant qwon n'a. pas formé la moitié dw nombre i
total des termes, les coefficients croissent : ils décroissent dans la : 1
seconde moitié du développement. i

ALc. sp. B 3
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43. Remarque V. On n’a fait aucune hypothése sur. e signe
des nombres @ et a; a peut donc avoir une valeur négative — b;
et l'on a, par conséquent :

(m

(e =a"+m (—bjamt 4 LD pygat g (—ppm;

ou, en remarquant que les puissances paires de (—b) sont
egales a celles de b, et que les puissances impaires sont égales
et 'de signes contraires 3

[5] {Z—b)"=g™—mbx™- %——1) b2 —
L (m—1) (m—

153

le signe du dérnier terme élant - sim est pair, et— sim est im-
pair.

44. RemARQUE VI. Si, dans la formule [2], on faatm_l a=—I
ona:
m(m—1)(m—2)

1+?71+m(m~—1)+ = _i___l_a%_l_l

Ainsi la somme des coefficients du développement est égale ¢ 2™,

48. Remarque VII. Si, dans1a formule [5]; on faite =1,b=1,
ona:
m (m— 1)  mm—1)(m—2)

0"1“‘“}‘ e e b

Done la somme des coefficients de rang pair est égale & la somme
des coefficients de rang impair.

4G. Remarque VIII. Il existe, entre les coefficients des di -
verses puissances du binome, des relations nombreuses;
nous ferons connaitre la plus simple, dont on fait un fréquent
usage.

Soit :
(@ a)" =g+ A aa™! | Aa? a2 - A0 a0y
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le développement de la puissance m™ d’un binome, dans lequel
on a fait, pour abréger :

o_m(m—1) (m—2)....(m—n-1)

An I 2 30 ian

Multiplions les deux membres de I'égalité par (z-}-a); nous au-
rons, en effectuant la mulliplication du second membre, d’aprés
la régle ordinaire :

(z4-a)"H=gmH4 (Aj4-1) az=4-(As-A,) a2zm-t
+(As+Agd’em L F(An - Ang) A A L ™

et 'on voit que chacun des coefficients du développement de
(x~f-a)™** s'obtient en ajoutant le coefficient de méme rang et le
précédent dans le développement de (x4 a)™. On pourrait d’zilleurs
vérifier directement, que I'on a :

m.(m—1)....(m—n-+1) | m.(m—1)....(m—n-2)
(8] o) + 1.2....(n—1)

__(m+1)m....,m—n-t-2)
= e aonall 2

§ 11I. Développement de (a— by=—1)"

A7. PUISSANCES SUCCESSIVES DE ¢ — 1. Pour développer
(a+by—1)m, il faut appliquer la formule du binome qui, ré-
sultant de la multiplication, est démontrée, d’aprés nos conven-
tions (I, 261), pour les expressions imaginaires. Il est néces-
saire de former d'abord les diverses nuissances de ¢ —1. Or, ¢n
a, d'aprés nos conventions :

(\/_1)2: —1,

W=D =iy,
(V=1)=(—y=D({=1)=+1,
(\/“‘ 1)3: \/:T:

®es
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! et, en général,

( _‘)mu_‘/:_l, (‘/E)nhs:__l’
('VI )-{k+a____~/___l, (V_l)r.k:_l_’. t

48. DEVELOPPEMENT DE (@ -0/ — 1), D'aprés cela,ona:

(7]

m(m

(a+ b\/___-l-)m =a" -+ ma™'h v::l-._. - ; 1) am—2p2

__mm—1) (m—=2) b m(m~1)(m_2)(niﬂ3) 2
[.2.3 =y =14 B

Les termes, dans lesquels 'exposant de & est pair, sont réels; ils
cont les mémes que ceux du développement de (a 4-b)", avec
cetle différence qu’on doit leur donner, allernalivement, le signe
-+ et le signe —. Les termes, dans lesquels b a un exposant im-
pair, ont tous y/ — 1 en facteur, cf sont, & ccla prés, les mémes
que ceux du développement de (a-}-b)™, auxquels on aurail
donné, allernalivement, le signe +- ct le signc —. .

On réunit ordinairement les termes imaginaires, et I'on écril :

[8] @by —1)m
:am_mtrzu antga L m(-m—ll )_(;”.Z_Ql(m_g) St

/= [N ]

Si 'on désigne par P la partie réelle et par Qle coelficient de
— 1, 0onadonc:

. @by —1)"=P4+Qy—1.

Ainsi es puissances d'une expression imaginaire sont des expres-
sions imaginaires de méme forme.

1l est facile de voir qu'on a :
(a—-b\/-— l)m::P._,Q‘/ — 1%
49. REMARQUE. (a-} by — 1)™ peut &ire réel, sans que b soil

:| ______ S
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nul. 11 suffit, pour qu’il en soit ainsi, que les termes imaginaires
se détruisent. On a, par exemple :

(143 —1p=—8
§ IV. Puissance d’'un polynome.

$0. DEVELOPPEMENT DE LA PUISSANCE m™¢ D'UN TRINOME. Un tri-
nome (a-b--c) peut élre considéré comme un binome, sil'on
regarde les deux premicers termes (a-b) comme réunis en un
seul. On aura alors :

(9] [(a-F)FoTm=(aHb)m(a-byr=to-p T

m(m

) (a’_l_b)m -262

ek U0 11).' - ‘(flp_p o) (a4 bym=rer-. .. o™

Si I'on développe les diverses puissances de (a-}-0) qui figu-

rent dans le second membre, on obliendra une somme de

termes de la forme a°b%r, dans lesquels la somme des expo-
sants «, 8, y, sera constamment égale & m. Car, si I'on consi-
dére, par exemple, ceux qui proviennent du terme

it o) at oy,

ils contiennent le produit de ¢® par des puissances de @ ¢l b dont
les exposants ont une somme ¢gale & (m — p); de sorte que les
trois exposants réunis forment une somme égale a m.
Réciproquement, o, §, v, élant trois nombres entiers quelcon-
ques, dont la somme soil égale & m, il y aura dans le développe-
ment un terme en a*bP v ; car, dans [9], se trouve le terme

m(m—1)....(m—y-+1) e
P e o din

¢t le développement de (e -|- b conlient un terme, dans lequel
a figure avec I'exposant a, et b, par conséquent, avee exposant

(m—y—e) ou .

B1. TERME GENE®AL DU DEVELOPPEMENT. Gherchons le coeffi-
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cient de ce terme en a* bf ¢7: il provient, comme nous l'avons
dit, de

mim—1)...(m=y-E1), ' e o
G2 s )20

ce qui peut s'écrire (53)

HL2nm
L. 20ty L2 (m—Y)

(a--b)ym—rct.

Or,dans le développement de (e b)™-7, le coefficient de aFhm=i=s
est égal &
1.2....(m—y) §
1.2, L. 2. (M —y—a)

Le terme demandé est donc @

1.2....m.1.2....(m—)
Daagaas a2 e di2r s (m=y —u)

Rt

ou, en supprimant le facteur commun 1.2..., (m—y), et rempla-
cant (m—y—«) par B,

. a°bPct;

12 om
1.2

[10] T e Pl

o2 et
et le développement se compose de tous les termes analogues,
qui correspondent & toufes les valeurs de o, 8, v, dont la somme
soit égale a m.

$2. RemarquE. On trouvera sans peine, par un procédé tout a
fait analogue, que le développement de (a--b +4-c--d)™ a pour
terme général

i e WD L R e 0]

- a=bectd?,
=03

et se compose de tous les termes analogues, qui correspondent
A toutes les valeurs de «, B, v, 8, dont la somme soil égale & m.

On doil observer que, si 'onvent faire représenter a ce terme
général tous les termes du développement, sans exceplion, 1
~ faut convenir que, pour o=0, on prendra le produit 1.2.3....a=1
La méme remarque s'applique a la formule précédente.
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§ V. Limjte de (1 +%)m, quand m eroft indéfiniment.

B5. THEOREMES SUR LES LIMITES. 1° Lorsqu’une quantité variable
A tend vers une limite 1, le produit pA de cetle quantité par un
nombre fini p. tend vers la limite pl. Car, pour rendre la diffé-
rence (pA—pl) plus petite, en valeur absolue, qu'une quantité
donnée «, il suffit de rendre la différence (A—I) plus petite

queg;_ ce qui est toujours possible, puisque (A—1I) tend vers
ztro.

g0 Si plusieurs quantités variables, Ay, As,.... A,, en nombre
fini n, tendent simultanément vers des limites by, 1y, ... 1, la li-
mile de lewr somme est égale & la somme de leurs limites, En effet,
si I'on pose :

A=ltoy, As==ltas, ... An=l,+u,

on aura :

R SRR e

Or les quantités oy, o, ... 2, tendent vers zéro, par hypothése .
donc leur somme (e . .. o,), toujours inférieure, en va-
leur absolue, & n fois la plus grande d’entre elles, tend aussy
vers zéro (1°). Done

HmiA oAt s Ayl e

Mais, sile nombre n des quantités variables augmentait in-
définiment, on ne pourrait plus afficmer la proppsition. Consi-

dérons, par exemple, la somme des n quantités% -f—;-;—[— % - e

ol & iy s . e
- " Si m croit indéfiniment, chacune de ces quantités tend vers

- zéro; et leur somme, au lieu d’avoir zéro pour limite, est évi-
demment toujours égale 4 «.
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3° La limile du produit des n quantilés variables Ay Ag, Ag...A,,
est égale aw produit de leurs limiles. En effet, on a :

Adgie An= (b o) (o) oer (T ).

Et ce produit de » facteurs binomes renferme (I, 42) d’abord
le produit des limites (ly.... ), puis une suite de termes
dont chacun contient en facleur au moins une des quantités «,
&, ... &, Or chacun de ces termes, produit d’'une quantité fixe
par une quantité qui tend vers zéro, tend aussi vers zéro (1°);
el comme leur nombre est limilé, leur somme a pour limite zéro
(2°). Done
Hm Ay An=UhG. .. ln.

Dans ce cas encore, le raisonnement suppose essentiellement
que le nombre des quantités variables reste fini.

TN .
54. L’EXPRESSION ( 14 R) A UNE LIMITE QUAND M CROIT

; " 3 TaNe®: SE
INDEFINIMENT. L’expression ( 14 E) , dans le cas ol m est

: : 1
entier, un produit de m facteurs ¢gaux a ( 14 ﬁ) : quand m !

croit indéfiniment, chacun de ees facteurs a pour limite I'unité;
. mais on ne peut pas en conclure que la limite du produit est
¢gale & I'unité; car le nombre des facteurs croit indéfiniment.
s . 1
Pour rrouver que cetle limite existe, développons ( 14 ﬁ)

suivant la formule du binome : nous aurons :

I 1, mm—1)1  mim—I1)(m—2) 1
(1+—) =t BB e

m

m(m—1....(m—n-1) _I__I_

1522 s n m"

Comme, dans chaque terme, le nombre des facteurs du numé- .
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COMPLEMENT DES ELEMENTS D'ALGEBRE, 41 l
diviseurs, nous pouvons écrire : i
|‘

m m—1 m m—1 m—2

LA T e e e ¥
(1—]—--—) =14+—+4+m m mS om = .m i
st J|E |
2 B o e ]
m m—1 m—n-|1 :

m. m m |

+1. e n e |

Mais on a évidemment : 5 i'
] i

m m—1 m—-2mm—-n.—|—1$1'(1 ___1_)(1__2_)” l—-ﬂ_l); -i=

m. m . m m

par suite : |

o - ‘
oty mlan el '
o (11_-;]1-?> 2(1*%) ( —:TTI—I) e 1

Cela posé, comparons ce développement & la série conver-
gente dont la limiteest e : ‘

1 1 15, 1 '
s e o |

Chaque terme du développement est, & parlir du troisiéme, in- \
ferieur au terme correspondant de la séric, puisque son numé- .
rateur est moindre que l'unité, et que les dénominateurs sont
les mémes. Dailleurs les termes du développement sont en
nombre limité (m--1), tandis que ceux de la série sont en

: . ) ] TN
nombre infini. Il en résulte que lexpression (1 + ﬁ) est, i

quelque grand que soit m, inférieure & e : celte expression, qui
augmente avec m, a donc, lorsque m croit indéfiniment, une ‘1
limite qui ne peut étre qu'inférieure ou ¢gale & e. Nous allons ]

prouver que cette limite est égale a ¢. |
|

:
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TN 5
885, LIMITE DE (1-[—%) » QUAND 7 CROIT INDEFINIMENT, m

RESTANT ENTIER. Puisque la série e est convergente (11), on
peut donner & » une valeur assez grande, pour que Ierreur
commise, en négligeant tous les termes qui suivent le (n 1),
soit inférieure & une quanltité donnée «, si petite quielle soit;
de sorte qu’en désighant par ¢, la somme des (- 1) premiers
termes, on a :

e— e, < o,

D’un autre c6té, sil'on considére les (n - 1). premiers termes
du développement, on reconnait qu’a mesure que m croit in-
définiment, n restant fixe, les différenls numérateurs tendent
vers une limite égale & Funité (83, 3°); par suite, chaque terme
du développement a pour limite le terme correspondant de e, ;
et leur somme, qui se compose d’'un nombre fini des termes,
(83, 2°) pour limite e,. On peut donc prendre m assez grand,
pour qu’en désignant par A, la somme des (n-1) premiers
termes du développement, I'on ait : -

P‘n""'An <OC-
De ces deux inégalités, on conclut :
e —A, <%

Ainsi, aprés avoir choisi pour n une valeur fixe suffisamment

grande, on peut toujours, en faisant croitre m indéfiniment,

satisfaire a la derniére inégalité. Ddilleurs, si 'on donne en-

suile & n des valeurs indéfiniment croissantes, le développement
St B

A, augmente, et tend vers sa limite lim (1-[-%) ; 2a tend vers

zéro ; dong : X

a—-11m(1+%)"’=o, on Iim(l-)—q—]lz):e_. [12]

56. CAs oll 7 PREND DES VALEURS FRACTIONNATRES. Si, dans

§ \% 2 ; "
Pexpression (I +W—1) » on altribue & m des valeurs fraction=-

naires de plus en plus grandes, la limite sera toujours la méme
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et égale & e, Pour le prouver, supposons que, 7 désignant un
nombre entier trés-grand, on ait :

m=n-a,

« étant moindre que P'unité ; 'expression (1 —;—?-,“1-1) sera évi-

demment comprise entre les expressions

(1-|-;1i)"M et (r+?-;:1|-_—1)".

Car, pour obtenir la premiére de ces expressions, il faut, dans

1 m
(H"ﬁ) , remplacer le terme q—?l-% et 'exposant m respective-

1 ;
ment par les nombres plus grands = et n--1; pour obtenir la

seconde, il a fallu remplacer les mémes quantités par les nom-
1

hres plus petits etn.Orona:

n41
(e s o)
o (1+n_;_1)"=(1+n;1)"“1+% o

Comme 7 est entier et trés-grand, (1 —-]-;1])“ et (1 4 n1|- l)m
1

T different trés-peu de

J’unité, et les deux expressions précédentes ont I'une et I'au-
tre ¢ pour limite. Il en est, par conséquent, de méme de

different trés-pen de 2 1= et 1+

(l—}—?—:-%) , qui est compris entre elles.
1A% - .
8$7. LiviTE DE (1 +;ﬁ> , QUAND M EST NEGATIF, ET AUG-

i AR )
| MENTE EN VALEUR ABSOLUE. La limite de (1 4 ,n—%) est encore la
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méme, quand on atliibue & m des valeurs négatives croissantes. ‘
Car, posons m== — u.; p élant négatif nous aurons : l

v e ()
() ()

R e 1 et
Or, quand p. croit indéfiniment, (1 +;?1) tend vers e

(86), et (1 +Fi_l) tend vers 1 : done encore ici :
lim (l—]—i =
T/

& 1 - = m
88. LivitE DE (1 +H) 0U DE (1——%) » QUAND m CROIT

INDEFINIMENT. On a.évidemment :

(o) = e

1+ﬁ
donc :
13 e i 1—|—1 e
(13] m) R
Puis :
) 1
(=8 =
. (1+??L——1)
donc:
5 5 LS ]
[14] lim (l—ﬁ) ==

§ VI. Sommation des piles de boulets.

69. PropLenE. La méthode la plus simple repose sur la colu-
‘lion préalable du probléme suivant :
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Trouver la somme des puissunces m™* des termes d'une progres-
sion par différence. Soit la progression :

O R el i)

_dont la raison est , et dont le nombre des termes est p.

On veul (rouver
Sp=ambm e ...
On a, ! étant le terme qui suivrait & :
b=a+tr, c=btr, d=c+r,...l=k1tr.

Llevons ces diverses égalités a la puizsance (m--1); nous
aurons :

b’"“:(a-’-r)’”“:a"‘“—}—(-m—[—l)a"‘r-{-(?31_7;[”“ @t

m—}—l

m“'_\b _]__ r )'mn_ pm+t + (m—[—I) Lm? + bm— ,rﬂ_l__ I pm—1

Z'm-;—l :(k_i__,r)m-{»l:‘Tﬂm+1+(?n+l)kmq.+ (mtl)mkm“r?—[—...—]—’r’""'.

Ajoutons toutes ces égalités, il vient, en désignant générale-
ment par S, la somme a* 4 b* ... 4 £*;

[15]  ImH = g (m A 1)rSp - m+ ‘)m S, s

+(m+ll)ﬂ;(§n——1) 58, b,

(lette équation fera connaftre S™, si 'on connail Su—g, Sw-s...
Ss, Si. En y faisant donc successivement m=1, =2, =3, etc 5
on obtiendra successivement Sy, puis S,, puis Sa, ele.

60. APPLICATION. Supposons, par exemple, que la progression
proposée soit la suite des n premiers nombres entiers :

21.2.3.4...,1;
on aici :

Sy=1#420 304, 0kt a=1, l=n-}1, r=1, p=n;
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el nofre formule générale devient :

[16] (nF 1= 1 (n 1) Sup- s

+ (m+ 11)‘7;1.;??%— ].) m_,;—!" +(m-—[—- 1;9’.‘1 32 Sy—l*ﬂ.

Faisant d’abord m =1, il vient ;
(1) =148, +n; dou 5=200,

formule déja connue.
In faisant m = 2, il vient :

(4 1°=1+ 38, + 38, +-;

e Sﬁzﬂ(fn—l—])3—“2(71,{;!—-1)—3:1.(71—!—1),

ou [1] 32212.{_22_}_32_1_“__]_“2:%(71—}—1)6(2n+1).

Telle est la formulé qui va nous servir pour la sommation des
piles de boulels.

Elle se déduit, comme on voit, d’'une formule beaucoup plus
générale, qui pourrait donner également la somme des cubes,
la somme des quatriemes puissances.... des nomhbres naturels,
Sil'on veut seulement arriver le plus simplement possible a ce
résultat, qui est le seul dont on ait, actuellement, 4 faire usage,
on peut procéder comme il suit.

G1. RECHERCHE DIRECTE DE LA SOMME DES CARRES DES 70 PRI~
MIERS NOMBRES ENTIERS. On a évidemment ;

V=141 =1"43 X 1*4-3x 141,

P=(241) =232} 3 241,
B=(341pP=3"43x3"}3x3+1, f
én-}- 1P =n*+3n+43n-41;

ajoutant toutes ces égalités, il vient, aprés que 'on a supprimé
les termes temmuns aux deux membres, et en désignant parS,
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COMPLEMENT DES ELEMENTS D’ALGREBRE. L7 .
la somme des carrésdes nombres naturels et par S;1a somme
des premiéres puissances :

(n41)¢=1--35,-+3S,-Fn,
équation identiqne & celle du paragraphe précédent, et dont on
déduira la méme valeur de S,.

62. PiLEs TRIANGULAIRES. La base d'une pile (riangulaire est
formée par des boulets rangés en ftriangle équilatéral. La pre-
miére rangée contenant 1 boulel, la seconde 2, la troisieme 3,
la n™ n, le nombre total des boulets employés est ici :

nnt1) n*4n
9 — (]

I+2—§—3+... -i—n:

La tranche immédiatement supérieure est formée par des bou-
lets rangés également en triangle équilatéral, dont le ¢oté con-
tient un boulet de moins; le nombre des houlets de celte seconde
tranche s’obtiendra donc en changeant, dans la formule précé-
n-—1)*+ (n—1 :

( il ). La troi-

dente, n en (n—1); on aura ainsi >

3 : % n—2)2 1—2
sitme (ranche contiendra de méme (—-—lziu boulets; et

]
ainsi de suite jusqu'a la premiére, qui en contient : _;_ .
Le nombre total est, d’aprés cela :
wtn  (n—1)4m—1) m—2P4(n—2) 121
T= 9 + 9 T 9 +"'+ _—2{—_?

ce que I'on peut écrire de la maniére suivante :

T— n*4(n—1)+-(n—2)*+.. .—}—12+4?,—I—(n—1)+(n——9)~{-‘ S |

. 2 2
ou, en verlu des formules écrites plus haut (60) :
nn-1)2n-41  ah-1)  n@d-1)(2n4-4) -
= 19 s s

12

ou [18] T="2 n—l—l)(n—}—?)_

6
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Telle est la formule qui exprime le nombre des boulels conte-
nus dans une pile triangulaire.

65. PILE 4 BASE CARREE. La base d’une pareille pile est formée
par des boulets rangés en carré, dont le nombre total est n*, n b
désignant le nombre de ceux qui sont contenus dans le coté de
ce carré. La seconde tranche contiendra (n— 1)* boulets, la
‘troisibme (n—2)?, elc., et enfin la derniére n’en contient quun.
Le nombre tofal est donc :

Q=n*+@— 1+ {n—2 4. +1
Q_n(ﬂ—l— H(@En41)
— 6 <

cu [19]

64. PILE A BASE RECTANGULAIRE. La Dbase d’une pareille pile
est formée par des boulets rangés en rectangle. Si I'un des cbtés
de la base contient m boulets et lautre c¢6té n, le nombre total
des boulets qui la composent sera mn La tranche suivante est un
reclangle, dont les cOtés comprennent respectivement (m — 1)
et (n — 1) boulets; elle en contient, par conséquent, un nombre
égal & (m—1) (n—1); la troisieme tranche en conlient de
méme (m — 2) (n — 2); et ainsi de suite jusqu’a la derniere, qui
est une file de (m —n 1) boulets (si I'on suppose m >n). Le
nombre total que nous cherchons est donc :

R=mn-{(m— 1)(71—1)—|~(m—2}(n—2)'+...-{~(m—n—[— 1)1.
Posons m—n=p: onaura: m=n--p, et la formule devien-
dra : g
R=n(n-p)+n—1)(n—14p)+(n—2) (n—2+4p) +... 41 (14-p),
c'est-d-dire :
R — [ (n— 1) (n— 2 A 1] p o (2 1) 1],
ou, d’aprés les formules connues (60) :

‘[{:n(n-% 1)6(2n—|— U—[—p.” (n2—|— 1)

ou enfin [20] R:’1(71+’)(9é1+37J—|—1)
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65. MoYEN DE VERIFIER DES FORMULES. Nous ferons connaitre,
a l'occasion des formules précédentes, un mode de raisonne-
men{ trés-fréquemment employé, et qu’il suffira de développer
sur un seul exemple.

‘Supposons que I'on donne, sans démonstration, la formule

12_|_ 2-1_}_3!_'__“_*_“9:”_(7_“"4' 1)6(2"_'_ 1}.
Comment devra-t-on s’y prendre pour en vérifier I'exactitude?
On commencera par faire les hypoth&ses les plus simples :

Pourn=1,ona : M%M=l-§.3:l

7

1)(2 1 2.3.5
Pour n=2, e )6( Larti 5 =% =I'+2y

Pourn=—=3, ona: 5 .
La formule est donc exacte pour les valeurs 1, 2,3 du nombre 7.
Cela posé, pour prouver qu'elle est générale, il suffit de mon-
trer, qu'en la supposant vraie pour une certaine valeur de n,
elle I'est, par cela méme, pour la valeur immédiatement supé-
rieure. Admettons que l'on ait :

[a] 1*+aﬂ+32+...+nz:n_(ﬁ_—!~_l)ﬁ(ﬂn+1);

il faut prouver que I'on aura, par suite :

[b] 12+22;l:---+n’+(11+ l)g:(ﬂ+1)(?a—|;2)(2n+3).

Les premiers membres des équations [a] et [b] ont pour diffé-
rence (n-1)% Si donc il en est de méme des seconds mem-
bres, la premicre égalité entraine nécessairement la seconde.

Orona:

(- D+ @n+8) a1 EntD)
6 6 :

= (Do) en 8 —n@nt 1)) (A hOnt0) 4 gpe

ALc. sp. B. &

plakDGral) o 88 Te g eioning

!
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50 LIVRE I.

Le théoréme est donc vérifié.
Une marche semblable s'appliquerait aux diverses formules,
qui représentent le nombre des boulets dans les différents cas,

RESUME.

30. Définition des combinaisons; ce que I'on nomme arrangements, pro-
duits différents. — 31. Nombre des arrangements de m objets, pris n
an.— 32 Nombre des permutations de m objets. — 35. Nombre des
produits différents de m objets n a n. — 54. Forme plus simple de
Pexpression du nombre des produits différents. Le nombre des pro-
duits différents de m-letires n & n est le méme que celui de m let-
tres (m —m) & (mn— n). — 55. Le nombre des produits différents de m
objets n anest la somme des nombres de produits différents de (m—1)
objets n & n, et de (m—1) objets (n—1) & (n— 1). — 56. Le produit
de » nombres entiers conséeulifs est divisible par le produit des n pre-
miers nombres entiers. — 87. Forma tion duproduit de m binomes qu
ontle méme premier terme. — 38. Puissance d’un binome.—59. Terme
général du binome. — 40. Moyen de former un terme, connaissant la
précédent, — 41 Les coefficients & égale distance des extrémes sont
égaux. — 42. Les ceefficients vont en croissant jusqu’au milieu. —
43. Puissance d'un binome dont le second terme est négatif. —
4%, Somme des coefficien®s du binome. — 48. La somme des coeffi-
cients de rang pair est ézale a celle des coefficients de rang impair. —
46. Relations entre les coefficients de deux puissances succcessives de

(@ -}-a). — 47. Puissances successives de /—1. — 48. Développement

de (a+by—1)". — 49. Conditions pour que le résultat soit réel. —
50. Puissance d’un tfinome. — 51. Terme général du développement.
$92. Terme général du développement de (¢ +b-- c-|-d)».—85. Théo-

5o : T G
rémes sur les limites. — B4. L’expression (l_l—ﬁ) a une limite,

1

quand m erolt indéfiniment. — 55. Cette limite est e, quand m est en-
tier. — 56. Elle est encore ¢, quand m est fractionnaire. — 7. Elle est

—_
encore e, quand m est négatif. — 58. La limite de (1—|—115) ou

i\ o i
de (1—5) st gt 59. Somme des puissances semblables des

termes d’une progression. — 60. Application. — 61. Somme des car-
rés des nombres naturels, — 62. Piles triangulaires. — 63. Piles 4 base
carrée. — 64. Piles & base rectangle. — 65. Moyen de vérifier 'exac-
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titude de la formule qui donne la somme dés carrés des nombres
naturels.

EXERCICES.

I. En désignant par [’;n} le produit m(m—1)....fm—n+ 1), vérifier les
formules :

10 [t 3 by} = faf + mials

m(m—-L)

T Load il ERRRER i | DT e S

L8tian

Tl ] +....+]bl.

25 [(a+%+ C)J:[:J-l_ R At s s B [;] [%J ‘I]+ 3

le second membre contenant les termes analogues a ceux que nous avons écrits,
et wrrespondant a toutes les valeurs de o, By, pourlesquelles o -{- B+ y=m.
On regarde [a] comme égal & 1.

On eonsidere chacun des termes comme représentant un nombre d’arrange-
ments.

il. Trouver le nombre = des termes du développement de (a, Fb4c)" et le
nombre y de ceux de (@4 b+ e+ d)j™.

On trouve :

__(m+41)(m4-2) (m+1) (m—+2)( m+3.)
e I=3 > 15253

111, Vérifier la formule 3

n : n—2 e e
el el )

fi(n —4) (n=5) ¢ | F\nh=b
_T(”‘&) s

n—p—1) m—p—2.... (n—2p £ 1) Tt
el 1.23....p (“_5) +

On démontre que, si la formule est vraie pour deux valeurs consécutives
de n, elle est yraie pour la valeur immédiatement supérieure.

IV. Vérifier la formule
1.2....om=(m-+ )™ —m. mm-{-.-n('—%-_}(m——l)m

_mim—1) (m—3)

—9'm e
1.2.3 S e
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Méthode analogue a la précédente : ou bien, on exprime, de deux maniéres,
la m=e différence de 2™ (voir Liv. III).

V. Trouver le plus grand terme du développement de (2 4 a)m,

Ce terme est :
m(m—1)....()m—p 1)
1520

arag™r,
(m41)a
zta ]

VI. z et a étant donnés, et m augmentant indéfiniment, trouver la limite du
rapport de leurs exposants dans le ferme maximum du développement de

(x +a)m.

: x
Cette limite est o

p étant le plus grand entier contenu dans la fraction

VII. Trouver le plus grand terme de (a4 b+ ¢)™, et les rapports limites des
exposants de @, b, ¢ dans ce plus grand terme, lorsque m augmente indéfini-
ment.

Ce plus grand terme se déduit de I'exercice IV ; et les expesants, dans ce
terme, tendent & étre proportionnels & a, b, ¢.

VIII. Vérifier que (¢-4-a)™ 4 (2— a)™ est plus grand que 2z™, en valeur ab-
solue. En déduire le maximum de z 4 y, lorsque @™ 4 ym est donné.

IX. Vérifier la formule :

(o) o+ ma (o Bt 4 2O oy 9g) (o opyma
mim—1).....m—n-4-1
1. 200

.0 )a(oc—n[i)""(x +np)m-t

ovee - mafa —(m—1)g]™*z 4 (m —1)B] +ala—mp)=".

Cette formule, dans le casde § =0, ne différe pas de celle du binome : elle a
lieu, quelque soit B.

Application de la méthode du n° 5 : ou vérification directe.

X. Nombre de maniéres de décomposer un polygone en triangles par les dia-
gonales : démontrer les formules :

Puy—=Pa+- Pu—lpa‘l‘Pn-z',P-i'{‘ w s+ PP3PuiJ Py

: in—6

Pai—=

Pa;

P, désignant de combien de manieres cette décomposition peut se faire, pour
un polygone de n chtés,
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On cherche, pour la premitre, de combien de décompositions fait partie chacun
des triangles qui ont pour base un méme ¢bté du poiygore ; €t, pour la seconde,
dans combien de décompositions entre une méme d’agonale.

X1. Sil'on considefe une permutation de m nmombres 1, 2, 3,...n, que 'on
dise qu'il y a dérangement, quand un nombre est suivi, immédiatement ou non,
d'un autre plus petit que lui; prouver que le nombre total des dérangements,

contenue dans les permutations de ces n nombres, est égal & (1‘2”“%).71_(?14—_1}.

on prouve d’abord que Dy = (n+1) D,.-i-%]’,,, en désignant par D, le nom-

bre de dérangements relatifs aux permutations des n nombres, et par Py le
nombre des permutations. On en conclut :

1 —1
Duip= (1) (1 2 oo+ PP [+ 222 | Pasrs
et de 13, en faisant n=1, et changeant ensuite p+1 en n, on tire la formule
demandée.
X1I. Trouver la somme des carrés des coefficients du binome.
Celte somme est le coefficient de amam, dans le développement de (z 4+ a)*™.

XI1I. Cette somme peut éire représentée par les deux formules 2

2n. (m—1)....(n+1) = 2.6.10.14....4n—2
15 TSRty 4 o D 2

prouver que ces formules sont équivalentes.
Application de la méthode dun® 65 ; ou vérification directe.
X1V, Prouver que si, dans la somme des n fractions

s (I—n)(a—a)

g— +{1-—:ﬂ(a—nr) (a2 — ). ..(a""-—m)’

=13 a—a? +“" r:pln—n n;n.+l}
n t —a?

on fait 2= a", cette somme devient égale & n.

Application de la méthode du n° 65.

XV. Trouver la limite de ( 14+ %)m, lorsque m croit indéfiniment. Cette
limite est e=. Former le série qui la représente.

XVI. Prouver que la série

1 1 I 1
ﬁ+;_v:.—1+;_u§+"" +:’%E:';+ veae

dans laquelle z est un nombre entier, ainsi que les exposants o, @ze.. m;
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une limite incommensurable, lorsque les différences op = o, ts=—0g,++Cap1=0m,
vont toujours en augmentant,

On suit une marche analogue A celle qui a servi pour prouver que e est in-
commensurable.

XVII, Trouver la somme des c¢ubes des n premiers nombres entiers.

On trouve (60) : 8y= 712(11_:-1)2

y - Gu Se=84

XVII. 8ilon nomme S, la somme des m™* puissances des n premiets nom-
- : (?1 -+ ])m+l nmtl x
bres naturels, prouver que S, est compris entre s e m,m dési-

gnant un nombre entier quelconque.

On applique la formule [16], (n® 60).
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CHAPITRE III.

COMPLEMENT DE LA THEORIE DES LOGARITHMES.

§ I. Des exposants incommensurables.

66. EXPOSANTS INCOMMENSURABLES. Nous avons expliqué, dans
la premiére partie (580), comment on définit un nombre in-
commensurable, en disant quels sont les nombres commensu-
rables -plus petils, et quels sont les nombres commensurables
plus grands que lui. Nous avons dit aussi (581 et suiv.) com-
ment on doit entendre les opérations relatives & ces sortes de
nombres. :

Si on considére expr ession a, dans laquelle @ a une valeur
commensurable, cette expression a été définie (I, 105), et ne

¢ . , ., m
présente aucune obscurité ; car, en supposant @ égala il et

n Gtant entiers, ona :

afe= a“:(:’a?‘o

Nous supposerons toujours que a soit positif, et nous ne con-
sidérerons que les valeurs réelles et positives du radical; il n’y a
done 1a ni difficulté ni ambiguité. Si & a une valeur négative
( — m), a® est défini (I, 88) par I'équation

— — I
a="=_g

Il nous reste donec & définir @ lorque @ est un nombre in-
commensurable, positif ou négatif. On doit, dans ce cas, adop-
ter la définition suivante :

a® est la limite vers laquelle tendent les puissances de a, dont
Vemposant commensurable s'approche de plus en plus de X.

Cette définition est trés-simple, mais elle exige quelques dé-
veloppements. On pourrait, en effet, se demander si la limite
est bien délerminée; et si, quelle que soit la série des exposants
commensurables qui s'approchent indéfiniment de x,la limile
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 des puissances de a est loujours Ja méme. Pour le démonlrer,
il faut établir quelques propositions.

67. TukortME 1. Toules les puissances commensurables d’un
nombre-positif sont positives. Cela résulte de ce que, comme nous !
I’avons dit, nous ne considérons que les valeurs positives des fl
radicaux. :

68. TukoriME II. Toutes les puissances positives d’'un nombre
plus grand que Uunilé sont elles-mémes plus grandes que Vunité, et
loutes les puissances négatives sont moindres que unité.

Le contraire a liew pour les puissances d'un nombre moindre que
Vumité. , :

Soit, en effet, a un nombre plus grand que I'unité, et soit a i
une puissance positive de a; on a, par définition :

= =
a“:(‘/a’";

or, ¢ étant plus grand que l'unité, il en est évidemment de !
méme de la puissance entiére a™, et par suite de y ™. ;

Les puissances positives de  étant plus grandes « ue l'unité,
Pégalité

I

G‘mZa’;

monire que les puissances négatives, qui sont leurs inverses,
sont moindres que l'unité.

Enfin, si I'on suppose & a une valeur moindre que l'unité, -
2 1 £ |
on peul le représenter b a' étant plus grand que l'unité; on E
aura alors :

1
a":—'i

a ?

et il est évident que les valeurs de «, qui rendent o’ plus grand
que I'unité, rendent a* plus pelit, et réciproquement.

69. TrEorkME IIL. Si x recoit des valeurs commensurables crois-
sanles, Uexpression a® varie toujours dans le méme sens; elle aug-
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mente, si a est plus grand que Vunité; elle diminue, dans le cas
coniraire.

b Soient, en effet, p et g deux valeurs commensnrables, posi-
! tives ou négatives, atyribuées successivement & ; on a (I, 01):

al

G
iz

i Or (q—p) est positif, puisque, par hypothése, g est plus grand
que p. Si donc @ est plus grand que l'unité, il sera de méme
de ar—?; et, par suite, on aura a?>>a?. Si, au contraire, a est
moindre que 'unité, il en sera de méme de a*?; el I'on aura
1 a?<a?. Donc a® augmente, dans le premier cas, quand z passe
l de la valeur p & la valeur p; etil diminue dans le second.

70. TukortME 1V. On peut, dans Uexpression a®, donner av
nombre commensurable X Un accroissement assez pelit pour que a®
varie aussi pew qu’on le voudra.

Soit m une valeur commensurable quelconque de z; je dis
que I'on peut augmenter m d’une quantité a assez petite pour
que la différence (a™**— a™) soit aussi petite qu'on le voudra.

Ona: arte—=a"<a*,

ef, par suite, am+e—ar=a" (a*—1).

Or a™ est un nombre indépendant de «; il suffit donc de prouver
que {a*—1) peut étre rendz aussi pelit qu'on le voudra, pour
des valeurs suffisamment pelites de .

Supposons d’abord a plus grand que l'unite. Quelle que soit
la valeur positive de «, a* sera toujours (68) plus grand que
I'unité. Pour montrer qu’it en approche autant qu'on veut, il
suffit de faire voir qu'il peut devenir plus pelit qu'un nombre
quelconque (1+-¢) supérieur & I'unité, et que, quelque soit e, on
peut choisir «, de maniére que I'on ait,

a*<l-e.

Posons, en effet, uZ%, les valeurs indéfiniment décroissantes
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de « correspondant aux valeurs indéfiniment croissantes de k;
I'inégalité précédente devient :

1
F<(1 44,
ou, ce {]u'i revient au méme :

(14 ef<a.

Or, les puissances entidres de (1 4-<) forment une progression
par quotient croissante, dont les termes (I, 861) peuvent sur-
passer toute limite. La derniére inégalité est done toujours pos-
sible; et, par suile, la proposition est démontrée, dans le cas
de a>>1.

e : 1
Si a est moindre que 1, on le repréeente par 7 a' étant plus
; 1 e 5
grand que I'unité; a* sera alors égal & 7} or, a* différant, d’a-

prés ce qui précede, aussi peu que V'on voudra, de Punité, il en
sera évidemment de méme de a®.

74. DEFINITION RIGOUREUSE DE a®. Les théorémes qui pré-
ceédent sont indispensables pour donner de a® une définition
parfaitement rigoureuse, dans le cas ol z est incommensurable.
Chacun d’eux forme d’ailleurs une proposition qu'il serait indis-
pensable de connailre, quand bhien méme on ne Sastreindrait
pas, comme nous I'avons fait, & ne laisser subsister ancune diffi-
culté sur ce point important.

Nous dirons : a® représente, pour une valeur incommensurable
h, atiribuée & x, un nombre compris entre les valeurs de a®, qui
correspondent & des exposants commensurables moindres que h, et
celles qui correspondent @ des exposants commensurables plus grands
que h. Celte définition, analogue A celle que nous donnons, en
arithmétique, pour les racines carrées et cubiques, et, en alge-
bre élémentaire, pour les logarithmes, assigne & a® une valeur ®
unique et déterminée.

SiTon suppose, en effet, pour fixer les idées, que les valeurs
de a” représentent des longueurs portées, sur une ligne droite, >
a partir d’une cerlaine origine, les extrémités de celles qui cor-
respondent & des valeurs de z moindves que 7 occuperonl une
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certaine région de la droite; les extrémités de celles gui cor-
respondent aux valeurs de @ plus grandes que h en occupe-
ront une auntre; et il résulte, des théorémes précédents, que ces
régions sont entiérement séparées (69), et qu'il ne peut exister
entre elles aucun intervalle d’étendue finie (70), mais un simple
point de démarcation., La distance, a laquelle ce point se trouve
de l'origine,, mesure a®.

§ II. L expression a® peut prendre toutes les valeurs positives, lorsque @
est un nombre positif, plus grand ou plus petit que 'unité.

72. COoNTINUITE DE LA FoNcTION a®. Nous venons de voir (70),
que si, le nombre a étant donné, I'exposant z recoit des acerois-
sements suffisamment petils, I'expression a” peut varier aussi
peu qu'on le voudra. On dit, d’aprés cela, que cetle expres-
sion est une fonction continue de #; el le mot continue exprime
qu'elle ne peut passer brusquement d'une valeur a une autre,
sans élre susceptible d’acquérir les valeurs intermédiaires.

75. L'EXPRESSION 4° PEUT PRENDRE TOUTES LES VALEURS POSI-
riveEs. 11 résulte de la continuité de Uexpression a*, que, a étant
positif, et X variant de — o & =0, cetle expression peut prendre
toutes les valeurs positives. Pour le démontrer, nous distinguerons
deux cas.

1° a est plus grand que Punité. Les puissances entiéres et po-
sitives de a forment une progression croissante; et, par suite
(1,561), il existe toujours un exposant assez grand pour que a®
dépasse toute grandeur assignée d’avance. D'ailleurs, pour #=0,
a* devient I'unité; et, par conséquent, la fonction considérée,
pouvant &tre égale A l'unité et & un nombre aussi grand que
’on voudra, peut acquérir, en vertu de Ia continuité, toutes les
valeurs intermédiaires. On voit donc que, @ variant de 0 & - o,
a® varie de 1 & 4 oo, et prend toutes les valeurs plus grandes
que lunité.

Si I'on donne & # des valeurs négalives, en posant, par
exemple, #=—m, on aura:
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et, m variant de 0 & + co, le dénominateur du second membre
prend toutes les valeurs possibles plus grandes que l'unité; et,
par suite, la fraction prendra toutes les valeurs moindres que 1.
On voit done que,  variant de — o & 0, a* varie de 0 & 1.

Il estclair, d’ailleurs, que a® ne peut pas prendre deux fois la
meme valeur; car sil'on avait, par exemple ;

aa: — aﬁf %
on en conclurait ;
L :
— - B -2 . -
= E — H

orgla puissance zéro d’'un nombre plus grand que 1 est évidem-
ment la seule qui soit égale & I'unité; et I’on devrait avoir :

=0
$3ar o 1
2° a est plus petit que l'unité. Posons a — 7 a' sera plus grand
que I'unité. On aura :
1
Gr— Fw’.

Or, d’aprés ce qui précéde, z variant de 0 & 4 o, @'* prendra
toutes les valeurs possibles supérieures & I'unité; donc a® pren-
dra évidemment toutes celles qui sont moindres. Puis,  variant

~de 04 — oo, a'* prendra toutes les valeurs moindres que I'unilé;
el, par suite, a” prendra évidemment toutes celles qui sont plus
grandes que I'unité. En sorte que, dans ce cas encore, a® peut
prendre toutes les valeurs positives.

§ III. Propriétés générales des logarithmes. |

74. La définition, que nous avons adoptée (I, 572), permel
de démontrer les propriétés essentielles des logarithmes ; mais,
pour leur étude plus approfondie, il est convenable de prendre
un autre point de départ; et nous adopterons une définition
nouvelle.
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75. DEFINITION DES LOGARITHMES. Lorsqu’on a la relation

ar =

on dit que 2 est le logarithme du nombre b, dans le systéme dont
la base est a; et on I'écrit ainsi :

x=logb.

Tout nombre positif a un logarithme, dans le systtme dont la
base est a, et n’en a.qu’un seul; car ona vu (75) que, quand =
croit par degrés continus de —oo & 4o, a” passe par toutes
les valeurs posilives, et ne passe qu'une fois par chacune. Les
nombres négatifs n’ont pas de logarithmes réels.

L’ensemble des logarithmes des différents nombres, corres-
pondant & une méme base a, forme ce que 'on nomme un
systéme de logarithmes. Les logarithmes d’un méme systdme
jouissent de propriétés fort importantes que nous allons d’abord
démontrer. Nous supposons toujours la base positive.

- 76. TutoreME I. Le logarithme du produit de deux nombres est
égal & la somme des logarithmes de ces nombres. :

Soient, en effet, 2 et y les logarithmes des nombres b et ¢;
on a (78) :
b i
et, en multipliant ces deux équations membre & membre ;
a?+¥=bc;
done (z -+ ) est le logarithme de bc; et 'on a:
log be = log b +-logec.

77. TatoriME IL. Le logarithme du quotient de deus mombres
est égal & la différence des logarithmes de ces nombres.

Soient, en effet, z et y les logarithmes de deux nombres b et ¢,

ona (75):
g = b ai—c;
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~t, en divisant ces denx égualions membre & membre -

LY o
a !—_—)

donc (z—v) est le logarithme de g-i etfona:
b &
log ;= log b —log c.

78. TuiorkmE II1, Le logarithme de la puissance n™ d'un nom-
bre est égal, quel que soit 1 (entier ow fractionnaire, positif ou né=
galif' ), aw produit de n par le logarithme de ce nombre,

Soit « le logarithme de b; on a: |

@=b;

d’ott, en élevant les deux membres 4 la puissance # :
@ = s
donc nz est le logarithme de b*; et 'on a :
log b* = n log b.

Ge théoréme comprend évidemment le théoréme 1V (I, 592)
relatif au logarithme d'une racine.

79. TukorEiME IV. Dans un systeme quelconque de logarithmes,
Punité g pour logarithme zéro, et la base du systtme a pour loga=
rithme lunite.

On a, en effet, quel que soit a,
ai= I
at=a.

80. TutorkME V. Lorsque la base d'un systéme est plus grande f
que Uunité, les nombres plus grands que Uunité ont des logarithmies
pesitifs, et les nombres moindres que Uunité ont des logarithmes né-
gatifs. Le contraire a liew, lorsque la base est moindre que Punité.

On a vu, en effet (68), que les puissances posilives d’'un nom-
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bre, plus grand que ’anité, sont plus grandes que I'unité, et ses
puissances négalives sont moindres que I'unité. Le contraire a
lieu pour les puissances des nombres moindres que l'unité. Si
donc a est plus grand que 'unité, Péquation

=)
exige que =, c’est-a-dire log b, soit positif, ¢i b est plus grand
que l'unité, et négatif, dans le cas contraire.
Si, au contraire, a-est moindre que I'unité, I'équation

at—>b

exige que @, c’est-d-dire log b, soit négatif, si b est plus grand
que 'unité, et positif, dans le cas contraire.

81. Remarque. Les nombres négatifs n’ont pas de loga-
rithmes; car les puissances, positives ou négalives, d’'une hase
posilive, sont toutes positives.

§ IV. Identité des logarithmes alg-ébriques et arithmétiques.

82. ReEmArQUE. Il est essentiel de démontrer que les loga-
rithmes, tels que nous les avons définis, ne différent pas de
ceux que I'on considére en arithmétique, et qui naissent de la
considération de deux progressions.

85. LES LOGARITHMES ALGEBRIQUES RENTRENT DANS LES SYS-
TEMES CONSIDERES EN ARITHMETIQUE. Si I'on considére, en effe,
des nombres en progression par quotient, commengant par
I'unité :

Bligigi@igi @i,

et que I'on nomme # le logarithme de ¢, les logarithmes des
différents termes de celle progression seront (78) :

0,05 2@, 30, e, NE, (LT

ainsi quand des mombres sont en progression par quotient, com-
mengant par Uunité, lewrs logarithmes (75) forment une progression
arithmélique commengcant par 0.

Si maintenant on insére un nombre k& de moyens entre les
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termes consécutifs des deux progressions, on dit, en arithmé-
tique, que les termes introduits par la, dans la progression par
différence, sont les logarithmes des termes correspondants, dans la
progression par quotient. Or nous allons voir que les conseéquences !
de celle définition sont d’accord avee celle que nous donnons e
algthre (7).

Si, en effet, nous insérons k& moyens entre les termes ¢*, g"**,
de la progression par quotient, et £ moyens entre les termes nz,
(n4-1)z, de la progression par différence, les raisons des pro-
gressions formées par ces moyens seront

k+1,— T
Va, e

et le p™ moyen sera, dans la progression par quotient,

"X (H\/@” ’
et dans la progression par différence,
e+ ()
Mais on a : ¢ < (Vo) =+,

e (1c+1> —“’( +fc—f— 1) '

et, puisque z est, par hypothése, le logarithme de ¢, le second
de ces nombres est hien (78) le logarithme du premier.

Ainsi, lorsqu’on insére un méme nombre de moyens dans les deus
progressions, les termes introduits dans la progression par différence {
sont les logarithmes (75) des termes correspondants de la progression
par quotient.

84. RiciproQuE. Nous venons de voir qu’un systéme de lo-
garithmes, tel que nous 'avons défini (75), peut toujours ré-
sulter de la considération de deux progressions convenablement
choisies, et rentre ainsi dans les syslémes considérés en arith-
mélique. On peut faire voir aussi que le systéme de logarithmes,
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défini par deux progressions quelconques, satisfait toujours & la
définition donnée (75).

Soit, en effet, le systéme défini par les deux progressions :

Ly ey sian 102 ek
050, 20 IO

Posons g"=p, Md=x,
v étant le logarithme de §; on tire de la seconde de ces équa-
tions :

‘ n=-=3

o712

et, en remettant cette valeur dans la premiére,

1¢ 1
F=8, ou () =8
_y est donc 'exposant de la puissance, a laquelle il faut élever la

base fixe ¢3, pour reproduire le nombre f; y est donc le loga-
rithme de B pris, d’aprés notre nouvelle définition, dans le

1
systémne dont la base est qa.

§ V. Des divers systémes de logarithmes.

83, COMMENT ON PASSE D'UN SYSTEME A UN AUTRE. Le nom-
bre a, dont les puissances servent & former lous les nombres,
se nomme la base du systéme de logarithmes que 'on considére.
Si 'on change de base, tous les logarithmes changent; mais il
est facile de voir qu'ils conservent des valeurs proportionnelles, ¢t
se multiplient tous par un méme facteur, que I'on nomme module
du, nowveaw sysiéme par rapport aw premier.

Soient @ et o/ deux hases quelconques, @ el @' les logarithmes
d'un méme nombre b dans les deux systémes, de sorte que I'on
ait :

(1] 5 a*=b,

[2] qEi—1:
ALG. sp. B. 5
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Prénons les logarithmes des deux membres de la premiére
équation, dans le systéme dont la base esl &'; nous aurons : /

3] Dl = l,b; g,

le signe I, désignant le logarithme d’'un nombre dans le
systéme dont la base est @ . Or, si on se rappelle que  estle lo-
garithme de b dans le systéme dont la base est a, I'équation [3]
prouve que les deux logarithmes du nombre b, dans les sys-
temes dont les bases sont o’ et a, ont pour rapport le nombre
constant l;a.

On aurait pu, également, prendre les logarithmes des detix
membres de I'équation [2], en opérant cette fois dans le systéme
dont la base est a; on aurait eu alors :

T'l0 =1.b.

Done le rapport des deux logarithmes du nombre b, pris, res-
pectivement, dans les systémes dont les bases sont a' et a, est

f%' Nous avioms trouvé, plus haut, que ce méme rapport est

laa. Pour que ces deux résultats coincident, il faut quel’on ait

!

1
Eaa’ =m-

Or, cette égalité est évidente; sil’on pose, en effet :

lad = Yy

o=z,

on a, par définition, a'=da,
a*==u.

Remettant, dans la seconde équation, la valeur de o' fournie par
la premiére, il vient :
(@) =0a"=a. r

Donc on doit avoir 3 yz=1.

86. LoGARITHMES NEPKRIENS. Les logarithmes ont été décou-
verts, au commencement du dix-septieme siécle, par J. NEPER,
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baron écossais. La base deé son systéme est le nombre incom-
mensurable ¢, que nous avons défini (27). Ces logarithmes se iF
nomment logarithmes népériens, et on les désigne par la lettre L. |
Callet les a inscrits, dans ses tables, sous le nom de logarithmes

hyperboliques. Ge sont eux qui se présentent le plus naturelle-
ment dans I'analyse mathématique.
Considérons les deux progressions :

P las (o) s (1a) ¢ e 2 (140 s oo, :
=0 B AR S SR et

ereey 3 il

« et B étant excessivement pelits, afin que les termes croissent
irés-lentement, et que I'on puisse regarder tous les nombres
comme faisant parlie de la progression par quotient. On peut |
définir le systeme de logarithmes, en donnant la limite vers la- ﬁ
i
i
|
}
+

B i
quelle tend le rapport = quand « et # tendent simultanément

vers zéro. Néper supposa cette limite égale & 1. Dans cette hypo-
these, les deux progressions sont :

se s o) s (T @t (T b s () s
2E0-00 e 2o oA

Si la base est (1 + «)™, son logarithme ma est égal & l'unité,

: 1 : 15 |
ar suile « = —, et la base devient [ 1 +—) .Siatendverszéro, |
p m m |

3 e i il Sy
m croit sans limite, et 'expression (1 4—) converge(83) vers
I 7 g !

Ie nombre ¢, base du systéme népérien. f

1
87. LoGARITHMES VULGAIRES. Les logarithmes népériens ne se |
| prétent pas commodément aux caleuls numériques, parce que la E
r base est incommensurable. Aussi, quelques années aprés la pu- ~‘E
blication de Néper, on construisit une nouvelle table de loga- I
rithmes, dits logarithines vulgaires, dont la base est 10. Ce sont 5
ces logarithmes, dont nous avons, dans la premiére partie, ‘
exphqué les usages et développé les apphcallons. On les dé-

signe par le signe log.
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Sil’on appelle et y les logarithmes d’un méme nombre dans
le systéme népérien et dans le systéme vulgaire, on a :

68

gE—=l0E : 4

d’ot, prenant les logarithmes dans le premier systéme, on tire :
1
=105 ot Y =115

Ainsi, pour obtenir les logarithmes des nombres dans le systéme
vulgaire, on multiplie les logarithmes népériens des mémes nombres
par Vinverse du logarithme népérien de la nowvelle base. C'est ce

1 5 -
facteur 1o due I'on nomme spécialement module du systéme
vulgaire. En le désignant par la lettre M, on a :

Y= M .

Si I'on avait pris les logarithmes des deux nombres dans le
systéme vulgaire, on et eu :

zlog 6 =Y.
Done M=log.e.
88. LoGARITHMES NEGATIFS. Lorsque, dans I'équation
aE=0;

le nombre b est moindre que l'unité, a étant plus grand que 1,
son logarithme z est négatif : car on a vu (78), que c'est en fai-
sant varier z de 0 & — o, que l’on fait prendre & a* les valeurs
comprises entre 0 et 1. Ainsi : les nombres moindres que F'unité
ont des logarithmes négatifs. Ces logarithines jouissent de toutes
les propriétés démontrées plus haut (76, etc.); car on n'a fait u
l jusqu’ici aucune hypothése sur le signe des nombres considérés. '
‘ On remarquera seulement que les logarithmes négatifs ne sont

l pas directement fournis par les tables. Mais leur détermination

' n’offrira pas pour cela plus de difficult¢s. Supposons, en effet,

|
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que le nombre b, plus petit que l'unité, soit donné sous.forme

. m
d’une fraction —+0n aura :

Iog%:log m—log n =— (logn—Ilogm);

et, par suite, le logarithme négatif s'obtiendra par une soustrac-

tion.
Mais les logarithmes négatifs ne sont d’aucun usage; et il est

facile, lorsque L'on en rencontre, de les préparer, de manitre
que leur caractéristique seule soit négative. On a, en effet, par
exemple :

— 3,4582764 = & — 3,4582764 —4 =1,5417236;

Cest-a-dire que V'on augmente d’une unité la caractéristique, on la
prend avec le signe—, el Pon remplace la partie décimale par son
complémen: (1,4L1).

VI. Résolution des équations exponentislles.

89. DiFmvrion. On appelle équation exponentielle une équation

de la forme
(Fre==i);

dans laquelle a et b sont deux nombres positifs donnés. Résou-
dre 'équation, c'est trouver la valeur de , pour laquelle elle est
satisfaite. .

90. RESOLUTION DE L'EQUATION a” = b. Pour trouver cette va-
leur de , il suffit de prendre les logarithmes des deux membres
de I'équation. On aura ainsi :

zlog a = log b,

<

log
log

et, par suite, A==

g-

La base du systdme, dans lequel les logarithmes sont caleulés,
est arbitraire. Cela n'a, d’ailleurs, aucune influence sur le résul-
tat : car on a vu (88), quen passant d'un sysléme & un autre,
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on doit multiplier tous les logarithmes par un méme nombre;

et par suite, le rapport {2—5% n’est pas changé.
o

91. RESOLUTION DE L'EQUATION @*” = ¢. On peut résoudre, par
les mémes procédés, I'équation a*® —¢, dans laquelle a, b, ¢,
sont des nombres positifs donnés. Car, en prenant les logarith-
mes des deux membres, on a :

- logie

~ loga’

Pour que la solution existe, il faut que log a et log ¢ soient de
méme signe : on peut alors les supposer positifs; et prenant,
une seconde fois, les logarithmes, on a :

R logloge—1log loga
= log b

§ VIL. Remarques sur les questions d'intérét, -

92. Nous avons exposé complétement, dans Ia premiére par-
tie, les applicalions de la théorie des logarithmes aux questions
d’intéréts composés. Nous n’y reviendrons pas ici; etnous nous
bornerons & la remarque suivante.

On a démontré, qu’une somme A, placée A intéréts composés,
devient, aprés n années,

. A (14-r)n,

Les conventions, faites sur les exposants négatifs et fraction-
naires, permellent, maintenant, de généraliser cette formule.

Sin est fractionnaire et représenté par g-, supposons que I'on
étende le principe des intéréls composés auwm fractions d’année; et

: i
nommons z, ce que rapporte 1 frane, pendant 7 d’année.

1 franc rapportant z aprés -;-d’année, devient, au bout de ce

temps, (1 7); et une somme quelconque, placée pendant lo
mémetemps, se multipliera par (1 4-). Si donc on place 1 franc
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pendant g d’année, c'est-d-dire pendant une année entiér,_e, il

se multipliera ¢ fois par (1 +2) ou par (1 -4z)?; et, comme d’ail-
lears il doit devenir 17, on a: ;

(1to)r=1+1;
d’ot I'on déduit : 14z=(1 -|-fr)§'.

Et il est évident que 1 franc, placé pendant gannée, se mul-

P
tipliera par (14 ), c’esl-a-dire par (1 - 7)% et que, parsuite,
une somme quelconque A deviendra

2 i
A(14r) |
ce qui est conforme au résultat énoncé.

20 Sin est négatif, nous envisagerons la question de la ma-
niére suivante :

Une somme vaul aujourd hui A; elle est placée depuis un temps fi
indéterminé : combien valait-elle, il iy @ n années?

Si I'on désigne par X la valeur inconnue, cette somme, pla-
# cée pendant n années, est devenue A; par suite, d’aprés ce qui
précede :.

A=X (14nr),
d’oti 'on déduit : X=A (14r ™

ce qui est encore conforme & la formule donnée plus haut.

RESUME.

66. Des exposants incommensurables. — 67, 68, 69, 70. Lemmes sur les
puissances commensurables. — Définition rigoureuse de a%, quand
a2 est incommensurable. — 72. La fonction a® est continue. — 73. Lois~ 1
que @ varie de—oo 2 -}, @ étant positif, a® prend toutes les valeurs |
positives, et ne prend chacune qu'une seule fois. — 74, 75. Nouvelle
définition des logarithmes. — '76. Logarithme d'un produit. — 77.Lo-
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garithme d'un quotient. — 78. Logarithme d’une puissance, —
79. Logarithme de 1, et logarithme de la base. — 80. Nombres qui ont
des logarithmes posilifs, et nombres qui ont des logarithmes négatifs.

e

— 81. Les nombres négatifs n’ont pas de logarithmes. — 82, Re-
marque. — 83. Si des nombres sont en progression par quotient , leurs
ogarithmes sont en progression par différence. Cas ou l'on insére de
nouveaux termes dans les progressions. — 84. Les logarithmes, définis
dans la premiére parlie, sonlles mémes que ceux qui résultent de la
adfinition nouvelle. — 85. Comment on peut passer d’un systéme A un
autre. — 86. Logarithmes népériens : leur base. — 87. Logarithmes
vulgaires ; leur module. — 88. Logarithmes négatifs, — 89. Définition
de I'équation exponentielle. — 90. Résolution de I'équation a*—b, —
91. Résolution de ’équation a*” =c. — 92. Généralisation des formules
relatives aux questions d’intérét.
EXERCICES.
« Résoudre les équations : g |
=y, m=y. '
=95 P
—q r—q°
On trouve : — (E) = (}—’)
q q
11. Resoudre les équations : "
2y =y, pr=q. .
logg logp
log p —lo| log p—le|
On trouve:  z=( BB} W, = mﬂ}) i
logg loggq

1I. Résoudre I'équation ;

31:>< S ey > 11%=,

|

4logh--2logll—log7
2log3 + 3logh—1log 7 +log 11

On trouve :

1V. Résoudre P’équation :

(@t —2a2h? + bY) =t = !&:;.bg;;_

g ——

On trouve :

m__lng (a—1b)
~ log(a+0)’

Sia>b,

- e et i
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: __log(b—a)
Sia<b, m—l———-—og BFa)

V. Résoudre I'équation :
5x-H + 5.—;"2 _5.:—3 _l_ 5.:—4 =4739.

On trouve : r=k 10g 4130 1ogidian,
log 5
V1. Résoudre Uéquation :
. 3a-i=13=1200.
On trouve : =l 1_0§£99_
log 3

VII. Résoudre I'équation : :

72*—6.7=4+ 5=0.

On raméne la résolution a celle des équations :
7 =1, 71*=b.
VIII. Résoudre 'équation :

ala’a®. .. .a¥ "' =n,

log n
On trouve : = 2
log a
ey
.

i -
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VERIFICATION DES FORMULES D’ALGEBRE.

S L Conditions d’identité de deux polynomes,

95. LEMME. Lorsqu’un polynome est ordonné par rapport auzx
puissances croissantes d’

une variable x, on peut donner ¢ cetle va-
riable une valeur, positive oy négative, assez pelite numériquement,

pour que, pour celte valeur et pour toutes les valewrs inférieures, le
polynome prenne et conserve le signe de son premier terme.

Soit, en effet, le polynome :

Az™+ Ba® - Cap - ... +Hzt, -

dans lequel les exposants m, n, p,

-++« &, YONt en augmentant,
On peut I'écrire sous la forme :

Azm (1 —}—j—im""" —f—gwp""-}-’....—i—%w”"”).'

Or, sil'on donne & z une valeur trés-petite, chacun des termes,
qui suivent I'unité dans la parenthése, prend une valeur trés-
petite, puisque les exposants sont positifs; et, comme leur
nombre est fini, la quantité, renfermée entre parenthéses, dif-
fére trés-peu de I'unité. Le polynome prend donc une valeur de

méme signe que Az™; et il conserve ce signe pour toutes les
valeurs inférieures de z.

94, TaroreME I, Deux Dpolynomes, rationnels et entiers en X, ne

peuvent ére égauz, quelle que soit la valeuy atiribuée & x, que s'ils
sont composés identiquement des mémes termes.

Soient, en efiet, les deux polynomes, ordonnés par rapport
auwo.

[1] - PeRppgecty Plpsssan 00 g +P,,
[2] 02" 0L Qo2 40, o 0.

Si les deux polynomes [1] et [2] doivent étre égaux, quel que
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soit o, ils le seront, en particulier, par 2= 0; et par consé-
quent, on doit avoir P, =0,. En supprimant ces deux termes
communs, les deux restes seront encore égaux; et leur diffé-
rence devra étre nulle, quel que soit . Or cette différence, or-
donnée par rapport aux puissances croissantes de z, a pour
premier terme (P, —Q,.-,)z. Si ce terme n’était pas nul, on
pourrait, d’aprés le lemme, prendre z assez petit, pour qu’il
donndt son signe a la différence; celle-ci ne seraif donc pas
nulle pour cette valeur de #. Donc P,,.y—=0,_;. En supprimant
les deux termes égaux du premier degré, on verra de méme,
que la différence commencera par un terme du second degré
(Py—s— 0,-5)2% qui devra &tre nul & son tour. Et, en conti-
nuant, on concluera que les termes doivent étre, dans les deux
polynomes, les mémes et en méme nombre. ;

95. TuEorEME II. Deux polynomes entiers et rationnels, qui ren-
ferment un nombre quelconque de letires arbitraires , el indépen-
dantes les unes des autres, me peuvent éire égaua:, que sils sont
composés identiquement des mémes termes.

Pour établir ce théordme, il suffit de montrer que, si la pro-
position est vraie pour deux polynomes renfermant n lettres
arbitraires, elle le sera” aussi pour deux polynomes qui en con-
tiendraient (n - 1). Congidérons, pour cela, deux polynomes
renfermant (n--1) lettres, z, y, z, u, v,.... p; ordonnons-les
'un et’autre, par rapporta I'une de ces lettres @ par exemple ;
ils prendront la forme :

[1] A"+ A=t + Azt o A,
2] Byz" 4 Bz 4By " -....4=B.;

A A“ A,,....Am, By, By, By,....B,, contenant les n variables,
1, 7, U, V,....p. Les polynomes [1] et [2] étant égaux, quel que
soil #, on dmt avoir (94) :

(B = A== B A.!':Bp As=DB,,....An=B,.

Or le théoréme est admis pour le cas de n variables; donc les
égalités [4] exigent que les polynomes A, et By, As et By,....
A., et B, soient respectivement composés des mémes termes; et
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(ue, par conséquent, les polynomes [1] et [2] soient xdenthue—
ment les mémes.

§ IL Veérification de I'égalité de deux expressions algébriques. r

96, CAs oU TOUTES LES QUANTITES ARBITRAIRES SONT INDEPEN-
DANTES LES UNES DES AUTRES. D’aprés le théoréme précédent,
pour vérifier une équation entre quantités arbitraires, il suffit
d’en faire disparaitre les radicaux et les dénominateurs, et de
constater que les deux membres sont composés identiquement
des mémes termes.

Si cela n'a pas lieu, on peut affirmer que 1I'égalité proposée
n'est pas exacte pour toutes les valeurs des lettres qu’elle ren- 1
ferme.

97. CAs OU LES QUANTITES ARBITRAIRES NE SONT PAS. TOUTES
INDEPENDANTES. Lorsque I'égalité n’a lieu qu’en vertu de cer-
taines relations entre les leltres qui y sont contenues, il faut,
pour la vérifier, exprimer, au moyen de ces relations, un certain
nombre de lettres en fonction de ceiles quel’on peut considérer
comme arbitraires, et substituer ces valeurs dans I'équation
proposée. Aprés la substitution, I'équation rentrera dans le cas
précédent.

§ IIL. Application a quelques problémes.

; 8. ProBLEME I. Ezaminer si les équations

[ ahg=t Bl (2]

enlrainent la suivante :

| [3] CCyCq

On a ici deux relations [1] et [2] entre les six quanlités ¢, ¢, ca,
Y, Y1, Y25 on doit donc en tirer les valeurs de deux de ces six
quantités en fonction des quatre autres. On en lire de I'équa-
tion [1]: ( )
Ci{Ya—¢C
il 4 . — s
It (4] e
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On tire de [2] ¢ !
s C1Cq :'
Y1=0Ci——» i

v . 'r

ou, en remplagant y par la valeur [4] :

CaY2
e (el
1 2 T A
ou:
cCy I
5 =— : -a
[ 1 T1 — |

' Si I'on substitue ces valeurs dans I'égalité & vérifier [3], on a :

01(T2"—G)CC§Y5: e :

CCiCy —
= Ya{Y2—¢) :

ce qui devient une idenlité, quand on supprime le facteur
' (Y2 — ¢)y» commun au numérateur ct au dénominaleur du se-

cond terme.

99. ProeLEME II, Examiner si P'égalité

1] ad—bc: __ ac—hd
a—b—c+d a—btc—d’

entraine 'égalité
2] ac—bd _ a+tbdc+4d
a—b-fc—d L ;

1l faut, conformément & la méthode indiquée, déduire de I'é-
galité [1] 1a valeur de Punc des quatre lettres qu’elle renferme, ;
ot substituer celte valeur dans 'équation [2], qui doit alors de- 1

venir identique.
Si I'on chasse les dénominateurs de I'équation [1], il vient

? i#d—ad (b= d— c)— abe + be (b +d—0) :
= a2 — ac (b + ¢ —d) —abd 4 bd (b4 ¢c—ad),

ou, en réunissant les termes en a, et réduisant :

[3] a*(d—c)—a(d—e)—b*(d—c) +-b(d*—¢*) =0.
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SiT'on divise tous les termes par (d — ), il vient :

a*—a(d+o)—b4b({d+c)=0,
ce qui peut s’écrire :
[4] @*—b*—(a—0) (c+d) =0,
_ ou, en divisant par (& — b) : : !
at+b—c—d=0, |
c'est-a-dire : a=¢-d—b.

Sil'on remet cette valeur dans I'équation [2], elle devient :

¢'+od—cb—bd__ 24 2d

2¢ — 2b T T
(c—=b)(c+d) cd
o2 S=0r = 92

ce qui a lieu identiquement.

ReMARQUE. Nous avons supprimé, dans les équations [3] et
[4], les facteurs (d—c) et (a—b). Le résultat n’est done appli-
cable que dans l¢ cas oil ces deux différences ne sont pas nulles.
On peut vérifier, en effet, que pour a=b comme pour ¢=d,
i I'équation [1] devient identique, et ne peut, par suite, entrainer °
’ i aucune conséquence.

RESUME.

95. Lemme sur la valeur et Ie signe d’un polynoms, lorsqu’on donne la
i variable une valeur trés-petite. — 94. Théoréme sur les conditions %
d’égalité de deux polynomes contenant une lettre arbitraire. — Fx-
: tension de ce théoréme au cas ot les deux polynomes renferment un ‘
it nombre quelconque de lettres arbilraires. — 96. Moyen de vérifier une
fi équation entre diverses quanlités arbitraires. — 97. Cas oii ces quan-
i tités arbitraires sont liées par cerlaines relalions, — 98, 99. Applica-
il tion & quelques problémes.
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EXERCICES.

1. Vérifier que les deux équations :
rH+y+utv=2; .

oy —uw=2—2 (u+0),
entrainent la suivante : !
oyt =u? 4%

1I. Vérifier que les deux équations :

a+c=20, %+
entrainent la proportion : %:—

111, Vérifier que le yolume d’un segment sphérique 4 deux bases,

B Lot ot
= wH? 4 = ol (R? - 1%);

est la différence de deux segments sphériques & une base, ayant R et # pou

rayons de bases, c’est-d-dire, qu’il est égal &

% mH3 +%a:H’R2 —% w:h’-”—-—-% wh'r?,

H' et k' satisfaisant aux conditions que la géométrie indique facilement :
H—HW=H; @F=R4+(@—H), p=r4(@—N)>

p étant le rayon de la sphdre.

On applique, pour ces trois exercices, la méthode générale (9%).

1v. Vérifier, que, si l'on a :

on a aussi:

VAa+ VBb+ YCe+VDad=yA+B+C+D) (@ + b+ ¢ +d).

V. Si P’on désigne par S, la somme des m premiers termes d’une progression
par quotient, dont ¢ est la raison, vérifier que la somme des produits, deux &
deux, de ces m premiers termes est EI%.I SESE-(:

On 'appuie sur cetté proposition, que la somme des produits deux & deux est
la moitié de la différance entre le carre de la somme et la somme des carrés,
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V1. Si l'on considére la suite des nombres

1, 2,8, 5, 8 13, 21, 43....
dans laquelle chaque terme est la somme des deux précédents : prouver que la t
différence entre le carré d'un terme et le produit de ceux qui le comprennent,
est, en valeur absolue, égale & Punité.

On prouve que cette différence a une valeur absolue constante. }

VII. Vérifier que 'équation

V=BT o=+ VI— BT Gl =VE=FTF a7’ '

y=B_y—¢

entraine la suivante :
r—o T—o

On cherche & rendre rationnelle ’équation donnée, et 3 décomposer ses deux \
membres en facleurs. :
VIII. Démontrer que les six équations
@ 4 +1t =1, - «"HfE4vy"=0, |
ot 2Ly =1, ol B v =0, \
W ppry=1, o 4087 v =0, |
entratnent les 7 équations suivantes :
a4 o=1, af + o/ 4 o"3"=0,
BB HB=1, ey ey +aly'=0,
VHHYI=1 o BrHBY +BY=0, |
ool + BB Y= B oY :
On résout également ces exercices, en posant :
an' 4 o'y’ o'z ==z,
B + By +B'5'=, :
1o 1Y +YF =45, L

et en cherchant & obtenir, de deux manikres, en vertu des relations données,
la somme 22+ y* + 32, en , y, 5. Pour la derniére vérification, on cherche
3 deduire des relations données une valeur de oo 4 B33 -+ yy"*y"?, qui ne

change pas, quand on y change o' en j, «"en y et B” en Y.
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) : 1 ol 1
IX. L’équation a—+x +b—+ = #mﬂ_ T

ne peut avoir lieu, quel que soit #, que si @ et b sont respectivement égaux .3
a’et b'.
X. Démontrer que I’équation

a a'

OFop+at U +a)+a

ne peut avoir lieu, quelque soit #, que si 'on a: a=a', b="0",

On applique, pour ces deux exercices, le théordme (94).
XI. Vérifier que les quatre équations
aa+be =@y, B +bb'=am,
o'a +-b'c' =B, Y 4 e’ =aby,
entrainent la suivante :
abici=aa'a; 4 bb' b4 cc'ei - abe + a'b'c".

On obtient ce résultat, en éliminant B, p’, y, y’ entre les équations propo-
sées.

ALG. SP 6
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CHAPITRE Y.

MEIHODE DES COLFFICIENTS INDETERMINES.

100. DérmvirioN. Lorsqu’on cherche a déterminer, d’aprés
cerlaines conditions, un polynome ordenné par rapport & une
letire donnée, la méthode la plus simple et la plus naturelle
consiste & éerire ce polynome, en laissant indéterminés ses coeffi-
cients et quelquefois son degré. On exprime ensuite qu’il satis-
fait aux conditions proposées; et I'on obtient ainsi des équa-
tions, dans lesquelles ces coefficients et ce degré entrent comme -
autant d’inconnues, dont elles font connaitre la valeur.

Nous allons appliquer cette méthode & la division des poly-
nomes et a Pextraction de deurs racines.

§ I. Division des polynomes.

101. Cas o0 LA DIVISION DOIT SE FAIRE EXACTEMENT. Soit i
diviser un polynome, de degré m,

Aa™ 4 Azt Ay -, oo A,

par un polynome, de degré n,
Byz"~+-Byz** - Baw* 2. o . -B..

Il faut que le quolient, mulliplié par le diviseur, reproduise
identiquement le dividende. Or, si I’on désigne par « le degré
du quotient, celui du produit sera (n—-«) : on devra, par con-
séquent, avoir :

m=mn-+tuo, ou e=m-—n.

Connaissant ainsi le degré du quotient, et, par suite, le nombre
de ses coefficients ¢gal a («-4-1), on pourra, en désignant
chacun d’eux par une lettre particuliere, effectuer le produit du
i quotient par le diviseur. Ge produit, étant da degré m, sera
i composé de (m--1) termes : en les égalant aux termes corres-
i pondants du dividende, on obtiendra {m --1) équalions du pre-
mier degré entre les (m—mn 1) coefficienls inconnus, Il suf-
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lira, pour les déterminer, de résoudre (m—mn+-1) équalions;
les n autres devront étre satisfaites d’elles-mémes, et seront des
¢quations de condilion,

102. (As oU LA DIVISION LAISSE UN RESTE. Si 'on veut appli-
quer la méthode des coefficients indéterminés 4 la recherche du
quotient et du reste, dans le cas oti la division n'est pas pos-
sible, la question doit élre posée de la maniére suivante :

Trouver un polynome, qui, multiplié par le diviseur, donne un
produit, dont la différence avee le dividende soit de degré moindre
que le diviseur.

On devra, dans ce cas, égaler seulement, aux termes corres-
pondants du dividende, les termes de ce produit dont le degré
n'est pas inféricur au degré n du diviseur : on obliendra ainsi
(m—mn--1) équations (les mémes que si Pon cherchait un
quotient exaet), qui permettront de délerminer tous les coeffi-
cients du quotient. La différence, entre le dividende et le produit
du diviseur par le quotient, sera le reste.

105. CALCUL DES COEFFICIENTS DU QUOTIENT. Les (m—mn 4 1)
Cqudtions, qui déterminent le quolient, offrent une forme re-
marquable, qui rend leur résolution trés-facile. Soit, en effet,

Gowmﬁ-n_l_Glmm—n—i-{_ezmm—ﬂ—ﬂ_l_ & _i_kam—n—k_F s +Gm—np

le quotient inconnu. En mullipliant ce quotient par le diviseur,
on a évidemment :

ByGoa™ - (Bidn + B0z 4 (BeCo~+BiCy 4By Co) 224, ., ,
—I-— (BkGﬂ + B;,,l‘;‘q + ateit B.lGr:ﬁl + BOG:‘) i + “lae ¢

Lf, en égalant les coefficients de ce produit & ceux du dividende,
ona: ;

ByCy=4Ay, BG4 B,Ci=Ai, B,C, +B,Ci 4Byl =A4,,
BkGO —I_B-’f-—lci +. s +B1Gk_1 —l—BOGr;:A;; soce

La premiére équation ne contient donc que linconnue G;
(y étant connu, la seconde permetira de calculer Gy, qui n'y
entre qu’au premier degré; G, et G, élant connus, la troisitme
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équation permetira de calculer G,, qui n'y entre qu’au premier
degré. En général, chaque équation renferme, au premier de-
gré, une inconnue qui ne figurait pas dans les précédentes, et
qu’elle permet de déterminer. Ainsi, Gy figure, pour la premiére
fois, dans le coefficient de 2™*; en sorte que les £ premiéres
¢quations ne renferment pas cette inconnue. Quant a la (k1)™,
elle renferme C, au premier degré.

104. AprricaTioN. Appliquons la méthode précédente & un
excmple. Soit & diviser

$3+A,m5+A,3}!’+A3£H3+Aﬁm”+ A;,CI?-]—A;
par 4 pz+q.

Le quotient doit éfre du quatriéme degré. Désignons-le par

ot -+ m,zt + ma® -+ max Fm, ;
En formant son produit par le diviseur, on obtient ;
- (0 ) (0 - o ) (g -py )
+ (gma+-pms +-my ) @t + (g + pmy ) @ - gy
En égalant les termes de ce prdduit, dont le degré surpasse

P'unité, aux termes correspondants du dividende, on a, pour
déterminer my, ms, m; , M, , les équations :

pt+m=A;, q+pmtm=A,, g+ pm,+m;=A,,
gmy - pms 4 m, = Ay

La premiére fera connaflre m,; la seconde, m, étant connu,

- fera connailre m,; la {roisitme donnera ensuite m,, et la qua-

tricme m, .
On verra, sans peine, que cetle méthode conduit aux mémes
calculs, que la méthode exposée dans la premiére partie.
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§ II. Extraction de la racine m™ d’un polynome.

105. METHODE GENERALE. Soil le polynome :

A? - APt L AgaP oo Aps

désignons sa racine m™ par
g

B,z + Bz~ + B,a"*+.... 1 B,.

1l faut, par définition, que 'on ait identiquement :

(Buwn _J‘_ Blmn+1 _{__ Bixh—z_{_ LR + B”)m
= APt A AP - L. A,

Pour que les deux membres soient de méme degré, il faut que
I'on ait : i
p=mn.

Si donc p n’est pas un multiple de m, le probléme est imi)os—
sible. Si p est divisible par m, le degré de la racine sera
w% . on connaitra, par suite, le nombre (%—l—l) de ses coeffi-
cients. On pourra élever cette racine  la puissance m™ ; on for-
mera ainsi un polynome du degré p. En égalant les (%—I—l)
premiers termes aux fermes correspondants du polynome donné,
on obtiendra (ﬂ%-]—l) équations, pour déterminer les coeffi-

cients inconnus. Les équalions, qui expriment I'égalité des
termes suivants, devront étre satisfaites d'elles-mémes, si le
probléme est possible : ce sont des équations de condition.

106. CALCUL DES COEFFICIENTS DE LA RACINE. Les (% -+ 1) équa

tions, qui déterminent la racine, ont une forme remarquable,
qui rend leur résolution trés-facile. En effet, dansle développe-
ment de

(Byz" 4 Bz +Bya"2 4. ... + B i, ...+ B)",
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ol n est égal & 2, le terme en x* ne contient que B,"; le ferme
m

i en v*~ contient By & la puissance {m—1), et By au premier degré,

il le terme en 2*-* contient B, , B, et B, , et cette derniére inconnue

" n'y enlre qu'au premier degré. En général, B, n'entre dans

aucun terme dont le degré est supérieur & (p—17); etil entre au

premier degré dans le coefficient du terme en z?-*. Par consé-

| quent, la premiére équation B, = A, fera cotninaitre B, par une

| extraction de racine : B, étant connu, la seconde équation fera

" connaifre B, , qui n’y entre (u’au premier degré; B, et B, étant

j connus, la troisieme fera connaitre B,, qui n’y entre qu’an pre-

il mier degré. Et, en général, la (k-4-1)™ équation délerminera By,

quin’y enftre qu’au premier degré; car, dans le développement,

il 'y a qu'un terme en z?~*, qui contienne Bj; c’est le terme

mBrz"=¥(Byrt) o=k |
Il sera facile d’appliquer, en particulier, cette méthode a r

Pextraction de la racine carrée d'un polynome.

§III. Application & quelques problémes. i

i saire pour que le trinome .
‘J 2’ 4-pz 4-q

soit divisible par le carré d'un binome convenablement choisi (X—e)%

|
IH : £07. ProBLEME 1. Délerminer, entre p et q, la velation néces=
|

@'+ por+g=(@—e)r+p) =@ — 202+ o*) (@1-F)
% ‘ :w3+(’3_2a)$1+(ai_gaﬁ)m_f_mgp.

‘ Si (w4 B) désigrie le quolient de cette division, on aura :
f L,
=l ‘ On en conclut, en identifiant les deux membres ;

e

p—2a=0, w*—2uf=p, &P=gq.

Remplacant, dans les deux derniéres équations, B par sa valeur
2a, tirée de la premicre, il vient:

' —Lha’=9p, on “:V——g’

i | et Fut—0;
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Eliminant enfin « entre ces deux éguations, on a :

AT )
g=2 ( —%’) , ou hp*4-274*=0.
Telle est la éondition cherchée.

108. ProsriME L. Déterminer les coefficients m et n, de telle
maniére que U'expression

ma® — (2m* - 3n) @ <= (m* == 6mn)w — 3m*n ,
soit un cube parfait.

Il faut, pour cela, identifier ’expression- avec le cube d'un
hinome (az-}-b), c’est-a-dire avec

o'z 3a*bx 4 3ab - b° :
ce qui fournit les équations :
m=a%, —(2m*4-3n)=3a*b, mP-}-6mn=3ab% —3Im *n=>0"
Les deux dernieres donnent :

5 \,/_3_;._ m?F6mn__m2-}-6n

SR e 3yam'n? 3 ommd

a et b élant ainsi déterminés, les deux équations restantes
sont des équations de condition. Si I'on y substitue & @ et 4 b
leurs valeurs, ces équations deviennent

__(m*=6n)®
[1] M= o7 . omn: ’

3(m2 - 6n)* y3min __(m*-6n)* _ (m'4-6n)?

[2] 2m2--3n= b —
9 \/8lmn* 3 /270 9n

Chassant le dénominateur de cette dernitre, et réduisant, on a :
m*— 6nm?4-9n? = 0,

ou (m*—3n)=0.
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On tire de 14, pour valeur unique de 7,

3] n=”,f.

Celte valeur, substituée dans 1'équation [1], la rend identique.
La condition demandée se réduit done & la relation [3]. Et le
polynome proposé est alors, comme on s'en assure facilement,
le cube de

& \/m —m \/m.
RESUME,

100. La méthode des coefficients indéterminés s’applique aux questions
danslesquelles on veut déterminer un polynome, d’aprés certaines con-
ditions. —101. Application de cette méthode &la théorie de la division,
dans le cas ot la division se fait exactement. — 102. Cas ol 'ona &
trouver le quotient et le reste. — 103. Toutes les équations que 'on
a 4 résoudre, sont du premier degré 4 une inconnue. — 104. Applica-
tion a un exemple. — 108. Application de la méthode a la recherche
de la racine m= d’un polynome. — 106. Les équations, que I'on a a
résoudre, sont toutes du premier degré a ume inconnue. — 107,
108. Application de la méthode des coefficients indéterminés a la solu-
tion de quelques problémes.

- EXERCICES.

1. Trouver les conditions, pour que le polynome
ha¥—bpa? 4 hga+ 2p(m + 1)z -+ (m+1)°

soit le carré d’un polynome entier par rapport a &.

11 faut que: m+1=q-—%.
II. Déterminer la condition, pour que le polynome
Ay? 4 Bay + Ca?4-Dy 4 Ex+F
soit le produit de deux expressions du premiér degré en x et y.

11 faut que : (BD— 2AE)? = (B*~4AC) (D' < 4AF)~
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111. Décomposer, de cette manizre, le polynome =
22 — 2oy — 11“y’—w+34y —3.
On trouve : (2w+y—3) (z—11y +1).

IV. Mettre Pexpression 4{z*+2* 4 a2+ +- 1) sous la forme de la différence
des carrés de deux polynomes du second degré, entiers par rapport i,

On trouve : (202 + %+ 2)*— ba?.
v. Déterminer les conditions pour que 'expression
(@—a)* + (y—B)2— k(ay® + U&® —a?b?)
soit le carré d’un polynome, du premier degré, en @ ety.
Si @>D, il faut que lon ait : h:%, ===y a? —b?, =0, et le polynome

2L hH2
est le carré de ai?_\_/aa‘_b-

Si @ <D, il faut que l'on ait : k=1;:3’ d=05en—== \/b’—-aﬂ; et le poly-

2e—snl
nome est le carré de biﬂ—i-

VI. Mettre (Aa? + 2By + Ca?) sousla forme (ax - By)* -+ (y® + 8y)* Cela est-il
toujours possible ? Y a-t-il plusieurs solutions?

1l y a une infinité de solutions. Pour qu'elles soient réelles, il faut qu'on ait :
A>0, C>0, AC>B%
VII. Metire (A3 3Ba?y 4 3Cay? 4+ Dy?) sous la forme (e + By)? 4 (yo -+ 8y)°

Apres avoir identifi¢ les deux polynomes, on prend une inconnue auxiliaire
w=as— Py; on caleule les expressions AC—B?, BD— €2, AD—BC, et enfin
(AD — BC)* — 4(AC—B?) (BD — (?) : celte derniére est ¢gale & w®, et fait con-
naitre w. Les autres font connattre ay, B3, et ad-Py. On en tire facilement
o, By, 8.
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THEORIE DES DERIVEES,

GCHAPITRE PREMIER.

CALCUL DES DERIVEES DES FONCTIONS EXPLICITES
D'UNE SEULE VARIABLE.

§ I. Notions prélimindires.

109. DerFmvitions. Lorsqu'une variable y dépend d'une autre
variable z, de telle sorte qu’a chaque valeur donnée arbitraire-

~ment & z, corresponde une valeur unique et déterminée de v,

on dit que y est une fonction de @ : et 'on indique cette dépen-
dance par le symbole -

y=[().

La quantité = se nomme la variable indépendanie, parce qu’on
peut lui donner arbilrairement toute espéce de valeurs.

Lorsque la variable # regoit deux valeurs a et @ 4 B, h est
Jaccroissement donné A la variable; la fonction prend deux va-
letirs correspondanles f(a) et f(a--h) ; et la différence, positive
ou négative, f(a~-h)— f(a), se nomme 'accroissement corres-
pondant de la fonction. ;

La fonction est continue, lorsqu’on peut donner  h une valeur
assez pelite, pour que I'accroissenient de la fonction soit aussi
petit qu’on le voudra. On ne s’occupe, dans tout ce livre, que
des fonctions conlinues.

110. DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION ENTIERE [ (1),
SUIVANT LES PUISSANCES DE h. Si, dans un polynome, entiér par
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rapport & une leltre @, et que nous représenterons générale-
ment par

[ (@)= Aam+ Aa™+ Apm=2 b A . A,

on remplace  par & 4 h, le résultat de cette substitution est :

(@4-h)=Ag(@+-h)" A, (@AY=, . A (@R ™. LA,

Si I'on développe chaque terme par Ja formule du binome, et
si I'on ordonmne suivant les puissances ascendantes de A, celte
expression devient :

Ay mAgmt . Jhm(m—1) Agm?

FA@m= - (m—1)A zm-2 =+ (m—1)(m—2) Ayzm=3
+A "2 - (m—2) Azx'"-3 +(m—2) (m—3) Agzm—i

+ A m(m—1)... 21151012 =t

+Ana='*-"+ (m—n)A. amen| 4 (m—n)m—n—1)A,gm-n-2
+Am—lm + Amy
+An

Les termes indépendants de h, ceux auxquels se réduit I'ex-
pression pour h= 0, forment, comme cela devait étre, le poly-
nome proposé lui- méme Le coefﬁcxent de h, polynome du degré
(m—1) par rapporta z, se nomme la derwee du polynome pro-
posé; et, lorsque le polynome est représenté par f (%), la dérivée
est assez habituellement représentée par 7’ (z). Le coefficient de

2
1’? g» Polynome du degré (m—2), est la seconde dérivée du po-
lynome. On la désigne par f”(z). De méme les coefficients de

h? h™
Fesial P oRe
moins élevé, sont la troisizme, :.. la m= dérivée du polynome,
et se représentent par f”(z)..., /™ (z). D'aprés ces notations,
le développement s’écrira :

I(@+h)=[(z)+h" (@) + " (@)

» polynomes dont le degré est de moins en

(@)+- ..

ol . +1—2—hf'—;;1_u -1 w)—{—l 2 — /" (@).

Chacun des polynomes 1 (z), f' (@), f*(@).... f~ (@), se déduit
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du précédent, d’aprés une méme loi qui est fort simple. Si 1on
examine, en effet, le polynome

F (2)=mAg@™* 4 (m—1) A4 (m—2) Aya™ - .\ - A,

on reconnaft immeédiatement qu’il faut, pour le former, diminuer
d'une unité Vexposant de chacun des termes de f (x), et multiplier le
coefficient par Uexposant non encore diminué. L'inspection des
polynomes [ (z), " (x),..., montre que chacun se déduit du
précédent suivant la méme loi; en sorte que /7 (z) est la dérivée
de 1’ (), " (z) celle de f"(x), et ainsi de suite. Kt ¢’est pour cette
raison, que f* (z) est dite la seconde dérivée de f (z), que " (z) est
B dite la troisieme dérivée, et ainsi de suite.
Ghaque dérivée est de degré moindre que la précédente; en
sorte que la mme dérivée d’un polynome, de degré m, est con-
slante, et qu'il n’y en a pas de (m—-1)=e,

111. PROPRIETE DE LA DERIVEE D'UNE FONCTION ENTIERE. La
définition,eque nous avons donnée de la dérivée, ne s'applique
J qu'aux pelynomes entiers et rationnels; mais nous allons en
' déduire une propriété importante, que nous prendrons ensuite
pour définition; ce qui permettra d’étendre la notion de dérivée
aux expressions d'une autre forme.
On a (110), en désignant par F (z)-un polynome entier par
rapport a

F(z4-h)=F (2)+-h¥ (@) + — P"(w)+ A ——— F"(a);
on en conclut :

Si,  restant fixe, on fait tendre & vers zéro, le second membre
a évidemment pour limite F' (z); il doit, par suite, en étre de
méme du premier; et 'on a, par conséquent :

il (33) —lim w,

résultat que I'on peut énoncer ainsi :

La dérivée d’un polynome ¥ (x) est la limite du rapport de 'ac-
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oroissement B (x -h)—1I'(x) de ce polynome & lacerossement h de
la variable, lorsque ce dernier accroissement diminue de plus en
plus.

112. NOUVELLE DEFINITION DE LA DERIVEE. (est la propriété
précédente, qui sera dorénavant prise par nous pour définition.
Nous dirons :

On momme dérivée d'une fonction continue quelconque la limile,
vers laquelie tend le rapport de Uaceroissement de celle fonction
Uaccroissement de la variable, quand ce dernier tend vers zéro. Celte
définition s’applique, d’aprés ce qui précede, aux fonctions en-
litres : elle permet, en ounlre, d’étendre la notion de dérivée A
une fonction quelcongue.

On peut demander, si une fonction continue quelconque f ()
a une dérivée. Nous répondrons d’abord, qu’en fait, nous allons
trouver, dans les paragraphes suivants, les dérivées des princi-
pales fonctions; ce qui démontrera leur existence & posteriori,
Nous ajouterons, d’ailleurs, que la fonection étant conlinue,
I'équation y = f () représente une courbe plane continue,
rapportée & deux axes rectangulaires; et Fon démontre; en
géomélrie analytique, que la dérivée représente la tangente
trigonométrique de I'angle que fait, avec l'axe Oz, la tangentea
la courbe au point (z, ). Comme, en chaque point, une courhe
conlinue a une tangente bien déterminée, la fonction admet
une dérivée.

La dérivée d'une fonction est une nouvelle fonction qui admet
elle-méme une dérivée : c’est la dérivée seconde. La dérivée de
celle-ci est la troisieme dérivée; et ainsi de suite.

Nous commencerons par faire connaitre les dérivées de deux
fonctions frés-simples, a® et log .

§ I Dérivées de o® et de log a.

115. DERIVEE DE of. La dérivée de q“‘est, par définition, la
limite du rapport
am-Hf )
iy
Lorsque h tend vers zéro,

O
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Or, on a évidemment :

AP —a® = g (a — 1),

Il faut dong, pour obfenir la dérivée, chercher la limite du
rapport

af (" — 1)
"

Posons :
P

n

Lorsque h est trés-petit, «* differe trés-pen de 'unité (73); et,
pir suite, n est trés-grand. Lorsque A tend vers zéro, n tend
vers l'infini, On déduit de cette relation ;

1
at=1-4—.
+71

Prenant les logarithmes des deux membres, il vient :

h log a =log (1 + %),

1
log (1 + ﬁ)
d’oll h=—> =

B . i

Le rapport devient, d’aprés eela :

L
> n a®log a
S R 1
log (1 45) nlog (1 +7)
loga

Le numéraleur ne contenant pas u, il suffit de chercher la
limite du dénominateur. Or, on a :

n log ('1 +:—1)=log ( 1 —]—-:—L)ﬂ.

n
n augmentant indéfiniment, (1 +%) tend vers e; et, par suite
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a*loca

log (1—|—;11)n

log (1 - :;) a, pour limite, log ¢; I'expression

tend donc vers a:;(;,g;a: telle est donc la dérivée de @ Ainsi :
)
2oy =2 “loga
[I] ( ) IOgB TR

On peut remarquer que la base du systéme, dans lequel sont
pris les logarithmes, n’a pas élé définie; mais le choix de cette
lo loga
loge
ne dépend pas (88) de la base du systeme considéré. Si I'on
suppose que les logarithmes sont pris dans le systéme népérien,
loge=1; et la dérivée s’écrit :

base n’a aucune influence sur le résultat; car le rapport

2] (@) = o°La. '11

Ainsi la dérivée de la fonction exponentielle s’obtient, en multipliant
cette fonction par le logarithme népérien de la base.

Si I'on considére, en particulier, la fonction ¢?, Le = 1; et
par suite la dérivée de e® est la fonction elle-méme :

[3] =,
114. Derivie DE Loc 2. La dérivée de log x est, par défini-
tion, la limite de I'expression

log (4 h) —logx
h b )

lorsque & tend vers zéro.
Or,ona:

log (- h)—logz = log ("”H”) oG (1 +E)

T

h
Done - log (z+h)—logz log '(1 & 5)
h e h

Posonsg—_ﬂ% de telle sorte que, h tendant vers zéro, n tendrs
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vers = ; il viendra h=?£:; et I'expression, dont on cherche la
limite, deviendra :
log (1 - }1 ; : ; o
-————._‘-w—.ﬂlﬂg(l-]—?—z-) :a—;log (1 + ﬁ) g

&
n
; Or, on a vu (145), que, n tendant vers «, log (1 +%).. a

P e 1 IS o
pour limite log ¢. La limite deE log (1 -+ 17;) est donc IO?"’E, qui
représente, par conséquent, la dérivée de log =,
Ainsi
loge M
1 ===
[4] Q0BT et

en désignant par M le module du systéme dans lequel est pris
le logarithme de 2.

Si la fonction est le logarithme népérien de , M=1; et, par
suite, la dérivée de Lz est :

[5] (La)' ==

Aprés avoir fait connaitre les dérivées des deux fonctions trés-
simples, log « et a®, nous allons ¢tablir quelques régles géné-
rales, qui nous permeltront d’obtenir les dérivées d’expressions
plus composées.

§ III. Régles générales.
115. DERIVEE D'UNE SOMME. Si w, v, w, sont des fonclions de
x, donl les dérivées w' v w' sont connues, la somme
utv—w
aura pour dérivée la somme
w4V —w

En effel, si nous désignons, en général, I'accroissement d’une
ALG. sp. B, 7
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quantité nar le signe A placé devant la lettre qui la représente,
en aitritnant A la variable z un aceroissement Az, les fonetions
u, v, W, prendront, respectivement, des accroissements Au, Av,
Aw; et l'accroissement de la somme (u-Fv — w) sera évidem-

ment :
Ayt Av—Aw;

le rapport de cet accroissement & I'accroissement Av de la va=
riable, est donc :
St B
et il a, par conséquent, pour limite :
w4 o' —w,
comme nous voulions le démontrer. On a donc:
[6] (utv—w) =u" 4o —w',

116. DEFINITION D'UNE FONCTION DE FONCTION. On nomme, en
général, fonction explicite d’'une variable le résultat d’opérations
bi n définies, exécutées sur ceite variable. Ainsi, par exemple :

a™, log |/ 1 42?2, log sin z, 4™,

sont des fonctions de z; le nombre des opérations successive-
ment indiquées pouvant d’ailleurs étre aussi grand qu'on le
voudra.

Sil'on désigne par w une fonction quelconque de la variable 2,
et que I'on exécute des opérations sur la quantité v, considérée
comme donnée, le résultat de ces opérations sera, d’aprés ce
qui précéde, une fonction de w; et, comme u est elle-méme
une fonction de z, ce résultat se trouve une fonction de fonction.

1l est bien entendu, qu'en remplacant v par son expression en
z, on peut faire immédiatement, d'une fonction de fonction,
une fonction ordinaire.

ExEmPLES. 1° (s — 7=

peut élre considéré comme une fonction de fonction, le cube de
«?, ou comme une fonction simple, z°.

-

3 SCD LYON 1




\
THEORIE DES DERIVEES, ; 99 .

20 logo*==zlog a |

peut étre considéré comme une fonction de fonction, le loga- o
rithme de la fonction a®, ou comme la fonction simple du pre- "
mier degré, zlog a.

Lors méme que des réductions, analogues aux précédentes,
ne s’effectuent pas, rien ne distingue essentiellement une fone-
tion de fonction de celles qui dépendent directement de la Yan
riable principale.

117. DERIVEE D'UNE FONCTION DE FONCTION. Daprés les défi-
nitions qui précédent, si I'on désigne par u une fonction ¢ (z)
de la variable &, et par w une fonetion Y (v) de la variable u, w
sera une fonction de fonction définie par les équations :

u=9 @), w=¢ u). ' g

Nous allons montrer que, si les fonctions v el ¥ sont de telle
nature, qu'on sache prendre leurs dérivées par rapport a la va-
riable dont elles dépendent immédiatement , 0n pourra former
la dérivée de w par rapport A z.

Supposons, en effet, que I'on donne 4 z un accroissement Az,
el quil en résulte : pour u, un accroissement Au; pour w, un
accroissement Aw; on a identiquement ;

Aw  Aw Ay

Az Au'Az

A
Or, Az tendant vers zéro, —-1—5 et g—gont, pour définiion, powm
limites respectives, les dérivées de w et de w par rapport a z.
A 3 = s et
Quant & Kg, bien que » ne soit pas une variable independante,,

mais une fonction de x, dont les variations dépendent de celles
de @, celte expression a pour limite la dérivée de w par rapport i
a u; car rien, dans la définition de la dérivée d’une fonction, ne
particularise la maniére dont I'accroissement de la variable
tend vers zéro. En désignant donc les” dérivées de W par rap=-
porta x et par rapport & w par ' et par ¢/ (u), et celle de u pq@_\:‘\

o,

e L

S5
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: | rapport & z par ¢’ (), et en se rappelant que la limite d'un pro-
8 duit est égale au produit des limites, ona :

1 [7] w' = (u) < ¢ (2); :
résultat que I'on peut énoncer de la maniére suivante :

La dérivée d’une fonction de fonction est le produil des dérivées
dtes fonctions simples qui la composent, prises, chacuney par 1apport
a avariable dont la fonction dépend immédiatement.

118. ExempLEs. 1° Considérons la fonctlion
(=%,

c'est-a-dire, supposons que, dans la formule qui précede, on
ait :

2

== ==t

Pour former la dérivée de cette fonction de fonction, il faut,
comme on l'a vu, prendre la dérivée de v® par rapport & u, qui
est 3u?, et la multiplier par la dérivée de 2® par rapport a z,
cest-4-dire par 2z; cette dérivée est donc 3w < 2z, ou, en
remplacant v par sa valeur :

3zt > 2w = 620

ce qui est précisément le résullat qu’on aurait obtenu (110), en
remplacant la fonction de fonction par la fonction simple #°.
9¢ Considérons encore la fonction

c’est-a-dire, supposons :

w—=ua w=logu.
k| La dérivée de cette fonction de fonction est le produit de 5z*,

) loge : .
dérivée de 2%, par _ﬁb—’ dérivée de log w par rapport & u; elle

est égale, par conséquent, &

4
datloge  b5loge.
x® i
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c’est précisément ce que I'on aurait trouvé, en remarquant que

log 2°=5 log 2;

car la dérivée de 5 log  est évidemment ¢gale 4 cing fois la dé-
rivée de log .

Les deux exemples précédznts ont 616 choisis de maniére 3
fournir un résultat qui fat connu a I'avance; mais on concoit
que, dans un grand nombre de cas, la régle des fonclions de
fonclions conduira & des résultats enlicrement nouveaux, et
qu’il serait difficile d'obtenir autrement.

Cherchons, par exemple, la dérivée de ¢, en posant *
T=u, W=,

On voit que la dérivée demandée est le produit de 2z, dérivée
de w par rapport & z, et de ¢, dérivée de o par rapporta u;
clle est, par conséquent, égale A

26,

119. GENERALISATION. On peut généraliserla régle des fone-
tions de fonctions, et I'étendre & des expressions qui dépendent
de la variable z au moyen de plusieurs fonclions intermédiaires.

Posons, en effet :

u=o9 (), v=1y/(u), w=f(v), z=F (w);

et cherchons la dérivée de par rapport a . Soit Az un ac-
croissement attribuée 4 z; et soient Au, Av, Aw, Az, les accrois-
sements qui en résultent pour u, v, w, %3 on a, idenliquement :

Az Az Aw Av Au
Az Aw’ Av "Au’ AR’

et 'on voit que, si Az tend vers zéro, le premier membre a,
pour limite, la dérivée de z par rapport & z, et les facleurs du
second tendent vers les dérivées des fonctions z, w, v, u, par
rapport aux variables dont elles dépendeut immédiatement. On
en conclut que la dérivée de Z, par rapport @ X, est encore le pro-
duit oblenu en multipliant les dérivées des diverses fonetions; z, w
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v, u, prises chacune par rapport & la variable dont la fonction dé-

pend immédiatement. Ainsi :
[8] F =T (w) X (v) XV () X ¢ ().

120, DERIVEE D'UN PRODUIT. Soient u, v, w,.... des fonctions
en nombre quelconque, et z leur produit, dont on demande la

- dérivée.

Ona: Zi— e D
en prenant les logarithmes des deux membres, il vient :
'logz=]0gu—[—logv —+log w ..o

et, si Ion prend les dérivées des deux membres, on a, en appli-
quant la régle des fonctions de fonctions (117), et en désignant
par z', o/, v, w',.... les dérivées de z, u, v, w....;

log i Io e ]0,,

z

]06,+ e e

d’ott 'on déduit :
Fla st gl Agpt
z E‘f‘;“f‘@“}‘----’

4

ou, en muitipliant les deux membres par z ou par uvw....:

[9] T =0W.e ) FUW...¥ U0

Ainsi, la dérivée d’un produit est la somme des produits oblenus
en multipliant successivement la dérivée de chaque facteur par le
produil de lous les aulres.

Siun facteur est constant, sa dérivée est nulle, etle terme
correspondant manque dans la dérivée du produit. Ainsi la dé-
rivée de Au est Av/'.

121. DERIVEE D'UN QUOTIENT. Soient w et v deux fonctions de
z, et z leur quotient, dont on demande la dérivée. On a:

wU
==,
v

SCDLYON 1



: THEORIE DES DERIVEES, 103
En prenant les logarithmes, il vient :

log z=log u—1log v ;

et, si Pon prend les dérivées des deux membres, cette équation
donne, en adoptant les mémes notations que précédemment :

loge ., loge ; loge ;

g o U e U
d’ott 'on déduit :
e z 1 W
A e
U D) (N T
o' —up’
ou [10] = RO

Ainsi la dérivée d'un quotient s'obtient, en multipliant le dénomi-
nateur par la dérivée du numérateur, puis le numérateur par la
dérivée duw dénominatewr, et en divisant la différence des produits
par le carré du dénominateur,

122. DERIVEE D'UNE PUISSANCE. Soient % une fonction de =z,
et m un exposant, entier ou fractionnaire, positif ou négatif;
désignons par z la puissance u™, et cherchons-en la aérivée ;
ona:

Z=u",

En prenant les logarithmes, il vient :
log s =mlogu;

et si I'on prend les dérivées des deux membres, on aura, en
adoptant toujours les mémes notations :

10§‘ez,=m]0,q UL

d’ott Pon déduit: - e mg Uy

ou [11] 5= mu"1y/'.

Ainsi la dérivée d'une puissance d’une fonction s’obtient en mul=
tipliant la dérivée de la fonction Dpar Vexposant et par une puissance
de la fonction prise avec un exposant inférieur d'une unité,
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RemarQuE 1. Dans le cas ol m est enlier, celte régle pourrait
se déduire du théoréme des fonctions de fonctions : car, u étant
une fonction de @, u™ est une fonction de fonction; et I’on a vu
(110) que sa dérivée, par rapport a u, est mu™*.

Remarque II. Si, dans la formule précédente, on suppose
u=a, on oblientla dérivée de =™, et I'on voit qu’elle est maz™1 :
celte dérivée s'exprime, par conséquent, par la méme forinule,
que lorsque m est entier.

COROLLAIRE. Si z ==/, on écrit :

1
Tl

et appliquant la régle précédente, on a :

ou [12] g=2 o= £

z\/u

Ainsi la dérivée de la racine carrée d'une fonclion s’obtient en
divisant la dérivée de la fonction par le double du radical.

125. Dirvie pE w®. Considérons enflin l'expression plus
composée, dans laquelle exposant est lui-méme fonction de Iz
variable z; et cherchons la dérivée de u?, u et v désignant deux
fonctions quelconques de .

Posons : =7,
nous aurons, en prenant les logarithmes :
log. z=w log u

et, si nous prenons les dérivées des deux membres, en appli-
quant la régle donnée pour la dérivée d'un produit, il vient :

logez___,U Iorru-l—vlo"’e i
d’oit’on déduil :
v (v']ogu
[13] : z_z( log e + )
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ExemPLE. Si I'on pose v =, w =z, lafonction z devient z,
et la dérivée est :
- (s+).

log e

124, APPLICATIONS DES REGLES PRECEDENTES. Les régles pré-
cédentes permettent de former la dérivée d’une fonction aleé-
brique donnée, quelque compliquée qu'elle soit; nous en don-
nerons quelques exemples.

1° Trouver la dérivée dela fonction, y= /1422

|
On pose : 1 F22=u,

1
VIfar=u;
et 'on trouve (147, 122) :

R T
=Fut i —

V1 —{-aﬁ'

$13
20 Trouvée la dérivée de la fonction y == ———,
Y= Ao
Nous pouvons considérer cette expression comme une frac-
tion; et en appliquant la régle (121), on trouve :

nz™* (14 z)"—nz" (1 - a)*! sEannst

Vs DL =Tt

On pourrait encore considérer la fraction proposée comme

la n™* puissance de —— + T appliquer la régle (122); on aurait

alors :
; an S\ e\, 2z \"l'ztl—z
y=”(’1¢‘a§) "(1+m)=’”’(1+w) (I fay
izt

? : résultat conforme au précédent :
3¢ Trouver la dérivée de la fonclion
Vii—1 —1—1

Vau*-—-l—]—l

y —— 10(1‘
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i pe
En posant : ‘/i—l—-I =,
Ver—1-4-1
on aura : y=log U,
et (118) : yf:l‘%".uu
Pour trouver U, il faut appliquer les régles (121, 122); on
trouve :
VF—=T+1)—=— (7" —1—1) =2
; U Vi —1 vVa: —1
= (Ve—11)
— 237 3
VPRI —141)
2zlog e

et, par suite : Y= Vo—1 @ —2)°

4° Soit enfin y=e¢*La, le logarithme étant pris dans le sys-
téme de Neper; on trouvera :

=" G?—|—Lm).

§IV. Dérivées des fonclions circulaires.

125. DERIVEE DE sin 2. La dérivée de la fonction sin = est,
par définition, la limite du rapport

sin (x - h)—sinz
h :

Or, on a, d’aprés les formules connues de la trigonométrie s

sin (z4-h) —sinz=2 singcos (x—l—g)

Donc ;
h ( z e h
; e 28In=cos w—|—-) sin (——)
sin (z--h)—sinz & 2 Pl & ios (w—]—é)

h 3 = 2
| 15
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Mais on sait que A devenant ftrés-petit, le rapport du sinus A

Parc correspondant tend vers Punité. D’ailleurs, cos (:c—[—g’)

s'approche indéfiniment de cos z; et, par suite, I'expression
précédente a pour limite cos .

La dérivée de sin X est donc cos X.
[14] (sinz)' =cosz:

126. DERIVEE DE cosz. On a :
. (% ;
cos z=sin (g-—m),

ef, par conséquent, cos z peut étre considérée comme une fonc-
tion de fonction. En appliquant la régle (117), on trouve :

(cosz) =cos (E—ac) (E—.- >’:—cos (E— ) =—sinz.
2 2 2

La dérivée de cos X est donc — sin x.

[15] (cosx)' = —sin @.

127. DERIVEE DE tang . Ona :

Sin g
cos x’

tang z =

et, en appliquant la régle (121), on trouve :

cos’z4-sin*z 1
cos*z  cosiz'

[16] (tang ) =

= 1
La dérivée de tang x est done ——.
cos*x

128. DEr1vEE DE cotang . On a :

COS &
cotang v ———;
sin

et, en appliquant la régle (121), on trouve :

~—sin*zr—cos*s 1
sinw BRI

[17] (cotang @) =

SCDLYON1 |




108 LIVRE II.

R 1
La dérivée de colang x est done — ——.
sin® x

429. DéRivEE DE séc 2. Ona :

1
sécr—=——.
cosx
Done
< sin @
18 secx) = “lp) =— Z)72, (—sin o) = —=.,
L18]  (séca) =(cos™ x) (cos z)=. ( )=
FoAls : sin x
La dérivée de séc X est donc —;—.
cos? x
150. DERIVEE DE cosée z. On a :
15
cosbcr=——.
sin x
Done :
: ; cos &
[19]  (coséc z)' = (sin~" z)'= — (sin—2 z) cos T=———.
sin*x
s : cos X
La dérivée de cosée x est done — S

151. Remarque. Nous admetlons, dans les paragraphes preé-
cédents, que l'arc @ soit mesuré par son rapport au rayon du
cercle dont il fait partie. Cest, en cffet, dans cetle hypothése
seulement, qu'il est vrai de dire, comme nous I'avons fait (128),
que le rapport du sinus & I'arc tend vers P'unité, lorsaue I'arc
diminue.

152. DEFINITION DES FONCTIONS INVERSES. Toutes les fois que
deux variables, z ct y, sont liées de telle maniére, que la valeur
connue de I'une détermine la valeur de T'autre, elles sont dites
fonctions 'une de I'autre; et ce sont deux fonctions inverses.
Ainsi, par exemple, si y =, on en conclut z =log,y; a
chaque valeur de @ correspond une valeur délerminée de 'ex-
ponentielle y; mais 4 chaque valeur de y correspond une valeur
déterminée du logarithme @. Les deux fonctions y et z sont in-
verses 'une de P'autre. Ainsi, encore, le sinus d’un are est une
fonction de cet are; mais, réciproquement, I'arc est fonction du
sinus; car & chaque valeur du sinus correspondent des valeurs
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délerminées de l'arc. Nous désignerons-cetle fonction par la
notation.
arc sin x,

que I'on doit lire : arc dont le sinus est . Et nous allons déter-
miner les dérivées des fonotions circulaires inverses, arc sin a,
arc cos «, arc tang .

155, DERIVEE DE arc sin z. Posons :
9 =arc sin x;
et cherchons la dérivée dey par rapport & 7, que nous désigne-
rons par y'.
De I'équation 9 = arc sin z,
on déduit : x=siny;

en prenant la dérivée des deux membres par rapport i z, et
appliquant, pour le second, la régle des fonctions de fonctions,
on irouve :
1=cosyx<y';
3 14

donc : Y = o

Mais sin y étant égal & @, cos y est égal & == /1 —a?; et I'on a,
par conséquent :

1
[20] o —
2 =1 —g?
La dérivée de arc sin X est done _—
S=y e

154. RemarQuE. Il peut sembler extraordinaire que la dé-
rivée cherchée ait un signe indéterminé. Mais on remarquera
que le signe du dénominateur est celui de cos y; or, 4 un méme
sinus @ correspondent des arcs en nombre infini, dont les uns
ont un cosinus posilif, et les autres un cosinus négalif; ce sont
ces divers arcs qui ont des dérivées différentes; chacun d’eux,
bien entendu, ne peut en avoir qu'une seule. Lors done que I'on
prendra la dérivée de I'arc dont le sinus est z, on devra indi-

SCDLYON 1




110 LIVRE II. ~

quer le quadrant, dans lequel se termine Parc dont il s’agit; et
'on prendra le signe +, si larc se termine dans le premier ou
dans le quatriéme quadrant, et le signe —, s’il se termine dans
le second ou dans Ie troisieme.

BT »
155. DERIVEE DE arc cos z. Sil'on pose :
9 = arc cosz,
on en déduit : B=cos;

et, en prenant les dérivées des deux membres,
l=—siny x7’;
d’ou 'on déduit :
15
siny~ == VI—a*

[21] Y=

La dérivée arc cos x est done

TyT—x

Dans ce cas, le dénominateur est la valeur de sin v, c’est-a=
dire du sinus de 'arc dont on cherche la dérivée. On devra donc
le prendre avec le signe -, si I'arc se termine dans le premier
ou dans le second quadrant; et avec le signe —, si I'arc se ter-
mine dans le troisiéme ou dans le quatriéme.

136. On peut remarquer que, d'aprés ce qui précéde, les
deux fonctions arc sin et arc cos « ont des dérivées égales, ou
‘Cgales et de signes contraires; on s’explique facilement qu'il
doil en élre ainsi, en remarquant que, si y désigne un arc dont

i . ™ ™ .
le sinus soit z, i) ely —§au1‘0nt & pour cosinus. Ona done, |

T .
‘2-—- drcé sin & = arc cos &, .

; o :
ot arc sin & — g = arc cos .
On voit, d’apres cela, que, suivant la valeur adoptée pour I'arc

\ | dont le cosinus est , sa ‘dérivée sera égale A celle de arc sin &y
ou égale et de signe contraire.

SCD LYON 1




THEORIE DES DERIVEES. 111

157. DERIVEE DE arc tang 2. Posons :
y = arc tang z;
on en déduit : & = tang y;

et, en prenant les dérivées des deux membres,

1 == H
cos*y
donc :
[22] 9 = costy — : .

1—[—lang“y= 1422°

La dérivée de arc tang x est done

1
1+ a*

On voit que Ia fonction arc tang z n’a qu’une seule dérivée, 1]
existe cependant un nombre infini d’arcs qui correspondent &
une tangenle donnée; mais, si 'on désigne 'un d’euy par y,
tous les autres sont compris dans la formule

nw—y;
chacun d’eux a, par conséquent, méme dérivée tue 1.
q ’ que y

158. TABLEAU DES DERIVEES. Comme il est nécessaire de con-
naitre les formules fondamentales-du calcul des dérivées, nous
les avons toutes réunies dans le tableau suivant :
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1°y =‘a-w+ b,

2 y=[(x) = (),

3° y=f(2).9 (@),
¢ (z)

(=)’

B =t

6° y=e*,

1° y=a*,

40 y»;

8° y=1Lx=,

9° y=Ilog =,

10° y—=sin &,
11° y—caos'®;

12° y=tang 2,
13° y=cotang x,
llg“lyzséc @,

15° y=cosécw,
16" y=are sinx,
17° y=arc cos &,
18° g=arctang =z,
19° y=arc cot x,
20° y=arc séc =,

2]° y=arc coséc x,

92° y=logsin x,
23° y=log cosx,

24° y=1log tang z,

1
25° y=log tang 3 x,

y'=a.

y'=[" (x) =o' (x). :
y'={(z)7(x) +f ‘P (v). |
o [0 (0) —(@). [ (z)

lfA(J) ] 2
Yy =1l
yi—=e"
y'=a=La.
1
! — -
y=.

1
pae ot
yrﬁwloo e.

y'=cos z.
y'—=—sin x.
. 1
f =
Y= Costz
1
= —
Y sin?e
e sin @
Y cos? s
, CoS &
He= e
sin?m
: 1
y'= :
V1~ a2
1
y'=—
Vi—a?
1
f—
Y Tra
Y= — .]_
= 12"
1
U=
:u\/w?‘—k
y'=— "'—l_—'
“7\/'93”—-1
y'=cotang x.
y'=—1lang .
; 1
e,
sin @.cos &
1
7k
Y=dnas

Dans les dérivées de arc sin = et de arc coséc @, le radical a
le signe de cos y; dans celles de arc cos # et de arc séc @, il a le
signe du sinus,
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RESUME.

109. Définitions. — 110, Développement d’une fonction entidre flae~-h):
définition de la dérivée d’une telle fonction, — 1141. Cetto dérivée es,
la limite vers laquelle tend le rapport de I'accroissement de la fonction
a l'accroissement de la variable, quand ce dernier tend vers zéro, —
112. Cette propriété est prise pour la définition do la dérivée d’une
fonction quelconque : dérivées successives. — 113, Dérivées de g=,
de e®. — 114. Dérivées da log @, de Lz. — 113, Dérivée d’une
somme. — 116. Définition d’une fonction de fonction - exemples. —
117. Dérivée d’une fonction de fonction, — 118. Exemples. —119. Ex-
tension & un cas plus général. —120. Dérivée d’un produit.— 4121, Dé-
rivée d’un quotient. — 122. Dérivée d’une Puissance; cas d'une racine
carrée. — 123. Dérivée de u® w et v étant deux fonclions de 1 —
124. Application des régles précédentes. — 1953, Dérivée de sin o, —
126. Dérivée de cos m. — 127. Dérivée de tang @. — 128. Dérivée de
cotang @. — 129. Dérivée de séc . — 150. Dérivée de coséc . —

. A31. L’arc @ est, dans. ces caleuls, mesuré par son rapport au rayon

" du cercle. — 132. Définition des fonctions inverses. — 453. Dérivée
de arc sin @, — 154. Remarque sur lo double signe de cette dérivée.
—138. Dérivée de arc cos @. — 136. Ges deux derniéres dérivées
doivenl étre égales, ou égales et de signes contrajres, — 137. Dérivee
de arc tang @, — 158. Tableau des formules qui donnent la dérivée des
fonctions les plus simples.

: EXERCICES.
. L. Trouver la dérivée de
1
Vo—1

Y— =i

€
On trouve : =,
3 Avz—1)°

II. Trouver la dérivée de y=f(a+ ba?).

On trouve : ¥ =2f (a4 ba?)bs.

I Trouver la dérivée de y=f (ﬂ_:) .

a a
On trouve : y’:—a?zf’ (E) .;
ALG. sp. B. 8
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:_“f (m—l—a)

m+a) a0 (ﬂ!—}-a). |

b—u m‘(b——a:}zf b—uw

1V. Trouver la dérivée de

On trouve : = = f(
V. Trouver les dérivées de
y=u (L —1), i=e*(@—1).
On trouve : =ty 5 — me".
VI. Trouver les dérivées de
Yy = & 5in & - COS T, 5=sin £— @ COS%.
On trouve @ y' =1 cose, 5 =gsing.

VII. Trouver la dérivee de
y=L(z+ i+t a).

On trouve : Y= —.
_ yI+a?

V1iI. Trouver la dérivée de

acosxt 4 b)

=a ————— ],
¥ 10608 (b cosx +a

\,"a’—b"

. f e
On trouve : y e T T

IX. Trouver la dérivée de

1—‘1L 1 —cosx
=3 1+¢cosz/”
7 1
On trouve : et
sin @

X. Trouver les dérivées de

y=Larcsin®y, x=Larccosz, v=Larctga.

On trouve :
ur____________ = —1 V= 1
Y=—"FT7— 3 e = ‘ e
y1—a? arc sin Vi1—m arc cos &’ (14-a*)arctg &

XI. Trouver la dérivée de

y:a:m sin 2@ /1 — a2

Onu:ouve: = T—a"

Dire pourquoi cette dérivée est double de celle de arc sin .
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XII. Trouver la dérivée de
a-+x

y=arc tangl T

1

s g iimai
On trouve : U= Torm:

Dire pourquoi cette dérivée est la méme que celle de are tang .

XIII. Trouver la dérivée de
e a+b+o—abs
Ui s

et dire pourquoi elle est encore la méme que la précédente.

XIV. En posant :

L({E) =e@),

1l—2

trouver les dérivées de
(i)
o + az

On trouve . Y=_———

(a+b+m+nbm
¢ 1+ab+(a+b)w)

Dire pourquoi ces deux fonctions ont la méme dérivée,
XV. Trouver la dérivée de

\/I—c?sin:r.

= arc sin %
Y 1—ecosx

\/1—0-‘- X

On trouve . V= 1—e¢cosa

XVIL. Trouver la dérivée de Iexpression

tes il asing b — arc tang Var =77 sin &
YSa"nm a—l-bcos'r: \/r.',? ol b+ acosw

XVII. Trouver la dérivée de l’uxpression

S 1 @ sin & eOSE i a_bt ]
Y=a—u afbcoszs \/'u:lv,2 Pl Var—p N85

XVIII. Trouver la dérivée de I'expression

e | asinx b e b+ acosx
y_L1,2—.'.:2 o+ b <osx \/a}_biucco (a+bcos;v i
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Dire pourquoi l'on trouve, pour ces trois expressions (XVI, XVII, XVIII), la
méme dérivée,

e 05T

Ui a-+beosa®
XIX. Trouver la dérivée de 1'expression

e 1 asinx i b L b+ocosz + Vbi— @ sina
Y=%—% | atbcosa Vb2 — a2 a-+bcosw i

Cette fonction a la méme dérivée que les trois précédentes.

XX. Trouver la dérivée. de l'expression

/ 7 9 A2
y:L_ Vidattaoys tm\h——l_amsinw\%.
42 1—a Ly32 14 a*
2
On trouve : ' =

=(1—w') Vita
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CHAPITRE II.

ETUDE DES FONCTIONS A L’AIDE DES DERIVEES,
RETOUR DES DERIVEES AUX FONCTIONS.

§ L Propriéiés des dérivées.

139. DérmvirioN. On dit qu'une fonction I (%) est croissante,
lorsqu’un petit accroissement, donné 4 Ia variable z, fait prendre
a la fonction une valeur plus grande : en d’autres termes,
lorsque 'on a, pour de {rés-pelites valeurs de h,

f(@+h)—1(z)>o.

Une fonction est dite décroissante, lorsqu’un petit accroisse-
ment, attribué & la valeur z, fait prendre & la fonction une
valeur plus pelite : en d’autres termes, lorsque l'on a, pour de
{rés-petites valeurs de A,

F@=Fh) < (z)<0s =

140. CoNDITION POUR QU'UNE FONCTION SOIT CROISSANTE OU

DECROISSANTE. Puisque la dérivée f (z) est la limite du rapport

Tnh)—f(x e =iy ‘

C(-il—‘f-u, pour h =0, il s'ensuit que, lorsque % est, non
h ? ?

pas nul, mais trés-petit, on a :

[@+h)—f(z)

=0 @),

¢ élant une quantité inconnue, fonction de 2 et de h, qui est
Irés-petite, en méme temps que &, et qui tend vers zéro avec h.
On tire de 14 :

[@+1)—1(0) =hif @)},

Or si ' () n’est pas nul, on peut prendre h assez petit, pour i
que e soit, en valeur absolue, plus petit que /' (z), Le signe de i
{1' (@) 4 ¢} sera alors celui de ' (@); et, comme h est positif, le |
signe de f' (z) sera celui du premier membre, :

Done, si la dérivée ' (x) est positive, la fonction f (x) est crois-

|
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118 LIVRE II.
sante; et si la dérivée est négative, la fonction est décroissante. Les
réciproques sont évidemment vraies.

141. CONDITION COMMUNE AU MAXIMUM ET AU MINIMUM D’UNE
FONCTION. Lorsque la variable de laquelle dépend une fonction,
change d'une manitre continue, la fonction elle-méme varie /
d’une maniére continue; et le théoréme précédent nous permet
de trouver les valeurs de la variable, pour lesquelles la fonction
esl croissante ou décroissante.

Si la fonction considérée devient maximum pour une certaine
valeur a de =, elle est croissante lorsquew est plus petit que a, f-

“et décroissante, dés que z a dépassé cette limite. La dérivée, |
positive d’abord, négative ensuite, doit donc changer de signe, ‘
en passani dw positif aw négatif, lorsque &, croissant d’une ma-
niére continue, vient a atteindre et & dépasser a. -

On verra de méme que si, pour = a, la fonction considérée
est minimum, la dérivée doit changer de signe, en passant du
négatif av positif, lorsque «, croissant d’'une maniére continue,
afteindra la valeur a.

On voit, par ce qui précéde, que les valeurs de z, qui rendent
une fonction maximumn ou minimum, sont celles pour lesquellecs
la dérivée de celte fonction vient & changer de signe. Et, comme
une fonction continue ne peut changer de signe qu’en passant
par la valeur zéro, intermédiaire entre les valeurs positives et
négalives, il en résulte qu’une fonction, dont la dérivée est con-
linue, ne devient maximum ou minimum que pour les valeurs
de z qui annulent sa dérivée.

Mais la réciprogue n’est pas exacle. Pour qu’il y ait maximum
ou minimum, il faul non-seulement que la dérivée s’annule; il
faut encore qu’elle change de signe: et un grand nombre de
fonctions peuvent passer par zéro sans changer de signe.

Nous conclurons de 1a que, pour trouver les mazimums et mi-
nimums d'une fonction f (x), on résout Uéquation t' (x) =0; on re-
jette les solutions pour lesquelles la dérivée me change pas de signe.
Quant & chacune de celles qui font changer de signe & la dérivée,
elles correspondent & un mazimum, lorsque lo dérivée passe du po-
silif aw négatif, et & un minimum, dans le cas contraire.

On peut remarquer, en outre, que, s'il y a maximum, la dé-

SCD LYON 1




THEORIE DES DERIVEES, 119

rivée étant d’abord positive, puis nulle, et enfin négative, va
constamment en diminuant : sa dérivée, c’est-A-dire la dérivée
seconde /" (z), doit donc étre négative. Si, au contraire, il y a
minimum, la dérivée, d’ahord négative, puis nulle, puis posi=
live, va en croissant : donc la dérivée seconde f”(x) doit étre
positive. Les réciproques sont évidentes. '

Donc, pour quune valeur x =a, qui annule f' (x), corresponde
a un magimum ov & wn minimum, i suffit qu'elle rende "(x) né-
gative ou posilive.

§ IL. Etude de quelques fonctions.

142. ETUDE DE LA FONCTION &%, QUAND & VARIE DE 0 A o,
Commengons par chercher la valeur de cette fonction pour z =,
Si I'on altribue immédiatement cette valeur a la variable,
fonction prend la forme indéterminée 0°, qui n’a aucun sens
car, d'une part, toutes les puissances de 0 sont nulles; et,
d’aufre part, toute puissance, dont I'exposant est zéro, est égale
4 1. Pour connaitre la véritable valeur de x®, c'est-A-dire ia va-
leur vers laquelle converge x, lorsque x diminue de plus en plus,
posons :

Yy =a";

en prenant ies logarithmes des deux membres, il vient :

logy ==z log .
Or, puisque « doit recevoir une valeur trés-petite, posons-le
égal & -;-, z Gtant trés-grand ; on aura :

logy= Iog%:—élog z,

Y|

Or, il est évident qu'un nombre trés-grand est heaucoup plus
grand que son logarithme; (si, par exemple, les logarithmes
sont pris dans le systéme dont la base est 10, le logarithme d’un
nombre de 1000 chiffres a seulement 999 pour partie entiére) :
1 BuEa : e S

=log z a donc pour limite 0; et, par suite, log y diminue indéfi-

niment : d’ot I'on conclut que ¥ tend vers I'unité.
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Pour étudier les variations de #, & partir de la valeur 1, pre-
nons la dérivée de cette fonction. On a (123), pour expression
de cette dérivée,

2* (14 La),

le logarithme étant pris dans le systéme de Neper;
Si & est trés-petit, cette dérivée est négative ; * commence
donc par décroitre, et diminuera tant que l'on aura :

|

14-Lz <o,

c’est-a-dire Le<<—1,
1 . g
ou T <E' |

Pour e la dérivée s’annule, et la fonction devient mini ;

. . =) 2 A
mum; & croissant & partir de la valeur =) la dérivée est tou- |

jours positive, et 27 croil sans limite.

Lz
145. LTUDE DE LA FONGTION Y= » LE LOGARITHME ETANT

PRIS DANS LE SYSTEME DE NEPER. Pour =0, on a, évidem-
ment, y=—w, La dérivée est:

Cette dérivée est positive, tant que z est plus petit que e; la
fonction augmente donc sans cesse, lorsque z passe de la va-
leur 0 & la valeur e. La fonction passe alors de la valeur — » &

la valeur ei Cette valeuré est son maximum ; et, la dérivée de-

venant ensuite négative, la fonclion diminue indéfiniment; et
Pon voit sans peine qu'elle tend vers zéro, lorsque & augmente
sans limite. |

144. ProBLEME. On donne la somme X -+ y; trouver le mai-
mum ou le minimum de X™ - y™.

Remarquons d’abord que, la somme z-y étant donnée, y
est une fonction de z, et que, par conséquent, ™ - y™ est
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aussi fonction de z; on peut, par conséquent, lui appliquer le
théoréme démontré plus haut (141),

Posons : &y = 2a,
oy =u,

Il faut chercher la dérivée de w, et 'égaler & 0; or, on a vi-
demment:

u' = ma™ - gty

Drailleurs, I'équation ¢ -4y =2aq,

donne : 149y'=0;
donc : '=—1;

et, par suite, U =mg"—t — mym-,
La condition w=0,
revient donc a Lo =gt

et exige, par conséquent, que I'on ait z=y, et, par suite,
T

Pour savoir §'il y a maximum ou minimum, il faut chercher
(L41) si, lorsque z, en croissant, passe par la valeur a, la de-
rivée, en changeant de signe, devient négative ou positive. Or,
en supposant m plus grand que 1, pour  plus petil que a,
(mz"=t —mym-1) est négalif ; et, pour z plus grand que a, cette
différence est positive : done il Y @ minimum. La conclusion
serait opposée, si (m—1) élait négatif,

145. ProBLEME. Chercher les valeurs magimae. el minima de
Fexpression.
_X*—5x46
XTI

Cherchons d’abord la dérivée y' de y; on a, d’aprés la regle
donnée (121):

Y

,_(2517—5)(zt;’—|—;v—}—l)~—(2m+1)(m2—5w—|—6)_6mﬂ—10;1?— 1]
= @ +a1)? @ty

Le dénominateur de 3’ élant posilif, le signe de cellte dérivée

SCD LYON 1




122 LIVRE 1I.

sera celui de (62— 102z —11). Or, ce frinome est négalif,
quand @ est compris entre les racines de I'équation J

[1] 62 — 102 —11 =0, ¢

etil est positif dans le cas confraire.
Les deux racines de 1’équation [1] sont:

kxﬂgi

=
: : & = —0,75656 53357, |
cekins { o= 2,42323 20024; ;

les vaJeurs correspondantes de y sont :

19 2¢/91
s e

aten sy Y= 12,69292 80094,
cest-a-dire, { Y= 0,02626 13428,
On voit que la fonction y, qui ne devient pas infinie, puisque
(xz* @ 1) ne peut élre nul, et qui est par conséquent conti-
nue, est croissante, lorsque = varie de — « & a'; eile décroit
ensuite, lorsque « varie de o' & #”, pour augmenter indéfini-
ment, quand @z augmente & partir de la valeur 2. Elle atteint
son maximum pour x=a', et son minimum pour x=ga".
On voit, d’ailleurs, que, pour des valeurs trés-grandes de z, la
fonction differe peu de I'unité; car, en remplacant, pour de
telles valeurs, le numérateur et le dénominateur par leurs pre-
miers termes, qui sont égaux, erreur relative commise sur
P'un et sur 'autre, et par suite, sur le quotient, est évidemment
trés-petite.
En résumé, la marche de la fonction est indiquée par le ta- !
bleau suivant : :
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T=—o, y=1,

2= =—0,75656..., y=12,69202, ., maximum, y :
=0 9y == 6, :
(pi— O y=0,
r= 2,42323..., 9y =-—0,02626.,, minimum,
& — . =0,
== o0 ' =

146. Cas ot LA FONCTION DEVIENT DISCONTINUE, Les fonclions
considérées précédemment sont continues, et les théorémes dé-
montrés (140, 141) s’y appliquent sans difficulté. Mais il nen
est pas foujours ainsi; et il faut alors avoir soin d’examiner &
part les valeurs de la variable, pour lesquelles la fonction
change brusquement de valeur. La considération de la dérivée-
ne suffit plus alors pour étudier les variations de la fonction.

Soit, par exemple, la fonction

: =237
Y =r—sz+ 15
On voit immédiatement que cette fonction est discontinte pour
les valeurs © =3 et =25, qui annulent le dénominateur; et,
par conséquent, on ne pourra appliquer les théorémes de la
théorie des dérivées, que pour des valeurs de @ variant entre
des limites qui ne comprennent pas I'un des nombres 3 el 5,
On a, en prenant la dérivée de y :

y . — B2 16226
Ve (2* — 8z + 15)?

* Si 'on résout 'équation,

— 62% 4 162 4 26 =0,

= e
on trouve : o= ‘*_t%)f,
: x' = — 1,13873 28290
et, par suite ; !
>P ’ {ﬂ: 3,80530 94957;
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les valeurs correspondantes de ¥ sont :

o { Yy=0,41619 84871,
Ya=— 14,1619 84871,

Par suite, y' est négatif, tant que z est com pris enfre — « et 2,
positif pour les valeurs de z comprises entre z’ et Z"; etil rede-
vient négatif, pour @ plus grand que o”. D’aprés cela, on devrait
conclure (4140) que y décroit, lorsque # varie dans le premier
intervalle, qu’il augmente dans le second, et qu’il diminue dans
le troisiéme. Mais, pour les raisons indiquées plus haut, ces con-
clusions cessent d’étre exacles, & cause de la discontinuité de 7.

y diminue, en effet, quand « varie de — 0 & o+ car, dans cet
intervalle, la fonction est continue, et la dérivée est négative,

Lorsque z varie de o' 4 3, y augmente ; il devient infini pour
& = 3; puis il passe brusquement 3 la valeur — o , et augmente
de nouveau jusqu'a x==2", valeur pour laquelle y est maxi-
mum. A partir de la valeur ”, y diminue jusqu’a ce que I'on
ait £ =5, valeur pour laquelle Y esl — <o ; puis celte fonction
passe brusquement & la valeur +4- «, et diminue ensuite sans
cesse, & mesure que @ devient de plus en plus grand.

Si I'on remarque, comme plus haut, que, pour des valeurs
trés-grandes de «, positives ou négalives, y différe peu de I'u-
nilé, on pourra représenter les conclusions qui précedent parle
tableau suivant; et 'on se fera facilement une idée de la marche
de la fonction, qui, dans chaque intervalle, varie toujours dans
le méme sens.

T=—ow, y=1,

¥ =a'=—1,13873.,., y=0,41619.,, minimum,
c= 0, Y =0,46666...,
= i Y===0), '

r=a"= 3,80539..., y=— 14,41610... maximum,
r= 5, y==F=,
T— ooy, y=1I.
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§ L. Application des dérivées & la détermination des valeurs des
fonctions qui se présentent sous une forme indéterminée.

147. CAs oU UNE FONCTION SE PRESENTE SOUS LA FORME g.

Soit une fonction :

et supposons que, pour z=ua, on ait, & la fois, f(@=o0,
I (a) = 0; y se présente sous la forme g; et 'on peut se propo-

ser de déterminer la limite vers laquelle tend v, lorsque & tend
vers a. Celle limile est ce qu'on appelle souvent, improprement,
la vraie valeur de y.

Puisque f(a) =0, F(a) =0, on a identiquement :

@) —1 (o)
HE AL ) e
F@) ~ F@)—Fa) @) —F@" -

— e

Or, lorsque « tend vers a, les termes du rapport, dans le second
. membre, tendent respectivement, et par définition méme, vers
les dérivées 1’ (a) et I (a). Done, en prenant les limites des deux
membres, on a, pour £ =g :

(@) _[' () e ()
]1mm)_m, ou hmI‘T(—m)_hmmj’

Donc si /" (x) et ¥’ (z) ne sont ni nulles nj infinies, pour z =g,
la vraie valeur de y est la valewr du quotient des dérivées de ses
deuz lermes.

m— gm

r—a ’

148. ExempLEs. 1° Vraie valeur de pour x=gq. Le

ma™"—
1
1%9. CAs OU UNE FONCTION SE PRESENTE SOUS LA FORME <.

[ ()

Supposons que, pour Z=a, la fonclion y =:="% se présente

F()

1 . 3
quotient des dérivées est , etla limite est mam-1.
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sous la forme &, cest-d-dire que Ponaitf(a) =, F () = .
On a identiquement :

-...,:

A A )
Fo) ™ F@) f(@)’

— e

Or, pour & = @, =— F(w) ﬂl e sont nuls : done la- vraie vileur de

celte expression sera la limite du quotient des dérivées (147).
Or ce quotient est :

—F () — (w) () ' (@)
F@r  f@r > % (1( (w)) ‘@)

Si done la limite de y n’est ni nulle ni infinie, ¢t qu’on la dé-
signe par L; on aura, pour la délerminer ¢

s (@) oe [ (z) (@)
hmF( % lim (I‘( )> lll‘ﬂF,( 2

I (@)
F ()’

[ (@)

— ] 2]y Fa N, ? AT ]
ou L"_L‘hmF’(a:)’ doti L=lim ==

comme dans le premier cas (147).

Si la limite de y est 0, le raisonnement précédent ne s’ap-
plique plus. Mais alors on remarque que, & désignant une con
stante, I'expression

[ @ (o) + b0
JORRG

devient aussi £ pour x=a, et que sa vraie valeur est k, puisque,

[ (2)

par hypothése, @) a pour limite 0. On peut donc appliguer la

régle précédente; et 'on a:

_[@+kF@)_ [, ..
oy e ,

I’ (m) [ (@)
F (a) F (@)

La limile de y est encore la limite du rapport des déiivées.

f@_m

m = ou lim=——<—=0=Ilim%—=

done
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Il en serait encore de méme, si la limite de y étaitinfinie. Car
: F ;
s [ () — o, il en résulte que (@) = 0; par suite, en vertu de

) f (a)
)

=0, et, par conséquent, =4 = =©.

I (a) f:
' F ()

ce qui précede, ,f‘_(c?)

150. CAs oU UNE FONCTION SE PRESENTE SOUS LA FORME 0 < o .
Si on a un produit y = f(z) X F(z), et que, pour & =a, on
trouve f(a)=0, F(a) = =, on écrit:

v=L2, w0 y=EP,

et 'on applique les régles précédentes ; car, sous la premiére
forme, y devient g,et il devient = sous la seconde.

151, CAs oU UNE FONCTION SE PRESENTE SOUS LA FORME 0°.
y =F (z)7¢),

et supposons que F (a) =0, ¢t f (a) = 0. Si I'on prend les loga-
rithmes des deux membres, on a :

logy = f(z) Xlog F (z).

Si 'on peut trouver la limite du produit £ (%) X log F (z) par la
régle (150), on aura celle de log ¥, el par suite celle de 7.

182. (s oU g = . La démonsliration des régles précédentes
suppose que a a une valeur finie. Mais on peut prouver directe-
ment que les régles subsistent, lorsque la forme indéterminée

résulte de 'hypothése 2 = « . Soif, par exemple, y :g% une
fonelion qui, pour = e, prend la forme g. Posons &= é ;

nous aurons
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Or, pour =, on a z=10. On peut done appliquer la regle

(147), etl'ona:
r ({5) C—’*) = @) o [ (2)
FO0E 0

* ()
Ce qu’il fallait démontrer. Seulement il faudra s'assurer, avant

bl ol L@ 100 L B
d apphquer les régles, que @) et 7 () tendent bien vers une .
limite déterminée, quand z tend vers « . Par exemple, I'ex-

pression

lim y =lim

»

I_I_COSCU

o--cosz T
& —sinxy ] sin
b

tend évidemment vers 1, quand z tend vers « : tandis que le
1 —sing

: érivées
rapport des dériv T

a une limite complétement indé-
terminée.

155. RemarquE. I1 peut arriver qu'en appliquant les regles
précédentes, on rencontre des dérivées qui présentent toujours
la méme indétermination que la fonction dont on cherche la
vraie valear. Dans ce cas on est obligé de recourir i des arti-
fices particuliers (voy. la 1 partie, n°* 240 et suiv.). Ge qu’il y
a, le plus souvent, de micux & faire, dans ce cas, c’est de rem-
placer @ par a-h, d’effectuer les réductions, et de poser en-

suile b’ =0,
. Vm — : 0
Soif, par exemple, y = {-———; elle devient - pour z = a,
V 2*—a? 0

et les dérivées de ses deux termes deviennent toutes infinies.
En posant #=a 41, on a:

3= 1 4

Vi hs ht2
R ——, ou T e on T ]
V2ahFh A (2 a - h)% (2a- hyi

et sous cette forme, on voit que la limite est zéro, quand % tend
vers zéro.
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§ IV. Retourde la dérivée & la fonction primitive.

154, TaEorEME. Deux [onctions, qui onl des dérivées égales, ne
pewvent différer que par une constante. Si deux fonections ont des
dérivées égales, leur différence a évidemment pour dérivée 0.
Il suffit done, pour prouvér le théoréme énoncé, de faire voir
quune fonction, dont la dérivée est nulle, est nécessairemnt con-
stante.

Soit F(x, une fonction dont la dérivée soit nulle. Considérons

les fractions suivantes :

F(z4-h) — F(m)zs

h &
Flz +2n)—F(z+-h)
h = Eay
(1] F(z4-3h) —F(z 4 2h)
h —E3y
F:‘(m—l—nh-)_— Mz (n—1)h] S
h e

Supposons que, i tendant vers zéro, 7 augmente de telle ma-
niére, que le produit nh conserve une valeur constante k. Les
seconds membres e, «,,...c, tendront tous vers zéro; car, par
hypothése, le rapport de I'accroissement de la fonction a I'ac-
croissement infiniment petit de la variable a toujours zéro pour
limite. En chassant les dénominateurs des équations [1], el ajou-
tant ensuite ces équations, il vient :

(% + nh) — F(z) = F(z + k) — F(@) = hie, &3+ ...ex),

et, en nommant z le plus grand des nombres &, «,...,, en va-

leur absolue,
F(@ 4 ) — F (@) <nmnh<<n.

Or, les quantités e, e,...c, tendant toutes vers zéro, la plus
grande d’entre elles % peut devenir aussi petite que I’on veut; et,
par suite, la différence fize, F(z - &) — F(z), ne peut différer de
zéro. Deux valeurs quelconques de F(z) sont donc égales enlre
elles; et la fonction est constante.

Arc. sp. B S 9

SCDLYON 1

|
|




130 LIVRE II.

155, REVENIR DE LA DERIVEE A LA FONCTION PRIMITIVE, DANS LES
CAS LES PLUS SIMPLES. La recherche d’'une fonction, dont la déri-
vée est donnée, est 'un des problémesles plus difficiles que pré-
seute I'analyse; et I'on est loin de savoir le résoudre en général,
Le théoréme qui précede prouve, au moins, qu’une fois une pa-
reille fonction trouvée, toutes celles qui ont, comme elle, la
dérivée proposée, s’obtiendront en lui ajoutant une constante,
de valeur arbilraire.

Nous nous bornerons ici a traiter le probléme, dans les cas
les plus simples, ou la solution s'apercoil, en quelque sorte, im-
médialement :

an-4-1
1° Quelle est la fonction dont la dérivée est Az™? %__1
2° Quelle est la fonction dont Ia dérivée est cos ma? smw';m;.

COS ma
mo

3° Quelle est la fonction dont Ja dérivée est sin mz?

a”log e

4° Quelle est la fonction dont Ia dérivée est a=? ors
o

5° Quelle estla fonction dont la dérivée est tang 2

sin & cos's
Ona:- tang p="——=._ ",
COST COS T

et 'on voit que la fonction demandée est —log cosz.

: ety 2 —g?
6° Quelle est la fonction dont la dérivée est i _mx?

On a, en effectuant la division -

9 —g?

1
s DY et
l—g— +m+1+1——m

La fonction demandée est, par conséquent,

gt 2
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?

7° Quelle est la fonction dont la dérivée est }
sin

il
1 1 o tancr to
Ona: ——— —— —=2c0six=—22—,
SIn & 2sinzxreosgx  ————  fang i o
tangi @

La fonction demandée est, par conséquent, L tang £ o

1
o . i 1 _—
8° Quelle est la fonction dont la dérivée est !
L
Ona: p j_m 5= a8
142

: 1 xz
la fonction demandée est donca arc tang —.

9° Quelle est la fonction qui a pour dérivée Ig‘?

g il
lOna. E“E'Lm’

donc la fonction est% (Laz)2.

; : 5 1
o ey
10° Quelle est la fonction qui a pour dérivée o

Sifi=

1
nas: g
ga gl Lo’
et, par conséquent, la fonction demandée est LLz.
Nous nous bornerons & ces exemples, ne pouvant indiquerici
aucune des méthodes que I'on emploie, pour résoudre ]e pro-
bléme dans des cas un peu moins faciles.

RESUME. 2 4

139. Définition des fonctions croissantes ou décroissantes. — 140, Condi-
tion pour qu'une fonction soit croissante ou déeroissante.~— 144 . Condi-
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tion commune au maximum ou au minimam d'une fonction. — 142. Etude
de la fonction @, — 143. Etude de %.— 144. Maximum ou minimum

de @™ +ym, quand o y=a. — 143. Maximum et minimum d’une
fraction du second degré. — 146. Examen d'une fonction discontinue.
— 147. Recherche de la vraie valeur d’une fonction qui se présente

sous la forme g — 148. Exemple. — 149. Cas ou la fonction de-

vient g— — 150. Cas ol la fonction devient 03¢ oo. — 151, Cas ou

elle devient 0°. — 182. Cas ot @ = co.— 133. Remarque. — 184. Deux
fonctions, qui ont méme dérivée, ne différent que par une constante. —

155. Retour de la dérivée  la fonetion primitive, dans les cas les plus
simples, i ;

EXERCICES.

L. Trouver les bases des systemes, dans lesquels un nombre peut tre égal a
son logarithme, en employant 1'un des procédés suivants :

1° On ¢tudiera la fonction » —log w3 et Ion cherchera la condition, pour
quelle puisse devenir nulle.
2° On étudiera la fonction %D; et I'on cherchera la condition, pour qu'elle
puisse devenir égale 4 Punité. :
3° On étudiera la fonction a*—w; et l'on cherchera la condition, pour
qu'elle puisse devenir égale & zéro.
b .
4° On étudiera la fonction %; et I'on cherchera la condition; pour quelle
Puisse devenir égale a unité.
On devra, bien entendu, trouver, des quatre manitres, le méme résultat,
qui est
3
a<e,
11, Examiner si I'équation
& e=m=,

deut admettre d’autre solution que » = m.

On met facilement cette équation sous la forme ;
: logz _ logm
B e

2 - : sk : log 2
On répondra done & la question, en étudiant la fonction —i—-, et en cher-
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¢hant si cette fonction peut prendre deux fois la- méme valeur pour des valeurs
différentes m et x de la variable.

. III. Un point lumineux, placé sur une droite verticale, éclaire une portion
tres-petite d’un plan horizontal , située a une distance d de la droite verticale :
é étudier les variations de la quantité de lumiére recue, lorsque la hauteur  du

point lumineux varie.
d
Le maximum a lieu, lorsque z= ‘ﬁ.

1V. Un tronc de pyramlde réguliere, & hases octogonales, est circonscrit & une i % |
sphére, de rayon donné r. Etudier la variation du volume, lorsque varie Pincli-
naison des faces latérales sur les bases.

| Le minimum a lieu, lorsque le tronc devient un prisme.

V. Une ligne droite, de longueur donnée 2a est courbée en arc de cercle, de
‘ rayon variable : étudier la variation de I'aire du segment compris entre l'arc et
| sa corde.

Le maximum a lieu, lorsque I'arc forme une demi-circonférence.
2 & T |
VI. Trouver la vraie valeur de (1— ) tang = Pour x—1: i
2
On trouve - . I
™ |
VIL. Trouver la vraie valeur de a"e~* pour z—go»,
| On trouve zéro.
| 1
VIII. Trouver la vraie valeur de = pour £=-co,
On trouve l'unité.

1
IX. Trouver la vraie valeur de xe= pour x=0.
P

ona:

X. Si l'on désigne par Us, la fonction qui a pour dérivée ‘/—im-—-z
: 1—x
MUp=—a" JT—28 + (m—1)Up_a.

Comme on a, d'ailleurs, évidemment :
Uy=arcsing, U=— {l—a?,

on peut conclure de cette formule un moyen général de former Un, quelle que
L soit la valeur paire ou impaire de m.

1§
i
I
|
On trouve Pinfini. "
f
f
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SERIES QUI SERVENT AU CALCUL DES LOGARITHMES g
ET DU NOMBRE .
§ L. Séries qui servent au calcul des logarithmes.
156. DEVELOPPEMENT EN SERIE DE — L (1 —u). Soit 2 une va-
: riable, que nousferons varier depuis = = 0 jusqu'a @ = u, u dési-
il gnant une constante positive et moindre que 1. Posons :
il [1] f(@) =—L(1—a),
i
i : . .
h le signe L désignant, comme dans le chapitre précédent, un lo- 5
il - ; . 1 : :
il garithme népérien : la dérivée de f () cstl_m; et 'on a évi-
h demment ;
|
1 i T
!F 2] f@o={—=14+a+2+..4z 1+j—_—$:
i ainsi que 'ons’en assure, soit en faisantla division, soit en som-
mant la premiére partie du second membhre, 3 I’aide de la théo-
1 rie des progressions.
" Posons aussi :
A’ $2 a;.’t P
#ll [3] Y@=t ot ot P T
T la dérivée de ¢ (z), désignée, suivant habitude, par ¢’ (), sera
M R £ »
'HII précisément la premiére partie de f'(z); et ’on aura :
[4] ¢ (@) =14 a4a> 4 .... a1, L
i [
f‘ En retranchant I'équation [4] de I'équation [2], il vient :
i = z) —o (7)= .
i F@)—e'@=1— |
~
H
4 v
]
1
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Le second membre de celte équation est positif et moindre

1

QUe TE—_{&’EQM que z n’est pas égal & w; on a done :

I'(@)—9' (2)>0,

7 @)—¢' @)— = <o.

Ces inégalités montrent (140), que les fonctions [ (@) —o(z)et

n4-1
f(x)—¢ (w)"'"(n_—]—%%l——_u)" sont, la pre‘miére croissante, la
deuxiéme décroissante, quand z croit de 0 & w. En effet, les
deux fonctions sont continues; etla premiére a une dérivée con-
stamment positive, tandis que la seconde a une dérivée constam-
ment négafive.

D'ailleurs, les deux fonctions dont il s’agit sont nulles pour
#=20; donc, pour &=, la premiére est posilive, et la seconde
est négative.

On a, par conséquent :

[(w) — 9 (u) >0,

) =g e

D (=g 0
e :
(n—1) (L -—u); pt il

est, par suite, égal & ¢ (u), augmenté d’une quantité moindre que
un+l

DT Getle quantité peut, évidemment se représen

['(u) est donc compris entre o (u) et ¢ (u) 4

i+l H . s
ter par G(HT;“)(—I-—%), en désignant par 6 un nombre positif

inférieur & I'unité. On a done enfin :

uﬂ+1
f(u)=¢9(u)=-0 CES i

c'est-a~-dire,

~L—u)=ut i+ 5 L

un+l
(n+1)1—u)

 étant, comme on I'a supposé, inférieur i I'unité, on voit que
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41 !
™ _}_tit;( )tend vers zéro, 4 mesure que n augmente; et 'on |
a, par conséquent : !

: 2 3 1 | ¥
[4] —L(—u)=u+ T + =+ T+ b

La démonstration méme prouve que la série, qui forme le
second mrmbre, est convergente, lorsque w est plus petit que
Punité. On pourrait aussi le déduire des régles démontrées
(Liv. I, chap. I).

157. DiveLopPEMENT DE L (1 4 u). Soit # une variable, que
nous ferons varier entre les limites 0 et v, v désignant une con-
stante positive moindre que 1. Posons : ;

(1] f(w):L(l +2);
la dérivée de f (z) est-—— + = et 'on a évidemment :
f’(ﬂ)‘):-l T _!_mﬂ__w?:”“-[—mn—l _— 1 +w
[2] mn+!

g \=1— e = 'n-{— n

Posons aussi :
s ) z»
e e R e
[3] t? (w) €T 9 &l ol ﬂ’

et désignons, suivant la notation habltuclle par ¢' (z) la dérivée
de ¢ (z); nous aurons :

-[4] ¢ (@)=1—z+a’—a*}....2=amt,
En retranchant l’t-équation [4] de chacune des équalions [2], on
obtient ¢
) ) S
f (m)_? (m)—+l+a:’
; ; S wn-{—i ?
f(-‘ﬂ)-"?(-'b')_..’ﬂ '—'—1_'_‘,17' -‘

Les seconds membres de ces équations sont de signes con-
traires; par conséquent, les deux fonctions f(z) — ¢ (z) et
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E .’L‘""’l
@) — () £y
sont 'une croissante, 'autre décroissante, quand @ croit de
0 & u; et, comme elles sont nulles pour =0, elles sont, pour
z=wu, de signes contraires; et/ () est, par conséquent, compris
entre -

, ayant leurs dérivées de signes contraires,

1 bn+1

9(u) et (P(u)$n_—[-1'

On a donc, en désignant par 6 un nombre positif moindre

que 1 :
euh‘lvl

=1 () F o

s @un+1
et, par suite, comme tend vers zéro, lorsque n augmente,
2 p n it 2 q (=]
(TR )
[b] L(l+u}:u-——2—+-§—1——}—....

Nous remarquerons, comme a la fin de I'article précédent,
que la démonstration méme de la formule [b] prouve que la
série, qui forme le second membre, est convergente, lorsque u
est moindre que 1.

La démonstration pourrait méme se faire, sans modifications,
si 'on avait u=1; et la série précédente peut donner, par con-
séquent, le logarithme népérien de 2,

o sop s
B

158. FORMULE POUR LE CALCUL DES LOGARITHMES NEPERIENS.
Reprenons les deux formules :
u;"‘ B

L Fu=uett g

2 3 3
—L(l-—u):u-]—%—]—%——[—%....;
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il vient, en ajoutant, et en observant que

B oy ety iy, (1“"""’) :

U
]S Gig)zz (u+%3+"§+"7£+....).

——; iz’étant plus grand que 1, posons :

1+u Ll
1— —H'N—_N“’

h

d’ott :mo

H s
| '} L’équation [1] devient, en observant que

LlijN‘—h:L(N-]_h)-LN,

h®
A\—Q—i ‘ 3(2N--h)?

L

| [ L(N4n)= LN—{—E[ : (2N + e |

|

| Cette formule, ot N et h désignent deux nombres positifs quel-
ig . conques, permet de calculer L(N-h), quand on connait LN,

‘ 159. LiMITE DE I’ERREUR COMMISE, EN S’ARRETANT A UN CERTAIN
. TERME. Sil'on néglige, dans le second membre de I'équation [c],
‘\ | 2 o hﬁ!l’+1

it tous les termes qui suivent 2 Verreur com-
It i @+ 1) N B

‘ mise ¢ sera évidlemment moindre que

| i 2 _‘,
: WJ"+E[I+<2N+!L> +(2N]j!-h) +""]’

c’est-d-dire moindre que

il o '

i (2i-3)(@N—-h W{l—( b )2}; : f
| 2N--h

‘ on aura donc : : !

|

|F a1 hAss
i (2z+3)<2N+h)”+=2N(N+h)
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En particulier, si I’on néglige, dans la série, fous les termes
qui suivent le premier, et que I'on écrive simplement :

L(N+h)=LN-+ ﬁ%’

I'erreur commise sera moindre que

hﬂ
6N(NF-h)(2N-+hy

et, & plus forte raison, moindre que

5(5)
12 \N/ °

160. Carcur pE L10. Le module du systéme valgaire est I'in-
verse du logarithme népérien de 10. Il est important de con-
naitre ce nombre. Pour le calculer, on cherche -d’abord L10.
Orona:

Lio=L2--L5.

En faisant N=1, h=1, dans la formule (¢), on a :
1 1 1 1 1 1
Lﬂ:*"'(§+m?+_5.3s+r§v+ﬁ+“—u.su+----)'

Puis, en faisant N—£4, h=1, dans Ia méme formule, et remar-
quant que L&4—212, on a :

1 1 I 1 1 1
ieithn o (§+W+W+ 7o T ot irer +)

Par conséquent,

1 1 1 1 :

1 (%""3.193""5‘.19_5"' 71?"")’
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ou, en fajsant passer les coefficients de chaque série aux nu-
mérateurs, et simplifiant : .

[e]" Llo_—_(g—[—g%—;—%—l-%—i—m-

TCRE L B

5 PRS0
On calcule d’abord les nombres T a0 g e dont chacun

est le neuviéme du précédent. On a ainsi :

| ro

3 — 0,22222 22292 22222 292222 22

(4]

= = 0,02460 13580 24691 35802 47

%:0,0027& 34842 24965 70644 72

%:0,00030 48315 80551 74516 08

3—2m= 0,00003 38701 75616 86057 3.4

52752 0,00000 37633 52846 31784 15
2
= 0,00000 04181 50316 25753 79

33w'= 0,00000 00464 61146 25083 75

%:0,00000 00051 62349 58342 64
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;;oz 0,00000 00005 73594 39816 85

2
F:O,OOOOO 00000 63732 71090 65

2
3—“:0,00000 00000 07081 41232 29

2
ﬁ:0,000GO 00000 00786 82359 14

2
| 0,00000 00000 00087 42485 35

3%0: 0,00000 00000 00009 71387 15

3332::0,00000 00000 00001 07931 91

D
3—35:0,00000 00000 00000 11992 43

52@:0,00000 00000 00000 01332 49

2

3%

= 0,00000 00000 00000 00148 05

-5:"%,: 0,00000 00000 00000 00016 45

%:o,ooooo 00000 00000 00001 83

372’3320’00000 00000 00000 00000 20

On forme ensuile les termes de la premidre série, en divisant
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respectivement les nombres ainsi obtenus par 3, 5, 7.... On a

. ainsi :

2,

0,07407 40740 74074 07407
0,00493 82716 04938 27160
0,00039 19263 17852 24377
0,00003 38701 75616 86057
0,00000 30791 06874 26005
0,00000 02894 88680 48598
0,00000 00278 76687 75050
0,00000 00027 33008 60299
0,00000 00002 71702 60965
0,00000 00000 27314 01895
0,00000 00000 02770 98743
0,00000 00000 00283 25649
0,00000 00000 00029 14161
0,00000 00000 00003 01464
0,00000 00000 00000 31335
0,00000 00000 00000 03270
0,00000 00000 00000 00342
0,00000 00000 00500 00036
0,00000 00000 00000 00003
0,00000 00000 00000 00000
0,00000 00000 00000 00000

41
49
82
34
21
78 |
925 %
04
40
99
07
29
45
98
07
66
6l
01
79
40
04

2,07944 15416 79835 92825

g =L

On forme de méme les termes de la seconde série; et 'on a :

0,22222 22222 22222 22222
0,00091 44947 41655 23548
0,00000 67740 35123 37211
0,00000 00597 35759 46536
0,00000 00005 73594 39815
0,00000 00000 05793 88280
0,00000 00000 00060 52489
0,00000 00000 00000 64759
0,00000 00000 00000 00705
0,00000 00000 00000 00007
0,00000 00000 00000 00000

22
24

47

26

85

97

16 F
14

44

79

09 -

0,22314 35513 14209 75576

63
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Puis on ajoute les deux résultats; ce qui donne :
L10=2,30258 50929 94045 68402,

On en conclut, par division, que le module des logarithmes
vulgaires est :

1 1 '

| 161. CALCUL DES LOGARITHMES VULGAIRES. Pour obtenir les
logarithmes vulgaires, c’est-a~dire les logarithmes dans le sys-
téme dont la base est 10, il faut multiplier les logarithmes népé-

. 1
riens par le facteur 15 dontnous venons de trouver la valeur.

On pourra aussi calculer immédiatement les logarithmes, en
remarquant que, si I'on désigne ce module par M, et qu’on
emploie la notation log. pour indiquer ces logarithmes vulgaires, .
la formule [¢] devient :

3
log(N—[—h}—IogN:ﬂM{ for gy Lo B }

2N—[—h+§(2N—{—h)3+"'
Si I'on suppose & = 1, celte formule devient :

7] log(N+1)—logN={ ;3L LM +..).

(Cest 1a formule employée par les calculateurs, qui ont construit
les tables dont on fait usage. On calcule seulement les loga-
rithmes des nombres premiers; les aulres s’obtiennent par des
additions. Les premiers calculs sont laborieux : mais, lorsqu’on
arrive & 101, deux fermes de la série suffisent pour obtenir son
logarithme avec huit décimales; ei lorsqu’on dépasse 1000, le
premier terme suffit.

§ IL. Séries qui servent au caleul du nombre .

162. DEveroppPEMENT DE arc tang . Soit & une variable, que
Tious supposons comprise entre 0 et une limite constante u, in-
férieure ou égale & l'unité.
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hn4-1

fl) = W) +0 s

Posons : : ‘
f(z) = arc tang z; |
-
cet arc éfant celui qui s’annule avec x, el qui varie ensuite "
d’une maniére continue avec cette variable. Nous aurons :
— b _ b in—2
= 1_1_2_.1 ?tat—af . — —]—-1_i_w2
z i ot s g ki }
Posons : qa(:c)-_:v-——g—]——f-’-——?—- T |
et, par suife :
o(@)=1—"t o' —a’—...— '
ous au : —
lnu aurons f'@)—d' (z)= l_i_wg
Par conséquent, la différence f’ (z)-—¢' (z) est constamment po- l
silive, et moindre que z**. On peut donc écrire : ‘
[’ (@) —9¢'(@)>0,
[' (@) — ¢ (2) — 2" << 0; |
| et, par suite, la fonction f(z)— ¢ (2) est croissante, et la fone-
il T 4n+41 ; )
i tion f(z)—aq(z) — #_'_1 est décroissante, lorsque = varie de 0
{‘ 4 u. Mais ces deux fonctions sont nulles, pour z=0. La pre-
i miére est donc positive, et la seconde négative, pour m_u en
sorte que f(v) est compris entre ¢(u) et ¢ (u) 4 —— 1m + - . Et I'an
peut écrire, en désignant par 6 un coefficient positif moindre
i quel : 3
i

c’est-a-dire,

i
i
i arctangu—“u—-—»{— —|— +

’H;" n—1 uin-pi i

+BZ?T-T-"1’
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!m +1

bnd-1

ct comme, pour une grande valeur de n, le terme 0 ——

cst aussi petit que 'on veut, on a :

5 9
(9] arc tangu=u — — -}-E w _|_"'_‘ i

Les deux membres de la formule changeant de signe avec u,
celle-ci s'applique évidemment aux valeurs de w comprises
entre — 1 et -~ 1.

165. Cas oU % EST PLUS GRAND QUE L'UNITE. Si I’on donnait
une tangente w plus grande que I'unité, la série, qui donne Parc
correspondant, devenant divergente, ne serait plus d’aucun
usage; mais on pourrait facilement calculer 'arc demandé, en

; Ty, e
cherchant  sa place arc tang 5 dquien esi évidemment le com-

plément, et qui sera formé par une série convergente.
Soit, par exemple, & trouver arc tang 4,49341; on fera usage
de la formule :

1

T 1
- Y — ar: _—-_H S
i ctangu a ctmg 3—{—51“ 7—{—

Pour calculer les termes successifs de cette série, on formera

1

5 1 z S
d’abord les fractions -, — .5 ce qui sera facile, chacune
b 32 b
U uw

1;3, .e
s'obtenant en divisant la précédente par le diviseur fixe

R— 20,19073 34281;
on aura ainsi :

1 — 0,225 81315 97161
U

5=0,01102 22906 16122
1 .

= =0,00054 59083 81950

L — 0,00002 70375 70670
2w
1S @ 1t 10
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1 = 0,00000 13391 07902 . |
w

- =0,00000 00663 22805 L
& |

1
=5 — 0,00000 00032 84819
u

S

—$=0,00000 00001 62655 '
u

2= 0,00000 00000 08058
w

= 0,00000 00000 00399
W

= 0,00000 00000 00020
wU

I'on en conclura’:

'tl;l, = 0,22254 81315 97161 ‘é%a‘ = 0,00367 40968 72041
—5-:-;5«3 0,00010 91816 76390 77":‘57 = 0,00006 38625 10096
%: 0,00(.).00, 01487 89767 o = 0,00000 00060 29354
ﬁﬁ: 0,00000 00002 52678 -1—-51“—13 = 0,00000 00000 10846
1717:. 0,00000 00000 00474 @ = 0,0000b 00000 00021 )
2'l_lmu' = 0,00000 00000 00601 ‘
' = 0,22265 74623 16471 . = 0,00367 79354 22358- L

,l.gj 1 donc : arc cotang (4,49341) = -} 0,22265 64623 16471
il — 0,00367 79654 22358

i | ou arc cotang (4,49341) = 0,21897 94968 94113.

e e

=
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Puis: arc tang (4,49341) =g—- arc colang (4,49341)

= -} 1,57079 63267 94897
— 0,21897 94968 94113

ou arc tang (4,49341) = 1,35181 68299 00784,

164. CALCUL DU RAPPORT DE LA CIRCONFERENCE AU DIAMETRE.
Si, dans la formule démontrée (£64), on suppose w = 1, l'arc

dont la tangente esl u, est égal & E, etlona:

1 1 1 1
=l—zfz—ztg—e

=1

Cette série est convergente ; mais les termes décroissent trop
lentement pour qu'on puisse facilement I'employer au calcul
du nombre =.

On peut obtenir d'autres expressions, qui conduisent rapide-
ment a des valeurs {rés-approchées de ce nombre. Posons :

arc tang @ =p, arc lang y = q;
on aura: T=tangp, y=tang q,

tangp{-tangq a4y .
—tangptangg ™ l—umy’

tang (p+ g) =1

@ 1
donc: arctang z-tarctangy = arc tang 1—_‘_93%’ :
On trouverait de méme :

arc tang # —arc tangy = arc tang TE
° 14 ay

En faisant, dans la formule qui donne tang (p-gq), g =p,
g=2p, ¢ = 3p, on trouvera successivement :

2@
2 arc tang x = arc lang )

3z —a?
3 arc tang & — arctang T3

by —b4g?
4 arc fang # = arctang I :

et ainsi de suite.
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En attribuanl & @ et & y diverses valeurs, les formules pré-
cédentes donnent:

= arc tang 1 = arc tang £ 4 arc tang 4,

=13

= arc tang § -+ arc tang !

b

arc tang 4,

= 2arctang § — arc lang {,

= 2arc tang § 4- arc tang 4,
= 3arc tang § — arc lang 2,
= harclang{ — arc tang 1i5.

La derniére de ces expressions est celle qui se préte le mieux

au calcul de =,
au calcul es

Voici le tableau des calculs & faire. En appliquant la formule
(9), ona:

1 1
m =4 arc tang £ — arc tang 739
1 1 1 1 1
= (S‘E’:ﬁ'l'ﬁ "") = (m_a.%gﬂ"'""‘)'
: 2 \ 1 2
Les différents termes de la série, arc tang 335° réduits en frac-

tions décimales, donunent ;

2*;5: 0,00418 41004 18410 04184 10

b 3_—513_53: — 0,00000 00244 16391 78708 38
ggfdég: 0,00000 00000 00256 47931 44

= %@_—_— 0,00000 00000 00000 00370 71
arc tnngﬁ): 0,00418 40760 02074 73386 45,
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1 T
Ponr évaluer arc tang —, calculons d’abord les termes positifs
] 5’ p

de la série:

1
5= 0,20000 00000 00000 00000 00
5155= 0,00006 40000 00000 00000 00
1
= 0,00000 00568 88888 88880 89
1

T35% = 0,00000 00000 63015 38461 =&
ﬁ.lwz 0,00000 00000 00077 10117 65
5%: 0,00000 00000 00000 09986 L&
2—5%;: 0,00000 00000 00000 00013 42

1
9,55 — 0,00000 00000 00000 00000 02

La somme = 0,20006 20569 51981 47467 96,

Si nous calculons ensuite les termes négatifs, nous aurons :

]m

= 0,00266 66666 66666 66666 67

@

5!

|~

57:0,00000 18285 71428 57142 86

— =1

50— 0,00000 00018 61818 18181 82
fy—s: 0,00000 00000 02184 53333 53
.T[E.}.E)_w: 0,00000 00000 00002 75941 05
55,.1?3': 0,00000 00000 00000 00464 72

1
ST EE — 0,00000 00000 00000 00000 50

La somme ' = 0,00266 84971 02100 71630 95.
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En retranchant cette somme de la somme des termes positifs, on

1 ‘
obtient, pour valeur de I'arc dont la tangente est £ S

arc tang é: 0,19739 55598 49880 75837 01

D’oti: L arc langé_——_ 0,78958 22393 99523 03348 04,

= 0,00418 40760 02074 72386 45

1
Etcomme arc tang — 355

ona: E: 0,78539 81633 97448 30961 59
Donc : m = 3,14159 26535 89793 23846.

RESUME,

156, Développement en série de — L(1— u), u étant compris entre 0 et 1.—
187, Développement de L(1--u): — 158, Série qui représente
L(N+4-h)—LN. — 159. Limite de I'erreur commise, en s’arrétant 3
un terme donné. — 160. Calcul du logarithme népérien de 10. —
161. Calcul des logarithmes vulgaires. — 162. Développement de
arc tang u, u étant moindre que 1. — 163. Developpement de arc cot u,
lorsque % est plus grand que 1; ; application nummque — 164, Calcul
de = & vingt décimales. i

EXERCICES.
I. Démontrer la formule :

_ L{1+42) +L(l—a) 1 1
o= ) +[2x’—1+3(2w2—1)3+”"]'

On applique Ia formule [1] dun® 158.

II. Démontrer la formule ;

—w

Lig+b5)=L(w-3) +L@—8)+ Lz +4) +L(z— &) —L (&—b5) —2La

ST 1) 1 72 3
._2[34.._)»,9;4_'_724' (m) +]

On applique la méme formule.
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II1. Sia et b désignent deux nombres positifs donnés, et que Ion forme une
cérie de nombres, d’aprés les formules suivantes,

a’:%(a,-f—b), W= \ab,

@=g @Y, b=|av,

S GG e T g o e ot
si 'on pose, en outre, a=Dbcosg, a™ et b") seront exprimés par les for-
mules :

\/bﬂ__a'l Vbhi—g

e oS T
27 tang (%) 2™ sin (%)

et la limite commune, vers laquelle convergent a™ et b, est

am= , bm=

\/b’—a’
S
a=0, b=1, cette limite est ’1:

On s’appuie sur la formule suivante, facile & démontrer :

ing=—29"sn [ £ ® cos Poos ¥ i
sin g—2" sin (2’”) cos 3 Cos h 0058. +e4CO8 (?m) 7

Si
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LIVRE III.

THEORIE GENERALE DES EQUATIONS.

CHAPITRE PREMIER.

PRINCIPES GENERAUX SUR LES EQUATIONS NUMERIQUES
DE DEGRE QUELCONQUE.

§ I. Variations d'une fonction entiére f(x).

163, FORME GENERALE D'UNE FONCTION ENTIERE. La forme la
plus géncrale, que puisse présenter une fonclion entiére de z,
(), est la suivante :

[@)=Az"Aam L A am 2 AR A

A, As.... Ay désignant des coefficients constants, et m le degré de
la fonction.

Lorsque & varie, ce polynome peut changer de signe, en sui-
vant des lois d’accroissement ou de décroissement, trés-variables
avec la valeur et les signes des coefficients. Il existe cependant
quelques principes généraux qui, pour étre presque compléte-
ment évidents, n’en sont pas moins trés-utiles & signaler d’une
maniére loute spéciale.

166. TaEorkME I. Toute fonction, entiére et rationnelle, d'une
variable X, est une fonction continue. C'est-a-dirve que; si on fait
eroitre la variable d'une maniére continue, la fonction variera aussi
d'une manitre continue, et ne pourra pas passer d'une valeur & une
autre sans passer par toutes les valeurs inlermédiaires.

Pour prouver qu'une fonction f(z) est continue, il suffit de
faire voir qu'en donnant & # un accroissement h suffisamment
petit, 'accroissement f{z - 7)— f(z) de la fonclion pourra étre
aussi pelit qu’on le voudra.

SCDLYON1




154 ‘ LIVRE III,
Or on sait que le rapport

f(z+h) — f(z)
I

) 7

a pour limite, quand h tend vers z¢ro, la dérivée de f{z),
qui est: G

{'(x)=mAa™ 4 (m —1) A,z (m —2) A,z T o P

on a done &'_%———)_ﬂw):f' (@) +-e

e étant une quantité qui tend vers zéro avec 4. On en tire :
f(@+h)—f(@)=hlf" (z)4¢].

Or f'(z), n’ayant pas de dénominateurs qui puissent s’annuler,
West infini pour aucune valeur de ; le produit A[f" (@) + €] tend
donc nécessairement vers zéro avec 4; et, par suite, il en est
de méme de f(z+ h)—f(z); ce qui démontre la proposition

énoncée.

167. RemarquE. La démonstration s’applique évidemment a
toute fonction dont la dérivée est finie; et 'on peut énoncer-ce
théoréme plus général :

Une fonction reste continue tant que sa dérivée ne devient pas

infinie.

168. TarorEmE II. Dans une fonction entiére
f(®) =A™ - Ajg™ -+ ... Ay A,

on peut loujours donner & X une valeur assez grande pour que le
premier terme devienne aussi grand gue Uon voudra, par rapport
a la somme de tous les aulres. et donne, par conséquent, son signe au
polynome.

Pour prouver que le premier terme peut devenir aussi grand
que T'on voudra, par rapporta la somme de tous les aulres, il
suffit, évidemment, de prouver qu’il peut devenir aussi grand
que 'on voudra, par rapport & chacun d’eux considéré isolé-
ment.
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Or, en comparant le premier terme, Az™, au terme général,
Az ona: 2
Agm A

——--—-—-:.__g’;"'
IR T N

et ce rapport, & cause du facteur z*, peut grandir sans limite.
On peut donc prendre « assez grand pour que le premier terme
soit mille, cent mille fois, un million, cent millions.... de fois
plus grand que 'un quelconque des autres, ef, par suite, aussi
grand que on voudra, par rapport a la somme.

169. REmarqQuE. Il résulte du théoréme précédent, qu'une
fonction, de degré pair, a le méme signe que le coefficient de :
son premier terme, pour de treés-grandes valeurs, posilives ou
négatives, de la variable. Une fonction, de degré impair a aussi
le méme signe que le coefficient de son premier terme, quand
la variable regoit une valeur positive [rés-grande; mais elle
prend un signe opposé & celui de ce coefficient, lorsque @ est né-
galif et de frés-grande valeur absolue.

ExEmPLES. 1° 28— 10002* —1950002° -1

est positif, si la valeur abhsolue de # est suffisamment grande,
guel que soit, du reste, son signe.

90 7 -+ 106000002 —2° 41

est posilif pour de grandes valeurs positives de @, et uégatif,
lorsque @, ¢tant négatif, a une valeur absolue suffisamment
grande.

§ II. Théorémes sur les racines d’une équation. *

170. TurorEME L. Lorsque deux nombres, a et b, substitués dans
une fonction entiére f(x), donnent des résultats de signes coniraires,

Pégquation £(x) =0 a, aw moins, une racine réelle comprise enire a
et b.

Si I'on suppose, en effet, que x varie d’'une maniére continue
depuis la valeur 2 = a jusqu’a la valeur =, f(z) (166) variera
lui-méme d’une maniére continue : or, passant de la valeur f(a)
a la valeur f(b), qui a un signe contraire, il devra nécessaire-
ment changer de signe; et, & cause de la continuité, il prendra
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la valeur zéro, intermédiaire entre les valeurs négatives et les
valeurs positives.

171. RemarQUE. Le méme raisonnement s'applique A toule

¢yuation, dont le premier membre est fonction continue de la
variable .

172, TrkorévE 11, Une équation algébrique, de degré impair, a
coefficients réels, a aw moins une racine réelle, de signe contraire o
son dernier terme. :

Soil  f(z) = g+ 4 At At A

une équation de degré impair.

Si 'on substitue & @ une valeur négalive trés-grande, le ré-
sultat de celte substitution sera négatif (169). Si I'on substitue,
au confraire, une valeur. positive trés-grande, le résultat sera
positif; si, enfin, on substitue & z la valeur 0, la fonction f(x)
se réduira & son dernier terme A

Nous pouvons indiquer ces résultats par le tableau suivant :

Valeurs de 2 : Signes de f(z): '

L)

a1 =0,

0 Signe de Ay,
+ +

Si donc Ay, est négatif, [(z) change de signe, lorsque z passe
de la valeur 0 & + o, el.a, par suite, une racine positive. Si
Asyy esl posilif, Z=0et z=—o donnent  f(z) des valeurs

de signes contraires: et il y a, par conséquent, une racine
négalive.

ExempLEs. L'équation
&" — 82+ 80> —3=0,
a, au moins, une racine positive ; et l‘équ‘ation
2} 82* -3 =0, :
a4, au moins, un« racine négative.

175. TakorEME III, Une équation algébrique, de degré pair, &
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coefficients réels, dont le dernier terme est négatif, o aw moins deus
" racines réelles.

Soit
f(-’»“) — m‘!m + Ajm‘in.—l + Aﬂm‘hn—:‘ + R —I—- Aem—lx + Aﬁm — 0

une Lquatmn, de degré pair, dont le dernier terme est négatif.
D’aprés ce qui précéde, on peut former le tableau suivant -

Valeurs de z : Signes de f(z) :
—» AF
0 =
o aF

Lors donc que z varie de — o & 0, f(z) change de signe : et il
en est de méme, lorsque z varie de 0 & -+ o. Il y a done néces-
sairement une racine comprise entre —oo et 0, el une autre
enlre 0 et oo c’est-d-dire deux racines,l’'une p0s1[wc et lau-
lre négalive.

§ III. Nombre des racines d’une équation.

174. Posturatum. Nous admettrons, sans démonstration, la
proposition suivante, qui est fondamentale, et qui, hatons-nous
de le dire, peut se démontrer en toufe rigueur.

Toute équation algébrique, @ une inconnue, ne renfermant que
des puissances entiéres el positives de celle inconnue, ef dont les coef-
ficients sont des nombres donnés, réels ou imaginaires de la forme

m--n y—1, admet, au moins, une racine réelle, ow une racine

imaginaire de la formea-+hy—1, aet b désignant deuz nom-
bres réels.

Celte proposition étant admise, nous en déduirons facilement
la suivante.

175. THEOREME FONDAMENTAL. Une équation, de degré m, de la
forme

[1] Az™ 4+ A"t 4 A+ A =0,
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duns laquelle A, Ay, Agy...A, Teprésentent des nombres donnés, réels

ou umaginaires, admet loujours précisément m racines réelles ou

imaginaires.

En représentant par X le premier membre de I'équation 1],
X =0 admel, en effet, par hypothése, au moins une racine, Si
nous désignons cette racine par la lettre a, qu'elle soil réelle ou
imaginaire, X sera divisible* par (z —a). Désignons le quotient
par Q; il sera, dans fous les cas, du degré (m— 1}, et son pre-
mier lerme sera Az"-'. Nous aurons identiquement :

[2] X=(z—a)Q;

et les coefficients de Q seront ou réels, ou imaginaires de la
forme donnée. Puisque, par hypothése, toute-équation a une
racine, 0 =0 en admet une; sinous la désignons par &, onaura :

O=(@— 50y,

et, par suite,
[3] X=(z—a)(z—0)0,.

Daprés le méme postulatum, I'équation 01 =0, qui est du
degré (m—2), et dont le premier terme est évidemment A2
doit admettre une racine. Si nous la désignons par ¢, on aura :

0=(@—0)0,,

et, par suite,
[4] X=(z—a)(@—0b) (z—c)Q,,

le premier terme de (), étant évidemment Az™-®.

En continuant de la méme maniére, et en opérant sur (,,
comme on I'a fait sur Q et Q,, chaque opération meltra en évi-
dence un nouveau facleur du premier degré; et le degré des
quotienls successifs allant sans cesse en diminuant, on finira par
en oblenir un qui sera numérique et évidemment égala A. On
aura done : :

Bl X=@—a@—b@—c)...(a—k@—D)A.

* La démonstration de ce théoréme, donnée (I, 95 et 76), s'applique, sans
modificalion, au cas ol a est imaginaire.
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A I'inspection de celle égalité, on reconnait que I'équation
X =0 est satisfaite pour les valeurs s =a, 2="0, & = Cola—l
et qi’elle ne peut I'étre antrement; car toute autre valeur atiri-
buée & z, wannulant aucun des facteurs du second membre,
ne peut annuler le produit, comme on va le voir.

476. REMARQUE. Un produit de plusieurs facteurs w'est nul, que
quand Uun des facteurs est égal & zéro. Gela n’est évidenl que
quand les facteurs sont réels; mais il est facile d’élendre la pro-
position au cas méme ot ils sont imaginaires.

Soit le produit

(adby—1)(a+ b y—=1);

ona:
[1] (G—l—b\/—_l) (m'+b"/:) :aa'-—-bbl_'_(ab._l_ba,)‘/:._l..
Pour que ce produit soit nul, il faut done qu’on ait & la fois :

{ ag' —bb' =0,

(2] ab' bl =0

ou, en faisant la somme des carrés de ces deux égalités :

[3] (aa'— bb')? 4 (ab' 4 ba’)* = 0.

Or, le premier membre de [3] est idenliquement égal &
(a*-0% (a*-+ "), et ne peut, par suile, s'annuler, que si 'on a
a=0, b=0, ou hien ¢’ =0, b'=0. Donc il faut que ’on ait :

(a+by—1)=0, ou (a'b'y=T1)=0.
Lt la condition est, d’ailleurs, évidemment suffisante.

177. AUTRE REMARQUE. La formule [5] (1758) montre que le
premier membre d’'une équation est tonjours décomposable en
acteurs du premier degré. Elle permet aussi de former le pre-
mier membre d’'une équation du degré m, lorsque 'on connait
ses m racines. (e premier membre ne contient rien d’arbitraire
que le coefficient A, par lequel on peut évidemment multiplier
les deux membres d’une équation, sans altérer les condition :
qu’elle impose & I'inconnue. Il résulte de 14, que deux équations,
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qui ont les memes racines, ne peuvent différer que par un facteur ¢
constant.

178. PoLyNoMES IDENTIQUES. Une équation, du degré m, ne
, pouvant avoir plus de m racines, il en résulte que deuaw poly-
i nomes, du degré m, en X, ne peuvent étre égaux pour plus de m va-
: lewrs de cette variable, sans étre complétement identiques. Si, en ef-
fet, on égale leur différence & zéro, on obtiendra une équation,
du degré m, qui, si elle n’est pas identique, ne peut élre satis-

faile pour plus de m valeurs de la variable.

179. RaciNgs EcALES. Dans la démonstration que nous avons

donnée (175), rien ne suppose que les racines désignées par ‘

; a, b, c....k, I, soient différentes. Le nombre des racines distincles :

‘ d’une équation , du degré m, n’est done pas toujours effective-

, ment égal & m. On énonce cependant tous les théorémes, comme

s’il en était ainsi; et, pour en acquérir le droit, on dit qu'une

i racine a est double, triple ou quadruple, lorsque le facteur (z—a),

é qui lui correspond, figure deux, trois, quatre fois, dans le pro-
' duit qui est égal au premier membre.

§ IV. Racines imaginaires conjuguées.

180. TuhorEME. St une équation & coefficients réels, admet une
racine imaginaire o -++b y— 1, elle admel nécessairement, et un
mémenombre de fois, la racine conjuguée a — by—1.

Si Péquation X=0,

cst salisfaite par I'hypothése
-SG =a+b \/:-1—,

je dis que le premier membre X est divisible par (z —a)* - 0*.
Lffectuons, en effet, la division; le reste, devant é&fre de degré
moindre que le diviseur, sera de la forme mx-n; et I'on aura:

1] X = (o —a)* +-1'10+ ma +n,

m et n élant des nombres réels, puisqu’il n’a pu s'introduire
dans le calcul aucune expression imaginaire.
Si, dans les deux membres de identité [1], qui ecxisle, quel

SCD LYON 1




THEORIE GENERALE DES EQUATIONS. 161

que soit #, nous faisons # =a--by—1, le premier membre
sannule, pas hypothése. Il en est, évilemment, de méme de
(z —a)® -+ b*; et, par suite, on doit avoir :

0=m(a4by=T1)n,
ce qui exige : mo—+-n=0, mb=0;
et, par suite, puisque b n’est pas nul,
m=0, n=0.
On en conclut : X =[(x — a)* 4 b7]0.

Or (z—a)*+b* s'annulant pour e =a—b/—1, cette égalité
prouve, qu’il en est de méme de X.

Si X est divisible par (x—a—b\/:_f)z, c’est-a-dire si la ra-
_ cine @+ by/—1 est double, il faut que ( soit divisible par

(g; —a—~by— 1) ; on prouvera alors, comme on I'a fait pour X,
qu’il admel aussi le facteur (z— a)? + 0% et 'on aura :

X=[(@—aP+010i=|e—(a+by=T)['[s—(a—by=1)]:0,;

en sorte que la racine e —b/—1 se trouvera aussi deux fois
dans X. :

Si X admet trois fois la racine a-- by/=T, il doit &tre divisible
par (1—a—by=T1); et, par suite, Q, doit admettre le facteur

(@ —a—by=T). On prouvera alors, comme on I’ fait pour X
et pour Q, qu'il est divisible par (z —a)? 42", et que I'on a :

X={(z—a)+bT 0 =[e—(a+by—=T1)P[o=(a—by/=T)]Q,;

en sorle que laracine a — b /—1 est triple, comme sa conju-
guée.

Le méme raisonnement peut évidemment se continuer indé-
finiment; et, par conséquent, la racine o —p V—1 a le méme
degré de multiplicité que sa conjuguée.

Avre. sp. B, 11
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§ V. Relations ent-o les coefficients d’une équation et les racines.

4181. TaEOREME. Soit
$m+ Aiw"“i --I—- St +Am_1ﬂ3+Am_—" 0,

une équation, du degré m, dont nous supposons, pour plus de
simplicité, que le premier terme ait pour coefficient 'unité.
Nous avons vu, qu'en désignant par a, b, C....k, I, ses racines, on
a identiquement :

[1] ﬂ?m—{—Aiﬂ;m_i—l—- .a.—%“Am_iZ‘—l— Am
=(z—a)(@—"b) (®—¢) vz —E) (@ — 1)

Mais on sait qu’en effectuant le produit indiqué dans le second
membre, on aura (37) pour premier terme, 2™ ; pour second
terme, 2™t multiplié par la somme des seconds iermes —a,
— b....— I3 pour troisi¢me terme, "—* multiplié par la somme
des produits, deux a deux, de —a, —b, —c....— [, ou, ce qui
revient au méme, par la somme des produits, deux & deux, de a,
b, ¢....l, et ainsi de suite, en sorte que, si 'on représente par
Sa, Zab, Zabc la somme des racines, les sommes de leurs pro-

duits deux & deux, (roisa trois, etc., on a :
[2] (x—a) (z—D0)....(x—Fk) (@—1)
— g™ — g™13g - s 2Zab — g™ *Zabc 4 ... = abe.... ki,

le dernier terme- étant précédé du signe - ou du signe —sui-
vant que m est pair ou impair, En identifiant ce produit avec le
premier membre de I'équation [1], on conclut le théoreme sui-
vant :

Dans toute équation algébrique, dont le premier lerme a pour ¢oef-
ficient Uunité,

g LA™ 4. AT+ An=0,

le coefficient du second terme Ay est égal & la somme des racines,prise
en signe contraire.

Le coefficient du troisiéme terme As est égal & la somme des pro-
duits, deux & deux, des racines.
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Le coefficient dw quatriéme terme Ag est la somme de leurs produits
trois & irois, pris en signe contraire; et ainsi de suite.

Enfin, le dernier terme A, est égal aw produit de toutes les racines,
pris avec son signe ow avec un signe coniraire, sutvant que le degré
de U'équation est pair ow impair.

182. RemMARQUE L. Ce théoréme s’exprime par les équations
suivantes :

A=—(a4btc+ ...+ k1),
As=(ab+-ac+ ... be 4 ... + ki),
[3] Ay=—(abe+abd 4 ...d-acd 4 ...+ akl 4 ...),

A === abo kil

En considérant les racines comme des inconnues, nous avons
14 m équations distinctes, auxquelles elles deivent satisfaire.
Lorsque I'on connaitra quelques-unes des racines, ces équations
pourront faciliter la recherche des autres; mais elles ne peuvent
pas servir, en général, a la résolution compléte de I'équation
proposée. Si, en effet, on cherchait, par le moyen de ces équa-
lions, a déterminer une racine, a par exemple, il faudrait, pour
cela, éliminer toutes les autres; or, quel que soit le moyen
que l'on emploie, je dis que I'équation obtenue devra avoir
pour solution, non-seulement @, mais encore les autres ra-
cines b, ¢... k, 1. Si 'on remarque, en effet, que les racines
entrent absolument de la méme maniére dans les équations [3],
querien ne les y distingue les unes des autres, on conclura que,
si 'on parvient, par certains calculs, & éliminer toutes les ra-
cines, & I'exception de a, des calculs tout semblables auraient
pu éliminer toutes les racines autres que b, par exemple, sans
quily eat, danslerésultat, d’autre différence que le changement
deaen b : c’est donc la méme équation A laquelle a et b doivent
satisfaire; ef, comme on en peut dire autant des autres racines,
il est évident que I'équation en « doit avoir pour racines
a, b, ¢... K, I, et quelle ne doil, par conséquent (177), pas
différer de I'équation proposée elle-méme. Ceite conclusion
peut d’ailleurs se vérificr d’'une maniére hien simple. :
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Reprenons, en effet, les équations [3] :

' Air_—(a+b+0+---+]f -+ 1),

As= (ab -+ ac + ...),

i [3] Aa —_ — (abc + abd "l" ---)s

I s

Multiplions la premigre par a™*, la seconde par a™% la troi-
sidme par a”-%..., I'avant-derniére par a, la derniere par 1, et
ajoutons-les; on reconnaitra facilement, que 'on obtient ainsi
I'équation :

A=t LA™ Aot 4 Ap=—a",

qui n’est autre chose que 'équation proposée, dans laquelle z
il est remplacé par a.

185. Remaroue II. 11 ne faut pas affirmer, en vertu de ce qui
précede, que les équations [3] ne peuvent jamais conduire a la
résolution d’une équation algébrique. Il est prouvé seulement,
qu’en cherchant & atteindre ce but par I'élimination de (m —1)
des racines cherchées, on serait ramené a I'équation proposée
elle-méme ; mais on peut conzevoir d’autres maniéres de pro-
céder. Cherchons, par exemple, & déterminer les deux racines
il ' a et b de I'équation du second degré,

mZ"l"‘ A1$+Ag=0,
en faisant usage des relations :
au+b:-'"A1, ab‘zAg.

Formons le carré de la premiére équation, et retranchons-en,
membre & membre, la seconde équation, aprés avoir multiplié
tous les termes par 4; il viendra :

(a -+ b)* — hab = A — hA,,
ou (a— D) = A® —LAs;
d’olt a— b=z yA? —4A,.

Connaissant (¢ 0) et (a —0), on en conclut facilement a et b,
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§ VL. Théoréme sur les racines d’une équation.

184, Nous terminerons ce chapitre, en précisant davaniage
les conséquences que I'on peut tirer (170) de la substitution
de deux nombres différents dans le premier membre d’une
équation. )

TrEOREME. Si deuw nombres, « et B, substitués & x dans le pre-
mier membre dune équation algébrique X — 0, donnent des ré-
sultats de signes contraires, ils comprennent un nombre impair de
racines.

Il faut entendre que les racines multiples sont comptées un
nombre de fois égal & leur degré de multiplicité.

Soient a, b, ... p, les racines comprises entre « et B, Q le quo-
tient de la division de X par (z —a) (z — b)...(z—p); en sorte
que 'on a identiquement :

X=(@—a) (@—0)... (z—p) Q,

Q désignant le produit des facteurs qui correspondent aux ra-
cincs imaginaires et aux racines réelles non comprises enfre
« el B. Si 'on fait successivement, dans cette cgalité, o = a,
# =3, on aura :

Xa:.. (a-—ﬂ;} (G!——b) ven (05 —*P) Quy
Xy =(B—a) G—0)... (—1) O

X, Qu X, Qp désignant ce que deviennent les polynomes X, Q,
lorsque 'on y substitue 4 = la valeur « ou la valeur g. Par
hypothése, X, et X; sont de signes contraires : il doit donc en
ttre de méme des seconds membres. Or Q, et 0z sont de méme
signe : car, sans cela, 'équation Q = 0 aurait une racine, au
moins (470), comprise entre « et B. II faut donc que les pro-
duits
{ (a—a) (@—1D) ... (a—p),
(f—a) B—0)... (b—n),

soient de signes contraires; et, comme tous les facteurs du pre-
mier sont négatifs, et tous ceux du second positifs, il faut évi-
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demment gne le nombre de ces facteurs, et, par suite, le nom-
bre des racines a, b,...p, soit impair.

On verrait absolument de la méme maniére que, si deum nom-
bres donment des résultats de méme signe, ils comprennent un nombre

pair de racines (ce nombre peut étre zéro).

RESUMZS.

165. Forme générale d'une fonction entiére de . — 166. Toute fonction,
entiére et rationnelle, d’une variable a, varie d’une maniére continue.
—- 167. Il en est de méme de toute fonction, dont la dérivée ne devient
pas infinie. — 168. On peut toujours donner A& « une valeur assez
grande pour que la fonction prenne le signe de son premier terme. —
169. Signe d’une fonclion, de degré pair, ou d’une fonclion, de degré
impair, lorsque la variable regoit de grandes valeurs positives ou néga-
tives. — 170. Si deux nombres, a et b, substitués & m, donnent & f(ax)
des valeurs de signes contraires, 1’équation f{a) =0 admet, au moins,
une racine comprise entre @ et b. — 474. Méme théoréme, pour toute
équation dont le premier membre est une fonclion contmue de . —
172. Une équation, de degré impair, a toujours une racine réelle, de
signe contraire a son dernier terme. — 1'73. Une équalion, de degré
pair, dont le dernier terme est négalif, a au moins deux racines, I'une
positive, l'autre négative. — 474. On admet que toule équation a une
racine réelle ou imaginaire. —478. Toute équation, de degré m, a pré-
cisément m racines; el son premier membre est le produit de m facteurs
du premier degré. — 476. Un produit de facteurs imaginaires ne peut
¢tre nul, que si 'un des facteurs est égal a zéro. — 477. Deux équa-
tions, qui ont les mémes racines, ne different que par un facteur con-
stant. — 178. Deux polynomes, de degré m, égaux pour (m - 1) va-
leurs de la variable, sont identiques. — 479. Définition des racines
égales. — 180, Si (a1-by/—1) est m fois racine d’une équation, &
coefficients réels, il en sera de méme de (a — by/—1). — 181. Expres-
sion des coefficienls d'une équation, en fonction des racines. —
482. Les relalions ne peuvent pas conduire, par élimination, & la réso-
lution de I'équation. — 41835. Il ne faut pas affirmer que, par une autre
voie, il soit impossible qu’elles fournissent I'expression des racines. —
484. Si deux nombres, « et @, subslitués dans f(x), donnent des résul-
tats de signes contraires, ils comprennent un nombre impair de racines;
g'ils donnent des résultats de méme signe, ils en comprennent un nombre
pair, ou n'en comprennent aucune,
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EXERCICES.

I. Trouver le maximum du produit #(p —«?*), lorsque & varie de 0 & p-
En conclure les conditions, pour que I’équation

@ (p—a')=q
admette deux racines positives.

On trouve Ia condition 4p® > 27 ¢

II. Chercher les conditions, pour que I’équation

o™ —pa" 4+ q=0
admette deux racines positives.

On trouve la condition

nn (m Sk ﬂ)m'"jlm > mn qm-n_
III. L'équation

A B

G
w—a—f-x—b_'—cu_—-_c el

L

AR

admet m racines réelles, si a, b, ....J représentent m nombres distincts.
On applique le théoreme (1% 0).
1V. Si ’équation =
o™ — Ag™ 4 Bp2 — Cg3 4 Dam~f— ,, ., —=0.

a toutes les racines réelles, on a, nécessairement :
A’—2B >0,
B*—6AC+2D >0,

G?—2BD+42AE—2F >0

. el e e el e eie e

On le démontrera, en posant y=2%; et en remarquant, qu'aprds avoir rendu
I'équation en y rationnelle, les coefficients de celle-ci doivent tre alternative-
ment positifs et négatifs.

V. Si oy, o, .... 0, 500t 7 racines de Péquation

om o AP At 4 AL =0,
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|
les (m — n) antres racines satisfont a I'équatioin [

i " - (Ag 4 Zo)a™ 7 - (Ay + AZoy + Zoyon) gmond
4 + (As 4 AsZoy A Zeyen + Bouonos)a™ "3 4....=0;
i
i

Zoy , Zeyers, Zeyonyy désignant la somme des racines, les sommes de leurs pro-
i duits deux & deux, trois 4 trois, efc., en comprenant, dans ces sommes, les
produits ot la méme racine figure plusieurs fois,

i On applique le théorcme (LS1).
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CHAPITRE II.

THEOREME DE DESCARTES. — THEOREME DE ROLLE.

§ I. Théoreme de Descartes.

485. DeErmniTioN. Le but de ce paragraphe est la démonstra-
tion d’un théoréme céléhre, qui permet d’assigner, a la seule
inspection d’une équation algébrique, une limite supérieure du
nombre des racines positives qu’elle peut avoir.

La démonstration de ce théoréme repose sur un lemme, que
nous établirons d’abord.

Lorsque deux lermes consécutifs d’un polynome sont de si-
gnes confraires, on dit qu’ils présentent une variation de signe :
lorsqu’ils ont le méme signe, on dit qu’ils présentent une perma-
nence.

186. LemmE. Si Pon multiplie par (x — «) un polynome ra-
tionnel et entier, ordonné suivant les puissanees décroissantes de x,
les coefficients du produit, considérés & partir du premier, présentent
aw moins une variation de signe de plus que ceux du multiplicande.
On suppose, bien entendu, dans P'énoncé précédent que o dé-
signe un nombre positif.

Soit  (#) le multiplicande considéré. Supposons, pour fixer
les idées, que son premier terme ait un coefficient positif; dé-
composons ce polynome en groupes de termes, dans chacun
desquels tous les coefficients aient le méme signe. Le premier
groupe se composera du premier ferme ct de tous les termes
positifs qui le suivent sans interruption ; le second groupe com-
mencera au premier terme négatif, et comprendra tous les
lermes négatifs compris entre celui-1a et le premier des termes
positifs qui viennent aprés; ce {erme sera le premier du troi-
siéme groupe, el ainsi de smite ; il est bien entendu que chaque
groupe peut ne contenir qu'un seul terme. Kcrivons le premier
terme de chaque groupe :

[ o« Aemtt.—PoP—— . (ot

—Rat— — ... = Uzt =E... £V,
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les termes,. que I'on n’écrit pas, étant tous de méme signe que
le premier terme cécrit & leur gauche, et qui commence le
groupe auquel ils appartiennent. Il est bon de remarquer, que
tous les termes écrits servent de commencement & un groupe,
4 I'exception du terme== V, qui termine, au conlraire, le groupe
auquel il appartient.

Multiplions, actuellement, le polynome ainsi écrit par le mul-
tiplicateur (z—a); et altachons-nous seulement A former, dans
le produit, les termes en g™+, gr+!, g+t it pitt Setiean
outre, le dernier terme == V.

On verra tout de suite :

Que le coefficient du terme en ™+ est positif;

Que le coefficient du terme en 2+ est négatif;

Que le coefficient du terme en 2+ est positif;

Que le coefficient du terme z*H a le signe ==, ¢’est-a-dire le
meme signe que celui du terme en 2* dans le multipli-
cande.

Le terme enz™*, dans le produit, provient, en effet, du produit
de Az™ par z.

Le terme en «*** provient du produit — Pz?+ de — Pz? par &,
et du produit, par — «, du terme qui précéde immédiatement
— Pa®; or, ce terme ayant, d’aprés nos conventions, un coeffi-
cient positif, son produit par — « aura un coefficient négatif, qui,
ajouté & — P, coefficient de — Pz, donnera nécessairement
une somme neégative. Le terme en 2% provient du produit
-+ Qz*** de - Qa? par &, et du produit, par — a, du terme qui
précede immeédiatement 0x?; or, ce terme ayant, d’aprés nos
conventions, un coefficient négatif, son produit par — « aura un
coefficient positif, qui, réuni & 4 Q, coefficient de—-Qz**, don-
nera necessairemant une somme positive.

La démonstralion estla méme pour les termes snivants.

Ajoutons que le -dernier terme dun produit, provenant, sans
réduction, du prodnit de. == V. par — «, aura nécessairement le
signe =, en sorte que le produit peut s'écrire

[2] Ao+t .= Plart .. 4 Qat+ .. — Rigt,, U ... == Va;
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P, Q, R, T, . ..désignant des nombres positifs, et les termes
non écrits ayant un signe incertain.

Or, a I'inspection de ce produit [2], on voit qu'il a au moins
une variation de plus que le multiplicande [1]. En effet : de
Agmtt 3 — P'gP+t nous avonsau moins une variation; et il n’y
en a quune dans la partie correspondante du multiplicande.
De — P’z & - g%+, nous avons au moins une variation ; et
il 0’y en a quune dans la partie correspondante du multipli-
cande. Nous continuerons le méme raisonnement jusqu’an terme
== U'z*+; et nous verrons qu’il y a, jusqu’a ce terme, autant de
variations de signe, au moins. dans le produit, qu’il y en a en
tout dans le multiplicande. Mais, aprés le terme == U'z*+, le
produit présente encore, au moins, une variation, puisque ce
terme n’a pas le méme signe que le dernier terme == Ve; et,
par conséquent, il y a dans le produit, au moins, une varialion
de plus que dans le multiplicande. C’est précisément ce qu’il
fallait démontrer.

187. REMARQUE. Si le premier groupe du produit [2], de
Agm+ 4 — Plgr+t) offre plus d'une varialion, il en présente un
nombre impair, puisque ses lermes extrémes n’ont pas le méme
signe. Donc le nombre des variations introduites, par la multi-
plication, dans cette partie da produit, esl pair. Il en est de méme
du nombre des variations introduites dans chaque groupe, jus=
qu'au dernier exclusivement. Mais ce dernier groupe, qui ne
présentait aucune variation dans le mulliplicande, en présente
dans le produit un nombre impair. Donc, le nombre lotal des
variations iniroduites esi impair.

188. LiMITE SUPERIEURE DU NOMBRE DES RACINES POSITIVES
D'UNE EquaTIon. Supposouns actuellement que l'on considére
une équation algébrique

¢ (2)=0;

et soit f(x) le produit des facteurs simples, qui répondent aux
racines négatives ou imaginaires de cette équation; de telle
sorte qu'en nommant o, B, ¥, . . . les racines positives, on ait:

¢ (2) =1(@) (z—o) (@ —f) (@—1). i
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D’apréslelemme précédent, le produil f(z) (z—«)admet au moins
une variation de plus que f(2) : le produit f(z) (z — «) (z—p)
en admet une, au moins, de plus que le précédent, et, par
suite, deux de plus que (@) : f(x) (x—«) (—B) (x—1x) en
admet au moins trois de plus, et.ainsi de suite ; et, par consé-
quent, lors méme que f(z) aurait tous ses termes de méme signe,
le produite (z) a autant de variations, au moins, qu’il y a de
racines e, B, y,....

Si toutes les racines de ¢ (z)=0 étaient positives, on suppo-
serait f(z) = 1; et la conclusion n’en subsislerait pas moins.

On peut donc énoncer le théoréme suivant:

Une équation algébrique,
9 (x) =0,

dont le premier membre est une fonction rationnelle et enticre de X,
ne peut pas avoir plus de racines positives qu’il W'y a de variations
de signes dans les coefficienis de 9 (x).

C'est 1a le théoréme connu sous le nom de régle des signes de
Descartes.

189. LiMITE SUPERIEURE DU NOMBRE DES RACINES NEGATIVES.
Soit

[1] cp(:t:):O,

une equation algébrique. Si — o désigne une racine négative de
celte équation, on a :

¢(—a)=0;
et, par suite, z = -~ « est racine de I'équation
- [2] ¢(—z) =0,

obtenue en changeant, dans la proposée, # en — «. Cette équa-
tion [2] admet done, pour racines positives, les racines néga-
tives de 'équation [1]; et, par suite, en lui appliquant le théo-
réme de Descartes, on aura une limile supérieure du nombre
de ces racines négatives. Une équation ne peut done avoir plus de

racines négatives qu'il 0’y a de variations dans le premier membre
de sa iransformée en — x.
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190. ReMARQUE. Le théoréme de Descartes fournit une limite
supéricure du nombre des racines positives ou négatives, que
peut avoir une équation. Mais il arrive souvent que cette limite
n’est pas atteinte, et que le nombre des racines positives, par
exemple, est moindre que le nombre des variations du premier
membre.

On peut démontrer seulement que, si ces deuzr nombres son
différents, leur différence est loujours un nombre pair.

En d’autres termes, si une équation @ un nombre pair de varia-
tions, elle a aussi un nombre pair de racines positives; et, si elle a
un nombre impair de variations, elle a un nombre impair de ra-
cines Posilives.

Remarquons, pour le prouver, qu'une équation, qui a un
nombre pair de varjalions, a évidemment son dernier terme
positif; par suite, en faisant =0 et 2=, on aura des ré-
sultats de méme signe; le nombre des racines positives est done
(184) pair. Si le nombre des variations est impair, le dernier
terme est négatif; 2 =0, subslilué¢ dans le premier membre,
donne donc un resultat négalif; z = « donne toujours (168)
un résultat posilif; et, par suite (184), entre 0 et 0, il y a un
nombre impair de racines posilives.

191. LiuTE INFERIEURE DU NOMBRE DES RACINES IMAGINAIRES.
Il arrive souvent que I'applicalion de la régle de Descartes rend
certaine I'existence de racines imaginaires. Si, en effet, le
nombre possible de racines positives, ajoulé au nombre pos-
sible de racines négatives, forme une somme moindre que le
degré de I'équation, il faut bien qu’il y ait des racines imagi-
naires.

Soit, par exemple, I'équation

2t 52° 4 20 —1=0;
son premier membre n'a qu'une variation; elle ne peut donc
avoir qu’'une seule racine positive.

Si on change @ en — =, la transformée est;

at— 52 — 2 —1=0,
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qui n’a aussi qu'une variation, et qui ne peut avoir, par suite,
qu'une racine positive. La proposée ne peut donc avoir que
deux racines réelles; et elle a, par conséquent, au moins, six
racines imaginaires,

On peut remarquer que les deux racines, que la régle de
Descartes indique comme possibles, existent certainement dans
ce cas; I'excés du nombre des varialions sur le nombre des ra-
cines posilives étant, en effet, pair (190), il faut bien qu'il soit 0,
dans le cas ol il n’y a qu’une seule variation.

§ II. Théoréme de Rolle.

192. TrEoruME. Deux racines réelles conséculives a et b, d'une
équation ¢ (x) =0, comprennent aw moins une racine réelle de la
dérivée o' (x) =0.

En effet, si I'on fait varier # depuis a jusqu’a b, ¢ (x) part de
zéro pour revenir a zére; cette fonction, qui est continue, va
done d’abord en augmentant, pour diminuer ensuite; ou bien,
elle commence par diminuer, pour aller ensuite en augmen-
tant. Dans les deux cas, la dérivée change de signe; et comme
elle est continue, elle passe par zéro, pour une valeur de z com-
prise entre a et b. Cest ce qu’il fallait démontrer.

Comme la fonction peut subir, entre a et b, plusieurs alterna-
tives d’aceroissement et de diminution, la dérivée peut s’annuler
plusieurs fois dans I'intervalle. Il peut done y avoir plusieurs ra-
cines de la dérivée comprises enire deux. racines consécutives de la
proposée.

Ce théoréme est vrai pour toute équation dont le premicr
membre est une fonction continue de @, quand sa dérivée elle-

méme est continue.

195. CoroLLAIRE. Il résulte de la que deux racines consécu-
tives de la dérivée peuvent ne comprendre aucune racine de la pro-
posée, mais quelles n'en comprennent jamais plus d’une. On voit,
en effet, d'une part, que, si deux racines consécutives «, b de
la proposée comprennent plusieurs racines a', v, ... de la déri-
vée, ces racines «/, b’ de la dérivée ne comprennent pas de ra-
cine de la proposcée : et 'on voit, d’autre part, que si deux ra-
cines consécutives ¢/, o' de la dérivée comprenaient plusieurs
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racines a, b,... de la proposée, ces racines a, b de la proposée
ne comprendraient pas de racines de la dérivée : ce qui n’est
pas possible.

19%4. NOMBRE DES RACINES REELLES D'UNE EQUATION. On con-
clut de ce qui précéde, que, si ’on sait trowver les racines de la
deérivée, on pourra compier le nombre des racines réelles de la pro-
posée. Soient, en effet, a', V', ¢,... I/, les racines réelles de la
dérivée, rangées par ordre de grandeur : substituons successi-
vement & x, dans le premier membre de la proposée, les
nombres

— o, a, b, ¢y Uy o

Si deux substitutions consécutives donnent des résultats de
signes contraires, il y a, dans lintervalle correspondant, une
racine au moins de la proposée (170) et une seule (193).
Si les résultats sont de méme signe, il n’existe dans l'intervalle
aucune racine de la proposée; car il ne saurait sen trouver
plus d’une (193). Ainsi chaque changement de signe, dans les
substitutions successives, prouvera l’existence d’'une racine
réelle de la proposée.

Silon désigne par n le nombre des racines réelles de la dé-
rivée, (n--1) sera le nombre desintervalles; et par suite (n--1)
sera la limite supérieure du nombre des racines réelles de la
proposée. ;

On voif encore que, si une équation a foutes ses racines
réelles, sa dérivée a aussi foutes ses racines réelles; car les
m racines réelles de la proposée fournissent (m— 1) intervalles,
dans chacun desquels doit se trouver, au moins, une racine de
la dérivée (qui n’a que m—1 racines.) La réciproque n’est pas
yraie.

193. APPLICATION A L'EQUATION DU TROISIEME DEGRE. Sil'on
considére, en partliculier, I’équation du ftroisieme degré, sous
la forme simple

@+ pr+q =0, -
on remarque que, pour qu’elle ait ses trois racines réelles, il

faut d’abord que sa dérivée, 32 -+ p =0, ait ses deux racines
réelles; car si celles-ci étaient imaginaires, la proposée ne pour-
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rait avoir (194) plus d’une racine réelle. Il faut donc que p soit
i négalif; et alors les racines de la dérivée sont :

cip
=== — 20
o=t/

11 faut, en outre, qu’en substituant successivement & @, davs le
premier membre de la proposée,

i —\/jé +\/js L

chaque substitution améne un changement de signe (194). Or,
la substitution de — e rend 'expression négative, et celle de
-+ o Ja rend positive; il faut done, et cela suffit, que 'on oh-
tienne le signe - en substituant la plus petite racine de la dé-
rivée, et le signe — en substituant la plus grande. Or, le pre-
| mier membre z® 4 px + ¢ peut se metire sous la forme
b @ (a*+ p) + ¢. Les condilions nécessaires et suffisantes sont
donc fournies par les inégalités :

“Jl | —\/;—?g(—%+p)+q>9, —Q.gp\/:;.-;-—l—q>0,

| e ou S
b Dl /o

i \/ 3( 3+p)+q<0, 5\ gl
Distinguons deux cas : 1° Si ¢ est positif, comme p est négatif,

Ja premiére inégalité est nécessairement vérifiée; quant a la
seconde, on peuf I’écrire ¢

. —
g<—F \/—-%’;

W ¢t, comme les deux membres sont positifs, on peut les élever
i au carré (I, 208); etlona:

r<—, o B)+(@'<o. 1
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2° Si ¢ est négatif, la seconde inégalité est nécessairement
vérifiée. Quant & la premiére, on peut I'éerire :

90 R

ou, en élevant au carré les deux membres qui sont positifs,
0 %, ou encore (f) 3—{- (5’)2 0 [1]
~ar =0 3 s

Telle est donc [1] la condition nécessaire et suflisante, pour
que I'équation du troisieme degré ait ses trois racines réelles.
(Cette condition, on le voit aisément, comprend la premiere
p<<0.)

RESUME,

185, Définition des variations et des permanences. — 186. Si 'on multi-
plie un polynome entier en o par (x—ua), « étant positif, le produit a,
au moins, une variation de plus que le multiplicande. — 187. Le nom-
bre des variations introduites est impair, — 188. Le nombre des ra-
cines posilives d’'une équation ne peut surpasser le nombre des varja-
tions de son premier membre. — 189, Limite supérieure du nombre
desracines négatives. — 190. L'exces du nombre des variations sur le
nombre des racines positives est un nombre pair. —491. Limite infé.-
rieure du nombre des racines imaginaires. — 492. Deux racines réelles
consécutives d’une équation comprennent, au moins, une racine réelle
de la dérivée. — 193. Deux racines réelles consécutives de la dérivée
peuvent ne comprendre aucune racine de la proposée; elles n’en com-
prennent jamais plus d’une. — 194. Lorsqu’on sait trouver les racines
de la dérivée, on peut compter les racines ~delles de la proposée. Pour
qu’une équation ait loutes ses racines réelles, il faut que sa dérivée ait
toutes ses racines réelles; mais cela n'est pas suffisant. — 193. Con-
dition pour que I'équation du troisidme degré ait ses trois racines
réelles,

.EXERCICES.

L. Lorsqu’une équation algébrique, de degré m, & coefficients réels, est com-
pltte, c'est-a-dire, lorsque son premier membre contient toutes les puissances
de z, depuis la puissance m Jusqu’a la puissance z¢ro, si toutes ses rucines sont
réelles, le nombre des racines 'positivcs est égal au nombre des variations, et le
nombre des racines négatives est égal au nombre des permanences.

ALG. sp. B. 12
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11, Si une équation incompléte, de degré m, contient' n termes, le nombre
des racines réelles ne peut surpasser (2n—2), si m est pair, et (2n—23), st m
est impair.

On applique les théortmes (188 et 189), pour ces deux exercices.

111, Si, dans une équation incompléte, il manque un nombre pair de termes
entre deux termes de méme signe ou de signes contraires, ’équation a, au moins,
autant de racines imaginaires qu’il y a de termes manquants.

1IV. Si, dans une équation incompléte, il manque un nombre impair de termes
entre deux termes de méme signe, il y a, au moins, autant de racines imagi-
naires qu'il y a de termes manquants plus un, Tt si les deux termes, qui com-
prennent la lacune, sont de signes contraires, il y a, au moins, autant de racines
imaginaires qu'il y a de termes manquants, moins un.

V. Lorsqu’une équation incompldte a toutes ses racines reelles, il ne peut
manquer de ferme entre deux termes de méme signe; et il n’en peut manquer
plus d'un entre deux termes de signes contraires.

VI. Lorsqu’une équation incompléte a toutes ses racines réelles, le nombre

des racines positives est égal au nombre des variations; et le nombre des racines
négatives est égal au nombre des permanences, augmenté du nombre des

lacunes. ‘
on applique, pourles exercices IIT, IV, V, VI, les théorémes (188),
189 et 191).
VII. Deux racines consécutives d’une équation comprennent toujours un nom-

hre impair de racines de la dérivée, pourvu que I'on compte pour deux chaque
racine double que peut avoir la dérivée, pour trois chaque racine triple, efe.

On étudie les variations du premier membre de Iéquation (192).
VIII. Si I'on a une équation
am 4+ A@mt 4 A2 L A 4+ A,=0,

et que l'on multiplie respectivement ses termes par a, a+b, a+2b,...
a4+ (m—1)b, a+mb (a et b étant des nombres positifs), on forme une équation
nouvelle, qui a une racine comprise entre deux racines consécutives de la pro-
posée, excepté entre la plus petite racine positive et la racine négative qui la

précede.
On applique le théoreme précédent (VII).

IX. Si dans une équation f(z)=0, on change # en —a, le nombre des varia-
tions, tant de la proposée que de la transformée, ne peut étre supérieur au degré
de 1'équation et, quand il lui est inférieur, la différence est un nombre pair.

On examine comment la suppression de certains termes, dans Péquation, in-
flue sur le nombre des variations. -
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X. Si une équation, de degré m, présente v variations, elle a, au plus, (m—uv)
racines négatives. {

Corollaire du théoréme IX,

XI. 8'il arrive, qu'en multipliant le premier membre d'une équation par
" (v—a), on introduise (2v 4 1) variations, I'équation proposée a, au moins,
. 2v racines imaginaires.

Application des théordmes X et 191.
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CHAPITRE III.

THOEORIE DES RACINES EGALES.

§ I. Facteurs communs & deux polynomes.

196. DEFINITION DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR ALGEBRIQUE.
Nous avons vu (178), qu’une fonction entieére de la variable
peut tounjours se décomposer en facteurs du premier degré, de
la forme (2 — «), « désignant un nombre réel on une expression
imaginaire indépendante de m. La décomposition ne peut se
faire que d’une seule maniére ; et chaque polynome admet seu-
lement un nombre de facteurs égal & son degré. En général,

deux polynomes différents admeltront des facteurs inégaux; et

ce sera seulement dans des cas particuliers, qu’ils en auront un
ou plusieurs de communs. K est imporlant, dans plusieurs re-
cherchesd’algébre, de savoir décider, si deux polynomes donnés
se trouvent précisément dans un de ces cas, et quel est alors le
produit des facteurs communs, que 'on nomme plus grand
commum diviseur des deux polynomes.

197. RECHERCHE DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX
poLYNOMES. Soient ¢ (z) et o, (z) les deux polynomes, ordonnés
suivant les puissances décroissantes de . Supposons ¢ (z) de
degré supérieur a ¢ (z), et divisons le premier de ces polynomes
par le second. Soient () le quotient et ¢,(z) le reste; on aura:

9(2) = Q94(z) + 92(2);

et cette égalité prouve, que le produit des facteurs communs a
o(x) et & ¢,(z) est le méme que celui des facteurs communs a
¢1(x) et & 95(z).

Soit, en effet, (z —«) un facteur commun & ¢(z) et & ¢4(z), qui
figure p fois dans chacun de ces deux polynomes ; ¢(z) et o,(x)
étant divisibles par (z — «)?, la somme ¢(z) et I'une des parties

~ Qgi(z) admettent évidemment ce diviseur; il en est, par suite,

de méme de I'autre partie de la somme, cest-d-dire de v,(z).
On verra de méme, que, si 94(x) et o,(z) admettent p fois un
facteur (x —«),il en sera de méme de ¢(z).
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Il est hien entendu que, dans ce qui précede, on peut avoir
=1l

D’aprés cela, les facteurs communs & ¢(z) et & ¢,(z) sont les
mémes que les facteurs communs a 9,(z) et & ¢,(2); ils doivent
étre pris, dans les deux cas, avec les mémes exposants; et, par
suite, le plus grand commun diviseur de o () et de g,(z) est le
méme que celui de 9:(z) et de ¢,(z).

On rameénera, de la méme maniére, la recherche du plus
grand commun diviseur de ¢,(x) el de g(z) & celle du plus
grand commun diviseur entre ¢,(z) et le reste ¢,(z) de la divi-
sion de ¢4 par ¢,. On continuera ainsi & subslituer aux poly-
nomes proposés d’autres polynomes, dont le degré ira sans cesse
en diminuant; et lorsqu'on parviendra & une division qui se fera
exactement, le divisewr de celle derniére opération sera le plus grand
commun divisewr cherché.

Sil’'on parvient & un reste numérique, avant d’avoir rencontré
une division qui réussisse, les polynomes proposés n’ont aucun
facteur commun, et il n’y a pas de plus grand commun di-
viseur.

198. RemArQUE. En cherchant le produit des facteurs com-
muns & deux polynomes, on ne se préoccupe aucunement des
facteurs numériques, On peut done multiplier I'un des polyno-
mes donnés, ou 'un quelconque des restes obtenus dans 'opé-
ration par ‘un facteur numérique quelconque. On profite
souvent de cette remarque, pour éviter l'introduction des dé-
nominateurs numériques. Il suffit, pour cela, de multiplier les
dividendes successifs par le coefficient du premier terme du
diviseur; et I'on doit prendre cette précantion, non-seulement
pour les fonctions successives o, ¢1, @2, 93,..., qui servent suc-
cessivement de diviseurs, mais aussi pour les dividendes partiels,
qui se présentent dans le cours de chaque division,

Supposons, par exemple, quen divisant ¢(z) par ¢,(z), on ait
frouvé au quotient un certain nombre de termes, dont nous re-
présenterons I'ensemble par Q.

Soit Y(z) ce qui reste du dividende, lorsqu’on en a retranché
le produit de (), parle diviseur; ona:

g(r) = Qupa(2) + Y(2)
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et I'on prouvera, comme au n° 197, que les facteurs communs
a o() et & ¢,(z) sont les mémes que les facteurs communs & ¢(z)
et & ¢(x), et, par suite aussi, que les facteurs communs & &(z) et
a ¢1(z), k étant une constante quelconque. Il est donc permis de
continuer I'opération, aprés avoir multiplié le dividende partiel
¥(x) par un facteur numérique k.

On peut aussi diviser I'un des polynomes ou I'un des restes,
par un diviseur numérique qui serait commun.

199, ExempLE L. Soit & chercher le produit des facteurs com-
muns aux deux polynomes:

(0" —32° |- 48— ha? |- 1297 —4&,
2t — 6a° - 322 — 3z - 1,

Voici le tableau des opérations :
¢(z)= a7’ —3a8+ a8 —bLa4 120—4,
oi(z) =20 — 623+ 322—3a + 1.

Premiére opération partielle.

Prod* du div® par 2... 2%’—6x°+2x5—8a:9+'2w—8 | 2@i—62°+-32°—3u-L 1

2'— 6254305 —3x'+ ot —z
— 2433 — o*— Ba’-2hr— §
Prod* du reste par 2... —2w5 461 —22'—1 627+ 483—16

— 25 65'—3a74 a2 — &
o’—192*4-495—16

Deuxiéme opération partielle,

2t— 63’ 32°— 3wl [$“—1912+1’l9m—-16
20i—382%4 9827— 32w 2u+32

32a°— 952+ 20241
320°—6082%+15682—512
- 513w —153%90+513
Quotient du reste par 513.., a*— 3a-41

Troisiéme opération particlle.
&*~—195%490—16 | &= 3r+1
©’— 3224 o a—16
_—16a7+482—16
—162*4+-482—16
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Ainsi dong, le produit des facteurs communs est (z* — 3z - 1);
etlon a:

*

o(n) = (22— 8o 1) ( P —1),
#(2) = (@ — 33+ 1) (20 + 1).

On remarquera (que, dans les opérations précédentes, le poly-
nome ¢(z) et le premier reste de la premiére division ont été
mullipliés par 2, et que le reste de la seconde division a éLé di-
visé par 513. Cette introduction et celte suppression de facteurs
numériques sont permises, comme on I'a remarqué plus haut,
quoiqu’elles changent les quotients successivement obtenus.
Ainsi, par exemple, en divisant ¢() par ¢,(z), sans faire usage

Gea : ; ; il
de ces simplifications, on trouverait pour quotient {2 —3),au

lien de (#* —x) que nous avons obtenu; mais, les quotients n’é-
tant d’aucun usage, cela n’a pas d’inconvénients.

Exempri II. Considérons, pour second exemple, les deux po-
lynomes :

{cp(m)“—-mﬁ — 49g* - 672 |- 1022 — 252 — &,
oy(2) = 22® — 18z* 392 — 252% - & 1.

Voici le tableau des opérations:

plig — 98a% 13407+ 2022 —502— 8 l 255—18x% 3923 —2ba?+-a4-1
2°—1825+4 39xi— 250°+ a4t @ z+9
1825—137214-1592°4- 192*—Hla— 8
1825—16224--35612°—22562*4 9z 9
2545 —1920°+- 2442 — 602—17

0vS~— 45025 97503 — 625x*4 26w 25 | 261 —1922° 4 24422 —602—17
05— 384ai+  488x°— 1202°— 34w 25— 66
— (6294 487ad— BOHx?+4 59z 25
—16502+1217553—1262502 14752+ 625
—16502¢4126722°—1610422 4396021122
— 497w’ 347922—2485x— 497
—_ w3 T2'— br— 1

2508 —19223 42445 —600—17 E w3—"Tw?-he4-1
2558 —17523+41250°—25x 20w —11

— 172341192 —852—17

— 17234 11922—8562—17

»
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Le produit des facteurs communs est donc (z°— T2+ 55 --1);
€L, en divisant par ce produit les deux polynomes o(z) et ¢i(z),

on aura:

¢@) = (2* —72*+ ha + 1) (24 72— 55 —4),
(%) = (@® — 72 b2 4 1) (222 — ha - 1).

Nous remarquerons, comme plus haut, que diverses simpli-
lications ont été apportées aux divisions précédentes. Dans la
premiere on a mulliplié le dividende par 2. Dans la seconde,
le dividende a été multiplié par 25, ainsi que le premier divi-

dende partiel ; le reste a ét¢ divisé par 497.

Exemeie II1. Nous chercherons encore Je plus grand commun

diviseur entre les deux polynomes :

[q}(ﬂ?} =’ — 72° 4 150" — 402 4 48 2 — 16,

o(2) = 62° — 352" | 602® — 80z - 48.

Voici le tableau des opérations :

625—420°+ 9024 — 24022+ 288z — 96 I 62°—352°4-60x"— 802448

6x°—352°4- 60z'— 802+ 48z r—7
— 10+ 308'—10622+ 240z— 96
—42a5 4 1800 —7602*+14402—576
—4205 425504 — 49023+ 5600—336
- —65% +4200%— 96022+ 8805—240
—132%4- 845 —1922°4 176z— 48

T8r*—Aa550 4 7802 — 1040z + 624 | 132 —84x?4-1924"—1762 48

T80°—504a54-115223— 1056424 288z 6x459
+ 492%— 372202+ 105622— 132824 624
63701 —4836254 1372802 —1 1264248112
6372 — 4116234 94082 — 86242042352
— 12004 43200°— 8640245760
—_ = 62*— 1224 8

132 —84a? 19202 —176w}-48 ' o —612-120—8
1323 —783 - 156202—1042 132—6
— 623+ 362*— 7448

— 60+ 362°— 720448
D

Donc le facteur commun est 2* — 622 -+ 12z — g,

SCD LYON 1



s

THEORIE GENERALE DES E(QUATIONS, 185

Dans ces divisions, on a introduit et supprimé, comme dans
les précédentes, des facteurs numériques, que le lecteur, suffi-
samment averti, apercevra sans peine.

§ II. Racines communes & deux équations.

200. MoYEN D'OBTENIR LES RACINES COMMUNES A DEUX EQUATIONS.
La théorie qui précéde permet de ramener la recherche des
racines communes i deux équations, & la résolution d’une équa-
tion qui ne contient plus qu’elles seules, et qui est, par consé-
quent, de degré moindre que les proposées. Il est clair, en effet,
que le produil des facleurs communs & deux polynomes, élant éqgalé
@ zéro, donmera précisément les racines qui les annulent un et
Pauire.

Soient, par exemple, les équations :
a4 — 491" 4 672* 4 102* — 25 — L =0,
2z% — 182} 39z* — 252 L2 - 1 =0;

on avu (199, exemplell), que le produit des facteurs, communs
a leurs premiers membres, est :

o — Tgt - 55 4 1;

et, par suite, les racines communes s’obliendront en résolvant
I'équation du troisiéme degré
o —Tx* 4 bx 4 1= 0.

Cette équation a évidemment pour racine = 1: son premier
membre est donc divisible par (z -~ 1). Le quotient, #*— 6z—1,
¢galé a zéro, fournira les deux autres racines communes,
= 3= \/ 10.

§.III. Des racines égales.

201. BUT DE LA THEORIE DES RACINES EGALES. Les procédés,
employés pour la résolution des équations numeériques, exigent
que ces équalions n’admettent pas de racines égales. Ilest done
essentiel de résoudre les deux queslions suivantes.
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1° Une équation algébrique élant donnée, reconnaitre si clle
a des racines égales,

2° Une équation ayant des racines égales, ramener sa résolu-
tion & celle de plusieurs autres équations, de degré moindre, et
dont les racines soient inégales.

202, MoYEN DE RECONNAITRE SI UNE EQUATION A DES RACINES
keALEs. On dit qu'une équation, ¢(z) =0, admet » fois la racine
a, lorsque ¢ (2) est divisible par (z — a)". Le théoréme suivant
e}xprlme les conditions nécessaires et suffisanles, pour qu il en
soit ainsi.

TurorkME I, Pour qu'un nombre a soit n fois racine d'une
équation algébrique o(X)=0, il esl nécessaire el suffisant que,
substitué ¢ X, il annule la fonction ¢ (%) et ses (0 — 1) premiéres dé-
rivées.

On a, en-effet, identiquement ¢
& =0} (r—aj},
et, par suite, o(@) =9 [a+ (z—a)].

En développant 9 [a—- (z — a)] par laformule générale donnée
(110),0n a :

s =3@+E2 0—) + LD ooyt 2O (o aye

+ b 15 (g —ap

A la seule inspection de cette formule, on voit que la condi-
tion énoncée est suffisante. Sil'on a, en effet, ¢ (¢) =0, ¢’ (a) =0,
o"* (a) =0, tous les termes quirestent dansle second membre
contiennent (x— a)* en facleur; et o(x) est, par conséquent,
divisible par (z — a)*.

Je dis, de plus, que cette condition esl nécessaire; supposons,
en effet, que ¢(z) élant divisible par (z—a)", et ¢*(z) élant la
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premiére des dérivées de ¢ (#) qui ne s'annule pas pour # = a,
on ait p<<n; 'équation précédente deviendra :

2= 1?;%.)33(”_“)”‘ 12?”(1;3({—?- me=t

b 1L (@l

m

Si I'on divise les deux membres par (z—a)?, il viendra :

*(a) g+ (a)
1_%— T2 D sk e
égalité impossible; car ¢(x) renfermant, par hypothése, (z—a)”
en facteur, et n élant plus grand que p, le premicr mewmbre
gannule pour .= a, et le second prend une valeur différente de
o’ (a)
On peut déduire du théoréme précédent les conditions sui-
vanles.

1, ( a)

— )P,

z6ro, savoir :

205, TaroriME II. Pour quun nombre a soit n fois racine
d'une équation algébrique o(x) =0, il est nécessairs et suffisant que,
substitué @ x, il annule le polynome o(x), et qu'il soil, en outre,
(n— 1) fois racine de Uéquation dérivée ¢' (x)=0.

1l résulte, en effet, du théoréme précédent, que les conditions
nécessaires et suffisantes sont exprimées par les équations :

9(@)=0, ¢'(6)=0..., ¢"*(a)=0,

dont les (n— 1) dernidres expriment, que a estracine de I'équa-
tion ¢' ()= 0 et de ses (n—2) premitres dérivées; et, par suite,
en vertu du méme théoréme, que a est (2 —1) fois racine de -
Péquation ¢'(2)=0

204, RemMARQUE. Il résulte du théoréme précédent, que, si on
décompose le premier membre d’'une équalion et sa dérivée en
facteurs simples correspondants a-leurs diverses racines, a cha-
que racine multiple @, entrant n fois dans 1'équation, correspon-
dront, dans la dérivée, (n—1) facteurs égaux & (z—a);ensorte
que, si une équation ¢(z) = 0 admet n racines égales a a, p
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racines égales A b, q racines égales & ¢, 7 racines égales A d, etc.,
ona:
9(0) = (s—a)" (3—bY @—0)i(@—d)...,

¢(2)= @ — af'= (2— ) (s—0)t-* (g —d)—...;

ef,. par suite, ¢(z) et ¢'(z) admetient les facteurs communs
(@—a)", (& — by, (3—c)r~", (z— d)—*. Je dis, de plus, qu'ils
n’en admeltent pas d’aulres; car, s’ils admettaient un facteur
commun (z—=£k), & serait racine de o(x) et de ¢'(z), et, par
suite (202), racine double de o(x).

Le plus grand commun diviseur, entre le premier membre d’une
équation et sa dérivée, est donc le produil des facteurs simples cor-
respondants aus racines multiples, Pexposant de chacun d’eux étant
diminué d’une unité. -

Et, pour décider si une équation a des racines égales, on
cherche le plus grand commun diviseur entre son premier
membre et sa dérivée. S'il n'existe pas de plus grand commun
diviseur, c’est qu’il n’y a pas de racines égales.

205. REDUCTION D'UNE EQUATION QUI A DES RACINES EGALES,
Les théorémes précédents permettent de ramener la résolution
d’une équation, qui a des racines égales, A celle de plusieurs
autres équations qui n’en ont pas. Considérons, en effet, une
équation ¢ (z) = 0; et concevons son premier membre décom-
posé en facteurs correspondants & ses racines. Soient X,, X,, X,,
X, les produits des facteurs de chaque degréde multiplicité, pris
chacun une fois seulement, savoir : X, le produit des facteurs
simples ; X, le produit des facteurs qui correspondent & des ra-

. cines doubles, pris chacun une fois seulement 5 et ainsi de suite.
En sorte que I'on ait :

o (7)=X.X2X,*X, " ‘ _ &

Le produit des facteurs, communs au polynome X et & sa dé-
rivée, est, d'apresles théorémes précédents :

P = X, X;?X,%.

|
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Le produit P, des facteurs, communs & P et & sa dérivée, est
de méme :
Pi — XaX,,"*.

Enfin, le produit Py des facteurs, communs & P et & sa dé-
rivée, est :
Pn T X‘n,-

Si I'équation proposée n’admet pas de racines, dont le degré
de multiplicité surpasse 4, P, n’aura plus de facteurs communs
avec sa dérivée; sinon il faut continuer & opérer de la méme
maniére, jusqu'a ce que 'on rencontre un résultat, qui nait pas
de diviseur commun avec sa dérivée. Maintenant, en divisant
chacune des égalités précédentes par la suivante, il vient :

: Ul =X e A
T AT — LA L9105 40 fy

P

%: et

]—)l—‘Q =X, X
pZ_‘ e LAy
By —iX

el, en divisant chacune de celles-ci par la suivante =

O s 2=%x, .5 »x
G_Xi! QE_ 2) Pz_. 3 2—— L3 g

On pourra donc, par de simples divisions, trouver Xy, X,, X;,
X,; et, en résolvant les équations,

X, =0, . X=0, X;=0; X;=—0,

qui n’ont plus deracines multiples, on obtiendra séparément les
racines simples, doubles, triples, quadruples.... de la proposée.

206. Exempre I. Appliquons la méthode précédente a I'é-
quation

o(@)= o+ 4o+ 207120 445=0.
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Ona: ¢'(#) =4x® 4 120* -4 412
=4.(2°+4 32 + z 4 3).

Par des divisions successives, on obtient les équations sui-

~ Vantes :
boo(r) = (m-{—l).q:‘(m)—%(m”—hﬂ:—%)

¢@) = 4@+ 7). (@' — 4o —21) + 200 (5} 3)
2 —hp--21= (z+43).(0— 795

Par conséquent, le facteur commun & ¢(x) et ¢'(z) est (z 4-3).
Donc — 3 est une racine double; on trouve, en effet, par la di-
vision :
¢(2) =(x+-3)% (2> — 25} 5).
Exeupre II. Soit encore I'équation
¢() =~ 1022 15— 6—=0,
Ona: ¢'(z)= 5(z*—ba-3).
Les divisions consécutives donnent :
@b — 100} 15¢—6=m(m*—4m+3)—6(m2—2m+1)
o' —ho-L- 3= (z*—2m} ). (@* 4224 3)
=(z—1)*.(2*4 2z 4 3).

Le plus grand commun diviseur, entre ¢ () et ¢/ (z), est donc
(#—1)% lIa seule racine multiple est donc, #=1, qui figure trois
fois dans la proposée; et 'on a, en effet :

¢ ([@)=(z—1)". (t*+35-16).
Exempie III. Soit I'équation : L
9(#)=0a"—Ta* 4 150*— 40w 4 185 — 16 = 0;
la premiére dérivée est :

¢' (z)= 62— 352"+ 602! — 80z -+ 48. |
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Nous avons déja trouvé (199), que le produit des facteurs
communs & ces deux fonctions est :

a*— 624 126 —8,
ou (z—2)".
Donc, I'équation proposée admet gunatre racines égales & 2; on
a, en effet :
o(@)=(@—2)". (e + 2—1).

Exempre IV. Soit enfin1’équation:

p()=a"—10°4-47x" — 140a* 4 2712*— 53024225 =0;
sa dérivée est :

o'(z) = 62° — 502* | 1882°— 4202* 4 5422 —330. .

Les divisions successives donnent :
6. ¢(7) = o'z (z—3§)+ 32 (¢*— 102* 4- 362 — 70 - 75)

o' (z) = 2(32+5) (z*—102°+362°—705+75)+ 72 (2’5" +112—15)

2t — 10a° 4 362> — 702+ 75 = (¢ — Sa' 4 11— 15) (3—35).

Le produit des facteurs, communs aux deux polynomes, sera
donc :
a7~ 5x*4 11w —15.

Si nous divisons ce produit par sa dérivée, aprés I'avoir mul-
tiplié par 3, nous trouvens :

3x° — 15a* 4 382 — 45 3z — 10z 4 11
— ba* 22z —45 T—5

ou, en multipliant de nouveau par 3,
— 152 - 660 —135
16— 80;

en supprimant le facteur 16, le dernier reste peut étre remplacé
par (#—>5); sans avoir besoin de continuer I'opération, aprés
cette simplification, on voit que (32*—10z--11)n’est pas divisible
par (z—5); car il ne s'annule pas pour x=-}5. Le commun
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diviseur (2°—bz*4- 11— 15) entre ¢ (z) et sa dérivée, n’a donc
pas de facteurs multiples; et, par suite, ¢ (z) a seulement trois
racines doubles, dont les valeurs sont les racines de I'é-

quation :

2* — 5g? 4 115—15=0.

RESUME.

196. Définition du plus grand commun diviseur de deux polynomes. —
197. Moyen de l'obtenir, par un procédé analogue & celui que I'on suit
pour deux nombres. — 4198. Remarque importante sur I'introduction

ou la suppression des facteurs numériques, dans le cours des divisions

| A effectuer. — 199. Quelques exemples. — 200. Recherche des racines
communes i deux équations. — 201. But de la théorie des racines
égales.—202. Condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation

e | admette n fois la racine . — 203. Autre forme de celte condition. —

i | 904. Produit des facteurs communs au premier membre d’une équation

et & sa dérivée; régle pour décider, si une équation a des racines égales.

— 205 Réduction d’une équation, qui a des racines multiples, & plu-

sieurs autres qui n’en ont pas. — 206. Quelques exemples.

F | EXERCICES.
- I. Décomposer en facteurs le polynome
fla)=z"—25 4 323 —Ta?+ 8§z — 3.
On trouve fl@)=(@—1)" (@*+ a4 3).

i
; 1I. Décomposer en facteurs le polynome
! flo) =2 —62°+ 9% 4 87— 242°+ 16.
On trouve . f(z) = (x4 1)* (x —2)%
111, Décomposer en facteurs le polynome
f(a) =% — 24 2% 4 320° 4 144 2* — 384 a - 256. :

On trouve f(z) = (@4 4)*(x—2)"
1V. Décomposer en facleurs le polynome

flo)=27 +22° + 325 —a'—Ba® — 134 - 122 — 4,

s On trouve fl@)=@+a+ 27 (@+1) @2—z—1)
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V. Décomposer en facteurs le polynome
f(z) +o7 —122°% — 20t 4 3928 — 622 + 4ha - 24,
On trouve f@)=(z—1)(x + 2)* (z — 3).

VI. P et ( désignant deux polynomes en x, 4 coefficients réels ou imaginaires,
qui n’ont aucun facteur commun, et P/, (7, représentant leurs dérivées : si 1'6-
quation P? 4 0?=0 admet une racine double, cette racine, réelle ou imagi-
naire, appartiendra & I'équation P 4- Q2=0,

Exemple :
P=al—1, =22, PI4Q'=(@+17, PiyQr=L(41).
on s'appuie sur lidentité :
(P+oVv=1)(P—qQ y=1)=p 4.

VIL Si @ est n fois racine de I'équation ¢(x)=0, il sera (n —1) fois racine
de 'équation qu’on obtient, en multipliant les termes de la proposée

, Supposée
compléte, par les termes successifs d’une progressiorn arithmétique.

On s’appuie sur le théoreme (203).

ALG. sP. B. 13
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CHAPITRE 1V.

DES RACINES COMMENSURABLES.

§ 1. Des limites des racines.

007. DeérNiTIoN. On appelle limite supérieure des racines po=
sitives d’une.équation, tout nombre plus grand que la plus
grande des racines positives; limite inféricure, tout nombre plus
petit que la plus petite d’entre elles.

Or nomme limite inférieure des racines négatives tout nombre
plus petit que la plus petite des racines négatives; limile supé-
rieure, tout nombre plus grand que la plus grande d’entre

elles.
Lorsquon a & résoudre une équation numérique, il est utile

de connailre les limites de ses racines. Voici quelques regles &
cet ¢gard.

008. PEMIERE REGLE. Si, dans une équation, de degré 1,
frif —I—AifL"m-’ +}\2$m'ﬂ+ Sl +Am_,a¢—}- An=0,

la, valeur absolue du plus grand coefficient négatif est N, el si 1 est

la différence enire le degré de Déquation et celui dw premier terme
négatif, 1 + N estune limile supérieure des racines posilives.

En effet, si I'on substitue &2, un nombre I, tel que, pour cette
valetr et pour toute valeur plus grande, le premier membre de
I'équation reste constamment positif, / sera évidemment une
limite supérieure des racines posilives. Or, pour satisfaire &
cette condition, il suffit évidemment de choisir 7, de maniére a

vérifier I'inégalité
[1] g —N(zm—"+am"4-... f 2+ 1)>0;

car nous avons supprimé, d’une part, tous les fermes positifs
qui pouvaient exister entre #™ et 2™~"; el nousavons, de l'autre,
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remplacé, dans tous les termes suivanis, chaque coefficienl par
—N. L’inégalité [1] équivaut a

= mm—n‘fi !
ouaf2] . amz—1)—N@""H—1)>0,

parce quon peut toujours suppaoser  >>1. Or cefte dernitie
inégalité sera vérifiée, si I’on satisfait & cette autre,
{3] .'L'm(.’ﬂ S, 1) L Nmm—n+i >0,

que l'on obtient en diminuant le premier membre. D'ailleurs,
en divisant par a™="*! les deux membres de l'inégalité [8],
celle-ci devient : .

; o (z—1) — N> 0;

et elle sera vérifiée, si l'on a:
(@—1)~*(z—1)—N>0, ou (w—1)"—N>o0.

Il suffira donc de choisir @, de maniére & vérifier I'inégalité

(4] @>14 YN,

(est ce qu’il fallait démontrer.
Si le premier terme négatif est le terme en 2™, ona n=1;
et la Jimite devient, dans ce cas, 1 N. ‘

209, DEUXIEME REGLE, DONNEE PAR NEwTON, Tout nombrel,
qui rend pasitifs le premier membre d'une équation f(x) = 0 e/ loules
ses dérivées, est une limite supérieure des racines positives. .

En effet, si I'on diminue de ! chacune des racines de I'équa-
tion, en posant y = —I, ou s=1--y, I'équation devient:

i) =10+ 1D+ 70 L 0o F 120 g =0,

Or, par hypothése, tous les coefficients /{0), /'(1), f'(1) ... (1) sont
positifs; aucun nombre positif, substitué a y, ne peut done vé-
rifier cette équation, qui n’a, par conséquent, pas de racines
positives. En d’aulres lermes, toules les racines réelles sont
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négatives;; et, par suite, toute valeur réelle de o est plus petite
que I. C'est ce qu’il fallait démontrer.

Pour appliquer cette régle, on range les fonctions dans T'ordre
suivant :

(), @), *@),... ['(@), )5 -

comme [™(z) est égal & 1.2.3...m, et est, par suite, toujours
positif, on choisit d’abord le plus petit nombre entier qui rend
positif /(). On substitue ce nombre dans fos(p) et isilile
rend négatif, on augmente d’une ou de plusieurs unités, jusqu’a
ce que f™*) devienne posilif. Puis on subslitue le nouveau
nombre dans f™3(z); et Ion fait en sorte, en 'augmentant si
cela est nécessaire, que f™*(z) prenne & son tour une valeur
positive. On continue ainsi pour toutes les fonctions jusqu’a f(z).
Le nombre [ qui, aprés toutes ces substitutions, rend f(z) posi-
tive, est le nombre cherché.

Supposons, en effet, qu'un nombre a, obtenu par cette mé-
thode, rende positifs /™(z), f"~*x),... f""(z), il est facile de
voir que le méme nombre, augmenté d'un nombre quelconque /v
d’unités, ne cessera pas de rendre posilives les mémes fonc-
tions. Il suffit, pour le prouver, de remarquer que I'on a, en
général :

706 ) = 0) P 4 F240) 15 @) o

et, si f?(a), f**(a), f*+*(a)..., sont positifs, comme A est aussi
positif, il en résulte que f*(a + h) esl nécessairement positif. En
faisant p = m — 1, on reconnaitra d’abord que, f™!(a) étant
positif, il en sera de méme de f™*(a--h). Puis, en faisant
p=m— 2, on verra que {"~*(a) et f™(a) élant positifs, il en
sera de méme de f™2(a -+ h), et ainsi de suite.

210. TroisiEME METHODE. On peut enfin, en partageantle pre-
mier membre de I’équation en groupes de plusieurs termes, dé-
terminer une limite supérieure des racines. Soit, par exemple,
I’équation :

o 4-Tot— 120° — 49a® | 52¢ — 13 = 0.
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Groupons les termes de la maniére suivante :

2(2* — 19) - Ta%(z* — 7) -+ 52 (m = ;1-): 0.

Il est évident que le nombre 4, substilué 4 z, rendant posiltif
chacun des groupes, est une limite supérieure des racines.
De méne, les termes de I'équation

ot — 52° 4372 — 33 1-39 =0
peuvent se grouper ainsi :

:c'*’(w’—-5:v-]—7)+30m(m——-11—0)—|—39=0.

Or le trinome #* — 52 -7, ayant ses racines imaginaires, est
posilif, quel que soit z; d’ailleurs le second groupe est positif
pour & =1; donc 1 est une limite supérieure des racines.

On voit que lartifice consiste & disposer les termes, de ma-
niére que chaque groupe commence par un terme positif, et &
chercher le plus petit entier qui donne le signe 4 & chacun de
ces groupes.

211. REMARQUE. La premiére méthode aurait donné 1 - ‘/ﬁ
ou 8 pour limite des racines de la premiére équation, et 1 + 5
ou 6 pour limite des racines de la seconde.

Pour appliquer & la premiére la méthode de Newton, on a:

f(#) =a° 4 72 — 192° — 4922 | 597 13

f'(@) = 5&* 4 282% — 362 — 98z - 52

Ilé ["(w) = 10&° 4 422 — 360 — 49

1 7 2F 2

1 WAL s
o (O g

1
Tosas/ @=L

SCD LYON 1




198 LIVRE III.

On voit que tout nombre positif rend /™ (z) positif; que 1 rend
positit ["(x), que 2 rend positifs /"(z) et f'(z), et qu'enfin 3, qui
rend posilif f(), est une limite supérieure.

Pour appliquer la méme méthode & la seconde, on a :

[ (z) = &t — 5z* - 872 — 3z 4 39

[(z) = ha® — 150 - Tag — 3

T_1§ ["(z) = 6x* — 152 - 37

1
e G

1
s =1

On voit que 2 rend positifs f”(x), f"(z), /'(), ct fz). Done
2 est une limite supérieure.

242. LiviTE INFERIEURE DES RACINES POsITIVES. On pose

o :% dans I'équation, et I'on cherche une limite supérieure !

des racines de la transformée : il est évident que ll sera une li-

mite inféricure des racines positives de la proposée. Car si I'on a
1
y < I, on en conclut z > T 4
215. LIMITES DES RACINES NEGATIVES. On pose &= —y, et
I'on cherchie les limites supérieure et inférieure, I et 7, des ra-
cines positives de la trinsformée: —1I et — ¥ seront les limites
inférieure et supérieure des racines négatives de la proposée.
Car, sil’'on a :
>y >l

on en conclut : = lx<_ il

§ L. Recherche des racines commensurables.

214. On peut obtenir, par des essais réguliers et fort simples,
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les racines commensurables d’une équation & coefficients com-
mensurables.

Nous commencerons par montrer, que cette recherche se ra-
méne & celle des racines entiéres; et, pour cela, nous établirons
le théoréeme suivant :

THEOREME. Une équation de la forme “
[1] E™ - Ayt - Agrm 2, = A, =0,

dont le premier terme a pour coefficient I'unité, ei dont les auires
coefficients sont entiers, ne peut avoir de racine commensurable
fractionnaire.

a

3
: (%)”Ur A (%)M i, (%”)M-]-.. o A3

d’oli 'on déduit, en mullipliant tous les termes par 6™, et en
faisant passer tous ceux qui suivent le premier dans le second
membre :

Si, en effet, = est racine de I'équation [1], on a :

E‘g = — (A - M™% . . - Anb™Y).

Silon suppose, ce qui évidemment est permis, que la frac-
. s ) ks 3 i
lion 5 ait été réduite & sa plus simple expression, a et b sont
am
b :
lible, et ne peut &tre égale & un nombre entier. Il est done im-
possible qu’elle soit égale au second membre, dont tous les
fermes sont entiers; et, par conséquent, il est impossible que

premiers entre eux; la fraction = est, par conséquent, irréduc-

I'équation [1] admette une racine de la forme %. Les seules ra-

cines commensurables, qu’elle puisse avoir, sont donc entiéres.

215. Cororratre. Une équation, & coefficients entiers, étani
donnée, le théoréme précédent permet de la transformer, de
maniére que toutes les racines commensurables deviennent en-
liéres.

W

elug
W\ ¢ (//@
&)
(/ol(1 00

yre

<

Ya s
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Soit, en effet, I'équation
Ag™ "I— A1.’I.'-m—1 + it O J(— Am_ﬂ} "‘}— t\m = 0,

dans laquelle on peut supposer que A, A,... A, soient des
nombres entiers; car il est toujours facile de chasser les déno-
minateurs, en mullipliant tous les termes par leur plas petit

mulliple commun. Posons x:%, y étant une nouvelle incon=-

nue qui, évidemment, devra satisfaire & I'équation :
A(%)m—m (’%)m_‘+ S
ou, en multiﬁliant les deux membres par A™1,
Y™+ Ayt A Ay .o ARA =0,
Or cette équation a ses coefficients entiers, et le premier terme
y™ a pour coefficient I'unité; les valeurs commensurables de y

sont donc toutes enti¢res. Il est évident, d’ailleurs, qu’elles cor-
respondent aux valeurs commensurables de x; car la relation

‘ w_—_.%, prouve que, z élant commensurable, il en est de méme

de y.
Si-nous pouvons oblenir les racines entiéres de I'équation en

y, d'aprés ce qui précéde, nous aurons loutes les racines com-

mensurables de 'équation en .

216. CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR QU'UN NOM-
BRE ENTIER SOIT RACINE D'UNE EQUATION A COEFFICIENTS ENTIERS.
Nous avons vu comment la recherche des racines commensu-
rables peut se ramencr a celle des racines entiéres. Il nous
reste donc & montrer, comment on peut obtenir les racines en-
tieres d'unc équation a coefficients entiers.

Soit I'équation

[ Ag™ - Ayt A2, .—FA.,,:O,

et « une de ses racines entiéres; le premier membre doit étre
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divisible par (z—e). Représentons le quotient, qulest un pely-
nome du degré (m—1), par

AgnA PPt LD LD, .

Py, P.... P,y sont évidemment des nombres entiers; car le pre-
mier terme du diviseur (z—«) ayant pour coefficient I'unité, la
division ne peut introduire aucun dénominateur.

En écrivant que le dividende est le produit du diviseur par le
quotient, on aura identiquement :

[2-] (m e G!) (Aﬁmh‘i —I— Pﬂa‘"‘“s '+' “ew + ngza‘; "l— Pm-—-l)
=Az" Ag™ - A2 L L A A

En effectuant les opérations indiquées-dans le premier mem-
bre, et en égalant Ies coefficients des mémes puissances de z, il
vient :

By —Pra— A
Pm Ty Pm-a'x — Am—z;

( e Pm—i“ — Am:

(3]

Tous les nombres, qui figurent dans ces formules, étant entiers,
la premiere équation prouve que « doit étre un des diviseurs de

e S ;
Awm, et que le quotient = est égal & — Py

La seconde équation peut s’écrire :

—Puost = Ay — Py = Ay 225

elle prouve que « doit étre un diviseur de la somiae Am_l—l—‘%",
Am—l +éi1:
et que le quotient —— est — Poa.

La troisieme équation peut s’écrire :

m—l “‘I“"‘_"
—Pm—sa — Am——z— Pots —An-a + ___-°
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Elle prouve que « doit &tre un diviseur de la somme
Am—l";‘%’z
Ana+ e ¢’est=a-dire de la somme obtenue en ajou-

tant A,—s au quolient précédent, et que le quotient est — Py_;.

On peut continuer ainsi jusqu’a la derniére équation, qui
prouvera que le dernier quotient —P;, augmenté de A,, doit
étre divisible par e, et donner pour quotient — A.

Ces conditions sont nécessaires. J'ajoute qu’elles sont suffi-
santes, pour que « soit racine; car, si elles sont remplies, on
pourra frouver des nombres Py, Prs. .. Py, quirendent iden-
tiques les équations [8]; et, par suite, le premier membre de la
proposée sera divisible par (& — o).

On peut remarquer que les opérations, a I'aide desquelles on
s'assure qu'un nombre « est racine, font connaitre les coeffi-
cients du quotient de la division du premier membre par (z—a).
Ces coefficients P,,—;, Pms, ... sont égaux, en effet, aux quo-
tienis, changés de signes, des différentes divisions, dont la
réussite est nécessaire pour que le nombre « ne soit pas rejeté.

217. RECHERCHE DES RACINES ENTIERES. Il résulte de la que,
pour trouver les racines entiéres d’'une équation telle que [1],
on devra chercher d’abord les diviseurs entiers, positifs ou
négatifs, du dernier terme : eux seuls peuvent étre racines. On
déterminera ensuite la limite supérieure des racines positives
et la limite inférieure des racines négatives; et 'on rejettera
tous les diviseurs qui ne seront pas compris entre ces limites.
Si « est un des diviseurs qui restent, pour ’essayer, on divisera
a ‘le dernier terme A, par =, et I'on ajoutera an quotient le coeffi-
i cient A, : la somme devra élre divisible par «. On formera le
? quotient; on y ajoutera A,_; : la somme devra encore étre divi-
- sible par «; et en continuant ainsi, on devra trouver un quotient
a qui, ajouté au coelficient du second terme, et divisé par «,
- donne pour dernier quotient — A. ¥

218. MoYEN DE DIMINUER LE NOMBRE DES Essals. On peut di-
minuer le nombre des essais & faire par la remarque suivante,
Si « est une racine de I'équation

1 Az™ 4 Azt Aial:”"g-f—. e An=0,
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le premier membre de cette équation est divisible par (z— «);
et les coefficients du quotient sont tous entiers, ainsi gu'on I'a
exposé plus haut. Si donc on attribue & = une valetir entiére
quelcongue, la valeur numérique du premier membre de (1]
sera divisible par la valeur numérique de (# — «). Or les valeurs
les plus simples, que V'on puisse atiribuer & z, sont 1 et —1.
Si donc on nomme Q et (), les valeurs correspondantes du pre=
mier membre de [1], on ne devra essayer «, que si, d'une part,
Q est divisible par (1 —a), ou, en chiangeant le sighe, par («—1);
el que si, d’autre part, (), est divisible par (—1 — &), ou, en
changeant le signe, par (1 --e).

219. APPLICATION DE LA MIETHODE PRECEDENTE. Voici la ma-
niere la plus avantageuse de disposer les calculs :

-AU Aﬂa ‘e A?ﬂ—ﬂy Am—h Am
A, J.)ij s s Pm—a; Pﬂ,_g, Pm—1 .

J'écris, sur une ligne horizontale, les coefficients de I'équation
proposée, a parlir du second, ¢t dans une colonne, a droite, le
divisear & essayer «. Sur la méme ligne que «, et en allant de
droite & gauche, j'écris au-dessous de An, Am_; . . ., les quotients,
changeés de signes, Pp,_1, Pp_s ..., calculés commeil a été dit (216).
Si tous ces quotients sont entiers, et si, en outre, le nombre écrit
sous Ay, est1-A, aestracine; et A, Py, Ps. .., Puy sont les coef-
ficients de I'équalion débarrassée de la racine «. Il n'y aura done
plus alors qu'a oyérer sur celte seconde ligne comme sur la
premiére. Si quelques-unes des divisions ne peuvent se fauc, on
passcra a un aulre diviseur.

EXEMPLE. [ (#) =" — 20* — 193 }- 682 — 60 = 0.

e b e e

1, 0, —18, 30 2 est racine
I 2, —15 2 est racine

1, + 5 3 est racine,

~ =f 1 | = b est racine

60 admet 24 diviseurs; mais on trouve, parlarégle de Newton,
que toutes les racines sont comprises entre & el — 6. On ne doit
donc essayer que les diviseurs de 60, plus pelils que 4 el plus
grands que — 6. On commence par essayer -1 et—1, en les
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substituant directement & la place de  : aucun d’eux n’est ra-
cine ; mais ce premier calcul nous apprend que [ (1) =—12, et
que f (—1)=— 144, Dés lors on ne doit, parmi les diviseurs
positifs, essayer que ceux qui,diminués de 1, divisent 12, et qui,
augmenlés de 1, divisent 144; et, parmi les diviseurs négatifs,
on ne doit essayer que ceux dont la valeur absolue, augmentée
de 1, divise 12, et, diminuée de 1, divise 144,

Le diviseur 2 satisfaisant & ces condilions, on 'essaye : on
trouve que 2 est racine, et que I'équation, débarrassée de cette
racine, est :

2 — 192 - 30 =0.

Comme 2 divise 30, on I'essaye de nouveau; et 'on continuc
de l]a méme maniére, en n'opérant que sur les diviseurs qui
satisfont aux conditions précédentes, et qui, en outre, divisent
le terme tout connu de la derniére équalion simplifiée.

Tout calcul fait, on trouve que I'équation proposée a pour
racines 2, 2, 3, —5, et que son premier membre est égal &

(@ —2)* (z—3) (z4-5).

RESUME.

207. Ce qu’on nomme limite supérieure ou inférieure des racines positives
ou négatives d’une équation. — 208, 209, 210. Diverses régles pour
trouver une limite supérieure des racines. — 2141. Applications. —
212. Limite inférieure des racines positives. — 213. Limites des ra-
cines négatives. — 2144. Si le. premier lerme d’une équation a pour
coelficient 'unité, et que les autres coefficients soient entiers, les ra-
cines commensurables sont toutes entiéres. — 215. Le théoréme pré-
cédent permel de transformer une équation, a coefficients rationnels, en
une autre dont les racines soient entiéres. — 216. Conditions néces-
saires el suffisantes, pour qu'un nombre entier soit racine d’une équa-
tion a coefficients entiers. — 217. Recherche des racines entiéres. —
218. Theoreme qui permet de diminuer le nombre des essais. —
219. Application de la méthode & un exemple.
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EXERCICES.

I. Rechercher les racines commensurables des équations :
&7— 535 —7825 4 499+ 1722° — 4269224 11565 + [1320=0,
pé—g3—1327 4 160 —48—=0,
1525— 192 4 62° + 152*— 192+ 6 =0,
25— 13%¢ + 672° — 17122 4 2162 — 108 =0.
II. Chercher les racines commensurables: d’une équation, sans les ramener
prealablement & é&tre entidres. Montrer, quen désignant par %’une telle racine

réduite a sa plus simple expréssion, @ doit étre diviseur du dernier terme, et b
diviseur du coefficient du premier terme. Chercher par quels essais, analogues i

ceux qui ont été indiqués pour les racines entieres, on peut vérifier que %’ est
racine. ;
III. Chercher si I’équation
28— (a4 b + ab)a? + ab(a + b+ 1)e—ab*—a2b=0
admet des racines exprimées rationnellement en a et b.

IV. Si une équation du troisiéme degré n’admet pas de racines commensu-
rables, elle n’admet pas de racines multiples. ;

V. Le théordme précédent s’applique & une équation du cinquidme degré, et
ne s'applique pas & une équation du quatriéme.
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CHAPITRE V.

THEOREME DE STURM.

920, Le théordme a la démansiration duquel est consacré ce
chapitre donne le moyen d’obtenir exactement, et sans aucun
tatonnement, le nombre des racines réelles d’'une équalion com-
prises entre deux limites données gquelconques.

Sait

(1) Aa™--Azm=t 4+ A=t - Apoy @ Am =0.

Une équation numeérique de degré queleopque n’ayant pas
de racines multiples, on commencera par exécuter le caleul*
qui sert & trouver si elle a des racines égales, en opérant de la
maniére que nous al lons indiquer. En désignant par V le pre-
mier membre de I'équation (1) et par V' sa dérivée, on divisera
V par V/, et quand on aura obtenu un reste de degré inférieur
4 V', on changera les signes de tous les termes. Soit V, le reste
ainsi changé de signe : on divisera V’ par V,, et en changeant le
signe de reste on obtiendra un polynome V; de degré moindre
que V,; la division de V. par Vs donnera de méme un reste qui,
changé de signe, sera désigné par V,, et 'on continuera celte
opération autant de fois qu’elle sera possible, en obtenant une
série de polynomes de degrés décroissants, liés les uns aux
autres, d’aprés la définition de la division, par des relations
de la forme :

= V. Q; — Vs,
V="V, Qz e Va-
(2) Vo=V;: 0, — V,,

® se 8 88 Terasue teeg s
®% ss s 8 s e faes ne s B sE B

-Vr—i _— Vr-‘.z Qr~2 R Vr-
Le dernier reste V, sera numérique ; car, d’'une part, aucun des
polynomes V', Vs, V;... ne peut évidemment diviser le précédent
sans diviser tous ceux qui le précédent, et par suite Vet V', qui
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par hypothése n'ont pas de facteur commun; et, d’autre part,
si V, n’est pas numérique, on peut diviser V,_, par V, et obtenir
un reste de plus, V-

Cela posé, la considération des fonctions V, V', V,...V, four-
nit le moyen de savoir combien I'équation V= 0 admet de ra-
cines réelles comprises enire deux nombres « et #; g étant plus
grand que «, voici la régle qui fait connaflre le nombre de
racines :

On substituera & la place de X le nombre « dans les fonctions V,
V/, Va... Vooy, Vo, puis on écrira par ordre, sur une méme ligne,
les signes des résullals, et Uon compltera le nombre de variations
qui se trouvent dans ceite suile de signes. On écrira de méme la suite
des signes que prennent ces mémes fonetions quand on 1y remplace
X par le nombre B, et Uon comptera le nombre des variations de cette
seconde suite, Autant elle avra de variations de moins que la pre-
miére,, auiant Uéquation V= 0 aura de racines réelles comprises
entre wet p. St la seconde suile a aulant de variations que la pre-
migre , Uéquation ¥ = 0 n’admet aucune racine comprise enire « et
B; la seconde suite ne pourra, dans avcun cas, admettre plus de
variations que la premiére.

991, Pour démontrer ce théoréme, il faut examiner com-
ment le nombre des variations formées par les signes des fone-
tions V, V’, Vy,...Vs, pour une valeur gquelconque de @, peut
sallérer lorsque 2 passe d’une maniére continue de la valeur
« 4 la valeur plus grande B.

Quels que soient les signes de ces fonctions pour une valeur
de x déterminée, lorsque 2 croit par degrés insensibles au dela
de cette valeur, il ne peat arriver de changement dans cetle
suite-de signes qu’aulant que I'unedes fonctions V, V... V.change
de signe, et par conséquent devient nulle. Il y a deux cas &
examiner, selon que la fonction qui s’évanouit estla premiére
V, ou l'une des autres fonctions V', Vs, ... V,—, intermédiaires
entre V et V,. La derniére V,ne peut changer de signe, puisque
¢’est un nombre positif ou négatif.

Voyons, premiérement, quelle altération éprouve la suite des
signes, lorsque x, en croissant d’une maniére continue, alteint
et dévasse une valeur qui annule la premiére fonction V.
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~ Désignons cette valeur par a; la fonction V' dérivée de V ne
peut pas étre nulle en méme temps que V, puisque par hypo-
thése I'équation V= 0 n’a pas dc racines égales ; considérons
des valeurs de « trés-peu différentes de a : si en désignant par
h une quantité positive aussi petite qu'on le voudra, on fait,
tour A four, 2 =a —h et x=a-h, la fonction V' aura,
pour ces deux valeurs, le méme signe que pour & = a, car on
peut prendre R assez petit pour qu’elle ne-s’évanouisse pas, ef,
par suite, ne change pas de signe tandis que « croit de la valeur
a—h a la valeur a -+ h; cela posé, désignons V par F(z),
ona

F (a4 H)=F(0)4-hF (@) + £ @+ . ..
ou, en ohservant que F(a) est nul et que F'(a) ne I'est pas,
; B
Plath=hF@+ iy JO by

On voit, d’aprés celte formule, que pour des valeurs trés-
petites de h, F(a + &) a le méme signe que F'(a), et, par suite,
que F'(a 4 R); il n’y a donc pas, pour 2 = a - h, de variations
entre V et V',

On trouvera de méme

B,y F@,

(o — h) = — h(F (a) —

s

et F(a — h) est, [par conséquent, de signe contraire & F'(a), par
suite & F'(a — h), en sorte que pour x=a — I, il y a une va-
riation enire Vet V'.

Les signes des fonctions V et V' formaient donec, dans la
suite, une variation avant la valeur pour laquelle V est nulle, et
cette varialion s’est changée en permanence lorsque  a franchi
celte valeur.

Quaant aux aulres fonctions V', V, ... V., chacune aura pour
o = a -+ h le méme signe que pour &= a — h, si toutefois au-
cune ne s’évanouil pour & = a en méme temps que V.
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La suife des signes des fonctions V, V,,...V»- perd donc une

- variation lorsque x, en croissant, dépasse une valeur a qui an-

nule V sans annuler aucune des autres fonctions V/, Vs, ... V.

II'faut examiner ce qui arrive lorsque I'une de ces fonctions

s'évanouil, soit pour une valeur de x égale & une racine de
V= 0, soit pour toute autre valeur de cette variable.

222, Soit V, une fonction intermédiaire entre V et V., qui
sannule pour @ = b (V,, bien entendu, peul désigner la fone-
tion V" aussi bien que les autres), cette valeur b de z ne peut
réduire & zéro ni la fonction V,,, (ui suit V,, ni la fonection
Vi qui le précede. (SiV, désignait V/, V,_, désignerait V.)
On a, en effet, entre les trois fonclions consécutives, V,—, , Va,
Vaea, une relation de la forme

(3) Vr:—l. = Vn Qh i Vn+1:

et si deux fonctions consécutives V,_,, V. étaient nulles pour la
méme valeur de z, cette équalion prouve que V,., le serait
aussi; et comme on a

Vn = Vu+-,l Qn+:t e Vn+53

il en serait de méme de V,.s, puis de Vass..., et 'on prouverait
enfin que V, est nul pour cette méme valeur de &; or, cela est
impossible puisqu’il est égal & une constante.

Cela posé, substituons a z deux nombres b — et - h, trés-
peu différents de b, les deux fonctions V- €t V.., auront, pour
ces deux valeurs de , les mémes signes que pour & = b, puis-
qu'on peut prendre h assez pelit pour que V,_, et V,., ne chan-
gent pas de signes daus l'intervalle ; mais V,, étant nul par hy-
pothése pour 2=, I'équation (3) prouve que V,, et V,., sont de
Sigr;es contraires, et, par suite, quels que soient les signes de V,
pour  =b — h et pour » = b4~ h, les trois fonctions

v’n—l b an Vﬂ+1

présenteront foujours une permanence et une variation, V,
ayant nécessairement le méme signe que 'un des deux qui le
comprennent et un signe différent de Pautre.

Arc se. B. 14
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Il n’y a donc, lorsque , franchissant la valear b, passe de b—h
a b~ h, aucun changement dans le nombre total des variations
de la suite.

1l est donc prouvé que chaque fois que la variable , en crois-
sant d’une maniére continue, atteint et dépasse une valeur qui
rend V égal a zéro; la suite des signes des fonctions V, V', Vs,
V, perd une variation formée sur sa gauche par les signes de
V et de V’, laquelle est remplacée par une permanence ; tandis
que les changements de signes des fonclions intermédiaires V',
Vy...Vo; ne peuvent jamais augmenter ni diminuer le nombre
tolal des variations. En conséquence, si I'on prend un nombre
quelconque «, positif ou négatif, et un autre nombre quelcon-
que B, plus grand que «, et sil’on fait croiire @ de « a §, autant
il y aura de valeurs de & comprises entre « et g qui rendent V
égal azéro, autant la suite des fonctions V, V.. Vepour s = f
présentera dé variations de signes de moins que pour = «.
(’est le théoréme quil fallait démontrer.

295, Dans les divisions successives qui servent & former les
fonctions V,, Vs...V,, on peut, avant de prendre un polynome
pour dividende ou pour diviseur, le multiplier ou le diviser par
tel nombre positif qu’on voudra. Les fonctions Vs, Vs,... V-, quion
obtiendra en opérant ainsi, ne différeront que par des facteurs
numériques positifs de celles que nous avons considérées, el
qui figarent dans les équations (2); de sorte qu’elles auront res-
pectivement les mémes signes que celles-ci pour chaque valeur
de 2. :

Cette remarque permet de faire en sorte que les coefficients
des divers polynomes soient entiers, pourvu que ceux de I'é-
quation V= 0 le soient eux-mémes. Mais il faut bien prendre
garde que les facteurs numériques que I'on introduit ou qu’on
supprime soient tous positifs.

224 Sil'une des fonctions V', Vs...V,-, se trouve nulle pour
Pune des limites © = «, © = 8, il suffit de compter lesvariations
en omettant la fonction qui est nulle. Gela résulte de la démons-
tration qui a été donnée (222) dans le cas o 'une des fonctions
intermédiaires s'évanouit. Lorsque la fonction V, s’annule en
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effet pour =u, on a vu que pour s=a—h, V,_,, V. et V,
forment une variation, et une seule. Or cette variation subsis-
tera lorsqu’en omettant la fonction V,, on considérera V,_, et
Vape qui sont de signes contraires, comme formant deux fonc-
tions consécutives.

31 V se trouve nul pour z=u, on en conclut que « est racine
de I'équation proposce, el la régle s’appliquera a la recherche
de nombre de racines comprises entre « 4 h et B. « - h four-
nira entre V et V' (221) une permanence, et donnera aux autres
fonctions le méme signe que la valeur .

225. Lorsque I'on pourra reconnailre que I'une des fonctions
V., intermédiaire entre V et V,, conserve constamment le
méme signe, pour les valeurs de z comprises entre « et g, il ne
sera pas necessaire de considérer les fonctions qui suivent V,,
la démonstration pourra se faire sans aucun changement, en
réduisant la suite & V, V/, Vs...V,.

226. Si I'on prend I'un des nombres o et p trés-grand et né-
gatif, et 'autre trés-grand et positif, en faisanta=— oo, p==<f o,
le théoréme de Sturm fera connaitre le nombre total des racines
réelles. Pour que toutes les racines soient réelles, il faut et il
suffit que leur nombre soit égal au degré m de I'équation V=0.
Mais le nombre des fonctions V, V', V,...V, est, tout au plus,
m 1, et, par conséquent, le nombre des variations, au plus
égal & m, ne peut atleindre cette limite que si la suite est com-
plete, c’est-d-dire siles degrés successifs vont en diminuant pré-
cisément d’une unité de chaque fonction & la suivante. Il faut
de plus, pour que toutes les racines soient réelles, que la sub-
slitution de — o & la place de « ne donne que des variations, et
celle de 4~ que des permanences. Les degrés des fonctions
étant alternativement pairs et impairs, on voit aisément que les
deux conditions exigent 'une et 'autre que les coefficients des
premiers lermes solent tous de méme signe, et que cela est
suffisant.

227. Considérons I'équation

2? — 208 —5=0,
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o1 a
V=a*—22—35, ;
T P |
" — 54 2 5

Pour former V,, il faut diviser V par V’; mais afin d’éviter les
coefficients fractionnaires, mulliplions d’abord V par 3, on ob-
tient ainsi le reste —4x — 15, et I'on a

on divise ensuite V’ par V, aprés avoir multiplié V' par &, ainsi
que le reste du premier degré; le reste obtenu est - 643; on a
donc :

Va= — 643.

Si 'on fait dans les fonctions V,V’,V,, Vs, &==— oo, la suile des
signes est ——, elle présente deux variations; pour &= oo,
les signes sont + - +—, il y a une variation seulement et
Péquation proposée admel par conséquent une seule racine

réelle.

228. Cherchons, comme seconde application, la: condition
pour que I'équation

@ +pr+9=0

ait les trois racines réelles.
Ona

V=a"+pz +q

V=g +p,
on obtient Vs et V, par les divisions successives. Pour éviter les
fractions, on a soin de mulliplier le dividende par 3 dans la r

premiére division, et dans la seconde, par 4p*, qui est positif,
on trouve

Vs=— 2px — 39,
Vo= —4ip® — 27¢%
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Lorsque z passe de — o & -, la suite V, V', Vo, Vs doit
perdre trois variations; il faut donc qu’elle en présente trois pour
T = —oo, el n'en ait plus aucune pour £ = + oo. C'esi-a-dire
que les coefficienls des premiers termes

1, 38, —2p, — 4p®— 27 ¢
soient tous de-méme signe. On doit done avoir

p <0,
bp* 4 272 < 0

qui sont bien les conditions obtenues par d’autres méthodes,

RESUME.

220. Enoncé du théoréme de Sturm. — 221. La suite des fonetions
définies dans l’énoncé perd une variation lorsque @, en croissant,
franchit une racine de 'équation proposée. — 222. Aucun change-
ment ne se produit dans le nombre total des variations, lorsque @
franchit une racine de I'une des fonctions auxiliaires, — 293. Il est
permis, dans les opérations, d’introduire ou de supprimer des fac-
teurs numériques positifs. — 224. Cas ot I'une des limites est racine
de la proposée. — 225. Cas ol 'on peut réduire le nombre des fonc-
tions. — 226. Conditions pour que toutes les racines d’une équation
soient réelles. — 227, 228. Applications du théoréme.
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LIVRE IV.

DES DIFFERENCES.

CHAPITRE PREMIER.

NOTIONS SUR LA THEORIE DES DIFFERENCES.

§ L. Différences des divers ordres.

229. DEFINITION DES DIFFERENCES. Si I'on considére une suite
de nombres qui se succédent suivant une loi quelconque, les
différences, obtenues en retranchant chacun d’eux de celui qui
le suit, forment une nouvelle suile, dont les termes se nomment
les différences des termes de la premiére.

Ainsi, la suite proposée étant représentée par

[1] Yos Yas Yz2s Ysy oo 0 Yn—is Yn;
la suite des différences sera

{2] Yi— Y0 Yo—Y1 Ys—Ys, « « « Yn — Yn—15

(1—1,) est la différence de y,; (ya—1un), la différence de y,;
(Yn — Yn), la différence de y,—,. Pour former la différence de
Ya, il faudrait connaitre un terme de plus dans la suite [1].
Pour désigner les différences, on se sert souvent du signe A.
Ainsi, Ay, désigne la différence (Yia— ys). D’aprés cette nota-
tion, les termes de la suite

Yoy Y1y Y2y o o v Yny
auront pour différences
Atfo, AV, AYay oo AYpy.

250. DEFINITION DES DIFFERENCES SECONDES. Une suite quel-
conque de nombres étant donnée, leurs. différences forment
une nouvelle suite, ayant un terme de moins que la premiére.
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L’'on peut opérer sur celte suile, comme sur celle qui lui a
donné naissance, et former les différences des différences,
que 'on nomme des différences secondes. On les désigne par le
signe A%,

Ainsi, étant donnée la suite

Yoo Y15 Yas o o6 Yns
les différences premicres seront désignées par
Ay, Ay, Atfsyiiiee Aty
et les différences secondes
Ay — Ay, Ayy— AYyy oo o Ay —AYps,

le seront par
Ay, A%sy o oo A%ps

Cette nouvelle série a évidemment un terme de moins que la
précédente, et, par suite, deux termes de moins que la proposée.

251. DEFINITION DES DIFFERENCES D'ORDRE QUELCONQUE. Si
I'on opére sur la suite des différences secondes, comme on I’a
fait sur la suile proposée, on formera les différences des diffé-
rences secondes, que 'on nomme des différences troisiémes, et
que I'on désigne par le signe A®.

Ainsi, les différences

Atyr— A%y, APy — A%, ... AMya — A% g
se désignent par Afgy, Ay, oo AN, .

On concoit que I'on peut continuer ainsi indéfiniment, et for-
mer les différences qualriémes, cinquiémes, etc., qui se dési-
gneront par les signes A, A®, ., ; le nombre de ces différences
n’élant limit¢ que par celui des termes de la suite proposée.
Ainsi, deux termes ne donnent lien qu’a une différence pre-
micre, et il n'y a paslieu de considérer leur différence seconde.
Trois termes donnent licu a deux différences premiéres et & une
différence seconde; il n'y a pas lieu de considérer leur diffé-
rence troisieme. En général, m termes donnent liew & (m—1)
différences premieres, a (m —2) différences secondes, ... a
une différence (m—1)™*; il n’y a pas lieu de considérer leur
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différence m™e. Si une suite est illimitée, on peut considérer des
différences d’un ordre illimité.

252. USAGE DES DIFFERENCES POUR LA FORMATION DES CARRES.
Nous commencerons par montrer, par deux exemples simples,
de quelle utilité peut étre la considération des différences.

Considérons la suite des carrés des nombres naturels :

(1] 1,04,79.°16, 25, 36709, 64, S1-T100 %
les différences premiéres sont :

[2] CHCLyE pe e i e B A s e s S0
et les différences secondes,

(3] 9. 909, o aondor 0 L gnay

sonl loules égales entre elles. La démonstration est tellement
simple, que nous croyons pouvoir nous dispenser de la donner
ici.

D’aprés cette remarque, si 'on voulait former la table des

carrés des nombres naturels, on commencerait par écrire la

suite [2],
2] SsC 70 L3 15,017,195

puis le premier terme de la suite des carrés, qui est 1; et il est
évident que chaque carré s'obtiendrait du précédent, en ajou-

tant le terme correspondant de cette suite [2].

Ainsi, on dirait 3 et 1, &; 4 et 5,9; 9 et 7, 16, elc.

255, UsAGE DES DIFFERENCES FOUR LA FORMATION DES CUBES.
Considérons la suite des cubes :

W 1.8, 97 "6, 1952216 843 1519 7900
les différences premicres sont :

[2] 7,19, 37, 61, 91, 137, 169, 217,...;
les différences secondes sont :

[3] 12, 18, 24,30, 36, 42, 48,,.4}
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218 LIVRE IV.
et les différences froisiémes,

(4]~ 6s 6, 6, 6,..6, 6

t)

i sont constantes et égales & 6. Cette loi est générale.-En effet, &
quatre cubes consécutifs sont :

@, (a4 1), (a + 2, (a+3)%;

les différences premiéres sont :

3a*+30+1, 3(a+4-1)*+3(at1)+1, 3(a+2)*+3(at2)41;

les différences secondes sont ;

3[(a+1)*—a?1+3, 3[(a+2)}—(a+1)1+3, i

¢’est-a-dire, en réduisant,
6a--6, 6(a-41)-F6;

et la différence de ces deux expressions, c’est-A-~dire, la diffé-
rence troisiéme, est évidemment 6.

D’aprés cela, pour former un tableau des cubes, on formerait
i _ successivement les suites [4] [3] [2] [1], chacune permettant
d’obtenir la suivante par de simples additions. Ainsi, ayant écrit :
la suite [3] sur une ligne verticale, on obtiendra la suite [2] en |
écrivant son premier terme 7, et en remarquant que chacun des -
autres se forme du précédent par I'addition du terme correspon-
dant de la suite [3].

12 7 . !
18210 =19 7 ;
i 26 | 37 =18 4+ 19 ;
30 | 61 = 24 -1 a7

86 | 91 =30 4+ 6l

42 [ 127 = 36 + 91

48 | 169 = 42 4 127 :

54 | 217 = 48 -} 169

60 |271 = 54 4 217

66 | 331 = 60 4 271

72 | 397 = 66 331

78
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Ayant‘ainsi formé la suite [2], c’est-i-dire les différences pre-
midres des cubes, chaque cube pourra se déduire du précédent,
en lui ajoutant la différence correspondante, en sorte qu'ils se
déduiront tous du premier 1, par de simples additions.

Ainsi, ayant écrit, sur une ligne verticale, les différences pre-
miéres obtenues plus haut, onformera la série des cubes, comme
Iindique le tableau suivant :

7 1

19 L= 7—]— 1
37 27=19-4 8
61 64 =387 27
91 | 125 =61} 64
127 | 216 =91 4 125
ele. || ete:

Le tableau suivant résume les résultals que nous venons
d’obtenir.

DIFFERENCES |DIFFERENCES [DIFFERENCES
CUBES, o e A
1 tl 12 6
8 19 18 6
27 37 24 - 6
64 61 30 6
125 91 36 6
216 127 42 6
343 169 48
B120 0 217
729

Pour former ce tableau, on écrit d’abord, dans la premiére
colonne de gauche, trois cubes consécutifs, 1, 8, 27; on en con-

clut les deux différences premieres, 7 et 19, que I'on écrit dans .

la seconde colonne, etla différence seconde 12, que I'on écrit
dans la troisiéme. Puis, aprés avoir écrit plusieurs fois, dans la
qualriéme colonne, la différence troisi¢me qui est toujours 6, on
ajoute cetle différence & celle qui est & sa gauche, en disant:
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6 et 12... 18; 6 et 18... 24; 6 et 24... 30, elc.; on forme ainsi la
troisitme colonne. On forme de méme la seconde colonne &
l'aide de celle-ci, en disant : 18 el 19... 37; 24 et 37... 61; 30
et 61... 91, etc. Enfin la seconde colonne, ainsi construite, sert
a former la premiére; on dit : 19 et 37... 64; 61 et 64... 125; 91
et 125... 216, el ainsi de suite.

On voit qu'un nombre quelcongque du tableaw est égal aw nombre
placé au-dessus de lui dans la méme colonne, augmente de celut qui
est @ la droite de ce dernier dans la colonne suivante.

§ IL. Formules des différences.

254. EXPRESSION DE APy, EN FONCTION DE Uy, Uy, Us... Up.
Lorsque (n-+ 1) quantités

oy Tl gy iet et Uy

sont données, il n’y a aucune difficulté & former, d’aprés ce qui
précéde, leurs différences successives jusqu’a la n=¢ inclusive-
ment; nous ne nous bornerons pas cependant aux indications
qui permeltent d’effectuer ces calculs, et nous donnerons la for-
mule qui en cxprime le résultat général.

On a, d’aprés les définitions :

Aty = Uy — Uy, AUy=Us— Uy, AUs=1Uz—Uy,...};
APy =AU — Av = Uy— 20Uy, AP —AU—A =1 —2Us Uy, 0 ;
Ab = APy — APy = (15 — 2la - Ug) — (U — 2uy—-1,)
= Uy— 3ua—} 3u, — Uy,

Sans aller plus loin, on peut prévoir la loi suivante : la diffé-
rence derang p se forme en mullipliant Uy, Up_s... Uy par les coef-
ficients du développement de (x—a)?.

Pour montrer que cette loi est générale, nous allons faire
voir, qu'en I'admettant comme vraie pour une différence d’un
, certain ordre, elle est vraie, par cela méme, pour la différence
d’ordre immédiatement supérieure.

Soit done :

D=2
123

p(p—1
[1] ;\PuD:u,,,-—?J’N,,,I—!J (I;._z )u,,_g Up—s—t.. .20,
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Celte formule, donnant la différence p™¢ du premier terme d’une

. suile quelconque en fonction des (p-+1) premiers termes, nous

_ pouvons l'appliquer au calcul de A?u,, en considérant u; comme
f - premier terme de la suite

U5 W= oo My ey (1 5 :

cela revient évidemment & remplacer, dans la formule [1], ,
Par Ui, U, Par us,..., c'est-d-dire & augmenter tous les indices
d’une unité. On aura, par suite, en vertu de la méme formule :

p(p—1)(p—2
’ : [2] A"uj:u,m-—pu,,—l—p(p I3 )up_ p(p = é(?; ) Ups—f...,

ou, en retranchant I'égalité [1] de I'égalité [2] :
p+1 A e AR e P (p )
APH gy = APy — APUg =1y, — (p + D, + (———= 4 p )2

Rl = D= 2) 7’(]7“‘1
-—( T35 —+ )ur,,_2+...

-Or (46) la somme de deux coefficients successifs du développe-
ment d’'un binome forme un coefficient du développement de la
puissance immédiatement supérieure; on peut done écrire :

Ap+lzr0:up+ —'P-I—l}u—}-(p l)IJup-]‘

1 — 1
_jp+lﬁgﬂ b

c'est précistment ce qu'il fallait démontrer.

255. EXPRESSION DE %, EN FONCTION DE ¥ ET DE SES P DIFFE-
RENCES SUCCESSIVES. Réciproquement, si 'on donne w4, et ses n
différences successives Au,, A™,,.. A"y, on peut calculer es
lermes successifs w,, Uy,,.. U, ; nous donnerons aussi la formule
générale,  laquelle conduit ce calcul.
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On a, par définition :
Uy ="y Auy,
U ==ty - Aty =y~ Aty < Athy + A% =1y -+ 2 Arsy + A%,
Uy == Us - Ats = Uy 2 Aty A2y - Argy | A2y,
=y 2 Aug -+ A% uy - (Aug-A%0) (A% -A%),
=g}~ 3 Aug - 8 A%, -+ Alug;
et 'on apercoit immédiatement la loi suivante.
Le terme 0y, de Tang (p - 1), se forme, en multipliant u, et los
différences successives, Aug, A'u,, A%U,... APuy, par les coefficients
du développement de (X - a)P.

Pour démontrer que cette loi est générale, nous prouverons
encore, qu'en 'admettant comme vraie pour un terme de cer-
tain ordre, elle est vraie, par cela méme, pour un lerme immé-
diatement suivant.

Supposons donc que 'on ait prouvé la formule :

[l] uP:ug"}—?}AuD'—i— 4 (p 1) Au + —|—APMO

Cette formule donne le (p--1)™ terme d’une suite quelconqne
Uy, Uy Usyees Uy, €D fonction du premier et de ses p différences
successives; si donc nous appliquens la méme formule & la série

Auy, duy, Ath... Ay,
elle nous donnera le (p-- 1)" terme Aw,, en fonction du pre-

mier Au, el de ses p différences successives qui sont évidem-
ment A%y, A’uy... APy, ; on aura done :

—1
[2] Au _Mf[,-]~pA2u0—}—}J )Asuo—i— o APH g

|
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formule qui se déduit de [1] en augmentant d’une unité les in-
dices des A. En ajoutant les formules [1] et [2], il vient :

Upy g = U, Au, = uy 4 (p 1) A,

Tpe=t G

et, comme (46) la somme de deux coefficients consécutifs de la
puissance p d'un binome estun coefficient de Ia puissance (p--1),
cette égalité peut s’écrire :

tpey =t (p 4 1) Ay - LD

LB i s

ce qui est précisément le résultat qu’il fallait obtenir.

§ 1I1. D:fférences des polynomes.

256. Nous avons reconnu (252), que la suite des carrés des
nombres naturels a ses différences secondes, et la suite des
cubes ses différences troisiemes égales & une constante. Gette
proposition s'étend aux différences quatriémes de la suite des
quatrigmes puissances, aux différences cinquiemes de la suite
des cinquiémes puissances, etc. Mais, sans nous arréler & ees
propositions, nous démontrerons le théoréme suivant, dont elles
sont évidemment des cas parliculiers.

THEOREME. St dans un polynome en X, de degré m, on substitue
a x une suile de nombres en progression arithmeétique, les différences
mme des résultats obtenus sont consianies.

Soit, en effet, le polynome :

[11 y=F(@)=Az"+ A 5™ 4 Ad™ 2+ st A T F Anm.
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Supposons que I'on substitue & x les valeurs successives
Ty, Ty + Ny, Ty 2h,..., Byt nh...;
désignons par Yy Y5t Yayrtet Yanen

les valeurs correspondantes de y. Toutes ces valeurs sont évi-
demment des polynomes, de degré m, en x,, dont les coeffi-
cients dépendent-de A : car on a :

F(xz, -+ ph) = F (ph -+ 2)) = ¥ (ph) ++ ¥’ (ph)z,
K (ph)

m

+I\”(pfb) i +

De plus, il est clair que, pour passer de 'nne de ces valeurs
a la suivante, il suffit d’y changer «, en (z,-- 7). On a, en effet,
en considérant deux valeurs consécutives de y, y, et v,., :

Yo=F @+ ph), Yoy =TFl0+ (p41)1;

elil est évident que {2, (p-1)h} peut se déduire de (z,- ph),
en y changeant @, en (z, k).

Cela posé, les différences premiéres Ay,, Ay,, Ay,... sont des
polynomes du degré (m — 1) en x,, dont les coefficients dépen-
dent de h. On a, en effet :

ni I8 h’
Ayy=tph—Yy=F @+ h) — F (@) =F (@)h+F (w°)i.—2+'-"'

Or on sait que F'(z,) est un polynome de degré (m— 1),
F"(z,) un polynome de degré (m — 2), etc.; la proposition est
donc démontrée pour Ay, Il en résulte qu’elle est vraie pour
les différences suivantes, Ays, Ays,...; car chacune d’elles se dé-
duit de la précédente, en changeant #, en (z, - h); ce qui ne
change pas son degré, par rapport & .

La série

[2] Ayoa Ayh"-: Ayn---,

pourrait done s’obtenir, en substituant successivement & z, dans
un certain polynome, de degré (m— 1), les valeurs o, ;-4 5....
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Si donc nous appliquons & cetle suile ce qui a été dit de Ia
suite,

Yoy Y1geeey Yny

déduite de la méme maniére d’'un polynome de degré m, nous
verrons que les différences des termes de la série [2], c'est-
a-dire

[3] Aiyﬂv Asyis"'y A% ny

sont des polynomes, de degré (m — 2), en o, et que chacun se
déduit du précédent, cn y changeant z, en (z, 4 h); en sorte
qu’ils peuvent tous se déduire d’un méme polynome, en y chan-
geant x en @y, @y + h, z, - 2h,...

Si nous appliquons & la suite des différences secondes le
théoréme dont nous avons déja deux fois fait usage, nous ver-
rons que les différences des termes de la série [3], c’est-a-dire

[4] Al AT e A,

sont des polynomes, de degré (m — 3), en s

Et, en conlinuant de la méme maniére, nous verrons que les
différences quatridmes sont des polynomes de degré (m—4), les
différences cinquiémes, de degré (m — 5),... et enfin les diffé-
rences m™, de degré 0, c'est-d-dire indépendantes de Ty; ce
qui prouve le théoréme énoncé. Car, pour obtenir chacune de
ces différences, on doit changer, dans la précédente, @, en
(z,~1h); et elles sont, par conséquent, constantes, quand elles
ne conliennent pas . '

257. REMARQUES. En revenant sur les détails de la démon-
stration précédente, on peut faire plusieurs remarques utiles.

REMARQUE 1. On a trouvé la formule :
(1] Ay =1y — yo= F(z, + h) — F ()
| B ()"

e

= P b+ F'(a) 5 + ..+

On voit que I'accroissement h est facteur dans le second mem-
bre; et qw’il le sera encore, si l’on remplace z par (z, - h),
(zy4-2h), pour former les différences AYs; Ays,...; en sorte

ALec. sp. B. . 15
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que toutes les différences premiéres contiennent en facteur l'ac-
croissement /.,

- Remarque I1. 11 est évident que, sile polynome proposé F (z)
renfermait / en facteur, ce facteur se retrouverait dans les dé-
rivées successives F'(z), F(z,)... I (z,); et, par suite, tous les
termes de la différence contiendraient, non plus seulement h,
mais i* en facteur. Il résulle de la que, la différence premicre
étant un polynome qui contient & en facteur, la différence se-
conde contiendra 4? en facteur 4 tous les termes. La formule [1]
prouve, en général, que, si un polynome F () contient en fac-
teur une puissance h? de h, sa différence conliendra & fous les
termes le facteur A7+ ; et il en résulte de 13, que les différences
des différences secondes, ¢’est-d-dire les différences troisiemes,
conliendront le facteur A%, que les différences quatriémes con-
tiendront le facteur h*, et ainsi de suite.

On voit que, si 'accroisscment i décroit de plus en plus, les
différence décroitront suivant une loi d’aufant plus rapide que
leur ordre sera plus élevé.

RemarQuE I1I. L'expression générale de Ay,,
I i h?—
Ay, =T (@)h+F (20) 75415

est, comme nous l'avons dit, un polynome de degré (m—1),
que I'on peut ordonner smvant les puissances de @,. Si Az™ re-
présente le premier terme de F (2), il est facile de voir que le
premier terme de Ay, sera le premier terme de I’ (z,) A, Cest-
a-dire, mAz™'h; et que, par suite, Ay,, Ay, Ay,..., s’obtiendront
en subslituant & ¢ les valeurs z,, (z, -+ 1), (@, -+ 2h)... dans un
polynome dont le premier terme est mhAz™'. En appliquant
a ce polynome le résultat trouvé pour F (z), on verra que les dif-
férences premicres de ce polynome, c’esi-i-dire les différences
secondes de F(z), peuvent s’obtenir en substituant a « les va-
leurs #,, (zy + h)..., dans un polynome dont le premier terme
est m(m—1)Ah*z™* On verra de méme, que le premier
terme du polynome, qui donnerait les différences (roisiemes,

4
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est m (m —1) (m — 2) Ah*z™%. Enfin la différence mme, qui se
réduit & un seul terme, puisqu’elle est indépendante de e g

m(m—1) (m—2) (in— 3)... 2Ah™.

Les polynomes en z, dont il est question ici, se nomment les
différences premiére, deuxiéme, troisiéme,... m™, du polynome
y=1I(z), et se désignent par les notations Ay, A%, A%, ... AT

258. APPLICATION AU POLYNOME DU TROISIEME DEGRE. Si nous
considérons le polynome du troisitme degré :

[1] Yy=a'+pa* +qz -+,

nous trouverons sans peine, en y remplacant & par (z-- h), et
en retranchant [1] du résuliat :

[2] Ay=3a*h+(38h*+2ph)z + K~ ph* + qh;

de méme, en remplagant z par (z-}-4) dans [2], et en retran-
chant ensuite [2] du résultat, on a : :

[3] A*y = 6zh* - 6 |- 2 ph?;
et, en opérant sur [3] de la méme maniére, on a:
[4] ALy —6h

Pour obtenir les valeurs de Ay, Ay, Ay,...; Ay, Aly,..., il
suffira de remplacer, dans le second membre des formules [2]
el [3], @ par zy, (z, 4 h), ete.

Si I'on voulait former les valeurs numériques de la fonction y
et de ses différences, il fandrait procéder comme on I'a indiqué
pour former le tableau des cubes.

259. ExempLE. Soit, par exemple, le polynome
y=a"— 5z} 6x—1;

formons les valeurs que prend ce polynome pour des valeurs

entiéres de la variable. Sil’on fait successivement z—=—1, 2 — 0,
Z =1, on trouve pour valeurs correspondantes de y, y =—13,
y=—1,y=1, dont les différences premitres sont 12 et 2, et la

différence seconde est — 10, Quant a la différence troisicme
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de y, on sait qu'elle est égale & 6. On disposera ces résultals de
la maniére suivanie :

z Y Ay A%y A%y
6

8

6

= — 13 12 =) 6
0 — 2 6
oIE g AL 6

et 'on remplira ensuite les différentes colonnes, en remarquant
que chaque terme de I'une d’elles (la premiére colonne exceptée)
est égal & celui qui est au-dessus, augmenté du terme corres-
pondant & ce dernier dans la colonne placée & sa droite. Cetle
remarque permet évidemment de prolonger les colonnes dans
les deux sens; on trouve :

z Y Ay A%y Aly
— 5 — 281 112 — 34 6
= e 78% [ s=— 28 6
gl ) 50 f- — 929 6
— 2 — 41 28 — 16 6
e 122 | =10 6

OF = gie el 6
1 e 1= e 6
ey ) il 6
gHe— Dol

f + 7 22

5 | 4+ 29

Pour prolonger d’abord la colonne des différences secondes vers
le bas, ondit: — 10 4 6.. . —4; —4&+4-6.. .25 2--6...8,elc.
On prolonge de méme la colonne des différences premicres, a
I'aide dela précédente, en disant : — 4 4-2...—2; +2—2...0;
8 4 0...8, etc. On prolonge de méme la série des valeurs de ¥
(qui correspondentd #=2,3, 4,...)endisant : —24-1...-=1;
0=1...—1; 8—1...7, et ainsi de suife.

Pour prolonger les colonnes vers le haut, on remarque qu'un
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terme d’une colonne est la différence entre le terme placé au-
dessous de lui dans la méme colonne, et le terme placé A droite
et au-dessus dans la colonne suivante. On prolonge donc d’abord
la colonne intitulée A%y, en disant: —10—6...—16; —16
—6...—22;—22—6,..—28, elc. On prolonge ensuile, a 'aide
de celle-ci, la colonne des Ay, en disant : 12 —(— 16)... 28;
98 —(—22)... 50, etc. On prolonge enfin la série des valeurs
de y, en disant: —13—28..,—41;—41—50. ,,—91, et ainsi
de suite.

240. ReMARQUE. On voit, par 'exemple préeédent, que, pour
calculer les valeurs d’un polynome du troisi¢me degré, qui cor-
respondent a des valeurs entiéres de la variable, il suffit de con-
nailre celles qui correspondent & (rois nombres entiers consé-
cutifs — 1,0, 1; en se fondant sur ce que la différence troisieme
est constante, il est trés-facile d’obtenir, par de simples addi-
lions, les valeurs suivantes,

Si le polynome proposé était du quatriéme degré, la différence
quatriéme serait constante; et, pour former la série de ses va-
lears, il suffirait de connaitre quatre valeurs consécutives. Il en
faudrait cing pour un polynome du cinquiéme degré ; et ainsi
de suile, Il faudrait en connaitre m pour un polynome du m™e
degré.

§ IV. Différences des fonctions.

241. DEFINiTION. Soit une fonction quelconque y = F(z). Si
I'on désigne par @ une quelconque des valeurs attribuces a x, et
par (z - k) la valeur suivante, I'expression

Ay = A(Fz) = F(z 4 h) — F(x)

se nomme la différence premiére de F(z). De méme, si l’on change
x en (z - h) dans AR(z), la différence

A’y = A°F(z) = AF(z 4 h) — AF(z)
se nomme la différence seconde de F(z). Et ainsi de suite.

ExEvpLE. Soit : ="
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Ona: Ay = a** — ¢* = a¥(ah — 1),

c'est-d-dire que la différence premiere s’obtient en multipliant
la fonction par la constante a®. On a, par suite :

Aty = g*(ah — 1)%, A = a*(aP — 1},. .. A’y = a%(a* — I)".
§ V. Usage des différences pour la construction des tables numériques.

242. TaBLEs NUMERIQUES. La considération des différences
est fort utile dans la construction des tables de toute espéce. Il
arrive, en effet, presque toujours que, dans une série de nom-
bres résultant d’une loi réguliére, et sulfisamment rapprochés
les uns des autres, les différences tendent de plus en plus vers
I'égalité, & mesure que leur ordre s’éléve. En négligeant des
quantités fort petites, on pourra, a parlir d’'un cerlain ordre,
leur supposer, dans un certain intervalle, une valeur invariable,
cl construire la table comme ¢'il s’agissait des valeurs d’un poly-
nome.

Ne pouvant donner ici la raison de ce fait général, nous nous
hornerons a le-développer sur deux exemples.

243. Lxemere I. Sil’dn pose :

y = log z,
on aura :
Ay =log (& + h) — log (v) = log (1 +§),
b h? B3
Ay —= o el SR
uu_ y=loge (% 23 T 55 " )

Puis : A%y = log (x +- 2h) — 2log (z + 1) + log @

=log (z -+ 2h) —log @ — 2 {log (z + h)—log @ |

—_—.log(l—]-?)—ilog(lﬁ—g),

: hassiah
Ay=—loge(=—= ... ).
ou Y ge (mi e )
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Puis :
A’y =log (z - 3h) — 3log (x -+ 2h)+-3log (z + h) —log o

—log (1 e %h)— slog (1 _'_%h) +3log (1 e g)

3
ou A'y=loge (i)i; - etc.) .

Si l’'on suppose, par exemple, 2 = 10000 et h=1, il viendra:
Ay=0,000043427276863,
A%y —=0,0000000043420786,
A%y =0,000000000000868 ;

et, si 'on ne voulait avoir les résultats quavec dix chiffres dé-
cimaux, on pourrait négliger longtemps les différences du
quatriéme ordre, et procéder comme si la différence troisiéme
était constante. On formera donc successivement les colonnes
des différences troisiemes, secondes, premiéres, comme au
n° 259; dou l'on déduira les logarithmes des nombres
-10001,. 10002, 10003, en partant de celui de 100000, qui est
4,000000000000000. 1l faudra vérifier les résultats, au moyen
de logarithmes obtenus directement & des intervalles éloignés.
La méthode des différences devra les donner exacts, avec le
nombre des chiffres que 'on veut conserver. Lorsque le dernier
de ces chiffres cessera d’étre exact, on calculera de nouveau, &
priori, au moyen des formules (243), les différences Ay, A%y,
Ady; et Ton se servira de ces nouvelles valeurs comme des pré-
cédentes.

Q44 Exevpere 1. Soit proposé de calculer, & 7 décimales
exactes, une table de logarithmes des sinus de 10 en 10 se-
condes, depuis 72° jusqu’a 72° 1'30".

Nous savons que

sin 72°=4 {10 -+ 2y/5=0,9510565,

cos 720 = 1 (y5—1)=0,3090170;
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done, en prenant les logarithmes de ces deux valeurs, et ajou-
tant, comme on le fait toujours, dix unités & chacun d’eux :

log sin 72° = 9,9782063255,
log cos 72° = 9,4899824.
Reprenons les formules précédentes :

y=log z,

Nous cherchons ici log sin o, ¢ étant égal & 72°, don :
&=sin P.

Déterminons maintenant I'accroissement 7 du sinus, correspon- -
dant & un accroissement de I'angle de 107.

Ona: h=sin (p 4 10") — sin g;

sin (¢ - 10”) =sin ¢. cos 10" -~ cos ¢. sin 10",

e 1 et 'TXIQ____M____ 5
Mais Parc 10" = ISOXGOXGO_O’OOOM 84813681....<mﬁ.
3
Or, comme sin z>z— 2.,

6
le sinus de 10" ne différe de son are, que d’une quantité moindre
que } (%;)3, ou de moins de 1;?- De plus, cos z>1 — %2,
donc le cosinus de 10" ne différe de I'unité, que de moins

HENE e .y
que § (ﬁ) , ou que d’une unité du neuvieme ordre. On peut

donc, dans la valeur de sin (o + 10”), remplacer cos 10” par 1,
et sin 10" par ar¢ 107, et écrire :

sin (¢ + 10") = sin ¢ +-cos ¢ < arc 10”;
- ? i
done, avec une approximation de T

h=cosg % arc 10"
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L'angle ¢ est égal & 72°; donc, en négligeant h%, on a :

c0372° > arc 10"
A —_— ey )
y=lope sin 72°
Or: log (log ¢) = 1,637 7843
log cos 72°=1,489 9824
log 10" =15,685 5749
Ct log sin 72°=0,021 7937

done : log Ay = 6,835 1353
et Ay =0,000 0068412.

Clomme nous calculons les valeurs de log sin o, & 7 décimales

: B : ;
exactes, les valeurs de el et, par suite, de A%, n’influent

plus sur le résultal que nous cherchons; et la fonction trans-
cendante log sin o, dans les limites indiquées, peut étre con-
sidérée comme une fonction algébrique du premier degré,
: 3 68 : >

fonction qui augmente de o7 environ pour chaque 10" d'aug-
mentation de 'angle ¢.

Pour étre assuré de I'exactitude du dernier résultat, il faudra
calculer & 8 décimales et former une progression arithmétique,
dont le premier {erme est :

log sin 72° =1,978 20632....

et dont la différence est 684. Er nous bornant aux quatre der-
niers chiffres des logarithmes, la progression sera :

0632, 1316, 2000, 268L, 3368, 4052, 4736, 5420, 6104, 6788.

Supprimant le dernier chiffre, et ajoutant une unité du sep-
titme ordre, lorsqu’il est plus grand que 5, nous aurons :

log sin 72°0" 0"=1,978 2063
log sin 72°0'10" =1,978 2132

log sin 72°0'2(" = 1,978 2200
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log sin 72°0'30" =1,978 2268
log sin 72°0'40” = 1,978 2337 .
log sin 72°0'50" = 1,978 2405
log sin 72°1' 0" =1,978 2474
log sin 72°1'10" =1,978 2542
log sin 72°1'20" =1,978 2610 y_
log sin 72°1'30" =1,978 2679

Ce qui s’accorde parfaitement avec les valeurs fournies par les
lables de Callet.

RESUME.

229, Définition des différences. — 230. Définition des différences se-
cond: s. — 231. Définition des différences d'un ordre quelconque. —
232. Usage des différences pour la formation des carrés. — 233. Usage
des différences pour la formation des cubes. — 234. Formule quj
exprime la différence d’'un ordre quelconque. — 235. Formule in- i
verse, qui exprime un terme quelconque d’une suite, au moyen du
premier et de ses différences successives. — 236. La différence mme
d'un polynome de degré m, est constante. — 237. Les différences
premiéres contiennent, en facteur, I’aceroissement h de la variable;
les différences secondes contiennent h®; les différences troisiémes
h?, etc. Expression de la différence mme. — 238, Application au po.
Iynome du troisiéme degré. — 239. Exemple. — 240. Pour calculer
les valeurs d’un polynome du m™¢ degré, qui correspondent & des
valeurs entiéres de la variable, il suffit de connaitre celles qui cor-
respondent & m nombres entiers consécutifs. — 244. Différences des
fonctions. — 242, Des tables numériques. — 243, 244, Applications
a la construction des tables.

EXERCICES, ,.
1. Trouver, & Vaide des différences, la somme des carrés, la somme des cu-
bes, etc., des p premiers nombres entiers,
On applique la formule du n® 235, en posant w,=1%+ W4 37 4 ... 4 p*
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11. Calculer les valeurs que prend, pour des valeurs entieres de la variable,
le polynome
ot — b5’ - 4o*— 3w —8.

III. Prouver que, si ¢(z) désigne une fonction quelconque d’une variable
et que 'on considére la suite

@), el@+h), ol@+2h),.. .0(+nh),
Ap(z) Alp(z) Alp(x)

les fractions = ot o

ont respectivement pour limites les dérivées du premier, secend, troisidme or-
dre de o (z). En conclure que, si h est petit, les différences sont, en général,
d’autant plus petites que leur ordre est plus éleve.
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CHAPITRE II.

OE L’'INTERPOLATION.

§ I Enoncé de la question.

245. DErmvTION. L'interpolation consiste & insérer, entre les
termes d’une suile, de nouveaux termes assujettis & la méme loi.
Ceprobléme est quelquefois trés-facile, lorsque laloi des termes
de la suile est connue. (Vest ainsi que, enlre deux termes d’une
progression, on peut insérer par un procédé fort simple, un
nombre donué de moyens. Si I'on considére, au contraire, des
nombres quelconques dont la loi soit inconnue, le probléme de
Pinterpolation devient complétement indéterminé ; et pour le
résoudre, il fant imposer aux termes inconnus une condition qui
fasse disparaifre 'indétermination. Cette condition est, le plus
souvent, que les différences d’un certain ordre serony égales & zéro,
On en a vu un exemple dans la détermination des logarithmes
des nombres non compris dans la lable ; admetire, en effet,
comme on le faif, que I'accroissement des logarithmes est pro-
portionnel & celui des nombres, c’est admeltre que, pour des
accroissements égaux des nombres, les accroissements des lo-
garithmes sont aussi égaux; ou, en d’autres termes, que la dif-
férence premiére des logarithmes est constante , et que, par
suite, la différence seconde est nulle. Dans le cas deslogarithmes,
les tables pormettent, d’ailleurs, de vérifier quil en est & peu
prés ainsi pour des accroissements du nombre égaux a I'unité;

et 'on congoit qu'’il doit, & fortiori, en étre de méme pour des
accroissements plus petits : nous avons dailleurs montré (245),
que les différences secondes des logarithmes diminuent rapide-
ment. Cette loi s’applique, du reste, & toutes les fonctions ;
lorsque la variable croft par degrés ¢gaux de plus en plus petits,
les différences de la fonction diminuent d’autant plus rapide-
ment que leur ordre est plus ¢levé. Lors done que, dans la con-
struction d’une table, on apercevra que les différences d’un
cerlain ordre deviennent sensiblement nulles, on pourra ad-
mettre qu'il en serait & fortiori de méme pour des aceroisse-
ments plus petits :
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Et alors le probléme de I'interpolation peut s’énoncer ainsi :

Connaissant les valeurs y, Uy, Uy,.... U, dune fonclion, qui cor-
respondent & des valeurs Xo, Xy~ h, Xo42h...x,-}-nh, de la
variable; en admeltant que, pour des accroissements égaus quel-
conques de X, les différences (n - 1) de la fonction soient égales d
zéro, trouver les valeurs de celte fonction qui correspondent & une
valeur donnée de X comprise enire X, et X,—nh,

§ II. Formules d’interpolation.

2%6. ForMULE DE NEWTON. Reprenonsla formule

ﬂ(n nin—1)n-—

[l] u'uxu‘u-l"nAUQ—I— I)AQ O_I_ T 2_ 3 )l'iun

_}_”.__*_n(n— 1)....(11—~n—{— I)A”ug

152 wn

s

qui a été démontré (255", :
Supposons que la derniére valeur de z, pour laguelle u est
connu, soit représentée par x,, de telle sorte que I'on ait ;

& = @, +-nh,

et, par suite, n =—’h—“ :

la formule [17 devient :
Ty — T\ [T — 2,
T — 2, h T
[2] w.=1+ 7 Au, = 1.9 "Ly

L= T\ (Te—Ty T—z
e 1)( —

Tt 1.2.3...m B s

Si, dans le second membre de cette formule, on remplace x,
par la lettre indéterminée , on formera une fonction ¢ (z),

e o
h h

T—z :
[3]  o(@)=ty+——2Au+ 1.2 e
L — &g\ (& — T e ']E_:_mu—
(\ I )( f 1>( h n+l) :
S R R =
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qui, évidemment prend la valeur w, pour ==, c'est-a-dire
pour z = z, - nh.

Je dis, de plus, que si 'on y donne & z les valeurs, ,, 2, 4 i,
&y =+ 2h,... ¢, + (n— 1)h, o (x) deviendra successivement Uy Uy,
U, ... Un—y 5 €1, comme d'ailleurs cette fonclion est un polynome
dn degré n; dont la différence n=¢ est constante (255), elle rem-
plit toutes les condilions imposées par I'énoncé, et elle est, par
suile, la solution du probleme proposé.

Faisons, en effet, dans la fonction ¢ (),

& = @, + ph,

celte valeur pouvant représenter toutes 16s autres, si le nombre
arbitraire p devient successivement 0, 1,...17.
On aura :

(4] o¢(xph) "-—“uo-}—pAuo—j—E—(%—l—) Aty =L

Rl tp—p - Lt
+ ligsap Aluy;

T — T,
h
p, et parsuile, chacun des termes, & partir du (p 4- 1)==, con-
tient (p — p) parmi les facteurs de son numérateur. Or, le se-
cond membre de la formule [4] est (255) I'expression de u,; ef,
par suite , la fonction ¢ (@) devient, comme nous ’avions an-
nonceé, égale a v,, quand on fait &=z, ph, et elle remplit

les conditions de I'énoneé.

el les lermes suivant disparaissent; car devient égal &

247. Revarque 1. En écrivant, comme nous I'avons fait, la
formule : :

—1 (n—1)...(n—n 1
un:u"‘}‘??'AUo+%}A21(-n+”“ﬂ(ﬂ : ])2 L“nﬂ‘l‘ )A"’l.{-o,

il faut avoir bien soin de ne pas supprimer les facteurs com-
muns aux deux fermes des derniers coefficients. Ainsi, par
excmple, le coefficient de A™w, est I'unité ; mais on doil I'écrire::

nmn—1)...(n—n-1)

1.2....00 *
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T — T,
h
rateur, un polynome bien différent de I'unité.

ce qui fournit, par la substitution de a n, dans le nume-

248. Remarque II. La fonction o (z), que nous avons trouvée
(248), est le seul polynome en , qui puisse résoudre le pro-
bleme tel qu’il a été posé. En effet,la différence (n-|- 1) devant
étre nulle d’aprés I'une des conditions, le polynome ne peul
avoir de termes de degré plus élevé que le n=e. Or, un tel poly-
nome étant désigné par ¢ (z), et devant prendre les mémes va-
leurs que o (z), Savoir Uy, Us, Usyes.Un, POUT &= Ty, D1, Tayees Tn,
il faut que la différence ¢ (z) — ¢ () s’annule (n - 1) fois, ou
en d’autres termes, que 'équation

¢ () — § (@) =0,

admette au moins (n-}- 1) racines, @,, i, &s.... &,; ce qui exige,
puisqu’elle est du degré n, que son premier membre soit iden-
tiquement nul, et que, par suite, les fonctions ¢ et ¢ soient iden-
tiques.

249. ExempLE. Nous donneronsune applicationde la méthode
précédente. Supposons que V'on veuille obtenir le logarithme
de 3,1415926536, par le moyen d’une lable de logarithmes
a dix décimales. On regardera les logarithmes contenus
dans cetle lable, comme les valeurs données de la fonction u, les
nombres comme celles de @, et I'on formera le tableau suivant:

@ W Au A2y A%y, Ay
3,14 10,4969296481}0,0013809057 |—0,0000043769|0,000000077 | —0,0000000008
3,15 |0,4983105538|0,0013765288 —0,000004349210,000000074%
3,16 |0,4996870826{0,0013721796 (—0,0000043218
3,17 0,5010592622(0,0013678578
3,18 |0,5024277200

La différence quatriéme étant extrémement petite, on peut
considérer la différence cinquiéme comme nulle,
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-
h h AR

£ T— Ty
[3] ug=1u, + 7 Au—]—. T3

e
f h h h 5
o 1.2.8 A%

(fc—sca) (:c-—ﬂ:., ]>(w—m0__2) (m—:ro_s
h h h i
Ahly,

T 2.3.4

nous devons faire

Pour appliquer la formule

T T e e

Uy = 0,4969296481,

Auy = 0,0013809057,

A%y, =—0,0000043769,

; APy, = 0,0000000277,

| Aky = —0,0000000003;
et comme h=0,01,

&, = 3,14, — xy = 0,0015926536,
i : on obtiendra : -

| r—a
‘”"TL%: 0,15926536, lg_ = —0,42036732
(m-;.a\r:ﬁ)___-2 m-;—a;o:?)
— —_0,61357821 : = —0,71018366.

3 2 Y 4
Avec ces valeurs, il sera facile de mettre en nombres la for-

mule [3], qui donnera:
U, = log 3,1415926536 = 0,497 1498727,

250. ForMULE DE LAGRANGE. Il existe une autre formule, qui
fait connailre approximativement les valeurs d’une fonction u,
lorsqu’on connait les valeurs wy, wi, Uy, ... u,, qu’elle prend pour
des valeurs x,, @i, @s,... @, de la variable. Nous supposons
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comme précédemment, que w soit une fonclion rationnelle de
@, du degré n. Soit donc:

Uy = o+ frya? ...} pan,
onaura: = wt footuite. o g,
U = o Pz Fyo ... -+ pay”,
= + Boy -yl .. v,
Up = & + ?a',l 'fk ‘I(-’F“2 —i- St —I— yTp",

el I'on pourrait déterrainer «, §, y,... w, en résolvant ces équa-
tions, quisont du premier degré; mais on se dispense de celle
résolulion, en posant:

U = Xty - Xytty + Xsug . .. -+ X, .

Xy, Xy, Xy, ... X, sont des fonctions de z, assujetties aux con-
ditions suivantes : :

Pour z =u, : Xy, X,,... X,, doivent s'annuler et X, devenir
égal a I'unité;

Pour #=ua;: X, X,,... X,, doivent s'annuler, et X, devenir
égal a l'unilé;

Paurrs=n;: X=Xeoxes s X doivent s’annuler, et X, de-
venir égal a unité. .

Pour 2=u2,: X, X,, ... X,_,, doivent s’annuler et X, deve-
nir égal & l'unité.

I1 est évident, en effet, que, d’aprés ces conditions, u, devien-
dra égal & u,, w, ... u, pour les valeurs a,, a,... z, de 2.
Or, X, s’annulant pour les valeurs ;. z,,... de @, on peut
poser :
N=A@—a)@—mx)... (z—a,);
Argtsp. B, 16
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et comme, pour =2, on doit avoir X, =1, on posera :

T, — _ :
(@y— &) (T — L)« .« (T) — Ts) =
en sorte que
Y (x—x) (z—2y) ... (x—xz,)

YT (@ — ) (T — ) - (o— )]

On trouvera de méme :

N (x—z) (z— @) ... (x —x,)

(B —) () — o) - .. (1, —,)’

(z—m) (t— o) (B—ay). .. (2—2,)

P 3 Xy= @ i,) (@ — ) By — D)

et ainsi de suite : la formule cherchée est done :

Uy = Uy

(z— ) (T—2s). ..(T— 2,) + . (z—w) (2—s)... (Z—,)
(@ —1) (Ty—1Ts) ... (Ly— L) : (@r—a ) (@ —s). .- (B—2,,)

(m—0) (T — ). . . (B—2py)
(By—T) (Tn—1)e + + (T —Tps)

4. un

§ TI1. Application de Ja méthode d’interpolation ala représentation exacle
d’une fonction entiere f(a), du degré m, dont on connaitles valeurs w,,
Uy, U, ... Um, correspondantes aux valeurs de a,, @,=-h,...0,--mh de
la variable.

2551, REPRESENTATION D'UNE FONCTION ENTIRRE. La, formule
d’interpolation [3], démontrée (246), a pour but de former une
fonction entiére, de degré m, qui, pour les valeurs @y, z, - h,
... @y —Fmh de z, prenne les valenrs uy, ty, . .. Uy. Or, deux fonc-
tions entiéres, de degré m, ne peuvent élre égales pour (m--1)
e valeurs de la variable, sans élre complélement identiques; car,

sans cela, en les égalant, on formerait une équation, de degré ma,
admellant (m-1) racines. La fonction f(z), indiquée dans -
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I'énoncé, est :donc 1dentique & la formule fournie par la me-
thode d’ mlerpolatlon etl'on a:

(x—ux,) (m—ru_l)

(:r,‘ a,) h h

Angy- T APyt
(T—m,) [— =7
= ( 5 “—-—1)...( = l‘--—m.—l—l)

252. LIMITES DES RACINES D'UNE EQUATION [{z) = 0. On con-
clut de cette formule que, si les quantités wu, Au,... A™u,

[A]  flo) =1+

m
Ay

.-—mo

e
— r—! 7 ; &
(m L Ty 1 ) ( Ty —m-}- 1) soient des quantités positives,

. o i €T
sont posilives, en donnant & x une valeur telle que

h h

c’est-a-dire en faisant, = plus grand que z,-}(m—1)h, {(z) sera
positif. On_peut méme ajouter qu'a partir de la valeur z=ua,
-+ (m — 1)1, tous les termes qui composent le second membre
de la formule [A] augmentent avee z, et que, par suite, il en est '
de méme de f(z). [l résulte évidemment de 1a que =z, 4 (m— 1)k
est une limite supéricure des racines posilives de I'équation
f(z) =0; et les solutions de ’équation doivent étre cherchées
parmi les nombres inférieurs i celte limite.

De méme, si I'on donne 4 z une valeur , telle que les quan-
tités w,, Ay, A%y, . .. A"y, soient alternativement positives et né-
galives, , est une limite inférieure des racines: car, pour toute
valeur de « inférieure a z,, chacun des termes de f(z) devenant
positif, f(z) ne peut plus devenir nulle.

RESUME.

245. But de I'interpolation : Condition arbitraire que l'on s’'impose. —
246. Formule d’interpolation de Newton, applicable & une fonction
dont on connait les valeurs pour des valeurs équidistantes de la va-
riable. — 247. Remarque. — 248. La fonction trouvée estle seul
polynome, entier en o, qui puisse salisfaire aux conditions deman-
dées. — 249. Application & un exemple. — 230. Formule d’interpo-
lation de Lagrange.— 281. Application dela méthode d’interpolation
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a la représentation exacte d'une fonclion entiere, de degré m, dont
on connait les valeurs correspondant & (m-}-1) valeurs équidistantes
de la variable. — 252. Limites des racines d'une équation‘f(a)= 0.

——

EXERCICES.
I. On a observé une plantte, et les ascensions droites ont été trouvées :
Le 12 janvier 12230 003" 25" 215 |
19 janvier gy Qg0
20 janvier gheq7! 0% 2296767,
24 janvier BEETE —00 0" 58",3. s

Trouver, par interpolation, ’ascension droite du 22 janvier a midi.

II. Les données restant les mémes, trouver le jour et I'heure pour lesquels |
l’ascension droite a été nulle.
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CHAPITRE III.

RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES.

§ L. Séparation des racines.

255. OPERATIONS PRELIMINATRES. Pour résoudre une équation
numérique, il convient d’appliquer d’abord la méthode des
racines commensurables, et de supprimer les facteurs qui cor-
respondent & ces racines. On doit ensuite appliquer a I'équation
la méthode exposée au livre III, chapitre 11, pour la décom-
poser, s'il y a lieu, en plusieurs autres qui n’ajent plus que des
racines simples. La premiére de ces opérations n’a d’antre but
que de rendre les calculs plus simples. La seconde est indispen-
sable; elle nous permettra d’affirmer, dans ce qui va suivre,
que, il existe une racine a, deux nombres (a—h), (a+ '), qui
la comprennent, étant substitués dans’équation, doivent donner
des résullats de signes contraires, quand % et A’ sont sulfisam-
ment petits. 1l suffit évidemment pour cela quil n’y ait aucune
racine, autre que a, comprise entre (a— ) et (a-1').

Enfin, avant de commencer I'application de la méthode de
recherche que nous allons exposer, il sera hon de fixer, par
I'application des régles démontrées (208 et suiv.), une limite su-
périeure des racines positives etune limite inférieure des racines
négatives que peut avoir I'équation proposée.

254. SUBSTITUTION DE NOMBRES ENTIERS CONSECUTIES. Aprés
avoir exécuté les opérations préliminaires dont nous venons de
parler, et dont, je le répéte, celle qui est relative aux racines
egales est-seule indispensable, on substituera, dans le premier
membre de I'équation proposée, les nombres entiers consécutifs -
e — 4% —3,—2,—1,0,4 1,42 43,44..., compris
entre les limites des racines. Cette substilution se fera, comme
il a ét¢ expliqué (289), par la méthode des différences: c'est-
a-dire que I'on calculera directement un nombre de valeurs
consécutives égales au degré m de I'équation, et 'on en déduira
leurs différences jusqu’a celle de Pordre (m — 1). Puis, en se
fondant sur ce que la différence de I'ordre m est conslante on

SCD LYON 1




246 LIVRE IV,

b=

pourra calculer, par de simples additions ou soustractions, les

valeurs des différences successives, et par suite celles du pre-

mier membre, correspondantes aux autres valeurs de la va- »
riable. Il résulte de la loi méme qui préside & la formation de

ce tableau, qu’en faisant croitre x, on arrivera a rendre la fonc- f
tion et ses différences toutes positives; et qu’en donnant & z des

valeurs décroissantes, on finira par rendre la fonction et toutes

ses différences alternativement positives et négalives. On s’arré-

A tera, dans les deux sens, lorsque ces conditions se trouveront

i réalisées; car aucune substitution uliérieure de nombres entiers

i ne pourra, évidemment, modifier les signes. -

Si les résultats de la substitution dés nombres entiers dans le |
premier membre ne sont pas tous de méme signe, il arrivera,
unc ou plusieurs fois, que deux résultats consécutifs soient de
4 signes contraires; et nous pourrons affirmer, qu’entre les nom- |
| | bres entiers correspondants il existe une racine ou un nombre |
impair de racines. I

Si le nombre des intervalles, dans lesquels 'existence des ra- |
cines réelles devient ainsi manifeste, est précisément égal au
| & nombre des racines que le théoréme de Descartes permet de
supposer, les racines sont séparces; c’est-a-dire que I’on est assuré
d’avoir, pour chacune d’elles, deux nombres qui la comprennent
et qui n'en comprennent pas d’autres.

Mais il s'arrive, au contraire, que le nombre de cesintervalles
soit moindre que le nombre des racines possibles; et, en par-
ticulier, siles nombres entiers, substitués dans le premier mem-
bre, donnenl tous des résultats de mémes signes, on doit rester
daus le doute, ef recourir & de nouvelles subahtutlons. Mais ces
subslifutions ne doivent étre faites que dans des intervalles
choisis, ou elles présentent quelque chance de succes. Voici
comment on délerminera ces intervalles.

T —

285, CHOIX DES INTERVALLES DANS LESQUELS ON DOIT FAIRE DE ‘
NOUVELLES SUBSTITUTIONS. Aprés avoir obtenu les résultats de la 4
f subslitution des nombres entiers dans le premier membre de
i I'équation proposde, on portera sur une ligne droile, & partir
d’une origine 0, des longueurs proportionnelles aux valeurs 1, L
2, 3,..., altribu¢es & Pinconnue z, et, en sens opposé, des lon-
guewrs deslinées a représenler les valeurs négatives —1, —2,
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— 3,...; puis, par I'extrémité de chacune de ces longueurs, on
élévera (sans y apporter aucune précision) une perpendiculaire
représentant la valeur correspondante du premier membre de
I'équation proposée, cette perpendiculaire étant portée dans un
sens ou daus l'auntre, suivant que la valeur est positive ou né-
gative. Il est évident que, si I'on procédait de la méme maniére,
non plus seulement pour les valeurs entiéres, mais pour toutes
les yaleurs possibles de @, le lieu des ex{rémités des perpendi-
culaires serait une courbe; et les intersections de ceite courbe
avec la droite, sur-laquelle on porte les , ferait connaitre les
racines; car clles correspondraient & la valeur de 2 pour laquelle,
le premier membre de I'équation s’annulant, il faut porter une
perpendiculaire nulle an-dessus de I'axe. Les valeurs particu-
litres du premier membre, que nous avons obtenues, font con-
naifre des points de cette courbe, et permettent de se faire @ peu
pres une idée de sa forme, et d’en conclure, par conséquent,
les intervalles dans lesquels T'existence des racines est pro-
bable, et ot il convient de les chercher par des subslitutions
nouvelles.

Si, par exemple, en substituant & & les valeurs 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, on trouve pour le premier membre d'une équation, les va-
lears

1,50, | 0,86, | 0,08, | 0,15, | 1,25, | 3, | &,

les points correspondants, qu’il faudra construire, sont placés &
peu prés comme il suit :

1.50

(T T i

Et I'on congoit que, si la courbe qui les réunit coupe Faxe
des @, ce doit élre entre les points 2 et 3. Cependant nous ne
sommes nullement en droit d’affirmer que, dans les autres inter-
valles, il 0y ait pas de racines; il pourrait méme, a la rigueur,
en exister entre 5 et 6 (intervalle ot I'inspection des résullats
précédents n’en ferait certainement pas présumer). Il suffirait
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que la courbe inconnue; qui réunit nos différents points, fil
suffisamment contournée.

‘
|
1

256. TutorkME. Il existe cependant un théoréme, qui assignc
une limite aux irrégularités que peuvent présenter les courbes
analogues a celles dont il vient d’étre question.

.\3
h

Si léquation proposée est de degré m, une paralléle & la ligne, sur
laquelle on porte les valewrs de x, ne peut, dans avcun cas, rencontrer
la courbe en plus de m poinis.

O RS TR T T

=

Soit, en effet, d la distance de celte paralléle A la ligne des z;
i elle rencontrera la courbe précisément aux points qui corres-
pondent aux valeurs de @, pour lesquelles le premier membre
est égal 4 d. Or, en égalant le premier membre & un nombre
donné, on obtient une équation de degré m, qui ne peut avoir
plus de m racines. Jajoute que souvent I'application du théo-
! réme de Descartes & celte équation donnera une limite plus
Ll pelite encore.

Si T'on revient & Pexemple proposé dans le chapitre précé-
dent, on voit que I'existence d’une racine, comprise entre 5 et 8,
| exigerail que la courbe ptit éitre coupée entre quatre points au ‘
it moins par une paralléle & la ligne des =, et que, par suite, I'é- |
quation, obtenue en égalant le premier membre & un nombre d,
plit avoir qualre racines positives.

‘ 257. SUBSTITUTION DE NOMBRES EQUIDISTANTS D'UN DIXIEME.
i Lorsque Pinspection des résultats obtenus aura indiqué les in-
lervalles, dans lesquels on présume Iexistence des racines, on
devra substituer, dans ces intervalles, des nombres équidistants
d’un dixieme; et il arrivera, le plus souvent, que ces sub-
slitutions montreront assez neltement la forme de la courbe,
pour qu’on apercoive avec certitude les limites qui comprennent
les racines, ou que I'on acquitre la conviction quil n’en existe |
pas. Nous n’avons rien 4 ajouter sur la maniére de tirer parti b
| de ces résultats nouveaux : il faudrait répéter, mot pour mot,
ce que nous avons dit an sujet de la substilution des nombres
entiers.
Pour calculer les résultats de la substitution des nombres, de
dixiemes en dixi¢mes, il faudra procéder comme pour celle
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des nombres entiers : calculer d’abord un nombre de résulfats
consécutifs égal au degré de I'équation, former les différences
qui en résultent, et chercher ensuite les valeurs suivanles par
de simples additions.

§ II. Etude spéciale du cas ol 'équation est du troisiéme degré,

258. SIMPLIFICATION RELATIVE A GETTE EQUATION. Soit un po-
lynome du troisiéme degré

9(2)="4-pa*+qo 1.

Supposons. que l'on ait subslilué des nombres ¢quidistants
dont la différence soit 7 ; on connait la valeur de la fonction ()
pour une certaine valeur z=u, de la variable, et I'on a formé,
de plus, Ag(z,), A%o(z,), Ale(z,). Nous allons donner un MO0Yyen
simple de calculer les différences qui correspondraient & un
accroissementdix fois moindre, et que nous représenterons par
(@), S¢(o), F9(a). On a :

!_2

(1] 49(00)=9(z 1) —0{e) =Ips(@0)+158'() + s (20

Pour former A%o(z,), il faut prendre la différence du second
membre, ¢’est-a-dire son accroissement quand on y change z,
en (x,--n); on aura

A*o(@) = ¢/ (@0 +h) —¢'(z)] + li;- ["(@0+h)— " (z,)]

]La m m
o [ D) —o"(@));

-

or, o (o) est du second degré, ¢"(z,) du premier el ¢"(z,) esl
constant; on a done :

I ’ 7 ]LE my
¥ (@o 1) =9 (m0) =he'(20) + 15 9"(20),
¢ (@ 4-h) —¢" (@) =hg"(z,),
¢"(@ +h) —¢"(@,) =0;
dong, en substituant, il vient :

2] Alg(,) = hig" (@) - We(@,).
9 ¢ :
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1‘ ! On (rouvera de méme : |
1 Aty (z0) = hlg" (24 1) — ¢ (@] 19" (@0 + M) — 9" (@0)1; |
! ou, d'aprés ce qui précéde, >
| (8] Ng(@) =Nt (@).
i
' Ainsi donc :
E ! ]2’2 1 ];.‘3 "
! [1] Ag(me) == ho' (z) + o (o) + 5 ¢ (@),
| [2]  Ag(we) =R (m)+hie"(@y),
[81 A%(@)=h%"(zy).
: ; h
i Si, dans ces formules, onremplace i par T R aura : _
‘ ] k - |
(4] So(m,) = 10 ‘P D) o 200 ()4~ 8000 © (@)
i h? & ;
| “i,r e Ree rﬂ o e, S |
| fﬁ] 9 ‘I‘(mﬂ) ~— 100 ¢ (J‘U) 1000 P (930)3 f
3 f 5 |
r — I w
A Pinspection de ces formules, on voit que, connaissant les va-
| : leurs des différences A, on formera immédiatement &o(a,), qui
'J est la millitme partie de A%s(z,). 8%0(z,) se compose de deux
' termes dont le second est précisément &*o(z,) que 'on vient de
former, et le premier est la centieme partie de la différence
A2g(xy) —Al(z,), 'est-a-dire de la différence qui précede A’o(z,)
dans la série des A%, Enfin 8g(z,) se compose de irois termes; les
deux derniers sont connus L’un est la sixiéme partie de & 4( w3
Pautre est la moitié de 100 ¢"(x,), c’est-a-dire d’un terme déja
h -
calculé pour former §%. Quant au troisiéme terme — T ¢'(z,), On %
remarquera qu’il est la dixiéme partie de ho'(@,), el quel’on a : j
| : s
t he'(z,) = Ag(ag) — o % (7,) =% ¥ (o) ' \
| |

| ‘ 4
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Le second membre se compose de trois termes connus, ct on le
calculera facilement.
En résumé :

8o(x,) est la milliéme partie de A%(z,);

A%(w,) est la somme de 8'g(z,) et de la centiéme partie du '
terme qui précéde A%(x,) dans la série des A?;

3p(zo) se compose de la sixieme partie de S%o(z,), de la moitié
du terme calculé pour obtenir 8%p(z,) et de la dmcme partie de
I'expression

hias hi
Ag(an) — 5o/ (@) — 5 o),

dont les trois termes sont connus.

259. APPLICATION DE LA METHODE PRECEDENTE. Considérons
I'équation
a:“—'?a:—|—7:0.

-Si nous substituons & & les valeurs — 1, 0, +- 1, nous trouvons,

pour le premier membre, les valeurs coxrespondantts 18y 1 1l
dont les différences premiéres sont — 6, —6, et la dlﬁlrencc
seconde 0. Quant a la différence troisiéme, on sait (256) qu’elle
est égale & 6. Nous formerons donc le tableau suivant :

@ Y Ay | Al ) Ay
6

6

—1 13 —6 0 A0
0 7 —6 6

1 6

6

nous en déduirons, par des additions successives, la table des
valeurs de A%y, Ay, y, que jinscris dans un nouveau tableau,
afin que 'on apercoive mieux, dans le précédent, les rcsuliats
qui servent de base & tous les autres. -

’
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x Y Ay y Aty
i ' — 4 —29 30 — 1|2} 6 b g
{ S 1 12 =D 6 -
iy 13 0 &g G-
i ey 13 =5 0 6 x
f 0 7/ —6 6 6
1 1 0 12 6
: 2 1 12 18
' 3 13 30
i L 43
i 5 1

| A T'inspection des valeurs de y, on voil qu’il existe une racine
négative comprise entre
—3 el —4; el, ccmme la
; régle de Descartes apprend
i qu’il n’en existe qu’une, il
-‘ n’y a pas lieu d’en cher-
cher d’autres.

Quant aux racines posi-
tives, il peut en exister

43

‘ ] deux; mais pour les décou-
‘}{ @ = 2 vrir, nous devons recourir
‘ = ‘ ‘“1 s a denouvelles substitutions. |
i T e e P D (e T ey Si nous représentons gra- i

phiquement les  résultats |
oblenus, nous ohtenons la
ES figure ci-contre.

La courbe, qui réunit ces ‘
points, ne devant étre cou- [
pée qu'en trois poinls par 1
une parallele & la ligne des b
@, ne peut évidlemment couper cetle ligne quentre les points
1 et 2; c’est donc entre £=1 et z= 2, que nous devons sub- ‘
i stituer des valeurs distantes de 0,1.
| Nous savons que, pour =1, le premier nombre, que nous
désignons par ¥, est lui-méme égal & 1; on a, de plus, pour des
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accroissements de z égaux A Punité, Ay==0, A2y=19, A% =6,
: ol A
L’accroissement devenant égal a 1o’ Dous trouverons (258) :

&y =0,006, &%= 0,066, 8y =—0,369;

et nous pourrons, d’aprés ces valeurs, former le tableau suivant ;

z Y 3y &%y %y
1 1 —0,369 0,066 0,006
6] 0,631 1105303 0,072 0,006
1,2 0,328 | —0,231 0,078 0,006
1,3 0,097 | —0,153 0,084 0,006
1,4 —0,056 | —0,069 0,090 0,076
1,5 —0,125 0,021 0,096 0,006
1,6 —0,104 0,117 0,102 0,006
il —-0,013 0,219 0,108 0,006
1,8 0,232 0,327 0,114
1,9 0,559 0,441
2 I

On voit, & Pinspection de ce tableau, que y change de signe,
quand @ passe de la valeur 1,3 a la valeur 1,4 et de la valeur 1,6
a 1,7. Iy a donc deux racines positives, dont les valeurs, & un
dixiéme prés, sont 1,3 et i

260. CALCUL DES RACINES A MOINS DE 0,01. Pour obtenir une
plus grande approximation, il faudra substituer & @ des valeurs
distantes de 0,01, entre 1,3 et 1,4, et entre 1,6 et 1,7. Ces substi-
lutions se feront, comme Jes précédentes, au moyen des diffé-
rences. On commencera par remarquer que, pour z=1,3, on
d ¥ =0,097; & partir de cette valeur, les différences relatives a
un accroissement de  égal 4 0,1, sont, comme on le voit par le
tableau précédent :

Y=0,097, Ay=—0,153, A% = 0,084, Ay = 0,006.

Pour en déduire les valeurs des différences relatives & un ac-
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croissement de  égal & 0,01, nous appliquerons les formules

données plus haut; et nous trouverons :

8 (@) = Tou X A%g(2) = 0,0000086,
8%(as) = 0,000006 - 11 >< 0,078 =0,0007886,
5 () = 0,000001 -+ 0,00039 4 7 (—0,153 —0,039— 0,001)

=0,018909;
et, comme on a, d’ailleurs, pour £=1,3, y=20,097, on peut
former le tableau suivant :

@ Y Ay Aly Aly
1,3 0,097000 [—0,018909 | 0,000786 | 0,000006
153 0,078091 |—0,018123 | 0,000792 id.
1,32 0,059968 |—0,017331 | 0,000798 id.
1,33 0,042637 |—0,016533 | 0,000804 id.
1,34 0,026104 |—0,015729 | 0,000810 id.
1,35 0,010375 [—0,014919 | 0,000816 id.
1,36 |—0,004544 |—0,014103 | . 0,000822 id.
1,37 |—0,018647 |—0,013281 | 0,000828 id.
1,38 |—0,031928 {—0,012453 | 0,000834

1,39 |—0,044381 |—0,011619

1,4 —0,056000

On calculera, au moyen des mémes formules, les valeurs de
Ay, A%, A%, qui correspondentd des accroissements de x égaux
4 0,01, & parlir dela valeur z=1,6; et 'on formera le tableau

suivant :

@ y Ay Aty Ay
1,6 |—0,104000 | 0,007281 | 0,000966¢ | 0,000006
1,61 |—0,096719 | 0,008247 | 0,000972 id.
1,62 |—0,088472 | 0,009219 | 0,000978 id.
1,63 |—0,079253 [ 0,010197 | 0,000984 id.
1,64 |—0,069056 | 0,011181 | 0,000990 id.
1,65 |—0,057875 | 0,012171 | 0,000996 id.
1,66 |—0,045704 | 0,013167 | 0,001002 id.
1,67 |—0,032537 | 0,014169 | 0,001008 id.
1,68 |—0,018368 | 0,015177 | 0,001014
1,69 |—0,003191 | 0,016191
1,7 40,018000

SCD LYON 1




e R

" DES DIFFERENCES, 255

On voit, d’aprés ces tableaux, que lesdeux racines sont com-
prises, 'une entre 1,35 et 1,36, l'autre entre 1,69 et 1,70. Pou
calculer la plus grande, & un milliéme prés, il faut substitucr,
entre 1,69 el 1,70, des valeurs distantes d’un millidme, Ces va-
leurs, calculées par le méme proeédé que les précédentes, résul-
tent du tableau suivant ;

@ Y Ay Aty A%y
1.69 —0,003191000 0001573371 1 0.000010146 0,000000006
1,691 —0,001617629 0,001583517 0,000010152 id.
1,692 —0,000034112 0,001593669 0,000010158 id.
1,693 +0,001559547 0,001603827 0,000010164 id.
1,694 0,003163384 | ~0,001613991 0,000010170 id.
1,695 0,004777375 0,001624161 0,000010176 id,
1,696 0,006401536 0,001634337 0,000010182 id.
1,697 0,008035873 0,001644519 0,000010188 id.
1,698 0,009680392 0,001654707 0,00001019%

1,699 0,011335099 0,001664901

1,70 0,013000000

On voit que y change de signe, lorsque # passe de la valeur
1,692 & 1,€93. Laracine est donc, & un millidme prés, ézale A
1,692.

261. EMPLOI DUNE PROPORTION POUR OBTENIR LA RACINE. J.0§ :
tableaux précédents permettent de pousser I'approximation plus
loin encore. Remarquons en effel, que, dans le dernier de ces
tableaux, la différence seconde est extrémement petite. On peut
donc, sans erreur sensible, la considérer comme nulle, et admet-
tre, par suite, que les accroissements de v soient proportionnels
a ceux de z. Nous pourrons alors obtenir la valeur de @, pour
laquelle y est nul, en procédant comme on le fait dans Pemploi
des tables de logarithmes. Nous dirons :

Lorsque = augmente de 0,001, et passe de la valeur 1,692 &
la valeur 1,693, la variation de 7 est 0,001593669. Pour que la
variation de y soit 0,000084112, ¢’est-a-dire pour que 4 devienne
ztro, il faut done que la variation § de 2 satisfasse la proporiing

5 _ 0,000034112,
0,001 — 0,001593669’

d’oti 'on déduit :

3—0’00000003“12
~ 0,001593669

= 0,0000214
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en sorle que la racine esl égale, approximativement, &
1,6920214,

On doit observer que la différence seconde, que nous avons
considérée comme nulle, étant, en réalité, un peu plus grande
que 0,00001, peut influer sur le septieme des chiffres décimaux;
etil n’y a, par conséquent, aucune raison pour le considérer
comme exact. :

On doit donc considérer la racine comme égale & 1,692021.

262. AuTRE APPLICATION. Dans 'exemple précédent, la déter-
mination des intervalles, dans lesquels il convenait d’effectuer
de nouvelles substitutions, n’a présenté aucune difficulté. Mal-
heurcusement il n’en est pas toujours ainsi. Nous en citerons un
exemple.

1y = 9a°® — 24a® -} 16w — 0,001 = 0.

Si nous substituons & z les valeurs — 1, 0, 1, nous trouvons
pour valeurs correspondantes de y, — 49,001, — 0,001, 0,999,
dont les différences sont 49, 1, et la différence seconde — 48.
Quant & la différence troisieme, elle est (286) égale a 54.

Nous pouvons, d’aprés cela, former le tableau suivant :

g Yy Ay Ay oo
—1 —49,001 49 =5 5l
0 — 0,001 1 6 54
1 -+ 0,999 7 60 54
2 7,999 67 114
3 74,999 181 i
L 955,999 *

s1 on représente ces valeurs graphiquement, ainsi qu’on I'a
wndigué (288), on voit clairement qu’il existe une racine entre
z=0 et £=1; mais rien ne fait pressentir qu’il y en ait d’au-
{res, et ne porte & essayer de nouvelles.substitulions. Si, cepen-
dant, on substilue les valeurs distantes de 0,1 entre z=1 et
z=2, on t1ouve que les valeurs des différences, relalives & =1 !

et & un accroissement de z égal & 0,1, sont Ay=—0,461, |
A%y =0,114, Ay == 0,054 ; ce qui permet de former le tableau 1
suivant: i
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x y Ay Aty A’y
It 0,999 —-0,461 0,114 0,054
1,1 0,538 —0,347 0,168 id.
1,2 0,191 —0,179 0,222 T
1,3 0,012 40,043 0,276 id.
1,4 0,055 0,319 0,330 id.
1,5 0,374 0,649 0,384 id.
1,6 1,023 1,033 0,438 id.
10 2,056 1,471 0,492 id.
1,8 3,527 1,963 0,546
1,9 5,490 2,509
) 7,999

Ein représentant graphiquement les résullats qui y sont conte-
nus, 'on voit clairement que la courbe, qui passe par les points
obtenus, ne peut couper la ligne des z qu’entre le point 1,3 et
le point 1,4. Substituons done, entre ces deux valeurs, des va-
leurs de & distantes de 0,01 : ces valeurs se calculeront, comme
les précédentes, en formant d’abord, par les formules (258), les
valeurs de Ay, A%, el A% qui correspondent & z— 1,3, et & des
accroissements de la variable égaux & 0,01 : nous formerons ainsi
le tableau suivant :

@ Yy Ay A% Aly
I3 ~+0,012000 | -0,006501 | 0,002274 0,000054
1,81 |4-0,005419 [—0,004307 | 0,002328 id.
1,32 |4-0,001112 |—0,001979 | 0,002382 id.
1,33 |—0,000867 |-4-0,000403 | 0,002436 id.
1,36 1—0,000464 | 0,002839 | 0,002490 id.
1,85 |4-0,002375 | 0,005329 | 0,002544 id.
1,86 [40,007704 | 0,007873 | 0,002598 id, -
1,37  |-4-0,015577 | 0,010471 | 0,002652 id.
1,88 1+4-0,026048 | 0,013123 | 0,002706

1,39 |4-0,039171 | 0,015829

1,4 ~+0,055000

Ge tableau prouve que I'une des racines est comprise entre 1,32
et 1,33, l'autre entre 1,34 et 1,35.
ALrg. sp. B.

17
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§ III. Méthode de Newton.

2635. Exposk DE LA METHODE. Lorsque I'on considére une fonc-
tion dans un intervalle trés-peu considérable, on peut presque
toujours, sans erreur sensible, regarder ses accroissements
comme proportionnels & ceux de la variable, et les représenter
par le produit de la dérivée de la fonetion par I'aceroissement
méme de la variable. L’erreur, commise dans cette substitution,
sera d’autant moindre, que I'on prendra des accroissements
plus petits. Cette remarque s’applique & toutes les fonctions,
mais nous la développerons senlement ici sur les fonctions algé-
briques entiéres, pour Pappliquer a la réso]utmn des équations
considérées dans ce chapitre.

Soient

[t} F (z)=0,

0

une équation algébrique, et @ une valeur approchée d’une ra-
cine, dont nous désignerons par (a--A) la valeur exacte; on
aura évidemment :

[2] Fla+h) =
ou

[3] F(¢5+Fj (a)h—-F" (a) 'IE% 4. oo 4+ F"(a) .1_ 2:’*«?". = y

or, en négligeant les termes qui contiennent h & une puissance
plus -élevée que la premiere, on a, avee une approximation
d’autant plus grande que h est plus petit 3

F(a--h)=F (a)-}F' (a)h;
’équation [3] devient donc :

F(a)+F' (a)h=

. S = P

et I'on en déduit : _ h_--ma
1a valeur approchée de la racine est, par conséquent : |
F(a) : : E
l‘"(ar) !
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En désignant cette valeur par b, el appliquant de nowivean lc .
méme proeédé, on trouvera une valeur plus approchée encore

F @),
=¥

et, en répétant celte opération plusieurs fois de suite, on obtien-
dra rapidement une trés-grande approximation.

Il est impossible d’indiquer, d’'une maniére générale, et indé-
pendamment de fout exemple particulier, la rapidité avee la-
quelle croissent les approximations; mais, dans chaque cas, on
s’en forme facilement une idée en procédant comme nous allons
le faire dans 'exemple suivant.

264. AppricaTioN. ExempLE I. Reprenons I'équation (259) :
Fx)=a®—T72-+7=0;

nous avons frouvé que I'une de ses racines est, & 0,001 prés,
égale & 1,692; si nous la désignons par 1,692 45, ou, pour
abréger par (a<-h), b sera plus petit que 0,001 ; et nous au-
rons:

: ] 3
Fm+ﬁy:m@+wwmy%§jW@y+T%§F%@=o;
par suile :
F(a) h* Fa) L ["(a)

Fl@) 1.2F(@) 1.2.3F (ay
Or, pour a=1,692, les coefficients de h* et de h* sont, Fun plus
pelit que 3,2, autre moindre que I'unité ; en sorte que le second
et le troisiéme terme du second membre sont moindres, I'un
que 0,0000032, l'autre que 0,000000001: nous avons donc, &
L millioniémes prés,
= ¢ K(a)
h}-—-—'— m-
Or on a, d’aprés le tableau (260), pour £=1,692=aq:
F(a)=—0,000034112;
d’ailleurs F(a) =3a*—7=-1,588592;

_0,000034112

= - — 21473,
done h 0,558592 0,000021
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Mais, d’aprés le résultat que nous venons d’obtenir, la valeur
=1,692 était exacte, non-seulement jusqu’a 0,001, mais en-
core & 0,0001 prés, puisque la quatritme chunale est un zéro;
de plus, d’aprés le méme lésultat pour = 1,6920, I'erreur h

est moindre que 0,000025, ou — &0000, donc, le nombre obtenu

i est approché & moins de (I)B, et 1a valeur de  est, avec 8 dé-

cimales,
z=1,6920 2147,

Nous avons donc une nouvelle valeur approchée de la racine
1,6020 2147 =b;
représentons sa valeur exacte par
1,6920 2147 - h' = b+ 1';
1OUS aurons :
0=F(O-+H)=FO)+1F®) + 5. o)+ o 1)

d’ou h‘-.—.——-———-————-—

Or k' est plus petit que -1%,; par suite, 7'* cst moindre que

1 S Ty . )
o6 Son coefficient, d’ailleurs, est moindre que 3,2. D’un autre

! : 1 : =
cOté, A" est plus petit que o et son coefficient est moindre
que 'unité. Donc si 'on prend

o B
¥ =—Fer

Perreur commise sera de Pordre —. Cet exemple suffit pour !

010
donner une idée de la rapidité des approximations, et pour
;i montrer comment on doit 'apprécier dans chaque cas.

.
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265. ExempLe II. Soit donnée I'équation :

F(z) =2 —25—5=0.
La premiére dérivée sera :
F(z)=38x>*—2;

et, par suite, le terme de correclion :

~ F@_ a—2—5
) T T e

PREMIERE APPROXIMATION., On trouve immédiatement, que la
racine réelle de I'équation est comprise entre 2,0 et 2,1.

Posons donc a=2,1; et partons de celte valeur pour trouver
la racine  avec plus d’exaclitude. En remplacant z par 2,1,
dans les fonctions F(z) et F'(z), nous aurons :

I (a) = 0,061
et F'(a)=11,23;
0,061
done ia_»mé_—o,osa?,,
et, par suite, b—=2,095.

DEUXIEME APPROXIMATION. Partant de cette nouvelle valeur ap-
prochée de la racine, nous aurons d’abord :

b= 28095
b=14 389, ;
be=—19%195
done F(b)=0,005 et" F'(b)=11,167;
hy—— 101”010657 = —0,000 448
et c=b- h =2,094 552,

L'erreur 7, étant moindre que 1_165’ et les coefficients de h,?
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3 t 1 : e :
et by étant, le premier environ 32 le second NE il s’ensuit que
1
10°
TROISIEME APPROXIMATION. Posons maintenant = 2,094 552 ;

erreur de la nouvelle valeur de @ sera plus pelite que —

comme l'erreur de ¢ est moindre que Tz)_‘*’ et que, de plus, les
coefficients de #, et de h,® restent a trés—peu prés 1es mémes,
nous pourrons compter sur une approximation de

On a d’abord ;

1013'

¢®= 4,387148 080704,
&= 9,189109 786734;
donc F ()= 0,000005 78673L,

et F'(c)=11,161444 242112,
ce qui donne :

____F(e)___ 0,000005 786734
hy=— F(G) W =—20,000000 518458,

et d=c-hy,=2,094551 481542,

1
exacte 3 moins de — 58"

(QUATRIEME APPROXIMATION. Pour pousser encore plus loin
I'approximation de la racine, posons:

o =2,094551 481542;
nous aurons, pour ies puissances de z ou de d:
d*=14,387145 908829 787166 697764,
et d*=19,189102 963080 354769 507339,
et, par conséquent,
F(d)=—0,000000 000003 645230 492661, . |
P(d)= 11,161437 726489 3615.... '
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Done, la valeur de h, sera :

F(d) i 0,0...3 645230 492661
F(d)~ 7 11,161437 726489 36..,"

ou hy =-}0,000000 000000 326591 482386:
on a done pour la nouvelle valeur :

hfg':-:

4=2,094551 481542 326591 482386,

valeur exacte & moins de -—; 0“ Un nouveau calcul donnerait la

1
racine, & moins de — TS

266. REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA METHODE DE NEWTON.
La méthode d’approximation, que nous venons d’exposer, peut
se représenter graphiquement d’une maniére trés-simple, que
nous croyons devoir indiquer ici, quoiqu’elle exige des notions
de géoméirie analytique.

La recherche des racines réelles de 1'équation f(z) =0 revient
a celle des points ol la courbe, qui a pour équation y == f(z),
coupe l'axe des z. En désignant par ¢ une valeur approchée de
la racine, et par f(a)la valeur correspondante de y, 'équation
de la tangenie & la courbe y=f(z), au point dont les coordon-
nées sont a et f(a), est:

y—f@)=ra)(z—a).

Cette tangente coupe I'axe des # en un point. dont I’abscisse 2
est évidemment
1(a)

fay

c'est-d-dire précisément égale  la valeur fournie par la mé-
thode de Newton.

Daprés cela, la méthode de Newton
équivaut a la construction suivante :

Ayant la position approchée, P, du
point O ol une courbe coupe I'axe des
z, pour en obtenir une autre plus ap-
prochée encore, on mene, au point M de la courhe qui se pro-
jette en P, une tangente MT; et le point T est, en général, heau-

r=a—
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coup plus prés que P de I'intersection cherchée. En répétant la
méme construclion, on obtiendra un nouveau point T' encore
plus rapproché que le précédent; et ainsi de suite.

Il peut arriver, cependant, qu’en appliquant la méthode de
Newton, on obtienne une valeur de la racine moins approchée
que celle que I'on a déja : et il importe, pour opérer avec certi-
tude, d’entourer la méthode de quelques précautions indispen-

sables. 3

26Y7. CAS QUI PEUVENT SE PRESENTER DANS L'APPLICATION DE
LA METHODE. Supposons que I'on ait trouvé deux nombres, a, b,
(a<Cb), qui comprennent une racine, et une seule, de I’équa-
tion f(z)=0; de telle sorte que f(a) et 7(b) soient de signes
confraires. Supposons, en oulre, que ces deux nombres a, b,
soient assez rapprochés, pour que,  variant depuis a jusqu’a b,
f'(x) et {"(x) ne changent pas de signe. Puisque /'(z) conserve
| son signe, {(x) est constamment croissant ou constamment dé-
croissant; et, puisque /”(z) conserve le sien, f'(z) est également
toujours croissant ou toujours décroissant. En d’autres termes,
Pordonnée de la courhe y = f(z) va toujours en augmentant ou
toujours en diminuant; et I'angle, que la langente a la courhe

' faitavec I'axe des z, varie aussi toujours dans le méme sens,
D’aprés cela, quatre cas peuvent se présenter. Sj f (@)>0, on

Fig. 1. Fig. 2.

Fig. 3.
Yl Y
B glg
i 7
Ve i o :
e | rd |
P R/ DAL A
i 1T Z =y 7 7
Ul | // Q (1) | /7K 9 =
(s V44
[
A A

a f(b)<<O0; par suite, f(z) diminue, et f'(z) est constamment
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négatif. La courbe affecte alors I'une des deux premiéres formes:
savoir, la premigre, si f"(z) est constamment positif, et la
deuxiéme, si /"(z) est constamment négatif.

.5i, au contraire, f(a) est négatif, on a f(b)>>0; par suite,
[' (@) est constamment positif: et la courbe affecte alors 'une des
deux derniéres formes : la troisiéme, si /() est positif, et la
quatrieme, si f”(z) est négatif.

268. MoYEN D'OPERER AVEC CERTITUDE. Cela posé, il est évi-
dent que, pour avoir avec certitude une valeur de  plus ap-
prochée que I'une des limites a, b, qui la comprennent, il faut,
dans le premier cas (fig. 1), mener la tangente au point A, qui
correspond a la limite inférieure a, c’est-a-dire, poser

f(a)
1 T = 0—=—)
& @
il faut, dans le second cas, mener la tangente au point B, qui
correspond & la limite supérieure b, et poser

[2] 1= -—@.

Il faut de méme appliquer la formule [2] dans le troisiéme cas,
ct la formule [1] dans le quatriéme. _

On remarque d’ailleurs que, dans le premier et le quatriéme
cas, ou I'on doit appliquer la formule [1], f(a) et /" (z) sont de
méme signe, landis que f(b) et /" (b) sont de signes contraires;
et que, dans le second et le troisiéme, ot 'on doit appliquer la
formule [2], f(b) et £”(b) sont aussi de méme signe, tandis que
f(a) et ["(a) sont de signes contraires. On conclut de 1d cette
regle générale :

Lorsque Ton connaitra deux limites, a, b, qui comprennent une
seule racine de Uéquation f(x) = O,'gz& qui en sont ainsi, chacune,
unevalewr approchée, sices deux limiles sont assez rapprochées pour
que, X variant de a a b, ['(x) et {'(x) ne puissent changer de signe,

on prendra la formule

[ (2)

L= e ——=

a2 b ]
‘r (‘/

SCDLYON1 ©



266 LIVRE IV.

et 'on y remplacera z par celle des deww limites qui rendra £(z) el
"(z) de méme signe.

Le résultat sera une valeur de X plus approchde que la limite dont
on se sera servi. £n substituant cette valeur dans la méme formule,
on obtiendra une nouvelle valeur encore plus approchée; el ainsi de
suile.

269. EMPLO] SIMULTANE DE LA METHODE DE NEWTON ET DE LA
METHODE DES PARTIES PROPORTIONNELLES. Il est facile de voir, que
la méthode des parties proportionnelles (261) donnerait pour
valeur approchée x = OK, K étant le point ol la corde AB ren-
contre I'axe des.@. Car on a, dans chacune des figures,

x=0P-}PK, etz=00—Q0QK,
ou x—=a-}+PK, ete=b— QK,

et 'on voit que :

=y e QK:PQX-—-—E-Q————:

ER =R0 < mpe | AP B0

P—}—BQ
c’est-d-dire que les accroissements PK et QK sont proportion-
nels aux variations des ordennées.

On remarque, d’ailleurs, que sila méthode de Newton donne
une valeur trop petite pour z, la méthode des parties propor-
tionnelles donne une valeur {rop grande, et vice versa. Par con-
séquent, la valenr exacte de x est comprise entre les deux; et
Perreur commise est moindre que leur différence.

RESUME,

2533, Opérations préliminaires 4 exécuter, quand on veut résoudre une
équation numeérique. — 254. Subslitution de nombres entiers consé-
cutifs. — 258, Choix des intervalles dans lesquels on doit faire de
nouvelles substitutions. —.253. Théoréme qui limite les irrégulari-
tés que peut présenter la .cou:’be dont on fait usage. — 257. Substi-
tution de nombres équidistants d’un dixiéme. — 258. Simplifica-
tion des calculs dans le cas ou I'équation est du troisieme degré. —
259. Application & un exemple. Calcul des racines &4 0,1 prés. —
260. Calcul a 0,01 prés. — 261. Emploi d’une proportion analogue &
celle dont on fait usage dansla théorie deslogarithmes. — 262. Exem-
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ple d’'une équation & laquelle les régles précédentes s’appliquent mal.
— 2635. Méthode de Newlon. — 264, 265. Applications & deux
exemples. — 266. Représeniation graphique de la méthode. —
267,268. Reetification de la méthode, qui permet d’opérer avec cer-
titude. — 269. Emploi simultané de la méthode de Newton et de la
méthode des parties proportionnelles.

EXERCICES.

1. Déterminer la racine réelle de 'équation
o} — 20 — b =0.
On.trouve : r—2,09455.
1I. Déterminer la racine réelle de P’équation
@’—58—3=0
On trouve : ©=2,4908.
[IT. Déterminer les racines réelles de ’équation
@8 — 2t — 132° + 3922 — 205 - 4=0.
On trouye o=—4,00317.
1V. Déterminer les racines réelles de I’équation
¥ — Ba*— 6z - 9=0.
On trouve 2,—8,677, ®:»=3,557T, 2;—=—3,2438,
V. Déterminer les racines réelles de I'équation
" —8r—1=0.
On truu;.'e s 4=2,88879, &%=—2,7639, @&=—0,12509.

VI. Partager une demi-sphere, de rayon 1, en deux parties équivalentes, par
un plan parallele 4 la base.

En désignant par « la distance du plan parallele au centre, on trouve :

a*—3x + 1=0.
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CHAPITRE IV.

RESOLUTION DES EQUATIONS TRANSCENDANTES.

270. Bur pE cE cHAPITRE. Nous nous hornerons a traiter, dans
ce chapitre, quelques équations transcendantes, choisies parmi
celles que I'on rencontre dans les applications des sciences ma-
thématiques, et qui nous permettront d’exposer, d'une maniére
compléte, les méthodes auxquelles les géométres ont le plus
souvent recours pour leur résolution.

§ I. Application de la théorie des différences & la résolution des équations
transcendantes.

271. METHODE DE REsOLUTION. La méthode, que nous appli-
quons aux deux exemples qui vont suivre, est (rés-fréquemment
employée; elle consisle a substituer dans I'équation proposée
des nombres équidistants, absolument comme dans le cas d’une
équation algébrique. Lorsque I'on a trouvé deux substilutions
qui donnent, dans le premier membre, des résultats de signes
contraires, on conclut qu’il existe une racine entre les valeurs
correspondantes de «; et dans I'intervalle on substitue des nom-
bres plus rapprochés, qui permettent de resserrer laracine entre
deux limites nouvelles et plus étroites. Cela faif, on considére le
tableau qui comprend : 1° les valeurs a{trlbmcs a I'inconnue;
2° les valeurs correspondantes du premier membre de i’equa—
tion; 3° les différences des divers ordres qui s’en déduisent. S'il
arrive que les différences d’un certain ordre, du troisiéme par
exemple, soient négligeables, on en conclut que la fonction peut
étre remplacée, sans erreur sensible, dans 'intervalle considéré,
par une fonction algébrique (du second degré, si la différence
troisiéme est considérée comme nulle). La théorie de Iinterpo-
lation fera connailre cette fonction; ef, en la substituant au pre-
mier membre de I'équation, on aura ramené le probléme A la
résolution d'une équation du second degré.

Si les différences du second ordre étaient négligeables, on
rameénerait I'équation & une équation du premier degré; et la
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méthode reviendrait & l'emploi des parties proportionnelles,
dont on fait usage, dans un cas analogue, en se servant des
tables de logarithmes.

272. ExempLE I. Soit donnée I’équation
e® —e¥— 5,980,

équation qui se présente, en mécanique, dans Uétude de la chainetie.

Nous voyons que cette équa-
tion ne change pas, lorsqu’en
remplace @ par (—a); par con-
séquent, & chaque racine corres-
pond une autre racine égale,
mais de signe contraire.

Pour mieux étudier cette équa-
tion, posons : !

Y

b

1— eE=— el ey == BB e

nous aurons alors les équations
de deux lignes, dont les points
d’intersection ont pour abscis-

ses les racines de I’équation.

La premiére de ces deux lignes AA’ est une courbe transcen-
dante, n’ayant qu'une seule branche infinie dans les deux sens.
Cette branche, qui a pour asymptotes les lignes logarithmiques
dont les équations sont :

z=Ilogy et —z=logy,

passe par Vorigine des coordonnées, qui est, en méme temps,
son centre.

La seconde de ces deux lignes BB’ est une droite qui passe
également par 'origine. :

Comme les deux lignes passent par l’origine, I’équation est
vérifiée par # = 0. En outre, il est facile de voir qu’elles n’ont
quune seule intersection du c6té des @ positifs ; par conséquent,
I'équation a une racine positive que nous allons déterminer.

Mettons d’abord I’équation sous la forme,

Uy ==e°— e *—5,20843 =0 ;
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et cherchons les valeurs que prend cette fonction pour des s
valeurs entiéres de la variable #. Nous aurons :

T =0, (=il =1 =0
r=1, e =—= 32,718, % = 0,388, Uy = — 2,934,
p=29, = 7,389, e°=0,185, uy=— 3,314;

z=3, °=20,086, €°=0,050, WUy=-} 4,184, "

La racine est donc comprise entre 2 et 3.
i Si maintenant nous cherchons les valeurs de u, correspou-
i dant ax = 2,5, # =2,6, #=2,7..., NOUS aurons:
z=25  u=—1,1096;
z=2,6, uw=—0,3489;
fE— w = - 0,5447;

et la racine est comprise entre 2,6 et 2,7.
 En partageant cet intervalle en dix parties égales, et en cal-
il culant les valeurs intermédiaires de w avec leurs différences,
nous aurons le tableau suivant :

@ U Au A%y
9,64 —0,00792 8871 140
2,65 --0,08079 9011 142 .
2,66 -+-0,17090 9153 145
2,67 - 0,26243 9298 145
2,68 -+ 0,35541 9443
2,69 - —+ 0,44984

Les différences du second ordre étant peu différentes, la fone-
tion u,, prise entre & = 9,64 et z = 2,65, peut &lre considérée
comme une fonction algébrique du second degré. On appliquera
done la formule d'interpolation de Newton,

T —x,

T—x lz—ax
o=y 22 hu o 5 T (S — 1) A,

dans laquelle on devra poser : Ty = 2,64 h=10,01,

wy=— 0,00792, Au, = 0,08871, A’u,=0,00140.

SCDLYON1 |



DES DIFFERENCES. 271

Comme # —z, est la correction A faire & la valeur approchée
s
h
Done, en nommant z le nombre de centiémes que 'on doit
ajouter a 2,64 pour former la racine, ona :

€T ‘ v
o, sera le nombre de centiémes de cette correction.

z(z—1)

Uy = Uy - 2y, 9

AR’MQ;
et u, devant étre nul, on en déduit :

Pour résoudre cette équation du second degré, on peut pro-
filer de ce que z est trés-petit; pour négliger d’abord le second
terme du second membre, et prendre comme premiére ap-
proximation 3

e U
F=— pi=0,0892797.

Puis remplacant z par cette valeur dans le second membre de
I'équalion [1], on trouve plus exactement :

: z =0,089921 ;
par suite, la valeur de = est :
4 === 2,60089921.
275. Exempre II. Résoudre 'équation
1] a sin*z = sin{z— q),

équation importante qui se présente dans le calcul des orbites des
plangtes. Soient donnés :

log @ = 0,5997582,
et q= 13°40'5",01.

Comme. nos tables ordinaires ne donnent pas les valeurs des
sinus naturels, mais celles de leurs logarithmes, nous prendrons
les logarithmes vulgaires des deux wmembres de I'équation; ce
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qui du reste simplifiera beaucoup le calcul. L'équation se pré-
sentera alors sous la forme

log a - 4 log sinw=1log sin (x — g),
ou

[2] wu.=loga -+ &log sin 2 — log sin (z—¢q) =0.

Pour obtenir une premiére valeur approchée de z, posons

d’abord :
. & =q= 13%0'5",01 ;
‘ : nous aurons : log sin z=1,3734
i 4 log sinz = 3,4936
| log a= 0,5998
et Gtlogsin(@—g)—10=
done Uy=-F 0.

De la méme maniére, nous trouverons pour &= 14°;

logsinx =1,3837

4 logsinz=3,5348

log @ =0,5998

et Ctlogsin (z — q) — 10 =2,2371
donc Uy =~ 0,37L7.

De cetle diminution rapide de la fonction w,, nous pouvons
conclure, avec quelque probabilité, que la valeur o — 14° est
trés-rapprochée de 'une des racines de I'équation.

En effet, on trouve par des substitutions directes :

o= 14°20’, 1y = - 0,1096,
2= 1430’, Uy = 0,0322,
o == 14°40’, Uy = — 0,0277.

La racine est donc comprise entre 14°30' et 14°40',
Partageant cet intervalle en deux parties égales, on aura:

pour & = 14935, Up= - 0,0005.

Par conséquent la racine est comprise entre 14°35 et 14°40;
et elle est trés-prés du premier de ces deux nombres.
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~ Pour obtenir une valeur plus approchée de z, cherchons, &
7 décimales, les valeurs de la fonction w, correspondant aux
valeurs de z, de dix en dix secondes, depuis z — 14°35"; et
formons le tableau suivant, aprés avoir pris les différences
successives :

T w Ay Ay
14035' -0,0004870 | — 0,0009924 | —0,0000040
14°35'10” ——0N0005055 | = 0,0009884 —0,0000040
14°35'20" —0,0014938 | —0,000984%4 —0,0000039
142935130/ —0,0024782 [ —0,0009805

14935'40" - | —0,0034587

On voit que, pour des valeurs de # équidistantes et assez
voisines, les différences secondes de la fonction u, sont peu
prés égales; donc le premier membre de I’équation proposée,
dans les limites restreintes que nous lui avons tracées, peut étre
considéré comme une fonction algébrique du second degré.

En procédant comme dans le cas précédent, on trouve :

5(z—1)
2

0=+ z.Au, + A’uy;

’

et en substituant les valeurs de w,, Au, et A2, contenues dans le <1
tableau, savoir :
wy =--0,000 4870,

Auy =—0,000 9924,

Ay, =--0,000 0040,
nous aurons &

0 = 4870 — 9924z - 20 (s — z).
ou 2'— 497,95 - 243,5==0;

et, en prenant la plus petite racine de cette équation du second
degré (la plus grande surpasserait 596), on a :

5=0,4902267...

Dans ce calcul, nous avons pris pour unité d’intervalle are de
Arg. sp. B. 18
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dix secondes; la correction sera done= 47,902, et la racine,
exacte aux milliemes de secondes, est : > i
& = 1435'4".902,
Sinous voulons vérifier ce résultat, nous trouverons :
& — g = 54'59",892,
log sinz = 1,401 07445
4log sinz=—3,60L 2978
log ¢ = 0,599 7582
et Ctlog sin (z ==¢)—10=1,795 9440
donc te=0;

le résultat obtenu est exact.

Mais I'équation [1] élant une équation transcendanle, oulre
celte premiére racine réelle, il peul y en avoir encore une ou
plusieurs autres, ou méme une infinité.

En effet, lorsqu’on continue les reeherches, on trouve encore
sur la premiere circonférence du cercle, (rois autres racines

Ty — 20 9987
Tp— 13799559/
P==:1930 4LI18%

de plus, & chacune de ces quatre valeurs de «, correspondent
une infinité d’aulres, posilives ou négatives, et qui sont toutes
comprises dans I'expression générale

x4k > 360°,

& élant un nombre entier quelconque, positif ou négatif.

§ IL. Résolution des équations transcendantes par la méthode
des substitutions successives.

274. METHODE DES SUBSTITUTIONS sUCCESSIVES. La méthode,
que nous appliqueronsa I'exemple qui va suivre, est d"un emploi
trés-commode dans tous les eas ou la nature du probléme per-
met de T'adopler. Voici, d’abord, d'une maniére générale, le
prineipe sur lequel elle repose.
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Soit z=¢(z)

une équation (mise, comme on voit, sous une forme particu-
liére); et supposons que 'on ait trouvé une valeur approchée a
de sa racine ; on aura, par suite, approximativement ;

=g (a);
soit b cette valeur; en Padoptant, on trouvera :
=9 (b);
soit ¢ cette troisiéme valeur; on en déduira :
z=19 (c)=d,

et la série des nombres a, b, ¢, d..., qui peut se continuer indé-
finiment, convergera, quelquefois, trés-rapidement vers la véri-
table racine.

Pour apprécier la rapidité de cette convergence, nommons
(a4 h)la valeur exacte de la racine; nous aurons :

a+h=q(a4h).

Or, la fraction ‘&_"i?b‘;'?@

différe peu de la dérivée ¢’ (a). On a donc, en désignant cette
fraction par o' (@) J-¢:

¢ (a+h) =hy' (a)+¢ (@) -+ he;
done a—+h="he' (a)-+ ¢ (a) J-he;
ef, par suite, (@~ h)— ¢ (a) = h9' (a) J-he;

Perreur commise, en prenant 9 (a) pour racine, est doric, & trés-
peu prés, hy' (a), C'est-a-dire le produit de I'erreur précédente
h par ¢’ (a). On voit que 'erreur diminue, si ¢' (a) est moindre
que 1; dans le cas coutraire, la méthode n’est pas applicable.

278. Exenpre. Déterminer les racinos réelles de équation

10°

— = 329476.
&
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1l est évident que cette équation ne peut pas avoir de racines
négatives, parce que, pour un @ négatif, le radical deviendrait
imaginaire; nous mavons donc qua mnous occuper de la re-
cherche des racines positives.

Le calcul deviendra plus simple, si nous prenons les loga-
rithmes vulgaires des deux membres; I’équation devient alors :

[1 z=4logx - 5,5178238...;
elle est ainsi sous-la forme qui permet d’appliquer la méthode.
En posant y=u, el y=4log x| 5,5178238,

nous aurons deux lignes, dont les abscisses des points d’inter-
seclion représentent les racines de l'équalion. :
La premiere est. une
- droite, bissectrice del'angle
e des coordonnées orthogo-
nales; la seconde est une
| ligne logarithmique, for-
mée par une seule branche
’ infinie, et ayant pour
e - 1 isyniptote 'axetdes 4. Les
/ deux lignes se coupent en
: deux points; le premier (rés-
i voisin de Vorigine; l'ab-
scisse du second est com-
prise entre 5 et 6. Il ne peut y avoir d’autres points de rencon-
ire; et, par suite, I'équation n’a que deux racines positives.
Comme la valeur du lerme connu de I'équalion [1] est preés
de 6, posons, en premier lieu : £ =6, et subslituons cette valeur
dans le second membre de I'équation [1]; nous aurons alors
une valeur de # plus rapprochée que la premiére,

z=11log 65,5178 =5,9069.
En substituant celle seconde valeur de z dans I'équation [1],
nous aurons :

log 5,0069 4 5,517 8238 = 5,903 5036,

4
P
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Poursuivant ce procédé, nous obtiendrons pour la troisiéme
substitution :

I]

z = 4log 5,903 5036 -}~ 5,517 8238 = 5,903 3787

ensuite : z—41log 5,903 3787 |- 5,517 8238 = 5,903 3741,
T
Tr—=

= 4log 5,903 3741 45,517 8238,
5,903 3740.

puis :
ou
Le dernier résultat est exact & sept décimales; car on trouve :

log z=1log 5,903 3740 =0,771 1004

donc : 3 log £ =10,385 5502
5,517 8238
d’ol tlog £+-5,5178....=5,903 3740 =u.

Si nous reprenonsles considérations générales, par lesquelles
nous avons commencé ce paragraphe, nous verrons, en les ap-
pliquant & I'exemple actuel, que I'on a :

¢ () =41logz - 5,5178238,

4 log
¢ (@)=}

Or, = étant & peu prés égal & 6, cette valeur de o' (z) est & peu
prés si; et, par suite, chaque valeur obtenue est environ vingt
fois plus approchée que la précédente.

Il nous reste encore & évaluer la seconde racine de 1'équation

[1] x—4log x—5,517 8238 =0,

racine qui est comprise entre 0 et 1. Comme & est nécessaire-
ment une fraction trés-petite, nous pouvons négliger le premier
terme de I'équation, qui deviendra alors :

Llogx = — 5,517 8238,
logz = — 11,035 6476
= 12,964 3594;
d’ot1 Pon tire  2=0,00000 00000 09211 97,

valeur exacte & dix-sept décimales.
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8 III. Résolution des équations transcendantes par la méthode de Newfon.

9%76. FxposE pE 1A mETHODE., La méthode de Newton s’ap- |
i plique, sans modification, & la recherche des racines d'une
équation transcendante, pourvu que I'on en connaisse toutefois

i une premiére valeur approchée.

Soit, en effet,
Bz =0,

[ une équation ; et soit o une valeur approchée de la racine, dont
nous reprisenterons la valeur exacte par (a-h).

On aura : : Fla+h)=0;
i i
i mais le rapport w

1 difiere peu de ¥’ (a) ; et 'on a, par conséquent, en désignant
i par e un nombre trés-petit :
|

F(a—[—hﬁmF(a,):F,(a)_l_'s;

d’ot1 ’on déduit, en remarquant que F(a ~-7) est nul :

A e
: h=—ymTte

F (a)

(‘l—m

est, par suite, une valeur approchée de ..
977. Dxempre 1. Soit donnée I'équation
[1] %7 — 100 == 0.

Substituons d’abord & la varviable @ les nomnres naturels ;
nous aurons :

00=—=1, 1t=1, 2%== b, 33—297, 4'—256,..,

Onen conclut que notre équation n'a qu’une seule racine réelle, \
cl que celte racine est comprise entre 3 et 4. f
Le calcul devient heaucoup plus simple, lorsque , au lieu de
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traiter I’équation sous la forme donnée [1], nous prenons les
logarithmes vulgaires des deux membres; nous aurons alors :

wlog x=2.
Ainsi donc nous aurons :
() =xlogr— 2;
d’olt ' (w)=log z - log e:

olt ¢ désigne la base des logarithmes népériens.

Cesvaleurs de F(z) et de I (), subslituées dans la formule
générale, qui exprime la correction fournie par la méthode de
Newton, donneront pour .

e = 2logr—2 2—axlogx

h=—F’(m)_Hloga:—}—loge loget-logz

PREMIERE APPROXIMATION. Nous avons frouvé ci-dessug, que
la valeur de  est comprise entre 3 et 4. Posons d'abord =3, 5,
et calculons a 3 décimales. Nous aurons alors :

=5 log e=0,434
log #=0,544 log =0,544
d’olt xlog z=1,904 log e-}-log x=10,978;

et 2—uzlog £=0,096;

0,096 :
done b= 0078 — 0,098 ;

etla valeur approchée de « sera :
Di==39:598"
DEUXIEME APPROXIMATION. Nou§ avons :

T —3,598 log e=0,434 2945
“donc  log & — 0,556 0612 log @ = 0,556 0612

xlog = 2,000 7082, log e log x=0,990 3557;

et 2 log 2—2= 0,000 7082;
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done h:-%%z—uo,qoon 50966
et & =3,598—0,00071 510 ° ' .
ou Z= 3,597 2849, ‘
! ' TROISIEME APPROXIMATION. Pour avoir une valeur de z encore l

plus approchée, posons maintenant : \

o=3,597 285;

{ ; 1nOUS aurons : i
i log 7==0,55594 04378 logz="5, 55594 04378 |
wlog z=1,99909 997677 loge=0,53429 44819 ;

d’ou zlogz—2=0,00000 002323, log = }log e=0,99023 49197,
i ce qui donne pour valeur de &,

‘ » _ 0,00000 002323
i "= 0,99023 49197

= 0,00000 0023458
et la valeur de , exacte & dix décimales, est :
=3,59728 50235, »
278. Exenpre IT. Résoudre Iéquation :
r—ssine=ua;
el soiend i e =10,245 31615,
loge =1,389 7262,
@ == 329°44'97", 66,
Cette équation se prc’sen.m dans I’élude du mouvement elliptique

des planetes, lorsqu’on cherche la position de Iastre dans son orbite,
a une époque donnée.

=

Avant de passer a la résolution de cette ¢quation, nous allons
montrer comment on réduit en degrés un arc de cercle exprimé i
en parlies de rayons, ef réciproquement.
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On sait que, pour le rayon =1, la demi-circonférence du
cercle, ou 180°, est égale &

| n—3,14159 26535 89793 23846...: )31
donc I'arc égal au rayon sera : : | i

= 1?:570,29577 95130 82321.... - il

=57 °17'44" 806247,..— 206264", B06247.... : !.

C’est donc par ce dernier nombre qu'il faudra multiplier la lon- -
gueur d'un arc donné en parties du rayon, pour le ramener & la

| mesure ordinaire des arcs; et réciproquement, en divisant le nombre i
de secondes, que contient un arc de cercle, par 206264,806247...., g
on obtient sa longueur en parties du rayon. '

Si, par exemple, nous voulions converlir en parties du rayon
l’arc de cercle @ =329°44'27", 66, nous aurions :

0= 1186067",66, L
log @ = 6,074 4755,
log 206264”,8 = 5,314 4251,

—

. done log 2 == 0,760. 0504;
i et de 13, en parties du rayon, é
x=5,755 0B7;

en sorte que l'arc de 329"44'27",66 vaut environ 5 £ fois le i
rayon. i

On donne quelquefois cette régle de conversion sous une autre L
forme, équivalente & la premiére. Désignons par « la longueur 1
d’un arc en parties du rayon, et par ¢’ le nombre de secondes
qu'il renferme : si I'on divise « par la longueur de 'arc d’'une
seconde en parties du rayon, on a évidemment pour quotient «'.

Ainsi ﬁ == o'. Mais I'arc d’'une seconde et son sinus sont

| S o A donc s 5 §
2aux a > 1o ; : ?

ll o

ey ) PN T n
SR et o —ausinils
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Ainsi, pour convertir en secondes un arc exprimé en parties
dw rayon, il faut diviser sa longueur par sinl”; el réciprogue-
ment, pour exprimer en parties du rayon un arc évalué en degrés,
minutes el secondes, il faut le convertir en secondes, et multiplier le
résultat par sin 1%,

Nous n’avons pas besoin de dire que le logarithme de sin 1”
se trouve & la premiére page des tables.

Ceci posé, déterminons d’abord le quadrant du cercle, qui
comprend I'arc z; et pour cela, substituons & z, dans I'expres-
sion '

F(z)=—a—:sinz—5,755067,

les yaleurs linéaires de 07, 90°, 180°, 270°, 390°. Le résultat sera :

T3 esinz =0 F(z)=—5,75...
m=90“=g esine =0,25 F (z) =— 4,43...
= 180 —um esinz =20 F(z)=— 2,61
a:=2'70"=3:,—3E esing=—0,15 F(z)=—0,79
r=360"=2% esinz=0 F(z) = 0,53

Done I'arc @ est compris entre 270° et 360°, ce qui était facile &
prévoir; et, comme son sinus est négalif, = est plus petit que
g = 329°44'27",66.

PREMIERE APPROXIMATION, PAR PARTIES PROPORTIONNELLES.
Posons d’abord z=1320°, et ealeulons la valeur correspondante
de I'(z). Pour réduire l'expression en degrés, minutes et se-
condes, nous multiplierons, d’aprés la régle, le terme e sinz par
206264,8..., ou mous le diviserons par sin1”, el nous aurons :

sin# = sin320° = — sin 40°;

ou log (—sin2)=1,8081,

: log e=1,3897,
log 206264 = 5,3144,

log (— esina >< 206264") = 4,5122;
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done 208264" < e sinw =— 32525" = — 9v2'5",
etdeld : @ =—890%
—egine =- 925",
—q=—2329'44'98",
Done : F(z)—=—142'23"—=— 9543";

I’arc de 320° est donc trop petit.
De la méme maniére, on obtiendrait pour 2= 3300,

F(z) = 7°17'12 = 26232";

done l'arc 2 ==330° est trop grand, et la racine de 1'équation est
comprise entre 320 et 330°.
La différence des deux valeurs,

F(320%) =— 9543
ot F(330%) =-26232",

étant égale a 28775, pour un intervalle de 10°% nous pourrons
admettre comme valeur approchée de z,

2543
T —1820% 23775><1I.')"-— 320“53’

APPLICATION DE LA METHODE DE NEwTon. On a :
B (z)= &—-esinw—329°44"97", 06,
F'(z)=1—ccosaz.

Prenons la valeur approchée de # comme point de départ.

Soient o =320"53. et 2w — -
Fa) ~ a—=sina—329°44'27" 66
nous aurons : h=— - i
(oz) 1 —ceCosa
log (— sina) =1,799 9616 logcosz=1,889 7850
loge=1,389 7262 ; loge=1,389 7262
102206264 = 5,314 4251 log (ecosa) = 1,279 5112
log(—esine) = 4,504 1139 eCcosa =0,190 3317
d'ol —esine=31923",67  I'(a) =i --ecosa =0,809 6683,
==8152'3", 67.
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Done o —E 90053
—esine=- 8“52’3”,67
‘ —a=—329"4'27" 66
et F (2) = 367,01.

: F () 36",01 ‘
N he=— — —=— ——2 _—__ —__ 44" 18..,, ‘
it T T e e
Done = 320°53' — 44”48 = 320°52' 15”52, '

valeur exacte aux centiemes de secondes.
Vérification du résultat obtenu: Nous avons trouvé :

o= 320"52'15,52; ’
done sinx —=—sin39°7'44", 48;
ot log (— sinz) =1,800 0767

loge = 1,389 7262
log206264” = 5,314 4251

log(—esing) = 4,504 2280

i — esinz= 31939", 14 =859'12", 14, |
Or == 3905 9415159 .
—esing =- 8°52'12", 14
== g ——2329°44"97" 66 3
B(z)=0.

Comme on voit, la méthode de Newton nous a donné, par un
seui caleul, Ja valeur exacle de I'are z.

§ IV. Résolution de I'équation x=tang x.

Cette équaiion se présente dans la théorie de la chaleur, et dans la !
théorie des vibrations des corps élastiques. |

279. CONSIDERATIONS GENERALES. 1° Comme I'équation me
change pas lorsqu’on y remplace z par (— @), il en résulte qu’a
chaque racine correspond une autre racine égale, mais de signe
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1
contraire. Nous ne nous occuperons donc que de la recherche y
des racines positives. :

| 2° Lorsque  est positif, il faut que la tangente le soit égale- 1’
ment, pour que (z — tang @) devienne nul. Les arcs « sont done ;
terminés dans le 1=, le 3¢, le 5°... quadrant du cercle, et leurs i

‘ valeurs sont comprises entre n= et (n + 4)=; = élant égal a la i
demi-circonférence du cercle ou & 180°, et n étant un nombre
(uelconque, entier et positif.

1 3° Dans chacun de ces quadrants, 'arc = va en augmentant
depuis z=nrjusqu'a z = (n-1)=~;la tangente augmente d'une i
maniére continue depuis zéro jusqu’a l'infini; par conséquent,

‘ il y a dans chacun des quadrants indiqués une racine réelle, et i

r iln’y en a qu'une seule; et I'équation proposée admet ure infi- 1'
nité de racines positives et négatives.

4e [’équation étant vérifiée par @ =0, la racine correspon-
dante au premier quadrant est zéro; pour toutes les autres va-
leurs de @, comprises dans le premier quadrant, on sait quo
tangx >>arc . ‘;3]

l 5° Si 'on représente par (nm-i-a,) i1d 4™ racine («, étant

| b : ; : |

' moindre que g), il est facile de voir, que cet arc «, est d’autant !
plus grand que n est plus grand.

Soit, en effet, n'w - «, la solution qui correspond a un nom-

' bre #' supérieur an, ona: i
tang (n= -~ «,) = tang on==n=n -4 «x, i
tang(n'z -+ o) =tangu,y = n'w- o'} ;3a

or, ' étant plus grand que =, la différence n'x o' — nw — «,
ou (n'—mn)r-oy—a, est positive, puisque (' —n)w est au moins
égal A ; done (n'm -4 oa) surpasse (nw -+ «,) ; donc tang «, est plus
' grand que tanga,; ef, par suite, oy est plus grand que o,,
| comme nous 'avions annoncé. ]

6° Si la valeur approchée de la racine est trop grande, 'arc
est plus petit que la tangente ; si, au contraire, la valeur appro-
chée de @ est trop petite. arc est plus grand que la tangente,
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CGar, dans ehaque quadrant, (z — fang «) est positif, tant que la
valeur donnée 4 x est inférieure dla racine ; et devient négative
dés que cette valeur surpasse la racine.

b1 280. GALCUL DE LA PREMIERE RACINE. Ceci posé; délerminons
la plus petite des racines, celle qui est terminée dans le’
troisitme quadrant du cercle. On sait que tang180°=0, ‘
tang 225° =1, el tang 270°= o ; or, % étant plus grand que =,
ona:

arc 225 > tang 225°, arc270°<tang270°;

Iarc « est donc renfermé entre 225¢ et 270°.

Cherchons maintenant les valeurs linéaires des arc compris .
entre 250° et 260°, et de leurs tangentes respectives (on trouvera |
ces valeurs, qui sont souvent fort utiles, dans une table, & la fin
du volume) ; nous aurons:

arc 250° = 4,363, tang 250" = 2,747,
arc 252° — 4,398, tang 252° — 3,078,
arc 2540 = 4 433, tang 254° = 3,487,

ol arc 2560 = 4,468, tang 256° = 4,011, .
‘ i arc 257" = 4,485, fang 257° :4,331,
i arc 258° = 4,503, lang 258% = 4,705,

On voil immédiatement que 'arc en question est compris
entre 257° et 268%; ou que la valeur de #, exprimee‘en parties
du rayon, est entre 4,485 et 4,503.

Nous admeltrons done, pour premiére valeur approchée:

&=14,503.

PREMIERE APPROXIMATION PAR LA METHODE DE NEwTON. Nous

avons I'équation :
o) =a— tangz=0;

‘ sa premiére dérivée est, par suile: |

i
Flz)=1— e — tang*x;

|
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et le terme de correction sera:

_F(@) z—tanga
B tans T .

De plus, nous supposerons & = 4,503, i

=

Nous aurons alors: r= 4,503 !

« tang = 4 705 il
et o — tang @ — — 0,202.

0,202 (8 0,202

e T e D T

la valeur approchée de z sera done ;

T = 4,494, i

DEUXIEME APPROXIMATION. Posons z, = 4,494, et calculons & ‘I

sept décimales. Pour transformer 'arc z en degrés, nous nous

|
servirons de la table de réduction contenue dans les tables de i
Callet, pages 214,215 et 216.

) Done h= —0,0091;

@y = 4,404 i

3,49065 850 = 200° I
1,0033& 150 y
0,99483 767 = 57°
0,00850 383

843 576 = 29’
0,00006 807

6 787 = 14"

0,00000 020 = 0",04;

done T — 20799 LTE 0, f

On en conclut : i
log tang @, = 0,653 7870,

et tang @; = 4,505 956.
( Par suite, tang ¢, — z, = 0,011 956

‘ log [lang &, —x,] =12,077 5859 F;
| log lang® zy =1,307 5740 i

log (— hy) = 14,770 0119
doll By = — 0,000 58886 ; i

" SCDLYON1




288 LIVRE 1V.
ce qui donne une nouvelle valeur approchée de z,
29=14,493 411,
Comme la valeur de z, était exacte aux milliemes, Uerreur
1
i 108
| |1 TROISIEME APPROXIMATION. Le dernier calcul nous a donneé;

de @, sera de 'ordre de

: " 1 .
avec une approximation de Tor environ,
il Z—tang x.= 4,49341.

Pour obtenir une valeur de & encore plus rapprochée, au licu
de prendre @s = 4,49341, posons:

{ang o, = 449341 ; ;

ce qui facilitera de beaucoup le calcul.
Nous avons déja trouvé (172): ;

arc cotang 4,49341=0,21897 94968 94113;
i
i

i de plus, nous avons:

arc tang &= 270° — arc cotang x;

mais 27002%1_1 = 4,71238 89803 84690

i - et arccotang 4,49341 = 0,21897 94968 94113; -
L donc m,—erctangt,s9341 — 4,49340 94834 90577
b et _ tang @ = 4,49341

do~ tang@,—a, = 0,00000 05165 09423;
mais tang® o, = 20,19073 384281;
Aore b .’.v—iangm: __0,00000,05165 0942
. tang*x 20,19073 34281 2
ou -hy = — 0,00000 00255 815... :

Nous avons trouvé ci-dessus :

@ = 4,49340 V4834 906;
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donc By ==L+t hy = 4,493409 457909,

valeur exacte & douze décimales; ce nombre, {ransformé en de-
grés et parties de degré, devient:

o, =257°27'12",231224,

Les tables de logarithmes de Vlacq, tables & dix décimales,

donnent:
tang @y = 4,4934 09458;

ce qui s’'accorde parfaitement avec le résultat obtenu.
281. RESOLUTION GENERALE DE L'EQUATION. L'équation
[1] T—tang =0,

qui se distingue par la rapidité avec laquelle on arrive 4 la dé-
termination nette et compléte de ses racines, est, en oulre,
remarquable par la facilité avec laquelle elle se préte 4 une ré-
solution générale, analogue a celle des équatlons algébriques
du second degré.

En effet, il suffit de trois ou quatre SUbStI[utIOHS successives
pour obtenu Iexpression générale de toutes ces racines avec
une grande précision.

Nous avons déja établi (page 285), que la 7= racine est plus

petite que (n -+ %) ™, ou que (2n 4 1) ;_: Posons done :
@w+Ug=x+m

¢quation dans laquelle 6 désigne la dislance de I'ex(rémité de
'arc z & celle du quadrant ot il se termine. Nous aurons alors:

tang @ = tang [(2?1 + 1) g—e] = colang 0,

1

d’olr ang 6 = —
tang tang o’

mais nous avons également, d’aprés I'équation proposce :

fang z = x;
ALG. sp. B. 19
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: 1
donc : tang 6 =

et [2] (2n—=1) g#w+arc. tang El{,-

Or s% est plus pelit que 1: on peut donc développer en série

celte derniére expression; et 'on a:
T 1 1 1 1
@t D=2t 55 Top g T oo
d’ott, en désignant (2n-+ 1) g par a:

1 1 1 1
[3} $-—-—C\'f——+é—£s— B 'ﬁ&—..-‘

&

C’est de cefte équation que nous tirerons la valeur de z en fone-
tion de a.

: ; ; 1 :
Négligeons d’ahbord le terme = et les termes suivants : nous

aurons &= q; si nous substituons cette valeur & x dans le second
membre de I'équation [3], nous aurons, en négligeant les 3= ...
puissances : :

T=0——.
o

Une nouvelle substitution, avec suppression des 5 puissances,
donnera :

SCDLYON1




DES DIFFERENCES. 291
In substituant celte valetir de z dahs le second membre de Pé-
guation [3]; en effectuant les divisions et en négligeant lés
7es puissances, nous aurons une valetir de z eneoré pliis ap-

prochée : { :
= (Gu£_£)+ 5 (; 1_2)'5’—' 5( 5t
a 3a® a 3a® _'E,-_ﬁ) {
mom (ot (D)
1 \
ou, en réduisant, m_a—ad;%-{;%.

Enfin, pour obtenir une nouvelle approximation, remplagons z
par cetle derniére valeur, effectuons les divisions et négligeons
les 9= puissances ; le résullat sera:

1 1
(a (BT +3- ek 2 b
e A 13) 7} 3a3) i a.)
ou ;

vmo— (1+5taat i)+ G+ 5+E)

r=aq—

5+ a?’

: 1 ,‘

_%(as"l— )+7a7, :‘_—‘L

ou [H
Lol e 1 ; _ 4

A IR P 1056 i

Un nouveau calcul donnerait le 6° terme dé Ia Série; qui est i
781 i
3150°" =’1?
En remplagant; dans cetle formule, a par §a valeur (2n-- l)g, ‘
et = par 3,14159 26...., 'équation se présentera sous la forme : il

_7 | E_ s i
4] #=(en+1).3 qn_l_])><0636619772367581 :

{

! 1 g . ABRES i
. = —WXDJWOOMS%WWX0.09062596 %
1 : 3’1

ol 568809887 = == 5¢0,049585 =

CHEETE s = +1)“ Q

\
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Pour avoirimmédiatement la valeur dela I*, de la 2¢, dela 3....
racine, on n’aurait qu’a substituer i n les nombres I DEASC R

A mesure que le nombre n augmente, le nombre des termes
diminue pour un méme degré d’exactitude; et la valeur de
finit par se réduire an premier terme

3":(2”_!‘1)%:

lorsque n devient infini.

Si, par exemple, on voulait obienir, & sept décimales, la
10¢ racine, il suffirait des quatre premiers fermes; on aurait :

?

2n-41=21,
&= 21< 90" = 32,986 72286. ... (voy. Callet, p. 214)

— 0,03031523

— 0,00001857

— 0,00000002

ou &= 32,956 3890,
Le calcul devient encore plus simple, lorsqu’on convertit les

coefficients de I'équation [2] en degrés, minutes et secondes;

opération qui serait extrémement simple 3 Paide de la table de
réduction de Callet,

On obtient alo_rs:
131312725  35479",94
(2n 1) (2n--1)°

18693" LI H5E 878L"
~ (2nF1F @n1y (2n-1)°

[5] &= (2n41).90°—

Calculant, d’aprés cette formule, la 5° racine de I'équation, on
aura :
n=>5, 2n-41=11.

1l sultira d’évaluer Jes quaire premiers tcrmes, et encore le
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quatricme n'influe-t-il que sur les fractions de secondes. On
aura :
&= 11 90° — (11937",48 -} 26' , 66 4-0",12)
=11 90"— 11964",26
ou Z=11>90"—3°19' 24" 26.
Voici les valeurs des onze premiéres racines :
Ty— 90'—90°,
T = 33<90°—12"32/48",
Ty= 5390°— 7092'32",
Ty= TX90'— 591492
Ty = 93>90"— 4° 3'59",
o5 =11><90°— 3019 24",
Ts=13X90"— 2048'37",
T; =15 90" — 2026’ 5"
7y =17 X 90'— 20 8'51",
@y =19 3 90'— 1°55' 16",

Zyp=21 X 90"— 1044 17",

RESUME.

270. But de ce chapitre. — 271. Indication de la méthode des diffé-
s rences. — 272, 275. Exemples. — 274. Indication de la méthode
des substitutions successives. — 275. Exemple. — 276. Indication
de la méthode de Newton. — 277, 278. Exemples. — 279. Considé-
rations générales relatives & la résolution de Péquation o= tangw.

— 280. Calcul de la premitre racine, — 281. Résolution générale de
Péquation = tang .
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EXERCICES.

I. Etant donné un quadrant de cercle BCD, trouver un arc BM, tel que le
secteur BCM soit égal au triangle CDR formé
par le rayon CD, la cosécante CR et la cotan-
gente DR.

Soit l'arc BM = ; I’équation & résoudre sera, :
x = cotg .
Ef l'on trouyera:
=—49017'36",65,

z —cotangz =0,860 3334.

11. Trouver un secteur BCM, qui soit la moi-
ti¢ du triangle CBT formé par le rayon CB, la tangente BT et la sécante CT

Equation 3 9w —tang «.
Solution : £ =066654",23,

923 = tang =—2,331122.

111 Parfager le demi-gercle ADMB en deux parties équivalentes, par une
corde AM menée & lextrémité du diamétre.

On cherche Pangle MCD =—q.
lflquaLion : Q= C08¢.
Solution : o= 42°20' 47",25,

@ =cose=0,739 0851.

; 1V. Etant donné un quadrant de cercle BCD, mener une perpendiculaire MP
8 au rayon CB, qui partage l'aire du quadrant en deux parties égalss,

Spit Parc BM=u; on obtient I'’équation :

Qm—-gzsin s, }

En posant : w— T—;::z, ‘

[équation deviendra 5=0C0S 5 !

Solution de P'excrcice 111,
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V. Déterminer le secteur du cercle ACM, de maniére que la corde AM le par-
tage en deux parties équivalentes, c’est-d-dire que le triangle ACM soit égal au
segment ADM.

Soitlarc AM—=7z; l'équation & résoudre sera :
% =2sin .
Solution : £ =108°36' 134,76,

5=2sin 2=1,8954942.

VI. Mener d’un point dela circonférence deux cordes AM et AN, telles qu’elles

divisent laire du cercle en trois parties égales.
Soit BCM == on aura I'équation :

i T
%+ ne=:z.

Solution : o= 30°43"33",0,
=0,b36267.

VIL.. Déterminer, dans le quadrant BCD, I'arc BM, de manidre que cet arg
soit ¢gal A la corde BM prolongée jusqu’au point F.

[lquation : xsin‘gz 1.
Solution : &= 84953'38",83,
—1,481 682.

VIII. Résoudre 'équation

sinfa — sin @
e e T
cotang & —cotanga

=0,05848868,

@ étant égal 4 32°19'24",93.
On trouve : - x=14° 14 35",34.
IX. Résoudre ’équation : 10 =19,3229 Xa.
On trouve : : @=1,446 354,
X. Résoudre I’équation : e=—17,64391 ><=.
On frouve : o =154,337T45.
XI. Résoudre Péquation :

o=
pr—e?=111,311T..a

On trouve : o= 3,6441736754
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296 LIVRE 1V,
Celte équation se présente dans la thoérie des spirales logarithmiques, et, en
général, dans la théorie des courbes qui coincident dans tous les points avec
leurs développées.
XII. Résoudre Péquation :
(e* 4 e=2) cos 3 —2 =0.
On trouve : 2=4,73004099. ‘

Cette équation se présente dans la, théorie de la chainelte, '
XIIT. Résoudre V'équation :

(e=4 =) cos x4 2 =0.
On trouve : *=1,8751 0402.
XI1V. Résoudre Péquation

tang .’n:l ~
: |
On trouve : : 2 =2,563 4342.

5=6,0586701. - I

Les trois derniéres équations se présentent dans Ia théorie

des corps élas-
tiques.
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APPENDICE.

RESOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS
IMPORTANTES.

B

GHAPITRE PREMIER.

DLCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES,

2382. BUT DE CE CHAPITRE. Lorsque les deux termes d’une frac-
tion sont des polynomes entiers par rapport & une méme letire z,
on peut, en effectuant Jeur division autant que possible, décom-
poser celle fraction en un polynome entier par rapport A cette
lettre, et en une autre fraction dont le numérateur soit de degré
moindre que le dénominateur. Le but de ce chapitre est de
montrer, comment cette fraction peut elle-méme étre décom-
posée en d’autres plus simples. Nous supposerons seulement
qu'on ait résolu I'équation obtenue en égalant le dénominateur
a zéro, et qu'on en connaisse toutes les racines. Nous suppose-
rons, en outre, que les deux termes de la fraction n’ont aucun
facleur commun. :

§ L. Cas des racines inégales.

285. FORME DE LA FRACTION DANS CE cAS. Soit la fraction ra-
tionnelle

T
1] f(x)
ou f(z) désigne un polyhome en z, de degré moindre que F(z).
oient a, &, ¢,...., k, I les racines de l’équatjon
F@)=0.

Nous supposerons d’abord qu’ellessoient toules inégales. Nous
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298 APPENDICE.

allons faire voir que, dans ce cas, on peut toujours metlre la
fraction [1] sous la forme :

i B G K T
[2] F(w)“&—a_{_m‘—b—!—w_—_é_}« T s
A,B,G,....,K, Ldésignant des constantes. Pour le démontrer, ‘
nous considérerons A, B, C,....K, L, comme des coefficients
indéterminés, dont nous délerminerons la valeur; puis nous
vérifierons qu'ils rendent 'équation [2] identique.
1’équalion [2], si on multiplie ses deux membres par F(z),
devient

AF

(8] flwy— AL | BHE)

z—20b

i + K It‘(cc) ilim)z

Gomme I’équation [3] doit élre identique, il faut qu’elie soit
satisfaite pour les valeurs ¢ =q,z=0,...., =1, Sil'on fait,
par exemple, z=ua, et si Yon remarque que, F(a) élant égal
a zéro, lous les termes du second membre dlspalaleLIlt excepté
celui qui est divisé par (z—a), ona:

fo=» 2]

en désignant par [m—F(_%J la valeur que prend le guolient

ffg}, quand on y fait z=a. Orona:

(a) =T fa+ (0— 0)] =) + F(a) (@ —0) + T2 (o —a)

by o

en remarquant que F(a) = 0, on en conclut :

puis, en faisant z=a, tous les termes du second membre dispa-' |
raissent, & I'exceplion du premier; en sorte que

[22] =P

L=—0a
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et, par suite, 'équation [3] devient :

f(a) = AF'(a);
d’ot1 'on congclut :
f(a)
[4] A=por
Gette valeur de A n’est pas nulle; car f(z)=0 n’admet pas la
racine a. Elle n’est pas infinie; car F(z)= 0 n’a pas de racines

égales.
On trouvera de méme :

=il o o) (@)
B'—[‘u(b)) G_‘t'(c),....LmP(l)

Pour déterminer les valeurs précédentes, nous avons eom-
mencé par admettre la possibilité du développement [2] et de
’équation [3], qui en est une conséquence. Il est donc néces-
saire de démontrer que ces valeurs, qui évidemment sont les
seules possibles, satisfont effectivement. Pour cela, rentarquons
qu'en les adoptant, I’équation [3] sera satisfaite pour les valeurs
@, b,.... k, 1 de @; or f(z) étant, par hypothése, de degré
moindre que F(z), cette équation est de degré (m—1); elle ne
peut dong avoir m racines, sans élre salisfaile idenliquement.
Ainsi ces valeurs rendent identique ’équation [3] et, par suite,
le développement [2].

284. (iAS DES,RACINES IMAGINAIRES INEGALES. D’aprés ce qui
préceéde, en désignant par f(z) un polynome de degré moindre
que F(z), et par a, b, ¢...., k,  les m racines de F(z)=0, on a
identiquement :

e s /) f(b) ey

1 Fo) = Fae—a T Foe=5 T T Fle—0
Cette formule suppose senlement que les racines a, b, ..., k, 1
sont inégales. Elle s’applique au cas oit quelques-unes d’entre
elles seraient imaginaires. Seulement, dans ce cas, il sera con-
venable de faire subir au second membre quelques réductions,
destinées & en faire disparaitre les quantités imaginaires quiy

sont en évidence e
3 N
- > AP
] Q)
= o
‘;"o (&
S O
S \'\.\
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Soient a4By—1, a—pBy—1, deux racines imaginaires; il est
facile de voir que f(a—- y—1) et f(e—p/—1) ne different que
par le signe de /—1; en sorte que, I'une des deux expressions
étant P+Qy/—1, I'autre sera P—(y/—1. De méme, F'(a—-fy/—1)
et F'(«—By—1) pourront étre représentés par M-Ny—T et
M—Ny—T; en sorle que la somme des deux termes du second

membre de [1], qui correspondent aux racines considérées, est
de la forme :

P4 0y=T . P—0Qy—1
(M+Ny=T)(e—a—py=T) ' (M—Ny=T)(e—atpy—1)’

ou, en réduisant au méme dénominateur, et supprimant les
termes qui se délruisent :

2(PM + ON) (o — )+ 3PN8— 2 OMp
(M* +N*)[(z — )2+ B*] :

On voit donc que les deux fractions simples, qui correspondent
a deux racines conjuguées, peuvent étre réunies en une seule,
dont le numérateur est du premier degré par rapport & z, et
dont le dénominateur est du second degré.

~ § 1L Cas des racines égales. «

285. FORME DE LA FRACTION DANS CE cAs. Sile dénominateur
de la fraclion

: F(z)

contient des racines égales, les formules précédentes ne sont
plus applicables 5 on peut néanmoins décomposer cetle fraction
en d’aulres plus simples. Peur le monfrer, nous établirons
d’abord le théoréme suivant.

THEOREME. Si a désigne une racine multiple de Véquation Fz)=o0,
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« son degré de multiplicité, la fraction rationnelle I{T((Tn)} pourra tou-
Jours éire décomposée de la manigre suivante »

(1] st )

F(z)™ (x —af " (z—aF (z)’

A désignant une constante, f, (x) un polynome entier et rationnel,
Fi(x) le quotient de la division de T (x) par (x—a)®

On a, en effet, identiquement, quel que soit A :

_ o W oo
L e e i e

Si nous déterminons A par la condition
[3] f(a)—AF, (a) =0,

le numérateur du second terme dn second membre s'annulera
pour &=a, ct sera, par conséquent, divisihle par (r—a); en
posant dong :

[(z)—AFi(z)

T—a

f1(z),

T : f(q;}__ A fi(x)
il viendra : m~($ma)«+(m—_ a)* 1y (z) 2

ce qui démontre la proposition énoncée.

REMARQUE. F,(z) étant le quotient de la division de F(z) par
la plus haute puissance de (z—a) qui puisse le diviser, Fi(a) ne
sera jamais nul ; et I'équation [3] fournira toujours pour A une
valeur finie. On peut remarquer que cette valeur ne sera jamais

nuile : car la fraction i’:zg étant réduite 4 sa plus simple ex-

pression, f(z) et I'(x) ne peuvent pas avoir de racine commune;
et, par suite, le numérateur f(a) de A ne peut étre égal & zéro,

Aprés avoir mis la fraction % sous la forme

[1] A _I__ fi(z)

@—a)¢ " e—ay (@)’
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si I'on applique la méme méthode au second terme de l'ex-
pression [17, on le metira sous la forme

A, 1> (x) 2
= oo n@

12 - (o==u
A, étant une constante qui, cetle f01s, peut élre nulle, et f,(x)
uné fonction enlidre.

[2(x)
(@—a)*=F:(z)

On pourra de méme décomposer en unesomme

de la forme

(3]

[s(x) ;
(x— a)"—E 5 (z—a)**F (=)’

[ ()

. et, en continuant ainsi, on voit que la fraction proposce @)

peut élre mise sous la forme :

162).e, A Ais , fil@) .
U =g temm T Yot he

A, Ay,... A, élant des constantes finies et délerminées, dont la

premiére n’est pas nulle. ’\
On peut remarquer que le degré de f (z) étant supposé infé- }

rieur & celui de F (), celui de f. (), est inférieur a celui de F () ;

car, en multipliant la formule [4] par F(z), on a identique-

ment :

G iE= AE,.’JH— A@—a)Fy(@)+. .. +Asa(z—a)='F (z)
+ (e —a)f=)

or f(z) est au plus du degré (m—1); il doit donc en étre de
meéme de (z—a)*fz): donc fi(z) estau plus du degré (m —e—1),
tandis que F, (z) est du degré (m—«). De plus, il n’existe aucun
1l facteur commun entre f,(z) et Fy(z); car ce factenr, divisant
o fo(z) et ¥y (z), diviserait f(z), d’ apléa [5], el seraif ainsi commun
f= (@)
F,(z)
[ (a) _ |
F(a)

A f(z) et & F(z). Il résulte de 1a; que la fraclion se présente

il dans les mémes conditions que
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Soient maintenant b une seconde racine de F (z)=0, et § son
degré de mulliplicité ; en sorte que Pon ail :

Fi@)=(x—b)*Fy(z);

on peut appliquer la méthode précédente & la f[acuonf“ ( )); et

I'on ebtiendra une expression de la forme :

fu@)___ B Py,
;,«g(@“@_mﬁr(w =g T =)

Fy(zy

B, Bi,: .. By, Gtant des constantes déterminées, dont la pre-
mitre n’est pas nulle, et fi(z) étant une fonetion entitre de degré
moindre que celui de F, (%), et qui n’a aucun facteur commun
avec Fs (2). 1l résulte de la gu’en généraly si on suppose ; -

Flz)=(z—a)*(z—bk... (z—0)1,

la fraclion ]1;% pourra élre décomposée de la maniére suivante :
f($)_ A Ai Aa—!
I@ 4($—L’!)“+(f£ —ﬂ-)““! +' s "Lm—a
Bg ~1

B :

® . . . . . . . . . . . e

G (s
tom et

L—0C

A, A,... B,B,,... G, Cy,... élant des constantes, parmi les-
quclles A B C ne sont pas nuls.

La mét hor!e plbcédenle en prouvant la possibilité de cetle
décomposition, donne en méme temps le moyen de Deffectuer.

286. LA DECOMPOSITION N'EST POSSIBLE QUE D'UNE SEULE MA-
NERE. Nous allons niaintenant prouver, qu’une fraction ration-
nelle ne peut étre mise que d’une seule maniére, sous la forme
indiquée dans le paragraphe précédent.
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Supposons, en effef, que I'on ait (rouvé deux développements
d’une méme fraction rationnelle :

et ettt g )

il et
| A
(—a'y

B.‘ AL
+($ a')m'—j—"_ + +m+'+h (@);
ils sont égauy, quel que soit z. Multiplions-les par (z—ap, et
faisons ensuite z=a; le premier se réduit & A ; le second s’an-
nulerait si aucun de ses dénominateurs ne, contenait le facteur
z— a. Il faut done que les puissances de (z—a) forment les dé-
nominateurs de quelques fractions. Soit, par exemple, ' =a;je
dis qu’alors on doit avoir o' =a, A’=A. Supposons en effet, s’il
est possible, que I'un des deux exposants, « par exemple, soit
plus grand que l'autre; tirons de I’équation qui exprime 1’égalité

des deux développements, la valeur de -, ¢t réduisons

A
(z—a)
tous les aulres termes au méme dénominateur; on aura un ré-
sultat de la forme :

e ST v ————

Ari ¢(x), '
(x—a) (z—a)*'d z)’
2 () \
0 A=(r—a) —=,
; =)
o el désignant des polynomes dont lesecond n’est pas divisible g i

par (z—a). D’ailleurs A est une constante; il faut donc qu’elle
soitnulle; car ’équation précédente donne A=0 pour z=a.
Donc ¢=¢'.
Je dis maintenant que A=A’; en effet, en égalantles dévelop-
AJ
(x—a)
membre, on pourra recommencer le raisonnement précédent, |
et prouver que (A — A’) doit étre égal & zéro. |
Les termes qui renferment les plus hautes puissances (z—a)
dans les deux développements étant égaux entre eux, on pourra
les supprimer de part et d’autre, et les restes seront égaux. II
faudra, par conséquent, que les termes qui, dans ces restes, con-

pements, et en faisant passer le terme dans le premier
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tiennent les plus hautes puissances de (z—a), soient aussi égaux
entre eux; et, en continuant ainsi, on prouvera que les fractions
simples qui composent les deux développements, et, par suite,
enfin, les parties entiéres E(z), E'(z), sont égales chacune &
chacune.

287. METHODE POUR LE CALCUL DES COEFFICIENTS. Pour ef-
fecluer la décomposition d'une fraction rationnelle, on peut
employer un procédé beaucoup plus simple que celui qui ré-
sulte de la méthode indiquée plus haut (285).

Soient%% la fraction proposée, et (z—a)" un facteur mul-
tiple de son dénominateur; en sorte que l'on a :

r@)_ . i@
K@) @—a) @)

Pour trouver, par une seule opération, les fractions simples
qui ont pour dénominateurs les diverses puissances de (z —aj,

on posera :
r—a—h,

f@ _ flat+h)
(z—a)Fy (z) h*Fy(a-t+h)"

Ordonnant ensuite les deux polynomes f(a-h) et F, (a--h)
suivant les puissances croissanies de h, on aura :

fla4h) _ A+AhtAR 4. .. 4 Ahm
Fla+h)  (B--Bih+B.h* ... +B7)h™

Si I'on effectue actuellement la division du numeérateur par le
premier facteur du dénominateur, en ordonnantle qudtient sui-
vant les puissances croissantes de h, on obtiendra des restes
successifs dout les degrés croitront sans cesse. Le premier terme
de I'un des restes finira donc par étre de degré égal ou supérieur
a m. On arrétera alors I'opération : le quotient sera de degré
(n—1); et I'on aura:

h 4. AR :
“Bit hﬁg n$ - iu, o GG Cat . . Gy
il Q)
BB+ . . +B,2"
Are sp. B. 20

SCDLYON1 |




306 APPENDICE

ou, en divisant les deux membres par h*, remarquant que tous
les lermes de g (h) contiennent h & une puissance au moins égale
i 7, el posant :

h
EE‘T(T.I‘): ‘Pi(h) 3

il vient : .

A+ AhLAR ... +A C, O

B+ Bth—-. .. 4 B,h?) = gt e
’ i @ (h'),

"B+B,A ... FB"
Si 'on remplace h par la valeur (z—a), le premier membre
de cette équation devient, précisément, la fraction proposée ; le

second se compose de la somme des fractions simples

G G1 Gﬂ—l
(ar;—a)“+ (a;*a)"—i_!_' o +(a;—u.)’

qui ont pour dénominaleurs les puissances (z—a), et d’une
fraction rationnelle dont le dénominaleur ne contient plus de
facleur (z—a). On traitera cetle fraction de la méme maniére
que la proposée, pour en déduire les fractions simples relatives
aux aufres racines, et qui complétent le développement.

Gn*'i

N

288. (AS DES RACINES IMAGINAIRES GALES. La méthode que
nous venons d’exposer ne suppose nullement que les racines
multiples de I'équation proposée soient réelles. On doit re-
marquer seulement que, si elles étaient imaginaires, on pour-
rait, dans le résultat, grouper les termes deux par deux, de
maniere & faire disparailre les imaginaires; mais il sera plus
simple d’adopter, dans ce cas, une forme de développement,
dont la possibilité résulte du théoréme suivant.

TuiorEME. St le dénominateur d’une fraction rat-iomwlla'%g%
admet 1 fois une racine imaginaire (a—[—.ﬁ\/: ) el sa conjugude
(e—Fy—=T), en sorle que Uon ail :

P (@) =(z—o—By—1)" (w—ou-|-By/—1 )" (@) =[ (@—a)*-+£*"F, (),
0w POUrTa towjours poser

n L@_ Pt fi (@)

F)  [(e—a’+@" " [(z—a)+p1F(2)’

P et Q) étant des constantes, et fy (x) un polynome réel.
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On a, en effet, identiquement, quels que soient P et Q:

B ) B0 ) (Fa )
R [@—alrFITe) (- P (o) TFI )

Or, on peut, ¢évidemment, déterminer P et Q, de maniére que
le numeérateur de la deuxiéme partic du second membre s'an-

nule pour les hypothéses :
L)

s=utpy—1, z=a—By—T1,

et soit, par conséquent, divisible par (z— o) - B
Sil'on suppose, en effet,

flazzpy—1)=M=Ny—T,
P, (xz=py—1)=M'=Ny—1
la condition demandée équivaudra a
(mﬂw:ﬂ_m@iw:ﬂ+mm&mv:ﬂ=m
ef, en égalant séparément & zéro le coefficient de vV—1 et I'en-
semble des termes réels, on obtiendra deux équations qui four-
niront, pour P et (), des valeurs réelles.
Le numérateur f(z)— (Pz+Q)F, (z) étant divisible par

(z— a)? -+ B, on peut le représenter par [(z—e«)*+-§|f1 (x), et
I'équation [2] devient alors :

f(x)_  Pz+0 o (@)
B F& = o=t Pr T =0 FT @)

Si ’'on applique le méme procédé de décomposition a la frac-
: f1(@)
tion [(.’E FeC OC)2+ ﬁ:‘]n_lFi (:’L‘)

PotG . h)
e e DR TN

, on la mettra sous la forme
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i et, en conlinuant de la méme maniére, on verra que la fraction
| %peut se décomposer de la maniére suivante :
f(m): pm_,_Q + Pﬂm+01 +”“
o i F(z) [(z— &)+ g2 [.(m——oc)z—{—ﬁﬂ“*‘
I ‘ | + Ph_ﬁU + Qn—-l n’n_—!_@
! @—2+8 " Ti(a)’
fn-1() étant de degré moindre que F; (z), et n’ayant aucun fac-
teur commun avec lui.

En rapprochant ce résultat de celui qui a ét¢ obtenu (283), on '
obtient le théoréme suivant :

=

289. TrEorEME. Si I'on décompose le polynome F (z) en facteurs
réels du premier et du second degré, en sorte que l'on ait

F(2) = (2 —a)*(z—p)p.... (@ +pz ) .... (@ 4 rz sy,

on pourra décomposer la fraction rationnelle {1‘%‘% de la manigre sui-
vante : ‘
i E@ e A ___Al Aoy
\| : f(ib') —E($)+(x_a)u+(w_a)a—t +""+(.€c—a)
:.j! B B, By,
R e e
53 Pz + 0 Py -+ O P, b Qn-—i

(@ - pz 4 q)"'+ (@* + pa; - g)*1 Sl (@ +pr+q)

RS L
[ (z) désignant une pariie entiére qui peut étre nulle, et A, A,....
A eBaD Bes, P, Q, des constantes réelles.

Le procédé, qui nous a servi 4 prouver la possibilité de la dé-
composition donne aussi le moyen de I'effectuer: ef 'on pourra 1
Vappliquer, pour former les termes qui correspondent aux fac-
tcurs du second degré : P+ px 4 g, B re 5.

- On pourrait démontrer, comme nous L'avons fait (286), que
la décomposition en fractions de la forme indiquée précédem-
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ment n’est jamais possible que d’une scule maniére et déduire
de Ia un moyen de trouver, par la méthode des coefficients
indélerminés, les fraclions qui répondent & une racine donnée.
Mais nous supprimons ces détails, qui ne présentent ni difficulté
ni intérét.

RESUME.

282. But de ce chapitre. — 283. Cas ol le dénominateur de la fraction
a décomposer n'a pas de racines égales. — 284. Transformation du
résultat dans le cas ol il y a des racines imaginaires. — 281. Cas
des racines égales. — 286. La décomposition sous la forme précé-
dente n’est possible que d'une seule maniére. — 287. Méthode pour
calculer les coefficients. — 288. Cas des racines imaginaires égales.
— 289. Théoréme général qui résulte de la théorie exposée dans ce
chapitre.

EXERCICES.

I. Sig(x)=0 est une équation de degré n, et a, b, #..., &, | ses racines,
on a, pour toute valeur de p plus petite que (n—1) :

ar b? l»
0:W+m+""+lﬁ.¥_@'

. | s . 5 ¥ debl
On s'appuie sur la décomposition, en fractions simples, de la fraction 3—‘—5-)
2 2

i 3 4-2u At iz
; (2a—3) (v —4) 2w—3 br—Ah 2
11 Eoigags o Ooon0n
3 a?+112 430" x+6 5=
L R G | T—a
1¥s a'—a* " 3a/a—a) +3a(a:’+ az +a?)’
g ._,1%#4——1—-_1_..]_ U
! s@+1)(@+2)" 2 s+1" Az +2)°
44 3w __E ki T—1T
s =)@t & 2e—0) i@ FI =
W e 8. 1
2l G—sf (B—a 5—a'
Vil 5+Gsc—-2m?__ i + 6 = 1
¥ (34+2xP® — 2842w (3 +w)3? 234 2m)°
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9+3z 14 3

I1X. ey ey
¥ 14a4ar432d 1 17+ 18w _{__1_ 8+ 151
2 (I—a+5572 25 " (1—@46aY)2" 25 ' |—a5o? )
nog M U L
I+a'  Blitay24a? 1—ay2 +2
{
XII 10—1142 4 1432* 4 1070 4 465° + 8z ‘

(T+a)(1+a)

T 5 3 1
T R T S
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CHAPITRE II.

SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES.

§ L. Calcul des expressions imaginaires.

290. BurT DE L'INTRODUCTION DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES
DANS LE CALCUL. La résolution des équations du second degré
conduit, dans certains cas, & des expressions qui n’ont aucune
valeur numeérique, et qui renferment Vindication d’opérations
impossibles & effectuer. C’est dans un but de généralisation, (ue
on a été conduit & employer ces expressions ipaginaires. Nous
avons vu, par exemple, qu'en les adoptant, on a Pavantage de
pouvoir énoncer, sans restriction, des théorémes tels que les
suivants :

Toute équation du second degré a deux racines.

Dans toute équation du second degré, de la forme 2 pz
-+ ¢ =0, la somme des racines est égale au coefficient du se-
cond terme, pris en signe contraire ; et leur produit est égal au
terme touf connu.

Ces avantages, qui dans le cas que nous citons, sont & peu pres
insignifiants deviennent trés-importants dans la théorie géné-
rale des équations.

Les expressions imaginaires peuvent aussi étre introduites
utilement dans la solulion de quelques questions, comme nous
le montrerons dans ce chapitre.

294, DEFINITIONS ET CONVENTIONS. On donne le nom d’ex-
pression imaginaire & une expression de la forme a-- V—K
— K désignant un nombre négatif. /— K ’est pas un nombre,
en ce sens qu'il ne peut servir de mesure & augune grandeur;
mais il peut figurer utilement dans les calculs, d’aprés cette
condition que son carré soit toujours remplacé par — K. Sil'on
applique, en outre, aux nombras imaginaires toutes les régles
démontrées généralement pour les nombres réels, les opéra-
tions relatives & ces nombres seront suffisamment définies, et
fourniront toujours, comme on le verra, des résultals de méme
forme qu’eux.
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292. TYPE DE L’EXPRESSION IMAGINAIRE. — K, étant négatif,
peut élre représenté par un carré pris en signe contraire, — b*;

le type d’'une expression imaginaire devient alors a-— b
que I’on écrit souvent :

a4-by=T1.

REMARQUE. On subslitue & /— &° 'expression b/—T, en verta
de la convention faite plus haut : appliquer aux nombres imagi-
naires toutes les régles démonirées généralement pour des nombres
réels. En effet, —b* peut étre considéré comme le produit
b*X (—1): et, en vertu d’'une régle démonlrée généralement
pour les nombres réels, on peut faire sortir le facteur b* du ra-
il dical.

k 295. EXPRESSIONS IMAGINAIRES CONJUGUEES. (uels que soient
les nombres réels a et , I'expression imaginaire, (a-- b V—1),
estla racine d'une équation du second degré, '

(x—a)* b = 0.

La seconde racine de cette équation est, comme on le voit faci-
lement, a — b y—1.
Les denx racines (a+by—1) et (a— b/ =1) se nomment

des expressions imaginaires conjuguées : leur somme est réelle et
égaled 2a et leur produit égala (a24-bY).

294. Puissances DE y— 1. Dans les calculs que I'on effectue
surles expressions dela forme (a0 /=7), on applique (291)
a ces expressions toutes les régles du calcul algébrique, en 0pé- i

_rant comme si y— 1 était un nombre. Quelques géomeéires re-
présentent ce symbole par une lettre 7; et, dans les résullals,
ils remplacent 2 par — 1 : les puissances successives de i ou
V—1 se trouvent par la déterminées : car on a :

(¢1_1)5=i3:iﬂxi:—i= "“/:T?
(V=Tp=i=(r=(—1y=,

(\/:—HT)E_—_Z‘;::@*X*(:'L:V:—_—]-’
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ct ainsi de suite. On a, en général, n désignant un nombre
enlier :

T =G =1
(V=T =irxi=i=y=1, |
(e e —— 1,

O ™

Toutes ces conventions sont nécessaires, si 'on veut pouvoir
appliquer aux calculs faits sur les expressions imaginaires, les
régles générales relatives aux nombres réels. Elles permettent
de démontrer le théoréme suivant, qui est fort important.

295, PRODUIT DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. THEOREME. St 'on
considére un nombre quelconque d’expressions imaginaires,

(s 4 b1y =1); (a3 40, —=1)5 (a5 +bsY=T1),+--(aat-buy/=1),
que Uon effectue leur produit d’aprés les régles de la multiplication

algébrique, en remplagant les puissances de v/ =1 par les valeurs
indiquées plus haut; quel que soit Uordre dans lequel on opére, le
résultat sera identiquement le méme, cesi-a-dire que l'on obtiendra

la méme partie réelle et le méme coefficient réel pour y—1.

Si nous remplagons, en effet, Y—1 par 4, on sait que le ré-
sultat sera identiquement le méme, quel que soit I'ordre que
I'on adopte pour les multiplications successives; et que les coef-
ficients des mémes puissances de ¢ auront, dans tous les cas,
les mémes valeurs. Si done, dans les polynomes identiques, on
remplace les puissances de i par les valeurs indiquées plus haut,
savoir : i par 1, @ par y—1, i par— 1, i+ par— y/—1,
les résullals ne sauraient étre différents; or il est tout a fait in-
différent de remplacer, & la fin du calcul, chaque puissance de %
par sa valeur, ou de faire successivement les substitutions apres
chaque opération partielle : car ces substilutions se réduisent
toutes & remplacer le produit de deux facteurs égaux & i par le
facteur — 1 ; et peu importe qu'on le fasse en une fois ou suces-
sivement.

e

s e T
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“906. AppricatioN. Nous donnerons immédiatement une ap-
plication du théoréme précédent.
s Considérons le produit :

) P=(at-by=1) (e ay=T) (a—by/=T) (o—dy—T);

~si on multiplie les deux premiers facteurs, on trouve :,

y (a+by=1) (¢4 dy—T) = (ac— bd) 4 (ad--be) Y —1;

et, en multipliant les deux derniers, on trouve :

(a—b y=1) (6= dy/—1) = (ac—bd) — (ad-bc) y—1;

en sorte que Pon a :

P= |(ac—bd) I (ad--be) y=1|[(ac—bd)— (ad }bc)y—1],

ou, en effectuant :
P =(ac — bd)* 4 (ad + be)*.

D’un autre c6té, en multipliant le premier facteur par le troi- ‘
sitme, et le second par le quatriéme, on a :

(aby=T)(a—by=1) = a*+b*,

(e+ay=1) (e—d y=T) = o'+ i
done : P= (a*+0) (c* - d*);

ce qui donne la formule :

(a2 5% (¢* 4 d¥) = (ao—bd)* + (ad -+ be)?, |

laquelle est, du reste, extrémement facile a vérifier.

i § IL Introduction des lignes trigonométriques dans les expressions
B imaginaires. 1

297. FORME NOUVELLE DE L'EXPRESSION IMAGINAIRE, Les ex-
pressions imaginaires peuvent se mettre sous une forme parti- !
il culiére, qui simplifie souvent les calculs auxquels on doit les
soumellre.
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Soit 'expression a-tby—T1; 5
silon pose :
[1] a=pcosy, b=psing (2]

on pourra, quels que soient o et b, trouver pour p une valeur
positive, et pour ¢ une valeur moindre que 2, qui satisfassent
A ces deux équations; il suffira de prendre :

[3] t=a-b?, tange= %. [4]

Les équations [3] et [4] se déduisent, en effet, des équations
[1] et [2], en ajoutant leurs carrés, et en les divisant membre a
membre. :

Réciproguement, si p et pont les valeurs indiquées par les
équations [3] et [4], on aura :

1 e 1 2 a
+yTttange 4./, L o a
1+

b

CoS =

tang ¢ o 1} b

_,.Tb_z: )

-_t\/l-i-tangﬂgo"i\/l_l__ 4P T o
aﬁ

sin ¢ =

et, en remplacant y/b*--a* par p,
e e s
COS?—-_—_F_—? SIn CP:— i_P’

c’est-~dire a-==kt p cos 9, b==psino;

ce qui coincidera avec les équations [1] et [2], si Pon a soin de
prendre pour ¢ celui des deux angles qui, ayant pour tangente

b : :
—» @ S0 sinus de méme signe que .

D'aprés ce qui précéde, une expression imaginaire (a--by—1 )
peut toujours se mettre sous la forme

p (cos ¢ + ¢=1 sin o),

|
1
|
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‘et ne peut évidemment s’y melire que d'une seule maniére,

(p devant étre positif et ¢ moindre que 27),

~ p se nomme le module et ¢ largument de cette expression
" imaginaire. Nous allons voir qu’il y a un avantage de simplicité

a mettre les expressions imaginaires sous cette forme.

298. MULTIPLICATION DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. Soit & mu-
tiplier les deux expressions :

p (cosp+v=T sing), o' (cos ¢ yT sin ¥).
En effectuant le produit, et en remplacant seulement le carré
de y=1 par— 1, on trouve : :

pe'[cos ¢ cos ¢’ —sin g sin o' 4 1 (cos ¢ sin ¢' -} sin ¢ cos ¢/)]

= ee' [c0s (¢ +¢) + V=T sin (¢ +¢/)].

Par conséquent, pour multiplier, Pune par Vautre, deus expres-

sions imaginaires, il fout multiplier les modules e ajouter les ar-
guments.

La régle précédente permet évidemment de faire le produit
d’'un nombre quelconque d’expressions imaginaires.

299. DIVISION DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. Pour diviser,
Cune par Cautre, des expressions imaginaires, il suffit de diviser
les modules et de retrancher les arguments. On a :

p(ms:ep-}—;/——léintp P . ; — . ;
: —————= 2 [Cos (o—¢ — 1 sin (p — o],
oor v F VT e = [608 (= )+ (o — )]

En cffet, celle égalité devient ¢vidente, si I'on chassc le déno-
minaleur, et que on effectue la mul(j plication du second mem-
bre, d'aprés la régle donnée précédemment,

8500. PuissANCES D'UNE EXPRESSION IMAGINAIRE: CAS OU m EST
ENTIER ET POSITIF. Si l'on suppose que les expressions & multi-

plier deviennent toutes égales entre elles, les théorémes précé-
dents prouvent que :

La puissance entitre d’une expression imaginaire o pour module
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la puissance correspondante dw module, et pour arqument le pro~_

duit de l'argument par Uindice de la puissance. Ainsi lon a :

[1]  [p(cosg+y—1 sin g)]"= g™ (cos mo—+ y—1 sinmg).

Cette formule, duea Moivre, trés-importante en analyse,s'étend,
comme nious allons le faire voir, au cas ott m désigne un nom-
bre [ractionnaire ou négatif.

501. (s ovm EST FRACTIONNAIRE. Supposons d’abord quem
y soit remplacé par— : » m' étant entier, il s’agit de montrer que

'ona:
1

o .
2] [elcosg+y=Tsin)[" =¢" (cos L+ y=Tsin =

Pour vérifier cette égalité, élevons les deux membres i la
puissance m' : le premier donnera, évidemment, pour résultat,

o (cos + @y —1sin¢); et la régle, donnée pour les puissances
entiéres, montre qu’il en est de méme du second.

REMARQUE. Cos ¢ ef sin ¢ étant donnés, cos 7% et sin ?%, ne

sont pas complétement déterminés; ils restent susceptibles
de plusieurs valeurs distinctes. Il en résulte aussi des valeurs
distinctes pour P'expression

[ (cos o y/=Tsin :0)1;51

ce qui est conforme aux principes indiqués dans la théorie des
¢quations.
St nous considérons maintenant le cas, ol 'exposant m est

remplacé par une fraction %, il faut prouver que :

(81 [e(cosp+ y—Tsin =" (cosﬂ-"— e —?)

. o m
En effet, élever une expression a la puissance ) c¢’est, pardé-

finilion, en prendre la racine n™, puis élever le résultat & la
puissance m™, Or, les formules [1] et [2] permeltent de faire
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. successivement ces deux opérations; et I'on est ainsi conduit &
la formule [3]. \

502. (as oU m EST NEGATIF. Supposons enfin que m ait une
valeur négative — m’; il faut prouver que I'on a :

[#(cose 4 v =1 sing)]-"'= ¢ [cos (—m'¢)+y—1sin (—nve)].

Pour cela, remarquons que, par définition :

W

D SR 1 :
lpleose il puallaes [ o (cos ¢ +y—1sin o)|"’

: 1 1
[p (cosp-ty—1sing)|™ ¢ (cosm!o+y/—1sinm'y)

puisque ' est positif (300); maison a :

1 i €050 y—1sin0
o™ (cosm'g-+y—1sinm'g)] ¢ (cosm'e—+y — Lsinm'¢)

=g [cos (—m'g) + v —Tsin (—mp)] :
ce qu'il fallait démontrer. . \

§ III. Applications.
Nous indiquerons quelques applications des formules précé-
dentes. -

505. TugoriME. Tout trinome de lo forme x* - px® - q est dé-
composable en deux facteurs réels dw second degré.

Posons #*=z. Nons distinguerons deux cas :

. 1° Supposons que I'équation du second degré,
i . 24pztq=0,

aif deux racines réelles « et B; on aura :

2 4-pz g9 =(z—a) (z—B);
il et, par suite :

i ot 4 pat 4 g = (@2 — @) (2*—B).
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90 Supposons que I'équation du second degré,
2 pz 40 =0,
ait deux racines imaginaires, « - V=1, «a —py/—1;o0naura:
2pstg=(s—e—py—1) G—a+py/—1);

et, par suite :

[1] @+ p2*+g=(e*—e—py—1) (2 —a+pV=T);
ce qui peﬁt s’écrire :

@ 4pzt+ g =z — Vat-By=1) (24 Vat-y—1).
x (z — Va—py—=1) (z+ Yo—py—1)

Puis, en posant :
a+By—1=p(cosg+ /=1 sing),
a—p V=1 = p(cosp— y—1 sing),

et, par suite (292),
Vit BY—1 = (eos+y=T sind),
V= 1= i (cosg—y=sin),
@+ pri~-q
= (o= & (cosgt-v=Tsing) || o4 ve (cos Iy =T sing) |
x [o— v (cosf—y=Tsin) || o+ Vo (cosE—y=Tsing) |

ou, en réunissant le premier et le troisitme facteur, et le second
et le quatriéme, qui, évidemment, sont conjugués :

o' +pa’+q
= [(x —\/p_cos%)i—i— psin’g] [(m—!-\/;cos%)z-%? sinﬁg];

il vient :
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etle (rinome est ainsi décomposé en deux facteurs réels du se-

cond degré.

504. ProLEME. Ezprimer cos me et sin Mo en fonction de

€0S @ ¢t de sin .

Ona:

(cos 94/ —1sin ¢} = cos mg-I- V—1 sin me

en développant le premier membre par la formule du binome,
et en égalantlerésultatau second membre, c'est-i- dire, en écm-
vant que les parties réelles sont égales, ainsi que ies parties

imaginaires, on a :

m(m—1)

COS¥ng = CoStplier——

c0s™ %o sin%p

mim—1) (m— 2) (m—3)
i 1.2.3.4

mfm—l)(m—Q)

sinme=mcos™¢sing— T

cos™osin®p-..

505, PROBLEME. Evaluer x™ - x—lm en fonction de x -4 )l{

Posons : T=cos¢-+}—1sing;
- 1 —_
et, par suite: E:cow——\/——lsm ?;
on en tire, d'une part :
1
x4 2= 205 ¢;

et, de I'autre :
&™ = 08 mo -} /— 1 sin mo,

1 :
e €08 mo —/— 1 sin mey;

d’ott I'on concluf 3

e
a;""—]—h%;:ﬂCOS?mp-

cos"*psinto-|- ...,
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Ainsi, la formule, qui donne cos mg en fonction de cos o, per-

1
oF 1
mettra de calculer —2-— en fonction de w—{—a.

ReEmMARQUE. Pour obtenir la formule demandée, nous avons
supposé a x une valeur imaginaire

& =080 -}/ —1sing;

le résultat est-il suffisamment établi pour une valeur réelle
quelconque de & ? Pour démontrer que la formule est générale,
il faut remarquer que, sion chasse les dénominateurs, elle est
de degré 2m; et I'on sait, par la théorie des équations, qu'elle
doit alors étre identique, si elle a lieu pour plus de 2m valeurs
réelles ou imaginaires de la variable.

RESUME,

290. On rappelle que les expressions imaginaires se sont introduites
dans un but de généralisation, dont 'importance devient plus grande
encore dans la suite de l'algébre. — 291. Une expression imagi-
naire, n'étant la mesure d'aucune grandeur, n’est pas un nombre -

mais, & Iaide de conventions convenables, elle peut figurer utile- -

ment dans les calculs. — 292, Cn a I’habitude de donner aux expres-
sions imaginaires la forme (a--by/—1). — 295. Toute expression
imaginaire est racine d'une équation du second degré ; I'autre racine
se nomme expression conjuguée. — 294. Puissances successives de
V—1.— 298. Un produit de facteurs imaginaires ne change pas,
quand on intervertit les facteurs. — 296. Application du théoréme
précédent & la démonstration d’une formule d’algébre entre nombres
réels. — 297. Expression trigonométrique des expressions imaginai-
res; définition du module et de I'argument. — 298. Produit de deux
expressions imaginaires. — 299. Quotient de deux expressions ima-
ginaires. — 500. Puissances entiéres d’une expression imaginaire.
— 501, 502. Extension du résultat obtenu au cas d’un exposant
fraclionnaire ou négatif. — 503, 504, 505. Application des formules
précédentes & quelques résultats ol ne figurent plus que des quan-
tités véelles.

Are. sp. B. : 21

SCDLYON 1



¥
1
i

APPENDICE.

EXERCICES.
I. Démonfrer, sans avoir recours & des expressions trigonométriques, que
Va-+by—1
est la forme p+gqy=1.
On applique une méthode analogue & celle qui est exposée (I, 217).

II, Trouver les racines réelles ou imaginaires de 'équation

3,

On trouve ; Z=E8; = .g_\/.._..i

IIL n désignant un nombre impair premier avec 3, (¥--y)"—ah—y* s'an-

nule pour z=y (-L_;‘/:I) .

On applique la formule de Moivre (300).

IV. Résoudre ’équation
28—243 cos o+ 1=0.

On trouve 2 valeurs pour «*, et 'on en tire 6 valeurs pour @, en remplagant
& par tous les ares qui ont le méme sinus et le méme cosinus.

V. Quelles sont les expressions imaginaires, dont la puissance m=¢ est
réelle ?

W — . W
On trouve 3 ” (cos &t V=1 sin W) :

VI. Trouver une expression imaginaire, dont le cube soit égal & Punité. 1l en
existe deux donf chacune est le carré de l’autre.

—1+=yV=3
On frouve : —1_-‘2—”

VII. En nommant ¢ Iexpression dont le cube est égal a l’uniié, verifier la
formule :

(@+b+c) (a4 baca?) (a4 bot 4 ca) =a? + b + ¢ —3abe.
Ou effectue les caleuls indiqués.

VIIL. Le module de la somme de deux expressions imaginaires est plus petit
que la somme de leurs modules et plus grand que leur différence.

7 -
RIS
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RESOLUTION DES EQUATIONS DU TROISIEME DEGRE,

§ I, Formules générales pour la résolution des équations
du troisiéme degré.

506. REDUCTION DE L'EQUATION GENERALE. Soit I'équation da
(roisitme degré :

[1] ¢(@) =a 4 ax? - bx - c=0.

Posons e=ua'- h;
elle deviendra:

{0 )= g(h) -+ 2 (1) - 225 ¢ () s ()

et, sl nous posons : ¢"(h)=0,

' 2 Sl
c’est-a-dire 6h--20=0, ou h=<<3q, e %

I'équation en a' ne contiendra pas de terme en =, et sera de la
forme

[2] * 2B pr’J-g=0.

Cest sous cefte derniére forme que nous étudierons I'équation
du troisiéme degré, en supprimant 'accent de Ia lettre 2.

507. RESOLUTION DE L’EQUATION #° = 1. Nous commencerons
par traiter I'équation plus simple

[1] r=r1"

L’une de ses racines est, évidemment, = 1. Pour avoir les deux
autres, écrivons la proposée sous la forme

P—1=0,
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et divisons le premier membre par (z—1); nous obtiendrons :

o4 1=0,
5 — 1lz=y—
dont les racines sont: :—L;/—F—B.

L’unité a donc une racine cubique réelle, égale & 1, et deux
racines cubiques imaginaires; dans ce qui va suivre, nous re-
présenterons I'une de ces derniéres par la lettre «; Vaulre sera
of, comme on peut facilement le vérifier :

S s 2#1—2\/:?;:5__-—1—.\/:’,
A

R Iy 2
11 est clair, d’ailleurs, que,silona:
ot =11
“on a aussi: =1, ou («)P=1;

donc «* doit btre racine de I'équation [1]. toutes les fois que «
y satisfait lui-méme.

508. RESOLUTION ALGEBRIQUE DE L'EQUATION DU TROISIEME
pEGRE. Reprenons actuellement I'équalion,

[1] 2 +pr+¢=0,

4 laquelle peut se ramener (506) toute équation du {roisieme
degré ; posons, pour la résoudre: -

s=y-+%;
elle deviendra :

2y 43y% 3y 24 py+2) +9=0;
ce que I'on peut écrire:
v 42+ 45 (Gyz +p)+¢=0.

y et z étant assujellis a la senle condition d’avoir pour somme
la racine cherchée x, nous pouvons établir entre elles une rela-
tion arbitraire, el poser

(2] 8ys+p=0;
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I'équation devient alors :
(3] Y+ 2°+¢=0.

Or, on résoudra les équations [2] et [3], en remarquant qu’elles
font connaitre la somme et le produit des quantités y® et z°; on

a, en effet: .
3

y’z3=~—§—7, Y+=—q;

y* et z* sont donc les racines de I’équalion,

3

W —{—qu—ﬂ- 0;

et, par conséquent, ces deux quantités sont respectivement :

e B VR
On en déduit :
[4] m:y—}—zm\/ +\/q _{__?J‘_{_\/_ﬁ \/q+

509. NOMBRE DES RACINES FOURNIES PAR LA FORMULE. La for-
mule précédente exige quelques explications. Un nombre quel-
conque A a (rois racines cubiques, puisque I'équation z°=A
admet nécessairement trois racines. Pour obtenir ces trois ra-
cines, il suffit d’en connaitre une seule, et de la mulliplier suc-
cessivement par « el par «?; ce qui, évidemment, ne change pas
son cube (507).

D’apres cela, la formule [4] qui donne la valeur de z, semble
fournir neuf solutions; car chaque radical a trois valeurs, et
rien n’indique la dépendance a établir entre elles. On doit re-
marquer pourtant, que cette dépendance existe; nous avons, en
effet :

(2] Ys=—

P.

31

le produit des deux radicaux doit donc étre réel et égal a
P
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Soient, d’aprés cela, A et B deux valeurs des ragines cu-
biques remplissant cette condilion; de telle sorte que I'une des
racines de I’équation proposée soit :

zy=A-}B;

les valeurs de y et de  sont, oufre AetB:
oA, oA,
B, o’B

et il est clair que, le produit AB &tant réel, les seules combi-
naisons qui puissent également donner un produit réel, sont :

z, = oA 4 o’B,

By=—oBJ-a?A;
et le nombre des solutions se réduit & trois, comme cela devait
i - étre.
§ II. Conditions de réalité des racines del'équation &°~-px-}-g--0.

510. ExAMEN DES CAS QUI PEUVENT SE PRESENTER. On peut
remarquer d’abord que les équations

{m3+px+q:~o,
ms+2}$—q$0v

ont leurs racines éeales et de signes contraires; car, si 'hy- |
pothése =« vérifie I'nne, 'hypothése z=—a salisfera a |

I'aulre,
D'aprés cela, nous nous bornerons & chercher dans quel cas

I'éguation

[1] & L pr-Lq=0

peut admettre trois racines réelles, ¢ désignant un nombre

positif. : _
! La régle de Descarles nous apprend tout d’abord, qu'il faut ‘wﬂ

nécessairement que p soit négalif. S'il en était antrement, }
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Péquation [1] n’aurait, en effet, aucune variation; et la trans-
formée en —
— ' —prtq=0

n’en aurait qu'une seule. L’équation aurait, par suite, une seule
racine négative, et n'aurait pas de racines posilives.

511. ConpITioNs DE REALITE, Examinons donc le seul cas ot
p est négatif. L’équation a alors, d’aprés la régle de Descartes,
une seule racine négative ; elle peut avoir deux racines positives,
ou n’en pas aveir du tout, Ge sont ces deux cas que nous vou-
lons distinguer.

L’équation proposée peut s'écrire :

=0 — o= 0 (—p—o),

p élant un nombre positif.

Si @ varie de 0 & y—p, le produit #(—p — #?) est d’abord nul;
il augmente jusqua un certain maximum; puis il diminue, et
redevient nul pour z=y/—p. Si donc le maximum surpasse g,
il y aura deux valeurs de z, pour lesquelles ce produit sera égal
a ¢; et I'équation aura deux racines positives, moindres que
Y/—p-. Si le maximum du second membre est moindre que g,
’égalité est impossible pour les valenrs de 2 comprises entre 0 et
v/—p, ct, par suite, pour toutes les valeurs positives de z; car le
second membre deviendrait négatif, si ® était plus grand que
— p. 8l arrive enfin, que le maximum du second membre soit
précisément égal & ¢, I'égalité ne pourra avoir lieu que pour une
seule valeur de x; et les deux racines deyiendront égales.

La condition de réalité des trois racines s'obliendra donc en
cherchant le maximum de ‘

o(—p—af),

et en écrivant qu'il est moindre que g. Or, ce maximum cor-
respond & la valeur de  qui rend la dérivée égale a zéro, et qui

" salisfait, par suite, & I'équation :

—p—31'=0,
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Pour cette valeur, \/—g, le produit z(—p—=?), devient: :

PR S b,
| 20/ Bk ‘
f { —F 37 ou -2—7-7
£
| | la condition de réalité des trois racines est done :
/! iy’
" h . Q'<\/ 97?
| ou 4p*-27g* <2 0.

11 faut en outre, comme on I'a vu, que p soit négatif; mais cette
condition est évidemment nécessaire & l'exactitude de I'inéga-
lité précédente; et il est inutile de la mentionner & part. 3

512. REsumE. D’aprés ce qui précéde, et en nous servant des
principes généraux de la théorie des équations, nous pouvons
établir les propositions suivantes, relatives a I’équation

[1] o+ pr g =0.

1° La somme des trois racines est égale  zéro. Si I'une d’entre
elles est imaginaire et de la forme («—-8y/—1), il y aura né-
cessairement encore une autre racine imaginaire de la forme
(x—py—T1); et il 0’y en aura qu'une seule.

9° Le terme tout connu est égal au produit des trois racines
pris en signe contraire. Si deux équations de la forme [1] ne
different entre elles que par le signe du terme connu, leurs ra-
cines seront respectivement égales, mais de signes contraires. “
Ainsi, par exemple, les racines de ’équation,

7* — 3924 70=0,

étant 2, 5 et — 7, celles de 1'équation

2'— 389 —70=0

i seront —2, —5 et |- 7.

1 3

i ey 5 i z

3° Lorsque p est positif, 'équation admet deux racines ima-
i ginaires.

HE

f

)
= e
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te Lorsque le pest positif, I'équation admet deux racines ima-
ginaires.

50 Lorsque p est négatif, I'équation a trois racines réelles et
3

é 3 2
inégales, Si 123—7—1-%) est négatif; elle a trois racines réelles, dont

3 2
deux égales, i (—:;)—,‘,—F%) est zéro. Enfin elle a deux racines ima-

3 2
ginaires, Si (%, -|—qz) est positif.

Ainsi, par exemple, les équations suivantes ont:

21000216 =0

P+ 125£16=0 ok A 2 ‘
o 16—/ 2 racines imaginaires;

P2— Tx=E16=0
2*— 19z--16=0 2 racines réelles égales;

— 20x==16=0

S l0DpEle= 0} 3 racines réelles inégales.

g III. Résolution trigonométrique des équations du troisiéme degré.

515. CAs DES RACINES rREELLES. Nous allons maintenant mon-
trer comment, A T'aide des fonctions trigonométriques, on peut
déterminer directement toutes les racines, réelles ou imagi-
naires, d’'une équation du troisiéme degré.

1 (as. Racives repLLEs. Condition :
il
(F+e)=<°
Lorsque I'équation [1] a ses trois racines réelles et inégales,
la quantité sous le radical du second degré (308) est négative;

et la valeur [4] de = estla somme de deux quantilés imaginaires.
Pour la débarrasser de ces symboles imaginaires, posons :

7 3
—Ipoosy, ot Lo-Bm—pisinte;
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la formule [4] deviendra :

r= f/p coso-Fpsingy/—1 -+ e/pCOSc,o—_pSin oy —1

et, d’aprés la formule de Moivre (502), on aura :

o= {/¢p: (cos ?‘_.*"32]'"’7 -sin ?—I_,:Im.\/.—'_i)

' +Ve- (cosﬁé%t—sin ?_'_T%w \/—._1).

formule ot I'on doit donner & % les valeurs 0, 1, 2. Il faut d’ail-
leurs que % ait la méme valeur dans ces deux termes, pour que
le produit yz soit réel.

2k
Onauradonc: =2/ cos ‘P +5 e

ce qui donne, pour les trois valeurs de % :

z=2 \"/{;.cos%, 2 {/p.cos (g—l— 120“), 2 \/a+ cO8 (§—|—240°>,
ou 3
=2 cos_ —2\3/5-005(600—-2—’), 2/p cos (120”—%).

<

Pour déterminer les valeurs de p et de ¢ (p étant essentielle-
ment posilif), on a:

2 . 3
p"lCOqu;!:Z—, —*sinto= %_{_p_

7L |

p* T

T R B S

done : pi=— ooy OIETRES 37

’ |
C0 e —

et Sa %5 1
‘ } Remarque. Si la valeur, que la formule précédente assigne & 1

cosg, est négalive, on cherchera dans les tables arco’, qui a
pour cosinus le méme nombre pris positivement; et o sera le
supplément de ¢'.
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514. Lxavere I Partager un hémisphére en deus pariies égales
par un plan paralléle & la base.

Soient : « la distance du plan sécant au centre de la sphére;
y le rayon de la section circulaire ;
r==1 le rayon de la sphére.

On aura I'équation :

2rim oy rin

s ntiles el
Or YPr=rt —a;
donc 2(1 —=2)—a(l—a)=1;
ou #—3z+ 1=0;

équation qui donnera la valeur de .

Nous avons ici : p=—3, ¢g=lI;
et
2 S S S 15
donc : p_\/w“l, el eoso== 5
done g= 1202 el g:fiﬁ".

Les trois racines de I’équation proposée sont dong :

p,= 2co0s40’= 1,5320888,

Ty—=— 2 c0520° =— 1,8793852,

r=— - 2c0580°= 0,3472964.
On vérifie que @y @ @y = 0.

Parmi ces trois racines, il n'y a que Ja derniére qui réponde au
probléme proposé; car seule elle est positive et inférieure au
rayon de la sphére.

518, Exemprr 11. Déterminer les abscisses des points d'inter-
section de la parabole X*= Ly, et dp Vhyperbole 4Xy =1 (x —1).
Par ¢limination de y, on obtient I'équation :

B?—T04+7=0,
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dont les racines déterminent les abscisses des points d’inter-
seclion. On a :
p=—T7, q=+7;
log (—p*) = 2,535295412 log q = 0,84509804
log 27 =1,43136376 (*.log 2—10=1,69897000
log ¢*=1,10393036 C('.log p—10=1,44803482
log p=10,55196518 log cos o' = 1,99210286

- — 0 / "
log {/p = 0,18398839 {‘P e

o =169% 61930805
T —b6022'17,925, (sooH %f) — 3937 59", 065, (1209— §) —63937/52",065

log cos=1,7433874 log cos =1,9991272 log cos=1,6475281

log 2 =0,3010300 =0,3010300 =0,3010300
log /o =0,1839884 =0,1839884 =10,1839884
logx, = 0,2284058 log(—z.)=0,4841456 log @y =—0,1325465
z, =1,692021, Ty=——3,008917, m;—1,356893
Vérification.

w = 1,692021 log @ = 0,2284058

T, ——3,048917 log z, — 0,4841456

Ty— 1,356806 log o, = 0,1325465

o+ ot 2,= 0. log @1 &>, = 0,8450979

&L T lp=—T.

816. 2¢ Cas. Racives 1mAGINAIRES. Condition :
Pt

(27 g ) =

1° (CAs oU p EST NEGATIF. Ona:

q‘l

i il
4>

'ﬁa

et 'on peut poser, par conséquent :

e
\/ 27_251;{10).
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On aura alors :

3

/
y:\/-—g—l—gcosw:v-qsinﬂu—;,

3
et z_—_\/ q—l— cosm—*~\/——qcc:)b2

an
ou, en remplacant g par sa valeur —— ST 97"
: 7 D —
w w
iy = \/—4— &/ldn gy et 2= -—-5.\/cot§-

Soit maintenant ¢ un angle auxiliaire déterminé par I'équa-
tion:

3

w
tang ¢ = \/ tang 5,

on aura : y:\/—%.tangé, 5= \/—%.cot@;

et, par suite, les valeurs de & seront :
[tan“m—}— cotg]= ‘/—- gy’
\/-—-— [tang cy-{—coltp]ié\/u‘——l'.\/jp.[laﬂgcp—cnlc?],
Sil GR e e T s ot A
ou —51112?\/ 3_\/ 1.y/—p.col2¢;

formules calculables par logarithmes.
On cherchera d’abord :

; 2 p?
10 _— —_—
Slllw—q\/ 977

3
ensuite, 2° * tango = Vtang ;3,

'aprés, 3° w1=2\/—2§005é02t‘7,

et enfin, 4° m=—\/_—-gcoséc 2p==4/—1.y/—pcol2¢
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Quant aux signes des racines, on tiendra compte de ce que la
racine réelle est toujours de signe contraire a celui du terme

tout connu de I'équation, et que la somme des trois racines est
nulle. :

817. Exempr III, o®— 10,8713852 - 18,01038 = 0.

Ona: p=—10,871885, ¢g=-18,01032;
pﬁ
done : log (— ﬁ) = 1,6774908,
pﬂ
et log — g7 = 0,8387454 ;
mais log 2=10,3010300,
et Ct. logg—10 =2,7444786,
1° done log sin v =1,8842540;
(0]
de la: =500 et §=25°

log tang® ¢ = log tang :;3 =1,6686725

20 donc : log tang o = T,8895575 ;
de1a = 37947 317,287
et 29 ="75Y 350 b7y

logy/— p=10,5181494
log 2 =10,3010300 logcot 20 =1,4100229
Cllogsin29—10=0,0138941 logy—pcot2¢— 1,9281653
log @, = 0,5945059 v/ — p cot 29 = 0,8475501

@, = 8,931026.

3 log —"-;=o,2795818

Done les trois racines sont :
=—3,931026,
et T=+1,960513-£0,8475501 < /—1.

518. Exempre IV. Déterminer les dimensions d'un cylindre
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insorit & la sphére, el tel que sa suirface sonvewe soit égale ala sur-
face convexe des deva caloties, qui ont méme base que lut. |

Soient ;: =1 le rayon de la sphére,

y le rayon de la base du cylindre,

ef z la distance de cette base au centre de la sphére;
On aura : bn (1l — o) = hayr;
mais y=y1—a';
done ¢ | —z=2(l+x),
ou P42 fo—1=0.
Posons : m=z';1,

I'équation deviendra :
546z —34=0.

On a ici : p=6, g=-—234;

mais, dans cette équation :
P ¢ .
——27+ = 207;

donc I’équation a deux racines imaginaires, dont nous ne nous
oceuperons pas.

En résolvant directement I'équation proposée, & l'aide de la
formule (299), nous aurons :

2= {17 + 297 4 17 — /297,

— /34,2336879396 — \/0,2336879396.-

En se servant des tables de logarithmes pour extraire les ra-
cines cubiques, on aura :

z=3,2470172 — 0,6159499 \

ou 5= 2,6310673;
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donc x=0,5436891 ;

et : 2w = 1,0873782, hauteur du cylindre.

519. 2° CAs oU p EST POSITIF : On posera :

3
[1] L=
il vient alors :

+ gsin®=
i g 9

Y= —_—
y COS ©

=5
ou, en remplacant ¢ par 2 cotw \/2—7 ;

'u—-\/ \/tangg,

Posant, comme plus haut :

Vi

[2] tang ¢ = |/ tang ;i ;

il vient : y:\/gtang?,’ z_—_.._\/'_

et les racines cherchées sont :

(33

D=2 \/g cot 29 ==/ —p. cosée 29.

=D =
‘m_ 2\/30(“2?,

520. Exempre. V. Soit 'équation :

z* -1 2,34739830 — 9,876543 — 0.

g=—9,876543,

log (— ¢) = 0,9946050,

p=2,3473983,

P R A

logp =0,3705868 ;

e PHFeN
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, s
donc : log 2= =1,6803966

27

ps
log —7—'1 ,6803966

log V— =1 ,8001983

log =0,3010300
Ct. log (—q)— 10 =1,0053950
Donc: [1] log lang » =1,1466233

De la: v ="17°58'42" 91
;—’z 3059' 917,455
d’olt log tang g: log tang® o == 2,8434760;
donc [2]  logtang o= 1,6144920;
ctdeld: o = 22°22'29",22
2¢ = 440 41 44" 45,

Or: log 2 =0,3010300

log cot 2o = 0,0038555 Ct.logsin20—10=0,1524513

_?pzf,gtis?sas log y—p = 0,1852934
Donc [3] logz, =0,2516183 log s‘i/n_gi =0,3377447
@)= 1,784918 ; S‘l/ﬂ 2” —2,1764300

ct les racines de I’équation proposée sont :
= 1,784918,

&= —0,892459 == 2,176430 X y/— L.
Ara, sp. B. 22
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RESUMI.

506. Réduction de 1'équation générale du troisieme degré & la forme
a* - pr¢=0. — 5307. Résolution de 1’é juation a*=1.— 508. Ré- |
solution algébrique de 'équation @®-}px - ¢=0. — 509..On mon- '
tre que la formule fournit trois racines seulement. — 310. Discussion
des cas ol les trois racines ne sauraient étre réelles. — 314. Condi-
tion de réalité des racines. — 312. Résumé. — 513. Résolution des
équations du troisiéme degré par le moyen des tables trigonométri-
ques; cas des racines réelles. — 514, 515. Exemples. — 516, Cas
ot il y a deux racines imaginaires, le coefficient du secord ternmie
étant négatif. — 317, 518. Exemples. — 519. Cas ol ce coefficient
est positif. — 520. Exemples.
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CHAPITRE 1IV.

RESOLUTION NUMERIQUE DE DEUX EQUATIONS
1 DU SECOND DEGRE.

«
1

§ 1. Méthode générale; exemples.

521. Proprime. Nous cominencerons par résoudre la ques- :
lion suivante : :

Quelle est la condition pour qu'une éguation du sccond degré,

[1] Ay Bay - Ca? 4Dy + Lo B =0,
fournisse, pour Pinconnue y, une valewr de la forme Mx—N, :
M et N étant indépendants de X. ,

On déduit de I'équation [1], en la considérant comme une
équation du second degréen vy :

[2] y.,—__-BmJD__ﬂA\/ *— 4 AQ)z* 2(BD—2AE)z+(D*—LAF).

Pour que cetle valeur de y ait la forme demandée, il est néces-
saire et suffisant que le polynome placé sous le radical

(B*—4AC) 22 (BD —2AL) & |- (D* — LA,
soit un carré parfait; et, pour cela, on doit avoir

(BD — 2AL)*= (B* — 4AC) (D2 — 4AT);

ou, en supprimant les termes B*D? qui figurent dans les deux
membres, et en divisant ensuile par le facteur commun 44,

[3] — BDE - AE? = 4ACF — FB—CD*;

£ telle est la condition demandée. Si elle est remplie, la valeur
de y prend la forme :

__Ba4D : BD — 2AR
[&] yes 27 '—-c)\("b /B ——tii\b—l—m)
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5292. METHODE GENERALE DE RESOLUTION. Proposons-nous ac-
tuellement de résoudre le systéme de deux équations numeéri-
ques du second degré :

[5] Ay*+Bry 4 Ca*+ Dy -+ Ez F=0, |
[6] Ay -B'oy -+ C* D'y + Bz |- F'=0.

Si nous ajoutons ces deux équations, aprés avoir mulliplié¢ la
premiére par A, le résultal pourra remplacer I'une d’elles.- On
obtient ainsi :

[7) A4+ (A B)ay+ (A a4 (DA4-D)y
+ BBz (FA--F') = 0.

A étant arbitraire, nous pouvons la déterminer par la condition
que les valeurs de y, déduites de I'équation [7], soient du pre-
mier degré en .

Il suffira (524) de poser :

[8] —(BA4B) (DA+-D') (EX4E) (AN A')(EA4-E)?
=AM A (OA+-C') (FA - ) — (B F'YBA - B)*
— (CA-C)(DA-D)%,

équation du troisiéme degré en A, qui aura, par conséquent, une
racine réelle an moins. On calculera cette racine par approxi-
mation; et, en faisant usage de la formule [4] (321), on obtien-
dra alors, pour ¥, deux valeurs de la forme :

y=Mz+N, y=Maz4|N

M, N, M, Nj, étant connus en fonction de la racine i, en substi-
tuant successivement ces valenrs de y dans l'une des équations
[5] et [6], on obtiendra deux équations du second degré en z;
il y aura, par conséquent, en tout, quatre valeurs pour z et
autant pour y.

525. Discussion. Il y a plusieurs cas a considérer dans l'ap-
plication de la méthode précédente ; nous les disculerons avec
quelques délails. Pour plus de simplicilé, nous remarquerons
tout d’abord, que le probléme revient & déterminer I'intersection
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de deux courbes du second degré. La méthode indiquée équi-
vaut A la délermination préalable des droites qui réunissent deux
des points d’intersection.

1° Si ’équation du troisiéme degré en A admet trois racines
réelles, et si, en méme temps, deux au moins de ces racines
rendent positives la quantité

(BA--B')2— (AN + AY(OA+C) =k

ces deux racines déterminent deux couples de sécantes réelles,
qui se coupent en général en quatre points. Ces quafre poinis
sonl les points d’intersection des deux courbes, et leurs coor-
données donnent les solutions des équations proposées.

2° Si 1’équation du froisieme degré a trois racines réelles,
dont une seule rend positive la quantité &; ou, si I’équation n’a
qu’une seule racine réelle, mais qui satisfasse a cette condition,
les deux courbes madmettent qu'un seul couple de sécantes
communes.

Il faudra alors chercher, si ces sécantes rencontrent I'une
quelconque des courbes proposées ou non : dansle premier cas,
les deux équations aut‘gﬁt deux solutions réelles et deux solu-
tions imaginaires ; dans le second cas, ellés auront quatre solu-
tions imaginaires.

3¢ Si enfin les racines réelles de 1’équation en X rendent né-
gative Ja quantité %, les deux équations ont quatre solutions
imaginaires.

524. ExeMpLE 1. Soient données les dewx équations :
312+ kay 4 32— 9y — 152 =0 (el!ipsej,
1y —2zy -+ aﬁH— 2y — 10z =0 (parabole).
Ces deux équations, combinées ensemble, donnent I'équalion
(3H3)y - (h— 2Ny (3--N)2*—(9— 2Ny —(15+-100)w=0;
etl’on oblient pour I'équation [8] ;

3200 - 388A2 - 564\ - 189 =0,
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(lette équation a trois racines réelles et négatives, qui sont :

A=—4, A=—3, A=—3L
La quantité k=-—20(1 4 2))

¢tant posilive ou nulle pour chacune des (rois valeurs de A, les
courbes données admeltent troissystémesde séeantes communes
réelles, dont les points d'intersection se confondent avec ceux
des deux courbes.

Il ne s'agit plus que de déterminer deux sysiémes de sécantes
el de chercher leurs points de rencontre.

Pour rA=—1
les deux équations du premier degré sont
Y=—p-2:t2,

systéme de deux droites paralléles.

Pour A= —2t
5 4 .
4 &
nous aurons : y:.-?_._Qi(E_i_g)_

Les points d’intersection des quatre sécantes sont

= CL':G, U:()J

a1k =0
r=3, Y=—3,
p=—6, y——2,

Ces quatre points sont les sommets d'un raptze dont les colés
sont formés par les qualre sécantes. Les deux autres sécantes,
correspondant & A=—§, scraient les diagonales du lrapeze.

525, lixeMmpLe 1L, Délerminer les points d'intersection des courbes
Ty — 3z 6=0 (hyperbole),

a:— 9y =0 (parabole).
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Si, dans la premiére de ces deux équations, on substitue & y
sa valeur tirée de la seconde équation,
m!
Y=75
on obtient immédiatement 'équation du troisieme degré ¢
?—27r-}-54=0,

dont les racines déterminent les points d’intersection des deux
courbes. Cetle équation a trois racines réelles, deux positives
égales, =3, et une négalive, z=—6.

A ces deux abscisses correspondent les ordonnées

y=1 et y==4;
done les deux courbes se touchent au point (3,1), et se coupent
au point (— 6,4).

506G, ExemprLe 111, Soient données les deuw équations
y? ++ 2?—20 =0 (cercle),

2qxy—1=0 (hyperbole);

I'équation résultant de la combinaison sera :
-+ 2y -0 — 20 —A=0

et en écrivant que cette équation représente deux droites, on
trouvera :
B —=A=1=0.

Cette dernitre équation a une racine réelle et deux racines ima-
ginaires. '
Pour évaluer la racine réelle, nous nous servirons des for-
mules données (516) ; nous aurons alors :
log sin w=1,585 3481,
log tang‘é—’:?,aol 3783,
log tang ¢ ==1,767 1261,
log sin 2¢==1,940 8459,
log A=0,122 1235,
A=—1,321 7183
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la quantité &k =4(*—1) ou )Lf, étant positive pour la valeur de X

que nous venons de trouver, les deux équations du premier
degré,

y:-—k&,"‘—’— (,‘U+}‘)!

auront leurs coefficients réels; et, par conséquent, les deux
courbes admettent un systéme de deux sécantes réelles com-
munes. :
En substituant ces deux valeurs de y dans I'équation :
2wy—1=0,

on arrive & 1'équation du second degré :
g 2
2m2(-—xi—13) e
v :
Pour que les valeurs de z soient réelles, il faut que 'on ait :

—7\+—>0

G

Sinous prenons le signe inférieur, le premier membre de-
vient négalif, ct la condilion de I‘édlllé n’est pas remplle par
conséquent, ladroite

Sk
Y= —iT \/i(w-{-)\)

ne rencontre pas la courbe. :
Si, au contraire, nous prenons le signe supérieur, le premier
membre devient posilif, et la sécante

g:_m+71)_:(m+m

rencontre la courbe en deux points.
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1l
\
]

En substituant & A et /X leurs valeurs numériques, la der-
niére équalion deviendra :

‘ 1 =—0,45588125 1 1,150964 ;
: équation qui, combinée avec celle de la courbe,
2ry —1=0,
.donne les deux solutions réelles des équations proposées,

£=1,967160,  y=0,254173,

et £=0,557424,  y=~0,896791.

597..EXEMI’LE 1V. Résoudre les deux équations :
. Lyy? -}~ 92 — 365= 0 (ellipse),
xy— 12=0 (hyperbole)
L’¢quation de condition est :
M — 144} — 432 =0.

Cette équation a ses trois raciues réelles ; la premiére positive,
et cornprise entre 13 et 14 ; les deux autres négatives, et com-
prises entre — 3 et —4, et entre — 10 et —11.
Parmi ces trois racines, il n’y a que la premicre qui rende
posilive la quantité
432
E=M\N —14h=—)
A
par conséquent, il n’y a qu’un seul couple de sécantes réelles,
dont I'équation est :

AT 3 3 AN
=22\ S (B p)5
Y 8—2\/1(“’ 3)’

mais nous allons démontrer direclement guaucune de ces deux
droites ne peut rencontrer les courbes;; car en substituant la ve=
leur de y dans la seconde des deux équations proposées,

zy—12=20
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gauche seraient négalifs.

plus, lorsqu’on prend le signe positif.

racines imaginaires.

8wy — b2y 4 9=0;

détermaner leurs points d'intersection

Lg? — 352 75 =10,

équationi qui a deux racines réelles z =5 el
. Les valeurs correspondantes de y sonl y =

¢éloignés a linfini de L'origine.

on.oblient les deux équations du second degré

) -
| )= A— 12=
as( aﬁz\/;\) Z\/3h— 12=0.

La condition de réalité des valeurs de # est :

) il b i)
3A+48(—§ié\/1)>0,

; 3
ou —hz=24 \/i>0°

Il est évident que cette condition n’est pas satisfaite, lorsqu’on
prend le signe négatif; car alors tous les termes du membre A

528. ExempLe V. Soient donndes les deux hyperboles,

Mais comme on a A>> 13, la condition n’est pas remplie non

Par conséquent, les deux droites ne peuveni pas rencontrer
les courbes ; donc les deux équalions proposées n’ont que des

La valeur de y, lirée de la seconde équaltion et substituée dafis
la premiére, conduit & I'équation du second degré en z,

Mais les deux courbes proposées sont des h5 [)LI ])uluh, rappor-
tées & une asymptote commune prise pour axe des abscisses;
done, en oulre des deux points d’intersection que nous venons
de trouver, elles ont encore deux aulres pomts de. rencontre
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1 5 ; :
Iin effet, lorsqu’on remplace- par -, et qu'on égale les va-
z o

Jeurs de y tirées de la premiére el de la seconde des équations
proposées, on ohtient 'équation du quatriéme degré,

552 — 355 - 75z* =0,

Les quatre racines de cette équation sont :

1 : ; !
et comme & =7, nous aurons les quatre solufions Jes equations

proposées :
z=0, Z—c05 y=0,
Z—= ) x=—x, y=0,
ge=d, - w=5, y=14
g=4, @=33 y=i

529. (1as PARTICULIERS. La résolution de deux équations du
cccond degré, & deux inconnues, se réduit, dans cer lains cas
particuliers, a la résolution d’'une équation bicarrée ou d’une
¢quation du second degré.

1° Lorsque les deux courbes sont concentriques, et rapportées
a leur centre commun pris pour origine, leurs équations ne
contiennent plus de termes du premier degré par rapport aux
variables; et Pélimination d’une variable donnera une équation
hicarrée par rapport  lautre variable.

BxepmpLE. 161 — 162y 52— 400 =0 (ellipse),
g —a?-16 =0 (hyperbole).

Les solutions sont égales deux & deux, mais de signes con-
traires. '

90 Lorsque les deux courbes sont homofocales; et rapportées a
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leur foyer commun, pris pour origine des coordonnées, les deux
Cquations se mettent sous la forme

Y +a’ = (ay bz ¢,
Y+t =(ay +-bz4-¢)*;

donc ay~+bz+c==x(a'y+- bzt ¢'),
ou (axa)y4- (b=t 2 (cEc')=0;

et 'on aura deux équations du premier degré, que I'on combi-
nera avec I'une des équations proposées.

EXEMPLE. - 3y?— Ay 4y — 2z -1 =0 (hyperbole),
Y*— 2xy + &* — 3y — 3w — 2 =0 (parabole).

3> Lorsque les deux courbes ont un diamétre commun ek
qu’elles sont rapportées & un systéme de coordonnées obliques,
ayant pour axe des abscisses le diametre commun, et pour axe
des ordonnées une paralléle aux cordes, les deux équations ne
-contiennent la variable y qu'ala seconde puissance, et I'élimi-
nation de celte variableréduira le probléme a la résolution d’'unc
¢qualion du second degré en z.

LXEMPLE. 2y*—8x —36 =0 (parabole),
Y* 4 52* — 80 =0 (ellipse). -

4v Si les deux courbes sont semblables et semblablement situdes,
les termes du second degré dans les deux équations ont Ies
coefficients proportionnels. :

Donc, si 'on multiplie 'une des deux équations par un fac-
teur convenable, et qu'on la retranche de autre ¢qualion, on
ohliendra pour reste une équation du premier degré.

ExeMPLE. 4+ 22y — 32+ 634 40=0 (hyperbole),
2y* 4 2xy — 62> — b5y 437 =0 (hyperbole).

5° Lorsque les deux courbes sont’ des hyperboles ayant une
méme asymplole, et rapportées a celle asymptote commune
comme axe de @, les deux équations ne contiennent la variable z
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que dansle terme @y; et 'élimination de = donne une équation
du second degré en y. :

EXEMPLE. yr—bhzy 4 6y—10=0,

3+ 2xy — 10y + 8=0.
§ II. Résolution des équations du quatriéme degré.

5%0. MiTHODE DE RESOLUTION. La méthode, que nous venons
d’exposer, sert & réduire la résolution de I'équation du qua-
tricme degré,

o'+ ax® 4 bz ez d=0,

4 la résolution d'une équation du troisitme degré. |
En effet, si dans I'équation proposée on remplace z* par v,
on arrive a I'équation :

y*+ azy + by ez +d=0;

et la résolution de I'équation du quatriéme degré est ramence
3 1a résolution de deux équations du second degré & deux in-
connues, que nous pouvons résoudre au moyen d'une équation
du (roisicme degré en A

’

£51. ExevpLe. Soit donné I'équation,
o' —2z* —81% 4 120 — =0,
¢quation qui w'a pas de racines commensurables.
En posant z=y (parabole),
I"éguation proposée deviendra : _
y:— 23y = 8yt 120 —4=0 (hyperbole).

La résolution de ces deux équations est ramenée a celle de I'¢-
\" quation du troisieme degré,

X 160 -+ 560 — 64 =0,
qui a trois racines réelles,

A=—8 ct A=—4=2/6,

g S
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la quantité k=4 (1—2)

est posifive pour chacune de ces trois valeurs de A ; dong, les
deux équations proposées admellent trois couples de sécanles
communes et qualre solutions réelles. ‘
! Les équations des sécantes, qui correspondent a la deuxiéme ]
et d la troisieme racine de I'équation en 3, sont;

A=—4}26, ; ‘
Y= 248 imwa(’m—g“ﬁ)
‘ A==—4—24/8, :
B I ey

|‘ En cherchantles points d'intersection de ces deux sysiemes de
droites, on obtient immédiatement les racines de I'é¢quation du
|1 qualriéme degré, -

2=2+y/9 et o=—13

RESUME.

| 521. Condition pour qu’une équation du second degré & deux variables
i se réduise a deux équations du premier degré. — 522. Réduction de
deux équations du second degré, 4 deux inconnues, & une (quation
du troisiéme degré. — 523. Indication de divers cas. — 324, 323,
526, 527, 528. Exemples. — 529. Cas particuliers. — 350. Résolu~
tion d'une équation du quatri¢me degré. — 351. Exemple.
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CHAPITRE V.

QUELQUES EXEMPLES I’ARTIFICES ALGEBRIQUES.

552, Bur DE CE CHAPITRE. Dans un grand nombre de cas, si
U'on suivait, sans modification, les régles générales du calcul, oni
serait conduit & des opérations compliquées, qui dépasseraient
quelquefois la patience du calculateur. L’habilelé du géométre
consiste & trouver, dans la forme particuliere des questions qu’il
traile, 'occasion de simplifier les opérations, et de parvenir plus
immédiatement aux, conclusions qu’il a en vue. De pareilles
modifications exigent une grande habitude de 'analyse et, sou-
vent méme, un véritable génie d’invention; et I'on comprend
quil ne nous est pas possible de donner des régles générales
sur les arlifices de ce genre. Nous nous hornerons A choisir,
parmi les calculs algébriques les plus célébres, quelques exem-
ples, dans lesquels d'illustres géometres ont poussé & un haut
degré la dextérité analylique dont nous parlons.

535, ProBLEME 1. On donne un polynome du second degré, d
lrots variables,

[1] Az? + A"y A"z 2Byz - 2B'wz + 2Bzy
+ 20z 20y +20% +D;

et bon demande de remplacer X, y, z, par trois variables nouvelles,
lices aum premieres par les relations,

=o'V a'w, :
(9] y=pu+ o', "
s=yu+yv -+ y"w,

et s'imposant les conditions suivantes :
1° Le polynome prendra la forme

[3] Gu? + G'v? - G"w* + Hu+ v - H'w + K 3
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’

2° Les neuf coefficients o, o, ", B, B, B, 1, ¥', y", seront lids par ;
les relations, '

of 2 4y =1, an’ | Bp’' 4 v¢' =0,
[ et prbyr=1, a4 y=o,
o’ P i1 o'’ B y'y'=0,

Ce probléme se présente en géométrie analytique, lorsque 'on
veut simplifier une équation du second degré, en changeant les
directions des axes des coordonnées, sans qu’ils cessent d’élre
rectangulaires.

En multipliant respectivement les équations [2] par «, B, v, et
en les ajoutant ensuite membre a memhre, on a, d’aprés les
¢quations [4].

u=an 4 By +-1z;

et 'on trouvera, d’une maniére analogue :
v =dz By +1s,
w=o'c-4p"y+ vz

Par conséquent, pour que les polynomes [1] et |3] soient
équivalents, on doit avoir, en identifiant les termes du second
degré:

G (e + By +B2)* 4 G/ (!w 4-B'y + v2)* 4 G (z -+ B’y + v'y)?
=Az* +A'y* + A"z 4 9Byz -+ 2B'zz + 2B'xy ;

ce qui donne les six équations suivantes:

G12_|_ G’ﬁ'2+ G_!.falfz____A )Gﬂﬁ—[—'G'tx'ﬁ +GII .'JGV__BM,
[5] GIBE + GJ[3'2 + G”B”z A GEX]’ + G'&'T _!_ G”’Iﬂ r/_Br
GY +Gf 2 + G!f 12, _Ar lGﬁ{"}‘(—l’fi "I"‘ Gl’.’ﬁﬂ Wiz

Multiplions respectivement la premiére, la qualritme et la

cinquiéme équation du groupe [5] par o, B, y, et ajoutons-les
ensuite; il viendra :

[ Ga= Az} B3 B'y.
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R

Si 'on multiplie la seconde, la quatriéme et la sixiéme équa- |
tion du méme groupe par £, «, y, on aura de méme : | |

[A] GB==A'p- B'a+By; |-
etl’on trouvera de méme:
[A] Gy=A"y 4B+ Bp. i

Ces trois équations ont lieu entre «, B, v; elles sont du pre-
mier degré; donc on ne pourra en lirer qu'une seule valeur
de chaque inconnue, & moins que le dénominaleur commun
ne soit nul. Or, on satisfail & ces €qualions, en posant:

e

«=0, p=0, y=0.

Cette solution n’étant pas admissible & cause des relations [4],
il faut que le dénominaleur soit nul; et I’on doit avoir, par con-
séquent :

(A—G)(A'—G) (A’—G)—B(A—G)—B’(A'— G)—B"(A"—G)
+ 9BB'B' = 0,

= e

équation du troisitme degré a laquelle G doit satisfaire.
En maltipliant lz premitre, la quatriéme et la cinquieme

équation du groupe [5], respectivement par «, §, ¥, on ob- |
tiendrait : ‘

[B] Gl = A+ B'B' 4 BY, i
et, d’'une maniére analogue:

{B] Gl’ﬁl — Alﬁ.’_{_ B”CC’ + BY’

(8] Gy = A"+ B Bg:

et, en raisonnant comme plus haut, on prouvera que le déno-
minateur des valeurs inconnues o, p', ¥/, déduites de ces
derniéres équations, doit é&tre égal a zéro, et que l'on doit

avoir:
(A—G)(A'— G)(A"— G) — B{A—G)— B*(A'— 6)— B2(A'—G)
: -+ 2BB'B’ =0. |
Avrc. sp. B. 23

R e s
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cnfin on prouvera, par un procédé tout semblable, que I'on doit
avoir :

(A__G!f) (Ay___ GU) (Ar;_ Gy) g BQ(A_ Gt= B2 (A'— Gu) —_ B2 (A”-'— G.u) |

~ 2BB'B’ = 0.

et, par suite, G, G/, G, sont les trois racines de I'équation du
troisieme degré : -

18] (A—2) (A= 2) (A'—2)—BY(A—2)— BY(A'—a)— B (A'—g;) |
- 9BB'B’ — 0.

On peut prouver que cette équation a ses trois racines réelles; g

cl, pour cela, on remarquera qu’il est permis de lui donner la
forme :

P P P
(7]

=gt a—g—pt+ a—g—p=—1

Si, en effet, nous chassons les dénominateurs de celte équa-
tion [7], en identifiant le résultal avec I'équation [6], il viendra :

2PP'=DB!, 2P'P —B"  opp — B
DRIP e RBIRY
équations auxquelles on satisfait en posant:

e BIBU

p=BE p_ BV BB

i

_'FE B

De sorte que I'équation [6] deviendra :

B'B" BB B'B
B oo oM i
L e -
(o) w—o I w0 I
Pour prouver que celte équation a ses trois racines réelles, \
posons :
B'B" : BB” . B'B
Aeepie e sn s Ao,

et supposons que ces trois quantités soient classées par ordre
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de grandeur; de telle sorte que A soit la plus petite et v la plus
\ grande. Subslituons successivement, & la place de @, dans le
i premier membre de [8],

e ) =it )“""'8, fe—¢, f“+57 i) V"I"E: +°°) ; i

|

|

¢ désignant un nombre excessivement petit; — « et o donnent i
| au premier membre la valeur 4+ 1, et le résultat des autres

| substitutions se voit immédiatement; car chacune d’elles rend

} I'un des termes infiniment plus grand que tous les autres. Re-

marquons, de plus, que les trois numérateurs ont essentiellement . %

le méme signe, celui de BB'B"; et supposons, pour fixer-les 1

|- idées, que ce signe soit . Les résullats sont indiqués dans le ‘

; tableau suivant;

—w 4 |

| i

| b

A= ¢ - o

P —_— ‘

p—ce aF i.

\

wte - [

|

v—e -+ : Fl

vt e - -‘.

‘

Seas i

.I

Les substitutions fournissent done six changements de signe ; it

mais entre A —e el Ate, p—e et pte,v—e et vt Ia i

fonction passe par I'infini et est discontinue ; on doit donc con-

clure D'existence de (rois racines seulement, 'une comprise :

enire A - e et pu—e, lantre entre . +ceet v—e, et la troi- E

sieme enire v = et ©; c’est-a-dire que les racines sont com- i

prises respectivement entre X et p, 1 et v, v et . On voit i

/ qu’elles sont inégales, toufes les fois que les nombres A, ., v, sont |
‘ différents.

Apres avoir résolu I'équation [6] et trouvé les valeurs de G,
G’, G, les équations [A][B][C], qui sont du premier degré,
donnent les rapports des quantités a, B, y, ¢’ B’ v', o, f", y".

Nous laissons au lecteur le soin de discuter les divers cas par= -
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ticuliers que peut présenter cetle solution, et notamment celui
ol les quantités A, w, v deviennent égales.

384. ProBLEME IL. On propose de résoudre les trois équations :

2 P 52
[1] E+m+m:]’
w! y2 z2
(2] ;+m+m=1:
(3] 2+ ﬂ_bJ+ T 2: .

Ces équations se présentent lorsqu’on cherche I'intersection
de trois surfaces du second ordre, dont les sections principales
ont les mémes foyers.

Si, dans I'équation [1], on chasse les dénominateurs, on ob-
tient :

= B0 60ty £2) - 2 (00 b0 ey )
— b2 =0;

si 'on chasse de méme les dénominateurs des équations [2] et
[3], on trouve:

vﬁ__vk(b%__l__c‘l__l__ $2+y2+ 52) _l_vﬂ(bﬂai_]_biwi_[_cf!xﬂ _I_cﬂyﬂ_l_bEzﬂ)

— bz =0,
(P OO ey ) g (0o o o oty )
— b’ =0;

el ces trois équations prouvent que p?, v*, p?, sont les trois ra-
cines de I'équation : ,

[4] X*—X2 (0 ot-faty o) X (Vo ooyt Us?)
— b2 =0,
On en conclut ;

PEP-ivi — b?.gﬂmﬂ,

el celte équation fera connaitre z*;
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Pour obtenir y* et 2%, remarquons qu’en posant :
pt— b=y,
v — bt ="
p* — b=
les équations proposées deviennent :

x2

12+ 'a_|_b2+p.r2_|_(b2 %) =1,

1 't 2 25

Ve + y'2 —}—b'* + V'2+(b’—62) =L
Jag -
b+ t = =

et ne différent des proposées que par le changement de z?* et 72
en y* et ? et par celui de p, i, v, en ¢, ¢, v/, de b>en — 8*, et
de ¢* en ¢ — b2,

On peut donc écrire :

(e — D) = (12— ) (2 — 1) (02— ),
On trouvera par un artifice tout semblable :
o= 2" = (2 —¢") (@ —+?) (¢ —%);

et ces deux équations feront connaitre z* et 2.

On pourrait arriver & des valeurs de 2?, 32, 2°, par la résolu-
tion directe des équalions proposées, qui sont du premier de-
gré; mais les calculs seraient heaucoup plus longs.

Nous remarquerons enfin que g%, p?, %, élant les racines de
Péquation [4], onia :

e A U R R S P
ef, par suite :
i R MU o S )

formule ulile dans plusieurs recherches, et dont la vérification
directe exigerait quelques calculs.
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553. Prosrime IIL Désignons par v, v', v',... les ,frmmmn li-
néaires suivantes des indélerminées x, y, %

v =ax by +cz ... |,
1] v’:a’x—l—b'y—{—c's+...+l',
U’I:a’!$+brf’y+G”Z+. 5 “}—Z'”,

0 ° 0 - . ° . s . °

(Le nombre des fonctions v, v', v,... est supérieur au nombre
des indéterminées @, v, z,...)

Parmi tous les systémes de coefficients », %', #'... qui donnent
2 ?

identiquement :
(%] w20 "' -, =2 —K,
x, x'y «,... étant indépendants de X, Y, Z,... trouver celui pour

lequel la somme

x"l—{-xr”-—l—x”l—{—...

est minimum.

Posons :
av -+ a'v' - a'v "—|—

2] bo - b - " -, ., :-q,
o' L. =,

. . . . . 0

§, 1, &,... seront des fonctions linéaires de @, ¥, x,...; et 'on
aura : :
2 E=aZa’ + yZab- zZac+- ... - Zal,
(2] n=aZab - yEb*  zZbe .., J-2b},
§ =gZac~-y2bo - zZ¢* - . . . 4 2l

\ e . » ®
ot Zo'=a+-a?Fa"”4.. .,
Zab=ab4-a'b'=a't" ...,

et de méme pour les aufres =

Le nombre des quantités &, =, &,... est égal au nomhre 2 des
inconnues «, ¥, %,...; on pourra donc obtenir, par élimination,
une equation de la forme suivante

[A] &= A+ (a)i -+ (uB) + (g}

SCDLYON 1




RESOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 359

dans laquelle (aa), (aB), (ay),... sont des coefficients indépendants
de x, y, z,... et de &, 4, ¢,... que I'on sait trouver; et celte équa-
tion sera satisfaite identiquement, lorsqu’on remplacera &, =, &,
par leurs valeurs [3]. Par conséquent, si I'on pose:

a(om) 4-b(aB) o(ey) +ii.=a,
4] d(a2) 4-V/(eB) +-ar) ... =,
f o/ ) -V (B) -0 (ay) - ... =,

en multipliant respectivement ces équations par v, o', v',... el

en les ajoutant, on aura identiquement, en vertu des équalions
[2] et [A]:

[5] a0t oV . = —A,

pourvu que l'on remplace v, ', v”,... par leurs valeurs [1].

Cetle équation montre que, parmi les différents systémes de
coefficients x, «', »"..., qui satisfont & la condition [k], on doit
compter le systéme :

On aura d’ailleurs, pour un systéme quelconque, en retranchant
l'identité [5] de l'identité [&] :

(x—a)o+ (¢ — o)’ + (¢ — o' sy =A=K;

et cefte équation étant identique, en vertu des équations [1],
enlraine les suivantes :

(k— ) (o — ) (' — ). . . =0,
(x— )b o (' o)V (= ). 1. =0,
()5 = (1 — o )e - (=) o, , , =0,

que I'on obtient en remplacant v, v', v"... par leurs valeurs [1],
el en égalant & zéro le coellicients de #, y, z... Ajoutons ces
équations, apres les avoir mulliplices par (ux), (), («y); nous
aurons, en vertu du systéme [4] :

(ro— o) = (' =)o’ = (6 — &) s o, =04
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d’ott en doublant cette égalité, et en la retranchant de I'identité

My
B N B e L T —[—(x—-a)z-{—(x'—a')’—]—. o

Par conséquent, 1'expression

o L R I
aura une valeur minimum, lorsqu’on aura :
x=u, x.l':m.l, ff_l__mrr,--‘

556. ExPRESSION DU MINMUM. Les valeurs de a, o, «”,... sont
détinies par les équations [4]; et pour les obtemr 11 suffira d’y
remplacer («x), («B), («y), par leurs valeurs, que 'on pourra dé-
duire des équations [3] par les méthodes connues., Mais le mi-
nimum s’obtiendra de la maniére snivante. L’identité [5] montre
que 'on a:

aet-a'e' +a'e"-. ., =1,
boe—b'e’ - b"" 4. .. =0,
ca—c'a' e’ 4. .. =0,

. ® . - . °

(6]

¢qualions que I'on obtient, en remplacant v, v', v”,. par leurs
valeurs [1], et en ldenllﬁant les coefficients de z, de Yy, de z,..
dans les deux membres.

Multiplions ces équations, respectivement, par (xax), (aB), (1),
et ajoutons-les, en ayant égard aux relations [&]; nous trou-
Verons :

[7] LA G
Ainsi («e) est le minimum cherché.

S87. VALEURS ADOPTEES POUR £, ¥/, Z... Si v, v', v" étaient nuls,
Iidentité [5] montre que la valeur de x, qui vérlﬁeralt les équa—
tions [1], serait #=A. Mais le nombre des équations

B Ee =0 )

¢lant supérieur an nombre des lﬂCOTlIllle, il est, en général,
impossible de satisfaire rigoureusement & ces éqmtlons. Dfms
celle circoustance, les géométres adoptent la valeur 02— AN

SCD LYON 1




=P

RESOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES, 361

comme satisfaisant aussi exactement que possible aux équations.
Un calcul analogue fournirait les valeurs que l'on adopterait
pour ¥y, z,... et que nous désignerons par B, C...

On peut prouver que ces valeurs, sans annuler foufes les
quantités v, v', v", ce qui est impossible, rendent la somme de
leurs carrés aussi petite que possible. Mais disons d’abord pour
quelle raison les coefficients de ces diverses formules ont été dé-
signés par la notation que nous avons adoptée.

Nous avons trouvé plus haut :

[7] o L2, = (an).
On peut proﬁver d’une maniére analogue que 'on a:
() =eB el B ...
En effet, g, #, 8”..., vérifient les formules :
aﬁ_l_ al’g}_i__ariﬁﬂ_l_. —— 0
[8] bB_I__b!Isr_l_prlr_I__.. ¢ :1
: cpcp B ... =0

. .

Si I'on multiplie les valeurs de «, «'...., [4], par B, B.... et
qu’on ajoute les résultats, on trouvera, en ayant égard aux
équations [8] qui définissent 8, #'...:

(9] oo B A= (af);

et la démonstration sera la méme pour les aufres formules
analogues. On voit donc que la notation, adoptée pour les coef-
ficients, sert & rappeler la formation des expressions qui leur
sont égales.

558. Mintmum DE 202", .. Sidans I'équation

v=ax--by+czt... 41,

on substitue & z, y, z... la valeur trouvée plus haut [A], et les
valeurs analogues, on obtiendra, en ayant égard aux for-
mules [4] :

[10] o= ot - By -yl oo =,
en posant : A=aA+bB+4cC+... L
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On aura de méme :
v =a'f4-pn 4y Hua. N,
Dhl': aIIE+ ﬁﬂ.’n + Th’i _|_ L + )\V,

(10]

Ne=aA - ¥B 4 eCt-... 0,
en posart : N=a"A+b"Bc"CH... +1";

c'est-a-dire en représentant pari, ¥, X... les valeurs de V) A
qui résultent des valeurs A, B, C... de «, v, z...
Si nous posons actuellement :

e s e

nous pourrons former cette somme, en ajoulant les équations[1],
apres les avoir respectivement multiplices par o, v’, »"...; et nous
trouverons, en ayant égard aux équations [2] :

Y=gty 4Ca4... Fh ' F 1. ..

En substituant, pour v, v, 2" a=, les valeurs trouvées plus haut,
¢t en remarquant que l'on a, en vertu de I'identité [5] :

alab ol G

il viendra :
Q=Erny+lst. 0. —EA—aB—0 . NN f N L,

Mais, en multipliant respectivement les équations qui définissent
A, Ny WL par ), M, V.., et en les ajoutant, on trouve :

R NI N =N NN A (o Ve V) A
b (b - NO ANV VB (N N )G

Or chacune des quantités, enlre parenthéses, est nulle d’elle- f
méme; car (ha—Na' +Na’--...), par exemple, est la valeur

que prend & [2], quand on y remplace v, v', v’,... par i, ¥, ¥,...

ou, ce qui est la méme chose, @; , 5..., par A, B, C...; et cette
subslitution annule §, comme on le voit d’aprés les équalions

(3] et JA).
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Ainsi, l'on a:

NN L =M RN
et, par suile :

Q=tz—A)+ny—B)+z—0C). .. N>+ )" ...
Substituant pour (—A), (y —B), (5—C)..s, les valeurs fournies
par I'équation [A], et les équations analogues en 9, Z..., il vient :

Q= (20)8 + (BB)n* 4+ (r1)& + « - « - 2(B)n - 2(=7)58
B (e SRS LR LR LS

fie qui, Caprés les formules démontrées plus haut 71, [9],
[10], revient &

Q=(@—N2F @O =V 4. RN

Par oti 'on voit que
12+)\'2+l"i—|—. g

est, comme nous l'avions annoncé, le minimum de £2.

RESUME.

552. But de ce chapitre. — 533. Simplifier le premier membre d’un-
équation du second degré, i trois variables, en cha-geant les dircce
tions des axes coordonués, sans qu’ils cessent d’étre rectangulaires.
— 534. Trouver les points d’'intersection de trois surfaces du second
ordre, dont les sections principales ont les mémes foyers. — 555,
556, 557, 558, Résolution d’un systéme, dans lequel le nombre des
inconnues est inférieur & celui des équations, par la condition que la
somme des carrés des premiers membres de ces équations soit un
minimum, ou méthode des moindres carrés.
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NOTE

SUR LA I{I"'JSOLUTION DES I;QUATIONS
DU PREMIER DEGRE.

359. FORMULE GENERALE QUI REPRESENTE L'UNE DES INCON-

NUES. Considérons n équations & n inconnues :

Ty = Oy &y + 03Ty oo 0,0 +-oo - 0,2, =1,
U’ T+ a°wy + awy - ...} a’zt-...+ale, =1,

RO e 4 a8 e e e e e e L e R

o'+ ey + adhwy - ...+ otz 4. ot gt =1,

"y @y - agtas ... - "%+ ... at = 1,.

yy Gy... Aoy O, @5*... a0 .. a," désignent des coefficients quel-
conques, tout & fait indépendants les uns des autres; a,* n’esf,
par exemple, nullement égal au carré de q, ; et le chiffre 2 n'y
figure que comme un indice. En général, o, n’a aucune liaison
avec a;, et n’en est nullement la puissance % ; I'indice inférieur i
indique le numéro d’ordre de l'inconnue, et I'indice supérieur F,
le numéro de I’équation.

Cela posé, considérons le produit :

P=a,a,0,...a,(a,—a))(a3—ay).. (ti—ay). ..(a,— ) (03— a,)(a,—ay)...
(ai—ay) ... (0, — as) (0, — @) ... (@, — ay) e (tn—a,y),

oblenu en faisant le produit de tous les coefficients de la pre-
miére équation par leurs différences deux a deux, et ayant soin
de prendre, avec le signe —, dans chaque différence, le terme
affecté du plus petit indice. Ce produit P se composera d'un
grand nombre de termes, dans lesquels les quantités a,, a,...a,
auront divers exposants ; chacun des termes contiendra toutes
les lettres a4, a, ... a,; mais I'exposant de chacune d’elles sera
au plus égal a n. Nommons R ce que devient ce produit, lorsque
I'on considére les exposants comme des indices supérieurs : R
contiendra alors les différents coefficients du systéeme d'équa-
tion proposé; et chacun d’eux figurera, dans chaque terme, au

premier degré, puisque, par hypothése, nous avons remplacé

=
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les exposants par des indices. Si, par exemple, la puissance &
de a; figure dans le produit P, nous la remplacerons, pour ob-
tenir R, par af, coefficient de z; dans 'équation de rang k; en
sorte que les deux expressions P et R s’écriront de méme, mais
représenteront des valeurs trés-différentes.

Supposons maintenant que I'on rassemble, en un seul, tous
les termes de R, qui contiennent g, affecté du méme indice su-
périeur; R prendra la forme

[2] HE= A,‘i ﬁ.‘i + Afgaiz"l_‘ A,‘SG;;‘B + ..; —I—' A,-"a,-"~|—- 30 —I— A;"a.-“,

Ad, A2.. A étant des sommes de produits, dans lesquels ne
figure éVJdemment aucune des quantités a;, a®... a;".
Or je dis qu'on a les équations suivantes :

0= A{i a;—l— A,‘EH{E—!— Aiﬂags ey —{— A.‘"Ctar',
= A,‘i g + Aﬁaf—[— A,’B C&gg oee —l— Ainﬂin,

[3] D= A,-j CL;;—*— AL-Q(I;,-?—!— A '3(11; it -I- A; "{Ikﬂ,
0= A a,.—l—A*a — A"a,ﬁ o +A.-“a,,”,

ou, en d’aulres termes, que I'expression R s’annule, si 'on y
remplace, dans fous les termes, I'indice inférieur 4 de la lelire a
par une autre valeur quelconque ‘1, 2..,%...n. En effet, 'ex-
pression P, renfermant en facteur (o — a;) (aa— a) ... (a, — ay),
s'annule identiquement, si 'on suppose, par exemple, a;=ay :
le résullat de cetle substitution doit étre zéro, mdép(,ndam-
ment de toute valeur attribuée aux lettres ay, ay...q,. Les
termes doivent donc se détruire identiquement, et elre é@aux
deux a deux et de signes contraires. Or, il est évident que celte
identité ne sera pas altérée, quand on consrderem les exposants
comme des indices, afin de passer de I'expression P a I'expres-
sion R, 7

Les équations [3] étant démontrées, on obtiendra évidem-
ment la valeur de @, en multipliant les équations proposées
[1] par A%, A2...A", et en les ajoutant. Les coefficients de z;.

- ZoessBioty Tiwa.o..Z,, deviendront, en effet, égaux A zéro, en

vertu des équations [3]; et le coefficient de z; deviendra égal a
R, en vertu de [2]. :
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On aura donc :
Pl.’,vi: A«;i l; —I— A;‘a Zg—'l—' rea '—I— A,;"nr;",

AN AL AR
- i .

APPENDICE,

ot [4] T,

Amnsi, quand on a formé le dénominateur R, on forme le numeéra-
teur d'une inconmue quelconque X;, en remplagant, dans chagque
lerme de R, les coefficients at, al...a” de x; par les lerimes loul
connus correspondants ly, 1y...1,,.

On obtiendra, par ce procédé, la valeur de chacune des in-

connues. On voit que toutes ces valeurs ont le méme dénomi-

- nateur R. Si R n’est pas nul, chaque inconnue a une valeur

unique et déterminée; et le systéme des ‘équations ne présente

aucune particularité, I’étude de I'expression R conduit & une

théorie importante d’analyse algébrique, que nous ne pouvons
indiquer ici.

540. Nous donnerons cependant quelques développements
sur la forme du dénominateur R. Nous élablirons d’abord la
proposition suivante :

THEOREME. Le produit P, et, par suilte, l'expression R, change de
signe, sans changer de valeur, si devux indices ¢ et ¢’ y sont changés
tun dans I'autre.

Remarquons, en effet, que, dans le produit P, les seuls fac-
leurs, sur lesquels ce changement exerce une influence, sont
ceux dans lesquels figure a, ou a,, c’est-d-dire, en supposant

Gl Gy
(@—01) (A—0ls) o+ (C—Cp1) (g p1— )0 Qo) v - (0, —05)

(g — 1) oo (Ae—omy ) (A —0e 1) oo o (Ot — Ggrmy) (B — G ) (A —1, ).

Si 'on change ¢ en ¢/, el ¢ en ¢ (sans changer, hien enfendu,
¢c—1,¢41,¢ — 1,6 - 1, qui sont des indices différents de ¢ et
¢'), ces faeleurs, pris cnsemble, conservent ies mémcs valeurs
absolues, et ne font que se substituer les uns aux auires; mais
il y en a un certain nombre qui changent de signe.
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1o Les facteurs (a,—a,) (a,— @)...(@.— ) de la premiére
ligne et les facteurs (a,— a,) (a:— ay)...(as— a,,) de la seconde
ligne, ne font que se changer les uns dans les autres.

2° Les facteurs (s — ae) (Gopg— a5) .. (tey —ay),
(Cor— Qo) (G0 — Gps3) ... (@; — Ty—1);

echangent leurs valeurs absolues; mais chacun d’eux devient
¢gal et de signe conlraire & celui qui lui correspond. Cela fait
en tout 2 (¢'—c¢— 1) changements de signes, quin’exercent pas
d'influence sur le signe du produit.

3° Le facteur (as— a)
change de signe sans changer de valeur.
4 Les facteurs (@ey—a,) (Graa— @4) ..r (0, — a,)
(Guss— ) (Gpsn— G oo (04— )

ne font que se changer les uns dans les autres,

Iin résumé, le seul changement, que subisse le produit, pro-
vient du changement de signe de (a,— a, ; et, par suite, P et R
changent de signe, sans changer de valeur, lorsqu’on change ¢
enc, etc'en c. ;

541. CoroLLAIRE. Il résulte de la proposition précédente,
que, dans chagque terme des polynomes P et R, les exposants de deus
lettres a, et a, sont toujours inégaus.

Si, en effet, dans un terme de ces expressions, a, et ay avaient
le méme exposant, ce terme ne changerait pas par le change-
ment des indices ¢ et ¢'; il ferait donc partie du polynome - P
et du polynome égal et de signe contraire — P; et, par suite, il
enlrerait deux fois dans P avec des signes différents, et pourrait
élre supprimé.

Il est clair, dailleurs, que chaque terme contient, au moins
une fois, chacun des facteurs Uy, 0s...a,; et comme P'exposant
de ces letlres ne surpasse jamais n, ils ne peuvent é(re tous dif-
férents, quen reproduisant, dans un certain ordre, la série des
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368 APPENDICE,

nombres 1, 2...n; en sorte que le terme général de P (ou de R,
car c'est la méme chose) est

S0, (E
oy, ..., désignant les nombres entiers 1, 2...7m, pris dans
un cerlain ordre. :

On pourra done, en intervertissant convenablement les fic-
teurs, écrire ce terme général de la maniére suivante :

a'ig,l CL‘}'?Q cas a;"g,”

Biy Ba..eBay Teprésentant aussi les nombres 1, 2...m, écrits dans
un certain ordre. -

542. FormaTIioN DE R. Cette remarque permet de former tous
les termes de R ; mais il reste & déterminer le signe qui ¢onvient
a chacun d’eux. On remarquera pour cela que, sil'on change
dans R (339) deux indices inférieurs Pun dans 'autre, R doit
changer de signe. Les termes positifs doivent donc se transfor-
mer en ceux qui sont acluellement négatifs, et réciproquement.
Iin faisant deux changements d’indices de suite, les termes pri-
mitivement positifs reprendront le signe - (sans que pour cela
chacun d’eux reprenne sa valeur); ef, en général, un nomhre
pair de permutations, effectuées sur deux indices, changerail
les termes posilifs entre eux, tandis qu'non nombre impair de
permutations transformera les termes positifs en termes actuel-
lement négatifs, et réciproquement.

Si donc on veut savoir, si deux termes donnés ont le méme
signe ou des signes contraires, il suffit de compter le nombre de
permutations d’indices inférieurs nécessaires pour passer de
I'un & 'autre : si ce nombre est pair, les termes onf le méme
signe;-8'il est impair, leur signe est différent.

D’apres cela, pour former tous les termes de R, on prendra
le premier terme

G a s e Al

puis on changera successivement les uns dans les autres les in-
dices inférieurs, en ne faisant qu'un seul changement a la fois,
et changeant chaque fois ie signe du terme obtenu.
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' Si; par exemple, n =3, on obtiendra :
afas? af — a, a2ad + 0! afaf— atadtad - a) oo — 0da’ad;

expression dans laquelle chaque terme s’obtient du précédent,
en changeant son signe, aprés avoir interverli deux indices in-
férieurs de la letlre a.

RESUME.

339. Formule générale qui représente la valeur d'une inconnue satis-
faisant & un systéme de n équations & n inconnues.— 540. Le déno-
minatenr commun change de signe, lorsqu'on permute deux indices
inférieurs I'un avee Pautre. — 341. Les indices supérieurs de deux
lettres sont toujours inégaux, dans un méme terxe. — 542. Forma-
tion du dénominatenr commun.

Are. sp. D. 91
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~ * TABLE DES ARCS ET DES SINUS ET TANGENTES,

EXPRIMES EN PARTIES DU RAYON,

pour servir a la résolution des €quations - transcendantes.

N. B. Les * placés & la suite du chiffre 5 indiquent,

on doit augmenter le chiffre qui précéde,

Arc Sinus. Cosinus. | Tangente. Cotangente, ‘Are,
0 021=0) 1,0000 0 @ 90° | 1,5708
0,0175 1° | 0,0175 0,9998 0,0175 57,2900 89° I 1,5533
0,0349 20 10,0349 0,9994 0,0349 28,6363 88 | 1,5359
0,0524 3° | 0,0523 0,9086 0,0524 19,0811 81 11,5184
0,0698 4° | 0,0698 0,9976 0,0699 14,3007 86° [ 1,5010
0,0873 5 [ 0,0872 0,9962 0,0875 11,4301 85" | 1,4835*
0,1047 6° | 0,1045* | 0,9945* 0,1051 9,5144 84 | 1,4661
- 0,1222 7° 10,1219 0,9925* | 0,1228 8,1443 83° | 1,4486
0,1396 8° 10,1392 0,9903 0,1405* 7,1154 82° | 1,4312
0,1571 90 10,1564 0,9817 0,1584 6,3138 81° | 1,4137
0,1745 10° | 0,1736 0,9848 0,1763 95,6713 80° | 1,3963
0,1920 11° [ 0,1908 0,9816 0,1944 5,1446 198~ K328
0,2094 12° | 0,2079 0,9781 0,2126 4,7046 78° [ 1,3614
0,2269 13° 10,2250 0,9744 0,2309 4,3315 7% 1,8439
0,2443 14° 10,2419 0,9703 0,2493 4,0108 T6° 1,3265
0,2618 15" | 0,2588 0,9659 0,2679 3,7321 75° | 1,3090
0,2793 16° | 0,2736 0,9613 0,2867 3,4874 740 | 1,2915%
0,2967 17° | 0,2924 0,9563 0,3057 3,2109 i |
0,3142 18" | 0,3090 0,9511 0,3249 3,0777 12° | 1,3566
0,3316 19° 10,3256 0,9455* | 0,3443 2,9042 71° 11,2392
0,3491 20° | 0,3420 0,9397 0,3640 2,T475 LU S EVDN i
0,3665% | 21° | 0.358% U,9336 0,3839 2,6051 69° { 1,2043
0,3840 229 10,3746 0,9272 0,4040 2,4751 68° 1,1868
0,401& | 23° 10,3907 | 0,9205* 0,4245 2,3559 67° | 1,1694
0,4189 240 10,4067 0,9135% | 0,4452 2,2460 66° 1,1519
0,4363 25° | 0,4226 0,9063 0,4663 2,1445" 65° | 1,1345
0,4538 26° | 0,4384 0,8988 0,4877 2,0503 64° | 1,1170
0,4712 27° 10,4540 0,8910 0,56095* 1,9626 63° | 1,0996
0,4887 28°. | 0,4695 0,8829 0,5317 1,8807 620 | 1,0821
0,5061 29° | 0,4848 | 0,8746 0,5543 1,8040 61° | 1,0647
0,5236 30° | 0,5 0,8660 0,5774 1,7321 60° | 1,0472
0,5411 31° | 0,5150 0,8572 0,6009 1,6643 59° | 1,0297
0,5585* | 320 0,5299 0,8480 0,6249 1.6003 580 | 1,0123
0,5760 | 33° | 05446 | 0,8387 0,6494 1,5399 a7% | 0,9948
0,5934 34° 10,5502 0,8290 0,6745% 1,4826 56° | 0,97714
0,6109 | 35° | 0,5736 | 0,8192 | 0)7002 1,4281 550 | 0,9599
0,6283 36° 10,5878 0,8090 0,7265* 1,3764 54° 10,9425
0,6458 37° | 0,6018 0,7986 0,7536 1,3270 53 10,9250
0,6632 38 | 0,6157 0,7880 0,7813 1,2799 52° [ 0,9076
0,6807 390 | 0,6293 0,7771 0,8098 1,2349 51° | 0,8901
0,6981 40° [ 0,6428 0,7660 0,8391 1,1918 50° | 0,8727
0,7156 | 41° } 0,6561 | 0,7547 (70,8693 | 1,1504 | 49 0,8552
0,7330 /| 430 0,6691 0,7431 0,9004 1,1106 480 10,8378
0,7505 43" 10,6820 0,7314 0,9325* 1,0724 47° 10,8203
0,7679 44° 10,6947 0,7193 0,9657 1,0355* 46° | 0,8029
0,7854 450 | 0,7071 0,7071 15 ik 45 | 0,7854
Arc. Cosinus, Sinus. | Cotangente Tangente. Arc.

» qQu'en calculant A trois décimales,

SCDLYON 1

T et 0




CHAp. 1.
Cuap. II.

Cuap. III.
CrAp, IV.

CuAp. V.

CrAp. L
Crap, II,

Cuap. III,

Crap. 1.

Crap. II.

Caap. III,
CHaAPp, IV.

CHAP, V.

Coap, T
Crap, II.
Cuap. 111,

Cuap, IV,

TABLE DES MATIERES.

LIVRE PREMIER,

COMPLEMENT DES ELEMENTS D’ALGEBRE.

Dessstriess. Simeisins ool b S iy 1

Combinaisons et formule du hmome ....................... 21

Complément de la théorie des logarithmes.................. 85

Vérification des formules d’algebre....... G o &t . Th

Méthode des coefficients indétermings. . .......... Ve e 5 82
LIVRE, II,

THEORIE DES DERIVEES,

Calcul des dérivées des fonctions explicites d'une seule variable. 91
Etude des fonctions i L'aide des dérivées : retour aux fonctions
primitives........ W el e s e e e i 117
Séries qui servent au calcul des Ioframhmcs et du nombre m, 134
LIVRE III,

THEORIE GENERALE DES EQUATIONS.

Principes généraux sur les équations numériques de degré

quelconque...,,...... SO 5 O B OB OO e 655y erseans 163
Théoreme de Descartes — Theoreme de Rolle.. . vv.e.\sss . 160
Théorie des racines égales,................... 55800 Been, 18D

Des racines cummensurubles.............................. 194
Théordme de Sturm.....,.,.. oty s e G e ae 106

LIVRE 1V.
DES DIFFERENCES.
Notions sur la théorie des différences. . ......... GO0 s 0nN00 - 2 6]
Deslinterpolationsans e = 0 OO0 (0 OGO IR

Résolution des équations numér IqUess i et s s el
Résolution des équations transcendantes, , ; Ciesesveaasaiaians 2068

SCDLYON 1




TABLE DES MATIERES.

APPENDICE.

Crap. 1. Décomposition des fractions rationnelles, en fractions simples.

Cuap. II. Notions sur les expressions imaginairesi..u...ocovoo.iooi..
Cuap. 1T, Résolution de I'équation du troisidme degré................
CmAp. 1V. Résolution de deux équations du second degré a deux in-

R ONIINTE S etiels s oo e LSRR O T e,
Cmap. V. Quelques exemples d’artifices algebriques. ........ GHDE o
Note sur la résolution des équations du premier degré.... ............

TapLe des arcs, sinus, tangentes, cotangentes, cosinus, exprimés en
parties du rayon, pour servir a la résolution des équations transcen-

dantes ae s iaaai s R R e e R G ey
TABLE DES MATIERES + s v esmncantune soatancnun-soinionnniiees B

. 'FIN DE LA TALLE.

297

339
351
364

370
371

8532, — Imprimerie géuérale de Ch. Lahure, rue de Fleurus, 9, A Paris.

SCDLYON 1




SCD LYON 1




SCDLYONL







SR
FET




	LIVRE PREMIER. complément des éléments d'algèbre.
	LIVRE II. théorie des dérivées.
	LIVRE III. théorie générale des équations.
	LIVRE IV. des différences.
	APPENDICE.



