
 SCD LYON 1



 SCD LYON 1



 SCD LYON 1



. ïïtf'tfBlm
îfefcìí!

«

v

if

'

I .mu-

%/m■k/....'"..',v-Í•■:•/;Xi ■f■' . -í'':''i.-''.■•;'■•:.■■X.:.'■
■

Ì\'.V'

fVÍ:

•

wM'fcÊfâ
i'-"''..vifT''

.v,i,

p'y!

■

'M...'1
•

âaiôtçsss
W&â'êíiMàfi

SSëSvS ,.../-a -yWí'i'ì-» iîMí'S® ,i''•'t''
K

SCD LYON 1



-

■

ztiW'&M j

.

• - ...
<

- \ ' f 3
<

'

£■ f-ì;,

H I
'VVrív

•—-';W

• '" r-

'

;V"

r- - - •

ir''
. .

• •
, ■■ ■■■

-

. - y 5

MM " n

J».; . : ■ ■ - i m.
| M ||ïpW?. •

;*v ';

• ■
. -. ' ■: ■

ÍÉ#?

H- f3t ft
* ' -

i r v v -v-'ì; J-.ií'v
'

. •
, '

...•"• • :
V -

... :
- .- . . : V. ; V

feiy -

iiyy V '

mtm

"
W-

• •

SliíslIsîïSœ

mt

1
■

■ '

r/'-. ''-;ï.

? - * - * r

: v

- ï~ it •' • -- -írf

mmm

r'r-yfc: SCD LYON 1



 SCD LYON 1



LA SCIENCE
D U C A L C U L

DES GRANDEURS EN GENERAL,

o u

LES ÉLÉMENS
DES MATHÉMATIQUES.

Far le R. P. Rey n eau 3 Pretre de VOratoire.

TOME SECOND.

A PARIS,
Chez QuillaUj Imprimeur - Juré - Libraire de l'UniveríIté*

rue Galande, près la Place Maubert,
à l'Annonciation.

M. D C C. XXXVI.
AVEC APPROBATION ET PRIVILEGE DU ROL
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DU PERE R•
Epuis que la Congrégation de í'Ora-
toire est établie en France, on en a vu
sortir un grand nombre de Sujets d'un
mérite distingué , qui ont mérité les
suffrages du Public éclairé, & dont

les travaux ne cesseront de mériter les éloges de
la Postérité. On y a vu des Orateurs du premier
ordre, des Poètes délicats, d'babiles Critiques, de
subtils Métaphysiciens, des hommes versés dans
toute forte de Littérature, des Historiens exacts &
judicieux, de profonds Mathématiciens. Charles-
René Reyneau, l'un des plus célébrés entre ces
derniers, nâquit à Brissac, Ville & Duché en Anjou,
& au Diocèse même d'Angers, i'an 16^6. Il étoit
siis de Charles Reyneau, Chirurgien habile dans
fa profession, & d'Anne Chauveau. Lés premieres
années de fa vi-e nous font inconnues. On fçait
seulement qu'appliqué à l'Etude, il y réuíìit, Sc
qu'il sit de grands progrès dans les Humanités. La

u ij
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4 ë 1 o G e
piété l'avoit prévenu dès son enfance ; Sc conduit
par sa lumière, on sçait de lui-même qu'il évita les
pièges dangereux que le monde de les pallions ten¬
dent presque toujours à la jeuneíìe naturellement
imprudente. Pour s'y affermir davantage, il chercha
la solitude, Sc la trouva dans 4a Congrégation de
l'Oratoire,ou il entra à Paris à 1 âge de vingt ans. Il
ne s'y retira pas cependant avec le dessein de s'y
fixer. C'étoit proprement une épreuve qu'il vouloít
faire de fa vocation. Il a souvent, dit à ses amis qu'il
n'avoit été attiré que par la piété qu'il voyoit régner
dans cette Congrégation, Sc par le goût de la bon¬
ne Littérature qui commençoit à y dominer, Sc que
tout son but étoit de se former pendant quelques
années dans une telle école. La paix qu'il y goû¬
ta, Sc que l'on trouve rarement au milieu "du mon¬
de , les liaisons qu'il y forma, son amour pour i'é-
tude qui y prit de nouveaux accroiffemens, ne tar¬
dèrent pas à l'y attacher, Sc il résolut de ne plus
penser à un 'autre état. Il y prit les Ordres sacrés
par obéissance à ses Supérieurs, Sc se livra par incli¬
nation Sc par goût à l'étude de la Philosophie nou¬
velle , c'est-à-dire ^ à celle de Descartes qu'il trou¬
va infiniment plus raisonnable que l'ancienne , qui
avoit encore plus d'un partisan dans fa Congré¬
gation.

Ses Supérieurs se hâtans de faire valoir ses taíens,
l'envoyerent professer la Philosophie à Toulon d'a¬
bord ySc ensuite à Pezerras; Sc dans ces deux Villes
le Pere Reyneau se fit autant estimer par le suc¬
cès qui accompagna l'exercice de l'emploi qui lui
étoit confié, qu'il se fit aimer par la douceur de ses
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DU P, REYNEAU. 5"
!mœurs, 8c respecter par sa piété. Il joignit à l'étucie
de la Philosophie moderne, celle de la Géométrie
que l'on ne peut en séparer, si l'on veut réussir dans
la premiere. Les élémens ne lui coûterent presque
aucun travail : son génie vif & pénétrant en eut
bientôt dissipé toutes les difficultés, & peu après
il pénétra dans ce que cette science semble avoir
de plus difficile. Les Officiers municipaux d'Angers,
ayant fondé dans cette Ville une Chaire de Mathé¬
matiques,la firent remplir par le P. Prestet, confrere
du P. Reyneau, & qui a tant fait d'honneur au P.
Malbranche dont il avoit été disciple : ils la con¬
fièrent ensuite en 1683 au P. Reyneau , qui l'a oc¬
cupé avec tout l'éclat possible pendant environ
vingt-deux ans. Tout l'engageoit à remplir l'atten-
te de ceux qui l'avoient chargé de cette fonction ;
son goût pour ces sciences, fa propre réputation,
le plaisir naturel à tout homme de communiquer
Sc de répandre c.e qu'il sçait, le désir de servir sa
Patrie selon les talens qu'il avoit reçus de la Pro¬
vidence , l'amour de son devoir. Il fut si goûté , il
s'acquit une telle estime, que l'Académie d'Angers,
qui étoît alors récente, se fit honneur de-le recevoir
au nombre de ses Membres : Distinction singuliere
que son mérite seul lui avoit attirée ; car tout occu¬
pé de l'étude & du désir d'être utile aux autres, ja¬
mais on ne l'a vû demander, ni desirer même aucu¬
ne place , aucune prérogative : Distinction d'autant
plus remarquable, que l'Académie qui vouioit
l'avoir dans son sein , n'avoit jamais accordé cette
marque de préférence à aucune personne de Con¬
grégation, & qu'elle ne l'a donné depuis à aucune.
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6 Eloge
Ce sut le quatorzième de Mai 1694 j que cette §0-?
ciété littéraire en sit l'acquisitionSt elle s'est tou¬
jours applaudie de son choix. Ce fut un nouvel
aiguillon pour le p. R e y n e a u : il croyoìt que cha¬
que marque nouvelle de considération que l'on
avoit pour lui, étoit comme un nouvel engagement
qui i'obligeoit à une étude plus profonde, St à un
travail plus astìdu. Il se rendit familier tout ce que
la Géométrie moderne, si féconde St déja si im¬
mense , a produit de découvertes ingénieuses, & de
hautes spéculations. Il lut, il médita avec foin les
écrits des plus célébrés Mathématiciens modernes ;
il dévoila leurs systèmes j> il réfléchit fur leurs prin¬
cipes, il dévéloppa leurs idées. Tout ce qu'il trouva
de mieux'pensé , de plus suivi, de plus digne d'at¬
tention dans les Ouvrages du grand Descartes , du
célébré Mewton, de M. de Leibnitz, des sçavans
Bernouilli, dans les: actes de Leipsic , dans les Mé¬
moires de d'Académie des Sciences de Paris, dans
un grand nombre d'autres écrits, il l'adopta, il l'é-
ciaircit même, St ayant en vue Futilité de ses dis¬
ciples, St de tous ceux qui voudroient dans la fuite
être initiés:aux Mathématiques, il entreprit de réu¬
nir en un corps, les principales théories répandues
dans ces différens Ouvrages. Ce travail,digne.de ses
foins, mais qui ne pouvoit se trouver que dans un
homme aufli laborieux, a produit le Livre de l'Ana¬
lyse démontrée, ou la Méthode de résoudre les Problê¬
mes des Mathématiques, qui parut en 1708 à Paris, en
deux. vol. M-40. Cet Ouvrage fit beaucoup d'hon¬
neur à son Auteur; mais le P. Reymeau qui n'avoít
eu en vue que le bien d'un certain Public destiné
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DU P. R E Y N E A U. J
a profiter de ces sortes de Livres, ne s'applaudit
point des louanges qu'il s'attiroit de toute part. II
convenoit avec simplicité de ce qu'il y trouvoit de
bon ; Sc ne connoissoit point ces rasinemens de l'a-
mour propre qui ne semble s'abbaisser qu'asin d'être
élevé plus haut : mais il parloit rarement de son ou¬
vrage , Sc seulement quand la nécessité ou futi¬
lité le demandoit. Son Analyse , dit M. de Fonte-
neiies dans son Eloge , porte le titre de Démontrée,
parce qu'il y démontre en effet plusieurs Méthodes
qui ne l'avoient pas été par leurs Auteurs, ou du
moins qui ne l'avoient pas été assez clairement, ou
assez exactement : car il arrive quelquefois en ces
matières, ajoute ce judicieux Académicien, qu'on
est bien fur de ce qu'on ne pourroit pourtant pas
démontrer à la rigueur , Sc plus souvent qu'on se
réserve des secrets, Sc qu'on se fait une gloire d'em¬
barrasser ceux qu'il ne íaudroit qu'instruire.

Quoiqu'il y eût déja tin grand nombre d'Ouvra¬
ges estimés fur les Mathématiques, lorsque celui du
P. Reyneau parut, quoique le nombre de ceux
qui s'appliquent à ces sciences, ne fût peut-être pas
alors aussi grand qu'il l'a été depuis, & qu'on le
voit aujourd'hui, cependant son Livre fut reçu avec
beaucoup d'avidité, Sc on le regarda presque com¬
me un Livre qui avoit manqué jusques-là. Cette es¬
time n'a fait que croître avec le temps. L'Anaiyse
démontrée est devenue le guide de ceux qui veu¬
lent commencer sétude des Mathématiq; és, ou
du moins de la Géométrie moderne. C'est le pre¬
mier Ouvrage que l'on conseille en France, S: í o cr¬

èvent même ailleurs, à ceux qui veulent marcher
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8 E l o g e

sûrement: dans ces routes, Sc le P.Reyneau, dít
M. de Fontenelles, est regardé comme le premier
Maître, comme l'Euclide de la haute Géométrie. Il
faut cependant avoir déja quelque teinture de cette
science, pour bien profiter "de cet Ouvrage : ce sont,si son veut, des élémens, mais trop forts pour ceux
qui ne seroienc encore aucunement Géomètres.
Mais pour peu que l'on ait fait déja quelques pasheureux dans cette voie, Sc que son veuille avoir
d'application , cet ouvrage n'a plus que de légéresdiffi.cultés, qu'avec un peu de patience on a bien¬
tôt applanies ; Sc les grands avantages que l'on re¬
tire de cette lecture, dédommagent amplement du
peu de peine que l'on peut avoir eu en la íaisant.

Le P. Reyne.au qui se souvenoit toujours qu'ilavoit été disciple avant que d'être maître , qui n'a-voit point oublié combien sétude des Mathémati¬
ques lui avoit d'abord coûté de peine Sc d'applica¬tion, qui étoit convaincu par fa propre expériencecombien il est utile aux comrnençans de trouverdes routes déja toutes frayées, dans lesquelles ils
puistènt marcher avec facilité, entreprit de travail¬ler pour eux, Sc il y réussit. Il sit dans cette vûe la
Science du Calcul des Grandeurs en général, ou lesElémens des Mathématiques, Ouvrage qui parut en
1714 à Paris, en un seul volume m-40. C'est vérita¬blement i'Ouvrage d'un Maître habile qui connoît
toutes les difficultés de la science sur laquelle ilécrit, qui en a pénétré toutes les profondeurs, mais
qui sçait le rabbaister jusqu'à la portée de ceux quin'en ont encore aucune idée, Sc qui n'apportent à
cette étude qu'une heureuse disposition de sesprit y

Sc
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Du P. R e y e a u. $
'Sc un grand désir de réussir. Le fçavoir Sc la modeí-
tle du P. R e y n e a u s'accordoient pour le rendre
propre à ce travail. Ceux qui croyent pouvoir bril¬
ler dans des Ouvrages plus profonds, croiroìent
souvent se rabbaiííer en n'écrivant que desEiémens;
ils veulent toujours paroître des génies supérieurs 5
& ils ne font point attention., que pour faire des
Méthodes utiles, des Eléméns dignes d'être con¬
seillés , il faut être foi - même un génie élevé , Sc
souvent profond , ou au moins qu'il faut en fçavoir
beaucoup plus que ce que ces Méthodes& ces Elé¬
méns contiennent. Mais un Auteur qui n'est flatté
de cette qualité, qu'autant qu'il peut s'en servir pour
être utile aux autres , ne considère que le bien pu¬
blic , Sc fans examiner s'il augmentera fa propre
•réputation , il n'est attentif qu'à envisager ce qui
pourra le rendre plus utile au prochain. Ce fut-ià
Punique motif qui engagea le P. R e y n e a u à don¬
ner fa Science du Calcul qui n'a pas été reçue avec
moins d'applaudissement que fort Analyse démon¬
trée, C'est proprement une introduction à ce der¬
nier Ouvrage, mais une introduction nécessaire pour
l'entendre facilement. Le P. Reyneau, sollicité par

plusieurs personnes, voulut y ajouter un 4e Livre fur
l'ufage de la Science du Calcul. 11 y auroit montré
en abrégé PArt d'employer le Calcul à réfoudre les
Problêmes des Mathématiques, & à y faire des dé¬
couvertes. On y auroit vu qu'après s'être rendu fa¬
milier le Calcul des Grandeurs en général, on a la
clef qui ouvre l'entrée à toutes les découvertes des
Mathématiques, Sc avec ce secours on auroit aussi
pénétré dans l'invention même des Mathématiques.

Tome 11, e
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Ce nouveau projet étoit digne de ['Auteur : il étoîî
capable de le bien remplir : tant de preuves réité¬
rées de fa grande habileté dans ces Sciences, répon-
doient par avance de la bonté d'un tel Ouvrage*,.
Il le commença; mais il en est demeuré à une ié-
gère ébauche, trop imparfaite pour que l'on ait pm
en faire le moindre usage.

Lorsque par le Règlement de 1716, ['Académie
des Sciences de Paris eut de nouveaux Membres
fous le titre d'Associés libres,,1e P.. Reyneau- fut
aussi-tôt de ce nombre. On fe fít honneur de le re¬

cevoir dans cet illustre Corps, & fa modestie fai-
foit qu'il s'étonnoic que l'on eût feulement pensé à
lui. 11 y a-voit déja du tems qu'il vivoit à Paris dans
la Maison de fa Congrégation, rùe S, Honoré : la
Priere & i'étude y partageoient son tems : il y ob^
fer-voit une retraite rigoureuse, & s'y occupoit beau->
coup des années éternelles qui ont fait toute fa vie
l'objet de fa méditation : cependant dès qu'il eut été
reçu à l'Académie , il fe fit un devoir & un piaille
de fe rendre affidu à fes Assemblées. Il y prêtoit, à
tout ce qui s'y difoit, une oreille attentive, & cette
contention devoit lui coûter d'autant plus, que de¬
puis quelque tems il lui étoit survenu une assez
grande difficulté d'entendre. Mais c est auffi ce qui
maniíestoic davantage son goût & son ardeur pour
toutes les Sciences qui font l'objet; de cette Aca¬
démie. On voyoit que tout l'y intéressoit ; que tout
ce qui fervoit au progrès des Arts & des Sciences,,
le touchoit sensiblement, qu'il y coneouroit au¬
tant qu'il étoit en lui. Auffi aimoit-il beaucoup les
jeunes gens en, qui il appercevok beaucoup de
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D U P. R e y n e a u. ii

goût 8c d'inclination pour letude, 8c il avoit soin
de favoriser ces heureux penchans selon son pou-»
voir. Quand on étoit de ce caractère, on étoit tou¬
jours bien venu à l'interroger, à lui demander des
avis, à chercher à profiter de ses lumières. Mais il
salloit être de ce caractère pour jouir de sa conver¬
sation; car il ne recevoit guères de visites, que de
ceux avec qui il ne perdoit pas son tems , parce
qu'ils avoient besoin de lui. Dans ía Maison même
il avoit peu de commerce ; il estimoit tous ses con¬
frères , il les voyoit autant que la charité ou la né¬
cessité le demartdoit ; mais il étoit fort avare de
son tems, & il n'y avoit guères que le P. Malle-
branche avec qui il eût une liaison suivie. Il étoit
fort attaché à cet illustre Philosophe, & il en adop-
toit presque tous les principes. Au - dehors il ne
voyoit presque que M. d'Aguesseau, Chancelier de
France, en qui il trouvoit un goût universel, 8c
cette pénétration d'esprit propre à toutes les Scien¬
ces , que peu de personnes ont dans un degré si
éminent. Du reste, le P.Reyneau se tenoit sort
à l'écart de toute affaire, & encore plus de toute
intrigue. Il comptoit pour beaucoup cet avantage
si peu recherché , parce qu'il est peu connu, de
n'être de rien. Jamais personne n'a plus craint que
lui d'incommoder les autres , & prêt de mourir, il
refuioit les foins d'un petit domestique qu'il auroicr
peut-être gêné. Quelques années avant fa mort, il
sentit qu'il étoit nécessaire d'être moins assidu au
travail : les forces dè son corps ne répondoient plus
à son ardeur pour fétude ; la Priere en profita da¬
vantage ; il lui donnoit tout.ie tems qu'il pouvoiti
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i% Eloge du P. Reykeau.
ôter à ses autres occupations. On peut dire même
que fa Priere étoit continuelle , puisqu'il ne faisoit
rien que pour Dieu <& dans Tordre de ses devoirs.
Enfin,après s'être toujours affoibli pendant quelque
tems , il mourut le 24e de Février 1728. M. de Fon-
terìelles a composé son Eloge, qui fut lû dans une
AíTembiée publique de TAcadémie des Sciences, Sc
qui a été imprimé ensuite. On en trouve auílì un
article dans le Supplément au Dictionnaire de Mo-
reri, imprimé à la "fin de 1735 , dans lequel on lit
quelques circonstances qui he se trouvent point
dans T'Eloge donné par M. de Fontenelles.

AVERTISSEMENT.

Le troisième Livre de la Science du Calcul que nous donnons ait
Public , est la fin de l'Quvrage que le Pere Reyneau avoit entrepris
sûr cette matière. Le dessein de ce fameux Mathématicien avoit été
d'y ajouter un quatrième Livre en faveur des Commençans : mais
íes incommodités l'ont empêché d'exécuter íbn projet , 8c nous .ne
nous sommes pas mis en peine de le faire remplir par une autre main:
d'autant plus que M. Guinée a renfermé dans son application.de
l'Algébre à la Géométrie, ce qui peut manquer à l'Quvrage du Per«e
Reyneau.

LA SCIENCE
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LA SCIENCE DU CALCUL

DES GRANDEURS EN GÉNÉRAL.

LIVRE III.

Du l'on explique les progressions arithmétiques Sc
géométriques, & leur union pour le calcul des
puissances par les expofans ; les suites ordonnées
qui comprennent toutes les puissances parfaites
& imparfaites d'une fuite infinie de grandeurs,
& les nombres figurés; l'invention des logarith¬
mes , leur usage pour faciliter les calculs , <& les
maniérés aisées d'en construire les tables à tel
nombre de rangs de chiffres qu'on voudra.

SECTION I.

Oìi Von explique les progrejjions arithmétiques
& géométriques.

Les progrejjions arithmétiques.
Définition I.

N a déja dit * que quatre grandeurs a,b }c,d * 44,,
faisoient une proportion arithmétique lors¬
que l'excès de la seconde b sur la premiere
a étoit égal à l'excès de la quatrième d fur
la troisième r; ou, ce qui est la même choie,
quand la différence de la seconde b êc de la

premiere a est égale à la différence de la quatrième d ôc de
h croisiéme c. II n'importe pas que ce soit la premiere a qui

Torne II. A
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2. La Science du calcul, &c.
soit plus grande ou plus petite que la seconde b, pourvu que
la troisième c soit auíîì plus grande ou moindre que la qua¬
trième d, ôc que la différence de a ÔC de b soit égale à la
différence de c & de d. Par exemple $, 3, p , 7 est une pro¬
portion arithmétique» De même 3, J, 7, 9 est une propos
don arithmétique.

Avertissement.

O n marquera ici la proportion arithmétique par deux
points l'un fur l'autre 'entre les deux rapports arithmétiques
égaux, pour la distinguer de la proportion géométrique.

corollai re.

D'où l'on voit que a . a-h-d : b . bd peut représenter est
général toutes les proportions arithmétiques, où les antécé-
dens a b font moindres que leurs conféquens a-h d ,
b -h d, & où d représente la différence qui est la même dans
le.' deux rapports arithmétiques égaux. De même a . a —< d z
b .b — d représente en général toutes les proportions arith¬
métiques dans lesquelles les antécédens a 6c b surpassent
leurs conféquens a — d, b — d, de la différence égale d,
quelle que puisse être cette différence. Chacune même de ces
proportions arithmétiques peut représenter toutes les autres ,
en la prenant d'abord en allant de gauche à droite pour les
Aines, ôc ensuite de droite à gauche pour les autres.

La premiere proportion arithmétique a. a -+- d : b . b ■+• cs
peut même représenter seule toute proportion arithméti-.
que, en supposant que a & b représentent telles grandeurs
qu'on voudra positives ou négatives, entieres ou rompues,
ou même que i'une ou l'autre représente zéro; & en sup¬
posant que d repréíente aussi telle grandeur qu'on voudra,
& que le signe •+- qui précédé la différence d, représente le
signe —, quand d est négative.

Définition II.

U n e proportion arithmétique dont le second terme serf
de conséquent au premier terme, & d?amécédent au troi¬
sième, s'appelle continue ; èt quand elle s'étend à plus de
trois termes, on la nomme une progression arithmétique, ainsi
3 . p: j . 7 est une proportion arithmétique continue. 4- 1 »
3 - S » 7- £♦ • *3> &c. êc-if 13.11 .p. 7. 5.3. s>sontdes
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Des progrès s. arithmet. Liv. iii. 3

progressions arithmétiques. De même + a. a-i-d. a-+*2 d.
a-r-3 d,&c. -i-a.a — d. a— 2 d. a-—3 d3&c. représentent
toutes les progressions arithmétiques; ia premiere, celles qui
vont en augmentant ; la seconde, celles qui vont en dimi¬
nuant, & même les deux n'en font qu'une générale, -f- &c.
a — y d. a — 4 d. a — 3 d. a — 2 d. a — d. a. a —J- d. a —i— 2 d.
a^-^d.a-r-^d.a-^r^d, &c. dans laquelle le terme a
est entre les termes qui vont vers la droite en augmentant
à l'infini, & entre'les termes qui vont vers la gauche en di¬
minuant à l'infini; la différence d qui regne dans la progres¬
sion marque telle grandeur qu'on voudra.

Corollaire.

S1 l'on suppose dans la progression arithmétique générale ,
á==t'o & d—i, on aura la progression arithmétique des
nombres naturels, ou de tous les nombres entiers pris de
fuite, -i- &c. — 6. — y . — 4 • — 3 • — 2 • — ï.o.i.
2 . 3.. 4. y . 5. &c. zéro est entre les nombres entiers positifs
qui vont de fuite à droite, & entre les nombres entiers négatifs
qui vont vers la gauche.

Si l'on suppose dans la progression arithmétique générale
a — o&td égale à telle grandeur qu'on voudra; ou bien si
supposant que a est une grandeur quelconque , on suppose
en même temps que d est une aliquote de a; il est évident
que dans l'une & l'autre de ces suppositions , zéro fera toujours
un terme de la progression arithmétique , situé entre les ter¬
mes positifs & entre les termes négatifs. Car dans la seconde
supposition, si, par exemple, 4- d — ~ a, il est clair que le
terme a— 3 d,o\ia — \a sera égal à zéro ; & si -H d =— ~a%
le terme a -H 3 d deviendra égal à a — -f-*? = o.

Corollaires de la premiere & seconde définition*
I.

E n toute proportion arithmétique la somme des deux ex"
trêmes est égale à la somme des deux moyens.

Démonstration. On peut représenter toute proportion arith¬
métique par*^. ct-4-d: b. £-t~d. Or la somme des extrêmes
est£-4-£-f-d,ôcla somme des moyens est aussi a 4- b -4- d.

S'il y avoit — d dans l'une de ces sommes, il y auroit aussi
A ij
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— d dans l'autre. Donc la somme des extrêmes est égale
.à la somme des moyens-

Corollaire IL

488. E ans une proportion arithmétique continue q- a. a -f--à',
a -+- 2 d} la somme des extrêmes qui est 2 a -f- 2 d est égale au
double du moyen , le double du moyen étant aussi 2 a -+- 2 d,

D'où l'on voit que la somme 2 a -+- 2 d du premier ÔC
du troisième terme d'une proportion arithmétique continue

a, œ-hd. a-ìr 2 d, étant divisée par 2 ; le quotient 2a + zd -
= a -+■ dj est le moyen arithmétique entre a êt a q- 2 d.

A

Corollaire III. Probleme I.

$

Trois termes d'une proportion arithmétique èiant donnés
a, b , c , trouver la quatrième, qu 'on nommera x.

Opération. Si le quatrième terme x qu'on cherche est l'un
des extrêmes, & que la proportion arithmétique soit a . b
c. x , il faut prendre la somme des deux moyens qui est
h -H c, & en retrancher l'extrême donné a, & le rest®
b Hh c — a fera le quatrième terme x que l'on cherchoit.

Skie quatrième terme x qu'on cherche est l'un des moyens?
& que la proportion arithmétique soit a. b : x,. c ; il faut
prendre la somme des extrêmes qui est a -H c , & en retran¬
cher le moyen donné b, & le reste a -irc — b fera le qua¬
trième terme x que l'on cherchoit..

487. Démonstration. Puisque a . b : c . x, l'on aura * a H- x — b
H- c en retranchant de chacune de ces grandeurs égales
la même grandeur a, on aura x = b ■+■ c — a» On peut aisé¬
ment appliquer la. démonstration au. second cas.

.A

Corollaire IV. Probleme II.

4<jO. Lorsque zéro est l'un des termes de la proportion arith¬
métique dont deux autres termes sont donnés, & que la pro¬
portion-arithmétique est o. a : b . x, il faut simplement ajou¬
ter les deux termes donnés, & leur somme a-^-b fera le qua^

•*487- trlérne terme x que l'on cherche. Car*^-h£ — o 4- x,
c'est-à-dire a-\- b — x. Si la proportion arithmétique est a „
b : x.. o-, il faut retrancher le second terme b du premier
& la différence a~— b fera le quatrième terme x que l'on
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cherche. Car *a-±-o = b-hx;&c en retranchant b de cha- * 487,
cune de ces sommes égales, on aura a — b — x.

A

Corollaire V. Probleme III.

4pi» * Les deux premiers termes a, b d'une proportion arithmétique
continue étant donnés , laquelle ejì -f a . b. x , trouver le troi-
Jìéme x.

Opération. II faut ôter le premier terme a du double du
moyen 2 b „ Ôc le reste 2 b—a fera le troisième terme x que
l'on cherche. Car * a -h x — 2 b ; & en retranchant a de * 488,.
chacune de ces grandeurs égales, on aura 2 b —a — x.

Quand zéro est le premier terme, ôc que la proportion
arithmétique continue est -f- o. a. x, le troisième terme x
est égal au double du moyen 2 a. Car *'o-h a? = 2 c'est- * 48S*
à-dire 2 a — x.

k

Corollaire VI. Probleme IV.

4^2. _ Les deux premiers termes d'une progression arithmétique a óp
b étant donnés; trouver de fuite, tous les termes su ru ans.

Premiere méthode. II faut employer la méthode du Pro¬
blème précédent, ôc par le moyen du premier & du se¬
cond terme a b, trouver le troisième terme 2 b — a; ôc
ensuite avec íe second terme £ Ôc le 3e 2 b — a, trouver le*
4e 3 b -— 2 a y ôc avec le 3e 2 b —• d ôc le quatrième , trouver
le ye — 3 £,• ôc ainsi de suite, ôc l'on aura -4- a. b .2b — a..
3 b — 2 a. 4 £ — 3 . 5 £ — 4. <?, ôte. la différence qui regne;
dans la progression est b — a.

Quand le premier terme est zéro, alors a — o , ôc la pro¬
gression est ~ o . 1 b .. 2:£ 3 b . 4 b y. ôte. la différence quii
regne dans ía progression est b.

Seconde maniéré. Comme il doit y avoir une même diffé¬
rence de chaque terme à celui qui le précédé immédiate¬
ment, ôc que tous les termes d'une progression arithmétique
vont de fuite en augmentant de cette même différence, ott
en diminuant de la même différence; il est évident que les
deux premiers termes étant donnés , la différence est ausss
donnée, & que si la progression arithmétique va en augmen¬
tant, il ne faut qu'ajouter cette différence au second termes
four avoir le 3e; ajourer ensuite ia différence au 3e terras

À ïil,
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pour avoir le 4e, & ainsi de suite; & que si la progression
arithmétique va en diminuant, ii ne faut que retrancher la
différence donnée du second ternie, & le reste sera le troi¬
sième ternie ; retrancher la différence du 3e terme, & le reste
sera le 4e, & ainsi de suite.

Quand le premier terme de la progression arithmétique est
zéro , le second terme est lui-même la différence qui regne
dans la progression, & les termes font de fuite l'unité & tous
les nombres entiers multipliés chacun par la différence 4- &c.
— j d. -—• 4 d. — 3 d. — 2 d. — 1 d. o . 1 d, 2 d. 3 d. ^d.
k â , c. T T T fj 5 Corollaire VIL

Les termes d'une progression arithmétique, entre les¬
quels il y a un même nombre de termes interposés, font aussi
entr'eux une progression arithmétique. Par exemple le pre¬
mier terme,le 3e, le 5e, & ainsi de fuite, en laissant un terme
entre deux, feront une progression arithmétique. De même
le premier terme, le 4e, le 7e, le ioe; & ainsi de fuite, en pas¬
sant-deux termes, feront une progression arithmétique. ôc
ainsi des autres. Car il est évident que la différence qui est
entre les deux premiers de ces termes, fera auísi la différence
oui est entre le second & le troisième, & ainsi de suite.

Corollaire VIII.

494. Chaque terme d'une progression arithmétique, après
le premier terme, n'est que le premier terme plus ou moins,
la différence prise autant de fois qu'il y a d'unités dans le
nombre des termes depuis le premier, non compris jusqu'à
ce terme-là.

Par exemple a est le premier terme d'une progression-
arithmétique; la différence est d; un autre terme quelcon¬
que soit nommé f, & le nombre des termes depuis le pre¬
mier a non compris soit appeîlé n ; il est évident que t — a
-4- n d, ou bien t — a — n d ; ainsi supposé qu'on cherche le
quatrième terme après le premier a, alors t — a-h^d, ou
bien t = a-— 4 à ; le ye terme après a fera t — a -4- y d, ou
bien t — a — j d, & ainsi des autres.

* 48). Ce Corollaire est une fuite évidente de la définition*d'une
* 492. progression arithmétique, & de la formation * d'une progres¬

sion arithmétique.
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Corollaire IX.

Q u a n d le premier terme est zéro, chaque terme t n'est
que le produit n à de la différence par le nombre des termes
depuis zéro non compris jusqu'à ce terme t compris; ainsi
le 4e terme après zéro est t = 4 d ; le 5 e terme t = $ d, ôt
ainsi des autres.

A

Corollaire, X. Probleme V.
Supposant que zéro es le premier terme d'une progression

arithmétique , & qu'une grandeur quelconque donnée d en es le
fécond terme, trouver le terme quelconque on voudra t de la pro¬
gression arithmétique. On suppose que n marque le quantième
terme es le terme qu'on cherche ; cès - à'dire que n marque le
nombre des termes depuis zéro non compris jusqu'au terme t com¬
pris. Par exemple fi l'on demande le quatrième terme après zéro ?
n marque 4.

II est évident * qu'il n'y a qu'à multiplier d par le nombre
des termes, & que le produit n â fera le terme t qu'on deman¬
de ; ainsi le 4e terme après zéro fera 4 d ; le 5e fera j d, &c.

Quand le premier terme n'est pas zéro, mais une gran¬
deur réelle donnée a, alors le second termg d moins le pre¬
mier a, est la différence qui regne dans la progression, si elle
va en augmentant ; & le premier terme a moins le second
terme d est la différence, si elle va en' diminuant. Dans ces
deux cas il faut ajouter au produit n x d — a, ou n x a — d3
îe premier terme a,&t la fomme^-l-ra x d— a, ou a— nx
a — d * fera le terme t qu'on demande î c'est-à- dire t — a
»4-nx d — a , ou t — a — nx a — d.

Si par exemple a — 1 o , d = 12 , n — 4 ; on trouvera
t = 18. Si a ■= 10, d — 8 , w — 4 ; on trouvera t = 2.

A

Corollaire XI. Probleme VI-
Un terme t d'une progrejsion arithmétique dont zéro efi le pre¬

mier terme étant donné, & spachant de plus le quantième terme
après zéro eft ce terme t; c'ejì-à-dire le nombre n étant dorme qui
marque combien il y a de termes dans la progrejsion après zéro
jusqu'au terme t compris ,* trouver le terme ( qu'on nommera d )?
de la progrejsion arithmétique qui est le plus proche de zéro , &■
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qui ej! aussi la différence qui regne dam la progression arithmêti-
que.

Opération. U n'y a qu'à diviser la grandeur donnée t par
le nombre », ôt 3e quotient ou st sera le terme d le plus
proche de zéro que l'on cherche. Par exemple pour trou¬
ver le terme le plus proche de zéro d'une progression arith¬
métique, dont zéro est le premier terme, ôc i o le ye terme ,

( finsi 10 — r, & y = «), il faut diviser 10 par y , & le quo¬
tient 2 —st sera le premier terme d après zéro.

Quand le premier terme n'est pas zéro, mais une grandeur
réelle donnée a, il faut retrancher ce premier terme a du
terme donné t S ôc diviser le reste t — a par n , ôc le quotient

* 494. t~a = -x« — a* fera la différence qui regne dans laft 11 i O
_

progression; elle fera positive cette différence ~ x t —■ a
quand la progression va en augmentant ; mais elle fera né¬
gative quand la progression va en diminuant. II faut ajouter
le premier terme a à la différence qu'on vient de trouver,
Ôc la somme fera le terme le plus proche du premier ; ôc le

*4512. nommant d, on aura * d — t~-a- + a. d=^ t + " ~ ' y a. Par' n
_ n

exemple si t — 18, « = 4,^=10, on aura d = 12. Si
í = 2,B = 4,^ = iOjOn aura d = 8.

Ce Corollaire est une fuite évidente du ioe Corollaire qui
précede. _

P.E M ARQUI.

498. On peut remarquer ici que diviser t par », ce qui donne
est la même chose que multiplier t par f, ce qui donne

\ ' A
Corollaire XII. PROBLEME VIL

499' Une grandeur quelconque étant donnée, ( elle peut être un nom'
bre entier ou rompu, positif ou négatif, elle peut même être une
grandeur incommensurable ), on la représentera en général par 1 ;
former une progression arithmétique dont le premier termesoit zéro
& dont la grandeur donnée 1 soit le quantième terme on voudra
de cette progrejson arithmétique. On nommera n le nombre qui
marquera le quantième ternie après zéro efl la grandeur donnée 1.
Par exemple fi I doit être le 4e terme, n fera égale à 4 ; f 1 doit
être le f terme, n fera égale à y , & ainsi des autres.

*
497. Opération. On trouvera, par le * Problême précédent, ~ l

pour 1
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pour le premier terme après zéro , 6c fera auíïì la diffé- * 42 2«
rence de la progression arithmétique. On en trouvera de
fuite tous les termes par le Problème 4% * ôt la progression * 4P2*
arithmétique fera -f o /. -j l, ôc ainsi de suite
jusqu'à ce que l'on soit arrivé au terme dont le numérateur
soit égal à n, ôc ce terme sera égal à /. On pourra conti¬
nuer ensuite la progression arithmétique autant qu'on vou¬
dra. * Par exemple fi n — ±, la progression sera q- o . ^ /. * 45)2.

•

4 ^ • 4 y === /. -f /} & c.
.

Ce Corollaire est une suite évidente de ceux qui précé¬
dent. „

Si l'on vouioit que le premier terme de la progression arith¬
métique ne fût pas zéro, mais une grandeur donnée a, il
faudroit retrancher a de /, ce qui donneroit / — a ; diviser
/— s:pàr-« , ôc l~ seroit * la différence de la progression * 497»
arithmétique, à laquelle ajoûtant le premier terme a, l'on
auroit dHg—h ? + ' ~ ' x % pour le second terme
de la progression. Le premier ôc le second termes étant
connus, * il est facile de trouver tous les fuivans, * 4^2»

Remarque,

Ce Corollaire 12e ôc le 11® contiennent la méthode de
trouver, entre o Ôc une grandeur donnée /fcomme aussi
entre deux grandeurs données a ôc l, tant de moyens pro¬
portionnels arithmétiques qu'on voudra. Car nommant» — ï
le nombre des moyens, -j l fera le premier de ces moyens
dans le premier cas, Ôc ■ 1 + " ~ 1 x a sera le premier des
moyens qu'on cherche dans le second cas. On doit aussi
remarquer que les deux termes extrêmes o ôc /, ou a & /
étant déterminés avec le nombre n — 1 des moyens, cha¬
cun des moyens est aussi déterminé ; c'est-à-dire il ne peut
pas y avoir deux grandeurs inégales pour le premier moyen 9
ni deux différentes pour le second, ôcc.

Corollaire XIIL

jfOO. En deux progressions arithmétiques différentes, qui com¬
mencent chacune à zéro, si l'on nomme termes corre/pondans
le second de la prerrsiere ôc le second de la deuxième, le troi*

Tome II. B
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siéme de la premiere 6c le troisième de la seconde, & aîníl
de suite ; le rapport géométrique qui est entre deux termes
correfpondans, est le même que celui qui se trouve entre
deux autres termes correfpondans quelconques- Car il est
évident que le second terme de la premiere de ces deux
progressions est la différence qui regne entre les termes de
la premiere , ôí que le second terme de la seconde est la dif¬
férence qui regne dans la seconde : mais deux termes cor¬
refpondans quelconques contiennent leur différence chacun
un même nombre de fois; ainsi leur rapport géométrique est
égal au rapport qui est entre leurs différences.

Par exemple la premiere étant -f o.d.zd.jd.-fd, ôcc;
la seconde -r-o. d. zd. 3 d .4 d} Ôte. il est clair que d .d : : 4 d «

4 d : r n d . n d, en supposant que n marque un nombre entier
quelconque.

D'où l'on vok clairement que si deux progressions arith¬
métiques différentes commencent à zéro , que l'on ait un
seul terme de la premiere en sçachant le quantième terme
il est, par exemple le onzième terme; mais que l'on ait tous
les termes de l'autre, on pourra trouver tous les termes de
la premiere l'un après l'autre, par des réglés de trois, par le
moyen des termes connus de la seconde .progression arith-
métique. Par exemple 10 d est le onzième terme de la pre¬
miere, 6c il est donné , on voudroit trouver le sixième terme-
de la premiere- Puisqu'on suppose que tous les termes, de la
seconde sont connus, il est évident qu'on aura une propor¬
tion géométrique ; dont le premier terme fera l'onziéme
terme 10 d de la seconde,le second terme de la proportion
sera l'onziéme terme donné 10 d de la premiere progression
arithmétique ; le troisième terme de la proportion sera le 6®
terme $ d de la- seconde progression arithmétique ; ainsi on
trouvera par la regle de trois le 6e terme de la premiere pro-
gression arithmétique. 10 d - 10 d :: 5 d. sd*0lsd — y d.

Corollaire XIV.
En toute progression arithmétique qui a un nombre déter¬

miné de termes, la somme du premier ôc du dernier terme
est égale à la somme de deux autres termes, dont l'un est
autant éloigné du premier terme, que le dernier terme est
distant de l'autre. Par exemple dans la progression arithmé-
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tique ~ a * b , c. d. e. f. g, h . j . k. I. m, la somme da
premier ôc du dernier terme a-k-m — b-+-l = c-+-k —d
■-\~j = e H- h —f -st- g. Car il est évident que a»b: l'.m }
que a . c : k . m ; que a . d : j. m ; que a . e : h . m; que
a. f-. g . m, étanr visible que la même différence qui est
entre le premier & le second terme de chacune de ces pro¬
portions arithmétiques , se trouve auffi entre le troisième ÔC
le quatrième terme, Par conséquent * la somme du premier * ^87.
& du dernier terme est égale , ôte.

Corollaire XV,

Si le nombre des termes de la progression arithmétîquë
étoit impair, il est clair que le double du terme du milieu
seroit égal à la somme du premier ôc du dernier terme. Paç
exemple, a-k- l — 2.f*

Corollaire XVI.

J03. Il suit du 14 & du 1 Corollaires que la somme du pre¬
mier Ôt du dernier terme d'une progression arithmétique
étant multipliée par la moitié du nombre des termes de la
progression, le produit est égal à la somme de tous les tere
mes de la progression arithmétique.

Car la somme de la progression arithmétique -f- a . b . c i
d. e . f. g . h . i. k . I. m , zft. a b -k- c -k- d -k- e f-k-g
•st- h -st-j -h k -st- l -st- m ; mais *a-k-m — b-\~l — c -st- k * JOI.
s= à -st-7 — e -q- h = /-+- go Par conséquent a-k-m x ~ ,
ou a -f- x 6 = a -r- m -k- b -j- / -r- c -st- k -k- d -k- j
•4" e —r1 h -k- f -f- g "= a -H b -p- c -4- d H— e —st- f -p- g
■st- A -st- 7 -p- & -p- l -k- m.

Si le nombre des termes étoit impair comme dans -f a,
l oC . d . e .f. g . h.j. k. /, l'on auroit * a -P- /= b -P- k = c * 5*01 ôc
•4-7 = d -st- h e -st- g = 2 fo Par conséquent a-p- / x V
= a -st- / x £ — = a -p-1 -p- b -p- k —H c -p- j -st- d -4— h -4- c "st- g
jst-f= a -st— b -st— c -st— d -st— 6 -st— j~ -p- g -st— h -st— j -st— k. -st— /.

Quand le premier terme est zéro, le seul dernier terme est
la somme du premier ôc du dernier terme.

Bij
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Corollaire XVII.

Où Fan donne les formules pour résoudre les principaux
Problêmes fur la progression arithmétique.

définition..

On nommera a le premier terme de la progresiìon arith-
ïnétique ; à la différence qui regne dans la progression ; t je
dernier terme de la progression; w le nombre des termes
depuis le premier compris jusqu'au dernier aussi compris;
(ainsi le nombre des termes qui suivent le premier, ce pre¬
mier non compris est n — i ) ; r la somme des termes de
la progression. Cela supposé.

<^04, „ t == * a -h n — i x d sera la formule pour trouver le der~
* 4, nier terme t, lorsque le premiers) la différence d, & le nombre

des termes n font donnés.
'j'Oj*. En retranchant le produit -f-n — i x i de chacune des

grandeurs égalesj=a-hn— i x d, on aura <3 = r— n4- i y. d
pour la formule qui sert à trouver le premier terme a, lorsque
le dernier termes.y la différence d3 & le nombre des termes n
font donnés.

§06,. Si l'on ôte de chacune des grandeurs égales t — a-h n—i x
d, la grandeur a, & qu'on divise ensuite les deux grandeurs
égaies t — a =*nd —- 1 d par n —- 1, on aura d — 'n ~ f
pour la formule qui doit servir à trouver la dffrence d , lors
que le premier terme a, le dernier t y.& le nombre des termes n

font donnés.
Si l'on ajoute <3 à chacune des grandeurs égales d = 1

on aura 4 -f- d = éfEfr -ha— t + "a~ 2" =n — 1 n — 1 n — i

C'est la- formule pour trouver le. premier d'autant de moyens
proportionnels arithmétiques entre le premier terme a qui est.

*donné & k terme t qui ejl aujf donné, qu'il y a d'unités dans
n — 2 , qui est un nombre donné ; car n marque le nombre
detouslestermes.de la progression, sçavoir le premier ter¬
me a compris, tous les moyens n. — 2 y & le dernier K
Quand on a le premier de ces moyens proportionnels, on* 4^2-0. trouve * facilement tous les autres.

|o8. En a joûtant aux deux grandeurs égales í — a —n d— 1 à%,
la grandeur sh 1 dK on aura, t~~a,-dr \A= n.d; & divisant
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gnsuite chacune de ces deux grandeurs égales par d, on aura
n __ * ad+ ld pour la formule qui doit servir à trouver le
nombre des termes n d'une progression arithmétique, quand le
premier terme a; la différence à, & le dernier terme t sont
donnés*.

;|op. s = * a -h t x -2- est la formule pour trouver la somme des * 5 o5!
termes s, lorsque le premier terme le dernier t} & le nombre
des termes n font donnés.

J10. Si on multiplie chacune des grandeurs égales s == -■ - f " *■
par 2, qu'on retranche -+- n t de chacune des grandeurs éga-
les 2 s — a n Hh nt, on aura 2. s — nt — an. Si l'on divise
ensuite chacune de ces grandeurs égales par n, on trouvera
a == - ~fn t ' C'est la formule pour trouver le premier terme á
Icrfque la somme des termes s, le dernier terme t, & le nombre
des termes n font donnés.

í"- Si l'on divise chacune des grandeurs égaies 2 s =* a n n :p
par a •+> t, il viendra n = azf t C'est /a formule pour
trouver le nombre des termes n, lorsque la somme des termes s >
le premier terme a ,<& le dernier t font donnés.

£ 12, En retranchant de chacune des grandeurs égales 2 s — an
«Hh n.tf la grandeur a w, & divisant ensuite chacune des gran¬
deurs égales 2 s — an — nt par n, on aura t —
pour la formule qui sert à trouver le dernier terme tr lorsque la
somme des termes s, le premier terme zy& le mmbre des ter¬
mes nfont donnés.

513.' Si l'on substitue dans * s = a"f nt~, la valeur de r, qui * y oys-
est*a -+• n d — 1 d, on trouvera r — " C'est là * 50^
formule pour trouver la somme des termes s, lorsque le premier
terme a, la différence d }& le nombre des termes n font donnés.

Si l'on multiplie chacune des grandeurs égales s =
.r a v +. .-/ — » d

pac 2 ^ qU'on retranche des grandeurs egales
2. s— 2 an-\- yp-d —n d la grandeur 2 a n}òc. qu'on divise en¬
suite chacune des grandeurs égales 2 s-— 2 a n = n% d — n â
par nz — n — n x n— 1, on trouvera- à — 2 ' —

K X 11 J

pour la formule qui sert à trouver la différence d , lorsque la
somme des termes s, le premier terme z} &~le nombre des tes*-
mes n font, donnés,

K ii-k
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j X j1. En retranchant de chacune des grandeurs égales 2 s = 2 a fi^ — tîd,\es grandeurs -nz d—n d, on aura 2 s — n1 d

-}- n d== 2 a n ; en divisant chacune de ces grandeurs égales
par 2 h, on trouvera a = ■2 J ~ H[An "d~ pour la formule qui

sert à trouver le premier terme a, lorsque la somme des termes s f
la différence d, & le nombre des termes n font donnés.

fló. Si dans 2 s —2 an-Y-nz d— n d, l'on ordonne la grandeur
où est w par rapport à la lettre n, on. aura nz d-Yr 2 an —■ 1 nd
— 2 s; en divisant chaque grandeur par d} on aura nz -hff- »
.— 1 n~ —■ ; en ajoutant à chacune de ces deux grandeurs
égales, la grandeur ~ 4- f, qui est le quarré de -j — fi
on aura^+ + - í-hf-hs
La premiere de ces deux grandeurs égales est un quarré par¬
fait, dont la racine est »Hr 7"— t : ainsi en tirant la racine

*■211. quarrée des deux grandeurs égales, on aura*» -4- f — ~

— l/fr —j -H d "+" '■> en retranchant de chacune de ces

grandeurs égales, la grandeur-+- ~ — ~ , on trouvera » =
—• -f -í- f -h {/~r — f-b-f -H ff C'est la formule pour
trouver le nombre des termes n, lorsque le premier terme z, la
différence d, & la somme des termes s font donnés.

5 17. Comme le dernier terme t de la progression arithméti-
*^04. que* est égal au premier terme plus au produit du nombre

des termes moins un par la différence , c'est-à-dire t — a
-+- n — 1 x d; si l'on substitue dans t — a-Y-n —- 1 x d, la va¬

leur de»-— 1 prise de n = — £■+■{- H- — f--f-} H~ f,
ontrouverar = sl— ~ -b 1 d-Y-dx
= — f d -Y- d V fi 7 + Ï+ 7" C'est la formule pour
trouver le dernier terme t, lorsque le premier terme a, la dis

jérence d, & la somme des termes s snt donnés»
Remarque.

J18. S í l'on efface dans toutes les formules qui précédent, cha¬
que grandeur où se trouve le premier terme a, en supposant
que a = o, les formules après ce retranchement serviront
pour les progressions, dont le premier terme est zéro.
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application des formules à la résolution des Problêmes.
fïO. Quand on voudra résoudre quelque Problême sur la

progression arithmétique qui se rapportera à quelqu'une des
formules, il faudra substituer dans cette formule les gran¬
deurs données à la place des lettres qui représentent ces
grandeurs données , en faisant les opérations prescrites par
la formule ; êc après ces substitutions on aura la résolution que
l'on cherche.

Par exemple, si l'on veut trouver la somme d'une pro¬
gression arithmétiqâë dont le premier terme est 2 , la .diffé¬
rence 2, le nombre des termes y ; il faut prendre la formule
*s = za" || n*d — na ; supposer que s représente la somme des * 35 $4
termes que l'on cherche, que a — 2^ = 2, n — y ; & sub¬
stituer ces valeurs de a , d, n dans la formule 3 êc l'on trou¬
vera que^ s — »xzx54-yx2-,x» = 3D ;
ainsi la somme qu'on cherche est s — 30. En effet la progres¬
sion est-=-2.4.6.8.10, dont ia somme est 30.

Deux nombres étant donnés 3 & 13, si l'on veut trou¬
ver quatre moyens proportionnels arithmétiques entre ces
deux nombres; il faut substituer dans la formule * a 4- d *5"© 7,.
— ^ d

> 3 à la place de ar 13 à la place de t, êc
6 à la place de n, êc l'on aura le premier de ces moyens
a-}- d= 13 + .4 x 3 == y , îes^autres font faciles à trouver*-;• *492»
ôc la progression arithmétique fera q- 3 . y . 7 . p . 11. 13.

Quand le premier terme est zéro, le second terme est la
différence même d = ■

n f l .

Ces exemples suffisent pour faire concevoir la maniéré
d'appliquer les formules à la résolution des Problêmes.

Remarque.

120. ® N Peuî Par de ces formules découvrir des pro¬
priétés particulières à quelques progressions arithmétiques;»
par exemple, en supposant dans la formule s = '"*■
que a — 1, d 2, la formule devient s — nv; c'est - à - dire ,,
la somme des termes dans la progression arithmétique des»
nombres impairs -4-1.3.3.7.9.11, ôte. ( dans laquelle les
premier terme est i, & la différence 2),,est toujours égales
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au quarré du nombre des termes ; ainsi en prenant fucceso
sivement le premier terme seul, la somme des deux premiers
termes ,1a somme des trois premiers termes , & ainsi de fuite;
ces sommes sont les quarrés i .4.5». 16 . %$ . 36> &c. des
nombres entiers 1. 2 . 3 . 4 » y . 6, &c. pris de fuite.

Avertissement.

Les formules précédentes conviennent à toute progres¬
sion arithmétique qui va en augmentant. Quand on vou¬
dra les appliquer aux progressions arithmétiques qui vont
en diminuant .j il est évident qu'il n'y a autre chose à faire
qu'à prendre le premier terme de ces progressions pour ce¬
lui qui est nommé le dernier dans les formules, & le der¬
nier terme de ces progressions pour celui qui est nommé le
premier dans les formules.

Les Progressions géométriques.
Avertissement.

* On a deja expliqué* la maniéré de former une progression
géométrique, dont les deux premiers termes sont connus, en

* 39 5- se servant de la regle de proportion. On a aussi démontré *
&suiv. plusieurs propriétés, & on f a résolu des Problèmes qui ap-
p 404. partiennent aux progressions géométriques. On va ajouter ici

d'autres maniérés de former une progression géométrique,
& donner les formules pour résoudre les principaux Problê¬
mes des progressions géométriques.

PROBLEME.

s:2I. Dnu x termes à'une progression étant donnés, trouver tous
les autres tant en allant de gauche à droite, que de droite à
gauche ,• & le seul premier terme étant donné avec le rapport,
commun de la progression, trouver tous les autres termes.

PREMIERE MANIERE.

Opération. H faut faire une fraction dont le numérateur
soit le second terme donné, & dont le dénominateur soit le
premier terme donné, elle fera le rapport qui regne dans
la progression. II faut multiplier le second terme donné par
cette fraction, & le produit fera le 3 e terme de la progression

en
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ën allant vers la droite. II faut multiplier le 3e terme par la
même fraction, & le produit fera le 4e terme. II faut mul¬
tiplier le 4e terme par la même fraction, ôc le produit fera le
5e terme. On trouvera ainsi de fuite tous lès termes de lâ
progression à l'infini.

Pour avoir les termes qui vont de droite à gauche., il faut
■diviser le premier terme donné par la même fractionne quo¬tient fera le second terme vers la gauche; il faut le diviser
par la même fraction, & le quotient fera le 3e terme. On.
trouvera de même par la .division tous les termes de la pro*-,
greísion qui vont de droite à gauche à l infini.

Par exemple , si a & b représentent les deux premiers ter¬
mes donnés d'une progression géométrique, on multipliera
par ~ le second terme b& le produit T- fera le troisième ;
on le multipliera par , ôc le produit — fera le 4e terme:;
& ainsi de fuite.

Pour découvrir les termes de la progression qui vont vers
la gauche, on divisera a par & le quotient ~ sera le se¬
cond terme vers la gauche-; on divisera par T, & le quo¬
tient -jï sera le 3e terme; & ainsi de fuite.

Par ces opérations on aura Ja progression suivante ,

fier — - ct * n Al tl LL á! V !>' ^ frr,h... cx.c. e4 ,hl.bz.b.a.u ' a* ' ^'a7'** >

c o ro llai re.

Quand a — 1,1a progression devient 41- &c. p. Jr« j ;
1- b1. b1. ì>l. bA, ôte.

Seconde maniéré de former une progression.

, Quand le premier terme a est seul donné avec le rapport
du premier au second terme, qu'on nommera y, qui est le
rapport qui doit regner dans la progression; il faut multi¬
plier a par y, & le produit ~~ fera le second terme ; on

multipliera par y, êc on aura le 3e terme arf ; on
trouvera de même le 4e terme -^f—j Ie '■> & aind de
suite.

On trouvera, en divisant a par f, le second terme ~~
Tome II. G

/

SCD LYON 1



18 La Science du calculj &:a
qui est de l'autre côté de a ; on trouvera le 3e terme ëtó
divisant ~~ par -7 3 & l'on aura de même le 4e terme 3
le 3e , & ainsi de fuite ; & la progression sera -4— ôte*
dr! a r* ar% a r2 a r' <i q a q2 aqì nq"1 aq^ o-
"îr'~îT*'7r'Tr°"2r ~ r > KC»

Quand a est l'unité , le rapport j du premier au second
terme (en le supposant réduit aux moindres termes ) a l'unité
pour numérateur ainsi r = 1 ; le second terme est q, &
la progression est -fi- ôte. . ~ .. -p- . -p- . . 1 . q *
q1, qì . q* . cf 3 ôte.

On remarquera que pour abréger ^expression de chaque
terme de la progression , il est bon de prendre le rapport ■—
du premier au second terme x qui regne dans la progression 3
léduit aux moindres termes.

Définition.

On nommerai 1a somme de tous les termes d'une pro¬
gression; le premier terme, a-, le dernier terme de la pro¬
gressions; le nombre des termes, depuis le premier.non
compris , n ; le rapport du premier terme au second,
Quand le premier terme a sera moindre que le dernier t9.
on le marquera ainsi a < t, ôt la progression ira alors ert
augmentant ; .quand le premier terme a surpassera le der¬
nier t, on le marquera ainsi a > t, ôt dans ce cas la pro¬
gression ira en diminuant.

Corollaire L

Dans une progression représentée par -H- a. b, c. d. t, ou
•f = —= = 4-, on aura, i°. î = íj + ^+ s-píl + î;b c d t ' ' , *
20. s — t = à tous les antécédens ; 30. s — a = à tous lés
conséquens ; 40. si la progression va en augmentant, a <
si elle vá en diminuant, a> î ; 50. n — 4 dans cet Exem-
pie ; 6°. le rapport qui regne dans la progression fera
-f- — j ; Ôt quand elle ira en augmentantr <. q ì quand
elle ira en diminuant > r > q,
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corollaire ii.

Où 1' on donne les formules pour résoudre les principaux
Problêmes des progreffions.

. I.L E s formules pour trouver le dernier terme t, lorsque le
premier a, le second terme b , & le nombre des termes n ,

depuis le premier non compris, font donnés ; ou lorsque le
premier terme a > le rapport ~ qui regne dans la progreffion y
& le nombre des termes n font donnés„
S i l'on éleve le rapport ~ du second terme b de la pro¬

gression au premier terme a, à la puiffanCe n, & qu'on
multiplie -f par a , on aura t = b__ , pour
la formule * qui sert à trouver le dernier terme t d'une
progression, ou tel terme t qu'on voudra, en supposant
que le nombre n marque quel "rang il occupe depuis íe
premier non compris ; lorsque le premier terme a, le se¬
cond b, 6c le nombre des termes n depuis le premier non
compris, font donnés. Par exempie, fi l'on demande le
r ■ f \ b6iixierae terme âpres a , on aura t —

Si l'on éléve ~ à la puissance », & qu'on divise a par

-f-, on aura t — ■ " ^— pour la formule * qui sert à
trouver le terme r, autant éloigné de l'autre côté du pre¬
mier terme a, que n contient d'unités; lorsque a}b, & n
sont donnés.

Si l'on veut se servir de la seconde formation de la pro¬

gression , on trouvera * t — ——— pour la formule qui sert
à découvrit le terme t, en supposant ces trois choses don¬
nées , íe premier terme a, le rapport f du second terme
au premier, & le nombre des termes n depuis le premier
a non compris.

On trouvera t — " rA pour la formule qui sert à dé¬
couvrir ie terme t, qui est également éloigné de a du côté
opposé, les mêmes choses étant données.

C ]ì .
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2. Les formules pour trouver le second terme b, comme au/Jt-

le rapport -i- qui regne dans la progrefton , lorsque le pre~
mier terme a, le dernier t, & le nombre des termes n, dez
puis le premier non compris , font donnés.

^SaS' En multipliant chacune dès grandeurs égales * t — ■■■■■:, 1_t
par a" on aura an """11 == £n; ôc tirant la racine n de cha*
cune de ces grandeurs égales, on trouvera b — \zan' 1 ?»
C'est la formule pour trouver le second terme b, lorsque
a, t ôc n sont donnés, & a est la formule qui re~-

Va" — 1 t

présente le rapport commun f.
Quand a — i, alors b — y'? =.?n, & le rapport commune

:<sfìs,=;'
En divisant chacune des grandeurs égales t = -aJn par al

íl viendra f — —Ç-; prenant ensuite la racine n de chacune.-
î n

de. ces grandeurs égales, on aura — —r- = C'est la<,
an

formule pour trouver le rapport, commun f, lorsque 4,?, n }
sont donnés.

Si r'on multipîie.chacune des grandeurs égales Vy — y par
* 5" ^ 2». le premier terme a, on aura .a Vy ~ v/<*n ~ 11 — sf =
* ^22. Quand a = i, \/t — -f; & \pt — q = * b,.
f Vj. f' L a formule pour trouver le rapport commun — , comme auffp

le second terme b, lorsque la somme s de la progression, k
premier terme a , & le dernier t sont donnés.

*324. La somme des antécédens de plusteurs rapports égaux,
étant à la somme des conséquent comme.un seul antécédent:

*524. à son seuLconséquent, on aura y = *yEEy '■> comme auffi,
Y- ~ '$ — 7' C'est la formule pour trouver le rapport qui ré¬
gné dans la progression ; comme aussi le second terme b in¬
connu; quand ces trois choies font données, le premier ter¬
me a, le dernier terme ?, & la somme des termes- r. Car,
~~~ est egaî au rapport f qui regne. dans la progression
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'& l'on a les trois premiers termes connus de la proportion
s— t. s — a : : a. b, dont le second terme b de la pro¬
gression est le quatrième terme.

. 4, Les formules pour trouver la somme des termes s d'une
progression } quand le premier terme a , le second b, & le
dernier t, sont donnés ,• comme auffì quand a , t & le rap¬
port commun• de la progression font donnés..

iP. Q u a n d a > t.
S 1 l'on multiplie les grandeurs égales *-f = -7Erjr par" la- * 527»

même grandeur s — a x b, on. trouvera as — a1 — b s — b t g
retranchant de chacune de ces grandeurs égales la même
grandeurs — a1, il viendra, a s—bs — az—b f, enfin divisant,
ces grandeurs égales par a — b, on aura s — -^sErs' C'est la
formule pour trouver la somme s d'une progression, le pre¬
mier terme a} le second b ôt le dernier t étant connus.

Si l'on multiplie chacune des grandeurs égales * ~ = jE~ *.527»-
par s — a., on aura ix^- — ax j— &— f; ajoutant à cha¬
cune de ces deux grandeurs égales la grandeur -\-ax~- — 1 sr
il viendra s x —— i-s —a x 1 ; enfin en divisant chacu-

? í

ne de ces dernieres grandeurs égales par ~ — 1, on trouvera
a x — — r

■s,~ ! . C'est In formulé pour trouverla somme s y
Z- — 1
2,

lorsque a,t & le rapport commun — sont donnés.
2p. Quand a < t

Multipliant chacune des grandeurs égales *4 — ' Z * • * PT s

par s — t x a, on trouvera b s — b t — a s — a1 ; ajoutant & 3
à'Chacune de ces grandeurs égales -i-bv ■— as, il viendra
b s — as — b t — az; enfin divisant chacune de ces gran¬
deurs égales par b — a, on aura j J •- C'est la for*
mule pour trouver s quand a > b, r sont donnés.

Ces grandeurs égales 7- = * étant multipliéës chacti- •*' j 27
ne par s — t, il en naîtra s x f -— t x f—s —a ; ajoûtant & 3 2^
à chacune de ces grandeurs égales + rx~ — i s, on aura-
sx f — i.í = t x -7— a; enfin divisant chacune par--*- —■1

Ciij,
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t * 7 3

jon trouvera s == ——^ . C'est la formule pour trou^
r

ver la somme s, lorsque a , t, f sont données.
pp. La formule pour trouver celui des deux termes a ou t qui ef le

plus grand lorsque l'autre est donné, & que lasomme des termes
s & le rapport. — font aujst donnés. On supposera ici t > a.

* $ 28. E n ajoutant à chacune des grandeurs égales * s x f — 1 s
= txí. — a, la grandeur •+■ a, il viendra s xf — ií+4=?Xj- ;
en divisant chacune de ces grandeurs égales par f, on trou-

S X — If + í

yera t = — . C'est Informulé pour trouver le
r \ c .■

plus grand terme r, lorsque la somme s, le premier terme a,
& le rapport commun f sont donnés. Si a étoit le plus grand
terme , il n'y auroit qu'à mettre dans la formule a à la place
de t, & t à la place de a, & -- à la place de f.

530. 6. La formule pour trouver le moindre terme a > lorsque le plus
grand terme t, la somme s 3& le rapport commun f font don-
nés.

* j'2p. E n ajoutant à chacune des grandeurs égales * s x ^ ií
-i-a—txf, la grandeur + is — sx f, on aura a — t x j—h 1 s
— s x f. C'est la formule pour trouver le moindre terme a,

lorsque s, f , & t sont donnés. Si t étoit le moindre terme, &
a le plus grand} il n'y auroit qu'à mettre dans la formule t à la
place de a, & a à la place de t, ôc L au lieu —.

La maniéré d'appliquer les formules à la résolution des Problêmes.
j'jl. Quand on voudra résoudre un Problême sur la pro¬

gression géométrique, qui aura rapport à quelqu'une desformules précédentes, il faudra substituer dans cette for¬
mule les grandeurs données à la place des lettres qui repré¬sentent ces grandeurs données, en faisant les opérations quifont marquées par la formule; & après ces substitutions on
aura la résolution que l'on cherche.

Par exemple, pour trouver la somme s de la progression
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ídont 128 est le plus grand & le premier terme a ; 1 est le der¬
nier terme t, 6c le rapport du premier au second terme est

r
a x t

fc= II faut substituer dans la formule * s = —y3- les
grandeurs données à la place des lettres qui les représentent^

5 128 X I
& l'on trouvera s = L _ i == 25 5*. En effet la progres¬
sion est-ff-i28.6'4.32.i<5'.8.4.2.i, dont la somme est 25$:

Cet Exemple suffit pour faire voir la maniéré de se servie
des formules précédentes.

Remarques. -

I.

2. Lorsqu'une progression géométrique va en dimi¬
nuant, pendant que le nombre des termes est fini, le der¬
nier & plus petit terme est toujours une grandeur finie. Mais
si l'on conçoit que la progression s'étend à un nombre infini
de termes, on apperçoit alors que le terme qui est, pour
ainsi dire , l'infinitiéme 3 est d'une petitesse infinie, qu'il est
moindre qu'aucune grandeur finie & déterminée, & qu'on
le peut regarder comme zéro par rapport à une grandeur fi¬
nie & déterminée.

II fuit de-là qu'en mettant zéro à la place du dernier terme s
jtt a x t

dans les deux formules *s == "a__b > r — — —, elles
r q 1

* £ x — *
deviendront s — ——- & s = — 2—, & elles feront les4 — o « j

q

formules pour trouver la somme d'une progression qui a un
nombre infini de termes, lesquels vont en diminuant»

Par exemple, pour trouver la somme d'une progression
infinie doubîe, dont le rapport commun est -f-, le premier
terme 2 —a, &c le second terme 1 = £ ; on substituera dans
j=== } 2 à la place de a, & 1 à la place de b, & la
somme de la progression double infinie sera r = 4»

r
a x —

En substituant de même dans s s=s ——1—,2 à la place1

*

de a, & -f à la place de ~on trouvera s = —1 = 4».
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On trouvera de la même maniéré la somme de toute pro-

rgression infinie qui va en diminuant; & l'on voit que cettesomme d'un nombre infini de termes est finie.
Iï.

Les Commençans doivent remarquer dans l'invention des
formules qui contiennent la résolution des principaux Pro¬blêmes fur les progressions arithmétiques & géométriques ,la facilité avec laquelle le calcul fait découvrir les résolu¬
tions des Problêmes des Mathématiques ; & combien ces
résolutions sont simples ôt générales.

SECTION II.
Où V on compare la proportion géométrique & la pro¬

gression géométrique avec la proportion arithmétique
& laprogrejjìon arithmétique ; & l'on explique la ma¬
niéré de joindre ensemble lesprogressionsgéométriques
Ô5 arithmétiques dans le calcul des grandeurs,

Remarques.
I. '
X

|

^51, Lorsqu'on cherche le quatrième terme x d'une pro¬
portion arithmétique a. b : c. x, dont les trois premiers ter-

*48 p. m es a, b, c font connus,* il faut faire l'addition des deux
moyens b ôc c, & ôter par la soustraction l'extrême connu a
de la somme des moyens b -h c, ôc le reste b -i- c — a est le
terme x que l'on cherche.

*
4po. Si le premier terme est zéro , o. b : c . x, * la feule addi¬

tion b + r du second & troisième terme donne b c — x.
* 4po. Si le dernier terme est zéro, a. b : x . o, * la seule sous¬

traction a — b, par laquelle on retranche le second ternie
b du premier a, donne a — b — x.

ï I.
s e -, a Quand on cherche le 4e terme d'une proportion géomé-} T

trique a . b : : c . x, dont les trois premiers termes sont con-
•*341, nus,* il faut faire la multiplication des deux moyens b & c,

ôc faire la division du produit bc par l'extrême connu (a);
ôc le quotient -N- = x est le 4e terme x.

Quand le ier terme de la proportion est i'unité 1. b : : c. x,
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(ce qui arrive * en toute multiplication ) la feule multiplica- * 72.
don des deux moyens donne bc = x. .

Lorsque le 4e terme de la proportion est l'unité a . b : : x . r ,
(ce qui arrive* en toute division) la seule division du pre- * lôdù
mier terme par le second donne 77= x,

! I 1.

y. D'où l'on voit que i'addition & la soustraction font dans
la proportion arithmétique, ce que ia multiplication & la di-
vision font dans la proportion géométrique.

IV.

íi6-, Dans ia progression arithmétique, le premier terme a Scla différence d de la progression étant donnés, si l'on veut
chercher un terme t qui soit autant éloigné du premier non
compris , que le nombre entier n contient d'unités, * il faut * 494
multiplier la différence d par n; ajouter le premier terme à ôtqcso.
au produit n d, êc a -h n d fera le terme t qu'on cherchoit
quand la progression va en augmentant ; il faut ôter n d du
premier terme a, & a — n d * fera le terme t quand la pro- * 49&
gression va en diminuant.

Si le premier terme est zéro, * la feule multiplication de la * 496".
différence d par le nombre des termes n, donne ±nd— t.

V. ■

Dans la progression géométrique, le premier terme (a)
étant donné avec le second ( b), ou bien le rapport du pre¬
mier terme (a) au second (b), c'est-à-dire -p ou si l'on veut
un terme (t) qui soit autant éloigné du premier (a ) non com¬
pris, que le nombre (n ) contient d'unités, il faut élever * le *
rapport y ou ~ à la puissance (n), & multiplier ou -~-

parie premier terme (a), = -Bh_; comme aussi
fera le terme (t) que l'on cherche. Si l'on veut celui qui est

ti »-j « x

également éloigné du côté opposé, on trouvera -—, ou
bien encore —— pour le terme (t) que l'on cherche.

Si le premier terme (a) est l'unité, il sussit d'élever le second
terme, qui est (b) ou q, à la puissance (n) , & l'on aura bn ou
qn == t. Si l'on veut le terme (t) qui est de l'autre côté égale¬
ment éloigné du premier (1), on trouvera -- == b~ 1, ou

Tome II. D
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~~ = q~~n}, ce qui est évident en substituant l'unité à la
place de a. VI.

j, 38. D'où l'on voit que le rapport commun ™ ou y , qui regne
dans la progression géométrique, tient lieu de la différence d
qui regne dans la progression arithmétique. Mais dans la pro¬
gression arithmétique pour avoir un terme t autant éloigné du
premier a non compris, que le nombre « contient d'unités, il
ne faut que multiplier d par n, & ajouter le terme a au pro¬
duit n d, ou retrancher n d de a; ce qui donnera a ±_nd—t,*
©u quand le premier terme est zéro, ±-nd = t : dans la
progression géométrique il faut élever le rapport commun,:
£- ou X à îa puissance (n), & multiplier ou par le pre¬
mier terme (a), ou diviser (a) par — ou par — ; ce qui don¬
nera -- = t, ou — t, quand t est le terme-

a a' r 1

qui est vers la droite ; ou, a"..n- == t, ou — t,,quand tD £

est le terme du côté opposé. Et quand a = i , il- suffit d'é¬
lever -y ou X à la puissance (n)-, & l'on aura b" — t, ou
qn = t; & quand c'est le terme t également éloigné de l'auy
ï-re côté, ~ == b-" ' — t, ou -V- = q~~ n — t».b ?

Ainsi la multiplication fait dans la progression arithméti¬
que , ce que la formation des puissances fait dans la progres¬
sion géométrique; parce qu'un ternie quelconque t dans la:
premiere , n'est que l'addition de la. différence d répétée au¬
tant de fo s qu'il y a d'unités dans le nombre des termes n
{en joignant par -+- ou — ,nd au premier terme n quand ii
n'est pas zéro);& dans la seconde, le rapport d'un terme

* quelconqu. (0 au premier (a)*étant composé d'autant de rap-
& 599' ports égaux à -- ou y qu'il y a d'unités dans le nombre (n) qui

marque l'éloignemént où (t) est du premier terme (a), la mul¬
tiplication de y paty, ou de ~ par X réitérée autant de fois-
qu'il y a d'unités dans (n), c'est-à-dire l'élévation de ~ ou de-

* 3%9 y à îa puissance (n)* est le rapport composé yjainsi, -&• == y j.
399' & en multipliant chacune de ces grandeurs égales par (a) , on,

a le terme t = Quand a.== ì {& pat conséquent r=== i)^,
Ion. a. t — cì\..
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VII.

y39. Dans la progression arithmétique, îe premier terme a, lé
terme r, & le Sombre n qui marque le nombre des termes
depuis a non compris, jusqu'à t compris., étant donnés , si
l'on veut la différence commune d de la progression, * il faut *
ôter le premier terme a du dernier t} & diviser t — a par le
nombre des termes n, & * '~a- = d; & si l'on ajoute le pre- S°^(-
plier terme a,le second terme b sera '~a ■•+- a — *+ " ~ ' x

Quand le premier terme a — o, il faut simplement divi¬
ser? par n, & ~ sera la différence d, & en même temps le
second terme. Ce qui est évident en substituant o à la place
de a.

On doit remarquer que diviser ? — a par n,out-\~n — 1x3
■par n, ou enfin t par n, * est la même chose que de muid* * 498.
plier ces mêmes grandeurs par ^;car on aura par la divi¬
sion faite par n, & par la multiplication faite par -~s les mê¬
mes grandeurs ■ ' , f + °7'X° »

VIII.

J.^0. Dans ïa progression géométrique, le premier terme (a),
un terme (t) étant donnés avec le nombre (n ) qui marque
combien ( t ) est éloigné de ( a ) non compris, si l'on veut, le
rapport commun — , il faut diviser (t) par (a ), & ensuite
tirer la racine (n) de -b l'on aura *' y — \/~. Et si l'on mul- * 526,
tiplie chacune de ces grandeurs égales par (a), on aura le
second terme ■* b === = a = y'a" — 11. * s 26,

Lorsque a = 1 , le rapport commun est ~ = 5J/-7, & le
second terme b = ^ == \/u Ce qui est évident en substi-
tuant ( 1 ) à la place de (a).

I X.

^41* D'où l'on voit que ce qui se fait dans îa progression géo¬
métrique par l'extraction des racines, se fait dans ia progres¬
sion arithmétique par la division, ou, ce qui revient au mê¬
me , * par la multiplication des fractions. *

D ij
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La maniéré dont les deux progrejjions géométrique
& arithmétique se joignent ensemble*

A

- The'oremj»

Â -H- a0 ou bien i. a1. az. aï . a*. a?. ae. a7, &c;,
B O I I X I ì I X-H- &c. -r--r -..-j-. -x-. —r . — . — . ï ou u »a' a0 a5 ai a «

T o u t e s les puissances d'une même grandeur représentée
par a, dont les exposans sont de fuite tous les nombres en¬
tiers 1.2.3.4 5 &c- sont une progression géométrique A, dont
le premier terme est l'unité, & ie rapport commun de deux
termes consécutifs est fen allant de gauche à droite, & - en
-revenant de droite à gauche. Tous les exposans 1.2.3, &c'
font une progression arithmétique, qui a pour premier terme
zéro , en supposant que zéro est l'exposant de l'unité , laquelle
est le premier terme de la progression géométrique ;& pour
mieux représenter cet exposant zéro de l'unité, on met <3° à
la place de l'u-nité dans la progression géométrique A. La dif¬
férence commune de la progression arithmétique est 1.

Les mêmes puissances de a étant mises de fuite pour les
dénominateurs de fractionsdont l'unité est le numérateur, de
façon qu'elles aillent de droite à gauche depuis l'unité ou aP,
sont aussi une progression géométrique B ; le rapport commun
de deux termes consécutifs, en allant de droite à gauche, eí|

, ôc en allant de gauche à droite ce rapport est ^.
Corollaire L

C -if- &e. A . 4 • -4.4■. T. a°. a1. az. aï. a*, sl?. a6, ôcc.1a6 a5 a*: a1 a* a.1 '

D -rr- êtc. a"6. a-*>. ct-4. a~ï. a~z. a~l. a0, a1. az. aï. a4. a1), íss,&:c.
Les deux progressions géométriques A & B étant jointes

ensemble ne font qu'une même progression géométrique C;
le rapport commun est ~ en allant de gauche à droite, & fen
allant de droite à gauche.

DÉFINITION OU Supposition.

Pour joindre la progression arithmétique à la géométri¬
que (ce qui est de grand usage dans les calculs), au lieu
d'écrire les termes qui font à la gauche de a° comme ils sent
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dans G, on les écrit comme on les voit en D; c'eít-à-dire

• an lieu de ~r. -jr, &c. on écrit a~l, a~z, a~ 3, &c.
par ce moyen les deux progressions géométrique ôc arith¬
métique font jointes ensemble en D.

Les puissances de a font la progression, géométrique ; les
expofans de ces puissances de a font la progression arithmé¬
tique ; l'unité ou a0 dans la progression géométrique , est
entre les puissances positives de-a, & entre les puissances
négatives de a ; zéro dans la progression arithmétique est
entre les termes positifs & entre les termes négatifs de cette
progression arithmétique.

Si6- On pourroit aussi marquer l'union des deux progressions
géométrique & arithmétique d'une maniéré générale, com¬
me on le voit en E.
E 4s- &g. ar6A.arlA.ar*A.a~îà.ar*A.a~*d.a°. ald.aìd.aid.rid.a^.a6i, &&L
La lettre d, qui est la différence de la progression arithmé¬
tique , représente telle grandeur qu'on voudra, qui est l'ex-
pofant de la puissance de a qui fait le second terme à droi¬
te d'une progression géométrique dont a0 ou l'unité est le
terme d'où commencent les termes positifs qui vont à droi¬
te , & les négatifs qui vont à gauche ; le rapport commun est

de la gauche à la droite dans le sens opposé.
corollaire i i.

<47. Supposant que n représente, dans les deux progress
fions unies géométrique & arithmétique , le rang d'un terme
quelconque depuis a0 non compris; il est évident qu'en pre¬
nant ce terme quelconque, qu'on nommera T dans, la pro^
gression géométrique, & le terme correspondant r dans la
progression arithmétique, il y a autant de rapports compo-
fans égaux chacun au rapport commun, entre a°'£c T, que la
différence est contenue de fois dans t.

Par exemple si T — a* pris dans D, *' dans ce cas ri— 4, * yqq..-
& t — q; la différence 1 est 4 fois dans l'expofant 4 de
& il y a quatre rapports compofans égaux chacun à -jr dans
le rapport du terme a° au terme T = a4 ; ou, si l'on veut, il j
a quatfe rapports égaux chacun au rapport —V interposés en¬
tre a0 & ie terme quatrième a4 depuis a0 non compris..

B
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* Ds même dans E *le 4e terme après a° est a*dr= T ; Potí

a 73 — 4; îa différence commune de la progression arithmé¬
tique est 1 â; le rapport commun de la géométrique est ~~ ,

le 4e terme de l'arithmétique est t — 4Ì: ainsi comme 1 d
est 4 fois dans t — 4 d, il y a de même quatre rapports égaux
chacun à interposés entre 1 ou a° & a^d.

Corollaire III. Supposition ou demande.

548. Dans la progression géométrique CouD, outre les ter¬
mes qui y font marqués , c'est-à-dire outre les puissances par¬
faites de a prises de fuite vers la droite de a0} & les mêmes
puissances de a mises de fuite vers la gauche au dénomina¬
teur d'autant de fractions dont le numérateur est l'unité ; ou¬
tre ces termes,dis-je, on peut concevoir entre deux termes
consécutifs un nombre indéfini d'autres termes de la même
progression géométrique, de maniéré qu'entre deux termes
consécutifs il y ait un même nombre indéfini de moyens pro¬
portionnels géométriques, sçavoir un nombre indéfini de ces
moyens proportionnels entre a0 & a1, & entre a° & ~ i îe
même nombre indéfini de moyens proportionnels entre a1
& a1, & entre ~ & & ainsi des autres.

On peut concevoir en même-temps dans la progression D ,
îe même nombre indéfini de moyens proportionnels arith¬
métiques, dont chacun soit le correspondant du terme de
la progression géométrique,qui est dans un même éloigne¬
ment du terme a0 tant vers la droite que vers la gauche,
de maniéré que chaque terme de la progression arithmé¬
tique soit l'exposant au terme correspondant de la géomé¬
trique.

Voici la maniéré dont on le peut voir clairement. On
conçoit évidemment qu'entre a° & a1 il peut y avoir un

*404. moyen géométrique proportionnel * y a1 ; deux moyens
{/a1 , {/ az ; trois moyens y a1, y a1, \/aï ; quatre moyens
■ya1, ya1, yài, y a"' ; & ainsi à l'infini.

En concevant ces mêmes moyens chacun au dénomina¬
teur d'une fractiomdont le numérateur soit l'unité, on con¬
cevra clairement le même nombre indéfini de moyens pro¬
portionnels géométriques du côté de la gauche entre a? &
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'

2 —!_ '
Par exemple y a1 est un moyen entre a0 ôc ali \/ax} ya1 sont
deux moyens entre a° ôc J-~-- , ôc ainsi à l'infini.

Ce qu'on vient de dire pour faire voir comment on peut
concevoir un nombre infini de moyens géométriques pro¬
portionnels entre a° 6e a}, & vers la gauche entre a° 6c
~} suffit pour faire clairement appercevoir qu'on peut con¬
cevoir le même nombre indéfini de moyens géométriques

_J T

proportionnels entre a1 6e az, entre a1 6c az ; entre ax ôe aï v
Y V

ôc entre a1 6c n?, ôe ainsi à l'infini^tant vers la droite que
vers la gauche de a°.

Voici la maniéré d'appercevoir clairement les moyens
arithmétiques proportionnels dans la progression arithmé¬
tique des exposons qui font correspondans aux moyens géo¬
métriques qu'on vient d'expliquer, ôc qui leur servent d'ex-
posons. II est évident qu'on peut concevoir dans la progres¬
sion arithmétique des exposons de la progression D,.* un * 5*07
moyen arithmétique proportionnel entre o Ôc s ? qui est^; 6c 4PP»
qu'on peut concevoir deux moyens j, trois moyens ~,
~, quatre moyens j, j j ) t 7 j &■ ainsi à l'infini.

II est clair que les mêmes moyens chacun avec le signe —
feront le même nombre indéfini de moyens arithmétiques
proportionnels à la gauche de zéro dans la progreffion des
exposons de D entre o 6c — 1. Car *-f o. = — 1 ; *485^

2 T. . „ « Y ' 2 % A *
T O . 3 . 3 . j ■— 13 . O . 4 . 4 • 4. 4 — - îj G. w
On peut donc concevoir le même nombre indéfini de
moyens arithmétiques proportionnels entre o 6c í■ s qu'en¬
tre o ôc — 1 , ôc de même entre 1 Ôc 2, — 1 6c — 2 ; entre
2 ôc 3 , — 2Ôc — 3 > ôc ainsi à l'infini.

Ce qu'on vient de faire voir fur ia maniéré de concevoir
un nombre indéfini de moyens arithmétiques proportion¬
nels entre les exposons o êt 1 , o ôc — i-, égal au nombre in¬
défini de moyens géométriques proportionnels entre a0 ôc a
<g° ôc a"1 = — , ôc de même entre deux autres termes confié-
cutifs de D, fiuffit pour faire appercevoir clairement qu'on,
peut concevoir dans la progression arithmétique des expo-
fans de JD j un nombre indéfini de termes correspondans au
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nombre indéfini de termes de la progreílion géométrique;
& que chacun des termes de la progrefíìon arithmétique est
l'exposont du terme correspondant de la géométrique.

On peut aisément appliquer à la progression générale E
tout ce qu'on vient de faire v.oir sur la progression D. »

Pour faire voir plus distinctement aux Commençans ce
qu'on vient de dire, on a mis ici la progression géométri¬
que F , dans laquelle ils verront entre les termes de la pro¬
gression géométrique G , trois autres termes moyens pro¬
portionnels géométriques, c'est-à-dire trois termes dans F,
entre deux termes consécutifs de C, & cela suffira pour leur
faire appercevoir qu'on y en peut concevoir un nombre infini
au lieu de trois.

Ils verront dans G les deux progressions géométrique ôc
arithmétique jointes ensemble; la géométrique est celle des
puissances & des racines de a, & l'arithmétique est celle des
termes arithmétiques qui font les exposons des termes géo¬
métriques; & quoiqu'il n'y ait que trois moyens dans G en¬
tre deux termes consécutifs de Décela suffit pour leur faire
concevoir Les autres qu'on y peut supposer.

Arr J. _1 î ± J _i J J_ jï J _I -
P"a? ' a1 — V<$ * Va7 ' V^a6 ' ~Vrf ' ^a* ~~ ct1 * Va* ' V ^ ' V^ '

a\^,. ^a6. f .Va* = #. Va?:
n — 2 , í Z £ I , _ ± i 1 '
Çtc. a *.a - — a ♦. a *,.a *.a *. a"1 = a + .a *. a

o - - ■ i i T ' £ Z 2 ,2 c,-„A° . a*., a*., a*,.a+ — a1 . a*. a*. a*.. a* — a1. a* j otc.

Les Commençans, après avoir étendu par l'esprit le nom¬
bre de trois moyens proportionnels marqués dans G entre
deux ternies consécutifs de D, à tel autre nombre qu'ils
pourront imaginer de moyens proportionnels, pourront
appercevoir les termes infinis de deux progressions géomé¬
trique & arithmétique jointes ensemble dans la progres¬
sion H. On y suppose que n — i représente le nombre tant
grand qu'on voudra des ternies moyens qu'on peut conce¬
voir entre deux termes consécutifs de D, comme entre a°
Ôc a1 ; & ôtant— i , n représente ce nombre de moyens en¬
tre a° & a1, & de plus le terme a1. On y suppose encore
que p représente successivement tous les nombres entiers
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1.2.3 • 4 > &c. jusqu'à ce qu'on soit arrivé au nombre n,
& aux nombres multiples de n ; ainsi chaque terme où est p
représente autant de termes moyens entre deux termes
consécutifs de D, qu'il y a d'unités dans n — 1.

r_r a n . 1 n 1 n —*• P .. » " " ~ P
j'ts' H -H- &>c. a n = a~ì. a n . a n = a~z.a n .a n ==

p JL n n -f» p . án- ì " 4* P * n

tí-1.^ n .-a°.aa .an =al.a n a n = az.a n =d3,&C«
Explication de cette progrejsion H. Dans cette progression ,

i°. « marque tel nombre entier qu'on voudra, c'est- à-direyl'on peut concevoir que n représente successivement tous les
nombres entiers : ainsi cette progression représente toutes les
progressions possibles de toutes ies puissances possibles d'une
grandeur-quelconque représentée par a.

20. a0 représente l'unité à la droite de laquelle sorrt de suite
tous les-termes de la progression qui surpassent l'unité dont
les exposans font positifs, & à la gauche de laquelle font defuite tous les termes de la progression moindres que l'unité,dont les exposans font négatifs. Tous les termes dont l'ex-
posant n'a que « & les multiples 2 n, 3 n > &c. de w > au numér
rateur, & n au dénominateur, font visiblement les termes de

n 2 n 3 "

îa progression D. Car a" = a1, a " — a1 = àì9 &c=
n

—^ 2 n

De même a " = a~x 3 a u — arz, &c.
30. Dans la progression H, il y a entre deux termes con¬

sécutifs de la progression D , un terme interposé dans l'ex-
posant duquel fe trouve p ; chacun de ces termes interposésdans l'expofant duquel fe trouve p, marque tous les termes
moyens proportionnels entre les deux termes consécutifs en¬
tre lesquels ce terme est interposé. Voici comment.

II faut supposer que p représente successivement tous les
nombres entiers pris de fuite, 1,2.3,4, 3, &c. jusqu'au nom¬bre entier qui est égal au nombre qu'on suppose représenté
par n exclusivement. Par exemple, dans la progression G, oùl'on suppose n — 4, il faut concevoir que p représente succes¬
sivement les-nombres 1.2,^3 tous les termes moyens entren ■ 2 n ■

+

a " = a1, & a n ==? az, représentés par le terme moyen" + p . * 4-1 4 4- Î 4 + 3
, e 7

a " , font a 4 , a 4 ,a 4 , ou bien a*, cd, a*. 11
Tome IL E
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en est de même de toutes les autres progressions dans les-*
quelles n représentera un autre nombre entier quelconque
au lieu de 4 qu'on vient de lui faire représenter.

40. D'où l'on voit clairement qu'en supposant dans las-
progression H , que n représente le nombre entier le plus
grand, pour ainsi parler, qu'on puisse concevoir, chaque
terme dans l'e.xposant duquel est p représentera le plus grand
nombre de moyens proportionnels, entre deux termes con¬
sécutifs , qu'on puisse concevoir.. Et c'est ce que l'on suppose
dans la progression H..

Corollaire IV.

Toutes les puissances possibles d'une grandeur quel¬
conque représentée par a, ôt toutes les racines possibles de
cette même grandeur & de ses puissances, font contenues-
dans la progression géométrique H qu'on vient d'expliquer,
êc se trouvent parmi ses termes ; à la droite de a0 elles sont-
au numérateur de fractions dont l'unité est, le dénomina¬
teur; leurs exposans, qui font une progression arithmétique,
font positifs; à la gauche de a0 ces puissances font censées au
dénominateur de fractions dont l'unité est le numérateur ;
<8t les exposans, qui font une progression arithmétique, font
négatifs. Tous les nombres possibles, soit entiers, soit rom¬
pus , positifs ôc négatifs, se trouvent parmi les termes de la
progression arithmétique.

définitions'.

Tous les termes de la progression géométrique conte¬
nue dans H qu'on vient d'expliquer , s'appellent les puissan¬
ces de. la grandeur représèntéè par a; les exposans de cha¬
cune de ces puissances, qui font la progression arithmétique
contenue dans H, déterminent ces puissances, & font voir
quel rang chacune occupe dans la progression géométrique
depuis l'unité ou

Les puissances dont les exposans font des nombres entiers,.,
s'appellent parfaites ou entieres ; celles dont les exposans
font des nombres rompus, s'appejlent imparfaites ou. rom¬
pues; celles dont les exposans sont positifs, s'appellent posi¬
tives ; celles dont les, exposans sont négatifs, s'appellent, «é-
gatives*,-
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remarqu e.

D'où l'on voit que quand une grandeur a un exposant,
cela marque qu'il faut la regarder comme uue puissance, &
la concevoir dans une progression géométrique infinie H,
dans laquelle la grandeur proposée est représentée par a, &
son exposant marque le quantième terme, elle est de cette
progression, en comptant depuis l'unité vers la droite quand
I'exposant est positif; & vers la gauche quand il est négatif.

Quand I'exposant est un nombre rompu comme ou
_P_

en général a* , si on veut rapporter cette puissance aux ex¬
pressions incommensurables par le signe V, le dénomina¬
teur de I'exposant marque I'exposant du signe V, ôc le nu¬
mérateur .marque I'exposant de la puissance de la grandeur

i jl

qui est sous le signe. Ainsi sl4 = %/aì . aq
Corollaire V.

D a n s la progression H on doit entendre que le terme le
plus proche de l'unité ou de a0 dans la progression géométri¬
que^ est une grandeur qui ne surpasse l'unité que d'une gran*
deur la plus petite qu'on puisse concevoir, de maniéré que
le rapport de l'unité à ce terme qui la fuit, ne différé pres¬
que point du rapport d'égalité. Ce rapport si peu différent
du rapport d'égalité, est le rapport commun qui regne dans
îa progression géométrique ; Ôc l'éloignement où est un
terme quelconque T dans la progression géométrique, de
l'origine a0 ou i, se compte par le nombre des petits rap¬
ports égaux au rapport commun qui sont interposés entre
a0, ôc T. S'il y a, par exemple, ïoo de ces petits rapports
égaux interposés entre a° ôc T, le ternie T est le centième
après à0.

Dans la progression arithmétique des exposons, le terme
qui fuit zéro, & qui est Pexposont du terme correspondant
qui suit a° dans la progression géométrique , est aussi une
grandeur la plus petite qu'on puisse concevoir ; & c'est la
différence qui regne dans la progression arithmétique des
exposons. Un terme quelconque t de la progression arithmé¬
tique des exposons correspondant au terme T de la progrès-
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lion géométrique , contient autant de fois ia différence com-
mune qu'il y a de petits rapports égaux interposés entre a0 &.
T dans la progression, géométrique..

Ce Corollaire est: évident par i'explication de la progres¬
sion H. On ne le doit entendre que de la progression H
complette , c'est- à.- dire lorsqu'on, conçoit qu'elle condent
tous ses termes. Car. les termes entre lesquels il y a un même* 3^8. nombre, de termes interposés, * faisant aussi une progres¬
sion,.quand on prend une. de.ces progressions particulières.,
comme D, ou comme G dans la générale., & que a0 est l'un,
de ses termes, le rapport commun de cette progression par¬
ticulière est celui de a0 au terme qui le fuir, & la différence
commune de la progression arithmétique des exposans des
termes de cette progression géométrique particulière, est le
ter.me ou.l'exposant qui suit zéro..

Corollaire VI.,

554' Corollaire précédent, que deux termes quel¬
conques, qu'on nommera T & L, étant pris dans la progres¬
sion, géométrique H, & leurs deux termes correspondans-
t & / étant pris dans la progression arithmétique H ; le nom¬
bre des petits rapports égaux interposés entre a? ou i & T,
qu'on nommera M, est au nombre des petits rapports égaux
interposés, entre a° ou i & L qu'on nommera n, comme
t est à /. Car nommant, d la différence qui regne dans la pro-* 4P5" • gression arithmétique ,il est évident * que t =-N d /=^= nds
Or == Bar conséquent ~ .=j -p..

Corollaire. VIL.

555* ne sçauroit prendre dans la progression géométrique
H quatre termes-soit prochessoit éloignés les uns des au¬
tres, qui íaffent entreux une proportion géométrique, que
leurs quatre exposans dans la progression arithmétique nc
fassent une proportion arithmétique*

On ne fçauroit prendre dâns la progression géométrique
plusieurs termes soit de fuite, soit éloignés-les uns des autres,
qui fassent'entr'eux-une progression géométrique-* que les ex-
posáns de ces termes , pris dans lemême ordre, ne fassent aussi,
entr'eux une progression arithmétique.

Gn ne fçaurok prsndse aussi dans la- progressison'arhhmi-
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tique H quatre termes soit proches, soit éloignés les uns
des autres, qui fassent une proportion arithmétique; ni plu¬
sieurs termes soit proches, soit éloignés les uns des autres ,
qui fassent une progression arithmétique que les te.rmes
correfpondans de la progression géométrique H pris dans
le même ordre, ne fassent aussi une proportion ou une pro¬
gression géométrique. Car les termes pris de la progression
géométrique ne fçauroient faire une proportion ou une pro¬
gression géométrique, qu'il n'y ait entre les termes de cette
proportion où progression, qui font des rapports égaux, * 1s *
même nombre de petits rapports égaux- au rapport com¬
mun ; ce qui doit faire que les exposons de ces mêmes ter¬
mes, pris dans le même ordre, se surpasseront d'un même
nombre de différences égales chacune à la différence com¬
mune. Par conséquent les exposons feront auíïï-une propor¬
tion ou une progression arithmétique. D'où il est évident
que fi les exposons font aussi une proportion ou une progres¬
sion arithmétique, les termes correfpondans pris dans le mê¬
me ordre, feront une proportion ou une. progression géomé¬
trique..

cor o l l a i r- e vi ï l

Une même grandeur, telle qu'elle, puisse être,repréfen*-
tée par a, élevée à une puissance quelconque, ne change
point de valeur lorsqu'on lui donne des exposons différens-
qui sont tous équivalens.

ì 2 1 X, 2 ■' *7
Par exemple a~ — a*~= a" — a*; en général az — aíXa

en supposant que.ra représente un nombre quelconque. De
S 2X5 3 X S 4X 5 ^ n-X 5.

même a* — a1** = «3 * + — a*** ;engénérala + =-<3n><4.-
i°. Ce Corollaire est évident quand l'exposont est équi¬

valent à un. nombre entier. Par exemple, il est clair que
«3 = a1- = ar = , & en général qu'en supposant
que n & p représentent chacun un nombre entier quelconv -

JL. JLB

que = p.
20. Quand l'exposont donné est une fraction 3 il'fautso-

réduire- aux moindres-termes;& il est clair après cela qu'en-
écrivant o., .& de. fuite les fractions, dont les numérateurs

E. %
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seront les nombres naturels i , 2, 3,4, &c. ôt dont le déno¬
minateur commun fera celui de l'expofant réduit aux moin¬
dres termes, on aura une progression arithmétique. Par exem¬
ple , si l'expofant réduit aux moindres termes est on aura la
progression arithmétique K. 4- o. f. f. ^ — 1. f. -£. f-. |=a.
Elle suffit pour faire concevoir que c'est la même chose de
tous les exposans rompus.

Dans cette progression arithmétique, l'expofant donné est
parmi les moyens entre o ôt le nombre entier le plus proche
•en dessus de l'expofant qui est ici f= 2. Le rang qu'occupe
l'expofant^ dans cette progression arithmétique, est marque
par ie nombre des unités du numérateur, c'est-à-dire le nu¬
mérateur y marque que l'expofant est le 5e moyen propor¬
tionnel arithmétique entre o & ~ = 2. Le nombre des
moyens de cette progression arithmétique entre o & le
nombre entier le plus proche en dessus de l'expofant qui estici 2, est toujours égal au produit du dénominateur de l'ex¬
pofant donné (lequel dénominateur est ici 4) par le nombre
entier le plus proche en dessus, en diminuant ce produit
d'une unité. (Dans cet exemple le nombre des moyens en¬
tre o & 2 est 4 x 2 — 8, en diminuant 8 d'une unité ; c'est-
à-dire il y a 7 moyens entre o & 2 ).

Les termes de la progression géométrique H, corref-
pondans aux termes de la progression arithmétique K dont

yyy. on vient de parler, * font aussi une progression -géométriqued'un même nombre de termes; ie rcr -est 1 ou <s°; le der-
l~ Z

nier est a* . II y a le même nombre de moyens géo¬
métriques entre ces deux extrêmes, qu'entre les extrêmes
o & == 2 de l'arithmétique ; ôt le rang qu'occupe le
moyen géométrique, qui a pour exposant l'expofant don-
íié dans notre Exemple a*, est aussi le ye après <3°. Cet¬
te progression géométrique jointe à l'arithmétique K, estjl 11 û 1 J£ 1 1

JL Ht- • a'. a'r. a* = a1. a*. a* > a* . a* — a1.

Qu'on multiplie à présent les deux termes de l'expofant
proposé, qui est ici ~ , par un mêm;e nombre entier, tel qu'on
voudra, qu'on nommera n, (ce qui donnera à l'expofant tou¬
tes les expressions équivalentes qu'il peut avoir) ÔC qu'on
conçoive en même-temps l'antécédent ôt le conséquent de
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chaque autre terme de la progression arithmétique multi-7 n 2. n 3 n 4 n f n

pliés par »,on aura M ~ a°.a*a. a**. a*u. a*"= a1 .a""*
6 n 7 n fin

„ 4 n _ 4 n _ 4 n
<èd • A • A — ■■■ - A •

II est clair que la progression arithmétique dans M demeure
la même que dans-L, les termes de L conservant chacun la
même valeur dans les termes correspondans de M, & l'ex-
posant préposé devenu demeure le 5e de sept moyens
arithmétiques entre les mêmes extrêmes o & = 2.8 n

Les extrêmes a0 ou 1 & a4n == a2- de la progression
géométrique dans M , font aussi les mêmes que dans L ; le*

J—

5e moyen géométrique a4" dans M est donc le même
que le ye a5 dans L.

Par conséquent toutes les expressions équivalentes d'un
exposant ne changent point la valeur de la puissance dont il
est l'exposant.

corollaire ix.

îl-est évident qu'entre les puissances d'une même gran¬
deur a qui surpasse l'unité, la puissance dont l'exposant est plus
grand surpasse la puissance dont l'exposant est moindre. Car
la puissance dont l'exposant est plus grand, est un terme de la
progression géométrique H plus reculé de l'unité ou â°,que.
n'est pas la puissance dont l'exposant est moindre ; ôc il est
clair que la progression géométrique va en augmentant quand-
le terme qui suit l'unité est plus grand que l'unité.

Remarque.

Quand une puissance a un exposant incommensurable 9
comme aVi, & en général a % (ce qui arrive quelquefois
dans la géométrie des courbes méchaniques, coa;me on le
peut voir dans l'Analyse Démontrée, page 852, Remarque:
5e) , on peut la concevoir cette puissance parmi les termes
de la progression générale H, c'est-à-dire on peut concevoir
cette puissance parmi les termes de la progression géométri¬
que H, & la grandeur incommensurable, qui est l'exposant
de cette puissance, parmi les termes de.la progression arith-
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métique H. Voici-comment. La grandeur incommensura¬
ble, qui est l'exposant de certe puissance, qu'on nommera/,& la puissance a', çette incemmensurable , dis - je, est unevéritable grandeur, & elle ne différé d'un nombre qu'en cequ'elle ne contient pas exactement l'unité comme les nom¬
bres entiers, ni une partie aliquote de l'unité comme les
nombres rompus. Mais en concevant l'unité divisée en un

très-grand nombre de petites parties égales ou d'aliquotes ,Tincommensurable ; en contiendra un certain nombre avec
un petit reste moindre qu'une de ces aliquotes. Nommant r
ce petit reste, & s la petite grandeur qui manque à ce reste r
pour être égal à l'une' de ces petites aliquotes de l'unité ,
r + í fera une de ces petites aliquotes , ôcy — r fera le nom¬bre exact immédiatement plus petit que Fincommenfurabley,ôc ; -h s fera le nombre exaét immédjatement plus grand
que j,- de forte qu'on pourra concevoir l'incommenfurable ;
comme située entre les nombres; — r, ôc j -+-,s.II est évident qu'en concevant l'unité partagée en aliquo¬tes plus petites que les précédentes, le reste r, dont l'incom¬
menfurable; surpasse le nombre en dessous; — r,deviendra
plus petit; le nombre en dessous; — r augmentera ôc s'ap¬prochera davantage de l'incommensurablë ôc le nombre
en dessus; -4- s diminuera en s'approchant aussi de ;„En continuant de partager par l'eíprit ces dernieres ali¬
quotes de l'unité de plus petites en plus petites, le nombre
en dessous ; — r deviendra de plus grand e,n plus grand, ôcs'approchera toujours de plus en plus de l'incommenfura¬
ble;,-ôc le nombre .en dessus j ~hs diminuera toujours, ôcs'approchera de plus en plus de fi bien qu'après des par¬
tages infinis, c'est-à-dire en concevant l'unité divisée en un
nombre infini de petites parties égales ou d'aliquotes, onapperçoit clairement que le nombre en dessous; — r, ôc lenombre en dessus ; •+• s se réuniront en la grandeur; ,* ôc cesnombres étant conçus comme tous les autres nombres com¬
pris dans la progression arithmétique des expofans de H, on
peut aussi concevoir que l'incommenfurable j y est com¬prise.

D'où il fuit qu'on peut concevoir la puissance a'1 qui a
pour exposant l'incommenfurable j , comprise parmi les ter?
mes de la progression géométrique H.

Usage
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Usage de Vunïon des deux prcgrejjlons géométrique
& arithmétique dans les calculs.

Le calcul général des puissances d'une même grandeur pat
le moyen des exposans.

Demand.e ou Supposition.

qu'u n e grandeur est donnée, par exemple a}
& que l'exposant de la puissance à laquelle on la veut élever
est connu, par exemple «, il n'y a qu'à écrire l'exposant don¬
né au-dessus de a vers la droite, & an est la puissance qu'on,
demande.

La Multiplication.

$60. Pour multiplier les puissances d'une même grandeur îes
unes par les autres, il faut ajoûter les exposans de ces puis¬
sances, & écrire leur somme pour l'exposant de la grandeur,
ôt ce sera le produit que l'on cherche.

Pour multiplier al par a">, il faut ajouter les exposans 3 ôc
& écrire a% pour le produit de al par

- 1 \ +■ -
De même le produit de a1 par a1 eít az 5 = a
Le produit de aï par a~2 est aï -1 .= a1.
Le produit de aï par a est a z — az.

i s -h 1 —

Le produit de aï par a5 est a 3 = a3.
Le produit de a 3 par a 5 est a

JL " | g
Le produit de af par aq est ap = a
Le produit de a" par a~ est a~*~z — a

6

--+-q n4-°^
2p -4- i

7 n — p

Le produit de a + b par a-+- b est a -J- b
n -4-jl 11 1^ nr +;p1

! Le produit de ap par cT~ r est ap ~~ ' =5 a pr .

la division,

f6l. Pour diviser la puissance quelconque d'une grandeur
par telle puissance qu'on voudra de la même grandeur,
jl saut retrancher l'exposant du diviseur de l'exposant du di-

Tome II, F
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vidende, écrire le reste pour l'expofant de la grandeur, Sç
ce sera le quotient.

Ainsi le quotient de a* divisée par aï est a* - 2 == a\
Le quotient de a* divisée par a~ 3 est a * *3 = à7. ^

Le quotient de ct4 divisée par a ~ est a ^ ~ a
Le quotient de aï divisée par a 4 est íï 4 — a*.
Le quotient de a 1 divisée par a est a 1 = a*.
Le quotient de ct" divisée par av est a"~~p.

n 2L. Jf| mmmmm I :
Le quotient de <s + b divisée par a-\rb? est a+b p=a-bb

I_ J__ J_ . _4_
Le quotient de divisée par a 3n est aa ia = aía.

_ JL I * _P_ — n c
Le quotient de a p divisée par^ est a p H = <t p

Líî formation des puissances, o» maniéré d'élever une puis
fance donne e à une puijjance quelconque dont Fexposant' eji
donné, & en même- temps l extracìion de la racine quelcotit
que dïune puissance proposée telle qu'elle puisse être.
Pour élever une puissance donnée à une puissance quel¬

conque dont l'expofant est donné, qui peut être un nombre
entier positif ou négatif, ou bien un nombre rompu positif
ou négatif dont le numérateur est l'unité ; il faut multiplier
l'expofant de la puissance proposée par l'expofant donné ,
& écrire le produit des deux exposons pour l'expofant de la
grandeur, êt ce fera la puissance qu'on demande.

On remarquera qu'élever une puissance quelconque à la
puissance dont l'expofant donné est un nombre rompuqui a
l'unité pour numérateur, c'est la même chose * qu'en ex¬
traire la racine dont le signe radical V auroit pour expo¬
sant le dénominateur du nombre rompu, qui est l'expofant
donné. Par exemple , élever a1 à la puissance c'est la mê¬
me chose qu'extraire la racine 3 e marquée par £/, de aï.

Pour élever az• à la puissance dont l'expofant est -+- 3 , il
fàut multiplier 2 par 3 , & écrire azXl = a6 pour la puis¬
sance qu'on cherche»

Ainsi a1 élevée à la puissance —• 3 est az*~ 3 = a~6a
é!eyé'e à la puissance r—"3. est ~ a*6*

\
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L'E CÀICUL DES PUISS; PAR LES-EXPOS. L I V. III.
JL 2. •

a' élevée à la puissance -H 4 est a*'
i .

a 5 élevée à la puissance -H 2 eíl a
—i.

« 4 élevée à la puissance — ~ est a ~ — a
; J - x1 —-

a 4 élevée à la puissance ~ eíi a = a
z 2 ^ £ _2_ j,

«3 élevée à la puissance -4-f est <33 = = a\
z 2 ^ I J.

«"élevée à la puissance — j- est «' = a
an élevée à la puissance p est «np.
«" élevée à la puissance — p est «~np.
«"""élevée à la puissance — p est « + ap.'

I P

am~ " élevée à la puissance p est
— + —

»" élevée à la puissance ±. — est a
z 4. 211

a5 élevée à la puissance ± n est a~ 3 .

— n P

élevée à la puissance — f est a

2 st

+ ~r

x 1 — -r „ .■ «p
a " élevée à la puissance 1 — -Lest# " p = a "

.. ô -

Démonjlration des trois Réglés ou Opérations qui précédent.
is3-, D a n s la multiplication & dans la. divifion d'une puis¬sance donnée par une autre puissance donnée de la même

grandeur , * il y a une proportion géométrique : dans la pre- * 72 5c
miere, l'unité est le premier terme, les deux puissances don- 106,
nées le second & le troisième termes, & le produit qu'on
cherche est le 4e : dans la seconde, l'unité est le 4e terme;
le dividende est le.premier terme ; le diviseur, le second ;
le quotient, le 3e. Les exposons des termes de la propor¬
tion géométrique j pris dans le même ordre,* font auífi une *
Îiroportion arithmétique : zéro est le premier terme dansa multiplication, &. le dernier dans la division. Par consé¬
quent* la somme des deux exposons dans la multiplication *4po«
est l'exposont du produit de la multiplication, & ce qui reste
après avoir retranché sexposont du diviseur de l'exposont du
dividende, * est l'exposont du quotient. * 4,90,

Dansl'éiévation (pour ainsi dire ) d'une puissance donnée
F ij

\
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à une puissance quelconque dont l'exposant est donné, Ô£

* i est un nombre entier positif ou négatif, il y a * une progref-
& 157. fion géométrique dont l'unité est le premier terme ; la puis¬

sance donnée à élever, le second terme ; ôt la puissance pro¬
posée étant élevée à la puissance dont l'exposant est le nom¬
bre donné, doit être le terme autant éloigné de l'unité ou a°
qu'ily a d'unités dans l'exposant donné. Par exemple si on
veut élever a1 à la puissance 3, on aura la progression géomé¬
trique -;-f-1 où ct°. a1 x 1. a2 x 2. a2 *1 ■= a6 ; ôt les deux pre¬
miers termes étant connus,, on cherche le dernier terme a6 ,

qui est le 3 e de la progression géométrique après l'unité.
Lorsque l'exposant de la puissance à laquelle on veut éle-]

Ver la puissance donnée est un nombre rompu dont le numé¬
rateur est l'unité, il y a de même une progression géométrí-

* que.* Par exemple, si l'on veut élever az à la puissance -,
& 158. i-2-L

on doit concevoir la progression — iou«°.« J . a 3
2 y b

.a 3 — aï.
Dans cette progression a° où l'unité est le premier terme /

la puissance donnée a1 est le dernier terme autant éloigné
du premier a° qu'il y a d'unités dans le dénominateur 3 de
l'exposant donné -, ces deux termes font donnés, ôt l'on

I X 2

cherche le terme a 3 le plus proche de a°, qui est le pre¬
mier d'autant de moyens proportionnels entre l'unité & la
puissance donnée a1 qu'il y a d'unités moins une dans le dé¬
nominateur 3 de l'exposant donné : d'où l'on voit que le ter-

* ï 5*5 me que l'on cherche * est la racine de la puissance donnée $
& 158. & que le dénominateur 3 est l'exposant de la racine.

Les exposans des termes de chacune de ces progressions
* $55' géométriques , * font une progression arithmétique, (o) est le

premier terme de chacune, & l'exposant 2 de la puissance
donnée est le terme le plus proche de zéro dans la premie-
re, le plus éloigné dans la seconde, Ôt ces deux termes font
connus; i'expoíant donné 3 dans la premiere, ôt le dénomi¬
nateur 3 de l'exposant donné f dans la seconde , marquent
combien ii doit y avoir de termes dans la progression arith¬
métique après zéro. Ainsi on fçait que le terme (c'est-à-dire
l'exposant ) qu'on cherche , est dans le premier casde 3e après
aéro, ôt qu'il est dans le second cas le premier des trois ter»
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ïries après zéro qui doivent être dans ia seconde progression
arithmétique ; c'est pourquoi pour avoir l'exposant qu'on
cherche dans le premier cas,* il faut multiplier ^exposant *496;
donné 2 de la puissance donnée a1 par le nombre des termes
après zéro qui est 3 ; & dans le second cas, * il faut diviser * 497;
l'exposant 2 de la puissance donnée par le dénominateur 3
de l'exposant donné Mais diviser une grandeur 2 par le
dénominateur d'une fraction f dont le numérateur est l'uni-
té, * est la même chose que de multiplier cette grandeur par * 498*
la fraction même f. Car 1. ~ : : 2 . ~, c'est-à-dire comme - est
le tiers de 1, f est le tiers de 2. Par conséquent dans l'un ôc
l'autre cas, c'est à-dire pour élever une puissance donnée à
la puissance dont l'exposant donné est un nombre entier ou
rompu qui a Punité pour numérateur, il saut prendre le pro¬
duit de l'exposant 2 de la puissance donnée par l'exposant
donné 3 ou f, pour l'exposant de la puissance qu'on cherche.
Elever une puissant* donnée quelconque à une puffance dont

rexposant est donné, & est un nombre rompu tel qu'il puijse
être dont le numérateur est un nombre différent de /'unité.
Il faut, comme dans la troisième opération précédente;

multiplier l'exposant de la puissance donnée par l'exposant
donné, & écrire le produit pour l'exposant de la grandeur,
& ce sera la puissance qu'on cherche.

On n'a séparé cette 4e opération de la 3e dont elie n'est
qu'un cas, que pour débarrasser la démonstration des trois
premieres opérations, qui auroit été un peu plus difficile
pour les Commençans.

Pour élever a3 à la puissance ^, il faut multiplier ~ par
jf_

& le produit fera II faut écrire a11 = a' pour la puissance
qu'on demande.

De même az élevée à la puissance ~ est a* = al.
n P

an élevée à la puissance y est a q .

am élevée à la puissance — jeftí 1U q.
Démonstration. Quand on veut élever une puissance don¬

née } comme ar, à une puissance dont l'exposant donné estF iij
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4# La Science du calcul, &c.
une fraction ± qui a un numérateur différent de l'unité,
on doit concevoir une progression géométrique -fi- i ou

2 X S 2 X 2 2X3 2X4 2

#3 * 4 .st3**,#3*4 .st3*4 = st3, dont 1 ou sl° est le
premier terme, le dénominateur 4 de l'exposant donné

—

marque que la puissance donnée a' est le 4e terme après st®
ou l'unité de cette progression ; & le numérateur 3 de l'ex¬
posant donné 3- marque que le terme qu'on cherche en est
le 3 e terme. Dans cette progression géométrique, l'unité *
îe terme 4e marqué par le dénominateur 4 de qui est la

_2

puissance donnée a5, font connus ; le premier terme après
st°, ou le plus proche de l'unité, est aussi connu par Part. 562,

2x1

c'est a3 * 4 ; & il faut trouver le terme de cette progression,
géométrique autant éloigné de a° que le numérateur 3 de
l'exposant donné ~ contient d'unités, c'est-à-dire le 3e terme.

Les exposans des termes de la progression géométrique
supposée font auíli une progression arithmétique o.~~ .777-
• 777- • 777- = f, îgquelíe commence à zéro ; le 4e terme •§■
en est connu ; ainsi le premier terme après zéro en est auíli
connu par Part. <61, & c'est 5 il en faut trouver le
troisième terme. II est évident * qu'il ne faut que multi¬
plier le premier terme —7 par le nombre 3 qui marque le
rang après zéro du terme qu'on cherche. Or il est clair que
multiplier par 3 est la même chose que de multiplier
f par Ainsi pour avoir l'exposant qu'on cherche, il faut
multiplier l'exposant -de la puissance donnée aT parl'expo-
fant donné de la puissance à laquelle on veut élever la
puissance donnée.

Remarque I.

Sar les signes Hh & — des puissances par les expofansl
L e calcul des puissances par le moyen des exposans ne fd

fait, comme on i'a vû dans les quatre opérations précéden¬
tes, que fur les termes de la progression arithmétique for¬
mée des exposans, & unie à la progression géométrique de§
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puissances ; c'est ce qui rend ce calcul íì simple 6c si aisé.
Or quand quatre termes d'une progression arithmétique

font une proportion arithmétique dont zéro est le premier
ou le dernier terme, & que le second & le 3 e termes font
connus dans le premier cas; que le premier 6c le sesond ter¬
mes font connus dans le second cas ; il est évident * que l'ad- *45)0;
dition dans le premier cas, & la soustraction dans le second
cas, faites selon les réglés ordinaires, font découvrir le ter-' u

me qu'on cherche. C'est pourquoi dans ces opérations les
réglés des signes -r- Ôc — * de l'addition ôc de la soustradtion *26^,
ordinaires font connoître le signe -h ou — du terme que 37,
l'on therche.

Lorsque dans une progression arithmétique qui a zéro &
I'unité parmi ses termes, on connoît un terme quelconque $
êc en même-temps en quel rang il est depuis zéro, ou le
quantième il est depuis zéro non compris, soit vers la droi-

- te s'il est positif, soit vers la gauche s'il est négatif; on trou¬
ve, comme on l'a fait voir,* le premier terme ou le plus * $63 ?

proche de zéro (qui est la différence commune de la pro- T„r„

gression arithmétique ) en multipliant le terme t par la frac¬
tion qui a pour numérateur I'unité, 6c pour dénominateur ia
nombre des termes, qu'on nommera n} depuis zéro jusqu'au

» íerme t compris.
Quand le premier terme après zéro (qui est la différence

commune) est connu -, on trouve tel autre terme qu'on veut
dont on sçait le rang après zéro , * en multipliant ce pre- * ?
inier terme par le nombre qui marque ie rang du terme
qu'on cherche depuis zéro.

Ces multiplications ne différent pas des multiplications
ordinaires ; * I'unité y est au multiplicateur, comme le muî- *
tiplié au produit. Ainsi la regle des signes -4- 6c — est la
même que*celle de la multiplication ordinaire. Far con-
séquent s'il se trouve par la regle * que le produit ait le
signe -1-, il est parmi les termes positifs de la progression
arithmétique ; s'il a —, il est parmi les négatifs.

Remarque ii.
74 On a pris pour les exemples du calcul des puissances par

le moyen de leurs expofans , des grandeurs incomplexes
afin que i'agfention des Commenqans fût toute entkss aux

/
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4§ La Science du calcul, ôcc.
regîes ôc aux démonstrations de ces calculs. Mais quand ils
les auront conçues clairement, & qu'ils se seront rendu ce
calcul très-familier, ils Rappliqueront fans trouver de diffi¬
culté aux grandeurs complexes d'autant de termes qu'ils
voudront, & aux grandeurs incomplexes de différentes di¬
mensions y comme az bì c.

Remarque III.

D a n s les calculs des Mathématiques, les grandeurs éle¬
vées à des puissances se trouvent ordinairement mêlées avec
d'autres grandeurs entieres & rompues ; & ces puissances peu¬
vent elles-mêmes être considérées comme entieres ou rom¬
pues y selon qu'elles se trouvent au numérateur d'une fraction
dont le dénominateur n'est que l'unité, ou qu'elles font dans
le numérateur ou le dénominateur d'une fraction. On ne
trouvera pas non plus de difficulté dans tous ces calculs, en
observant les réglés particulières aux calculs de toutes les dif¬
férentes grandeurs qui y entrent,toutes les réglés de tous ces
calculs ayant été expliquées & démontrées. En voici quel¬
ques Exemples pris de l'Analyse démontrée.

I. Exemple pris de VAnalyse démontrée, page , ligne 141 *
A

B
m — n '+• *1

Dansa; £"t"1 x a ■+■ bxn il faut diviser la grandeur A pat
elle - même, & multiplier B par la grandeur A, on trouvera

A B ç_
m-n+i-m + n- i m — n •+■ 1 _ , m »- n •+• 1n-f-

d'abord 1 x x p "*1 x ax P*1 H- b n p + *í
on réduira l'exposant de C au même dénominateur, ce qui

pn^n+m — n -4- 1

changera C en b x p *1 ; & effaçant les lettres qui
se détruisent dans les expofans de Ay B, D y on trouverai

• n p -h 1 J) m-n-f 1 m + np + r

Ít°x« p+: H-bx 5+1 =ix« p+i +bx v*1 4
m — ri m- 1

Supposé qu'on veuille multiplier la grandeur D par * p *"1 »
§5
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"Exemples de tous les calculs. Liv. ÎÏI. 4$'
m — n 4- 1

& diviser E&F par la même grandeur, on trouvera 1 x p + S x

,qui se réduit (à cause
m-n+ 1 — m ■+■ n — 1 siì + np + i - m + n-1

ax P"4"1 -+-bx

des lettres qui se détruisent dans îes exposans) à G. x p +1 K
np+in

a+bx P + I ; & parce qu'en divisant np +1 n par p -f-1le quo
ift-n+i

tient est n, l'expreíîìon G se réduit enfin à » p +1 x a -4- bx%
ï I. Exemple pris âe IAnalyse démontrée, page efjl S

lig. Ip & suivantes\
IL faut diviser chaque membre de l'égalité -■ à~^~ y " ryì

ri — 1 n ~ 1

. — x " 1 a~x b1yi 4- cyt par ~ a n y n x_y3 : on trou-;
n — 1 — n 4- 1 n— r-n + i

■& — 1

vera d'abord ~ a " y * ryì ~ 3 = — x
— n 4- ï — 2 n 4- 1

a-1 " "
"

» b2ys - 3 ' " -j-JLcct " - 3 n .

qui se réduit (à.cause des lettres qui se détruisent dans les ex-
I — 2 n J — n I — n 1 — ri

posans) à r = — ± x —f a " b*y " 4- f a n cy n t
11L Exemple pris de fAnalyse démontrée > page yip , lig. 24

& les suivantes.
Prehïere Partie.

ï l faut substituer dans Uégalité A fg " ~1 yn ~1 k — -— x
tizl x x^n-3yn~l hé— — y. gn^zyn~* h i 4- d, les

x 3 — -îS 3 <— n t — n

valeurs cìe g — as y " , de h — a a b y n , & de
1— 2 n t — n

— n t — n

i=7xir'fa n b"y \ Hr^a " cy l " i_~n

j°. On éiévera les grandeurs égales g = an y " à la
puissance n — 1, & l'on aura^"-1

n— t — n2 -f- - n — 1

— xn — ï -xn— t
a" y n

c= a 11 y n ; on multipliera ces dernieres gran-
n — r

deurs égales par yn~l, & il viendra g'1"1 jyn_I a

• 4- 2 n — t

■y
-4- n — 1

n — t - n — í

n a. »

Tom. II.
= « " y
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r i —m

On élèvera encore les deux grandeurs égales g = an y 11

à la puissance n — 2, & l'on trouvera g*-1 ■■
- x n i

y B =a y " ; on multipliera ces gran

deurs égaies par y*""1} & il viendra ga~2y a~ï a

n —». 2

o a a
n1 + 3 n - z

n —- 2.

a

■ nJ + 3 n - 2 n —s 2 2 n •

n
==« n y n - L ^

Enfîn on-élèvera les grandeurs égales g — a" y n à la puis¬
sance »— 3 /& l'on trouveragn~~3 = a n jy

n — ; — n'- 4- 4 n — 3

- X 11 2

a n y n ; on multipliera ces dernieres gran-
n S:

ndeurs égales parji" % & il viendra gn~3yn 1 = a
— +

; n T -n~3 3 g~ ?
jy n r=íîn_yn„

*1 íï . i —— !î '

On déduira de la valeur de h ~ ~ a n b y n j,
3 - 3 n 3 - 3 n 3 — 3 " I - n

— ~a n J/ n — n £3jy n ,&Lga-iya-*kì:
n - 3

a

n -■ 3 + 3 - 3 " 3:' n —• 3 -H. 3 —* 3 » 2 n
a py n — -L a n b1 y° $ & g11""* 5

n-z + i- B 2 n — 2-ki— n

yn — ih — ~ a n n a nby " ; & en¬
fin multipliant cette grandeur par la valeur de _/ 3 il viendra.

n
^ _n_

g11"2 yn-J b xj = ìs x * n
Après ces préparations, on substituera facilement les va«

leurs de g} de h & dej dans Fégalité A ; & après les substi~
n i b —• i

íutions î'égalité A deviendra B -f- a " y n k—-~x — ~-x:

iLziix±r_Ì;A-T^ o «4- 4: >< ^ x^i-
2 3 r 2» Ï j

^ e n F
£ n + — ~ x (g » b c y0 •+• d.

Le coefficient de G se réduit ^ en faisant les multiplications
qui y font marquées, à C îe coefficient de D
se réduit de même. .à D * n\ " ». 6c pour ajoûter se§
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Exemples DE TOUS les -CALCULS. LI?.IÍL- yZ
coëfficiens il faut réduire le second au même dénominateur
que le premier, ce qui se fera en multipliant le numérateur ôc
Je dénominateur du second coefficient par 5, Ôc il deviendra
^ aÌ°û£era ensuite les deux coëfficiens
C-+- D, & l'on aura pour leur somme ^ On ré¬
duira de même le coefficient de E à E *~~s = — x JssLLIl

1 n * n n

faut mettre dans ì'égalité B = C D -+- E H-F, les coëffi-i
ciens C -t- D, E à la place de ceux qui y sont, ausquels ils

n — 1 n — 1

font ëquivalens, 8í cette égalité deviendra As a n y n x

k = p o + + ^
I I» X 1 # .X 3 » J l H1-

Seconde Partie.
n — 1 r> — i"

Il faut diviser chaque membre de légalité A par s a " jy 11 S

êt l'on trouvera légalité (a) k == VtxtffiV * " "
1 -— 2 n j -— n 1 — n 1 -— n

H- - x a " b c y -+- - a n ^ y n .• n n J n . V

Le coefficient G est égal au produit -q- s x ^s~s- x 1 ~ * " »

c'est pourquoi on peut exprimer I'égalité (a) de cette maniéré ■
1 —■ 3 " ? n

& — _4_ -L X -^=^- x -r~'" <2 n y n -+■ &c„» 2 » 3 » «'

IV. Exemple pris de PAnalyse démontrée, page
lignes u j 12 j iy,18, 19, 10 & zt.

Lorsqu'une grandeur complexe comme A, * con- * Page
tient une infinité de.termes E, F, &c. distingués les uns des l111^
autres par les puissances d'une grandeur comme x, on la
nomme une suite, infinie.

II faut diviser la fuite infinie Á, qui est le dividende, par la
íûite infinie B, qui est le diviseur, & trouver le quotient C que
l'on conçoit devoir auffi contenir une infinité de termes.

On se bornera à trouver les trois premiers termes du quo¬
tient C^les opérations que l'on fera pour ces trois termes suf¬
fisant pour apprendre aux Commençans la maniéré de faire
ces sortes de divisions qui contiennent des grandeurs en-
deres, des grandeurs rompues ôc des puissances soit parfaites 9
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soit imparfaites de grandeurs différentes, mêlées ensemble*

Les termes du dividende ôc du diviseur sont ordonnés par
rapport à la lettre x, 6c même, si l'on veut, par rapport aux
trois lettres différentes a, b }x , dont les puissances, qui font
par leurs expofans des progressions arithmétiques, distinguent
ïes termes.

i°. Pour trouver le premier terme du quotient, on dira
le premier terme D du dividende étant divisé par le premier
terme G du diviseur, le quotient est L, qu'on écrira pour
îe premier terme du quotient C.

On multipliera ensuite par L les termes G, H, K du di¬
viseur, il est même inutile de multiplier îe premier, il fuffiï
d'écrire zéro sous le premier terme D du dividende pour
marquer qu'il ne doit plus servir; on écrira les autres pro¬
duits, qui seront Ey F, sous les termes qui leur conviennent
avec des signes opposés aux leurs, pour marquer qu'ils font
soustraits du dividende. On a tiré une ligne ponctuée pouç
faire distinguer les • termes donnés du dividende A, des
grandeurs dont ils se trouvent augmentés par les opérations-
de la division.

On multiplie par îe quotient L tout autant de termes dií
diviseur B, qu'on se propose de trouver de termes du quo-j
tient C; si l'on en multiplioit davantage, ces produits de
surplus seroient inutiles pour découvrir les termes du que^
tient G auíquels on s'est borné. Cette remarque doit servi£
pour les opérations suivantes..

2°. Pour découvrir le second terme du quotient C , on
commencera par réduire les deux grandeurs E 4- E, qui com¬
posent à présent le second terme du dividende, en une seule.
(Ce qui se fait en les réduisant à un même dénominateur, ôc
en les joignant ensuite ensemble avec leurs signes ) ; ôc son
trouvera E -jr- E— e.-—• — 1,'+, ap H~ \ g.g?~ibx™*1

m hh i x m-f- i —j— n.

C'est le second ternie du dividende sur lequel il faut opérer;
Après cette préparation, on divisera ( e ) par le premier ter¬

me G du diviseur, ôc on trouvera que le quotient est M. ïl
faut l'écrire pour le second terme du quotient C ; marquer
un zéro au-dessous du second terme ( e ) du dividende ; pour
faire souvenir qu'il ne doit plus sertir.
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On multipliera par îe quotient M les termes H. K, fe
diviseur B,.& on.'écrira- les produits avec des signes-#:
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5"4 La Science dtr calcul, 6ccí
posés aux leurs (pour marquer la soustraction ) fous îes fer¬
mes du dividende A qui leur conviennent. Mais comme on
s'est borné à trouver les trois premiers termes du'quotient C 9il suffit d'écrire le seul produit ( f) du quotient M par le second
terme H du diviseur, les autres devant être inutiles pour trou¬
ver le 3e terme du quotient C.

3°. Pour découvrir ce 3e terme du quotient C, il faut ré¬
duire d'abo rd les trois grandeurs F -f- F-H f qui composentà présent le 3e terme entier du dividende A, en une seule
grandeur; ce qui se fera en multipliant le numérateur & le
dénominateur de F par m'-+-1 x m -+- 1 -H n, le numérateur
èç le dénominateur de F par m-+-i-hnxm-+-i-jr2.n} le

/numérateur & le dénominateur de ( f) par
& F dèviendra

4- m? pz -f- z m p--f~ p2 m n p7, -f- n p2 —— m2 p — 2 m p — p —— ra n p —* n p

2 X m + I X W -h I -H 0 X M -p I 4- î «

F deviendra
■n2f- :mp2 p2 3mnp2 — 3ws-

x g a*~2 &cr.

x ga &c.

m-i-i + 211

2xm-í-lxm-hl-h/2 x 772 4-i-f-2í2

(f) deviendra
«-{- z m2, p -4- + mp~i-zp-i-2mnp2-l-2np2--i-6mnp~h6np -f- 4 n1 p1 -f- 4 n2 p
.-f- 2 m1 —r- 4 itl —(- 2 z mnp -f- z n p -f- S m. n -4- 6 n -+- 4 n? p -+- 4 n* .

:r=z=;— ; ■ - x g a p ~ 2 b2 XîXiìi4-iXis + i4-aXiB-4! + 2®

On remarquera que îes produits qui occupent îes deux li¬
gnes qui font fur la ligne droite qu'on a tirée ne font ensem¬
ble que le numérateur de; (f), & que les grandeurs qui fontau-deffous de la ligne droite , font le dénominateur.

On ajoutera ensemble les trois numérateurs de F , F, f, &après avçir esikcé dans la somme les grandeurs qui se dé¬truisent par des lignes "opposés, & divisé ensuite ie numé¬
rateur & le dénominateur par 2, 011 trouvera que le troi¬sième terme entier du dividende íe réduit à F-i-F+f=

- m2 2. m -f- 1 H- 2 mnp -f- 2 n p -4- n2 p2 -f- 3 m n -f- 3 n H- 3 n2 p -h 2 n2 ,%~ ————- - • —r— g ap~z b1 A;m+I + 2n ^mrh 1 X 771 -r j. n x m -p- X -p- 2 n

qu'on peut exprimer ainsi
ra -{- r -f- p n -f- n X m ~f~ 1 -h p n -4— z ri 7Ç — . — — a «P - 2 b1 X m + 1 * 2 n.

r#+iXBT-i + »>!B+i+i« 0
Après cette préparation, on divisera le troisième terme $
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Les sïïïtes ordonnées, Liv. ïIî. ^
du dividende A par le premier terme G du diviseur B, 6c l'on
trouvera le quotient N qu'on écrira pour le 3e terme du quo¬
tient G; & comme l'on s'est borné à trois termes, la divi¬
sion est finie. On voit aisément comment on pourroit la con¬
tinuer tant qu'on voudroit.

SECTION I I L

Où l3on explique les fuites ordonnées, la maniéré de-
faire les formules générales qui fervent à élever toutes
les grandeurs complexes d'un nombrefni ou infini de:
termes a tomes lespuissances quon peut imaginer. Qm
explique œuffi les nombres figurés., & leurs usages,

Définition.
O n appelle une fuite une grandeur complexe de plusieurs

termes : quand le nombre des termes est infini ou va à Fin-
fini , on la nomme une fuite infinie.

Dans chaque fuite 011 distingue ordinairement les termes-
îes uns des autres par les puissances d'une ou deux lettres r

lesquelles puissances vont d'ordinaire en augmentant ou en '
diminuant, suivant la progression arithmétique, c'est-à-direr
les exposons de ces puissances font une progression arithmé¬
tique , comme on le vok dans îes fuites A * & B ou les puis- 4 Page
sonces de b yont en augmentant suivant la progression ariîh- ^ su
lïiétique -f ï . 2 . 3 , &c. 6c ou les puissances de a vont en
diminuant, suivant la même progression arithmétique»

Toutes les grandeurs dans une fuite qui contiennent Ist
Même puissance de la lettre ou des deux lettres qui en distin¬
guent les termes, ne font qu'un même terme, comme on le;
voit dans la fuite C ; & on écrit toutes ces grandeurs d'un mê¬
me terme les unes fous les autres-

Dans chaque terme toutes les grandeurs par lesquelles
êfí multipliée îa même puissance de la lettre qui distingue:
les termes,, ou par lesquelles est multiplié le même produife:
des puissances des deux lettres qui distinguent îes termes 2,,

ssoppelîent le coefficient de ce terme-là. Par exemple dans G ^

4 x + + -fx est le. coefficient du 3® tea-I "<L I I I, 2 -V*'

pe ; & ainsi des autres*
11 j a,un grand nombre de fuites qui n'ont aucun: orfc
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dans leurs termes que celui des puissances d'une ou de plu¬
sieurs lettres qui distinguent ces termes ; ôc quand plusieurs
termes de ces fuites font déja découverts, on ne sçauroit dé¬
couvrir les survans par le rapport d'un terme à l'autre, ou par
une même propriété ou une même loi qui convienne de fuite

2P4 à tous les termes. Telles font les suites* qui expriment les
29S' quotiens approchés dans les divisions imparfaites des gran-
311' deurs littérales ; telles font aussi * les suites qui font les valeurs

approchées des puissances littérales imparfaites. II faut pour
trouver chaque terme, employer la même méthode qui a
fait découvrir les termes qui les précédent.
II y a d'autres fuites dans lesquelles régns une même loi, c'est-

à-dire dans lesquelles une même propriété convient à tous les
termes. Dans ces fuites, pourvu qu'on fçache la loi, il suffit
d'avoir le premier terme ou les deux premiers termes, ôc l'on
trouve facilement les autres en allant par ordre. Ainsi le pre¬
mier terme ôc la loi de lafuite étant donnés, on a tous les au¬
tres termes. On pourra les nommer les fuites ordonnéês.. C' est
de ces dernieres fuites dont on va parler dans cette Section.

On nommera t un terme quelconque d'une fuite ; T le
terme qui le fuit immédiatement ; n le nombre des termes
depuis le premier compris jusqu'au terme t compris j c'est-
à-dire n marquera le quantième terme de la fuite est t. Par
exemple, íì l'on veut que t soit le 6S terme, T fera le 7e ter¬
me , & n fera égaie à 6' ; ôc le 7e rang du terme T fera mar¬
qué par b+1ì Foyez la fuite A ou p, &c. p. 57.

Remarques fur ces fuites, qu'il faut se rendre très -familières,
Sur les trois suites A, B , D.

I.

^7 jri La î°ì T" regne dans les suites A, B ôc D, est qu'un terme
quelconque t est au terme T qui le fuit immédiatement,
comme le produit n a du nombre des termes n depuis le pre¬
mier 1 a '■ compris jusqu'au terme t aussi compris, par la gran¬
deur a, est au produit ±Lp-*~ n-k- 1 x b, dans lafuite A; com¬
me n a est à ± q •— n-i- 1 x b, dans la fuite B ; comme n a est à
±.p-^r- q — n-jr 1 x b, dans la fuite D ; c'est-à-dire í est à T
comme n a est au produit qui vient de la multiplication do
Pexposant p ou q, ou p 4- q moins le nombre des termes n

plus

SCD LYON 1



Suite
Â

ou
p:

Lv->

<71.

ïa*±£b'aí-ì+Zxpb̂1av->±p-xv-̂xp—b>av-3-hp-xp—xp-̂xb̂W-*±£xp—xp-̂>ip-̂xp-̂b*aï"!-t-&c,
.//

I

I

l

—

123

1234
—
1

>

3

4

J

1

f-1

,

£

Suite
B

ou
q.

K

>

<71.
ict-î±

ïbra<i-1
-b?x1̂

bW-z±
*-x^x9—
frai-1

-h9-xq~
x^x''—

!>W*±
*

x

^
x

^
x

^

x-4-&ç.

I

12

I2j
I

2

3

4

12
j

4

5

'

-

'

^

Suite
C

qui
est
le

produit
de
la

fuite
A

par
la

fuite
B.

«

<71.

islM+îiyi-'+íxpJ^ri'I+îxp-xp-éî̂'î+íxtxr4x^slW+íxp-x^xQx^sslM-5
+
&c,

J
/

J

—
I

12

——
I

2,

3

I

2

3

4

12
3

4

5

.

-

;5

■+1
&

£

X
£

H-
2

x
î

xp—fca^-*
4-
2

x
v-

X

£i
x

^^-t+2
x2x^x>L?x^

b'aw*

|

<4

I

I

I

—■—

112
I

I

2

3

I

I

2

34

Q

4-ÏX2:iè1^',;9-*4-2x?X̂í̂3^","9r3-+-2X7~x2x4̂«t,+9"4-h2x2^x-XÇlIXp~^Ï3îl,+9-S
w*
1

2

——
I

2

I

I

2

I

2

——

12
12
3

O

4-2x^x^^sl̂9-34-2x^
x7f
X

í

X

X

1

1

«

3

*

*

1

-

I

2

3

i

2

W

4-2x^xV̂4W+î-4
+

?x^x^x?^x2P̂+9-*

*

3

t*

r

123
4

1

d

•\-lxq—

x^x—̂xb̂â^'̂
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>5$ L a Science du calcul, &c,
plus l'unité par la grandeur ± b*. Ainsi dans A, r. T :: nai

* 340, ~+-p — n-t-ixb,ce qui donne * T — t x -+-f ~ "s 1 x b~. Dans B *
T.T ::na.-jrq—r«+ i xb, ce qui donne T= tx^^Ji±_Lx -a..
Dans la fuite D ,t. T : : n a .-H,p 4- q — s+ixí, ce qui
donne T = t x -f- x K.

—_ n a

On peut donc exprimer la propriété ou la loi qui convient
à chacune de ces fuites par le rapport qu'on vient d'expri¬
mer , qui se trouve entre chaque terme ôc celui qui le suit ;
ou bien ( après avoir nommé e l'exposant p} ou q , ou p •+> cp
du premier terme ap ou a'1, ou ap + Ci, en supposant que e
représente d'une maniéré indéterminée ['exposant du pre¬
mier terme ap, ou aq, ou íïf + <1 de laquelle on voudra dçs
îrois suites A, B, D,}on peut exprimer la loi de ces fuites $,
en disant que chacun des termes qui fuit le premier ( on nom¬
mera ce terme par l'indéterminée T).est toujours égal au:
produit fait du terme t, qui le précédé immédiatement,, mul¬
tiplié par + ' ~ n + 1 x —.

On n'a qu'à examiner tous les termes dès suites A, B, Df
& l'on verra que cette loi regne en tous. On ne doit avoir
égard à présent qu'au signe -+- par tout où il y a + , on verra
ci après quels font les cas où il faut avoir égard au signe —.
Les Commençans doivent former eux-mêmes chacune de
ces fuites A., B, D, en supposant le premier terme donné
avec son exposant , comme auffi la loi de la fuite ; & s'ils veu¬
lent mettre des nombres entiers, comme 2, 5 , 4, y
a la place des exposans p, q, p -4- q, ils trouveront dessuites
particulières représentées par les fuites générales, lesquelles
fuites particulières n'auront qu'un nombre fini de termes
quand ils prendront un nombre entier positif pour exposante
Mais on doit les avertir qu'ils ne comprendront bien les re¬
marques qui suivent, qu'après avoir formé eux-mêmes les fis
tes A, B,D5 & s'être rendu cette, formation très-familière»

I L

Í7& Erí supposant toujours que rindéterminéè e représente
l'exposant du premier terme de laquelle on voudra des trois
suites A, B, D ; il est clair qu'on peut exprimer un terme quel¬
conque r, dont n marque le rang, par 1 x e- xff1- x -i-f.—x
„, 'rsflà.. x bn~~1 ae—n *■1 jíç terme T qui le suif
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L E S SUITES ORDONNÉES. L'IV. lïï.
Immédiatement, par i x-xI^=^x -e-~" "i"2x' r i 2 3 • » • ♦ • « n' — í

e

~l "h 1 x ba ae~n. Les points qu'on a marqués tiennent lieu
des multiplicateurs e~ì x c~4 , &c. qu'on fous-entend faci¬
lement. 11 L

En prenant l'unité pour le premier des multiplicateurs du
coefficient d'un terme quelconque t, il est évident que cha¬
que coefficient d'un terme quelconque t contient autant de
multiplicateurs i ~ &e. qu'il y a d'unités dans
le-nombre n, qui marque le rang qu'occupe ce terme dans
îasuite. Par exemple , le second coefficient est formé des
deux multiplicateurs is-j le troisième coefficient contient
les trois multiplicateurs i, - y-ss-\ le quatrième contient
îes quatre i, \ , e~—sL \ & ainsi de suite : mais l'unité
pouvant toujours être fous-entendue comme l'un des mul¬
tiplicateurs d'un produit, il est inutile de la marquer; c'est
pourquoi ne comprenant point funité parmi les multipli¬
cateurs du coefficient d'un terme quelconque r, il est clair
cju'ii y a autant de ces multiplicateurs dans le coefficient du
terme t} qu'il y a d'unités dans n — i.

Sur la suite G,
I V.

Les Commençans doivent former eux-mêmes îasuite C,
en multipliant lasuite A par la suite B , 6c en prenant les ter¬
mes de B pour les multiplicateurs, & les termes de A pour
les multipliés. Ils commenceront par multiplier ia? par ia*,
ce qui donnera le premier terme laP^de C. Ensuite iis mul-
iiplieront + f b1 a?~~l par ïta"51, puis \av patH-2£!f & ils
auront le second terme + ^bla?+i~1 Hr 1 de C. Après
cela ils multiplieront 4- Ax p-^s1b2av~2 par a*, puis+^t4p~"1
par •+sb*aì~~ï ; enfin islPpar b2a^~z, & ils auront
<4-2? xírl^p -M — i ïx E bla?+i— ^ 4- íx %
• ' I 2 Vi l I X

pour le troisième terme de C ; & ainsi de fuite.
Après s'être rendu familière la formation de la suite C,

ils feront les remarques suivantes, qui en font une fuite "évi¬
dente.

Hij
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66 La Science du calcul, Ôte.
j'T'p. I. Chaque termes de C contient autant de produits par¬

tiels qu'il y a d'unités dans le nombre ny qui marque le rang
de ce terme ; car il est évident par la formation de C, que
le second terme contient deux produits particuliers ; le troi¬
sième en contient trois ; le quatrième, quatre ; ôc ainsi de
fuite. On ne comprend point l'unité parmi ces produits,
parce que le produit des puissances de a & b, qui distingue
chaque terme , n'est pas multiplié à part par l'unité ; par exem¬
ple , dans le 3 e terme iï n'y a pas de produit ï x £2<3p4"i ~ 2.

f8o. II. Tous les produits partiels d'un terme quelconque t
do la faite C (le nombre n marque le rang de ce terme ou
le quantième il est) peuvent être représentés par les produits
partiels qu'on voit ici : il n'y a qu'à comparer tel terme qu'on
voudra de C avec cette expression générale des produits par¬
tiels d'un terme quelconque r de C,pour voir clairement
qu'elle représente tous les produits partiels qui composent
chaque terme de C.

Produits partiels- d'un terme quelconque t de la fuite C.
'I. P xp~~* 'us1u'à v P~

I. 1 x j—X. ... . ..X n

q p p 1 p n rf- 32. — x — x — X. , x
l I z n-

■ q ç I p p.3. — X- x —X —1 T T
n •

& ainsi de suite jusqu'au dernier, qui
|fl-LxË=Jx^xî=lix. . .x^-±-

ï z 3. 4. n *

5S1. III. Tous les produits partiels du terme T qui fuit im¬
médiatement le terme t (le nombre n -+-1 marque le rang-
de ce terme T ou le quantième il est ) peuvent être représen¬
tés en général par les produits partiels qu'on voit ici.
Produits partiels du terme T quifuit le terme t dans la fuite Q-

V v 1 . 1. p n -f- 2 p n 1
1. -x? -x î»ssua x- — X- —

I 2 n — I a

„ î P P î P n-f-3 p n-f-2
2. - X - xí- x . r x — x-

x t z n— 2 n -— 1 I

1 2 1 2 n -— 3 n z

& ainsi de fuite jusqu'au dernier, qui
estix^xî-=dx + I
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les suites ordonnées. liv. iii. $±.
1 Sur la suite D.,

V.

jSa. Chacun des multiplicateurs ^— i ^ p4-? ^ &c.
du coefficient d'un terme quelconque f, peut être autant de
fois partagé en deux parties, lesquelles jointes ensembles sont
égales à ce multiplicateur, & en sont la valeur, qu'il y a d'u¬
nités dans le dénominateur de ce multiplicateur; c'est- à*dire
chacun de ces multiplicateurs peut avoir autant d'êxpreffions
( dont chacune lui fera équivalente ou aura la même valeur,
& chacune de ces expressions équivalentes aura deux parties)
qu'il y a d'unités dans le dénominateur de ce multiplicateur.
Par exemple F "j"?, dont le dénominateur est f, ne peut être
partagé qu'une fois en deux parties j- x £ -f- -} x 2, dont la
somme est égale à ? — t x 7 + ì ^
p ^ l ~1 dont le dénomina- ì
teurest 2 j.pëut être partagé I
deux fois en deux partiesl^ + ç—1 ^ i^xX^-J-yX2,irevaleur.-
qu'on voit ici, de manière s~ £ 2.. i x e +J x ci, 3. valeur..
que la somme de ces deux V 1
parties soit égale à v ~ J

- peut être partagé ) f 1 °.f x p~ •+■ fx \, 1re Valeur,
en trois fois deux parties <2°.|x^l-+-|x2ní, 2e valeur.-
égales à ' + V 3 (30-.ìxf-H:i.^£Îi,.3evaieur.

f irevaleur.
y » en quatre fois deux)^^, __)2°. ixí!^+.ïx ï=i,,2e valeur,
parties égales à 3. J ± Uç.ixtk+LxZjí,3* valeur.,

^40,ïx f-H^x4e valeur.
s i°.jxx 7,ire valeur. •

. r « j -, \ 2°. Yx—Hhy x A— 2e valeur.p*9 4
en cinq fois deuxJ * * S vs ClZLíTZLÍ—/30 2x^-f-lvízî 5evaleur

mrties évales à -í±-2—i- \ s Y5 * * 3 3 5 5 valeur,parties egaies a _ . ) 1 £x^^±vfzi ^valeur .

On peut facilement faire de la même / ^ z 2*
maniéré le partage de-s suiyanSì 5°°] x T'H-f x Z-s-ys valeur»-

H iij
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€i Iìa Science du calcul, &c.
Pour avoir une expression gésérale de ce partages oîî

nommera m le dénominateur de chacun de ces multiplica¬
teurs; ôc chacun de ces multiplicateurs étant représenté par

, ^expression générale du partage de p+,p~>"+-1.
en autant de fois deux parties, dont la somme est égale à

ì fera ceue qUi ici marquée.
Expression générale du partage de p"f"7~m4JI en autant defois,

deux parties, dont la somme — p4",~" + 1 3
qu'il y a d'unités dans m.

Premieres parties. Secondes parties.

!i°. -C— xF~— x -J_, i"valeur
772 772 772 I ?

2°. X P m~*~z _p. =_ x 1=11 2e Valeuro
772 772 I 772 Z

3°.m 2 x ? m-*-3 -f. J_ x 1=1, 3e valeur»m m i ra ì ' J

40,rii x + x 5=i, 4e valeur.X 772 772 3 772 4 ' *

& ainsi de fuite jusqu'aux deux dernie*
res, qui font

m — 1 p_ra-f-ra 772 ç m-f-l j . ,x ■ 11 x — ,aern.vaia
m m m + i m ra

Comparaison de la fuite D íZuét la fuite C.
V L

Chaque terme de la suite D est précisément égal au
terme correspondant de la suite C ; c'est-à-dire le premier
terme de D est égal au premier terme de C ; le second terme
de D est égal au second terme de C ; ôc ainsi de suite.

Car, i°. il est clair par la formation des suites C ôt D, que
ïes puissances de b & de a, qui en distinguent les termes,
font exactement les mêmes en tous les termes correspon-
dans de C & de D.

20.11 ne s'agit donc que de faire voir que le coefficient da
chaque terme de D est précisément égâl au coefficient du ter¬
me correspondant de C : c'est ce qu'il est aisé de déduire clai¬
rement de la cinquième Remarque qui précédé, en compa¬
rant par ordre le premier terme de D avec le premier terme
de C ; le second terme de D avec le second terme de C ; &
ainsi de suite, & en faisant voir que chaque coefficient des ter¬
mes de D se réduit sans changer fa valeur aux produits partiels
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Les suites ordonnées. Lìv. ÎÎL $-$
qui composent le coefficient du terme correspondant de C.

. II est déja évident que l'unité est le coefficient du premier
terme de D & du premier de C ; & que le coefficient du
second terme de D se réduit à ~ x ï + 7* qui sont les deux
produits partiels du coefficient du second terme de C.
•Le coefficientv—^- x r ?du troisième terme de D. est le

I 2 »

produit de p-~ coefficient du second terme de D, parp + ^
Les trois produits partiels qui font le coefficient du troisiè¬

me terme de C, font auíïì le produit de 7 7 ( qui font les
deux produits partiels du coefficient du second terme de C)-
par la valeur de —1 ; car le premier de ces trois produits
partiels p x est le produit de f par \ x v-~- premiere partie
de la premiere valeur de Le second de ces trois pro¬
duits partiels \ x \ est la somme du produit de ' par ~ x í se¬
conde partie de la premiere valeur de p *" 1 > & du produit
de \ (second produit partiel du second terme de C)parxX|
premiere partie de la seconde valeur de " 1 . Enfin le
troisième de ces produits partiels 7 x ? 2 1 est le produit
de 7 ( second produit partiel du second terme de G ) par
~ x J. ~-1 seconde partie de la seconde valeur de p * ~~ ~o
Ainsi le coefficient du troisième terme de D est égal au coeffi¬
cient du troisième terme de C.

Le coefficient du quatrième terme de D est le produit
de p "I"9 x /-*-? —1 ( qU| forment le coefficient du je term&:
le D ) par p \ ~ * ♦ Les quatre produits partiels qui com¬
posent le coefficient du 4e terme de C, sont auffií le pro¬
duit des trois produits partiels du coefficient du 3e terme-de?
C ( qui font égaux au coefficient p q- x ■ £.+~ ? ~ r. ^
terme de D ) par la valeur de p J *

Car le premier de ces quatre produits partiels f x —^-x &
est le produit du premier des trois produits partiels \ x d®
troisième terme de C parla premiere partie \ x dela pre*-
imiere valeur de * \ ~~ 7

Le second de ces quatre produits fx fx P~J est îa íbm-
sae. du produit de f x par x f |seconde partie de &
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premiere valeur de " + \ ~ * ), & du produit de 7 X f ( sé«
eond produit partiel du troisième terme de C) par f x í^s-í-
( premiere partie de la seconde valeur de T \ ~~ ).

Le 3e de ces quatre produits 7 x x 7 est la somme dU
produit de f x î (second produit partiel du 3e terme de C )>
pars * —1 (seconde partie de la seconde valeur de p ^ f~-)>
& du produit de 7 x (troisième produit partiel du 3eterme
de C ) par ~ x {( premiere partie de la 3e valeur de p q~ 2 )*'

Eníîn le 4e de ces quatre produits \ x x í^Zl est le pro-;
duit de f x I (troisième produit partiel du 3e terme de C)
par 4 x q~:. (seconde partie de la 3e valeur de ).

Par conséquent le coefficient du 4e terme de D est égal auf
coefficient du 4e terme de C.

Les Commençans doivent continuer la comparaison du
coefficient du je terme de D avec le coefficient du s terme
de C 5 & de même du 6e, 7e termes, &c. Ils doivent se ren¬
dre cette comparaison très-familiere, & ne se pas lasser de?
la réitérer jusqu'à ce qu'ils voyent clairement que les coëffi-
ciens des termes correspondans t & t, dessuites C & D, font
exactement égaux, en commençant par le coefficient du
second .terme de D qui est égal à 7 -f- qui sont les deux
produits partiels du coefficient du second terme de C.

Le coefficient du 3e terme de D est fait de -p f9 multiplié
par ■■ , & la multiplication des deux produits partiels |
& f qui font le coefficient du second terme de C, faite dans
1 ordre qu'on a marqué par la valeur de p * \~~~ qui a deux
expressions équivalentes, donne les trois produits partiels .qui
font le coefficient du 3 e terme de C.

Le coefficient du 4e terme de D est fait de x r *q ~ 1i a

multipliés par p *" Iì ~~ z , & la multiplication des trois pro¬
duits partiels qui font le coefficient du 3e terme de C, & qui
font égaux à x p +■ v — 1 } fajte ^ans l'ordre qu'on a

marqué par la valeur de p ~ 2 ■ qui a trois-expressions
équivalentes, donne les quatre produits partiels qui com¬
posent le coefficient du quatrième terme de C.

Là
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LES suites ORDONNÉES. L I V. Ï 11. 6$,
Le coefficient du f terme de D est fait de p-~ x p *"~I k

r +• ? — * multiplié parp + '~?, & la multiplication des quatre
produits partiels dont est composé le coefficient du 4e terme
de C, & qui sont égaux à p-fJ- x p |~1 x .t ? faite dans
Tordre qu'on a marqué par la valeur de /J ^9 qui a quatre
expressions équivalentes, donne les cinq produits partiels
qui composent le coefficient du f terme de C; & ainsi de
suite, étant évident que le même raisonnement doit conve¬
nir à tous les termes fuivans en allant par ordre.

Après quoi les Commençans verront clairement que de
l'égalité du coefficient d'un terme quelconque t de D, dont n
marque le rang, avec le coefficient du terme correspondant t
de C, se déduit évidemment l'égalité du coefficient du ter¬
me T qui suit t dans D dont » + i marque le rang, avec le
coefficient du terme correspondant T qui suit t dans C,.

Sur les quatre suites A j B, C, D.
VIL

58;. Il est évident que Tcxpofant p & l'expofant q dans les
suites A, B, C, D, peuvent être telle grandeur qu'on vou¬
dra , sçavoir un nombre entier quelconque positif ou néga¬
tif, ou un nombre rompu quelconque positif ou négatif, ÔC
même une grandeur incommensurable quelconque positive
ou négative. Car il est clair que tout ce que l'on a dit dans les
Remarques précédentes convient généralement à toutes les
suites qui ont la même loi, ôc dans lesquelles p & q sont telles
grandeurs qu'on peut imaginer.

Après s'être rendu familières les Remarques précédentes,
on entendra facilement tout ce que l'on doit expliquer dans
cette Section.

Définition:

585. On désignera,pour abréger & pour aider l'imagination ;
une fuite dans laquelle regne la loi marquée dans la premiere
Remarque , par la lettre qui est l'expofant de son premier
terme. Ainsi la fuite * A fera nommée la fuite p ; la fuite * 5*71.
B * fera nommée la fuite q j la fuite D f fera nommée la * J72.
(uite p q. f 571*

Tom, II. I

SCD LYON 1



66 La Science du calcul,&c.

Proposition fondamentale.

587. La suite p -+- q, * qu'on a nommée D, ejì égale au produit
* S 74* des suites p & q multipliées l'une par l'autre.

584. Ire Démonjlration. La fuite p -H q est égale * à la fuite C.
Or la fuite ( C ) est, par la construction , le produit de hfuite
p par la fuite q. Donc la fuite p •+• q est égale au produit de
la fuite p. par la fuite q. Ce qu'il falloit démontrer.

'■

374. 2e Démonsration. Dans la fuite p -+■ q * un terme quelcon-
'

373. que * T = t x + p + 'x', par la construction. Or dans
'573. la fuite C*qui est, par la construction, le produit de lafuite p

par la fuite q , on a aussi la même propriété T= t x x
b-. Par conséquent le premier terme de p H- q &■ de C étant le
même, sçavoir i ap + H, si la même loi qui regne dans la fuite
p -f- q , regne aussi dans la fuite C, chaque terme de la fuite
p -h q est égal au terme correspondant de la fuite C. Ainsi la
fuite p -H q est égale au produit de la fuite p par la fuite q.

II ne s'agit donc que de faire voir clairement que dans C j
chaque terme T:= t x -ff—-~nn+' x ~. II ne faut pour cela que
se rendre bien familiers les produits partiels qui composent
le terme t dans C, qui font marqués dans le second article

580. de la quatrième Remarque. * & de plus les produits partiels
du terme T dans C, qui font représentés dans le troisième

381. article de la 4e Remarque, * & ensuite réduire *"** '~ff x
S 7 * Par 'a f Remarque en toutes ses expressions équivalentes ^

dont chacune a deux parties, comme on le voit ici.
b

i°.-H — x ——-—- x—1—x — x—,ire valeur
—

n n a — n i a

20. + " '■■■ x p n"+'z- x — -f- — x q 1 x — , 2e valeur
— n n — 1 a — n z a

» 1 ] 30. -4- AzUlx f~ " x — -h - x -Í-ULLx — 3e valeurq —n1
^ „ n z a — n ì a 3 3

J4o< -+■ n 3. x p rc-1-4 x — -H - x q 3 x — , 4e valeur| 1 — n n 3 a — n 4 <* x
&-ainsi de fuite jusqu'à

en>+b-„ + »xp-n + »x j + jl x X —, dern. val
nn — n n — n-j-1 a — n n a.

Après cela comparant les produits partiels du terme T aux
produits partiels du terme t, on verra clairement que le pre-
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Les suites ordonn ées. Li v. III. 6j
mier produit partiel de T est le produit du premier produit
partiel de t par ■+ f x p ~ " + 1 x

Que le second produit partiel de 1' est la somme des pro¬
duits du premier produit partiel de t par •+ f x f x & du
second produit partiel de t par 4- "Q1 x pfsf * x f '

Que le 3e produit partiel de T est la somme des produits du
second produit partiel de t par ■+ x & du 3e
produit partiel de t par + JL~- x "fft* x T*

Et ainsi de suite jusqu'au dernier produit partiel de T ,

qu'on trouvera être le produit du dernier terme partiel de
1 n , <7 — 7z -4- 1 . &

t ± 7, x ^7" x T'
On verra donc évidemment par cette comparaison , que

T = t x -f- _" + ? - » + x A.
. n a

Puisque tous les produits partiels de t ( qui font le terme to¬
tal 1 ) étant multipliés luivant Tordre qu'on a marqué par la va¬
leur de■+ —x i-j qui a autant d'expressions équi¬
valentes qu'il y a d'unités dans n} la somme des produits qui
en vient} est exactement le terme T. Ce qu'il falloit démontrer«

Corollaire I.

588. P O u R multiplier une suite représentée par *la suite p, * $yi.
par une autre suite * représentée par la suite y; il ne faut *572.
que former la fuite * p -f- q, dont le premier terme sera * £74.
av + q 5c former cette suite en suivant * la loi des suites ; ôc * 575".
la fuite p q fera le produit qu'on cherche.

Corollaire II.

í8p- . Pour diviser la yh/íi? par la fuite q, il ne faut que * $71.
former une fuite p — q faisant le premier terme = av~q,
& trouver les fui vans * par la loi des fuites ; & l'on aura * 57|.;
stp —1 «4- a — ?„ j ctp — q — 1 p0Ur je qUOtient.

Démonstration. Imaginant la fuite p — y-q-y, il est évident
qu'elle est * le produit de la fuite p — q par la fuite -*rq. II est * 387»
aussi évident que la fuite p — q -4- q est la fuite mêm ep } parce
que —p & -h q se détruisent dans tous les coëfficiens & dans
tous les exposons. On voit donc clairement qu'en multipliant
la fuite p — q par la fuite q, le produit qui en vient est la

I ij
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* 72.suite p. Ainsi * l'unité ëst à la suite q, comme la suite p — f

* 325 , est à la suite p égale à ía suite p — q -+* q- Donc * la suite p
& 3 2Í, est à la suite q, comme lasuite p — q est à l'unité. Par con-
*10 6. séquent * la fuite p — q est le quotient de la suite p divisée

par la suite q. Ce qu'il falloìt démontrer.
Remarque.

590. Il est évident que les exposans p Ôc q peuvent être une
grandeur quelconque, & même une grandeur incommen¬
surable , ôc que tout ce que l'on a démontré dans la Propo¬
sition fondamentale, & dans les deux Corollaires précédens y
convient aux suites p , q, p H- q, p — q, quelque grandeur
que représentent p & q.

Corollaire III.

591. Dans la fuite * p q- q, qui est t Ie produit de la fuite p
*

y74. par la fuite q y les lettres p ôc q pouvant représenter succès-
s 587. sivement toutes les grandeurs qu'on peut imaginer ; si l'on

suppose p — q , la fuite p q deviendra la fuite q -4- q ou
* 143. 2 q, & elle sera * la second e puissance de la fuite q. Et si l'on

conçoit que p représente successivement 2 qì 3 q, 4 q} &e.
*143. lessuites 3 <7, 4^, c. qui en naîtront* feront successive¬

ment les puissances 3e, 4e, f, ôcc. de la fuite q. Et en général
si p — n — 1 x <7la fuite p -t- q, en substituant n — 1 x q à
la place de p > deviendra n q — 1 q -f- 1 q — n q; ôc cette
fuite n q sera la puissance n de la fuite q.

<02. même si dans la fuite p-f-q, l'on conçoit que p&t q
représentent chacune \ q, la fuite p -+- q deviendra , par la
substitution de ^ à la place de p ôc q, la fuite ~q-\-\q — q.

* 143. Ainsi la fuite q * est la seconde puissance de lafuite ~ q ; ôc la
fuite \ q est par conséquent la racine quarrée de la fuite q.

* 574. Si l'on suppose dans la fuite p-+-q*,p = jq>&t de même
*143. q — j qj hfuite-\-~q~+-\q—\q qui en viendra * fera

la 2e puissance de h Juite ~ q. Et si après cela on suppoíe
dans la fuite p 4- q, que p — fq Ôc q =• - q, la fuite qui

* 143. en naîtra f q -H f q = f q — q, * fera la 3e puissance de la
fuite, y q, & par conséquent la fuite ~ q est la racine 3 e de
la fuite q.

On prouvera de même que les fuites j q , j q > I q >
font les racines 4e, 5 e, 6e, ôcc» de la fuite q > ôc en général
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que la suite — q est la racine dont l'exposant est n, ( c'est-à-
dire un nombre entier quelconque ) de la suite q.

JP3» Si l'on suppose p = -7 q & q = -fq dans hftite p-^-q*, on *5 74»
aura la suites -+- ~q = ™ q—nq,* qui est la puiíTance 2e * 14:3*
'^e la fuite sq; & par conséquent lasuite f q est la racine 2e de
íasuite n q, c'est-à-dire * de la suite q élevée à la puissance n. * S9l"

On prouvera de même que les suites qf q y font les
racines f, 4e, f, &c. de la fuite q élevée à la puissance
quelconque dont n est l'exposant ; & qu'en général la fuite
^ q est la racine dont l'exposant est m, c'est-à-dire un nom¬
bre entier quelconque, de la suite q élevée à la puissance n }
ou, ce qui revient au même, la fuite q est la puissance
dont l'expoíànt est la fraction quelconque , de la fuite q.

— — q

Car, par exemple,.%/aA — am, ôc Vsl"q-«m »

Corollaire IV.

$94' Si l'on supposep~t dans la fuite ctp-H sb1 a? ~l -4- -f x
lZJ-bz a*~2 -h— x x £—^b} a?~3 -H &c. il est évident

Z 123

qu'après la substitution de 1 à la place de p, la fuite p devient
simplement a1 4^ b1 ; parce que dans tous les termes qui sui-
yent le second, l'un des multiplicateurs du coefficient, sça1-
voirp — 1, devient zéro, c'est-à-dire 1 1 = o ; & par con?
séquent tous les termes qui suivent le second sont zéro.

Si l'on supposoit de même q = r dans la fuite q, cette
fuite q deviendroit a1 -f b1-

Comme auífi en supposant dans la fuite p -4- q, que p =
1 — q, la fuite p -4- q, après la substitution de 1— q à la
place de p, deviendra la fuite 1 — q -\-q — i, Ôc elle sera
réduite aux deux seuls premiers termes a1-f_bl, tous les ter¬
mes suivans devenans zéro , parcequ'un des multiplicateurs
de leur coefficient fera o = 1— q 4- q — 1.

Corollaire V.

$95 • D'où il fuit que si, dans la fuite p-+-q* qui est le produit * 5-74.
des fuites p & q, on supofe p — I & q — 1 , h fuite p-\~ q,
après la substitution de 1 à la place de/? ôc de q, sera * la 2e * 243-

I ìií
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puissance de a s V ; ôc par conséquent la suite p -h q > après
•cette substitution , fera égale à a s; s.

Supposant à présent dans lasuite p-\- q,p —2 & q — i , il
est évident, qu'après la substitution,lasuitefera.éga\eaasb3'

Enfin si l'on suppose, pour rendre ce s Corollaire géné¬
ral, que n représente un nombre entier quelconque,une
fraòsion quelconque, que q demeure toujours égal à i, ôc

. que l'on substitue successivement n — i, s — i, & s — i
à la place de p dans h suite p -k- q; la suite p -+- q deviendra
successivement lasuite n} la suite -A, la suite s. Lasuite n sera
îa puissance n de a s b1, c'est - à - dire la suite n sera a-sb
élevée à la puissance n, égale à a s b"; lasuite s sera la puis¬
sance s de as s, c'est-à-dire lasuite sera la puissance s de

i -

1 -

a s s , ou égale à a s b 11 ; enfin lasuité s sera la puissance -A.
de ass , c'est-à-dire la suite — feu a s b ' élevée à la puis¬
sance dont A- est l'exposant ; ou, ce qui est la même chose, elle

_ n

sera la puissance a s bm. Tout cela est évident par le s Co-
* JPi > rolíaire * ; car ces suites n}~ , f seront les puissances de la

^
fuite q , devenue la fuite a f f par la supposition de q = i ,

desquelles les exposans font n, f, —.
A

Corollaire VI. Probleme I.

Oû ton donne la formule générale pour élever une grandeur com-
plexe quelconque, représentée en général par a. sb, à une puis¬
sance quelconque, dont sexposantsoit un nombre quel qu'il puisse
être, entier óu rompu, positifou négatif, représentépar n.

Pour élever une grandeur complexe quelconque a sb
à une puissance quelle qu'elle puisse être, dont l'exposant
est représenté en général par p ; il n'y a qu'à former la suite

, p suivant * la loi des suites, dont le premier terme soit ap,
576 ôc & dans laquelle un terme quelconque T, dont le rang soit

marqué par n-f* i, soit égal au produit du terme t qui le
précédé > ( dont le rang soit marqué par n ) multiplié paç
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-j- '-p ~ lì * 1 x àí l'on trouvera la formule générale
+p-xp—b1a*-l+p-xp~x—b^a^s-h-xp~x—x—£4^-4-&:c,**

, -— i * i 2 i a 3 i Z 3 ^

Car il est évident par le Corollaire précédent*, que cette * 595.
suite p est la fuite a-sb1 élevée à la puissance dont l'expo-
sant est p.

Remarques.
I.

Sar les signes -4- & — des termes de la formule des puiffancesl
$97' La fuite «? -+• f b1 av~1 -H x p ~ '- b1 a?~1 f &c. étant

la puissance p de as b ; il est évident que quand b est pré¬
cédé de -+■, tous les termes doivent avoir -h ; quand b a le
signe —, tous les termes de la puissance p de a — b , dans
lesquels le nombre des dimensions de b est impair, com¬
me b1, Z>3 }bs, &c. doivent être précédés du signe — ; ces
termes font le 2e, le f, le 6e, &c. c'est-à-dire tous les te-r-
jnes dont le rang est marqué par un nombre pair.

I I.

Sur ïétendue de la formule à toutes les puissances de 2.-sb
dont l'exposant es un nombre quelconque positif

ou négatif, entier ou rompu.
Les raifonnemens par lesquels on a démontré que

a* Z'h f b1 ctP_I "+* puissance p de a Hh b, démon¬
trent aussi que quelque nombre entier ou rompu, positif ou
négatif, qu'on puisse imaginer, représenté par la lettre p,
cette suite p est toujours la puissance de a-s b, dont Tex-
pofant est p, quelque nombre que puisse représenter p.

I ï I.

Extension de la formule à toutes les puissances de a + b , dont
l'exposant p es une grandeur incommenfurab le.

$99' Une grandeur incommensurable comme ^3 , ou en gé¬
néral qu'on supposera représentée par p, peut être con¬
çue parmi les termes de la progression arithmétique de l'art.
549 s qui comprend tous les nombres , comme on l'a fait voir
dans l'art. <; j8. Car on peut concevoir l'unité divisée en un si
grand nombre de petites parties égales, que l'incommensu-

/
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rable quelconque p contiendra exactement un certain nom¬
bre de ces parties aliquotes, & de plus un petit reste plus pe¬
tit que l'une de ces parties égales, ôt même plus petit qu'au¬
cune grandeur donnée. Nommant r ce petit reste, & s la
petite grandeur qui manque à ce reste pour être égal à l'une
de ces petites parties égales de l'unité, r -W feront une de
ces petites aliquotes de l'unité, ôcp — r fera le nombre en-
dessous de l'incommensurable p, Ôt p H- s le nombre en-des-
sus, chacun le plus approchant qu'on puisse concevoir de la
grandeur incommensurable p. Cela supposé,

$9$ ' Lafuite <2p-r 4- JL~ b1 ôte. est* la puissance de
afr^b dont l'exposant est le nombre p—r. Cette fuite p — r est
évidemment plus petite que la fuite a? -fr f b1 a? 1 -H ôte.
les termes de la premiere étant visiblement chacun plus petit
que son correspondant dans la seconde.

$9$' Lafuite a? s*S -f JfJ- b1 ap + s -1 -p. ôte. est * la puissance de
a-frb dont l'exposant est le nombrep-+-s\c plus proche du
nombre p — r qu'on puisse concevoir. Cette fuite p -h s est
évidemment plus grande que la fuite a? + — b1 ap~1 -f- ôcc;

La fuite a? •+ f b1 a? ~ 1 -H ôte. qui est entre les deux pui£
p - j- , 11 p , | - gsances a-f b ôt a -pr b d q ab > peut donc être re¬

gardée comme îa puissance de a ■+ b dont l'exposant est
ï'ineommeníurable p ; ôt même en concevant l'unité divisée
en un nombre infini d'aliquotes4 les puissances a-+~bp~rj
a b? *s, ôt leurs fuites se réunissent en la puissance a -f- bf
ôt en sa fuite par ì art. y 5 8.

IV.
Sur la multiplication & la division des puissances d'une grandeur,

complexe a + b réduites en suites.
60o. Pour multiplier une fuite p, qui est la puissance p dé

a fr b, par une autre fuite q, qui est la puissance q de a-f b ;
y 88. il n'y a qu'à former * la fuite p q. Et pour diviser la preraie-
58p. re par la seconde, il n'y a qu'à * former la fuite p — q, ÔC

+ s ifJ- li a? + q- ' _q_ grCt fera ie produit qu'on deman¬
de ; ôt a?"1 + p. b1 cfî"'~1 -f- ôte. sera le quotient qu'on
cherche,

V,
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V.

Sur Fusage de la formule des puissances.
Ì$OI* La Formule * des puissances sert à élever toute grandeur , *

qui peut être représentée par a ± b, à toutes les puissances
qu'on peut imaginer, dont l'exposant soit un nombre entier
ou rompu , positif ou négatif, ou même une grandeur in¬
commensurable ; ainsi elle sert à former toutes les puissan¬
ces des grandeurs , & à en extraire toutes les racines. Elle
est d'un extrême usage dans i'appiication des Réglés de
V Analyse à la résolution des Problêmes les plus composés
des Mathématiques.

Pour l'appliquer à l'usage, quand une grandeur comme
rz — a;1 est proposée à élever à une puissance dont l'exposant
est donné, quel qu'il puisse être , par exemple - ; il n'y a qu'à
supposer que rz est représentée par a de la formule, —x%
par — b, & j par p; & substituer dans la formule r1 & les
puissances de r1, à la place de a & des puissances de a ; — xz
&-ses puissances à la place de — b & de ses puissances; - à
la place de p dans tous les exposans & dans tous les coëffi- -

ciens de la formule ; & la fuite qui viendra de ces substi¬
tutions fera la grandeur proposée rz — x1 élevée à la puis¬
sance dont l'exposant est l'exposant proposé y. Cette fuite

\ ± 2 ,

sera rz — xz — r' y xz r' -f- &c„
Cet exemple suffit' pour faire voir la maniéré d'appliquer

la formule à l'usage , & qu'il n'y a rien de plus facile. Quand
l'exposant donné est un nombre entier , on trouve que le
nombre des termes que donne la formule devient borné ,

& que tous les termes de la formule qui suivent les termes
réels qu'on a trouvés font zéro , ayant chacun dans leuc
coefficient un multiplicateur qui est zéro.

V I.

Ë)02. Quelque puissance p qu'on puisse proposer d'une gran¬
deur représentée par a, si l'on en veut un terme quel¬
conque r dont le rang est marqué par le nombre n, on le
trouvera toujours immédiatement par l'article yyd, comme
auffi le coefficient de ce terme.

On trouveroit de même le terme quelconque t ( dont n
Tome II. K
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marque le rang) du produit ou du quotient d'une puissance
quelconque p de a ± b multipliée ou divisée par une autre
puissance quelconque q de la même grandeur a ±.b*

corollaire vil
Où l'on déduis, de la formule générale des puissances de toutes les

grandeurs complexes représentées par a ±. b , les autres for¬
mules générales des puissances des grandeurs complexes qui
ont une infinité de termes.
IL y a d'ordinaire dans chaque grandeur complexe de plu¬

sieurs termes, & même d'une infinité de termes , une lettre
inconnue qu'on représentera pary ? qui distingue les termes
de la grandeur complexe par ses puissances dont les expo-
fans font en progression arithmétique. Cette lettre incon¬
nue dans quelques-unes ne se trouve pas dans le premier-
terme 5 & dans les autres elle se trouve dès le premier terme»
On représentera les premieres par a-h by cy"- -p- dy 3 ey%
o-h/yí &c. & les autres par ay -\-byz-y-cyï-\-dy^-y-eyï-\-jy6

gy7-p.hy% -H êtc. Ces deux grandeurs complexes chacune
d'une infinité de termes représenteront toutes les grandeurs
complexes possibles ; ôc les formules de leurs puissances quel¬
conques seront les formules générales pour élever toutes les
grandeurs possibles complexes à toutes les puissances qu'on
peut imaginer»

Ces formules générales ne font gueres d'usage que dans
tAnalyse, on les peut voir dans la Table de la page 410 , ar¬
ticle 20 6 y de tAnalyse démontrée. II suffira d'en faire ici con¬
cevoir clairement la construction, de maniéré qu'on les puisse
former soi-même. La lettre n ayant été prise pour l'expo-
sant des puissances dans cette Table, on s'en servira aussi ici,
& la formule générale des puissances des grandeurs repré¬
sentée par a-y b, fera a+b =an-f-" a"~l b1 -h "x fifi a"~2 bz
^ >lx azi x an~3 bl+" X ^ x + 2 x !L21 x
rix zzl x a«s a*~6b&
4-^x x ^ x «ni x xx^ an~Hr f.x

i ï 3 - 4 s (> 7 i 2

«CLî x "---i x x — x "--5 x "-f-7 í!n-sij + &cc.
3 4 f 6 7 8 •

Peur élever a-\-by-\-cyz-+-dyì-)rey4-i-fyï -y-ècc. à la puis¬
sance quelconque représentée par l'exposant indéterminé n,
i°. il faut considérer les deux premiers termes a-k-by comme
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s'ils étoient seuls, & les élever à la puissance n par la for^
mule des puissances, & en écrire d'abord 'autant de termes
qu'on voudra qu'en contienne ia formule générale ; & íì
l'on veut se borner à cinq termes, on aura a"-H — an~íb1yî
H- ± x ^-an~2 bz yz -+-y x x -^±-an~ ' í'jî+'-fx

'

x x " " a "~ * .y4 ^cc• on distingue les termes
par les puissances de y , ce qu'on fera dans toure ia fuite.

20. 11 faut à présent considérer qu'on a la grandeur a-\-b y
*-f- cy1, composée de trois termes , à élever a Ja puissance n ,

que l'on a déja la puissance n des deux premiers a ■+- by s
& qu'il faut chercher les autres termes de ia puissance n de
a H- b y -i- cy1 dans lesquels cy1 doit se trouver. Pour cela
il faut supposer dans la formule des puissances , que les deux
premiers termes a H- b y de la grandeur proposée font repré¬
sentés par la feule premiere lettre a de la formule , & que le
3e terme c yz est représenté par b de la formule. 11 faut aussi
supposer que le premier terme ar de la formule * représente
les termes déja trouvés,& ne doit plus servir dans le reste de
î'opération , ii ne faut employer que le second & les termes
suivans. . n

Ainsi la puissance qu'on cherche est a -+■ t> y1 cy1 ; l'on a
déja découvert les termes de ab y " représentés par a" de la
formule ; il faut trouver les termes suivans, représentés par les
termes de la formule " a"~' b1 -+•— x. ' a"~2 b1 -+- &c.

Le terme -y an~' b1 devient par la substitution de a -+- b y à
la place de ay & de cy1 à la place d e b, ^x a -t- by x cyzt
& il marque qu'il faut élever par la formule ,a-+-b y à la puis¬
sance n —• 1, & multiplier chaque terme par — x cyz ; & l'on
trouvera y x a-r~ byn~' x cyz=-y an_t cyz -\-^-x—an~zb cy$
•+•-7 * x a n~3 bzcy4. Comme on s'est borné au ye terme
de la puissance qu'on cherche, le terme y an~l b1 de la for¬
mule ne fournit pas d'autres termes pour la puissance qu'on
cherche. II faut passer au terme suivant de la formule.

Ce terme x an~1 bz devient par la substitution, " x
~-a -f- by" 1 x cz y*, & il marque qu'il saut élever par la for¬
mule , a -d- by à la puissance n — 2, & multiplier cette puifo

K ij
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n - 2

sance par "x & l'on trouvera * x ^ ^ -h by x c1 y*
—

7 x «n-:i x c* j>4 Hh " x x "-f1- an~3 bcz y f -f- &c. La pre¬
mière de ces grandeurs appartient feule au ye terme de la
puissance qu'on cherche ; la seconde est inutile , apparte¬
nant au 6e terme.

Et comme en employant les termes fuivans de îa for¬
mule , on trouveroit des grandeurs qui passeroient ie cin¬
quième terme de la puissance qu'on cherche , auquel o»
s'est borné, on a tous les termes que l'on voulait de la grán-
deur a-y-by -+*cyz élevéeà la puissance n.

5°. Pour continuer l'opération, il faut supposer a-y-by y- cy*
représentée par a de la formule , & dyí par b de la formule 5,

■ '
. —-21

& la puissance qu'on cherche est a -i- by -+-cyz -+- dyì . Les-
termes de cette puissance représentés par an de la formule a
font déja découverts; il faut trouver le termes représentés
par les termes fuivans de la formule, fçavoir par"^"-1^*
-4- " x " ~ ■ a" ~z bz-y- &c. Le second de ces termes est inutile y

parce que b*—dzy6 donne une puissance dey qui surpasse la
puissance y* qui est celle du £e terme de la puissance qu'on
cherche.

Le terme de la formule:'' an~' b1 devient par la substitu¬
tion, j x a -+- by -h cy1" 'x dyì, que l'on trouvera parle moyen
de la formule , égalà"a-~! dyì 4- "x an~zbdyA-h&c. Dans
les grandeurs qui suivent ces deux premieres, les puissances
dejy íurpasseroienty4-; ainsi elles passeroient le cinquième
terme de la puissance qu'on cherche.

L'on a donc déja tous les termes qu'on cherche, de la
puissance n de a H- by -y- cy1 -f- dy}..

4°. Pòur continuer l'opération, on supposera a-y- by -f- cyz.
-y-dy^teprésentée par <3 de la formule, cy4 parade la formu¬
le jSc la puissance qu'on cherche est a-\rby-y-cyz-yylyï-y- ey4
Les termes déja découverts font représentés par à? de la
formule , & les termes fuivans de la formule 7 an~ 1 b1 -y- &c.
repréfèntent ceux qu'on cherche , ôt l'on n'a besoin que d&
"

x <3'-1 b1 xpar la raison qu'on a donnée dans l'art. précédent
. — n - 1

Or-«r,~I£I devient par la substitution," a-y-by-y-cy Z-Jrdy3"
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La formule gêner, des puiss. Liv. III, 77

que l'on trouvera par le moyen de la formule générale, égal
à 7 an~'ey* H- &c.

Comme l'on s'est borné au <;e terme de la puissance qu'on
cherche, on a toutes les grandeurs qui composent ces cinq
termes, on a dû les écrire, à mesure qu'on lestrouvoit, dans
le terme qui leur convenoit, c'est-à-dire écrire les unes fous
les autres toutes celles dans lesquelles y étoit élevé à un
même dégré ; & la puissance qu'on vient de trouver étant
ainsi ordonnée par rapport à y, est la formule pour élever
toute grandeur complexe représentée par a-\-by-\-cy~-\-ày'ï
■4—ey^-f- &c. à la puissance quelconque dont l'exposant est
la lettre indéterminée n qui représente toutes sortes de gran¬
deurs.

La maniéré dont on a enseigné à découvrir les cinq pre¬
miers termes de cette formule , suffit pour apprendre aux
Commençans à en trouver autant de termes qu'il leur plaira.

On élèvera de la même maniéré par le moyen de la for¬
mule générale des puissances, la grandeur complexe ay-\-by2
-fr-ry3 -{-dy^-y- eyi -4- &c. à la puissance dont l'exposant est
l'indéterminée n ; i°. supposant seulement d'abord ay^-by2
représentés par a-\-b , & en écrivant tous les termes trou¬
vés par la formule jusqu'à celui auquel on voudra se bor¬
ner; ces termes seront distingués par les puissances de y,

— n

& l'on trouvera que les cinq premiers termes font ay-^by2'
= 4-lb*'-+-2 x an'zbz y?~z*

'i x ~ x An'3b3ya' x "yi x n^x—an~^b^yn
H- &c.

a0. On supposera que la puissance qu'on cherche eff
r" " ■ — n

ay-+-by2-i-cyì , & que an de la formule représente les ter¬
mes déja découverts ; ôt par les termes de la formule \c?r2bx

—n - 1

■4-7* — an~2bz, qui deviendront 7 « ay-y-by1 x cyì & 7 x
x ay-ì-by2-" * x czy6, on trouvera les grandeurs " an~lexyr*z

4- " x "7' an~l bc x y+í4- x ~ a"'1 b* c xjyn++, & 4- 7 x
— ar'~z c2 xyn^ 4- ôte. de la puissance qu'on cherche ; on
écrira ces grandeurs dans les termes qui leur conviennent.

3°. On" supposera que la puissance qu'on cherche,, est:K iii
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■ —

— -n

ay-b-i:y2--+-cyî~{-dy4 , & que les termes de ay-+-by1-y-cyl éle¬
vée à la puissance », & marquée par an, font déja décou¬
verts ; 6c le second terme de la formule des puissances a^b1

— n •-1

qui deviendra " x ay-t-byí-+-cyì x ây*, fera découvrir les
grandeurs a ~- d xyn~l^= x^- a~2

&c. de la puissance qu'on cherche ; on les écrira dans les
termes qui leur conviennent.

4°. Enfin s'étant borné à cinq termes, on supposera que
—«X

l'on cherche îa puissance ay-t-by^-y-cy^-y-dy^-^-ey^ qu'on
en a déja les termes de ay-+-by1-+-cyì-\-dy4 élevée à la puis¬
sance n , qui sont représentés par an de la formule ; & le
second ternie"^-1 b de la formule, qui deviendra

n - x

œy-hbyz~{-cy3-i-dy4 xeys fera trouver la grandeur ^an~' e x
yi—i+ì=iw.+ _j_ qU; acpl£Ve ]e cinquième terme de la puis¬
sance qu'on cherche.

La puissance qu'on vient de trouver étant ordonnée par
rapport à y , sera une formule générale pour élever route
grandeur complexe de tant de termes qu'on voudra , qui
peut être représentée par ay-\~ byz-\-cyì -f-&c. à une puis¬
sance quelconque dont l'exposant, quel qu'il puisse être,est
représenté par l'indéterminée n.
Seconde maniéré déélever les grandeurs complexes aH-by-t-cy*.

-4- &c. dfay-4-by,--hcy3-+-& c. à uns puijjance quelconque
dont Texposant ejl représente par f indéterminée n.

)04» O N peut immédiatement élever les grandeurs.complexesd'une infinité de termes a-\-by-\-cy2-\- &c. & ay-\-byz-\-cy'ì
-H a une puissance quelconque dont l'exposant est

575*. l'indéterminée », par la loi * des (uites, en partageant cha¬
cune de ces grandeurs en deux termes, dont le premier ferala premiere grandeur de ces grandeurs complexes & lesecond terme sera la somme de toutes les autres ; la pre¬
miere fera ainsi partagée a-{-by-y-cyz-+-dyì-+-ey*-+-&c. la
seconde sera ay-i-byz-^rcy'i~\-ay^-i-ey^~\~6icc. Et l'on formera

•
— -

.
.

_ n

5"7S* par la loi * desjuites a-+-by-+-cyz-r-dyi-+-ey4 -4- &c. = an
«+-f X an~3 X by -y-cyzdyì -4-ey*-4- &c. -f-7 x n-~-x an~2 x

SCD LYON 1



La formule gener. des puis s. Lív. III. 75

by-+-cy*-*-àyî -+- e- y4 -h ôcc/ -h x-^xa"-'x
by —j— ty1 -4- <iy3 -f- ej'4 -+- ôcc. H—" x x ~~ x ~qr~ ^ #nT~4 x

-4- cyzàyï -+- ey^~h ôte. —H ôcc.
II est évident que la lot * qui regne dans les termes de * $7$,

cette fuite , est ( en nommant T un terme quelconque , î le
terme qui le précédé immédiatement, & ./V le nombre qui
marque le rang de t) qu'on trouvera partout T= t x " ~ ^ 1 x
hy + Cyi + dyj -*■ ey«-*-&'c.^ Ainsi cetíe faite est * la puissance n de * ypé.
a H- by -S- cyz -y-.dyï H- ôte.

On réduira ensuite tous les termes qui suivent le premier
dans cette puissance, chacun en toutes les grandeurs qui lui
conviennent, par la méthode expliquée dans l'article 172,
ou, si l'on veut, par le moyen de la formule générale * des * 796

faites, & on ordonnera tous les termes de la puissance par ôc 603,.
rapport ky, ôc Ton aura la puissance n de a-+-by-y-cyz -y- ôcc,
toute ordonnée.

On élèvera de même ay--y byz cy} -y- dyi-y- eyï -+- ôíc. à
îa puissance n en formant par la loi des faites, la faite suivante
— - 1■ ■ ■ — n

ay -y- byz •+• cyi -hdy^-heyï -H ôcc. = any°-h" x x
ari~zyn~1x.byz-y-cyì-y-dy*

^eyï^ôccd^fa7fax'Glxan~3yn~ì><byz-y-cyî-y-dy4-y-ey'>-y-&.c.î
"+" 7 X ™ x xfa— x an~*y n~4 x byz-y-'cyl -y- dy} -y-eyï-y- & c.4
4-"x^XyX^x^x« n~y n~s x by z-i-cyì-{-dy4-{~ey 5 -+-ôtc.S

ôcc. II est évident que dans cette faite T = t x -llA—i «
Zï1- *cy1 +&c-

3 & qu'elle est par conséquent *la puis- *'■$<?$*
íance n de la grandeur ay -\- byz -y- cy3 -h ôcc»

On réduira , comme on l'a enseigné dans l'article précé¬
dent , chacun des termes de cette faite en toutes les gran¬
deurs qui lui conviennent ; ôc après qu'on en aura ordonné
tous les termes , elle fera la puissance ordonnée de ay-y-by~
*+■ Ôcc.

Remarque,
Les puissances n qsson vient de faire découvrir des gran¬

deurs a-y-bxa-i-*by-y-cyL-i-dyi-y&c. ay~}rbyz~k-cyì~bdfa-y-è£G*
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seront trois formules générales des puissances de toutes les
grandeurs complexes qu'on peut imaginer : Elles serviront
à élever par de simples substitutions , toutes les grandeurs
complexes particulières à une puissance quelconque dont
lexpofant n représente tous les nombres entiers & rompus >

positifs & négatifs, & même les grandeurs incommensura¬
bles.

Quand les grandeurs complexes particulières repréfen-
tées par les grandeurs complexes générales qu'on vient de
marquer, auront quelques termes négatifs , il faudra sup¬
poser négatifs les ternies correfpondans des grandeurs gé¬
nérales ; ôc dans les formules des puissances, les produits où
il y aura de ces grandeurs négatives, dont les dimensions
jointes ensemble feront un nombre impair, seront regardés
comme négatifs..

Quand il y aura des termes de manque dans les grart-
deurs complexes particulières, il faudra supposer égaux à
zéro les termes correfpondans des grandeurs complexes
générales.
'Application de "ce qu'on a expliqué et démontré

fur les suites , aux nombres figurés.
Corollaire VIII.

Sur les coéjficiens des termes des suites.
606. Les coëfficiens des termes d'uneftite* p, f y, f/7""*"#
*f _ j ( qui est la puissances, ou q , ou p~+-qs ou n de a± b ) étant pris

j * pat ordre, c'eft-à-dLre les coëfficiens du premier terme , du
^ ' second, du troisième , &c. font eux-même une fuite dont
g ^ ' les termes suivent la même loi qui regne parmi*les termes
'* C7/ de lafuite dont ils font les coëfficiens , en y supposant a ôt b5 " égales chacune à l'unité.
*575-. Ce Corollaire est évident par la * formation même des

suites.
On prendra ici pour exemple la fuite qui est la puissance n

de a± b, parce qu'on s'est servi de l'exposant n dans ì'Ana-
, TaUe lyfe démontrée *.

•d 0 la

4}q. Cettefuite des coëfficiens est 1,1 x ", 1 x " x ix^x^-'x
s 1 x 7 x ~~ x r~ x , Pour abréger , 011 peut ne pas

mettre l'unité pour le premier des multiplicateurs de chacun
des
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La formule des suites ordonnées. Liv. III. si
des termes de la suite des coëfficiens qui suivent le premier
terme, lequel est toujours l'unité.

II est inutile de faire voir ici qu'on peut aisément trouver
le quantième terme on voudra de cette fuite, & déterminer
les multiplicateurs " , 1 , , &c. qui le composent f
les Commençans n'y fçauroient trouver de difficulté.

Corollaire IX.

607. La fuite 1, "s1-,
est le produit de la suite i'> "x-^-L, \x ~~ x , &c.
multipliée par la suite 1 , \,\x ? ~ 1 , \x -1- x } &c.

La suite 1,^,
est le quotient de la suite 1"x^fa1-, &c. divisée par la

suite i, 2, 2 x ? , í x9~s- x q ~1 , &c. Ce Corrollaire est
évident par ce qui précédé*. * y88 ,

Corollaire X.
Í5o8. Laqu'on formeroit en élevant a1 + b1 à la puissancedont n — 1 -f- 1 est l'exposant, est le produit * de la suite qui *588.

est la valeur do. a ± bn~l par la suite a±_'bl ; & il est évident
que le produit de a ± b" 1 par a ±.bl est égal à la faite qui
est la valeur de a _± V; car a + b11 " 1 — a-s bAinsi les
coëfficiens des termes de la suite qui est la valeur de
a-fr b 1 1, font équivalens aux coëfficiens des termes

correfpondans de la suite qui est égale à ssqfT.
Pour avoir les coëfficiens de la faite 1 + 1, il n'y a qu'à

multiplier lasuite a-prs 1 par a 4- b, comme on le voit ici.

La faite a + b" \
ían-I+^bïan~1+nfax,^b1an-'-ì-^x?=-z x &b*a*-++ ^x — x—x'^bU^.——— * 12 i 2 3 i 2. 3 4

ií? suite a dz b . multipliée par a ± br«
lan-r'~-b1a'~ìHh— x — x ~xb'an~* q- — x — X —- x — &an~*fa ôte.• 1 12 I 2 3 Ï á, 3 4

q- ï b1 a"'1 q- —Í^H-'q^-x^aH-'q- x— x — b*a*~\~— I 12 123 *

Ce produit est égal à a +: bn 1 * 1 = a ± bn.
Tomç II. L
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Remarques fur la comparaison des coëjfìciens des termes

de a ± b " I + I= a±b" avec les co'ëjjìciens
des termes de a -jr b" \

I.

Il est évident par la formation du produit de a-f b"
par a -pr b1 que le coefficient d'un terme quelconque de
a-\-b " 1 +1 = a -H b " est la somme du coefficient du terme

correspondant de a •+• bn~1 & du coefficient du terme qui le
précédé à gauche. Par exemple, le coefficient -H
4-~I du quatrième terme de a-V-b" 1 \ est la somme
du coefficient " ~ 1 x " ~1 x ——— du 4e terme de a -f- b àc

I 2 3 A

du coefficient x du f terme de a Hh b" \
Mais le coefficient d'un terme quelconque de —£n I",c

= — b " est la différence du coefficient du terme correspon¬
dant de ^ 4- ba~ 1, & du coefficient du terme de a 4- ba~''
qui le précédé à gauche.

I I.
D'où l'on déduit, en nommant i, c, d, e ,/, &c. les coëfc

ficiens de a-+-br' 1 pris de fuite, & i }g}A,i,k} ôcc.les coëffi-
ciens de a-+-bR Í*1 = a-\-b",queg — i Hh c ; h — c -h d/
i= d~he; k = e-h/,- par conséquent i -\-g-Jr h-t-ï-f-
s-h1-hc--hd~+- e -+-/== 2 x i -h c -h d -H e -\rf> c est-à-dire que
v.4-1 —he-j-d-ì~e
quand le coëfficient/d'un terme de a-h b est zéro, la som¬
me des coëfficiens de tous les termes correspondans dans
a -f- b" 1 + 1 = a -H b" depuis le premier i compris jusqu'au
terme k correspondant à/ou zéro aussi compris, est double
de la somme des coëfficiens correspondans de a-+-ba \

III.

En mettant dans les fuites a-\-b " 1 + 1 = a+bn &n a+b" * 9

l'unité à la place de <3 & de on aura les fuites des seuls
coëfficiens, aufquelles conviennent les choses qu'on vient
de faire remarquer.
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Les nombres, figurés. L i v. III. 8j
La formation des nombres figurés ou des nombres

de différens ordres.

6l2. Lk fuite générale des coëfficiens x
n - i n n - 1

w » - 2 w u ~ 3 « v> » - 1 v >z - 2 w w - 3 « - 4 ^
• 7 X —: X " " X • X X X X - •

ïxi^xkxiii.xiiix^-.&c. peut servir à
former les nombres figurés, de cette maniéré.

i°. II faut supposer w = o, & écrire le seul premier ter-*
me 1 , & des zéros ensuite, parce que tous les termes suivans
seront égaux à zéro.

20. II faut supposer n — 1, & écrire sous les termes pré-
cédens les deux premiers termes 1 & 1, & les autres qui se¬
ront des zéros.

30. II faut supposer n — 2, & écrire les termes 1.2.1.0;
o f &c. fous les mêmes termes précédens.

4°. II faut supposer « = 3 , & écrire les termes 1.3.3.1.0.
o ; &c. fous les termes précédens.

$°. Enfin en supposant ainsi dans la fuite générale des coëf¬
ficiens, que n est successivement égale à 4, 3, 6, 7, &c. on
formera la Table des nombres figurés.
Premiere Table des nombres figurés

ou des différens, ordres.
Unités, i. ordre. 2 ordre. 3 ordre. 4 ordre, j ordre. 6 ordre. 7 ordre. 8 ordre. 9 ordre. 10 ordre, n ord. 12 ord.

I . o . .0 . o . o . o . o . o . o . 0.0.0.0

parallèle. ^ " I » ^ «j O.1 O. O.; O. O.' O. O • O. O. O
/' 92d I . 2.1. o . O . O . O . O «d O . O . Q . O . O

P l
3e * . 3 . 31 . 1 . o .' o . o . o. o . 0.0.0.0

n, k.
^ 1 . de * 6 » 4 « x. 0. 0. o. o. o. 0.0.0

c m i
3 e 1 . y . 10 . xo . p . x . o . o . or 0.0. 0.0

b . h
6e i . 6 . iy . 20 . xy . <5 . 1 .; o o q o . o . o . o

d.

7e i . 7 . 21 . 37 . 37 . 21 r 7 . 1 r o .] o . o r o . o
e

8e 1 . 8 . 28 . 36 . 70 . 36 . 28 / 8 . 1 . 0.0 . o . o
'

/
5e 1 . p . 35 r 84. 120 . 126 . 84 . 36 r p . . x . o . o > o

g
10e I .. 10 . 43 . 120 . 210 . 232 . 210 . 120 . 43 . 10 .' I . O !>: O
11e 1. . 11. 33 . 1(33 . 330 . 4*52 . 462 . 330 . 153 . 33 . 11 . I T o
:12e 1 . 12 . .66 , 220.. 4P3 . 7p2 , P24 . 7p2 , 4p7 . 220 . 66 _._ 12 y 1

Lij
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Définitions.

O n nommera rangs parallèles chacune des fuites qui vont
de gauche à droite ; le rang supérieur qui commence oh il
n'y a qu'un terme réel qui est î'unité & des zéros , fera le
terme d'où l'on comptera les rangs parallèles , fans y com¬
prendre ce rang : on nommera le premier rang parallèle
celui qui n'a que deux termes réels , qui font chacun I'unité ,
le second rang parallèle; celui qui est au-dessous, & ainsi
de fuite.

Chaque colonne de ces fuites prise en descendant, fera
nommé u* rang perpendiculaire,

La colonne des unités fera le terme d'où l'on comptera
les rangs perpendiculaires ; le rang perpendiculaire qui la
fuit à droite fera Je premier; ie suivant, le second ; & ainsi
de fúite. .

Les termes du premier rang perpendiculaire font les
nombres naturels , on les appelle les nombres du premier
ordre ; les nombres du second rang perpendiculaire sont
les nombres du second otdre ; & ainsi de fuite en allant de
gauche à droite.

Quelques-uns nomment les nombres du second ordre, les
nombres triangulaires; ceux du troisième ordre, les nombres
pyramidaux ; ils donnent ainsi d'autres noms aux nombres
des ordres fuivans , qu'il est inutile de sçavoir : .mais tous ces
nombres des dijférens ordres ainsi rangés s'appellent les nom¬
bres figurés.

Corollaires qui suivent la formation
des nombres figurés,

I.
Les formules indéterminées d s termes déun même rang paralèIle ?

pris de fuite.
En supposant que n représenté le quantième est un rang

parallèle, c'est-à-dire que n représente 2, si c'est le second
rang parallèle; 3 , si c'est le 3e ; 8 , si c'est le 8e, &c. " est la
formule qui représente ic nombre du premier ordre de ce
même rang parallèle ; ~ x ~ est la formule qui représente
le nombre du second ordre, du même rang parallèle ; 'l- x
f x "f est la formule qui représente le nombre du trofi
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Les nombres figurés. Liv. III. s;
sième ordre de ce même rang paralèlle , & ainsi de suite.

D'où l'on voit que , suivant cette supposition , n repré¬
sente le nombre du premier ordre d'un rang parallèle en même
tems qu'elle représente îe quantième est ce rang.

6Is. D'où il suit qu'en déterminant n à un des nombres enriers
qu'elle représente; par exemple si ?;=4, & en substituant
4. à la place de », i°. le nombre des termes de ce rang pa¬
rallèle déterminé fera fini, & il aura autant de termes qu'il
y a d'unités dans n-pi. Car il est clair que tous les ter¬
mes qui suivront celui dont le rang est marqué par »+i,
seront zéro. 2°. Les termes d'un même rang parallèle pris
deux à deux , l'un & l'autre à une même distance du premier
& du dernier , comme le terme qui fuit la colonne des uni¬
tés & le pénultième , font égaux ; de même le terme éloigné
de deux rangs de la colonne des unités , & le terme anté¬
pénultième font égaux , & ainsi des autres. II n'y a qu'à
substituer soi même successivement 2, 3 , 4, y , ôte. à la
place de n dans la formule , ôt l'opératiln même en fera
connoître la raison.

II.

$16. Quand on a déterminé n à représenter un rang parallèle
déterminé, comme le ye rang ; si l'on veut se servir de la
même n pour représenter le rang précédent, sçavoir le 4%
il est évident qu'il faut prendre n— 1 ; si l'on veut exprimer
le rang suivant, sçavoir le 6e f il faut prendre n-+-1. lien est
de même des autres. Pour avoir ensuite rexpréffion du nom¬
bre de tel ordre qu'on voudra, en supposant par exemple
que n—1 représente le quantième est le rang parallèle où
ï\ se trouve ; par exemple pour avoir le nombre du premier
Ordre du rang n— 1 , il est évident qu'il faut écrire *— ;

pour avoir le nombre dusecond ordre , il saut écrire ~ x ;
celui du troisième ordres~ x ~ x II en est de même des
autres ; c'est-à-dire qu'il faut substituer n—1 à la place de n
dans les formules de l'art. 614.

v\t' ; ïíi.
6lJ. D'où l'on voit clairement qu'en déterminant n à repré¬

senter le quantième est un rang parallèle quelconque , le
précédent étant n— ì , les termes du rang n feront les coësti-

L iij
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n

ciens de la fiàite égale à a<+-b , & les termes du rang précé-
n-—i

dent i , les coëfficiens de la faite a~+-b .

IV.
Les propriétés principales des nombres figurés.

£jg# Un nombre quelconque de la Table* pris dans tel rang
*6"i2. Para^ei & dans tel rang perpendiculaire qu'on voudra,'

comme i 3 pris dans le <5e rang parallèle & dans le 2e rang
perpendiculaire, est toujours égal au nombre qui est immé¬
diatement au-dessus, dans le rang parallèle qui le précédé
( dans cette supposition 10) plus au nombre y qui est au-
dessus à gauche dans le rang parallèle précédent. C'est une
fuite évidente des articles 609 ôc 611.

Quelques-uns déduisent de cette propriété la formation
des nombres figurés, & il est visible qu'il suffit que la colonne
perpendiculaire des unités soit donnée avec le seul premier
terme de la colonne du premier ordre, pour trouver tous
nombres figurés par cette propriété.

V.

6ïÇ. II soit de la propriété précédente , qu'un terme quelcon-
* 612. que de la Table *, comme 20 pris dans le 6e rang parallèle

& dans le 3e rang perpendiculaire , est égal à la somme de
tous les termes qui sont au-dessus de lui, dans le rang per¬
pendiculaire qui le précédé à gauche depuis l'unité com-í
prise jusqu'au terme qui est à côté de lui non compris. Pat
exemple 20 — 1 o -h 6-5- 3 -H 1.

Car soit nommé h un terme quelconque .comme 20, ÔC
ceux qui sont au-dessus dans le même rang perpendiculaires
j, k fa, les termes qui sont au-dessus à gauche , m, n ,p, q;
on aura par la propriété précédente h—jH-w\j — k-i-n;
k — l-\-pfa= 0+1. D.óhch=m^rnfarp-+r 1. II est faciles
d'appliquer cette démonstration à tout autre terme.

C'est par le moyen de cette seconde propriété, qu'on'
forme ordinairement la Table des nombres figurés, la feule
colonne des unités étant donnée : car il n'y a qu'à ajouter
les unités pour trouver de fuite les nombres du premier or¬
dre ; l'addition faite de fuite des nombres du premier ordre ,

donnera ceux du fiecond ordre ; & ainsi de fuite.
620. On voit encore par ce Corollaire , que- n exprimant

un nombre du premier ordre , exprime en même tems la,
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somme de la colonne des unités jusqu'au rang parallèle de
ce nombres non compris ; * x —• est l'expreílìon de la somme
de la colonne des nombres du premier ordre jusqu'au rang
parallèle n non compris ; & de même * x "~s- x est la
somme des nombres dusecond ordre qui font depuis 1 com¬
pris jusqu'au rang parallèle n non compris ; & ainsi de suite.

VI.

62 r. La somme entiere des termes d'un rang parallèle quel¬
conque est double* de la somme du rang parallèle qui le * 610
précédé, & elle est la moitié de la somme du rang parallèle
qui la suit, ou qui est immédiatement au-dessous ; ainsi les
sommes des rangs parallèles prises de luite depuis l'unité ,
font une progression double. D'où il fuit que pour avoir la
somme de tous les termes d'un rang parallèle quelconque
dont le rang soit marqué par n, il n'y a qu'à élever 2 à la
puissance dont l'exposant soit n. Par exemple la puissance 12e
de 2 est égale à la somme des termes du 12e rang parallèle.

Seconde Table.

Seconde disposition des nombres figurés.
622: Rangs

parallèles.
Unités. i. ordre. a. ordre. 3- ordre. 4. ordre.

m

S .ordre. 6, ordre.

Iet I . I . I . I . I .

l

3 ' 4 • S '
u

I . I

2e I . 2 . 6 . 7

3e - I . 3 -

K

6 . 10 . ij .
4 /;

21 . 28

4e

r

I .'

! .

4 •
c

s#

J n

IO . 20 . 35* ,
b d e

1$ . 35 • 70 •

$6 . 84
/ s

126 . 210

6h I « 6 . 21 . $6 . 126 . 2$2 . 46%
Suppositions.

L

62^0 On donne encore aux nombres figurés cette seconde dis¬
position ; sçavoir, on met dans le premier rang parallèle ,

qui est dans cette seconde disposition, tout le premier en
haut, tous les preìmers termes réels qui font les unités des
nombres figurés -, dans le second rang parallèle ? tous les
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. seconds termes des nombres figurés ; dans le 3e rang parai-;
lèle , tous leurs 3" termes réels 5 & ainsi de fuite.

I I.

624,. Dans cette seconde disposition un terme quelconque â
a au-dessus de lui le même nombre h que dans la premiere;
disposition ; mais il a à côté de lui à gauche dans le même
rang parallèle, le même nombre b qu'il avoit au-.defïus de
lui à gauche dans le rang parallèle qui le précédoit dans
la premiere disposition.

Corollaire VIL

Les propriétés des nombres figurés dans la seconde disposition,
62 D'où il fuit que dans la seconde disposition un terme quel-

* éi8. conque d est égal * , i°. à ia somme du terme h qui est au
dessus de lui, & du terme b qui est à côté de lui à gauche;
c'est- à-dire d=h-\-b : z°. que ce même terme quelconque d

* 619. a ta L°mme b-i-j-{-k-i-l-+-m de tous les termes de
la colonne perpendiculaire qui le précédé immédiatement
à gauche, depuis l'unité comprise jusqu'au terme b compris
qui est à côté de ce terme d dans le même rang parallèle.

C'est par l'une ou l'autre de ces deux propriétés qu'or»
forme la Table des nombres figurés dans la seconde dispo¬
sition par de simples additions , la colonne perpendiculaire
des unités étant donnée avec le seul premier terme i de la
colonne qui contient les nombres naturels ou du premier;
ordre.

Remarque.

626. Ayant pris n pour marquer un rang parallèle quelconque
des nombres figurés dans la premiere disposition, par exem¬
ple le j6, & pour marquer en même tems le nombre du
premier ordre de ce même rang parallèle , qui est, par
exemple y , qu'on nommera c ; il est évident que dans la
seconde dispositiòn} n marque encore le même rang parali
lèle, c'est-à-dire le 5e qu'on a pris pour exemple, & le nom¬
bre 5 ou c du premier ordre qui est dans ce rang parallèle >
mais que pour rapporter les termes suivans b, d>e ,f, g de la
seconde disposition aux rangs parallèles qui leur convien¬
nent dans la premiere disposition 3 il faut marquer le rang

parallèle
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parallèle du terme suivant b, par n~ìri ; celui de d par «-f-2 ;celui de e par n -H 3 ; celui de/par n -h 4 j celui de g pat
»•+■ y y &c.

Corollaire VIII.
0» formule générale des termes de chaque rang■parallèle des nombres figurés de la seconde disposition.

^27. On déduit de là que pour avoir la formule générale des
termes de chaque rang parallèle de la seconde disposition ,

par le moyen de la formule qui sert à les exprimer en géné¬
ral dans la premiere disposition , * doit demeurer l'expressiorî
d'un nombre c du premier ordre dans l'une & l'autre dispbsi-
tion : mais étant l'expreísion du rang parallèle du terme
suivant b dans la seconde disposition , il faut mettre dans^ x

( qui exprime le terme du second ordre de la premiere
Table du rang parallèle n ) à la place de n ; & l'on aura

x ^pour l'expreííìon du terme b dans la
seconde Table ; ainsi b — '-y. —.9

1 z

On trouvera , par des raisonnemens semblables, que3= "x x"ss; e=**"~f~xx ~ ;/= 'jx"-^x~-x
íp^-ïx^x"-& ainsi de

fuite»
Ainsi la formule qui exprime les termes d'un même rang

parallèle de la seconde Table, est i, \> ~ x n-~ , 7 x~ x~, 1
&c.

corollaire ix.

^28. et comme un terme quelconque d'un ráng-parallèle de
la seconde Table * est la somme de tous les termes de ìa * 62scolonne perpendiculaire qui précédé immédiatement à gau¬
che depuis l'unité comprise jusqu'au terme qui est à gau¬
che dans le même rang parallèle auífi compris ; il est évident
que les termes de la formule générale précédente expriment
austi les sommes des termes des colonnes perpendiculaires.

On doit remarquer que dans la seconde disposition des
nombres figurés de la seconde Table, le premier rang per¬pendiculaire est égal au premier rang parallèle ; le second
rang perpendiculaire est égal au second rang parallèle ; le

Tome II. M

SCD LYON 1



ipo La Science du calcul, &c."
troisième rang perpendiculaire est égal au 3e rang parallèle;
le 4e rang perpendiculaire est égal au 4e rang parallèle , ôc
ainsi de suite. On en trouvera aisément la raison en substi¬
tuant le nombre qui convient à chaque rang parallèle, à la
place de n, dans la formule qui exprime chaque rang pa¬
rallèle.

De la diversité qu'on peut mettre dans les nombres figurés, en
conservant pourtant la même formule*

Ó2p. On peut diversifier les nombres figurés dans la premiers
& dans la seconde disposition , d'une infinité de façons , en
conservant néanmoins les formules qui en expriment d'une
maniéré indéterminée chaque rang parallèle : voici com¬
ment. II faut supposer une lettre a qui marque d'une ma¬
niéré indéterminée telle grandeur qu'on voudra , & multi¬
plier chaque terme de la premiere ôc de la seconde Table
par a ; il est évident qu'en substituant un même nombre ou
une même grandeur, qui soit telle qu'on voudra, au lieu

* 612. de a dans tous les termes de l'une * & de l'autre f Table, ils
t 622. seronîrous changés. Cependant il est clair que 1 xa, 1 xax"t

1 x a x-xt—i ïx^x-x'—x~, txax-x'—x'^x'ss-j &c.
I 2 ' 1 2 3 I 2. 3. 4-

fera la formule qui exprimera d'une maniéré indéterminée
*614. les termes pris de fuite de chaque rang parallèle de la * ire

Table après son changement ; & que t x a, 1 x a x" f 1 xax
?x"^.ixaxn-x^x^, ixslx^x^x^i?x^,&c.sera

1 a 3 1 ^ i 4- '

la formule qui exprimera d'une maniéré indéterminée les
^ 627, termes pris de fuite de chaque rang parallèle de la * seconde

Table après son changement.
Cette maniefe de diversifier les nombres figurés , & d'en

• avoir la formule générale , peut servir pour les résolutions
de différens Problêmes, & pour rendre ces résolutions gé¬
nérales. Les nombres figurés de la premiere & de la seconde
Table seront nommés [impies -, & lorsqu'ils seronî diversifiés >
on les nommera changés.
De ïunion des nombres figurés les uns avec les autres , & des-for¬

mules générales qui expriment ces nombresjoints ensemble.
630, L'union des nombres figurés d'un ordre avec les nom¬

bres figurés d'un autre ordre- ou du même ordre, peuî servir

SCD LYON 1



Les nombres figurés. Liv. îïï. 91
à trouver les résolutions de plusieurs beaux Problêmes ;
& les formules qui expriment ces nombres figurés joints en-
semble , servent à rendre ces résolutions générales. Cette
union se peut faire par l'addition, la soustraction, la multi¬
plication & la division.

Par addition.

63 î. ï°. On a déja fait voir* qu'en ajoutant ensemble deux ter- * g9
mes de différens ordres d'un même rang parallèle , qui font
immédiatement l'un après l'autre dans la premiere Table,
comme b & h, leur somme b-^-h — â^ c'est-à-dire , les som¬
mes prises de fuite des termes de deux ordres qui se suivent,
sont elles-mêmes les nombres de celui de ces deux ordres
qui est le plus à droite. Par exemple , les sommes des termes
du premier ordre , & des termes correfpondans du second or-
dre-, sont elles-mêmes les nombres du second ordre \ les som¬
mes des termes dusecond ordre & des termes correfpondans
du troisième ordre , sont les nombres da troisième ordre y &c»

D>où l'on voit que la formule des termes d'un rang pa¬
rallèle de la premiere Table étant 1, 7 ^x—^x^-x^&c.
la formule des nombres des différens ordres formés par l'addi¬
tion qu'on vient d'expliquer, fera 1 -+-7, " -+- 7 * 7 x
H- 7 x ss x , &c. Mais comme les termes d'un rang pa¬
rallèle qui viennent de la formation précédente, sont les ter¬
mes d'un rang parallèle qui fuit immédiatement le rang pa¬
rallèle qui a servi à les former, il est évident * qu'il n'y a qu'à * ^ ^
mettre n -f-1 à la place de n dans la formule de chaque rang
parallèle de la premiere Table, & l'on aura encore 1,

^xf,^xfx^,îifix?x^x^, &c. pour la for¬
mule des nombres que donne la formation précédente.

6^1. 20. Supposé qu'on change les nombres des différens ordres
de la premiere Table, & ceux de la seconde Table* en mul- *

tipliant chacun des termes par l'indéterminéè a, & qu'on
fasse un second changement * en multipliant chacun des * * ,

termes par une autre indéterminée b ; on pourra ajouter les
termes de chaque colonne perpendiculaire d'un même or¬
dre , qui ont reçu le premier changement, avec les termes
d'une colonne perpendiculaire du même ordre ou d'un or*
dre différent qui ont reçu le second changement, & trou-

M íj
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ver la formule générale qui exprimera de fuite les termes de
chaque rang parallèle après cette addition.

Ges additions se peuvent faire de différentes maniérés;,
mais il suffira d'en mettre quelques exemples pour faire voir
aux Commençans la maniéré de faire ces unions de toutes le&
façons qu'ils pourront imaginer.

Troisième Table..
Colonnes perpendiculaires.

Rangs.
parallèles. I. 2. 3" 4' 5'

I« I« + o .Ií+ o . IÍ+ o . 144-0 . I« 4- o 7 Ifl-f- o
2 d x a -+-b .z a.-+• b . 3, a H- b . 444- b . ja-4- b . 6 a ~h h
3e 1 a -1- z b-i a -4- 3 b. 6 a. -f- 4Ì„ioa-4- 5&.i5a-H 61. 213,4- jh
4e 1 a-j-3 5.4íZ-f- 6 b. 10 a 4- 10 b.. 20 « -f- 15 6.3s a -4- 211. 5<ía4-i8A
5 e 134-4^.534- ioé.ij b 4- 20Í. 3îa-|-3îí.7oa -4- ï6b.iz6a ■+ 846

R £ M A R Q U_E S.
L

Dans cette Table chaque colonne perpendiculaire con~
tient, i°. une colonne perpendiculaire de la seconde Table,,
dont chaque terme est multiplié par a ; elle contient, 2°. une
colonne perpendiculaire de la seconde Table qui suit immé-
diatement la précédente en allant vers la droite , dont cha°
que terme est multiplié par b; les ternies où est £ font ajoutés
aux termes où est a ; & dans chaque colonne les termes B
font d'un seul rang plus bas que les termes a; c'est-à-dire:
zéro est le premier terme des b»

I I.
La formule qui exprime de fuite un rang parallèle des a

. est* ixa,ax-,ax-x , a x - x îíl x JLíLL &c. mais TesI I 2. * i 2 3.

termes b étant d'un rang plus bas que les termes a, pour
avoir k formule qui exprime les termes d'un rang parallèle
des b (en retenant n pour représenter le quantième est utï
rang parallèle des ct ),il est évident qu'ilfaut employer n—-i
pour représenter le quantième est le rang parallèle des b
correspondant au rang parallèle des a représenté par n j
ainsi la formule qui exprimera le rang parallèle des termes
b qui font dans le rang parallèle des a marqué par n, fera

b x x - x x x ; & ainsi de fuite, parce qu'il*
faut mettre n — i à la place de n dans la formule, des a,..
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En ajoutant ensemble les termes correspondans de la for-;
mule des a & de la formule des b, on aura i x a -f» b x p2- ,

*x2-4-áx^x£,ax = x^4-*x^.xf xlfî.
x -+-bx x'{x x j &c. pour la formule qui ex-
prime les termes de fuite de chaque rang parallèle de la 3®
Table. III.

635- Si l'on met successivement dans la troisième Table les
nombres 1,2, 3,4, fitc. ou tels nombres qu'on voudra à la
place de a; & si l'on met en même-temps le même nombre
ou un autre tel qu'on voudra à la place de b, on formera une
infinité de Tables où les nombres des différens ordres diversi¬
fiés seront joints deux à deux les uns avec les autres ; & en
substituant successivement les mêmes nombres, sçavoir ceux
qu'on a pris pour a,fie ceux qu'on a pris pour b dans la formu¬
le qui précédé, l'on aura les formules qui exprimeront d'une
maniéré indéterminée chaque rang parallèle de ces Tables-.

IV.
Voici encore un exemple pour rendre plus familière cette

union des nombres figurés faite par addition.
Quatrième Table.

î a -f- o 1 a h- o . i a -f- o. . i a ■+• o . u+ o , i a-■+■ o

% í -f- 1 b. 3 a--H 1 i» 44+ 11. S a-h i B. 6 a-r- i b. 7 a -r- 1 b
$a-i-zb. 6a-fr 3i.10a.-j- a,b. í h. zia-j- 6b. 28 a +■ ?'b
4 a -f- 3 b. 10 a -j- 6 b.10 a 10 b. 3 <s a -4- ij b. 56 st'-j-21 i. 843-+-28$
f a. -j- 4 b. ifa -i- 10 35 a-j~2.oi.7oa~f-35 b.iz6 a Jé 5.210 a -f- 84 ô

Dans chaque colonne perpendiculaire de cette quatrième
Table,les nombres/g^ér de la seconde Table d'une même
colonne perpendiculaire, chacun multiplié par a, sont joints
avec les nombres figurés- de la même colonne perpendicu¬
laire de la même seconde Table, chacun multiplié par b g
c'est-à-dire les nombres d'un ordre multiplié par a, font ajou¬
tés dans cette quatrième Table aux nombres-du même ordre
multipliés par b, de façon pourtant que les termes b font dans
îa même colonne perpendiculaire d'un, rang plus bas que les
termes a aufquels ils font ajoutés.

La formule qui exprime chaque rang parallèle des a fera'
àonc* ax-^ax" x ax'p "-p x pp, ficc. la formule qui * 629 ,

exprime les termes du rang parallèle des b q.ui se trouvent.
M fil
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dans le rang parallèle des a marqué par «, (& qui doit être* 634. marqué pour les b par n — 1 félon la supposition ) ,sera donc*
fx-nzifè x x 2, j.lf—x 2 x ^ x fx 2|i. x &c.'

Joignant ensemble les termes correspondans de ces deux
formules, on trouvera a x \ -+-$ x^D-,a x 2 x2il-j-£x x 2,
stX:x2f X^p-h^X^X^ „ X 2 X ÎLT-I X
~d + í x -~L x 2 x -iLíi- x &c. pour la formule qui
exprime d'une maniéré indéterminée chaque rang parallèle
de la quatrième Table.

Si l'on suppose, dans la quatrième Table & dans la formule
précédente, a & b chacune égale à l'unité, l'on aura l'union
des nombres simples de chaque ordre, avec ceux du même or¬
dre ; on aura aussi la formule qui exprime les termes de cha¬
que rang parallèle de ces nombres ainsi joints ensemble.

En mettant successivement d'autres nombres que l'unité
à la place de a & de b, dans la quatrième Table & dans íà
formule, on aura les unions des nombres de chaque ordre
aux nombres du même ordre, avec toutes les diversités qu'ils
peuvent recevoir ; on aura aussi les formules qui expriment
chaque rang parallèle de ces nombres figurés changés ainsi
joints ensemble.

De íunion des nombres figurés par la Jòuflraftion.
6iJ. o n peut ôter, en allant de fuite, les nombres d'un ordre ,

simples ou changés, des nombres d'un autre ordre ou du
même ordre, simples ou changés, cette soustraction donne
leurs différences ; on peut ensuite trouver la formule qui
exprime d'une maniéré indéterminée les termes de chacun
des rangs parallèles qui résulteront de cette union ; on en
va donner deux Exemples , qui suffiront pour faire cùnce-
voir cette sorte d'union.

Cinquième Table.
ï. ordre. 2. erdre. 3. ordre. 4. ordre. 5. ordre. 6. ordre,

î — o; = x. 1 — o : = (. 1 — o :== 1 i 1 — o : = r. 1 — o : = ï." x— o : = F

3 — &;ps=í.. 6— 3 : == 3.10— 4:= 6. 15— y: = io. 21— 6:= iy. 28— 7: = 21
4 — 3 îeei.io-. 6 : 4.20 — 1 o : = 1 o. 3? — ij:=;io. 56 — 21:= 33. 84— 28:5= 56
J-^4;Î==I.I5— io:= J.35 — 20: = !?. 70—^ : =^ .116— çójc = 70.210— 84:=3I26
6— 5 :s=s 1.21 — 15 :==6.56— 35 : = 21.126—70;= 56.252 — iz6;s= 120,462—-z 10:5=2$2
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Dans chaque colonne perpendiculaire de cette Tablé,

les nombres d'un ordre sont retranchés de fuite des nom¬

bres du même ordre, & les différences font les nombres de
iordre qui doit le précéder à gauche par les propriétés * des *
nombres figurés ; c'est ce qu'on a rendu sensible en mettant
les différences entre les colonnes. En supposant que «mar¬
que le quantième est un rang parallèle, ( c'est - à - dire que si
l'on veut le 4 e rang parallèle , alors n — 4 ; si l'on veut le 6e3
n= 6, &c. ) la formule des termes positifs d'un rang parallèle
* fera " , \ x , " x —d. x , &c. mais les termes né- * 627.
gatifs d'un rang parallèle étant d'un rang plus bas que les po¬
sitifs, il est évident que n — 1 marque le rang parallèle des
termes négatifs qui se trouvent dans le rang n des positifs ;
ainsi en mettant n — 1 au lieu de n dans la formule précé¬
dente, on aura la formule des termes négatifs du rang parallèle
désigné par n pour les positifs. La formule des termes négatifs
d'un rang parallèle fera donc ^~~ x " x
n- 1 n

x x &C.
xi } 4 3
En joignant ensemble les termes correspondans de la for¬

mule des termes positifs & de la formule des négatifs, on
trouveras .-^r>-!f-iTixÌ»ÌxlrxT-
n - 1 n

w ?
X - X - L, &c. pour la formule qui exprime les termes

d'un rang parallèle de la cinquième Table.
I>3 8. On peut remarquer dans chaque rang parallèle, que le ter¬

me positif d une colonne & le négatif faisant ensemble un ter¬
me de fordre qui précède à gauche dont le rang parallèle est
désigné par nf les termes de la formule précédente de la j*
Table doivent être équîvaiens, pris par ordre, à ceux-ci ?

Ij'-, - x £Llt 1 x x , - X x x , &C.? 1 ? i z * 1 s 3 ' 1 * 3 4 ^

Sixième TABLE.
1.ordre. a. ordre. 3. ordre. 4. ordre. 5, ordre.. 6. ordre,

1 a — o . la —• o . 1 a — o . 1 a —- 0.1a ■— o . 1 a —— o

3P' %a ~~ 1 3 a ~~ l^' 4<I — 1 5 e 1 ^ a — 1 $>• 7 a — 1 b
3 a — il. 6 & — 3&.10S — 4 ô. if a ■— ib. 21 a — 6 b. 28 a — 7b
4a —. 34.10a — ib.2oa — ioi.35st — 15 b.ièa -— 21Í.S43 — iS b

Cette Table est faite de la précédente en multipliant tous
les termes positifs de chaque colonne par a3 & les négatifs
par b ; ainsi la formule qui exprime de fuite les termes dé
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chaque rang parallèle est a x ^ — bx ~-}ax^x — bx^s-

bx"-^xn-x"-^-, &c.£ ï 2- 3 *23^

Remarques.
I.

q. Les Exemples qu'on vient de donner fur l'union des nom¬
bres figurés simples & changés , faite par l'addition & par
la soustraction, suffisent pour faire concevoir aux Commen-
çans toutes les autres unions qu'on en pourroit faire par
la multiplication & par la division , fans qu'il soit nécessaire
d'en prolonger ce traité ; & ils suffisent auífi pour leur faire
concevoir qu'on peut joindre ensemble non-seulement deux
ordres , mais trois, quatre, &c. & même les joindre ensem¬
ble par des opérations différentes d'addition , de soustrac¬
tion , de multiplication & de division ; &: qu'on peut tou¬
jours trouver les formules qui exprimeront d'une maniéré
indéterminée chaque rang parallèle des termes qui résulte¬
ront de ces unions.

I I.
I. La formule qui exprime l'union des nombres d'un ordre

avec les nombres du même ordre ou d'un autre ordre , faite
par addition , peut servir à exprimer l'union des mêmes
nombres faite par soustraction ; & cela, en supposant que
le signe-f-qui joint les- deux parties de chacun des termes
de la formule , représente d'une maniéré indéterminée les
signes -h ou — des unions particulières représentées par la
formule.

I I I.
La connoiffance des nombres figurés simples & diversi¬

fiés , de la maniéré de les unir ensemble, & de trouver les
formules qui expriment de fuite les termes de chaque rang
parallèle, sert dans les Mathématiques à résoudre beaucoup
de Problêmes qui font fort composés, & qui renferment
chacun un grand nombre de cas ; on en va mettre ici quel¬
ques Exemples, pour donner aux Commençans une idée
de ces nombres.

Usages des nombresfigurés four les combinaisons.
Quand on propose d'arranger ensemble plusieurs choses

deux à deux, trois à trois} on désigne chacune de ces choies
par
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|)ar une lettre ; & l'on arrange les lettres , ôc leurs arrange-
mens représentent les arrangemens proposés.

Les arrangemens qui ne contiennent que les mêmes let¬
tres , & ne diffèrent qu'en ce qu'une même lettre occupe
une place, comme la premieredans l'un, & une autre place,
comme la derniere dans l'autre, & qui ne font qu'un même
produit répété, retiennent le nom d'arrangemens ; comme
abc, acb ^bac >bca, cab, cba. On a expliqué dans l'art. p 3la maniéré de trouver le nombre des arrangemens de deux
lettres , de trois lettres , & de tant de lettres qu'on voudra
déterminer.

P42" Les arrangemens de tant de lettres qu'on voudra s prisesdeux à deux, trois à trois, quatre à quatre, &c. qui font au¬
tant de produits différens (dans lesquels on n'a point d'égard
aux places qu'occupent les lettres ), s'appellent combinaisons.
Tous les six produits qui précédent ne font qu'une feule
combinaison des trois lettres a>b,c\ c'est-à-dire, il n'y a qu'une
combinaison de troîs lettres prises toutes trois ensemble ,

qu'on exprime par celui des íix arrangemens précédens
qu'on voudra. Cependant pour se faire un ordre, on mettra
dans les combinaisons les lettres selon Tordre qu'elles ontdans Talphabet. On suppose que toutes les lettres dont on
cherche les combinaisons font différentes.

A

theoreme.

$43- la formule *4, 4x-^-,4x^lx^,&c. qui ex- *61#
prime chaque rang parallèle * de Sa premiere Table, exprime *612.aussi le nombre des combinaisons cTautant de lettres qu'on
voudra en déterminer, en supposant ce nombre de lettres
représenté par n. Voici comment:

Le nombre des choses ou des lettres dont on veut les
combinaisons ( par exemple 6 s'il y a fix lettres différentes )
doit être supposé représenté par n ; le premier terme de la
formule, qui est " , représente combien de fois ces lettres
peuvent être prises une à une ; par exemple, que fix choses
ne peuvent être prises une à une que six fois.

Le second terme de la formule y x représente com¬
bien de sois ces lettres peuvent être combinées deux à deux ;
par exemple, que six lettres peuvent être combinées 2 à .2 ,

Tome II, N
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i y fols, parce qu'en substituant 6 à la place de n , il vient \ x
^i== ly.

Le 3e ternie " x ~ x~ représente combien de fois elles ,

peuvent être prises 333. Dans cet exemple il y a 20 -com¬
binaisons de six lettres, parce qu'en mettant 6 à la place de n,
on trouve — x —— xJLZ±. = 20; & ainsi de fuite.

i z 3 ^

Démonstration. Pour former toutes les combinaisons, par
exemple de cinq choses représentées par a ,b, c ,d, e, prises
une à une , ensuite deux à deux , puis trois à trois , & ainsi
de fuite jusqu'à cinq à cinq ; i°. il est évident qustl faut écrire
les cinq lettres de fuite, ou dans une colonne; & qu'on aura
le nombre de fois que ces cinq lettres peuvent être prises
une à une , qui est y — n,.

20. Qu'en prenant le produit ab de la premiere par la
seconde y les deux produits ac, bc des deux premieres par
la 3e c ; les trois produits des trois premieres par la 4e r/;
enfin les quatre produits des quatre premieres par la ye e, on
formera toutes les combinaisons deux'à deux : f ab
& la somme de ces produits est , par l'opéra- )ac,hc
tion même , & par les articles 6 19 & 620 , le \ ad, bd,cd
terme du second ordre de la premiere Table qui ( ae,be, ce, de
est dans le cinquième rang parallèle ; & la formule de ce
terme est s x JLs— == 1 -+- 2 -4- 3 -f- 4 = ï o.

30. Qu'on formera toutes les combinaisons trois à trois, en
prenant le produit abc, des trois premieres lettres; les trois
produits abd, acd, bcd, formés des combinaisons ab,ac ,bc,
des trois premieres , prises deux à deux , multipliées par
la 4e d ; enfin les six produits abe, ace, bce, ade, bde , cde ,
formés des combinaisons ab, ac, bc, ad., bd, cd, des quatre
premieres , prises deux à deux, par la yc e. La somme de tous
ces produits est, par l'opération même & parles articles 615»
& 620, le terme du troisième ordre de la premiere Table du
rang parallèle désigné par ri — yj &c la formule de ce terme

. est * —x-^^^x^^ = 1 -+- 3 -H 6 — 10.
4°. Qu'on formera toutes les combinaisons des mêmes

lettres quatre à quatre, en prenant le produit abc d, des
quatre premieres les quatre produits abce , ab de, acde,
bcàe, formés des combinaisons abc, abâ, acd, bcd, des quatre
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premîeres lettres prises trois à trois, multipliées par la ;c e.
La somme de ces produits est , par l'opération qui les fait
découvrir, & par les articles 619 & 620, le terme du 4e ordre
de îa premiere Table du même rang parallèle désigné par
n ~ < : & la formule de ce terme est * - x " ~ *■ x x — *

J y 1-234

= 1 -h 4 === s '

Enfin qu'on ne peut avoir qu'une combinaison abcde
des cinq mêmes lettres prises cinq à cinq ; comme aussi le
terme du s ordre de la premiere Table du rang parallèle
désigné par n — y , est x " 7 1 x x L x — r •

Ce font là toutes les combinaisons possibles de cinq lettres
prises une à une, deux à deux, trois à trois, quatre à quatre s

cinq à cinq ; ôc l'on verra clairement, en se rendant fami¬
lière la méthode de former les combinaisons expliquées dans
les cinq articles précédens , qu'en prenant quelque nombre
de lettres qu'on voudra, ôc supposant ce nombre égal à b ,
ôc prenant en même tems le rang parallèle de la premiere
Table désigné par n ; le nombre du premier ordre de ce rang ,

qui est représenté par n-, marquera combien de fois ces let¬
tres peuvent être prises une à une ; le nombre du second ordre
du rang parallèle n, dont la formule est — x " ~ 1 , marquera
combien de fois ces lettres peuvent être prises deux à deux ;

# le nombre du troisième ordre s x x n~s., marquera le
nombre de leurs combinaisons trois à trois; ôc ainsi de fuite.
Ce qu'il falloit démontrer.

Remarque.
U n nombre de lettres différentes quelconque étant re-»

présenté par w, si on le partage en deux parties p, n—p „
telles que leur somme p-k-n—p soit égale à n; îe nombre
des combinaisons de ces lettres ( dont le nombre est n) prises
autant ensemble qu'il y a d'unités dans p, ( c'est-à-dire prises
3 à 3 , si p—3 ; prises 4 à 4, si p—4 ) est toujours égal au nom¬
bre des combinaisons de ces même lettres prises autant
ensemble qu'il y a d'unités dans n—p.

Par exemple , s'il y a cinq lettres , îe nombre de leurs
combinaisons une à une est égal au nombre de leurs combi¬
naisons 4 à 4, parce que 1 (p) -+-4 (n—p) = y (n), De même
îe nombre de leurs combinaisons 2 à 2 est égal au nombre de

N'y c?
ÍO
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ìeurs combinaisons 3 à 3 , parce que 2 4- j = y. De même
s'il y a sept lettres différentes> le nombre de leurs combinai¬
sons 3 à 3 est égal au nombre de leurs combinaisons 4à4,
parce que 3 (/>)-4-4(-h?2—/) — 7 («);& ainsi des autres.

Pour le voir clairement, il n'y a qu'à faire attention qu'en
prenant le produit de toutes les lettres, par exemple des cinqlettres ab c d e, & effaçant successivement de ce produit les
lettres a, b, c, d, e, prises une à une; les cinq produits qui
resteront seront exactement les combinaisons de ces cinq
lettres prises 4 à 4 ; & qu'en effaçant successivement du mê¬
me produit a b c de des cinq lettres, chacun des produits des
mêmes cinq lettres prises 2 à 2 ; les produits restans seront
toutes les combinaisons des cinq lettres prises 3 à 3 ; ce qu'il
est facile d'appliquer à tout autre Exemple.

D'où l'on voit que pour trouver toutes les combinaisons
d'un nombre de lettres déterminé, comme de six ou sept,
prises une à une , 2 à 2 , 3 à 3 , ôte. jusqu'à 6 à 6, s'il y en a 6 ;
il suffit de former les combinaisons de ces lettres prises une
à une, 2 à 2 , 3 à 3 , jusqu'à la moitié du nombre six des let¬
tres qui est pair, ôt jusqu'à la moitié, moins un , du nombre
des lettres s'il est impair, comme jusqu'à 3 à 3 s'il y a sept let¬
tres : caries combinaisons suivantes se trouveront toutes parle moyen de celles qui sont déja découvertes!..

Seconde Démonjlration du Théorème. Si on multiplie de fuite
lès grandeurs complexes x -4- a x 1 , x-i-a x x -+-b i x-+- a x
x ■+• b x x-\-c} x ~h a x x -H b x x~\-cxx-+-d}x-hax
x-+-bxx-+>cxx-\-dxx<-\-e)àt ainsi de fuite ; ôt qu'on
distingue les termes des produirs par les puissances de x3 on
formera la septième Table ; ôt après s'être rendue familière la
formation de ces produits, on verra clairement, i°. que cha¬
cun de ces produits contient, dans les coëfficiens de ses ter¬
mes, toutes les combinaisons d'autant de lettres prises une à
une, deux à deux, trois à trois, ôte. qu'il y a d'unités dans
l'exposant de la plus haute puissance de x 3 par exemple dansle produit D, le coefficient du second terme contient les
quatre lettres a} b,c,d prises une à une; le coefficient du
troisième terme contient toutes les combinaisons de ces qua¬
tre lettres prises deux à deux.; le coefficient du quatrième

terme
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Septieme Table.
A

-{— ab

abc

-a] V-j- ac$ s-h abc)
D i*rV ( x *3 x xx Hr abcà

' f» j-1™ \ j-t- acaí
" d\ oH- bd\ fH- bca\

H— abc
- abdï
- acdï
- bcdi

■ abces
• abceí

x aW*T~ U"k x'xisV a^y x *Q-+- abdA x x -h abcàeace!

b ce\
ade\
bât

• ede

■ aedeì
> bede

H v itïeme Table,
Qui contient les puiíïances de x -S- a*

a i x -h 1 a

b i xi-+-2ax Hr i
f §

C 1*3 -ì-% a xz-í- $a2x Hh i ad
h

d i *4H-4axi H- da1*1-}- 4"ct3« H-i d4
e ixîH-5<2*4H-io a2xi H- i o ai x2 H- 5 ísì4 * H- i

terme contient les combinaisons de ces quatre lettres prises
trois à trois; enfin le dernier terme contient la feule com¬
binaison de ces quatre lettres prises toutes quatre ensemble»
sP. Que le coefficient de tel terme qu'on, voudra de ces pro-

N iij.
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duits 5 par exemple le coefficient H du 5e terme du produit D,
contient autant de combinaisons quil y en a dans le coeffi¬
cient G du terme du produit C qui est immédiatement ail
dessus de H, & dans le coefficient F du terme du produit C s

qui est à gauche au-dessus de H ; car le coefficient H est for¬
mé des coëfficiens G & F.

Si après cela on suppose que toutes les lettres a,&}c}d,e,&.c.
des produits de la 7e Table font toutes égales entr'elles,
par exemple qu'elles font toutes égales à a ; les produits A ,
B, C , D , E, &c. de la 7e Table deviendront les produits
a, b, c, d,e, &c. de la 8e Table, & ces produits font les
puissances parfaites prises de fuite de x-i-a. Si l'on se rend
familier ce changement des produits de la 7e Table en ceux
de la 8e, on appercevra clairement, i°. que les nombres qui
font les coëfficiens des termes des produits de la 8e Table ,

expriment exactement le nombre des combinaisons des
coëfficiens des termes correfpondans de la 7e Table; par
exemple , le coefficient (h) du 5e terme du produit (d) , qui
est 6 , exprime les six combinaisons du coëfficient H du 3e
terme du produit D. 2°. Que chaque coëfficient numérique ,
comme (h) de la 8e Table, est la somme des deux coëfficiens
numériques (g) & (f) qui font au-dessus de (h), fçavoir (g), est
immédiatement au-dessus de (h), ik (f) est à gauche au-dessus.'

II fuit de-là ôt des articles 61 g & 620, que les coëfficiens
numériques de la 8e Table font exactement les nombres de
la ire Table, & que les rangs parallèles font les mêmes.

Par conséquent la formule des termes de chaque rang pa-
diT rallèle de la Table, qui est *T, 2x^x^, &c.

est aussi la formule des coëfficiens numériques de chaque
rang parallèle de la 8e Table. Ainsi cette formule exprime
le nombre des combinaisons d'autant de lettres différen¬
tes qu'on en voudra déterminer, prises une à une, deux à
deux, &c. en supposant ce nombre de lettres représenté
par », Ce qu'il faìloit démontrer.

remarque.
Il y a d'autres combinaisons de plusieurs lettres différen¬

tes , dans lesquelles la même lettre peut être répétée plu¬
sieurs fois, de façon cependant que toutes les combinaisons
forent différentes les unes des autres ; on en a vu un Exemple
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dans l'art. 268, sage 251. Le nombre de ces combinaisons
peut aussi s'exprimer d'une maniéré indéterminée & générale
par le moyen des formules des nombres figurés : mais l'Exem-
ple qu'on vient de donner suíEt pour íaire voir aux Com-
mençans comment on peut se servir des formules des nom¬
bres figurés pour trouver les expressions indéterminées &
générales des autres sortes de combinaisons.

Usage de lunion des nombres figurés.
O n va mettre ici deux Exemples de cet usage pour en

donner une idée aux Commençans.
646. PREMIER Exemple.

Neuvieme Table.Rangs
parallèles

X er ï K

2 á ix' 2

I,K> 3 m

i ac4 4«l + t

I a5 S»: +51

6 a4 -f- 9 .

1 4-K'
2 0 a4

1.'.

4e
f
6e 1 x'

7e 1 a7 — 7
1 x9, —— 8 xe

Sec.

Expressions
équivalentes.

1 a|
J M'

I X' •

I a4*
1 •

2 IX6-

7 X IX7-
■ i 6 x~ -+- 2 i a8 ■

-— 1X2 o • 1 -f-

I X 2 I X X . V-f-

o

o

I X 2 ■ •2X* +1X2 H-0 ■ \ 0
-1X2 3X*1 -l-ZX2-f-I'XK

-1X2 tXI4 + lX2+3

1X2

O

O . -f-

o . -f-

o . -f-

«4— © ®

X w2. 1X2-

' I X 2 •

— O .

1 X«-W~
SXa^-l-sXi-f-loX»4 — 4X2—+ Xï: 2X2-}-°

■ 5 X a' -(- + X 2 -f- « X a' ■3X2

—O

—1- O

—{-- o

-4- o

-î~ O

Chacun des rangs parallèles de cette pe Table, qu'on peut
continuer à l'infini (c'est - à - dire, on peut y ajouter de nou¬
veaux rangs parallèles), est un cas d'un Problême qui en con¬
tient une infinité. On peut réduire tous ces cas à une feule
expression générale qui exprime d'une maniéré indéterminée
chacun des rangs parallèles, par le moyen de l'union des
nombres figurés. Voici comment.

i°. Les puissances de x distinguent les termes de chaque
rang parallèle ; l'exposant de la plus haute puissance de x
est égal au nombre qui exprime le quantième est le rang
parallèle ; par exemple est le premier terme du 4 e rang
parallèle; xs est le premier terme du 5% & ainsi des autres.
Les exposons de x vont en diminuant de 2 d'un terme à l'au¬
tre en allant de gauche à droite dans le même rang paral¬
lèle. D'où il fuit qu'en supposant que le nombre qui désigne
chaque rang parallèle est égal à n, c'est-à-dire que n = 3 pour
le 3e rang parallèle, que n — 4 pour le 4erang, &c. les puis¬
sances de p , dans les termes d'un rrïême rang parallèle pris
de fuite P feront xa ? xn~z, xn~4, ôic. & quand on trouvera x°P,
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i 34. alors * x° — i , c'est-à-dire a1 ne fera point dans ce terme - là.

2°. Les coëfficiens de la premiere colonne perpendicu¬
laire sont les unités; les coëfficiens de la seconde, de la 3e,
de la 4% &c. font de fuite les colonnes perpendiculaires de

633' la* 3eTable, à commencer par la premiere, après y avoir
substitué 2 à la place de a ôc 1 à la place de b, & après avoir
rendu négatifs les termes de la premiere colonne, de la 3e,
de la 3e, de la 7e, &c. de la troisième Table, comme on lie
peut voir par les expressions équivalentes de la 9e Table.

3°. La formule qui exprimera d'une maniéré indétermi¬
née les coëfficiens des colonnes perpendiculaires de la 9*
Table, à commencer par la seconde colonne en allant à
droite, devroit donc être celle de la* 3e Table. Cette for¬
mule de la 3e Table est, en mettant 2 au lieu de a (k 1 au lieu
de b, — 1x2 — ix 2x^+1 x ~^-x y, — 2X ^

X I 2 3 ?

4°. Mais dans la 9" Table, le premier rang parallèle de
la seconde colonne perpendiculaire commence d'un rang
plus bas que celui de la premiere colonne ; le premier rang
parallèle de la 3 e colonne commence de deux rangs plus bas
que le premier rang de la seconde; le premier rang paral¬
lèle de la 4e commence de deux rangs plus bas que le pre-;
mier rang de la 3e; & cela continue de colonne en colonne
en allant de gauche à droite, la plus à droite commençant
à deux rangs plus bas que la précédente.

30. C'est pourquoi il faut, pour rendre la formule de la 3e
Table propre à la 9e Table , après y avoir mis 2 au lieu de a
& 1 au lieu de b, & après avoir supposé que n marque le
quantième est un rang parallèle de la 9e Table , c'est-à-dire
que n—4 pour le 4e rang, que n—3 pour le 3e rang paral¬
lèle , &c. il faut, dis-je, faire attention que le terme de la
seconde colonne de la 9e Table qui est dans le rang paral¬
lèle w, doit être marqué par n—1 ; que le terme de la troi¬
sième colonne du même rang parallèle doit être marqué
par n—1—2—n — 3 ; celui de la 4e colonne par n—3—2
e=?2— 3 ; celui de la 6e par n — 3 — 2 —n — 7 ; celui de
ta 7e par n—-9 ; & ainsi de suite.

6°. D'où il suit qu'en substituant partout dans la formule
de la 3 e Table, 2 au lieu de a f 1 au lieu de b-, & substituant

ensuite
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snfuite dans le second terme de cette formule, n— i au lieu
de n; dans le jcterme, n — 3 au lieudew ; dans le 4e, n—<y
au lieu de n ; dans le y > n—7 au lieu de «; ôt ainsi de fuite
en diminuant de 2 d'un terme à l'autre qui le fuit à droite ,
& rendant négatifs les termes impairs , fçavoir le premier ,
ie y, le y , &c. on aura la formule qui exprime de fuite les
coëfficíens des termes d'un rang parallèle de la p ■ Table , à
commencer par le second terme , & allant de fuite au y ,

y, Òtc. On ne dit rien du coefficient du premier terme, qui
est toujours l'unité.

7°. Cette formule des coëfficiens fera donc 1 pour le pre«
rnier terme de chaque rang parallèle, — 1x2 — ix" pour
le second termer-+- 2 x ■+- x ^ pour le y terme,

"~4

pour le 4e terme ;

pour le je,ôíc.

Rangs
parallèles,

ïcr j jjl
2ri 4 »»

3e 9 *-
4e 1 s x1

sxB-

2 3

1 X

+ 1X

» — «
X

x^x^sx^
3 +

2 X ~

'+2X'^
En abrégeant l'èxpreffion de ces coëfficiens , c'est-à-dire

en réduisant les deux parties dont chaque coefficient est
composé en une somme , on aura la formule des coëfficiens s,
er 1 x f, T x^ , — 7 x x , H- 7 x ^ x x "f , &c.

8°. L'expression indéterminée de tous les termes de chaque
rang parallèle de la pe Table, fera donc 1 xn— \ xn~z +
•ç?.*«-4_ iîx^x — ^"-«-H-x^x'^x"—7.xn"8 — &c.a 1 2 1 1 z 3 4

En mettant successivement dans cette expression indé¬
terminée les nombres 2,3,4,5", & ■> &c. à la place de n tant
dans les coëfficiens que dans les exposons , on la réduira suc¬
cessivement aux termes du second rang parallèle, du troi¬
sième, du quatrième, &c. de la pe Table. Ce qui étoit proposée

Second E X E M

D 1 x 1 e m e Table.

p l e.

1 y.

Expressions
équivalentes.

6 k4 -

2 0 3C4- -

5e 2SX--" 5 O «3- -4- 3 S X1
6e 36 X2 I O 5 K4 -f-1 I 2 X6

1 X°

g M«_
6

1 K"
10 XS -f- I Jî"
54s' + I2*'°— 1 xr

X*4

#c. o—c"! r> C~0,~om\
l - O — O f i-HO-í-O» \ — O ~ Q B

1 / 1 * °\ J — o — 0 f|
3- omç II# o
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Chacun des rangs parallèles de cette 10e Table (qu'on

peut continuer à l'infini ) exprime un cas d'un Problême qui
en a une infinité. On peut réduire tous ces cas à une feule
expression indéterminée par le moyen de l'union des nom-
bres figurés ; de cette maniéré ,

i°. Les puissances de x distinguent les termes de chaque
rang parallèle., & ces puissances de x font de fuite xz}x^}xê,éíc.

20. Les coëfficiens de la premiere colonne perpendicu¬
laire font formés par l'union des nombres du second ordre
avec les nombres du même ordre pris d'un rang plus bas ;
les coëfficiens de la seconde colonne font formés désunion
des nombres du 4' ordre avec les nombres du même ordre
pris d'un rang plus bas ; les coëfficiens de la 3e colonne font
faits de l'union des nombres du 5e ordre avec les nombres du
même ordre pris d'un rang plus bas ; & ainsi de fuite en fau¬
tant un ordre d'une colonne à l'autre : mais les coëfficiens
des colonnes dont le nombre est pair, de la ae, 4e, 6", &c.
font négatifs. Tout cela fe voit clairement par les expres¬
sions équivalentes des coëfficiens.

30. Pour faire la formule de ces unions, il n'y a qu'à pren¬
dre la formule de chacun des ordres dont on a besoin dans

627. la formule*de la seconde Table ; & l'on aura ( en íupposane
que n exprime le quantième est un rang parallèle) * pour
l'expression de chaque nombre du second ordrey ^x'~x — x
^ pour le 4e ordre -'íx^x's^x -ï±i-x x -~-L pour
le 6e ordre y \ x x x ^x'-^-7
pour le 8e ordre y & ainsi de fuite.

Après cela il faut supposer n —n—-1, ôt substituer n— r
au lieu de n dans toutes les expressions précédentes, & elles
deviendront les expressions indéterminées des mêmes ordres3
mais pris d'un rang plus bas ; & l'on aura x \ pour le se~
cond ordre y — x " x x pour le 4e ordre y x x

ns± x "sL x 3 x pour le 6e ordrey & ainsi de fuite.
Enfin il faut joindre les termes correfpondans d'un même

ordre de la premiere & de la seconde expression , & J'on aura
i'expreíhon indéterminée d'un nombre de chacun des ordres
ici marqués, uni au nombre du même ordre pris d'un rang
pins bas. Ainsi x -2—■ 4- x ~ fera {'expression de l'union
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'dusecond ordre; '{ x -+-— X \ x ^.x~
sera l'expression de l'union du ^ ordre ;"t x TTL X -x^-LL x

x jl|£. + x ^ x x •+£ x -ïii. x sera l'ex-5 6 I ï } 4 S 6

pression de l'union du 6e ordre ; êt ainsi de suite.
4°. Mais dans les colonnes perpendiculaires de la dixième

Table, i°. les rangs parallèles baiííent d'un rang d'une co¬
lonne à l'autre; 2°. les coëfficiens des colonnes, dont Je
nombre est pair, de la 2- ,4e, 6e, &c. font négatifs. II ne reste
donc plus que deux choses à faire pour rendre la formule
précédente de l'union des nombres des mêmes ordres, pro¬
pre à la dixième Table; sçavoir, i°. en supposant qu^ » re
présente le quantième est un rang parallèle de la preiniere
colonne de la ioe Table, il faut supposer n — i pour repré¬
senter le rang parallèle de la seconde colonne, n—2 pour
la 3e colonne , n— 3 pour la 4e, n—4 pour la £e , & ainsi
de suite ; & sans toucher à l'expression de l'union du second
ordre, substituer «—1 à la place de n dans l'expression de
l'union du 4e ordre', n — 2. au lieu de n dans l'expression de
l'union du 6e ordre ; n— 3 au lieu de n dans l'expression, de
l'union du 8e ordre, & ainsi de fuite ; &, 20. rendre négatives
les expressions qu'on trouvera du 4e ordre, du S', du 1 2e, &c.
& l'on aura la formule des coëfficiens de chaque rang pa¬
rallèle de la 10e Table.

Cette expression fera \ x ~fl x " pour la premiere
colonne, qui se réduit à -s.

— 2—L x 1 x JLLL. x "T- — x —X - X pour
w n. a- A. a ^34-*

x n% — t

la seconde, qui se peut réduire à ^ X4 .
-4-' xjX -H X^x n-xn-f frû®

pour la 3e, qui peut se réduire à -f- ì ^ qu'on
M • \ , j;1 X n1 — i X B1-— 4

peut encore réduire a H TxTxTx~«—•
La maniéré de trouver ces trois expressions suffit poue

faire concevoir qu'on trouvera de même les expressions qui
conviennent aux colonnes suivantes.

50. Ainsi l'expression indéterminée de tous les termes de
chaque rang parallèle de la dixïéme Table pris de fuite, fera

& j?*"1*4 .^X"I-IX"I~4 X6 r— &C.*
3 x + jxíxíxs

Q\)
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Remarques.

I.

648. Dans le Problême dont la 10e Table, continuée à l'infínlj,
contient tous les cas, l'expression qu'on vient de trouver,
qui exprime feule tous les cas d'une maniéré indéterminée ,

est le quarré de la grandeur qui convient à chaque cas ; ainsi
pour avoir l'exprestion indéterminée de la grandeur même
qui convient à chaque cas, il faut tirer la racine quarrée
de l'exprestion qu'on vient de trouver; ou, ce qui revient
au même , il faut élever cette expression indéterminée à la
puiíLmce dont l'expofant est Cela est faciie par la 3e for-

* Table de mule générale* des puissances de toute grandeur complexedVrfnaiy- d'un nombre infini de termes , représentée par ay-\-byz-+-cyl
tréed,end°mt car il n'y a qu'à substituer dans la 3e formule générale
la construt- des puissances l'expofant 4 à la place de l'expofant indé-tion eít

_ \ , \ , ,l , .T. . r
dans les ar- termine n, & a la place de ay-\-byz &c. la grandeur cona^&ktfo4 ci- plexe ci - dessus n2 x1 — x"~~1 a* -h &c0
dessus,- r 3X4

II.

On pourroit déduire des suites que l'on a expliquées dans
cette Section , les propositions fondamentales de l'Arithmé¬
tique des infinis, par lesquelles on démontre la Géométrie des
indivisibles. Mais depuis l'heureufe découverte du ealcuí
différentiel & du calcul intégral, (lesquels calculs font ex¬
pliqués & démontrés dansée commencement de la seconde
& de la troisième Partie du second Volume de XAnalysedémontrée), on trouve d'une maniéré bien plus aisée & plus
générale, & pour ainsi dire par de simples traits de plume
en employant ces calculs, les mêmes choses que l'on trou-
voit par la Géométrie des indivisibles : cela est cause que laGéométrie des indivisibles est devenue inutile, & par consé¬
quent l'Arithmétique des infinis qui ne seryoit qu'à cet£«
géométrie.
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SECTION IV.
Où l'on explique deux usages de l'union de laprogres¬

sion arithmétique avec la géométrique. Le premier
sert dans le calcul des nombres , réduits en parties-
décimales , d trouver le rang où l'on doit mettre
chaque chifjre. Le second comprend l'invention &
ïusage des logarithmes.

Avertissement.

Le calcul des grandeurs numériques réduites en parties
décimales , surpasse tellement en facilité le calcul des nom¬
bres ordinaires , & des fractions qui en naissent. , que de
notre tems on n'employe presque plus que le calcui déci¬
mal dans la résolution des Problêmes mathématiques qui
ont besoin du calcul des nombres & de leurs fractions. Pour:
peu qu'on se soit rendu familier ce calcul décimal, on trouve
sans peine les rangs où l'on doit placer les chiffres qui nais¬
sent des multiplications , des divisions, des formations de-
puissances , & des extractions de racines des grandeurs dé¬
cimales. Les Commençans peuvent fe servir de l'union de-
la progression arithmétique avec la géométrique.., pour diss
tinguer ces rangs, de la maniéré qu'on va expliquer,.

S U P P OS I T ION,

^49* —2.—3.—4.—y.—-S
A3333 3 3 333333 3

En supposant une grandeur numérique réduite en parties
décimales , comme la grandeur A, on peut, à cause * de' la
propriété de l'expression des nombres entiers & de * celle
des parties décimales, regarder tous les chiffres de la gran¬
deur A chacun dans 1c rang qu'il occupe, comme étant ,-

pour ainsi dire, les termes d'une progression géométrique
décuple; c'est-à-dire qu'en allant de droite à gauche , le rap¬
port d'un chiffre , selon la valeur qu'il a dans le rang où il se
trouve, au même chiffre'pris avec la valeur qu'il auroits'il-
étoit dans le rang précédent à gauche; ce rapport, dis-je^
est ~ ; êc en allant de gauche à droite, ce rapport est
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iio La Science du calcul, &c;
Quand le même chiffre est dans tous les rangs , la progres¬sion géométrique décuple est exacte ,ôc les chiffres (qui foncle même chiffre répété ) en font les termes. Mais quand tousles chiffres font différons , comme il arrive ordinairement ;

alors on n'a d'égard qu'aux rangs des chiffres , ces rangstiennent lieu des termes de la progression décuple. Le rangdes unités est le premier ; ceux qui le précédent vers la
gauche font les rangs des dixaines, centaines, ôcc. les rangs
qui font vers la droite du rang des unités , font les rangsdes dixièmes parties de l'unité, des centièmes, ôcc. comme
on le voit ici dans la progression décuple B.
La progrejsion décuple dont les termes représentent par ordre les

rangs des nombres entiers à gauche de ï'unité, & les rangsdes parties décimales à la droite de funité.
-h $ • + 4 • + 3' + 2.+i.o, — i. — 2. — 3 . — 4- r —- f

B í 00000 . IOOOO . IOOO . IOO . 10. I. ——'.'s—-—. —.■ f——. L_10 IOO IOOO IOOOO IQQOQQ

6$O. On peut joindre la progression arithmétique à cette es¬
pèce de progreision géométrique, qu'on peut concevoir
dans l'exprefsion d'un nombre entier qui a des parties déci¬males , ( dans laquelle les rangs tiennent lieu des termes de
la progression géométrique ) en concevant ou écrivant zéro
fur le rang des unités ; 4- i, -f- 2 , -h 3 , ôcc. fur les rangs versla gauche des dixaines, centaines , ôtc.ôc —1,—2,— 3,ôcc.fur les rangs des dixièmes, centièmes, ôcc.

On nommera les termes de la progression arithmétiqueles indices des rangs de la géométrique.
Corollaire.

Il fuit de la Supposition précédente, 1 °. que dans la mul¬tiplication des nombres réduits en parties décimales , il n'y
a qu'à ajouter les indices des chiffres multiplians ôc multi-* 5 60. pliés, ôc * la somme fera Vindice du rang du produit. 2°. Dansía division il n'y a qu'à ôter ï indice du chiffre qui est le divi¬seur de l'indice du chiffre qui est le dividende , ôc le reste fera* $61° l'indice* du rang du quotient. 30. Quand on éleve un chiffred'un nombre décimal à une puissance dont Pexpofant est unnombre entier donné, il faut mnltipiier l'indice du chiffre
qu'on veut élever à la puislànce donnée par l'exposan?
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donné , & le produit sera * ['indice du rang de la puissance * $62.1
qu'on cherche. 40. Quand on veut extraire la racine ( dont
l'exposant est un nombre entier donné ) d un chiffre d'un
nombre décimal, il n'y a qu'à diviser l'indice du chiffre dont
on veut extraire la racine par l'exposant donné , Ôc le quo¬
tient sera * ['indice du rang de la racine qu'on cherche ; par- * f 62,
ce que c'est la même chose de diviser le premier de ces deux
indices par le second, que de multiplier le premier de ces
indices par la fraction dont le numérateur seroit l'unité, &
le dénominateur seroit le second indice.

4-3 — 2

Par exemple fi on multiplie 4000 par o. 02; la somme
Hh-3—2 —-í~i des indices +3 ôc — 2 du multiplié 4 ôc du
multipliant 2, est Y indice du rang du produit 8 , qu'on doit

4- I

écrire de cette forte 80. 00.
- 3 - «

Si l'on multiplie o . 002 par o. 000004 ; il faut ajouter
les indices —3 ôc — d, ôc la somme — 9 marque qu'il faut

- 9

écrire le produit o. 000000008.
- 9 - 6

Si l'on divise o . 000000008 par o . 000004 ; il faut ôter
Yindïce— 6 du diviseur, de Yindice —p du dividende, ôc le

- 1

reste —3 est Y indice du rang du quotient, lequel est o. 002,
- 2 -kl

De même si l'on divise o. 040 par 20 ; il saut ôter Yindice
H- r du diviseur, de Y indice—2 du dividende ; ôc le surplus,

- 3

qui est «—3, est Yindice du rang du quotient qui est o. 002.
Remarque,

Quand le chiffre du diviseur n'est pas contenu même une
fois dans le chiffre du dividende ; par exemple s'il falioit di-

— » -t-1 .

viser 0.010 par 20, Yindice du rang du quotient doit etre
augmenté d'une unité négative. Dans cet exemple le quo-

— 2 -t-i —4 -1

dent de o. 010 divisé par 20, est o. 0003. De même o. 10
O - 2 - 3

étant divisé par 2, le quotient est o. oy ; o, 001 o étant di¬
visé par 3 , le quotient est o. 0003333 , ôcc. La raison est que
le chiffre du diviseur n'étant pas contenu dans le chiffre du
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dividende, il faut supposer ce chiffre du diviseur avancé d'urtl
rang vers la droite fous le dividende ; ainsi le rang du divi-j
dende augmente d'une unité négative.

- 5

Si l'on veut élever 0.00002 à la puissance 2e; il saur
multiplier Yindice —p par l'exposont 4- 2 , 6c le produit^-ioest Yindice du rang de la puissance 2e qu'on cherche ,

— 10

laquelle est 0^0000000004..
- io

Si l'on veut extraire la racine quarrée de o. 0000000004.5
— 1 o

ïl faut diviser Yindice — 10 du rang du chiffre 4 par l'expo-sant donné 4-2 de la 2e puissance , & le quotient — ç seraYindice du rang de la racine qu'on cherche , laquelle est
- s

4o . 00002.
„

Remarque;
Quand il arrive dans l'extraction des racines, que la divi¬sion de Yindice du rang du chiffre dont on cherche la raci¬

ne , par l'expofant donné de cette racine, est une fraction ,
comme -:4- = — 2 il faut, quand la fraction surpasse l'uni-
té , prendre la somme des unités, êc de plus une unité pourYindice du rang qu'on cherche. Ainsi — = — 2 ^ marque le
troisième rang, & ^ est équivalente à — 3. Quand la frac¬
tion est moindre que l'unité, comme — f-, il la faut pren¬dre pour l'unité — 1 ; ainsi — - marque le premier rang desparties décimales à droite du point qui les distingue desentiers. La raison en est que dans l'extraction des racines,
une tranche entiere dans la puissance numérique dont on* ipi. cherche la racine qui contient * deux rangs pour la racine
quarrée , trois rangs pour la racine 3% &c, ne donne qu'un

ìpi. rang * pour la racine.
La raison de ces opérations est évidente, après tout cequi a été démontré fur l'union de la progression arithmé¬

tique avec la géométrique, & sur le calcul des puissances patleurs exposons. Car les opérations qu'on vient de prescrirefont découvrir les termes de la progression décuple B, & ces
termes représentent les rangs qu'occupent les chiffres dansl'expression d'un nombre qui contient des entiers & des
parties décimales,

Explication
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EXPLICATION DES LOGARITHMES.
t ) b r t

(a)-p—8.—7.—-6.—y.—4.—3.—2.— 1. o. 1. 2. 3 . 47 . 6. 7 . S . 9
ï BUT

A 2 5 09128 • 6 4 * yv • Tó m t • y* 1 • 2.4.8.1 ssiy a.6"4* 1 -^8.2 yé*. y 1 a.ôtc.
Définition.

6$ 1. v (A) est une progression ge'ométrique double; mais on la
regardera comme une progression géométrique quelcon-
•que, qui a l'unitê parmi ses termes. Ceux de ses termes qui
font plus grands que l'unité, font de fuite vers la droite de
l'unité, & ceux qui font moindres que l'unité, font de fuite
vers la gauche de l'unité.

Si l'on joint une progression arithmétique quelconque (a)
à cette progression géométrique , de maniéré que zéro soit
écrit fur l'unité, & les termes positifs de la progression arith¬
métique soient écrits de fuite fur les termes de la progres¬
sion géométrique plus grands que l'unité , & que les termes
négatifs de la progression arithmétique soient écrits de fuite
fur les termes de ia progressión géométrique moindres que
l'unité ; les termes de ia progression arithmétique s'appel¬
lent les logarithmes des termes de Ia progression géomé¬
trique ; zéro est le logarithme de l'unité , ôc chaque terme
de la progression arithmétique est le logarithme du terme
correspondant de la progression géométrique fur lequel il
est: écrit.

Corollaire I.

6j 3. S1 Ton prend dans lá progression géométrique un terme
quelconque T à droite ou à gauche de l'unité ; que j:Ou|
( -j ou f dans la progression A ) íòit le rapport simple qui regne
dans la progression; ôc que n marque le rang du terme T
depuis l'unité non comprise , c'est-à-dire le quantième est
le terme T depuis l'unité non comprise ; ( par exemple n — 8
si T est le 8e terme après l'unité non comprise , ou si T est
au 8e rang au-devant de l'unité ), il est évident qu'il y a au¬
tant de rapports égaux à | ou ® d'interposés entre i . ôc T,
qu'il y a d'unités dans n ; c'est-à-dire que le rapport | est
composé de huit rapports égaux à \ vers la droite, Ôc à ®
vers la gauche.

Tome II. P
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Ces rapports simples composans, égaux entr'eux , peuí-

vent être regardés comme les parties du rapport composé ^ *
de maniéré que si l'on prend un terme R , entre lequel &
l'unité il n'y ait que la moitié \ des rapports composans
égaux , on pourra dire que le rapport composé x- n'a que la
moitié des parties du rapport &c»

Dans la progression arithmétique ; il est évident que la-
différence b qui y régne, & qui est le terme qui fuit zéro,
répond au rapport simple composants de la progression géo¬
métrique ; ôt que cette différence b est répétée autant de sois
dans le logarithme t, qui répond au terme T, qu'il y a de
rapports composans égaux entre i & T; c'est-à-dire que t
z=nb.

II fuit de-là que les logarithmes peuvent être regardés com¬
me les mesures du nombre des rapports composans égaux s
ou raisons composantes égales qui font entre l'unité êc les
termes T dont ils font les logarithmes ; & c'est ce que mar»
que leur nom composé des mots Grecs et/»<9^g & \o'<y>$
qui veut dire nombre ou mesure des raisons ou des rassorti ; c'est
à-dire que , par exemple, nb=t marque que ^ contient au¬
tant de rapports composans égaux à ~, qui est celui auquel
répond b, qu'il y a d'unités dans n.

On doit appliquer ce qu'on vient d'expliquer du rapport
de l'unité au nombre T de la progression géométrique , au
rapport d'un nombre quelconque R à un autre nombre T »
le rapport * est composé d'autant de rapports égaux à j y_

qu'il y a de termes entre R & T depuis R non compris jus¬
qu'à T compris. Dans la progression géométrique A, £ est
composé de quatre rapports égaux à 5 , parce que T est le 4e
terme après R.

Et dans la progression arithmétique, en ôtant le logarith--
me r du logarithme r, Je reste t—test le logarithme qui
mesure le nombre des rapports composans égaux qui font
interposés entre R & T., dont £est composé ; & t—r con¬
tient autant de rois ía différence b, qu'il y a de ces rapports
composans dans le. rapport compose f
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Corollaire II.

III. 11 S.

6^. IL est évidents pat ce qu'on vient d'expliquer, que les loga¬
rithmes , comme i & r de deux termes quelconques, com¬
me T & R de la progression géométrique, * ont entr'euxle
même rapport géométrique qui est entre le nombre des
petits rapports égaux qui font entre i & T, qu'on nomme¬
ra N., & le nombre n des petits rapports égaux qui font en¬
tre i & R ; car t =Nb. r = *nb :: N. n.

Cette propriété des logarithmes doit être remarquée;
car quand des nombres auront entr'eux les mêmes rapports
géométriques qu'ont entr'eux les nombres des petits rap¬
ports interposés entre les termes d'une progression géomé¬
trique ; ces nombres-là pourront être pris pour les logarith¬
mes des termes de la progression géométrique.

1 Corollaire III.

«H-, fuit encore de ce qu'on a établi dans le premier Corol¬laire , que si l'on prend quatre termes dans la progression
géométrique A qui fassent une proportion géométrique ,
comme 4.. 15 : : 64-. 2 y 6", leurs quatre logarithmes 2.4:6.8
feront * une proportion arithmétique ; & que si l'on prend
plusieurs termes dans la progression géométrique, comme
~ 1.4.16. 64. 2 s 6. &c. qui fassent une progression géomé¬
trique , leurs logarithmes -i- o. 2.4.6. 8 . &c. * seront en
progression arithmétique.
Les propriétés & les usages des logarithmes pour la commodité

du calcul.

a.

W*

$S F

(a)-f ÔCc. - Id. -1. j. -1. j. -1. ;j. -1A -1. j. - L K o. \.a.\.b.\.cLd.\.e\.f.\.g\.h.\.i.\.k. &c.
A -77-ÔCC. Z • f • - • I ' c ' l " a' 1 * a ' ^ ° C ° ^ ° e 'f' S ' h ' *'* ^°

Supposition.

6$6. On peut concevoir une progression géométrique infinie A
dans laquelle l'unité soit entre les termes qui surpassent
l'unité & vont en augmentant, & les termes moindres que
l'unité qui vont en diminuant ; de maniéré que le rapport \
qui regne dans la progression ne diffère du rapport d'éga¬
lité que d'une grandeur indéfiniment petite ; ce qui est cause
qu'on peut concevoir que tous les nombres possibles entiers

Pij
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& rompus se tròuvent parmi les termes de cette progression..

On peut concevoir en même tems une progression arith¬
métique infinie (a) jointe à la progression géométrique ; de
maniéré que zéro soit écrit sur l'unité & en soit le logarith¬
me. Cette progression (a) contiendra les logarithmes de tous
les nombres ; ôc on nommera La le logarithme de a , \.b le
logarithme de b ; & ainsi des autres : Les logarithmes des
nombres moindres que l'unité seront négatifs, comme lct ,

ainsi que l'exige la progression arithmétique qui a zéro parmi
ses termes.

II est évident que si l'on avoit en effet les logarithmes dès
nombres écrits fur ces nombres , ou dans une colonne à côté
des nombres aussi écrits en colonnes , ce qui feroit i'a Table
des logarithmes, quand on sçauroit le logarithme d'un nom¬
bre , on auroit ce nombre-là , puisque se íëroit le nombre
qui est à côté du logarithme connu dans la Table ; ôt de
même quand on sçauroit un nombre on en auroit à côté le.
logarithme connu dans la Table.

corollaire iv.
Premiere Propriété.

&$7' La somme des logarithmes de deux nombres efl égale, au
logarithme du produit de ces nombres. /.a-f-/.b=/.ab.

Et de même la somme des logarithmes de tant de nom¬
bres qu'on voudra est égale au logarithme du produit qui
vient de la multiplication de tous ces nombres lés uns par
les autres. \.a-+-\.b-i-\.c-^-\.d—ì.abcd.

Cette premiere propriété & les suivantes font des fuites
évidentes de l'article 6$$ , & des propriétés de la propor¬
tion ôc de la progression arithmétique, lesquelles ont été

*48?. démontrées au commencement de la- premiere Section * „
Sc les suiv. & dont les principales ont été répétées au commencement
*

J33;. de la seconde Section. * Ainsi les Commençans doivent re-
felessuív.- yo'ir ces deux endroits, & se rendre familières les proprié¬

tés de la proportion & progression arithmétiques qui y font
expliquées. Elles font aussi les suites de. l'union de la pror
gression arithmétique ôt géométrique : Et ils doivent aussi
revoir ce que l'on a dit de l'union des deux progressions
arithmétique ôc géométrique dans toute la seconde Section.
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Corollaire V.
Premier usage-

638. Cette propriété change dans le calcul lés multiplications
des nombres en de simples additions des logarithmes de ces
nombres-là. Car pour multiplier deux ou plusieurs grands
nombres il n'y a qu'à ajouter leurs logarithmes , & la somme
fera le logarithme du produit qu'on trouvera dans la Table
dés logarithmes à côté de ce logarithme qui_ est la somme
des autres.

Corollaire VI.
Seconde Propriété.

Si ton ote le logarithme d'un nombre a dtt logarithme d'un
autre nombre b , le reste ejì te logarithme du quotient qui vient de
la division de b par a. Ainsi /.b—/.a=/.-.

corollaire vil
Second usage.

660. Cette propriété change dans le calcul des nombres la
division des nombres en une simple soustraction des loga¬
rithmes de ces nombres-là. Car pour diviser un nombre par
un autre , il ne faut qu'ôter le logarithme du diviseur du
logarithme du dividende, & le reste sera le logarithme du
quotient. Ainsi on trouvera dans la Table ce quotient à côté
de son logarithme qui vient d'être trouvé.

La seconde propriété fait ausiì découvrir le logarithme
d'une fraction \, lorsque les logarithmes Ib ,la du numéra¬
teur £ ôt du dénominateur a sont connus. Car il n'y a qu'à
ôter la de Ib, & le reste 1 .b—la sera le. logarithme ifi de la
fraction

Corollaire VIIL

Troisième usage.
661. Il fuit des deux propriétés précédentes & du 5e Corollaire,

que quand on cherche le 4- terme d'une proportion géo¬
métrique dont les trois premiers termes font connus , il n'y;
a qu'à ajouter îes logarithmes des deux termes moyens , &
ôter de la somme ìe logarithme de l'extrême qui est con¬
nu ; & le reste fera le logarithme du 4e terme qu'on cherche,.
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Ainsi 1. £ -H 1. c — l.a = l. —. Et cherchant dans la Table

cl

ce logarithme qu'on vient de découvrir, on trouvera à côté
le nombre qu'on cherche.

Corollaire IX.
Troisième Propriété.

662• L E logarithme d'un nombre a ètant multiplié par Pexposantd'une puijsance tel qu'on voudra m qui marque un nombre entier
ou rompu quelconque, le produit sera le logarithme de ce nom¬
bre a élevé à la puijsance dont le nombre m est l'exposant, Ainfi
m x /. a = /. am.

Corollaire X.

Quatrième usage.
66%. Quand on a le logarithme d'un nombre a, on peut avoirles logarithmes de toutes les puissances parfaites de ce nom¬

bre-là. Car en multipliant La par 2 , par 3 , par 4 , &c. les
produits seront les logarithmes de ú1, ai, a* , ôte. ôt on trou¬
vera dans la Table ces puissances numériques à côté de leurs
logarithmes.

Corollaire XI.

Cinquième usage.
664. Quand on a le logarithme La d'un nombre a, on peuc

avoir les logarithmes des racines 2e, 3e, 4e, ôte. de a en di¬
visant le logarithme La par 2, 3, 4, ôte ; les quotients seront
les logarithmes des racines 2e, 3% 4e, ôte. du nombre a, ÔC
on trouvera dans la Table ces racines numériques à côté de
leurs logarithmes. Ainsi ou a \ , a = l.\/a=l. a~'S
C"=l.^ = l.ct% &c.

corollaire xii.

Sixième usage.
66J. Les logarithmes La, Le de deux nombres a&ce étant don¬

nés , on peut trouver les logarithmes d'autant de moyens
proportionnels géométriques entre a &ce qu'on en voudra
désigner par le nombre entier indéterminé n—1 , par la
pratique suivante.

î°. n— i désignant le nombre des moyens proportionnels
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entre a & e , il est clair que n marque le quantième terme
est e après a non compris.

2°. Si donc l'on ôte le logarithme ha du logarithme Ve,
le reste I.e — 1 .a fera la différence entre ces deux logarith¬
mes , laquelle étant partagée en autant de parties égales
qu'il y a de rangs ou de termes depuis a non compris jus¬
qu'à e compris ; c'est-à-dire , cette différence Ve— ha étant
divisée par ra, le quotient P ~1 "*■ sera * la différence dont &
le logarithme du premier moyen proportionnel après a doit S 39-
surpasser le logarithme Va.

. \ i > rr f • i • /

3°. C'est pourquoi ajoutant a cette différence, qui doit ré¬
gner entre les moyens arithmétiques, le logarithme l.a , la
somme 4 _p. l. a = 1 •g : * ' • ". *seía ]e logarithme *4pp &
du premier moyen proportionnel géométrique entre a & e, S 39'
& en même-tems le premier moyen proportionnel arithmé¬
tique entre L a & i. e ; après quoi il est facile de trouver les lo¬
garithmes des termes moyens qui suivent le premier, en ajou¬
tant au logarithme '-g-1-»- } }a différence une
ibis, deux fois, ôcc.

4P. Si l'on vouloir le logarithme de celui des moyens entre a
& e} qui est le plus proche du terme e, il faudroit ôter la diffé¬
rence ]"edu logarithme 1. e,& 1. e — = "~1 x""'' '
seroit le logarithme du moyen qui est le plus proche de g ;
étant cette même différence deux fois, trois fois, ôte. du
logarithme Ve , les restes seroient de fuite les logarithmes
des autres termes moyens qui précédent le terme eyen re¬
tournant du terme e au terme a.

5°. Si l'on vouloir les logarithmes des ternies au-delà du
terme e qui continuent la progression géométrique dont a
est pris pour le premier terme, <? pour le dernier, & qui ont
entr'eux autant de moyens proportionnels qu'il y a d'unités
dans n —r ; il n'y auroit qu'à ajouter la différence 1 •f
une fois , deux fois, trois fois, &c. au logarithme Ve, & l'on
auroir les logarithmes du premier terme, du second terme,
troisième , &c„. qui suivent le terme e dans la même pro¬
gression géométrique.

6°. Ensìp s'il falloit trouver les logarithmes des termes
de la même progression géométrique qui précéderoienu

V
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le terme a, il n'y auroit qu'à retrancher la même diffé¬
rence de La une fois, deux fois, trois fois, &c. ôt
les restes feroient les logarithmes des termes qui précéde-
roient de fuite le terme a dans la même progreflìon géomé¬
trique.

La démonstration de tous les cas de ce Corollaire est une
fuite évidente des articles 63 y, 408 & 4c; p ; car dans la pro¬
gression géométrique dont a est le premier terme & f le
dernier, ces trois choses étant déterminées, le premier ter¬
me a, le dernier e, ôc le nombre des moyens n— 1 ; le rapport

*526, qUi doit y régner est déterminé, & ce rapport est r *.Va
Dans la progression arithmétique des logarithmes qui lui est
jointe, ces trois choses ï.a, Le, ôc le nombre n— 1 des loga¬
rithmes moyens arithmétiques, étant aussi déterminées, la

*506. différence qui doit y régner * est aussi déterminée , & c'est
1 Ainsi les termes de la progression arithmétique doi¬
vent fe surpasser de l'un à l'autre en allant de 1. a vers 1. e, de
cette différence ; ou diminuer de l'un à l'autre , en retour¬
nant de ì.e vers La, de cette même différence^ comme il est
marqué dans tous les cas du Corollaire»

Usage de la formule n-iyls*'-e ;

666. Pour trouver le logarithme d'un seul moyen proportions
neîgéométrique entre a & e, il faut supposer n— 1 = 1,c'est-
à-dire n—2, & l'on trouvera que le logarithme .du moyen
proportionnel entre a & e est ; c'est-à-dire la moitié
de la somme des logarithmes de a & de e.

Pour trouver le logarithme du premier de deux moyens
proportionnels entre a & e, il faut supposer n—3 , & l'on
trouvera que ce logarithme est -2. c'est-à-dire le
tiers de la somme du logarithme de e, & du double du loga¬
rithme de a.

On trouvera de même que le logarithme du premier de
trois moyens proportionnels entre a & e est 'x 1 1 - ; que
celui du premier de quatre moyens est 4Xl,^1,g ; & ainsi
de fuite.

Définition.
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définition.

66J* Deux termes pris dans la progression géométrique * A * tfyé*
comme d & \, l'un (d) parmi les termes qui surpassent l'unité,
& l'autre (~) parmi les termes qui font moindres que l'uni¬
té , mais l'un Ac l'autre à une égale distance de l'unité , s'ap¬
pellent termes réciproques ; & puisqu'il y a , par la supposi-
tion , le même nombre de petits rapports égaux entre l'unité
& chacun des termes réciproques , il est clair que i. ~d ; : d. i 9

pu bien d. i :: i.\, & que dx~ — i x i — i.

Corollaire XIII,

Quatrième Propriété.
m. Les logarithmes de deux termes réciproques de la progression

géométrique, font égaux j c est-à-dire Ad = —L~ , avec cette feule
différence que le logarithme dtt plus grand de ces termes est posi¬
tif, & que le logarithme de Vautre est négatif.

Car par la supposition * Ld. 0:0. —l.£. Donc f \.d. — l.jj * ^ •
= o. Or ils ne sçauroient, étant joints ensemble , se trou- -j- ^87.
yer égaux à zéro, que le positif ne soit égal au négatif.'

Corollaire XIV.

66$. Il suit de cette propriété , ï°. que la Table des logarithmes
des nombres qui surpassent l'unité , sert également pour ces
nombres & pour tous les nombres qui font moindres que
l'unité. Car les logarithmes des nombres plus grands que
l'unité, étant rendus négatifs , font les logarithmes des nom¬
bres moindres qife l'unité qui leur font réciproques. Par
exemple 1.5 = — 1. j, 1.10=7—1.~y

Corollaire XV.

6yO. 2®. Que quand on veut construire la Table des logarith¬
mes , s'il est plus aisé de trouver le logarithme d'un terme
moindre que l'unité, qae^de son réciproque qui surpasse l'uni¬
té , on doit chercher le logarithme du nombre moindre que
l'unité ; puisqu'en le rendant positif, il devient le logarithme
du nombre réciproque qui surpasse l'unité.

Tomç II, Q
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Corollaire XVI.

$71. IL fuit des propriétés & des usages des logarithmes qu'on
vient d'expliquer, i°. que quand il faut construire la Table
des' logarithmes, on n'a besoin de chercher que les loga¬
rithmes de chaque nombre premier ou simple- ; comme 2, 3 ,
S'il y 11 > &c* Car les logarithmes des nombrespremiers étant

* Csi' découverts, on trouvera * par les usages précédens les lo¬
garithmes de tous les nombres entiers formés par la mul-

*662, tipîication des nombres premiers ; & * de tous les nombres qui
& 663. font les puissances parfaites des nombres premiers

2°. Qu'il ne faut point d'autre Table pour les logarith¬
mes des nombres rompus, ni aussi pour les puissances des
nombres dont les exposans font des nombres rompus, c'est-
à-dire pour toutes les racines des nombres entiers , que la
Table même pour les nombres entiers : car les logarithmes
du numérateur dhme fraction qui est un dividende, & dë son
dénominateur qui est un divif^jar , étant découverts, on

*'6$$„ aura*le logarithme de la fraction : Et le logarithme d'un
nombre quelconque regardé comme uhe puissance, étant

*664.) découvert , on aura * les logarithmes de toutes les racines
& 662. quelconques de ce nombre-là; de toutes ses puissances, ÔC

de toutes les racines de. ses puissances..
Des différentes espèces de logarithmes...

D É f i n i t i o n.

6j2.. La diversité de la différence qui regne dans une progres¬
sion arithmétique , & de la différence qui regne dans une
autre, rend les deux progressions arithmétiques de "diffé¬
rentes espèces. Ainsi-P o.1.2.?.4,, &c.& ^-o. 2.4.6.8, &c.
font d eux différentes espèces de progressions arithmétiques.
Et comme on peut imaginer ces différences diversifiées à
l'infini j, il peut y avoir une"infinité de. différentes espèces dé
ces progressions ; & chaque efpéce pou vant être jointe à la
progression géométrique infinie , que l'on peut concevoir
contenir tous les nombres parmi ses termes, il peut y avoir
une infinité d'espèces de logarithmes.

é>7j. Dans chaque efpéce de logarithmes on doit toujours con¬
cevoir que zéro est l'e logarithme de l'unité ; car en rendant
cela commun à toutes les espèces différentes de îogarith-
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mes , on les rend très-commodes dans les calculs ; & de plus
le logarithme d'un seul autre nombre, comme de 10, étant
aussi déterminé, l'espéce de ces logarithmes est déterminée ,

puisque ces deux suppositions déterminent la différence qui
doit régner dans la progression arithmétique des logarith¬
mes. *

Pour comparer ensemble les logarithmes des espèces dif¬
férentes, on supposera que (1.) marque chaque logarithme
de l'une, ôc (L.) chaque logarithme de l'autre.

Corollaire XVII.

Sur la comparaison des logarithmes de différente espèce,
67rapport géométrique qui se trouve entre les logarith¬

mes de différente espéce d'un même terme de la progres¬
sion géométrique, comme est le même qui se trouve
entre deux autres logarithmes des deux mêmes espèces de
tout autre terme de la progression géométrique ; c'est-à-dire
L.k, i.k. :: L.e le:: L .a. 1 .a , &c.

Ce Corollaire a été démontré dans Fart. foo.

Corollaire XVIII,

Usage de cette propriété.
*7J- Quand tous les logarithmes d'une espéce sont connus ,

& qu'on ne conncît qu'un seul logarithme d'une autre espé-
, ce ; cette propriété sert * à trouver tous les logarithmes in- *

connus de la seconde espéce par autant de réglés de pro¬
portion ; (c'est ce qu'on nomme reduire les logarithmes d'une
espéce aux logarithmes d'une autre espéce ). Par exemple S
les logarithmes (1.) étant tous connus, Ôc un seul logarith-
medL.) d'une autre espéce étant connu, par exemple le lo¬
garithme L.& ; pour trouver un autre logarithme (L.), par
exemple L.e, on fera cette regle de proportion, l.K l.e ::
L.k.L.e = -, dont les trois premiers termes font
connus. On trouvera de même les autres logarithmes (L.)

éfinition des logarithmes dont on afait des Tables.

6j6. Dans les logarithmes dont on a fait des Tables, & qu'on
nommera logarithmes des Tables} ou logarithmes ordinaires

Q y
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le logarithme du nombre 10 est l'unité précédée vers la droi¬
te d'un grand nombre de zéros. Ce nombre de zéros est arbi¬
traire : dans l'usage ordinaire on peut se contenter qu'il y ak
7 zéros y ou même 5 zéros. Dans la grande Table des loga¬
rithmes de Ulacq> qui a pour titre f Arithmetica logarithmica
ôc où font ies logarithmes des'nombres entiers depuis 1 jus¬
qu'à 100000, le logarithme de 10 contient 10 zéros au-de¬
vant de l'unité : & il íé rencontre quelquefois des calculs où
l'on auroit besoin, pour une plus grande exactitude, que ce.
logarithme fut précédé d'un plus grand nombre de zéros.

Corollaire I.

6T7■ ,.Il fuit de ce que le logatithme de 10 est l'unité précédée
d'un certain nombre de zéros (nous mettrons io zéros pour
prendre un nombre déterminé,) i°. qu'on doit concevoir au¬
tant de petits rapports égaux entr'eux, d'interposés entre 1 &
10 , qu'il y a d'unités dans íe logarithme 1.00000.00000 (ces

IOOOOOOOOOO

V
i.oooooooooo I.OOOOOOOOOO

V 103

* 40 y , petits rapports égaux font *
&411. y

= ôte. & la différence qui regne dans la progression arith-
métique des logarithmes, & qui répond à chaque petit rap¬
port composant, dont il y en a 10000000000 d'interposés
entre 1 & ro ; cette différence, dis-je, est 1 ) : que le rapport
décuple est composé de ce nombre de petites parties,
& que le logarithme 1 .ocooo.ooooo est la mesure de ce *
nombre de petits rapports égaux-

corollaire il

678. a°. Le s termes de la progression géométrique, décuple
étant44 x. 10 . 100. 1000.,10000. 100000,&c. le logarith¬
me de l'unité étant zéro, & celui de 1 o étant 1. oooooooooo ;
les logarithmes des termes suivans doivent être de fuite
q. . oooooooooo . 3 ..ooooocoooo . 4 .'oooooooooo , &c.
puisque ce sont les termes de la progression arithmétique^
dont les deux premiers font o & 1. oooooooooo.

Corollaire III-

679- 3 e. On doit remarquer que les premiers caractères à gau¬
che de. chacun de ces logarithmes (que. l'on nomme les

-yn
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CaraBéristìques de ces logarithmes des Tables) ont toujours
autant d'unités qu'il y a de zéros devant les nombres de la
progression géométrique décuple dont ils font les logarith¬
mes : zéro est la caractéristique du logarithme de l'unité qui
est Je premier terme de la progression géométrique décuple.
La caractéristique du- logarithme du terme i o est i ; la carac-
térstique du logarithme de 100 est 2; celle du logarithme
de 1000 est 3 ; & ainsi de fuite. Et comme la progression-
arithmétique des logarithmes doit aller en augmentant, aussi-
bien que la progression géométrique, il est évident que les
logarithmes de tous les nombres plus grands qu'e l'unité ,
& rnoindres que iq, auront zéro pour caractéristique. Les
logarithmes des nombres au-dessus de 10, ôc moindres que
îoo , auront 1 pour caractéristique 3 les logarithmes des nom¬
bres au-dessus de lqo , & moindres que ioooj auront 2; les
logarithmes des nombres entre 1000 ôc ioooq auront 3 ; &
ainsi de fuite. Car, par exemple, le logarithme d'un nombre
plus grand que 1000, ôc moindre que 10000, doit déja avoir
3 pour caractéristique puisqu'il doit surpasser le logarithme
de 1000 ; ôc il ne peut avoir 4. pour caractéristique, devant-
être moindre que le logarithme de 10000.,

Corollaire IV.

62O. Les logarithmes des fractions moindres que l'unité étant
* les mêmes que les logarithmes de leurs nombres récipro- 66%
ques plus grands que l'unité, comme de ~ & de ~ ; les ca¬
ractéristiques des logarithmes des fractions moindres que l'u¬
nité, font les mêmes que celles des logarithmes des termes
réciproques ; ainsi — 1 est la caractéristique de — 2 est la
caractéristique de> — 5 celle de l Ôc ainsi de fuite.
Ces logarithmes * font négatifs. Toutes les fractions qui fur- * 65,2.
passent 77,, ôc font moindres que 1, doivent par conséquent
avoir zéro pour caractéristique 3 les fractions dont la valeur est-
entre ~ ôc ~ doivent avoir — 1 ; les fractions dont la va¬
leur est entre 7757? ôc 7-Ï7 doivent avoir — 2 ; les fractions
dont la valeur est entre 7—7 ôc 7577 doivent avoir — 3 pour \
caractéristique 3 ôc ainsi de fuite.

681. Ces caractéristiques & cette augmentation des logarithmes
les uns fur les autres, fervent, quand on a entre les mains

Qhj
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les Tables des logarithmes, à trouver tout d'un coup le lo¬
garithme d'un nombre donné; & quand on a un logarithme
donné, à trouver dans les Tables le nombre qui est à côté
de lui dont il est logarithme.

La conJlruÏÏion des Tables des logarithmes, par l'une
des Méthodes ordinaires.

PROBLEME I.

6%2. Tr ou ver le logarithme d'un nombre entier quelconque.
Opération. On prendra pour exemple le nomtrepi

on remarquera que ce nombre est conçu dans la. fuite d'une
progression géométriques dont les termes donnés avec leurs
logarithmes font ceux de la progression décuple Ht- i .10.
100. 1000, &c. & que p est un des moyens géométriques
entre les termes connus 1 & 10, desquels on connoît aussi
les logarithmes ; fçavoir, zéro est celui de l'unité, & 1 avec
tel nombre de zéros qu'on voudra mettre au-devant de 1 }

( on en mettra ici 8 ) ; par exemple 1.00000000 est le logarith¬
me donné de 10.

Or pour trouver ce moyen géométrique p entre í Ôc 105
& en même-temps son logarithme qui soit le même moyen
arithmétique entre zéro, qu'on nommera a, qui est le loga¬
rithme de l'unité ; & le logarithme 1.00000000 de 1 o , qu'on
nommera b ; voici les opérations qu'il faut faire.

i°. II faut multiplier i & 10 chacun par l'unité précédée* 3 32. de plusieurs zéros ( on en mettra ici 7 ), ce qui n'en * chan¬
gera point le rapport, & ils deviendront A & B. On en pren-

*3^2. dra * le moyen proportionnel géométrique J/'Ax B, qu'on
nommera C. On prendra en même-temps le moyen pro-

48 S & portionnel arithmétique * qu'on nommera c ; on fera
666. ensuite ce raisonnement : si l'on divise chacun des termes

*532. de la progression géométrique-ff-A.C.B par 1.0000000, *
les trois quotiens feront encore une progression géométri-* 666. que -H- 1. , 00Qc00.00 . 10; & ils auront*pour logarithmes les
trois termes de la progression arithmétique éaouo.sJ;
car puisque a & b sont, par la supposition , les logarithmes
ides extrêmes 1 & 10 ; c est le logarithme du moyen géomé¬

trique
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Ta BLES des Logarithmes.
A I.ooooooo a 0.00000000

x B =3 C 3.16.22777 e 0.30000000 =
B 10.ooooooo b i.00000000

»éC x B
G 3.1622777. c 0.30000000

== D 3.6234132 d 0.77000000 —

B 10.000000.0. b 1.00000000

D 3.6234132
■ d 0.77000000

VDxB = E 7,4380421 m 0,87300000 =
B 10.000.0000 b 1. oodooooo.

|/'E x B
E 7.4383421 e 0.87300000

— F 8.6336432 / 0.33730000 =
B 10. ooooooo. b 1.00000000

F 8.6336432 f 0.33770000
y'F x B = G 3.3037204 g 0.36873000 =

B 10.0000000- b 1.00000000

F 8.6336432 f 0 \o Oj W O O O O

VFx G = H 8.3768713 h 0.33312300 =
G 3.3037204 .g O.36873OOO

« H 8 ..3768713 h 0.33312300
x G = I 9 • i3S| .r 7° i 0.36033770 =

G 3.3077204 g o,36873000
&c. jusqu'à

., ...

X x Z
X 8.3333338 X 0.33424270

B Y 3.ooooooo y 0,33424231 =
Z 3.0000004 i 0.33424233

Ï2J

í + i

e -f- b

t ■+•

k -f-g

x -+- í

Iooooooo
. Par conséquent si l'on eût trouvé pourtrique

moyen proportionnel géométrique exactement 3 . ooooooo
( qu'on nommera Y) au lieu de C, c'est - à - dire 3 précédé
d'autant de zéros qu'on en a mis au-devant de i 6c de 10 ; il
est évident que c seroit le logarithme de p, que I on cherche.
Mais C. étant différent du moyen proportionnel géométri¬
que p . 0000000 =Y que l'on cherche avec son logarithme
qu'on nommera y, il faut continuer l'opération jusqu'à ce
qu'on ait trouvé Y & en même - temps son logarithme y.
©n doit faire un semblable raisonnement à chacune des opé-
garions suivantes ? fans qu'il faille le répéter.
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34.2. .2°. Comme C est plus proche de Yque n'est pas A, il faut*

trouver le moyen proportionnel géométrique {/C x b"— D
entre C ôc B, ôc trouver en même-temps son logarithme
tut = d.

2
. '

3°. On trouvera de même le moyen géométrique {/D x B
= E entre D ôc B , ôc son logarithme — e ; ensuite le
moyen géométrique y/E x B = F entre F ôc B, & son loga¬
rithme =f; ensuite le moyen géométrique Sv/"FxB=G
entre F ôc B, & son logarithme -r*'[ — g.

q-0. G étant plus proche de p .0000000 = Y qu'on cher-
342» che,que n'est pas B, il faut * chercher le moyen géométri¬

que y/F xG = H entre F ôc G , ôc en même-temps son lo¬
garithme = h ; on cherchera de même le moyen géo¬
métrique \Aì x G = I, ôc son logarithme * s = i. 1

30, On continuera de la même maniéré cette recherche
du moyen proportionnel géométrique entre deux des ter¬
mes déja découverts qui approchent le plus de Y l'un en-
deffousôc l'autre en-dessus, & du logarithme de ce moyen»
jusqu'à la 26* opération, où l'on trouvera exactement le
moyen proportionnel géométrique Y ■= p. 0000000, ôc son
logarithme y — o . p ^424231 : ôc par le raisonnement qu'ost
a fait à la fin de la premiere opération,y est le logarithme
de p , quií falíoit trouver.

Remarques,
I.

583• On trouvera de la même maniéré le logarithme dé
tout autre nombre entier que l'on voudra ; mais il suffic
de trouver, par la méthode précédente, les logarithmes
des nombres premiers, ou de quelqu'une de leurs puis¬
sances parfaites ; car tous les autres nombres étant formés

6ji» des nombres premiers, on trouvera leurs logarithmes*
par la feule addition des logarithmes des nombres pre¬
miers, ou par leur soustraction , ou leur multiplication, ou
division.

Par exemple, quand on aura trouvé les logarithmes de 2 ÔC
631, de 3, leur somme sera * le logarithme de $ = 2 x 3. Ayant

les
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le s logarithmes de 10 & de 2 ; en ôtant le dernier du pre¬
mier , le reste * fera le logarithme de 5 ~ En multipliant * 659
le logarithme de 2 par 2, 3 ,4,5", &c. qui font les expofans
des puiífances 2e, 5e, 4e, je , &c. de 2, les produits * seront * 66$
leslogarithmes de 4, 8, 16, 32, &c. qui font les puiífances 2e,
3e, 4% ye, &c. de 2. Enfin en divisant le logarithme de p par 2 ,

qui est fexpofant de la racine 2e de p, le quotient * sera le * 664
logarithme de 3 == V9 ainsi des autres.

IL

En suivant cette méthode, * les produits dont les racines * 582
2" font les moyens proportionnels géométriques, font ordi¬
nairement des puissances imparfaites ; l'on n'a par consé¬
quent les moyens que par approximation. Mais en mettant
beaucoup de zéros devant les deux termes dont les logarith¬
mes font donnés ( comme dans l'exemple, devant x ôí 10),'
on fait enforte que Terreur devienne insensible ; & plus il
y a de zéros devant ces deux termes, & plus le moyen qu'on
trouve approche du véritable.

Dans la recherche du logarithme de p , * on fait en forte , * 68r
en mettant sept zéros devant 1 & devant 10 , que l'erreur soit
au-delà de la 8e place dans le moyen Y— pooooooo.. Si
l'on mettoit un plus grand nombre de zéros devant 1 & 10,
alors le moyen proportionnel géométrique Y — pooooooo
qu'on a trouvé à la 2 5e opération, ayant des chiffres, ôc non
pas des zéros dans les places qui suivent la 8e en allant à
droite 3 ne feroit pas encore celui que l'on cherche : il.faudroit
continuer l'opération jusqu'à ce qu'on eût trouvé le moyen Y.
qui auroit devant lui le nombre des zéros auquel on vou-
droit borner Papproximation ; par exemple, si l'on vouloit
avoir le moyen Y =_poooooooooo , il faudroit continuer
jusqu'à ce qu'on eût trouvé pour moyen Y , îe nombre p
précédé de dix zéros, & négliger les chiffres qui feroient à
droite au-devant de la 11e place : l'erreur étant reculé jus¬
qu'à la 12e place & les suivantes , feroit encore plus .insensi¬
ble ; & le logarithme de p trouvé par cette voie feroit encore
plus approchant du véritable logarithme de p que l'on cher¬
che , & qu'on ne fçauroit trouver dans la derniere précision,
parce que l'on ne peut pas déterminer au juste le rang que
doit occuper p parmi le grand nombre de moyens propor-

Tome II. R

SCD LYON 1



;ti3° Science dij caicul^ êce.
tionnels géométriques qu'on doit imaginer entre i êt e©v
Dans les pratiques ordinaires, on se contente des logarith-
ínes à huit rangs , ôt de les trouver en supposant sept zéros
devant les deux termes entre lesquels on cherche les moyens
proportionnels géométriques pour arriver à celui dont oiï
çherche le logarithme,

III»

La méthode de trouver immédiatement les logarithmes
des Tables , qu'on vient d'expliquer , est la plus facile à con¬
cevoir , quoique les calculs qu'elle demande soient très-longs
& très-embarastans ; & comme l'on a des Tables de loga¬
rithmes toutes imprimées, il est inutile de donner ici les
autres méthodes ordinaires de former immédiatement ces

Tables , il íuffit de concevoir l'une des méthodes par les¬
quelles on a pû les former. On donnera dans la Section sui¬
vante la méthode la plus aisée- dans la pratique de construire
foi-même les logarithmes à tel grand nombre de rangs
qu'on voudra , pour ceux qui voudroient les former eux-
mêmes ; on l'a réservée à ce lieu là, pour ne point inter¬
rompre î'usage des Tables ordinaires des logarithmes que
l'on doit se rendre très-familier, On expliquera cet usage
dans les Problêmes suivans,

L'usage des Tables des logarithmes,
Avertissement»

On a de trois sortes de Tables imprimées des logarithmes^
i°. On en a de portatives à la fin des Tables des sinus , elles
contiennent les logarithmes des nombres entiers depuis i
jusqu'à loooo , elles suffisent pour les calculs ordinaires ;
i°. On en a qui contiennent les logarithmes des nombres
depuis í jusqu'à 20000 ; 30. Enfin on a les Tables in-folio de
Ulacq, où sont les logarithmes des nombres entiers depuis 1
jusqu'à 100000. Ces derniers contiennent chacun dix
rangs de chiffres au-devant de la caraàlèriflique qui fait l'on-
ziéme rang. Ces Tables des logarithmes à onze rangs de
chiffres ne iont nécessaires que pour les calcuis qui deman¬
dent une grande précision comme ceux de PAstronomie,
Voici I'usage de toutes ces Tables,
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PROBLEME IL

Trouver par le moyen des Tables le logarithme dun nom~
bre donné, lequelnombre donné efi au-dejsus de tunité, & moindre
que le plus grand nombre des Tables que l'on a entre les mains.

Opération. On suppose que l'on n'a que les Tables
des logarithmes des nombres entiers depuis i jusqu'à 10000
qui sont les plus communs. Cela supposé ;

i°. Si le nombre donné est entier, il est clair qu'il n'y a
qu'à le chercher dans les Tables , ôc qu'on trouvera à côté
son logarithme.

2°. Si le nombre donné contient un nombre entier Ôc une
fraction moindre que l'unité, comme 9334s, il faut cher¬
cher dans les Tables le logarithme du nombre entier 93 f4
comme s'il n'y avoit point de fraction, ôc l'on trouvera son
logarithme 3.9709974. II faut retrancher ce logarithme
du logarithme des Tables immédiatement plus grand, c'est-
à-dire du logarithme du nombre entier 93 33 qui surpasse le
nombre entier donné 9354 d'une unité, lequel logarithme
est 3.971043 8, Ôc prendre leur différence qui est 464. U faut
ensuite faire ce raisonnement ou cette proportion : La diffé¬
rence totale 1 ou - du nombre 9 3 <34 d'avec le nombre 9 3 y y,
est à la différence f dont le nombre donné 93 S4 7 surpasse
9334, comme la différence totale 464 du logarithme du
nombre 9 3 34 d'avec le logarithme du nombre 9355 > ®
la différence dont le logarithme de 9334s doit surpasser le
logarithme du nombre 9334. Ainsi il faut faire cette regle
de proportion dont les trois premiers termes sont connus ,
s ou f. f : : 464. x = 309 ~, i! faut négliger la fraction ~ qui
est moindre que la moitié de l'unité, ôc ajouter 3 0,5» au loga¬
rithme do 9334, qui est 3.9709974, ÔC la somme 3 .971028 3
est à très-peu près le logarithme de 9334s que l'on cher-
choit.

Si l'on avoît des Tables des logarithmes des nombres en¬
tiers depuis 1 jusqu'à 20000, ou les Tables in-fol. des loga¬
rithmes des nombres entiers depuis 1 jusqu'à 100000 , on
trouveroit de la même maniéré par les premieres Tables
des logarithmes depuis 1 jusqu'à 20000, le logarithme d'un
nombre au-dessus de l'unité , ôc moindre que 20000; ôc par
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les dernieres , le logarithme de tel nombre qu'on youdrok
au-dessus de l'unité , & moindre que iooooo.

PROBLÊME III.

686. U# logarithme étant donné, dent U caraSlériJîique ejì moindre
que 4 , Jì l'on n a que les Tables des logarithmes des nombres en¬
tiers depuis i jusqu'à ioooo ," trouver le nombre dont ilejl k lo¬
garithme.

Opération.- On prendra un exemple pour rendre la
résolution plus claire. Le logarithme 3.8102773 est donné,
fa caraSîériflique 3 marque que le nombre dont il est le loga¬
rithme surpasse îooo j & est moindre que 10000 ; i°. il fau£
chercher le logarithme donné dans les Tables, & s'il s'y
trouvpit juste, le nombre à côté seroit celui qu'on cherche ;
mais ne s'y trouvant pas juste , il faut prendre le logarithme
3.8 102325' qui est immédiatement moindre , & le nombre
Ó460 auquel il répond , est déja le nombre entier à qui ap¬
partient le logarithme donné. II ne s'agit plus que de trou¬
ver la fraction qui doit être jointe à ce nombre entier pour
faire le nombre total à qui appartient le logarithme donné.
Pour la trouver ,,

20. II faut ôter le moindre logarithme 3 . 810232^ du
logarithme donné, ôe l'ôter encore du logarithme des Ta¬
bles 3.. Si02pp7 immédiatement plus grand, c'est-à-dire
du logarithme de 6^6\ ,.ce qui donnera les deux différen¬
ces 448 & 672.

3°. On fera ensuite ce raisonnement ou cette proportion :
la différence totale 672 entre les logarithmes des nombres
6460 & óq.6s qui ne se surpassent que de l'unité, est à la dif¬
férence 448, dont le logarithme donné surpasse le moindre
logarithme, qui est celui de 6460 ; comme l'unité, ou si l'on
veut la partager en parties décimales, comme 1 précédée
de tant de zéros qu'on voudra, laquelle unité est ia diffé¬
rence totale entre 6460 & 6461, est à la grandeur qu'on
cherche , c'est - à - dire à la fraction dont le nombre qu'on
cherche doit surpasser le nombre entier 6460 ; & faisant la
proportion, dont îes trois premiers termes font connus, on
trouvera 672 . 448 :: 1 . x — +±ì } qffon peut réduire, à
cause du diviseur commun 224 aux deux termes de la frac¬
tion , à son équivalente f.
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'40. II faut ajouter la fraction qu'on vient de trouver au
nombre 6460, & la somme 6460 ~ sera le nombre qu'on
cherchoit. ^

Remarques,
I.

On voit par l'opération même , que la fraction qu'on
doit ajouter au nombre Ó4Ó0 correspondant au logarithme
des Tables moindre que le logarithme donné, a pour numé¬
rateur la différence 448, qui est entre le logarithme des Ta¬
bles immédiatement moindre que le logarithme donné, &
entre le logarithme donné, & qu'elle a pour dénominateur
îa différence du logarithme des Tables moindre que le don¬
né , d'avec le logarithme des Tables immédiatement plus
grand que le donné.

On voit auffi qu'on peut aisément réduire cette fraction à
Une fraction décimale *.

Enfin il est clair qu'on trouveroit de la même maniéré ,

quel seroit le nombre d'un logarithme dont la carattériftique
est 4, si l'on avoit les Tables des logarithmes des nombres
entiers depuis 1 jusqu'à 100000.

IL

La maníere de trouver, par le second Problême, le loga¬
rithme d'un nombre donné, parle moyen de la partie pro¬
portionnelle géométrique, & la maniéré de trouver, par le
troisième Problême, le nombre correspondant à un loga¬
rithme donné par le même moyen de la partie proportion¬
nelle; ces maniérés, dis-je, ne donnent pas le logarithme
qu'on cherche, ni le nombre qu'on cherche dans la der¬
niere précision ; mais Terreur n'est pas sensible.

III.
Ceux qui voudroient voir clairement qu'il y a de Terreur

dans ces deux Opérations, doivent faire attention, i°. que
pour trouver exactement le logarithme d'un nombre com¬
me 5)354 ± qui n'est pas dans les Tables, il faudroit pouvoir
déterminer entre les deux nombres entiers 5354 & p335" , le
quantième moyen proportionnel géométrique est le nom¬
bre donné ,& trouver ensuite un logarithme qui fût
le même quantième moyen proportionnel arithmétique en¬
tre les deux logarithmes de 9354 Ôt de 5355 : & que pous

R iij
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trouver le nombre correspondant à un logarithme donné
3 . 8102773 qui n'est pas dans les Tables, il faudroit déter¬
miner le quantième moyen arithmétique proportionnel est
ce logarithme donné entre les deux logarithmes des Tables ,
dont l'un est immédiatement moindre, & l'autre immédia¬
tement plus grand que le donné, & trouver ensuite le nom¬
bre qui seroit le même quantième moyen proportionnei
géométrique entre les deux nombres correfpondans, l'un
au moindre, & l'autre au plus grand de ces deux logarith¬
mes. II est évident que cela ne se fait pas exactement, mais
seulement à peu près par les Opérations du second & du
troisième Problême.

20. Us doivent même remarquer sur les Opérations du
second"& troisième Problême, que les différences des nom¬
bres entiers qui vont en augmentant d'une unité, font tou¬
jours les mêmes, sçavoir l'unité; & que les différences de
leurs logarithmes font fort différentes ; ainsi les parties pro¬
portionnelles géométriques de l'unité (qui est la différence
dont les nombres entiers vont en augmentant ) font les mê¬
mes ; puisque, par exemple ~ d'une unité, font la même
grandeur que d'une autre unité; &: les parties proportion¬
nelles géométriques correspondantes des différences des lo¬
garithmes ne peuvent pas être les mêmes , car ces différen¬
ces étant inégales, les ^ de l'une, par exemple, font une
grandeur différente des j d'une autre.

D'où l'on voit que quand même la méthode de résoudre
le second & troisième Problême par le moyen de la partie
proportionnelle, seroit exacte par elle-même , l'inégalité des
différences dont les logarithmes des nombres entiers vont en
augmentant les uns fur les autres, y causeroit quelque petite
erreur.

j y

On voit assez par ce qu'on vient de dire dans le second
article de la Remarque précédente, que plus les différen¬
ces, dont les logarithmes des Tables vont en augmentant
de fuite les uns fur les autres, approche de l'égalité, ôe
moins il y a d'erreur dans les parties proportionnelles des
Opérations du second & troisième Problême. Or dans les
Tables, les logarithmes des nombres entiers les plus grands,
c'est-à-dire les plus éloignés de l'unité, différent moins les
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uns des autres ; c'est-à-dire, dans les Tables des logarithmes
des nombres entiers depuis 1 jusqu'à 10000, les différences
des logarithmes des nombres entiers pris de fuite les moins
éloignés de 10000, font les plus approchantes de l'égalité.Dans les Tables des logarithmes des nombres entiers de¬
puis 1 jusqu'à 20000, les différences des logarithmes des
nombres entiers qui ne se surpassent que d'une unité, les
moins éloignés de 20000 , font les plus approchantes de lé¬
galité- Enfin dans les grandes Tables, les différences des lo¬
garithmes des nombres entiers qui ne surpassent que d'une
unité,-les moins éloignés de iocooo> font presqu'égales.Cela est cause que dans les calculs par logarithmes, quand
on a besoin de trouver le logarithme d'un nombre donné
lequel nombre n'est pas dans les Tables que l'on a, il faut
chercher ce logarithme parmi les plus éloignés de l'unité
qu'on peut,ou,ce qui est la même chose, parmi les plus
approchans des derniers des Tables : ôc de même quand on
a besoin de trouver quel est le nombre d'un logarithme don¬
né , lequel logarithme n'est pas exactement dans les Tables ?
il faut chercher ce logarithme parmi les derniers des Ta¬
bles. On en va expliquer la méthode dans les Problèmes
íuivans f après avoir fait faire la remarque qui fuit».

V.
I» i°. Lorsqu'un nombre entier est multiplié succesïïvemenr

parles termes 10, 100,1000,10000,100000, ôte. de la pro°
greífion décuple; les logarithmes de tous les produits & du
nombre multiplié, ne diffèrent que dans la feule caractéristi¬
que. Par exemple,les logarithmes de 986, 9860, 98600,
986000 , 9860000 , &c. font 2 . 9938769, 3 . 9938769 ,

4. 9938769 , 3 . 9938769, &c. La raison en est que le loga¬rithme de chacun des produits est * la somme des logarith- *
mes des nombres multipliés, & que l'addition des deux loga¬
rithmes , dont l'un a pour caractéristique l'unité, ou l'un des
neuf chiffres précédé d'autant de zéros qu'il y a de rangs de¬
vant la caractéristique, ne change rien dans les rangs de l'au¬
tre logarithme qui font à droite devant la caractéristique.2* 20. Quand un nombre entier est divisé successivement parles termes 10, 100, ïcoo, ôte. de la progression décuple;
les logarithmes du dividende ôc de tous les quotiens,,pen»
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dant que ces quotiens demeurent au - dessus de l'unité, né
diffèrent que dans ia feule carafférifîique. Par exemple, les

12. logarithmes des nombres 98763 , p3,7oLc= * 9876 . 3 ,
659. \*fér 3 HHfî font*4. 9946030, 3 < 99it°3° r

2.9946030, 1. 9946030, o. 9946030.
Mais quand les quotiens deviennent moindres que l'uni¬

té , leurs logarithmes font les restes de la soustraction du
logarithme du dividende retranché successivement des lo¬
garithmes de 100000, 1000000, 10000000, 8cc. 8c ces

656. logarithmes font * négatifs, 8c ne diffèrent aussi que dans la
12. caractéristique. Par exemple, le logarithme de /oVoVo' — * au

660. nombre décimal o. 98 76 3 , est* la différence du logarithme
de 100000 8e du logarithme de 98763 , c'est-à-dire l'excès du
premier logarithme fur le second, en rendant cet excès néga¬
tif. Ce logarithme est donc — 3 . 0000000 -4- 4. 9946039
= — o. 0033970 ; les logarithmes de st0\7a60s0a >

&c. font — 1.0033970, — 2. 0053970 ,
— 3 . 0033970 , &c.

659» La raison en est que le logarithme d'un quotient est *la
différence des logarithmes du dividende 8c du diviseur, 8í
cette différence est Fexcès du plus grand des deux fur le
moindre, laquelle se trouve en ôtant le moindre du plus
grand. Or les diviseurs étant l'unité précédée à la droite
successivement d'un zéro, de deux zéros, de trois zéros, 8cc.
leurs logarithmes ne contiennent que la caractéristique qui
est l'unité, ou l'un des neuf chiffres, précédé à la droite de
zéros. Ainsi les excès des logarithmes du dividende 8c du
diviseur, doivent ne différer que dans la feule caractéristique.
Mais pendant que le dividende demeure plus grand que le
diviseur , c'est - à - dire pendant que les quotiens surpassent
l'unité, les logarithmes des quotiens font les excès du loga¬
rithme du dividende fur celui du diviseur, 8c ce logarithme
du diviseur n'ayant que des zéros devant la caraélèrstique,
ces excès ou différences ne peuvent différer que dans la
caractéristique 5 8c quand les quotiens font moindres que
l'unité, les diviseurs qui n'ont que des zéros devant l'unité ,
surpassent le dividende, 6c les excès des logarithmes des
diviseurs, (lesquels logarithmes des diviseurs n'ont que la
caractéristique &c des zéros) fur le logarithme du dividende,
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îequel logarithme demeure le même, ne peuvent différer
que dans la feule caraùìériftique, ôt ils doivent être * niga- * éfé.
tifs.

3®. Un logarithme étant donné, si l'on augmente de 11
de 2, de 3 , ôte. fa feule carattériftique, fans toucher aux au¬
tres chiffres, il devient successivement * le logarithme des * épi.
produits du nombre dont il est le logarithme, multiplié par
10, 100, 1000ôte. Si l'on diminue fa caraflJrìftique de 1,
de 2, de 3 , ôte. jusqu'à ce qu'elle soit devenue zéro, il de¬
vient successivement * le logarithme, des quotiens qui se for- * épsi
ment en divisant le nombre, dont il est le logarithme, succes¬
sivement par 10, 100, 1000, ôte. Par exemple o. pp4éo3o,
1 . pp4.6030, 2.. pp.p<5030, 3 . pp4.6030, 4 . pp46030, ôte.
sont les logarithmes de p > 9%'iék, p87.^, p8yé

Et 4.pp46030, 3 . pp46030 , 2 . pp46030 ,

1. pp46030 , o. ^46030 font les logarithmes de p8765 ,

p87 6 >9-rréh} car dans le premier
cas on ajoute successivement au logarithme donné eelui de
10 , ïoo , 1000, ôte. ôc dans le second cas on en retranche
successivement les logarithmes de 10, 100, &ic.

, 40. Un logarithme négatifétant donné,comme —3.005^7©
qui appartient au nombre décimal , 090llíso6- ? fi l'°n aug*"
mente successivement fa caraSïériJlique négativement, pour
ainsi dire, de l'unité, de 2, de 3 , ôte. c'est-à-dire en lui ajou¬
tant — 1, — 2, — 3, &c. il devient successivement le lo¬
garithme des quotiens qui se forment en divisant le nombre
100000000 pac 10 > i00> 1000, ôte. ou, ce qui revient au
même, des produits du même nombre multiplié par ~, 7^,
ì 0*0 o, Si au contraire on diminue fa çaraëiériftique en lui

-ajoutant-4- 1 , h- 2 , ôte. jusqu'à ce que fh.caraóìérijlique soit
«— o, il devient successivement le logarithme des produits
.du -nombre -, 0901160 fq 0 0 multiplié par 10, 100, ôte. Par exem¬
ple — 3 .oonpyo, — 4. 0033970, — 3 .0033p70, ôte. font

logarithmes de ç-^ —«• 987 £_§.7 6y_ . o-.at/o vaw x 0 0 0 c oboo? iooooooooo' ioooooooooo)

• 005* 3970,— 2.005*39701 .005:3970, —o • 005*3970
font les logarithmes de 10g*ëoooo > tôVswsï> »oÔóooo j.

'

9 8 7 é r
-J o o o o o*

La raison en est que quand on augmente la caratièriftiquc
d'un logarithme négatif — 3 .oonpyo,de — 1, —2, — 3,
êtq. on ajoute à ce logarithme les logarithmes négatifs de io#

Tome IX. S

SCD LYON 1



|fc3& IL a Science du c adcul, ÔtcL
de ioo, de iooo, ôte. ou ,,ce qui est la même chose, otrre*-
tranche de xe logarithme, les logarithmes positifs de 10
i.oo, io.oOj&c. Par conséquent * les logarithmes qui vien¬
nent de ce retranchement, font les logarithmes des quo-
tiens qui naissent en divisant le nombre de ce logarithme^
négatif par 1,0, 100, &c. Au contraire „ quand on dimi¬
nue de i, 2, &c. la carattériflicjue d'un logarithme négatif:"
— 3.0053970,on ajoute à ce logarithme les logarithmes po-

a, sitifs de 10^,1 oo,, &c. Par conséquent * lès logarithmes qui
viennent de cette additionnent les logarithmes-des produits^
qui viennent en multipliant le nombre de ce logarithme né-,
gatif — 3 . 0053970, par 10, 100 , &c..

On fera attention que quand on joint ensemble deux lo¬
garithmes , dont l'un est positif & l'autre négatif,, il faut tou¬
jours ôter le plus petit du plus grand, & le reste est leur diffé¬
rence , qui eft positive quand le plus grand est le positif, & né¬
gative q' and ie plus grand est le négatif. Ainsi pendant que
l'on ajoute -I- 1, -+-2, -+-3 au logarithme —■ 3.. 0053910$
(ce qui est ôter successivement de— 3 . ooj 3970 les logarith¬
mes 1.0000000, 2 . coooocQ, 3 .000.0000, &. prendre les
restes qui font négatifs) les logarithmes — 2. 00539709
«— 1 .0053970, —o . 0033970 qpi résultent .de ces opéra¬
tions, font négatifs.,Mais au moment qu'on veut les continuer
ces opérations , & joindre le logarithme -h 4.. 0000000 au
logarithme — 3 . 005 3970 5 le positif surpassant le négatif, c©
n'est plus le premier qu'on ôte du second, c'est 3 .0053970
qu'il faut ôter de 4 . 0000000, ôt prendre le reste positif:
-p o . 9946030, qui est le logarithme de ^l70l0 x toooe

Í2.ZJ 5 — p 6 f.
I OOiOO V z .o o o o*

II suit de là que quand on ajoute à la car.atfériftique d'un lo-
garissme négatif donné , -4- 1 , 2 , 4-3 , &c. pendant que
ee,qui en réiùlte demeure négatif, le même logarithme ne
change que dans la caratténjìujue il devient successive¬
ment les logarithmes des produits formés du. nombre qui
lui répond, multiplié par 10 , 100 , îooo, &c. & ces produits
font des fractions moindres chacune que l'unité. Mais au,
moment qu'il change de négatif en positif, le logarithme
qui en vient ne diffère pas feulement des précédens dans
la caraiïèriflique, mais aussi dans les autres caractères ; il est
le logarithme du même nombre,,mais qui étant multiplié.
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par le terme suivant de la progression décuple , est devenu
plus grand que d'unité» On a vâ ci - dessus * que la même * -69$,
choie arrivoit quand on diminuois la carafâéristique d'un
logarithme positif de 1, de 2, de 3&c. au moment que le
logarithme se changeoìt de positif en négatif.

Les deux logarithmes qui se changent ainsi l'un en l'au¬
tre dans le passage du positif au négatif, & du négatif au
positif, étant ajoutés ensemble pris positifs , leur somme
est le logarithme de 10, ce qui est évident par l'opération
même. Dans notre exemple -+- 0.9945030 o. 0033970
= 1.000000© , qui est de logarithme de 10, 6c chacun se
nomme le complément de l'autre.

Généralement quand ayant effacé la caractéristique d'un
logarithme, on loté ensuite du logarithme de 10, qui est
1. 0000000, le reste s'appelle le complément du premier ; & íi
l'on íçait le nombre auquel appartient l'un des deux loga¬
rithmes qui se servent mutuellement de complément,le nom¬
bre correspondant de l'autre est connu ; car c'est le quotient
de 10 divisé par le nombre connu. Par exemple si i'on ôte
la carattéristique du logarithme 4» 003 3970, on aura le loga¬
rithme o. 0033970 ; retranchant ce logarithme o.0033970
du logarithme de 10, qui est 1.0000000, on trouve de loga¬
rithme o. 9945030 ; ces deux logarithmes o. 0033970 &
»o. 9945030 s'appellent le complément l'un de l'autre. Ainsi
puisque Hh o.. 9945030 est le logarithme de 9 ïv0vt? ^otî còm~
plément"+- o. 0033970 est le logarithme du quotient * qui * ^39°
doit venir de la division de 10 par lequel quotient

HrrïTT' Mais — o. 0033970 est le logarithme * du réci- * é58.
proque

PROBLÊME IV.

Tr ou ver par le moyen des Tables le logarithme d'un
nombre entier donné, lequel nombre sttrpajse tous les nombres
entiers contenus dans les Tables.

Opération. i°. II faut mettre une virgule après qua¬
tre rangs de chiffres à gauche du nombre proposé, si l'on n'a
que les Tables des logarithmes jusqu'à 10000; si l'on a les
logarithmes jusqu'à, 20000, êt que le premier chiffre à gau¬
che du nombre proposé soit 1, il faut mettre la virgule après

Sij

r
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le 5e rang du nombre proposé; enfin si l'on a les logarïtffe-
mes jusqu'à iooooo,il fauî toujours mettre la virgule après
le je rang du nombre proposé , quelque soit le premier
chiffre à gauche.

Par exemple, si l'on propose de trouver le logarithme du
nombre 1576998 , on écrira dans le premier cas 1376,998 f
& dans le second & le troisième cas, 137dp, 98.

Par cette opération on. conçoit le nombre proposé divisé
par 1 coo dans le premier cas, & par. 100 dans les autres. Par
conséquent 1-3 7 6,99 8=13 137^8=15769^.
Ainsi cette opération signifie qu'il faut diviser le nombre
donné par l'unité précédée à droite d'autant de aéros qu'il
reste de rangs de chiffres à droite dans le. nombre, proposé,
après en avoir séparé les quatre premiers rangs de chiffres
à gauche dans le premier cas, & les cinq premiers dans le
áècond & le troisième cas. Par conséquent pour retourner du
nombre 137ou 13769. ■— qui eíL le quotient du
dividende 1376998 divisé par le diviseur 100.0 ou. ioo, il'./
faut multiplier ce quotient ou conceyoir ce: quotient multi¬
plié par le diviseur 1000. ou 100.

Cela sait voir clairement que quand on aura trouvé le
logarithme du nombre proposé ainsi divisé, c'est - à - dire, de
l37<5 tïtÌb ou de 13769 , il ne faudra plus que.lui ajou*
ter le logarithme du nombre 1000, lequel logarithme est
3. ooooboo, ou le logarithme 2. 0000000 de 100, * pour
avoir ie logarithme du nombre.-, proposé 137699.8 ; & il est
clair que cela se doit faire en augmentant simplement de
ou.de 2 la^caractéristique du logarithme qu'on trouvera.

20. U faut chercher dans les Tables le logarithme du nom*
bre composé des chiffres à gauche jusqu'à la virgule, comme
fì ce nombre étoit seul , & prendre ce logarithme pour la.
premiere partie du logarithme qu'on cherche...

Dans notre, exemple on trouve , si l'on a les seules Tables
des logarithmes jusqu'à iooqq , que 3, 1386184 est le loga¬
rithme de 1376 ; & si l'on a les Tables des logarithmes jus¬
qu'à 20000 ou i.ooaoo, on trouve que 4. 1389:024 est lo-gar
rithme de 15769.

U faut à présent trouver le logarithme du nombre total
*376 tztto ? ou de 13769 —-, comme dans le * second Pr.o*
blême 5 c'est-à-direa,
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3°. II faut ôter le logarithme qu'on vient de trouver dans

les Tables, du logarithme des Tables immédiatement plus
grand ; en écrire la différence ; & faire ensuite une régie
de proportion dont le premier terme soit l'unité précédée
d'autant de zéros qu'il y a de rangs de chiffres retranchée
vers la droite dans le nombre donné, le second terme soit
le nombre composé de ces chiffres retranchés à droite , le
troisième terme soit la différence des logarithmes qu'on
vient de trouver, le quatrième terme fera* le nombre qu'il * 685:9
fàut ajouter au logarithme du nombre composé des chiffres
retranchés vers la gauche.

Dans notre exemple il faut ôter f. 5386184, qui est le
logarithme de 1376, du logarithme immédiatement plus
grand 3. 1389339, on aura la différence > & ^'on ^era
ensuite cette régie de trois, 1000.998 :: 3135-. 3i48~trsV
On ajoutera cette partie proportionnelle 3149 ( augmen-
tée de l'unité * à cause que •^5°0 surpasse s de l'unité) ail 27'í°-
logarithme 3 . 1386184 de 13765 la somme 3 . 1389333 ^
sera * le logarithme de 1376'^^. Si l'on a de plus gran-
des Tables de logarithmes, on ôtera le logarithme 4.13 89024
ídu nombre 13769 du logarithme des Tables 4. 1389339
du nombre 13770 qui surpasse le précédent d'une unité,
<8t 1'on aura la différence 31 y,avec laquelle on sera cette ré¬
gie de trois, roo . 98 : : 315* . 308 On ajoutera cette ^

partie proportionnelle 309 ( augmentée aussi de 1 * à cause 275*°'
rsf pl"S grande que T) au logarithme 4. 1389024 de

1*3769, & la somme 4. 1389333 sera * le logarithme de ' 685»-
1*3769 -rà<

4°. Pour faire que le logarithme qu'on vient de trouver r
soit le logarithme du nombre proposé , il faut lui ajouter le
logarithme du ternîe de la progression décimale qui a au-¬
devant de l'unité autant de zéros qu'il y a de rangs de chifr
fres retranchés à la droite dans le nombre proposé; ce qui
se fait * en-augmentant simplement sa caraclérijlique d'au- * 69.3
eant d'unités qu'il y a de rangs retranchés à, la droite dans
le nombre proposé.

Dans notre exemple, il faut augmenter la caraflériflique
du logarithme qu'on a trouvé de 3 dans le premier cas, &
de 2 dans le second cas, & l'on aura 6. 1389333 pour le I05
garithtme de 1376998 , qu'il failoìt trouver.

S iijb
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■R e m a1"q .u e s,

I.

^99" Quand le nombre dont on cherche le logarithme rrs
que sept ou huit1 rangs , on le trouve assez exactement par
le seul Problême qu'on vient d'expliquer. Mais quand il a
un plus grand nombre de rangs , on peut ajouter au Problê¬
me les moyens suivans pour trouver le logarithme avec plus
d'exactitude.

67 & i°. On peut chercher * les diviseurs exacts du nombre
<58. proposé ; & si on les trouve tous compris dans les Tables des

logarithmes, il n'y a qu'à y prendre les logarithmes de tous
697. les diviseurs, & les ajouter ensemble; il est évident * que la

somme sera le logarithme du nombre proposé, lequel nom¬bre est le produit de tous ces diviseurs.
2°. Si un ou plusieurs de ces diviseurs font plus grands que

les nombres contenus dans les Tables des logarithmes que
l'on a entre lés mains, il faut chercher chacun des loga¬
rithmes des diviseurs qui surpassent les nombres de la Table $

698. par* le Problême précédent; & après les avoir trouvé, ois
ajoutera tous les iogarithmes des diviseurs dont le produit est:
le nombre donné, & la somme fera le logarithme du nom¬
bre proposé.

Par exemple le nombre proposé 1376998 a pour diví-'
seurs 2.7.7, 1405-1 ; si l'on n'a que les Tables des loga¬
rithmes jusqu'à iooooj le dernier des diviseurs n'y étant pas

698. compris , on trouvera par le Problême 4.% * que son loga¬
rithme est 4 . 14.77072. On lui ajoutera le logarithme de
2 , & le double du logarithme de 7, & la somme sera Iç
logarithme du nombre proposé.

I L

700.. (Les logarithmes des plus grands nombres étant moins
Inégaux que les logarithmes des plus petits, & étant plus
propres à faire découvrir les logarithmes les plus appro-

íchans de l'exactitude, on peut ordinairement réduire le nom-
fce proposé, en le multipliant ou le divisant par un nombre
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connu, à être îel que le nombre composé de ses quatre ou
cinq premiers chiffres à gauche se trouve parmi les nom¬
bres qui font les plus grands des Tables.que l'on a entre les
mains ; ensuite de quoi il faut chercher par * le Problême * 69$*.-
4e le logarithme du nombre ainsi changé ; êt quand on i'au-
ra trouvé , il n'y auta qu'à ôter de ce logarithme celui du
nombre par lequel on a multiplié le nombre proposé, ou
l'ajouter au logarithme du nombre par lequel on a divisé le
nombre proposé, & la différence de ces deux logarithmes-
dans le premier cas, ou leur somme dans le second cas, fera
le logarithme du nombre proposé, comme, on le démon-»
trera à la fin de l'exemple suivants
Par exemple si on multiplie le nombre proposé' A. 1576998"

f?ar M. 7, le produit P. 9638986 sera tel que le nombre
2638 composé des quatre premiers chiffres à gauche, fera
parmi les derniers nombres des Tables des logarithmes jus¬
qu'à 10000; & le nombre 96389 eomposé des cinq pre¬
miers chiffres à gauche , fera parmi les derniers nombres des¬
grandes Tables dès logarithmes jusqu'à 100000. Si on di¬
vise le nombre proposé A. 1376998 par D . 7 , le quotient
Q . 196714 sera tel que le nombre 19671 composé des cinq
premiers chiffres à gauche , fera parmi les derniers nombres
des Tables des logarirhmes jusqu'à 20000.

Après certe préparation, il faut chercher par * le Pro- *69$^-
blême 4ele logarithme du nombre changé P . 9638986, ou

196714; ôt quand on l'aura trouvé, il faudra en ôtes
dans le premier cas le logarithme du multiplicateur M. 7,.
& lui ajouter dans le second cas le logarithme du diviseur
D. 7 ; & la différence dans le premier cas, ou la somme dans
le second cas fera le logarithme du nombre proposé 1376998.
Car, par la supposition jl.P—l.AxM = * i. A 1. M.
Donc en retranchant 1 • M de chaque grandeur égale
1. P = 1. A +1..M, on aurai . P— 1. M.= l. A.dans le
premier cas.

De même, par la supposition, h Q ==1.3==* 1. A—1. D. ^ 659. -
Donc en ajoutant-t-1. D à chacune des grandeurs égales
I. Q = 1. A— 1. D, on aura k.Q -4-1. D — 1 . A dans le
second cas.

©n ne se sért de cette derniere pratique que póur les
grands nombres3.& dans les Problèmes où ilfaut une grati"
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de précision., comme dans les Problêmes de 1'Astronomfe

PROBLEME V.

70 r. Tr ou VER le logarithme d'un nombre rompu donné.
Opération. i°. Si le nombre rompu donné surpasse

l'unité, & qu'il contienne un nombre entier qui est dans les
Tables, & une fraction de plus ; on en trouvera le logarithme

c 58y. par le*second Problême, comme on a trouvé celui du nom-

brep3?4f.
20. Si le nombre donné contient un nombre entier qui sur-

u abo. passe ceux des Tables, & une fraction de plus, on réduira* le
tout à une feule fraction, & l'on en trouvera le logarithme de
la maniéré suivante.

3°. Dans tous les cas où le nombre proposé est une feula
fraction, fans aucun nombre entier qui lui soit joint, il faut*■698,. trouver* séparément le logarithme du numérateur & celui
du dénominateur; ôter le plus petit des deux, d.u plus grand j66o. ia différence * fera le logarithme de la fraction proposée ; on
le laissera positif ce logarithme , si la fraction proposée sur-* 65 passe l'unité ; on écrira * au-devant le signe — , si la fractioi|
proposée est moindre que l'unité,

E x e m p l e s,

I»

Pour trouver le logarithme de on sera attention:* 668. que quand l'unité est le numérateur, i.l n'y * a qu'à écrire le
logarithme — 1, 0413927 du dénominateur u précédé du
signe —.

I I.

Pòur trouver le logarithme de ~fj, on ôtera du loga¬rithme 3.9910044 du dénominateur 9793, le logarith-
me 3 . 7939998 du numérateur 5223, & la différence

* 640.' — o. 1970045 précédée du signe —•, * sera le logarithme
qu'on cherche,

I I I.
* 598, Pour trouver le logarithme de , il saut chercher *

le logarithme 5. 1389333 du numérateur, & le logarithme
4,9857901 du dénominateur, & la différence 1,1331432 de

ges
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ees deux logarithmesfera le logarithme qu'on cherche, le¬
quel * est positif. * 6$6«

PROBLÊME VI.

T/Q2. Uft logarithme quelconque étant dÔnné, trouver le nombre au¬
quel il appartient.

G p É r a t i g n. Si la carafîéristique du logarithme donné
est moindre que 4, & qu'on n'ait que les Tables des loga¬
rithmes jusqu'à 10000; ou fi elle est 4, ôc qu'on ait les Ta¬
bles des logarithmes jusqu'à 100000 /on trouvera le nombre
auquel il appartient, * par le troisième Problême. ? 6S&

1?. Quand la caraBér-iftìque du logarithme donné est 4,
45c qu'on n'a que les logarithmes'jusqu'à 10000; & quandelle surpasse 4, & qu'on a les logarithmes jusqu'à 100000,
voici la maniéré de trouver le nombre auquel il appartient.
On connoît déja par les. unités de la caraftériftique ( quandle nombre qu'on chefche est entier, & quand il est com¬
posé d'un entier ôc d'unô-fraction ) ; on connoît,. dis - je,
.combien le nombre entier * doit contenir de rangs de * Cqyi
chiffres. Car si la caraÏÏéristique est, par exemple ,5,6, 7 >

•<ôcc. le nombre entier doit còntenir un rang de plus, sçavoir,,
5-4-1 — 6, &-4- 1 = 7, 7+1 — 8, ôte. Pour trouver
ce nombre, il faut n'avoir aucun égard à la caraÏÏéristique du
logarithme donné jusqu'à la fin de l'opération, & faire seule¬
ment attention qu'en imaginant cette caraBériflique réduite à
zéro,1e nombre auquel appartient le logarithme donné*est &9b
.conçu divisé par l'unité précédée à droite d'autant de zéros
.que la carablérijìique contient d'unités : mais íì l'on conçoit
-qu'on diminue là caratféristique seulçrnent de quelques uni-
-tés ,4e nombre auquel appartient le logarithme donné est
conçu divisé par l'unité précédée d'autant de zéros qu'on a
retranché d'unités à la caratfériftique. Par exemple si l'on a
retranché 2 ou 3 de la caraëlériftique, lel nombre correspon¬
dant au logarithme donné est conçu divisé par 100 ou ;par
aooo. ■ 1

20. II faut ensuite chercjier le logarithme donné dans les
Tables que l'on aura entre les mains; & si on l'y trouve exac¬
tement, à la caraÏÏérìflìque prè^de nombre qui lui répondXera celui qu'on cherche, après qu'on lui aura ajouté à la

Tome II. T
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droite autant de zéros que la caraâérijìique du logarithme-
donné contient d'unités de plus que la caraâériftique du loga¬
rithme qu'on vient de trouver dans les Tables, qui est égal
au donné en tous les rangs, excepté la caraSíériJìique.

Mais si l'on ne trouve pas le logarithme donné exactement
dans les Tables (ce qui arrive ordinairement), il faut y pren¬
dre celui qui est immédiatement plus petit que le donné 5
prendre le nombre qui lui répond dans les Tables pour le
nombre entier qui Tait la principale partie du nombre qu'on
cherche»

3°. II ne restera.plus qu'à trouver la fraction qu'il faut lui
'68ajouter. On la trouvera, cette fraction, par le * troisième.

Problème; c'est-à-dire, on prendra la différence du loga¬
rithme immédiatement plus petit que le donné . d'avec le
logarithme donné, en ne supposant au logarithme donné
que la. même caraóídrtflique qu'a le logarithme immédiate¬
ment plus petit pris dans les Tables ; on prendra encore la
différence du plus petit d'avec le logarithme des Tables im¬
médiatement plus grand; ôt l'on fera cette régie de propor¬
tion : laXecondè.des deux différences qu'on vient de trou¬
ver est à la premiere, commed'unité précédée, fi l'on veut S:
d'autant de zéros que la.carattèriflique du logarithme donné
contient d'unités de plus que celle du logarithme pris dans
les Tables, est à un 4e terme , lequel terme fera la fraction

^87. qu'on .cherche ; ou simplement la fraction qu'qn cherche *
aura pour numérateur la premiere, & pour dénominateur la
seconde des deux différences qu'on vient de trouver.

40. Enfin après avoir ajouté cette fraction au nombre en¬
tier, on le multipliera par d'unité précédée à droite d'au¬
tant de zéros que la *cara6leristique du logarithme donné
contient d'unités de plus que celle du logarithme des Ta¬
bles plqs petit que le donné-

Ex E M P LE.,

Pour trouver le nombre à qui appartient le logarith- ■
me 6. 1382333; i°. on ne fera aucune attention à h carafté-
rifiique 6. • *

20. Ce logarithme ne se trouvant pas exactement dans les
Tables, on y prendra le logarithme 3 . 1386184 qui est im¬
médiatement pins petit, & Ton nombre 1376 fera regardé.
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ccomme la premiere partie da nombre qu'on cherche.

30. Pour trouver l'autre partie, on ôtera 3 . 1386'184 du
logarithme donné 3 . 1385)333 (en sqpposant au logarithme
donné la caractéristique 3 de celui des Tables qui est immé¬
diatement plus petit-)./& l'on aura la premiere différence
314p. On ôtera encore 3. 13Só^i84 de 3 . 1389339 qui est
íe logarithme des Tables immédiatement plus grand, & l'on

■ aura la seconde différence 31//.
On fera ensuite cette régie de trois, 3 i f 5* . 3149 :: 1000.

" yAT ° = jrfs- néglige la fraction 3^77-qui P^us
petite que la moitié de l'unitê;& le 4e terme /-^ (qui est
une fraction décimaleparce qu'on a supposé l'unité parta¬
gée en 1 oco parties ), fera la fraction qu'il faut ajouter aut
nombre entier 1376 : ainsi 137g/0P080 est le nombre du loga¬
rithme 3 . 1389333.
^ 4°. La caractéristique 6 du logarithme donné 5 . 1 389333.,

íurpasiant de trois unités la caractéristique du logarithme
3. 1389333 , dont le nombre est 13767^% j il &ut multi¬
plier ce nombre par 1000, & le produit 1375998 fera le
liombre du logarithme donné. Ce quil jalloit trouver.

DEMARQUES,

I.

Quand la caractéristique du logarithme donné est 8, 9 ,
10, &c. si l'on veut trouver avec une plus grande précision
le nombre dont il est le logarithme, & qui doit avoir * neuf *
ou dix, ou onze rangs de chiffres, on pourra changer le lo¬
garithme donné en un autre qui se trouve vers la fin des Ta¬
bles des logarithmes, de maniéré qu'après avoir trouvé le
nombre du logarithme changé, on ait ausiì lc nombre du
logarithme donné. En voici la méthode.

i°. On ôtera le logarithme donné (lui supposant zéro pour
^caractéristique)du logarithme de 10 qui est 1 . 0000000, &
•l'on prendra la différence qui est le complément du logarith¬
me donné. ' #

On fe servira du même exemple, c'est-à-dire du même
logarithme donné 5. 1389333 , afin de ménager Pattentioa
des Cornmençans pour concevoir plus facilement la mé-

*

íhodc. On prendra donc le complément o. 85xo557 du legs-
T ij
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rithme donné o. 1389333 (lui ayant ôté sa caraclérijììque 6. f)

20. On cherchera ee complément dans les Tables , & l'on y
prendra, fans faire attention-' à fa caratfçristique o, le loga¬rithme immédiat.ement plus petit, qui est dans cet exemple'..
3 . 8610562, dont le nombre est 7262.

3°. On ajoutera ce logarithme 3 . 8 610562 immédiatement
plus petit que le complément (lui laissant fa caraólériftique 3 )
au logarithme donné 6. 1389333 ( aussi avec fa caraÏÏéristì-*
que), & l'on aura le nouveau logarithme 9 • 9995» §95} qui( n'ayant-égard qu'aux rangs qui précédent à droite la ca~
raffériftìque ) fera des derniers tant des Tables des logarith¬
mes jusqu'à iocoo-, que des grandes Tables des logarithmes
jusqu'à 100000. On en donnera la raison après l'exemple.*702. 40. On-cherchera par le * sixième Problême le nombre de-
ce nouveau logarithme.

On trouvera dans notre exemple'par les Tables des
logarithmes jusqu'à 10000, que le pénultième logarithme
3 «9999566 du nombre 9999 , est celui qui est immédiate¬
ment plus petit que le logarithme nouveau 9 .9999895 , en
regardant la caraBèrìstìque 9 de ce nouveau logarithme com-

*702, me ^ efie etoit 3 ; & on trouvera aussi * par cette proportion
aomb.3e._434.. 329 : : 1000000.3 *p ° que la partie proportion¬nelle à ajouter au nombre 9999 est __

& en multipliant le nombre 9999 ïJooooo Par 1000000 ,
parce que la caraBérijlique 9 de 9.999989s surpasse de six
unités la caraBérìftique 3 de 3.999.9893, on aura 9999758064
pour îe nombre du logarithme 9 . 9999895".

50.'Ayant trouvé le nombre du nouveau logarithme x onìe divisera par le nombre qu'à fait découvrir le complémentdu logarithme donné, le quotient sera le nombre du loga¬rithme donné , avec toute la. précision que l'on peut tirer des
logarithmes ordinaires.

Dans notre exemple on divisera le nombre 9999758064du logarithme 9.9999895 par le nombre 7*262 du loga¬rithme 3 . 8610562 ( lequel logarithme a été ajouté au lo¬
garithme donné 6. 13 89.3 33 , & la somme étoit le loga¬rithme 9 .'9999895 ) le quotient 13;7Ç997|vH , ou bien ( lui
ajoutant i'unitéparce que la fraction surpasse la moitié de.
l'unité) le quotient 1376998'fera le nombre du logarithmedonné 6 . 1389333. Ce qui étoit proposé-.
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Démonstration de cette méthode. Le logarithme qu'on tjou-

ve par le 3e article, étant la somme du logarithme dont le
nombre est connu par les Tables, sçavoir 7262, & du lo¬
garithme donné , le nombre du logarithme du 3 e article
est * le produit des deux nombres auxquels appartiennent *
ces deux logarithmes. Ce'produit-étant' découvert par le 4?
article, en le divisant par l'un des multiplicateurs, le quo¬
tient doit être l'autre , & il est par conséquent le nombre du
logarithme donné. Ainsi il ne reste plus qu'à faire voir que la-
méthode du premier;, second & troisième article , change
îe logarithme en un autre qui est nécessairement vers la sin
des Tables.

Pour cela il suffit de faire remarquer que îes logarithme^
îès plus proches de la-sin des Tables, ont au - devant de la'
caratféristique un ou plusieurs p de fuite. Or le logarithme
donné (lui ôtant fa caractéristique) ôc son complément, font-
ensemble par la supposition exactement 1 , 0000000. Si
donc au lieu d'ajouter au logarithme donné son complé¬
ment, on lui ajoutecomme le prescrit le 3e article, un'
logarithme des Tables qui soit immédiatement plus petit,
c'est-à-dire qui en différé très-peu, la somme ne pouvant
plus ê'tre'exactement 1.0000000 , en fera pourtant appro¬
chante; c'est-à-dire que la carafîèrifìique fera■ nécessaire-^
ment précédée de plusieurs rangs de p. Ainsi le logarirh^
me nouveau qui sera cette somme, se trouvera parmi ion
derniers logarithmes des Tables..

rr:

On peut àuffi faîre ensorte qu'un logarithme donné se
trouve parmi les~d«rniers des Tables , en lui ajoutant un
logarithme choisi dans les Tables propres à cela,& donc
le nombre sera par conséquent connu; & quand or^aura le
nombre du logarithme qui est la somme, il ne faudra que
se diviser par le nombre du logarithme ajouté , ôt le quotient
sera le nombre du logarithme donné. Par exemple, si l'on
ajoute au logarithme donné 6 » 13 8p3 3 3, le logarithme de 70
qyi est r. 8450980, la somme sera le logarithme 7.9840313,
lequel ( n'ayant pas d'égard à fa caratféristique) íc trouve
parmi les derniers des deux Tables des logarithmes jusqu'à
,,xooo.o^& des.logarithmes jusqu'à.-100000.,

T ii;
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PROBLEME VI I.

yo6. '(JN logarithme négatif étant donné t trouver la faction dont
il ejl le 'logarithme.

P r e m i e r e. M É t h o d e.

*686 II saut chercher * le nombre à qui appartient íe loga-
ou 702. rithme négatif donné, en le regardant,comme positif, ÔC

• faire ce nombre le dénominateur d'une fraction, & lui don-
"' 669; net * l'unité pour numérateur ; elle fera la fraction du loga¬

rithme négatif donné.
Par çxemple, pour avoir le nombre du logarithme néga-,

tif <— o . 77813 12 , on cherchera le nombre du logarithme
669. positif o . 7781312 , & ayant trouvé 6, on écriraf * pour le

nombre du logarithme -— o . 7781 y 12.
Pour avoir le nombre du logarithme négatif — o. 17 60913.9

on cherchera le nombre du logarithme positif o . 1760913 ;
& trouvant dans la Table le logarithme 1 . 17150913 , qui
n'en différé que dans la carattérìjlique, on en prendra le
nombre 17 , & le divisant par 10 à cause que o .,1760913 =s
1 . 1760913 — 1. 0000000, on aura pi pour le nombre du

logarithme o. 1760913. On fera ce nombre f§ le dénomina¬
teur d'une fraction à qui on donnera l'unité pour numéral

1

* teur, & fi = ~ sera la fraction à qui appartient le logaé
rithme négatif—o. 1760913.

Sec -o n d e M i t h o d e .

C o m m e une fraction donnée peut avoir une infinité
d'expressions , dans chacune desquelles le rapport du pre¬
mier ay second terme est toujours le même, c'est-à-dire le
rapport est toujours égal à celui du numérateur au dénomina¬
teur de la fraction donnée ; cela est cause qu'on peut rrouveï
différentes expressions de la fraction qui appartient à un lo¬
garithme négatif donné.-En voici la méthode.

i0. On prendra pour dénominateur de la fraction qffpiS
cherche te! nombre qu'on voudra ; on prend ordinairement
..pour dénominateur 36, 360, 3600, 36000, &c. parce que
-.chacun de ces nombres a beaucoup de diviseurs ; ce qui est;
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■commode pour abréger l'expreísion de la fraction qu'on
trouve , & pour la diversifier íelon le besoin qu'on, en peut
avoir, & les logarithmes de ces nombres ne diffèrent* que *
dans la caractéristique.

On prendra dans les Tables le logarithme du nombre
qu'on aura choisi pour dénominateur, ,ôt on lui ajoutera le
logarithme négatif donné. On doit se souvenir que cette
addition d'un nombre positif avec un négatif, qui est-h le
positif — le négatif, se fait en ôtant le moindre du plus
grand, ÔC dans le cas où nous sommes, c'est toujours le né¬
gatif qui doit être le moindre ; le logarithme positif qui ré¬
sultera de cette opération, fera celui du numérateur que
l'on cherche. Ainsi après avoir trouvé le nombre de ce lo¬
garithme , on en fera le numérateur de la fraction dont on
a. déja choisi le dénominateur, & ce fera celle qu'on" cher--
choit.

Par exemple , pour trouver la fraction à qui appartient le
.logarithme négatif — o.1760213 » on prendra 36 pour
dénominateur de cette fraction, dont le logarithme est
1 . y563025 ; on ajoutera Hh 1 • S^302S — 0 • 1760213 ,
ce qui donnera le logarithme -f- 1 . 3 802112 ; on en * cher- * 686 '.
chera le nombre 24., ôc on le prendra pour numérateur, ôc ou 702„.>
la fraction qu'on cherche fera f-f = f.

20. Ou bidn on prendra pour le numérateur de la fraction
du logarithme négatif.donné, tel nombre qu'on voudra. ( On
prend d'ordinaire l'un des mêmes nombres 36, 360, ôte. )
On cherchera le logarithme de ce nombre, ôt l'on soustraira ■
de ce logarithme positif, le logarithme négatif donné, ce qui
se fait en changeant le signe — du logarithme négatif en -h,
<Ôc l'ajoutant ensuiteau logarithme positif On cherchera le
nombre du logarithme positif qui résultera de l'opération pré*
cédente;ce sera le dénominateur de la fraction qu'on cher¬
che , dont on a déja déterminé le numérateurs

Pour trouver par cette méthode la fraction à qui appartient :
le logarithme négatif— o . 1760213 , on prendra 3 6 pour le •
numérateur ; on ôtera le logarithme négatif— 0% 1760213
du logarithme positif 1.3563025" qui est le logarithme de
36,6c l'on aura -f- 1 -7323938. On cherchera lé nombre*
54. de ce logarithme, ôc l'on éçrira ff = f pour la fraction
que l'on cherchoit.
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Démonstration de la 2e méthode. Dans le premier1 cas» dé

la seconde méthode, l'addition du logarithme négatif don¬
né à qui appartient la fraction qu'on cherche, qui sera ici
représentée par -, avec le logarithme du nombre 3 d pris
pour dénominateur, marque * que les nombres de ces lo¬
garithmes font multipliés l'un par l'autre ,& que le nombre
qu'on nommera w, du logarithme qui est la somme des
deux ajoutés ensemble , est le produit de ces deux multi¬
plicateurs. Dans le second cas, la soustraction du logarith¬
me négatif donné à qui appartient la fraction y- qu'on
cherche, du logarithme du nombre 3 d pris pour numéra-d)P* teur, marque * que le nombre 3d pris pour numérateur ,
est divisé par la fraction ~~ du logarithme négatif. Par con-

72- séquent dans le premier cas * l'unité est à la fraction -y- ^
comme le nombre 3 d est au nombre ra du logarithme quiest la somme des deux autres, lequel nombre ra est le pro¬duit de ces deux autres nombres; & dans le second cas,le

10d. nombre 35 qui est le dividende , * est à la fraction- —- qui
est le diviseur, comme le' nombre qu'on nommera ra, du
logarithme formé de la soustraction , est à l'unité ; ou bien
par Yalterne, 3 d est au nombre ra'du logarithme formé de

32P) la soustraction , comme ~ est à 1 : mais* 1.. :: y. x933°' & . 1 : : x . y. Ainsi dans le premier cas, -y = —- £
,& dans le second cas, 4- =

y n •

A V E R T ï S S E M E N T.

JQJ.» Les principaux usages des calculs par logarithmes, se ré-»duisent à ces deux-ci : Trouver le nomhre déun logarithme quel-
,conque qui ejl donné; & trouver le logarithme d'un nombre quel¬
conque qui est donné. Ainsi pour calculer par logarithmes, iísuffit de se rendre familiers les six derniers Problêmes qui
ne contiennent que la pratique de ces deux choses. On ne

ddi.' rencontrera ensuite aucune difficulté à faire toutes*les ré¬
gies de proportion par .logarithmes; à élever par le moyen

ddj. dés logarithmes * tel nombre qu'on voudra à une puissance
664. donnée quelconque; ni à * trouver par le moyen des loga¬rithmes la racine donnée quelconque d'un nombre tel qu'on¥ ,66p voudra 3 ni enfin à trouver * en employant les logarithmes ,
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tant de moyens proportionnels qu'on voudra entre deux
nombres donnés quelconques ; ce qui renferme les usages
ordinaires des logarithmes. Chacun peut aisément s'en faire
des exemples, fans qu'il soit nécessaire d'en prolonger ce
Traité, on n'y peut plus trouver de peine que celle du calcul.

SECTION V.

Explication d'une Méthode plus aisée- dans la pra°-
tique pour former les logarithmes qui ayent cha~
cun une telle quantité de rangs quon voudra. -

Théorie ou principes d'où l'on tire cette Méthodes
•Lemmes.

I.

, L e s nombres appliqués à mesurer les grandeurs sensibles,,
ont pour unité une partie déterminée de ces grandeurs. Ainsi
chaque efpéce de grandeur ( comme les trois dimensions du
corps, le tems , les vitesses , les mouvemens, ôte. ) pouvant
être conçue divisible à l'insini, l'unité qui est une partie dé¬
terminée de ces grandeurs, peut être regardée comme divi¬
sible à l'insini.

Si l'on conçoit l'unité sensible divisée en plusieurs parties
égales, ces premieres en d'autres égales plus petites, ces
secondes en de troisièmes parties égales plus petites, & ainsi
de fuite tant qu'on voudra, on verra clairement que pendant
qu'il n'y aura qu'un nombre fini 6c déterminé de divisions ,
les petites parties qui naîtront de la derniere division auront
toujours une grandeur déterminée ôt finie, ôt chacune de
ces petites parties déterminées étant prise un nombre de fois
fini ôc déterminé, pourra devenir égale à la grandeur totale
•dont elle est une partie.

Mais si l'on conçoit cette division des parties d'une gran¬
deur prise pour l'unité, en d'autres parties plus petites, con¬
tinuée un nombre infini de fois, les parties qui naîtronr de
la derniere ^division, pour ainsi dire, feront d'une si extrême
petitesse, qu'elles n'auront aucun rapport fini avec l'unité
dont elles font les parties, ni avec aucune partie finie 6c décec-

TomeIL ~ V
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rainée de l'unité : car si elles avoient un rapport fini avec imé-
partie déterminée de l'unité, on y pourroit arriver après un
nombre fini & déterminé de divisions des parties de l'unité
en parties plus petites, ce qui est contre la supposition;

Ces- parties plus petites que toute grandeur déterminées
quelque petite que puisse être cette grandeur déterminée, se¬
ront nommées infiniment petites y &z on marquera ici chacune

* f i, & par e ; & l'on a déja fait voir * que la commune mesure qu'on
30f>. peut concevoir entre deux grandeurs incommensurables, ne:

peut être qu'une partie infiniment petite de ces grandeurs.
IL

II ftû* ce qu'on vient de dire, qu'il faut un nombre in¬
fini de.parties infiniment petites pour faire une somme qui
soit une grandeur finie & déterminée : car si d'un nombre
fini de parties infiniment petites, on pouvoit faire une gran¬
deur finie & déterminée, ces parties infiniment petites ne
seroie.nt pas plus petites que toute grandeur finie ôc déter¬
minée, ce qui est contre la supposition ; puisque toute gran».
deur qui étant prise un nombre fini de fois , forme une
grandeur déterminée, est elle-même la chose qu'on entend"
par grandeur finie ôt déterminée,.

III.

710. On peut dònc appercevoîr un nombre infini, & par consé¬
quent une grandeur infinie ; on la nommera E ; & chaque
grandeur finie , comme ,l'unitécontenant un-nombre infini
de parties infiniment petites, le rapport d'une grandeur.,
déterminée à une. grandeur infiniment petite , est infini oti,
infiniment grand ; & par conséquent -7- est infiniment pe¬
tit; de même -f- est infiniment grand —- est infini¬
ment petit.

I V.

711. Cela fait voir qu'on peut appercevoir une progression géo¬
métrique dans laquelle régnera un rapport infiniment grand"
dlun terme à l'autre en allant de droite à gauche, & infini¬
ment petit en retournant de gauche à droite, comme dans la
progression AJ ou B:
Ae6. eh e4. t3. ez. e. 1 .E.EZ.E^.E^.E'>.E6, Scc. ou bien.
B ^&c. F41 .E&.E3&.EW, ôcc."

SCD LYON 1



Meth. aisée four-la fôRM. des Log. Lfv. III. sjf
•D'où l'on voit différens ordres ou genres de grandeurs infini¬

ment petites, Ôt de grandeurs infiniment grandes ; on les nom¬
mera simplement, ces genres, le 1er, le 2d,Ie3e,&:c. E est
infiniment grande du premier genre, E1 du second, &c. e est
infiniment petite du premier genre, ez du second, &c. De
même -E. est une infiniment petite du premier genre, Jr du
second, &c.

V.

^712. Une grandeur d'un genre quelconque de la progression À
ou B, étant multipliée ou divisée par le nombre fini quel¬
conque n t le produit ou le quotient est une grandeur du mê«>

* me genre que cette grandeur. Ainsi nE & E sont chacun
un infiniment grand du même genre que f est un in¬
finiment petit du même genre que e. Car il faut prendre une
grandeur d'un genre, comme E ou ?,*un nombre infini *708
de fois, pour l'élever au genre immédiatement supérieur. & 711.
De même il faut la diviser* par un nombre infini, c'est-à-dire * 708»
la partager dans un nombre infini de parties, afin que les par¬
ties qui naîtront de la division, soient du genre immédiate¬
ment inférieur.

D'oùTon voit que dans chaque genre d'infiniment grands
& d'infiniment petits, on apperçoit un nombre infini de
grandeurs de ce même genre - là.

V I.

7r3- . Une grandeur d'un genre pris dans ía progression A ou B,
jointe par -h ou par — à une grandeur immédiatement plus
grande, ne l'augmente ni ne la diminue B & elle peut être né¬
gligée quand on_n'ajoute ensemble ou qu'on ne soustrait que
des grandeurs de ce genre immédiatement plus grand. Ainsi
fi l'on ajoute 1 -+e à 2, la somme fera simplement 2-4-1=3 ;
de même 3 -4-iH- 2 e 4-1 ez — 6; de même 3 e-h 4e-jr 1 ez
*+•2 — j e. De même 3 E1 4- 3 Ez + 1 E— 8 Ez ; de même

z E- ~~~ £ == 2 £ ' meme 6 £5 TW "T" T£
= 4- La raison en est, qu'une grandeur peut
être regardée comme zéro par rapport à une grandeur qui est
infiniment plus grande qu'elle. C'est par ce principe, que les
Géomètres regardent le point comme zéro par rapport à la
ligne, & qu'une ligne augmentée ou diminuée d'un point9
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est censée avoir la même grandeur avant & après l'augmen^
tation ou la diminution.

VI L
Les grandeurs infiniment petites d'un même genre peu¬

vent avoir entr'elles tous les rapports qu'on peut concevoir ;
par exemple, l'une peut être à l'autre comme aàj, comme
i à io,comme yàyj&c. Car si deux grandeurs déterminées
& finies G & g ont l'une à l'autre un rapport quelconque re¬
présenté en général par , & qu'on conçoive l'une & l'au¬
tre divisée en un même nombre tel qu'on voudra n de parties
égales, & ces premieres de chacune divisées en un même
nombre de secondes parties égales, & ces secondes en un
même nombre de troisièmes parties égales-, & ainsi de fuite à
l'infini; il est évident que les parties infiniment petites de G,
& les parties infiniment petites de g qui font venues de la
derniere des divisions pour ainsi dire de G & de g faites en
même-tempsferont entr'elles comme R à n

Corollaire.
D'où l'on voit que quand il ne s'agit que de marquer les

rapports des grandeurs infiniment petites de même genre, on
le peut toujours faire par des grandeurs finies qui auront en¬
tr'elles les mêmes rapports qu'ont ces grandeurs infiniment
petites..

II est évident que c'est la même chose des grandeurs infini¬
ment grandes de même genre, par exemple — f.

D e m a n d e o u S u p p o s i t í o n.

O n peut concevoir une progression géométrique dans la¬
quelle l'unité fera entre les termes plus grands que l'unité <>
& qui vont en augmentant en allant à droite & entre les
termes moindres que. l'unité, & qui vont en diminuant eti
allant à gauche de l'unité, & qui ait cette condition-.que le
rapport qui y regne d'un terme à l'autre soit le plus appro¬
chant du rapport d'égalité qu'il se puisse ; c'est à - dire, que
îe terme qui suit de l'unité à droite, ne soit que l'unité aug¬
mentée d'une grandeur infinimenr petite e, & celui qui est
le plus près à gauche de l'unité soit la fraction dont l'unité
est le numérateur, &. l'unité augmentée de cette grandeue
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infiniment petite e est le dénominateur. Ainsi ces trois ter1:
mes feront -H 1— . i . i + f.

i ■+• e

Corollaires,"

717; Q u and Punité se trouve dans une progression géométri¬
que 3 tous les termes qui vont à droite pris de fuite, * font par *34^5
ordre les puissances 2e, 3e, &c. du terme qui fuit immédiate- 342 ^5
ment l'unité, & les termes à gauche fonr les fractions qui ont J43°
l'unité pour numérateur, & pour dénominateur les mêmes
puissances du terme qui fuit immédiatement l'unité à droite»
Ainsi la progression géométrique supposée peut être représen¬
tée par A.

A»

qui se réduit * à B. * 713»
B.

^■-rÌ77--7T7T--^7T-rir-1 ■ 1-)"í •1 •+" 2'~ ' + îc • *-*•*'> &c-
Et B ( à cause de -JJ = i -^ , de = , - ,
de —i— — s il— & ainsi de suite) se réduit à C»

I + 3C I * 3 e 9
C.

Ôcc. I — • 1 — T+Te' î — rHv ï— "sb* l-H-f.l-h
Mais dans les fractions négatives qui font la seconde par¬

tie de chaque terme à gauche de l'unité, on apperçoit qu'en
divisant le numérateur de chacune par son dénominateur,
le quotient a pour premier terme le numérateur lui-même,
êc que les termesssissvans de chacun de ces quotiens font de
fuite des infinimens petits du second genre, du troisième , du
quatrième, &c„* qui doivent être négligés; (par exemple *733*
» e~- =—e 4- e2— e^&c. — t^Ts ==::'— ^e-ì-^-e1 — 8ct,&c.)
Ainsi la progression géométrique C se réduit ensin à D.

D.

$rCí ye. i -—ze. i — le.i.rHhf» irh-ae. i-ìr je ,i-jr <%e,&cc.
r l

718. Si l'on retranche l'unité de chacun des termes de la pro¬
gression géométrique Delle deviendra la progression arith-V hj.

SCD LYON 1



-ï y 8 La Science d u calcul, ôcc.
métique E, dans Jaquelle zéro se trouve entre les termes
positifs & entre les négatifs ; la différence qui y regne est i a.

E.
T &C. —* JA4A —- JA 2f.~1AC. IA 2 A ^A^Ay^&Co

I I I.

715)» II est évident que deux termes quelconques, par exemple
3 e & y e de la progression arithmétique E, font entr'eux
comme le nombre des petits rapports égaux de la progrès
.sion géométrique D qui font depuis î'ùnité jusqu'au terme
ï -+■ 3 e correspondant de 3 e, est au nombre des petits rap¬
ports égaux qui sont depuis l'unité jusqu'au terme 1 -+- y e
correspondant de y a Car dans D le nombre des petits rap¬
ports égaux depuis 1 jusqu'à i H- 3 e est 3 , êc y est le nombre
des petits rapports égaux depuis 1 jusqu'à i-+- y f ; 8c 3 ?. y e : :
3 . y. II est évident que cette propriété convient à tous les
termes de la progression arithmétique E , d'être entr'eux
géométriquement comme sont entr'eux les nombres des pe¬
tits rapports égaux dans la progression géométrique D depuis
ï jusqu'aux termes correspondans aux termes de E,

I V.
72O. Par conséquent les termes de la progression arithméti¬

que E étant conçus écrits fur íes termes correspondans deî
la progression géométrique D, sçavoir o sur l'unité, 1 e sur

& ainsi de suite à droite & à gauche de l'unité, tous
les termes de E seront * les logarithmes de tous les termes
correspondans de D ; ou, ce qui est la même chose, les ter-** 651' mes de E seront* les mesures des nombres des petits rap¬
ports égaux qui sont dans D depuis l'unité jusqu'aux termes
de D correspondans aux termes de E ; par exemple 3 e mar¬
quera le norçibre des petits rapports égaux qui sont dans D
depuis 1 jusqu'à 1 3 e, & de même y e marquera le nom¬
bre des petits rapports égaux depuis 1 jusqu'à 1 ye, 6í
3 e.y,£ :; 3. y.

V.

72!» D'où il sait que dans la progression géométrique D, ou
son équivalente Ajou B ou C, si l'on retranche l'unité de
chacun des termes qui n'est que la somme de l'unité 6c d'une
grandeur infiniment petite multipliée par un nombre, cha¬
cun des restes fera le logarithme du terme dont il est le restes
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êc il marquera combien il y a de petits rapports égaux de¬
puis l'unité jusqu'à ce terme-là. Par exemple, si l'on ôte t
du 3e terme i -S- 3 e, ôc du ye terme 1 -+- y e, les restes 3 e

- & 3 e seront les logarithmes du 3e terme 1 •+■ 3 e, ôc du ye:
terme 1 -H y <?; & 3 <? fera à y e comme le nombre 3 des
petits rapports égaux entre 1 ôc 1 4- 3 e est au nombre 5 des»
petits rapports égaux entre 1 & 1 4- y et

Demande ou Supposition.

^22. On peut concevoir îa progression D ôc ses équivalentes
A,Bj C,d une telle quantité de termes à droite & à gau¬
che de l'unité, que tous les nombres possibles au-dessus ôc
au-dessous de l'unité puissent se trouver parmi'les termes d®1
cette progression géométrique.

Définitio n,

723-\ On nommera la premiers partie da cette progression íousJ
les termes à droite & à gauche de l'unité qui ne font chacun-"
que la somme ou la différence de l'unité ôc d'une grandeur
infiniment-petite, afin de faire distinguer les termes de cette-
premiere partie, des autres termes de la progression plus éloi-
gnés-de l'unité, ces derniers contenant une grandeur finie;
qui surpasse l'unité. On fait faire cette distinction des ter¬
mes de la premiere partie, parce que ces termes donneronr
le moyen de découvrir une formule générale pour trouver
les logarithmes de tous les nombres qui auront chacun au¬
tant de termes qu'on voudra. Le Lemme suivant ôc- ses Co¬
rollaires vont servir à le faire voir.

Lemme VI ï II-

724: ^ Le rapport qui est entre le nombre des petits rapports ■
égaux de ia progression géométrique D, qui font depuis
l'unité jusqu'à la racine quelconque ( dont on marquera
loxposant par m) d'un nombre qu'on nommera ôc entre
le nombre des petits rapports égaux qui font depuis l'unité'
jusqu'à la semblable racine m de tout autre nombre N ; ce'
rapport., dis-je, est égal au rapport qui ess entre le nombre'
total des petits rapports égaux depuis l'unité jusqu'au premier-
nombre n, ôc entre le nombre total des petits rapports égaux*
depuis l'unité jusqu'à l'autre nombre N-
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Par exemple, le nombre des petits rapports égaux depurs $

jusqu'à 1/iOj est au nombre des petits rapports e'gaux depuis
i jusqu'à y-20 j comme le nombre total des premiers petits
rapports égaux qui font interposés depuis 1 jusqu'à 10, est
au nombre total des seconds petits rapports égaux depuis j
jusqu'à 20.

Démonstration. II y a autant de moyens proportionnels
entre 1 & le nombre ?2=y«m( lequel nombre de moyenfi

*
4n. est íi l'on veut 10 ), desquels moyens *my/n est le premier,

*411. * qu'il y a d'unités dans le nombre m—■ 1. On peut conce-»
*41 j. voir* le même nombre m — 1 de moyens proportionnels

géométriques entre 1 & N=yNm} lequel nombre N eft
*

411, si l'on veut 20 ; & le premier de ces moyens est * yN. Or
le nombre des petits rapports e'gaux qui est entre 1 ôc le pre-

*377. mier moyen 1/n, est le même * qui se trouve entre chacun
des moyens depuis 1 jusqu'à n, & celui qui le suit immé¬
diatement. De même le nombre des petits, rapports égaux
qui font entre 1 & yN, est aussi le nombre des mêmes
petits rapports égaux qui se trouvent entre chaque moyen ôc
celui qui le suit depuis 1 jusqu'à N. Par conséquent le nom*
bre total des petits rapports égaux entre 1 & n ( qui a pour
parties le nombre partial des petits rapports égaux depuis
1 jusqu'à 1/n répété autant de fois qu'il y a d'unités dans
m) est au nombre total des petits rapports égaux qui font
entre 1 & N ( qui a pour parties le nombre partial des pe¬
tits rapports égaux depuis 1 jusqu'à my/N répété autant de

* S2S- fois qu'il y a d'unités dans m ) ;* comme le nombre par¬
tial des petits rapports égaux entre 1 6c '[/n, est au nombre
partial des petits rapports égaux qui font entre 1 & yN. Ci?
quil falloit démontrer.

Corollaire L

y2y. S 1 Fexposaní m est supposé un nombre infini, îa propos!-
* 724. tion expliquée dans le Lemme * demeure toujours la même,

& ìe nombre des petits rapports égaux enrre 1 & est au
nombre des petits rapports égaux qui font entre í &
comme le nombre total des petits rapports égaux entre 1
& n est au nombre total des petits rapports égaux qui font
entre x & N»

D £M A N DE

S

/

*
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Demande ou - Supposition.

y2 6. C o m m e les grandeurs infinies * de chaque genre , & *712,
par conséquent du premier genre , peuvent avoir entr'el-
les * tous les rapports finis qu'on peut imaginer , & que l'on * 71^.
en peut toujours concevoir quelqu'une qui soit multiple de
quelqu'autre, c'est-à-dire qui la contienne tel nombre fini
de fois qu'on voudra fans changer de genre; on peut prendre
pour Fexposant m, de la racine infinie de chacun des nom¬
bres dont on cherche les logarithmes, & lesquels nombres
feront représentés par l'indéterminée «, une grandeur in¬
finie du premier genre telle que la racine infinie 7/n d'un
nombre quelconque n, se trouve parmi les termes * de la *723.
premiere partie de la progression D, ou de chacune des pro¬
gressions équivalentes A , B , C.

Corollaire I I.

I l fuit de-là & de l'articíe 721, qu'en représentant les raci¬
nes infinies de tous les nombres par ces deux expressions 7/n
& , afin de pouvoir les comparer ensemble, si l'on re¬
tranche l'unité de chacune de toutes les racines infinies re¬

présentée par 7/n, y/N, les restes 7/n — 1 & — 1 seront
* les logarithmes des nombres représentés par n & par N : * 721.
& que 7/n — 1 fera à VN — 1 *, comme le nombre des * 7'9
petits rapports égaux entre 1 & n est au nombre des petits 724..
rapports égaux entre 1 & N.

Corollaire III.

■Ou Pon fait découvrir la formule générale des logarithmes.
728. Il ne s'agit donc plus pour avoir une formule générale

qui puisse servir à former les logarithmes de tous les nom¬
bres, que de trouver une formule qui exprime la racine infi¬
nie de tous les nombres, qui ait à l'égard de tous ces nom¬
bres le même exposant représenté par m.

Pour la trouver, il faut supposer tout nombre partagé en
deux parties, dont la premiere est l'unité, ôt la seconde est
ce qui manque à l'unité, ou ce que l'unité a de trop pour
faire une somme ou une différence égale à ce nombre. On
supposera donc que 1 -H n représente tout nombre qui sur-

Tome II. X
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passe l'unité, &. que i — n représente tout nombre moindre-
qué l'unité. Ainsi afin de représenter 10 par i 4- » 3 il faut
supposer i + «= i+p. Pour représenter ^ par i — n, il
faut supposer i — i — n. On supposera auíïï le loga¬
rithme de chaque nombre représenté par /. Ainsi/. i 4- n
représentera le logarithme du nombre i 4- n qui surpasse
l'unité , & quand le nombre sera moindre que l'unité, le
logarithme sera négatif — l. Ainsi —/. i — n représentera-
le logarithme négatif du nombre x •—-n moindre que l'unité»

' * 727. Cela supposé, on aura* /. 1 -f- n = 1/1 -f- n — x. = i.-p.w«
«—■ i, & — l.i — n = vM — n —1 = 1 — —- x . Cette
expression signifie que le logarithme /. 1 4- n d'un nombre

ï

1 -r-n qui surpasse l'unité , est égal à 1 -\-nm — x ; c'est-à-
dire à ce nombre 1 —f- « élevé à la puissance dont l'exposant
est -77-, en supposant que m représente un nombre infini,
après avoir retranché l'unité de cette puissance ; & de même-
ìe logarithme négatif — l.1 — n d'un nombre 1 — n moin¬
dre que l'unité, est égal à ce nombre 1 — n élevé à la puis¬
sance dont l'exposant est en supposant que m est un nom¬
bre infini; ou, ce qui est 1a même chose, que ~ est un infi¬
niment petit,après avoir retranché l'unité de cette puissance.

D'où, l'on voit que pour avoir la formule que l'on cherche
des logarithmes positifs/. 1 4- n, il ne reste plus qu'à élever
ï.4- n à. la puissance dont est l'exposant, & en retran¬
cher ensuite l'unité; & que pour avoir la. formule des loga¬
rithmes négatifs —l. 1 — n, il n'y a qu'à élever 1 — n a
la puissance dont est l'exposant, & en retrancher ensuite
l'unité.

C'est ce que l'on fera par la formule générale des puissan-'
* 603, ces * a 4- b"—an 4- -7- fl\~l b 4r -f- x ^ an~z bz-4-, &c.

En substituant 1 à la place de a, w à la place de b, & l'expo¬
sant à la place de l'exposant n de la formule, & faisant
attention que' toutes les puissances im, xm_I, xm~2, &c. de
1font toujours 1 , & qu'après avoir trouvé la formule,
il en faut retrancher l'unité ; on trouvera d'abord îa formule.

'.o. • b 1

L 1 4- ».= x 4r n:A — 1 = 4- 1. —- x 4- n 4- — X
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ii*-h-i-x —x «3 -f - —X,-^X Lpffkx »4Hh

Z m 1 m 2 m 3 m m z m 3 m 4 m "
■&c. qu'on réduira à la forme suivante, par la* multiplication ,
sans en changer la valeur,/.! 4- »=Hh 1—+2 ~ 7^x
nZ "^T - r^- *+~ 17, x nZ "h- ~

w+ "+- FÚiF - fÒf "+~ — TTPF -H -777 x «5 4- &c. Et
remarquant que dans le coefficient du 3e terme, & dans
ceux de tous les termes suivans, * on peut retrancher les in- *713*
fìniment petits du second genre -, du troisième , &c. ( par
exemple, dans le coefficient -4- il faut effacer
•4- f-i ; dans le coefficient 4- —■ —r -h H faut ef¬
facer -i- — *du' sont des infiniment petits du second
& du troisième genre; & faire la même chose dans les coëffi-
ciens suivans, ) On verra qu'il reste pour la formule des loga¬
rithmes . / . 1 -H n — 4- -f- x n — F— nz 4- -777- riï —-
— n* 4- -L—' —<• ~™ n6 H — «7 — &c. Voici donc

4 m 1 5 ,n 6 m 7 m

La formule générale des logarithmes des nombres qui
surpassent Punité.

^2p-<, /. ï 4- n — 4- 7V x 4- n — ~ n1 4- ~ nì — - »4 4- f n*
—■ \ n6 —■ l nS 4- * n9 — &c.

On trouvera de ìa même maniéré la formule suivante pour

îes logarithmes négatifs — P. x — n — i — n —- ï.
La formule générale des logarithme des nombres

moindres que Punité.
^30. —/.I ~»=—-^><4-«4-I/î14-j«34-dw4-+"7'íî4-d»(í4-&c.

Cette formule doit * être négative, c'est pourquoi l'on a * 7$$»
mis le signe — devant le multiplicateur ~ commun à tous
les termes.

corollaire iv.

A fi N de comparer ensemble les logarithmes représentés
.par chacune de ces formules, l'on prendra 1 4-ra& 1 4-jV
pour représenter des nombres différens,& /.& L. pour repré¬
senter leurs logarithmes; 6c l'on aura pour les logarithmes de
ces nombres différens,/. 1 4-« —— xn — \nz -\-srfi — ôcc.y m 2 5

L, ! 4- N = — x N — \JSiz 4- T ffl — &c. m. \■ m z "o
X ij
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•731. II suit de ce que l'on a démontré jusqu'ici, * que /. 1 -f- rt
*727. = ^x« — f«3-4-êtc. estàL. 1 IV=~x N—\NZ

comme le nombre des petits rapports égaux depuis l'unité
jusqu'au nombre 1 +B,est au nombre des petits rapports
égaux depuis l'unité jusqu'au nombre i -H N.

Mais quand on multiplie des grandeurs par un même mul-
*332' tiplicateur, leur rapport* est le même avant ôt après la mub-

tiplication.
Par conséquent íì l'on multiplie chacune des suites précé¬

dentes x « — ~nz -f- &c. ~ x N — ~ N1 + &c. par
la. même grandeur infinie m qui est leur diviseur commun,
les suites précédentes devenues n — ~ nz -f- ~ nï — &c.
N — ~ N1 j Ny ■— &c. auront le même rapport qu'el¬
les avoient auparavant. II est évident que le même raison-;
nement convient aux logarithmes négatifs^

Gela fait voir que les simples suites n—y-»*-4-y. —&CÓ1
N — - N1 -\rj Ni — ôte. délivrées de leqr diviseur infini
pj qui a servi à les faire découvrir, font entr'elles, comme
le nombre des petits rapports égaux depuis Punité jusqu'au
nombre 1 H-«est au nombre des petits rapports égaux de¬
puis 1 jusqu'au nombre 1 -+- N. Et par conséquent en fup*
posant tous les nombres plus grands que l'unité représen?
tés par ï, -f- n, & tous les nombres moindres que l'unité
représentés par ï — n ; la formule des logarithmes positifs
fera simplement n ■— ~nz -+- y «3 — &c. & la formule des
négatifs fera — n —• ^ nz — f «3 — &c.
La formule des logarithmes des nombres f lus grands que 1,

73^' L 1 4- « =« — ~nz -p- y.«3 — y «4 ~i~f nS — a n6 -f- &Co
La formule des logarithmes moindres que 1»

733' —L 1 — n— — n —~nz — — y«4 — y | n6 — &c0

Corollaire V,,

73q,. Par le Corollaire précédent, les formules des logarithmes
positifs & négatifs font délivrées du nombre infini m qui a
servi à les faire découvrir. On peut cependant, si l'on veut,
donner un multiplicateur, ou. un. diviseur commun, à tous les
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termes de chaque formule, qui soit tel nombre fini qu'on
voudra; car les logarithmes des nombres que donnera la
formule simple étant tous multipliés ou tous'divisés par un
même nombre , * les produits ou les quotiens conserveront * 332,.
entr'eux les mêmes rapports qui étoient entre ces premiers
logarithmes ; ils seront * donc aussi les logarithmes des mê- * 6y fa¬
més nombres; mais des logarithmes d'une autre efpéce.

Ainsi supposant à présent que m représente non plus un
nombre infini, mais un nombre fini tel qu'on voudra , on
pourra prendre pour la formule des logarithmes positifs,
f.i-fan — m y n— | nz 4- \ w3 — &c. ou /. 1 + »=^'x
n— - nz -fa ~ nï — &c». & pour la formule des logarithmes
négatifs —l. 1 — n = — m x -f- n ■+• ~ ri1 -H ~ »3 -fa &c. ou
•p— /. 1 n — —- - y -fa~ =fa&C.

Tous les logarithmes découverts par la simple formule
n — j «3, &c. seront tous d'une même efpéce. Si on
les multiplie tous par un même nombre m, les produits au¬
ront * entr'eux les mêmes rapports qu'avoient lés logarith- *
mes avant la multiplication ; ainsi les produits * seront des * 6~jfa
logarithmes des mêmes nombres d'une même efpéce enr
îr'eux ; mais d'une efpéce différente de k précédente»

D'où l'on voit qu'en multipliant successivement les loga*
ïithmes venus de la formule simple par différens multipli¬
cateurs représentés parm, on aura différentes espèces de
logarithmes des mêmes nombres, & qu'on en peut avoir
d'une infinité d'efpéces différentes.

II est évident que ce .que l'on vient de faire voir par rap¬
port au commun multiplicateur m de tous les termes de là
formule simple, convient de la même maniéré au diviseur ~

qui seroit commun à tous les termes de la formule simple»
Corollaire VI».

735' ,Ce commun multiplicateur m, ou ce commun diviseur■-
de tous les termes de la formule, peut servir à faire conce¬
voir ici aux Lecteurs, qu'on peut prendre un nombre pour m'
qui soit tel-, qu'en multipliant les logarithmes à mesure qu'on
les trouve par la formule; les multipliant, dis-je, ou les di¬
visant par ce même multiplicateur ou. diviseur, les produits

Xiijr
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ou les quotiens soient les logarithmes des Tables ordinaires*'

Quand on appliquera les formules à la pratique, on dé¬
terminera quel est le nombre qu'on doit prendre pour w,
afin de réduire les logarithmes qu'on découvrira par les for¬
mules,, tout d'un coup aux logarithmes des Tables.

Remarques,

I.

yj6. IL f>ut faire attention que les logarithmes, qui font les mc«
sures des rapports de l'uniré à chaque nombre, font aussi les
mesures des mêmes rapports qu'ont les nombres entr'eux.

*330. Par exemple, le rapport de i à 3- est * égal au rapport de 4
à 3 ; le logarithme du rapport de 1 à f est aussi le logarithme
du rapport de 4 à 3.. II en est de même des autres.

ï I.

■yyn, Pour réduire en pratique les formules du cinquièmeCorollaire, par exemple, pour trouver le logarithme de
■il faut prendre 1 — ~ — ~, & supposer 1 — ~ = 1 — «-»'
Ainsi n — U faut substituer ~ & les puissances de 77 à la
place de n dans autant de termes qu'on voudra de la for¬
mule du logarithme négatif — /. 1 — n ; prendre la somme
de ces termes, & la multiplier parle multiplicateur com¬
mun ~ ou m qu'on déterminera dans la fuite ; & le produit
fera le logarithme de —.

Pour trouver le logarithme de ~ == i ~, il faut suppo¬
ser ~ = n . & substituer les puissances de à la place des
puissances de n dans autant de termes qu'on voudra de la
formule du logarithme positif /. 1. -f-n; prendre séparément
la somme des termes positifs & la somme des termes néga¬
tifs, & ôter la derniere de la premiere ; & multiplier le reste
par le multiplicateur m ou ~ qu'on déterminera dans la fuite ,

|k le produit fera le logarithme de f*.
XII.

Dans les Corollaires íuivans, on déduit de la formule qui
sert à trouver les logarithmes, d'autres formules qui servent
à abréger les opérations.
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Corollaire VIL

Trouver la formule du logarithme du rapport de deux
nombres quelconques f & g qu'on suppose donnés } dont g efi

supposé le plus grand} c'ef-à-dire de la fraction -V qui repré¬
sente une fraélion quelconque.

Pré parat ion. II faut exprimer par/& g le nòmbre qui
est le moyen arithmétique proportionnel entre les nombres
f& g. II est visible * que ce moyen arithmétique est s ".

Le rapport du plus grand nombre g à ~-} est jfr— 1 »•
_ t —f* g
- 1-■ Le rapport du moyen au plus petitjC est — * -y

"jirp — 1 +/ff est le rapport du plus petit/au moyen -77-.,
II est évident que le produit du rapport -s-- du plus grand

g au moyen - -s- par le rapport fsé- du moyen -77- au moin¬
dre f, lequel produit est-f~- x /-/• = = j-} est égal
au rapport -j~ du plus grand g au moindre f

Par conséquent le rapport inverse ~~ x ~ — ~ r

©st égal au rapport du moindre / au plus grand g.
On supposera s—f-\~g} & d—g —/. Ainsi 77 = l

u——. T »J__, , ^ • Ar __ 2 ^— 1 f T . r s , ^
s 5 f+g j+g s

Résolution. i°. II faut prendre par le moyen de la for-
mule * le logarithme de -jf- — 1 -t- -j-y& le logarithme de * 72P
£/=!—L,& l'on aura/. H-— ~ x — s-r -+- ~ 7 ^ ° 6f-ï- ? s ' s m S 51 717.
-— -H —■ &c. & le. logarithme de — 1 f- qui
fer,1 /. 1JlpL^ if &c.

2°. II saut changer le logarithme de -ff- =1 — y de néga¬
tif en positif, & + / x-b 7 -4-&C,
fera* le logarithme de -77-, parce que 77- f est le terme * 668.
réciproque de ~j~~- 1 00 b

30. II faut ajouter ensemble les logarithmes de -fs & de
■ff, & l'on aura la somme -7 x ~ -+■ — -h — -h 77 H-
Hr Stc. C'est * la formule du logarithme de/- — --- x * 6:<7,o jt jí +-£. 2 A-
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4°. En rendant ce logarithme négatif, on aura ~ x—

'

668. — ■§£ — — ~ — &c. * pour la formule du logarithme
:de -• Ce quil falloìt trouver.

739* D'où l'on voit que pour trouver le logarithme d'un rap¬
port , comme de x, il faut supposer 3 —f, 4 = g ; prendre
la différence g — / = 4 — 3 = 1 des deux nombres don¬
nés/ ôc g, ôc supposer cette différence 1 = d; prendre auíìl
leur somme /H-g = 3-+-4 = 7,ôc supposer cette somme
7 = s, ôc substituer dans la formule du logarithme de -, qui
est ^ x — îír—ITT' &c- 1 ala Place de d'&cT
à la place de s ; ôc la somme de tant de termes qu'on voudra t
fera le logarithme de f.

Si l'on substitue les valeurs de d ôc de s dans la formulé

positive du logarithme de , la somme de tant de termes

qu'on voudra fera le logarithme dej = f:.
Si le logarithme de l'un des deux nombres donnés/ = 3 ,

g = 4 est connu, ôc que ce soit le logarithme /. f— L 3 du
plus petit /= 3 ; il faut l'ajouter au logarithme de j qu'ora

657. vient de trouver j ôc la somme /./-*-1 ou /. 3 -4- /. ~ * sera
le logarithme de j x f —1* x \ —g — 4; c'est-à-dire, on
aura le logarithme du plus grand g — 4 des deux nombres
donnés.

Si c'est le logarithme l.g — l. 4 du plus grand g — 4 des
deux nombres donnés qui est connu , il faut l'ajouter au
logarithme négatif de ~ qu'on vient de trouver , ( ce qui íe
fait en prenant par la soustraction le surplus du plus grand

^57* furie moindre;) ôc la somme L g— /. - , ou /. 4— Lx* sera
- • <7 f ^ \le logarithme de \ ~ x 3 ; c'est-à-dire , on
aura le logarithme du plus petit/ — 3 des deux nombres
donnés.

On réduira le logarithme qu'on vient de trouver par le
moyen du multiplicateur commun ^ ou m, qu'on détermi¬
ne ta dans la fuite, aux logarithmes des Tables.

Corollaire
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Corollaire VIII.

f4,0. Les logarithmes de deux nombres quelconques f& g, dont g
est le plus grand, étant connus, ( on représentera ces logarithmes
par 1. f, 1. g, ) trouver la formule qui fera découvrir le loga¬
rithme du nombre ~ f H- g, qui est le moyen arithmétique pro¬
portionnel entre f & g.

On doit remarquer que / ./6c /. g étant connus, le loga¬
rithme Lfxg du produit/xg est connu, 6c c'est*/./H-/.g; *657'
ôc que le logarithme de yZ/xg est ausiì connu, ôc que c'est
*

t * 664.
Opération. Supposant /-hg = í, 6c —/-4-g = d,

le logarithme de/^-= 1 yífjp— i+fest^^x+y- ~~Tï> * 729*
77 ~ -TT* T? ~ 7?1+ &c-ie logarithme de = 1

s=l t" est * x ~ -~ - ~r - —r - ~r — t? — &c. * 7? °*
On ajoutera ces deux logarithmes, ÔC leur somme -4- x

T# — -Î7Î- — fí ~ tí" — &c. fera * le logarithme * ^7.
du produit ■ *g- x - = 4/g,- = * , J_í->-« * 100.1

, /+<>' ./+s JTp í*f+g *
On prendra la moitié du logarithme qu'on vient de trou¬

ver , qui est x r — -/V - ÔCc. ÔC
ce fera*le logarithme de = v/rfs_ t *

ÏSSxfT~g*~ k*f + g
On rendra ce logarithme positif, ôc l'on aura ~x ~ -4- -~

7}- -t- -jf- -+- ôcc. ôc il fera * le logarithme de Ì2V^s_. * çfâ,
Vh

Enfin on ajoutera à ce logarithme, le logarithme l'f* l's
de VTs'> lequel logarithme est connu par la supposition ; 6c
l'on aura l'f~l1'g -4- ~ x /-+^+i7+ &c. c'est * le * ^7,
logarithme de~*^s x - = j- xf -4-g = C'est-

r S

à dire, c'est la formule qui fera découvrir le logarithme du
nombre ——f—, moyen arithmétique proportionnel entre
f ôc g. Ce quìl falloit trouver»

Tome IL Y
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741. Ainsi pour trouver, par exemple, le logarithme de 7 qui

est moyen arithmétique proportionnel entre y & p, dont
on suppose les logarithmes connus, qu'on représentera par

¥ 664. /. S=l'f} & /. p = /. g ,* & par conséquent * le loga¬
rithme L 5 * l'9 = 1 'f l1 'g qui est le logarithme de
^ 8X9

= , est aussi connu : pour trouver, dis - je, ce

logarithme de 7, on supposera 5 =/> 9 =g, * * 9 = 7
■— f* g ; j 4. p = 1 4 = j p — y = 4 = 4. Ost
substituera dans autant de termes qu'on voudra de la for-
mule _£ -f-^ ^TT-Í71^. +
&c. les valeurs des puissances de d & de r. Enfin on ajou¬
tera à ce produit ■ l'? * L'9 , & la somme sera le logarithme
de 7.

Corollaire IX,

742. Ees logarithmes de deux nombres quelconques3 dont le
plus grand ne surpasse le moindre que de deux unités, étant
connus ; trouver la formule du logarithme du nombre moyen
arithmétique proportionnel entre ces deux nombres , lequel ne
diffère de l'un & de l'autre que de l'unité.

Soient les nombres donnés/&/4- 2, & leurs logarithmes
k 6$7. connus /./&/./+ 2 : le logarithme de leur produit * fera

connu /./-+- /./-+- 2, & le logarithme de la racine 2e de leur
* 66y. produit \/fx f -P-Tsera * aussi connu, sçavoir ..l'f*lpf*2 .

II est évident qu'on pourroit se servir de la formule du
huitième Corollaire qui précédé, dans laquelle g =/-+- 2
& d= —f -4- g = —f-hf-h 2 = 2. On va encore faire
découvrir une autre formule qui abrège davantage le calcuL

Le nombre moyen arithmétique entre/&/-b2, est/-h 1 ;
le rapport de/-fr- 2 à/-h 1 est ; le rapport de/àf-j-1 est
J— ; le produit de ces deux rapports est

Résolution. II faut supposer, comme dans le septième
b 7 3 8. Corollaire *, la somme des deux termes du rapport 9

qui est 2/-+-4/-Ì- 1 — s; la différence des deux mêmes ter¬
mes , qui est/1 4- 2/4- 1 — f- — 2/== 1 = d,; & le loga-
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rîthme de fer,±i±J$L - MU. *73S.
— &c.

D'où í'on déduit que le logarithme de —77=====—- =
k/' + í/+j

ì qui «st* la moitié du logarithme précédent, * <^4*
doit être -£-x — -f - ~ &c. En le ren¬
dant positif, on aura x -h -7"+- ~r -H ~^r !+" 77- -fr¬
ète. pour * le logarithme de

xf*a

Mais v-/ 1 — x * f ■+ï— 1. par confé-
X /X / + 2 1

quent * si l'on ajoute au logarithme de —■ s "* ' — qu'on * éy7°r/x/7t

f X / + 2

vient de trouver, le logarithme connu de
qu'on suppose représenté par i,/ ~ ^ 1 ' Ja somme

+ í x + f-t-lv-t-tv-í-t^-t-tv-1- &c"
sera la formule du logarithme de/-+-1, ^«'2/ falloit trouver,

743. D'où l'on voit que quand on connoît les logarithmes de
deux nombres, dout le plus grand ne surpasse le moindre
que de deux unités, comme 2 & 4 ; pour trouver le lo¬
garithme du nombre 3 qui est entre l'un & l'autre, ii
faut, i°. prendre le produit 2x4 = 8.des deux nom¬
bres donnés, &: l'ajouter au quarré 3 x 3 = 9 du nombre
moyen arithmétique 3 ; & supposant la somme 8 4-9 = 17
égale à s, il faut substituer cette valeur de r & les puissan¬
ces de cette valeur dans la formule —p. _i_ x _j_2. Yïl

_L_ 4- _A__

-H &c. à la place de s & des puissances de s. 20. Après
avoir pris la somme d'autant de termes de la formule qu'on
voudra, il faut y ajouter la moitié de la somme des loga¬
rithmes connus de 2 & de 4, & ce fera le logarithme du
moyen 3 , qu'on réduira aux logarithmes des Tables par

Y ij
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le moyen du multiplicateur commun qu'on détefmí-»
nera dans la fuite.

Méthode pour former les logarithmes chacun
d'autant de rangs de chiffres qu'on voudra

par le moyen des formules précédentes.
Avertissement et Remarques,

Où ïon donne les moyens de faciliter & d'abréger le calcul
des logarithmes.

744' Les formules du * 5e Corollaire, du f 7e, du f 8e ôt*
734. du pe contiennent la méthode déformer les logarithmes,

4 739. & elles représentent les opérations qu'il faut faire ; les for-
5 741. mules du 7e, 8e & pe Corollaire ne font que pour une plus

•§• 743* grande facilité; & les feules formules /. = -x»
— f nz -i- j »3 — y «4 _j_ a ns — &c. & — gx — n — — -L

*
734' x n-\-t nz \ ni.4. a W4 _p. &c. du * 5e Corollaire, fuíR-

roient pour former les logarithmes de tous les nombres ; la
premiere pour trouver les logarithmes des nombres qui sur¬passent l'unité, & la seconde pour trouver les logarithmesdes nombres moindres que l'unité.

745- . 11 y a de l'art à employer ces deux formules, & cet art
sert à faciliter & à abréger le calcul. Le voici : i°. comme on
ne peut trouver les logarithmes de tous les nombres que par
approximation, & que ces formules ne donnent aussi que deslogarithmes approchés tant près qu'on voudra, (car le nom¬bre des termes des formules étant infini, on est obligé de feborner à un certain nombre, & de négliger le reste);on doit
faire enforte que les termes représentés par les termes des for¬
mules aillent en diminuant le plus qu'il est possible, de manié¬
ré qu'il en faille le moindre nombre qu'il fe pourra, & que
ceux qu'on négligera soient si petits que l'erreur soit insensible.

D'où il fuit que quand on veut trouver íe logarithmed'un nombre entier comme de 3 , qu'il faudroit partager en
1-4-2=3 comme le demande la formule , il faut cher-*663. cher le logarithme de j qui est * le terme réciproque à 3 ,& dont le logarithme est égal à celui de 3 , & l'exprimerainsi i <— f = i comme l'exige la formule ; ôc supposant
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> il faut substituer f ôt les puissances de - à la

place de m & des puissances de n dans la seconde formu¬
le *. La raison en est, que les puissances d'une fraction allant * 755 ,

toujours en diminuant de valeur, les termes du logarithme ou 734*
qu'on trouve par la formule vont toujours en diminuant, 6c
ceux qu'on néglige font une erreur insensible.

y^O. 20. Les logarithmes de certains nombres se trouvent par
un calcul plus court &; plus facile que les logarithmes d'autres
nombres; & les logarithmes des premiers étant découverts ,
il ne faut que de simples additions ou soustractions pour trou¬
ver les logarithmes des seconds qui dépendent des logarith¬
mes des premiers. U est évident qu'il faut chercher immé¬
diatement par les formules les logarithmes des nombres
dont le calcul est le plus aisé, & en déduire les logarithmes
des nombres dont le calcul feroit plus difficile. On en verra
des exemples dans le premier Problême, où l'on appliquerala formule à découvrir les logarithmes de 1 -{-—, de 1 — —,
de 1 -+■ de 1 — qui étant découverts donneront par
de simples additions & soustractions, &c. les logarithmes de
ïo , de 2 , de 3 , de y, de p , de 11, de 12 , ôcc.

747. 30. Le calcul des nombres réduits en parties décimales
est très - facile ; ainsi il faut l'employer à former les loga¬
rithmes , fur - tout quand on se sert des deux premieres
formules /. 1 -4- n — ~ x n — ~ ri* -f- - m} — &c„
— 1. 1 — n = — -2- xk + ï«1 + t/î5 + &c. Pour771 * > -

cela il faut que le nombre représenté par n soit toujours une
fraction décimale ; car on y trouve la facilité du calcul ; on
fçait les rangs où l'on doit commencer à écrire le premier
chiffre à droite des différentes puissances représentées par
celles de », ce qui détermine les rangs des chiffres fuivans à
gauche; les termes y vont en diminuant considérablement;,
enfin le même calcul d'un seul logarithme en fait découvrir
plusieurs immédiatement, desquels on déduit ensuite par de
simples additions , &c. les autres qui en dépendent, comme
on le verra clairement dans la fuite.

4°. On ne doit pas faire plus d'attention pendant l'opération
au multiplicateur commun de tous les termes de chaque
formule, que s'il n étoit point marqué dans la formule ; quand
on l'aura déterminé dans les articles 760 & 761 ci-après,

Yiij
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. alors on s'en servira pour re'duire les logarithmes découverts
par les formules aux logarithmes des Tables.

PROBLÊME L

Tr o u v e r les logarithmes des nombres -plus grands que
ïunhè, mais qui font moindres que 2, & des nombres moin¬
dres que £unité, par le moyen des deux premieres formules
i. x n = -r- x 11 — ± n1 4- &c. — 1. 1 — 11 == —

m *• iu

x n ■+■ ~ n1 -4- y n3 -y- &c.
Opération. On partagera le nombre proposé en deux

parties, dont la premiere doit toujours être 1, & la seconde
une fraction décimale. On supposera la fraction décimale
égale à w de la formule ; 011 substituera la fraction égale à n

les puissances de cette fraction à la place de » & de ses
puissances dans le nombre des termes de la formule auxquels
on voudra se borner. Quand le nombre proposé surpasse
íunité, on fera une somme à part des termes positifs & une
autre des négatifs, & l'on retranchera cette derniere de la
premiere , & te reste fera le logarithme qu'on cherche.
Quand le nombre proposé sera moindre que l'unité , on
ajoutera dans une même somme tous les termes qu'a fait
découvrir la formule; & écrivant au-devant le signe — ,
elle fera le logarithme qu'on cherche. II ne restera plus qu'à
multiplier les logarithmes qu'on vient de découvrir par le
multiplicateur ~ quand on l'aura déterminé, & les pro¬
duits seront les logarithmes des Tables.

II est bon de remarquer que devant former les logarithmes
pour un certain nombre de rangs de chiffres, il faut faire le
calcul pour quelques places de plus, afin que Terreur se
trouve dans les rangs qu'on néglige. Par exemple, si on veut
former les logarithmes à dix rangs de chiffres, il faut faire le
calcul pour douze ou treize rangs ; si on les veut former à
douze rangs, faire le calcul pour quinze rangs, &c.

Exemple L

Pour trouver le logarithme dei-4--^—f|=i. 1, & en
même - temps ceiui de 1 — ~==^=o.p,on supposera
-L — n- on substituera — ouo, x & ses puissances à la place
de » & des puissances positives de n dans la premiere for-
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mule, ôc ensuite à la place des puissances négatives de n ,
comme on le voit ici, -t- n =0.100000000000000
en remarquant que la -f--*-«3 = 333 333 333 333
2e puissance de o. 1 est H—= a 000 000 000
0.01 oo,&c.la3eest -i= 14285714
0.001 00, &c. la 4e est "^r — n9 = sii 111
0.000 ioo;&c.ôcainíì pop
des autres ; & on aura H- ~ n1 s = 7
foin d'écrire exacte —-

ment les termes les -+-0.100 335 347731 °74
uns fous les autres — —— ——

dans les rangs * qui _jlwi =—0.005 000 000 000.000 * 6$ 1»
leur conviennent. .—i_W4 —_ 25000000 000

'

On prendra la fom- ?- n6 — —« 166 666 666
me des termes positifs —~n8 = — 1250 000
& ia somme des néga-—-^«1° =— 10000
îifs; on ôtera la der- — _î_wiz—__ 85
niere de la premiere , ■
& le reste -Ho . opç os; 1Í7 J>2« 7»
310 179 804 lera ie

- logarithme de x •+• ~-5 SoujlraSiion.
*= fi= 1 • 1 à douze -{- o. 100 3 3 5 347 73 1 074
rangs de chiffres. —0.005 025 167926749

On ajoutera ensuite —
la somme des termes Re^e ou dlffdrenc:-
positifs & celle des né- -H o.095 3 io 179804 32s
gatifs, êc l'on donnera Eog. de 1 -f-~= — = 1 .1
le signe de - à la fom- Addition.
me qui en viendra, & — o. 100 3 3 5 347 73 1 074
Ion trouvera — o. 105 —0.005 025,167 925 749
360 515 657 pour le —

logarithme de 1 — ~ Sonme de tous 1" ,er772eí-
= = o . 9 à douze — o . 105 360 515 657 823
rangs de chiffres. Log.de 1 ■— rs = -rs = o • P

Corollaire I.

*7<l. En rendant négatif le logarithme de f|, * il deviendra le * 66S,
logarithme de ; & de même en rendant positif le loga¬
rithme de — il deviendra le logarithme de * 662»

1
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Corollaire II.

7S*. Les mêmes calculs font découvrir les logarithmes de
s-+-T^=f^=I -°i &de ï —t^s = tfô=: o.pp;caren
supposant ~— n, les puissances de — == o. o ì font les mê¬
mes que celles de ~ = o. i, il n'y a de différence que dans
les rangs où il faut commencer à les écrire. Ainsi en faisant les
mêmes opérations pour i ■+■-— qu'on a faites pour i — ,
commeonlesvoitici, -H n ==o . 010 ooo ooo ooo ooo
on trouvera -+- o. oop -j-_î_w3= 333333333

2O OOO

> ±-n 3 =

PJO. 330 853 pour le •+--*-»*
logarithme de

1 01

100

1+100
o . 01

-h l m=
&

—olôïoofojîí 8í5 wme™™s«íft! + 0-OIOO°° 353 3í î 334
pour le logarithme de Z-!_».= _0.00oojoooo ooo ooô
1 ,00-100 °>99i — 2 too 000
chacun a douze rangs ì-n6~ j55de chiffres.

En rendant le pre-
mier négatif, & le se-
cond positif, le pre¬
mier deviendra le lo¬
garithme de y—, & le
second deviendra le
logarithme de

■0.000 050 002 500 166

Soujlraclion.
0.010 000 333 35*3 334

i— 0.000 030 002 300 16S
Reste ou différence.

-H o. oop 5)30 330 833 168
D'où l'on voit que Log. de H- ■—= = 1.01

les mêmes calculs

m

99

peuvent servir à trou-
vçr Ips logarithmes
rlP , _i_ ' .— ioo\4 ' IOOO lOOO

= 1. 001 & de 1 —

-L— -^=?o.j?pí>,II O O Q :

&c.

Addition.
— o.o 10 000 333 333 334,
-— 0.000 050 002 300 166

Somme de tous les termes,

— O.OIOO5'O333 85'3 50o
Log. de k — ^= o

733'

Exemple II,

Pour trouver le logarithme de i-f--£- = -L£=i.2,ôccj 10 10 /

en même-temps celui dei —v_ = ^ = o.8,il faut suppo¬
ser ~ = w 3 forpoex les puissances de 2 dont on peut avoir

besoin 2
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foefoin , comme on Jes voit ici ; Puijsances de 2.
ôc les m me- puissances seront ire 2 11e 20 j.8
celles de o. 2 , en observant que 2e 4 12e 4096
le rang du premier chiffre à dioi- 3e 8 13e 8192
te de chacune est déterminé, ôt 4e 16 14e ï 63 84
que l'indice de ce rang est ég d * 5e 32 15e 32768 * 6$u
au produit de — 1 qui est {'indice 6e 64 16e 65536
de 2 dans o. 2 par i'exposant de 7e 128 17e 131072
la puissance. Par exemple, Pin- 8e 2 36 18e 262144
dice du rang décimal du dernier 9e 312 19e 524288
chiffre 6 de la 12e puissance 10e 1024 20e 1048576
4096deo. 2,est—1 x 12 = — 12;
ainsi la 12e puissance de o. 2 est o . 000 000 004 096, On
trouvera de même les autres.

On doit remarquer que les mêmes puissances de 2 font austi
îes puissances de o. 02, de 0.002, de o. 0002, de o. 000 02,
&c. Pour avoir Pindice du rang du premier chifre à droite
de la 12e puissance, par exemple de o. 02 , il faut multiplier
* l'indice — 2 de 2 danso. 02 par I'exposant 12 de la 12e puis- * 65 U
sance de 2, & le produit — 2 x 12 = — 24 sera s indice du
sang du dernier chifre 6 de la 12e puissance de o. 02 ; ainsi
la 12e puissance de o. 02 est o. 000 000 000 000 000 000 004
096 : d'où il est facile de trouver les rangs des autres chif¬
fres de la puissance 12e de o . 02. On trouvera de la mê-»
me maniéré les indices des rangs des chiffres des autres
puissances de 2 , lorsque Yindice de 2 sera — 3 , — 4, — 5,
&c. 1

II faut substituer = n St les puissances positives de ^
à la place de n St des puissances positives de n, & de même
îes puissances négatives de^^ssa la place des puissances né¬
gatives de n. Trouver séparément la somme des termes
positifs & celle des négatifs. Retrancher la derniere de

,1a premiere, & le reste -4-0. 182 321 556 794 fera le
logarithme de = — 1,2 à douze rangs de chif¬
fres.

II faut ensuite ajouter la somme des termes positifs ren¬
due négative, avec la somme des négatifs, & la nouvelle
somme — o. 223 143 551 314 sera le logarithme de 1 — ~
— ~ — o. 8 à douze rangs de chiffes. On en voit le calcul
à la page suivante.

Tome II, Z
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Calcul.

H- n

H—yfi =

-h-y-»* =.
H—y «7 =
-f.-L.«í" =

-H^ «'3 =
"+-tV»i5 =
H-tVwI7 =

■n^=

=0,200 OOO OQO OOO
= 2 555 555 555
= 5^ OOO OOO

I; 828 57Î
55 888

1. 85i

<?3
o

is

OOO

555
OOO

428
888;
818

013
184.
77

2

Sommes des
termes positifs. -h o. 202 732 334 074 078

-f»4 = ■
4-»é ==■

»
1

I o

n° =.

nI0 = .

-«I2 = .

n1*—-

nl6='
18 —.

— O. 020 OOO OOO OOO

400 OOO OOO
1,0 555 555

3.20 000
10 240

341
u

000.

000

555
000

000

333
702
<k°9
*4

Somme des
termes ne'gatifs. ©. 020 410 997 o5o 124,

Soujlrafiion.
4- o. 202 732 334 034 07S
*— o. 020 410 997 260.1 24.

P 54
Rejíe ou différence..

-f- o. 182 321 335 793
de 1 -4-^==i|.= i .2

Addition,

O. 202 732 334 034 078
o. 020 410 997 25o 124

Somme de tous les termes..

1 o. 223 143 331 3J4 2Q2
'-^ = ^==0.83Log. de. 1
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Corollaire L

754* -^N Ten^anî nëgatifîe logarithme de 1 -4-^ — —, il de¬
viendra * le logarithme de —. En rendant positif le loga- *
rithme négatif de ~, il deviendra * le logarithme de * 662.

Corollaire IL

yjfjC On trouvera les logarithmes de i 4-7-s-j — rH —î-02 j
& de 1 — =^ =. o» p8 5 en supposant v~ = o. 02 — n,

. & en fe servant des mêmes puissances de 2. II faut seulement
observer de commencer à les écrire aux rangs qui leur con=
viennent, comme on le voit ici :

H- n =o . 020 000 000 000 000

-h -1- ni = 2 666 666 666
i

-H-p»* = 640 000
4~ -y- n7 = 182

Somme des
termes positifs. 4- 0■. 020 002 667 306 848

-y~nz = — 0. 000 200 000 000 000
f q»t s -1* II — 40 000 000

—. ÎO 666
•—1

-5- w8 = V : 3
Somme des

termes négatifs. O: OOO 200 O4O 0 I O 669

Souflraíîion.
H- o. 020 002 66-j 306 848
■— o. 000 200 040 oxo 669

Itgffe ou âifíerertce.
4- O. ÒI9 802 627 296 179

Log. de 1 -i-~= t^==ï .02

Addition.
*— o. 020 002 667 306 848
•—o. 000 200 040 010 669

Somme de tous les termes.

-— o . 020 202 707 3 17 5*17;
Log. de 1 —-^==^ = 0.98

On pourra remarquer par ce desnier calcul, que plus la
Z ij
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fraction qu'on suppose égale à » de la formule , est petite paf
rapport à l'unité, & moins il faut de termes de la formule
pour avoir un logarithme qui ait beaucoup de. rangs de.
chifres.

Corollaires,
Où l'on déduit par de simples additions & soustractions, &

par de petites multiplications, des logarithmes qu'on vient
de trouver par les formules, d'autres logarithmes qui en.
dépendent,

L.

716 • Tu ou-ver lè logarithme de 2 par le moyen des logarithmes
qui précédent,.

Opération. i°. Il faut multiplier par 2 le logarithme
* 663. de ~ } &c le produit 4- o. 3 54543113588 fera * le logarithme

de LA x ~ = 144
1 o ^ 1 o I O O*

2°. II faut ajouter les logarithmes.négatifs de ^ & de ~ é
* 557. & la somme — o. 3285040*5(5972 sera *le logarithme de —x
* <5(58. -h—vh- En le rendant positif-, il deviendra * le logarithme*

de lat.
7.2

30. II faut ajouter les logarithmes de & de™, & la
* <557. somme4-o. 593147180560 sera*lelogarithmede-^x

2, qu'il falloit trouver. „

I ï,..

14 4
7 a

IOO

7 á

En multipliant le logarithme de 2 successivement par 2
* 663. 3 ,4? &c. les produits seront * les logarithmes des puissances

2e, 3e, 4e,&c. de 2. Par exemple en multipliànt par 3 le
logarithme de 2,on aura4-2.« 079441541580 pour le loga¬
rithme de 8»

x i r.

Où l'on trouve le logarithme de 10=
Trouve R/le. logarithme de 10»

i°. II faut rendre positif le logarithme négatif de —, êr
*<558, il deviendra * le logarithme de

2°. II faut lui ajouter îe logarithme de 8, & la somme
* 557. 4- 2.302 585 092 994 sera* le logarithme de -fx= 1 q ,

qu'il falloit trouver.
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Remarques,

Ou son détermine le diviseur commun à tous les termes des for¬
mules représenté par ~, par lequel on réduit les logarithmes

trouvés par les formules, aux logarithmes des Tables.
L

Le logarithme de 10 qu'on vient de trouver par Is
moyen des formules, est le nombre représenté par m dans la
fraction laquelle est le multiplicateur commun de tous les
termes des formules ; 6c l'on va démontrer qu'en divisant le
logarithme de chaque nombre trouvé par les formules, par
ce logarithme de 10, (ce qui est la même chose que de le
multiplier par i), le quotient fera le logarithme de ce même
nombre qu'il faut mettre dans les Tables.

Démonftration. L'efpéce des logarithmes des Tables est:
déterminée, en ce que le logarithme de i q est l'unité pré¬
cédée à droite d'autant de zéros qu'on voudra donner, de
rangs de chifres à chaque logarithme au-devantdu premier
qui est la caractéristique.

Ainsi pour réduire chaque logarithme de l'efpéce que
donnent les formules, par exemple le logarithme de 2, au
logarithme dê 2 de l'efpéce des Tables, dans laquelle espéce
des Tables le logarithme de; 10 est 1. 000 ôcc. il faut faire
nne proportion* dont le premier terme, est-toujours le loga- * 07 $>.
rithme 2. 302587 &c. de 10 de l'efpéce des formules; le
second terme est: chaque logarithme de la même espéce des
formules , par exemple le logarithme o. 693 i± ôcc. de 2 ;
le troifiéme terme est toujours le logarithme 1. 0.0000.ôte.-
de 1 o de l'èspëce'des Tables ; 6c le quatrième terme qui vien¬
dra après avoir fait la régie de trois,fera le logarithme de 2
réduit à l'efpéce des Tables. Or il est évident que le produit
des deux moyens de cette proportion n'en est que le 2e terme
augmenté du nombre-des zéros du logarithme 1; cooo ôcc,'
de 10 de l'efpéce des Tables; ce n'est que le logarithme
de 2 de l'efpéce des formules, ou tout autre de ta même es¬
péce , augmenté, de zéros vers la droite, laquelle augmenta¬
tion de zéros fe fait * toujours pour continuer la division d'un *155;.
nombre tant qu'on veut, ou jusqu'à ce que la partie du quo¬
tient, qu'on néglige soit insensible. II est de même évident'

Ziiji
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que îe diviseur est toujours le logarithme 2. 3023 &c. de ro
de l'espéce des formules, puisque c'est toujours le premier
terme de la proportion. Par conséquent le logarithme
2. 3025* &c. de 10 de l'espéce des formules, doit être pris
pour le nombre marqué par m dans ~ à la tête des formules,
par lequel divisant chaque logarithme trouvé par les for¬
mules , on îe réduit à l'espéce des Tables , c'est-à-dire, le
quotient qui vient de la division est le logarithme qu'il faut
écrire dans les Tables. Ce qu'il falioit démontrer.

Comme le logarithme de 10 déduit des formules est Ie
plus important, parce qu'il sert à réduire tous les autres aux
logarithmes des Tables, le voici exactement supputé à trente
rangs de chifres, outre le premier à gauche pour ceux qui
voudroient construire des logarithmes par les formules à
beaucoup de rangs de chifres. Ii est un peu plus petit qu'il
ne faut d'une grandeur insensible ; car en ajoutant une seule
unité au dernier chifre 4 vers la droite, il deviendroit uti
peu plus grand qu'il ne faut.

Logarithmes de 10 déduit des formules, qui efl représenté par ra'
dans -5 à la tête des formules.

z. 302 583s 092 994047 684 0Ï7991 434 684.
Remarque II.

La multiplication étant bien plus facile à faire que la divi¬
sion , on peut changer ce diviseur commun en un multipli¬
cateur commun. Voici comment,, Nommant /./le loga¬
rithme 2. 3025* ficc. de ìo des formules; nommant/, rie lo¬
garithme 1. 000 &c. de 1 o des Tables, & nommant /. 1 -+- n

chaque logarithme qup donnent les formules; il est évidenc
*que l't>cllfI ■*""■ marque le quatrième terme de la propor¬
tion qu'il faut faire pour réduire un logarithme des formules
aux logarithmes des Tables. Ainsi ce quatrième terme peut
être ainsi représenté x /. 1 Hb*'» : de il est évident qu'en pre¬
nant le quotient de /. t divisé par /. /, ce quotient sera le
multiplicateur par lequel multipliant L 1 -b-n} ce logarithme
sera réduit aux Tables.

II n'y a donc qu'à diviser le logarithme 1. 00000 &c. de 10
de l'espéce des Tables ( représenté par /. t ) par le logarithme
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2. 3025 &c. de 10 de l'efpece que donnent les formules
(représenté par /. /), & le quotient qu'on trouvera être
©. 4342544815, si l'on se borne à dix rangs de ehifres (re¬
présenté par -fy sera le multiplicateur par lequel multipliant
chaque logarithme découvert par les formules, le produitfera le logarithme qu'il faut écrire dans les Tables.

Si l'on veut le multiplicateur commun à dix-huit rangsde ehifres, le voici exactement supputé pour dix - huit rangs.
II est plus petit qu'il ne faut d'une grandeur moindre que:
,■0000^0 ooctsitò ooò 000-Si on Jui ajoutoit cette fraction, il.
feroit un peu trop grand».

Multiplicateur commun à dix-huit rangs de ehifres*.
o. 434 254 481 503 251 827.

Remarque. III»
Où îon donne une méthode facile de réduire les logarithmes

des formules aux logarithmes des Tables.
n peut rendre très-aisée la réduction des logarithmes des"

formules aux logarithmes des Tables, en faisant une Table.-
des produits du multiplicateur commun o. 4342544815? parr
les neuf ehifres 1, 2 , 3 , &c. comme on la voit ici»-

Tables des produits du multiplicateur commun par les neuf;
ehifres 1, 2, 3 , ,&c.,

Produit par 1, o. 4342544815s;.
par 2, o. 8685885)638.
par 5 ,1- 3028834457.
par 4, 1. 731i-779*7<5-
par 5, 2i 1714724055».
par 6, 2. 6057668514.
par 7, 3. 0400613733,.
par 8 , 3. 474?Jf8JÍ2°
par 5, 3. 5086503371»

Car pour réduire un logarithme des formules, par exem;
pie le logarithme de 2, qui est o. 653147180560 5 aux lo¬
garithmes des Tables, il n'y a qu'à prendre, dans la Tabler
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qu'on voit ici les produits du multiplicateur commun paf

»j4>7> 1,8,q,3,6, c'est-à-dire, par o. 6so.09,o. 003,
©. OOO I, o. 00004, O. OOO 007, O. OOO OOOI, 0= OOO OOO 08 t

o, o. 000 000 000 5,0. 000 000 000 06 ; les écrire les uns
fous les autres aux rangs qui leur conviennent ; les ajouter
en une somme ; elle fera le logarithme de 2 qu'il faut écrire
dans les Tables,,

Produits du multiplicateur commun 0.434 294 4819»
o. 260 5*76 689 14 par o. 6
o. 039 086 303 37 par o. 09
o. 001 302 883 44 par o. 003
o. 000 043 429 44 par o. 000 1
o. 000 017 371 77 par o. 000 04
o. 000 003 040 06 par o. 000 007
o. 000 000 043 42 par o. 000 000 1
o. 000 000 034 74 par o. 000 000 08
o. 000 000 000 00 par o.
o. 000 000 000 21 par o. 000 000 000 $
p. peo 000 000 02 par o. 000 000 000 06
P. 30I O29 997 61 I , ( logarithme de z réduit aux

— > Tables à dix rangs de chifres.
On réduira de même les autres logarithmes des formules

aux logarithmes des Tables.
Corollaire IV.

62. Peut déduire des logarithmes déja découverts parles
formules, d'autres logarithmes. Par exemple, si l'on ajoute
au logarithme de 10 le logarithme négatif de ce qui fe
fait en ôtant par la soustraction du logarithme de 10 le loga-

* 6f7, rithme de —,1a moitié du reste 1.098 612 288 668 fera* le
& 664. logarithme de v,~x~ = V' p = 3.

Si l'on ôte le logarithme de 2 du logarithme de 1 o, le
* 639. reste 1. 609 437 912 434fera * le logarithme de $.

Si r on ajoute le logarithme de 10 au logarithme de
* $$7» la somme ,2.397 895 272 798 fera * le logarichme de fá x —

— 11.

Si l'on multiplie par 2 le lpgarithmç de 10, 1# produit
4. 6o£
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4 . 605 170 185 p88 sera*le logarithme de 10 x 10 — 100. * 663.
Si l'on ajoute le logarithme de 100 au logarithme négatif de

ce qui se fait en ôtant le logarithme de ^ du logarith¬
me de 100 pour avoir le surplus ; on aura4.. 384 967 478 671
pour le*logarithme de =98. Otant ensuite le loga- *657»
rithme de 2 du logarithme dep8, on aura 5 . 89 1 820298 im
*pour le logarithme de Q =- 49. Enfin si l'on prend la moi- * 679.
tié du logarithme de 49, on aura 1.947 910 14.9 oyy pour* * 6~6%.
le logarithme de t/49 = 7.

Si l'on ajoute le logarithme de 100 au logarithme de ■£££•,
la somme 4. 624 972 813 284 sera *le logarithme de x * 657.
100

_ ^

7 1 " : -vï O 2-9
Si l'on ôte ensuite la somme 1. 791 7^9 469 228 des lo¬

garithmes de 2 & de 3, laquelle somme est * le logarithme * 657.
de 6, du logarithme de 102, le reste 2 . 833 213 344 o$6
sera * le logarithme de — 17. * 659.

remarqué.

17^3* On a pû voir par les deux Exemples du premier Probîê-
me, & par les Corollaires qui les suivent, qu'on trouve très-
aisément les logarithmes des nombres faits de l'unité ôc d'une
fract'on décimale par le moyen des deux premieres formu¬
les ; & avec quelle facilité on déduit ensuite de ces logarith¬
mes ceux des nombres entiers.

Comme cependant il reste une autre peine, qui est de ré¬
duire chacun de ces logarithmes à ceux des Tables, comme
on a fait* celui de 2 , il est bon de la resserrer dans les bor- 7 6 K
nés les plus étroites, ôt de faire ensorte qu'on ne la trouve
que dans les cas où l'on ne sçauroit l'éviter. Ces cas font les
logarithmes des seuls nombres premiers qui n'ont point
'd'autres diviseurs que l'unité, comme 2,3,7,11, ôcc. Ainsi
il ne faut déduire des deux premieres formules que les loga¬
rithmes des nombres dont l'on peut tirer aisément les loga¬
rithmes des nombres premiers ; réduire ensuite les logarith¬
mes des seuls nombres premiers, à mesure qu'on les trouve,
à l'espece des Tables *, & tirer enfin par de simples addi¬
tions, soustractions, ôte. des logarithmes des nombres pre¬
miers réduits à l'espece des Tables, les logarithmes de tous
les autres nombres qui font composés des nombres premiersa

3Tqme IL A a
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Car par cette voie on évitera les réductions inutiles, & les
logarithmes de tous les nombres composés se trouveront ré¬
duits à l'espece des Tables. Par exemple, il est inutile de cher*1

* 762. cher le logarithme de j * par les logarithmes de iq ôt de 2
des formules ; niais le logarithme de 10 de l'espece des Ta¬
bles étant 1. 000 000 000 000 , ôt le Logarithme de 2 de

*761. l'espece des Tables étant * o. 301 029 99J 6 ; il faut ôter ce
* d5.9.- dernier du premier, ôt le reste o , 698 970 004 4 fera * le lo¬

garithme de ~ — y de l'espece des Tables.
On peut se servir, pour trouver les logarithmes des nom-

* 738. bres premiers, des formules du * 7e, t 8e & f 9e Corollai-
"1 741- res, comme on le va voir dans les Problêmes suivans. On
f 743» pourroic iè servir des mêmes formules pour trouver les lo¬

garithmes de tels nombres qu'on voudroit»
PROBLEME XI.

764. Trou ver le logarithme d'un nombre premier par te
* 738, formule du * s Corollaire , en supposant que le logarithme du

nombre plm petit d'une unité que ce nombre premier ejl connu f
ou que le logarithme du nombre plus grand d'une unité que ce
nombre premier ejl connu»

Par exemple , trouver le logarithme de 13 , en supposant
qu'on connoîr par le premier Problême ôt ses Corollaires
le logarithme de 12, ou celui de 14.

Opération. Si c'est le logarithme de 12 qui est
connu, il faut supposer 12 =/, 13—g> & chercher le
logarithme du rapport r| = -j- par le moyen de la for»

* 758. mule * ôte.
Pour cela il saut supposer d —g — f= 13 — 12■ = 1 $

s =/ 4- g — 12 4- 13 = 2 f ; substituer 1 à la place de d,
& 25" & les puissances de 2$ à la place de s dans autant
de termes qu'on voudra.

II faut ensuite réduire tous les termes qu'on vient de trou¬
ver en autant de parties décimales; écrire les termes ainsi
changés les uns fous les autres dans les rangs qui leur con-

* 738" viennent; & en prendre la somme. * Ce sera le logarithme
du rapport
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II faut enfin ajouter à ce logarithme celui de 12 qui est con¬

nu (étant égal à */. 3 ■+• 2 /. 2 ) ; Ôt la somme t sera le loga- * d?7.
rith me de p x ~ =13? qu'on réduira 5 à l'efpece des Tables, f 637.
En voici le calcul» 5 76i.
-h ~LÍ_ — _i_ — © . 080 OOO OOO OOO OOO

S. 2.5

""h" TTT- = ~7777~ ~ 42 666 666 666
<*- if- = = 40 960 000
S"^~

7 í7 4î724óop37î 8ïl
4- -î4- = î—— •= Ç 8B

9 í» 3433«7í3POóij ■>

Log. de fi > o. 080 042 707 STlUjS.
Log. de 12 } 2 . 484 906 6^9 788
Log. de 13 } 2 . f <54 949 3J7 461

On réduira ce logarithme de 13 aux logarithmes des Ta»
îíîes par la Méthode * ci - dessus. * 76î.

Si l'on vouloit se servir du logarithme de 14 qui est connu
|étant égal* à la somme des logarithmes de 7 ôt de 2,puisque * 6$j,
/. 7 -4- /. 2 == ì. 7 x 2 ) ; il faudroit supposer 13 —f, 14 =g>
& chercher le logarithme du rapport ~ = -y- par le moyen
de la formule * ~ —- ~r — 77 — T7 — Ôte. & supposer * 73p»
pour cela d=g—f= 14— 13= 1 , s—f+g =13 + 14=27;
substituer i à la place de d, & 27 8t les puissances de 27 à la
place de i & des puissances de í dans la formule ; & après avoir
réduit les termes du logarithme en parties décimales, & pris
leur somme qui est le logarithme négatif de — T ; il fau¬
droit lui ajouter le logarithme connu de 14, c'est-à-dire pren¬
dre le surplus de celui - ci fur le premier; & ce surplus se-
roit * le logarithme de Id; x ir = 13- *

Remarques.
I.

Tous les ternies des deux formules de ce second Pro¬
blême étant multipliés par 2, on pourroit les marquer ainsi,
+ 2X -7--+-77Î "+"77 &c* & — 2 x t~ "+" 77 + 7~r
«+• &c. & alors dans la pratique de ce second Problême, tous

A a ij
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les numérateurs des termes scroient l'unité; & après avoir
trouvé ces termes, & en avoir fait une somme, on multi»
plieroit eette somme par -+-2 ou par — 2, & le produit se»
roit le logarithme du rapport — = f dans le premier cas
ou du rapport 77. = 7 dans le second cas. Ajoutant à ce lo*
garithme celui de 12 —f dans le premier cas, ou celui de-
14 = ^dans le-second cas, la somme seroit le logarithme
de —- x -r- — 1 3 dans le premier cas ; elle seroit le loga*
rithme de -j-| x t4 = 13 dans le second cas»

I I»

On pourroit, par les mêmes formules , trouver le loga¬
rithme d'un nombre proposé, par exemple de 13, en pre¬
nant au lieu des nombres 12 ou 14 dont le proposé ne diffère
que d'une unité, d'autres nombres dont l'un seroit plus petit
de pluíìeurs unités que le proposé , & l'autre plus grand de
plusieurs unités que le proposé , & dont les logarithmes fus¬
sent connus : mais alors la différence d de. la formule n'étant
plus funité. ,il.faudroit substituer les valeurs de d & des puis¬
sances de d dans la formule ; ce qui rendroit le calcul plus
long, & la fraction représentée par 7 seroit plus grande , ou
auroit une plus grande valeur, & il faudroit plus de termes
pour avoir le logarithme qu'on cherche».

PROBLÈME III.

Trouver le logarithme d'un nombre premier par la for*
mu'e du * huitième Corollaire, en supposant qu'on connoît les
logarithmes de deux nombres, entre lesquels lé nombre propose
esl moyen pfoportionnel arithmétique».

On prendta se nombre de 14 pour exemple II faut en
trouver se logarithme. On peut prendre tels nombres qu'on
voudra deux à deux dont ses logarithmes soient connus^
entre lesquels nombres íé nombre proposé 13 soit moyen
arithmérique proportionnel. Par exemple, on pourroit pren¬
dre 2 & 24 entre lesquels 1 3 est moyen ari'hmétique pro¬
portionnel. On pourroit prendre de même p & 17 , ou ií
& 1 y. .Mais il vaut mieux prendre ses> nombres 12 & 14 entre
lesquels 13 est moyen arithmétique , & qui ne diffère de l'un
ôc de Kautre que d'une unité ; Içurs ipgaruhmes /. 12 6c /, 14
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îont connus , puisque l. 12==/. 3x2x2=/. 3+2/, 2;
éc 1.14 == l. 7 x 2 == /. 7 •+- /. 2 ; ia différence 14-—12 = 2,
& l'on a déja * les puissances de 2 tontes formées, & de *753"
plus la fraction représentée par -f de la formule sera plus pe¬
tite, ôc il faudra moins de termes de la formule pour trouver-
le logarithme qu'on cherche.

Opération. On supposera 12 =f, 14 =g ; ainsi le moyen

arithmétique^ = = l. 12 = /./",&/. 14 =/. ^
C , If+'-Z 1.121-1. 1 +étant connus, on trouvera—— = = * /. 12 x 14 * 664,
= /•Vy'g : & l'on supposera tous ces logarithmes connus.
On supposera 12-4-14—26 ==/4-g==í, 14 — 12 — 2 —

g-—f~d.On substituera les puissances de 2 à la place des puis¬
sances de d, ÔC les puissances de 26 à la place des puissances"
'de f dans la * formule "h"&Ci *74îo
On changera tous les termes qui viendront de îa substitu¬
tion en parties décimales; on écrira ces termes ainsi chan¬
gés les uns fous les autres dans les rangs qui leur convien¬
nent; on en prendra la somme > & on lui ajoutera la moitié
de ia somme des logarithmes connus de 12 = jsôt de 7x2
s= 14 —g, laquelle est représentée par L l**L 14 = ■'l'g ;
la somme de cette derniere addition * sera le logarithme *749'
de *14 — = 13. En voici le caîcuLZ ' 7 —Éfc——. &

•+? -£r = o, 002 9,y 8 y79 881 668
H- = -TëîVW — 8 753 iP4 Piá

-TTÍ- = -ttttKTTF" = 34529368
.*4" g " S== a í S í I 7 á j l á 4 s 8 ~ &$3 3 ^9

.
. ? °*4_ . _ -tf-

IO)'"' *4 « 04J 4 i S 6 f 3 3 7 6 o /•4ÌJ
-a d" 01

u,'1' s 9 o<í J 40» 1 « 3 3 64 3 í »

Log. de í * ' = '1- { 0.002 967 367 -760(068
C v B2.X.I4 V 168 )

Log? de. 7X1X12. = ^777 >2.y6i 981 989 701
Log. de 13 >2-564949 357.46i

Aaiij,

I2 + 14
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PROBLÊME IV.

f.6Trou r e r le logarithme d'un nombre premier par laformule
*

742 du * neuvième Corollaire, en supposant connus les logarithmes
& 743. des deux nombres qui ne différent que de deux unités entre les¬

quels le proposé est moyen arithmétique proportionnel > & m
diffère de l'un & de l autre que d'une unité.

On prendra pour exemple le même nombre ï 3, ôc l'on
supposera connus les logarithmes de 12 & de 14.

* 742 Afin que la formule du * neuvie'me Corollaire représente
& 743. l'exemple proposé, on supposera 1 2 =/, 14 =/"-*- 2, &

1 3 —f-4- î. On supposera connus ^ '--■4 — 1 * ff*2 .
Opération» II faut prendre le produit des deux nombres

donnés 1 2 & 14,qui est 1 2 x 14 — 1 68 —fxf-h z==f1-y-2fi
II faut prendre ensuite le quarrddu nombre proposé 1 3,qui

est 13 x 13 = 169=/^ ix/-4- i=/zHr2/-+-i.îlfaut pren¬
dre la somme de í 68 & de 169 = 337 = 2 f1 H-4 /-+- r, &
supposer cette somme 337 = s. II faut substituer 337 & ses
puissances à la place de s 8t des puissances de s dans autant de

* 743- termes qu'on voudra de la formule *-H—~—H—tH—L* *J « S 35s ìí' 7s7
•4- &c. & les réduire chacun en parties décimales; écrire les
termes ainsi changés les uns fous les autres dans les rangs qui
leur conviennent, & îes ajouter ensemble ; leur somme sera

*742. * le logarithme der-===Enfin il faut

ajouter à cette somme le logarithme de fx/TT
lequel logarithme est connu , & il est représenté par l' !2 ff '£

*; & la nouvelle somme de cette addition sera
* 742. * le logarithme du nombre proposé 13 =f-h 1.

On le réduira à l'espéce des Tables par la méthode de
l'article 761. Voici le calcul de cet Exemple. ,

*+- — -777" = 0.002967 339 030443
p-"~— 8709241

* 1
} Ís 2 1 -7 3 * 9 9 I 4 1 7 S 8 S

0.002 967 367 739 732
Ou bien en ne prenant oue douze rangs p

o.002 967 367 760

Log.de^7x1x12s= fCTTt ou —2. y61 98s 989 701

Log. de í—lL_x -—^- = 13 >2.364 949 337 461
(_ K 1«B

Log. de ^
V 1/ 12X14- 1X168
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Remarque.

^68. S i l'on vouloir entreprendre de former des Tables des lo¬
garithmes d'un plus grand nombre de rangs de chifres que
celles que l'on a, on peut à présent appercevoir que la mé¬
thode la plus aisée seroit de trouver par le * premier Pro- * 749*
blême les logarithmes de 1 ■+- y0, i — -7. i i —

1-+-TZ » 1 — TS'1 "+"rfs->1 —Too ; d'en déduire par de sim¬
ples additions, soustractions , ôcc. les logarithmes de 2, 3,13,
7, 11, & les seuls logarithmes nécessaires pour trouver en¬
suite les logarithmes des nombres premiers par* le second *7640.
Problême., ou plutôt par le quatrième * Problême,parce qu'il * 7<57»
fait trouver les logarithmes qu'on cherche avec moins de
termes. Après cela il faudroit réduire * à l'espéce des Tables * 761»
les seuls logarithmes des nombres premiers. Enfín il faudroit
déduire par de simples additions,soustractions, multiplica¬
tions, &c. des logarithmes des nombres premiers déja réduits
à l'espéce des Tables ; il faudroit, dis - je, en déduire les loga¬
rithmes de tous les autres nombres entiers, lesquels se trou-
veroient ainsi, sans réduction , de l'espéce des Tables.

Méthode pour faciliter dans la pratique la formation
desTables des logarithmes, & quisert aussi d faciliter
la formation de la plupart des Tables des Mathéma¬
tiques pratiques, comme celles de lAstronomie, &c„*

Les principes dont on tire cette Méthode.
Premiere Supposition.

^69» La colonne B contient une fuite
de nombres qui vont en augmen¬
tant.

t _

La colonne C est formée des f0 l * • '1
difféírences de ces nombres, en
ôtant ie premier du second, &
écrivant la différence à côté du
second ; ôtant ensuite le second
du troisième, & écrivant la diffé¬
rence à côté du troisième j & ainsi
de suite.

Suite iIes dif -

férences 2M 3" 4"

B G D E F G
6

11 f
20 9 4
36 16 7 3
64 23 12 ? S

m 48 20 8 > 1

1*2 80 31 12 4 1

J2Î 119 49 17 y 1

522 2QÏ 71 23. 6 1

82? 102 30 7 1

Ï2Í8 443 140 38 8 Ï

I8?8 630 187 47 9 t

t-771 «74 .»14- 57 IO. 1
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Si les nombres de la colonne B alloient en diminuant, il

faudroit ôter le second du premier, le troisième du seconds
êc ainsi de suite, pour avoir la colonne faite des différences.

La colonne D est formée de ia colonne C , tout comme
îa colonne C est formée de la colonne B ; ainsi la colonne D,
contient les différences des termes de la colonne C.

De même les termes de la colonne E font les différences
des termes de la colonne D ; les termes de la colonne F font
de même les différences des termes de la colonne E, & la
colonne G contient les différences des termes de ia co¬

lonne F ; ôc ainsi de fuite s'il y avoit d'autres colonnes à la
fuite de G«

D É F l N I T Ï O N.

770. Les termes de C font les premieres différences des nombres
de B ; les termes de D en font les secondes différences ; les ter¬
me de E en font les 3" différences ; les termes de F, les 4" ;
de G, les yes ; & ainsi de fuite.

Mais si l'on rapporte les colonnes à droite à telle autre
quon voudra vers la gauche , les termes d'une colonne font
les premieres différences de celle qui la précédé à gauche;
les secondes différences de celle qui précédé celle-ci,; & ainsi
de fuite. Par exemple F contient les indifférences de Es
îe 2cS de D, les 3es de C, &c. D contient les ires différences
•de C, les a" de B., &c.

S e c o n d e Supposition.

Dans -îa plûpart des Tables des Mathématiques prati¬
ques, si l'on prend les différences ires, 2es, 3", &c. des nom¬
bres ou des termes dont la fuite compose ces Tables, on ar¬
rive presque toujours à une colonne de différences qui font
toutes égales entr'elles. En quelques-unes de ces Tables *
les 2es ou 3CS différences font égales s en d'autres, les 4" onyes
ou 6cS.3 &c. ou du moins les différences jes ou 6ts, ou d'au¬
tres plus reculées, différent si peu de Légalité , qu'on peut
négliger les petites quantités qui les empêchent,d'être égales»
C'est ce qui arrive dans les Tables de? logarithmes.

Avertissement.

Quand une fuite de nombres ou de termes a cette pfo-
-jpriété, qu'en prenant les différences ires, aes} 3e5, &c. de ces

termes s
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termes , on arrive à une colonne de différences égales ou
exactement ou fans erreur sensible, il n'est nécessaire de
trouver immédiatement par les Méthodes qui font décou¬
vrir les termes de cette suite , que les seuls termes qui font
en certaines distances égales les uns des autres ; par exem¬
ple le ier terme, le 11e, le 21c, le 31e, & ainsi de fuite ; & l'on
Va donner ici une Méthode pour découvrir tous les termes
moyens entre ces termes déja connus, & qui font en distance
égale les uns des autres, il n'importe quelle que soit cette
distance. Voici l'invention même de cette Méthode.

Conflïutlion d'une Table pour cette Méthode, qu'on nommera
La Méthode des interpositions.

i°. Les nombres figurés simples & * changés, ont cette * 632,
propriété, * qu'en retranchant de fuite les uns des autres les * 618
termes d'un ordre, comme du s ordre, les différences sont & 62$*
les termes de i'ordre immédiatement plus petit/c'est-à-dire
ici du 4e ordre, retranchant de fuite les termes de cet or¬
dre moindre les uns des autres, les différences font les ter-
îries de l'ordre immédiatement plus petit, c'est-à - dire ici
du 3e ordre ; en allant par ces soustractions d'un ordre à
celui qui est immédiatement plus petit, on arrive à la co¬
lonne des unités ou des grandeurs égales qui sont les diffé¬
rences égales. Cela me fait voir que je me dois servir des
nombres figurés pour la Méthode des interpositions. Voyez
la Table} page 19$.

C'est pourquoi, 20. je fais une Table, & je mets dans îa
colonne G par où je commence, les différences égales re¬
présentées par les lettres />./, quelles que puiffent être ces
différences.

3°. Je fais la colonne suivante F des termes du i€r ordre
formés des grandeurs égales de la colonne G. Mais comme
51 arrive dans les grandeurs auxquelles je dois appliquer la
Méthode des interpositions, que le premier terme ou la pre-
sniere des différences que doit représenter la colonne F, n'est
pas la même que la premiere des grandeurs égaies qui doi¬
vent être représentées par les f de la colonne G, & que de
plus c'est une proposition naturellement connue , qu'une
suite de grandeurs qui étant retranchées par ordre les unes
des autres , donnent une fuite ou une colonne faite de ìeurs

Tome IL B b
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tp4 La Science du calcul, &c..
différences, donneroient encore les mêmes, différences íî
ajoutoit une même grandeur à chacune de ces grandeurs »
ou si on retranchoit de chacune une même grandeur ; cela,
est cause que je compose la colonne F de deux rangs per¬
pendiculaires ; l'un contient des grandeurs égales quelcon¬
ques représentées par g y l'autre rang perpendiculaire, dont
les termes font joints aux termes du rang des grandeurs
égales par le signe 4~ ( qui peut représenter indéterminé-
inent les signes -+- & — selon le besoin qu'on en peut avoir
dans tous les cas particuliers) contient de fuite les termes
du Ier ordre formés des grandeurs égalesf,fde la colonne G»'
Je mets le premier terme des g d'un rang au-deffus du pre¬
mier terme i f, afin qu'en retranchant dans la colonne F le
premier terme g--Ho du second g-H 1 le reste soit précisé¬
ment le premier terme / de la colonne G , lequel premier
îerme /"est la différence, par la supposition, qui est entre le
second & le premier terme de F.

4°.. En faisant de semblables raisonnemens, je construis
les colonnes E, D, C, B, A. Je pourrois continuer la cons-
miction à tant de colonnes que je voudrois au - delà de A».
Mais ces colonnes suffisent pour l'intelligence & pour la
pratique de la Méthode ; & l'on voit que la colonne E con¬
tient trois rarigs perpendiculaires ; le premier est fait des
grandeurs égales représentées par7r, le second est composé
des termes du ier ordre formés des grandeurs égales g de la
colonne précédente F, le troisième est fait des termes du
second ordre par rapport aux grandeurs égales f de la co¬
lonne G. La colonne D contient quatre rangs perpendi¬
culaires, C en contient cinq, B en a six, A en a lept ; & ils
font tous formés par la Méthode des nombres figurés.

5°. La Méthode êt la Table deviendroient embarrassan¬
tes , s'il falloit former dans toutes les colonnes tous les ter*
mes dont on peut avoir besoin : mais il suffit de former dans
chaque colonne les seuls termes qui font dans le rang paral¬
lèle de la premiere f la plus élevée, & ceux - là feulement,
qui dans chaque colonne font dans les rangs parallèles au-
deffus du rang parallèle de la premiere f, Ce qui se réduit,,
comme on le voit, à'très-peu de termes. Les autres termes
de toutes les colonnes qui font dans les rangs parallèles au-
dessous du rang parallèle de la premiere f en descendants
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peuvent se représenter par une formule gé- — O
nérale, qui suffit seule pour découvrir tous q. -f -f -f q _

les termes de toutes les colonnes de la Ta- + " " °^^ ^ ^

75-. rr> n- ^ ^

*3

ble dont on peut avoir besoin , tout comme qqqqqp H
si l'on avoit la Table continuée à Tinfini cn « + » N - a >.

. » . crq crq trq Crq Crq iwi
descendant. Ainsi il suffit qu'on puiíse imagi- + + + -f + p r tri
ner la Table continuée tant qu'on voudra. s"

Cette formule se fait de la même manie- q q q q £ q ^
6^2 f re que les formules * de i'union des nom- ~ + - s. -■ <> ^
<5"55 , bres figurés changés, puisque chaque co- +++++++ y Q

& les suiv. lonne n'est formée elle - même que de l'u- ° ° cl
nion des nombres figurés changés.

Ainsi en commençant le premier rang pa- °_ ...

rallèle des colonnes à la ire / de la colonne + + + + + + + +
G, le second sera celui de la 2e f, le troisié- p--• -• ~ p r f 2
me sera celui de la 3e f, ôt ainsi de fuite enit*' ^
descendant. Et supposant que n représente le qqqqqqqq. H W,
quantième est un rang parallèle (c'est-à-dire H

o 0 a ! ! \ 1 "tjriï Crq • ^ oq Crq j.
n = 1 au premier rang parallèle ; n — 2 au qqq-j-qq-f-f E
second rang parallèle, ( n est égale à 3 , à p, èi ^ c, 0 0 0 0 O
à y, ôte. aux rangs parallèles 3e, 4e, 5*, Ôte. r ? q q ? ? p p p O

On nommera Yindice d'un rang parallèle ^
le nombre qui marque le quantième il est ; iití"}î + + t W
ainsi 1 est 1 indice du premier rang parallèle ; t. 2. ■=. 2. 2. "• ° ® ^
2 est Y indice du second rang; 3 , Y indice du í Ì í t ^ o ^3 tn
troisième rang, ôte. Et dans la formule fui- ffppppppp >-i
vante, w marque d'une maniéré générale ou ^^-^„oo0o 12
indéterminée Yindice de chaque rang pa- qqqqqqqqq. H
rallèle, à commencer le premier à la 1re f} ~ 0 „ 0 o o H
ou le quantième est chaque terme. Par con- 3333333333 &
féquent la premiers des ? étant d'un rang d- + + T + + + + T"P ^

i /i / 1 1 î r • a i 12. £."2. 2. ~ t. ~ Ï2 ~ ° pi
plus élevee que la plus haute/ qui est la qqqqqqqqqp ^
premiere, un rang parallèle des fi tant mar-
qué par w, le même rang parallèle par rap= ppppppppp-f
Îiort aux g est w -H 1. Ce même rang parai- t. s. 2. 2. 2. t. 2. <= 0 0 ^ •èle ests + 2 par rapport aux A, 3 par + + + + T + T + + + O
rapport aux / ,» + 4 par rapport aux k, ôte. g.g.^.^.S-5-0000 ^
parce que la plus haute h est de deux rangs ++++++++++ &
plus élevée que/, la plus haute ì de trois 00000
Eangsf ôte» P + P + P-f-l-P + T6=7 -sp* 1 V « M M

Ì3 b ïjj < „ j o o o o O Q.
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La formule de chaque rang ■parallèle sera y

Pour la Pour la Pòur la
colonne G , colonne F ^ colonne E ,

lf- i g n f i h ■+• -f-g -F- -f- X ~~f
Pour la colonne D,

'2 i •+■ h -f- JLfL x g-hf*^ X~/-
Four la colonne C,

1 x—x^x'-^g-ir.7X.ïpX5JiX fff
Pour la colonne B,,

î Jlfi X
X"——— x-^-f1 3 4 O 1 I 2 3 4 Jj

Pour la colonne A,

fyix ^~k-b^~x x~-i-h~ï
x X X A-H SJlLL X X X X — j?2 3 4 X 1 3 4 r . ©■

4- 4 X X tó-' X X ^ X fl... 2c J 4,5 ©X' «/

Remarque.
. Les Lecteurs voyent assez la maniéré de continuer la for-ì

mule pour les colonnes qui íuivroient A fr l'on en avoit be*
foin, & qu'on peut, par le moyen de cette formule, trou¬
ver aisément les termes de tel rang parallèle qu'on voudra
de toutes les colonnes de la Table.

Ils doivent auílì remarquer dans l'application de la Table
à la Méthode des interpositions, que quand les nombres
entre lesquels on en veur interposer d'autres moyens, font
tels que les premieres différences de la suite faite de ces
termes extrêmes & de leurs moyens font égales, c'est 1®
colonne F qui représente ces nombres ; ainsi F est dans cq
cas la colonne principale.

Quand ce font !es secondes différences qui font égales ^
c'est la colonne E qui est la principale, & qui représente les
nombres qu'on cherche. Si ce font les 3" différences qui
soient égales, D est la colonne principale. Si ce font, les q.es'
différences qui soient égales, C est la colonne principale 3 Cl
ce font les B est la principale colonne; fi ce font les 6e* t.
A est la colonne principale ; & ainsi'de fuite. Et quand une
colonne est prise par la principale., les autres colonnes à
droite,font inutiles en ce cas.-là.:
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Cela est cause qu'il est nécessaire pour la pratique, d'avoir

la formule de chaque rang parallèle par rapport à la colonne
principale. Ce qui donnera autant de formules particulières
qu'on pourra supposer de colonnes principales.

On nommera Yindice des différences, le nombre qui ex<-
prime quelles différences elles font par rapport aux termes
de la colonne principale. Ainsi 1 est Y indice des irts différen¬
ces des termes de la colonne principale ; 2 est Yindice des
2es différences ; 3. est Yindice des 3es différences, &c.

Conjlruàlion de la- formule de la colonne principale.

. Pour faire la formule par rapport à une colonne qu'on
prend pour la principale, il faut supposer que n représente le
quantième est un rang parallèle, à commencer du premies
rang compris de la colonne principale. Par exemple, w — 1 au
premier rang , n = 2 au second rang, «= 3 au troisième
rang, & ainsi de suite.

Par conséquent dans une colonne principale, par exemple
dans B, l'indéterminée n marquant le quantième est un rang

Í)arallèle depuis le premier rang le plus élevé compris, dansequel premier rang il n'y a que l, le même rang parallèle
( que n marque par rapport à / ). doit être marqué par n ■— 1
par rapport à k qui ne commence qu'un rang plus bas ; par
w — 2 par rapport à i qui ne commence qu'à deux rangs

Elus bas ; par n — 3 par rapport à h qui: est de trois rangs plus*as, ôte.
Après cette supposition, on fera aisément les formules

suivantes f qui représentent d'une maniéré indéterminée
chaque rang parallèle de chacune des colonnes regardée
comme colonne principale, à peu près comme dans les
Exemples qui íuivent les nombres figurés,.art. <>33 ôc les-
suivants.

Avertissement.

On n'a besoin dans la pratique que de ia formule de dia--
que rang parallèle de la colonne principale , & la formule
précédente qui est pour toutes les colonnes, est inutile dans<
la pratique.

B'b iijj
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En prenant la colonne A pour la principale ou dernieres

la formule de chaque rang parallèle sera f
Pour la colonne A,

k ^ X ÏZ2g+ lZ£xZì

} 4 i 6 J

Ensupposant la colonne B prise pour la principale ou derniere
la formule sera,
Pour la colonne B,

x^x^x^g+^x^x^x^-x^s
En prenant la colonne C pour la principale ou derniere ,

la formule sera ,

Pour la colonne C,

ik + lL^i+l^x^h+^x^xlLZlg+ JLZ.
x^x^x^f

En prenant la colonne D pour la principale ou derniere ?
la formule sera,
Pour la colonne D,

i i t o i % 3

En prenant la colonne E pour la principale ou derniereS
la formule fera,
Pour la colonne E,

Enprenant F pour la principale ou derniere ,1a formulesera t

Pour la colonne F ,

ír+W-
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LA MÉTHODE DES INTERPOSITIONS ;
Ou i'usage de la Table Sc des formules des colonnes

principales.
PROBLÊME..

77$ * ,£ANS une fuite de nombres, qui font tels qu'en prenant leurs-
différences ires, 2es, qes,&c* on arrive enfin à une colonne de dif¬
férences égales ousensiblement égales ; le premier terme de cette
fuite , & d'autres termes qui Jont tous à une égale distance les'
uns des autres ( c'efi-à-dire entre lejquels,pris defuite deux à deux,
il doit y avoir le même nombre de termes moyens d'interposés )
étant donnés ou connus, trouver tous les termes moyens qui doi¬
vent être interposés entre les termes donnés par le moyen de las
Table & de la formule de la colonne principale.

Résolution. i°. II faut écrire les nombres donnés
•Ses uns fous les autres dans une colonne ; en prendre les
premieres différences, les secondes, les 3esj les 4es, & ainsi
de fuite, ôc les écrire à coté des précédentes en autant d©*
colonnes..

2°. II faut s'imaginer que les nombres de la fuite proposée
font représentés par l'une des colonnes de la Table prolon¬
gée en descendant autant qu'il faudroit pour les représen¬
ter tous; déterminer cette colonne qui fera la principale &.
derniere ; & concevoir qu'ils font ausiì représentés tous
d'une maniéré indéterminée par la formule qui représente
chacun des jangs parallèles de cette colonne. On déter¬
mine cette colonne principale par les cas des Problêmes-
auxquels on veut appliquer la Méthode. Car si ce font les
premieres différences qui font égales, la seconde colonne
marquée F est la principale. Si les secondes différences font*
égales, la colonne E est la principale. Si les 5" différences -
font égales, la principale colonne est D. Quand les 4eV
©u j€S, ou 6es différences font égales , la principale colonnes
est C, ou B, ou A, &c.

La principale colonne étant déterminée par chacun des-
cas des Problêmes où l'on veut appliquer la Méthode., les.;
colonnes qui vont de droite à gauche représentent ds suit©: ^on 7

c?
• V « %

%!hò^
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dans la Table les premieres, les 2es, les 5es différences,
des nombres de la suite proposée jusqu'à la colonne G qui
représente les dernieres différences qu'on suppose égales au
moins sensiblement ; mais elles ne servent que pour faire
mieux concevoir la Méthode, & elles font inutiles pour la
pratique de la Méthode.

Pour faire clairement concevoir la Méthode , on en va
appliquer chacun des articles à .un Exemple à mesure qu'on,
îes énoncera.

Soient proposés les nombres 80,63o, 25^,7780 qu'on
suppose avoir entr'eux, pris deux à deux, quatre termes
moyens , & avoir cette propriété que les différences 4" des
termes de la suite qu'on conçoit faite de ces nombres & de
leurs termes moyens, font égales. II faut trouver tous les
termes moyens de cette suite.

II faut commencer par écrire îes nombres donnés les uns
íbus les autres dans une colonne, en prendre les différen¬
ces VíS, 2es, 5", & les 4es qui font égales , ôc les écrire en
autant de colonnes à côté de la premiere, ôt à côté les unes
des autres, comme on le voit ici.

Nombres Premieres Secondes Troisièmes Quatrièmes dif~
proposés, différences, dfftrences, différences, férences égales*

5°
80

630

7780

Puisque ce sont les 4es différences des termes de la fuite1
que je cherche, (& dont j'ai cinq termes donnés, entre les¬
quels, pris deux à deux, il doit y avoir quatre termes d'in¬
terposés-) , lesquelles font égales, je m'imagine que les termes
deia colonne C de la Table représentent par ordre les ter¬
mes de la fuite proposée ; ainsi G est la colonne principale ;
la colonne D représente les premieres différences ; E les
secondes ; F les troisièmes , & G les quatrièmes qu'on sup¬
pose égales ; & que la formule de la colonne C , qui est
k + -7-1 i+~ x '^h -j-
représente auffi chacun des termes de h.fuite proposéç.

30. II

75
55 o 475

202s 1475-
512; 3x00

ÏOOO

1627 62$
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5°. II faut supposer que la lettre indéterminée qui est le
premier terme de la colonne principale, & qui est austi le
premier terme de la formule de cette colonne, est égale au
premier des nombres proposés , & qu'elle le représente.
Ainsi cette indéterminée devient connue ôc déterminée, &
il faut mettre dans la formule de la colonne principale le
premier des nombres donnés à la place de cette indéter¬
minée, si ce n'est quand ce premier nombre est fort grand ,
car alors pour abréger on laiífe la lettre devenue détermi¬
née.

Dans notre Exemple k — y, & la formule de la colonne
principale Cestj+dt~±. i x h -H - x
X dLZL * H- x -^-L x x -1- /.

3 o 1 , z 3 4 J

4°. II faut substituer dans la formule de la colonne prin¬
cipale, Y indice du rang parallèle du second des nombres don¬
nés à la place de n; & supposer la quantité qui résultera de
cette substitution, égale au second des nombres donnés.

II faut ensuite substituer dans la même formule, Vindice
du rang parallèle du 3e nombre donné à la place de n; & sup¬
poser la quantité qui en viendra, égale au 3e nombre donné.

U faut de même substituer successivement dans la formu¬
le, chacun des indices des rangs parallèles de tous les nom¬
bres donnésssians la formule à la place de n; & supposer cha¬
cune des quaptités qui en viendront, égale à celui des nom¬
bres donnés qpi lui répond.

Dans notre exemple, ou il doit y avoir quatre moyens
d'interposés entre les nombres donnés, {'indice du rang
parallèle du second nornbregBo est 6 , Y indice du 3 e 6 30
est 11 , Yindice du 4e 2 dy'y est 16; Y indice du 5e 7780 est
ai. II faut substituer successivement ces indicés à la place
de n dans la formule de la colonne C , & l'on trouvera
y = y ier nombre,
y -f- y 1 -4- 10 h -4™" 1 o ^ -P- y 3^ .nombre,
y -4-10/ -4- 43/2-4- 120g-h 210f= 630 3e nombre.
y-4-iy 2-H ioyÂ-4- 45'5 g-Y- 1365'f— 2653 4e nombre.

- y -4- 20 i -4- i<?o h-4-1140 g- H- 484 $f— 7780 3e nombre.
On nomme chacune de ces expressions une égalité ; & les

quantités qui font de chaque côté du signe = , font nom¬
mées les deux membres de légalité ; le premier membre est

Tome IL- C c
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la quantité totale qui est à gauche de =, & ìe second mem¬
bre est la quantité qui est à droite de =. Ainsi l'on aura au¬
tant d'égalités qu'on a de nombres donnés.

5°. II faut prendre de fuite les différences des premiers
membres de ces égalités, & en même-temps les différences
des seconds membres qui font déja trouvés par la premiere
opération ; & en faire des égalités dont les iers membres soient
les différences des Iers membres des égalités précédentes, &
dont les 2ds membres soient les différences des 2ds membres
des mêmes égalités; on les nommera les secondes égalités, leff
quelles seront faites des premieres différences.

II faut de même prendre les différences de ces premieres
différences, sçavoir les différences des premiers membres
des secondes égalités, & en même - tems les différences des,
seconds membres ; ce qui fera de troisièmes. égalités qui corn
tiendront les secondes différences.

II faut continuer de prendre de la même maniéré les dif¬
férences des troisièmes égalités, des quatrièmes, & ainsi de
fuite, jusqu'à ce qu'on soit arrivé aux égalités des différences
égales. Les voici de fuite dans notre Exemple, où l'on ré¬
pétera les premieres égalités.

Fremieres égalités faites des nombres donnés
S = f
5-f- $ i 4- io A -f- io£-+-- $f— $o
$ 4- IO *4- I20g-+- 210/= 63©
5" -h 15" z -H 105 ^ HH 455g -4- i365f= 2<SSS
5 4- 20 i -h 190h 4- 1140g 4- 4845-f— 7780
Secondes égalités faites des premieres différences.

5 i 4- 10. h 4- ioj-'4- sf~ 15
5 <4- 3 5 h 4- 110^4- 2.05s — 550
$ i 4- 60 h 4- 33 5 g 4- 1155 f— 2027
y i 4~ 85 b 4— 685 g 4- 3480/= 51 25

Troisièmes égalités faites Quatrièmes égalités faites-
des secondes différences. des troisièmes différences.

•aíí-j-,O0£+ 20O/= i7fs>jo/=i47y JS V '
25 h 4- 3 50g 4- 23 25f= 3 ioo 5g ^ 315) 5:

Cinquièmes & dernieres égalités faites des quatrièmes,
différences qui font égales

625s— 625
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6°. Les égalités prescrites dans i'article précédent, fervent

à déterminer toutes les lettres indéterminées k }i,h,g,fde
la formule qui représente tous les termes de la fuite proposée ;
c'est-à-dire qu'elles servent à trouver les valeurs de chacune
de ces indéterminées, par rapport à chacun des Exemples
auxquels on peut appliquer la Méthode. Voici comment,

II faut prendre la premiere des dernieres égalités, s'il yen
a plusieurs 3 qui ne contiendra pas d'autres indéterminées
que/,- & diviser chacun de ses membres parle nombre par
lequel / est multipliée ; & après cette division, le second
membre sera la valeur de/

Dans notre Exemple, où il n'y a que la feule derniere éga¬
lité 62g/== 625", il faut diviser chaque membre par 625 , ÔC
l'on aura/v= i. Ainsi 1 est la valeur de/

II faut substituer la valeur de /, qu'on vient de découvrir
dans la premiere des égalités de la colonne qui précédé im¬
médiatement les dernieres; & il ne restera après cette substi¬
tution , dans cette premiere égalité, que la feule indétermi¬
née g. II faut mettre la quantité connue , qui n'a point d'in¬
déterminée du premier membre de cette égalité, dans le
second membre fous un signe opposé, & l'effacer du pre¬
mier membre ; & après cela le premier membre n'aura que
la feule grandeur formée de g multipliée par un nombre
connu; il faut en diviser chaque membre par ce nombre
connu, par lequel g est multipliée ; & après la division, le se¬
cond membre contiendra la valeur deg.

Dans notre Exemple , ayant mis 1 à la place de/dans la
premiere des 4" égalités, qui est 125 g -+- 7î°/~ 1000 »
elle devient 12 f g ■+• 7yo ==.. 1000. On effacera la quan¬
tité connue 7/0 du premier membre, & on l'écrîra dans"
îe second membre avec un signe opposé ; & Légalité sera
125 g = 1000 — 7jo = 25-0. On divisera chaque membre
par 12$, ôt l'on trouvera g — 2. Ainsi 2 est la valeur de g.
II faut substituer les valeurs des indéterminées/& g déja dé¬
couvertes , dans la premiere des égalités de la colonne qui
précédé celle fur laquelle 011 vient d'opérer, & elle n'aura
après la substitution que la seule indéterminée h ; on effacera
les quantités où n'est point h, & qui font toutes connues, du
premier membre; on les écrira fous des signes opposés dans
le second membre. On divisera ensuite chaque membre de
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i'égalité par le nombre par lequel h est multipliée ; &C après fa
division, le second membre de I'égalité contiendra la valeur
de h. On trouvera la valeur de l'indéterminée suivante i, en.
substituant de la même maniéré les valeurs dz f}g, h, déja
découvertes, dans la premiere des égalités de la colonne qui
précédé , effaçant ensuite du premier membre toutes les
quantités connues où n'est pas i, & les écrivant dans le se¬
cond membre avec des signes opposés , & en divisant après
cela chaque membre de I'égalité par le nombre par lequel i
est multipliée ; & après la division, le second membre con¬
tiendra la valeur de i; par laquelle valeur de i & des au¬
tres déja découvertes def,.g, h, on trouvera de la même
maniéré la valeur de k;&c ainsi de fuite, jusqu'à ce qu'on ait
découvert la valeur de la derniere des indéterminées par la
premiere des secondes égalités.

Dans notre Exemple on substituera i à la place des, & z
à la place de g dans la premiere des 3es égalités 23 h 4- 100^
«q- 200 f= 475, qui deviendra 23 h 4- 200 4- 200 == 473.
On effacera les quantités 4- 200 4- 200 du premier mem¬
bre, & on les écrira dans le second avec des signes opposés ;
& I'égalité fera 23 h — 473 — 200 — 200 = 73. On divi-?
fera chaque membre par 23, & l'on aura h — 3. Ainsi 3 est
la valeur de k.

On substituera 1 à la place de /, 2 à la place de g, 3 à la-
place de h dans la premiere des secondes égalités 3 i.4- ro h
4- iog4~3/= 75 , ôc elle deviendra 3 24-30 4- 20 4- 3 = 73*
On effacera 4- 30 4- 20 4- 3 = 33 du premier membre ,
& on l'écrira dans le second avec un signe opposé, & l'on
aura 32 = 20. Enfin on divisera chaque membre par 3 9
êe l'on aura 2" = 4.

Avertissement.
0 N doit remarquer que d'effacer des grandeurs dans un des

membres d'une égalité, & les écrire dam l'autre membre avec un
signe opposé, cela se nommera} pour abréger, faire paffer ces
grandeurs d'un membre dans l'autre, ou les transposer ;
que par celte opération on ne fait que retrancher des grandeurs
tgales de grandeurs égales, ou ajouter des grandeurs égales à des
grandeurs égales, & que les grandeurs qui viennent de ces opej
rations font égales»
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Comme l'on a opéré dans cet Exemple fur la premiere des

secondes égalités, toutes les indéterminées de la formule/,
g, h,i & k font déterminées par rapport à cet Exemple ; &
leurs valeurs fonts— x ,g= 2, h = 3 , i — 4, k = y. Ainsi
il ne reste plus qu'à se seryir de ces valeurs pour découvrir par
la formule tous les nombres que l'on cherche. En voici la
maniéré.

7°. U faut écrire le premier des nombres donnés pour le
premier terme de la suite qu'on cherche > & pour avoir tous
les suivans l'un après l'autre ; il faut substituer par ordre dans
la formule de !a colonne principale > laquelle formule repré¬
sente tous les termes de la suite proposée, les indices 2,3*4,
5 ,&c. de tous les rangs parallèles des termes qu'on cherche,
à la place de n, & substituer en même - temps les valeurs des
indéterminées/, g , h, i, k , &c. & ajouter ensemble tou¬
tes les grandeurs que fera découvrir la formule par les substi¬
tutions du même indice ,* les sommes prises par ordre seront
tous les termes de la fuite qu'on cherchoit.

' Dans notre Exemple il faut écrire le premier nombre don¬
né $ pour le premier terme de la fuite qu'on cherche.

Substituer l'indice 2 du rang du second terme à la place de
n, & les valeurs des,g ,h3i,k, dans la formule k q- * ~ 1 i-
q-»+ "—h

I 2 I Z 3O0I 2 3 : 4. J *

ajouter toutes les grandeurs que donneront ces substitutions *

6 la somme 9 sera le second terme qu'on cherche.
II saut substituer de même Xindice 3 à la place de n ; & les

valeurs de f, g, h, i„ k, dans la formule; & la somme 16
des grandeurs qu'on trouvera , fera le troisième terme.

En substituant de la même maniéré par ordre dans la for¬
mule , les indices 4, 5*, 6, &c. à la place de n, & les valeurs
de/, g, hfi, k à la place de ces lettres , & prenant par ordre
les sommes des grandeurs découvertes par la substitution de
ehacun des indices des rangs, oh aura 28,48,80, 125?, 201 *

303J443>*3°>874> * 186,1378,2053, 2655 , 336$,^221,
5228, 6408 , 7780 , pour les termes suivans que l'on cher¬
choit. t.

Remarques.

Ceux qui voudroient former eux - mêmes îa plupart des
C c iij '
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Tables dont on a besoin dans les Mathématiques-pratiques 3
doivent se rendre très-familière cette Méthode des interpo¬
sitions; elle facilite & abrège extrêmement le calcul de tou¬
tes les Tables qu'on peut assujettir à cette Méthode ; & il ne
faut découvrir par les Méthodes ou par les formules qui fer¬
vent à trouver tous les termes de ces Tables, il 11e faut, dis-
je,en trouver que très-peu de termes à une certaine dis¬
tance égale les uns des autres, & chercher tous les termes
moyens par la Méthode des interpositions-,

í I.

y77' Quand on se sera rendu cette Méthode familière * on
verra clairement qu'il faut qu'on ait au moins autant ds
termes donnés de la fuite qu'on cherche, qu'il y a d'unités
dans l'indice des différences égales, & un de plus. Ainsi íì
les différences égales font les 6es différences, il faut avoir au
moins 7 termes donnés;si elles font les y" différences, il
faut au moins 6 termes donnés ; si elles font les 4-es, íl faut
au moins y termes donnés , êcc. On verra aussi clairement

* 772. par la formation * de la Table , &. par la f construction de la
1" 774* formule de la colonne principale, que cette formule repré¬

sente par le moyen des indéterminées n>f, g ,h, i, k, &c.
chacun des nombres de la suite qu'on cherche ; que cette
feule formule de la colonne principale suffit pour la pratique
de la Méthode; que la Table ne sert que pour aider l'ima-
gination, <5t pour faire entrer dans l'invention même de la
Méthode ; Ôc que la maniéré de découvrir les valeurs des
indéterminées n'est que l'application de cet axiome : Des
grandeurs étant égales, fi on leur ajoute des grandeurs égales ,
ou fii l'on en retranche des grandeurs égales, ou fi on les multiplie
ou qu'on les divise par des grandeurs égales, les grandeurs qui
naîtront de ces opérations seront toujours égales,

I î L

yy8. Les termes dont ía plupart des Tables des Mathémati¬
ques-pratiques font composées, ne font que dans une exacti¬
tude sensible, de maniéré que la différence d'avec les ter¬
mes d'une exactitude géométrique, étant insensible, on en
rire les mêmes avantages qu'on tireroit des termes vérita¬
blement exacts. Dans la plupart des Tables, les termes qui
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en font la suite , ne sçauroient même être exacts, étant la
plûpart incommensurables, & on ne peut en avoir que les
valeurs approchées si près, que Terreur soit insensible.
Quand on applique la Méthode des interpositions à décou¬
vrir les termes de ees Tables, il faut faire ensorte que les
termes qu'on trouvera par cette Méthode, soient les mêmes
que les termes qu'on trouveroit par les Méthodes d'appro¬
ximation qui leur sont propres. Pour cela il est bon dans la
Méthode des interpositions, de calculer les termes qu'on
cherche à quelques rangs de chiffres de plus que ne doit
être le nombre des rangs de chiffres qu'on doit donner à
chaque terme , en récrivant dans la Table.

I V.

779° On doit aussi bien remarquer, afin que la Méthode puisse
être appliquée à tous les cas qu'on lui peut assujettir, que
la soustraction qu'il faut faire des termes de chaque colonne.
les uns des autres, pour avoir les différences des termes , est
supposée, dans la principale colonne des nombres qu'on
cherche , se faire en descendant, c'est - à - dire, on y suppose
que les termes de la principale colonne vont en croissant
& qu'on retranche le premier du second pour avoir la pre-
miere différence ; qu'on retranche le second du troisième
pour avoir la seconde des premieres différences ; & ainsi de
fuite.

Cette supposition de la maniéré de faire la soustraction
dans la colonne principale pour avoir les premieres diffé¬
rences , détermine la maniéré de faire la soustraction dans
toutes les colonnes des différences. Ainsi dans chaque co¬
lonne des différences on ôte le premier terme du second ,

îe second du troisième, le troisième du quatrième, & ainsi
de fuite.

D'où il fuitj, i°. que, quand les termes d'une colonne sontr
tous positifs & vont en augmentant, leurs différences sont
positives ; ainsi la colonne faite de ces différences a ses ter¬
mes positifs. Si les termes qui vont en augmentant étoient
négatifs, comme on retrancheroit le plus petit négatif du
plus grand négatif, les restes ou différences feroient encore
négatives. Ainsi la colonne faite de ces différences auroit
ses termes négatifs,.
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2°. Que quand les termes de quelque colonne, ou de

toutes, vont en diminuant, si ces termes d'une même co¬
lonne sont positifs ; comme l'on ôte le plus grand du plus
petit, les restes qui font la colonne des différences de ces
termes sont négatifs. Car, par exemple, pour ôter -h 3 b de
-f- 2 b, il est évident qu'il faut écrire~\r 2b—3b —— b. Si les
termes que l'on ôte les uns des autres dans la même colon-,
ne, ôc qui vont en diminuant, font négatifs ; comme l'on
ôte le plus grand négatif du moindre négatif, les restes des
soustractions doivent être positifs. Car pour ôter — 3 b de
— 21b , il faut écrire — 2b -f- 3b = -h b. Ainsi la colonne des
différences faites de ces restes, a fes termes positifs. On verra
l'ufage de cette remarque dans l'application de la Méthode?
à la formation des Tables des logarithmes.

Mais les Commençans doivent remarquer que, quand
on retranche un nombre plus grand, soit.positif, soit néga¬
tif, d'un moindre, soit positif, soit négatif, il faut toujours
ôter le plus, petit du plus grand , ôc le reste après ce retran¬
chement est la différence qu'on cherche, à qui l'on donne
le signe de -4- ou de — qui lui convient, félon la remarque
qu'on vient de faire.

Application de la Méthode des interpositions à. la for¬
mation des Tables des logarithmes.

t~5

780. Pour fe servir de la Méthode des interpositions à former
les Tables ordinaires des logarithmes, il faut trouver par

*
74P les formules * des logarithmes un certain nombre de loga-

& 767. rithmes éloignés-d'une même distance les uns des autres;
* 761. ôc les réduire * aux logarithmes des Tables ; ôc chercher

ensuite, par la Méthode des interpositions , les logarithmes
moyens entre ces logarithmes déja découverts.

Les plus commodes logarithmes pour former prompte¬
ment & facilement les Tables ordinaires des logarithmes
des nombres, font ies logarithmes de 97, 98, 99, 101, 102,

* 103. Ainsi il faut trouver par * les formules les logarithmes
gr 767. de ces six nombres, ôc les réduire f aux logarithmes des
f y61. Tables. On verra après l'ExempIe suivant, comment avec

ces logarithmes ôc les logarithmes moyens qu'on va décou-
yrir, on peut former les Tables des logarithmes.

SECOND.
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EXEMPLE FIGURÉ DE LA MÉTHODE DES INTERPOSITION S*

Logarithmes donnés.
log. 97 = 198677 17343

Premieres Secondes r'diffé¬ Ts dif¬
différences. différences. rences. féren¬

+ 44543414 ces.

+ 44091189 — 452225
—r- 4 5 648 o 5 4 — 443135 +9090
+ 43213738 — 434316 + 8819 -—271
+42787980 — 425758 + 8558 — 261
+ 423705 29 — 417451 + 8307 — 251

log. 98 = 199122 60757
log. 99 = 1995*3 5»94*
log. 100 = 200000 00000
log. IOi =2004.32 13738
log. 102 = 20086001718 + 427S7980 —425758 + 8558 —261 + ig
log. 103 =201283 72247 -4-423705 2p —417451 -+-8307 -—251 -4- 10
Formule qui représente les logarithmes qu'on cherche> e>~ /« logarithmes donnés

4-^ x^* +^x^X^à + *

7" dif¬
féren¬
ces éga¬
les,,

S MÌ5 * M^ 1) ^
© 3
« IL °>
o' 0
3

A **
w CL. O

<• CD \Q

H—

g 5'
<"ù» B

B*
o «
O- «?
O j-0

« £
B §

.
I o-

— x ^-ZJL x X ïxïcix^x8-1
34s ■f.

Premieres égalités faites des nombres donnés, & de leurs expressions indéterminées déduites de la formule.
1 /

_ = 198677*7343
1 / —t— 10^ —{— 45 2-4- 120//-h 210g--4" 252/"= 199122 607571/+20/ + 190/ + 1140/+ 4845,^+ 13504/==: l99S^3 5 1946
1 / —t— 30/+ 435/+ 4060/+ 27405^-4- 142506/"= 20000000000
1/+40/ + 780z'-f- 9880/2-f- 91390^+ 658008/= 200432 13738
I /-4-50&-4-I225 2 -i- I960O /2-h 230300^-J- 2 I 18760/= 200860 OI718
1 /+6o£ + 17702-4- 34220/2-4-487635g-4- 546i5i2/=20i283 72247

Secondes égalités faites des premieres différences. Troisièmes égalités faites des secondes différences.
10/+ 45/+ 120/+ 2iog-t- 252/^=4-44543414
ï 0^-4-1452-4- 1020/2-4- 4635^-4- 15252/=-4~4409 i 189
;iO/è-4-2452-4- 2920/2-4- 22560^-4- 127002/=-!-^3648054
io/è-4-3452-4- 3820/1+ 63985^+ 515502/=+43213738
.10&+4452+ 9720^+i38,9io<g-+i46o752/=+4278798o
x o/+54t7+l4620^+2 573 3 5^+3 34275 2/=+42 3 705 29

o,
O

-4
''héssV

4" égalités faites des 3" différences.
1000/2+ 13500^+ 9675O/= + 909O
1000/2+ 23 500g+ 276750/=+ 88 19
1000/2 +33 500^ +556750/= +85 58
.1000 /2+43 5 00g+93 6750/=+ 8307

1002+ 900/2+ 442 5g+ 15000/=-—452225'j
1002+1900/+ 17925^+ 111750/=—443135
1002+2900/2+ 41425^+ 388500/==-—434316
1002+3900/+ 74925^+ 94525c/=—425758
5 002+49 00/2+118425^+-! 882000/=—417451

6" égalités faites
des 5cs différences
qui font égales.

î 00000/=+ 10
100000/=+ 10

5" égalités faites des
4" différences.

10000g +180000/= — 271
ioooog+280000/=— 26 ï
10000g+ 3 80000/=— 251.

Valeurs des indéterminées f,g,h,i,k,L d<? m égalités.
= + o . ccc 1 , / = — o . 0289 , h — + 9 . 470485 , i =

k = + 4474956 • 35099 > /= + 19867717343.
En substituant successivement dans la formule les indices 2,3, 4, 5? &c. des rangs des logarithmesmoyens qu'on cherche, & en même - temps les valeurs des indéterminées f, g, ht i ? kf l, on trouve leslogarithmes qu'on cherchoit.

/= + I o O o O 4606. 22054,

log. 97
log-97^V
log.97-vV
log-97 -ïV
log.97iV

: 19867717343
19872192299
19876662649
19881128403
19885589569

log4 97~nr— 19890046 r 57
log- 9 7^V = 19 89449 8i77
log-97~nr= 19898945.637
l°g- 97"vV— 19903388548
log- 97iV= 19907826918

&c.

En ajoutant 1 à la caratférisiique de chacun ( ce qui est la même chose * que d'ajouter à chacun le lo- * 6930gárithme de 10 } ils deviennent * îes logarithmes de 970, 971, 97a, 973 s 974 , &c, jusqu'à 1030. * 657,
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SECOND EXEMPLE DE LA MÉTHODE
des Interpositions,

Où son voit la maniere de semployer à former les Tables
ordinaires des logarithmes.

jBl. Les logarithmes des nombres 97Ì 98, 99,100, 101, 102,
- 103 , e'tant donnés tous réduits aux Tables, ii faut trouver

les logarithmes des nombres moyens entre ces nombres
donnés, de maniéré qu'il y ait neuf moyens entre le pre¬
mier & second, neuf autres entre íe second & le troisième,
& ainsi de suite. C'est - à - dire, il faut trouver les logarithmes
des nombres 91 tô>97 fsi?7 91 tôj 91 -rs'>91 ts> 91 tò>
91 fs, 91TB de 98 fsj 98 tz> 9% TZ, 9% tsj p8 98 98 h,
í>8 98.1%» & de même entre les autres nombres donnés.

i°. II faut écrire les logarithmes donnés les uns fous les
autres dans une même colonne -, en prendre les différences
1res , 2es, 3es, 4" & 5" ; ces dernieres font égales sensible¬
ment; les écrire en autant de colonnes à côté de la pre-
miere colonne, comme on le voit ici à côté , & faire néga¬
tives les 2" & 4es différences, & les autres positives, suivant
la quatrième Remarque.

20. Puisque ce sont les 5"es différences qu'on suppose égales3
îi faut s'imaginer que la colonne B de la Table * est la princi- * 772,
pale ; que les termes de cette colonne, continuée autant qu'il
faut en descendant, représentent par ordre les logarithmes
donnés & ceux que l'on cherche ; & que la formule de la co¬
lonne B, qui est 1

'^*TXT^TX^X?X?X?/' repré¬
sente aussi d'une maniéré indéterminée chacun des logarith¬
mes qu'on Gherche, & chacun des logarithmes donnés ; &
qu'enfin les colonnes G , D, ,E, F, G, de la Table , conti¬
nuées autant qu'il faudroit, représentent les différences ires,
2es3 3es ,4CS ôc <Tes de la fuite des logarithmes qu'on cherche.

3°. II faut supposer le logarithme de 97 représenté par
ì'indéterminée /, qui devient par-là déterminée ; ôt comme
il doit y avoir neuf logarithmes moyens entre les donnés
pris deux à deux, l'indice du rang du logarithme donné

Tome II. D d
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de 98 est i i ; 21 est l'indice du rang du logarithme de 99 j
3 1 est celui du logarithme de 100 ; 41 celui du logarithme
de 1 o x ; y 1 est celui du logarithme de 102 ; enfin 61 est l'in¬
dice du rang du logarithme de 103.

4°. II faut substituer successivement ces indices à la place
de n dans la formule , & former les xres égalités des nombres
donnés avec leurs expressions déduites de la formule.

y0. On prendra les différences des premiers membres de
ees égalités3 8c en même-temps les différences des seconds
membres, qui font déja routes trouvées par la premiere
opération, & l'on en fera les secondes égalités. On fera
de même les égalités des 2es différences, des 3es, des 4", ôc
des yes j comme on les voit dans l'Exemple figuré.

6°. II faut à présent trouver les valeurs des indétermi¬
nées/, g, h, i ,k. On aura la valeur de / en divisant chacuri
des deux membres de la ire des <5es égalités par 100000 3 ôc
il viendra /— =0. 0001.

On substituera cette valeur de/à la place de /dans la ire
des 5es égalités; on fera passer la quantité connue où n'est
pas g, dans le second membre ; & on divisera chaque mem¬
bre par le nombre 10000 par lequel g est multiplié ; & l'on
aura g = = —■ o. 0289.

On substituera les valeurs de / & de g dans la xrí des 4es
égalités ; on fera passer les grandeurs connues du prerfiier
membre dans le second ; on divisera ensuite chaque mem¬
bre par le nombre 1000 par lequel h est multipliée , & Ton
trouvera h — 9. 4.70485".

On substituera les valeurs de/.g, h3 dans la ïre des 3"
égalités ; on fera ensuite passer les grandeurs connues où
n'est pas i, du premier membre dans le second ; on divisera
chaque membre par le nombre 100 par lequel i est multi¬
pliée , & il viendra i — — 4606. 220^4.

Enfin on substituera les valeurs ds f, g, h, t, dans îa ire
des 2es égalités, on fera passer les grandeurs connues où
n'est pas k> du premier membre dans le second ; on divisera
ensuite chaque membre par le nombre 10 par lequel k est
multipliée, ôc l'on trouvera k ==■+• 4474996'. 35099 ; Et l'on
aura les valeurs de toutes les indéterminées/,g, h}i,ktl.

7°. Pour avoir tous les logarithmes qu'on cnerche, il n'y a
plus qu'à substituer successivement dans la formule, à la.
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place de n, les indices 2 , 3 , 4 > 5 , 5, 7, ôte. jusqu'à 5i,
des rangs des logarithmes moyens qu'on cherche , ôc y
substituer en même - temps les valeurs des indéterminées
/', g , h , i, h} l ; faire après la substitution > pour chaque lo¬
garithme , une somme des quantités positives, & une autre
des négatives ; ôt retrancher cette derniere de la premiere,
& le reste fera le logarithme cherché. Et comme l'on
trouve des parties décimales dans chacun de ces restes, quand
le chiffre des ioes est moindre que 5, on néglige ces parties
décimales ; quand le chiffre des ioes surpasse 5 , on ajoute
l'unité au chiffre des unités du logarithme; ôt l'on néglige
toutes les autres parties décimales.

U seroit inutile d'écrire ici les opérations de la substitu¬
tion pour chaque logarithme moyen. Les voici seulement
pour deux logarithmes, afin de servir d'exemples.

Pour le logarithme de 97 —} l'indice du rang est 9 ===».
-+" 19897717543 = -+-/.
-H 3$79?6$O. 80792 = -4-
-+- 530 . 343 16 = -+- 56h
•4- o . 00560 = -4- 56/

-4-19903517524. 15858 =/-+- 8^-4-55/4-4- 56/
—• 128975. 19812 =— 281— 70g

-4- 19903388547.95055, logarithme de 97 7%.
Négligeant les parties décimales, ôt ajoutant 1 au chiffre

des unités à cause de ^,
-4- IPP03388548 , logarithme de 97—.

Pour le logarithme de 97 ~, l'indice du rang est 1 o = n.
-4-19857717343 = -h /
-4- 40274507. 15891 = -4- 9 k.
-4- 795» 52074== 4- 84h
-4- o. 01250 = -f- 126s
-4~ 19907992745 . 59225 =-4-/-4- 9^ Hh 84^ *4~ 126s
— 155827. 58084 =— 35*' — 125^
-4- 19907825918 . 11141> logarithme de 97

Négligeant les patties décimales,
199 07 8 2 5918, logarithme de 97 ~.

Ddij
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Remarques,

L

782. Quand on a trouvé les logarithmes moyens entre les
logarithmes de 97,98,99,100, 101,102, 103,c'est-à-dire,
les neuf moyens qui font entre ces logarithmes pris deux à
deux, il faut ajouter l'unité à la caraftériftique' de chacun,

*^93- (ce qui est la même chose * que d'ajouter à chacun le loga-
* rithme de 10); & ils deviendront * les logarithmes de 970,

971, 972, 973 , &c. jusqu'à 1030; & tous ces logarithmes
font de l'efpéce des Tables.

II.

783. Pour continuer la formation des Tables avec les logarith¬
mes déja découverts , il faut., par la Méthode des interpo¬
sitions, chercher les logarithmes moyens entre, tous les loga-

, rithmes qu'on vient de trouver, depuis 970 jusqu'à 1000;
sçavoir, neuf moyens entre ces logarithmes pris de fuite deux
à deux; & en ajoutant l'unité à la caraéljrjflìque de chacun,
on aura tous les logarithmes des Tables, depuis 9700 jus-,
quà 10000.

On peut déduire des logarithmes qu'on suppose déja dé¬
couverts parla Méthode des interpositions, en n'employant
que de simples additions, foustraêlions, multiplications &
divisions; on peut, dis-je, en déduire les logarithmes de
tous les nombres depuis 1 jusqu'à 97, ou qui font au-dessous

*664. de 100. Voici comment. '^7o24=== 2. Ainsi= * /. 2 ;
c'est-à-dire , divisant par 10 le logarithme de 1024 qui est
déja découvert, le quotient sera le logarithme de 2. Ayant

* 66%. le logarithme de 2, on a * par de simples multiplications les
logarithmes de toutes les puissances de 2, comme de 4 , 8,
16, 32 , &c. II en est de même de toutes les puissances des
autres nombres.

3. Ainsi -l = l 3. Ayant les loga-
* 6%7. rithmes.de 2 & de 3, on a * par de simples additions les lo¬

garithmes de tous les nombres qui peuvent être formés par
la multiplication de 2 & de 3 , & de leurs puissances. II en
est de même des autres nombres.

~ = y. Ainsi /. 1 o —1.2 = 1. y.
y/2— = 7. Par conséquent — /. y,
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~ =11. L'on aura donc L 99 — l. 9 = 1. u.

jxyi == 13* D'où l'on aura /. 1001 — l. 7 — /. 11=/. 15;
—p- — 17. Ainsi /. 102 — /. 5 = /. 17.

■4PX883 = ip. Donc /. p88 — /. 4 — /. 13 = /. 19.
-,7x27 = 23• L'on aura donc/.pp35 — À id — /. 27 = /. 23.
ììcrj — 29. Par conséquent /. p85 — h 2. — L 17 = /. 2p.
■£f~- = 31. Ainsi /. pp2 •— /. 32 > = /, 31.

_

37, Ainfl /. ppp —/. 27 = /. 37.
= 41. Ainsi /. P84 — /, 24 == /. 41,

-^- = 45. Ainsi /. p8p — L 23 = /. 43.
—= 47. Ainsi /. P87 — /. 27 = /. 47.

n. Ainsi /. ppn —/. 11 —/. 17 = /. n-
">TxTT = fP- Ainsi/, pp71 — 2/. 13=/. Jp.
f-|4VN=tfi. Ainsi /. P'882 — /. 2 — /. 8 r .= /. 5i.
-fîrVìr = 67. AinC11- P84P — /• 3 — l- 4P = ^ <*7-
—=71. Ainsi /. pp4 — /. 14 = /. 71.

-f^y-= 73. Ainsi /. pp28 —L 8 —/. 17 = /. 73.
ygt = 7P- Ainsi /. PP34 — 1-7 — /. 18 = /. 7p.
—= 83. Ainsi/. pp6^—/. 12= l. 83.

= 8p. Ainsi I. 9968 — /. 7 — l. 16 — !. 89.

Les logarithmes de tous les nombres premiers moindres
que p7 étant trouvés, on en tire facilement par de simples
additions , les logarithmes de tous les autres nombres au-
dessous de p7. Si l'on cherche ensuite par la Méthode des
interpositions} entre les logarithmes des nombres depuis IO
jusqu'à p 7, pris deux à deux, neuf logarithmes, on aura les
logarithmes de tous les nombres depuis i jusqu'à 1030. Si
l'on cherche par la même Méthode des interpositions les
logarithmes moyens entre les logarithmes des nombres 103 ,
104, 105 , & ainsi de fuite jusqu'à P70, ( cherchant neuf
moyens entre les logarithmes connus de ces nombres pris
de fuite deux à deux ), on aura la Table des logarithmes
jusqu'à 10000.
II est facile de continuer la Table par les Méthodes de cette

Remarque, jusqu'aux logarithmes de tels nombres qu'on
voudra,

Pdiij .
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Avertissement.

Les logarithmes font devenus de grand usage dans les
calculs des grands nombres, comme dans ceux de i'Astro¬
nomie , de la Géométrie pratique , &c. à cause de la facilité
quhls y apportent, en faisant changer les grandes multipli¬
cations en additions, les longues divisions en soustractions,
la formation des puiífances des grands nombres en des
multiplications très-simples, ôc l'extraction des racines des
grands nombres en des divisions très-faciles. Cependant il
y a dans les calculs par logarithmes, toujours quelqu'er-
reur, qui est à la vérité peu sensible dans les opérations or¬
dinaires de la Géométrie pratique, ôc de plusieurs autres
parties des Mathématiques sensibles. Plus les logarithmes
font petits, c'est-à-dire, moins ils contiennent de rangs de
chiffres ,' ôc plus l'erreur des calculs par logarithmes est
grande. Ainsi dans les calculs où il faut beaucoup de préci¬
sion ôc de justesse, comme dans ceux de l'Astronomie, on
se sert des plus gtands-Jûgatithmes que l'on a d'imprimés,'
qui font dans les Tables in-folio d'Ulacq, ôc qui ont dix
rangs de chiffres, fans y comprendre la caraâlérifiique. L'er¬
reur qui se trouve dans les calculs par logarithmes , deve¬
nant plus insensible plus il y a de rangs de chiffres dans les
logarithmes, il seroit à souhaiter pour les Astronomes, qu'on
en eût encore de plus grands que ceux dont on s'est servi
jusqu'ici. C'est pour encourager ceux qui voudroient don¬
ner de nouvelles Tables des logarithmes qui eussent un
granst nombre de rangs de chiffres , qu'on leur a diminué la
plupart du travail , en leur donnant une construction aisée
de logarithmes à tant de rangs de chiffres qu'il leur plaira.

F I N.
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PRIVILEGE DU RI I.

LOUIS , par la grâce de Dieu , Rci de France & de Fvarre ; à nos ame's & fe'auxConseillers, íîs gens te nan - nos Cours de Parìemenc , Mtres des Requêtes ordinair s
de notre Hôtel, Grand Conseil, r're'vôt de Paris, Baillifs «réne'chaux, leurs Lieutenans
Civils & autres nos Justiciers qu'il appartiendra .Salut, /otre b:en amé Gabriel-F r a n ç^o i s Q_u i l l a u Fils Imprimeur 8c Libraire- ìu de l'Univerlïté à Paris, nous
ayant fait remontrer qu'il souhaiterait imprimer ou faire imt'mer, & donner au Public La
Science du Calcul des Grandeurs, on les Elémens des Matbe'matues Gf L'Analyse démontrée, s'il

APPROBATION.
—-.rr: —

J'AI Iû par -ordre de MonseigneurleCHancelier, n Manuscrit intitulé: LaScience du Calcul des Grandeurs en général, bc. Quoju'il y ait dans le Public
plusieurs Ouvrages fur la meme matière , on avoit befoi de celui ci, où tout est
traité avec l'étendue nécessaire, & avec toute l'exactitue & toute la clarté possi¬
bles. Fait à Paris le 15 de Mars 1711.

Signé, S A U R I N.

LITRE III.

Où l'on explique les progressions arithmétiques & Géométriques , &
leur union pour le. calcul des puissances par les exposins ; les fuites
ordonnées qui comprennent toutes les puissances parfaite; 8c imparfaites
d'une fuite infinie de grandeurs, 5c les nombres figuris ; Tinventioa
des logarithmes, leur usage pour faciliter les calculs, k les maniérés
aisées d'en construire les Tables à tel nombre de raigs de chiffres
qu'on voudra , Pqge 1

Section i. Où l'on explique les progressions arithmétiques G géométriques , ibid.
Section ii. Où l'on compare la proportion géométrique G la prgrejjion géométrique ,

avec la proportion arithmétique b la progression arithmétique, bl'on explique la ma¬
niéré de joindre ensemble les progressions géométriques b arithnétiques dans le calcul
des grandeurs, 24

Section III. Où l'on explique les suites ordonnées , la manire de faire les formules
générales qui servent â élever toutes les grandeurs complexes d n nombre fini ou infini
de termes d toutes les puissances qu'on peut imaginer. On exlique aujjî les nombres
figurés, b leurs usages, y y

Section IV. Où l'on explique deux usages de l'union âe U progression arithmétique
avec la géométrique. Le premier sert dans le calcul des noibres, réduits en parties
décimales, d trouver le rang où l'on doit mettre chaque chife. Le second comprend
l'invention b l'usage des logarithmes, 10?

Section V. Explication d'une Méthode plus aisée dans lapradque pour former les
logarithmes qui ajent chacun une telle quantité de rangs qun voudra, ■ 1^3
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Nous plaisoit lui accorder nos Lettres de Privile'ge fur ce nécessaires, offrant pour cet
effet de le faire imprimer en bon papier & beaux caractères, suivant la feuille imprimée
& attachée pour modele, sous le contre-Scel des Présentes. A ces causes, voulant
traiter favorablement ledit Exposant, Nous lui avons permis & permettons, par ces Pré-
fentes, de faire imprimer ledit Ouvrage, ci-dessus spécifié, en un ou plusieurs Volumes,
conjointement ou séparément, & autant de fois que bon lui semblera, fur papier Sc carac¬
tères conformes à ladite feuille imprimée Sc attachée pour modele fous notredit contre-Scel,
& de le vendrt, faire vendre & débiter par tout notre Royaume, pendant le tems de dix
années consécutives, à compter du jour de la date desdites Préfentes: Faisons défenses à
toutes sortes de personnes de quelque qualité Sc condition qu'elles soient, d'en introduire
d'impression étraigere dans aucun lieu de notre obéissance, comme aussi à tous Libraires-
Imprimeurs & autes, d'imprimer , faire imprimer, vendre , faire vendre , débiter ni contre¬
faire ledit Ouvrage , ci-deflus exposé, en tout ni en partie , ni d'en faire aucuns Extraits,
fous quelque prénxte que ce soit, d'augmentation, correction, changement de titre ou
autrement, fans la permission expresse & par écrit dudit Exposant, ou de ceux qui auront
droit de lui, à pehe de confiscation des Exemplaires contrefaits, de quinze cent livres
d'amende contre clacun des contrevenans , dont un tiers à Nous, un tiers àl'Hôtel-Dieu
de Paris, l'autre tes audit Exposant, & de tous dépens , dommages & intérêts ; à la charge
que ces Présentes front enregistrées tout au long fur le Registre de la Communauté des
Libraires Sc Imprimetrs de Paris, & ce dans trois mois de la date d'icelles, que l'impression
de ce Livre íêra faite lans notre Royaume Sc non ailleurs ; Sc que l'Impétrant se conformera

"en tout aux Réglemeis de la Librairie, & notamment à celui du r 6 Avril 172 s ; Sc qu'avant
que de l'expofer en vérte , le Manuscrit ou Imprimé qui aura servi de^ copie à l'impression
dudit Livre , fera remi dans le même état où l'Approbation y aura été donnée , ès mains
de notre très-cher & fal Chevalier, Garde des Sceaux de France, le Sieur Fleuri au
p' A r m e n o n v 1 l•„ e , Commandeur de nos Ordres ; & qu'il en fera ensuite remis deux
Exemplaires dans notrtBibliothèque publique , un dans celle de notre Château du Louvre ,
& un dans celle de notV très-cher Sc féal Chevalier, Garde des Sceaux de France , le Sieur
Fleuriau d'Arjenonville, Commandeur de nos Ordres ; le tout à peine
de nullité des Préfentes du contenu desquelles Vous mandons & enjoignons de faire jouir
l'Expofant ou ses ayans cause, pleinement & paisiblement , fans souffrir qu'il leur íok fait-
aucun trouble ou empêchenent : Voulons que la copie desdites Présentes, qui fera imprimée
tout au long au c'ommencteent ou à la-írrr-dodic Livre, soit tenue pour d ûement signifiée,
& qu'aux copies collatiotnées par l'un de nos amés & féaux Conseillers & Secrétaires , foi
soit ajoutée comme à l'Ojginal : commandons au premier notre Huissier ou S'ergent, de
faire , pour l'exécution d'ielles , tous Aòtes requis & nécessaires, fans demander autre per¬
mission, nonobstant Clamur de Haro , Charte Normande Sc Lettres à ce contraires ; car tel
est notre plaisir. D o n n 1 à Paris le douzième jour de Décembre, Pan de grâce mil sept
cent vingt-six , Sc de notrelegne le douzième. Par le Roi en son Conseil.

Signe , D E S. H I LA I R E , avec paraphe.
Regiflré fur le Regiflre "T. de la Chambre Royale des Libraires - Imprimeurs de Taris j

N0. S44> fol. 434. conformé) nt- aux anciens Réglemens , confirmés par celui du 28 Février
1723. A Taris le dix - neufDécembre mil sept cent vingt - fix.

Sign, B R U N E T , Syndic.

J E I U S í M A R 1

NOUS Pierre - Françis de la Tour, Prêtre & Supérieur Général de la Con¬grégation de l'Oratoirde Jesus-Christ notre Seigneur, Vû par Nous
le Privilège du Rai & l'Apprbation des Examinateurs, permettons à'Jacques^Quillau',
Imprimeur & Libraire de la ille de Paris, d'imprimer un Livre intitulé : La Science
da Calcul des Grandeurs en géiral, Grc. composé par le Pere Charles R e y k e a u ,
Prêtre de notre Congrégatic, conformément au Privilège à Nous accordé par les
Lettres - Patentes du Roi, e date du 16 Mars 1689 , enregistrées au Grand-Conseil
le 2y Avril de la même annét, par lesquelles il est défendu à tous Libraires & Impri¬
meurs, d'imprimer & vendre acuns Livres composés par ceux de notre Congrégation ,
fans notre permission expressi, fous les peines portées par ledit Privilège. Donné à
Paris ce second jour de Juirmil sept cent quatorze.

Signé, ?, F. DE LA TOUR.
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