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NOUVEAUX ELEMENS

GEOMETRIE,
WCONTENANT,

OUTRE UN ORDRE TOUT NOUVEAU,
& de nouvelles demonftrations des propofitions les
plus communes,

De nouveaux moyens de faire voir quelles lignes font
incommen{urables

De nouvelles mefures des angles, dont on ne s €toit
. . Id ’
peint encore avifé,

- Etde nouvelles manieres de trouver & de demontrer
la proportion des Lignes.

SECONDE EDITION.

Ou il y a un traité tout nouveau des Proportions
& beauccup d'autres changemens confiderables,

A PARTS

Chez GUILLAUME DESPREZ > Tu¢ S. Jacques, & S, Prolper
& aux trois Vertus, au deflus des Marhurins,
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AVERTISSEMENT

{ur cette {feconde Edition.

A4 Geometrie ¢ff dune fi grande uti-
ol liré, € il oft i neceffaive de bien con-
NEH| nodrre les yapports qui [¢ vencontvent
entre diverfés grandenrs : qu'il eft pref-
que impoffible de faire aucun progres
confiderable dans les Arts liberanx, fans avoir quel-
que teinture de cette Science, il [Croir 4 deffier que
Lon s’y appliquit plus quwonne fiir (€5 que cette con-
noiffance devint plus commune. Car ontrve Lufage con-
tinuel qi'on en pent fairve dans tous les Arts.avec un
tres grind awantage s un efpric Geometrigue eft plus
Jufte que celuy qui ne Lef pas , € beauconp moins fa-
jer a prendye la wrai-fembiance pour la werité. C'ef?
pourquoy Lon ¢St vedewable a ceux qui travaillent a
rendye cette Science facile ; € en particulicrd I dutenr
non [eulement de nons awoir donne ces nonveanx
Elemens , fans lefquels plufienrs perfonnes n'auroient

s . A *
jamais eude goit pour une connoiffance qui demande
iy

'SCD LYON 1




tant dapplication : mais anffi de ce qu'il apris la
peine dé les corriger , & dy faire plufienrs change-
mens confidevables. La matiere quiy eft traitée , prin-
cipalement dans les quatre premiers livres: eft d.elle
mefme fi-abfivaitte ,quil ne faut pas s'étonner fiplu-
fenrs [ [ont aifement rebutez des entrée , & sils
ont été obligez tres [ouvent de commencer par le cin-
widme livre. Ceft dans le deffein delewer cette diffi-
culté que I Auteur y. a changé beancoup de chofes , &
gi'il a refuit entievement le ficond €5 le troifieme
Livve : ofs il explique la. mature des yaifons €& des
Proportions Geometiiques , oit fimples , foir compo-
[ees , awec beancoup plus de nettete €5 dovdre quil
#avoit fait dans la premiere edition. Et [on peut di-
re que la maniere dont il [e fert ne paroicya pas f
diffisile & conx qui wondront sy-appliquer un peu. Il
y awroit icy affezde fondement de s crendre Jorla bon-
t6 de cet Ouvrage,, qui fut vecen.des la premiere fois.
awvec tant - d'applandiffement. Mais il off plus & pro-
pos de ne poiitt prevenir les Leiteurs , Et Lon doit
¢fperer que I avancement que feront dans la Geome.
trie.cenx qui [¢ [erviront de ces Elemens ,en [féra une-
prenve. plus [ewre que tout.ce quon. en ponriois:
dire..




PREF A GE

147 Uo1QuE jaye quelque forte de liber-.-

= ¢ de parler avantageufement de ces
R\ Nouveaux Elemens de Geometrie ,
puifque je n'y ay point d'autre- part’
que celle de les avoir tirez dés mains
K= de. I’ Auteur pour les'donner au public;
mon deflein n’eft pas neanmoins d’en’
faire voir® icy I'excellence,, ny de les
propofer au monde comme un ouvrage forr confidera-
ble. Je ferois plitoft porté 4 diminuer l'idée trop hau--
te que quelques perfonnesien pouvoientavoir , étant tres'
perfuadé qu'il eft beaucoup plus' dangereux deftimer’
trop ces fortes de chofes, que de neles pas eftimeraflez,
La naturede routesles {ciences humaines ; & princi-
palement de celles qui entrent peu dans le commerce de
la vie, eft d’ére mélces d'utilitez & d’inutilitez : & je-
ne {cay{il’on ne peut point dire qu’elles font toutes inu.-
tiles en elles mémes; & qu'elles devroient pefler pour
un amufement enticrement vain & indigne de perfonnes
fages, {i elles ne pouvoient fervir d’inftrumens & de pre-
parations 4 d’autres connoiflinces vraiment utiles Ainfi’
ceux qui s’y atrachent pour elles mémes comme 4 quel-
que chofe de grand & de relcvé n’en conno {Iént pas le
vrayufage , & cette ignorance eft en enx un beaucoup -
Plus grand défaut .que s’ils ignoroient abfolumen: ces:
feiences, :
- 1if
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PR EEACE
Ce neft pas un grand mal que de n’eftre pas Geo-
metre ; mais c'en eft un confiderable que de croire que la

.Geometrie eft une chofe fort cftimable, & de s’eftimer

foy méme pour seftre rempli la tefte de lignes, d’an.-
gles , de cercles , de -proportions. C’eft une ignorance
tres blAimable que de ne pas {cavoir, que toutes ces fpecu-

larions fteriles ne .contribugnt rien 4 nous rendre heu-
reux ; quelles ne foulagent point nos miferes ; qu’elles

ne gueriffent point nos Maux ; w’elles ne nous peuvent

‘donner aucun contentement reel & folide; que Phom-

me n’eft point fait pour cela, & que bien loin que ces
{ciences luy donnent fujet de s'élever en luy-méme, elles

{ont au contraire des preuves de la baflefle de fon ef-

prit ; puifqu'il eft fivain & fivuide de vray bien, qu’il eft

«capable de s’occuper tout entiera des chofes fi vaines &

{i inutiles.

Cependant on ne voit que trop par experience, que
ces fortes de connoiflances font d’ordinaire jointes a
lignorance de leur prix & de leur ufage. On les re-
cherche pour elles mémes ; on s’y applique comme ades
chofes fort importantes; on en fait fa principale profeflion;
on fe glorifie des découvertes que I'on y fait; on croit
fort obliger lemonde fi I'on veur bien luy en faire part;
& Pon s'imagine meriter par launrang fort confiderable
entre lesfcavans & les grands efprits.

Si cet Quvrage n’a rien de ce qui merite la reputation
de grand Geometre au jugement de ces perfonnes , en
;guoy il eft tres jufte de les en croire ;aumoinson peut

ire avec verité que celuy qui I'a compof€ eft exempt
du défaur de la fouhaiteer , & que quoy qu'il eftime beau-
coup le genic de plufieurs perfonnes quife mélent de cet-
te {cience,, il w’a qu’une eftime tres mediocre pour la
Geometrie en elle. méme, Neanmoins commeil eftim.
poflible de fe paffer abfolument d’'une {cience qui fert
de fondement a tant d’arts neceflaires d la vie bumaine,
il peut y ayoir quelque utilité 2 montrer aux hommes
de quelle forte 1lsen doivent ufer , & deleur rendre cet-




PHROE & A CE:

te ¢tude la plus avantageufe qu'il eft poffible,
C’eft I'unique vus qu’a eiie I’ Auteur de ces nouveaux

] / -
Elemens. Il n’a pastant confideré la Geometrie » que

I'ufage qu'on en pouvoit faire ; & il'a cru qu’en €vitant-

ces défauts qui n’en font pas infeparables | on sen pou-
voittres utilement {ervir pour former les jeunes gens, non
feulement 4 la juftefle de I'efprit ; mais méme en quelque
forte d la pieté & aureglement des meeurs,

Pour comprendre lesavantagesqu’on en peut tirer, il -

faut confiderer que dansles premieres années de I'en-
fance I’ame de ’homme eft comme toute plongée & tou-

te enfevelie dans les fens, & quellen’a que des percep--

tions obfcures & confufes des objets qui fontimpreffion

fur foncorps. Elle fort 4 la verité de cet érat 4 mefure.
que fesorganes fe dégagent & fe fortifient par I'age, &
elle acquiert quelque libertéde former des penfces plus
claires & plus diftinctes , & méme de lestirer les unes des’

autres, ce que on appelle raifonnablement. Mais a.

mour des " chofes fenfibles'& exterieures luy étant devenu -
comme naturel ,.& par la corruption de fon origine & par-
Faccoitumance qu'elle 2 contra&ée durant Tenfance , .

les chofes exterieures font todjours le principal objet de

{on plaiﬁr & de fa pente. Ain{i non feulement les Jeunes”
gens ne fe plaifent gueres que dans les chofes fenfuelles; .
mais méme entre les perfonnes avancées en ageilyena-

peu qui foient capables detrouver du gouft dansune ve.-

rit€ purement fpiricaelle, & ot les fens n’ayent aucune-
part. Toute leur application eft tofijours aux manieres’

agreables ; ils n’ont de Iintelligence & de la delicateffe
que pour cela, & ils ne fe fervent deleur efprit que pour

ctudier 'agréement & ’art de plaire, par les chofes qui -

flattent la concupifeence & lesfens. :

Il me feroit aif¢ demontrer, que cette difpofition d’ef.
prit eft non feulement un tres grand défaur; mais que
c’eftla fource des plus %rands defordres & des plus grands
vices. Il eft vray quil n’y a que la grace & les exerci.
ces de pieté qui puiffent la guerir veritablement : mais

SCD LYON 1
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entre les exercices humains qui peuvent le plus fervir d
Ja diminuer , & adifpoferméme P'efpric 4 recevoir les ve-

ritez Chreftiennes avec moins d’oppofition & de dégoutt,

il femble quil n’y en ait gueres de plus propre que I'ctude

de la Geometrie: Car rien n’eft plus capable de déra-

cher 'ame de cette application aux fens, qu'uneautre ap-

plication & un objet qui n’a rien d’agreable felon les fens
& c’cft ce qui {e rencontre parfaitement dans cette {cience.

Elle n’arien du toutqui puiffe favorifer tant foit peu la
pente de 'ame vers les fens ; fon objet n’a aucune liaifon
avec la concupifcence ; elle eft incapable deloquence &
d’agréement dans le langage ; rien n’y excite les paflions ;

ellen’a rien du tout d’aimable quela verité, & elle la pre-
{ente 4 I'ame toute nué & dérachéedetout ce quel'onai-
me le plus dans les autreschofes.

Que files veritez qu’elle propofe ne {ont pasfortutiles
ny fort importantes , {i 'on en demeuroitla ;ileft nean-
moins tres utile & tres important de saccotitumer 4 ai-
mer laverité 4 la goufter ,d enfentirla beauté. EtrDien
fe fert fouvent de cette difpofition d’efprit, pour nous i1
re entrer dans Pamour & dans la pratique des veritez qui
conduifentau falut, pour nous faire voir Iillufion de tout
ce qui plaift dans les chofes fenfibles & exterieures , &
pournous rendre juftes & equitables dans toute la condui-
te dendtre vie ; cet efprit d’equité confiftant principale-
ment dansle difcernement & dans ’amour de la verité en
toutes les affaires que nous traittons. 2

Mais la Geometrie ne fert pas feulement 4 décacher
Pelpric des chofes fenfibles, & 2 infpirer le gouft de la
verité ; elle apprend auffi 4 la reconnoiftre & a ne fe
laiffer pas tromper par quantité de maximes obfcures &
incertaines, quifervent de principes aux faux raifonne-
mens dontles difcours deshommes font tout remplis. Car
filon y prend garde, ce quinous jette ordinairement dans
Perreur & nous fait prendre le faux pour le vray, n'eft
pas le défaut de la liaifon des confequences avec les prin-
cipes en quoy confilte ce qu'on appelle la forme des ar-

gumens




PREEACE.

gumens ; mais c’eft l'obfcuyité des principes mémes queé
n étantpas exactement vrais, & n’€tant pas aufli évidem.
ment faux , prefentent 4 Pefprit une lumiere confufe o
la verité & la faufferé font mélées, ce qui caufed plu.
fieurs un efpece d’ébloiiiffement qui leur fait approuver
ces principes fans les examiner davantage,

IL eft vray que la Logique nous donne deux excellen-
tes regles pour éviter cette illufion | qui font de définir
tous les mots équivoques, & dene recevoir jamais que des
WmWMCMH&m&mm.Mmcmmgﬂmﬁﬁ@u
Pas pour nous garantir d’erreur. Premierement, parce
qu'on {e trompe fouvent dansla notion méme del’eviden-
€e,en prenant pour €vident ce quine [eft pas. Eten fe.
cond lieu, parce que quoy qu'on fgache ces regles, on
n’eft pas totijours appliqué 4 les pratiquer. Iln’y a donc
que la Geometrie qui remedie en effet & 'un & 4 Pautre
de ces défauts, Car d’une part en fourniffant des princi.
pes vraiment clairs , elle nous donne Je modelle de Ja
clarté & de 'evidence pour difcerner ceuy qui 'ont de
ceux qui ne l'ont pas: & de Pautre, commeelle ne fe dif.
penfe jamais de obfervation de ces deux regles  elleac-
codtume 'efprit 4 les pratiquer, & i eftre todijours en
garde contre les équivoques des mots & contre les prin-
cipes confus, qui font les deux fources les Pplus commu.
nes des mauvais raifonnemens,

Il ne faut pas diffimuler neanmoins , que cette cofitu.
memémedemﬁnmwmmcean%ﬂpmennmmnmnchk
peutengager dans un défaut tres confiderable, qui eft de
vouloir pratiquer cette exaditude en toute forte de ma-
tieres, & de contredire tout ce quin‘eft pas propofé avec
Pevidence Geometrique.Cependant il y 2 une infinité de
chofes dont on ne doit pas juger en cette manicre , & qui
D€ peuvent pas efkre reduites 4 des demonftrations me-
thodiques. Et la raifon en eft, qu'elles ne dépendent
pasd’un certain nombrede principes groffiers & certains,
comme les veritez Mathematiques ; mais d’un grand nom-
bre de preuves & de circonftances quil faue que lefprir

€
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PREFACE.

voye tout dun coup, & qui n’étant pas convaincantes
feparément , ne laiffenc pas de perfuader avec raifon
lors quelles font jointes & unies enfemble. Laplufpart
des matieres morales & humaines font de ce nombre ;
& il y a méme des veritez dela Religion qui fe prouvent
beaucoup mieux par la lumiere de plufieurs principes qui
gentraident & fe fofitiennentles uns les autres, que par
des raifonnemens femblables aux demonftrations Geo-
metriques.

C’eft donc fans doute un fort grand défaut que de ne
faire pas diftinction des matieres , d’exiger par tout cette
fuitte methodique de propofitions ,.que I'on voit dans las
Geometrie ; de faire difficulté fur tour, & de croire avoir
droit de rejetcer abfolument un principe, lors qu'on juge-
qu’il peut recevoir quelque exception en quelque ren-
contre,

Mais fi ce défaut eft aflez ordinaire 4 quelques Geo-
metres , il ne naift pas neanmoins de la Geometrie mé-
me. Cerre {cience érant toute veritable ne peut pas au-
torifer une: conduite qui n’cft fondée que fur des princi-
pes d’erreur. Car il n’eftpas vray qu’un principe qui ne
prouve pas abfolument ne prouverien; & que né prou-
vant pas tout feul, il ne prouve pas crant joint a d’autres.
Il y a differens degrez de preuves. I yenadont on con-
clut la certitude, & d’autres dont on conclut I'apparen-
ce; & de pluficurs apparences jointes enfemble on con-
clut quelquefois une certitude a: laquelle rous les-efprits
raifennables fe doiuent rendre. Il m’éft pas abfolument
certain que I'on doive voir le Soleil quelqu'un des jours
de I’innde qui vient , je le dois neanmoins: croire ; & je
{erois ridicule d’en douter, quoy qu’il foit impoffible de
le démontrer. La raifon ne doit donc pas pretendre de
démontrer Geometriquement ces chofes ; mais elle peut
prouver Geometriquement que c’¢ft une fottife de neles
pas croire : Et C'eft en cette maniere qu'on {e peut fervir
de 12 Geometrie méme dans ces forres de maticres; pour
faire voir plus-clairement la force dela vray-femblance
qui nous les doit faire crotre,
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PREBAGE

Outre ces utilitez que 'on peut tirer de la Geometrie,
on en peut encore remarquer deux autres qui ne font
as moins confiderables. Il y a des veritez importantes
pour la conduite de la vie & pour le falut, qui ne laif>
fent pas d’eftre difficiles 4 comprendre , & qui ont be-
foin d’'une attention penible ; Dieu ayant voulu, comme
dit S. Auguftin, quele pain de 'amefe gagnaft avec quel-
que forte de travail auffi bien que le pain du corps. Eril
arrive de ld que pluficurs perfonnes s’en rebutent par
une certaine parefle, ou plitoft par une delicatefle d’cf
prit qui leur donne du degouft de tout ce qui demande
uelque effort & quelque forte de contention, Or I'é-
tude de la Geometrie eft encore un remede 4 cedéfauty
car en appliquant I’efpritd des veritez abftraittes & diffi-
ciles, elle luy rend faciles toutes celles qui demandent
moins d’application’; comme en accofitumant le corps a
porter des fardeaux pezans, on fait qu’il ne {ent prefque
plus le poids de ceux quifont plus legers. '
Non feulement elle ‘ouvre efprit & le fortifie pour
concevoir rout avec moins de peine; mais elle fait anffi
il devient plus étendu & pluscapable de comprendre
plufieurs chofes 4 la fois. Car les veritez Geomeatriques
ont cela de propre qu'elles dépendent d’'un long enchai-
nement de principes qu’il faut fuivre pour arriver a la
conclufion ; & comme cette conclufion tire {a lumiere de
<es principes, il faut que 'efprit voye en mefme temwps,
& ce qui €claire & ce qui eft éclaire, ce qu'il ne peut

faire fans s’¢tendre & fans porter fa veug plus loin que’

dans fes actions ordinaires.

Cette crendué d’efprir, qui paroift dans la Geometrie
eft non feulement tres-utile pour tous les fujets qui ont
befoin de raifonnement ; mais elle eft aufli tres admira-
ble en elle mefme; & il n’y a guercs de qualite de nétre
ame qui en fafle mieux voir la grandeur , & qui detrui-
fe davantage les imaginations bafles & groffieres de
ceux qui voudroient la faire pafler pour une matiere.
Car le moyen de s'imaginer qu'un corps, ceft 4 dire,

a3
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un cftre ot nous ne concevons qu'une ¢tendué ﬁgurée
& mobile, puifle penetrer ce grand nombre de princi-

pes tout {pirituels qu'il faut lier enfemble pour la preuve

des propofitions que la Geometrie nous démontre , &
qu’il porte mefme fa veué jufques dans linfiny pour en
afleurer ou en tirer plufieurs chofes avec une certitude
entiere? Elle nous fait voir par exemple, que la Diago-
nale & le coftéd’un Quarrén’ont nulle mefure commu.
ne, ceft a dire, que Vefprit voit que dans l'infinité des

parties de differente grandeur qu'on y peut choifir , il

n’yen a aucune qui puiffe mefurer exadement 'une &
I'antre de ces deux lignes.

On peut dire que toutes les propofitions Geometri-
ques font de mefime infinies en €tendiie ; parce que l'on
n’y conclut pas ce quon démontre d’une feule ligne,

d’un feul angle , d’un feul cercle , d’un feul triangle , mais:

de toutes les lignes, de tous lesangles, de tous les cercles,
de tous les triangles; & qu'ainfi 'efprit les renferme &
les comprend tous en quelque forte quelques infinis qu’ils
foient.  Or que tout cela fe puiffe faire par le boulever-
fement d’une matiere ,& qu’en la remuant elle devienne
capabBle de comprendre desobjets {pirituels , & d’en com-
prendre mefme une infinité, c’cft ce que perfonne ne fgau-
roit croire ny penfer, pourvi qu’il veiiille de bonne foy
fonger 4 ce quildit,

Ce font ces refléxions qui ont fait juger al’Auteur de-

ces Elemens, qu’'on pouvoit faire un bon ufage de la
Geometrie ;. mais ce n’eft pas neanmoins ce qui I'a porté
a travailler 4 en faire de nouveaux, puifqu’on peut tirer
tous ces avantages-des livres ordinaires qui en" traitent.

1

Ils portent; tous a aimer la verité ; ils apprennent ala

difcerner ;- ils: fortifient la raifon ils étendent Ja veug’

de Pefprit, & ils donnent lieu d’admirer la grandeur de
Pame de ’homme , & de reconnoiftre qu'elle ne peuteftre

autre que fpirituel]e & immortelle. Ce qui Juy a donc:

fair croire qu'il eftoit utile de donner une nouvelle for-
me a cetre {cienceeft , qu'ctant perfuadé que c’¢roit une

MEE————
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PREEAGE

chofe fort "avantageufe de saccotumer 4 rediiire feo
pcnfées aun ordre naturel | cet ordre €tant comme une
fumiere qui les éclaircit toutes les unes par les autres ila
totijours eu quelque peine de ce que les Elemens d’Eu.
clide etoient tellement confus & broiiillez , que bien loin
de pouvoir donner a Pefprit I'idée & le gouft du verita.
ble ordre , ils ne pouvoient au contraire que laccotitu.
mer au defordre & ala confufion;

Ce defaue luy paroiffoit confiderable dansune feience
dont la principale utilité eft de perfeGtionner la raifon ;
mais il n’euft pas penfé neanmoins a y remedier fans la
rencontre que je vasdire quil’y engagea infenfiblement.
Un des plus grands'efprits de ce fiecle , & des plus cele-
bres par I'ouverture admirable qu’il avoit pour les Ma-
thematiques ,-avoit faiten quelques joursun effay d’Ele-
mens de Geometrie ; & comme il n’avoit pas cette veud
de l'ordre, il s’eftoit contenté de changer plufieurs des
démontftrations d’Euclide pour en fubftituer d’autres plus
nettes & plus naturelles, Ce petit ouvrage érant tombé
entre les mains de celuy qui a depuis compofe ces Ele-
mens, il s’étonna qu’un {i grand efpric n’euft pas efté
frapp¢ de la confufion qu'il avoit laiffée pour ce qui eft:
de la methode, & cette penfée luy ouvrit en méme timps-
une maniere naturelle de difpofer toute la Geometrie .
les démonftrations s’arrangerent d’elles mémes dans fon
efprit , & tout le corps de 'ouyraze que nous donnons-
maintenant au public {¢ forma dans fonidée.

Cela luy fitdire en riant 4 quelques_uns de fes-amis, -
que s'il avoitle loifir il luy feroit facile de faire des Ele-
mens de Geometrie mieux.ordonnez que ceux-que P'on
luy aveir montrez ; mais ce n’étoit encore qu'un projet!
en lair qu’il avoit peu d’({perance de pouvoirexecuter,
quoique quelques perfonnes 'n priaflent 5 parce qu'il au.
roit fair fcrupule d'y employer un tempsowil auroitefte
en eftarde faire quelqu'autre chofe;

Il eft arrivé neanmoins depuis que’ diverfes rencon-
tres luy: ont donné. le loifir dont il avoit befoin pous:

& iij
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cela. 11 fut une fois obligé par une indlpofition de
quitter fes occupations ordinaires , & il trouva fon {oula-
gement en {e déchargeant d’une partie de ce qu’il avoit
dans Iefprit fur cette matiere. Une autrefoisil fe trouva
quatre ou cing jours dansune maifon de Campagne fans
aucun livre , & il remplit encore ce vuide en compofant
quelque partie de ce Traite. Enfin en ménageant ainfi
quelques petits temps, il a achevé ce qu'il avoit deflein

de faire de cct ouvrage , s’étant borné d'abord 4 la Geo-

metrie des Plans comme pouvant fuffire au commun du
monde. '

Quelques perfonnes fe font éronnez quen écrivant
d’'une matiere {i ¢tendiie, & qui a efté traitce parun fi
grand nombre d’habiles gens, il ne ledt pour celaaucun
livre de Geometrie ,n’en ayant point méme dans fa Bi-
bliotheque : mais il leur répondoit, que l'ordre le con-
duifoit tellement,qu’il ne croyoit pas pouvoir rien oublier
de confiderable. 1l ajofitoit méme que cet ordre ne
fervoit pas feulement & faciliter Iintelligence & a foula-
ger la memoire ; mais qu’il donnoit lieu de trouver des
principes plus feconds, & des demonftrations plus nettes
que celles dont on fe fert d'ordinaire. Et en effet il n'y
a prefque dans cesnouveaux Elemens que desdémonftra-
tions toutes nouvelles ; qui naiffent d’elles mefmes des
principes qui y font érablis, & qui comprennent unaflez
grand nombre de nouvelles propofitions.

On voit aflez par 1a quiil n'eftoit pas fort difficile 4
I’ Auteur de la nouvelle Logique ou Art de penfer, qui
avoit veu quelque chofe de cette Geometrie, de remar-

uer, comme il a fait dans la 1V¢ Parue, les défauts de
la methode d’Euclide,, & d’avancer qu’on pourroit dige-
rer la Geometrie dans un meilleur ordre. C’éroit devi-
ner les chofes paflées. Mais cetre avance qu’il avoir fai-
te, fans fe hazarder beaucoup ,a depuis fervy d’engage-
ment 4 produire ce petit ouvrage, a quoy I’on n’auroit
peut eftre jamais penfé. Car rant de perfonnes ont de-
mandé au Libraire une nouvelle Geometrie, qu'on n'a
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pas pit la refufer aux inftances qu’il a faires de leur pare

pour 'obtenir , n’étant pas jufte de {e faire beaucoup prier

pour fi peu de chofe.
On s’eft donc refolu de la donner au public, & de le

rendre juge de Putilite qu'on en peut tirer.  On croitfeu. -

Jement devoir avertir le monde qu’il y aura peut-eftre
quelques perfonnes qui pourront trouver les IV, premiers
Livres un peu difficiles, parce qu'on s’y eft fervy dedé.
monftrations d’Algebre, aufquelles on a quelque peine
d’aborddas’accotitumer. La raifonquia obligé d’en ufer
ainfi eft, que traictant des grandeurs en general entant
que ce mot comprend touteslesefpeces de quantité , on

ue pouvoit pas {e fervir de figures pour aider 'imagina--

tion; outre que 'on jugeoit qu’il ¢toit urile de fe rom-
pre d’abord a cette methode ,.qui eftla plus feconde & la
plus Geometrique ymais ceux neanmoins a qui elle feroic
trop de peine ont moyen de s’en exempter en commerii-
gant par le V¢ Livre, & en fuppofant prouvees quelques
propofitions qui deépendent des quatre premiers. Ce re-
mede eft aife , & il ne les privera pas du fruit qu’ils pour.
ront tirer de la methode de ces Elemens,lors qu’en une
feconde le&ureils les liront tous de fuite.

Pour les autres jugemens qu'on peut faire de cet
Ouvrage , comme il eft facile de les prévoir, il femble
aufli qu’on n'ait pasfujet de s’en mettre en peine. Car
s'il fe trouve des perfonnes qui le méprifent par des
principes plus €levez , & par un éloignement de toutes

ces fortes de {ciences, peut-eftre ne feront-ils pas fore’

é!oignezz di fentiment de PAuteur. S’il y en a qui le
blament comme Geometres en y remarquant’ de verita-
bles fautes, ils {eront encore d’accord avec luy , parce

qu'’il fera todjours tout preft deles corriger.. Enfin ceux:

qui le reprendront comme Geometres ,mais en fe trom-
pant, ne peuvent pas luy eftre fort incommodes, parce
que c’eft une maticre ou les veritez font i claires, quiel-
les n’ont gueres befoin. d’apologie contre les injuites
accufations. .
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dont on s'ef fervi dans ces Elemens [ans les definir ,

parce quils fint plitoff de Logigue que de
Geometrie.

X1omEe. On appelle ainfi une propofition fi

claire qu'elle n’a pas befoin de preuve : comme;

Que le tout ¢ff plus grand gue [a partie. Voir la
Logique av. Part. Chap. v1.

Demanpe. On fefert de ce mot quand on a quel-
que chofe 3 faire , quieft fi facile qu’on a pas befoin de
preuve pour demontrer quon a faitce que Pon vouloit
faire : comme; Décrire un Cercle d'un intervale donné.

DeriniTionN. Ce quon appelle de ce nom en
Geometrie eft la determination d’un mot qui pourroit
former diverfes idées, 2 une idée {i claire & fi diftin&e
quelle revienne totjours dans lefprit lorfqu’on fe fert
de ce mot: comme; On dppe[fe Pdrd[[e’!ogn;zmme zm.;-ﬁ_
gure dont les coffex oppofex foni paraileles. Voyez I'Artde
penfer 1. Part. Chap.xr.

TueoremME. ‘On nomme ainfiune propofition dont
il faut démontrer la verité : comme y gue le quarré de Iz
baze d'un angle droit ¢ff égal aux guarrez des deux coffex.

ProsremE. Cleft aufli une propofition qu’il faut
démontrer ; mais dans laquelle il s'agic de faire quelque
chofe, & prouver qu’on a fait ce quon avoit propofé
de faire:comme; Faire paffer par un point donneune ligne
parallele @ une ligne donnée.

Lemme. Cleft une propofition qui n’eft au lieu ot
elle eft que pour fervir de preuve a d’autres qui {uivent.
On en peut voir des exemples au commencement des
Livres VI. X. & X L.

COROLLAIRE
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Cororraire. Cleft une propofition qui n'eft
iqu‘une {uite d’une autre precedente,on €n peut voir un
grand nombre dans le Livre IX,
~ Mais il faut remarquer, que pour mieux faire voir la de_
pendance qu'avoient plufieurs propofitions d’une feule
qui en. croit comme le principe & le fondement | on a
quelquefois mis en Corollaire ce qu’on auroit pa mettre
en Theoreme, fion avoit voulu,

Et pour la méme raifon, il y a de certains Theoremes
a qui on a donné€ lenom de Propafition fondamentale ; par-
ce que toutes les propofitions d’une certaine matiere en
dépendent. On en peut voir des exemples dans les Livres
Nk VIDE X. X1

Explication de quelques N otes.

§
; Uorque ces Notes foient expliquées chacune en
fon lieu ; neanmoins on a crules devoir encore met-
tre icy , afin de les faire mieux entendre

= Plus; ainfi 9 —+3, c’efta dire; neuf plus trois.

—— Moins : ainfi 14 — 2, Ceft & dire; quatorze moins
deux,

= Marque de Pégalité jainfi 9 —+ 3 = 14—, cefta
dire ; neuf plustroiseft égala quatorze moins deux.

:: Ces quatre pointsentre deux termes devant,& deux
Termes aprés marquent que ces quatre termes font pro-
portionels ouarithmetiquement, on geometriquement.

Ainfi, Arithmetiquement 7.3 : : 713, 9.

Et Geometriquement 6. 2 ':: 12. 4.

<. Ces mémes quatre points avec une ligne qui les
coupe marquent la proportion continiieyainfi —=-3. 9. 27,
c’eft 4 dire,3 eft 2 9 ; comme g eftd 27,

‘Deux lettres enfemble comme 4d, marquent quelque-
fois une grandeur de deux dimenfions, comme un " plan
dontla longueur foit4 & la largeur d. Mais d’autres fois

1
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ce n'eft quune ligne dont ces deux lettres marquent les
deux extremitez ; ce quil eft aifé de difcerner par lefujet

que I’on traite.
Les livres font divifezen nombres par des chiffres qui

font en marge : & c’eft feulement A cela quion a €gard
dans les citations & les renvoisd quelques points deslivres
precedens ; le premier chiffre, qui eft romain marquant
le livre ; & lefecond qui eft Arabe, marquant le mombre
de ce livre. Ainfi V.29, veut dire /e vingt- newviene nom-=

bre du livre cinguicme.

Que fi 'endroit ot 'on renvoie eft du méme livre,; on
cite quelquefois un tel Theoréme, ou untel Lemme | ou
bien le nombre precedent avce cette marque S. qui veut
dire fupra comme S.15. c'cft adire, cy-deffus, nombre 15.

£3323RANARRRAIIARERAN
‘FAe BB

De ce gt eft tr ité dans c/ﬂaqm Livre.

On pourroit dire beaucoup de chofes furl’ordre
quona fuivy dans ces Elemens, & pour faire voir
quileft beaucoup plus naturel qu'aucun autre ait
jamais obfervé dans ces matieres. Mais.onaime
mieux en laiffer ¢ jugement a ceux qui les liront;
& l'on fe contente d en reprefenter Ie planen fai-
{ant voir de fuite ce qui cft traité dans chaque
Livre.

IvRE PREMIER. Desgrandeurs en General , €~ des
gquatre Qperations, Ajouier, Soufraire ; Multiplier,
Divifer entant gu'elles [e pewvent appliquer i toutes fortes
de gmndmﬂ. Page &




LiverEe 1L Dela Raifon & Proportion Geomerri
ques. Page 25
Livre I1L Delz Raifon compofec,oi Ponfuit voir
anffi comment on peut faire [ur les Raifons les guatre operations
communes, Ajoiter; Soufiraire, Multiplier, Divifer Page 6o
Livre IV. Des Grandenrs commenfurables @rincom-
menfurables. Page 75
LiveRe V. Delétendiie. De la ligne droite & cir-
¢nlaire. Des droites perpendiculaires & obligues, Page 123
LivrRe VI Deslignes paralleles. Page 147
Livee VII. Des lignesterminéesa une circonference,
ou il eft parlé , Des Sinus, & de la proportion des arcs de
divers cercles @ leurs circonferences, ¢n du parallelifme des
lignes circulaires. Page 164
Livre VIIL Des Angles rectilignes. Page 188
Livre IX. Des dngles gui ont leur fommet hors le
centre du cercle , dont les ares ne laiffent pas de les mefa-

rer. Page 205
LxivrEe X. Des Lignes proportionelles. Page 135
Livr & XL Des lignes reciprogues, Page 156
Livew X1L Des Figures en general confiderées felon

benrs angles & lears coffez, Page 299
LivrRe XIII Des Triangles ¢r Quadrilateres conf-

derex_[elon lenrs coffex @ lenrs angles. Page 319

Livre XIV. Des Figures Planes confiderées [elon
lenr aire;c'efl a dive felon la grandenr des [furfaces qu’elles

seontiennent. Et premierement des Reltanqgles. Page 340
Livee XV. De lamefure de Iaire des Parallelogram-
mes, des Triangles ¢ auntres Polygones. Page 364

& L-Ed ©- N _
d'un Probléme d drithmesique appellé
LES QUARREZ I\'IAGIQUES. 387

Y
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EXTRAIT DU PRIVILEGE DV ROT.

TYAr Grace & Privilege du Roy, donné 2 Chaville , le 250
P uillet 1683. Signé par le Roy en fon Confeil, JoNQuIER,
& fcellé. Il éft permis 3 Guiraume Deserez, Marchand Li-
braire & Paris, de rimprimer faire rimprimer , vendre & debiter
dans tous les lieux de obeiflance de fa Majefté, un Livre intitule
Nouveanx Elemens de Geometrie, avec les corretions , change-
mens & augmentations’ quiy ont efté faites, durant le temps & ef-
pace de dix ans, a comprer dujour qu'ils feront achevez d’impri-
mer la premiere fois en vertu defdites Leteres de Privilege, avec
deffenfes a toutes perfonnes de quelques qualité & condition
qu'ils foient , Libraires , Imprimeurs, ou autres ,de le rimprimer
faire rimprimer, vendre ny debiter fous quelques pretextes que ce
foit & peine de trois mil livres d'amande , de confifcation des
Exemplaires contre-faits,8c de tous depens dommages & interefts,
ainfi quileft porté plus aulong dans lefdites Lettres de Privilege.

Regiftré dans le Regiftre de la Communanté des Libraires & Im-~
primeurs de Paris,le 26, jour de Inillet 1683. :

- Achevé d'imprimer pour la premiere fois en vertu du prefens
Privilege, le 1. Septembre 168;.

FAUTES A CORRIGER.

PAgc 40. lign. 16, au licu de C. G, lifez G. C
Page 45. lign. 18, au liew de L B
I B

i L 3
Lign. 19. au licu de —vl-;g- lifz —-
3 [

P : S 1 ¥ ¢ el
aw lien de - 7 WOIDE 7 lifez o moins —
Page 43. l_’%n 10. au licu de enrre celles, lifez entre elles.
Page 50 lign. 20 au licu de galement continuees lifez égalemens contenties.
Page 63 lign. 25 au liew de =2 .. p p,

non

B
cm. lifez 'E": :: bn. em. ‘
= ’
Page 64 lign. 5. aw lien de BG—*CF lifg 20=-C ¥
. ‘ : P R T
Page 57 lign. 8 au licu de rrifon, lifez raifon.
Iign, 12 au lizu de Pantecedent de la raifon, lifez antecedent dela feconde.

Page 72 lign. 17 au licu de raifon doublée leurs racines, lifez raifon doublée de leurs racines.
Page 81 lign. 31 au lieu de muleipliez, lifez multiples.
Page 84 lign. 15 au lieu de mulciplié, lifez muliple.
Page 20: liga, 31 au lieu de k. ¢ %. lifez k. x ¢
Page 203 lign. § au liew de s n p. lifez mp »
Page 279 hign. j5 au lieu de angles, lifez arcs
Page 374 lign. 35 au liew de bh=cc-- dd --dy lifez bb=ec--dd--2dy
Page 3¢5 lign. 15 au licu de plus le re@angle, lifez' plus deux retangles.
Page jg57 lign.33 au lieu de du decagone, lifez du pentagone.
lign. 34 au licu de le quarré du pentagone, lifez le quarré du cofté du pentagone.
Page 373 lign. 18 ap leu de be mni: sn—fplilcztc mn :: e—f. p—+n
ligni 2e au lieude be mn i: ¢—+b Bt
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NOUVEAUX ELEMEN

GEOMETRIE

LIVRE PREMIER.

DES GRANDEURS EN GENERAL.
ET DES QUATRE OPERATIONS,
Ajoiiter, Souftraire, Multiplier ,. Divifer
entant qu'elles fe peuvent appliquer
a toutes {ortes de grandeurs.

S

SurrosiTions GENERALES.

A OVTES les Sciences. fuppofent des con-
\&Ssy noiffances naturelles , @~ elles ne confiffent
8 proprement qu’a étendre plus loin ce que mous
NE [cavons naturellement.
e A INST guoy gu'il femble gue ce [oit con-
2y tre le vray ordre des fciences de fuppofer dans
ce quine [e doit traitter que dans les inferien-
7es , comme qui [uppoferoit dans la Geometrie, ce quine S ap-
prendroit que dans I Aftronomie s neanmoms ce n'eff point
Contre. cet ondre que de fuppofer dans une [iience fuperiente
A
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ce qui regarde objet de Vinferieure , lors que nous ne [uppo-
foms que ce qui fe pent [cavoir parla [eule tumicre naturelle
[ans Paide d'aucune fcience.

C’EST POURQUOY ayant entrepris de iraitericy de Iz
quantité on grandenr en general , entant que cemot comprend.
Pétendué , le nombre | le temps , les degrex de viteffe, & ge-
nerallement tont ce qui (¢ pent angmenter en ajoiitant on mul-
tipliant 5 @ diminuer cn. [oufirayant ou divifant , €. je
ne feray point de difficulsé de [uppofer quon [cait de certai-
nes chofes qui femblent appartenir a la [ience des mombres
gion appelle Arithmetique 5 o a la [iience de [étendué
gu'on appelle Geometrie 5 parce que je me (uppoferay rien
g on ne puiffe fravoir [ans L aide de- ! Arithmetigue on de
lix Geometrie pour pew & attention gu'on y faffe, on quony

it déja fait.

PREMIERE SuprPOSITION.

Jr fuppefe donc premierement quon fcache ajotiter
& multiplier de petits nombres , comme que 4 & 5 font
9, que 3 fois 5 font 15 , &c.

SECONDE SuprOSITION.

SecoNpEMENT quon fcache que ceft la mefme cho-
fe dans la multiplication de commencer par lequel on
veut des deux nombres que 'on multiplie : comme que
3 fois 5, eft la mefme chofe que s fois 3, que 4 fois 6,
cft la mefme chofe que 6 fois 4.

TROISIEME SUppOSITION..

J & fuppofe en troifiéme lieu , que I'on {cache que ce
quon appelle corps, efpace, étendu¢, ( car tout cela
fignifie la mefme chofe ) 4 trois dimenfions, longueur,
largeur , & profondeur. Et que ?uand on les confidere
toutes trois ; c’eft alors que cette forte de grandeur s'ap-
pelle proprement corps ou Solide. Que quand on nen
confidere que deux, fgavoir la longueur & la largeur,
on Yappelle alors Surface. Et que quand on n’en confi-
de qu'une, fgavoir la longueur , on l'apppelle alors
Ligne.




UATRIEME SUPPOSITION.

E fuppofeen quatriéme licu, que la multiplication &
la divifion fe peuvent appliquera toutes grandeurs, & non
feulement aux nombres. Car par exemple dans '¢tendug
on appelle multiplier la longueur par la largeur | lors
quayant un morceau de terre de 4 perches de lon-
gueur & 3 de largeur , on dit que ce morceau de terre 2 12
perches de furface. Et au contraire | on appelle divifer,
lors que fgachant par exemple quel eft le contenu d’un
morceaun deterre , comme qu’il eft de 12. perches, & fca.
chant auffi quelle en eft la longueur, comme de 4 per-
ches , on en cherche la largeur qui fe trouvera effre de
3 perches. On pourroit encore donner une autre notiom:
de la multiplication & de la divifion par rapport a 'unité..
Mais celle-1 fuffit pour ce que nous avonsa faire , & lautre:
ne fe pourroit bien expliquer qu'en fuppofant des chofes:
dontnous ne parlerons que dans la fuite,

CiNnquiEmMe Surrosition.
JE fuppofe en cinquiéme lieu que l'on fe puifle met- vy,
tre dans l'efpric que ce qu'on appelle les trois dimenfions
dans les corps s'applique par accommodation 4 toutes les
autres grandeurs | & mefme aux nombres.
CAr on les confidere quelquefois comme n’ayant
quune dimenfion lors qu'on ne fuppofe point qu’on les:

A ij
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ait multipliez par une autre grandeur. Et alors on les
ppeut appeller grandeurs lineaires: comme eft par exem-
ple le nombre de 7, quon ne confidere que comme ef-
tant compof¢ de fept unitez.

ET quelquefois on les confidere comme ayant deux
.dimenfions lors qu’on fuppofe qu’une grandeur eft née
de la multiplication de deux lineaires ; & alors on les peut
appeller grandeurs planes. Comme eft par exemple le
nombre de 12, lors quon le confidere comme eftant né
de la multiplication de 3 par 4. ;@7

Et enfin on les confidere comme ayant trois dimen-
fions lors quon fuppofe qu'une grandeur eft née de la
multiplication de treis grandeurs lineaires , ou d’une pla-
ne qui en a desja deux, par unc lineaire. Et alors on peut
ap cller ces grandcurs {olides. Comme eft par cxemple
le nombre de 24 , quandon le confidere comme n¢ de la
multiplication de ces trois nombres 2. 3. 4, parce que 2
fois 3 font 6, & 4 fois 6 font 24.

SIXIEME SUPPOSITION.

J & fuppofe enfin qu'on saccoitume d concevoir ge-
neralement les chofes en les marquant par des lettres fans
{e mettre en peine de ce quelles ﬁ%niﬁent , puis qu'on ne
s’en fert que pour conclure que belt b, queceltc,ouce

ui eft pris pour la mefme chofe en matiere de grandeur,
Iqur tout en general,, que 5 eft égald b, & cdc, ou que &
mulriplié par ¢ eft ¢gal 4 multiplié par ¢, ou felon la
2¢ Suppolfition 4 ¢ multipli€ par é.

CETTE remarque et de grande importance. Car on ne
feroit que (¢ broiiiller f§ dans ces commencemens qus doivent
eftre tres-ﬁ{;zples on vouloit appliquer ce g on traite genera-
Jement & des exemples particuliers dont L connoiffance dé-
pendroit d autres principes. Et de plus , Pune des plus grandes
wtilitex de ce traité , eff d'accontumer Pefprit & concevoir les
chofes d'une maniere [pirituclle fans Paide d'ancunes images
[fenfibles , ce qui [ert beancoup a nous rendre capables de la
connoiffance de Diew & de noffre ame,

i




DE GEOMETRIE, L1v.I. s

PRINCIPES: GENERAUX.
Du Tour ET DES PARTIES.

Toutk grandeur eft confiderée comme divifible en
{es parties.

La grandeur eft appellée onz au regard de fes par-
ties.

Lors qu’une partie de la grandeur eft contenué preci-
{éent tant de fois dans {on tout , comme 2 fois, 3 fois,
4 fois., &c. elle s’appelle partie aliquote., ou fimplement
aliquote.

On dit aufli qu'elle en eft /z mefure ; parce quelle la
mefure juftement eftant prife autant de fois qu’il faur,

Ainfi 3 eft partie aliquote de ¢ , parce qu’il y eft
trois fois ; 5, partie aliquote de 20, parce qu'il y eft 4
fois.

uand les parties aliquotes d’une grandeur font au-
tant defois dans leur tout que les parties aliquotes d’une
autre grandeur dans le leur, elles font appellées aliguotes
pareilles. Ainfi 3 & 4, font les aliquotes pareilles de g &
derz, parce que 3 eftautant.de foisdans 9 , que 4 dans 2,
Pun & Tautrey eftant 3 fois.

Le tout eft mefurea foy-mé&me, parce quetoute gran-
deur eft contenué une fois dans foy-méme.

On appelle portion toute partie aliquote ou non ali-
quote. Ainfi 4 eft une portion de 13; 5 de 7.

A K10 MES
De r’EcArrTe ET INEGALITE.

Le tout eft plus grand que fa partie.

Le tout eft €gal a toutes fes parties prifes enfemble,

Les grandeurs €gales 2 une méme grandeur font éga-
les entr'elles. '

V114,

1X,

XL,

XI1,

XV,
XVI

XVIIL,

Si 4 grandeurs €gales on en ajotite d’égales, les tous x virr,

font égaux,
Si de grandeurs égales on en ofte d’égales , les reftes
feront ¢gaux,
Si de grandeurs inégales on en ofte d’égales, les reftes
feront inégaux,
A iij

XIX.

X X.
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X2 XI,

XXILL,

XX111,

X X1V,

xXXY.

XZXVIL

XXVIEL,

XX VI,

6 NOUVEAUX ELEMENS

Si a grandeurs inégales on en ajofite d’égales , les tous
feront inégaux.

Les aliquotes pareilles de grandeurs €gales font égales..
Par exemple, fiseftégaldc, letiersde 4 fera égal autiers
de ¢, cela eft manifefte.

Et par la mefme raifon deux grandeurs font égales-
quand leurs aliquotes pareilles font €gales. Sile tiersde 4
eft égal au tiers dec, 4eftégalac, car 4 eft égalafes trois
tiers, & ¢ aux trois fiens, ‘Or {i untiers eft €gal d untiers,
les trois tiers font égaux aux trois tiers : puis que ce neft
quajoditerchofes dgales 4 chofes ¢gales. Donc, &c.

On peut marquer ainfi qu'une grandeur eft egale &
une autre , comme quebeft €gala ¢, 6 =

DES QUATRE OPERATIONS.
AJOUTER: &c.
ApDITION.

Ajotiter, ou Addition, c’eft mettre deux ou plufieurs
grandeurs enfemble., & en faire comme un tout qui s’ap-
pelle fomme.

Cela s’exprime ainfi 4, plus ¢, & fe marque ainfi 4 —c.

SousTRACTION.

Souftraire , ou Soufrattion, c’eft retrancher une moin-
dre grandeur. d’une plus grande. Et ce qui refulte de la
sappelle z¢fe ou difference. Car ce qui refte de la plus
grande eft ce en quoy la plus grande furpafloit la plus
petite. Si de 5 je reramches, reftez , & 2 eftla differen-
ce de 54 3.

La Souftraction s'exprime ainfi, 4 moins ¢, & fe mar-
que ainfi 6—oc.

MuLTIPLICATION.

Multiplier ou Aswitiplication , Ceft quand ayant deux.
grandeurs comme 4 & ¢, je fais que.ce que Tunite eft 4
Pune des deux, Pautre I’eft 4 ce qui refulte de la Mul-
tiplication., qu’on appelle produit,

Une toife eft 4 3 toifes, ce que 4 toifes font 4 125 Et
ainfi 12 toifes eft le produiz de 3 roifes multiplices par 4.

Cela s'exprime ainfi quand on ne {e ferc que de let-




DE GEOMETRIE,LIv.I. -
tres b en ¢, ou s par ¢; 1l y en a qui le marquentain.
{ibx cymais il eft plus court de les metere {feulement
enfemble 4 ¢, & nous ne nous fervirons que de ce dernier.

Il fauc remarquer qu’une grandeur marquée par un
feul caractere comme &, ou s, s'appelle grandeur lincaire,
felon la 5* Suppofition. Que quand en les joint enfemble
en meteant 4 ¢, cela ne veut pas dire que Pune foit ajoti-
tée a l'autre (ce qu'il faudroitmarquer par  — ¢, 4 plus
¢y;) mais que Yune eft muldiplice par Fautre , d'ou naift
ce quonappelle produit.

ue s’ilny a euque deux grandeurs lineaires quiayent
eft¢ multiplices Pune par autre, ce produiz sappelle gran.
denr plane ou plan,

Et les deux' grandeurs lineaires d’ou ce plan a efté
produit, sappellent fes dewx dimenfrons , ou fes deux
coftez.

Et fi ceft la mefme grandeur lineaire qui a efté mul
tiplice par foy-mefme., comme fi 4 en 4 a fait 44 , Ce
plan s'appelle guarré. Et cetre grandeur lineaire [z racine.
‘On marque quelquefois le quarré ainfi 42 ceft 4 dire 4
quarré, ou 4+ c'eft a dire 4 de deux dimenfions.

‘Que fitrois grandeurs lineaires font multiplides Pune
par l'autre , commeéen ¢, & b cen d. ce quifait 4¢cd, ou
ce qui eft la mefme chofe {i une grandeur plane, comme
& ¢ eft multiplice par une lineaire , comme pard, ce qui
faitaufli 4 ¢ d, ce produit sappelle folide , ouune gran.
deur 4 3 dimenfions.

Et fi c’eft une mefme grandeur quieft multipliée 2 fois
par elle-mefme, comme b ens, & bben b , Ou ce qui eft
la mefme chofe fi un quarré comme 4 4 eft encore une
fois multiplic par 4 fa racine, ce qui fait4 64 , ce folide
sappelle cabe, & 4 la racine de ce cube,

Onxnmquequdqmﬁﬁsk cube ainfi 4+ ceft 4 dire 4
cube, ou 43 ceft 4 dire 4 de trois dimenfions,

Division.

Divifer ou divifion , Ceft lors: qwayant une grandeur

qui s'appelle divifenr, parce qu'elle en doit divifer une

e
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XXX1L

XXX,

XXXITL

XXXIV,
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autre , qui s’appelle dividende, on fait que comme le 47
vifear eft au dividende , Punité foit 4 ce qui naift de a
divifion: qu’on appelle guozient.

Afin que 3 divife 12, 1l faut que je trouve un nombre-
4 qui 'unité foit comme 3 eftd 12, & ce nombre eft 4.
car 3 eft quatre fois dans 12,.comme l'inité eft quatre
fois dans 4.

La divifion sexprime ainfi 4 ¢ divifé par p; & fe mar-
que ainfi % & cela s’appelle guotient , comme jay desja
dit ; & la grandeur de deflus eft le dividende ou grandenr
a divifer, & celle de deflous le divifeur.

Ceft prefque totjours une grandeur de plufieurs di-
menfions qu’on divife par une grandeur de moins de di-
menfions. Cir la divifion-eft oppofée ala multiplication,
comme la fouftraction 4 I’addition , d’ou vient que la
multiplication du divifeur & du quotient fait une gran-
deur ¢galeala grandeur a divifer; parce quelamulcipli-
cation refait ce que la divifion avoit défait. Erd’oti vient
aufli parla mefme raifon que fi on veut multiplier une

randeur divifée par le divifeur méme, onn’a qu’a ofter
le divifeur, & la grandeur a divifer demeurant feule, fera
le produit. Ainfile produit de & en geft 4 ¢

La divifion eft de peu d’ufage dans le traité de la gran:
deur engeneral, parce qu’on ne {cauroit d’ordinaire dé¢-
terminer un quotient qu'en defcendant a quelque efpece
de grandeur , comme I'érendué ou le nombre.

Il n’y a qu'une rencontre ol on le peut, qui eft lors
quele mefme caradere fe trouve dansla grandeur a divi-.
fer & dans.le divifeur: Car alors oftant ce caractere de.
Pun & de lautre, ce qui reftera fera le quotient.

Ainfi ayant <= le quotient fera ¢,
Ayant t:i]e quotient fera d.
Ayant ‘:.4]e quotient fera ¢ d:
BDES GRANDEURS
INcomPLEXES ET COMPLEXES.

Outre ce que nous avons remarque que 'on pouvoit
confiderer les grandeurs comme n’ayant qu'ung dimen-

fion,,

|
|
i
1




DE GEOMETRIE, LIv.I.

fion; ou en ayant plufieurs : on peut encore confiderer
toutes ces fortes de grandeurs lineaires, planes , ou fo-
folides comme incomplexes , ou comme complexes.

Jeles appelle incompleses quandon confidereune gran. XXXVIL.
deur d’une ou de plufieurs dimenfions i part,comme 4,
oucd, oumn.a, fans y rienajotiter ou en rien ofter.

Ex jelesappelle complesces quand on y en joint d’autres XXXVII
demefme genre par un plus ou un moins | ou qu’on mar-
que par un chiffre que la méme grandeur fe doic prendre
plufieurs fois, comme 4 —t. 6,00 —¢—+dond — f Z,
OLIéf—i-fg, Olléc—q‘fg__.m 7.

Ou par des chiffres 3 4.

Or commeil ya quelque difficulté un peu plus grande
pour faire lesoperations dont nous venons de parler fur
les grandeurs complexes, nousen donnerons les princi-
pes & les regles,

PRINCIPES
POUR FAIRE LES QUATRE OPERATIONS
SUR LES GRANDEURS COMPLEXES.

1. CuaqQue grandeur incomplexe dont la complexe eft XX x1x.
compofée fe pent appeller zerme.

2. L plus & le moins font appellez fignes. XL

LE plus — figne affirmatif , lemoins , — frzne negatif.

3. PAR tout ou n’eft point le figne negatif, 'afhrmatif XLI.
eft fous-entendu. Ainfi 4 £, vaut — 6 —+ ¢, Mais il fe-
roitinutile de marquer le plus au commencement, 3

4. L plus & le moins d’une méme grandeur ou ter- XLIT
me font égaux 4 rien, ouwvalent zero. Car 'un oftant ce
que lautrea mis, ilsne demeure rien. Ainfi 44 , ce n’eft
rien, 4 —c,—¢.ne vaut ques. Cela eft aufli important
que facile,

5- Lors que le méme terme eft plufieurs fois repeté XLIIL,
dans une grandeur complexe , i c’eft todjours avec le
mefme figne, foit affirmatif , {oit negatif, on peut nele
metere qu’une fois avec fon mefme figne , en marquant
parun chiffre combienil doit eftre pris de fois. Ainfi pour
b =+ ¢+ c—+c, on peut mettre b plus 3¢, ou 4 —+ 3c:au
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lieu de b—g—g—¢g, OD peut metere 6 moins 3 g, ou
b—3 1.

6.31\%;\15 fi la méme grandeur ou terme eftavec des fi-
gnes divers ,on peut alors felon le principe 4, ofter ce
terme de la grandeur complexe autant de fois qu'il eft
avecun plus & avec un moins. Ainfi b—¢ Ol
ne vaut que s, parce quecs eft autant de fois ofte que mis,
& ainfiil ne refte rien. Ques'il y avoit un plus davanta-
ge , comme b —.¢ —+c—c, alors il le faudroit laiffer une
fois avec plus b — ¢ , & de méme ’ily avoitun moins
davantage..

ADDITION
pEs GRANDEURS COMPLEXES

Pour ajoliter une grandeur complexe, comme b,
4 une autre grandeur oucomplexe commez —+¢ , 04 in-
complexe comme 7, il ne faur qu’y joindre la grandeur
qu’on veut ajodter X en conferver tous les fignes , en
obfervant tofjours quele figne affirmatif eft {ous entendu

ouniln’y ena point.

A £-+c.}
ajotiter m—+n. ) Somme b ¢ m—+n.
A b—+c.

v<ooe Somme & —+ ¢ —+ m—1n.
aJouter m—1il. ¥y

Que s’il ya deschiffres , il les faut laiffler comme on
les trouve, -

A 2b-+73 ¢
ajotiter 3m—+ 4.7

La fomme eftant trouvée, fi le m€me terme s’y trou-
ve plufieurs fois, on peut pratiquer ce quia cfté dirdans
le principe 5 & 6. Ce qui foit dit une feule fois. pour tou-
tes les autres operations.

SOUSTRACTION
Des Granpeurs CoMPLEXES,

P our fouftraire une grandeur complexe d’'une autre
grandeur ou complexe ou incomplexe, il ne faut que I'y
joindre en changeant tousles fignes dela grandeur qu'on
fouftraic , & obiervant tofijours que le figne affirmatif

g- Somme2 b —+3 ¢~ 37— 4.7
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eft fous-entendu ot il n’y en a point,
De 4_c.
ofter m —un.
De 6. } refte b —+ c—m—+n—o,

ofter m—azn~+o.

L n'eft pas difficile de juger pourquoy on change le
plus {ous-entendu en moins dans le premier tgrme de la
grandeur a fouftraire : car c’eften cela méme que con-
fifte la fouftraction. Mais d’abord on eft furpris de ce
qu'il faur changer les fignes de moinsen plus 3 car au lieu
que la Souftraction doit faire la grandeur moindre quelle
w'Ctoit, on la rend plus grande par Ia.

Cela eft facilea comprendre quand ce que l'on doit
{ouftraire,a d’abord un plus & puis un moins. Comme f
de 4 je veux ofter p—n; car p—n eftant moins que p,
Enoftant p jofte trop , & ainfi ayant ofté p , parce qu'on
a trop oft¢, il faut ajoliter#, qui eft ce qu'on a ofté de
trop.

Mais quand il n’y auroit daris ce quon veut bter qu’une
gmenmxkﬁyekmMmﬂ@nmﬁmmhmﬁ—
e par le figne de plus , comme fi de 4 , jen voulois
ofter—z, je devrois mettre 4 _, #.

Car ce qui trompe en cela, ceft quajotiter moins ., c'eft
ofter & retrancher moins | Ceft ajotiter. Ajotiter au bien
d’un hommeune dette paflive de mille francs , qu’il croit
avoir payce, cen'eft pas augmenter fon bien , ceft le di
minuer de mille livres , & en retrancher une dette paflive
de la mefme fomme en Ja payant pour luy, cen’eft pas
diminuer fon bien, c’eft l'augmenter de mille francs 11
ne faut donc pas s’éronner fi dans I'Addition 4 b, ajoii-
tant—az, je ne change point le moins en plus, mais le laif-
fant comme il eftoit , cela fait —z : de forte que la
fomme eft moindre, que n'eftoit-ce 4 quoy je I'ay ajoti-
t€, parce que je n'ay ajodté qu'en apparence , mais jay
retranché en effet.

Et au contraire dans la Souftradion , fi de & je retran-

€he—a, il faut que changeant le figne de mozs en plus,
Bjj

% refte & —+ c—m——n,
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je mette b — z , ce qui fait un refte plus grand | que ce
dontj'ay retranché , parce que retrra_ngher un moms , Ceft
ne retrancher qu’en apparence & ajouter en effer. On
€n peut apporter une preuve bien.fenﬁble dansles nom-
bres. Je veux de 7 retrancher moins 2 , au heq de 7 je
prends 9—2, qui luy eft égal. Il faut donc qu'il refte la
mefme chofe , fi de P'un ou l'autre je retranche 4—2. Or
fi de 9—%, je retranche—2, je le pourray faire , ou
effagant—2 de 9—2 , ou en mettant —+ 2 apres g—3
c’eftadire en metrant 9—2 —. 2. Or de Pune ou de lau-
tre maniere il reftera ¢ ; car 2 eftant par plus & par
moins {e reduit 4 zero. Il faut donc qu’il refte la mefme
chofe lors que de 7 on ofte—a2. Et cela ne peut eftre
qu'en changeant le moins en plus, & mettant 7 . 2. Ce
qui fait 9,
MUOLTIPLICATION
DES GRANDEuURS COMPLEXES.

Pour multiplier une grandeur complexe parune autre
complexe ouincomplexe , 1l faut faire autant de mulci-
plications particulieres que chaque terme dela grandeur
complexe peut eftre compare avec chaque terme de lau-
tre grandeur. :

DE forte que multipliant le aombre des termes d’une
grandeur a multiplier ,avec le nombre des termes de 'au-
tre,on a le nombre des multiplications partiales qu’il faut
faire pour avoir la multiplication totale, ou le produit
total.

Anst lors qu'une des deux grandeurs n’a qu'un terme
& que l'autreena deux , parce qu'une fois deux ne font
que deus, il ne faudra faire que deux multiplications par-
tiales de chacun des deux termes d’une grandeur par le
le terme unique de lautre.

Elf'f e } produitcé — d 5,

Lors que les deux grandeurs ont chacune deux

termes , parce ue deux fois deux font 4 , il faudra

faire 4 multiplications partiales pour avoir le produie
total.

i
E
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b~ c.

En 2 —+4. . :

Lors que chacune a trois termes, parce que trois fois

trois {ont neuf, il faudra faire neuf multiplications qu’on
pourra difpofer troisa trois en cette forte ;

é-:-c-;-d.} po—+pc—+pd.

produit pb —+pc—+gb-+qec.

; +gb—+qgc—+qd.
it Ay —+ zé -+ gc-p rd.
& ainfi a I'infin;.

La méme chofe fe fait quand on multiplie des gran.
deurs planes par des grandeurs lineaires , d’ou naiflent
des grandeurs {olides.

bd —+p49.
En [~ 2.

VorLa ce qu'il faut obferver generalement dans tou.
te multiplication des grandeurs complexes. Mais ily a
une difhiculté particuliere pour fcavoir quand il faut
metere les fignes de pus ou de moims avant les produits
des multiplications partiales. Ceft ce quion apprendra
par ces trois Regles.

PREMIERE REGLE

Prus en plus fait plus ; ceft a dire que la multiplica-
tion de deux termes qui ont chacun un Plus exprimé ou
fous-entendu , donne un produit qui doit avoir le figne
de plus. Cela eft fans difficulté, & les exemples qu’on a
propofez le font aflez voir,

SEcCONDE REGLE.

Prus en moins | ou moins en plus donne moins, Ceft A
dire que la multiplication de deux termes dont Pun a
plus & autre moins | donne un produit qui doit avoir le
figne de moins.

b p b— gt parce que g amoins & b plus fous-
Eng—4 § entendu.
Tro1sie'mME REcrE,

Moinsen moins donne plys 5 Ceft i dire que la multi-
plication de deux termes qui ont tous deux moins don-
Be un produit qui doit avoir le figne de plus.

} produitsbd—sp g+ thd— tp4.

B iij

LIITL,

Ly,

LV I

LVIL

LvI13;.
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é“"d} bp—p d—>bq - dg,

¢4

RAarson DE CEs TRO!S REGLES.

Ce que nous avens dit pour montrer que dans 'addi-
tion on laiffoic le mains comme on le trouveit , au lieu
que dans la fouftradtion on changeoit le moins en plas,
donnera un grand jour pour Pintelligence de ces trois re-
gles, & fur tout de la derniere qui paroiftd’abord fort
€trange.

Suppofons que les deux grandeurs que I'on veut mul.
tiplier foient 5. & 3.

Onen prend une , laquelle on veut quon appelle le
multipliant, & Pautre eft le multiplic, Suppofons que §
{oit le mulupliant | & 3. le multiplie.

Chacune peut avoir 'un des deux fignes, le p/us & le
moins (- ou— ) ce qui fait 4. cas.

Le 1. cas eft quand le multipliant a plzs , & le multi-
pliéa aufli plus ; c’eftd dire quand par —+ 5 je multiplie —+ 3.

Le 2. cas, eft quand le multipliant a p/zs , & que le mul-
tiplié a moins ; c’eft ddire quand par —+ 5 jemultiplie—;.

Le 3. cas, eft quand le multipliant a moins , & que le
multiplié a plus 5 c’eft 4 dire quand par—jy je multi-
plie—+ 3.

Le 4. cas, eft quand le multipliant 4 moins ;, & que le
multiplié 4 meins aufli ; Ceft a dire quand par—j je mul-
tiplie—3-

%l eft queftion de {gavoir quel figne doit avoir le pro.
duit qui fera totijours 15 ; c’eft 4 dire quand ce fera— 15
ou—-I1y.

Or V(S)ic-y ce me {femble des remarques qui feront voir
que dans le 1. cas qui appartient 4 la 1. regle , & dans

le 4 quiappartient ala 3. regle, le produit aura plus 5

ceftd direque ce fera— 15 : Et que dansle 2, cas, & dans
le 3. qui appartiennent tous deuxala z.regle, le produit
fera par moins, Ceft 4 dire que ce fera—ijy.

La 1. remarque eft, que quand le multipliant a pls,
eomme dans les deux premiers cas , c’eft multiplier par
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plus, & qu’alors la multiplicaion fe fait par voie d’ad.
dition , c’eft a dire en ajotitant le multiphé , / quel qu’il
foit, affirmatif ou negarif ) autant defois qu'ily a d’uni.
tez dans le multipliant. .

Et que quand le multipliant 4 moins , comme dans les:
deux derniers cas, c’eftmultiplier par moins, & qualors
la multiplication fe fait par voye de fouftraction ; c’eft
a dire en oftant le muluplié | quel qu’il{oit autant de’
fois , qu’il y a d’unitez , quoy que negativement dans le-
multipliant.

La 2. remarque eft, que c’eft le multiplié qui deter-
mine en quelque forte le figne du produit : c’eft a dire
que le figne que doit avoir le multiplié dans la multi-
plication , feit en confervant celuy qu’il avoit aupara-
vant , foit en le changeant en fon oppof€ , fera celuy
du produir.

Laj.qui eft la fuitte & l'application de ces deux-ld |
Que quand la multiplication fe fait par voye d’addition,.
comme dansles deux premiers casou le multiplianta p/zs,
il faur obferver pour le multiplié ; ce qui s’obferve dans
Paddition,. qui eft de luy conferver fon figne. Et ainfi
dans les deux 1. cas, le produit doit avoir le mefme figne
quavoit le multiplie avee la multiplication. D’ou il
s'enfuit que dans le premier cas ou le multipli¢ a plus,
le produit a plus aufli. Ceft pourquoy fi par — 5 je mul-’
tiplie 3 le produit fera —+ 15. Er que dans le 2.casou le
multipli¢ & moins le produit doit aufli avoir meins. Et
€eft pourquey , fi par —+5 je multiplie—3 le produit
fera—15. Ce qui revient a ce qui 2 eft€ dit que fia §
Yajotite—3 la fomme fera 5—3 ;5. ce qui ne fait que
deux.

Mais quand la multplication fe fait par voye de fouf-
traction , comme dans les deux derniers cas ,.ou le mul-
tipliant a moins , il faut obferver pour le multiplié ce
qui s’'obferve dans la fouftradtion: pour la grandeur
pofitive ou negative qu'on veut retrancher , qui eft- de
ehanger fon. figne dans le figne appof€, Et ainfi dans ces-

SCD LYO
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deux derniers cas le produit doit avoir le figne oppo-
f¢ a celuy quavoit le multipli¢ avant la muluplication,
D’ou il s'enfuit que le 3. cas ou le multiplié a plus | le
produit doit avoir moins ; c’eft a dire que fi par—j je
multiplie— 3 le produit fera—15. Et que de mefme dans
le 4. cas olt le multipli€ a moins, le produit doit ayoir
plus; ceft 4 dire que fi par—y je multiplie—3 le pro-
duit fera ~-15 ; Car la mulciplication fe faifant par voye
de fouftraction , multiplier—3 par—y ., c’eft ofter 5 fois
—3. Or ofter une fois—3 , c’eft mettre —+ 3 , comme il
a eft¢ dic fur le fujet de la fouftradion , donc lofter 5
fois, c’eft mettre -+ 15, ce qu'il falloit prouver.

Cette maniere de concevoir la multiplication de moins ex

moins en la confiderant comme faite par woic de [ouffra- -

Etion , m'a donné moyen de refoudre la plus grande difficulte
gu’'on puiffe comme je croy faire [ur cela , ¢ mavoit fait
croire que ce Wefloit que par accident , que moins par
moins donnoit plus. C'eft que je ne ponvois ajufter a cette
[orte de multiplication , la notion la plus naturelle de lz
multiplication en general , qui eff gue Punité ( od determi-
nce dans les nombres , on arbitraire comme daus [étendné )
doit ¢ftre an multipliant , comme le mubtipli¢ eff au pro-
duit. Car cela eff viftblement fawx dans la multiplication
de moins en moins , puifgu'il ne pent efire vray que lunité
foit a—.5 comme—s3 e} a~+ 155 parce qu'il faudroit pour
cela quele (econd terme effant plus petit que de 1. le 4. fufp
anlfi plus petit que le 3. an lien gu'il eff heanconp plus
grand. Iene voy point dantre véponfe & cela que de dire
la multiplication de moins par moins , [ faifant par voye
de (onftraition , au lien que toutes les autres fe font par
voye d'addition , il n'eff pas effrange que la notion des mul-
tiplications ordinaires me convienne pas a cette f[orte de
multiplication qui eff d'une autre genre que les autres , [ans
qu'il foit befoin den excepter la multiplication des fraitions
corme de ; pars- Caren quoy celle la eff differente de celle
des entiers , eff que pour avoir le produit , il faut faire deux
mwiltiplications , celle du 1. Numeratenr par le 1 ce qui don-

ne 10

'
i
!
E
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#e 1O pour numeratear du produit ¢ celle du 1 deminateny
par le 2, ce gui donne 21 pour le deminatenr du produis.
Mais Lune ¢ Pautre fe fait par woic d'addition 5 car
on prend le » numerateur autant des Jois guil y 4 d'unitez,
dans le premicr; Ceff & dire quon prend 1 fois | ce qui fuir
10. Et onprend anlfE le 3 denominaseny antant de fois qu'il
y-a dunitez dans le premier, c'eff & dire qu'on prend 7 3 fois,
ce qui fait 21. Et Ceff par [ qu'il arrive gque Punité | on
¢ @ <comme ~—¢ff a2 :
COROLLAIRE DE LA TROISIEME REGLE

C’est fur la3 regle queft fondée une invention fort
aifée de trouver les multiplications des nombres depuis
5 jufqu’a ro.

Il ne faut que baiffer les 10 doigts , puis relever d’une
main autant de doigts qu’il s’en fant que Pun des nombres
qu'onweut multiplier n’aillejufqu’:i 105 comme {i ce€ noma
breeft8,en relevers, & de Pautre de méme autant qu’il
s’en faut que I’aptre nombre naille jufqu’d dix ; comme fi
cenombreeft 7,en relevers:cela fait il faut conter autant
dedixaines quiil ya de doiges baiffez , & multiplier les
doigtslevez d’une main parceux de P'autre , en ne les fPre':
nant que pour des unitez , & on aura le nombre qui] fau,
Laraifonde celaeft qu'on ne fait en cela que multiplier

y 2.3
par X (100—20—j30-+6.fomme 6.
10. 3

Car en baiflant les doigts , on fait la-premiere multi-
Plication partiale qui donne dix dizaines. ‘

En levant deux doigts d’une main on fait ce que doit

faire la feconde multiplication partiale, qui eft de —+ 10,

par— 2, ce quidonne — 20 : car en levant deux doigts

©on ofte deux dizaines. -

En levant 3 doigts de 'autre main on fait encore ce que
doit faire la troifiéme multiplication partiale, qui eft de
~+ 10 par — 3, ce qui donne — 30 : caren levanes doigts

©on ofte trois dizaines.

Etenfin en multipliant les doigts levez d’une main par

C

E'X.
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ceux de l’autre , on multiplie —z par—s3, ce qui donne
—+6 par la raifon que nous avons dite.
RuATRIESME REGLE
u AND les termesfe trouvent avec des nombres , il
faut multiplier les nombres , par les nombres, & les termes
par les termes pour en avoir les multiplications partiales,
en gardant les regles precedentes pour ce quieft des plus
& des maoins.
b ;
;d 1564d. Sj.'ggéd.

b—+2d

21-?"*'34 ; 12bp—+8pd—+9bg—+ 6dq.
Drvision.

Elle n’a rien de particulier, finon lors que I'une des
1gra.nclems incomplexes du divifeur {e trouve dans toutes
es grandeurs incomplexes du dividénde 5 Car alors il la
faudra effacer dans le divifeur & dans routes: les gran-
deurs incomplexes du dividende. ° ,
Exemple é« —+as—y dale quotient-plus abrege-ferab—c—d.

5 : s
AVERTISSEMENT.
Comme ces 4 operations fur les grandeurs complexes
marquées par lettres, eft une efpece dejargon quiem-
barafle quand on n’y eft pasaccofitumé, ileft utile d’en
propofer plufieurs exemples, oli on obfervera les regles.
quon a données aux nombres 42. 43. 44..
EXEMPLES DE E'ADDITION.
SoOMMES.

A brkp 5
Ajofiter ¢ } St hE

A FASEL L T
Ajoﬁteré - }lé%d'—”'
A &-——c}é-i-d.
Ajotiter d — ¢2

A .l e G

Ajoliterd =+ ¢+ ¢

.

O}é_,.zd%g.

A —bc—m
Ajotter d—m—-c }_d—é"*z o
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b—+7a
A]outer—*- 9 zz} b—2a,

A bv7a
Ajotliter —+9a } bba.
é-l- 9.4

Ajoiteré—74
EXEMPLES DE LA SOUSTRACTION.

}zé-i- 24,

RESTES.
Oﬁeré-——m} s bk
Pe b+ d
O&, b~+d—+c.
De b-+4d
Ofter ¢ =+d bt
De: . §——p \
Oﬁer;—-a —--—ﬂ-—bd(ou)d-—m.
De bac—4d g
Ofterbswm—+d Er Tl Ve

e bboico—wch 5
Ofters 4 —+co—cb § >
De 6-+d

Ofterb—d § &

De b-7a
Ofter —+9a§6—_zd‘

De. 6+9a
O{’ceré—--yai +16 4,
De d—+4

Ofterb —+d

ExemMPLES DE LA MULTIPLICATION.
PropuiTs,

Par & —+¢s
Multé—wi“""“* 26¢.
Par b

Mule. 60§ 66—

Par é_..c L
Mult. 4—¢ } b6+ cbmmz b
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Par b—c¢c—+d P d
Molein } m =+ Cm — dm.

Pat g - alls i herbi

PMa:k. ﬁ:i“" d_?‘ bbb tibd—viid,

Par b—+c—d

Mult.j—c—+ d }56—-—-66———dd—i- 1,4¢.

ExEMPLEs DE A Division.

UOTIENTS.

Dividende é¢cc 54

Divifeur CENT

Divid. écdf :

Divifeur cf} 6 d.

Divid. ba—+ca—+da

Divifeur b+ c—d.- §

Divid. bb6—a af} p

Divifeur b—a R

Divid. ba—+ca—+da

Divifeur z 6 e 4.

Divid, bb-+aa—+1ba

Divifeur 4« } 6 —+a.

Divid. bb—aa

Divifeur, 6 -+« § b—a.

DES EQUATIONS:

Tourtk égalit¢ entre deux grandeurs fe peut appeller-

équation : mais pour I'ordinaire on donne cenom a l'é-

galité de deux grandeurs complexes , comme s p—+ f g

=mn s, I

Ou au moins dont l'une eft complexe , comme &
—+¢ =d. : _ '

Chacune de ces grandeurs égales peut eftre appellce
membre de [ équation. :

I eft fouvent tres-utile de trouver des équations, ‘&
Pun des plus grands fecrets pour les trouver eft de poa-
voir donner 4 une méme grandeur diverfes:dénomina-
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tions, parce que fouvent une dénomination en fait vojr
FPégalite avec une autre grandeur qu’une autre dénomi.
nation n’auroit pas fait voir.

Ainfi aiant une grandeur comme 4 partagée en deux
portions, comme ¢ & d ,on peut nommer chaque portion
ou parfon propre cara&ere , comme ¢ ,oupar le cara&tere
du tout moins l'autre partie. Car il eft bien vifible Que 4
eftant égal 4 ¢ —+ d chaque partic eft égaleau tout moins
Pautre partie | & quiainfic =4é—d, Ftd — 4.

Oril y abeaucoup de rencontresou il eft plus avanta-
geux de nommer une partie dunom du tout moins Pautre
partie que de luy donner unnom propre. Comme au con-
traire il eft quelquefois plus utile de donner un nom pro-
prea ce quieft marqué parune grandeur moins quelque
chofe.

THEOREME.

L plus importante obfervation touchant les Equations
eft celle-cy.

On peut transferer chaque terme d’'un des membres -

d’une equation enl’zutre fans en troubler Pegalite | pour-
veu quon en change les fignes, c’eft a. dire que Poftant
d’un des membres o1 il eftoit avec plus  onle mette dans
Pautre avec moins ou au contraire. Par exemple,

b d¥=f

Je puis tranfporter 4 en l'autre membre en changeant

de {igne & metrant
b= f-—d.
-« Et fi:au contraire on avoir
b—d =g.
On pourroit metere
b S d.

Qlie fi on tranfportoit tous les-termes d’un membre
dansl’autre membre enleschangeant chacun de figne,le
membre ot on auroit tranfporte tous les fignes feroir égal
dirien | comme feroit celuy d’otton les auroit tran{portez.,
LCarfi

Cijj.

LXV,

SCD LYON
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b~ d——f =p -+ 4qg—r
bt d—f—_p——q-+r =2 zero, )

Et fion ne laiffe d’un cofte qu'un terme avec un moins,
cela fera que le membre ol on aura tranfporté les au-
tres termes fera égal 4 zero moins ce terme-la. '

b+d=f—¢
b+d—f =—2¢
C’efta dire fera moins que rien. Ce qui femble impoffi-
blea concevoir , quoy que cela ne foit pas fans exemple
méme dansle langage commun, puis qu'on dit d’un hom-
me endebté qu'il s'en faut vinge mille éfcus quiil n'aic
un fou.

La raifon de rout cela n’eftautre que les deux maximes
de I'égalite.

Si 4 grandeurs égales on en ajotte d’égales , les tous
{eront ¢gaux.

Side grandeurs €gales on en ofte d’égales , les reftes
feront €gaux.

Car i6—d =g.

En ajottant d de cofté & dautre ils demeureront
€gaux,

Or pour ajofiter 4 au membre ol il eft avec moins , je
n’ay qua le retrancher ; puis quaufli bien fi je Iavois
ajoiité en difant ,

b—d—+ d.
—d & —+ d. ne feroient rien par le 4° principe.

Et pour ajotiter 4 4 I'autre membre ot 1l n'eft point
du tout, il faut que je I'y mette avec plus en difant g — d.

Et par confequent ce tranfport d’un terme d’un mem-
bre en unautre en changeant le mozns en plasne fiit qu'a-
jotiter chofes égales a chofes £gales, ce quine trouble
point Pégalice.

Et fijavois s = d = f.

En retranchant 4 de cofté & d'autre ils demeureront
égaux. : /

Or pour retrancher 4du membreott il eft avecun plus

jen'ay q'ud Pofter touta fait, puis qu'onne peut pas micux

|
i
|
|
|
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le retrancher qu'en le fupprimant,

Et pour le retfancher du membre ot il n’eftoit point du
tout, il faut I'y mettre avec unmoins, en difant f— 4.

Ecpar confequent ce tranfport d’un terme d’un mem-
bre 4 un autre en changeant le plus en moins | ne faic
quofter chofes égales de chofes égales, ce qui ne trouble
point Pégalice.

EXEMPLES.
Dk ra SovrutioN p’uN PrRosLEME PAR EquaTions.

Ox feint qu'une Muleallant avec une Afnefle fe plai-
gnoit d’eftre trop chargée, & que laMule luy dic; Si je
t’avois donné un de mes{acs ,nous en aurions autant 'une
que l'autre: & i tu m’en avois donné un des tiens , jen
aurois le double de toy.

On demande combien chacune portoit de facs. Et on
le trouve ainfi.

Le nombre inconnudes facsde’ la Mule foit appellé 4.
& de ’Afnefle B.

Par la premiere hypothefe

A 1t B ey,

Donc ajotitant 1 de part & d’autre
A =B 2. .
Par 'autre hypothefe.
A -+ 1eftégaladeux fois B—i,c’eftd direa2 B— 2.
Donc en mettantau lieu d’4, B —+ 2 qui luy eft égal..
B3 =28—1.
Donc ajotitant 2 de part & d’aure
Bw+5=18
Donc oftant un B de part & d’autre
e

C'efta dire que B, le nombre desfacs de Afnefle, effs,

& 7 celuy des facs de la Mule.

SECOND_ EXEMPLE.
AvanT rencontré des pauvres & leur voulant donner

LXVII,

LXVIIL

achacun g fols, j’aitrouvé quej’en avois un de trop peu.

SCD LYON
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Etainfi ne leur ayant donné qu'd chacun 4., il m’en cft
refté 6. Combien y avoit-il de pauvres , & combicn avois-
je de fols.
Soit le nomibre des pauvres appellé 4.
Par Phypothefe
§ A—1r=44-+6.
Doncajofitant 1. de part & d’autre
sA=4.4-+7.
Doncoftant 4 4 de part & d’autre
A =7
Donc il y zvoit 7 pauvres. Et y'avois 34 fols.

TrorsiEME ExXEMPLE.

N’avanT que des Carolus de 10 deniers & des pieces
de3 blancs de t5 deniers , faire 20 {ols en 20 pieces.

Soient appellez le fol A.

Le Carolus B = 4 —2 den.
La piece de trpis blancs C =.4 —+ 3 den,

Multipliant B parla difference de ¢ 4 4, c’eft a dire
prenant3 B ; & C par la differencede Bd 4, ceft 4 dire
prenant 2 C.

Jedisque 3 B ~2C valentg 4.

Car 3 B =—=3.4—6 den.

Bt sy < ¢ den:
Or plus & moins valent zero. Donc, &c.
Or 4 fois§ valent 20

Donc 4{(5)i53 B,ceftadire 12 B,& 4 fois2 C,
dire 8 Cvalent 20 4. Ce que I'on cherchoit.

Certe €quation eft le fondement d’une regle d’Arith~
metique quon appellle la regle d’alliage.

Raas
BE &
£

c’éﬂ: i

NOUVEAUX




S ——

GEOMETRIE

L VoRCE. SECONTD:

DE LA RAISON ET PROPORTION.

GEOMETRIQUES.

878 LEN #'a jamais e/t moins bicn éclaircy dans
N zoute la Geametrie , que.la nature de ce gu’on

=

o

[«

© N\AN| 72 jamais efté fort fzzti;ﬁziz_‘ de ce gu'il en a
oS N it dans s premiere Edition de ce ZLivye,
Mais un-Gentilhomme Flamand nommé f.
de Nonancourt , gui @ beauconp de lumicres , non feulement
dans ces fortes de Sciences | mais anff dans la Philofophie
& dans lz Theologie, luy ayuant fuit voir-un petit Traité
Latin intituté Euclides Logifticus, feu de Ratione Ei_.
clided 5 i/ avoiie gue cela luy @ ouvert les yens , @ luy a
Jait concevoir des Notions beauconp plus nettes touchant cer.
% Maticre qu'il Wen avoit aunparavant : ¢ c’ef pourquoy
OB trowvera que ce fecond Livre @ le trosfiéme [ont pre[que:
tont changez. :

D

appelle Raifon: @ ' Auteur de ces Elemens -

SCD LYON




.6 NOUVEAUX ELEMENS
PLAN GENERAL
pDES PROPORTIONS.
O~ peut comparer enfemble deux grandeurs en deux
differentes manicres. :
L’unt eft, en confiderant de combien P'une furpafle l'au-
tre quand elles font inégales, ce qui sappelle Differen-
ce: comme fije dis que z eft la differencede 74 5.
L’autkE eft, en confiderant un autre rapport qui s'ap-,
pelle Raifon, que nous expliquerons plus bas. 7
" Que fi deux grandeurs ont entr’elles ou mefme diffe-
rence, ou mefme raifon que deux autres, cela s’appelle
‘Proportion : mais quand c’eft une égalité de difference,,
cela sappelle Proportion Arithmetique,
“E1 quand c’eft une ¢galité de Raifons, Proportion
{Geometrique. -
MaArs parce qu'on n'a point d’égard dans la Geome-
crie a la Proportion Arithmetique , & que quand on
parle abfolument de Proportion on entend totijours la
Geometrigue, ceft a celle-la que nous nous arréterons ; &
nous ticherons d’expliquer plus clairement que Pon ne
fait dordinaire ce que c'eft que Raifon , quieft le fon-
dement de la Proportion Geometrigue.

SECTION PREMIERE.
DE LA RAISON.

DEFINITIONS.

L A quantité relative d'uie grandeur comparée A une
autre, eft ce qu'on appelle Raifon.

La quantité relative de 12 48, eft la Raifon de 12 a8,

Dt B i C eftla Raifonde B a C.

La Raifon que Pon compare s'appelle antecedent ; &
celle avec qui on la compare, confequent.

Remargues pour mieux faire comprendre la nature de

la Raifon.

‘Quanp on confidere une grandeur feule, on n’y con-
fidere que fa grandeur abfolu: ainfi en comptant tous
Jes Soldats d’unie Armée de 10000 hommes, en y trouvant
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¥0000 , je dis que c’eft une Armée de 10000 hommes ;-
Mais {1 je compare cette Armee avec une autre de 100000

oude 4000, la notion de fa grandeur change ; car je la
trouve petite comparee avec la premiere , & grande
comparce avec la feconde. Or ceft ce' que jappelle
Luantité relative , en quoy confifte ce que les Geome-
tres appellent Raifon.

Quoy que toute Raifon demande deux termes, nean-
moins la Quantité relative en quoy la raifon’ confifte,.
convient proprement 4 I'antecedent, & non pas aucon-
fequent ; comme encore que la Paternité fuppofe le Pere
& le Fils , neanmoins elle ne convient qu'au Pere &
non au Fils; & la Filiationspe convient qu’au. Fils & non
au Pere. _

Comume la Raifon eft une quantité, quoy que relative,.
toutes les proprietez de la quantité luy conviennent:
c’eft pourquoy une raifon eft égale, ou plus grande, ou
plus perite qu’une autre raifon.. i

Rienne peut mieux faire comprendre ce que c’eft que
Raifon , que les fractions ou nombres rompus, qu fe
marquent par deux chiffres, avec une ligne entre deux,
dont le plus haut, qui s'appelle namerateur, eft comme
Pantecedent ; & le plus bas, qui sappelle dénominateur,
eft comme le confequent:-car les nombres entiers figni-
fient une quantité abfolué, en-ce que 3, par exemple,
fignifie trois unitez;, 4 quacre unitez, &c. ay lieu que
dans les fractions le numerateur ne fignifie que par rap-
port au dénominateur: De forte que trois fractions qui
ont toutes le nombre 2: pour numerateur, & qu'on en:
cache le dénominateur, on ne {cait ce ?ue ce 2 veut
dire ; mais fi- on les découvre, & que ce ’
dans la premiere il fignifiera deux.tiers, dans la fecon-.
de deux ginquiémes, dansla troifiéme deux: fepriémes ;.
& il faut remarquer que plus ce dénominateur eft un
petit nombre, plus Ja fradion-eft grande : & au contrai-

re , car au lieu que 3 eft un moindre nombre que 5, & §:
que 7, deux:tiers eft plusique deux cinquiémes, & deux:

Dj

p’ICnt -;- & =%
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IIE-

V..
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cinquiémes plus que deux feptiémes; ce que nous di-*.
rons dans la fuite eftre la mefme chofe dans les Raifons;
celles qui ont un mefme antecedent & divers confequens
eftant d’autant plus grandes que leur canfequent efk
plus petit. :
¢ ‘PREMIERE Divisron.
Tourtk Raifon eft d’égalité ou d’inégalité. On appelle
‘Raifon d’égalité quand I'antecedent eft égal au confe-
quent, comme la Raifonde Ba B, de 124 12,dra 15
d’inégalité quand I'antecedent eft plus grand ou plus pe-
tit que le confequent, comme_ la Raifon de 8 a 12, ou
de 12 a8, ; :
AVERTISSEMENT.
¥ 7/ ne fant pas confondre la Raifon d'égalité avec [éga-
lité des Raifons ; car dewx Raifons penvent eftre égales en-
t7'elles , quoy que chacune [oit ane Raifon dinégalite.
SEcoNDE Division.
La Raifon d’inégalité fe divile encore en celle qu'on
appelle de nombre a nombre, & celle quon appelle Raifon
fourde. :
~On dit ‘que deux grandeurs ont entr’elles une Raifon
de nombre 4 nombre ; ou quand I'une eft précifément
contenué tant de fois .dans I'autré; comme la Raifon du
pied 4 la toife,, laRaifon de 4 212 ouaumoins, quand
quelques aliquotes de I'antecedent font précifémentun
certain nombre de fois dans le confequent, comme la rai-
fon d’une aulne.a une toife ; parce que le pofice, qui eft
la g4°partie d'une.aulne, eft 72 fois dans la toife,
&'AN D les grandeurs ont entr’elles une raifon de
nombre 4 nombre,.on dit quelles font commenfu-
rables , parce qu’elles ont quelque partie:qui peut {ervir
a Pune & a lautre de commune mefure.
C’esT ce qui convient a tous les nombres qui ont
tous au moins I'unite pour mefure commune.
Et Ceft auffi ce qui a fait que 'on appelle cette raifon
de nombre a nombre. , _
y ET le plus courtaufli eft d’exprimer cesxaifons par lgs
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- moindres nombres qui en ont une femblable , comme de
dire que l'avlne eft a la toife .comme 444 725 Ceft a
dire comme 11 a ;8.

La Raifon fourde , qui eft oppofée a celle-ld , eft
quand deux grandeurs ont une certaine Raifon entre
elles , qui- ne peut eftre marquée par aucun nombre;
parce que chacune ayant des partics aliquotes de plus
petites en -plus petites, a infiny : Il ne peut neanmoins
arriver quiaucune,, quelque petite qu'on la prenne | me-
fure juftement I'autre grandeur, c’eft 4 dire quelle y foit
precifément;; mais y il aura totijours quelque refte plus
petit que- cette aliquote, |

CeLA paroit d’abord Incroyable, & neanmoins il ya
demonftration qu’ily a des lignes qui font incommenfu-
rables 4 d’autres lignes, comme le cofté du quarre:a la
Diagonale.

& -DE LA COMPOSITION

DES Raisons.
Comme la Raifon eft une quantité.ou grandeur, ‘quoy
que relative , tout ce qui convient 4 la quantité ou gran.
deur en general convient auffi 4 la Raifon.

-Et ainfi comme deux grandeurs peuvent eftre compa-
rées enfemble, deux ‘raifons le peuvent eftre aufli: &
alors | comme il Yy quatre termes dans cette comparai-
fon, le premier & le quatriéme qui font Pantecedent de
la premiere Raifon & le confequent de la deuxié¢me,
sappellent exzrémes ; & le deuxidme & le troifiéme qui
font le confequent de la premiere Raifon & 'antecedent
de Ja feconde, s'appellent:moyens.

‘QuE fi confiderant enfemble plufieurs Raifons le con-
fequent de.la precedente eft totijours le mefme que Ian-
tecedent de la fuivante, ces Raifons peuvent eftre ap-
pellées continués. : -

Mais ce qu'il y ade plus remarquable dans cette com-
paraifon de Raifons, eft que comme une grandeur com-
pares a une autre luyeft égale ou inégale, & quand el-
le eft inégale quelle eft plus grande ou plus perite: II

D ijj
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frut aufli qu'une Raifon comparée 4 une autre luy foie-
égale ou inégale, & quand elle eft inégale quelle luy-
foit plus grande ou plus petite.

ET comme c’eft dans cette comparaifon de deux gran-.
deurs que confifte la Raifon d'égalité ou d’inégalire,,
il eft clair encore que deux Raifons eftant comparees
enfemble, en forte que Pune foit 'antecedent & autre
le confequent de cette comparaifon , elles ont entrelles.
une nouvelle Raifon, ou d’égalité fi. elles font égales,
ou d’inégalité i elles font incgales.

Or quand c’eft la Raifon d’égalite-quieft entre deux
Raifons, ceft a dire quand deux Raifons font egales,
cela sappelle proportion,, ou proportion geometrique.

DEFINITION
DE LA ProroRTION GEOMETRIQUE.

Axnst ce quon entend par la Proportion Geometrigue ,.
ou par le mot de Proportion quand own’y ajofite rien,,
w'eft autre chofe que I’égalité de deux Raifons, qui con-.
fifte en ce que la quantité relative d’un:antecedent com-
paré d {on confequent, eft ¢galea la quantite relative
d’un autre antecedent comparé aufli {on confequent.

La Proportion s'explique en- diverfes manieres, c’eft
a dire quil y a diverfes fagons de parler peur fignifier
que quatre grandeurs, comme B, C, F, G, font propor-
tionnelles, On dit premierement que la premiereeft 4 la-
{econde comme la troifiéme & la quatrigme; que B eft:
4 C comme Fad G, ' i

2. Que la raifon de la premiere 4 la feconde eft:egale-
3 la Raifon de la troifieme 4 la quatriéme.

3. Que la premiere a la mefine Raifon'd la feconde-
que la troifiéme 4 la quatriéme ; & pour abreger on fe
fert de quatre points :: entre les deux Raifons B C::
FG. '

DEFINITION.

Nous avons déja dit que comparant enfemble deux
Raifons, I'antecedent de la premiere & le confequent
de la feconde s'appellent extremes; & I'antecedent de la.
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deconde & le confequent de la premiere les moyens:
Mais dans les Raifons é¢gales les extremes & les moyens
font dits eftre reciproques les uns aux autres ; c’eft a
-dire que le premier & le quatriéme terme font reci-
_proques au deuxiéme & au troifiéme,

AVERTISSEMENT.

Nous aqvons déja diz que la Raifon effant une gquan-
site , guay que relative, comme deus grandeurs effant com-
parées Punealautre font une Raifon ; on peut auli comparey
denx Raifons Uune a L autre, comme la Raifon Ba X .2
la RaifonC a X, ¢ confiderer guelles Raifons clles ont
entr'elles 5 ¢ alors la premicre Raifon (qui a fon antecedent
G~ [on confequent ) n'eff que Pantecedent de cette nowvells
Raifon gque I'on cherche ensre ces denx Raifons, ¢ la [econ-
.de Raifon en eff leconfequents ¢r que pour micnx marguer
il femble alors a propos de ‘metre les confequens de ces
Raifons gue lon compare au deffous de lewrs antecedens,
-avec une petite ligne entre dewx ,.comme on fait dans les

Fratlions en cette maniere,
B C
i R 146
‘Or cela eftant ainfi, ces deux Raifons confiderées en
-cette maniere.peuvent eftre entre les deux premiers ter-
ames d’une pofition , dont les deux derniers feront ou
deux grandeurs abfolués, comme fi je dis, la Raifon

deB a X efta la Raifon de C a2 X, commeB eft 2 C,

Bir ki,
% x -+ BGC

-ou deux autres Raifons , comme fi je dis, la Raifon
d’X 4 X efta la Raifon de B a X, comme la Raifon &’X
4 Ceftala Raifon deBa C.

% B Xk

x Xve T
PROPORTIONS,
ou RAISONS EGALES NATURELLEMENT
@O NNUES.
On ne {cauroit mieux faire comprendre ce que c’eft
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que proportion ou €galité de Raifons, que par des exem-
ples de proportions naturellement connués, qui fervi-
ront auflt de principes pour connoiftre celles qui ne fe
difcernent pas fi facilement,

I

TouTtes les Raifons d’égalité font €gales entr’elles; .

te)

la Raifonde B 4 B eft €gale d ]a Raifonde Ca C, Ia
Raifon d’r a4 eft égalea la Raifonde3 4 ;..
L, :

La Raifon d’'une grandeur 4 fon multiple quelconque;
eft ¢gale a la Raifon d’une autre grandeur 3 fon équi-
multiple. La Raifonde Bau triple de B eft égale a la
Raifon de C au triple de C.

La Raifon de 2 au triple de 2 (qui eft 6) eft égaled.
la Raifon de 5 au triple de §( qui eft 15.
Il
La Raifon d’'une grandeur & une autre grandeur eft
c¢gale 4 la Raifon de leur équimultiple.

La Raifon de B.a Ceft ¢gale.a. la Raifon du triple.de
B au triplede C.

La Raifon de 2 4 5 eft égale 4 la Raifon de 6 triple
de 2.4 15 trip_le.de $i -

V.

La Raifon des multiples differents dé la mefine granz
deur eft cgale 4 la Raifon des multiples d’une autre
grandeur pareils aux premiers, chacun a chacun & dans
e mefme ordre. .

La Raifonde 3 B4 5 B. eft-égale ala Raifon de 3 C
is G V.

i A Raifon des multiples pareils de deux grandeéurs, eft
¢gale 4 la Railon d’autre multiples parcils de mefine

randeur.

La Raifon de 3 B 43 C eft égaleala Raifon de sBa.

. C,
; AVERTISSEMENT.

Tour ce g#'on vient de dire des multiples [o peut dire
auffi des aliguotes, w'eflant que la mefme chofe faus an autre

Honis o
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noMm 5 car toute grandenr ¢ft multiple de [es aliquotes , ¢ ali.-
quote de [es multiples.
DEeriniTion. Drvisron

LA Proportion difcrete ou continué : On I'appelle
difcrete quand le confequent de la premiere Raifon eft
different de Pantecedent de la feconde , comme dans
tous les exemples quon a rapporté. B C.:: F.G,

On Pappelle continué 'quand la mefime grandeur qui
eftle confequent de Ia premiere Raifon eft antecedent
de la feconde, comme fi je difois B eft 4 C, commea
DBC:: CeftaDCDce qui fe peut aufli marquer
ainfi—=—=~BCD. '

DEeriniTrow.

CeTTE proportion continug s'appelle Progreflion,
quand y ayant plufieurs raifons €gales de fuiree, le con-
fequent de de la precedente eft totijours 'antecedent de
la fuivante comme B eft 4 C , comme Ca D, comme
DaF, commeFa G, &c. Ce qui {e marque ainfi ==
BCDFG. i3

L Axvome.

LA Raifon d’'un antecedent 4 un confequent, a;pour
parties les Raifons de chaque parties de I'antecedent 4
ce mefme confequent, & cette raifon eft ¢gale a toutes
les raifons partiales de I'anrecedent prifes enfemble au
mefme confequent | foit la grandeur T, divif€e en plu-
fieurs parties €gales’, ou in€gales , comme M P Q. fi
on compare T a quelque autre quantité comme O : en..
forte que T foit 'antecedent , & O le confequent:La rai-
fondeTa0,a pour parties les raifons de MAO,deP i
O, de Q4 O, & leur eft égale,

et el ki
O O O o
Car T valane M P Q. il eft vifible que T eft
cgaleaM — P _, Q.
O
Remarquez que je dis que la Raifon % , a2 pour parties
les raifons ¥ 2 & & non pas qu'elle eneft compolée, ce

E
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qui fignifie tout autre chofe comme on verra dans la
{uitte. ;

II. AxroME.

L o Raifon d’unantecedent a un confequent, eft éga-
le 4 Ia Raifon d’unautre antecedent moindre que le pre-
mier au mefme confequent , plus la Raifon de la gran-
deur dontun antecedent furpafle 'autre au confequent,
Et ainfi la Raifon du plus grand antecedent au confe-
quent eft plus grande que la Raifon du plus petit ante-
cedent a ce mefme confequent,

' C’eft wne [uitte de I’ Axiome precedent.

C & r la Raifon du grandantecedent au confequent, a

our parties la Raifon du petit antecedent au confequent
plus la Raifon de la quantité , dont le grand antecedent
furpaffele plus peut,a ce mefme confequent , & elle
leur eft egale.

Cette quontité dont une grandeur en furpafle une au-
tre , sappelle la Difference qui eft entre ces deux gran-
deurs , foit B plus grand que C, & la difference de B
4 C, foit appellé X : enforte que C —+ X, foit égal a
BZeftégalds—+ ;-

III. AX1OME.

L a Raifon de lantecedent d une partie du confequent
eft plus grande que Jaraifon du mefme antecedent 4 tout
le confequent , & ainfi la raifon d’un antecedent a un
confequent cft une plus grande raifon: que celle du mef-
me antecedent a un autre confequent plus grand que le
premier,

La Raifor de Ba X partie de D eft plus grande que
la Raifon de BaD, & de mefme fi X eit plus perit que
v La Raifon de B'a X, fera plus grande que cclle de
BaY.

IV. AXIOME.

LEs Raifons qui ont un mefme confequent font en-
ere elles comme leur antecedens, % € :: BC.

C’cft une fuire du 2 Axiome ; car fi deux antecedens €-
rant comparez a un mefme confequent , la Raifon du plus




DE GEOMETRIE, Liv. I 3

grand antecedent eft plus grande que celle du plus pe-
ut. Il faut que ces raifons foient entre elles comme les
antecedens. V. AxrowMmE

L s Raifons qui ont un mefine antecedent font en-
tre elles comme leurs confequens dans un ordre recipro-
que ou renver{¢, c’eft a dire que la premicre eft a.la fe-
conde , comme le confequent de la {econdeeftau confe-
quent de la premiere X £ :: CB. :

Ceft la fuitte du troifiéme Axiome; car fi comparant
le mefme antecedent 4 differens confequens , la Raifon
de cetantecedent a chaque confequent eft plus grande
quand le confequent eft plus petit, & plus petite quand
le confequent eft plus grand. Il eit clair que ces rai-
fons doivent eftre entre elles comme les confequens dans
un ordre renverfe, puifque file confequentde la premiere
eft plus grand que le confequent de la feconde. La pre-
miere fera plus petite que la feconde, comme le confe-
quent de la {econde eft plus petit que le confequent de
la premiere.

VLA xriomE.

S1 deux raifons font €galesa une mefme raifons: elles

font égales entre elles.
BC...MN.

Mte TR S KL
Donc BC. :: FG.

Etceft la mefme chofe que fi deux raifons font égales &
deux autres raifons chacune a chacune, elles font €ga-
entre elles, fi lesRaifonsI & O eftant fuppofées égales,
la Raifon Aeft €galed laRaifonI, & la RaifonE, €gale
4 laRaifon O ,& A & E feront égales entre elles.

£ : COROLLAIRE.

QuanDp pluﬁeurs proportions difcretes confiderées
enfemble , font telles que les deux derniers termes de la
precedente font totjours les deux premiers termes de la
fuivante:elles peuvent eftre appellées continués en leur
maniere,, ou difcretement continués, & alorsil eft clair
que toutes ces raifons de ces diverfes proEO_Ftlons font

3
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egales , & quainfi l'on peut todjours conclure que
les deux premiers termes fontentre eux comme les deux
derniers , ce qui fera d’un grand abregement dans la
{uitte. Exemples dans les nombres.

sk B Rasle L gir g, A

12 11 37 F "2 5. A%
T e
Donc ; 1::

il

, VIII. AxjoME.

Deux grandeurs font égales lors qu'elles ont méme
Raifon 4 une mefme grandeur , ou qu'une mefme gran.
deur 4 mefme Raifon & chacune.

SiBS.::D S.
Ou queSB:: S D.
Donc BeftegalaD. :

Que fi ce font les grandeurs B & D qu’on {uppofe éga-
les, elles auront mefme Raifon 4 unemefme grandeur.,
& une mefme grandeur aura mefme Raifon a chacune.
SiBeﬂ:e'gaIea‘L DBS 23D SE&S B 28D

Lefondement de tout cela , eft qu’il eft clair quen ma-
tiere de Raifon deux grandeurs €gales, & une mefme
grandeur deux fois repetée font la mefme chofe.

VIII- AxiomeE.

Il peut y avoir trois fortes d’cgalitez en 4 termes qui
font deux Raifons.

1. L’égalité desantecedens qui font le 1. & le3® de ces
4.termes. 2. L’égalité des Raifons mefmes. 3. L'égalicé
des confequens quifontlez &ley , & deux de ces éga-
litez eftant données donnent celle qui. refte , foient les
2 Raifons : & %

Preuve du premier & 2 cas, fuppofé que le  terme foit
c¢galeaus, & le2au4.BaD & Sa T parces hypothe-
fes, & le fepticme Axiome BS:: D S:: D T, donc
parlevf B3 DE.

Preuve dusc. cas, fuppof¢ que L foit ¢galed 2 & B é-
galea D par ces hypothefes, & le vir. Axiome BS::
D T.:: BT donc par le vir1. S eft égale a T.

C’eft la mefme chofe fion fuppofe que Seft égale 4 T,
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on en conclura de la mefme forte que B'fera ¢gale aD.
COROLLAIRE.

Ir en eft de mefme des Raifons que des Grandeurs 5
car 1 confiderant enfemble 4 Raifons, elles feront pro-
portionnelles, Silareft égaledla & ka2 ila 4. Ainfi
parce que la Raifon dez2a3, eft égale 4 la Raifon de 4
a6, &laRaifon dega 7, égallea celle dersdarzsss

2. Suppofant que ces 4 Raifons font proportionnelles.
Silareft égaledlas, lazleferadla 4, & reciproque-
ment fi la 2 eft fupofée égale ila 4¢, la 1. le fera alage,

IX. AxioMmE.

QUuAND on a deux proportions , les 4 Raifons de ces
deux proportions font proportionnelles. La y Raifon de
la 1 Proportion eftanta la 1% Raifonde la » Proportion,
comme la » Raifon de la1* Proportion eft 4 la 2 Raifon
de la derniere. SiBC :: FG&M N : - PQ:i: 38 g

Carla rRaifon 2 eft égale a'la 3t par ce que ce font
les deux Raifons de la1 Proportion, & laz eft égale 4 la

4 -parla mefme Raifon, Donc parle v 11y, Axiome ,Hy

a une nouvelle proportion entre ces 4 Raifons,
X. Axr1oME

O~ nechange rien dans une proportion quand on ne
fait quen tranfpofer les raifons car deux chofes ¢gales
demeureront todjours cgalesde quelque maniere qu’on
les difpofe. Si donc |
BC.::F G
PG B.C;

I. THEOREME.
- DEux Raifons font égales quand routes les Aliquotes
parcilles de chaque antecedent font ¢galement contenues
dans fon confequent.

Soient 4 grandeurs B C F. G, & les Aliquotes quel-
conques de B foient appellées X, & les pareilles de F
foient appellées Y.rJedisque BC:: FGH X & Y font
¢galement contenués dans Jes confequens C & G.

Mais cela peut eftre cntendu en deuxmanicres, La
premicere eft quand X eft précifement aurant de fois dans
E ij)
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C qu'Y eft dans G, & alors il n’y 2 aucune difficuleé, &
il fuffic mefme d’avoir examiné une feule Aliquote pareil-
le des antecedens ; car il eft vifible que i X [ tde B ]
eft fept foisdans C,& Y[ deF ]7 foisdansG B B
F G 10. X % Xayo X 7. X
I.’autre maniere fait toute la difficuleé | c’eft quand une
Aliquote quelconque de B que jenomme X, n'eft jamais

précifement tant de foisdans C, mais totijours avec quel-_

que refte; car alors I’Aliquote quelconque pareille de F
ne peut eftre également contenué dans G, que par ce
quelle y fera autant de fois que X dans C. Mais toli-
jours avec quelque refte comme i X : de Beft dans C
7 fois plus R & Y & deF eft aufli dans G fept fois plus
R. Je dis que quand on peut fgavoir que cela fe trouvera
generalement dans toutes les aliquotes pareilles des an-
tecedens; ceft a dire quelles feront toutes au moins en
cette maniere également contenuésdans les confequens,
les Raifons de 2 &% feront égales , jene fqay fionle
peut mieux prouver qu’en cette maniere.

§i les Raifons 2 & £ n’eftoient ipas égales dans cette
fuppofition ; Il faudroit que la premiere fuft plus oumoins
grande que la feconde , & & fi clle eftoir plus grande
cn augmentant fon confequent de quelque chofe on la
diminaeroit ,. & par ld on la pourroit rendre €gale a3
comme au contraire fielle eftoit moins grande , on pour-
roit ajotiter quelque chofe au confequent de la feconde,
& par la rendant cette feconde moins grande, on pour-
roit encore faire que la premiere luy fuft égale.

Or on ne fgauroit augmenter C de quoy que ce foit
quon ne rendela Raifon® plus petite qu’il ne faue pour
eftre égaled { ce que l'on peut prouver ainfi ajotitant
Z 4 C quand Z ne feroit que la milliéme partie de I'¢-
paiffeur d’un cheveux. Je dis que la Raifon &, feroit
plus petite qu'il ne faudroit poureftre €galed * car fi 'on
prend I’Aliquote X plus petite que Z , il eft manifefts
que X fera dans C— Z une fois plus que dans C : de
forte que fi X eft la -5~ de B & qu’elle foit 80 dans

0. 9.

|
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Cla mefme X [ prife comme il a cfté dit plus petite que
Z ] feradans C — Z 8702 — R au lieu que Y qui eft auffi
la .., de F ne fera dans G que 8701 + R.

Or il eft clair que la Raifon de 10000 X 2 8902 X
plus R eft plus petite que la Raifon de 10000 Y 8701

-t

Donc on ne peut rien ajodtera C qu'onne rende ~-.
Plus petite que %. Il eft aifé de voir que l'on prouvera
de la mefme forte qu'on ne peut rien ajodirer 2 G que
Ponne rende la Raifon 2 plus grande que G —+ Z,

Donc la Raifon ¢ n’eft ny plus ny moins grande que
la Raifon X

Donc elle luy eft égale.

II. THEOREME.

Si 4 grandeurs font proportionnelles : elles le feront en
les renverfant; c’efta dire en comparant le premier con-
fequent au premier antecedent, & le fecond confequent
au > antecedent , le2 rerme au premier , le 4 au 3° | ce
qui sappelle Permatando. SiB C:: F G, je dis que C
B:: GFjcargz:: ¢ ¢ par le Corolaire du 8 Axiome,
la feconde de ces Raifons eftant égaleala 4<par I'hypo-
thefe , & la premiere & la 3° eftant des Raifons d’égalité.
Or les deux premieres Raifons aiant mefime confequent
font comme Jeurs antecedens par le 4° Axiome, & ilen
eft de mefme des deux dernicres qui ont aufli mefme
confequent. DoncCB :: GF, ce qu’il faloit demontrer.

? CoRrROLLAIRE.

Si 4 grandeurs {ont proportionnelles , elles le feront
en les prenant a rebours ; c’eft a dire que la 4 ferai la
3comme la22larfiBC::FG.GF::C B par Jes
precedent Theoreme. Lazeftdla 1 commela 4 cft &
a3 CB::GF.

Donc parle X Axiome en tranfpofant les Raifons la 4
ferad J]a3 commela2alar GF:: CB: autrement par
Fhypothefe , les Raifons £ & 2 font égales; donc par
le TX. Axiome ¢ £ :: 2 donc par le 4° Axiome G F
2 C B, :

SCD LYON !
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" 11I. THEOREME.

Si 4 grandeurs font proportionnelles, elles le feront en<
core en les prenant alternativement ; C’eft 4 direen com-

arant les antecedens enfemble, & les confequent enfem-

le,le 1~ terme au 3-, & le 2 au 4, ce quis'appelle A/-
2ernando. SiBC : : F G.Je dis qu dlternando B F :: CG;
car 2 %.: L% par le8 Axiome & fonCorollaire. La pre-
miere &la 3 Raifon eftant e¢gale parUhypothefe, & la 2
& la 4° eftant la mefme. Or % £ :: B F par levr Axio-
me, & £ CG par lev: Axiome,

Donc BF:: CG parle ce qu’il falloit
demonftrer.
COROLLAIRE.

Si 4 grandeurs font proportionnelles , elles le feront
encore en tranfpofant la premiere, & la 4, c’eft a dire
que la 4 fera 4 la feconde, commelay alar i BC::
F G CG :: FBjcar par le precedent Theoreme, la r*
eftila3 commelazalagy B F:: CG.Donc Permu-
tandolazeftd lar commelageft ala2FB:: GC,
donc parle X Axiome en tranfpofant les Raifons. La 4
feradla: commelasalar GC: : FB. Autrement par
le precedent Theoreme, les Raifons : & ¢ :: 5 % donc
par le 4° Axiome GC:: F G.

Huit DisrosiTrons.
Dans lefquelles 4 Grandeurs penvent efire proportionnelles.

11 s’enfuit deux chofes de ce que deflus : 1 que 4 gran-
deurs eftant proportionnelles elles le font todjours de
quelque maniere qu’on les tranfporte , pourveu que les
extrémes demeurent extrémes, & les moyens, moyens,
ouque les extremes deviennent moyens , & les moyens
extremes.

2. Quil y a huit differentes Difpofirions, ny plus ny
moins , dans lefquelles 4 Grandeurs peuvent eftre pro-
portionnelles. Les Voicy ¢n les marquant par premicre,
feconde, troifiéme, & quatriéme {elon qu'elles auroient
efté difpofees la 1 fois.

Hypothefe
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‘Hypothefer s : : 3 4. ) Premiere difpofition.

10 Axiome34:: 1 a3, Equivalente,
2Theoremez1: : 43. 9 Permutation.

10 Axiome 43::3 1, Equivalente,

3 Theoremerz::24. 7 Alterne.

10 AXiome 2 4 ::13. } Equivalente.
2Theoremesr:: 41. } Permutation de I’ Alcerne.
1o Axiome 42::31. § Equivalente,

On peut encore prouver ces 8 Difpofitions en cette ma-
niere ayantmisen quarréles 4 Grandeurs proportionnel-
les : enforte que dansla premiere difpofition , lesantece.
.dens {oient au deflus des confequens,

Ainfi 2 £,

Elles feront todjours proportionnelles en les prenant
deux 4 deux en mefme fens de quelque maniere que ce
foit , pourveu que ce ne foit pointde coin en coin, Mais

1 De hauten bas par 'Hypothefe,

, 2Debas en haut Permutands.

3De gauche 4 droite _4/ternands.

4 Dedroite d gauche Permutands. 1'Alrerne & chacu-
nede ces difpofitions eft double, parce que 'on peut com-
mencer par laquelle on voudra de deux raifons.

IV. THEOREME.
DES RAISONS PROPORTIONNELLES,

LEs deux Theoremes precedens font vrais , des Rai-
fons proportionnelles auffi-bien que des Grandeurs ; ceft
adire que fi 4 Raifons font proportionnelles, la 1eftant
dla 2comme lasila 4°, elles le feront Permutands &
Alternando ; et a dire que la 2 fera 4 la premiere com.
melagidlas, &quela premiere fera a la3 commela
24dla 4" On fe contentera de prouver I'Alterne qui eft
de plus grand ufage, foient les 4 Raifons proportionnel.
lesz L. 7 % quon appellera pour les marquer avec
moins d’embarras 2 ¢ ; : i o elles ne font proportion.
nelles que parce que la Raifon qui eft entre les deux
premieres Raifons [ 2 & ¢ ] eft €gale 4 la Raifon qui
it entre les deux dernieres [ i & ° Jdoacti done
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comparant chacune de ces Raifons égales entre elles,
avec la Raifon qui eft entre la 3 & la 2 Raifons scelt a
dire avec £. Il eft ¢lair par ques¢itgr

Or les deux premieres de ces 4 nouvelles Raifonsayant
mefme confequent , font comme les antecedens a& 1, &
les deux dernieres ayant le mefme anrecedent ,font com-
me les confequens dans un erdre renverfé ; c’eft 4 dire
comme e & o,donc i AE :: 10 AT:: EQ.

V. THEOREME.

S1d 4 Grandeurs proportionnelles commeB C: :F G.
on ajoute deux quelconques, comme M & N. La raifon
delazalag, eftala Raifonde la 4 4 la gcommela Rai-
fonde larala sefta,la Raifon delas a la fixieme

C=G v LB P
et g
MoN LT IMONE

Doncla & la3 de ces 4 Raifons ayant mefme confe-

uent, font comme les antecedens; ceft 4 dire comme
Ceft 2 B, Ecil en eft de mefme dela2 & de la 4 qui font
comme G a F. Or par 'Hypothefe & le 27 Theoreme
C B :: G F. Donc la premiere de ces Raifonseft a la 3,
comme la 2 4 la 4 donc glternandola 1 eft la 2, comme
lhzalag.

. VI. THEOREME.

St a 4 Grandeurs proportionnelles comme B C: : FG,
on ajofite deux autres quelconques comme 3 & 2.la Raifon
delazilaseftala Raifondelaéala;comme Ja Riafon
delatalas,eftalaRaifondelagalag? 5 HLF

Demonitration. La 1 & lajde ces 4 Raifonsayant me-
me confequent, font comme les antecedens par le IV.
Axiome ; c’eft a dire comme CaB. Ecla2 & la 4 ayant
mefme antecedent font comme les confequens dans un
ordre renverfé [ par le V Axiome , ] ¢’eft 4 dire comme
Ga F.Or par ’Hypothefe & le 2 TheoremeCB::GF
dont la 1 de ces Raifons eft d 1a 3 comme la 24 la 4 ce
qu’il falloit demonftrer.

COROLLAIRE.

D A ns I'unz & lautre de ces deux proportions de Rai-

fons des deux Theoremes precedens , fi lon fuppofe que

|
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les deux premieres Raifons font égales, Les deux der.
nieres le font aufli | ceft a dire pour le y Theoreme. Si
CM::GNBM::FN, & par le VI. Theoreme.
SiCM::NFBM::N G. Ceft une fuitte évidente
de ces deux Theoremes, mais ¢comme on a accouftumé de
propofer 'un & l'autre en d’autres termes nous en ferons
le VII. & le VIII. Theofeme,
VIIL. THeEoREME.

St 4 4 Grandeurs proportionnellescomme B C::F G.
On en ajotite deux autrescommeM N qui foient telles
quelazeftalagscommelagsd lag. lasfera 4 la 5
commelaz ala 6.

1 HypothefeBC:: FG.
2 HypothefeCM :: G N.
Confequences a prouverB M:: F N.

Demonftration pour la't Hypothefe & le 4 Axiome.
Ces 4 Raifons fontproportionnelles % ¢ . . ¢ % Orparla
2 Hypothefe, la 2 Ratfon &la 4] ¢ & ¢ ] font égales,
[ car ceft ce quel’on fuppofe quand on dit que C'M::
G N.]Donc par le Corollaire du VIII Axiome ey
Raifon & la3 & & & fontégales, ceft 4 dire que BM
::FN,cequicltla confequence;‘tprouver.CeTheore—
me, s'appelle Egualitas Ordinata.

VIII. THEOREME.

Si 4 grandeurs proportionnellescomme BC::FG ,on
en ajotte deux autres comme X & Y qui foient telles que
laz, foird lay comme la 6 4 las. la premiere fera a la
§ comme la 64 la4.

t Hypothefe BC:: FG.
zHypOthefeCX 1
Cotifequencesa prouverBX : : Y G.

Demonfteation par la1 Hypothefe, & le IV & V Axio.
me ¢ §:: % 5. Or par la 2 Hypothefe, lafeconde & la
quatrieie Raifon [ ¢ & ; }font égales ; car ceft ce que
Ton fuppofe quand ondit que CX :: YF, donc par le
Corollaire du VIII Axiome, larRaifon & la 3 &L
fontégales aufli, Ceft adireque BX::Y G ! %e. quieft

3
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la confequencea prouver. Ce Theoreme sappelle Zgwi-
litas. Perturbata.
AVERTISSEMENT.

O~ propofe encore ce dernier Theoreme d’une autre
maniere qui revient la mefme chofe , quoique cela pa-
voifle fort different.,

VIII. THEOREME:
Propofe d'une autre maniere.

Y ayantj Grandeurs d’'une part , & 3 de l'autre. Sila
1 d’une parteft 4 la 2.comme la 2 de Pautre part eft 4 la
3, & que la 2 d’une part foitdla 3.commela1 de l'autre

art eftdlaz ,layd’une part ferad la 3, commela 1 de
Pautre part fera ala 3.

Soient les Grandeurs 3 d’'une part B C X & 3 de l'au-
tre. YEG

1Hypothefe BC: : F G..

i 2 HypothefeCX :: Y F.
Confequencesa prouver BX::Y G.-

On voit clairement que ce {ont les mefmes Hypothe-
fes & la mefme confequence a prouver que dans le VIIL
Theoreme , & qu’ainfi cela fe prouvera de la mefme forte.
Il faudra peut-eftre metere 1 les reciproques.

IX. THEOREME.

Si 4 Grandeurs fontproportionnelles , elles le feront

encore en comparant chaque antecedent plusou moins ,

fon confequent avecfon confequent , c’eft 4 dire que fi

lareftdlazcommelaseftilag,larplus ou moins,la
2feraala » comme la3 plus oumoins, a4 dla 4 ;cequi
s'appelle: ordinairement Componendo , s'ily a plus, & Di-
videndo $’ily a moins , quoique peut-eftre par abus, com-
me nousle ferons voir plusbas, & il fautremarquer que
pour y avoir moins chaque antecedent doit eftre plus
grand que fon confequent. Il faut prouver que BC:: F
G. B plus-ou moins C eft-4 C comme ce que F plus ou
moins G eft 3 G;c’eftque B +CC:: F+G GL &L
eftant cgales par I'hypothefe , & £ — & parce que ce
font deux Raifons d’égalité ¢ — £ eft ¢galat - 2. Or

G




L ——— e

DE GEOMETRIE, L1v IL

¢ =+ g weftautrechofeque B* C & F o+ G nleft ay.

—

G G G
tre chofe que F ' G donc B = C eft €galaF =+ G, ceft
TGV Ak e ¢

a dire quela raifon B plus ou moins C 4 C cft €galedla
Raifon de F plusoumoins G 2 G ,donc BZ*CC::F+
G G ce qu'il falloitdemonftrer.

X, THEOREME.

S1 4 Grandeurs font proportionnelles , & que chaque
antecedent foit plus grand que fon confequent’, ler an-
tecedent eft4 la quantité donr il furpafle fon confequent
en mefme Raifon que le fecond antecedent eftala quan-
tité dont il furpafle fon confequent. Cette quantité s’ap-
pelle la difference de I'antecedent d’avec fon confe.
quent , comme nous avons déja veu, {0itBC: .F G .
que chaqiie antecedent foit plus grand que le confe.
quent. Jedisque BB— C:: FF— G pourle montrer,
il nefaut que prouver B CB.:F__GF ;€ar fi cela
eft, Pautre fera vray Permatands. Or ce dernier eft clair ;
car‘la Raifon de®==* ¢ft Ja mefme chofe que ¢ moins -
& 5% eft la mefme chofe que la Raifon 2 moins 2. Or’
P F &L= Sidone 2zt =0 donc B CB:: F G
F & Permutando B B C:.FP_—_ G > ¢e qu’il falloic
demonftrer. :

XL THEOREME.

Lors qu’on a deux proportions que je nommeray A &
E.Sijtermes de I'une font égaux a 3 termes de Pautre :
chacune a chacune, & dans fe mefme'ordre [ceft a dire
lerau 1, le 2au2,&c. ] Les deux qui refteront da pare’
& d'autre feront aufli €gaux entre eux.

Soitla proportion A BD :: L M :
& la proportion E 8 & :: x 4 Je dis que fi le pre-
mier terme d’A eft égal au 1 terme d’E 5 OC 463 2 4
8 le3 au 3, les deux 4 le feront auffi; car par le 2 Axio-
me, les 2 premieres Raifons d’A & d’E font entre elles
comme les deux dernieres. .

Orles deux premieres font ¢gales par le 8 Axiome,

F i
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parcé que par 'Hypothefe , les antecedens font ¢gaux,
& leurs confequens auffi. Ilfaut donc aufli que Jes deux
dernieres Raifons {oient €gales, c’eft 4 dire que L M::

» 1. Or les deux antecedens de ces deux Raifons qui

font L & » font égaux par 'Hypothefe. Donc parle VIII
Axiome, les devx confequens M & w le font aufli , ce
qu’il falloic demonftrer.

On prouvera fans peine la mefme chofe , fi c’eft 'éga-
lité d’un autre terme d’A a un femblable I’E , comme
duz au 2 qui foit fuppofe inconnu ; car alors I'égalit¢ de
deux dernieres Raifons qui fera manifefte par 'Hypothe-
fe, prouvera celle des deux premicres : & Pégalit¢ des
deux premieres , dont les antecedens font égaux par
IHypothefe prouvera I’égalité des deux confequens qui
{ferontle 2terme DA , & le: DE. '

I. COROLLAIRE. .

Ck theoreme ne laifle pas d’eftre vray quand less ter-
mes d’une proportion ¢gaux chacun a chacunajtermes,
de T'autre ne feroient pas dans le mefme ordre dans I'une
& dans l'autre , pourveu que les deux moyens de 'une
foient égaux,ou aux deux moyens de I'antre, ou aux 2
extremes ; car alors il fera aifé en tranfportant les termes
del'une, de faire que les termes égaux fe repondent dans
une & dans l'autre felonce quiaefté dic.

II. COROLLAIRE.

S 1 deux proportions A & E eftoient continués, les deux
moyennes proportionnelles eftant égales, 'undes extre-
mesd’A | ne pourroit eftre égala 'un des extremes d’E,
que Pautre extreme d’A ne foit €gal 4 l'autre extreme
d’E.

XII. THEOREME.

Prusreurs Raifons eftant égales , tous les antece:
dens font a tous les confequens, comme un des antecedens
4 fon confequent comme deux Raifons eftant égales,
I'antecedenteft 4 Pantecedent, comme le confequent au
confequent ; ainfi 4 Raifons [ ou tant que P'on voudra]
eftant égales, le premier antecedent eft au derniere an-

[
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tecedent, comme le 1 confequentau dernier , & le 2 ante.
cedent , au dernier antecedent comme le 2 confequent
au derier, & ainfi la fuitte julques au dernier antece-
dent qui ferad foy-m&me , comme le dernier confequent
a,foy-mefme.

Donc les 4 Raifons de chacun des quatre antecedens
au dernier antecedent , font €galesaux 4 Raifonsde cha-
cun des 4 confequensau dernier confequent , chacune i
chacune, c’eft a dire que fi ces 4 Raifons égales , font
BCECDE BCDEF
AEI O FF FF feront égales chacune a chacu-
nea AEIO

O O00O0.

Or ces Raifons des 4 antecedens au dernier font la mef-
me chofe quela Raifon des 4 antecedens , joints avec le
figne de plus au dernier antecedent, c’efta dire que
B+ C—+D—+F

F

Etles 4 Raifons des 4 confequens au dernier que I'u-

nique Raifon A + C—+ I -+ O
O

Donc B+ C—+ D Feft aF, comme A—+E —+ 1
-+ Oeft a O.

Donc Alternando , les 4 antecedens font aux 4 confe-
quens , comme F dernier antecedent eft 2 O dernier con-
fequent.

SECTION DEUXIEME.
Des Raifons tant dégalité que d’inégalité qui penvent cffre
entre diverfes Raifons, quand les termes de ane
font maltipliables par cenx de Lantre,

AVERTISSEMENT.

On croit erdinairement gue les gmna’mrs de divers genre gu’on

. appelle Fleterogenes , ne [¢ peavent pas multiplier, celane me

paroit pas vray, on a befoin dexplication ; car les nombres
font dun autre genre que les autres grandenrs comme I'ézen-
dué & le temps , € neantmoins il eff cluir que les nombres

SCD LYON.
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multiplient toutes [ortesde grandenrs, ¢~ que c'eff une veri-
table Multiplication ,qtiand je dis 6 toifes on 6 heures ,puif-
gue c'¢ft prendre une toife on une henre autant de fois qu'il
y a dunitez_dans 6 , en quoy confiffe la Multiplication.

De plus ce gui ne [e pent multiplier par la nature , [¢ pent
multiplier par une fiction d'efprit , par laguelle la verité [e
déconvre anlfi certainement que par les Multiplications ré-
elles 5 ainff voulant (avoir quel chemin fera en dix henres
celuy qui a fait 14 lieués en 8 heures § je multiplie parane
fittion d’efprit 10 heures par 14 lienés , ce qui me donne un
- produit imaginaire d’beares ¢ de lienés de 240 qui effant di-
vif¢ par 8 heures me donne 30 lienés. On maltiplie anffi par
la mefme fittion d'efprit des furfaces par des furfaces , quoi-
gue cela donne pour produit une étendué de 4 dimenfions qui
ne peut effre dans lz natuve , ¢ neantmoins on ne laiffe pas
de deconvrir beanconp de veriteX_par ces [ortes de multipli-
cations. ‘

Ze [cay bien qu’on dit que C'cff parce que ces produits ima.-
ginaires (¢ penvent reduire en lignes qui anront mefme rai-
[om entre celles que ces produits 5 mais il w'y a quere d'ap-
parence gue la verité de ces [ortes de prewves dependent de
ces lignes , qui font vifthlemens étrangeres a ces demonftra-
tions: quoy qu'il en [oit ne me voulant broiiiller avec perfon-
ne , chacun prendra ce que je diray des Raifons qui [é trou-
vent entre diverfes raifons guon ne connoit qu'en multi-
pliant les termes de un par ccux de Pauire | felon Uopinion
gu'il awra que les termes de cervaines raifons, font oune [ont
pas multipliables les uns par les antres ; car cew'e que dans
cetie [uppofition que tout ce que je m'en vais dire [e doit en-
tendre,

I. LEM ME.

On a déja veu dans ce Livre precedent que deux
grandeurs.ont éte multipliées 'une par Fautre,quand Pu-
nité eft alune comme Pautre eftau Produit, Cefta dire
ce qui s’eft fait par cette Mulriplication ; Ainfi 3 multi-
plicz par 4 donnent 12, parce quer; ::4 12 , & un

CIcrs
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tiers multiplié par un quart donne une douziéme, par-
‘€é quer ;. :: -3 l'unite eftant triple du tiers comme Je
‘quart eft triple du douziéme , & de mefme generale.
ment quand B & X eftant multipliez donnent B X, II
faur queI X ::B.BX.
II. LEmMMmeE
IL Senfuit de 14 que toute Grandeur eftant multipliée
par unautre, la Grandeur fimple eft 4 foy-mefme mul.
tiplice comme unité eft 4 Paurre Grandeur parlaquelle
clle 2 efté multipliée B B X :. I X. Ce neft que tranf-
porter les deux Raifons qui fe doivent trouver dans rou.
tela Multiplication,
III. LEmmeE. :
D Eeux Grandeurs eftant multiplides par une mefime
‘Grandeur , fi elles font €gales , leurs Produits feront
egaux , & {i les Produirs font cgaux,, elles feront égales
B & D deux Grandeurs égales. Jedisque B X & DX
font égaux, car par le premier Lemme

IX. { P D R Ao BE XD R oad £ ILEE

deurs B & D font €gales, les Produits BX & D X le font
aufli par le virr. Axiome , & fi les Produits BX& DX
font égaux,les Grandeurs B & D le font aufli par lemé.
me v, Axiomme, ‘

IV. LEmMmE.

Lorsque deux Grandeurs eftant multipliées 'une
par l'autre fontun Produit , & que 2 autres en font une
Aautre |, comme par exemple. 25 2 5. On Y peut re-
marquer 3 fortes d’égalitez, La 1* & la z¢ les cgalitez de
chacune des deux Grandeurs d’une part A chacune des
Grandeurs de 'autre de BaD & SAT. La 3° €galiré des
deux Produits BS&D T :ordeux de ces egalitez cftane
données donnent la 3¢, c’eft 4 dire que {i chacune des
deux Grandeurs d’une pare eft égaled chacune des deux
Grandeurs de 'autre les Produits font €gaux.

2. Et fi ce font les 2 Produits qui font fuppofez égaux,

& qu'une des Grandeurs d’une part, foit é galedPune de

SCD LYON!
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Fautre part, les deux autres Grandeurs font egales.

Preuve du premier Cas , la double Hypothefe de B
¢gala D & d'S, égaleaT fait voir par le 3° Lemme que
BS=— DS— DT ,donc BS= D T cequil falloit de-
monftrer. :

Preuve du 2¢ Cas parla double Hypothefe de B S cgal
aDT, & deBégal 4D, enfe fouvenant du 3¢ Lemme
BS—DT—BT, doncBS= BT ,donc le3 Lemme
S = T ce qu'il falloit demonftrer.

I. ProrosiTioN GENERALE.

Sy les deux termes d’une Raifon font multipliez par une
mefme grandeur la Raifon des termes fimples eft égale
3 celle des termes multipliezBC:: BM.CMou ¢ = 5

I. DEMONSTRATION.
Pan lezLemmeB BN 1 IMdonc BBMC CM,
donc Alterwando B C:: BMCM.
II. DEMONSTRATION.

Toutes les Aliquotes parcilles des antecedens B &
B M font également continuées dans les confequens C
& C M.

_Car foit X, I’Aliquote quelconque de B, & fil'on veut
la centiéme , 100 X feront J]a mefime chofe que B.

Donc parle 1* Lemme ce fera la mefme chofe de mul-
tiplier cent X par M que de multiplier B par M,Donc B
M & 100 fois X M font la mefme chofe , donc X & M
font les Aliquotes pareilles des antecedens BCBM.

Suppofé maintenant que X foit danc C ou tant de fois
fans refte ou tofijours avec quelque refte qu’il y foir, par
exemple 8~ precifement ou 87 fois plus R..

Ce fera 1a mefime chofe de multiplier C par M quede
multiplier par M , ou87 fois X précifement [ ce quidon-
ne 87 X M ] ou 87 X+ R [ ce qui donne 87 X M —
R M ] Donc C Meft la mefine chofe que ou

82 XM
87 XM~+R M.
Comme doncil eft clair parles proportions naturelle-
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ment connués , & par le 1f Theoreme que ro0 X 87 X
::100 XM 87X Mouro X87X ~+R::100 X M
87 X M ~ R M: Il eft clairaufli que B[ égal a100 X]
efta C[égalda 87X oud 87X ~+ R]comme B M[¢égal
a100X M ]eftaCM{égalda 87 XMou a7 XM~+R
M, ceft a direque BC:: B M. CM ce qu'il falloit de-
monftrer.

COROLLAIRE.

QuaAND des Grandeurs de pluficurs dimenfions, &
qui en ont autant 'une que l'autre font une Raifor, les
mefmes lettres qui {e trouveront dans I'une & dans lau-
tre de ces Grandeurs , eftant oftces de part & d’autre
une pour une , ce qui reftera , donnera la mefme Raifon
en termes plus fimples que s'il ne reftoit rien , ces Rai-
fous feroient entre elles comme un 2 un BM. C M:: B.
C.BB.BC::BC.BCM.BCN::MN.DFG.DP
G::FG.PGRST.FRS::TT.

PROBLEME.

Ayanrt deux Raifons quelconques, faire que demeurant
les mefmes , elles ayent mefme confequent : Il ne faut que
multiplier les deux termes de chacune par le confequent
de l'autre.

Par 1 elles demeureront chacune de mefme qu’elles
eftoient auparavant par la propofition precedente,& elles
auront pour confequent commun les produits des deux
confequens % ¥ :: %%, 5.

IL ProrosiTioN GENERALE.
Pour connoifire la Raifon que des raifons quelcongues ont
entres elles.

D rux Raifons quelconques font entre elles, comme
le Produit des extremes, c’eft 4 dire du premier ante-
cedent par le2 confequent ] eft au Produit des moyens,
c’eft 4 dire du 2 antecedent par le premier confequent |
2 %.:BN.CM. car par le precedent Probleme , on
reduit les deux Raifons données 4 n'avoir qu'un mefme
confequent en donndnt pour antecedentd la premiere le
Produit des extremes , & a la feconde le Produir decs

Gij
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moyens & a chacune pour confequent le Produit des
confequens. :

Donc parle 5¢ principe n'ayant qu’un confequent, el-.
les font comme les antecedens , & par ‘confequent com.--
me le Produit’ des extrémes qui eft 'antecedent de la
}Dremiere au Produit des moyens qui eft I'antecedent de

a feconde. . % : =28 ¥ ..BN.CM.
_ I. THEOREME.

D ux Raifons quelconques font entre elles comme
la Raifon des antecedensa celle desconfequens 2 % :: % <.

Car cette nouvelle comparaifon laiflant les mefmesex-
tremes B & N ne fait que tranfpofer lesmoyensC & M,
donc ces deux nouvelles Raifons font encore entre elles.
comme le Produitdes mefmes moyens B M y-

B i oo
| MN.
II. THEOREME.

D e ux Raifons quelconques font entre elles, comme
ces mefmes Raifons renver{ées prifes dans un ordreren-
verf€.

Jappelle Raifons renverfées quand de P'antecedent
on en faitle confequent , & du confequent I'antecedent.
Jedisdonc que ¢ § ::§ £;carilfaut prendre ces Raifons
renverfées dans un ordre renverf¢, afin que ce foit toi-
jours les mefmes extremes & les mefmes moyens. '

B M

G
N
M B
AVERTISSEMENT. :

Toutks les Raifons d’égalité eftant égales , elles
ont toutes mefme raifon 4 quelque raifon que ce foit,
& ainfi on peut-prendre celle que I’on veut 2 difcretion,

& les demonttrations pour I'ordinaire en font plus fen-
fibles , quand on prend celle du confequent au confe-
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quent de la Raifon d'inégalité , aveclaquelle on' compare
cette Raifon d’égalité.
III. THEOREME.

L A Raifon d’égalite eft 4 une Raifon quelconque d'i-
négalité , comme le confequent de la Raifon d’inégalicé
eft 4 fon antecedent. :

1 Demon. £ %:: XC. XB:: CB.

2 Demon. £ %::CB,

Et toute Raifon d’inégalité eft 4 la Raifon d’éealicé
comme 'antecedent dela Raifon d'inégalicé eft 4 fon con.
fequent %}::BX.CX::BC.

Autrement 2S :: BC.
I. CoroLLATRE.

10 %
Fo

La Raifon d’égalité eft plus grande qu’aucune Raifon’

de moindre inégalite, & plus petite qu'aucune Raifon
de plus grande inégalité, car elle eft 4 chacune, comme
le confequent de chacune eft a fon antecedent, donc la
Raifon d’¢galité eft plus grande quaucune Raifon de
moindre inégalité.

On prouvera de la' mefme: forte qu'elle eft plus petite
quaucune Raifonde plus grande inégalité, parce que le

confequent de toute Raifon de plus grande inégalicé eft:

plus petit que fon antecedent.
Cela feroit encore plus groflierement en prenant pour

Raifon d’égalité celle du confequentau confequent de la:

Raifon, avec laquelle on la compare j car ileft clair que
la Raifonde 4.4 4eft plus grande que la Raifon deja 4,
parce quayant mefme confequent celle d’égalité 4 un
Plus grand antecedent + %, & il eft clair auffi par lemé-

me principe que la Raifon dej a 3 eft plus petite que la.

Raifon de g PRE
3 i3
I'l. CorOLLAIRE: _
L Raifon dégalité eft moyenne proportionnelle
entre deux Raifons , dont I'une eft I'inverfe de lautre,
ou I'inverfe d’'une Raifon égale a Pautre’ £ :: 2 5 que
A e . X
fif cft égale 4 & ¢ fera aufli égale 45 & par confe-
G iij

quent = £ ::F
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III. COROLLAIRE.

L & Raifon de moindre inég:lité eft d’autant plus
grande , & laraifon de plus graande inégalicé eft d’autant
plus petite que Pune & l'autre approche plus de la Raifon
d’égalité. Jen laifle 4 trouver la demonftration qui fe tire
fans peine du Theoreme precedent.

II. THEOREME.

St les deux termes d’une Raifon font multipliez par
deux nouvelles grandeurs , 'antecedent par l'une , & le
confequent par Pautre,

La Raifon des termes fimples, eftd1a Raifon des termes
multipliez , comme la Grandeur qui a multipli€ 'antece-
dent , 4 celle qui 2 multiplié le confequent 22 2:: BM C
CNB::MN.

COROLLAIRE.

La Raifon des Racines eft ala Raifon des Quarrez com.
me laderniere Racineeft 4 la premiere = &= :: CB , &
la Raifon des Quarrezeft 4 celle des Racines, commela
premiere racine eft 4 ladernjere 2-%:: B C.

AVERTISSEMENT.

On jugera fans peine par la decequeftla Raifon des
Racines a la Raifon des Cubes.

III. THEOREME.

-S1 ayant deux Raifons quelconques , j’en fais une
troifiéme quiait pour entecedent le produit des antece-
dens des deux premieres, & pour confequent le produit
de leurs confequens, chacune des premiereseft 4 la troi-
{iéme comme le confequent de I'autre eft fon antecedent,
c’eft 4 dire que la premiere eft 4 1a troifiéme , comme le
confequent de la fecondeeft 4 fon antecedent, & la fecon-
de eft ala troifiéme , comme 'antecedent de la premiere
eft 2 fon antecedent, foient les deux Raifons quelconques, |
b & & latroifiéme 22 % = . NM&=2 = :: CB.
Cleft la mefme chofe que le fecond Theoreme propofé
autrement.

: IV. THEOREME.
S deux Raifons font égales,le Produit des extrémes
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eft ézal an Produitdes moyens: & fi ces deux Produits
font égaux , les Raifons font égales. Cela fe prouve or-
dinairement ainfi, foient les deux Raifons® £: On com-
pare le Produit des extremes B G avec le produitdes con-
fequens C G & le Produit des moyens avec le mefme
Produit des confequens C G ,& on raifonne ainfi,

3G, CG::BC.

MWCF. CG::FG,

Donc fi les Raifons ¢ & £ font égales, les Raifons * £ fe.
ront égales aufli , & ces deux dernieres raifons ayant un
mefme confequent, elles ne fcauroient eftre égales que
leurs antecedens B G & C F ne foient égaux.

Or de ces deux antecedens B G eft le Produyit des ex-
tremes, & C F le produit des moyens. Donc fi les Rai-
fons % & £ font €gales, le Produit des extremes fera égal
au Produit des moyens.

Que fi au contraire on fuppofe que BG & CF foient
€gaux, ilsne pourront avoir qu'une mefme Raifon d un
mefme confequent CG par S, donc les deux Raifons 22
= font égales, & pa confequent les deux & & I aufquel-
les deux autres font égales chacune a chacune , feront
egales: aufli cette demonftadtion eft tres-ingenieufe &
tres-bonne, mais la noftre eft beaucoup plus courte &
plus claire ; car par la feconde propofition generale, deux
Raifons quelconques {font entre elles , comme le Produit
des extremes , eft au produit des moyens.

Donc fielles font égales , ces deux Produits font égaux,
& ficesdeux Produits font €gaux, ellesfont égales.

I. COROLLAIRE.

LEs 4 Termes d’une propofition{ont totfijours propor-
tionnelsen quelque facon qu’on les difpofe, pourveu que
les extrémes demeurent todjours extrémes , & les moyens
moyens , ou que les deux extrémes deviennent moyens,
& les deux moyens extrémes.

Car tant que cela fera dans toutes ces differentes dif-
pofitions, le produit des extrémes fera tolijogrs egal au
Produit des moyens , & par confequent les 4 termes ainfi
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difpofez, feront totjours proportionnels,
II. CorROLLAIRE.

L Produit des moyens [ ou celuy des extrémes qui
luy eft égal ,eft moyen proportionnel entre le produit des
antecedens & celuy des confequens, c'eft 4 dire que £
BT Ié% E(F} EG* car le produit des exremes B F.CG
eft egal au produitdesmoyens CF CF. CF eftant com.
mun dPun& dl'autrer, & B'G quirefte du premier éeant
£gal 4 l'autre C F du fecond.

II1. CoroLLATRE.

LEs Quarrés des deux termes de chaque Raifon, font
entre eux comme le produit des antecedens eftau produit
des confequens. BB.CC::BF.CG; -

carBB.CG=CCBF.
C B eftant commun 4l'un & 4 autre, & BG du premier
eftant égal 4 CF dufecond. '

- 1V. CoroLLAIRE.

4 Grandeurs eftant proportionnelles,, leurs Quarrez le
fontaufli.SiBC:: FG.

BBCC::FFGG,;carBBGG = CCFF.
le premier eftant le Quarréde B G, &le fecond de C F,
V. COROLLAIRE.

Qu A TRE nombres eftant proportionnels, le preduit
des quatre multipliez Pun par Pautre eft neceflairement
un nombre quarré , qui a pour fa racine le Produit desex-
trémes ou celui des moyens qui eftla mefme chofe ; car
le produit des quatre nombres proportionnels , eft la mé.
me chofe que le produit des extrémes multipliez par le
produit des moyens 2.3 :: 4. 6.2 fois 6 [12] par3 fois 4 -
[ 12 ] font 12 fois 12 ; Ceft adire 144, & ceft abfolument
la mefme chofe que de dire » fois 3 font 6, 4 fois 6 font
24, 6 fois 24 fontrg 4. -

VI. CoroLLAIRE.

O ~ prouve aifément par ce 4 Theoreme, ce qui aefté
dit cy-deflys,, que quatre grandeurs eftant proportion-
nelles comthe B C:: FG. fi onen ajoute 2 autres quel-

conques




DE GEOMETRIE,L1v. II 57

conques comme M & N | les quatre Raifons fuivantes ,
font proportionnelles & = : :%%; car par la propofition |
generale , les deux premieres Raifons font entre elles 3
comme CFeft e MN , & les deux dernieres comme B |
G eft aMN. Or par le Theoreme precedent CF— B G |
donc CF. MN:: BG.MNjdoncs = :: 2 z ce quil fal-
loit demonftrer, :

V. THEOREME. j

St les deux moyens d’une proportion font €gaux aux 1§
deux moyens d’une autre proportion, & que I'un des i
extrémes de l'un foit égal 4 'un des extrémes de Pautre ¢ |
Fautre extréme fera auffi 4 I'autre extréme |, & il n’im.
porte ni que les deux moyens fuppofez €gaux de part &
d’autre ne {oient pas placez de mefme dans ces deux pro-
portions [ comme {i c’eft le 1 des moyens de la propor-
tion A qui foit égalau 2 des moyens de la proportion C,
&le fecond d’A aupremier de C ] ni que ce foit le rdes

- extremes d’A qui foit fuppofé égal au dernier de C, les
2 extrémes d’A & de C n'en feront pas moins €gaux,

Demontftr. les 2 moyens d’A eftant égaux aux 2 moyens
D C. Le produit des moyens d’A fera égal au Produit
des moyens de Cpar le 2 Lemme. Or dans chaque pro-
portion le Produit des moyens eft ¢gal au produit des
extremes.

Donc les Produits des extrémes d’A & de C font é&.
gaux aufli.

Or par le 2 Lemme , fuppofé que l'un des extrémes
d’A quel qu'il foit, foit €gal 4 un des extrémes de C
quel qu’il {oit aufli , Pautre extréme d’A , fera égal 4
lautre extreme de C.

COROLLAIRE.

' S1 A & C eftoient deux proportions continués | les

, deux moyennes proportionnelles eftant €gales, 'un des
y e, g ¥ (e O] ] r

; extremes d’A , ne pourroit eftre égal a 'un des extrémes

de C, queles deux autres extrémes d’A & de Cne fuflent |
H

I
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auffi égaux, ce qui eft' prouvé dans ce Theoreme & ce

Corollaire,I'a déja efté plus haut d’ume aute fagon.

DES RECIPROQUES:

Drux Grandeurs font dites eftre reciproquesa deux:

autres , quand les unes font les extrémes d’'une propor-
tion, & que les autres en font les moyens. Ainfi dans la
proportion B C::F G. B & G font reciproques a2 C
&F, & ileft clair, par ce quivient d’cftre dit, que quand
deux proportions font reciproquesa deux autres, le Pro-
duit des unes eft égal au produit desautres. Qe sl n’ya
que trois Grandeurs dans une proportion , parce qu'elle
eft continué, celui du miliew qui fert de confequenta la
premiere Reifon , & d’antecedent 4 la feconde , eft ap-
pellé moyenne proportionnelle , & alors le Quarré de
cette Grandeur eft €gal au Produit des: autres Gran:
deurs, Si B.D::DH.BH=DD.

VI. THEOREME.

St deux Grandeurs chacune de deux dimenfions:

font €gales : 'une des dimenfions de la premiere eft a
Pune des dimenfions de la feconde,. comme Vautre di-
menfion dela feconde eft a 'autre dimenfion de la pre-

micre. SiB Geftégal A CF, B feraa C comme FaG,.

c¢’¢ftune fuitte manifefte de ce qui vient d’eftre dit.
VIIL TuroRrREME.

S1 deux Grandeurs d’une part ,. & deux autres d’une

autre, font chacune reciproques 4 deux autres Grandeurs,.
elles feront reciproques entre elles. Si B& G font reci-
proquesd P& Q ;[ ceftd dire iBP:: QG J & que S

T foient auffi reciproques 4P & Qs [c’efta dire fi SP::
QT }.B & G feront auffi reciproques 4 ST ;[ c’efta dire
que BS:: T G.] Carle premier ne peuteftre quele Pro-




DE GEOMETRIE, Liv.IL. ¢
duit BG ne foit égal au Produit P Q, & le fecond ne
peut eftre que le ProduicS T ne foit égal au mefime Pro-
duit P Q, auquel le Produit B G eftoit égal, donc les

deux Produits B G & § T font égaux entre eux, parce

qu'ils font chacun ¢gal 4 un troifiéme , dont les Gran-

deurs B& G font reciproques aux Grandeurs S & T.

COROLLAIRE.

‘QuaTrE Grandeurs eftant proportionnelles, fi la
efta une g comme une 6 eft dlag ,laz feraauffia la £
commelaéalay ;car il eft clair par PHypothefe que la
1&la 4 font reciproquesd las& a4 la 6. Orla: & la 3
font auffi reciproques 4 la 1 &4 la 4 : elles le font donc
auflialag&alaé. Soientles 4 proportionnellesBCF G,
& les deux autres P.Q. ‘
8iB C.: . F.G. 5
LB D e

cP: Rk

H
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NOUVEAU

GEOMETRIE

I'TI'VRE TROISTE ME,

MENS

DE LA RAISON COMPOSEE.

Ou I'on fait voir aufli comment on peut faire
fur les Railons les quatre Operations com-
munes Ajofiter , Souftraire, Multiplier, Divifer.

QBT N e s'cft point encore avife que je [cache de
7 (N N faire [ur les 4 Operations communes Ajoiiter
A (‘W ) Soufiraire, Multiplier , Divifer, ce que lon fait
RGN\ [#r les antres Grandenrs , cependant la maniere
dont nous avons expliqué la Nature de la Rai-
fon dans le Livre precedent , fait voir que cela [ pens faire
fans peine (€ voicy comment. )

I. L MmME.

Ponr P Addition e Sonftrattion.
IL Nous avons déja veu N, que quand deux Rai-




~ ne faut que les reduire 4 un mefme con
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fons ont le mefme confequent, la Raifon qui a pour an-
tecedent le premier antecedent plus ou moins le fe.
cond, & pour confequent le confequent commun , {t
ou la fomme de deux Raifons, c’eft 4 dire une plus lau.
tre ou la difference de ces deux Raifons , ceft a dire la
premiere moins la feconde. B D B+ D B D 53

§—+3 §—3 dela s’enfuit. } E P T_ .7_ _;
7 7

ADDITION.
Pour ajotiter enfembledeux Raifons uelconques | il
;Junent. LaRai-

fon des nouveaux antecedens joints parle figne de Plus
au commun confequent, eft Ja fomme de ces deux Rai-
fons données, ou I'une ajofitée a autre.

BS BT DS BT +DS

15T 5 5~ by

74 63 20 63 —+10
autrement la 27 o 4 % erto il
Raifon qui a2 pour antecedent le Produit des extremes,
plus le produit des moyens , & pour confequent le Pro-
duit des confequens, eft la fomme de ces deux Raifons
données.

SousTrRACTION.

Pour fouftraire une Raifon quelconque d’une autre
qui foit plus grande. Il faut de mefme les reduire & un
mefme confequent, & alors la Raifon du plus grand an.
tecedent , moins le plus petitau confequent, cft la dif-

ference de ces deux Raifons, ot la plus grande moins la

plus perite § 1 &2 bk 22 chow
Autrement aiant misla plus grande Raifon la premiere,
la Raifon quiaura pour antecedent le produit des extre-
mes moins le produit des moyens, & pour confequent le
Produit des confequens , eft la difference de ces- deux
Raifonsou la plus grande moins Ia plus petite.
AVERTISSEMENT.
On voit parla gue les Geometres appellent Compofition ¢~
Divifion , quand ils difent gue quatre Gmﬂa’ea}rfl cfant pro-
111

111

Iv.
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portionnelles Componendo oz Dividendo. Zz 1 plus ox
moins | la 2 eft a la 2 comme la 3 plus on moins | la 4 eff a
la 4, a dii eftre plitoff appellé Addition ¢ Souffrattion , ¢5
gw'on a di dire que cela fe faitad dendo oz fubtrahendo,
& C'oft ainfi que nous avons refolu de Lappeller dans le refte
de ces Elemens.

IL LemME

Pour la Multiplication & la Divifion comme dans
les Grandeurs abfolués , on a multplic deux Gran-
deurs P'une par Y'autre, quand Punit€ eft a Pune de ces
Grandeurs, comme Fautre eft 4 ce qui eft né de cette
Mulciplication qu'on appelle le Produir, & qu'on a di-
vif¢ une Grandeur par une autre , quand la Grandeur
quidivifeeft 4 celle a divifer, ce qu’eft Punité 4 ce qui
eft né de cette Divifion quon appelle le Quotient.

Il faut aufli que dans les Grandeurs relatives qui s’ap-
pellent Raifons , on ait multipli¢ deux Raifons 'une par
Pautre, quand ce qui tient lieu d'uniceé dans ces Gran-
deurs relatives efta Pune des Raifons, comme Pautre eft
ala Raifon qui eft nce de cette Multiplication.

Et quionaitdivif¢ une Raifon par une autre quand la
Raifon quia di divifer eft a celle a divifer, comme eft
ce qui tient lieu d’unit¢ dans ces Grandeurs relatives a la
Raifon qui eft née de cette Divifion,

Or ce qui tient lieu d’unité dans les Grandeurs relati-
ves, c’eft a dire dans les Raifons , ne peut eftre autre cho-
fe que la Raifon d’égalité qui eft celle ou I'antecedent eft
€gal au confequent comme £ 7. Cela eft clair de foy-
mefme, & fe prouveencore par I'analogie des fractions
quiontun parfait raport aux Raifons comme on I'a déja
fouvent obferve.

Car dans les fra&tions, celle dont le numerateur eft le
mefme nombre que le dénenciateur [ ce qui revient
enticrement a la raifon d’égalit¢ ] eft la mefme cho-
fe que I'unité , deux moitiés 2, trois tiers 2, quatre
quarts £ n’eftant que Punit¢ diverfement exprimée.

i
|
i
@



DE GEOMETRIE, Liv. Ill. ¢
Cela eftant fuppolé, il eft tres-ficile de multiplier &
de divifer les Raifons.
MUuLTIPLICATION DE DEux Rarsows.
O~ a multiplic deux Raifons quand on a fait une
Raifon qui a pour antecedent le produit des antecedens
& pour confequent le produit des confequens, ayantles
deux Raifons ¢ &2, elles {e trouveront multipliées par
la Raifon de 2.
Pour le prouver il ne faur que montrer que la Raifon:
d’égalit€elta la Raifont comme la Raifon 2 eft a la Rai-

Ce quieftfacile: Car par2 < 2:: cb.
&parz2::ch.
donc RS- -
DivisioNn D'uNE RAISON PAR UNE AUTRE
Ow a divilé une Raifon par une antre, quand ayant
mis la premiere celle qui doit divifer T'autre, on a fair
une Raifon quia pour antecedent le produit des moyens;.
ceft 4 dire le produit du confequent de la Raifon qui
tient lieu de divifeur par I'antecedent de I'autre & pour
le confequent le produit des extremes rainfi £ a divifé
quand on ala Railon de 2. Pour le prouver il faut de-
monftrer que la Raifon:eft 2 la Raifon = comme la
Raifon d’égalité eft eft a la Raifornr de & ; ceft A dire

que; 3::2 . Or celaeft facile: car parle 2 22 ::.

n X bn®
m

bn cm.Or parle 2 £ = :: bn cm, donc * DX B

fon=Z ; ceft ddire que £ & ;2 b,

nen

2nle

b

-al

ale

n
=

Prosrime.
Ayant trois Raifons quelconques, en trouver une qua-
triéme pour proportionnelle, {oient les trois Raifons quel-

conques = ¢ 7, les deux du miliea eftant multipliées

une par I"autre, ce qui fait &, fi on divife cette nou-
velle Raifon f(par la premiere, ce qui donne =, cette
derniere Raifon eft la quatriéme , proportionnelle au

m  cdm

au regard des trois autres: c’eft d'dire que 2 £:: 2 fim
Car = { :: BF CD. par, & 2 ‘% .: BF CD par
. OBSERVATION. ]
€ g que font ces guatre regles fur les Raifons égales,

VL

VTIL.

YIIT

|_
SCD LYONY
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I'addition de deux Raifons égales fait une Raifon double
de chacune. Si BC:: FG 2% eft double de chacune
de ces deux Raifons , la fouftra&tion de deux Raifons
égales donne zero pour 'antecedent , & par confequent
le réduit a rien, Si BC :: FG. BG — CF,

—cc

Car BG = CF, donc P'un inoins l'autre n’eft rien. La
multiplication de deux Raifons égales fait une Raifon
compofée des deux , qui sappelle Raifon doublée,
dont on va parler bien-toft.

La divifion d’une Raifon par une autre qui luy eft ¢-
gale, donne une Raifon d’¢galite. Si>eft égaledf, =
divifant £ donne {{ qui eft une Raifon d’¢galicé, parce
que CF = BG.

DE LA RAISON COMPOSEE,

Ce qui vient d’eftre dit de la multiplication des Rai-
fons fait comprendre fans peine ce que ceft que la
Raifen compofée ; ce qui n’a point encore efté bien ex-
pliqué par aucun Geomertre.

Car au lien d’en donner une definition generale, ils

fe font contentez d’apporter I'exemple d’une Raifon
compofce dans un cas parriculier , comme fi on n’edit pi
avoir d’autre notion plus claire, plus diftinde & plus
univerfelle de la Raifon compofée.
» Lors, difent-ils, qu'ayant deux grandeurs on en prend
», une troifieme telle que 'on veut, & que 'on compa-
» e la premiere des grandeurs donnees a cette troifié-
»me, & cette troifiéme 4 la feconde des données, la
» Raifon des deux grandeurs donfiées eft compofée de
» deux Raifons, de la premiere grandeur a Pinterpofce
» & de l'interpofée 4 la feconde: ainfi la'Raifon de B
»a D eft compofée des Raifonsde Ba X & I’X 4 D.

Or il eft aufli ridicule de ne dire que cela pour expli-
quer la nature de la Raifon compofee, que fi on {e con-
tentoit de dire pour définir la proportion Geometrique,

que quand la premiere grandeur eft double de la {econ-
de
]
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de, & la troifiéme double de I quatriéme, cela sap
pelle proportion,

Car comme cette définition de Ta proportion ferci:
vicieufe, parce quelle ne comprendroit pas tout le dé.
fini, celle qu'ils donnent de la Raifon compofée ne [eft
pas moins , parce que bien loin de convenir 4 toute
Raifon compofée, ce n'eft qu’un abregement dans un cas
particulier dela maniere dont fe forment les Raifons

I compofées, comme on le verra plus bas. Voicy donc

en general ce que c’eft que Raifon compofée.
DEFINITION DE LA Rarson < OMPOSE'E.
L A compofition des Raifons neft aurre chofe que 1Ix.
leur multiplication § & une Raifon qui eft ne¢e de Ja

! multiplication de deux ou plufieurs Raifons , eft dite L

compolce de-ces deux ou plufieurs Raifons, il

Ceft pourquoy, fuivant ce qu'on a dit de la mulei. ;
plication, & y ajofitant fealement les termes de Com.

pofante & de Compofée, une Raifon eft <ompofée de

deux Raifons quand la Raifon d’égalité eft 4 'une des e

compofantes, comme lautre compofant eft 4 Ia Raifon |

<compolce, i

|

PROPOSITION GENERALE.

L a Raifon qui a pour antecedent le produit de tous . |
les antecedens de plufieurs Raifons, & pour confequent | ‘
le produit de tousles confequenens, eft compofce de tou.-
tes ces Raifons : ainfi la Raifon de #2 eft compofée de |
trois Raifons & 2 2. i ‘

On ne peut le demonftrer quen commangant par deux : ‘ f
Raifons, & en faifant voir d’abord que ;7 eft compofée i)
des Raifons & =, ~ il
i Or il ne faut pour cela que prouver que la Raifon 3‘
d'égalit¢ eft 4 * comme Zeft a ', ce qu’on adéja fait i

en expliquant la Multiplication.

Et quand cela eft fait des deux premieres , 0N prou. I
vera de la mefme forte que +42- eft compofée de tou- ‘
tes les trois, en faifant voir queelle eft compofée de = ‘ il
I qui I'eft des deux premieres ] & dela la tr.oiﬁéme 2, f' 1

SCD LYON A
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Car 2 2::cm bmparz, & 3 222 i en bmpar

Donc £ = :: & 5t & par cc:nfequent —mr eft compo-
¢ de: & =, laquelle Veft de : &3, & ainfi l'eft de
toutes trois = = k.
Suiteimportante de la vraye notion de la Raifon
: compofee.

La veritable notion de la Raifon compofée eftant
nne fois érablie , qui eft la Raifon du produit des ante-
cedens de deux ou pluficurs Raifons au produit de leurs
confequens , il senfuitdeld une chofe forc remarquable ;.
c’eft que lors qu'il fe rencontre dans les Raifons compo-
fantes des antecedens égaux aux confequens, il faut les
Bter un pour un avant que de former les produits des
antecedens & des confequens, qui doivent faire I'ante-
cedent & le confequent de la Raiforr compofée, fi on
veut quiclle foit réduite aux moindres termes qu'elle
peut eftre, :

ue fi ces antecedens & confequens €gaux eftans
8tez, il ne reftoit qu'un antecedent & un confequent
dans les Raifons compofantes , cét antecedent & con-
fequent fera toute la Raifon compofce: & s'il ne reftoi
rien, Ja Raifon compofée feroit d’n & un, parce que
ce feroit une marque que le produit des antecedens fe-
roit égal au produit des confequens.

On verra mieux tout cela par des exemples.

RAISONS COMPOSANTES.

bedpg c¢cq LaRaifon decela, eft que
A i B O quand on auroit mis routes €es
o f: ;£ ’;{ Jetrres femblables dans le pro-
o W 2 duit des antecedens & dans ce-

[mw a luy des confequens , il les en
g e % faudroit éter pour ayoir Ja Rai-
0o a ¢ i  fon de ces produits reduite aux

moindrcs rermes quelle peut eftre, felon ce qui aeftc
dit cy-ydeflirs

11 vaur donc mieux les retrancher d’abord, comme

inutiles, quand on ne veut quavoir la Raifon de ces

|
!
!
!




DE GEOMETRIE LIv. IIL &5

Produits qui eft la Raifon compofe.

On peut tirer dela divers Corollaires quidonneront une
grande lumiere & toute cette matierede la Raifon com-
pofée.

I. CororLAIRE.

Quand une de ces Raifons compofantes,, eft une Rai-
fon d’¢galité 1l ne la faut queretrancher commeinutile
4 la Rrifon compofé & %5 2

: L b
1I. CororLLATRE.

Quanp les deux Raifons compofantes ontla mefme
grandeur pour leurs extrémes , la Raifon compoféea pour
fon antecedent I'antecedent de la Raifon, & pour fon
confequent le confequent dela premiere § £.

1. CoroLLAIRE.
Lors quiau contraire les deux Raifons ont la mefme
?randeur pour moyens1.[ comme il arrive dans les Rai-
ons que nous avons dites , fe pouvoir appeller conti.
nués. ] La Raifon compofée a pour fon antecedent I'an-
tecedent de {a 1 Raifon, & pour fon.confequent le con-
fequent de la 2.
| IV. CoroLLAIRE.

Quanp ilya de fuitre plufieurs de ces Raifons con-
tinués €gales ouinégales; Ceftd dire qui font telles que
le confequent de la precedente eft tofijours I'antecedent
de la fuivante , la Raifon du premier antecedentau der-
nier confequent eft compofée de toutes ces Raifons,
ek

V. CorROLLAIRE.

CE qui vient d’eftre dit eft la mefme chofe que ce
quon propofe en cette matiere, ayant plufieurs Gran-
deurs de fuitte , l]a Raifon de la premiere 4 la derniere
eft compofée de routes les Raifons continués, de voutes
les Grandeurs, c'eft4 dire des Raifons de la r.dla2, &
dela 2dla3, & delajdla4 jufqud la derniere , C’eft la
mefme chofe quele2¢Theoreme, & que le 1 Corollaire
s'iln’y a que trois Grandeurs; car ayant ces grandeurs #

1ij

XII1,

X1v,

XY.

Xvi.

Xvil,




XVII,

XIX.,

ZX.

XxXI.
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cdfgh, lears Raifons continués font & £ L £, Done
par le 2 Theoreme laRaifon b 2. b eft compofée de tou-
tesces Raifons, & siln’y a que trois Grandeurs /¢ d. La
Raifondeé d 4% parle 1 Corollaire eft compofce de deux
Raifons.2 & 5. =1 ‘

VI. COROLLAIRE.

81 entredeux Grandeurs données, on eninterpofeune
ou plufieursautres a. difcretion , la Raifon des Grandeurs
donnéesfera compofée de deux ou de plufieurs Raifons.
continués que formerant ces Grandeurs données avec
les interpofées. Soientles données 4 d I'interpofée a dif-
cretion x ou fi.on en veut mettre. plufieurs x y z , ce
qwon a dit des 3 Grandeurs ne peut pas n'eftre point:

" vray de 4. x d..

VII. COROLLAIRE.

D eu x Raifons eftant égales , fi on en renverfe une-
en faifant "antecedent du confequent , & le confequent
de I'antecedent , la Raifonn compofée de ces deux Raifons;,
dontl'une eft renverfce eftune Raifon d’égalité.]’en laifle.
a trouver la. demonftration:

III. THEOREME.

Deux Raifons compoféesfont égales quand les Rai--
fons compofantes de I'une, font égales chacune a chacu.
ne aux Raifons compofantes del’antre, toute raifon coms
pofée eftle 4 terme d’une proportion: , dont la Raifon
d’égalité fait le premier terme;, & les deux Raifons com-
pofantes le 2 &le 3, donc les Raifons d'egalité. eftant
€gales dans 'ane & lautre proportion, %

Si les Raifons compofantes d’une part font égales aux
Raifons compofantes de l'autre part, les trois premiers
termes:de une font-€gaux aux trois premiers termes de
Pautre..

Et par confequentles deux Raifons compofées quien.
font chacune le 4 terme, feront €gales par.a.

I1V. THEOREME. ,
" 81 les Raifons donc une raifoneft compofée font tou.
tes deux de moindresinégalite , la compof€e eft moindre
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quaucune des compofantes. Si elles font toutes deux de:

plus grande inégalité la compofée eft plus grande quau.-
cune des compofantes. Sil'une eft. de moindre inégalité .
& l'autre de plusgrande inégalité,, 'acompofde fera plus.
petite que celle de plus grande inégalité , & la plus gran-
de que celle de moindre inégalité, Tout cela dépend
de deux principes..

L'unque toute railon compofée eftle 4° terme d’une.
proportion dont la Raifon d’cgalité eft le premier terme
& les deux compofantes, le 2 & le3 terme , Pautre que la
Raifon compofante qui faitle 3 terme de cette propor-
tion eft 4 la compofee,, comme le confequent de celle

quien fait le 2 terme eft 4 fon antecedent par 2 & cy-

deflus. ,
Done quand P'une & I'autre compofante eft de moin-

dre inégalite, le confequentde chacune eftant plus grand

que {on antecedent , elles ne pourront eftre difpofées de
forte que I'une & lautre ne foit plus grande que la com.
pofEe, 222t 20u3s

L L ] 1 2 .. o 1 F : 1Y f
+%::23 0054 & awcontraire par le mefme prin.

cipe q'u;{n.d les deux compofantes font de plus grandes:

incgalité , le confequent de chacune eftant plus petit que

fon antecedent , chacune auffi eft plus petite que la com.-

ofée.l’—::ii’:-z3. roistdang

gz}

Mais {i 'une des compofantes eft de moindre inéga-
- lite, le confequent en P'une eftant plus grand que lan.

tecedent & moindre en lautre, la compofante de plus
grande inégalité fera plus grande que la compofée , &

celle de moindre inégalité plus petite que la compofée..

12 " .. ' T T | -
;s-::z;;;..jl.-gz-..—;f..j?. : ‘
OBSERVATION SUR €E THEOREME..
O n voit clairement par ce qui vient d’eftre demon-
ftré dans ce Theoreme, que la compofition des Raifons

- m’én peut eftre une Addition , mais en doit eftre une Mul-

tiplication ; car il eft contre la nature de I’ Addition que

deux chofes ajotdrées enfemble faflent un tout qui foit

moindre que chacune , parce qwil faudroit pour cela
Liij,

XXIE.
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qu'un'tout fuft moindre que la partie , mais il en eft tout
autrement de la Multiplication, dans laquelle il fe peut
faire que deux chofes eftant multipliées 'une par P'autre,
il en maiffe un Produit qui foit moindre que chacune,
& cela arrive todjours quand les deux chofes que I'on
multiplie font moindres chacune que l'unité , comme
quand on multiplie un tiers par un quart , ce qui fait un
douziéme , & ¢’eft ce qui faitencore voir la parfaiteana-
logie des nombres aux raifons ; car il n'arrive jamais que
la Raifon compofée foit plus petite quaucune des com-
pofantes , que quand chacune des compofantes eft de
moindre inégalité ,; & qu'elle eft par confequent plus pe-
tite que la Raifon d’égalité qui tient lieu d’umté dans
les Raifons.
uand une Raifon eft compofée de plufieurs Raifons
égales , fi Ceft de deux, elle s'appelle doublge , de trois
triplée , de quatre quadruplée, &c.
V. THEOREME.
S’1Ly a plufieurs termes en proportion continuelle ;
ceft 4 dire que le premier foit an fecond, comme le 2
auz,& legau 4 & le 4 auy , ce qui sappelle Progref-
fion Geometrique, la Raifon d’un terme & l'autre, fera
{imple ou doublée, ou triplée ou quadruplée, &c. felon
?ue ces termes feront diftans'un de Yautre ; car ¢ils fe
uivent immediatement , leur Raifon fera fimple, c’eftd
dire la mefme quiregne dans toute la Progreflion.
§’ily a un terme entre deux qui eft une moyennae pro-
portionelle leur Raifon fera doublée , Ceft a dire com-
Eo{‘ci:e de deux Raifons fimples, qui par Phypothefe font
cgales. ;
S'ily a deux termes entre deux , c’eftd dire deux moyen-
nes proportionnelles , leur raifon fera triplée sil y en a
trois quadruplée, &c.
VI. THEOREME.
La Raifon dune grandeur de plufieurs dimenfions 4
toute autre grandeur homogene , d’autant de dimen-
fions eft compofée de toutes les Raifons de chacune des
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dimenfions d’une grandeur a chacure desdimenfions de
Tautre : ce n’eft qu'une application de la definition de la
Raifon compofée; car comparant chacune des dimenfions
d’'une grandeur achacune des dimenfions de 'autre , on
met tous les antecedens de ces Raifons dansune des gran-
deurs, & tous les confequens dansl'autre. Or une Gran-
deur de plufieurs dimenfions eft [a mefme chofe que le
Prodvit de ces dimenfious multiplices 'une par l'autre :
Et par confequent les grandeurs font entre elles, comme
le produit de leur dimenfion, c’eft 4 dire comme le Produit
desantecedens des Raifons de chacune desdimenfions de
Pune d chacune des dimenfions de ['autre au Produit des
confequens de ces mefmes Raifons , ce qui eft une Rai-
fon compofee de ces Raifons par la définition mefme de
la Raifon compofée.
- 1.COROLLAIRE.

Toute Grandeur plane eft a unecautre Grandeur plane
en raifon cempolée de deux raifons de chacun des cétez
de I'une 4 chactin des cotez de Pautre , c’eft la mefme
chofe que la precedente,

I1I. COROLLAIRE.

TouTte Grandeurfolide eft 4 une autre Grandeur fo.
lide en raifon compofée de trois raifons de chacune des
cbtez de 'una chacune des cétez de autre | c’eft la mé-
me chofe que la propofition generale.

I1IL. CoroLLAIRE.

L s Grandeurs planes & folides ayant quelqu’une de
leurs dimenfions égale & l'autre inégale font entre elles
commeles inégales. b £ bg:: fgbfd bfg::dg
bfd bmun::fd man.

IV. COROLLAIRE.

Les plans dontles deux dimenfions ont mefine raifon,
ehacune de I'und chacune de Pautre , font en raiforidou-

blée de cette mefme raifon; Cela eftclair par le premier’

Corollaire & la définition de la Raifon doublée,

Xxv.

XXVI,

XXVIL

XXVIM.
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V. COROLLAIRE.

L £ s folides dont les trois dimenfions ont mefme rai-
fon chacune de I'un 4 chacune de P'autre , font en raifon
triplée de cette raifon. Cela eft encore clair par le fecond

-Corollaire, & la définition de la raifon triplée.
VI. CoROLLAIRE.

Tous les Quarrez & les Cubes font en raifon , les
uns doublez , & lesautrestriplez de Ja raifon de leurs ra-
cines , car toutes les dimenfions des Quarrez & des Cu-
bes eftant égales entre elles , elles ne peuvent pasn’avoir
pas chacune la mefme raifon 4 chacune des dimenfions
des autres -Quarrez & des autres Cubes.

VII. CoroLLAIRE.

S 1 4 Grandeurs font proportionelles , leurs Quarrez &
leurs Cubesle fontaufli.Sibc:: fg bb.cc:: ffgg. bbb
cee:: fffggg ; car lesQuarrez eftant en raifon dou-
blée, leurs Racines & leurs Cubes en raifon triplée , les -
Raifons doublées , & les triples de Raifons égales doi-
vent eftre égales par le 3° Theoreme.

VIII. COROLLAIRE

LE Produit de deux Grandeurs quelconques eft moyen
proportionnel entre les Quarrez de chaque Grandeur.
Soient les Grandeurs 6 & c. bb. bc:: be ccj5carbb.be
s boic, B beotips: e

Ceft la mefme chofe que de dire que le Produit dela
toute , & d'une partie eft moyen proportionnel entre le
Quarré dela toute & le Quarré de cette partie ; car il
eft vifible que fila toute eft # & m une partie 22, 2. m
it m. mm.

IX. CorROLLAIRE.

En toute Progreflion Geometrique , les Quarrez de
deux termes qui {e fuivent immediatement font entre
eux comme deux termes , entre lefquels il y en a un
d’interpof¢. Soient — & ¢ d f ¢ en Progreflion Geome-
trique. Je dis que b b.¢ec:: b.douce dd:: cf; car
la Raifon de 44 cft doublée de celle de é¢. Or parle 6

- Corollaire , les Quarrez 446 & ¢¢ , font aufli en raifon

doubl¢e
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doublée de celle de 4 ¢« Cela fe peut prouver encore
d’une autre forte, Si =bcdf bd=tcc. Orbb.b4.-
bddonc b4ce:: bd,

X. CoRroOLLAIRE

E ~ toute la Progreffion Geometrique , les Cubes de
deux termes qui fe fuivent immediatement, font entre
eux comme deux termes , entre lefquels il y en a deux
d'interpofez ; car les Cubes font en raifgn triplée de la
Raifon dela Progreffion , & les rermes entre lefquels il
y ena deux d’interpéfée, font aufli en raifon triplée de
cette mefme raifon , cela fe peut prouver aufli par
Corollaire 7¢; car i3 4 ¢. d £ par bb.cc:: cf, done
bbf.=cce. Or bbb, bof - bf.donc bbb. ccc:: bf

XL CoRroLrLAIRE,

Cest parld quona trouvé comment il s’y falloit
prendre pour doubler un Cube donné 5 CAr ayant un
Cube donné 4 44, 11 faut prendre # double de4, & fi on
peut trouver deux moyennes continuément proportion.
nellesentre 4 & £, comme feroient ¢ & d - enforte que
foient 4 ¢ d . Le Cube de ¢ premicre de ces moyennes
proportionnelles fera double du Cube de s,

VII. THEOREME. DeriNiTION.

‘Deux Grandeurs planes qui fon telles que les deux
dimenfions de I'une font les extrémes d’une proportion,
dont les deux dimenfions de I’autre , font les moyens |
ouf ce quieft lamefime chofe ]que I'une des dimenfions
de la premiere foit 4 I'une des dimenfioss de Iz fecon-
de, comme P'autre dimenfion de la feconde ft 4 autre
dimenfion dela premiere font appellées reciproques , &
font rofijours égales.

Soient 4 ¢ & ¢ £, Je dis que fi eftd . comme feftdg
be::of
bg = % £

K

XXXIv,

XXxv.

XXXV1.
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Or par: le Produit des extrémes 4 ¢ qui eftle premier
de ces deux plans eft égal au Produitdes moyens ¢ f qui
eft le fecond de ces deux plans.

VIIL THEOREME..

L&s Grandeurs planes égales’{font todjours recipro-
ques, c’eft 4 dire les deux dimenfions de Lune {font les’
extrémes de la proportion dont les deux dimenfions de-
Vautre font les moyens, Si & g eft égala ¢ £ Je dis que:
be:f g ;




NS
hi =

=

ENS

GEOMETRIE

LIVRE QUATRIE ME.

DES ‘GRANDEURS ‘COMMENSURABLES
ET INCOMMENSURABLES.

g “Ous avons dit generalement qu'ily a deax
WE| o fortes de raifons ; la raifon de nombre & nom-
o bre, @ la raifon fonrde; ¢comme c'eff par la
€ gue les grandears font commenfurables ¢~ in-

WLHON  commenfurables , la f[uite naturelle nous obls-
rge de parler.de ces fortes de Grandeurs.

DEFINITION.

«C'EsT la méme chofe de dire que deux grandeurs
{ont commenfurables , & de dire qu’elles font comme
nombre 4 nombre.

‘Carafin ques foit commenfurablea ¢, il faur que quel-
que.grandeur comme x foit précifement tant defois dans

Il.
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b& précifément tant de fois dans ¢ comme fielle eft g fois

dans 4 & 1o fois dans¢.
Donc 4 eft la mefme chofe que g x5 & ¢ la méme chofe

que 10 X,
Org x.10 x:: 9. 10,
Donc 4. ¢ :: 9. 10.

Donc 4 eft 3 c comme nombre a nombre. Et dela il

s'enfuit que c’eft auffi la méme chofede dire que deux

randeurs ne font pas entr’elles comme nombre 4 nom-

%re , & de dire quelles font incommenfurables , puifque

fi elles eftoient commenfurables elles {feroient comme
nombre a nombre.

SECTFON PREMIEKE.
Des Grandeurs commenfarables ot des Raifons de nombre
: a nombre.

Tourt ce quiacfté dicdans les deux Livres precedens
des Raifonsen general, peateftreappliqué fans peine aux
Raifons de nescbre anombre. Cen’eft donc pas ce que
’on va faire icy : ce feroit une repetition inutile. Mais on
parlera feulementde ce qui convient {pecifiquement aux
Raifons de nombre 2 nombre , & en quoy elles font diffe.
rentes des Raifons Sourdes.

I. LEMME.
Marguer les nombres par lettres.

On peut marquer les nombres par lettres comme les
autres grandenrs: & alors il faut obferver en faifant les
quatre operations fur les nombres que 'on a marquez
par letrres, tout ce qui a efte dit dans le I. Livre de
ces operations fur les grandeurs quelconques: D’oli nait
plufieurs diffcrences entre cetre maniere de marquer les
nombres par lettres, & celle de lesmarquer par chiffres.

1. Une feule lettre peut marquer quand on veut quel-
que grond nombre que ce foit 5 au lieu qu’il faut beau-
coup de caraderes pour marquer les grands nombres.

2. Les chiffres changent dans1’Addition, Souftraction,
Muldiplication des nombres ; mais les letrres ne chan-
gent poiat : Car fi4 fignifie 4. & « 5, pour les adjotiter
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en chiffres je mettray 9, & par jertres je mettray 4.
Et pour multiplier en chiffre je mettray 20, & par lec-
tres je mettray 4 4: & ceft en cela qu'eft le plus grand
avantage des lettres ; car les multiplications s’y font fans
peine,, & daiflent totijours voir les nombres par lefquels
on a multiplié ; au lieu que deux grands nombres font
difficiles 4 multiplier par chiffres , & on ne voit plus
dans le produit les nombres dont il a efté fait,

3. Le rang dans les chiffres fait tout; car 19 & 92
font deux nombres bien differens : Mais il ne fair rien
dans les lettres quand on les joint enfemble , ce quimar-
que une multiplication ; car il nimporte par ol on
commence la multiplication de denx nombres. Cleft
totijours la_mefme chofe 5 fois 4, ou 4 fois 5: & ainfi
bed, bde, dbe marquent le mefime chiffre,

4. Les chiffres fignifient des nombres déterminez -
& un mefme caractere dans la mefine place des unitez
des dixaines, &c. ne peut fignifier que la mefime chofe.
Mais les letcres fignifient des nombres quelconques; en
obfervant neanmoins que dans une mefme operation
la mefme lettre doit fignifier le mefme nombre.

II. LEMwMmE.

CeTTE maniere de marquer les nombres par letrres,
fait voir que les nombres peuvent eftre confiderez com.
me eftant d’une dimenfion, ou de deux, ou de trois, ou
de quarre, &c. '

On confidere un nombre comme eftant d’une feule
dimenfion, lors qu'on regarde fimplement ce qu’il con-
tient d’onitez & qu'on le marque par une feule lettre,
foit quil ait befoin pour eftre écrit en chiffre d’un feul ou
de plufieurs caraéteres. Ainfi 72 marqué par un s, eft
un nombre d’une feule dimenfion.

On le confidere comme ayant deux dimenfions, lors
quil eft exprimé par deux lettres qui marquent deux
nombres , qui fe multipliant Pun Yautre font le nombre
toral qu’on veut exprimer, Ainfi & fignifianta, & p 36,
bp fignifie deux fois 36, ce qui fait encore 7.

K iij
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On le confidere comme ayant 3 dimenfions, lors qu'ii
-eft exprimé par.3 lettres , qui marquent 3 nombres,
dont le 3¢ multiplie le produit des:deux premiers. Ainfié
fignifiant2, ¢3 &wm1z: 6 om fignifiez fois; fois 12. c'eft
a dire,:6.fois1z2 5 cé qui fait encore 72.

:On le confidere comme ayant 4. dimenfions, lorsqu’il
eft exprimé par 4 lettres qui marquent 4 nombres, dont
le 3¢ ayant multiplié le produic-des deux premiers, le 4,
multiplie le produit des 3. autres. Ainfis fignifiant 2,¢3,
& d 4.; bede fignifie 2 fois fois 4 fois3; cefta dire,
6 fois 4 fois.3, ou 24 fois 3 ; ce qui fait encore 72.

On le confidere comme ayant cinq dimenfions , lors
quil eft exprime par . leteres. :

De 6 quand par 6.

De 7 quand par-7.
De 8 quand.par 8, &c.
' " JIL LEMMmE.
On-voit aflez que deux mefmes lettres, comme %%
ou cc, doivent faire un nombre quarré ; & 3 mefmes
lettres, comme 4 44, un nombre cubique.
Mais il .y a encore une autre obfervation 4 -faire fur
ces nombres..C’eft qu'unnombre eft reconnu pour quar-
ré non feulement quand il eft exprimé par deux mcmes
lettres comme <4 4, mais aufli quand on partage en deux
parts égalesles lettres d'un nombre, en forte que les mé-
.mes lettres fetrouventen 'une & en lautre partie. Ainfi
bbcc,oubbecdd. fontdes nombres quarrez , parce que
Pun fe peut partageren bc& bc, & lautreendcd &b cd.
.Caron a.déja veuqu'il ”’importoit de rien en quelque
-maniere que les lettres fuflent rangees, ;
.Un nombre de méme eft cubique non feulement quand
il eft exprimé par les trois memeslettres comme 644 , mais
aufli quand leslettres qui le marquent peuvent eftre divi-
{ées en trois parts égales dont chacune contienne les mé-
mes lettres. Ainfi bbbccc,oubbbece ddd font deux
nombres cubiques, parce que le premierfe peut partager
enbe,bc&be,&lautreenbed ,6cd& bcd. :
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COROLLAIRE.

I. s’enfuit dela fans autre preuve , que le produit de
deuxnombres quarrez eft totijours un pombre quarré qui
a pour fa racine le produit des deuxracines des deux au-
tres nombres quarrez, Ainfi ében ccfaitbbee, qui 2

E:)ur.fa racine4 ¢. Et quele produit de deux’ nombres cu..
iques eft totijours un nombre cubique, quia auffi pour

fa racinele produit des deux racines des déux autre$ nom..
bres cubiques. - :
I'V. ExMME
LEs expofansd’une raifon de nombre i nombre font
peceflairement ou deux nombres-impairs, ouun nombre
pair & unimpair , mais ce ne peut eftre deux pairs ; car
deux pairs'pouvant encore Pun & lautre eftre partagez:

par la moitié. Cette raifon n’auroit pas efte reduite aux-

moindres termes:qu’elle Pauroit pé-eftre & cette divifion
par la moiti¢ fera enfin que ees deux'pairs fe reduiront ou
adeux impairs comme la raifon de 1o a 64e reduit 2 la raj_
fon de 53 3,0uanmoinsdun pair ‘& dun impair comme
laraifonde 8. d14 fereduitalaraifonde 447,

V. LE M ME. -

Quoy que deuxnombres n’ayent pasautant de dimen-
fions T'un que l'autre, ils ne laiflent pas de pouvoir eftre
comparez enfemble , parce que tous les nombres eftant
mefurez par I'unité ont todijours raifon J’un 4 Pautre.

Neanmoinsil cft fouvent utile de pouvoir faire qua le’

nombre quiauroivmoins de dimenfions que l'autre, en aic*

autant demeurant le méme |, & celaeft aifé:

Car refervant la lettre (/) pour marquer I'unité il ne -
faut quaugmenterles lettres dunombre qui en a moins -
que l'autre , d’autant d% qu'il eft neceffaire pour faire-
quil y aitautantde lettres 4 'un qu’a autre, Ainfi ayant -

acomparer baveed x ; ajolitantun 7 34 .44 aura autant
de dimenfions que & x.
Et neanmoins 7 fera le méme nombre que 4, parce:

- que I'unité multipliant un nombre ne le change poirit ; ;
4-fois un, ouune fois 4., cftant la méme chofe que quatre. -

VIL

vilL
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Etquand on le multiplieroitz , 3& 4 fois par I'unité,
ceferoit totjours de m€me : comme il {e voiten ce que
Punité prife une fois ( ce qui peut eftre marqué par un feul
¢ ) eft unnombre lineaire & multiplié par foy-méme, ce
qui peut eftre marque par deux (/7 ) eft unnombre quar-
r¢ , quoy que ce foit toujours un : Etmarqué par trois (#7)
un nombre cubique : Et par quatre (/77 ) unnombre quar.
rédequarré: Etainfid Pinfini. D’ou il s’enfuit que com-
me un feul( / ) n'apporteaucun changement au nombre
auquel ileft ajotité, deux, trois , quatre /, n’enapportent
point auffi. : -

Cette obfervation fera de grand ufage dans les Theo-
remes {uivans.

VI LemMmE.

I eft bon pourdiftinguer plus facilement les nombres
pairs desimpairs de marquer les nombres pairs par des
confonnes , & lesimpairs par des voyelles, refervant tod-
jours / pour Punite : neantmoins quand on ne confidere
niles pairs ni les impairs, les confonnesalors fe prendront
pour les nombres en general,

VII. LEmME.

OurrE cettemaniere de marquer par lettres les nom.
bres quel'on veut multiplier, on peut auffi en les mar.
quant par les chiffres ordinaires avoir prefque les mefmes
avantages , qui font. 1, Que les nombres multiplians &
multipliez paroiffent tofijours. 2, Qu’on voit tout d’un
coup combien de dimenfions eft chaque nombre. 3. O\g_e
Pon voit fans peine les expefans de chaque raifon de
nombre 4 nombre, '

Ilne faut pour cela que faire deux chofes. La 1 eft de
mettre une virgule entre deux ,ou trois, ou quatre , ou
cinq nombres que I'on veut multiplier les uns par les
autres, en fe fouvenant que cette virgule veut dire fo7s,

Ainfi 4 , 5, voudra dire 4 fois 5 ¢. 20,

55 I2. § fois 12 ¢. Go. :

5,6,
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55657, 8. sfois 6 fois 7 fois huit, ¢, 30 fois 7 qui font
210 ,& 8 fois 210 ce qui fait 1680,

Les quarrez fe mettront de mefme.,

353 Quarré de 3.9,

45 4. Quarré de 4.16.

12, 12, Quarréders. 14 4.

36,36. Quarré de 36. 1296.

Les Cubes de mefime,

4,4, 4.LeCubedey. 64.

10, 10,10. Le Cubede 10. 1000.

On peut aufli dans cette maniere faire les nombres d’au.
tant de dimenfions les uns que les autres | en multipliant
paricefta dire par Punité ceux quin’enont pas tant, &
mettant la virgule entre deux. Ainfj {i je veux comparer
44 4,7 Jenauray qu' metere 4, 1& 4, 7. Ce qui fi-
gnifiera 4 fois 1, & 4 fois 7. Ce qui peur eftre de grand
ufage dans les proportions,

L'autre invention qui n’eft que pour les nombre quar.
rez , cubiques, quarrez de quarrez , &c, Ceft de faire
comme aux lettres mettre au deffus un peua cofté un
petit 2 pour lesquarrez , un 3 pour les cubes.Un 4. pour
les quarrez de quarrez solee:

Ainfi 8:marquera le quarré de 8. 64..

8. Lecube de 8, 512,

8%, Le quarré de quarré 8. 4096.

DEFINITIONS.

I y a quelques definitions quil faut fcavoir pour bien x11,
comprendre les raifons de nombre 4 nombre,
1. Unnombreeft diten diifer un autre ,ouen eftre Ia
mefure quand il y eft précifement tant de fois,
Aufli Punité eft la mefure de tous les aurres nombres,
& tous les autres nombres font multipli¢s de Punité.
2.Elle eftla mefure de tous Jes autres nom bres pairs |, &
tous les nombres pairs font multiples de 'unicé.

Mais il faut remarquer 1 | que chaque nombre eft Ia
mefure de foy-mefe, parce quil eft une fois dans foy.

L
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mefime. Et ainfi tout nombre a au moins deux mefures,
foy-mefme & l'unité. Iln’y a que Punité qui n’a que foy-
mefme. 2 , Que toutes mefures font doubles , i ce n’eft
dans les quarrez , ouun nombre fe multiplie’ foy-meme;
Car fi3 par exemple cft le quartderz ; quatreen fera le
tiers. Si §eftler2™ de 6o, 12 enfera le ™.

3.On dit qu'un nombre eft nombre premier . quan d ik
w2 de mefure que Punité & {oy-mefme, ( cequi fe fous-
entend fans quon le dife. ) Comme 2. 3.5. 7. 11.13 , &C.

Hors le nombre de deux nul nombre pair ne peut eftre
premier , parce que tous (hors deux ) peuvent au moins
eftre divilez par 2.

4. Deux nombres font premiers entr'eux quand ils
r’ont de mefure commune que l'unité,

Il s’enfuit deld que deux nombres differens qui font
chacun premiersle fontentr’eux, commesy. 7. 1. Jay dit
deux nombres differens ; car deux mefmes nombres com-
me 5 & §, quoy que chacun foit premier , ne le font point
entr'eux ; Car outre I'unité eftant chacuna {foy-mefme fa
mefure , ils ont encore cette mefure commune.

Deux nombres qui fe fuivent font premiers entr'eux.

Deux impairs qui fe fuivent comme 7 & gle fontaufl.

Tous les quarrez font premiers entr’eux,, lors que leurs
racines font des nombres premiers , ou feulement premiers
entr’eux , quoy que nul quarré ne puiffe eftre nombre pre-
mier 9.15. 49. 64.8E

Deux nombres premiérs entre €uX , ne f{cauroient
tous deux eftre pairs, Il faut quaumoinsl'un des deux
foit impair ; car deux pairs auroient le nombre de deux
pour mefure commune,

La Notion des Raifons de nombre & nombre.

L A raifon de nombre 4 nombre eft bien plus facile &
concevoir que la raifon des grandeurs en general 4 caufe
que lesnombres ont totijours unité pour commune me-

fure, & quily a des grandeurs qui n’ont aucune mefure
commune.
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Ainfi]a raifon de deux nombres ne confifte quen.ce que
Tun eft tant de fois dans I'autre. Si 'un eft multiple de
Pautre, comme 4 eft3 fois dans 12, ou que quelque aliquo-
te de P'un eft precifement tant de fois dans'autre , ce qui
eft tofijours certain au moins de I'unit¢, comme2 quieft
le tiers de6 , eft quatre fois dans 8. L'unité qui eftle quart
de quatre ,eft 7 fois.dans 7. :

Or dela il eft aif¢ de comprendre qu’afin que la raifon
de deux nombres foitégale a la raifon de deux autres, il
faut quefile fecond eft multiple du premier, le troifiéme
{oit autant de fois dans le quatricme que le premier eft
dans le fecond , ou que file premier n’a que quelqu’un de
fes aliquotes qui foit tant de fois dans le {fecond , une ali-

~quote pareille du troifiéme , foit autant de fois dans le
quatriéme , c’eft 4 dire que fi le tiers du premiereft cin
fois dans le fecond:il faut aufli que le tiers dutroifiéme
{oit cinq fois dans le quatriéme, Quatre eft 5 fois dans zo
comme 7 eft g fois dans3s.

La moitié de 6 eft § fois dansis, comme la moiti€ de 8
eft 5 fois dansao.

Division GENERALE.

La plus generale divifion des raifons de nombre d nom-
bre, eft de dire que les unsfont premiers , & les autres
non premiers.

Jappelle premieres celles dont les termes font premiers
entre eux, comme la raifon de l'unité i toutautre nom-
bre:La raifonde2a toeut nombre impair.

Jappelle non premieres, celles dont les termes ne {ont
pas des nombres premiers entre eux , comme 8. 12. 15.20.

45-81. .
PR-OPOSI TIONS FONDAMBNTALES.

Dzux raifons premieres eftant differentes ne fcau-
roient eftre égales.

Chaque raif%n premiere peuc eftre ¢gale a une infinite
de non premieres.

Lij
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Chaque raifon non premiere peut eftre reduite a une
premiere qui luy fera égale.

Il faurprouver toutes ces trois propofitions.

La premiere fe prouve ainfi. Deux nombres premiers
entre eux n'ont de mefure commune que l'unité qui eft
Paliquote qui prend{a denomination dunombre mefme.
comme ['unité eft une feiziéme de16. Sije compare donc
16 4 25 qui {font deux nombres premiers entre eux /quoy

que nul ne foit premier. ) La raiffon de 16 4 25 ne confifte -

qu'en ce qu’une 16™ de 16 eft 25 fois dans 25. Or dans
Pinfinité des nombres, il n’y a que 16 & fes multiples
comme 2 fois 16, 3 fois 16 qui ait des feiziémes, & 1l n’y
a aufli que 25 & fes multiples, comme 2 ,25. 3, 25.en qui
quelque nombre puiffe eftre précifement 25 fois. Or deux
fiombres dont I'un feroic multipli¢ de 16, & lautre de 2y
ne feroient pas des nombres premiers entre enx. Donc
il eft impoflible que deux raifp

rentes {oient egales.

PREUVE DE LA DEUXIEME PROPOSITION.

Erre eft claire par ce qui vient d’eftre dit; car deux
nombres premiers entre eux peuvent eftre chacun mul-
tipliés par un mefime nombre, & cela une infinite de fois:
ny ayant point denombre qui ne puiffe multiplier 'un &
& l'autre. Etalors ( par . 1. ) cette raifon non-premiere
fera égale & la premiere.

PREUVE DE LA TROISIEME PROPOSITION.

UnE raifon nen premiere eft celle qui eft entre deux
nombres non premiers entre eux. Or afin que deux nom-
bres {oient non premiers entre eux il faut qu’ilayentune
commune mefure autre que I'unité , & que par' confe-
quent ils foient multiples d’un mefme nombre, IIs ont
donc chacun deux dimenfions, & en ont une commune,
Ils peuvent donc eftre exprimés chacun par deux lettres;
dont il y enaura une quiferala méme, ou par deux chif.
fres avecune virgule entre deux , & il yaura de part &

ons premieres eftant diffe- -

|
|
|
!
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~ dautre le mefime chiffre. Donc eﬁ'agant ou la mefme

lettre , ou le mefmechiffre , ce qui reftera fera’ en mefme
raifon par 1r.51. 2.

S, 11,
bd. ad } 5 f_ ?
2,4.3,4-

Mais il faut remarquer 2 chofes. La premiere que quand

I'on des nombres eft multiple de I'autre , C’eft le nombre
mefme dont 'autre eft multiple , qui eft la mefure com.
mune des deux nombres :de forte qu'il faut ou Pexprimer
ou le concevoir comme eftant multiplié par Iunité [k}
20; ceftd dire4 1. 4 4, 5. Deforte queffacant 4 de part
& d'autre, la reducion feray. 5

La deuxiéme que route raifon d’un mefme nombre 3
foy-mefme fe reduit 2 la raifon de Punité 4 Punicé ; car
ils ont chacun deux mefurescommeil a efté dit , P'unité
& foy-mefine , & chacune leur eft commune > effacant
donc la plus grande de ces mefures qui font toutes deux.
communes , refte Punité de part & d’autre.

St la premiere redu&ion ne donnoirt pas des nombres
premiersentre eux , ( ce qui arrive quand on ne prend
pas le plus grand divifeur commun, ) il ne faudroit que
recommencer, & il'eft indubitable que cela fe reduiroit
3 la find une raifon premiere , Ceft a dire 4 une raifon-de
deux nombres premiers entre eux,

CoRrRoOLLAIRE.

‘LEs deux termes de la raifon premicere 4 laquelle f&
reduit une raifon non premiere , s'appellent Jes expofans
de cette raifon non_premiete.. .

Ainfiz & 3 font les expafins de la raifon de 8 412, 4&
5- Les expofans dela raifonde 8 a35.

Cela s'appelle antrement reduire une raifon aux-moirn-
dres termes qu’elle peut eftre, Et pour abreger le mot de
#eduire fignifiera rout cela. Ce qu'il faut bien remarquer,

Cecy revientencored cette maxime. Siun mefmenom..
bre en divife deux autres, les quotiens font proportion-
nels § car le mefine nombre 4 ayant divifé § & 12, les

L iij
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quotiens ont efté 2 & 3 qui font en mefme raifon que
8 & 12.
I. THEOREME.

{ DEux raifons égales ont neceflairement les mefmes ex-
ofans, & ce neft quen cela qu'elles font Egales.

Car il faut que deux raifons que I'on compare , ou
{oient toutes deux premieres , ou toutes deux non-pre-
mieres , ou que I'une foit premiere, & I'autre non pre-
miere.

Or il vient d’eftre prouvé quelles ne {cauroient eftre
égales eftant toutes deux premieres {i ellesfont differen-
tes : & que les non-premieres fe peuvent reduire 4 une
premiere. Il faut donc que les non-premieres pour eftre

égales fe puiflent reduire a une feule & mefme premiere,

ou ¢il n’y en a qu’une de non-premiere, qu'elle fe puiffe
reduire & la mefme premiere que celle qui Ieft déja. Or
Ceft ce qu'on appelle avoir les mefmes expofans , que de
ne pouvoir eftre reduite qu’a une mefme & feule raifon
premiere. Donc il eft impoffible que deux raifons égales

nayent pas les mefimes cxpofans.
I]1. THEOREME.

Deux raifons de nombre 4 nombre eftant €gales, le
produit des antecedens eft au produit des confequens
comme deux nombres quarrez : ol1, la raifon du produit
des antecedens au produit desconfequensa pour fes ex-
pofans des nombres quarrez ; Car deux raifons ne fgau-
roient eftre égales, qu'elles n'ayent les mefmes expofans
par le Theoreme precedent. Cleft adire qu'eftant redui-
tes, elles ne le foient 4 deux raifons premieres qui ont
chacune le mefime antecedent & le mefme confequent,
Donc le produit desantecedens ferala multiplication d’'un
nombre parfoy méme ,ce qui fait unnombre quarre, &
de méme du produit des confequens.

Deux raifons ¢gales ¥x. oXELEYS ey,
reduites aux moindres termes 4. ¢ :: b, &




DE GEOMETRIE LIv. IV. g
Donc le produit de antecedens eft 4 4. ‘
& celuy des confeqvens ¢c.
Exemple par les chiffres felon le fixiéme Lemme.
45797 4,3 55
Exp. dilg L fE AU .
Donc le produit des antecedens eft 4 fois 4 ; c’efta dire
fe quarré de quatre.
Et le produit des confequens 5 fois 5 ; c’eft 4 dire le quar-
ré de cinq.
III. THEOREME.

Trors raifons de nombre 4 nombre eftant égales, la
raifon du produit des 3 antecedens au produit des 3 confe-

uensa pour fes expofans des nombres cubiques.

C’eft la mefme chofe ; car trois raifons ne {cauroient
eftre égales, qu’elles n’aient toutes trois les mefmes ex-
pofans. Ceft ddire qu’eftant reduites elles ne le foient 4
trois raifons , qui ne feront que la mefme ayant routes
trois le mefme antecedent & le mefme confequent. Donc
le produit des-antecedens fera un cube, & le produit
des confequens un autre cube.

Bxe. X508 L9202 B
B e ‘.
dui des antecedens 44 4.
Donc le produit 4 ¢ confequens cce.

Ceftla mefme chofe par les chiffres.
457527 11 453:553 1 4+9:5,9.
- L < §1: 4. 3.

Donc le produit des antecedens eft 4, 4, 4., ceft a dire
le cube de 4. Et le produig des confequens g, 5,5, ceft &
dire le cube dej.

IV. THEOREME.

~ La raifon doublée ou triplée d’uneraifon de nombre
a nombre a pour fes expofans des nombres quarrez fi
elle eft doublée , & des nombres cubiques fi elle eft
triplée.

XXI
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X XIII

88 NOUVEAUX ELEMENS
Car une raifon doublée n’eft autre chofe qu’une raifon
compofée de deux raifons €gales.

Or une raifon compofée de deux raifons n'eft aucre
chofe que la raifon du produitdes antecedensde ces deux
raifons au produit de deux confequens par 11r. 33.

Donc une raifon compofée de deux raifons égales de
nombre 2 nombre ( ce qui eftlaméme chofe quela raifon
doublée d'une raifonde nombre 4 nombre ) n’eft autre
chofe quela raifon du produit des antecedens de 2 ‘raifons
égales de nombre a nombre au produit des confequens.

Or cette raifon du produit des antecedens de deux
raifons €gales de nombre 4 nombre au produit des
confequens , a pour fes expofans des nombres quarrez
par le 2 Theoreme.

Donc toute raifon deublée d’une raifon de nombre 4
nombre a pour fesexpofans des nombres quarrez.

On prouvera de la mefme forte par le 3 Theoreme que
la raifon triplée d’une raifon de nombrea nombre a pour
fes expofans des nombres cubiques ; parce qu’une raifon
criplée n'eftautre chofe qu'ung raifon compofée de trois
raifons €gales. Donc, &e. ‘

I. COROLLAIRE.

T r 0 15 nombreseftant continuément proportionnels,
ne peuvent eftre reduits aux moindres nombres qu'ils peu-
vent eftre, que les deux extrémesne foient des nombres
quarrez , & celuy du mileu le produit de leursracines.

Carle1.de ces 3 nombres eft au troifiéme en raifon dou-
bléedela raifon durau 2, ou ce qui eftlamefme chofe en
raifon compoféedela raifondug auz , & decelle duzaus
comme ila efté prouve 111. 34. Donc par le 3 Theoreme
1a raifon dut au 3 doit avoir pour fes expofans des nom-
bres quarrez. Or par 111. 4.le produit des 2 racines eft le
moyen proportionnel entre deux quarrez | & il eft lair
que deux nombres quarrez ne peuvent avoir quun feul
nombre pour moyen proportionnel, Dong le produit des
deux racines doiteftre ce fecond terme,

1.
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II. CorOLLAIRE.

QUATRE grandeurs eftant continuément propor-
tionnelles laraifonde Jar4la 4> pour fes expofans des
nombres cubiques.

Ceeftla méme chofe ; car (par 111, 34.) la raifon de Ia
14 la 4 eft une raifon triplée. Or parle Theoreme prece-
dent, toute raifon tripléea pour fes expofans des nombres
cubiques,

V. THEOREME.

Si pluﬁeurs nombres font continuément proportionnels

~(ce qui s'appelle Progreffion Geometrique :) il faut ne-

ceflairement queftant reduits ,ils foient ou tous Impairg,,
ou tous pairs hors 'un des extremes , qui fera feul necef.
fairement impair. Car il eft clair quils ne peuvent pas
eftre tous pairs, parce qu'ils ne feroient pas reduits,

Demonttr. Ce qui fait que les nombres font proportion-
nels , & qu'il y a tofjjours une mefme raifon entre ceux
qui f¢ fuivent immediatement, Et ainfi touces ces raifons
eftant ¢gales n’ont que les mémes expofans, qui font ou
Punité & quelque autre nombre que <e {oit , quand Ia
Progreflion eft multiple. Oudeux autres nombres quand
elle neft pas multiple, lefquels deux nombres font ne.
ceflairement ou tous deux im pairs, ou P'un pair & Iautre
ilnPair 5. 1%

PREuvE pu PREMIER oas

D a~s le premier cas; ceft 4 dire quand }'un des ex.
pofanseft 'unité , la veritd du Theoreme eft manifefte
carle 2 expofant fera le 2 terme de la Progreflion | &
tous les autres en fontles puiffances, le3 le quarré, le 4
le cube ,le 5 le quarré de quarré, &c. D’ot il Senfuit que
i ce2 expofant eft un nombre impair , ( toutes les puif-
fances d’un nombre impair Peftant toijours auffi , ) tous
les termes de la Progreflion font impairs.

Exemple quand le deuxiéme termecft 5., fe I'c;&venir que

XXIv,

XXv.

XXV,
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pars. 5, &c. Jentends todjours le quarré de . le cube:
de 5, &c.
i h g oSt §i- g5 KS
S R ) ) 625 , &c.
ue fi le 2 expofant eft pair , commeil ferale s terme de

la Progreffion, & que tous les autres termes feront fes:

puiflances : ils feront tous pairs ( toute puiffance d’un
noinbre pair I'étant todjours auffi, ) Il n’y aura donc
que Punité qui fera un nombre impair dans cette Pro-
greflion.

Exemple, ce fecond expofanteftant jo.
- g 10, 10% 104 10',&C.
=< I IO, 100.1000.10000.

Prruve pu pruxiemMe Cas.

uaxD la Progreflion n'eft pas multiple ; ceft 4 dire”
quand 'un des deux ekpofans n’eft pas Punité , il faue:

tofijours qu’ils foient ou tous deux impairs , ou l'un pair

& ’autre impair , comme il a déja efté dit. Or ce font’
alors les deux expofans qui- determinent tous les autres:

termes.
Car les deux extrémes doivent eftre la mefme puiifan-

ce de chacun desdeux expofans ; c’efta direlequarre s'il
n’y en a que trois termes, le cube silyen a4. le qq. s’il

yas.leqe. il yen a 6, & ainfi juiques a Pinfiny. Et

tous les autres termes doivent avoir autant de dimenfions
que ces extrémes; Ceftd dire avoir 2 fi ces extrémes font
des quarrez. 3 fi ce font des cubes. 4 Si ce font des qq. 5 Si
ce font des qc , &c. Mais il faut qu'une partie de leurs
dimenfions {oit d’un expofant , & L'antre partie de Iautre
expolant.

Or dela s’enfuit tout ce qu’on avoita prouver dans ce

Theoreme ; car 1. Quand les deux expofans fontimpairs ,.

toutes les multiplications qui {ont les extrémes & ceux
d’éntre deux {e font par impairs , & par confequent ils
doivent touseftre impairs, '

Exemples, les deux expofans eftant 3. & . ( il fauc f¢
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fouvenir qu'une virgule entre deux chiffres fignifie qu'ils
{e doivent multiplier I'un Iautre.

'-' Ty I N 9. K5, LB
=P 355 35 5 27. 45. 75. I25.
=34 3hs 35503, 5% 5% 8L 135. 225.375. 625,

2. Quand l'un des expofans eft pair & lautre impair,
I'un des extrémes fera pair & l'autre impair. Mais tous
ceux d’entredeux feront pairs, parce qu’il y aura quel-
qu’un deleurs dimenfions qui fera un nombre pair. Or
toute multiplication ou il entre un nembre pair, fait un
snombre pair.

Exemples. Les deux expofans eftanc 2 & 5.

Tl SR W UL N 4. 10, .25
LR L O T 8. 20.. 90, 12%.
G ¥, 5 a gl gt 16. 40, 100. 250. 615.

AVERTISSEMENT.

. Ces denx cas de la Progreffion multiple , & de la non
multiple ne font differens qu’en apparence. Le 1. (¢ devans
concevoir comme effant virtuellement [femblable an fecond |
Carlunité qui en e le premier terme doit efire concené com-
me quarré quandil y a trois termes , comme cube quand il y
ena 4 ,comme guarré de quarré quand il y en as , ¢ ainfs
de fuite. Et tous les auntres termes doivent ¢ftre concens coms
me ayan: autant de dimenfions qu'en a le dernier terme de
la Progreflion : ce qui [ fait par le moyen des unitex gue
Lon met par autant de dimenfion qui lenr manquent. Cela
[e comprendramienx pourdes exemples , foiti pris pour Puni-
2¢ , @~ X pour Pautre expofant quelcongue pair ou impais.
Voici comme ces Progrelfions multiples doivent effre conceuis,
pour eftre [emblables aux non multiples.

L iX, %Y

i - il dix. ixx, XXX

= diL X, 1iXX, IXXX. XXXX.

XXV
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SECTION SECONDE. 3

Des Grandenrs mcommenfurables on des Raifons Sourdes.

Nous avons déja dit , que ce qui fait que des Gran-
deurs {ontappellées incommenfurables (ce quieftlamé-
me chofe que n’avoir entre elles qu’une raifon fourde )
eft quayant chacune une infinité dé mefures de plus pe-
tites en plus petites, nulle des mefures de I'une ne peut
eftre lamefure de Jautre, :

Cela paroift incomprehenfible, & Ieft en effet, parce
que cequicft caufe de cela, ne peut eftre quela divifibi-
lité de Ia matiere 4 'infiny. Or il eft clair que tout ce qui
tient de Pinfinité , ne fcauroit eftre compris par unefprit
finy tel qu'cft celuy de tous les hommes,

Il ne fautdonc pas s’imaginer que l'on puifle avoir des
fotions auffi claires des raifons fourdes quon en a des.

taifons de nombre 4 nombre : ny qu'on puifle prouver

Eoﬁtivement que deux grandeurs font incommenfura-
les, on ne le peut cerrainement, Et teut ce que P'on {gau-
roit faire de mieux , eft de le faire negativement , c’eft
a.dire en monftrant qu’elles ne font point entre eclles
comme nombre dnombre :par ot on eft tres-convaincu
que la chofe eft , quoy qu’on ne penetre pas comment
ccla peuteftre. Tour fe reduit donc 4 faire voir par les
proprietez eflentielles des raifons de nombre 4 nombre
que nous venons d’¢tablir qu'elles peuvent eftre les gran_
deurs qui ne font point entre elles comme nombre

nombre , & qui par confequent font incommenfurables |
parce queles proprietez des raifons de nombrea nombre
ne pourroient convenir & la raifon quelles auroient en-

tre elles. Ceft {Pourquoy il faut bien avoir dans l'efpric
les definitions fuivantes.

DeriniTIONS.

Deux grandeurs font incommenfurables , quand elles
ne font point entre elles.comme nombre a.nombre , ou
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ue la raifon qu'elles ontentre elles n’eft point une rai.
?on de nombre 4 nembre,

2. Une raifon eft fourde quand on peut prouver qu’el-
le n’a point ce qui convient neceflairement aux raifons
de nombre a nombre.

3. Chacune des dewx raifons égales, dont eft compofée
la raifon qu’on appelle doublée | ou des trois €gales dont
eft compofce la raifon qu'on appelle #ip/éc, foit appel-
lee la raifon fimple d’une raifon doublée oy triplée,

4-Deux grandeurs peuvent eftre incmmnenﬁlrablesﬂ,quc
leurs quarrez & leurs cubes nele font pas. Eton dit alors,
qu'elles font incommenfurables en elles mémes, ou en
longueur, ou lineairement , mais qu’elles font commen.
furables en puiflance. Et il faut remarquer que le quarré
eft la puiffance , qui s'appelle fimplement puiffance,
le cube la 2 , le quarré de quarré Ia 3, & ainfi 4 linfiny,
Et que neanmoins quand on les marque par un petit
chiffre au deffus & un peu 4 cbté d'une lettre s-ou d’un’
Fius grand chiffre , z fignifie le quarré , 3 le cube, 4.

¢ quarré de quarré , comme 62. 65 6*,.&c.-De 8. gs,
84,

PROPOSITION F ONDAMENTALEV
DES INCOMMENSURABLES..

Drux grandeurs font incommenfurables ( quoy que
non en puiflance,ou1 ou 1, ) Quand la Raifon quelles
ont entre elles, eft la raifon fimple , ou d’une raifon dou-
blée, quia pour fes expofans d’autres nombres que deux’
nombres quarrez , ou d’une raifon triplée qui‘a pour fes-
expofans d’autres nombres que deux cubiques.

Ceft une fuitte neceflaire de ce quia efté prouvé cy.
deflus, qu’une raifon compofée de deux raifons €zale de
nombre d nombre , doitavoir necefTairement pour fes ex-
pofans des nombres quarrez ; c’eft A dire quelesdeux rer-
mes de cette raifondoublée doivent eftre neceffairement
deux nombres quarrez ,.comme 1 & 4.4 & 916 &a:-

M ijj.
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Et quil ne fuffic pas que Pun d’eux foit quarré , mais
qu'ils le doivent eftre tous deux,

Donc toute raifon quia pour fes expofans d’autres nom-
bres que deux nombres quarrez ne {gauroit eftre compo-
{ée de deux raifons égalesde nombre 4 nombre: Elle ne
le peut donceftre que de deux raifons fourdes. Donc les
deux grandeurs entre lefquelles eft cette raifon , qui ne
{cauroit eftre de nombre 4 nombre, font incommenfura-
bles parla 1 definition S 31. & par 2. S.

Il n’y ariende plus facile que d’appliquer tout celad la
raifon fimple d’une raifon triplée , &c,

Mais on voit bien aufli que ces grandeurs font com-
menfurables en puiffanceour. ou 2 ;car ceft ce quelon
fuppofe que leurs quarrez ou leurs cubes font comme
nombre 2 nombre , mais non comme deux nombres ou
quarrez ou cubiques,

I. COROLLAIRE.

DEeux quarrez qui font entre eux comme deux nom-
bres, & non comme deux nombres quarrez ontleurs raci-
nes incommenfurables.

Et deux Cubes de mefmes ont leurs racines incom-
menfurables, fi ces Cubes font entre eux comme deux
nombres ; quine font pastous deux cubiques.

C’eft la propofition mefme ; car par 111, 41. deux quar-
rez {ont entre eux en raifon doublée de leurs racines, &
deux cubes enraifon triplée. Donc files quarrez fonten-
tre eux comme 2 1. ou comme 4 a 3. La raifon des raci-
nes ferala raifon fimple d’une raifon doublée, qui n'aura
pas pour fes expofans deux nombres quarrez. Donc ce fe-
raune raifon fourde. Donc ces deux racines ferontincom-
menfurables : Eton voitaflez qu’ilenfera de mefine dela
racine des cubes.

: II. CorRoLLAIRE.

UAND trois grandeurs font continuément propor-
tionnelles, Si la1eft ala derniere comme deux nombres
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qui ne foient pas tous deux quarrez, commefilar.efta I
derniere ecomme2ar1,oucomme;a 2, Lafecondefera in.
commenfurable 4 la premiere & ala derniere , C’eft 4 dire
que la raifon de la . ala derniere fera une raifon fourde,
aufli bien que celle qui luy eft égale dela 2 4 la 3. Mais cer.
te 2 fera commenfurable en puiflanee 4 chacune des deux
autres 5 car ( parmr 4. ) La raifon dela 1. 41a j eft com.
pofée des 2 raifons €gales delard laz2.& de lazdla 1.
Donc fi ces deux raifons eftoient de nombre 4 nombre ;
laraifon delardlas gni en eft compofée, auroit eu pour
fes expofans deux nombres quarrez, Or elles ne les a pas
par I'hypothefe.. Elles {font donc fourdes : & par confe-
quent la 2 de ces 3 grandeurs eft incommenfurable tant
la1. quelas.

Maisclle leur eft commenfarable en puiffance ; car ( par’

'

111. 44. ) le quarré dela r. eft au quarréde la2,la 1.2
lasz, & le quarrédela 2. au quarré de las. eft de mefme
commela r.4d.]a 3.

IIT. CororLAIRE.

Lors que 4 grandeurs font continuément proportion.
nelles, filar cft a la 4 comme deux nombres qui ne foient
as tous deux cubiques: Chaque grandeur cft incom-
menfurable a celle qui la fuit, en longueur & en 1 puiffan-
ce, & feulement commenfurable en » puiffance.

Cleft laméme demonitration que la precedente ; Car
d’onepart ( par ir1. 45. ) La raifon de la 1. 4 la 4 doit eftre
compofce des 3 railons égales delay ala 2. delaz d la %
&delajala 4. Donc c’eftuneraifon triplée, quiparl’hy-
pothefe a d’autres nombres pour fes expofans que des
nombres cubiques. Donc par la propofition, chacune de:
ces raifons eft fourde. Donc les grandeurs qui ont entre
elles cette raifon fourde font incommenfurables.

Drautre part (par 111. 44.. ) Les cubes de deux de ces

grandeurs qui {e {uivent font en mefme raifon quela -3

la 4. Or par 'hypothefe, la raifonde la1. 3 Ia 4, eftune

raifon de nombre a nombre ( quoy ce ne foit pas celle qui

XXX1V.
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.eft entre deux nombres cubiques.) Donc ces grandeurs
-qui fe fuivent font commenfurables en 2 puiffance.

1V. CoOROLLAIRE.

Si 3 grandeurs fonttelles, que d’une part le quarre de
la plus grande foit égal au quarré€ des deux autres, &
que de %’autre la plus petite des trois{oit une aliquote de
la plus grande , c’eft a dire qu’elle foit 4 la plus grande
comme l'unité 4 quelque nombre : celle qui eft entre
deux fera incommenfurable 4 'une & 4 l'autre, & elle
leur fera feulement commenf{urable en puiffance.

Soient les trois grandeurs 4. d. 7. Et que 4 foit 7 com.
me 3 d1. Leurs quarrez feront comme 9.4 1. Donc par
I*hypothefe du plus grand quarré €gal aux deux autres,

bb. dd. ::9.8. '
Etdd. i, ::8. 1.

Donc parle 1. Corollaire , 4 & d {ont incommenfurables,
& d.& 1. le fontaufli. Mais on voit affez que d. eft com-
menfurable en puiffance a Pune & a l'autre.

V. COROLLAIRE.

S1 trois Grandeurs font d’une part continuément pro-
portionnelles , & que de 'autre la plus grande foit égale
aux deux autres : elles font abfolument incommenfura-
bles entre elles,

Car {i elles eftoient comme trois nombres | il faudroit
par 1a 5 hypothefe, & les Theoreme qu'elles fuflentou
comme trois impairs , ou comme un impair , & deux
pairs, ou comme deux pairs , & un impair ; c'eft a dire
en I'une de ces 3 manieres , en marquant les impairs par
des voyelles , & les pairs par des confonnes, & en com-
mengant par la plus grande, 2, e. o

| L £700: e,
b, 116, 8,

Or la 2 hypothefe fait que tous ces 3 cas font impoffi-
bles ; car cette 2¢ hypothele, eft quelar. doit eftre égale
aux 2 dernieres , ce qui ne peut eftre dans aucun des trois

:  €as:
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«as: La 1. dans les deux premiers.cas eftant un impair

& les deux dernieres un pair. Et dans Je 3°.cas eftantun
pair, &les deux dernieres faifant un Impair.

AVERTISSEMENT IMro RTANT.

* De tout ce qui vient d'eftre dit dans Iz y [ettion des rai. XXX

fons de nombre 2 nombre s O dans cette 3 des vaifons [our-
des , on voit aifément que la maniere dont les premieres [ont
€gales , off tres-differente de celle dont Je [ont ces dernieres ;
car il paroit par les propofitions fondamentales de [y ¢ fec-
tion S.15. Que deux raifons de nombre & nombye ne [ont
egales , que par ce gu'elles ont _les mefmes expofans | ci
gu’aimfi effant reduites , elles ne [font tontes denx gu’une
fenle ¢ mefme raifon. 8.¢f & 12, o 100 ¢ff 4 150. par ce
que la raifonde § a 12 s & la raifon de 1 & 3, que la
raifon de 100 4 150, ef auffi 1 raifon de 143,

Mais il.n’en eft pas de mefme des raifons {ourdes ;-car
onnepeut point dire qu'elles ayent les mefines expofans,
Elles ne feroient plus fourdes fi cela eftoit. Cer’eft donc
point deld qu’on doit prendre leur cgalité , mais com-
me il a eft¢ prouvé dans le y Theoreme du 5 Livre de ce
que toutes les aliquotes pareilles des deux antecedens ,
font également contenués dans les confequens, quoy que
nulle aliquote du 1. antecedent , ne foit précifement tant
de fois dans fon confequent , ny par confequent I’ali-
quote pareille du 2. antecedent dans Je confequent
mais que ce foit tatijours au regard dePun & de Iautr
avec quelque refte.

Etc’eft pourquoy dans les raifons de nombre nombre,
quand une feule aliquote pareille de chaque antecedent,
par exemple un tiers eft également contenu dans chaque
confequent, C’eft 4 dire autant de fois dans 'un quedans
Fautre | on n’a point befoin apres cela d’examiner d*au.
tres aliquotes. Mais dans deux raifons {ourdes pour eftre
affure qu’elles font ¢gales , il faut avoir comme examiné
touteslesaliquotes pareillesde Pun & de Pautre antece..
dent quoy quinfinies, & eftre aflurd que nu}if{ du 1 ne
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pourra eftre dans {on confequent avec quelquereite , que
la pareille du2antecedent ne {foit autant de fois dans fon
confequent , quoy qu’avec auffi quelque refte , comme
nous le demonftrérons des lignes dans le 1o Livre. Etainfi
'onne peut point dire a proprement parler que 2 raifons
fourdes égales ( fur tout quand leurs termes font abfo-
lument incommenfurables , tant lineairement qu'en puif-
fance ) fe puiflent reduire 4 une feale & mefme raifon
premiere ; puifque 'on ne peut dire ny quelle des deux
tiendroit lien de premiere , ny quil yen aitune troifiéme
qui foit plicoft raifon premiere que ces deux-la, dlaquelle
il les fai‘fe reduire pour les comprendre plus facilement;,
car affurement cela eft impoffible.

C’cft pourquoy il faut bien prendre garde 4 ne pas
étendre aug raifons entre deux étendués , ce que nous:
avons dit dans les propofitions fondamentales de la 1.
fedion ; Que deux differentes raifons premieres ne pou-
voient eftre égales ; car on ne I'a dic que des raifons de
nombre 4 nomibre , & cela n’a point de lieu dans les rai-
{ons fourdes entre deux érendués.

Et céft ce qui me fait croire que ceux qui fe ferventde
la confideration des expofans, quils fuppofent eftre les
mefmes dans toutes les raifons égales , pour expliquer les-
proprietez des propofitions en general, que mous avons
demoniltrées par une autre voye dans le commencement
du 2 Livre, font le me{me {ophifme que celuy quiayant
a expliquer la nature du genre ; le feroit par ce qu ine
convient qu’d une de {esefpeces, qui eft un {ophifmeal-
fez ordinaire, mais quin’en eft pas moins {ophifme ; car
c’eft ainfi par exemple qu’on explique les a&ions des béx
tes par des penfées & des volontez qui ne conviennent
qu’a ’lhomme, & qu'onle fait mefme au regard des chofes
inanimées. Prefque toutle monde s'imaginant que les
pierres vont au centre de la terre,, comme 4 un lieu de
repos , par une inclination qui a quelque rapport a celle
qui nous fait defirer ce que nous regardons comme no-
tre bien.
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: AVERTISSEMENT.

Tout ce qui fuit jufques a la fin de ce Livre ne font que
des penfees détachées que Lon peut paffer, mais od je croy
meanmoins que [on trowvera alfex_de chofes nonvelles , on
- demonftrees d'une nonvelle maniere.

SECTION: TROISIEME.

Reflexions {ur les nombres quarrez , & divers moyens de xxxui1,

‘trouver les {ommes de'pluﬁeurs nombres rangez
en de certains ordres,

De la difference entre deux quarrez,

Deux quarrez quelconques ont pour leur difference
le produit de la fomme de leur racine par Jeur difference.
Soient les deux quarrez 64. & cc,
. Leur difference fera bb—cc.

Or la fomme des racines eft 6 —.c. lewr a:ﬁéwm Wiy AN
Et le produit de I'un par Pautre donne b6—c¢; ce qui
eft leur difference. :

Exemple dans les nombres.

Ayant les deux quarrez 12, 12(144 ) & 9,9 ( 81.)

e veux fg:avoir tout d’un coup leur difference. Je prens
la fomme des racines quieft 12 —+ 9 (21.)
Et leur difference 12—9 (3. )
3,21donne 63 qui eft juftement la difference de 14.4 4 8.

COROLLAIRE.

Quanp les racines de deux quarrez ne different que xxxiv;
‘d’une unit€ , leur difference eft fimplement la fomme
des racines ; caron ne fait rien davantage en la multi-
pliant par I'unité. '
Ainfi la difference entre 10, 10 ( 100 ) & 9,9 /81) eft
19 la fomme des racines 10 & 9.

I. PROBLEME.

TrouvER des quarrez qui ayententre eux une dif- XXXY.
ference donnée,

Nijj
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o .;

Soit 4 la difference donnée ,l'ayant divifée par celuy

qu’il me plaira de fes divifeurs, & appellant 4 ce divifeur
& gle quotient; il eft clair que d4eft €gald 4, & quiain.
fi cesdeux quarrez auront b pour leur difference s’ils
ont dgq.

Or ils auront dg , fi je donne au- premier. pour fa ra-
cine rd—+%q.
Et aus: pour la fienne L d—L g. (remarquez quil
faut metere pourle premierde d-oude ¢, celuy qui fera
le plus grand. )

Carle quarrédurferat dd —+ : gg -+ » dg ; («cardeux:

quarts font une moitié. )
Etlequarréduzferar dd + > q9—=:dyg. e
Donc la differenceentre ces quarrez{era deux moitiez
de dg ; c’eft A dire dy qui eft égal &4.

Exemple dansles nombres, foit 8o la difference don--

née, Je la-divife par 20 & le quotient fera 4.

Donc lamoiti¢ de 20 (10 ) & la moiti€¢ de 4 ( 2) don=-

neront les racines de ces deux quarrez ;.
fcavoir o ~+ 2(12)

& 10—2(8)

Carlequarréduiferatoo —+ 4 ~+2,2,10( 40
Et le quarré du 2fera1oo + 4 — 4o0.

Donc leur difference eft 80. qui eft eneffetla differen--

ce du quarréde 12 (144 )duquarréde$8(64.):

COROLLAIRE.

Qu a~p la'moitie’ de 'un des denx du divifeur ou du’

quotient , feroit un nombre rompu , la mefme chofe f¢ ren-
contrerolit., -

Exemple , foit]a difference donnée 6o, quiteftant di-
vifé par12donne 5. Jedisque le quarrédeé plusz22 (84)
& de f moins 2+ (32 ) auront 6o pour leur difference,

Car le quarré de 8% eft 722 & celuy de 3% 12, 2 quit

ont vifiblement 6o pour leur difference.

On pourroit mefme prendre. I'unité pour divifeur ) ce-
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qui donneroit 6o pour quotient , )& ce feroit la méme
chofe.

Carle quarré de 30 <+ eft 900 ~+ & 4 30.-
Et celuy de 30— s eftgoo —+ L—30.-

Donc ces deux quarrez ont 6o pour leur difference ;

car le premier eft 930 —+ £, & le dernier 870 -1,
II. PROBLEME.

TRrouvER tous lesnombres dont le quarré eft cgal
a deux quarrez.

Tout nombre compofé de deux-quarrez, comme 4 =k
1(5)9%4(13)16—+1(17) 169 (25) 4 fon quarré
¢gal 4 deux quarrez. Et il n’ya que ces nombres Ia . ou
leurs multiples , qui ayent cette proprieté. .

Soit un nombre quelconque compofé de.» qliarrez,
comme b4 — cc. Il eft impoflible que fon quarré ne foit
paségalau quarré dunombre bb—cc, & a celuy dunom.

bres. fc. Cefta dire qui fera le double du produit- des-

deux racines.- 5
Car b6 —+ ¢c a pour fon quarré b* —+c+. —+ 2. 64 ¢
Et bb—ccapour fon quarré b*—+'¢*— 3. 46 ..

Donc leur difference eft 4.44 cc, qui eft-certainement’

un quarré quia pour fa racine 2 4 ¢. Donc ce quarré 14, plus
celuy qui a pour faracine 46— ¢c, doivent eftre égauxa
celuy dontla racine eft 46 — cc.

Donc il eft-impoffible qu'un nom bre compofé dedeux-

quarrez, n'ait pas{on quarré égal a-deux quarrez,.

Exemple dans les nombres. 29 eft compofé de deux:
quarrez: de 25 & de 4. Je dis donc que fon quarré fera:
€gal au quarréde 25—4 (21,) &4 celuydez, 2,5, Ceft

, adire de z0. -
Cara5.4 4 apour fonquarré 625 —+ 16 —+2, 4,25 (200,)
Et25-— 4a pourfon quarré 615 —+16—200.
Donc leur difference eft 400 quiaftle quarré de 20,
Eten effer le r. de ces quarrcz fera 841.-
Le fecond* 440"
Ec le troifiéme- 400,:
Niij :
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I. COROLLAIRE.

TouT nombre quarré plus 1 fait un nombre, dont le
quarré eft ¢gal 4 deux quarrez, comme 16 — I. 36 ~+ L.
Mais alors le fecond quarré ayant pour faracine ce qua-
ré primitif moins un, le troifiémeeft quatre fois ce mé-
me quarré,& a pour faracine deux fois la racine de ce
quarr€ que j’ay appelle primitif,

Exemple 36. — 1. a pour {fon quarré 36,36, (1296 ) ~+ &
~+2,36(72.)

Et 36 —1a pour fon quarré€ 36 , 36 (1296 ~+1—2,36
{72

z)or)xc leur difference eft 4,36. (144 ) dontla racineeft
2,6(12.)

II. COROLLAIRE.

L 4 plus grande moitié d’un quarré impaira fon quar.
ré égal a deux quarrez; fcavoir au quarre de la plus pe-
tite moitié,, & au quarré impair dont cette premiere rae
cine eft la plus grande moiti€.

Preuve particuliere,, foit 45 un quarré impair , foit 7 fa
plus grande moitié & # la plus petite (jelesappelle ainfi,
parce que je fuppofe qu'elles ne different que d’une unité)
m= n—+ 1. Doncm~+n eltantégala bh,n —+ n— 1, ou2
n —+ 1 feront aufli €gales a hh.

Et le quarré de # — 1 fera la mefme chofe que mm.

Or 7 — 12 pour fon quarré nz— 1 —+ 22

Or2n-+1=2 hh.

Donc mm = nn —+ hb; ce qu'il falloit demontftrer.

Exemple dans les nombres. -

Le quarré de 25 413 pour fa plus grande partie , & 12
pour la plus petite.

Donc le quarré de 12—+ 1 eft la mefme chofe que le
quarre de 13. ©

Or 12—+ 1 a pourfonquarre 1z, 12, ( 144 ) = 1+ 24
; Et 24 — 1, eft 25. Donc 144 ~ 25 = 169 quarr€
< 13
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AVERTISSEMENT.

On dira pent efire gu'il w'eft done pas vray gu’il n'y ait
gue les nombres compofex_de denx guarrez_ou lears multi-
ples., qui ayent lenr guarre égal a denx quarrez.

Je nie la confequence ; car il n’ya pointde plus grande
moitic de quarré impair qui ne foit compofée de deux
quarrez ; {cavoir du quarre de la plus grande moitié de la
racine de ce quarre impair & de la plus petite. Exemple,
25 quarré de s ar3 pour fa plus grande moitié, &  fara-
cine a 3 pour {a plus grande moiti¢ , & z pour la plus pe-
tite. Je dis donc que x3 fera compof€ du quarré de 3 qui
eftg, & duquarré de 2 qui eft 4. Et voicyla raifon pour-
quoy il faut neceflairement que cela fore ainfi ; car le
quarre de geft la mefme chofe que le quarré de3 - 2, qui
elt 9 —+ 4 —+ 2,6 (12.) Etn’y ayant qu'un de difference en-
tre3 & 2. Les deux quarrez de3 & 2, ne {gauroignt auffy
eftre differents du double du produit des deux racines
que d’une unité. C’eft pourquoy les deux quarrez ¢ & 4
feront rotijours la plus grande moiti¢ du quarré de 5, &
2,6 {2 plus petite moitic.

L. CoROLLAIRE.

Lt double d’un nombre compofé de deux quarrez eft
aufli compofé de deux quarrez ; {gavoir du quarré de Ia
fomme desracines des deux premuers quarrez & du quar-

ré de leur difference,

- Soient les 2 quarrez dont eft compofé le r. nombre 44
=+ ¢, Je dis que ledouble de ce nombre la fera auffi cone
pole de deux quarrez , dont le premier aura pour fa raci-
nes ¢, & lautre b—o. :

Car 4 —+ ¢ a pour fon quarre bb~+cc -+ 2 b c.

Kt fira pour le fien bb —+cc—12be.

Or2/ ¢ eftant par -+ & par — fe reduit a zero. Refte

donc 2 64 & 2cc qui font le double de 44 . cc.
Exemple dans les nombres. Le double de 25 —+ 4 eft58.
Lesracines de ces premiers quarrez font 5 & 2, ‘

XE,

XLE
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Or 5 ~+ 22 pour fon quarr€ 15 —+ 4 =+ 2,10 (20, ) ce qui
faiten tout 49.

Et5—2 apour fon quarré 25 -+ 4—20.ce qui fait g,
Donc le toutfait 49 -+ 9 , ce qui fait §8 double de 29.

TV. CoOROLLAIRE.

La moitié d’'un nombre compofé de deux quarrez eft
dufli compoféede deux quarre, fcavoirdu quarrez de la
moitié de la fomme des racines, & du quarre dela moitié
de leur difference.

Soient les deux quarrez 44 — & cc. Je dis quet 44—+
plus = ¢c, fera aufli compofe de deux quarrez, dont le
premier aura pour fa racine ; & —+ < ¢ Ce qui fait pour
quarré ! bb — % cc—+ : be.

Et Pautre aura pour fa racine 2 /—
Lbb~+2c—7 b

Or ces deux quarrez enfemble tout comté & tout rab-
batu font & 46 — & cc. Et par confequent la moiti€ du
nombre compof€ de 46 & cc.

Exemple danslesnombres 208 eft compofe des quarrez
144 & 64.Lafomme de leurs racineseft 12 ~ 8, dont la
moiti¢ eft 10 , & leur difference 4, dont la moiti¢ eft 2,
donc le quarré dero (100 ) plus celuy dez ( 4 ) doit eftre
comme il eft auffi la moiti¢ de 208.

PROBLEMES.

DPonr trouver les fommes de plufienrs nombres mis dans une
certaine fuite.

¢, ce qui faic

I. ProBLEME.

Trouver la fomme d’'une Progreffion Arithmetique
quelque grande qu'elle foit, pourveu qu’on en connoifle
le premier & le dernier terme, & le nombyre des termes.

11 ne faudra quajotiterle 1 & le dernier , & multiplier
ce nombre compof¢ du1 & du dernier par la moitié du
nombre des termes, ou le nombre des termes entier , par
lamoiti¢ de ce que font e premier & le dernier,

; Exemple,
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Excmple. Cent pierres eftant arrangées de toife en
toife, {i un homme s’oblige a les ramafler toutes I'une
apres lautre & les mettre enun tgy 4 une toife pres de la
premiere : combien fera-t’il de toifes de chemin > Il en fe.
ra deux pour la 1% pierre, 4 pour la 2 | & 200 pour la
derniere. Ce fera donc une Progreffion Arithmetique de
100 termes , dont le premier & le dernier feront 202, I
faut donc multiplier ou o par202 ou 100, par 101, ce
qui fcra 101005 ’eft 4 dire 12120 pas Geometriques ; ce
qui fait plus de 4 lieués.

(II. ProBLEME

Trouver la fomme d'une Progreflion Geometrique;
fuppofant qu’elle va en augmentant comme c’eft le plus
ordinaire, & qu’ainfi I'antecedent de chaque raifon eft
plus petit que fon confequent.

Soit la fomme de tous les termes appellée S.

Le premier terme zle 2 4 & le dernier ». Et les expo-
fans de la raifon qui regne par toute la Progreflion z &
m;c’elt ddire que deux termes quife fuivent immediate-

‘ment font entre eux comme 7z eft 47, ou comme zeft 4

6:{i la premiere raifon eft déja dans les moindres tesmes.
quelle peut eftre,

‘Or tous les termes eftant antecedens hors le dernier
quin’eft que confequent, & tous confequens hors lepre-
mier qui n’eft quantecedent. Tous les antecedens fa
pourront nommer S—-. Et tousles confequent S— .,

Cela fuppofé ,je disque le dernier moins le r 5 /c’eft &
dire o—# )eft'a route la fomme moins le dernier , ( et
ddirea S—o) commem—n, eftd z, oucomme 6— .z
eft 42 Et envoicy la raifon.

" Parce qui a efté dit 11, 45 dans une Progreflion Geo-
metrique, tous les antecedens font 4 tous les confequens,
comme un antecedent ¢ft 4 un confequent.

Donc permutando , tous les confequens font a tous les
antecedens comme un confequent eft-dun ancedent,

Donc dividendo , tous les confequens moins tous les
@)

)
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antecedens font 4 tous les antecedens, comme un con-
fequent moins fon antecedent eft 4 fon antecedent..

Or quand je dis , #@is les confequens moins tous les ante-
cedens , c’eft comme fi je difois le dernier terme moins le
gremicr( s—a ;) car tous les termes eftant confequens.

ors le premier , je les mets tous par plus, hors le pre-
mier , quand jedis, zows les confequens : & eftant tousan-.
tecedens hors le dernier, je les mets tous parmoins horsle
dernier , quand je dis moins zous les antecedens. s font
donc tous hors le premier & le dernier, par plus & par
moins, & par confequent fe reduifent a rien.. Etil n’y
a que ledernier qui ne foit que par plus, & le premier qui
+ ne {oit que par moins. Donc cela fe reduitau dernier moins.
le premier(o—a.)

Donc quand la Progreffion eft afcendante, le dernicr
terme moins le 1, eft atous les termes moins le dernier,,
comme le 2 terme moins le premier eft au premier.

En voicy la preuve par la {pecieufe..

S—a. S—w. :: 4. 4

Donc dividendo S—a—8S —+ 0. S—o : v b—a. a:

Or dans le premier terme de cette proportion S eftant
par plus & par moins {e reduit a rien. Refte donc o par
pln: & a par moins. Donc cela pe veut dire qu'o—a.

Mais fi la Progreffion eftoit décendante , chaque ante-
cedent eftant p%us grand que fon confequent, ilne fau-

» droit que changer & dire,

Que lex terme moins le dernier feroit a-tous les ter-
mes moins le premier , comme un antecedent moins fon
confequent eft 4 fon confequent 2—o. S—a : : n—m. m..

I. CorOLLAIRE.

On pourra prouver ficilement par la que fi on prend
d’un rout une dixiéme , & une dixiéme de cette dixiéme;
c’cftddire - & une dixiéme de cetre centiéme ,ceft 4

dire > & ainfi jufquesa l'infiny, toutes ces dixiémes de
dixiémes prifes 4 Pinfiny ne feront que & du tout, & les
neaviémes de neuviémes prifes de la mefme forte, § &
Ies huitiémes de huitiémes £ , & ainfi en diminuant tod-
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jours les dominateurs d’un, les quarts.un tiers , les tiers
une moitié,, & les moitiés le tout,

Il ne faut pour cela que faire une Progreflion Geome-
grique en cette maniere. 1. £ f == & ainfi 4 linfiny.

Donc par ce quivient d’eftre dit. 1. moins le dernier
terme ( qui {ereduit a zero la progreflion allant a linfiny,
de forte qu’on le doit prendre fimplement pour. ) eft ‘a
tous les termes de la Progreflion moins un;ceft 4 dire d
toute cette infinité de dixiémes de 10, comme 1 — %
eft 4 %, ceft 4 dire comme % eft 4 %, & parconfequent
comme 9 a 1. Donc toute cette infinité de dixiémes de
10", n’eft au tour que comme un a9. Donc elles ne font

quela g partie du tout; ce qu’il falloit demonttrer,
II. COROLLAIRE.

O voit par la folution du {ophifme des anciens con-
‘tre le mouvement. .

Suppofant , difoient-ils , qu’Achille aille 1o fois plus
vifte qu'une tortug, i latortuéa une lieu¢ d’avance, ja-
mais Achile ne Iattrapera : car tandis qu’Achile fera la
1% lieug, la tortug ferala » de la2° lieué ; & randis qu’A-
chile fera la & de la 2¢licug, la tortué ferala & de cette
&> & ainfi 4 Pinfiny.

Tout cela fuppofe que toutes ces dixiémes de dixiémes
4 P'infini faffent une efpace infini, au lieu qu’elles ne font
toutes enfemble qu’; de lieug ,felon le Theoreme pre-
cedent.

Et c’eft pourquoy Achile doit attraper la tortué a la
premiere; de la 2t lieug. Car allant 10 fois plus vifte que
Hatortug, il doit avoir fait dix fois autant de chemin dans
le méme temps.

Donc pendant quelatortué parcourra une ; de lieug,
Achile en doit parcourir 2, ce qui fait juftement la pre-

9

miere lieug compofée de 2, plus & de la feconde lieué.
II1. CoOROLLAIRE.

~Stunehorlogea deux aiguilles, I'une des heures;qui fait
Oy
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{on tour en 12 heures , & Pautre des minutes, qui fait e
méme tour en une heure, marquertous les points aufquels
ces deux aiguilles fe rencontreront.

Ce feradces heuresicy.1 + L2 —+53—+3 g4+ 2§ %
6+%7+28+Lg= 210~71 —+ ;. Ceft adire
12 heures. ‘

La preuve en eft aifée 4 deviner par celle du premier
‘Corollaire.

I11. PRoBLEME.

Trouvir la'fuite des nombres-triangulaires, pyrami-
daux & plus que pyramidaux.

Pour bien comprendre cecy, il faut remarquer ‘qu’on
peut difpofer les nombresen plufieurs bandes, quiferont
telles que chaque nombre d’'une bande fera égal a tous
ceux dela bande precedente inclufivementjufques a ce-
lay-la, ceft a dire que le 2 par exemple de la troifiéme
‘bande fera égal aux deux premiersdelaz , le 3 aux trois

remiers , le 4 aux quatre premiers , & ainfide fuite juf-
qu’d Pinfiny.

On le comprendra mieux par I'exemple de 6 bandes
‘que je ne continueray que jufques 4 9 termes.
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La premiere bande n’eft que d’unités.
JLa deuxicme des nombres ordinaires, dont-on voit af-
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fez que chacun comprend autant d’unitez qu'il y 2 eude
rermes dans la premiere bande jufques .ce terme de
Ia 2. . . ;

La troifiéme eft des nombres qu'on appelle Triangu-
laires, parce qu’ils fe peuvent difpofer en triangle,

La quatriéme de ceux qu'on appelle Pyramidaux.

La cinquiéme des feconds-Pyramidaux, Je ne f. Gay fien
leur a donné un autre nom. ‘

La fixiéme des-troifiémes Pyramidaux, Et cela fepeut
continuer jufques a Pinfiny,

1l sagit donc de-trouver la fomme de tant de nombres
que I'on voudra 4 commencer todijours par 'unicé dans
chacune de ces bandes. Par exemple la fomme des dix
premiers termes de la troifiéme bande , ou de Ja quatrié-
me, ou de la cinqui¢me. Et il faut remarquer que ceft
la - mefme chofe de trouver la fomme des dix premiers
termes de la troifiéme bande; c’eft 4 dire des dix pre.
miers nombres triangulaires, .que.de trouver le dixiéme
nombre pyramidal.

Voila une regle generale pour cela queje tiens d'un
fort habile homme. Jela pourrois propofer generalement :
mais j'aime.mieux [appliquer tout d’un coup Aun exem-
ple partiCulier par lequel onjugera fans peine de tous les
autres, .

Je veux chercher1a fomme des 10 premiers termes de
-quelques bandes que ce foit, Je mets 10, & puis 11, & puis
12, &c. comme des nombres qui fe doivent multiplier
les uns les autres felon les bandes , dont on veut fcavoir
la fomme desdix premiers termes : & je metsau deflous
de chacun de ces nombrest, 2, 3, &c. en cette maniere,

10, 11,102,173, 14,15,16, &c.
o 2uu55 45 5576, 17, &e¢. 3

“Lesnombres de deffous font pour divifer les produits
des nombres de deffuss ; carfi j’ay befoin de multiplier les
3 premiers nombres les uns par les autres, je les diviferay
par le produit des 3 de deflous, qui ne font que 4 , parce
que l'unité ne change rien en divifant,

Oij,
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Cela fuppofé, fi je veux avoirla fomme de dix termes
de la 1. bande,je ne prends que le premier chiffre d’en.
haut qui marque que c’eft de dix termes , dont je veux
avoir la fomme. Et ce nombre me la donne fans qu'il
foit divifé, parce que Punite qui eft au deflous ne divife
point.

Mais fi je veux avoir la fomme de dix termes de la2°
bande, je multiplie les deux premiers nombres de deffus;
Cefta dire 1o par 11, ce qui fait 110, & les divife parles
deux de deflous ; c’eft 4 dire par une fois 2, ce qui donne
55. Mais pour faire cela plus facilement avant que de fai-
re la multiplication, je divife par deux I'un des deux chif-
fres qui le peuteftre, & je mulriplie autre nombre par fa
moitié, c’eftd dire1 parg ; ce quidonne encore 5.

Si je veux avoir la fomme de dix termes dela 3° bande;
je me fers pour cela des trois premiers chiffres d’enhaut,
& jecommence par divifer ou1o par 2 & r2 par;,outout
d’un coup 12 par 6; (car cela revientau mefme, ) & je
multiplie les uns par les autres 5, 11, 4 ,outo0, 11,2,ce
quidonnera 220, qui font la fomme de dix premiers chif-
fres de la 3° bande.

Pourla 4° bande je me fers des 4 chiffres d’enhaut,
les ayant auparavant divifez par ceux d’enbas®, {cavoir
10 par 2, & 12 par 3 fois 4 , ce quile reduira 4 1,qui ne
fera rien dans la multiplication des chiffres d’enhaut,
& ainfi ils fe reduiront 4 §, 11, 13, ce qui fait 715,

Pour la g-bande,on en fera autant des § chiffres d’en-
haut, on lesdivifera autant quel’on pourra par ceuxd’en-
bas en cetre maniere, 14 parz, cequi donnera 7, 12 par 3
fois 4., ce qui le reduira 4 rien au regard de la multipli-
cationa faire, & 10 par g, ce quidonnera 2. Et ainfi ces
5 nombres ne feront plus que 2,11, 13,7, ce qui fait
2002,

ge n’en dirai pas davantage., On voit affez comment
<ela doitfaire pour toutes les bandes fuivantes, & pour
toute autre quantité de termes dont on voudra {cavoir la
fomme , comme la fomme des 100 premiers termes de
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quelques bandes que ce foit; car laiffant todjours enbas y :
2,3, &c. ce quieft invariable pour divifer les nombres
d’enhaut : il faudra mettre pour ces nombres d’enhaut
100, 101, 102, 103, &C.

Mais j'avoiie franchement queje ne fcay la raifon de ce.
la que pour la2 & la3 bande, & non pour les autresg

Obférvations fur les nombres Triangulaires.

¥a vy déja dit qu'on appelloit Triangulaires les chiffres
de la 3 bande. Or comme je pretends m’en fervir pour
trouver avec beaucoup de facilité la fomme des quar-
rez & des cubes : jay befoin d’en remarquer quelques

- proprietez.

La 1 eft que deux nombres triangulaires qui fe fuivent
immediatement font pris enfemble le quaré du nombre
qui répond au plus grand des deux. On le verra par la
table & en voicy la raifon,

Je dis donc que le nombre Triangulaire de 9 & celui
de0, doivent faireenfemble le quarré de ro quieft cent..
“8Car pour avoir le nombre triangulaire de neuf, il faut
ultiplier g par la moitié de 10, ce qui fait 5, 9, & pour
avoir celuy de 10, il faut multiplier 11 par fa moitié_de-

10, ce quifait 5, 1. Or 9 & 11 faifant 20, il eft vifible

que ces deux multiplications enfcmble font 5 , 205 ceft:

a dire 100.
Autrement s, 10 — 1 font 50 —3.
Etg,10 -+ 1 font §O —+ §.
Or cela fait enfemblez , 0, ceft d diré ro00.
Autre exemple, le nembre Triangulairede8eft 4, 9..
Ecceluy de g : ' o
Ce qui fait enfemble 9, 9 ougr,

La 2 proprieté eft que deux nombres Triangulaires qui:
fe fuivent ont pour leur difference le nombre naturel qui:

\

répond au plus grand.
Etil faut bien que cela foit ainfi ; car le 9™ nombre
Triangulaire eft la fomme'des 9 premiers nombres | &
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le 10 la fomme des 10 premiers, qui parconfequent ne’
peut differer de P'autre, que parce quelle a ro ’de plus..

On peut encore remarquer une 3¢ proprierc de ces
nombres Triangulaires, qui eft affez {urprenante ,.quoy
quelle ne foit pas de grand ufage. Celt que tout nom-
bﬁ quarré impair moins un fe pouvant divifer par 8,
potir trouver combien § y fera de fois, il ne faut que
prendre le nombre triangulaire de la plus petite moitié
dela racine de ce quarre impair. Exemples 8 eft 45 fois.
dans le quarré de 19, parce que le nombre triangulaire
de 9 ( qui eft la plos petite moitié de 19 ) eft 45. Et § eit
120 fois-dans-le quarré desr, parce que rzo eft le nombre
Triangulaire de 15 qui eft la plus petite moitié¢ de 31.

De la premiere Proprieté il s'enfuit que toute quantité
de nombres quarrez pris defuite , ( ce quife{uppofe toii-
jours ) contient deux fois la mefme quantité des nom-
bres Triangulaires moins le dernier qu'elle ne contient
qu’une fois. Car chaque nombre Triangulaire entre deux
fois dansla compofition d’'unquarré, hors le dernier qui
ny entre qu'une fois: 1. dansler, quicftauflis. Ec dansle
aquiefts -+ 3, & 3 qui eftentre dans le 2 quarre qui eﬂy
4., entreavec 6 dans ez qui eftg, & 6 avec 10 dans-le 47
qni eft 16 & 10 avec 15 dans le 5 quieftay , & 15avec 24
dans le 6 qui eft 36.

On voitdonc que fi on en demeure-li ,il n’y aura que
a1, fixiéme nombre Triangulaire , qui n’entrera qu'une
fois dans I'un des 6 premiers quarrez, & par confequent
tous les autres y entrant deux fois, il eft donc clair que
la fomme des 6 quarrez plus 21, doiceftre égale au double
de la fomme des 6 premiers nombres triangulaires.

1V. PROBLEME.

Trouvir la fomme de tant de nombres quarrez de
fuite que 'onvoudra , c’eftd dire des ro premiers , des2c
des 100, &c. ,

On n’a felon cequi vient d’eftre dit, qu’a avoir la fom-
me d’'autant de nombres Triangulaires ; c’eft 4 dire de

ceux
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ceux dela s bande,la doubler, & puis en ofter le dernier
des nombres Triangulaires , dont a trouvé la fomme.

# Le 10 nombre Triangulaire eft 55- La fomme des 1o
premiers eft 220, comme on 1% déja fait voir. Le double
eft 440, d’ott oftant 5> onaura 385 pour la fomme des
10 premiers quarrez,

Autrement. Faites-comme fi vous youliez avoir la fom-
me des 1o premiers nombres Triangulaires, en metrant
au deflous 1,2 ,3 -oufeulement »35 car It ne fere que
pour I'analogie ; & au deflus 10, 11, mais au lieu du troi-
fiéme qui eft 12, mettrela fomme des deux premiers qui

eft 21;ainfi i g
_—_—'——-—
13 5;

Puis ayant divifé 1o pars, ce qui donne 5 & 121 par3, ce
- quidonne multiplier les uns par les autres CBt e
qui donnera 55, 7, ce fait 385.

Cetre derniere facon revient Pautre ; car il faut remar-
querque fi au lieu de prendre pour troifiéme nombre Je
premier plus 2. On prendle double du 1 plusun:ilfetrou.
ve totjours que ce dernier plus trois eft double de celuy
dont on fe ferr pour trouver la fomme des Triangulaires:
d’otr il arrive que divifant F'un & Pautre par trois, celuy
dont on fe fert pour les quarrez plus 1 eft double de Pau.
tre. 21 plus 3 eft double de 12, & le tiers de 1 eftant »
7 =+ 1 eft double de 4 qui eft le tiers de 1,

V. PRoBLEME.

Trouver la fommede tant de Cubes que on voudra
en les prenant de fuite » C'eft 4 dire des 10 premiers , des
20 premiers, &c, :

Le quarré du nombre trian gulaire quirépond au nom.
bre des Cubes dont onveutavoir la fommeeft la fomme
des Cubes ; c’eft & dire que fi on veut ayoir la formme
des 1o premiers Cubes ;, il ne faut que trouver le 10 nom.
bre Triangulaire qui eft 55 » & fon quarré qui eft 3025
fera le nombre des Cu bes.

nle peut prouver en deux manieres , 'une plus fub-
tile; & Pautre plus naturelle, La x dépend des deux pro-
P
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rietez des nombres triangulaires. : ;

Car par lat,deux triangulaires qui fe fuivent font en.
femble le quarré du nombre qui répond au plus grand |
ceft a dire. que le 5.qui eft 15, & le 6 quieft 21, font
enfemble le quarré de 6 quieft36: (e

Et par la fecondeces deux mefimes Triangulaires ont 6-
pour leur difference. Dotril s'enfuirque lesprenant pour
racines de deux quarrez:ces quarrez auront pour leur
difference la fomme de ces deux racines-qui eft 36 mul-
tiplide par leur difference qui eft 6, c’efta dire qu’ils au-
sont pour leur difference le cube de 6.

Or pour voir plus facilement ce qui fuic dela , nous-
marquerons chaque nombre triangulaire par un accent
circonflexe que tous mettrons au deflus dunombre qui
marque fa place, c’eft & dire que 6 fera le fixiéme nom-
bre Triangulaire qui eft 21, 5 le cinquieme qui eft 15, &
ainfi des autres.

Et pour marquer le quarré de ehacun nous mettrons:
feulement 6* §*. Et lesCubes des nombres ordinaires 6*.-
5% 4%, &c. Cela eftant.

&r' 0 57 4 3} 2 {I
= sr= =y = ue= = Lo
D’ot il senfuit que laiffant la les quarrez des'autres-

nombres Triangulaires , parce quel'on a leurs équivalens,.
le feul quarré du fixiéme nombre , qui eft 441 eft egal
2 la fomme des fix premiers nombres cubes.

L’autre raifon eft plus fimple , & onla peut exprimer
ainfi, La fomme de tant de nombres cubiques de fuite
que 'on voudra , eft le produit de la fomme de toutes les:
racines multipliée par certe mefme fomme ; car prenant
comme il le faut, ces nombres cubiques d’ordre, leurs:
racines feront tofijours: autant de nombres naturels que
lon prendra de Cubes dont on voudra fcavoirla fomme..

Soient donc tant de nombres naturels que ’on voudra
en commenceant par I.

Les multipliant par autant 1. 2.3. 40 §. 6. &c.
d’autres tous les mefmes. Li 2 3o 08 8EC
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Tlfe fera autant de mulciplications partiales , que fera
le quarré des termes que I'on prendra , c’eft 4 dire que fi
on n'en prend que 5 , il y aura 25 multiplications par-
tiales. ‘S1:6 , il y en aura 36 , &c.

Mais il faut remarquer 4. ‘Que de ces multiplications
partiales, les directes.commes, 2. 3,3. font togjours fim-
ples , & que celles qui fe font en croix,commez,3,3,5,
&c. font toijours doubles.

En fecond lieu , que c’eft la mefme chofe de multiplier
6 par 2.~ 4 quede lemulriplier. feparement parz , en di-
fantz , 6. & par 4 en difant 4, 6. Tl faut feulement re-
marquer que la multiplication de 2 —+ 4 par 6 comprend
«deux des 36 multiplications partiales, que doit avoir la
multiplication des 6 premiers nombres par eux mefmes:
& qui ajofitant bis cela en fait 4.

Cela fuppofé , voicy comme ces 36 Multiplications partiales
feront les 6 premiers Cubes.

Denomb. des Mul, Mulc. partiales.  Cubes.
- partiales,
1 LI ; I I
I 2,384 4 :
2 {z , I,z&i.r_} 4.} 2o 4 .
8 P i ,:
R T e
X Gyl ic) 16y
7%4. 1*3,46#} 1,16}4.,16 64
AL 2,4.6i7.  16),
e 525 2§ 3
2 {4— I+ 4,5 5‘3} 1325} e & 134
~4 2+ 3,5050 2,15
'{I 6,6 } 36 5
i s4 I-+9, 6 bis 2,36 6, 36 23‘
{4. z-.+4.,66z’;} 2,36
L2 3,6 bisS, 36

Somme 36.

Pij
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On voit par la, que le premier nombre multipli¢ par
{foy.mefme ne donne qu’une multiplication qui fait un
premier nombre cube..

Que les deux premiers 1.2 multipliez auffi par euxmé-:
mes, ( ce qui fe doir todjours fous-entendre fans qu’il foit
befoin de I'exprimer, ) luy donne 4 , dont une eftant
deja prife, les erois autres donnent huit fecond nombre
cube, : :

Que les trois premiers 1.2.3. en donnent 9 dont 4 érant
prifes qui ont donné lesdeux premiers cubes, les cingqui
reftent donnencle 3. 27,

Que lesquatre 1.2.3. 4. en donnent 16, dont g eftant d¢ja
prifes qui ont denné les trois premiers cubes , les 7 qui
reftent donnent le 4 64.

Que les cinq 1 2.3. 4. 5. en donnent 25, dont16 cftant
d¢ja prifes qui ont donné les 4 premiers cubes., les g
qui reftent donnent le §- 124

ueles fix 1. 2.3. 4. 5 6. endonnent 36, dont 25 eftant
de¢ja prifes qui ont donné les cing premiers cubes. Les
1 .qui reftent donnent le 6. 2. 16.

Et on voitfans peine que cela deir aller jufqu’a. lin-
finy. - :

Mais pour éviter 'embarras & la longueur de ces mul-
tiplications partiales, (ce qui n'a fervy qu'a la preuve. )
Il ne faut que prendre la fomme de toutes ces racines,
( c’eft a dire de tant que I'on voudra de nombres natu-
rels, ). & la multiplier par elle-méme ; car il eft vifible
que c’eft la méme chofede multiplier 3par 3, que demul-
tplier 1 2 par1 —2.

Or la fomme de ces nombres naturels, eft ce qu’on ap-
pelle nombre triangulaire ; car 6 par exemple, eft le nom-
bre triangulaire de 3, parce quer —+ 2 —+ 3 font 6. Donc
en multipliant le dixiéme nombre triangulaire qui eft 55
par foymefme . on-aura la fomme des dix premiers cubes,

Or rien o’eft plus facile que de trouverle nombre trian-
gulaire de tel nombre que l'on veur; car fi c’cftuin nom-
bre impair, Il ne faut que le multiplier par fa plus gran-
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demoiti€ : 5. 3, 5.7, 4,7. 9. §59 11.-6, PL. §
Ecfic’elt un nombre pair , il ne faut que prendre fa moi.
ti¢ , & multiplier par 1a ce nombre plus un: 6. 3, 7. 8.
459:10.5, 1. 12..6,13.14.7 .13

Comment il [¢ faut conduire pour refoudre tous les Problemes
[emblables & ceux de la mule ¢ de Vafneffe , des
denx vafes qui ont un mefme convercle , ¢,

PREPARATION,

I faut écrire leshypothefes en donnant desnoms atx

uantitez inconnués , exem ple , mule | afnefle, ;

Le nombre des facs que porte la mule foic appellc A, &
celuy que porte lafneffe B.

HYPOTHESES.

¢ Sila mule donne 4 Pafhefe
1.Hip. A—3= B =3 {trois de fes facs, ils en auront

autant 'une que lautre,
Sil’afnefle donne 4 la mule
z,I—IiP.A ~+ 1= 3 B—3 {l’un de fes facs, la mule en
{porter a3 fois autant que Paf-

nefle,

Ayant ces hypothefes ,. il faut trouver les <_:’quivalensj
c’eft 4 dire I'équivalent d’A par B plusou moins, ce qu’;l
faut , & I'équivalent de B par A’ plusiow moins ce qu'il
faut. :

Pourtrouver les équivalens d’une Hypothefe : il faut
ofter d’'un membre les chiffres & laiffer la lettre feule,
& tranfporter les chiffres dans lautre membre, en chan.
geantle figne. Exemple

EQUIVALENS.
Parla Hip. %gfﬁig
Re'pBE

Parla;Hip.%jB_ Ry,

P i
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Avyant ces équivalens, on refout fans peine les Proble.
mes. 11 ne faut pour cela que reprendre les Hypothefes,
& fi on veut refoudre le Probleme par la premiere ¢ Il
faur fefervir des équivalensde la feconde, & aucontrai-
re {i on le veut refoudre parla feconde Hypothefe. II
faut fe fervir des équivalens de lapremiere ,& par 1d ,on
fera que dans I'équation de chaque hypothefe il n’y aic
que les mefimes lettres dans 'un & dansl’autre membre,

I. PROBLEME. HYPOTHESES.

‘1. §A—3=B 3.
2.9 A+1=3B—s3.

EQUIVALENS.
-~ Parla; Hyp.{gz rkidry

; SA=3B—4.
Parla 2 Hyp. {332 reNEm

1. Solution par la 1 Hypothe[e en reduifant tout en B.

1. Hypothefe. 5 A—3=B..3
Equivalentdelas, ¢ A=3;B—4.

Je puis donc mettre au lieud’As B—4 ,'donc mettant
dans le fecond membre de I'équation 7 qui eft par moins
dans le premier.

3 B= B -+ 10.

Donc 2 B= 10,

Donc B=j.

11.Solution parla 2 Fiypothefe en reduifant le tout en B.

2. Hypothefe. (A~1=3B—s.
2,Eq.dela: Hyp. } B= A—¢.
Mettant donc B 6 au lien &’A.
B -+ 9= 3B—;.
Donc B~ 10= 3 B.
Ponc o= 2B.
Donc 5 = B.
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1I. Solution par la 2 Hypothefe en reduifunt tout en 4.

2 Hypothefe. §A - 1= B—j3.

2 Equiv.delas. §BA=—6. - :
Donc mettantau lieu de3 B trois fois A—¢ qui font
A—18.

: A-~1= 3 A—18—3,[Ceft d'dire_—21 | & tranfpo-

fant21 dansle premier membre en changeant le figne.

A w12 3 Al

Donc 22= 1 A.

DPonc = A.

Donc A eft 1 & By, _ )

Clefta dire quela mule avoit 11 facs, & l'afnefle 5.

IL.. PROBLEME.

Hypothefes . { A—9g=B 9. |
2.

A —+3=3B—09,
Equivalens.de { 1A= B-18.
la; Hypoth, ¢(:B= A——18.
Equivalens de A= 3B—yi/2.
laz. 36 =a-+12
L Solution par'li v Hypothefe en reduifant tout en B.

1. Hypothefe. ¢ A—qg= B 9.
Equiv.dela:. } A= 3 B—rn.
. 3 B—12—g¢, [ cefta dire—ar= B -+,
Donc 3 B= B -30.
Donc 2B=j3o.
Donc B=15.-

1. Solution par la 2 Hypothefe en reduifant tout en A

2 Hypothefe. §A-+3=3B—09.
2Equividelar. QB= A—,8.

A 3= 3 A—63.

DoncA -+ 66 B=3A.

Donc 66 B= 2 A.

Doncs33= A. Ceeftd-dire queAcft;;& Beftig

SCD LYO
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II1. ~Solution par iz 2 H Typothefe en reduifant tout en B.

3B+ 9= B—ar
Donc 3 B= B -+ 30.
Donc: B = 30.
DoncB = 15.
: IHI. PrRoBLEME.

Hypothefes. § A —+ 2000 = 4 B.

2. {B—1000== A,
Equiv.delar. § A= 4 B—zo00.
delaz2. {B= : A—1000.

1. Solution parla x Hypothefe.

A ~+ 2000= 2 A— 4000.
DoncA -+ 6ooe =2 A,
Donc 6ooo= A.

I1. Solution par la 2 Hypothefe.

- B-+1000= 2 B—1000.
DoncB —+ 1000= 1 8.
Donc 2000= B.

1. Solution par la x Hypothefe.

A — 1000= 4B.
Donc A -+ §00 = B.
DoncB = £ A —1000.
Donc; A —500= - A—1000,
Donc : A~ 1500= > A.
Doncis00A = + A.
Donc 6000 = A.

I1V. ProBLEME.

Hypothefe 1.{ A —+ 3000= 3B.
2.) B =+3000= ; A.
Equiv.delar. { A = 3 B—j3000.

2. 1 B = .+ A—3000.

A Solution
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L. Solution par la x Hypothsfe.

z

Donc A —+'88aa— A

trToco

Donc ésoa = : A,
S oo

Donc = A.
II. Solution par la 2 hypothefe.

A o 3000= A 1—9000.

B ~+3000=BL. _ 1500.
Donc B —+4500= B:,
Donnajoo-:'.. 2

V. PROBLE MR,

Hypothefer. ¢ A 3000 = 9 B.
2. {B ~+ jooo= * A,

Eqviv. delar. = 9 B—3000.
dela 2, {B = + A—j5000.

L. Solution par lz v Hypothefe.

A ~ 3000 = 3 A— 45000,
Donc A ~+ 48000= 3 A,
Donc 48000 = 3 A,

Donc 24000 = A,

. Solution par la 2 Hypothefe.

B =+ 5000 = 3 B—1000.
Donc B ~+ 6000 — 3 B.
Donc 6000 — 1 B,
Donc 3000 — B.

VI PrRoBLEME.
Hypothefe, - A—25 = B =15
2. CA-+25=m2B—g0,
Equiv, de las, {BA: B ~+50.]

: —"Soc

de la 2. {A:‘. 2 B—75.
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L. Solution parla 1 Hyposhsfe.

B ~ 15= 2 B—100.
DoncB -+ 125= 2 B.
Donc1z5= B.

L. Solution par la 2 Hypothe[e.

A - 2§=2 2 A—150.
Donc A= 2 A—175.
Donc A= 175.
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NOUVEAUX ELEMENS
D E

GEOMETRIE

LIVRE CINQUIE ME.

DE L'ESTENDUE.
DE LA LIGNE DROITE ET CIRCULAIRE.
DES.DROITES PERPENDICULAIRES, ET OBLIQUES,
DEerFINITIONS.

7, “Ous avonsparlé jufques icy dela grandenr 1,

W\ en general. 11 fant mainsenant deﬁendre a
My fes e/peces. :
&> Toutk grandeur eft continug, comme

. eft 'ctendué, le temps , le mouvement:
ounon continué&, comme le nombre.

La continué eft oa fucceflive, comme le temps, le mou-
yement, o

Ou permanente, qui s’appelle generalement ¢/pace ou
étendué,

Mais elle fe confidere ou felon toutes fes trois dimen-

Qj
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fions, longueur, largeur & profondeur , & alors elle s’ap-
pelle corps ou folide.

Ou felon deux feulement , longueur & largeur, &alors
elle sappelle furface ou fuperficie , qui eft ou plate, qui
s'appelle plan, ou non plate qui sappelle farface conrbe.

Ou felon une feulement, qui eft la longueur, & alors.
elle sappelle ligne , qui eft ou- droite ou courbe.

L'extrémité de la ligne s’appelle point , qui doit eftre
conceuindivifible. Car s’il pouvoit eftre partage en deux,,
Pune de ces moitiez ne feroit pasd ’extrémité de la ligne.

Et par la méme raifon- la ligne, qui eft indivifible felon
lalargeur, parce quelleeft confiderée commen’enayant
point, eft extrémité dela furface.

Et la furface quieftaufli indivifible felon la profondeur,
eft extrémite du corps.

PREMIER AVERTISSEMENT.

L Es ddces d'une furface plate e~ d'une ligne droite font fi
fimples, gu’on ne feroit qu’embroiiiller cestermes en lesvonlant
definir. On peut [enlement en donner des exemples pour en:
fixer lidée anx termes de chague langue.

SECOND AVERTISSEMENT.

Quoy ga’il w'y ait point aumonde détendué quin’ait que
bonguenr &~ largenr [ans profondenr ,ou longuenr fans largenr
ny profondenr , @ encormoins de point , qui W’ ait ny longuenr
ny largenr, ny profondenr ; ce que difent les Geometres des [ur-
faces , des lignes @~ des points ne lasffe pas d’effre vray , parce
gu'il fuffit pour cela que dans wn corps qui eff veritablement
long , large , & profond , je puiffe wen confiderer gue la lon-
quenr € la largenr , [ans faire attention & la profondenr, on
méme la longuenr feule [ans wiarrefler ny & la largenr | ny &
la profondenr. Ainfi pour mefurer un champ , je ne m’amnfe
pas a creufer pour [(avoir (i la terre y eff biew profonde,
mais je regarde [enlement combien il eff long ¢~ large : Et
ponr [cavoir combien il y a de Paris a Orleans, je ne mefure
pas la largeur des chemins , mais (eulement lalonquenr. Et de
méme ce gu'on appelle Point w'eft que la ligne méme | entant
gu'on w'y confidere quela negation d'une plus longue étendué,
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TrRo1sSIEME AVERTISSEMENT.

O doit commencer par la ligne comme par la plus fimple  1v.
effendni: ¢ de plus pour enrendre la confideration plus facile
lors que Lon compare plufienrs lignes enfemble yon les fuppofe
2odijours dans ces premiers élemens comme effant poféés. on dé-
erites [ur un méme plan, c'eff a dire [ur une méme [uperficie
plate s ce gu’il fuffit d'avoir dit nne fois pour toutes.

PRREMIERE SECTION.
De 1A LiecNE DROITE,

Nous n’avons point defini la ligne droite , parce que v,
I'idéeen eft tres claire d’elle méme , & que tous les hom-
mes congoivent la méme chofe par ce mot, Mais il eft
bon de remarquer ce que nous concevons naturellement
eftre enferme dans cette idée, ce que l'on pourra pren-
dre {i Pon veut pour fa definition.

La ligne droite eft la plus courte étendué entre deux

oints, |

Et celle quiapproche plusdela droite, eft auffi la plus
courte: ce qui a donné occafion & Archimede d’érablir
ce principe ou Axiome.
| PrREMIER AXIOME.

S 1 deux lignes fur le méme plan

2 : VI
ont les extremitez communes & ; :
{ont courbes ou creufes versla mé- «
me part, celle qui eft contenué eft
plus courte que celle qui la con.

tient, J'ay dit courbes ou creufes,,
car cela n’eft pasfeulement vray des «
lignes courbes comme dans la 1. fi-
gure, maisaufli des droites comme
‘dans la 11, lors que deux ou plufieurs
ignes droites {e joignant font un
creux. Caralors deux ou plufieurs
lignes droites font confiderées com.-
me une feuleligne courbe qui fe.,
rYoit creufe vers ce cofté-la.
Mais il faut bien remarquer ees

v
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mots, ( verslamé&me part) car celame {eroit pasvray, fi
Ta méme ligne courbe eftoit creufe vers differens corez
comme dans la i1 figure , ou fi diverfes lignes droites
confiderées comme une feule ligne faifoient aufli des
creux de differens coftez comme dans la 1v figure ; car
alorsJa contenante pourroit eftre plus courte .que la
contenué.
Seconp AxiomME ou DEMANDE."

AyAanT deux points donnez on peut mener une ligne
droite de P'un 4 P'autre, '

Er onn’y en peut mener qu'ane. :

Laquelle par confequent eft Punique & naturelle me-
fure de la diftance entre ces deux points. L’inftrument
dont on fe fert pour cela s'appelle regle.

TROISIEME AxioME ou DEMANDE.

La fimplicité de laligne droite fait qu’en ayant une

oféeon la peur prolonger de part & d’autre jufques d
-{:inﬁny , ceft 4 diretant que I'on veur.

D’otr il senfuit que la pofition d'une ligne droite ne
dépend que de deux points.

Ou, que connoiffant devx points dans une ligne droite,
nous la connoiflons route.

Ou, que deus-points eftant donnez de pofition., toutela
ligne droite eft donnee.

UATRIEME AXIOME,

'S1 une ligne droite eft immediatement couchée fur
une autre en une de fes parties, ellele fera entoutes, pour-
veu que une & Pautre foit prolongee aurant qu'il fau-
dra & elles ne feront proprement qu'ue méme ligne.

CinQuiEME AXIOME. :

DEeux lignes droites ne fe peuvent couper qu'en un
point.

Six1EME AX10ME,

Deux lignesdroites qui eftant prolongces vers un mé-
me cofté s'approchent peu 4 peu, fe couperont 4 la fin.

Euclide prend cette propofition pour un principe ¢ avet
raifon : car elle a affex de clareé pour s'en contenter 5 & ¢¢
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[feroit perdre le temps inutilement que de [¢ rompre la teffe pour
la prowver par un long circuit.

SECONDE SECTION.
DELA LIGNE CIRCULAIRE.
‘ DErFINITIONS.

L a ligne que décric fur un plan l'une des extrémitez
d’une ligne droite ;{on autre extrémité demeurant immo-
bile , sappelle circuiaire , ou circonference.

Er lefpace que décrit toute la ligne s'appelle cercle.

* L pointimmobile, cenzre , qui ne peut pasn’eftre point
€galement diftant de chaque point de la circonference,
puifque c’eft todjoursla méme ligne qui a fait cette di-
{tance,

- Et ainfi il eft bien clair que toutes les lignes du centre
ala circonference font égales,

Ces lignes s'appellent 7zyons ou de-
mydiametres.

Lks lignes menées d'un point de la

circonference 4 un autre s’appellent& /\

cordes.

St elles paflent parle centre, elles
sappellent diametres , & elles coupent
le cercle & la circonference en deux
parties cgales, qui s'appellent demy-
cercles & demycirconferences.

- Lapartie de la circonference qui fe
trouve entre les extremitez d’une cor- \ .
de s'appelle arc. Mais lors que cetre \_" %
eorde eft moindre quun diamerre, il

¥-2 deux portions de circonferences qui fe terminent aux

extremitez de cette corde. L'une plus grande que la de-
mycirconference , & l'autre plus petite. Or quand on par-
le de I'arc d’une corde, fi'on n’ajotite autre chofe, on

entend celuy qui n’eft pas plus grand que la demycircon.

ference. Ce qui foit bien remarqué, -
, Toute circonference fe congoit divifée en 360, partics
€gales qui s'appellent degrex.

XIIL

X1,
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Cuaque degré en 6o minutes premieres quon appelle
fimplement minates : Chaque minute en 6o fecondes, &
chaquefeconde en 60 zroifzemes ; & ainfid l'infini,

PrEMiIER AxXiomME ou DEMANDE.

O~ demande quayant un intervale donné, on puiffe
décrire une circonference de cet intervale. Ce qu’on ne
peut douter eftre poflible , puis qu'il.ne faut pour cela

que concevoir que la ligne qui joindra les deux points de

cet intervale feremué , I'une de fes extremitez demeurant

immobile,

La machine la plusordinaire dont onfe fert pourla dé-
crire fur le papicr s'appelle, compas, qui a deux jambes,
qui eftint ouvertes plus ou moins fclon 'intervale donné,
I'une demeurant immobile,’autre décrit la circonference.

SEcoNnp AxioME ou DemaANDE.

‘Or commeil faut fuppofer dans cetre operation que
les deux jambes du compas gardent todijours laméme di-
ftance entr’elles , il n’eft rien de plus facile aprés avoir
mefuré la longueur d’une ligne donnee par 'ouverture du
compas, de fefervir de cetre méme ouverture pour dé-

crire ailleurs une ligne €gale 4 celle-ld | ou retrancher
d’une autre ligne une portion qui foit €gale i cette pre.

miere. C'eft pourquoy on peut hardiment mettre ce
Probleme entre les demandes qui n’ont point befoin
d’eftre prouvées.

Décrire une ligne égale 4 une 'li{gne donnée , foit parle
retranchement d’uneautre ligne, foit par tout ailleurs.

Troi1stEME AXI1IOME.

L a maniere dontI'on congoit que fe formelaligne cir-
culaire eft fi fimple , qu’il eft impoffible de concevoir
qu’elle ne foit pas par tout dans une entiere uniformité,
Etdelail senfuic que les Theoremes fuivans font naturel-
lement connus. '

Les circonfirences qui font décrites d’un égal intervale
font égales.

Et celles qui font decrites d’un plus petit intervale font
plus petites.

Et
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Etd’un plus grand font plus grandes,

-~ *QUATRIEME Axr1oMme.

Lesidegrez de circonferences ¢gales font égaux, puis xxv.
que ce fontaliquotes pareilles de grandeurs égales. Et par
laméme raifon les degrez d’une petite circonference font
plus petits que les degrez d’une plus grande.

] CIN-(LUIEME AxioME.

Dans un méme cercle les cordes qui foditiennent des XX vI.
arcs egaux font égales, & les arcs qui font fodtenus par
des cordes €galesfont €gaux, C'eft une fuite évidemment
neceflaire de I’entiere uniformité de la circonference, Il
ne faut que de I'attention pouren appercevoirla certitude,

‘Il en eft deméme dans deux cercles ¢gaux que dans le
méme cercle, : ‘

SIXIEME AX10ME.

Toures les lignes tirées du centre qui font plus petites Xxx v 11,
.que lesrayons du cercle, ontleur excremitd an dedans du
cercle : que fi elles font plus longues, elles I'ont au de.

- hors; fi égales, dans la circonference méme,
SEPTIEME AXioMmp.

Lors qu'on a d’'uneligne, 'une des extremitez donnée
depofition, & fa longueur, {on autre extremité doit eftre
dansla circonference du cercle décrit parun intervale de
cetce longueur donnée, \

TROISIEME SECTION.
DES LIGNES DROITES PERPENDICULAIRES. XXViI.
DErFiNITIONS

N ous avons déja dit qu'une ligne droite n’en peut
Couper une autre droite qu'en un point. Mais la coupant
elle le peut faire en deux maniereés.

La premiere, cft en ne panchant point plus vers un
cofté de la ligne coupée , que vers I'autre.

Etalors elles font dites fe couper perpendiculairemens &
eftre perpendiculaires Pune a Pautre

La feconde, en penchant plus vers un cofté que vers
Pautre | & alors elles font dites fe couper obliguemens &
eftre obligues 'une au regard de I'autre,

Mais il ne faut pas confondre I'obliquité qui convient

R
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a une ligne droite par rapport aune autre ligne, avec la

curvité qui convienta la ligne par {a narureméme, & con-

ftitué une efpece de ligne oppofee a la ligne droite.
AVERTISSEMENT.

Quoy gue deux lignes qui [ coupent , & foient coupees
mutuellement | neammoins afin quon ne les confonde pas,
nous appellerons l'une coupée ¢ ['autre conpante.

DEFINITION PLUS EXACTE
DE LA PERPENDICULAIRE.

Pour former une notion plus diftindte de deux lignes
perpendiculaires , on les peut défi-
nir en cette {orte.

Lors que deux points de la ligne
coupée eftans pris €galement diftans lg
del’undes points de la ligne coupan-
te , toutautre point de la ligne cou-
pante fe trouvera aufli eftre cgale-
ment diftant de ces deux points de TC
laligne coupee,laligne coupanteeft
perpendiculaire 4 la coupee, érant
bien clair qu'elle ne peut alors in. —
cliner plus d’un cofte que d’autre.

Ax10ME.

Pour montrer que tous les points dela ligne coupante
font également diftans de deux de laligne coupée,, il fuffie
d'en auvoir deux dans la ligne coupante dont chacun foit
également diftant de deux points de laligne coupée. Car
de la il s’enfuivra que tous lesautresle feront avfl.

Je pretens que la feule confideration de la nature de la
ligne droite fast woir la verizé de cette propofition , & que
fans cela il eff impolfible de garder dans la Geometrie [ordre
naturel des chofes. : 1 :

Car 1, puifque la pofition de la ligne droite ne dépend gae
de deux points, ¢ qu'en ayant donné deux poinss, elle eff ton-
tedonnée | Ceff @ dire que la pofition de tous les antres points
¢ff determinée ,il eff vifible que la pofition de ces deux points
de la ligne conpante , dont on fuppofe que chacun ¢ff égale-
ment difant de deux points de la ligne coupée , détermine tous
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Jes antres @ en eftre anffi bgalement difians.

2. S'ily enavoit quelgd’nn qui approchaft plus de Pan des
points que delautre | la ligne (eroit neceffairement courbée de
ce coffé la.

3. 2L n'y auroit point de raifon pourquoy il S'approcheroit
plitof} d'un coffé que de [’ autre ny pourquoy il s approcheroit
de tant plizoff que de tant. Car lz pofition de ces deux points
donnez_qui determine tous les autres points de la ligne , ne les
pent determiner gu'a une égalité de diffance , puis gu'ils n'ont
pour eux-mefmes que cette determination I3,

4. T'ous les Geometres [emblent affex convenirde Pévidence
de cette propofition , puifque dans la [olution de tons les pro.
blemes qui vegardent les perpendiculaires | ils ne font autre
chofe que chercher deux points dans la ligne coupante , dont
thacun foit également difiant de deax points de la ligne con-
pée. Et ainfi guelgue circuit qi'ils cherchent pour montrer
gue lenr probleme ef refolu parli , il of clair neanmoins que
dans la nature des chofes ce n'eft que cela fenl qui Pa refolu.

5. Quoy qu’il en [oit , je [oirtiens que quicongue vondra agir
de bonne foy reconnoiftra que confiderant les chofes avec az-
tention , il luy cff impolffible de concevoir que cela puiffe effre
autrement , ¢ qu'il repugne & Lidée que nous avons naturel-
lement de la ligne droite | que denx de [fes points effans pofex
direttement , comme nous avons dit Jur une antre ligne, quel-
gu'un des auntres s'écarte on & droit ou d gauche, d~g sappro-
the ainfi plus prés de Pun des coffoz de la ligne.

Or il me [emble tres inutile de chercher bien loin & par de
longs détours des prewves d'une chofe dont il nous eff impoffikle
de douter | pour pen que nous y vonlions faire attention.

6. Cequi doit faire rejetter le [crupule gu’on ponrroit avoir
de reccvoir cette propofition comme claire delle~mime , Ceff
quon ne pent faire autrement fans troubler lordre nasurel des
chofes , & employer des triangles pour demonfirer les proprietex
des lignes , ¢eff & dire [e fervir du plus compofé pour expliquer

le plus fimple , ce qui eff tout & fuit contraire & la veritable
methode,

Soit donc , de juftice on de grace , nous demandons qu'on
Wous accorde cetie propofition , qui denne un moyen tres facile

R ij
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de demonfrer les Problemes fuivans fans [e fervir des trian-

gles comme fait Euclide.

PrREMIER PROBLEME

D’un point donné hors une ligne donnée tirer une per-
pendiculaire fur cette ligne : on fuppofe que cette ligne
{oit prolongée s'il eneft befoin , & que le point donné ne.
fe puifle pas rencontrer dans la ligne prolongée, caralors.
il ne feroit pas proprement hors cette ligne.
Soit le point £ & la ligne z de

% pris pour centre, d€crire un cer-
cle qui coupe £ , & par confe-
quenty marque z points comme

m & n, également diftans de £,

puifque m & , &z k feront rayons
du méme cercle. Cela fait, dé-
crivant deux cercles égaux d'm &!dz
qui sentrecoupent par tout ailleurs
qu'en k, comme en 4, la ligne qui join-
dra 4 & k fera perpendiculairea la li-

gne z, ce qu'il falloit faire. Cark & 4 :

font chacun également diftans de
deux points de z,m, & 7, & par con-
fequent tous les autres en {eront aufly
€galement diftans par la preceden-
te, & ainfi fa ligne fera perpendicu-

laire par la definition..
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SEcoND PROBLEME ;
D'un point donné dans une ligne €élever un perpendi-

culaire. Soit le point k dans.
la ligne Z qui étant pris pour

centre , le cercle que l'on
décrira de ce centre coupera
la ligne z, prolongee s’il en
eft befoin , en deux points
comme 7 & 7, qui feront ¢é-
galementdiftans de 4. Donc

B '

PN

M §

K

i

2

Pinterfection de 2 cercles égaux qui auront sz &z pour
centre donnera le point 4,auquelil faudra mener la ligne
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dupoint £ pour faire la perpendiculaire que on cherche. 1
C’eft ]a méme preuve que du precedent. Car £ & 4 |
feront chacun également diftansde » & . N
TROISIEME PROBLEME. |
Courkr une ligne donnée en deux parties égales. xxxv. ‘
Soit la ligne donnée 7 #, en tirant :
des deux extremitez m & n, pris pour k i
centres, deux cercles égaux qui s’en- | i
trecoupent en deux points comme ¥
k& b ou tirant des mémes centres ~ il
deuxarcs de cercles égaux quis’en-
trecoupent €n un peint comme en
k, & deux autres arcs de cercles
€gaux ou incgaux aux premiers,
mais cgaux entr'eux , qui sentre-
coupent aufli en autre point comme i
ens, la ligne £ 6 prolongée aurant b | l
qu'il fera befoin coupera la ligne m &
2 en deux parties €gales. Car fi le ‘
point de la-fecion eft z comme il eft
dansla ligne & , £ qui eft perpendi- ,
culaire ala ligne m7 , parce que 4 &
kfont également diftans de m & 7, z aufli en fera égale-
ment diftant, & par confequent 7 g fera égal 4 z #, Ce I
qu’il falloit demonftrer. 14
I. THEOREME. ll
L A perpendiculaire eft la plus courte de toutes les li- XXXVI, T
gnes qui puiffent eftre menées d’un point aune ligne, |
Soit le point £ & la ligne z , fur X
laquelleayant mené de £laperpen: -
diculaire £4 ,& I’ayant prolongée
julquesen ¢ ,en faifant 4 ¢ égale &
k6, fi ontire de £ d’autres lignes

i
Y b i
& f
I
i

= 1}: I

furla ligne z comme enm & n, % — B
Je dis que £ & eft plus courte.
que km,ou kn, Car ayant tiré les

lignes m c&n ¢, je dis que km eft:
€galedm ¢, & knin c,puilque la. -

K iij
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ligne g eftant perpendiculaire a la ligne £ ¢, le point 4 qui
eft commun a ces deux lignesne peut eftre comme il eft
¢galementdiftant de £ & de ¢,queles autres points comme
m & n ne {oient aufli chacun également diftansde £ & de .
Orcelaeftant, il eft clair que la ligne £ 4 ¢ eftant droite
eft plus courte que les lignes 4 m ¢, qui ne font pasune li-
gnedroite,, & par confequent £ 4, qui eft la moiti¢ de £
b ¢, eft plus courte que £m , qui eft la moitie de & me,
II. THEOREME.
xxxvil. O ne peut élever du mefme point d’une ligne plus
d’une perpendiculaire , ny en me- X
ner plus d’une d’un point a une li-
gne. Le premier et clair de foy-
méme: car ayant élevé du milieu
de lalignemn , la perpendiculaire b
b k., il eft vifible que fion envou- ¥ — 5 7"
loit élever une autre du méme
point 4, 0on ne la pourroit tirer que
plus vers un coété que vers lautre,
ce qui eft direGtement contraire a <
la notion de perpendiculaire. :
La:¢ partie eft encore tres manifefte, & fe peut neanmoins
prouver de cette forte. Soit mené de =
£ furmnla perpendiculaire £ 4, en forte
que 4 foit egalement diftant dem & 7,
dont par confequent % doit eftre auffi
egalement diftant : fi on menoit de £
une autre perpendiculaire 4 un autre
point commea g, il faudroit queg fuft m S
cgalement diftant de m & dea, puifque Bi g
% qui {eroit un des points de cetee ligne
en eft €galement diftant. Or cela eftimpoffible, puifque
fi ‘%ef’coit entre 6 & m , il feroit plus prés de mque de 7, &
s'il eftoit entre & # , il feroit plus présde # que de 7.
I. COROLLAIRE.
xxxvil, La perpendiculaire eft la mefure d’un point hors d’une
ligne 4 cette ligne , & dela ligne 4 ce point.
Car eftant unique & la plus courte de toutes les lignes
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qui peuvent eltre menées d’un pointa une lignez on n’en
pouvoit prendre aucune autre qui fuft fi propre a mefurer
cette diftance,

II. CoOROLLAIRE.

Deux differentes lignes eftant perpendiculaires 4 une
méme ligne, ileft impoflible quelles fe rencontrent,
quoy que prolongées a l’mﬁ_nl. : :

Car i ellgs fe rencontroient; elles auroient un point
commun, & ainfiil y auroit deux lignes\menéei d’'un mé-
me point qui feroient perpendiculaires 2 une méme ligne,
ce qu'on a fait voir eftre impoffible.

III. COROLLAIRE.

Lors qued’un point hors uneligne on a tir¢ une obli-
que fur cette ligne, fi duméme pointon tire une perpen.-
diculaire fur la méme ligne , cette perpen dlculalr¢ toms=
bera du cofté que I'oblique eft inclinée fur cetre ligne.

Soitla ligne4 ¢, & le point ¢ %
dontait efté tirée oblique 4 g :
qui foit inclince vers 4 | je dis
qu'il eft clair parce quia efté dic 1 ;
de la perpendiculaire , quefi du ' e
méme point£ on en tire une fur
6 c,elletombera entre 4 & ¢, & non pasentreg & ¢, car
1l eft vifible que fi elle tomboit entre g & ¢, tants’en fauc
quelle fuft perpendiculaire , quelle feroit encore plus
oblique que 4 e

De plus ayant pris dans laligne 4 ¢ deux points égale-
ment diftans de £, comme pourroit eftre 4 & ¢(33:5)le
point otr tombera la perpendiculaire doir eftre €galement
diftant de ces deux points ( 4 ¢) ; & au contraire celuy ou
tombe I'oblique doiteftre plus €loigné du point vers le-
quel clle eft inclinée,, & par confequent la perpendiculai-
rfil doit tomber du cofté vers lequel cetre ligne eft in-
clinée,

p IV. CororLrLAIRE.
S1 d’un point olr une oblique coupeune ligne on veut
€lever une perpendiculaire furcette ligne, elle s’élevera
du cofté vers lequel cette oblique n'eft pas inclinée,

XXXIX.

XL

XLIL
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XLIII,

-entre les lignes £ ¢&g ¢ , & non
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Soit la ligne 4 ¢ coupée par Yoblique # g inclinée vers

4, {idu point gonveutélever une :

perpendiculairefur 4 ¢, elle s’¢le- e

vera ducofté dec, nondu cofté
def; ceft adire qu'elle fetrouvera \
b c

Eas entre £ F & g 6. Car il eft vifi- g
le que fielle fe trouvoit entre kg
& g 4, elleferoit encore plus inclinée que £ ¢.

: ITI. THEOREME. ‘

L a perpendiculaire indefinie qui coupe par la moitig

la diftance de deux 1goim:s comprend -tous les points dy

mefme plan , dont ¢
de ces deux points.
Soient les points 7:& # joints %
par laligne mn , & la perpendi- ]
culaire indefinie £ 4, qui la cou-
pe parlamoiti¢ au point 4, il eft
clairque tousles poins dela li-

acun peut eftre également diftant

gne &, 4 font également diftans g

demn. Maisje dis de plus, qu'il /J\

n'y en peut avoir aucun autre

hors cette ligne quienfoit €ga- \n
lement diftant. Car il faudra P B :

w’il {oit 4 Pun des coftez comme feroit ¢, d’oti tirant une
perpendiculaire furm z (‘pars. )elle la coupera en unautre
point que 4, comme feroit p, Or fi g eftoit également di-
ftant d'm & d'n, il faudroit que p , qui feroit un point de
la perpendiculaire en fuft auffi ¢galement diftant, ce qui
eft vifiblement impoflible ,comme on I'a déja veu.

QUATRIEME SECTION.
DES LIGNES DROITES OBLIQUES.
Explication de la maniere dont on dvit confiderer les
Lignes obliques pour le mienx comprendye

Nous avonsdéja dit quelors qu'une ligne droite en
coupe
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‘coupe uncautre en penchant plusd’un cofté que de I'au-
tre, clle sappelle oblique au regard de cette ligne quelle
coupe obliquement,

Mais pour mieux juger de la grandeur de ces obliques
en les comparant les unes aux autres,, il eft bon de ne les
confiderer que felonle cofté felon lequel elles approchent
plus de la ligne quelles coupent, qui eftauflila fagon la
plus naturelle de confidererces lignes.

De plus , nous ne regarderons les obliques que comme
mencesd’un certain point 4 la ligne qu'elles coupent , &
comme terminées 4 cette ligne,

Cela eftant fuppofé , ce que j’entens par I'obliquité
d’une ligne fur une autre,eft que cette ligne foit plus cou-
chée furla ligne qu'elle coupe , que ne feroit la perpendi-
<culaire menée du mefme point fur la mefme ligne. De for-
te que ceft totijours par rapport 4 cette perpendiculaire
que je confidere cette obliquité,

Mais ce rapport enferme deux chofes. 1. La diftance
du point qui eft communa l'oblique & 4 jla perpendiculai-
red'avec le point de la ligne o1 la perpendiculaire tombe,
qui eft la mefme .chofe que la longueur de cette perpen-
diculaire,

2. La diftance du point ou I'oblique tombe, d’avec ce-
luy otitombela perpendiculaire,, quej'appelle I'éloigne-
ment du perpendicule, .

A quoy il faut ajoiiter la diftance du point d’ott I'obli-
que eft menée de celuy ou elle coupe la ligne au regard

de laquelle clle eft appellée oblique : qui eft la mefme .

chofe que lalongueur de cette oblique.
Soit par exemple laligne zin-

definie, fur laquelle on faffe dé-

cendre du point £ au point 4

]'ob]ique b, & que de £ on g

tire la perpendiculaire ¢, les

trois diftances dont nous ve-

nons de parler font trois li- z

K

gnes; dontdeux ({cavoirlaper. B -

SCD LYON 1
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pendiculaire £ ¢, & I’cloignement du perpendicule 5 ¢}
{e coupent perpendiculairement , & la troifiéme , qui eft
P'oblique 2 4, rencontre obliquement ’une & l'autre.

Etainfi peuteftre confiderée tantoft comme- I'oblique:
del'une, tantoft comme oblique del’autre. Mais il faudra
alors changer alternativement aux deux autres lignes les
noms de perpendiculaire & d’¢loignement du perpendi-
cule. Car fije confidere 24 commeobliquefurs ¢. 2ceft
la perpendiculaire , & 4 ¢ I’éloignement du perpendicule;.
Etau contraire i je confidere £ 4 comme oblique fur4¢ ,
b ¢ fera la perpendiculaire , & £ ¢ 'cloignement du per<
pendicule, _ ; _

On pourroit aufli confiderer 4¢ & % ¢ comme obliques.
fur k4, ( car comme les lignes
fonr mutuellement perpendicu- K
faires , elles font auffi mutuelle-
ment obliques. ) Mais pour fui- g k ’
vre noftre methode il faudroit T

alors mener une perpendiculai- / \
. re dupointcala ligne &4, com- z

me feroit ¢ g. Erainfi en confi- B W
derant 4ccommeobliquefurla ligne 4 %, la perpendicu:
laire feroit ¢ g, & I'¢loignement du perpendicule ¢ 4.
Maisa moins que de faire cela, 24 feule eft confiderée
comme oblique , tantoft au regard de 'une, tantoft au
regard del’autre.

La confideration de ces trois lignes, 2 4 oblique , £ ¢
perpendiculaire, 4 ¢ éloignement du perpendicule, nous
fera comprendre plufieurs chofes des lignes obliques qui
n’ont pii encore eftre expliquéesque par des triangles , ce
qui eft un ordre tout renverfé, Etnousverrons d’une part
que dans la comparaifon des obliques , I'égalite en deux
de ces lignes donne I'égalité dans la troifiéme , & nous
examinerons de Pautre quand il n’y a égalit¢ que dans
ane, quelle eft 'inégalité des deux autres.




DE GEOMETRIE, Liv. V. 10
PROPOSITION FONDAMENTALE,
DE 1A MESurRe pps LigonEs OBLIQUES.

Lzslignes obliques menées du mefme point dunemé- XxLIv,

me ligne , {ont plus longues, plus elles font €loignées du

perpendicule.

Soient du point 2 menées fur 1a Ii

Jairek 4 , &lesobliques 2 £ & % g
Er foit rprolongée k 4 jufques en
¢, en forte que 4 ¢ foit égale 4
# 6. Et{oient aufli mendes les
lignes fr & g ¢ : je dis premiere-
mentque z eftant perpendicu-

laire £ 4 , comme le point 4, qui Z

eft commun A 'une & 4 lautre
eft également diftant de % & de
¢. Donc kfeft égalea fo¢, & £ gd
g¢.Orparla maxime d’Archime-
de Liv. L& £ ceft plus courte que %

gne z la perpendicu-

AN
&

C

gc.Donc k£, quieft lamoitié de £ £ eft plus -courte que £
g, quieftlamoitic de kg ¢. Ce qu’il falloit demonttrer.
: CoRroLLAIRE.

Tv eft vifible que cen’eft que la méme chofe fi 'on dit 5 -

que de toutes les obliques qui feront menées .au.méme

point d’'une méme ligne de di-
vers points d'une perpendiculai-
red cette ligne prisduméme c6-
t¢, celles qui font menées des
Ppoints plus proches de la ligne
otitombe I'oblique font les plus
courtes.

Car il ne faudra alors que tirer
d’autres lignes des mémes points
de cette perpendiculaire versun
méme point de P'autre c6té de
laligne qui coupe cette perpen-

diculaire €galement diftant de E

\
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cette perpendiculaire. Si je veux montrer par exemplé:
quelaligne £ £ eft plus-longue que cf, je n’ay qu'a pren-
dre le point cautantdiftant de 4, que feft aufli- diftant de-
b,& uirer les lignes 4 e & ce, & faire enfuite la demons.
ftration precedente,

AVERTISSEMENT.

C’esT la mime chofe pour juger de la grandeur de déus
lignes obliques de les confiderer comme menées du méme poing:
[ur une meme lz’gne , 0% Comme menées
de deux points differens [ur la méme li-
gne , o deux differentes lignes , ponr-
ven que Lon [uppofe que chague point-
¢ff également diffant de la ligne @ la- x
guelle on mene Lobligue. Car il eff vi- e
[fible qu'il Wy a que ceste diffance qui y faffe quelgque chofe,.

Il efvray qu’il fant fuppofer pour cela que fi-l'on a d'une
part la lignex , @ de Pauntre la lignez,

& qu'on éleve dan point de chacune . iy
commede b ¢ d'm | une perpendiculai- ,
Z‘," R

re, @ que dans chaque perpendiculaire

on prenne un point comme C G0, qui T Pogsel
foit de part €& d’ antre également diffant
du point dela [efbion b ¢ m 5 ¢ gi'on prenne anffi dans cha-
gue coupéex & Tan point comme £ ¢ p , éaalement diffant de-
part G dautre duméme pointde la [¢ttionb ¢ m, les obliques
cf@np font égales.

Mais la verité de cette [uppofition eft naturellement connué,
¢ [t on la pent conteffer de paroles , comme les Pyrrhoniens
ont fait voir gu’il w'y a rien qu'on ne puiffe conteffer en cette
maniere , il eff certain an moins guw'il et impolfiole a tout efprit
raifonnable d’en avoir interienrement le moindre doute | ce
gui off la plus grande certitude qu'on doive deferer dans les

ﬁz’emes.

Neanmoins f; on en vent ¢ffre convaincu par une preuve
grolliere € materielle , on peus (¢ [ervir de celle dont Euclide
prowve gue denx anglescfant égaux , ¢ ayant les coffex égaus
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aux coffez., la baze eff égale.zi la baze s gui ¢t qu’il fait metire
ces angles Lun deffus Lautre | en forte gue les extrémitez_des.
eoffex e trowvent enfemble ; d'od il conclud. gue les bages [ont
aulfi couchées Luue fur Lautre, ce gu'on appelle en ZLatin:
CONGIUCre , ¢ par confequent égales. Car onpent dé méme
icy S imaginer que la ligne z eff couchée fur la lz‘gﬂe X, en [orte
que le point M eff immediatement fur le pointb | & la per-
pendiculaire fur la perpendiculaire : D’otil arrivera necoffii-
zement que le point 0 fera fur le point ¢ , & le point p fur le
point £, & qu ainfi les obliquesn'p @~ feront couchées une
[ur Lantre , & ainfi entierement egales..
 Voila cequi peut [atisfaire cenx qui aiment mienx [e [erviy
dans la connoiffance des chofes de lenr imagination que de lenr
antelligence : ce que je tronve fort manvais, parce gue lefpris:
[é rénd par la incapable de bien comprendre les chofes [piri-
tuelles , s’ accouffumant a ne recevoir pour vray que ce gu'il pent
concevoir par des fantomes ¢ des images corporelles : an lien
qu'tl y a beaucoup de chofes gue nous [favvons tres certaine.
ment. [ans.que nous les puilfions concevorr par limagination |,

comme quand je dis : Je penfe ,donc je {uis, nal fantome on-

image corporelle neme peat [ervir & me faire concevoir ce que
jentends par ces mots ; je penfe,, je fuis,

EcALiTE DANs LEs LioNES OoBLIQuUES:

CetTE feule propofition avec fon corollzire & Pa-
vertifftment nous donne moyen de prouver facilement
plufieurs theoremes touchantles lignesobliques; Et voicy.
premierement ceux de I’égalité.

I. THEOREME.

Des trois lignes que nousavons dit fe devoir confide.-
rer dans leslignes obliques ; 12 perpendiculaire ,I’¢loigne-
ment du perpendicule,, & 'oblique méme ; deux ne peu.
venteftre €gales que la troifieme ne le foit auffi.. Ainfi:
1. S’ilya égalicé dans la perpendiculaire & dans I’é.
loignement du perpendicule , les lignes obliques font:
€gales,

S iij.

XLViI,.

XLYIHI, .
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LI,

Ja perpendiculaire eftant la
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Soient du point £ de la ligne
kb , qui coupe perpendiculai-
rement la ligne z en 4, mences
les deux obliques km & %2,

méme , & par confequent €ga-
le a foy méme. Sibm, quielt Z——gx~——p—"a
P’éloignement du perpendicu-

lede loblique &meft égal a 4n, qui eft I'¢loignement.du
perpendicule de loblique £ ; & m & knferont €gales. Car
Fes pointsz & » ne peuvent eftre également diftans de &,
Y'un des points de la perpendiculaire & &, qu'ils ne foient
auffi également diftans detout autre point de cette per-
pendiculaire , & par confequent de4. Donc km et égale

A& m

-

I. COROLLAIRE.

On ne peutmener d’un point 4 une ligne que deux Ti-
gnes ¢gales. Caron n’en peut mener qu'une feule perpen-
diculaire. Et pour lesobliques, ellesne peuvent eftre cga-
les que les deux points ot elles coupent .cette ligne ne
foient également diftans du point ot tombe la perpendi-
culaire. Orilne peutyavoir que deux points, I'un d’un
cofté & l'autre de autre , qui foient également diftans de
ce point. Cartoutautre en fera, ou plus proche ou plus -
£loigne, comme il eft évident. Donc, &c.

I11. CoOROLLAIRE.

Tleftimpoflible qu’un mefme point foit €galement di-
ftant de trois points d’une ligne droite.
Ceft la mefme chofe que la precedente differemment

énoncee.
I1I, THEOREME.

S'1Ly a €galité dans la perpendiculaire & dans I'obli-
que, il y a égalité dans I'éloignement du perpendicule.
Soit fait comme devant. Si kmeft €gale a kn, b mfera
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¢€galed b n. Car fi m eftoit plus éloignée de s que n'eft 7,
Ioblique £ 7 feroit plus €loignée de la perpendiculaire ,
& par confequent plus longue par la propofition princi-
ale..
’ IIl. THEOREME.

S'11 y a égalité dans T'oblique & dans I'éloignement
du perpendicule , il y ena dans

la perpendiculaire.. k

Car fi la perpendiculaire de
'une eftoit plus grande que la o
perpendiculaire de I’autre,, c’eft
comme fi des deux obliques ‘
quifeterminent en 7z &z 'une : e
defcendoit du point £ de la per- %

pendiculaire 24, & l'autre du point ¢ plus bas quez de
cette mefme perpendiculaire 24 , de forte que I'une feroit
km, & lautre ¢ 2.

Or fi cela eftoit , ¢ feroit plus petite que &, par 44..

& 45. fap. cequieft contre 'hypothefe..

IV. THEOREME..

QllAND-il n’y a égalité¢ donnée que dans I'une de ces
trois lignes , voicy ce qui eft des deuxautres.

1. S'iln’y a €galité que dans la perpendiculaire , le plus
grand éloignement du perpendicule donne la plus grande
oblique , & la plus grande oblique donne le plus grand
€loignement du perpendicule. Ceft ce qui a efté prouvé.
dans la propofition principale,

V. THEOREME:

2. 8’1 n’y a égalité que dans I’cloignement du perpen-
dicule, la plus grande perpendiculaire donnela plus gran-
deoblique, & la plusgrande oblique la plus grande per-
pendiculaire ; & alorsla plus grande oblique eft la moins
oblique.

Il y a deux parties dont la premiere a efté prouyée par

LI

LI1L]

LIv.

¥
i
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le corollaire de la propofition fondamentale; & pour
Tautre , elle en eftune fuite €vi- %

.dente. Car fi deux obliques fe
terminent au mefime point d’'une

ligne comme % m , & quelles c
foient menées de deux points
.differens dela mefme perpendi- / " i

.culaire, comme de 2 & de ¢ , il 1 n

eft clair que ¢ eft plus couchée

furm 6 quek m. Or Ceft la mefme chofe, fiayantpriszau<

tant diftant de 4 queleftmontirecn au licu de cam.
VI THEOREME.

S’1L n’ya égalité que dans la longueur des obliques, le
plus grand ¢éloignement du perpendicule donnera une
moindre perpendiculaire, & une mejpure perperpendis
«culaire donnera un plus grand €loi- i

gnement du perpendicule. Cela c

eft clair par les theoremes prece- A\

dens, ,
Car foit la perpendiculaire & &m u!

fur la ligne mn , fi on tire I'oblique %
¢m, & qu’on prenne un autre point
plusprés deb, commez , il eft vi-
fible que ¢z feroit plus courte que

B

c¢m par le 4 Theoreme , & par =
confequent afinqu’on mene 4 z de

quelque point dela ligne & 4 une

oblique egaled cm, il -tgaudra lad- /-

rer &’uvn point plus éloigné de & que ST

reft.c,comme de Z.
AVERTISSEMENT,

Je ne dis riende la diverfe obliquité qu'a laméme ligne fur
les dewx lignes gui pewvent eftre reciproquement confiderées
-comme [ perpendiculaire G~ [on ¢loignement du perpendicule,

comme X b fur b ¢ & fur K C: car cela ¢ff trop facile a juger

par ce qui eff dit.
VII. Tueo-
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VII. THEOREME,

Lors que deuxlignes obliques font menées dun mefime
point fur une mémeligne, la diftance des deux points de
fection eft égale 4 la diftance du perpendicule | de 'une
plus ou moins la diftance du
perpendicule de Pautre, Plus, 1 K
files lignes font inclindes de A
different cofte ; moins | fi elles A BN
font inclinées du mefime cofté, bl

Soientmenées dy point £ {ur [ : \
la ligne z les deux obliques £ / ’ \
m& k n, inclindes de different 7T T I ARy
€Ote , & une autre comme £ 2, :
inclince du mefme cofté que m; i eft vifible que la per-
pendiculaire 2 4 fe trouvera entre £ 7 & &z, mais au deld
dekm&dekp: & ainfi.la diftance entre les pointsde la
fe&ion m & » fera égal a I'¢loignement du perpendicule
de &, quieltm 4 plus Iéloignement du perpendicule de
kn, quieft 4 5.

Mais fi on confidere 2, & & 7, inclinée du mefme c4.
té, il eft vifible quela diftance d’m & 7 pointsde lafection
de ces deux obliques, eft moindre que l'éloignement du
perpendicule de &, quieftm 4 dela longueurdep 4, qui
cft I¢loignement du perpendicule de I'autre oblique £ p.

VIIIL. THEoOREME.

Deux lignes obliques inégalesentrielles & inclinées de
different cofté eftant menées du mefime point fur la mefZ
me ligne: & deux autres obliques, dont chacuneeft égale
4 chacune desdeux premieres , eftantaufli menées d’un au-.
tre point fur une mefme ligne, & y eftant aufli inclinées
de differentcoftd, fi la diftance des points de fection des
deux premieres obliques eft égale 4 la diftance des points
de fection desdeux dernieres, les deux points dont elles
font mences fone ¢galement diftans de la ligne 4 laquelle
elles font mendes.

T

LvI,

XLvIIL,
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Soient fur la ligne » mcnées du point £ les deux obli-
queskb & kd, & du point b deux autres obliques 4 p &

b g, enforte que kb foit égaledhp, & kddhg, & que
les points 4 & d foientautant diftans-que Je font p & 45 je’
dis que lespoints & & A fon ¢galement diftarts de la ligne
x you , ce quieftla mefime chofe , que les perpendiculaires
menées de ces deux points font égales.

Carla diftance des points 4 & #ne peut cftre cgale e

diftance des points- p & ¢

que les éloignemensdu per- X h
pendicule de £ & & k d pris :
enfemble , ne foient €gaux & ; 4
cevx de b p & b ¢pris enfem- ' g
ble : ce quine feroit pas fi k2L dip A

eftoit plus éloigné de x que

J. Car alorsk b eftantégal & b p auroit fon' cloignement
du perpendicule plus petit quene Vauroit b p, puis quelle
defcendtoit d’un point plus loigne que ne defcend 4 p;
Cpar 44. fup. ) de méme k d auroit fon éloignement dw
perpendicule plus petit queb g;Etainfi lesdeux éloigne=
mens du perpendiculede £ 5 & de 4 d pris enfemble fe-
roient pluspetitsque ceux.de hp 8k ¢ pris enfem ble. -
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LIVRE SIXIEME.

DES LIGNES PARALLELES.

5o% DRES avoir parle des lignes droittes qui
2 )] fe rencontrent , Yoit perpendiculairement,
foit obliquement , on peut confiderer dans
NS les lignes une antre proprieté coute op-
&g pofée, qui ¢t de ne ﬁ.’ rencontrer jamais,
@ ¢ d'effre toijours également diffantes
% Lune de Lautre, ¢~ ¢'¢ff ce gu'an appelle

DEUX NOTIONS DES LIGNES PARALLELES,
0Nt NEGATIVE ET L’AUTRE POSITIVE.

Maas ces lignes peuvent eftre confiderées felon deux
‘notions diffcrentes; Pune negative & 'autre pofitive,
La negativeeft de ne fe rencontrer jamais, quoy que
prolongées a I'infiny.
La pofitive, d’eftretofijours également diftantes Pune
Ty

I1.
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de Pautre , ce qui confifte en ce que tousles points de cha.
cune font également diftans de 'autre ; c’efta dire que les:
perpendiculaires de chacun des pointsd’une ligne a l'au.
tre ligne , font égales. Et il eft bien clair que la notion
negative eft une fuite neceflaire de la pofitive, ne fe pou-
vant pas faire que deux lignes fe rencontrent £i elles de.
meurent tojours également diftantes 'une de Paucre.

Ceeft poutquoy ceftavoir tout fatt que davoit trouve:
des marques certaines par lefquelles on puifle reconnof.
rre que deux lignes font paralleles fclon lanotion pofitive,,
c’eft 4 dire qu'elles foient tellement difpofées , que les-
points de chacune foient également difrans de ’autre, ce
qui fuppofe tofjours qu'elles fotent prolongees autant
qu’il eft neceflaire, afin que despoints de I'une on-puifle
tirer des perpendiculaires fur l'autre.

C’eft ce que nous trouverons facilentent apres avoir
¢tably quelques Lemmes.

AVERTISSEMENT
POUR LES LEMMES SUIVANS.

Lors que dans les LZemmes [uivans je compare diverfes
lignes qui coupent les deux mimes , je [uppofe toirjours deux
chofes.

L’une , gue ces toupées , dont Pune [era toijours nommée X
&~ Pautrez ou ne [e joignens point , ou [e joignent fimple-
ment fans [¢ traverfer: Ceftd dire gi'on les confidere todjours
comme n'ayant poini changé de cofté an regard Lune de Lautre.

L'’auntre , que ces coupanies [oient eiifermées entre les. cou-
pées, G Coff aulfi ce que jentens dans tout ‘ce Livre quand
je parle des lignes entre-paralleles

LG I. LemMME.

Quaxp lesdeux lignes x & zfont coupées par 4, per-
pendiculaire fur x, & oblique fur z, 1 Z
il arrive trofs ‘chofes.

1.'Q'e’toutes les-autres lignesme-
nées de g-perpendiculairement fur x, K x
font obliques fur z, P

2. Quelles fontinclinées fur z du méme cofté que ¢4
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Peft auffi fur £, lequel cofté jappelleray &.

3. Que les perpendiculaires fur g font obliques fur x,
& inclinées fur xdu méme coté quec bleftfur g, ceftd
dire vers k. :

Les deux premieres parties fe prouvent enfemble , & la
la preuve de ces deux premieres emporte cellede lase,

PREUVE DES DEUX PREMIERES PARTIES.

Soient prisdeux pointsen laligne x, £ & paux deux coftez

de s, d’ou foient @enées fesipy 2 L L
perpendiculairement fur la ligne # ©°
% , il faur prouver quelles feront ™
obliques fur z, & inclin€es vers £. Ko

Soit tirée de cune perpendiculai- T g %
re fur z_, clle fera vers 2 , & non:

as vers p , par V. go. Et ainfile E e
l?oint ou gettg perpendiculaire tom- o c bt
Eera {ur z fera ‘ i
ou le méme point que 7 X
ouau deld de £ g e
ou entre f& 4.

1. Cas. Siceft le mémepoint qﬂe'f;tfeﬂ:ant Perpen‘dicu;

laire fur laligne 7, g /*fera oblique furz , ‘& inclinée vers &..

2. Cas. Si ce point eft au dela
de £, comme en ¢ d , alors ¢d
coupera £ ¢g. Que ce foiten m.
Donc # d eftant perpendiculai-
re fur 3 , 2 f( qui-€lt]a méme
chofe que-g £ feraoblique fur
%, inclinée vers 2 4 , & parcon-
lequent vers 4. : 7

3.Cas. Sid eft entre £ & -
é,ded menant 4 / perpen-
diculairefur x, &deb, bl
perpendiculaire furz ;fisl
{e termine ouaf, ouaude- -
li de #, on prouvera de la
méme forte que dans le premier & dans lefecond Cas,,

T iij

SCDLYON1
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g f eft oblique fur z, & inclinée vers k. § ==

Etfi 4/ n’alloit pas jufquesaf, on tireroit encorg d’/,
4 m'perpendiculaire fur x, & d’zz une ¢rpeqdiculaire {ur
%, jufques a ce qu'il y enait une qui feterminea /, ouan
dela &'F;

On prouve delaméme forte que g p eft oblique furg,

& inclinée vers &, exceptfi qu'on - Z

élevera de 4 une perpendiculaire %

fur laligne z, qui coupera la ligne

x,audelddec, par V. 41. K

Ecainfitomberaouag, o . ~
\ C

ou au deld de g. q :

ou entre ¢ & 4. !

Ainfi en'une ou l'autre de cestrois manieres , on prou-
vera que p g eft oblique& inclin €e vers £, comme on l'a
prouve de £g.

PREUVE DE LA TROISIEME PARTIE.
Elle eft comprife dans la preuve des deux premieres,
eftant clair que toutes les lignes qui ont efté perpendi--
culaires fur g, ont eft€ obliques fur x, & inclinées vers .
II. LEmMmE.

St les lignes « & z font coupées pars ¢ , perpendicy-
laire fur x , & oblique fur g, & ] %

inclinée vers 4 , toutes les lignes
menées des points de z, perpen.-
diculairement fur x , {eront inc.
gales , & les plus courtes f{eront x
celles qui feront vers &, c’eft a
dire vers le cofté ou la ligne 4 ¢
eft inclinée. .

I1{uffira de prouver que 4 ceftant plus vers £ que 7 ¢,
fera neceflairement plus courte que 4.

Soit menée de ¢ ,une perpendiculaire fur g, le point ot
cette perpendiculaire tombera , fera :
ou le méme point que 4.
ouaudeld du point 4.
ou entre 5 & p.
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1. Cas. Sic’cft le méme point que 4, 4 ¢ eftant perpen.
diculaire fur x, & & g oblique , & ¢ ferd plus courte que 4 4.
Or par-la méme raifong 6 eftant 7

-

e o

perpendiculaire furg, &p g obli-
que , g 4 cft plus: courte que g p.

Doncfié ¢ et pluscourte que
qb, &g b plus courte que p'g , .
bedoiteftre plus courte quep g ,
Ce qu'il fal'oit demontrer, “i5 4
2. Cas. Sicepoint eftaudela i
deb,commecngd, en tirant
g5 ,4 bferaoblique , mais plus P /
proche de la perpendiculaire 4 3 :
¢d,que p g, & par confequent 1
plus courte quep g. Or bc elt /
plus courte queg é. Donc b¢
eft a plus forre raifon plus
courte que p 4. Cequil fal-
loit demonftrer. e

3. Cas. Si d fe trouve 1
entreb & p,de d on tirera
d f perpendiculaire fur x . .
& d'f, f g y perpendiculai-
re fur z ; & ¢ le trouvant
ou au point 4, ouaadeld
du point 4 , on prouvera
comme dans le premier & Eepr!
le fecond’ cas une bceft ik q'.
plus courte que 4 £, laquelle par le premier cas eft plus
courte que p 4 , & par confequent 4 ¢ eft pluscourte que
#4. Ce qu’il falloit demonftrer. -

Que fifg nalloit pas jufques & &, on tireroit d’autres
perpendiculaires fur x ,-& puis fur z; jufques a ce quily.
en cuft une qui allaft jufquesd 4, ou au deld. _

Donc de tous les points de z_les perpendiculaires fur x
font inégales, & par confequent rous les points de z font:
inégalement diftans de x, lors quune méme ligne eft per--
pendiculaire fur x, & oblique fur z,

8

%
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COROLLAIRE.

C’eft vifiblement la méme chofe de toutesles lignes per-
pendiculaires 3 z, & obliques {ur x, comparées enfemble,

ITI. LeE M M E.

En comparant une perpendiculaire fur x , & oblique
fur 7, avec une perpendiculaire fur g & oblique fur x: fi
ellesne fe croifent point ,mais qu'elle foient routes fepa-
rees , elles font necefluirementinégales, & la plus courte
eft celle qui eft plusversle cofte vers lequel elles fontin-
clinées. p

Soit fg perpendiculaire fur g, 2 Yo i
& oblique fur x, & p 4 perpendi- /
culaire fur x, & oblique fur g, &
que leur inclination foit vers &; X :
jedis quefg, qui eft plus vers £ ' £:03145 il
eft la plus courte.

Carenélevantde g, ¢ 4 perpendiculaire fur x, & obli-
quefurz, par le Lemme precedent ¢ A fera plus courte
que p g:or gfeftant perpendiculaire fur £, elle eft plus
courteque g 4, quieft oblique fur la méme z, & par con-
fequent f'geft plus courte que p 4.

. 1 LEMME.

D eux lignes enfermées ne fe croifant point, ne fcaus
roienteftre égales, & eftre chacune perpendiculaire fur
quelqu’une des enfermantes, qu’elles ne le foient fur tou-
tes les deux.

Car fil’une eftoit perpendiculaire fur x , & oblique fur
z,elle feroit inégaled 'autre , ou par lefecond Lemme, fi
Pautre eftoit aufli perpendiculaire fur x ; ou par le troific-
me , fi l'autre eftoir perpendiculaire fur z, Il faut donc
pour eftre ¢gales qu’elles foient perpendiculaires {fur I'une
& {urlautre desenfermantes.

V. LEMmMmE 4

S1une ligne enfermée eft perpen-
diculaire 2 'une & 4 I'autre des en-
fermantes , toutesles lignes menées
de quelque pointque ce foitd’une
enfermante perpendiculairement

& |

v
7 b B
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dur 'autre, feront égalesa cette enfermée | & par confe-
-quent entr’elles, 1

Soits fenfermée entre leslignes x & «, & perpendicu-
laire 4 P'une & 4 lautre : & de.c point quelconque dez foit
menée cg perpendiculaire fur x : 4 f& ¢ g feront égales
{ion ne peut rien retrancher de 4 £, ny y rien ajotiter, que
bf & ¢ gne foient inégales. Or cela eft ainfi.

Car ﬁg dep, point quelconque au deffous de 4 danss £ ;
on tire p.z, cetteligne p ¢ coupera obliquement 4 £, puif-
que par 'hypothefe ¢4 ( partie dez ) coupe perpendicu-
lairement 4 £, & que d’un méme point on ne peut tirer
qu’une feule perpendiculaire A la méme ligne.

Donc par le fecond Lemmep £( c’eft 4 dire 4 £ retran.
chée de quelque chofe ) & ¢ g font inégales.

Ceferalaméme chofe fion alon geoit 4 fde quoy que ce
fuft. Car i du point haudeflus de 4, 4 Feftant prolongée,
on tiroit4 ¢, cette ligne par la mefine raifon couperoit
obliquement’s £ proFongée.

Donc parle fecond Lemme 4 fprolongéeferoit encore
inégaled ¢ ¢. ‘

Donc on ne {cauroit rien retrancher de & £, 0y y rien
ajotter, que 4 f& ¢ g ne foient inégales,

Donc elles fonr égales.

Y Ly

S1 une ligneeft perpendiculaire 4 deux lignes , toutes
les lignes perpendiculaires 4 'une de ces lignes feront per.
pendiculaires a routes les deux.

Carsily enavoit une feule qui fiit perpendiculaire fur
une & obliquefur Pautre, il s’enfuivroit par le premier
Lemme que toutes les autres lignes perpendiculaires 4
Fune de ces deux lignes feroient obliques fur l'autre.

Doncs’il y enaune feule qui foit perpendiculaire 4 tou-
tes les deux , il faudra neceflzirement que toutes celles
qui font perpendiculaires 4 I'une des deux enfermantes
le foient a toutes les deux , & par confequent qu’clles
foient toutes égales par le precedent Lemme, >

X,




XL

XI1L

54 NOUVEAUX ELEMENS
VEIL LemME.

Drux lignesne fe traverfant point, tous les points de
chacune fong également diftans de T'autte , ou tous iné.
galement diftans. Car menans dun 1
point de z, & ¢, perpendiculaire fur ]
x5 fi b ¢ eft auffi perpendiculaire
furz,de quelque dpoin": de z.qu'on X-
mene des perpendiculaires fur x,
elles feront égalesaécparle s Lemme ; & ce fera la mé-
me chofe de quelque point d’xquon mene des perpendi-
culaires fur z.

ue {i au contraire 4 ceft oblique fur £, routes les per=
pendiculaires des points de zlur x feront inégales, & par
confequent tous-es points de 5 inégalement diftans d’x. -
Etilen fera de mefime des perpendiculaires fur %, menées -
des points d’x , qui par la mefme raifon feront toutes iné--
gales entr’elles. Et par confequent auffi tous lespoints d’x
feront inégalement diftans de z- :

Mais remarquez: que je ne dis pas qu'un point d’x ne
puiffe eftre auffi diftantde z qu’unpoint, de z eft diftant
d’x , mais-feulement que tous les points d’x font incga--
lement diftans dez , & tous les points de z inégalement-
diftans d’x.

.

(8]

VIII. LEmMME.

St deux lignes menées d'un
mefme point font inclinées
I'une fur ’autre,tous les points:
de chacune font inégalement
diftans de Pautre , & les plus
courtes perpendiculaires des
points de chacune fur autre K
feront celles qui font lesplus
proches du point de la fection.

Car on ne peut tirer d’un point de g une perpendicu-
laire fur x, quelle ne foit oblique fur £, parV.37. Dont
tout le refte fuit par le fecond Lemme. '
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_TROIS PROPOSITIONS FONDAMENTALES

DES PARALLELES.

Ces Lemmes donnent trois marques certaines pour recon-
noiftre f¢ denx lignes font paralleles felon Lo motion pofitive,
C'eff & dive [i tous les points de chacune font également diffans
de Lantre ; ce qui fera les trois Propofitions fuivantes.

"]1. PrRoPOSITION.

* S1 deux lignes font coupées par une ligne perpendicu-
laire 4 'une , & 4 Pautre tous les points de chacune font
€galement diftansde Pautre, & par .confequent elles font

paralleles. 5. & 6° Lemmes.
I11. ProrosiTION.

St deux points d’une ligne font €galement diftans d’une
autre ligne, tous les points de chacune font.également
diftans de l'autre , & par confequent elles font paralleles.
4.& 3¢ Lemmes,

Soient 4 & ¢ deux points de la R

ligne z_€galement diftans de la Z

ligne x ;6 f & ¢ g perpendiculai-

res fur x feront egales. i
Donc elles feront auffi perpen- AT

diculaires fur g, par le 4° Lemme.

Donc toutes les autres lignes menées des points de z_
perpendiculairement fur x, feront aufli perpendiculaires
fur g, & égales aces deux-la ( par le.6°Lemme. )Etilen
fera de mefme de celles qu'on menera des points d’x per-
pendiculairement fur z.

III. PROPOSITION.

Drux lignes ne fe croifant point & eftant enfermées
entre deux lignes,ne {cauroient eftre égales & eftre per-
af»endiculaires , Pune fur une des enfermantes & Iautre fur

“autre , qu'elles ne le foient chacune fur toutes les deux
{ par le 4° Lemme ) & que par confequent ces lignes en-
Vi

X111,

X I+,

XvV.
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fermantes ne foient paralleles ( parle 6¢ Lemme. )

L. COROLLAIRE.

Toures les perpendiculaires entre deux paralleles fent-
égales .car c’eft cela mefme qui lesrend paralleles.

II. CoOROLLAIRE.

Les obliques entre paralleles font plus longues que les
perpendiculaires, Car chaque oblique eft pluslongue que
fa perpendiculaire , & toutes les perpendiculaires font
egales..

PROBLEME

MENER par un point donné une parallele duneligne
donnée.
Soit laligne donnée x, & le point'donnés, on peucen
diverfesmanieres mener par le point 4 une paralleled x..

PREMIERE MANIERE.

Du point 4 mener {ur x la per- A
pendiculaire 4 £, & mener par 4 e
une perpendiculaire fur 4 £, com-
me peuteftre mé ,elleferaparal- | x
lele & x ( parla 1™ propofition. ) %

SEcoNDE MANIERE.

Ayantmené de 4 fur x la per- - 1
pendiculaire & £, en €lever une
autre d’un autre point quelcon-
que d’x, comme g ¢, la prenant : 2
¢galed 4 f, & joignant les points 5 s
¢& b. ¢ b.fera paralleled x , par la 2* propofition.

"z

TrRoO1rSIEME MANIERE PLUS COURTE
ET PLUS FEACILE.

Du point 4 tirer fur xune oblique quelconque , comme
&4.Du centre d, intervale 4 4,d’écrire 'arc 4 &£, quicou-




_——
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pe x en k. Puis du centre 4, intervale 4 4 , dccrire une
ortion de circonference dans 45

Elquelle on puifle prendre 'arc’ —%— .

de,égald Larcé k; lalignecs 3 .
fera parallelead 4, c’efta dire %}
Ly ‘ R i

Carles deux arcs bk, &d ¢, d K
eftant €gaux & de cercles €gaux, les cordes de ces arcs
feront €gales: ;

O

De plusé ¢ & d &, {ont égalesaufli, parce que ce fone
rayons de cercles égaux, :

Donc & 4, eftant égale 4 elle méme , les trois lignes
dune partdéb,de,ch & les troisdelautre & 4, bk, dA

font égales chacune a chacune.

Donc le point 4 eft autant éloigné de la ligné ¢4, que
le point 4, de laligned£ , par V.57.

Donc les perpendiculaires de dfur¢ 6, & de 4 fur d &,
fent égales.

Donc ¢4 8 d kfont paralleles par la 3° propofition.-

v

x’,

I. THEOREME.

Dzux lignes ne {cauroient eftre paralleles a une troifié-
me, qu'ellesne le folent entr’elles.

Si x & z{ont chacune parallele o
ay, elles lefontentrelles. Car foit
clevé d’un point d'x une perpen- =
diculaire qui coupe y & gz, elle
coupera perpendiculairement
parce que x & y font paralleles. Et eftant perpendiculaire
fury, clle lefera auffi fur £ , parce qu’y & z font paralleles.

Donc x & z auront une méme perpendiculaire. Donc
ellcs feront paralleles.

COROLLAIRE

O ue fcauroit faire paffer par le mefme point deux
differentes lignes qui foient paralleles @ une mefme. Car
il faudroit par le Theoreme precedent qu’elles fuflent pa-

rulleles enti’elles, ce qui eftabfurde, puis qu'elles auroient

Vi,

X1z

XX
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un point commun , & qu'il eft de I'eflence des paralleles
de ne fe rencontrer jamais.

II. THEOREME.

L es également inclinées entre les mefimes paralleles
font égales , & les égales font également inclinces.

Soient les paralleles x & y. b © X
Soient également inclinees f :
entre ces paralleles 6/ &.c g.
Soient menéesdes &decles —7 5 5 9 v
perpendiculaires 6 p & cgq; ke
ces perpendiculaires font égales. Donc afinques f&cg
foient également inclinées , ilfaut que les €loignemens du
perpendicule £ p & g ¢ foient égaux: or cela eftant | les
obliques font égales par V. 48,

Etpar lamefmeraifonles obliques4 /& ¢ g eftant €ga.
les , & les perpendiculaires p & ¢ ¢ égales aufli, les ¢loi-
gnemens du perpendicule £ p & ¢ ¢ feront égaux. Dongc

«<es obliques égales feront également inclinées.

II11. THEOREME.

LEs plus inclinces entre les mefmes paralleles font les
lus longues , & les pluslongues font les plus inclinées 5
cela fe prouve de la mefme forte par'V. 54.

IV, THEOREME.
Logrs que deux perpendiculairesou deux obliques éga.

lementinclinées du mefme co-
' ; % 19 C 7!
. teé coupent des paralle les, le
portions deces paralleles com-
prifes entre ces lignes font ¢- ey
ales. AFEToE

1. Cela eft clair pour les perpendiculaires. Cardc & fg
font chacune perpendiculaire aux deuxé f &cg, & par
«confequent égales par le cinquiéme Lemme.

2. Si ces detix coupantes font €galement obliques du
mefme cofté, comme 4 4 & ck;jedisqued c & d £ fe
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grouverontaufli eftre égales: - C 1
cartirant les perpendiculai- i ]
res 5_f&hrg , par le premier :
csbeeltcgaled f g

Ordfcftégaleégg,par_ > £ k74
ceque ces obliques font fuppofées €galement inclinées.
Donc ajotitant £ £ a Pune & a 'autre, d £ fera égale d
fg. Donc d k cft égale a b¢, qui eft égale d fg. Eril
pimporte que les lignes full 4 ooy e
fent {i proches que les ¢loi- 5
gnemens du perpendicule en-

H H

woiailie

treroient 'un  dans 'autre o ; ;

comme en cette figure. o VKL L L o

Car be=.fg. ‘
df= kg.

Donc oftant 4 fdel’'un & de Pautre i
d k= f g & parconfequent 44 ¢

il
V. TEEOREME. .
- 3 7. o . i i r &
Les obliques €galement inclinées du mefme cofté en-
tre paralleles , font paralleles

elles mefmes. % b -G
Soit comme devanté d & S~ /
X également inclin€es en- /4
tre les paralleles x & y. -Soit:“y
d X

menée l'oblique 4 4. siEs
b d= k. Par’Hypothefe & le 2 Theorenie. -
d k= cb.Par le Theoreme precedent.
bk— kb.Celta dire a-foy-mefme.

Donc par V. 57. les perpendiculaires de & fur 4 4 & de”

bfur ¢ kfont ¢gales. Donc leslignes 4 d& ¢ £font paralle-
lespar 15, S. .
VI THEOREME.

Les inégales entre paralleles |- quoy qu’inclinées du
mefme cofté ne peuvent eftre paralleles , non plus que les
€gales qui fontinclinées de divers coftez. Car

XXV,

X XYV,




foient inégales, Soit tiré de ¢, 1 c
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1. Suppofons que b d & ¢ 4 entre les paralleles]x & 4

ckegalea b d, & inclinée du *

mefme cofté que 4 4 ; par lz : :
Theoréme precedent 4 d & ¢ { ¥
font paralleles. Donc 6d&ch d b k §

ne peuvent pas eftre paralleles,

parzo. 8.

2. On prouvera de la mefme b C
forte que & 4 & ¢ 4 eftant éga- \
les , mais inclinées de divers £\
coftez, nefcauroient eftre pa- £E2X
ralleles , parce que ¢ £ €gale 7 k q

aufli 2 4 4, mais inclinée du

~ méme coté luy eft paralleles.

XXVIIL,

VII THEOREME. :
QuaTre lignes ne fe joignant quaux extrémitez, fi les
oppofces font égales elles font paralleles.
Soient les quatre lignes 6¢,d%,4d, c
ayant tiré Poblique 4 £ |
dk = bc. Par'Hypothefe. . b
6d= ck.Par la mefme Hypothefe.

bk= k4. Creltd dire égale & foy- /i ™
fi - k
mefine,
Donc par V. 57.les perpendiculaires de 4 fur d 4 , & de
kfur 4 ¢, font égales. Donc 4 ¢ & d & font parallelles par
I5. S, | '

VIII. TueorEME.

QIATRE l}gnes ne fe joignant qu'aux extrémitez, fi
les oppofées font paralleles elles font égales.

Soit fait comme auparavant,b ¢ & d k font paralleles.
Donc b d & ¢ £ qui font entre ces paralleles ne {¢auroient
cftre elles mefimes paralleles qu’elles ne foient egales &
inclinées du mefme cofté parle fixiéme Thereme, Donc
elles font €gales, &c.

Mais eftant égales & inclinées du mefme cofté , les

portions




DE GEOMETRIE Liv. VL w5

portionsdes paralleles quifont comprifesentre ces lignes
font égales par le 4° Theoreme. Donc 4 ¢ & d 4 font éga-
les. IX. THEOREME.

QUATRE Ii[gncs ne fe joignant qu’aux extrémitez , i
deux des oppofees font paralleles & égales , les deux au-
tres oppofCes fontauffi paralleles & égales.

Si 4 ¢ & dk font paralleles & 7
egales ; donc les perpendicu- - j c
laires 4 & £ ¢ font égales, & / /
bgegaledfk 23. fup. J/ H

f

Doncd f égale d g c.119. X
Donc b d & % ¢ font égales,
par V. 48.

Et paralleles par 14. fup.
X. THEOREME.

Les lignes qui enferment des paralleles égales , font

paralleles elles mémes. On le prouve de la mémeforte,

COROLLAIRE.

LEs lignes qui enferment des paralleles inégales ne
{auroient eftre paralleles.

Car files paralleles 4 ¢ &fe, A v z
enferméesentre x & 2, eftoient /K
inégales prenant ¢ £ égale 44 ¢, /
laligne 5 £ parle Theoreme pre- Pl

cedent eft parallele 4 x. Doncx ¢ g %
welt pas paralleled z,, par 19. fup.

XI. THEOREME.

Qua np une ligne en coupe deux obliquement, &
quelle eft inclinée fur chacune du m&me cofté , toutes les
Parallelesa cetre coupante enfermées entre ces deux mé.
mes lignes font inégales : & les plus courtes font celles
Quifont versle cofté , vers lequel cette premiere coupan-
te eftoit inclinde,

. Soitx &z, coupées 'une & l'autre obliquement parée,
inclincevers&; je disque fg& p 4, parallelesa )é c,&en-

XXVIIL

XXIx.

XXX,

XXXI.

=

I
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-ront inégales: & fg plus pr oche f/

X XII.

XXIIL

XX1V.
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fermées aufi entre x & z_, fe- 1 r

dek fera la plus courte , & p 4 et | n
la plus longue. Car foit menée X

% n, perpendiculaire furlestrois N S
paralleles & x ¢+ de méme per- e O
endiculaire {ur toutes les trois,. g < 7

par le 8° Lemme , £ 7 eft plus-
courte que b 7,8 bm,quepn; & de mémer g plus courz
te que /e, & /cquezq.

Orpar 3. fup.ir, mi,&nt font cgales.

Donc ( parLar. ) f ¢ eft plus courte que s ¢ & b eque
# 4. Ce qu’il falloit demonttrer.

I. CoOROLLAIRE.

Tr senfuit deld, 1. Que deux lignes coupées par une
ligne qui coupe toutes les deux obliquement » & qui eft
inclinée fur chacune du méme c6té , nefgauroient eftre
paralleles : '

II. COROLLAIRE.

2 Que ceslignes {e rapprochant todjours vers le cote:
vers lequel cette coupante eft inclinée, eftant prolongees
de ce cofté-la, fe rencontreront a la fin. V.11

X1I. THEOREME.

Drux differentes lignes fe joignant enun mé€me point,,
les perpendiculaires fur chacune de ces lignes {e rencon-
treront eftant prolongées du cofté qui regarde la conca-
vité que font ces lignes jointesaun
méme point, :

Soient les deux lignes £ z& £ x,
dont £ zfoit coupée en g, perpen-
diculairement par fg , & k x,cou-
pée en ¢, perpendiculairement par-
b ¢ foient joints les points g & ¢;il
eft clair queg ccft oblique tant {ur
fg que fur 4 ¢, & inclinée furlune
& fut l'autre vers y:
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~ Donc elles fe rencontreront eftant prolongées de ce
cofté 1a par 33. fup. _
XIIIL. THEOREME,

Dgux lignes fe joignant perpen-
diculairement, les perpendiculaires
fur P'une & fur lautre fe joindront 7 F
aufli perpendiculairement. .

Soient £ z & £ x perpendiculaires ;
fi ceft perpendiculaire fur 2z, elle K x
eft parallele 4 £, par13. fap. ' ]

Donc ¢ fne peut eftre perpen- j
diculaire fur 2 x, qu’elle ne le foit
auffi fur & ¢,

Xij

XXV,

SCD LYO r {
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fdrraduisits

NOUVEAUX ELEMENS

GEOMETRIE

LTYRE SEPTIEME

DES LIGNES TERMINEES °
A UNE CiRCONFERENCE,
Oz il eff parle
DESISINGS,

Et de la P?opc;rtion des Ares de divers Cercles &
lenrs Circonférenees , € dun Parallelifme des
Lz'g:_zes Circulatves.

| UsqQu Es ity nous avons confideré les Ui-
gnes droites entant qu’elles font terminées &
d'autres lignes droites | ou qu'elles lewr [ont
W Y | paralleles. Nous les confiderons maintenant
TP S Nl cntant gu'elles [ont terminées & quelque point
d’une circonference. :

On les pent diffinguer par les diverfes finations du point.
doi elles [ont menées ala c. reonference. Car ce point €ff
1. Ou dans la circonference meme ,
2. Oz an dedans du cercle ,
3. O ax dehors.




DE GEOMETRIE, Liv. VII. 165

1. Quand il eff dans la circonference méme  ce font les Ji-.
qnes gui [ont menées d'un point de la circonference a un autre
point de la méme circonference 5 Et ce font celles que nous
avons déja dit sappeller des cordes,

2. Quand le point ¢ff an dedans du cercle , fi ce point ef le
centre , ce font des rayons. Mais fi ce w'eff pasle centre , on.
les peut appeller des {ecantes interieures,

3. Et quand ce point eff hors le cercle ; ou ces lz‘gm: entrent
dans le cercle , le coupant dans [a convexité ¢ eftant termi-
nées a [a concavité s ou elles wentrent point dansle cercle ; e
alors elles font telles , que fi on les prolongeoit elles y entre-
r0isnt , & tant celles la que celles qui y entvent , penvens ¢fbre
appellées des fecantes exterieures,

Oun bien , quoy que prolongées., elles n'enivent point dans le
cercle; @& ce font celles 12 que Pon dit toucher le cercle , &>
gue Lon appelle pour cette raifon des tangentes.

Mais parce que les deux derniers genres , hors la derniere
efpecedny’, qui eff des tangentes , pewvens eftre compris dans
les mémes propofitions , nous renfermerons tout cela en 3. fec-
stons , Dont

Za 1. [era des cordes.

Za 3. des fecantes interieures ¢ exterienres,

" Za 3. des tangentes.
* Etnous y en ajoiiterons une 4°,.qui [era du parallelifme.
des lignes circulaires.

‘PREMIERE SECTION.

DES CORDES
PrReEMIER THEOREME,

" Les lignes droites qui cou- £
pentles cordes peuventavoir

trois conditions, '
La 1. De les couper perpen- P
m "

diculairement. ,
Le?. 2. De les couper par la. &
moitié,
La3. De paffer par le centre.
* Or deux de ces conditions-
tant donneés , donnentla ', X iij

| & H




a4 I,

.continuée elle pafle par le centre, il ya un point
te ligne, fcavoir le centre qui eft.également diftant d’z
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Ceft 4 dire:
1. Si elles coupent les cordes perpendiculairement &

- par Ja moitic , elles paflent par le centre.

2. Si elles coupent les cordes perpendiculairement &
quelles paffent par le centre , elles les coupent par la
moitie.

3. Si elles les coupent par [a moitié & qu'elles paffent

par le centre, elles les coupent perpendiculairement.

Soit pour tous les casle centre ¢, & la cordemn , cou-
pee parf g. '
PrEuvE pu prREMIER Cas.
‘Si g, eftant perpendiculaire 2 m 7,12 coupe parla moi-

tié , le point ¢ eft egalement diftant des extremitez dela

coupéem& n.Donc fg eftant*prolongée doit contenir
tous les points de ceplan également diftans d'm &n , par

V. 39.Or le centreeft un de ces points: Donc il {e doit

trouver dans f ¢ prolongee. Ce quil falloit demon-

Atrer.

Preuve pu sgconp Cas:
Si f g coupe perpendiculairement 2 7., & ju’eﬁant
ans cet-

& n.Donctous les autres points de cette ligne f¢, dont

T'un eft le pointde la fection, font également diftans d’z

& n. (par V. 31. 32.) Doncm neft divifée par la moitic, .
PreuvEiE pu TROISIEME Cas,

Si £ ¢ divifant 7 » par la moiti¢ eftant prolongée pafle
par le centre, il yaura deux points dans cette ligne, fca-
voir le point de la fection, & le centre également diftans
d'm & n. Donc f g eft perpendiculaire amn., par V. 32,

I. COROLLAIRE.
A A NT trois points d'une circonference, ona toute
la circonference.

Car qui aun point de la citconference & le centre, I'a
touté entiere, par V. 22.

Or qui a trois points dela circonference ,enale cen=

re. Ce qui fe prouve de .cetee forte.
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Il eft clair que ces trois points ne 1
peuvent pas eftre dans la méme ligne A
droitte , parce que tous les points \\/
d’une circonference doivent eftre é- i/ p

alement diftans d’'un méme poine, €
fcavoir le centre,, & quileftimpofli- ™.
ble que troispoints d'une ligne droit- ety
te foient également diftans d’un méme point , par V. 4v..

Ainf joignant ces trois points deux 4 deux,.on a trois-
cordes qui fofitiennent 3arcs de cetre circonference,

Donc le centre fe trouvera dans PinterfeGtion de [deux:
lignes qui couperont perpendiculairement & par la moi-
ti¢ de deux de.ces 3 cordes..

Car par le precedent Theoreme chacune de ces per-
pendiculaires paffe par le centre. Donc le centre eft le

oint qui leur eft commun. Ec par ld on voit combien i
eft facile de refoudre ce Probleme,

PrRosremE.

Trouver la circonference qui pafle par trois divers:

points donnez..
Il ne faut que faire ce qui a fervi de jpreuve au Theo-
reme precedent, en remarquant que fi ces trois points

étoient dans la méme ligne droitte , le Probleme feroit-

impoflible , parce que les perpendiculaires eftant paral-
leles ne fe rencontreroient jamais : au lieu qu'il eft tod-
jours poflible quand ils-font en deux differentes lignes,
parce que les lignes qui les couperont perpendiculaire-
ment {e rencontreront. V1. 34.

: I. CoroLLAIRE.

Dxrux circonferences ne peuvent avoir trois points
communs, quelles ne les ayent tous. Car par le premier
Corollaire ces 3 points communs auront le mefme centre,

- Donc ces cercles feront concentriques. Or deux cercles
eftant concentriques, s'ils ont un rayon égal , tous les.
points des circonferencesfont enfemble: comme quand:
un cercle de bois convexc eft emboite dans un aurre cer-
¢le de bois qui eft creux,

Iv.
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ITI. CoOROLLAIRE.

V. D rux cercles ne fe peavent couper en plus de deux
points. Car s’ils fe coupoient en trois , leurs circonferen.
ces auroient 3 points communs , & par confequent lesau-
roient tous, & ainfi ne-{e couperoient point,

1L THEOREME.
vr.  Les lignes qui coupentles cordes perpendiculairement
& parla moitié, coupentauffi par lamoitié¢ lesarcs grands
& petits qui foditiennent ces cordesde part & d’autre,
Soit la corde m » coupée par 7
f b perpendiculairement & par =
la moiti¢; je dis que chacun des
arcsm fn,&mh n, font coupez
par la moitié, I'un en £, & l'au-
itre en b, Car fg eftant perpen-
diculaire A m# , & ayant un de
fes points , {cavoir le point de
fection également diftant d'm &
7 , tous fes autres points, coms
me £ 5 , feront aufli €galement ‘
diftans d'z& ». Donc tirant les cordesfm & fn , elles fe.
ront égales, & par confequent les arcs qu'elles fodtien-
nent feront égaux. Donc par la mé€me raifon ces cordes
hm & hnferont égales, & les arcs qu'elles {oditiendront
-eégaux. Donc les deux arcsm fn,& mbn , feront chacun
partagez par la moiti€ par la ligne f¢.

CoRo.LLAIRE

w11 Tour rayon perpendiculaire 4 un diametre coupe par
1amoitiéla demy circonference qui foditient ce diametre.
“Car y ayant un point dans ce rayon perpendiculaire a ce
.diametre également diftant des extrémitez de cediame-
tre , {cavoir le centre, tous les autres points dece rayon
{eront auffi également diftans des extrémitez dece dia-
metre. Donc le point ol cerayon coupe cette circonfe-
renceen fera également diftant. Donc cette circonferen-

«e fera coupée par la moiti€, Par V.26,
ey III. THEo-
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III. THEOREME.

LA ligne qui paffant par le centre coupe un arc par la
moiti¢, coupe auffi par la moitié & perpendiculairement
la corde qui foditient cetarc, Car ily aalors deux points
dans la ligne qui coupe I’arc par la moitié , le centre & Ie

int de fection de 'arc, dont chacun eft également di-
ﬁﬁnt des deux extrémitez de la corde.
IV. THEOREME.

LEs cordes €galement diftantes du centre dans le mé.
me cercle, oudans cercles égaux, font égales ; & les €ga-
les {font également diftantes du centre ; & les plus proches
du centre font les plus grandes,

Cela eft clair des diametres
qui {ont également proches
du centre , puis qu’ils pafflent
tous par le centre.

Etil eft clair aufli que tout 3 .
diametre eft plus grand que
route autre corde , puifque ti-
rant du centre deux rayons S W g
aux extrémitez de toute autre
corde, ces deux rayons feront égaux au diametre & plus
grands que cette corde, Par V.j. _

Pour ce quieft desautres cordes: 1. Les également di-
ftantes du centre font égales. Car fi m n &£ g font égale-
ment diftantes du centre. Donc les perpendiculaires du
centre d chacune font égales, puis que c’eft ce qui mefure
la diftance de ces cordes d'avec le centre. V. 38.

Etde plus ces perpendiculaires les divifent chacune par
lamoiti€. Donctirantles rayons ca& ¢ g,/n, & hg (qui
font les moitiez de chacune de ces cordes) feront égales,
farV. §o. parce queles obliques ¢z & ¢ ¢ font égales, &

es perpendiculairesaufli ¢/ & ¢ 4. Donc les toutes m n
& f ¢ font egales. Ce qu'il falloit demontftrer.

2. Les égales font également diftantes du centre: car y
ayant égaﬁré entre les moitiez de ces cordes / # & b g, qui
peuventeftre confiderées comme les €loignemens dy per-

m

VIII,

IX.
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pendicule, & entre les rayonscn&cg, qui font les obli-
ques, il faut qu'ily ait aufli égalité entre les perpendicu-
Jaires du centre 4 ces cordes qu'elles divifent par la moiti,
(V. 51.) & quainfi ces cordes

{oient égalcment diftintes du m
centre. 77,_ 5

3. Les plus proches du centre
font les plus longues,car fi la cor-
de 7 n eft plus proche du centre
que la corde p ¢, elle doit eftre
plus grande que la corde p 4,
parce que la perpendiculaire ¢l
eftant plus courte que la perpen-
diculaire ¢ », & lesobliques ¢ 2& ¢ eftant égales; I'é-
loignement du perpendicuale Jz doit eftre plus grand que
I'éloignement gu perpendicule 74. (V.54.) Ceft 4 dire
que la moitié¢ d'zan eft plus grandeque la moiti¢ de p. 4.

V. THEOREME.

Daxs les mémes cercles ou dans des cercles €égaux, les
plus grandes cordes fodticnnent les plus grands arcs dw
cofté que ces arcs font plus petits que la demycirconfe-
rence.

Soit 2 # plus grande que p g;
je dis que 'arc m n eft plus grand »
qne ¢ 4. Car prolongeant la per-
pendiculaire ¢ /jufquesd ce qu'elle
{oit auffi longue que la perpendi.
culaire c7, comme ¢ s, & trant la P
corde 4 4, quifoit perpendiculaire
acs, cette corde 4 d eft €galedp g,
parle Theoreme precedent. Etces _
deux cordesm 7 & & deftanc paralleles ( par VI 13. fne
fe penventjamais rencontrer. :

Donc I’arcm n ne pourramanquer de comprendre Pare
& d. Donc il fera plus grand que larc 4 4, puifque le tout
eft plusgrand que fa parne. '

Donc larc m n eft plus grand aufli quel'arc p ¢, quicit
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égal d larc 4 4, Ce-qu’il falloit demonftrer.
D'nne antre mefure des Arcs qui font les Sinus.
DeriniTIONS.

QUAND un arc eft moindre que la moitié de la demy-
circonference ; oule quart dela circonference,, la perpen-
diculaire de 'une des extrémitez de Parcfurlera yonoule
diametre qui fe termine 4 autre extrémité > S’&Ppﬁl_le le
Jinus de cet arc; & la partiedu rayonou diametre qui eft
depuis la rencontre de la perpendiculaire,, ou finus , juf-
qud Pextrémité de larc , sappelle ¥
le finns verfe. N\

Soit une circonference, dont le ok \
cenere eft ¢, & un arc moindre que | |
lamoiti€ dela demy circonference ‘
fd, foit tiré le rayon cd, & la per- J /
pendiculaire d’F fur ce rayon fg, 3 L/
cetee perpendiculaire £ lg eft le fnus
delarcfd; &g den eftle s verfe.

- LEM M e,

Que fion continué 7 julqu’a s, autre point de 1a ¢ir-
conference, il eft clair par le 1* Theoreme que f 5 eft
partagce par la moitié par ¢4, & qu'ainfi le finusfz eft
lamoiti€ de la corde £4,

Il. LEmme. ;

Et il eft clair aufli par le 2* Theoreme que arcfd 5,
fotitenu par la cordef 4, eft double de larcfd, dont fg
eft le finus.

Dot il senfuit qu'on peut encore definir le finus.

AuTrEe DEFINITION DES Sinus,

LA moiti€ dela corde du double de Iarc,

Car £ ¢ eft la moitié de la corde fh, laquelle corde £
ghlotitientl'arc £d 4, lequel eft double de Parc f d. Tout
cela eftant fuppofé foit,

VI. THEOREME.

D aNs le mé€me cercle, ou dans les cercles cgaux , les

arcs qui ont le finus égal font égaux ; & les finus €gaux
Y jj

XI

XIE

XIII;

XIv.

XvY.
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donnent desarcs égaux ; & les arcs qui ontles plus grands
finus, font les plus grands. Car par le 1 Lemme les finus
égaux font moitiez de cordes €gales. Or par le 2 Lemme
ces cordes égales fofitiennent des arcs €gaux qui {font
doubles des arcs qui ont pour finus ces finus €gaux. Donc
lesarcs doubles de ceux I3 eftant égaux, ceux la le font
auffi. La converfe fe prouve de la méme forte, fansqu’il
foit befoin de s’y arrefter.

Et deméme quand un finuseft plus grand que l'autre,
la corde dont le plus grand eft la moiti€ , eft plus grande
auffi quela corde dont le plus peticeft la moiti¢. Donc
cette plus grande corde fofitient un plus grand arc. Or
I'arc quelle foditient eft double de celuy dont lamoiti¢
de cette plus grande corde eft le finns. Donc l'arc done
la moitié de cette plus grande corde eft le finus, eft plus
grand que Parc quia pour finusla moiti¢ d’une plus petite
corde. ( Cequ'il falloit demonftrer. )

VII. THEOREME.
uAND les finus font€ganx, les finus verfes le font aufhi,
& les plus grands finus donnent les plus grands finus verfes.

Car les finus égaux font également diftans du centre.

Or cette diftance ducentre oftée du rayon, ce qui refte
eft le finus verfe. Donc cetre diftance eftant €gale, le fi-
nus verle eft égal. :

Que file finus eft plus grand, cette diftance eft plus
petite. Donc oftant moins du rayon, ce qui refte, quieft
le finus verfe, eft plus grand.

AVERTISSEMENT.

Ls finus ne mefurent proprement que les arcs moindres que
L moitié de la demy circonference. Mais cela w’empéche pas
gu’on ne en puiffe fervir pour mefurer cenx qui f[ont plus
grands. Car ce qui manque & ces plus grands arcs pour faire
la demycirconference , sappelle le complement de ces plus
grands arcs. Or ces complemens [e mefurent par les finns 5 o~
il eff aisé de juger que ces complemens effunt égaux , ces plus
grands arcs fonz éganx aulfi. Mais qu'effant inéganx , celuy
qui a le plus petit omplement eff Je plus grand.
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VIIIL THEOREME.

Quanp pluficurs circonferences font concentriques, XVII L

& que du centre on tire des lignes indefinies, les arcs de
routes ces circonferences compris entre ces deux lignes
font en méme raifon 4 leurs circonferences,

Soient au tour du centre cdeux
circonferences concentriques , &
{oient tirées les deux lignes ¢ B & B
¢ D ;je dis que Parc B D de la
plus grande , & 4 dde la plus pe-
tite , font proportionels a leurs
circonferences.

Car les aliquotes quelconques
de B D foient appellez x 5 je dis
que fi par tousles points de fec-
&ion on tire des lignes au centre, & 4 fera divifée par ces
lignes en aliquotes pareilles.

Pourle prouver il fuffic de confiderer deux x , que je
fuppofeeftre B F & F G, tirantleslignes F ¢ & G ¢;je dis
que lesarcs 4 £ & f ¢ {ont égaux entr’eux , aufli bien que
B F & F G. Car tirant &’ F une perpendiculaire fur B ¢
& une autre fur G ¢, les deux perpendiculaires Fp & F ¢
feront les finus d’arcs égaux , & par confequent égales ;
& les finus verfes de cesarcs Bp & B ¢ {eront avffi égaux.
Donc p 4 & g g feront aufli-€gales.

Donc F & F gfont égales, parce que cefont les obli-
ques dont les perpendiculaires 7 p & F g font égales,
comme auffi les éloignemens des perpendiculesp 4 & g ¢.
V. 48. :

6013: dans la ligne #¢ily a deux points, {cavoir F &
¢, dont chacun eft également diftantde 4 & deg.

Donc F ccoupe perpendiculairement & par la moiti€
la corde b ¢ , & par confequent aufli I'arc 4 f g.

Donc l'arc &.feft égald 'arc fg. Ce qu’il falloit de-

monftrer.

Or cela eftant demonttrée, il eft clair qu'on prouvera la:

% ]
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méme chofede toutes les aliquotes de B.G en les prenant
deux 4 deux.

Donc B G eftant divif¢ en aliquotes quelconques; les
lignesmencesau centre partous les points de fection fe.
ront des aliquotes pareillesdans # ¢, lefquelleson pourra
appeller x. | .

Orappliquant _¥"pour mefurerle refte de la grande cir-
conference , i elle s’y trouve precifement rant de fois me-
nantdeslignes par tous les points defedtion , x{e trouvera

-aufli precifement tant de fois dansla petite circonferen.

ce. Et fice n'eft dans la grande qu'avec quelque refte, ce
nefera auflidans la petite qu'avec quelque refte.

Donc par la definition des grandeurs proportionnelles
B D eftd la grande circonference , comme 4 4 4 la petite,
puifque les aliquotes quelconques pareilles de 7 D & de
6 d font également contenués dans les 2 circonferences,

' DerinNiTION

LEs arcs qui ont méme raifon 4 leur circonference
foientappeilez proportionnellement égaux, ou d’autant
de degrez'un que l'autre, Surquoy il fe faut fouvenir que
toute circonference grande ou petite eft confiderde com-
me divi{ceen 360 parties,, qu'on appelle degrez , & cha-
que degré en 6o minutes , & chaque minute en 6o fecon-
des, & chaquefeconde en 6o troifiémes, & ainfi 4 linfiny.

.Etcomme on neregarde point lagrandeur abfolug des
portionsd’une circonference, parce que cette grandeur
nous eft inconnué , mais feulement la grandeur relative,
c’efta dire par proportion 4 Ia circonference s on pourroit
appeller les arcs qui font proportionellement égaux, par-
cequ'ilsfont d’autant de degrez fimplement dgaux : &ap-
peller touz-éganx ceux quile font tout enfemble propor-
tionellement & abfolument comme font les arcs d’autant:
dedegrez dans le mefme cercle,

IX. THEOREME.

QuaAnD les cercles font inégaux, les arcs proportionel-

lement égaux font fotitenus par de plus grandes cordes,’

& ont de plus grands finus, dans Ies plus grands cercles.
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Soient au tour du centre ¢deux =

circonferences concentriques, | -
lesarcs B D & b dcomprisentre /“_’F\ Vi

les mefmesrayons BC & D C ?15;-:34 \
font proportionellement égaux. ) ] /N
Ortirant lescordes BD & 44 | -
& les divifant par la moitié¢ auff; | )
bien quelesarcs parlaligne 7 ¢, /
lesarcs B 2 & & p {on auffi pro- /
portionellement égaux, Or B F R
&4 f, perpendiculaires fur P¢
font les {inus de ces deux arcs.
Etpar V1. 12, B F eft plus grande que 4 £,
- Donc les arcs €gaux ont de plus grands finus dans les
plus grands cercles. "

Etde méme lacorde B Deft plus grande que 4 4 ¢ par
VL31. ) &aufliparce que B F , moitié€ de B D, eft plus
grande que 4 £, moitic de b d.

Donc Ies ares B D & 4 d eftant proportionellement
€gaux, celuy du plus grand cerclea une plusgrande corde.

THEOREME.

Lzs cordes dans un méme cercle ne font point propor- xxr
tionellesauxarcs , mais les plus grandsarcs ( ’entens tofi
Jours ceux quine font pas plus grands quela demycircon-
ference ) ont de plus petites cordes 4 proportion que les
plus petits. C’cfta dire que la corde d’un arc, qui n’eft
que la moiti¢ d’un plus-grand arc, -

n

eft plus grande que la moitié dela =

corde de ce plus grand arc, 152 d
Ll

La preuve en eft bien facile. Car |
foit 'arc b d partagé enm par la moi- (
ti€, b megale Adm feront chacune
k corde d’un arc qui neft que la
moitic de 'arc que {odtient la corde
6d. Orces deux cordesé m & d m font plus grandes que
bd. Donc cftant égales, chacune cft plus grande que la
moitie de la corde 4 d.
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COROLLAIRE,

XX1I  Dg lail senfuic que plus les arcs font grands, plus la
difference eft grande entrela longueur de I'arc & cellede
Ia corde ; & qu’au contraire plus lesarcs font petits plus
cette difference diminué. De forte qu'on peut prendre
un fi petit arc , que cette difference fera plus petite que
quelque ligne qu'onait donnee.

SECONDE SECTION.
DEes SECANTES INTERIEURES ET EXTERIEURES.

xxnr Nous avons déja dit que les lignes mences 4 la cir-

' conference d’un point de dedans
le cercle autre que le centre fe
pouvoientappeller des fecantesin-
terienres.,

Et que quand le point eftoit
hors le cercle , & qu'elles n’¢-
toient point tangentes , on les
pouvoit appeller des fecantes ex-
terieures. _

Or pourabregerle difcoursdans
Pexpreffion de ces lignes, foient
totijours appellez

Le centre [ ;

Le point, foit dedans le cercle, 2
foit horsle cercle, = 9 ¢ 3

La ligne menée de ce point paf- 3 H
fant par lecentre, k.
Celle qui ne paffant point par le cehtre eft dans fa

méme ligne droite que celle qui y pafle, kf.
Lesautres, { ky.

e i

Cela fuppofé foit.
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I. THEOREME.

La plus longue de ces li-
?neseftk .Clefta dire cel.
e quipafle par le centre,

Car fionla veut compa- X
rér avec & o , foit tiré le l\
rayonc¢ ¢, quieft égalac
g.ic,plugcg . ei%plus / ? 99
grandequek,, par V. 6.

Donc £g, eft plus grande que £ ».

II. THEOREME.

XXIv.

LA plus courte de toutes ceslignes eft £ £ C'eftd dire gxvy,
celle qui ne paflant point par le centre eft dans la méme
ligne droite que celle qui y paffe.
Car comparant faveck y, & ayant
tir€ lerayon ¢y,
Sikeft audedans du cercle,
ckplus & feft ¢galedcy.
Or ¢ yeft plus courte quec £ plusk y.
Ifonc ck plus & feft plus courte queck
plus £ y.
Donc gﬁan‘t % , qui eft commun , & £ \
eft plus courte que £ y. TTNY
Que fi ¢ eft dehors le cercle, /
&/ 'plus £, eft plus courte que £ y plus " }
2

ye
Or feeft égale dy . =
Donc# feft plus courte que & y.

III. THEOREME.

Les lignesmendes de £ des points dela circonference xxv 1.
egalement diftans de £ou de fs font égales. Et il fautre-
marquer que deux points ne fgauroient eftre également
diftans d’f, qu'ils ne foientaufli également diftans de [

Mais on appelle également diftansd’f ceux qui lént plus

SCD LYON.

ii?



178 NOUVEAUX ELEMENS”
proches d’f que que de g, & €galement diftans de g ceux

qui font plus proches de g que df-

XX Y1l

XXV

Soient les deux points egalement diftans dF,x & x Ia
corde terminee parcesdeux x & ¥ eft coupée perpendi--
culairement par la ligne £, puifque £ par Phypothefe eft:
¢galement diftant d’x & x, & cauffi,.parce que. ceft le
centre du cercle. | '

Donc tousTes points de cette Jigne font également di-
ftans ¢’z & x. Donc le point £ ,.quien eft un. Donce k x.
& k x fontegales.

C’eft la méme chofe de.2 points également diftansdeg.

IV. THEOREME.

Srdu centre &, intervale & £, ou £ ¢, on décrit un nou-
veau cercle, il touchera le premier cercle en un feul poist,
ceft a direenf, oueng, fans le couper. ~

Car fikfeft rayondu sf cercle, com-
me cette ligne eft la plus courte de tou-
resceiles qui peuvent eftre mences dek
a la circonference du 1 cercle , toure
autre ligne menée i la circonfercnce du
premier paflera la circonference du fe-
cond. _

Et au contraire fi £ g eftle rayon'du
2 cercle , cetteligne eftant la plus longue de toutcs celles
qui peuvent eftre menées de Fa la‘circonference’ du i
cercle, toute-autre ligne menée de L4 la circonference dy
1. cerele ne pourra pas aller jufqu’a la circonference du

V. THEOREM k- :

S1 du centre £, intervale plus grand
que &f, & plus petit que kg ,.comme
pourroit eltre £'x, on décritun cercle
il coupera la circonferencedu premier
au point X & x. C¢ft a direas points
¢galement diftans def;, (ou €galement
diftans-de ¢ , fi on avoit pris un point

our dérerminercetintervale plus pro.
che deg, ) & la partie dela circonfe.
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rence du 1 cercle entre x & x, dontlemilieueft £, feraau
dedans duz cercle,au lieu que la partie de la méme cir-
conference du1 cercle, entre ces deux mémes pointsx &
x , dont g eft le milieu, fera au dehors du 2 cercle. Car
par 4. S. deux circonferences ne fe peuvent couper en plus
de deux points.

Or cela eftant, le rayon du 2 cercle eftant £ x , toute
ligne menée de £ 4 la circonference du 1 cercle qui fera
égale d & x, fe trouvera aufli terminée 4 la circonference
du 2 cercle, _

Or par le troifiéme Theoreme cette
ligne €galed £ x eft celle qui eft rer-
minée 4 un pointde la circonference
du premier cercle , aufli diftant d’/de
Pautrecofté qu’x en eft diftant de fon
cofté Doncx & xferontles deux feuls
points dans lefquels la deuxiéme cir-
conference coupera la premiere.

Orileft clair que le:point £ fetrou.
veraau dedans du 2 cercle, parce que
&f eft plus courte que £ x, quien eft lerayon. Donctout
ce qui-eft d’une part entref& x, & de 'autre entre £ & x,
fetrouvera anfiiaudedans duz cercle , puis qu’il faudroit
que le 2 cercle euft coupc le 1 en d’autres points qu'x & x,
afin que quelqu’un des points plus proche d’ffe trouvaf-
{ent ou dans la circonference du 2 cercle, ou au dehors.

Et par la mefme raifon le point ¢ fetrouvera au dehors
du: cercle, parce quek ¢ eft pluslongue que % x, quien
eft le rayon: ce qui fait voir aufli que tous les points de
lax circonference plus proches de g qu’x fe trouveront
anfli au dehors du 2 cercle.

VI THEOREME.

‘DE toutes les lignes menées de £, celles qui font me-
nées a des foints plus proches d’# font les plus courtes, &
celles qui

les plus longues.
) ; % Zi

ont menéesa des points plus _Proches de g font:

XXIX,




XXX,

o NOUVEAUX ELEMENS

Suppofons par exemple que le point y eft plus proche
d’f que le point.x; je dis que £ y eft plus courte que & x
Car {i on décritun cercle
du centre 4 intervale £ x,
par le Theoreme prece-
dent tous les points de la
circonference du premier
cercle plas proches d'f
qu’x fe trouveront au de-
dans du deuxiéme cercle.

Or par P’hypothefe, y eft
plus proche d’F, qu'x.
Donc y eftau dedansdu 2
cercle. Donc £ y eft plus
courteque £ x , qui eft un
rayon du 2 cercle..

uefiau contraire nous fuppofons que e eft plus pro-

ch%e gqueg;jedisque £ o ePfF plus Ic?ng_uc q;tepk- :Q_PCar
fi on décritun cercle du centre £, in:
tervale & 2, par le Theoreme prece-
dent tous les points de la circonferen-
ce du premier cercle plus proches de
€ que Z_, fe trouveront au dehors du
deuxiéme cercle. Or par hypothefe,.
e eft plus proche de ¢ que . Donc »
eft au deheors du cerele. Donc# 5 eft
plus longue que £ z, qui eft unrayon
du deuxieme cercle.

IL. CoroELAIRE.

De nul point autre que le centreoune peut mener trois
lignes égales 4 la circonference. Car les 3 points ol ces
erois lignes feroient terminées ne peuvent pas eftre égale-
ment diftans du point £, ou du point g.Donc fil’undes 3
efkplus proche ou plus éloigné du point £, Ia lignequi y
fera terminée fera plus courte ou plus longue que les deux
autres, Donc, &c, - '
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II. CoROLLAIRE.

Le point d’'ot I'on peur mener trois lignes égales 4 la
sirconference, en eft neceflairement le centre.

TROISIEME SECTION.
Des TANGENTES.

Nous avons déja dit qu'on appelle zangense du cercle
la bgne qui touchele cercle fans entrer dedans quoy que
Prolongée.

L. THEOREME.

Toute ligne perpendiculaire d Pextrémité d’un rayon
touche le cercle , & ne le touche qu'en uny feul point
c’efta dire qu'il n’ya qu'un feul point qui foit commun
a la circonference & d cetre ligne ;. & ce poines’appelle le
point de I'atouchement. Car puifque le rayon eft per-
pendiculaire a cette ligne , c’eft la plus courte de tou-
tes les lignes qui puiffent eftre menées du centre 4 cette
ligne. Donc toute autre menge du centre fera plus lon-
gue. Donc elle fe terminera en un point hors de la cir-
conference. Done nul autre point ?ue celuy ol cerayon
coupe perpendiculairement cette
commun 4 cette circonference & a cette ligne. Ce qu'il
falloit demonftrer.

II. THEOR EME.

©n ne peut faire paffer aucune ligne droite entre Ia
tangente & la circonference ,quoy qu'onen puifle faire
paflr une infinité de circulaires'qui ne fe rencontreront
que dans le point de I'attouchement.

La premiere partie {¢ prouve ainfi. Soit ¢ £ un rayon,
m f la tangente : foit 4 un point quelconque au deflous
de la tangente, Tirant de 4 une lignea £, elle fera obli-

Z iiij

igne ne pourra eftre

XX XL
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que®fur ¢ f, inclinée vers ¢ , parce
que m f eft perpendiculaire a ¢ £
Donc la perpendiculaire de ¢ 4 6 £,
fera plus courte que ¢ f2 Donc elle
fe terminera dans le cercle ( V. 27.)
Donc une partie de 4 f fera au de-
dans du cerle. Donc on n’aura pas
pi faire paffer & f entre la tangente
& la circonference. 4

La deuxiéme partie fe prouve ainfi. Soit £ ¢ prolongée
4 Pinfiny du cofté de ¢ foient tous les divers points de
cette ligne au deflous de ¢ appellez x. Toutes les cir. -
conferences qui auront 'un de ces points que j'appelle x

pour centre, & x f pour rayon , auront s f pour tan-

% g

gente par le premier Theoreme , & ne rencontreront,

ny la circonference qui a ¢ pour centre , ny les unesles

autres, qu'en f ( par 27. S.") Donc toutes ces circonfe-

rences pafleront {ans fe rencontrer entre la tangente &

le premier cercle. _ ;
I. PROBLEME

DEescriRE la tangente qui touche la circonference a us’
point dofiné.-
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Tirer unrayonde ce pointdonné, la perpendiculaire 4
Pextremité de ce rayon fera la tangente que 'on cherche.

II. PROBLEME,

D’un pointfdonné hors le cercle tirer des tangentes xxxiv.

au cercle, :

Soit le point £ donné hors le-
eercle, dont le centreeft¢, &
le rayon ¢f'; je décris un autie
cercle du meme centre, interva-
lecZ , & puisayant tiré la ligne
% ¢ ,qui coupe en £la circonfe. -
rence du rcercle, jetire par le |
point £ la cordedu grand cercle
m 7 ,.qul coupe perpendiculai-
rement & ¢, ce qui fait quem »°
touche le premier cercle en £

Cela fait, dupoint £ je prends dans-le grand cercle de
part & d’autre les deux-arcs £ 4, & d, égaux chacun 2
Parc m n; Et je dis que les cordes 2 4, 4 d touchent le

cercle, 8 qu'elles le touchent au point ow les rayons du

grand cercle m ¢ & n ¢ coupent ces:cordes:

Car les trois arcs du grand cercle m n, & 4, kd eftany’

égaux, les trois cordes qui les foiitiennent font égales
aufli, & par confequent’ égalenient’diftantes du centre
par 4. fup. Ormn eft diftante du centre ¢ de la longueur
d’un rayon-du premier cercle.

Doncles deux autres cordes &4 , & 4 font anfli diftantes

du centre de la longueur d’un rayon du premier c:rcle.
Donc ce rayonleur eft perpendiculaire | puis qu'autre-
ment il ne mefureroit pas leur diftance d’avec le centre.
Donc parle Theoreme precedent elles {font tangentes
du premier cercle.

Etelles le touchent au point ot elles font coupées par-

Its rayons du grand cercle 7 ¢ &7 ¢. Car le point £ parta-

geant par lamoitie arcm #, le point zpartage aufli par
lamoitié. Parc.%.4. Done le rayonm ceft perpendiculaire

1
f

ii!
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d lacorde £ 4, parceque les deux points 7z & ¢ font chacun
€galement diftans de £ & de 4.

Donc file point ot le rayon mccoupe la corde 2 b eft 4,

b feraaufli extrémité du rayon du premier cercle, qui eft

perpendiculaire 4 la corde 24, puis qu'autrement il fau.
droit que de ¢ on pufttirer furk & deux perpendiculaires

differentes, ce qui ne fe peut.

I. COROLLAIRE.

D’un point hors le cercleon peut tirer deux tangentes
au cercle, & non plus.
Celaeft clair par ce qui vient d’eftre demonttré.

II. CoROLLAIRE.

On peut confiderer les tangentes comme termindesau
point de 'atouchement ; & alors

Les tangentes, ou menées 4 un méme cercle d’'un méme
point, oude divers point également diftans du centre,
ou menées 4 des cercles égaux de points également dif-
tans des eentres de chacun ; font égales.

Caril eft vifible parla folution du deuxiéme Proble-

me, que dans tous cescas, ces tangentes font moitié de
cordes égales.

@ATRIEME SECTION.
Des CIRCONFERENCES PARALLELES.

I. LeMMmE.

Unt ligne droite eft perpendiculaire 4 une circonfe-
rence , autant que la nature de I'une & de I'autre le peut
fouffrir, lorfqu’elle eft perpendiculaire 4 la tangente au
point de la fe&tion,

IL LemumeE
D’ou il s'enfuit | que toute ligne qui eftant prolongée

pafle par le centre , eft perpendiculaire 4 la circonfcrence.
III. LemME.
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II. LE Mm m E.

LA diftance d’un pointa une circonference , fe mefure
par la plus courte ligne qui puifle eftre menée de ce point
d cette circonference. Or cette plus courte ligne eft celle
qui ne comprend point le centre , mais qui eft dans la
méme ligne droite que celle quiy pafle. (S. 25.)

Ec par confequent cette ligne eft perpendiculaire 4 la
circonference par les deux premiers Lemmes,

DEFINITION.
DES CIRCONFERENCES PARALLELES,

Drux circonferences font paralleles , lor{que tous les
points de chacune font €galement diftans de Pautre.

Ceftddire {elon lesprecedens Lemmes, lor{que routes
leslignes droites , menées chacune des points de 'une
perpendiculairement fur Iautre, font égales,

I. THEOREME.

Toutes les circonferences concentriques ( ¢’eft 4 dire
qui ontun mefme centre ) font paralleles,
Car tous lesrayons de la plus gran-
decir conference font perpendiculai-
res a 'une & 4 'autre, Donc oftant
les rayons de la plus petite, ce qui
reftera entre les deux circonferences,
feraégal, & en mefurera la diftance.
Donc tous les points de chacune fe-
ront ¢galement diftans de Iautre.
Donc elles font paralleles,

II. THEOREME.

Dzux cercles non concentriques eftant 'un dans Pay-
tre, le diametre du plus grand qui paffera par les deux
centres, coupera chaque circonference par la moitié; &
alors il arriveras. ou 4. chofes confiderables,

- 1. Les parties de ce diametre qui {e trouveront d’un
Aa

XXXIX,

XL,
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cofté & d’autre entre les deux circonferences, c’eftd dire-
fm,& g n, font perpendiculaires ilune & 4 lautre, &.
mefurent £z le plusgrand , & gnle m

plus petit ¢loignement de ces deux
circonferences.

2. Nulle autre ligne que ces deux: /
1a qui fe trouvent dans ce diametre
qui pafle par les deux Centres, ne |
peut eftre perpendiculaire a l'ane
& 4 Pantre circonference , toute
autre ligne qui fera perpendiculai-
re 4 une des circonferences, €tant:
eblique fur autre.

3. Tous les points d’une demy-circonference d’une pare:
font inégalement diftans- de Pautre demy-circonference
de la me{me part.

4. Toutes les fois que deuxpoints d’ane circonference
font ¢galement diftans de luneou lautre desextremitez:
de fon diametre, qui paffe parles deux centres, ils font
auffi également diftansde Fautre circonference.

Tout cela eff f aifé & prowver par ce qui a effé dit dans.
liz 2¢ Seftion, @ par les trois Lemmes de celle-cy , que j'ai-
me mieux le laiffer & trowver pour exercer Lefprit , que de:
perdre du temps.a le demonflrer.

COROLLAI'RE.

Ir senfuit de la, qu'on peut remarquer trois differen-
cesentre le parallelifme des lignes droites , & celuy des
lignes circulaires.

La = eft, que la notion negarive des-paralleles droites,,.
qui confifte a ne fe rencontrer jamais quand on les pro-
longeroit a Pinfiny , n’a pointde lieudans les circulaires,,
qui peuvent bicn ne fe rencontrer jamais fans cftre paral-
leles 5 de forte que pour éftre il faut que ce foit felon la
notion pofitive, qui confifte en ce que les points delune:
font totjours également diftans de l'autre.

La2¢ eft , eft que deux lignes droites font paralleles,,




»

quand une mefine ligne eft perpendiculaire 4 I'une &4
lautre. Au lieu qu’il peut y avoir non feulement une
Jigne droite , mais deux, qui foient perpendiculaires 4
I'une & 4 P'autre circonference, fans qu'elles foient paral-
leles , mais il n’y en peut pas avoir trois.

Laseft, que deux lignes droites ‘ne s’éeant point croi.-
{¢es , il ne peut pas y avoir deux points de 'une égale.
ment diftans de I'autre , qw’clles ne foient paralleles. Au
licu que dans les circonferences non paralleles il peur y
avoir une infinit€ de points dans chacune , qui foientdeux
a deux cgalement diftans de l'autre. Maisil n'y en peut
-avoir trois enfemble.

Le fondementde ces differences vient d'une partde ce
que la ligne circulaire eft bornée en elle-mefme. Et de
l'autre, de ce qu’il en fautavoir trois points pour en avoir
la pofition ; au lieu qu’il n’en faut que deux pour avoir
«elle de la ligne droite.

Aaj
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DES ANGLES RECTILIGNES.

PRES avoir parlé deslignes | ceff fusvre Lor-
ik ’!.

: SE dre de lanature que de paffer anx angles gui

i I font plus compofex_que les lignes tenant guel-

g‘@_ &) que chofe des furfaces , comme nous allons voir.

A DEFINITION

DE L’ANGLE RECTILIGNE.

11, Z’'angle reitiligne eft une furface comprife entre deux
lignes droites qui fe joignenten un point du cofté ot elles
sapprochentle plus, indefinie & indererminée {elon I'u-
ne defesdimenfions, quieft celle quirépond a Jalongueur -
des lignes qui la comprennent , & determinéefelon I'au-
tre par la partie proportionnelle d’'une circonference
dont le centre eft au point ou ces lignes fe joignent.

AutrEs DEFINITIONS.

11 Lesligtes qui comprennent’anglesappellent fes cizez.

1v.  Lepointou ces lignesfe joignent s’appelle fon fommet.
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** §1 l'on joint deux points de ces coftez par une autre Ii-
gne, cette ligne sappelle/z bafe ou lu fonflendante de Lan-
le. Et l'on dit que cette ligne foiszent Pangle, & que
angle cft gppofé a cette ligne , ou eft foitenn par cette
ligne.

gC.ET'I‘E bafe s'appelle corde quand les cétez de l'angle
font €égaux, pource qu’alors ces coftez de I'angle font
confiderez comme rayons d’un cercle dont cette bafe eft
une corde.

QuE fi d'un des cOtez on peut faire décendre une per-
pendiculaire fur Pautre, cette bafe alors s'appelle le finus
de cet angle.

CetTE partie proportionelle de la circonference qui
mefure la grandeur de 'angle s'appelle Zarc gue comprend
Vangle. :

PgROPOSITION FONDAMENTALE.

DE LA MESURE DES ANGLES,

Lesarcs detoutes les circonferences qui ont pour cen-
tre le point ot les coftez de I'angle fe coupent font tous
proportionels a leurs circonferences, & par confequent
determinent tous la mefme grandeur de Fangle.

La confequence eft claire par la definition del’angle,
puifque nous avons dit que c’eftoit une furface indeter-
mince f{elon une dimenfion , & qui n’eftoit determinée
felon I'autre que par une partie proportionnelle des cir-
conferences qui ont pour centre le point ot fes coftez
fe joignent, |

- Pour montrer donc que les arcs de ces circonferences.

determinent tous la méfme grandeur de I'angle, il ne faur

que montrer que tous ces arcs font proportionels 4 leurs

circonferences.

. Or ceft ce quia déja efté prouvé, Livre VII. z0.

DE LA PREMIERE MESURE DE L’ANGLE
QI EST L’ARC COMPRIS ENTRE SES COSTEZ.

I s’enfuit deld que pour f¢avoir la vraye grandeur d’'un
angle, il faut {cavoirla grandeur proportionelle de I’arc
compris entre {es coftez, c’efta dire de combien de degrez

Aaijj

VI

VI1I,

IXI

X.
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-eft cet arc. Car un dcgré n'eft pas le nom d’une gran-

deur abfolug ,mais proportionelle, puifque , commenous
avons d¢ja dit, il fignifie la trois cent foixantiéme partie

.de quelque circonference que cefoit , dont chacune en

foy eft plus grande ou plus petite felon que la circonfe-
rence eft plus grande ou plus petite: & il en eft de mefme
des minutes, desfecondes , & des troifiémes. C’eft pour.
quoy on peut appeller arcs égaux, felon qu'il a efté dit
“VIL 19. ceux qui font d’autant dz degrez, quoy quiils
puiffent eftre inégaux felon leur grandeur abfolug, &
€gaux en toute maniere , ou toui-igansx , ceux qui font
d’autant de degrez & qui font aufli égaux felon leur gran-
deur abfolué , tels que font les arcs d’autant de degrez

- dans les cercles égaux.

De r’ANGLE DROIT.

C’est par 14 qu'on adivifé 'angle endroiz & non droit,
& lg non droit, en aign & obtus. fo

On appelleangle droit celuy quia pour mefure la moi-
ti€ de la demy-circonference. Dot 1l s'enfuit. ‘

‘1. Quetout angle droit a de Pautre cofté fur la mefme
ligne un autre angle qui luy eft égal, puifque angle qui
eft de I'autre coftéa pour mefure ce quirefte de la demy-
circonference , qui eft la moitié.

2. Qrunangle droiteft la mefme chofe qu'un angle de
-9o.degrez, Car la demy-circonference en ayant 180, la
moiti¢ de cette demy-circonferenceena go.

3. Que toute ligne perpendiculaire fur un ligne fait fur
cette igne deux angles droits , 'un d’un cofté & lautre
de l'autre, Carelle partageen deux la demy-circonferen-
ce quia pour centre le point de leur fedion , par VIL 17.

De L’ANGLE Algu,

O appelle angle #igs celuy qui eft moindre qu’un
droit, C’efta dire qui a pour mefure unarc moindre que la
moitié de la demy-circonference. D’ou il s’enfuit.

Quetout angle moindre que de go. degrez eft aigu.

De L’ANGLE OBTuUS, :

On appelle angle obzus celuy qui eft plus grand que
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Pangle droit; c’eft 4 dire quia pour mefure un arc plus
grand que la moiti¢ de la demy-circonference. D’owr il
s’enfuit.
Que tout angle plus grand que de go. degrezeft obtus,
' THEOREME.
Tourtk ligne qui en coupe une autre obliquement fait x v,
d’un coft€ une angle aign & de I'autre un obtus, & les
deux enfemble valent deux droits. Car cet-
te ligne partage in€galement la demy cir- /7\
conference, Et partant fait deux angles iné.
gaux. Mais elle ne la divife qu’en deux portions , & par-
tant les deux portions prifes enfemble valent toute la de-
my-circonference.
II. THEOREME.
Lorsque plufieurs lignes droites en rencontrent une xvy,
en un méme poigt & du mefme cofté, tousles angles que
font toutes ces lignes entre elles & avecla LY
rencontrée valent deux droits. Carils com. < r 4)\
prennent tous enfemble la demy-eirconfe- L\LA
rence , quieftla mefure de deux angles droijts:
DeriniTION.
L’ANcLE 2igu, qui avec Pobtus vaut deux angles droits, X VI.
sappelle le complement de I angle obius.
III. TugorREME.
- Lorsque deux lignes'{fe coupent en paffant de part & vvir
d’autre il eft bien clair que fielles fe coupent perpendi-
culairement, elles font quatre angles égaux tous quatre
entreux , c’eft 4 dire tous quatre droits.
+ Mais fielles fe coupent obliquement , elles en font deux
aigus & deuxobtus, dont 'aigueft oppoféa Iaigu & I'obs
tus 4 Pobrus , & cela s’a{:pelle eftre —
oppofé au fommet. Et les oppofez [ { \ g
font égaux, ( \07/ ¢
Car faifantun cercle du point o ces \ R )
deux lignes ¢ & fg fe coupent , cha- ¢ b A
€une coupera la circonference par la ¥ // :
moiti¢ , & par confequent la moitié. :




XI1X.

X X.

bgceftégaled la moitié 4 % Or ces deux moitiez ont
a

KV-IE1

ifofceles , ceft A dire d jambes égales.
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larc 4 ¢ de commun, quieft 'arc d’un des angles obrtus:
& par confequent oftant cetarc, l'arc de l'aigu qui refte
d’une part fera égal a 'arc de I'aigu qui refte de l'autre,
On prouvera la méme chofe des deux angles obtus.

IV. THEOREME.

Lorsque plufieurs lignes droites fe

rencontrent enun méme point eftant 0
mences de toutes parts , tous les an-

gles qu'elles font valent quatre droits.

Carils ont tous enfemble pour mefu-

re une circonference entiere, .
DES AUTRES MESURES
DE LANGLE.

Quoy que L angle w ait eneffet devraye &G naturelle mefure
gue Larc d’'un cercle 5 neanmoins comme on ne connoif? pasla
longuenr des lignes conrbes , on eff obligé d'avoir recours @
d’antres mefures , mais tofijours par vappors & celle.la,

Onles peut rapporter a trois qui fonttoutes prifes de Ia H
bafe confiderée diverfement: ou comme corde- ou com.
me fnus : ou fimplement comme 4a/e.

DE LA SECONDE MESURE DE L’'ANGLE
Qur EsT LA CORDE.
Nous commencerons par la bafe confiderée comme
corde , fur quoy il faut remarquer

1, Que pour celail faut que les coftez de ’Angle foient
pris égaux. Car alors ils font confiderez comme rayons
d’un cercle dont le centre eft aufommer, & ainfila ligne
qui en joint les extremitez eft la corde de Parcde ce cer-
cle qui mefure cet angle.

2. Les angles ainfi confiderez peuvent eftre appellez

3. Deux angles ifofceles comparez enfemble peuvent
eftre ou éguilateres entre eux ,ou inéguilateres ;Ceft a dire
que leurs coftez font rayons ou de cercles égaux, ou de
gercles inégaux.

Cela




DE GEOMETRIE, Liv. VIIL. 193

Cela fuppofé, pour bien comprendre toute cette me.
fure de l'angle , il ne faut que faire attentiona ces Lem.-
mes tirez des Livres V. & VII.

I. LEmMmME.

D ans les cercleségaux les cordes €gales fofitiennent
des arcs tout-égaux. Et lesarcs égaux {ont fodtenus par
«cordes €gales.

IL LEmMmE

Dans les cercles€gaux les plus grandes cordes foditien-
nentde plus grands arcs. Etles plus grands arcs {ont fod-
tenus par les plus grandes cordes. VII. 1o,

IIIL. LeMmmME

LEs cercles eftant inégaux, les cordes égales {ofitien-
nent desarcs de plusde degrez dans les plus petitscercle s
VIL 20.

IV. LEmMmmE. :

LEs arcs d’'un mémenombre de degrez font {odtenus
par de plus grandes cordes dans les plus grands cercles,
VIL. 20. :

I. THEOREME.

Trois fortes d’égalitez peuvent eftre confiderées dans

deux angles ifofceles.
1. L’égalité des coftez de 'un 4 ceux del’autre , qui faic
quonles appelle équilateres entr eux.
- 2. L’égalite des cordes, quiles peut faire appeller #/6-
cordes.
3. L’égalite desangles mémes.
Or deux de ces égalitez eftant données,, donnent Ja 3™,
Premier Cas.
Les angles équilateres entr’eux & ifocordes font égaux,
Carils ont pour mefure des arcs tout-€gaux, puifqu’étant
- €quilateresils font mefurez par desarcs de cercles égaux,
& queparle 1 Lemme les cordes €gales de cercles égaux
fotitiennent des arcs tout.égaux.
Seconp Cas.
Lks angles €quilateres & égaux fontifocordes. Ceft la

converfe du méme premier Lemme. :
Bb

XX1.

XXI1,

XXIv,

XXY.,

XXV,

XXVIIL
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TrorsiemMe CaAs.

Les angles ifocordes & égaux font €quilateres enrr'eux.
Caril eftaifé de voir par le3 Lemme que les cordes éga-
les ne peuvent {oditenir des arcs égaux , que dans les mé-
mes cercles, ouen des cercles €gaux.

II. THEOREME.

Quanp il w’ya égalité que dans l'une de ces trois cho-
fes , voicy ce qui arrive.

: PrEmMIERE Cas.

Ny ayant égalité que dans lescoftez, les plus grandes
cordes donnent les plus grandsangles , & les plus grands
angles ontles plus grandes Cordes. Ceft le 2* Lemme,

Seconp Cas.

N’y ayant égalité que dansles cordes , les plus grands:
coftez donnent les plus petitsangles, & les plus petits an--
gles ont les plus grands coftez. Ceft le 3" Lemme.

TroisteMe Cas.

N’y ayant égalité quedansla grandeur des angles, les
plus grandes cordes donnent les plus grands coftez , & les
plus grands coftez ontles plus grandes cordes. Cleft le 4°
Lemme:.

I. PROBLEME. :

Couper en deuxun angle donné. L'ayant prisifofcele,
il ne faut quwen couper la corde perpendiculairement &
{)ar la moiti¢, cc qui fe fait de laméme forte. Car alors

‘arc fera partagé par lamoitié, par VIL 6.
1. PROBLEME

Ayantun point donné dansune ligne donnée , en ¢le-
ver une qui fafle fur cette ligne unangle ¢gal a2 un donné.
Soit Pangle donné. L’ayant fait ifofcele en marquer la
corde , puis du point donné danslaligne pris pour centre,
décrire d’un intervale égal aux coftez de Pangle donné
une portion de circonference , dans laquelle en commen-
cant par le point ot cette circonference couperala ligne
donnée, on prendra une corde €galed la corde de l'angle
donné. La ligne menée du point donné 4 extremité de
cette corde fatisfera au Probleme. Car ces deux angles
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feront équilateres entr’eux & ifocordes ; & par confe-
quent €gaux par le premier Theoreme.
DE LA TROSIEME MESURE DE L’ANGLE,
QUI EST LE SiwNus..
Le finusde 'arc qui mefure unangle peut eftre appelle xxxiy.
le finus de cet angle. D’ou il s’enfuic,
1. Que commeil n’ya que lesarcs moindres que lamoi- Xxx7v.
ti¢ dela demy-circonference quiayent un finus ; il n’y a
aufli que les anglesaigus qui en ayent. Cequi n’empéche
 pasqu’on ne fe Yuiﬂ"e fervir des finus pour comparer en-
femble deux angles obtus, en mefurant par les finus les an-
gles aigus qui .(gont les complemens de ces obtus. Voyez
VII. 17. .
2. IL sen{uit que toute ligne menéed’un point de I'un x xxVL.
des coftez d’un angle aigu perpendiculairement fur Iau-
tre cofté , eftlefinus del'arc qui mefure cetangle, & par
confequent le finus de cet angle.
Car foit £ le fommet d’un angle
aigu, & que de 4, point quelconque
del'unde fescoftez, foit menéefur
l'autre la perpendiculaire 4 ¢. Je dis
queé ceft le finus deParc quimefu-
re cet angle. Car ayant prolongé
kcijulques en d, en forteque £d
foit égaled 24 ;i du centre £,in- 7 |
tervale £ 4, on décritun cercle, 'arc ©
de ce cercle compris entre 4 & 4 fera la mefure de cet an-
gle. Or4ceft le finus de cet arc, par VIL 1. Donc 4 ¢
eft le finus de I'arc qui mefure 'angle £ , & par confequent
de 'angle £. : e
3. I s’enfuit que le cofté d'un des points duquel eft me- XXXVIL
née la perpendiculaire fur I'autre cofté confideré depuisle
{fommetjufques 4 ce point, comme £ 4, peut eftre appellé
le rayon de cet angle, parce qu'ileft le rayondu cercle
dont P'arc le mefure, Et P'autre cofté depuis le point ot
tombe la perpendiculaire ou finus , peut eftre appelle
Lantifinus , qui eft todjours égalaurayon moins le finas ver-
fe. D’ouil s’enfuir, Bby
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xxxviil 4. Qi la grandeur du finus reglant totijours celle du

- xxx1%. Quanp onditque deux angles qu'on veut mefurer Far

XL

TXLIL

XLIL

XLIIL,

XLIv

finus verfe ( comme il 2-efté montré VIL 16 jelle regle -
totijours aufli celle des antifinus , quoyque par rapport
‘aurayon, puifque Pansifinus weftautre chofe que le rayon:
moins le finus verfe ; de forte que dans deux angles diffe.
rens les rayons & les finus ne {gauroient eftre ¢gaux que
les antifinus ne le foient auffi.
Tout cela fuppofé, foient confiderez les Lemmes fui-
vans. .
I. LemMmE.

les finus ont le rayon égal, c’eft de méme que fi 'on difoit
qu’ils font mefurez par desarcs de cercles égaux; & s'ils.
ont le rayon inégal , par des arcsde cercles inégaux.

IIL. LEMME. |

D ans les cercles égaux les arcs €gaux ont des finus
égaux, & lesfinus égaux donnent desarcs égaux. VIL 15..

ITI. LEmME.

Dans les cercleségaux les plus grands arcsont les plus.
grands finus , & les plus grands finus donnent les plus-
grands-arcs. VII. 5. .

IV. LM ME.

Daxs des cercles inégaux les arcs eftant €gaux, ceux

des plus grands cercles ont les plus grands finus. VIL 184
LeEMmME

Dans des cercles inégaux les finus eftant €gaux, ceux.
des plus grands cercles donnent des arcs proportionelle-
ment plus petits, c’eft 4 dire de moins de degrez. C'eft une
fuitre claire du precedent..

‘ I. THEOREME..

Trois égalitez peuvent eftre confiderces dans les an-
gles que Pon compare & que I'on mefure par les finus.

1. L’¢galité des rayons.

2. L’égalité des finus.

3. L’égalité des angles mémes,

Or deux eftant données donnent la 3¢,
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PreMiBER Cas.
L es angles qui ontlerayon égal & le finus égal font
‘égaux. 1° & 2™ Lemme.
SEconp Cas
Les angles ¢gaux quiont lerayonégal ont le finus égal.
r* & 2™ Lemme.
Trorsi1Eme Cas.

XLV,

XLVL

Les angles qui font égaux & qui ont le finus égal, ont XLv1L.

lerayon egal. Car s’ilsavoientlerayoninégal , ils feroient
mefurez pardesarcs de cercles inégaux : & par confe-
.quent{ {elon le 5* Lemme) les finus égaux donneroient
des arcs proportionellement inégaux, & ainfi les angles
ne pourroient pas eftre égaux.

II. THEOREME.

N’y ayant cgalit¢ que dans l'une de ces trois chofes |
voicy ce qui arrivera,

Premier Cas.

N’y ayant égalité que dans le rayon , les plus grands
finus donnent les plus grands angles, & les plus grands
angles ont les plus grands finus. 3° Lemme.

SEconp Cas.

N’y ayant égalité que dans les finus, le plus grand
rayon donne le plus petit angle, & le plus petit anglea
le plus grand rayon. §™ Lemme,

TRrRoisreme Cas:

N’y ayant €galite que dans les angles , le plus grand

rayon donne le plus grand finus , & le plus grand finus
- donne le plus grand rayon.

DES ANGLES FAITS PAR LES LIGNES

ENTRE PARALLELES. :
Comue les perperpendiculaires entre les paralleles font

desangles droits fur 'une & fur Pautre (ce qui eft todjours -

la mefme chofe )1l n’ya queles angles que font les obli.
ques 4 confiderer.

Mais ces obliques entre paralleles faifant d’une partun

angle aigu & de I'autre un obtus | c’eft Paigu que 'on me-

fure premierement , & par l'aigu on connoift 'obtus, Et -

anJ

XLVIIL,

XLIX»

LT,
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ainfi quand nous parlerons d’angles €gaux, nous enten.
drons lesaigus , & les obtus par confequence feulement,

Or dans la confideration de ces angles aigus faits par
des obliques entre paralleles ,

L’oblique eft le rayon de langle,

La perpendiculaire de I'extremité de 'oblique (qui eft
un point de 'une des paralleles furl'autre parallele ) eneft
le finus,

D’ou il senfuir, que les finus qui mefurent les angles
que fontdes obliques entre lesmémes paralleles font tous
égaux , parce que les perpendiculaires entre les mémes
paralleles font égales.

Comme auffi entre differentes paralleles, pourveu que
les deux paralleles d’une part foientautant diftantes I'une
delautre  quecelles del'autre part. Etc’eftce quon peut
appeller deux efpaces paralleles égaux,

On peut tirer de la diverfes propefitions importantes qui
ne feront que des Corollaires du Y ondu 2™ T heoreme.
I. COROLLAIRE.

Tourk oblique entre deux paralleles faic les angles al-

ternes fur ces paralleleségaux, c’efta dire que Paigu qui

eft d’une part eft égal a laigu 4

qui eft de l'autre part , & par =

confequent I'obtus 4 'obtus. i
Car ces angles alternes ont

pour rayon cette méme ligne e %

oblique & ¢, & pour finus'unla
perpendiculaire de 4, furla parallele x, & Pautre la per-
pendiculairede ¢, furla parallele z. Or ces deux perpen-
diculaires font égales. Doncpar 45.S.
II. COROLLAIRE. .

Les obliques égales entre les mémes paralleles font les

angles égaux: par la méme raifon.
III. COROLLAIRE.

L s obliques entre paralleles qui font les angles ¢gaux

font égales, S. 47.
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IV. CorOLLAIRE.
‘Les plus courtes lignes entre paralleles font les plus
grands angles;parles Theoreme. 2. Cas.

V. COROLLAIRE.

Quanxp des lignes fontenfermées entre differentes li-

nes paralleles , on peut y confiderer trois égalitez.

1. L’égalité des obliques.

2. L’égalit€ des angles, .

3. L’égalité de la diftance entre les unes & les autres
deces paralleles , ce qui fair que cette diftance eftant éga-
le , les perpendiculaires entre ces differentes paralleles
font égales.

Or deux de ces€galitcz eftint données donnent la troi-
ficme.

1. Cas. Si les obliques font égales, & lesangles qu'elles
fontentre leurs paralleles égaux, lesunes & les autres pa-
ralleles font également diftantes. Car ce font des angles
qui font égaux, & qui ont les rayons égaux ( fcavoir ces
obliques, ) Donc leurs finus {font égaux , par 46. S.

* Or ils ont pour finus les perpendiculaires entre leurs
paralleles.

Deonc ces perpendiculaires font égales,

2.Cas. Si les obliques font égales, & les paralleles de
part & d’autre €galement diftantes, les angles feront é-
gaux , par 45. S.

3. Cas. Si les paralleles de part & d’autre font égale-
ment diftantes, & que lesangles foient égaux , les obli-
ques font €gales , 47.S.

VI. COROLLAIRE.

LA méme ligne coupant obliquement plufieurs pa-
ralleles, les coupe toutes avec la méme obiiquité. Ceft
adire qu'elle fait fur toutes lesangles aigus égaux. Cleft
une fuitre du premier Corollaire & de 13, S.

Soicnt trois lignes paralleles x,.y , z , coupées parla
ligne B enc,end, en f;l'angle aigu versc au deflus d’x
eft égal 4 langleaigu de deffous , parce qu'ils font op-
pofez au fommer; & l'angle aigu de defous eft égal &

Lv.

LVE

LYII,:

SCD LYO




200 NOUVEAUX ELEMENS

Pangle aigu vers 4, au deflus B
d’y , parce qu'ils fontalternes, /
& ce dernier eft ¢gal 4 aigu . gk

de deflousy , parce quils font R
oppolez au fommet. Et ce y____D/,, O T ANEE
dernier aPaigu versf, au def- ,/

fusde z, parce qu'ils font al- Z ‘7/[/# sde
ternes, & ainfi des autres. v

Donc tous les angles aigus

que fait une méme ligne fur diverfes paralleles qu'elles
coupe font égaux. Et de la il enfuit, que les obtus font
égaux aufli, parce que les aigus font les complemens des

obrus.

VIIL CoROLLAIRE
Prusreurs paralleles eftant eoalement diftantes
les unesdesautres , c’eftadirelar delaz, & laz de laj,
&lajdela 4, &c.
Si une méme ligne les coupe toutes , toutes les portions
de cetteligne comp rifes entre deux de ces paralleles {ont

- égales.

;I-:I Xo

Lx'

Car tous lesangles aigus que fait certe ligne fur ces pa-
ralleles font égaux. Etles finus de cesangles , qui font les
perpendiculaires entre chaques deux paralleles , font €-
gaux aufli par Ihypothefe.

Denc lesrayonsde ces angles qui font les portions de
cetteligne comprifes entre chaques deux paralleles font
£gales.

- WL CoROLLAIRE.

Lors que deux lignes font mences d’un méme point
fur une autre ligne , Ceft comme fi ces lignes eftoient en-
tre paralleles.

Car on peut par ce point tirer une parallele 4 Ja ligne
que ces deux lignes coupent.

: IX. COROLLAIRE,

Tour angle plus les deux angles que font ces coftez fut
la bafe font égaux & deux droits.

Soient 6 ¢ & b dles coftez dun angle, & ¢ 4 la bafe,

Pill'
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par le precedent Corollaire,

on peut mener par le point 4 fl;
lalignemn, paralleled laba. ™ Fotd 4
fe, fur laquelle parallele les / \
coftez de l'angle donné fe- 6 / ~ -

ront de nouveaux angles au-

tour du donné , {cavoir angle m 4 ¢, 824 d. Qr ces trois
angles font €gauxa deux droits, parss. S. Et chacun des
deux qui fonta cofté de 'angle donné,eft égal 4 undela
bafe, {cavoira fon alterne, par;r.S.

Doncles deux de la bafe plus I'angle donné font égaux
-4 deux droits,

X. COROLLAIRE.

St on prolonge un cofté d’'un angle vers le fommet de
Fangle, comme fi on prolongeoit 44 jufques en £, lan-
gle que fait ce cofté prolonge fur lautre cofté , comme
Pangle /4 ¢, eft égal aux deux angles fur la bafe, Carcet

angle qui eftappell¢ exterieur plus I'angle du fommet ,
- vallent deux droits.-Or les deux anglesfur la bafe, plus
Pangle dufommet vallentauffi deux droits,“Oftant donc
'angle du fommet qui eft commun , 'angle exterieur fera
¢galaux deux angles fur la bafe.

Ce fera la méme chofe fi on prolonge la bafe. Car 'an-
gle exterieur quefera la bafe prolongée fur un cofté, fera
cgal aux deux interieurs oppofez ; c’eft a dire 4 'angle que
fait Pautre coft¢ furlabafe plus 'angle du fommet.

X 1. CorROLLAIRE.

Dgux angles font égaux , quand les angles queles c6-
‘tez del'un font fur fa bafe, font €gauxd ceux que les cotez
de Pautre font fur la fienne.

XII, CoOROLLAIRE
I11. ProBLEME.

D’un point donné¢ hors une ligne donnée , mener une
ligne qui fafe furla donnée un angle donné.

D’un point quelconque de laligne donnee -en €lever
une qui fafle fur la donnée I'angle donné ( par le 2* Pro-
bleme. 33.)

SRS
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La parallele 4 cette ligne qui paffera par le point don:
né & coupera laligne donnée, {atisfera au Probleme,
DE LA QUATRIEME MESURE DE L’ANGLE

U1 EST GENERALEMENT LA BaAsEk.

CertE mefure eft la plusimparfaite, & ne peut fervir
a mefurer lesangles qu'en cas queles coftez de deuxan..
gles non ifofceles foient égaux chacuna chacun, ce qui
fera deux Theoremes.

I. THEOREME.

Lors que deux angles non '
ifofceles font équilateres en-
tr'eux ; ¢’eft a dire que chacun
des coftez de I'un eft €gal a
chacun-des cotez de launtre
fila bafe eft égale 4 la bafe, ces
angles font égaux. :

C’eft ce qui fe prouve ainfi. Oul'on peut faire tomber
une perpendiculaire de 'extremit¢ de 'un des coftez de
ces angles fur 'autre coté; ouon ne le peut, comme lors.
qu’ils {font obtus.

1. Cas. Si on le peut ( comme lorfque les angles font
kcx )lesperperpendiculaires x p {eront égales, par V. ¢7.

Or ces perpendiculaires font les finus de ces angles qui
ontauffi le rayon égal, {cavoir cx. Donc ils font egaux,
par 45. S.

2, Cas, Sionnele peut (comme fi-ces angles eftoient
¢ xkdes m€mes figures ) alors la perpendiculaire x p me-
née du fommet méme de chacun des angles, feroit voir
que les deuxangles que les coftez de chacun de cesangles
obtus font furleur bafe, font ¢gaux chacuna chacun ( ceft
a dire langle £ égalal'angle £, & l'angle¢, 4 angle ¢.)
Donclesanglesobrus £ ¢ xferont égaux , par 62. S,

Il. THEOREME.

Drux angles egaux eftant équilateres entr’éux one la
bafe égale.

Ces angles égaux que l'on fuppofe équilateres entre
eux font,
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1. Ou droits. g
2. Ou aigus,
3. Ouobtus.

1. Cas. S'ils font droits, com-
me 6 fc,&mnp, ilsont les ba-
fes b c &mn €gales, par V, 48. b

2. Cas. S'ils font aigus, com-
mesdc, ngm;les perpendicu-

laires cf & mp , qui {ont les finus /
n

de cesangles, feront égales , par
6. 5.

: Doncfd= p 4. V. 48. G P y
Doncbf=np.I.19. :
Donc ¢c6= mn.V. 48. Ce qu’il falloit demonttrer.
3.Cas, S’ilsfontobtus, commebge, & # 0 m 5 les an-

SIES aigusc ¢ f,mop ,complemens de ces obtus, feront

€gaux.

Doncles perFendiculaires cf&mp, qui font les finus

de ces angles, feront égales par'S. 6.

Doncg f= o p.
Doncé f= n p.1.,8.
Donccb= mn. V. 48. Ce qu’il falloit demonttrer.

OBSERVATION,

Touchant la comparasfon de la premiere mefure des
angles awec ces trois dernieres.

Nous avons déja dit gu'il 'y avoit gue larc qui fuft la
mefure parfaite ¢ naturelle de I'angle. Mais pour le micux
voir, il fant yemarquer que les trois antres mefures montrent
bien fi un angle ¢ff égat a un angle , ou entre des angles iné-
ganx quel ¢ff le plus grand en quel eff le plus petit. Mais
iny aque Larc qui donne Iz veritable proportion entre les
angles incganx. Caril eff certain que [i Parc eff triple on
quadruple , on quintuple de Varc | Langle fera anffi triple,
guadruple on guintuple de Pangle. Mais cela ne fe pent

pas dire des trois antres mefures , effant fanx que fi la corde
Cci
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¢/t triple de la corde lors méme que les angles font equilateres
entr'enx , Langle [oit triple de Pangle , parce que les cordes ne -

font pas proportionelles & lenrs arcs, comme il a effe dit VII.

11, Et Ceff don vient la difficulse de la trifettion de angle,
parce quil ne (uffit pas pour cela de couper la corde en trois:.
ce gui [eroit facile , mais il fant conper Larc en trois; ce qui.
ne f¢ peut par la geometric ordinaire Ceff @ dire enn'y. ena-
playant que des lignes droites ¢ circulaires.
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Des angles qui ont lenr fommet hors le centre du
Cercle , dont les Avcs ne laiffint pas de les mefurer.

Rl Z ¢ft bien aif¢ de reconnoiftre que les angles ne pen-

vent avoir pour veritable mefure que les arcs d'un
8 cercle, & que touses les antresmefures , comme les
cordes , les finus , € les bafes ne pewvent gftre que

fubfidiaires de celle=la. , & que méme elles ne les mefurent
gu'imparfaitement.

Maison & crew jufques icy qu’on ne powvoit employer pour -

mefurcr un angle que les arcs du cercle au centre duguel eff le
Jommet de cet angle. Et ainfi arrivant rarement gue deus an-
gles gue Lon compare: ayent lenr fommet an centre du méme
cercle , on me ponvoit prefque jamais employer la mefure des
arcs dans la comparaifon de plufienrs angles |, & on eftoit obl;-
géd’avoir recours & de longs circuits par la conference de plu.

fieurs triangles , ce qui obligeoit & confiderer tant de lignes .-

qu'il efloit impolfible que Limagination n'en fuff extrémement
fatiguée., qui ¢t ane des chofes gu'on doit éviter autans que’

Uon peut dans Uétade de la Geometrie,
Ceijj

SCD LYON 1,
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Cependant il of vray qu'il 'y a point d'angle qu'on ne
puiffe mefurer par les arcs d'un cercle , en guelgue endroit gu'en
foit le fommet an regard du cercle : C'eff 2 dire,

1. Soit gu’él foit dans bz circonference du cercle.

2. Soit qu'il [oit au dedans , quoy qu'aillenrs g’ an centre,

3. Soit méme qu'il [oit an dehors , ponrven que fes coffex
toupent ou touchent le cercle.

C'eft ceque Lonverra par ce Livre , qui ne fervira pas fen-
lement @ mefurer avec une merveillenfe facilité toutes [orzes
d'angles , mais donnera anlli par la de grandes onvertures
pour trowver beauconp de nowvelles chafes tonchant la propor-
tion des lignes.

Mais pour.rendre les prewves plus courtes il eff bon de fup-
pofer quelques Lemmes , on clairs denx mémes ,on demonyfrex.
dans le Livre precedent afin dy renvoyer guand on en anra
sefoin.

L LemmME DEriNiTION.

Lonrsque dans toutes ces fortes d’angles on dit qu'un
telarc du cercle auquel ils ont rapport leur fert de mefi-
re, cela veut dire, que fi ce méme angle eftoit au centre
du cercle, il auroit cetarc, o unautre qui luy feroit égal,
pour fa mefure. Ou bien cela veut dire, quiun angle qui
{eroit au centre de ce cercle, & qui auroit cet arc pour
mefure, feroit égal a I'angle horsle.centre quon dit avoir
cet arc pour fa mefure.

Ec deldil s'enfuit, que dans ces fortes d’angles, aufli
‘bien que dans ceux qui fontau centre du cercle , deux an-
gles font €gaux quandilsont pourmefure des arcs égaus,
ou abfolument quand ce font des arcs du méme cercle,
ou de cercles €gaux ; ou proportionellement quand ce
font des arcs de cercles inégaux : Parc du petit ayant la
méme raifona fa circonference , que I'arc du grand 4 la
fienne: comme fil'un & l'autre eftoitla dixiéme partie de
fa circonference , c’eft a dire de 36. degrez.

IL LEmwMmeE.

a pour mefure Ja 2 d'un arc moindre quela demy-c. Aign.

1v. Tourangle qui {de la demy-circonference eft ~ Drost.

MOITIE

d’anarc plusgrand que la demye.0bzus.
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~ Etdeliils’entfuit, que quand on dit que deux angles ou
troisangles font égaux a deux droits, cela veur dire que
cesdeux angles, ou ces trois an gles pris enfemble ont pour
mefure la demy. circonference, ceft 4 dire 180, degrez.

Et quand on dit que deuxangles font égaux aun droir,
cela veut dire que ces deux an gles pris enfemble ont pour
mefure la moitié dela demy- circonference, ceft 4 dire. 90.

degrez,
IIT. LEmMmE.

QUAND un touteft partagé en plufieurs portions, com.
me Aenb,c,d; comme ces trois portions enfemble font
letout, les trois moitiez de ces portions, c’éft & dire une
moiti€ de chacune , font toutes enfemble la moitié du
tout,de forte que ces trois expreffions font la méme chofe,

La moitié dutout.

La moirié des trois portions que comprend Ie tout.

Les trois moitiez de ces portions, c’eft a dire une de
chacune , ce qui s’entend todijours , quoy quon ne le
marque pas.

Etainfi fuppofant qu’4 foit une circonference , & que’
b,c,d,foient trois arcs qui la comprennent toute,

:de I'arc 44 fontégales prifes.enfemblela = de la cir-

=de l’arc c}. conference , c’efta dire 4 la demy.- circon-

zdelarc dJ ference, ou 4 180. degrez.

Etfuppofant qu’ 4 foit une demy-circonference, & que
b & ¢ fotent deux arcs quila comprennent , deux moitiez
deces arcs, une de chacun , valent la moitié de la demy-
circonference. Ceft a dire go. degrez.

Etalors on peut exprimer la moitié de 'un de ces ares
endeux manieres,ou par fon proprenom,commela’ d’un
telarc,, ou par la moitié du tout dont il eft portion moins -
la moitié de Pautre arc.

Ainfieftant donné une demyecirconference qui- com-
prend lesarcsb & ¢,la & de Parc £ eft laméme cHofe que
la moitié de la demy-circonference moins la = de Parc ¢

Enfin fiun tout a deux portions , la moitié de la plus
grande moins la moitié de la pluspetite eft la méme cho- -

Ve
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fe que la moitié du tout moins la petite entiere, Car file
tout a pour portions 4 & ¢, la moitie dutouteft égale dla
moiti¢ de s plus Ia moirié des 1l faut donc ofter deux
fois la moiti¢ de ¢ de la moitié du tout, pour rendre la
moiti¢ du tout égalealamoiti¢deé, dont anauroit ofte
la moiti€ de c.

V.o 2oaia B,

Enrin il fe faut fouvenir,
1. Que toutangle plusles deuxque

font {es coftez fur fa bafe font égaux Ty
A deux droits. /
2. Que les deux angles fur la bafe
dun angle droit font égaux a vnf, / N\ *
droit,

3.Quefi on prolonge un coftc de angle vers le fom-
met , le nouvel angle que fait ce cofte prolongéfur Pautre
cofté eft égal aux deux angles qui font furla bafe du pre-
mier angle. Ainfi 'angle £ % 4 et ¢galaux angles vers 4
& vers.c.

La premiere forte d angles dont le fommet et en la
circonference dun Cercle donné.

P B o N,

‘LE fommet d’un angle nefe peut termineren
la circonference d’un cercle qu'en 3 manieres.

1. Quand l'un des coftez eft au dedans du
cercle & l'autre au dehors.

2..Quand tous les deux font au dedans.

3. Quand ils font tous deux au dehors du cer-
cle. Mais parce que la premiere {e fubdivifeen
deux, onpeut conter 4. genres de cette forte

d'angles. ‘
Le.x.‘%and Pundes cotez eftau dedans du

cercle, & en eftune cérde, & que I'autre cofté
qui eft au dehors touche le cercle.
Le 2. Quand P'un des coftez eftant aufli au dedans du
cercle
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cercle celuy qui eft au dehors coupe le cer-
cle , & entredans le cercle lor{qu’on le pro-
longe de ce cofté-li: ou que ce n’eft méme

qu’une corde prolon gee hors le cercle, Vv A
Le 3.-Quand tous Tes deux coftez font au :

dedansducercle , & en font deux cordes, /
Le 4. Quandils font tous deux au dehers. %

3

T

A ais parce gu'alors cette forse d'angle ne peur / i
avoir de rapport au cercle,, que parce gu'il ferois - ‘
égal aun angle gu'on luy oppoferoit au fomme: ,
gui [eroit neceffairement on du 1 on du 3 genre |
ilne [era point neceffizire de vien dire de ce 4 genre , puifgu’on
en pourra juger par les. amtres.

Et ainfi z'/g ne reflera gqu'a donner la mefure des trois pre-
MIETS 5 e gue nous ferons par trois Theoremes tres clairs e
tres-faciles , & dont méme les denx derniers ne feront gu'une
[uite du premier : ¢ en méme temps fifeconds pour parier ain-
fisqu'nn tres grand nombre de propofitions gui ne [¢ prouwvent
dans la Geometrie ordinaire que par des voyes tresobfcures ¢
tres embaraffées s'en deduiront fins peine , comme w'en -effant
que de fimples Corollaires.

Mais pour cela il off neceffuire de marguerla maniere dont
on exprime les angles du premier ¢ du trotfieme genre dans la
Geometrie ordinasre. Car pour celuy du denxiéme , perfonne
ne les a encore confiderez,

PREMIER AVERTISSEMENT.
DeriNiTIONS.

L’sNcLE du premier genre, qui eft celuy qui eft com-
Pris entre une corde & une tan gente, eftappellé ordinai-
rement angle du fegment angulus fegmenti,

Et 'angle duj*genre qui cft compris entre deux cor-
des quife terminent d’une partdunméme point dela cir-
conference, Langle dans le fegment angulus in [egmento,
Ce que pour mieux eatendre, il faut remarquer, que rou-
te corde partage le cercle en deux portions, quifontap-
pellées fegmens, & que ces portions ou fegmens font égaux
quand cette corde eft un diametre ;& alorson les appelle

Dd
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desdemy cercles, &larc de chacun eftunedemy-circon:
ference.

Mais qu'ils font inégaux, quand c’eft une autre corde-
que le diametre , un eftant plus perit que le demy-cercle,.
& lautre plus grand. De forte que pour abreger nous-
appellerons 'un le petit fegment, & lautre le grand feg-
ment.

Ecrdeld il eft clair que larc du petitfegment eft plus pe-
tit que lademy-circonference, & que arcdu grand feg-
ment eft plus grand que la demy-circonference.

Cela fuppofé, fion tire la corde :
F G ,&au point F la tangente m ; i R
F x G eft le petitfegment , & Fy G | %=~
le grand {egment. Bt N e

Etlangle@ F m, langle dupetic /-~ S
fegment; parce quelatangente m Fp|— By
eft ducofté de ce fegment-la.

Etlangle G Fu,l’angle du grand
fegment, :

Mais angle F£ G eftlangledans. ™ K )
le petit fegment.

Etl'angle F K G ,langledans le grand fegment..

II. AVERTISSEMENT.

OnN peut encore remarquer qu’au re- X

ard de 'angle dufegment, il fautquela TR

corde qui divife les deux fegmens {oit dé-- =
crite, parce qu'elle fair 'un des coftez de |/
Pangle. Mais que cela n’eft pasneceflaire F\ ) 2
auregard del’angle dans le fegment, parce = @
que la corde n’eft que la bafe de cer an- .
gle, & qu'elle eft fuffifamment marquée par les 2 points
de la circonference aufquels aboutiffent les deux coftez
de 'angle , comme langle F £ G, eft fuffifamment mar-
que, quoy que laligne F G ne {oirque fous-entendu¢ &
1on tracee,

IIl. AVERTISSEMENT.
L’axcLE dansle fegment {e peut exprimer €n deux
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‘manieres; ou par raport au fegment dans lequelil eft inf-
crit, fon fommet fe trouvant dans Parcde ce fegment; ou
parraporta I'arc fur lequel il eft appuyé. Et c’eft en cet-
te maniere qu’il vaut mieux I'exprimer, quand la corde
qui joindroit les extrémitez de fes coftez n'eft pas mar.
quee ; comme dans I'angle F£G, quieftappuyé fur Parc
F 2G ; & alors ondit fimplement que c’eft un angle inf
<critdansle cercle, fans parler de fegment.

IV. AVERTISSEMENT,

I'L eft aifé de voir que Pangle infcric dans un fegment
eft tofijours appuyé fur I'arc du fegment oppofé. Et
quaini 'angle dans le grand fegment eftappuyé fur I'arc
«du petit fegment : & au contrairel'angle dans le petit feg-
ment eft appuyé fur I'arc du grand.

AVERTISSEMENT.

Enr 1w il fautremarquer, que quand on parle desarcs
que fotitiennent les coftez d’un angle inferit dans le cer-
cle, on doit entendre les deux qui font a cofté I’'un de

l'autre , & tout-a.fait feparez I'un de l'antre | & quiavec

celuy fur lequell'arc infcriteft appuyé comprennent tou-
te la circonference.
PREMIER THEOREME,

FONDAMENTAL DE TOUS LES AUTRES.

Tout an?le compris entre une tangente & une eorde,
2 pour mefure la moitié de I'arc folitenu par cette corde
du cofté de la tangente.

Et parce que cetangle eft auffi appeli¢ Pangle du feg.
ment vers lequel eft certe tangente, felon cela on doit
dire,, qu’il a pour mefure fa moiti¢ de 'arc de ce fegment-
la. Deforte que fi c’eft 'angle du petit fegment, ila pour
mefure la moitié de l'arc du petitfegment; & fi c’eft 'an-
gle du grand fegment, il a pour mefure la moitié de I'arc
du grand fegment.

Ce Theoreme eft le fondement de la mefure desangles
par des arcs de cercles hors le centre defquels eft Jeur
dommet ; & la preuve en eft tres-facile.

Soit la.corde FG &laligne m # qui touche le cercle»

D d ij
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dont le centreeft au point ¢, 'angle F Geft I'angle du
petit fegment , & # F Gl'angle dugrand.

Soit tiré le diametre £ K per- nt
pendiculaire & 7 G ; & le rayon: i
¢ F, & P ¢ perpendiculaire au g
diametre K £, & parconfequent N g

parallelea F G, le diametre AKX /|
coupera par la moiti€ lesarcs du /| 249
P

1-_

grand & du petit fegment. D’otr ?\ |

il s’enfuit que l'angle au centre | |

F cka pour mefure la moiti¢ de- \ L
Iarc du petit fegment. Et que el
angle au contraire F ¢ K a pour L4

mefure la moiti€ de P'arc du grand fegment:

De forte que le Theoreme fera demonftre ( par le 1=
Lemme) fi on peut faire voir, que angle du petit feg-
mentsn F G eft égal al’angleau centre £ ¢k, Or cela eft
facile. Car¢ P & F G cftant paralleles, les angles alter-
nes que fait fur 'une & fur Pautre le rayon de I'atouche- L’
ment ( c’efta direlesangles 7 ¢ F, & ¢ F G ) font égaux.

Or Panglem F ¢ ( qui comprend l'angle du fegment &
Pangle ¢ F G )eft droit: & par confequent /¢gal 4 I'angle
P ck, qui eft droit aufli, & qui comprend les deux an-
gles Fc k& P ¢ F.Donc oftant de part & d’autre les an-
glesc F G & P ¢ F (que Ponvient de faire voir eftre égaux)
Pangle du fegment demeurera égal a 'angle F ¢ £, quia

our mefure la moiti€ de I'arc du petit fegment.

Donclangle du petitfegmentz 7 G ,a aufli pour me-
fure la moiti€ de cetarc du petit fegment. Ce qu’il fal-
loit demonftrer.

On fera voir de méme que l’angle du grand fegment
n F G elt €galdanglean centre 7 ¢ K, quia pour mefure
Ja moiti€ de I'arcdu grand fegment.

Carl'angle du grand fegment comprend I'angle droit
nF ¢ & langle ¢ F G. Or Pangle an centre F ¢ K com-
prendaufli langledroic 2 ¢ K & Pangle 2 ¢ F.

Or lesangles ¢ F G & P ¢ F font égaux, comme il vient
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d’eftre dit. Donc eftant ajotitez chacun & un droit | ils
rendent égaux angle du fegment & Pangleau centre, qui
a pour mefure la moitié de arc du grand fegment.
Donc ( {par le 1 Lemme ) I'angle du grand fegment a
pour mefure la moitié du grand {fegment.
I. COROLLATIRE.
L’AncrE du demy-cercle eft droit,.
Celuy du petit fegment eft aigu,
Celuy du grand, obtus,
Cela eft clair par le 2* Lemme.
: II. CoroLLAIRE:
Lorsque deux cercles dont v
l'uneft dans Pautre fe touchene, ™ ==
toutes les cordes menées du point /
d
b

de I'atttouchement 4 la circonfe-
rence du plus grand cercle fod-
tiennent j)es arcs proportionelle-
ment €gaux dans les deux cercles:
c'eft 4 dire que la ligne entiere
(k4 )fottient dans le grand cer-
cleunarc €gala celuy que fotitient dansle petit ( £4 ) par-
tie de cette méme ligne.

Carlesanglesm k 6 & mk d font le méme angle. Or
'un a pour mefure la moitié del'arc 2 4 ,&Pautrela moi-
ti€ de I'arc £d. Donc ces deuxarcs font proportionnelle-
ment égaux,

II. THEOREME.
Tout angle dont le fommet eft en la circonference , &

qui eft compris entre une corde & la partie d’une autre

corde prolongée horsle cercle du cofté qu'elle eft hors
le cercle , a pour mefurela moitié des deux arcs qui font
acofté du fommer de cet angle, & qui fontfodtenus par
les deux cordes, dont Pune eft le cofté de angle, & I'au-
tre en faitl'autre cofté par fa partie prolongce hors e
cercle.

Soient les deuxcordes K D & K G, dont X G foit pro-

longée en F hors le cercle; je dis que l'angle #KG a2

Ddiij
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‘pour mefure Jajmoitié des deux
arcs K D& KG.
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Car foit tirée par le point K
latangente mn, l'angle F K G
comprend les deuxangles F K'n L)
&7 KG. Or langle F K neft M7 7~
.gala langlem K D , parce qu'il
luy eft oppof¢ aufommet. Donc
Tangle F K G eft €gal aux deux
anglesn KG& mK D.

Or par le 1 Theoreme # K-G
a pour mefure la moiti¢ de I'arc :
KG,&mK D a pour mefure lamoitié de 'arc K D.

Donc I'angle F K G, quieft égala tous les deux ,a pour
mefure une & I'autre moitié de ces deux arcs. C’efta dire
la moitié de ces deux arcs, par le troifiéme Lemme.

CoOROLLAIRE.

'St onjoint les extremitez de ¥ Lk
deux cordes par deux autrescordes 1 5
quife croifent, & que 'on prolonge / \
hors le cercle les deux premieres i / \d

cordes , lesangles quele prolonge- : |
ment de chacune fera furles cordes \ /

qui fe croifent , feront égaux.
Soient les deux premieres cordes
cf&dg.
Lesdeux quife croifent,fd&ge. S
Les prolongemens , Kc& £ d.
Je dis queles angles K cg & kd f k4
{font égaux.
Car par le precedent Theoreme P'un & Fautrea pour
mefurela moiti€ desarcs f¢,cd , dg.
III. THEOREME.
Tour angle infcrit au cercle , ceft 4 dire compris
entre deux cordes qui ne e joignent qu'en la circonfe-
rence , a pour mefure la moiti¢ de I'arc fur lequel il eft

Appuye.
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Et parce qu'on appelleaufli ces angles ( angles dans le
feement ) {elon cela.
Toutangle dans un fegment a pour mefure la moitié de
Parc dufegment oppofe. Voyez le 4 Avertiflement.
La preuve en eft tres facile par le premier Theoreme.
Soit 'angle £ % ¢. Je dis qu’il 2 pour mefure la moitié

de l'arc fg.
Soit menée par le fommet £ ok
latangente m z ,'angle inferic ™ RNy

fkg, plusles deux qui fonta
cofté fF hm, & gkn ,valent /

deux droits. |

Doncils ont pour mefure | / ¥
lademy-circonference, parle  f ( N
2 Lemme. : \\'//g‘

Doncils ont pour mefure les 7
troismoitiez desarcs g, &£, kg ( parle3* Lemme) parce-
que ces trois arcs comprennent toute la circonference.

Or I'un de ces trois angles , fcavoir f&m ,a pour mefure:
lamoitiéde I'arc £f; & Tautre , fcavoir g &7, a pour me--
furela moitic de I'arc £g. Doncil refte pour la mefure du-
3", qui eft Pangle infcrit, la moitié dus®arc , quieft £ g

On peut-encore prouver la mef- b
me chofe par le » Theoreme, Car i’ /
on prolonge £ % jufquesd 4, les an- gt A
glesfig & ¢4 4 valent deux droits , i IR
& par confequent ont pour mefure / S G
lamoiti¢ de la circonference, & Par: oy \.\
confequent aufli les trois moitiez: L i \
des trois arcs £f, ke, fe T\ 1/

Or I'angle 4 % ¢a pour fa mefure © \ oxt
la moitié desdeux arcs & £ & & g, ~——5
par le deuxiéme Theoreme.

Refte donc pour 1a mefure de Pangle infcrit la moitié
du troifiéme arc , qui eft £ z.

OROLLAIRE,
I paroift par 1d, que fion ofte de la circonference en. X1X0

/:
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tiere, c’efta dire de 360. degrez , les deuxarcs que foiitien.
nent les coftez dePangleinferir, lamoiti€ de ce qui refte
ra {era la mefure de Pangleinferit, comme fi I'unde ces
arcscft de roo degrez , & lautre de 44, oftant 144 de 360,
reftera 216 , dont la moitié eft 108 pour lamefure de L'an.
gle infcrit,

TI. COROLLAIRE.

IL paroift aufli qu'on peut dire encore : Que tout an-
gle infcrita pour mefure la demy-circonference moins la
moitié des deux arcs qui font foritenus par ces coftez : ou
moins arc qui eft fodtenu par P'an de fes coftez quand
il eft I{ofcele.

Cela eft clair par la demonftration precedente, & par
le troifiéme Lemme. '

Et cette mefure eft fouvent plus commode que autre,
comme fi ’on {gait que desarcs que foritiennent lescotez
de langleinfcrit 'uneft de 100 degrez , & l'autre de 44,
en oftint §0 & 21, qui font72, de 180, ce qui reftera qui
eft 108 eft la mefute de cet angle infcrit.

Etcela eft encore plus facile, quand Pangle inferit eft
Ifofcele , comme fi 'un & l'autre de fes coftez fofitientun
arcde36 degrez- caroftant 36 de18o, ce qui refte, quiclt
144 , eft la mefure de cet angle inferi,

I11. COROLLAIRE.

Tous les angles infcrics dans le méme fegment, ou ap-
puyez fur le méme arc, ou fur des arcs égaux, fontégaux.
Car ils ont la moitié¢ du mémearcou de deux arcs egaux
pour mefure. Doncils font égaux par le premier Lemme.

Etil eft clairaufli ( parle premier & le deuxiéme Corol-
laire ) que des anglesinfcrits font égaux quand lesarcs que
{odtiennent les deux coftez de I'un pris enfemble font é-
gaux auxarcs que fofitiennent les deux cotez de l'autre,
& qu'ils ne peuvent eftre égaux que cela ne foit. |

Que fi au contraire des angles infcrits font fuppofez
éEaux ,ils faut qu’ils foient appuyez fur des arcs €gaux, ou
abfolument, fi c’eft dans le méme cercle ouen des cercles
£gaux que ces angles {oient infcrits; ou proportionelle-

ment,
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-ment, {i c’eft dans des cercles inégaux. Ce qu’il faut auffj
fuppofer dansla premiere partie de ce Corollaire, Car les
arcs proportionnellement égaux font autant pour I’éga.
lit€ des angles que ¢'ils Peftoient,
IV. CororLLAIRE.
St deux angles infcritsen divers cercles font €gaux, & xxI1,
qu’ils foient {otitenus par des cordes €gales , les cercles
dans lefquels ils font infcrits font égaux.
Car les angles infcrits en divers, cercles ne {cauroient
eftre égaux, qu’ils ne foient appuyez fur desarcs propor-
tionellement égaux, & des arcs de divers cercles propor-
tionellement égaux ne fcauroient efire fotitenus par des
.cordes €gales que les cercles ne foient ¢gaux, Donc,&c.
V. COROLLAIRE.
LORSQEE deux cercles dont I'un eft au
-dedans de lautre fe touchent, fi dupoint //
de l'attouchement on mene deux lignes | (
julques 4 la circonference du plus grand, k\ ks 1
les arcs de 'une & de I'autre circonferen- =g >
e compris entre ces deux lignes feront sl
proportionnellement égaux, Car leméme angle fera me-
{ur€ par la moitié de 'un & del’autre de ces arcs.
VI. CororLLAIRE.
St un cerclea pour centre un point de
la circonference d’un autre cercle, & que
dece point on tire deux lignes qui cou-
pent I'une & Jautre circonference ,larc
de cellequi a ce point pour centre com-
Pris entre ces deux lignes eft proportio.
nellement égal 4 la moitié de I'arc de cel.
le dans laquelle eft ce point. Car le mé.
me angle a pour mefure le premier arc entier & la moiti¢
de l'autre,

XX1v,

VIL CorovrralRE.
$1 Pangle inferit & l'angle au centre font appuyez furle
mémearc, angle au centre eft double de Pangle infcrit,
Car linferit a pour mefure la moitié de Parc | qui entier
Ee
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eft la mefure de I'angle au centre.
, VIII. CoROLLAIRE.

Tous les angles dans un fegment font ¢gaux 4 'angle
du fegment oppof¢. Erainfi P'angle dans le grand fegment
eft égaldlangle du petit fegment ; & l'angle dans le petit
fegment égal a I'angle du grand.

Car I'angle du grand fegment eft appuyé fur 'arc du
petit, Doncil a pour mefure la moiti¢ de I'arc du petit,,
qui eft aufli la mefure de Pangle du petit fegment.

IX. COROLLAIRE.

L’ancLE dansle demy-cercle eft droit.

Dans le grand fegment, aigu.

Dans le petit , obtus.

Ceta eft clair par le deuxi¢me Lemme.
X. COROLLAIRE.

Les angles infcrits en deux fegmens oppofez font €gaux
4 deux droits. Car les arcs des deux fegmens compren-
nent toute la circonference. Donc la moitié del'un qui
eft la mefure de Pun de ces angles plus la moiti¢ de
Pautre qui eft la mefure de I'autre angle ,valentla demy-
circonference ( parle troifiéme Lemme. ) Donc pris en-
femble ils ont pour mefure la demy- circonference. Donc
ils valent deux droits.

XI. COROLLATRE. -

S1 quatre cordesne fejoignent quaux extremitez, elles
font quatre angles infcrits dont Jes oppofez font égauxa
deux droits. Ceft laméme chofe que le precedent.

XIL. CorROLLATRE.

L’ANCLEaigu qui eft dans le grand fegment eftle com-
plement de l'obtus ui eft dans le petit. Cela eft clair,
puifque les deux en emble valent deux droits.

XIII. CoROLLAIRE.

La moitié de la bafe d’un angle infcriteft fon finus, il
eft capable d’en avoir, Cefta dire s'il eftaigu : oudefon
complement, s’il eft obtus. Car le finus eftla moitié de la
corde du double de Parc. Or la bafe d’un angle infcriteft
la corde d’'unarc quieft double de celuy qui mefure I'an-
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gleinfcrit. Donc la moitié de cette corde eft fon finus ;
s'il eft aigu : ou ’il eft obtus , le finus de fon complement,
c’eftd dire de I'angle aigu qui eftant infcrit dans le feg-
ment oppof¢ a aufli cette corde pour fa bafe,
XIV. CoROLLAIRE.

On dit qu'un fegment cft capable d’untelangle quand
tousles angles dans ce fegment font égaux i cetangle.

Et quand celaeft, il eft impoffible qu’un angle de cette
%randeur ait pour bafe la corde de ce fegment que fon
ommet ne fe trouve dans undes points de I'arc du feg-
ment,

Suppofons par exemple quele X

fegment A foit capable del'angle
& ;je dis que tout angle €gal 4
P'angle £, quiaura & ¢ pour bafe,

aura fon fommet dans un des

oints de I'arc du fegment A.

. Car ¢l lavoit augdedans du 5 \f
cercle comme end, prolongeant '
cdjulques en £, point de la cir- [ ;

conference , & tirant laligne 6 £, |/

Pangles f¢ fera égal 4 I'angle £ 1,*

par 'hypotafe. Or 'angle 4 d ¢, \_/ /
parle 4™ Lemme, eftégalal’an-

gle 4 f . plusl’angle f4d. Doncil eft plus grand que le
feul angle s f¢. Doncil eft plus grand que 'angle 4.

Et fi le fommerteftoit hors du fegment comme eng, ti-
rant une ligne de 4 au point oticg coupe le cercle comme
df,on prouvera quel'angle /¢, €galak, fera plus grand
que I'angle 4 ¢ ¢, parce quil feraégal 44 g c plusg bf, par
le quatricme Lemme,

Donc I'angle quia 4 ¢ pour bafe’ ne peut eftre ¢gal 4 £
quieft I'angle dont le fegment 4 eft capable, qu’il n’air
fon fommet dans la circonference, puifque s’il 'avoit au
dedans il feroit plus grand , & s'il 'avoit au dehorsilferoit
plus petir.

Eei
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XV. CoROLLAIRE.

St on fait le diametre d’oncerclede l’hypothenufc d’un
angle droit ,le fommet de cet angle droit{e trouvera dans
la circonference du cercle.

Car chaque demy-cercle eft capable de cet angle droit.
Donc parle Corollaite precedent, nul angle droitne peut
avoir pourl’hypothenu[e la corde du demy-cercle quieft
le diametre, que fon{ommetne {e trouve enun des points.
de lademy-circonference.

XVI CorROLLAIRE:.

S1 du fommet d’un angle on tire une ligne au milieu de
la bafe , & que cette ligne foit cgale a-la moitié de cetre
bafe, Iangle eft droit :majs fielle eft plus longue, il eft
aign ; & fi elleeft plus courte, il eft obtus.

Car faifant un demy-cercle qui ait pour centrele point
du milieu de la bafe, & pour intervale la moiti¢ de la bafe,
le fommet de 'angle fe trouvera dans umrdes points dela
demy-circonference, fila ligne tirée dufommetau milicu
dela bafe eft égale d la moiti¢ de la bafe.Donc’anglefera
droit, - :

Et le fomtet {etrouvera au dehors du demy-cercle, fi
elle eft plus longue. Donc Vangle fera plus petit qu’un:
droit par le neuviéme Corollaire, & par-confequent aigu.

Et il fe trouveraau dedans du demy-cercle fielle eft plus
courte. Donc l'angle fera plus grand qu’un droit par le
neuviéme Corollaire, Donc obtus.

XVII. CoOROLLAIRE.

Quanp deux cordes €gales fe coupent, chaque partie-
de I'une eft égale a chaque partie de 'autre.

Soient les cordes €gales B c& mn,
quife coupenteno, les arcsbnc &
mc n font égaux parce qu'ils font
fofitenus - par des cordes égales.
Donc oftant de ces deux arcs l'arc
n¢, quileur eft commun ; lesarcs
Bn& mcdemeurent égaux. Donc
cirant lalignenc,lesangles inferits -
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#e B & cnmfontégaux, parce qu'ils fontappuyez fur des
arcs €gaux. Donc les deux lignes o # & o ¢ font égales,
parce qu'eftant mences d’un_méme point elles font des
angles égaux fur la méme bafe. Et on prouvera de méme
entirant la ligne B mqueo m & o B font égales. Donc
chaque partie de 'une de ces cordes eft €gale 4 chaque
partie de l'autre,
I. PROBLEME.-

TrouvER l'angledroit dont on a I'hypothencfe & la
diftance du fommet a Phypothenufe.

Elever de Pextretiite de ’hypothenufe une perpendi-
culaire ¢galed cette diftance, & tirer par l'autre extremi.
tede cette perpendiculaire une parallele a ’hypothenufe.

L’un des deux points ot cette parallele coupera le cer-
cle qui aura ’hypothenufe pour diametre , ou le point de
Pattouchement, fi elle le touche, fera le fommet de cetan-
gle droit qui en determinera les coftez.

Car Ja diftance eftant donnée de ce
fommet a ’hypothenufe, il ne fe peut
trouver ailleurs { d’un cofté ) quen
quelqu’un des points de cette paral--
lele ; & parce que cet angle eft fuppo-

XXXVI.

{é droit, il fautparle 11. Corollaire qu’il fe trouve aufli-

en quelqu’un des points de la demy-circonference, Donc’

enundes points ot elle la coupe , ou enceluy auquel elle
le touche. -
ILPROBLEME!

D’un point hors le cercle tirer les tangentes au cercle
& montrer qu'on n’en peut tirer que deux; - k

& qu’elles font égales, ' NN
Soit & le point hors le cercle , & ¢ le %" ?-»;_\:‘\

centre du cercle, joindre ces points par J
une ligne. Décrire le cercle quiaura cet-
te ligne pour diametre & qui ‘coupera le
premier en deux points commef& g; £ f,
84 g, feront les deux tangentestirces du

Qiij;) \
/

C
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point % au premier cercle.

Car ’angleque Pune & l'autre faitavec lerayon du pre.
mier cercle eft droit, parce qu'il eft dansun demy-cercle,

Et il ne peuty avoir que ces deux lignes tirces du point
£ qui touchentle cercle, parce que le fommet de I'angle
droit , qui doitavoir pour coftez la tangente tircede £ &
un rayon du premier cercle doit eftre en un point commun
aux circonferences des deux cercles , puifqu’il doit eftre
dansla circonference du premier,d caufe qu’un rayon du
premieren eftun des coftez ; & dans celle du fecond, 4
caufe que tous les angles droits qui ont le diametre du fe
cond cercle pour hypothenufe doivent avoir leur fommet
dans la circonference de cefecond cercle ( parle treiziéme
Corollaire. )

Oriln’y aqueles poins £ ¢~ ¢ qui foient communs aux
deux cercles. Donc on ne peut tirer de £ que les deux
tangentes & f & & g.

Eril eft clair qu’e]%es font égales, puifque chacune {od-
tient des arcs €gaux dans la circonference du nouveau
cercle,

III. PROBLE ME.

Courer un fegment dansun cercle donné qui foit ca-
pable d’un angle donn¢.

Ayant tiré une tangente au cercle,
la corde qui fera avec cette tangente
au point de P’atouchement un angle
égalalangle donné, fatisferaau Pro-
bleme. Car le fegment du cofté op-
pofé a celuy de Iangle égal au donné
qui fait cette cordeavecla tangente,,
fera capable del’angle donné, par le cinquiéme & dixié.
me Corollaire.

: IV..PROBLEME

Trouvgr le cercle dont le fegment terming par une
ligne donnée foit capable d’'un angle donné.

Soitla ligne donnée 4 d, & angle donné k; foir tiree
b £quifaflefur 4 4 un angle égald Pangle £.
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Soitcleve du point 4 une perpendiculai-

reabf, & quil y aitune autre perpendi- /\

culaire 34 d qui coupes d par la moiri€;

le point ¢, ou1 je fuppofe que ces deux per- N4

pendiculaires {e rencontreront fera le cen- :

treducercle, qui auracéou ¢ 4 pour in-

tervale ,& pour tangente £'4.

Donc le fegment oppofe 4 celuy vers/
Tequel eft /4 {géra capable d’'un angle égal =
al'anglef4 d, par le g Corollaire , parce-
uel'unferal'angle du fegment, & l'autre
I'angle dansle fegment oppofé.
V. PROBLEME.

Connoissant qu’elle eft la diftance de trois points I'un
de 'autre, commedeé , ¢,d , & ne{cachant d’'un 4 com-
me x, {inon de quel cofté il eft,al’égard de ces trois-la,
& qu'elle eft la grandeur de 'angle compris entre ces li-
gnes x b & x ¢, & de celuy qui eft compris entre ces lignes
x c& x dtrouver ce 4° point.

Les lignes 4 ¢ & ¢ d {ont données- c
par Phypothefe. b . 3

Etlesangles donnez foient f&g.” % | %

Trouver par le Probleme prece- - °
dent le cercle dont le fegment ter--
miné paré ¢, tournéversx, foitca-

7 et
pable de I’angle £0 "
Et trouver de mefme un autre < /
.4

cercle dont le fegment termin€ par :
¢d & tourné vers x, {oit capable del'angle ¢.

Ces deux cerclesfe couperont en deux points, dont 'un:
fera ¢ par la conftruction , & lautre x : ce qui {e prouve
ainfi.

Lesdeuxanglesé x ¢, & cx d ,dont la grandeureft con--
nué, ont leur fommetau méme point.

Orparle 10™ Corollaire 'angle €gal 4 fayant & ¢ pour
bafe ne peut avoir {fon fommet ailleurs que dans un des
points de I'arc dufegment qu'ona trouvé eftre capable de

X L.
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Panglef. Etpar lamémeraifon I'angle égal 4 g ayant ¢d
pour bafe ne peut aufli avoir fon fommet que dans un des

oints de I'arc du fegment quon a trouve eftre capable
de 'angle ¢. Doncil faut que ce point qui eft le fommet
de tous les deux angles {oit communa tous les deux cer-
cles. Donc il faut que ce foit'un des deux points ouils fe
coupent. Orileft bien vifible que cen’eft pas le point ¢,
Donc l'autre point otrils fe coupent eft le pointx que on
cherchoit. '

4.

Des angles dont le fommet eft au dedans du cercle
€5 atllenrs qu’m centre.

‘QuAND le fommet d’un angle eftau dedans du cercle,
mais ailleurs qu’au centre, comme peut eftre 'angle £, fes
coftez doivent tofijourseftre confiderez comme terminez

ar la circonference , comme au point & g ; & de plusil

es fautaufli prolongerau deld du fommet jufquesa la cir-
conferencede l'autre part, en prolpngeant par exemple
f % jufques enc, &g 4julques end. : '

Et ainfi ces angles fe reduifent aux
angles qui {e font dans la fection de
deux cordes qui fe coupent au dedans
du cercle , ot il fe fait quatre angles
dont les oppofez font €gaux , & qui
font chacunappuyé {url'un des quatre
arcs , aufquels cette circonference fe &
trouve divifée par ces deux cordes.

Voicy donc le Theoreme quinous apprendra la mefure
de cesangles.

2

IV. THEOREME.

Tourangle fait parla fe&ion de deux cordes qui {e cou-
pentau dedans du cercle, a pourmefure la moiti€ de l'arc
fur lequel il eftappuyé, plus la moitié de I'arc oppof¢.

Soient les deux cordes ¢ £ & d ¢ quife coupencené.
Prenonslequel on voudra des quatre angles qu’elles font

en
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en fe coupant, commef ¢ ;je disquil aura pourfa me-
furelamoitie del'arc £g plus lamoitié de Parc oppofé d .

Soientjointsles points 4f; I'anglef & ¢
eft égalaux deuxanglesversd & vers f 4 ¢

( par le quatriéme Lemme. ) /Q \

Orl'angle vers 4 pour mefure la moi- / K \\_‘
i %

ti¢ de l'arc /g fur lequel il eftappuyé, &
l'angle vers £ la moitié de Parced, parla Ja /
méme raifon,

Donc'angle ££ g qui leureft égal ,a pour fa mefure les
moitiez de ces deux mémesarcs: ce qu'il falloic demon-
ftrer.

CoROLLAIRE.

‘Quanp deux cordes égales moindres que des diame.
tres {e coupent, clles divifent la circonferenceen quatre
arcs,dontilyena deux oppofez quifontégaux, & deux
autres inégaux ; & alors les angles qui font appuyez fur
chacun de cesarcs €gaux ont pour mefure cet arc entier.

Carles oppofez eftant égaux , un entier eft la méme
chofe , que la moitié del'un plus la moitié de lautre.

Jene prouve point ce quieft fuppofé dans ce Corollai-
re, parce que ¢’eft une {uite vifible de ce quia efté demon-
ftré, fup. 35.

11L

Des angles dont le fommer eff bors le cercle que
lenrs coftez coupent ou touchent.

Lgs coftez d’un angle dont le fommet eft hors le cer-
cle peuvent,

Ou le couper tous deux.

Ou le toucher tous deux.

OuT'un le couper & l'autre le toucher.

Mias quand ils le coupent, on les confidere totijours
comme entrans dans le cerclefelon fa convexité, & eftant
terminez par la circonference au dedans du cercle felon [

concavité.
Ff
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C’eft pourquoy ces angles foxt todjours
confiderez comme eftant appuyez fur deux
arcs du cercle , 'un'concave & l'autre con:
vexe.

Quand les deux- eoftez le coupent ,Larc
concave eft celuy qui eft:compris entre les:
deux points , olrles deux coftez font termi--
nezaudedans du cercle. Et le convexe eft
celuy qui eft compris entre les deux-points-
par ou il entre dans le cercle:

Quand tous les deux: coftez touchent le
cercle, 'an & autre eft compris entre les-|
deux points del'attouchement, maisl'un eft
concave au regard del'angle, & l'autre con--
vexe. .

Et quand I'an touche & Lautre coupe le
cercle, le concave eftcompris entrele point.
de Pattouchement & celuy ou fe termine
Vautre cofté; & le convexeentre le point de
Iattouchement & celuy ott lautre cofte en--
tre dansle cercle. .

11 eftoit meceffaire de bien expliquer ces denx [ortes darcs,.
parce guedeli dépend la mefure de ces angles felon ce Theo:

reme.

V. THEOREME.

Loxrs que le fommet d'un angle eft hors le cercle, foit®
que ces deux coftez coupent le cercle, ou que rous deux.
le touchent , ou que I'an le coupe & l'autre le touche, ila-
pourmefure la moitié de I'arc concave, moinsla moitié-
de Iarc convexe,

PrREuvE DANS LE PREMIER Cas.

Soit Panglef £ ¢, dont le cofté & fcoupe le cercleen;.
& kg end;larc concave eftfg, & le convexe cd. Il fant
donc prouver quecet angle a pour mefure la moiti€ de
Parc fg, moins Ja moitié de 'arc e 4, & on le prouve ainfi.

Soit tirée la ligne £ d. Parle 4 Lemme,l'angle £ d g eft-
égala Pangle f kg, pluslangle & f-d..
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Donc I'angle % eft égal allanglefd ¢ e
-moins langle £ /4. Donc il doit avoir
pour mefure la mefure de I'angle £4 g -CA d
moins la mefure de P'angle £ £ 4. 7Y

Orla mefure de 'angle £ g eftlamoi- /¥
ti¢de l'arc concave fig, furlequel il eft ap. W
puyé; & lamefure de l'angle 4 fd eftla 7 \_
moiti¢ de I"arc convexe dr.

Donc l'angle £a pour mefure la moitié
del'arc concave £ ¢, moins la moitié de I'arc convexed'r.
PREuvE pu seconp Cas.

Soit I'angle £ , dont les coftez % £
& & gtouchentle cercle, & foit £ g =
prolongée jufques en 4.

Langle £ ¢ 4 eft gala 'angle 2 g
plus'angle 2  ¢. Donc 'angle £ eft 7 :
cgalilanglef¢h,moinsl'angle £ f?. A

Or Pangle f¢ ha pour mefure la
moiti¢ del'arc du grand fegment fe,

& l'angle £ f¢ a pour mefure Ja moi-

ti¢ de Farc du petit fegment £¢. Donc I'angle % a pour
mefure lamoitié de I'arc du grand fegment, quieftI’arc
«concave moins I'arc du petit fegment, qui eft I'arc con-
vexe,

La preuve du troifiéme Caseft femblable 4 ces deux-la,
tenant quelque chofe-de 'un & dé Fautre, 11 vaur micux
1a laiffer trouver.

- AVERTISSEMENT,

Ontre cettemefure qui eff genersle & toutes ces forses d'an-
.§les, ily en agui font particulieres 2 quelgques-uns gu'il eff

01 de harguer par des Theoremes particuliess,
VI TeHEOREME.

UN angle ayant fon fommet hors Je cercle, fi un de
fes coftez qui coupe le cercle fe termine a Pextremité d’un
diamerre auquel Pautre cofté eft perpendiculaire, foit en
Coupant le cercle, foit en le tonchant | foit méme eftant

ts le cercle, ce diamerre y eftantprolongé, en tous ces

F i
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cas, cetanglea pourfa mefure la moitié de I'arc que fofi-
tient la partie de fon cofté non perpendiculaire au dia-
metre.

1lne fera pas inntile de donner ce Theoreme pour exemple
des diverfes voyes que les principes qu'on a établis pewvent

. fournir pour demonfirer ane méme chofe.

X Ly I

¢ PREMIERE DEMONSTRATION.

T T

h

8ot le diametre £ g prolongé jufques 4 4. Soit de £ ti.
ree une ligne indefinie qui coupe le cercle ene.

Soit dedivers points de cette ligne hors le cercle coni-
me de /, m, , tirées {ur le diametre les perpendiculaires / /5
mg,nh. Jay 4 prouver que chacun de ces angles vers/,
m ,n,a pour mefure lamoiti¢ del'arc £ £, Ce qu'on peut
faire en cette maniere,

Chacun desangles vers /,m, n , plus Pangle vers & valent
un angle droit parle 4¢ Lemme, parce que ce fontles an-
gles furla bafe d’un angle droit. Donc chacun de ces an-
gles, plus ’angle vers & ont pour mefure la moirié dela
demy circonference, Donc ils ont auffi pour mefure,, par
Je 5* Lemme les deux moitiez desdeux arcs k¢ & cg, qui
comprennent la demy-circonference.
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Orlanglevers £a pour fa mefure la moiti€ de Parcc ¢
fur lequel il eft appuyé.

Refte donc pour la mefure de chacun desautres la moi-
tic de l'arc £ ¢. Cequ’il faloit demonttrer.

SEcoNDE DEMONSTRATION.

SorT encore tirée la ligne¢ ¢,
l'angle £ cg eft droit, parce qu’il eft
dans ledemy-cercle. Doncl’angle
cg k eft €gal 4 chacun des angles
vers /mn , puifque chacun de ces
- angles, plusLangle vers & font auffi
égaux 4 un droit.

Orlangle ¢ g2 a pour mefure la
moitié de 'arc £ ¢, furlequel il eft
appuye.

Donclamoiti€ de cet arc £ ceft .
auffi ]a mefure de chacun des an-
gles vers/,m , n.

T

TROISTEME DEMONSTRATION.

SorT tiréela ligne ¢4 qui cou- n
pe perpendiculairement le dia-
metre, ce qui fera que les arcs /
k ¢ & k d {eront égavx. Etla /|
ligne cdeftant parallele aux li- '
gnes/f,mg,nh,lesangles que [/
font ces paralleles fur la méme (
ligneaux pointsc,/,m 2, {ont /t
€gaux. I

Or 'angle £ ¢ da pour fa me- c |
{urelamoitié del'arck d égal 4 , ’
Parck¢. Donc chacun des an- " |
glesvers/, m, n, a pour mefure
la moitié de ’'an ou l'autre de
ces deuxarcs quifonte€gaux, kd
& k ¢. Donc on peut dire qu’ils
ont pour mefure lamoiti€ de l'arc £ ¢. Ce qu’il faloit de-
monftrer. F fijj

EVIIIL
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QuaTrrEME DEMoNnsSTRATION.

C’est 'application de la*demonftration du Theorenie
generala ce cas particulier. ;

Je fu[ispofc quela perpendiculaire Z £,
coupe le cercle enp& eng. Par la de. /
monftration du Theoreme general, / :
Pangle K Z 42 pour mefurelamoitiéde Lo 5
fonarc concave K g, moins la moiti¢ -
de fon arc convexe ¢ p. | /

Or T'arc concave K 7 eft €gal aux i =

deuxarcsKe, & cp.
Donclamoitié del'arc K g eftlamé.
me chofe quela moitié€ del'arc K ¢,plus g

lamoiti€ delarccp , parle 3° Lemme,
Doncla moitié de Farc K g, moinslamoiti€ del'arccp
eftlamefme chofe que lamoitié¢ de I'arc 42,
Doncla moitié de’arcé ceft la mefure de Panglek Z 4.
Ce qu'il faloit demonftrer,
CinquiemEe DemoNTRATION.
Ay ANT tiré Ja tangeante P K, cette tangeante fera

i

i
' \f / :

\ B
Far:rllel.e aux lignes /£, m¢, nh, qui font perpendicu-
aires au diametre. Donc Pangle P K ¢, eft égal auxan-
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glesvers /, m,n Or l'angle 2 K ¢ a pour fa mefure la
moiti€ de I'arc 2 ¢ ( par 15 S, ) donc chacun des autres
anglesvers /,.m , » aura aufli pour fa mefure la moiti¢
de ce mefme arc. Je croy que cette demonftration eft
la meilleur de toutes. ‘ ¥
DES' ANGLES DONT LES DEUX CQOSTEZ.

TOUCHENT LE CERCLE.

IL eft bon d’en dire quelque choft en particulier, outre
¢e quonenaditen general,

On les pearappeller des angles circonfcrits.

Etvoicy une nouvelle maniere de les mefurer. -

VIIL THEOREME.

L’ancie citconferit au cercle , c'eft 4 dire dont les
deux cétez touchent le cercle, a pour mefure la demy-
circonference moins 'arc convexe furlequel il eft appuyé.

PREMIERE DEMONSTRATION:

SortI'angle$ £ d, 4 qui foit donné pour bafe la ligne
qui joint les deux points d’attouchement 4 4 ; I'angle 4
plus les deux anglesfur fa bafe font égaux a deux droirs g
ceft a dire ont pour mefure prisenfemble la demycircon--
ference.

Or les deux angles fur la bafe ont chacun pour mefure
la moitié de I'arc convexe 4 d , parle 2® K
Theoreme. ,

Doncla mefure des deuxeft cet' are’
convexe. b d:

Doénc oftant cet arc convexe de la
demycirconference , ce quireftera fera’
lamefure de 'angle £ circonferit an cer:
cle : ce qu’il falloit demonttrer. -

SECONDE DEMONSTRATION,

_ Par la demontftration generale 'angle £a pour mefure
la moitié.de I'arc concave, moins la moitié de l'arc conve-

L1y
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xe. Or ces deux arcs comprennent toute la circonference.
Donc par le 37 Lemme, la moitié de route la circonference
moins ’arc convexeeatier eft la mefme chofe que la moi-
tié de I’arc concave, moins la moitié du convexe.
IoCORyO. UL A RSB,

Deux angles circonfcrits font égaux quand ils font
appuyez fur desarcs convexes d’autant de degrez, & le
plus grand eft celuy quieft appuy¢ furunarcde moinsde
degrez.

Car de 180 degrez quien ofte un-nombre €gal , ce qui
refte eft égal, & plus le nombre qu'onenofteelt peur,
plus ce quirefte eft grand. Donc, &e.

II. CoOROLLAIRE.

Stun angle circonfcrit eft appuyé fur
unarc convexe quifoit folitenu par le coté
d’'unangle infcrit ifofcele , Pangle infcric
& le circonfcrit font €gaux.

Car oftant'cet arc dela demy-circonfe-
rence, ce quireftera ferala mefure du cis-
confcrit par §3. 8. & delinferir par 20. S.

ITI. COROLLAIRE. :

IL cft bonde confiderer totjoursles cotez de I'angle
circonfcrit comme terminez au point ‘de Pattouche-
ment, Erfe'on cela il faut dire que tout angle circonferit
eft ifofcelle : car les deux tangentesau cercle menées du
méme point {ont totjours égales, parle »* Probleme, '

IV. CoROLLAIRE.

La ligne menée du fommet de I'an-
gle circonfcritau centre le divife tod-
jours par la moitie. Et I'on peut appel-
ler ces deux moitiezdel’angle circon{-
crit des demy-angles circonfcrits.

Car {i on tire deux rayons au point
de I’attouchement , on ne pourra con-
fiderer ces deux demyangles, qu’on ne
voye fans peine que les coftez de I'un
font égaux aux coftez de lautre,& que
les rayons duméme cercle , & parcon-

fequent
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fequent les finus en font égaux. Donc ils font €gaux.
V. COROLLAIRE.

LEs angles circonfcripts au méme cercle font €gauX | v
quand les tangentes de 'un font égalesaux tangentes de
lautre.

Soient% 4 tangente de
Pangle £ égaledz p, tan.
gente de langle z. Je dis
‘que les angles4 & z font
€gaux. Car tirant les li-
gnes du centre k¢ & z¢,
& lesrayonsc b & cp, les
3ngles kb &z p cfont égaux , parce qu'ils font tous deux
droits.

Etlescoftez de I'un font égaux aux coftez de lautre
puifque par Phypothefe £ 4 eft égaleazp, & quect & cp
fontles rayons du méme cercle,

Donc les bafes decesangles £ ¢ &« ¢ font égales.

Donclesangles 6% ¢ & p z ¢ font égaux, les coftez de
l'un eftant égaux aux coftez de l'autre, & ayant les deux
rayons pour leurs finus. Db

Or ces deux angles b £¢ & p z ¢ font chacun la moitié
«de chaqueangle circonfcrit, parle Corollaire precedent,

Donc les angles circonferits font égaux : ce qu'il falloit

demonftrer,

VI CorROLLAIRE.

LEs angles circonfcrits au méme cercle font égaux Lix.
quand leur fommer eft également éloigné du centre, &
les plus petits font ceux dontle fommeten eft plus €loi-
gue.

Cela eff facile & pronver par les demy-angles circonferits
@ je le laiffe & trowver & ceux qui commencent pour faire
effay de leurs farces.

RECAPITULATION DE LA MESURE DES ANGLES.

Lg fommet de I'angle eft ‘

§ Dansle § au centre. .
£ cercle 2 hors le centre, 2,
Gg

LX.
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{D it I'un des coftez au dedans, § le touchant.

3
& l'autre au dehors, lecoupant. 4.
. tous deuxau dedans du cercle. 5
"Hors le ( Lesdeux coftez le coupant. 6.
-
8

circonf.

cercle. Les deux le touchant.
( L’un le touchant & l'autre le coupant. 3
{ Et parmy cesangles , I'un des coftez coupant le cer.
cle, & eftant terminéa Pextremité du diametre au-
quel Pautre cofté eft perpendiculaire. 9.
ONT POUR MESURE.
1. L’arc fur lequelil eft appuyé. VIIL. 0.
2. La moitié de Parc fur lequel il eft appuy€ plus la
moitié de 'arc oppof€. IX. 4:2.
3. La moitié del’arc que fodtient le cofté quieft au de-
dans-du cercle. IX. 13.
4.La moitié de I'arc que fotitient le cofté quicft au de-
dans du cercle, plusila moiti€ de celuy quefodrient le pro-
longement du cofté qui eft hors le cercle. IX. 16.
5. Lamoitié de I'arc fur lequelil eft appuyé. IX. 18.

6. Lamoitié de I’arc concave furlequelil eft appuyé
7 moins la moitié de I'arc convexe, IX. 45.

.La demy-circonference moins-I'arc convexe fur le-.
quel il eft appuyé. IX. 52.
g. La moitié de I’are fofirenu par la partic du cofté non:
perpendiculaige au diametre. IX, 4.6.
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DES LIGNES PROPORTIONELLES.

W@ <1 propertion des lignes dépend de denx chofes, 1.
> des paralleles ¢ des angles , ¢ ainfi elle Wa pa
} [ bien traitter g’ apres Pexplication de Pune ¢
b de antre. Et mefine pour en bien comprendre tout
[ fant reprendre beancoup de chofes des paral-
leles gue nows propoferons en forme de Zemmes.

I. LEmME. DEFINITION.

Un efpace compris d’une partentre deux paralleles & 11,
indefiny de I'autre, foicappellé efpace parallele.

Il. LEMME. DEerINITION.

ComME on ne confidere dans ces efpaces que la diftan. 111
ce entre les paralleles , leur grandeur dépend de cetre
diftance qui eft mefurce par les perpendiculaires compri-
fes entre ces paralleles, que nousappellerons pour cette
raifon les perpendiculaires des efpaces.

Et dela 1l s’enfuit que ces efpaces font €gaux quand les

Ggiy
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perpendiculaires del'un font égales aux perpendiculaires:
de l'autre.

IIT. LEmMmE, DEFINITION:

Ox dit quune ligne eft dans un efpace parallele quand
elle eft terminée par les paralleles qui
le terminent, commelaligne 4 eftdans A / b
Vefpace 4. ‘

Onditqu’une ligneeft paralleleaun , b
efpace quand elle left aux lignes qui le
terminent ,comme la ligne 4 eft parallele d l'efpace 4.

- IV. LEMME.

L’incrivaTtion d’une ligne dans un efpace fe confi-
dere par I'angleaign qu’elle fait fur 'ane & lautre paral-
lele, le faifant tofijours €gal.

D’ou il senfuit que deux lignes font également incli-
nées dans le mefme efpace,ou dans deux efpaces diffzrens,.
quand les angles aigus que fait'une font ¢gaux auxan-
gles aigus que fait I'autre.

Et que la moinsinclinée eft celle qui fair fonangle aigu-
moins aigu & plus approchant du droit.

V. LEMME IMPORTANT:

Lorsque deuxou plufieurs lignes {font menées d’un’
méme point fur la mé€me ligne, elles {font cen{ées eftre
dans un méme efpace parallele. Car il ne faut alors que
concevoir une ligne menée par ce point commun, qui?’oit
parallelea celle qui les termine. D'otril s’enfuit que les
coftez d’un angle terminez par une bafe font towjours cen-
{ez eftre dans le méme efpace parallele.

VI. LEm M E.

Dzux anglesfoient appellez {femblables lors queftans
égaux les angles fur la bafe de 'un font égaux aux angles
fur la bafe de l'autre chacuna chacun.

Et on eft afleuré que cela eft; 1. quand on fcait qu'ils
font égaux, & qu'un desangles {urla bafe de 'uneft égal
al’an des angles fur la bafe de l'autre: cardelail s'enfuit
que Pautre eft €gal aufhi.

2. Lors qu'étant égauxils fontde plus Hofceles. VIIL. 5e.
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VII LemMmE
u A N D les fommets de deux angles font €galement
diftans chacun de fa bafe ( prolongee s'il eft befoin ) ces
deux angles peuvent eftre compris dans le méme efpace
arallele. Car mettant ces deux bafes fur une méme ligne,
a ligne qui paffera par les deux fommets fera parallele
celle qui comprendra les deux bafes,
VIIL LeMME
D ans le mémeefpace parallele, oudans les efpaces
ralleles égaux , toutes les également inclinées font éga-
les, & toutes les égales font égalementinclinées. VIIL j4.
Et aucontraire les efpaces paralleles font égaux quand
les égalementinclinées y font €gales. Car dela il eft cer-
tain- que les perpendiculaires le font auffi, VIIL s6.

IX. LEMME.

Lors quune méme ligne eft coupée par plufieurs Ii.
gnes toutes paralleles, toutes les portions de cette ligne

coupée font également inclinées entre les paralleles qui-

les renferment. VIIL 57.
X. LemMMmE

“Lors quil ya proportion entre quatre lignes, on dit
que deux de ces lignes font proportionelles aux deux au-
treslignes quand les deux antecedens dela proportion fe
trouvent dans les deux premieres, & les deux confequens
dans les deux dernieres. Do il s’enfuit aufli qu’4/zer-
nando , on peut prendreauffiles deux premieres pour les

deux termes d’uneraifon , & les deux dernieres pour les*

deux termes de l'autre.

PROPOSITION FONDAMENTALE

DES LIGNES PROPORTIONELLES.

Lors que deux lignesfont égalementinclin€es en deux
differens efpaces paralleles, elles font entr’elles comme
les perpendiculaires de ces efpaces, & leurs €loignemens
du perpendicule font auffien méme raifon.

Ggiij.

VIIL
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Soient deux efpaces A & E.
‘Soient appellées dans 'efpace 4.

La perpgnpdiculairc, 3 p. AP B\C
L’oblique, : e :
L’¢loignemétduperpendicule 3. Gt gl
‘Etfoient demémeappelléesdans E P ¢

Fefpace,
La perpendiculaire 2-

‘L’oblique _ T
L’¢loignement du perpendicule 4.
L P ek 5 B

Et en voila la preuve tres-naturelle , dont je ne croy
pas que jamais perfonne fe {oit avifé. '

Soit 2 divilée en quelques aliquotes que I'on voudra |
10. 20. §00. 6000. 10000. &c.Et ces aliquotes quelcon-
ques de 2 foient appellces .

‘Si on tire par tout les points-de cette divifion telle
quelle foit -des paralleles 4 I'efpace 4 , cet efpace fera
divifé en aurant de petits efpaces paralleles qu'x fera dans
P. Ercespetitsefpaces feront égaux parle 2¢ Lemme, par-
-ce qu'ils auront tous x pour perpendiculaire.

Etdella il s’enfuit que C fera auffi divi{é en aliquotes
pareilles d celles de 22, parce que les portionsde C, quife
trouvent entre chacun de ces perits efpaces.égaux y étant
€galement inclin€es par le 9¢. Lemme , y font égales
par le 8, : :

Soient donc les aliquotes de C parcilles a celles de 2
appellées y. '

Qlu::_ﬁ de tous les points de divifion de C on tire des pa-
ralleles 4 #( quiferont par confequent perpendiculaires
d I'efpace) elles couperont encore 2 en aliquotes pareil-
les, parce que chaque y fe trouvant également inclinée
en chacun de cesnouveaux petits efpaces, ils feront égaux
Far le9¢ Lemme. Et par confequent les portions de B qui

eront toutes perpendiculairesdans ces efpaces €gaux, fe-
ront égales. { Et.cela méme {eroit vray quand elles n’y fe-
roient pas perpendiculaires , pourveu qu'elles y fuffent

Jedis que
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egalement inclinées. Ce qu’il faut remarquer pour une
autre occafion. )

Cela eftant fait, prenant x pour mefurer p de l'efpace £,
ouelle s’y trouvera precifement tant de fois , ou tant de
fois plus quelquerefte, c’eft 4 dire plusune portion moin.:
drequ’x. Ev ainfi tirantdes lignes paralleles a l'efpace £
par tous les points de Ja divifion de » mefurée parx,lef.
pace E fetrouvera divif¢ en autant de petits efpaces égaunx
entr’eux , & égaux 4 ceux qui ont eula méme x pour per-
pendiculaire dansl’efpace #, qu'x fe fera trouvé dans p ,,
fice n'eflt qu'il y en aura un plus petic , fi x ne s’y eft
trouvee que tant de fois plus quelque refte. Car le petit -
efpace ou fera compris. ce refte fera plus pertit que les
autres:

Etde.lail s'enfuit que ceftant auffi inclinée dans £ que-
C dans A, les portions de ccomprifes dans ces efpaces:
égaux i ceux d’A feront égalesaux portionsde €, & ainfi «
fe pourront aufli appellery, & s’ilyavoiteuen pun refke
moindre qu'x , il y auroit aufli eu en ¢ un refte moindre:

w’y. ‘

Donc par la definition desgrandeurs proportionnelies,

- Bifid saaCirn :
puifque x &y, aliquotes quelconques pareilles des deux:
antecedens 2 & C , font également contenués dans les:
deux confequens p & ¢, fi dans 'un fans refte, dans’au-
tre fans refte : fi dans 'un avec refte, dans lautre avec

refte.

On prouvera la mé€me chofe de 2-& de 4. Car fi cérant
mefurée & divifée par y , ontire des parallelesa p ( qui-
feront perpendiculairesd I’efpace ) par tous les points de-
ladivifion , 4 fera divifée en autant de partiesque ¢; & ces
parties feront égales aux parties de B, que nous avons:
nommeées g : fi ce n’eft qu'il y en aura une moindre que z,
sil y a eu un refte dans ¢ moindre qu’y.

Donc les aliquotes pareilles de C & de B feront égale-
ment contenuéa dans¢c & 4.
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Ponc €,
Donc Pp ::Cc :: Bb.Cequilfalloit demonftrer
I. THEOREME.
St deux lignesinégalement inclinées dans le méme ef-
ace lefontautant chacune , que chacune de deux autres
e font dans un autreefpace , les également inclinées font
en méme raifon,

Soient les efpaces £ & E. B
Soit Cautantinclinée dans'ef- it (/ &

pace .4 que¢ dans Pefpace E.
Et D autant inclinéedans P'ef-
pace 4 qued dans l'efpace E. '
Jedisque Cc :: Dad.
Car parla propofition prece- g ,:/ \c[
dente
«Ceftdc,commela perpendicu-
laired’ 4 ila perpendiculaire d’E,
Or Deftauflia 4, comme ces deux mémes perpendi-
culaires,
Donc Cc¢:: Dd.
On le peut aufli prouver immédiatement & par foy-
méme fans avoir recours aux perpendiculaires par la mé-
me voye dontons’eft fervy dansla Propofition preceden-

_ te, & quejenerepete point, parce qu'il eft tres-facilede

la trouver,
I. COROLLAIRE.

Prusteurs lignes étant diver-
fement inclinées dans le méme / \ \
dfimce pasalldle; i elies foge 15 Tr 7 ]
toutes coupées par des paralle- //[
lesd cetefpace, elleslefontpro. - i T <
portionellement , c’eft 4 dire
que chaque toute eft 4 chacune de fes parties, telle qu'eft
la premiere., ou la deuxiéme, oula troifiéme , &c. comme
chaqueautre touted la méme partie premiere, ou deuxié- -
me, outroifiéme , &c¢.

Cleft une fuitte manifefte du precedent Theoreme,
' puifque
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puifque d’une part toutes les toutes font dans leméme
efpace, quicft Iefpacetotal. Toutes les premieres par-
ties dans le 1¢r efpace partial , les 2des dans le 2¢ , & ainfi
des autres. Et que de Paucre chaque toute & chacune
de fes parties font ¢galementinclinées chacunedans fon
efpace parle g¢'Lemme. Donc la 1t toute eft & fare
partie comme a fecondetoute 4 {3 yre partie.

II. CoROLLAIRE.

menees d'unméme point ///'/ RS
fur une méme ligne, elles / \x
font coupées proportio- .../ !\ \
lignes parallelles 4 celle £/ A
- Ceft laméme chofe quele precedent Corollaire, puil-
que tirant par le point commun 4 toutes ces lignesune li-
toutes dansle méme efpace parallele , & par confequent
les paralleles 4 cet efpace lesdoivent toutes couper pro-

Siplufieurslignes font -one
nellement -par toutesles /. /. \
qui les termine.
gne parallele 4 la ligne quiles termine,elles fe trouveront
portionellement.
III. CoroLLAIRE.
Srdeux lignes comprifes dans \

un méme efpace fe coupent, el-
lesfont coupées proportionelle- ...........
ment.C’eft a dire queles parties
de 'une font proportionnelles
aux parties de autre, outre que
latouteeft 4 la toute comme cha que partic 4laméme
partie.

Ceft encore la méme chofe quele 1er Corollaire, puif-
que menant une parallelea Pefpace parle point dela fec.-
tion, ce feront deux lignes dans le méme efpace total qui
font coupées par une parallele a cet efpace, & qui par
confequent le doiventeftre proportionneller;{eﬁ-r,

XY.

XVI,
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w1 BV L0 ROLLAT REo-

St qu?tre lignESlflcl)nt l{gs op-.  — G

ofées font paralleles.fe joi-
gnent aux egrremitez-a, eJlles ,://7 / '
font deux efpaces paralleles,

I'un d’un fens & autre de lautre fens; & la ligne tirée de-
coin en coins’appelle diagonale.

Que fi d’un point quelconque de cetce diagonale onrtire
deux lignes comprifes chacane dans chacun de cesdeux
efpaces, les parties de'une de ces lignes feront propor-
tionnelles aux parties del’autre, .

Car les deux parties de chacune
font proportionnelles - aux: deux
parties de la diagonale, par le
Corollaire precedent,parce que
chacune de ceslignes & la diago-
nale font comprifes dans le mé-
me efpace parallele & s’y coupent. Dont les parties de-
chacuneeftant en méme raifon que celles dela diagonale, .
les parties de 'une doivent aufli eftre en méme raifon que
les parties de autre , puifque deux raifons égales a une 3%
font égales entr’elles. .

II. THEOREME.

Lorsquk deux angles font femblables ( c’efta dire
felon le fixiéme Lemme , lorfqu’eftant €gaux les angles.
fur la bafe de'un. font égaux aux angles fur la bafe de-
Pautre chacuna chacun) ces coftez fentproportionnels -
aux coftez, & la bafedla bafe, & la hauteur a la hauteur.
C’cfta dire que les coftez decesdeuxangles également
inclinez.chacun fur fa bafe feronten méme raifonque les
deux autres coftez & queles deux bafes, & que les diftan+
ces dechaquefommert achaque bafe : ce que j'appellela
hauteur de chaque angle.

Soient les deux angles nommez 4 & E.

Soitle grand cofte d’ 4 nommé. C.

Le petit- D

La bafe. B.
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"La hauteur H
Et dans Pangle E.

"Le grand cofte .

Le petit d.

La bafe b.

La hauteur b

‘_]edisque C ¢ i DB B ok
Onle peut prouver facilementde la méme f{orte qu'on
a prouve la Propofition fondamentale, c’eft pourquoy
je ne le repete point. 7
Mais on le peut encore decette autre forte,
Par le §¢ Lemme.

1°. C & D fontcenfées eftre dans le
méme efpace parallele, & de méme
< & d.

Et deplus par I'hypotefe C & ¢font
€galement inclinées chacune dans fon
-elpace , & deméme D & 4.

Donc par la Propofition fondamen-
tale, & par le 1 Theoreme.

CRi SN
D.d.:: H. b
C. ¢ =2 D.d & alternandoC. D :» ¢.d,

2°. Par le 5° Lemme, 'C & B {ont dans le mémeefpace
parallele &cdeméme ¢ & 4, & de plus € & ¢ font égale-
ment inclinées chacune dans fon efpace & de méme
B &6

Donc par le 1 Theoreme, :

C.c¢ :+ B. b & alternando C. B :: ¢. b.
3°. Par le méme §* Lemme, D & B font dans lemé&me
-efpace parallele, & de méme J & 4.
P - oo
~ Etdeplus, D & B fontégalement inclinées chacune
«dans fon efpace, & de méme 4 & 4.

Donc par le 1 Theoreme,

D.d :: B. b. &alternando D. B. :+ d. b.

Donc 5 2+ B. 4. Cequil falloit demonftrer.
Hh jj
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I. COROLLAIRE.

x1x. DEux angles Ifofceles eftant égaux, ilsfont fembla-
bles, & par confequent les coftez {ont aux coftez comme
la bafealabafe, & la hauteur d la hauteur. Car deuxan-
les eftant Ifofceles, ilsne peuvent eftre €¢gaux que lesan-
gles fur la bafe de I'un ne foient égaux aux angles fur la

bafedelautre.  VIIL 6o. :
II. COROLLAIRE. ‘

S1 unangle a deux bafes paralleles,ils’y trouvera di-
verfes {ortes de proportions de grad ufage.

Mais pour le mieux faire entendre, il faut confiderer
que les coftez de cet angle felon la derniere bafe com-
prennent fes coftez {elon la premiere, & c’eft pourquoy
nous appellerons les uns zoxzes, & les aurres les premieres
ou dernieres parties de chacune de ces toutes. Soientdonc
nommees.

Les- deme toured A B T sl el g
Lesdeux premieres partiesp. & p. V

xxl

Lesdeux dernieres q. &g
Laderniere bafe & la1* B. & 4. 7_ﬁ__[-’
De plustirant par le fommetune ¢
paralleleaux deux bafesil {e trou- B
vera trois efpaces paralleles.
Le total entre le fommet & B, que jappelleray 4.
Le premier partial entre le fommet &4, ;
Le fecond partial entre 6 & B, ! E.
Cela eftant parle 9" Lemme, 3N
T eft autant inclinee danse,; que p dans A, &-qdans E,
Et deméme 7" autantinclinee dans«, que. p dang A.
& ¢ dans E. ;
Donc par le 1= Theoreme,

LT, p. s 7. p.- & alternando. T. T =y pup.
C 7% T.q.:: 7 e g 7 ey aal L q- g
3.2 apige Spiag PP ni e g

4. Par le 2¢ Theoreme chaque toute & fa premiere

partie font en méme raifon que la derniere bafe & la
premiere,
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T.P s Bl T._B. ::P.é.
ey :: Bub. Bz b
Car cet angle quia deux bafes paralleles doit eftre con.
fideré comme fi c’eftoient deuxangles égaux , dont I'un
euft pour coftez & pour bafes T. 7". B. & l'autre p. p. &,
& ainfiles deux angles furla bafe de 'un érant égaux aux
deux angles fur la bafe de l'autre chacun 4 chacun | les
coftez de'un fontproportionnels aux coftez de I'aurre, &

les bafes auffi. Et par confequent T. p :: 7. p. : : B.4.

El, . CoOROLILAIRE.

LorsquE deux angles ont leur fommet également difl
tant de leur bafe, & que par confequent ils peuvent eftre
compris dansle méme efpace parallele ( felonle 7 Lem-
me ) fil’'ondonnea ces deux angles de nouvelles bafes pa-
ralleles aux anciennes, & dont chacune en foit égale.
ment diftante , ces deux nouvelles bafes feront propor-
tionelles aux deux anciennes..

Suppofons que lesdeux bafes de ces deux angles, lef:
quelles jappelleray B & B, {oient furla mémeligne, la
ligne qui joindralesfommets fera parallele 4 cette ligne.
D’ou il s’enfuir, _

1°.Que confiderant dans chacun de ces angles un feul
coft¢, dontjappelleray 'un T & Vautre 77, ceferont deux
lignes dans le mefine efpace parallele.

2°. Que les deux nouvelles bafes, quej'appelleray b &4,

eftant paralleles auxanciennes, & en devant eftre chacu.

neégalement diftantes, {é trou- ’ SRR
veront neceffairement dans la- /| //
B - A 3 / \
méme ligne parallele 4 Pef- 7 Nt
pace. RN
Donc par le 1 Corollaire ~ g % 59

du 1** Theoreme : certe ligne

parallele d I'efpace coupe proportionnellement T & 7, &
ainfi appelant p la premiere partie de T. & p la premiere
partic de 7, ¥ i

Or par le Corollaire pr'e-cede'nt.chacun de ces angles-

Hh ij

X XI,
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ayant deux bafes paralleles ¢T.p:: B. b,
RXT.p:: B.b.

Donc les deux raifons de B. b & de B. 4 font égales,
puifque chacuneeft égale 4 chacune desdeuxraifons T.p
& 7. p qui font egales entr’elles. Donc

B.b :: B. . Donc alternando B. B :: b. é.

IV. CorRoLLAIRE.

St d’un méme point on
tire plufieurs lignesdlameé-
meligne comprifes entre la
-premiere & la derniere, &
qu’en tire des parallelesa
celle-ld qui foient aufli
comprifes entre la premie-
re & la derniere de ces
lignes tirées du méme point ,-toutes ces paralleles feront
coupées proportionnellement, c’eft 4 dire que chaque
toute & fa premiere partie feronten méme raifon que cha-
que autre toute & fa 1 partie, & ainfi du refte.

Il fuffit d’examiner deux de ces paralleles comme eft

- la derniere, quejappelleray T, & {a premiere partie p,

& une autre que jappelleray 77, & fa premiere partic p,
& ainfi il faut prouver que
X L EE TR s
Et pour cela il ne faut que confiderer, 1°.°Que ces
lignes tirées d’un méme pointfont divers angles, que la
premiere & la derniere font P'angle total , quia toutes les
paralleles entieres pour {es diverfes bafes. ‘Que la pre-
miere & la feconde font le premier angle partial, qui a
toutes les premieres parties de ces paralleles pour fes di-
verfes bafes, & ainfi du refte.
2°, ‘Que tous ces angles font dans le méme efpace pa-
rtallele, parce quon peut-tirer une ligne par leur fommet
._comlmun qui fera parallele d la derniere bafe de I'angle
total,
Done T eftant la derniere bafe de l'angle, & p 1a
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derniere bafe du 1 angle partial | laquelle eft partiede la

ligne T &p, dont 7"eftuneautre bafe delangle total, &

p une autre bafe du 1 angle partial, feront auffi fur une
méme ligne parallele a-lefpace , puifque p eft partie
de 7.

Donc par le Corollaire precedent, les deux dernieres
bafes de ces deux amiles T & p feront en mefme raifon

que leurs deuxautres bafes 7* & p. Donc
T p .. T P

Donc par la mefime r.aifon.c-haqL;e [;arallele & fa 1*par-

tie feront en mefme raifon que chaque autre parallele &

fa 1t partie.
En on prouverala mefme chofe avec la mefme faci-

lir¢ de chacune des autres partiesen comparant tofijours

enfemble celles quifont renfermées entre les deux mef:
mes lignes. ]
V.- COROLLATRE

- St l'une de ces paralleles renfermées entfe la 1* & la x X111

derniere de plufieurs lignes tirées du mefme point, &
divifée par'ces lignes en parties aliquotes ; c’eft4 dire en
un certain nombre de partie €gales, toutesles aueres font
diuifées par les mefnres lignes en aliquotes pareilles.
C’eft une fuite manifefte du precedent Corollaire. Car
fichaque partie de 'une de cesparallelesen eft par exem-
ple la dixiéme partie, il faut que chaque partie de cha-

. que autre parallele enf{oiraufli la dixiéme partie, puifque
~ chaque parallele & chacune defes parties font en mefme

- raifon que chaque autre parallele, & chacune de fes par-
ties femblables.
VI. Cororral RE:

St un angle a plufieurs bafesparalleles; toutesleslignes
tirées du fommert qui couperont ces bafes, les couperont
proportionellement. D’ouril s’enfuit qu'en quelquesali-
quotes que 'une de ces bafes paralleles foit divifée , tou-
tes les autres le feront enaliquotes {aareilles.

Ce n’eft que les precedens Corollaires un peu autre. -

ment énoncez.

Xxavy
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proportionnelles aux deux cordes

foutiennent les unes font propor-

£un.

des d’un cercle, comme jointes &
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VII. CoROLLAIRE.
Lgs.deux cordes d’'un cercle font

d’un autre cercle, fi les arcs que

tionellement €gaux aux arcs que
{outiennent lesautres,chacun d.cha-

Soient confiderées les deux cor-

faifant un angle infcric : telles que
fontbe & bd d'upe part; K BC &
B D de lautre. ( Car fi elles ne fai-
foientpasd’angle infcrit danscha- .
que cercle, il ne faudroit qu'en prendre d’égalesa celles.
la qui en fiffent, puifque foutenant des arcs €gaux dans
chaque cercle, par V. 26. ce fera lamefme chofe pourju.
ger de la proportion. ) Cela fuppofé,

L’angle ¢ & 4 infcrit dans le premier cercle eft
égal 4 l'angle C B D infcrit dans le E‘.cond cercle, par
IX. an

Et les angles que font les coftez & ¢ & 4 dfur la bafe d,
font égaux aux angles que font lescoftez B C & B Dfur
la bafe D C, chacun a chacun, par IX, 1.

Donc par la 2* Theoreme,

b6 B oG ws bl B B d ol D Gl

VIII. CoROLEAIRE.

St deux cordes de divers cercles {foutiennent des arcs
proportionellement égaux , ( c’eft adire d’autant de de-
grez ) elles font proportionnelles aux diametres de ces
cercles.

C’eft une {uite du precedent. Car les diametres fou-
tiennent des arcs proportionellement égaux dans chaque
cercle, puifqu’ils en foutiennent la demy-circonference.
Left donc lamefme preuve & encore plus facile.

IX, Coror.
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IX. COROLLAIRE.

S1 deux cordes égales de divers cercles foutiennent
‘chacune autant de degrez, les cercles font égaux. Car
})ar le precedent Corollaire elles font en mefine raifon que

es diamertres des cercles. Donc fi elles font égales, les
diametres font ¢gaux. Donc lescercles font égaux,
ITII. THEOREME.

Deux Angles quoy quiinégaux ont neanmoins leurs
coftez proportionnels, lor{que le cofté del'un fur fa bafe
fait un angle égald celuy que fait auffi fur fa bafe un des
coftez de l'autre, & que l'autre cofté du premier angle
faifant fur {a bafe un angle obtus,& I'autre cofté du fecond
angle faifant unangle aigu furla fienne, laigu eft le com-
plementde Pobtus, enforte que tous les deux enfemble
valent deux angles droits.

Cette derniere condition fe peut encore exprimer en
une autre maniere, qui eft que ces deux coftez, I'un d’un
angle & Pautre del'autre, faflent chacun fur fa bafe lemé.
me angle aigu, mais que I'un le fafle au dehors dela bafe
& 'autre au dedans.

Cette derniere expreflion fait ...
entrer plus facilement dans la
demonftration .de ce Theo-
Teme,

Soient les deux angles, don
- Tanait pourcoftezC & D; &
pour bafe B. Et l'autre pour
coftez ¢ & d,& pour bafe 4.

Je fuppofe , 1°. Que les an-
gles.que les coftez C ¢ ¢ font
chacun furleur bafefont égaux.

2°, Quelecofté D faitunan-
gleobrus fur labafe B, & dun
angle aigu fur la bafe 4, mais
que cet aigu eft égal au com-
plementde cet obtus, D'ouil
S’enfuit,

XXVIIL

XXVIIIL.
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Que I'angle aigu que D faic fur la bafeen dehors en la
concevant prolongee , eft égald I'angleaigu que 4 fait fur
la fienne endedans.

Celaeftant, je dis que Qiigicen Diyde

Car foient faits dedeuxangles deux efpaces paralleles
en prolongeant les bafes B8 4 autant qu'il eft neceflaire,
& tirant par chacun des fommets des paralleles a ces bafes.
Et celuy de cesefpaces danslequel font C & D foit ap-
pelé 4, & l'autre E.

Par T'hypothefe I'angle aigu que fait C dansl'efpace .
A eft égar a l'angle aigu que fait cdans l'efpace E.

Donc par le 4° Lemme C& ¢ {ont également inclinées.
chacune dans fon efpace.

De mefime par Phypothefe I'angle aigu que faic D dans.
Pefpace A (furlabafe B prolongee)eft égal al'angle aigu.
que fait ddans’efpace E.

Donc par le 4¢ Lemme D & d font également incli-
nées chacunedans fon efpace, & il n’importe que D foit
autrement tournceau regard de ¢, car cela ne change en-
rien P'inclination dechacune dansf{on efpace. Donc par.
le y* Theoreme,

C.c ::D.d. & alternande C.D :: ¢ d.
AuTrRE DEMONSTRATION.

S1 on tire une ligne du fommet furla
bafe B prolongéecégalea D, 'angleai-
cu que fera cette ligne que j’appelleray-
P fur Bprolongéefera égalan comple-
ment de 'obtus que fait p fur B, & par
confequent 4 ’aigu que fait 4 {ure.

Donclesdeux angles dont]’una pour fescoftez C & 2,
& lautre ¢ & d, {ont femblables parle 6° Lemme.

Donc -C.coxv B d ‘

Or par la conftruction 2 eftégalea D. Donc

C.8ineD.5d:
AVERTISSEMENT:

Cette derniere demonfiration , guoyque moins bonne que la

premiere ya cela dutile, guelle fait voir plus clairement la
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difference gu'ily a entre ce 3¢ Theoreme @ lezc, qui eff gque
dans le 2° non [enlement les coffex d'un triangle font propor.
tionels a cenx de Paytre 5 mais aulli Lz éﬂﬁ- 5 au lien que dans
celuy-cy il wy a que les coffex_de proportionnels , effant bien
clair gue Iz bafe B [#r laguelle eff Pangle obtus, doit effre
plus petite & proportion que la bafeb.

Car appellant T Iz bafe B, prolongée jufquesa P, il eff
tlair que I angle gui a pourcoftez C, &P & T pourbafe, ef
femblable & Vangle gui a pour coffez c & d, & b pourbafe.

Donc parle 2¢ T heoreme 1(3: 3} DO R

Or B w'eff gque particde P , doncil ny a pasle méme rai.
fonde Bab | guede C ac.

I. CoroOLLAIRE

Une ligne que j'appellerayla coupante eftant inclinée
fur une autre que jappelleray la-coupée, fi de I’extremi-
t¢ & d’un autre point de
cette coupante on tire deux
lignesde part & d’autre qui
faflent des angles égaux fur
la coupée, la coupante en-
tiere {era 4 {2 partieversla
‘coupee-commela ligne ti-
rée de fon extremitéa I'au.-
tre ligne tirée de fon autre point.

Jeen laife d trouver la demonftration,, qui neft quune
application du precedent Theoreme.

I, CoROLLA IRE.

X,XXI

St un angle a diverfes bafes diverfement inclinées fur xxxir.

{es coftez, laligne qui divifera cet angle parla moitié fera
que les deux parties dechaque bafe {eront proportionel-
les aux deux coftez de -cet angle felon cette bafe, Il {uf.
fira de ledemonftrer enune feule bafe.

i j
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Soitun angle divifé par lamoi-
tié parlaligne p. Soit I'un de ces
coftez appellé C & lautre ¢, la
partie dela bafe quijoint Cappel-
lée D, & lautre 4. :

Si on tire par les extremitez de ;
labafedes paralleles ap,il yaura :
devx efpaces paralleles.

Celuy dans lequel font C & D foicappelé 4, & l'autre
E, par le 9 Lemme D & dfont également inclinées cha-
cune dans fon efpace.

Et par I’hypotefe € & ¢ font aufli également inclinées
chacune dans le fien , puifque les angles aigus que cha.
cune fait fur p font €gaux.

Donc par le premier Theoreme,

C.c :: D.d. & alternando C. D :: ¢. d.
II1. CoROLLAIRE

St la ligne qui divife un angle en divife auffi la bafe
proportionellement aux coftez, c'eft adire enforte que
les deux coftez delangle foient en méme raifon que les
deux parties de la bafe, Pangle eft divifé parlamoitié.

C’eft la Converfe du precedent Corollaire qui {e prou-
Ve en cette maniere.

Soit Pangle 4 £ d divif€ par £ ¢, K
en forte que

be cd i kbR
Si nous fuppofons que ce mefme an-
gle eft divife parlamoitié park x,il | &
senfuit par le precedent Corollaire c '
que

: : :

bx. xd =z kb, kd
Donc bx. xd :: be¢ ¢ d.
Donc wmponendo bd. xd :: bd. cd.
Donc les points x & ¢ ne fqauroient eftre que le mefme
point,& £ x & & ¢ la mefime ligne, Donc £ ¢ divife I'an-
gle par la moiti¢. Ce qu’il falloit demonttrer.
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L. PROBRLEME

Trouverune 4° proportionelle. Cleft'a dire ayant la
iye yla 2*& laze, de 4 lignes proportionelles trouver
Pege:

XXXI1lv,

Ouayantles deux premiers termesd’une raifon, & I'an--

tecedent dela 2°, en trouver le confequent.
Le moyenle plus facileeft defe fervir pour cela du pre-

mier Corollaire du{econd Theoreme. (13.S.) Et ainfi.
donnant les mefmes nomsaux trois données & a la 4%, qui.

eft 4 trouver, jappeleray a
La 1 P'
La 2¢ q. e 4
La s 2 5
Et la 4° a trouver g. Y IEHE

Cela eftant, il faut
1°. Mettre p & q furune mefme ligne. -

2°, Faire un angle de p la 3*avec plar™.

3°. Joindre par & les extremitez de la1* & de la s,

4°. Prolonger indefiniment p la 3-.

5°. Delextremité de qla 2°tirer B peralleled 4, juf-
qua la rencontre de p prolongée.

Le prolongement de p julqu’d larencontrede B fera la
4° que P'on cherche. Car il eft clair par le Corollaire {uf-
dit (13.S. ) que ¥ Ty B7

On peutencore fairela mefme chofe d’une autre ma-
niere, qui eft de renfermer la plus petite des deux premie-

XXXV

res données dans la plus grande: & alors la plus grande:

sappellera T, & la plus petite qui en eft.partie p.

Mais il faut prendre garde fi la
premiere des données eft la plus x B
petite cu la plus grande. Car f{i P L

c’eftla plus grande, il faudra com-
mencer par T, & last feraaufliz: 9
Etalors pour trouver g, qui fera la

¢ que ’on cherche, aprésauoir joint par B lesextremi--
b

ez de T & de 7. 6 parallele 4 B eftant tirée de Pextre:
' Li iij
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mité de p fur 7° donnera p. Car il eft encor clair parle
me{me Corollaire que
3 HE R 55

‘Que fi la 1= des deux données efta plus petite, la3* fe-
ra p, & la 4°a trouver fera 7°. De {orte qu'aprésavoir
joint par & lesextremitez de p & p, il faudra prolonger p, &
tirant de Pextremitéde T furle prolongement de p, B pa-
rallele 4 4, on aura 7" pour la 4°4 trouver. Car parle mé-
me Corollaire ( 13. S.) permutando.

p-T .22 p. .

COROLLAIRE.

TrouvER une 3¢ proportionelle , c’eft 4 dire faire que
Pune des deux données foit moyenne proportionelleen-
tre Pautre donnée & la trouvée. Ceft la mefine chofe que
le precedent, excepté qu'une feule des deux donnces tient
lieu dela 2° & de lase. '

II. PROBLEME.

Trouver laligne qui foit 4 une ligne donnce en rai-
fon donnee.
Soit la ligne donnée p, la raifon donnée 7. #,la ligne
que lon cherche x. Ainfiil fauttrouver,
X.p. :: m R
Or pour cela il ne faut que tranfporter les termes en
commencant par z, & les mettant ainfi,
n.m. 2 P. X
‘& puis trouver x par le Probleme precedent. Ce qu'é-
tant fait onaura ce que l'on cherche, parce que fi
nom i P.oX
permuiando : :
% p. :: mn Cequil faloit demondtrer.

1I1. PROBLE ME.

~ Drviser unié ligne donnée en quelquealiquotes que
Ton voudra.
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Soit D laligne 4 divifertirer
au deflous ou au deflusune pa-
rallele indefinie que j’appelleray
2. Prendre dans 2 autant de
parties €gales qu'on veut en 2
avoir en la divifion de D, & D
prendre garde quelles foient

|
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notablement plus grandes ou P
plus petites que ne peuvent eftre

cellesde D E)uis de deux points entre lefquels font com.

prifes toutes

es parties egales qu'ona prifes dans 2P, tirer

deuxlignes parles extremitez de D . juiques 4 ce quelles-
fe joignent : toutes les lignes tirees de ce point Id A tous-
les points dela divifion'de 2 qui couperont D, la divi.

feront en autant de parties ¢gales quon en aura pris-

dans 27,

La preuve en eft cy.deflis dans le 5 Corollaire du 5+

Theoreme. (22.S.)
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GEOMETRIE

LIVRE ONZIEME.

DES LIGNES RECIPR OQUES.

g E livre cy [era encove de la proportion des lignes,
"’ o contiendra plufienrs chofes monvelles que Lon
\Er’ > jugera peut effre plus belles & plus generales, que
P tout ce gu'on @ tronvé jufques icy fur cette matie-
s¢ des proportions , en ne [¢ [ervant que des lignes droiiies &
des cercles.
Pour les mienx faire entendre nous propoferons quelques
Lemmes qui feront voir anlfi en quoy eft different ce que Uon
sraite dans ce livre de ce qui vient deftre traitié dans le livee

precedent , & nous le diviferons en 7. [fettions.

SECTION
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Lemmes €5 de cequ'an entend par les Antiparalleles:
avec le plan des principales chofes gquon doir
traiter dans ce Livre,

L LEmMwMmE

‘Quanp il ya proportion entre 4 lignes, on y doit re.
‘marquer en les comparant deux a deux, deux rapports
fortdifferens.

L'un eft celuy quifait dire que les unes fent proportio-
nelles aux autres.

Et Pautre, que les unes font reciproques aux ancres.

Car fi oncompareoula 1 & laz®avec la 2¢ &la 4,
c’efta direles deux antecedensavec les deux confequens

Ou les deux premieres avec les deux dernieres, ceft a
dire le 1 antecedent & fon confequentavec le 2¢antece-
dent & fon confequent; on dit alors que les unes font pro-
portionelles aux autres,

Maisfi on compare la 1 & la 4°avecla ¢ & lasze, ceft-
a dire les extrémes avec lesmoyens; on dit alors que les
unes font reciprogues aux autres.

Tout ce que nous avonsdit dans lelivre precedent ne
regarde quele premierrapport.

Et tout ce que nous dirons dans celuy-cy ne regarde
prefque que le fecond, & c’eft pourquoy neus I'avonsin.
titulé des lignes reciproques.

II. LM MmE.

Une feule ligne peut eftre dite reciproque 4 deux li-

nes , & deux lignes eftre reciproques 4 une feule. Mais
c’eft lors feulement que cette ligne que 'on compare feu.
le avec deux autres eft moyenne proportionelle entre ces
deux autres. Car alors elle en vaut deux, parce qu'clle faic
deux termes de la proportion. Le premier & le dernier

quand on commence par elle : comme i jedis, une ligne
Kk

i .||
1L "'

|
i
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de 6 piedseftaunede 4 comme une de gaune de 6 : ou
le 2¢ & le 3¢ quand on la met au milieu, comme fi je dis
4.6 :: 6. 9. Etil faut remarquer que quoique cette der-
niere difpofition foitla plus ordinaire, il y 2 neanmoins
des rencontres ou il eft utile defefervir de la premiere,.
comme on pourra voiralafin de ce Livre..

EII. L EMME.

Lorsqu'un angle a deux bafes, & que les deuxangles.
fur une bafe font égauxaux deux angles fur l'autre bafe
chacuna chacun, cela peutarriver en deuxmanieres.

La premiereeft quand I'angle quel’une des bafes fait fur
un cofté eft égal a angle que I'autre bafe fait fur le mé-
me c6té. ( Jappelle lemefime coté la mefme ligne droite
tirée du fommet, quoique confiderée felon les diverfes.
bafes elle tienne licu de deux coftez.)

Or il eft vifible que cela ne peat eftre que quand les.
bafes. de cet angle font paralleles., comme l'on a veu:
X. 13

I;a,3 feconde maniere eft quand 'angle qu'une bafe fait:
fur un cbté eft égal a I'angle que I'autre bafe fait fur l'au.
tre cofté. Et alors.onpeut appeller ces bafes antiparalle-
les, pour marquer leur effet oppofe 4 celuy des bafes pa-
ralleles. Ce font ces fortes de bafes qui feront prefque
toutes- les preuves dans tout ce Livre.

1V. LEMME.

Les bafes paralleles d’'un méme angle ne peuvent eftre-
difpofées que d'une feule maniere, qui eft d’eftre toutes:
feparées I'une del’autre. Car c’eft le propre des paralle-
les de ne fe pouvoir jamais joindre. Mais les antiparal-
leles peuvent eftre difpofées en trois manieres differentes..

PrEMIERE Di1sPosiTION DES ANTIPAR ALLELES.

L premicre reflemblea celle des paralleles , les deux
antiparalleles étant auffi toutesfeparées , & alors il eft
vifible que les cotez de cetangle felon la derniere bafe

) OO0




DE GEOMETRIE, Liv.XI. 259

-que nous appellerons B, comprennent
les coftez de ce mefme angle felon la
premiere bafe quenous appellerons b :
& ainfi les unes font zonzes , & lesautres
leurs premieres parties , c’eft 4 dire leur
partiela plus proche du fommet (& re-
‘marquez que danstout ce Livre fe fera
tofijours celle-la que nous entendrons
par le nom de partie. ou de i* partie.)

Cleft pourquoy comme dans l'autre Livre nous appel-
lerons todijours les deux toutes | e o

& leurs parties

deforte que p de caractere romain fera todijours la partie
de T dumefme cara&ere romain: Et p de caraétereitalien
{era totijours lapartie de 7° de cara&ere italien.

Or afin queles bafes B & b foient antiparalleles, il eft

clair qu’il faur, -

‘Que l'angle queT premiere toute fait fur B, feit égal
a l'angle que p partie de la feconde toute fait furb. Et
que I'angle que 7" feconde toute fait {ur Bfoit égal 4 I'an-
gle que p partiedela premiere toute fait fur b,

‘SEconDE DisrosiTioN DES ANTIPARALLELES.

La feconde eft quand elles fe croifent. Etalors ce ne
font pasles deux toutes quifont les coftez auregard d’une
bafe , & les deux parties qui le font au regard de autre,

comme dans la premiere difpofition.

Mais les coftez au regard de chaque
bafe font une toute &la partie delautre
toute, Et ainfi pour diftinguer les deux
bafes nous appellerons B celle quife
trouve termince par 'extremite de T, &
Pautre b-

Orafin que les bafes foient antiparal-
leles dans cette difpofition, il eft clair
qu’il faut quelesangles que les deux tou-

tes font , 'une fur B & lautre furb , {oient égaux ; Erque

SCD LYON 1.
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ceux que lesdeux parties font une fur B & lautre fur b
foient égaux auffi.

TRorstEME DisrosiTiON DES ANTIPARALLELES.

L4 troifiéme eft quand les deux bafes fe joignenten un
mefme point de I'un des cétez. Et alors comme ce coté
n’eft point partagé, & que feul il tient lieud’'une toute &
de fa partie, nous Pappellerons A7, ap-
pellantd Pordinaire la derniere bafe B,
la premiere 4, le coté partage T, & fa
partie p.

Or afin queles bafes B & & foient anti-
parallaieles, ilfaut que I'angle que T fait
fur B. foit égal aYangle que M faicfurs,
& quel’angle que A faitfur B (quicom- /
prend celuy quelle faitfur ) foir €gala

Pangle que p faitfur 4.

V. LeMME.

Lorsque deux lignes fe coupant font 4 angles quifont
deux 4 deux oppofez au fommet, & par confequent €gaux,
on peutdonner des bafes a deux de ces angles opofez au
fommet quifoient telles que cesangles foientfemblables,
Ceft 4 dire, que les deux angles fur [a bafe de I'on foient
€gaux aux deuxangles fur la bafe del’autre chacuna cha-
cun. Maiscela peut arriver en deux maniercs,que pour
mieux faireentendre,p & qde caractereromain marque-
ront les deux parties d’une mefme ligne , & p & ¢ de cara-
&ere italien les deux parties de I'autre ligne. Et de plus,
comme chaqueangle doitavoir pour fes coftez la partie
d’une ligne& la partie d’uneautreligne, p & p feront les
coftez d’'unangle , & q & ¢ les cotez de I'autre.

Soitenfin appelée B la bafede 'angle qui a p & p pour
fes cotez b celle de Pangle quia ¢ & q pour fes cotez.
Cela ¢rant, voicy les deux manieres dont cesangles. op-
pofez aufommet peuvent eftre femblables.
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La 1 eft quand ce font lesangles i

alternes qui font égaux fur les deux Wt
bafes. Cﬂefta‘t dire c%uand cefontles ¢ ; Fi

deux parties d’une mémeligne,com- gt

me p & q, qui fontdesangleségaux P~ <
plur B,& q fur 4, & ainfides deux B

autres, & alors il eft clair que ces
deux bafes doivent eftre paralleles:.
La 2¢eftquand ce fontles angles de pro- 1%
cheen proche qui font égaux furles deux b
bafes : de forte que ce font p & 4, parties x
Pune d’une ligne & l'autre de l'autre, qui g g

fontles angles égaux p fur B, & g furs, & \‘},
? & qquifontaufli les angles égaux p fur p
! B,&qfurd %

Ce font encore ces bafes-que nous ap- _
pellerons antiparalleles , pour marquer leur effet contrai-
re a celuy des paralleles..

VI LeMMmeE

Comme lorfqu’unanglea deux bafes paralleles,on peut
& on doit confiderer ces cotez felon une bafe dans un
efpace parallele, & {esautres coftez felon I'autre bafe dans
un autre efpace parallele. Ilencft de méme quand les ba-
fes font antiparalleles,avec cette difference..

ue quand les bafes font paralleles, une feunle ligne [ti-
rée par le fommet faittrois efpaces paralleles. Le 1 com-
pris entre le fommet & Ja derniere bafe. Le :centre le
fommert & la 1¢ bafe. Le 3¢entreles deux bafes.

Mais quand elles font antiparalleles, ce 3¢ efpace ne
peut paseftre parallele. Et pour les deux autreson ne les
peutconcevoir quens'imaginant deux lignes differentes
tirées parlefominet, 'une paralleled B, & I'autre paral-
lele 4 6.Car B & 4 n’cftant pas parallelesentr’elles il eft
vifible qu’une {eule ligne ne peut pas eftre parallele 4 'une
&1 'autre ; maisil fuffit de s'imaginer ceslignes tirées par
le fommet, fans qu'il foit neceffaire de les décrire,

Kx iij

X

|

1‘.;: :
I ;L
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1
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Etainfi nous devons tofijours nous imaginer dans ces
angles qui ont deux bafesantiparalleles deux efpaces pa.
ralleles, L’unque jappelleray 4, com-

ris entre le fommet & B. Etl’autre que I/X’
Yappelleray E, compris entre le fommet /% ¢

Et de plusil faut remarquer, ‘R
ue dans lax® difpofition desbafesan-
tiparalleles les deux toutes T & 7" font 5
dansl'efpace 4, & les deux partiesp & p -
dans’efpace E. 7
ue dans la feconde, qui eft quand
les bafes fe croifent, 7" & pfont dansl’ef
pace ;& 7' & p dans I'efpace E.
ug dans la troifiéme , qui eft quand
elles{e joignent en un feul point d’un c6- M
t¢, M fe trouve dans I'un & I'autre efpa-
ce. Car I'efpace 4 comprend T & A b
Etlefpace E. M & p. 2

VII. LE'MME.

Ir en eft de mefme quand lesanglesoppofez aufommet
ont leurs bafes antiparalleles.

Caril fe fautimaginer deux lignes tirées par le fommet
commun, dont Punefoit parallelea B & lautre 2 4; &
ainfi 'on aura deux efpaces paralleles ,I'un compris entre
le fommet & B ( dans lequel font p & p ) que nous appel-
lerons 4. Et 'autre comprisentre ce mefme fommet & 4
( dans lequel font q & 4 ) que nousappellerons E.

VIII. LEmMmME.

Tour ce qu'on aura d prouver dans ce Livre le fera
par le premier Theoreme du Livre precedent, que je
repeteray encore icy , afin qu’on lait plus prefent dans
I'efprit.

Nt
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DE GEOMETRIE, LIV.XI. 263

Sideux lignes (c{ommf C&D) 7
font dans un me{me efpace pa-
rallele, comme eft l’efppace f{ A CN

Et que deux autres lignes com-
me (¢ & d ) {oient dans un autre
efpace parallele, commeeftI'ef-
pace E.

Si C & cfont égalementincli-
nées ; Cdans 4,& ¢ dans E, & que D & 4, {foient aufii’
également inclinées D dans 4 & ddans E, lesdeux ¢-
galement inclinées entr’elles font proportionelles aux:
deux quile font auffi entr’elles,

C.¢ :: D.d. @ralternande C.D :: ¢. d..

) i d

IX. LEMME

Pour ne fe point broiiilleren difgofant les termes, il
eft bon de s’abftraindre 4 donner tojours pour premier:
& deuxi¢éme termes de la proportion les également in-
clinées dans les deux differens efpaces paralleles, & de

mefme au regard du troifiéme & du quatriéme. Ec pour

premier & troifiéme termes , celles qui font dans le
mefme efpace parallele. Et de mefme au regard du
deuxiéme & du quatriéme. Sauf 3 les difpofer aprésau.
trement , 4/ternando.

L. PROPOSITION FONDAMENTALE.
DES RECIPROQUES:

XVIL.

Lorsqu'un mefme angle d deux bafes antiparalleles, x vir:.

une toute & fa partie font reciproques a Pautre toute & 2
fa partie, Cleft 4 dire que
T.p 2 2L p.ouT. Ziz p. p.-

SCD LYON/
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PREMIERE PREUVE DANS LA PREMIERE
DISPOSITION DES ANTIPARALLELES.

Dans cette difpofition les deux toutes T
& 7 font dans I'efpace 4,& les deux parties
p & pflontdanslefpace E. (parir. §.)

Or pars.S. T & pdans E. & 7. & p €ga-
lement inclinées, 7" dans 4, & p dansE.

Donc (par15.S.) T. p:: 7.p.

Or T &fa partie p font lesextremes de la proportion,
dont 7° & p fa partie font lesmoyens. |

Doncune toute & fa partie {font reciproques a l'autre
toute & 4 fa partie.

SECONDE PREUVE DANS LA SECONDE
DISPOSITION DES ANTIPARALLELES, 1

Dans cette 2° difpofition T & p( partie
de lautre toute ) fontdans I'efpace 4,& 7
& p dansl’efpace E.(par12.S.)

‘Or ( pars. S. ) T & 77{on €galement in-
clinées , T dans 4, & 7°dans E. Et de mé.
me p & p égalementinclinées, pdans 4 &
¢ dans E.

Donc ( par15.S.) T. 7 :: p. p.

Je referve la 3¢ difpofition pour un Corollairea part.

P COROLLAIRE. ‘.

Q anp unanglea deux bafes antiparal.
leles dans la 3¢ difpofition , qui‘eft quand
ellesfe joignent 4 un feul point d’un cofte,
ce cofté eft moyenne proportionelle entre
Iautre cofté entier & fa partie : Ceft a
dire que

T o NP

Car(par13.S.) dans cette difpofition M/
eft dans'un & I'autre efpace, parce que T
& M font dansefpace 4, & M & p dans
Pefpace E.

Or

SCD Ol
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Or(pars.S.) T & s font également inclinées, T dans
I'efpace 4, & M dans I'efpace E.
Et 2 & p font également inclindes , 27 dans l'efpace
A & pdans’efpace E.
Donc (par15.S.) 7. M : : M.p.
II. PROPOSITION FONDAMENTALE
Des REciPrROQUES.

Quanp deux lignes fe coupant font deux angles oppo-
fez aufommet qui ont des bafes antiparalleles , les parties
de 'unede ceslignes qui fe coupent en ce fommet {ont re-
ciproquesaux parties de 'autre. ( Poyex da figure dun. 9 )

Car (par 14.85.)p & p font dans l'efpace 4, & q & 4
font dans I'efpace E.

Or (parg. S.) p & g font é¢galement inclinées, p dans
A,& g dans E.

- Etp & q égalementinclinées, p dans 4 & q dans E.

Donc( par 15.5.)

. g e P.G.
Orp &q fonI;, les Parl:ife)s ?ie la mémeligne: & p & 4
{ont les parties del’autreligne.
Donc les parties d’une ligne font reciproquesaux par-
ties de Pautre,
COROLLAIRE
St une de ces lignes qui en fe coupantforit des angles
“oppofez au fommet , qui ont des bai%s antiparalleles , eft
divifée par la moitie, une feule de cesmoitiez eft moyen-
ne proportionelle entre les partiesdel'autreligne.
Cela eft clair, puifque c’eft]laméme chofe de donner
pour lesmoyensde cette proportion les deux moitiez de
la m€me ligne,, ou une feule moitié prife deux fois.

PLAN GENERAL DE CE QUE L’'ON PRETEND
MONTRER DANS LA SUITE DE CE LIVRE.

' Nous avons déja dit que les extremes d'une proportion com- X X 111

parex anx moyens sappellent reciprogues : ¢ qu'ainfe il y en
& dans toute proportion.

Ll

XXI

XXIL
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Mais ce gue lon pretend principalement faire dans ce livre-
¢ft de monfirer comment deux lignes droites qui fe rapportens
a une mefme , ou parce gu'elles en font les denx parties, ow
parce que Pune eff Lz toute , @ Pantre une partie de cette ton-
z¢ , font reciproques a deux autres lignes , qui [e rapportent de
la mefme forte a.une mefme ligne : on quelquefois mefme a une-
[enle qui ¢tant repesce denx f%z’s fera ou les denx extremes on.
les dewx moyens de la proportion.

1L faut pour cela que les denx lignes a chacune defquelles,
deux [ rapportent , & que par cette raifon ont peat appeller
les principales ayent un point commun , ce qui pent ¢fire en
deax manieres, Ou paree qu'elles [e conpent en un mefme
point [ans paffer plus outre , & alors ce point commun s ap-
pellera terminant..

Quand le point commun eff de {e&ion, chaque ligne étant:
coupee en dens, ce font les denx parties d'une mefme ligne qui
dotvent cftre reciprogues aux deux parties de Lantre. Et alors
ce point commun aux deux: principales Leff anllf anx 4. lignes:
quoy que ce ne [oit qu'an regard des principales gu’il [oit poins:
de {ection: car les parties ne sy conpent pas , mais y- abou-
tiffent.

Mais quand. le point eff terminant an regard des princi-
palés ( car cela feul ne donneroit que denx lignes & qu'il en:
faut 4. ou anwmoins 3.) il ef neceflaire que ces lignes principa-.
les qui [ont terminées par ce point commun., foient encere tos-
tes denx coupées en guelgue-autre endrois (o an moins L'une)
afin que cela puifle faire 4. lignes (owanmoins 3. ) Et alors
ce [ont les denx toutes, @rla partie de chacune wers le point
commun qui font les 4. lignes: @il faus que ce [oit chague
toute ¢ [x partie vers le point commun qui [oient reciprogues:

a Pautre tonte @ a [ premicre partie.

Quandle point eff de {e&ion les deux principales fe cous
pant font 4. angles dans ce point de feftion s maisil fuffit d'en:
confiderer dewx oppofex_aufommet. Et il fant alors que ces:
denx Angles qui font éganx ayent lenrs bafes antiparalleles,.
[elon ce qui vient deftre dit n. 9.

Mais qnand le paint ¢ff terminant , c'ef le mefme angle
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qui doit avoir denx bafes antiparalleles, ¢ une des trois
Smanieres quiont ¢ffé reprefentées 8. 18.19.120.

Zln'eft done gueftion que de chercherles voyes generales ponr
arowver [es bafes antiparalleles,

O7voity ce quim’effvenu en penfie farcela.

L'ay reconnu gu’iln’y « point de vaye generale pour coupey
zont d'un coup les coffex d'nn angle , on les coffez de denx angles
oppofex_at fommet par des bafes antiparalleles gu'en y em-
ployant la circonference dun cercle - c'eff pourguoy on ne peut
trowver [ur cela la moyenne proportionelle entre deux lignes
données.

L'ay inferé de la qu'il fulloit que le point commun dont nous
venons de parler, foit qu'il foit defe&ion , ou terminan t, @it
rapport a la circonference d'an cercle, C'eff a dire qu'il fane
qu'il foit on

1. Dans le Cercle,

2. Hors le Cercle.

3. Dans la circonference du Cercle,

Quand le point commun eff an dedans du cercle, C'eff totjours
wn point de [etion , ¢ ce font deux angles oppofex_ au fommes
qui ont leurs bafes antiparalleles. Caril fant que les 4. lignes
dont deux font reciproques ausx deusx autres, [oient les deux par-
vies de chacune des principales gui [ coupent en'un point guel-
Conque au' dedans du cercle), & qui [e terminens de part ¢
dantre & 4. points differens de lacirconference.

Quand le point commun eft hors Je cercle, c'ef? tosjours un
Point terminant. Car ce font deux tontes qui partant de ce
Point qui eff hors le cercle coupent chacune Lz circonference du
cercle en unpoint de iz convexité, @ [ terminent & un antre
Point de [iz concavité | @ alors ce Jont chague toute & fiz par.
sic hors le cercle qui font reciprogques & L'autre toute ¢ 2 [z
Partie qui eff aulfi hors le cercle. Mais il peut arriver que
Fune de ces lignes ne faifant que toucher le cercle fans paffer
Plus ontre , le point anguel elle aboutira tenant lieu de cenvpxi.
6 de concavité, elle [era toute [enle reciprogue & [autre
doute & 4 [a partie, ¢'eff & dire qu'elleen fera mayenne pro-
Portionelle. _

Ll jj
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Mais quand le point commun eff dans la circonference
me(ime du cercle yon a befoin pour avoir des reciproques d'une
ligne droite indefinie ontre la circulaire ,qui coupe perpendicn.
Lairement celle qui peut eftre menéeindefiniment dupoint coms
mun en paffant par le centre. Et alors cette ligne indefinie
ou coupe le cercle on letouche on ¢ff an delfous, on ¢ff an deffus.
Dappelle au deffous celle qui ¢ff telle ,que le centre eff entre cet-
veligne @ le point commun. Lafppelle an deffus celle qui eff a
Poppofite.

Dans les trois premicrs cas le point commun eff toijours un
point terminant, ¢y chacune des deux lignes qui en partent,
on coupe le cercle & eff terminée par Vindefinie, on conpe Pinde-
finie ¢ eff terminée par le cercle. Etalors chaque toute €
[ partie font veciproques a l'autre toute O a [ partie. Mais
il y en pent avoir une qui [¢ terminera A un point CoMmun a
la circonference & & Vindefinie , @ alors elle [era moyenne
proportionelle entre L antretoute &~ [a partic.

Maisle 4. cas ¢ eff & dire quand lindefinie eff an deffus duw
point commun , ce point commun ne peut efire gw’un point de
feGion. Car toutes les fois que des lignes [e couperont dans ce
point @ (¢ termineront d'une parta la circonference & de Lan-
tre & Pindefinie, Jes parties de l'une font reciproques a celles de
Lautre.

7/ faut relire tout le Livre IX. Carcef fur ce qui y eff
dit que [ont fondées les demonfirations de celuy-cy.

DEUX AVIS DE LOGIQUE:

I.

Quand on a & prowver gu'un angle ;tyczm‘ denx bafes, les
angles furune font éganx aux angles furVantre chacun a cha-
cun ,on eff affuré que cela cff, quand on a pronveé que Lun des
angles furune bafe eft égal a lundes angles fur Pautre, parce
gu'il Senfuit de la-nece[fairement que Fantre of bgal anllf 2
Lautre.

Cette prewve of convaincante , & on s'en doit paffer quand
on ne peut mieux, Mais il fant avoiier qu'elle w'ef pas fi
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bonne ¢ nefait pas [i bien entrer dans la nature des chofes,que
gelle qui montre pofitivement que Lun ¢ [ autre angle d'une
bafe eff égal alan & Lautre angle de lautre. Ei ceffpour-
quoy je ne me consenteray point de la premicre forte de preve,,
@~ me [erviray totjours de cette derniere.

2.
Quandona & prowver de plufienrs binaires de lignes, qu'ils
ﬁmt reciproques les uns aux antres , on en eft affeure quand on

pent montrer gu'ils [ont tous reciprogues & unméme  binaire,.

ou qu’ils ont tous la méme mioyenne proportionelle.

Mais: quoique cela (ot convaincant, Lefprit ne recoit pas
la méme clarté & me demenre pas [f [atisfait , que ¢ on mon-
troit immediatement de chaque binaire gu'il eff reciproque 2
chague antre.

Etainfi, quoy qu'il me fufl facile demployer la premiere
voye, je me [uis refolu de w'employer que cette derniere com-
me plus parfaite & plugluminenfe pour parier ainfi, O pent
eftre qu'on trouvera queces denx exemples font remarguables
pour faire voir la difference gu’il y a entre convainere Lefpri
en le mettant hors deftat de powvoir douter gu'une chofe [oit
& le fatisfaire pleinement en luy donnant toute lu clarté qu’il
peut raifonnablement defirer.

Réprenons maintenant la divifion propofée , qui eff que le
point commun aux lignes reciproques par la [efbion du cercle
eft neceff airement

1. Oz dans le cercle,

2. On hors le cercle.

3. O dans la circonference du cercle,

5 T

|
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SECTIONIL

Premieve woye genevale pour trouwver des Reciproques
guand le point cammun eft andedans du cercle,

CetTE voie eft pour trouver que les parties d’une li.
gne font reciproques aux parties d’'une autre ligne, oud
une ligne quandelle eft moyenne proportionelle. Etain-
fielle eft toute appuyée fur la 2° Propofition fondamen.
tale & fon Corollaire( 21. & 22.S.) qui eft des angles op-
pofez aufommet qui ontleurs bafes antiparalleles.

VII. THEOREME.

‘St deux cordes fe coupent dans le cercle , les parties
del’'unefont reciproquesaux parties de l'autre,

Soientles cordes ¢ f&dgqui /
fe coupent en £. Soient tirces les 2
bafes a deux angles oppofez ¢ g. .
df. Jedis quelles font antipa-
ralleles.

Car ( par 9. 18.) les angles | :
wers ¢ & vers f font égaux, par- \
ce qu'ils fontappuyez furlemé-
mearc ¢ 4. Et parla méme rai-
{on les anglesvers ¢ & vers d font
€gauxaufli, étantappuyez furle mémearc

Donc les bafes ¢ g & d f font antiparalle%

f.
es.
Donc parla 2° Propofition fondamentale ( 21. S. )

kfkg:: kd ke
Pq She P q

VIII. THEOREME.

COROLLAIRE Du SEPTIEME.
St unedes lignes eft coupée par la moitié , une de ces
moitiez eft moyenne proportionelle entre les deux parties
de l'autre,
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Cleft le Corollaire méme de 3 2¢ Propofition fonda.
mentale.

CororrLAIRE,

St d’un point quelconque d’undiametre on €leveune
perpendiculaire jufques a la circonference, cette perpen.
diculaire fera moyenne proportionnelle entre es deux

arties du diametre,

Car il eft clair que cette perpendiculaire eft la moitié
de la corde qui couperoit le diametre perpendiculaire-
ment parce point. Donc par le Theoreme precedentelle

doit eftre moyenne proportionelle entre les parties du
diametre, .

e Gl T 0 A ey

Seconde woie generale pour trouver dos Reaproques:

quand le point commun eft hors le Cercle.

QuAND le point commun eft Hors le cercle: les cBtez
delangle qui a pour fommet peuvent eftre coupez cha-
cun deux fois parla circonference du cercle ; une fois par
la convexité en entrant dans le cercle, & une fois par fa
concavité, otion les fiuppofe termindes ;fice n'eft quele
point de attouchement tenant lieu tour feul de la con.
vexité & dela concavité ,undes coftez peut n’eftre ter-

min€ qu’a ce point. Et alorsil fera tangente du cercle,.

& les deux bafes antiparalleles n’auront que trois points:

differens.  C’eft ce qu'on verra dans les deux Theore-
mes {uivans,. :

XXXIX.

XXX

!;‘ l.
‘
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I11I. THEOREME. .

xxx1 Lorsque d’un point horsle cer-
cle on tire des lignes qui coupent
1e cercle en fa convexité , & font
terminées en faconcavité, chaque
toute, & fa partie hors le cercle,
font reciproques a chaque autre
toute &4 {2 partic hors le cercle.
Soient tirées & £, qui coupelacir-
conference en ¢ ; & £ gquila coupe
end. Je dis que les bales fg & cd
fontantiparalleles. -

Car ( par 1%. 16. ) langlekcda pour mefure la moiti¢
des deux arcse d, & ¢ f. Orlamoiti€ deces deuxarcs ¢ d 4
& ¢ feft auffi la mefure de Pangle & g f. ( par 1x.18.)
Donc lesangles & ¢ d & kg f font égaux.

On prouveradela mefe forte I'égalité desangles £de

kfg.

Doz%c lesbafesf ¢ & ¢ d font antiparalleles.

Donckf kd :: kg ke

i s2 v
xxxi1, Ox peutauffi prouver ce Theore-
" me en croifantles bafes ,en montrant
queles bafesfd & g ¢ font antiparal-
eles.

Cat lesang]es vers £ & vers g {font
£gaux eftant appuyez fur le meéme
arcc d.

Et pour les angles & ¢ ¢ &k 4d f,
ils font égaux, parce que fi onles
examine ( par IX. 16. ) on trouvera

"qu'ils ont chacune pour mefure la
moitié des trois arcs f¢,cd, 4g.

Donc les bafes £d & g.¢ font antiparalleles,

Donc &f kg ::kd ke

T PP

1V. THEo-
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IV. THEOREME. %
COROLLAIRE DU CINQUIEME.

S1 'une de.ces lignes tirées Y% XII.
.d’un pointhorsle cercle eftune
tangente., cette tangente eft
‘moyenne proportienelle entre ¢
chaque toute & fa partie hors
le cercle. -
Soit tirée ££qui coupe le cer-
cle en ¢ & la tangente £ E;jedis
queles bafes fE & ¢ E font an-
tiparalleles. Car ( par 1x. 18.)
Pangle £ £ E, a pour mefurela £
moiti¢ del’arc ¢ E,quieftaufli
la. mefure de I'angle £ E ¢ ( par 1x.13.)
- Etlangle & E f, { par 1x. 15.) a pour mefure la moitié
desdeuxarcs E ¢ & ¢ f, qui eft auffi la. mefure de 'angle
kcE,par 1x.16.)
Donc les bafes f£& E cfont antiparalleles.
‘Donc parag. S.
R ofi kB e k- Bk ¢
Lo m e, P-

AVERTISSEMENT.

Ilny a vien julgu'icy qui -me [oit dans toutes les Gev- X XK1V,
metries : fi cen'eff qu'il cff prowvé d'unemaniere nonvelle.

Mais onle pourroit encore faire comprendre d’une maniere
plus naturelle & plus_fimple fans confiderer auncuns angles,
mais faifant [enlement attention @ la nature du cercle: ce gui fo-
ra voir aulli pourquoy on a befoin dan -cercle pour couper
des lignes Reciproquement. ‘

Soit que le point commun [oit an dedans du cercle ou an
dehors , on peut confiderer entre toutes les lignes qui (¢ coupent
«dans ce point ou qui partent de ce point , celle qui paffe parde

‘m
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centre que nous appellerons la centrique, @~ les autres ex<
centriques.

Qiuand le point ¢ft an dedans du cercle , la centrique ¢
un diametre , ¢ par confequent la plus grande ligne qui puiffe
paffer par le point commun gue nons (uppofons w'efire pas le
centre , mais c'eft anfli la plus inégalement partagée. Car
comme il paroiff par 11, 125. la plus petite d'une excentri-.
que guelcongue , eff plus grande que la plus petite de la cen.
trique , ¢~ en recompenfe l plus grande partie de 'excentri-
que ef plus petite gque la grande partie de la centrique. Ez:
Puniformité de la ligne circulaire fait que cette compenfation:
eft [i jufte, qu’il nefaut pas s effonner (i les dewx parties de la
centrique [ont reciprogues aux deux parties de toute excentri-
que, Ceff a dire [i la petite partie dela centrique eff a la plus
petite partie de [ excentrique, comme la plus grande de ['excen.-
trique eff a la plus grande de la centrique. D o4 il 5’ enfuit anffe:
gue les deux parties d'une excentrigue quelcongue doivent eftre
reciprogues anx deux parties de toute auiye excentrique.

2l en eft de mefme quand le point eff hors le cercle. Car la
centrigue eff anlli la plus longue de toutes, &~ [a partie qui efi:
hors le cercle eff an contraire plus conrte , guela partie detoute
autre qui off aulfi hors le cercle. Ce qui faifant une compo-
fentation jufte a canfe de Puniformizé du cercle , on juge aife-
ment que la centrique @ [ partie hors le cercle doivent effre
reciprogues a tonte excensrique ¢~ [a partie hors le cercle 5 ¢~
gl eff de mefme des excentriques comparées les unes anx an-
ires , celles qui approchent le plus de la centrique efiant toi-
jours les plus longues , Grayant: totjours aullf lenrs parties de
debors plus courtes..
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S LAY Nk,

Troifieme woie generale pour trowver des Reciprogues,
quand le point commun eft dans la circonference
du Cercle,

' Zenecroy pasque ce gue I'on wa dire [¢ trouve nulle pare.

; Nous avons deja remargué que cette derniere voie gene-
vale [¢ pouvoit divifer en denx manieres : Dans Lune def-

- quelles le point commun étoit texminant, ¢ dansLautre de
fe&ion.

Qu'il effoit terminant guand la ligne droite indefinie dont
nous allons parler on coupoit le cercle, oule touchoit jon effoit
an deffus du cercle.

Et qu'il effoit de [eflion, Cef a dire que les deux lignes
principales sy conpoient ,quand cette ligne indefinie étoit an
deffus du cercle. Il fant donc traiter feparement ces deux ma-
nieres. .

L PREMIERE MANIERE DE LA III, VOIE GENERALE.

Quand lindefinie coupe , ou touche ,on ¢ft an deffous
du Cercle. '

Vne fenle propofition comprendra la maniere de trowver
une infinité de reciprogques. Et ileft pent eftre difficile des'i-
maginer rien de plus general fur la proporsion des lignes par
2 Geometrie ordinaire. :

! PROPOSITION GENERALE.

Si d’un pointdans la circonference on tireé une ]igne
indefiniment par le centre, & qu’on entire une autre in-

ij

definie que jappelleray y, qui coup;vI perpendiculaire-
m

XXXV.
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276 NOUVEAUX ELEMENS:
ment celle qui pafle par le centre, en quelque endroit-
quelle la coupe, foit en coupant auffi le. cercle, {oiten
le touchant, foit tout 4 fait hors le cercle & au deflous: -
toutes les lignes tirées du point dans la circonference qui :
feront ou coupées par y,& terminées par la circonferences:
ou coupées par la circonference & terminées par y ; feront
telles, que chaque toute & fa partie vers le point com..
mun feront reciproques d chaque autre toute & a fa par-
tie: & chaque.toute & f{a partie auront pour.moyenne
propo\r-nonelle celle qui fera terminée 4 un point com-
mun 4 y,; & ala circonference.

CeTTE propofition eft fivafte & comprend tant de cas.-
quon n’en {cauroit bien voir la verité , qu'en la confide--
rant dans ces cas particuliers quifont. trois principaux,

Le 1. Quand la ligne y coupe le cercle.

Le 2. Quand elle le touche.

Le. 3. Quandelle eft touta fait horsle cercle, & au .
deflous.

Ceft ce que nous-traiterons par divers Theotemes.

P R-E Ma BB € &5,

Ls 1 Cas eft quand y coupe le cercle, Etalorsiln’eft
point neceflairede dire que cetteligne doit eftre perpen-
diculaire 4 celle qui eftant tirée du point K pafle par le
centre : car il fufficde dire (ce qui eft la mefme chofe ) |
quelle doit couper lecercle en deux points, que j’appel-
leray E & E, qui foient également diftans de K. Cela
étant vray, voicy le 1 Theoreme. '

V. THEOREME. .

St la ligne y coupele cercle en deux points également
diftans de K, toutes leslignes tir€es du point K qui {eront -
ou coupées par y, & terminées par-la circonference, ou
coupées par la circonference & terminées par y, {eront
telles que chaque toute & fa partie vers K feront recis
proques a chaque autre toute & 4 fa partie vers K.

On peut faire fur cela trois comparaifons.
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La 1. De deux lignes qui font toutes deux coupees
par y & terminées par la circonference,

La 2¢. De deux lignes qui font toutesdeux coupées par
la circonference, & terminées pary.

La 3¢. Dedeux lignes, dontl'uneeft coupée par y, &
terminée par la circonference, & I'autre coupée para cir-
conference’, & termince par .y, -

PrREMiERE COMPARATISON,

So1ENT tirées K f; qui coupe yen ¢5 & K ¢ quile
coupe end:je dis que les bafes ¢ & ¢d font antiparalle-
les. Donc tout le- refte s’enfuit (par la 1** Propofition -
fondamentale , S. 17. .

Car ( par 1x. 42.) Pangle: X

K ¢ E ,a pour mefure la moitié Eﬁm
de l'arc K E plus la-moiti¢ de Y- 2

g ;El‘
larc E £, & Parc K E eftant \ : \
égal dlarc K E, cette mefure £ \ J
eft égale a la moitié des deux- \ 2
arcs K E & E £ Or la moitié \ /
des deux arcs KE & E feftla - €
mefure del'angle infcript X ¢f; -
parce quelarc K E £, fur lequelileft appuyé, comprend !
ces deux-1a.

Donc I'angle KsE(ou K ¢ d)eft égal al'angle K ¢ £
On prouvera laméme chofe desangles Kdc& £ £ g. Donc:
ces deux bafes font antiparalleles, |

Donc (‘parlarPropofition fond. S.17. ) la toute d’une>
part & fa partie font reciproques a l'autre toute & 4 fa.:
partie. Ce qu’il falloit demonftrer.-

Kif:Kdpine Kgd K
W STt CYR 3 W

Mm iy
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SEcoNDE CoMPARAISON.

‘So1ENT tirées & £ qui coupe la
circonference en ¢, & kgquila
coupe end ; je dis que les bafes
fg & ¢ d [ont antiparalleles.

Car(par1x. 46.) 'angle& f ¢
a pour mefurce la moiti€ de l'arc
k ¢, qui eftauffi la mefure del'an-
gle infcript 2 d ¢. Donc les an-
gles £ f¢ & k d cfont égaux. 7

On prouvera dela méme forte que les angles & ¢ f&
% ¢ d font egaux.
Donc les bafes f'¢ & ¢ d {ont antiparalleles,
Donc Kfi Kd:: Kg. Ko
¥ R g 7.p.

Trois1EME COMPARAISON.

So1EnT tir€es & fquicoupe la circonference en ¢, &
k g qui coupey en d. ;

Dans cette comparaifon les bafes {e croifent, Car il
faut prendre pour les deux bafes f'd & g <.

Or pour prouver qu’ellesfont X
antiparalleles , il faut montrer
que les angles & £ d, ou & f E.
& k g ¢,{ontégaux. Ce qui eft
facile, puifqu’il eft clair ( par ce e
qui vient d’eftre dit ( 4_1..?.)que AN
Pun & l'autre a pour mefure la =
moiti¢ de Parc 11: ¢, & pour les E\_)\g/ﬂ
deuxautres k d E& k¢ g, cela
{e prouve aufli facilement ( par ce qui aeft¢ dit408.)de
egalité entrelesanglesk d f(oukd E)& ke g.

Donc les bafes £ d & ¢ ¢ font antiparalleles.

Donc KooK igiin i K ke,

i @ iy b A
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VI. THEOREME.
Cororraire CinqQurg ME.

L a ligne tirée de £au point commun 4 la circonfe.
rence&ay(ceftadireEou ¢ E ) eft moyenne propor-
tionelle entre chaque toute & fa partie , foit qu'elle foit
coupée pary & terminée par la circonference, foit quelle
foit coupéee par la eirconference & terminée pary.

PreMIERE CoMpARAISON.

Soittirée £ f qui coupe y en ¢, & X
k E, il ne faut que prouver que les
bafes /. E & ¢. Efont antiparalleles.Ce
qui eft facile, :

Car lesanglesinfcripts 2 fE& & E ¢
(ou £ EE) font égaux , parce que
( par 1x 17.) lunelt appuyéfurlarc £ 3
k E, & lautre fur Iarc £ E , qui font
€gaux.

Et pour lesangles £ ¢ £, & % E £ leur égalité fe prouve-
de la méme forte que I'égalité des arcs &f g& k& d ¢,dans
le 1 Theoreme. 1™ Comparaifon;

Donc ces bafes font antiparalleles & difpofées en la.

3* maniere expliquée dans le 4° Lemme,

Donc K £ KRB e

Lo I ESE m. p.
SECONDE ComrPARAISON,

Sort tiree £ £ qui coupe la : _,
eirconference en¢; je dis que K XL1V:
les bafes £ £ & ¢ E font antipa-
ralleles. Car les angles £ £ £
& & E cont pour mefure la

moiti¢ de l'arc £ ¢, felon cey SRy I
qui a efté dit, 1** Theoreme, E\_/E
2° Comparaifon, & les angles

infcripts R Ef,ouk ER& ke E

font appuyez fur les angles £ E, qui font €gaux,.
Donc KR ESGSKE, . Kie

' Lmesm psidl
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SeconNnD C As.

“Le 2¢ Casde la propofition principale ( S. 39.) eft quand
laligne y touche le cercle en un point diametralement op-
pofé 4 k: ce quicomprend aufli deux Theoremes,

VII. THEOREME.

vaND. y touche le cercleen un pointdiametralement
oppofé 4 4, toutesles lignes tirces de £ fur cette ligne ( qui
ne peuvent pasn'eftre point coupees par le cercle ) font
telles , que chaque toute & {a partie font reciproques d

-chaque autre toute & a fa partie.

Si les deux lignes eftoient tirées de deux differens c8-

-tez, il n’y auroit rien qui n'euft deja efté prouve ( 42.S.)

C'eft pourquoy nous le propoferons du méme core. Ce

‘qui pourra auffi fervir aux cas femblables du 1** Theo-
reme.

-Soient tirées du méme coté £ f, coupée par la circon-

ference en ¢, & k g cou ée par la circonference en 4 il

faut prouver que les bafes /g & ¢d fontantiparalleles. Or

il y a fur chacunc un angleaiga £ g f(ou k g £) &£ cd,
& un obtus 2 fg & k.dv.

Mais pour les aigus ils font-€gaux, parce qu'ils ont cha-

.cun pourmefure la moiri¢ de I'arc& 4. ( par1x. 46.)

Et pour les obtus, il eft aife
.de prouver qu'ils font égaux X
-par leurs complemens, quifont R
<dg &k f E.

Car par 1%, 16..c.d g, a pour
mefure la moiti¢ desdeux arcs
&d&de.

Et par1x. 46. % f E, a pour
mefure la moitié de l'arc &4 ¢,
.qui comprend ces deux la.

Donc ces angles aigus font égaux.

Donc les obtus & d ¢ & & f g, dont ces aigus font les
#upplemens, font égaux auffi.

Donc
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Donc les bafes £ ¢ & ¢ d {ont antiparalleles.

Donc Rf kd : keke

SRAP L B

VIII. THEOREME.

COROLLAIRE DU SIXIE'ME.

Lk diametre tiré du point £ ( & par confequent tout XLVIL
autre ) eft moyenne proportionelle entre chaque toute-&
fa partie.

Soit tirée k£ £ qui {oit coupée X

en ¢, les bafes f E & ¢ E fontan- oy
tiparalleles. \
Car les angles R Ef, & k¢ E,
C

fon droits , & par confequent

aux,

Etlesaigus 2 f E, & R E¢, L S
ont chacungpour-mefure la moi- ¥ E J
tié de 'arc k¢ ( par 1x.18. & 46.

Donc les baFes fE &c Efont antiparalleles.

Donc Rf. RE:: RE ke

T, ot ::m. p-

Trois1EmME Cas.

* L 5 'Cas eft quand la ligne y eft touta faithors le cer- XLVIIL
cle & au deflous : mais comme il
n’a aucune difficuleé particuliere,
nous ne nous y atrefterons point,

Il fauc feulement remarquer,
qu'iln’ya point de moyenne pro-
portionelle dans ce 3¢ Cas, parce
qu’il n’y 2 aucun point qui foit
commun 4 la ligney, & dlacir. _
conference, laligne y eftant tour o/
4 fait hors le cercle,
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SECONDE M ANIERE

De la troifiéme wote pour tronver des Reciprogues.
Quand. Lindefinic eft tout a fait hors le
Cercle € au deffus.

Nous avons vew dansle plan ; que Pindefinie eff an delus
dn point commun guand le cercle n'eff pas entre ce point , &
Pindefinie. Et alors le point commun [era de [ettion &~ tout:

[é reduira a ce Theoreme.

IX. THEOREME.:

Quanp laligne indefinie qui coupe perpendiculaire-
ment le diametre prolonge, eftau deflusdu cercle, ceft:
adire quand le cercle n’eft point entre cette ligne indefinie-
& le point commun , toutes les lignes qui fe couperont
dans ce point, étant terminées d’une part par Vindefnie,.

- & del’autre parlecercle ,les parties del'une {eront reci-

proques aux parties de l'autre,

Sort Vindefnie y, le diametre pro- F KB
longé A E, le point’ commun K, u. o
ne des fecantes BC , & lautre F G, \ a
& une rangente au point K, quonap- P TRl
pellem n: fiontire laligne ¢ G, je dis
que lesangles AB ¢ & cG K ,font
égaux, car l'indefinie & la tengeante | / .
étant paralleles lesanglesalternes quec
chaque fecante fait fur'une & Pautre
font égaux : c’eft a dire que 'angle
A Bceft égal dlanglen K¢ ::: Or E
m K c,a pour fa mefure la moiti€ de
Parc K ¢ (par1x.13.) qui eft aufli la"mefure de P’angle
¢ G K(parix.13.) Donclesangles A Be&cG K, {ont
égaux. Etil eneft de mefmedesdeux angles AFG, &
G ¢ K. Donc les bafes B F & G¢ des deux anglesoppo-
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fez en K font antiparalleles, par 9 S.

Donc les parties de la ligne B C font reciproques 4
.celles de laligne .F G parar. S.

R 1 e B b v B e

Autves Theoremes , ou qui wentvent pas dans [ana-
logie des precedens , ou qui [¢ penvent rapporter
4 plufienrs de ces trois woies.

X. THEOREME.

LEs deux cbtez de tout angle infcrit au ccrcle font
‘reciproques 4 laligne entiere,qui le partageant par la moi-
tié fe termine d la circonference & a la partie de cette li-
gne comprife entre le fommet de langle.coupé par la
moiti¢ & fa bafe,

Soit I'angle infcrit E £ E. Soit %
prisle point K dans le fegment op-
~pofé ¢galement diftant I’E & d’E.
Laligne £ K quicoupelabafeen E
¢ partage cet angle infcript par la
moiti€, puifqueles deux angles E
kK & E £K etant appuyez {ur des
arcs €gaux font égaux ( parrx18.)
qui eftle méme quE £ K. E£ K. K

Or les angles E£¢ (qui eft le
‘méme quE £K ) & E £ Kne font pas feulement égaux,;
‘maisils fontauffi femblables, c’eft adire que les angles fur
labafe del’un font égaux aux angles fur la bafe del’autre
chacun a chacun,

Car les angles infcritsvers E & vers K font égaux (par
Z X.18. ) parce qu'ils font appuyez fur le méme arc
R .E, .

2.( par 1x, 42.) L’angle k¢E, a pour mefure la FI]_C?ltié
de l'arc # E fur lequel il eft appuyé , plus la moiti¢ de

I'arc oppofé E K. Etlarc E K érant égal lill arc EK, cet-
i n lJ

i
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284 NOUVEAUX ELEMENS
te mefure eft égale 4 la moitié desarcskE& EK, quieft
lamefure de 'angle infcrit £ E K. (par 1x.18.)

Donc lesangles & c E & & £ K font €gaux,

Donc lesangles E % ¢ & E & K font femblables.

Donc (parX1.17:)

k-Eon k- Keve Boi K.

Ce qu'il falloitdemonttrer, puifque & E & k Efontles:
deux cbtez de Pangle partagé parla moiti¢ ,& que £ K
eft la ligne entiere qui le partage,& £ ¢ fa partie.

COROLLAIRE:

S Pangle infcrit étoit Ifofcele , chaque cofte feroit
L1 moyenne proportionelle entre la toute qui le diviferoit
par la moitié & fa partie..

Car les cOtez de I'angle étant égaux, les prendre tous
deux , ouen prendre un deux fois, ccftla mefme chofe.

Mais quand Pangle ‘infcrit eft Ifofcele, la ligne qui le
partage par la moitié eft neceflairement un diametre. Et
de plus lesdeux points E'E érantalors également diftans
de % aufli bien que de K, cela revienta ce quia efte de-
monftré plus haut par une autre voie, & a.ce qui le fera
encore plus bas.

XI. THEOREME.
St du fommet d’unangle droit ontire une perpendicu-
LIL  Jaire fur Phypotenufe, ily aura trois moyennes propor-
tionelles.

1. La perpendiculaireentre les deux parties de ’hypo-
tenufe.

2. Le petit coté de’angle droit entre la plus petite par-
tie de I’hypotenufe qui y eft jointe, & I'hypotenufe en.-
tiere.

3. Le plus grand c6té de I'angle droit entre la plas
grande partie de ’hypotenufe quiy eftjointe, & 'hypote-
nufe entiere.

Tout cela fe peut prouver par un grand nombre de
voies. Mais celle-cy me femblela plus facile & la moins
embaraflce.
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Soit I'angle droit £ EK, & la perpendiculaire dufommet
i hypotenufe E c.

Sion faitun cercle qui ait 'hypotenufe £ K pour dia-
metre , le fommet E fe trouvera
dans la circonference par IX. 31.

Et fion prolonge Ecjufquesa E,
ue je fuppofe eftre le point oppo-
¢ dela circonference, lacorde ZE
fera coup€e en¢ par la moitié, &
les points E E également diftans
tant de £ quedeK..
Donc 1. par le29. S.
ke Ec:: Ec. cxk.

Donc . parle 6° Theoreme | 43.8.1"

| Re. kB 5 b E cx’

Donc 3. par le méme 6° Theoreme.

Kige: KB Kapsoh..

XII: THEO‘REME,.

k

Tourk ligne qui coupant perpendiculairement I’hype-

tenufe d’un angle droiten coupe aufli un c6té, Ihypote-

nufe entiere & fa partie vers le point
qui-luy eft commun avec le c6té
coupé, font reciproques au coté
coupe entier, & a faméme partie
vers le point commun, La preuve
en eft facile par le 6¢ Theoreme &
par d’autres voies que je laifle a trouver,

DErRNIER THEOREME.

Unangle ayant deux bafes , fifes coftez felon une bafe
font proportionnels 4 fes coftez felonl’autre bafe, lesdeux
angles{ur une bafefont égaux aux deux angles furl'autre
bafe chacun 4 chacun. Cleft la converfe de la plufpart
des propofitions de ce Livre, qui fe prouve ainfi. _

Les coftez fur une bafe ne fcauroient eftre proportic-
nels aux coftez fur I'autre bafe qu’en deux manieres. .

Na ij
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La 1¢ eft, quand la toute d’une part & fa partie font
proportionelles dl'autre toute & a fa partie.

La 2¢, quand une toute & fa partie font reciproquesa
l’autre toute & 4 fa partie, :

Or le premier ne peuteftre, que les bafes ne foient pa-
ralleles. " Et le fecond, qu’elles ne foient antiparalleles,
Eten I'un & en lautre les deux angles fur une bafe font
égaux aux deux angles fur autre bafe.

PREuUVE DU PREMIER. _
‘Sorr l'angle f& g, dont les deux bafesfoientf ¢ & c.d.
Je dis que ces bafes font paralleles, {i
g 5000 WSeDne L 3 8 Jous

Car foit mené du point cune pa-
rallele 4 £ ¢, qui coupe kg enun
pointque jappelleray wx. ]

Il eft certain ( par XI. 19. ) que

RERe c: Ao ix f . |
<Or par 'hypothefe,
RERC:okr B,
Donc £ x & k d font égales par 11. 43.
‘Doncles points £ & 4 ne font qu’un méme point.
Donc ¢ x & cd ne font quela méme ligne.
-Or ¢ x eftparalleled f¢. Donc ¢ d luy eftauffi parallele.
Donc lesanglesfur la bafe ¢4 font égaux auxangles fur
Jla bafe f ¢.Ce qu’il falloit demontftrer.
PrEuvE pu SECOND.
Sorr I'angle fkg, quiait deux bafes

fg & cd. Jedisque ces bafes font an- i
tiparalleles, fi
kfkd =t kg ke

Car foittirée du point cuneligne qui
coupant £ ¢, prolongee ¢l eft befoin, ¢ X
fafle fur £ gunangle ¢gala celuy que ¢ f d
fait fur £ £, & quele pointoucette ligne

5
S

coupera £ gfoit x, cette ligne ¢ x {era
une bafe de I'angle £ antiparallele 4 la
bafe £ g, & par confequent (par 18.S.)
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kf: kox :: kg.nét'.-
Or par I'hypothefe,
Bfred e Ke ke
‘Donc par I1.43. % « ef%égale i kad.
Donc les points x & 4 eftant fur Ia mémeligne, ne font
qu'un’'méme point,
Doncex & cdnefont quune méme ligne.
Or ¢xeft antiparallele 3 £¢.
Donc ¢d eft aufi antiparaﬁele afg.
‘Donc les angles fur la bafe ¢ dfont égaux aux angles
Mur labafe fg. Ce quiil falloit demonftrer.
CoROLLAIRE

S1 deux angles €gaux ont leur cétez proportionels, ils v

font femblables ; c’efta dire que les angles fur la bafe de
Pun font €gauxaux angles fur la bafe de l'autre chacun 3-
chacun.

Soient les angles égaux qui ayent
leurs coftez proportionels £ x gl
¢k dyenfortequexf Kc:: xg, kd.,

Dot il senfuit que fi ¥ Feft plus
grand que k¢, x gfera plus grand que
k d. Prenant doncdans x £, & ¢ egale
akc,& dans K g, kdégalea b d, les
angles c Kd & ck d érant égaux | & les
cotez de P'un érant égaux i ceux de ¢ 4
Fautre, leurs bafes feront égales, & les '
angles fur la bafe de I'un égaux aux
anglesfur la bafede l'autre, par VIII. 63.& 64. 7

Orpar le precedent Theoreme les deux bafes de I'an:
gle X', {cavoirla bafe ¢ d& la bale f¢,{ont paralleles, &
les angles fur 'une font égaux aux angles fur Pautre.
.Aoncdans les deuxangles égaux & & les anglesfurla:
bafe de I'un font égaux auxanglesfurla bafe de I'autre. Ce
qu'il falloit demonttrer,

Remarquez que ce dernier Theoreme & fon Corollaire
font les inverfes des principaux Theoremes de ce Livre-

& du Livre precedent, & qu’ils feront de grand ufage
dans la fuite,
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SECT-TON FL

Problemes.

1. PROBLEME.

TrouvER la moyenne propor-
tionelle entre deux lignes donnces.
Joindre les lignes données, Faireun 2
demy - cercle , dont prifes enfemble :

elles foient diametre :la perpendicu- T
laire élevée’ du point ot {e joignent ces lignes 4 la cit.
conference fera la moyenne proportionelle entre ces

lignes données. (par38.S.)
On peut employer pour trouver la méme chofe les

Theoremes 6. ( 43. S. ) & 4.53.S.) Jenlaiffela recherche
pour exercer Pefprit.

JI.PROBLEME.

“TrRouvER toutes les reci- X
proques poffibles 4 deux lignes
données,

Mettre la plus petite dans la
plus grande , comme & ¢ dans

£ f. Faire un cercle qui ait Ja__\ ¢ y
plus grande pour diametre. Ec \

du point ¢, ot la plus petite fe

termine, tirer fur ce diametre hics3 -

une perpendiculaire indefinie

comme y. Cette Perpendiculaire fatisfera au Probleme, -
comme on le peut juger,en confiderant le 5¢ Theoreme
( 39.40. 41.&c. S.)fans qu'il foit befoin que je m’amufe

A Pexpliquer davantage.

"TROISIE'ME
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AvanTtiréa difcre-
5 \
fa partie vers le point
ou la perpendiculaire enticre de

tion d'un méme point

commun foient reciproques 4 chaque autre toute & 4 {2
ce point d la ligne,ou une partie ;

de certe perpendiculaire, fatisfe. 5

DE GEOMETRIE, LIv. XI. 28
III. PROBLE ME.
tant de lignes que l'on
voudra {ur une méme li-
gne, les divifer toutes , en
forte que chaque toute &
méme partie.

Tout cercle dont la circonfe-
rence paflera par le point com.
mun , & quiaura pour diametre,
raau Probleme, par le 7 Theo-
reme, & ce quiaefté ditdu 3 Cas (48.S.)

IV. ProBLEME.

Avant les :

trois premie-
res lignes d’u-
ne progreflion
geometrique ,
trouver toutes
autres 4 I'in-
fini,

Faire que la
3° comprenne

la v, comme /
m

K d comprend

K ¢, faire un

cercle qui ait

Kd pour dia- I.
metre, de ¢ / *\
€lever la per- ¢

pendiculaire c d .
¢ Z,& puisti- X .

LX
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rer une ligneindefinie de K par Z,laquelle jappelleray x;
& prolonger auffi infiniment K 4, laquelle jappelleray z.

Tirant Z d perpendiculaire fur x, & 4 m perpendicu-
laire fur g, & m fperpendiculaire fur x, & f» perpendicu.
laire {ur z , & ainfi a infini.

On trouvera facilement par (20.S. ) la fuite infinie de
Ja progreflion geomctrique , dont les trois premiers ter-
mes auront efté & ¢. % Z. kd. quiferont {vivis dekm. &f.
kan kg &c.

V. PROBLEME,

Diviser une ligne donnée en moyenne & extréme rai-
fon. C’efta dire en telle forte que fa plus grande partie
foit moyenne proportionelle entre la plus petite partie
& la toute.

Ce qui eft auffi lamefime chofe que detrouver une ligne
qui foit moyenne entreune donnée & cetee donnée moins
cette moyenne ,laquelle pour cetre raifon jappelleray la
mediane.

Soit la ligne donnce appellée &.

Sa plus grande partie que l'on cherche x

Et fa plus petite b—ux.

1l faut trouver uneligne qui foit telle, que 4 moins cette
ligne foit 4 cerre ligne comme cette ligne eftd 4.

b—x. x v X,

C’eft ce qui fe peut trouver parune voie fort facile.

Décrire un cercle de l'in-
tervale dela moitié de 4, €le-
vée perpendiculairement fur
’one desextremitez de 4.

Et tirerune fecantede 'au-
tre extremite de 4, qui pal-
fant par le centre du cerclefe
termine a la circonference.

La partiede cette fecante qui eft hors le cercle fera x.
C'eft adire moyenne proportionelle entre 4, & 5—x.

Car par la conftrution 1. 4 eft tangente de ce-cercle..

2. Le diametre de ce cercleeft ¢gala 4.
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3. Et par confequent la {ecante entiere eft x—+4.
Or ( par 33.S. ) 4 tangente eft moyenne proportionelle
entre la partie delafecante qui eft hors le cercle (cefta

dire x. )
Etlafecante entiere ( c’eftd dire x—+5
Donc x. b 2y b xb.
Donc permatande b.. x :: x—+b. b.

Done dividendo 'b—x. x :: x. b.
Ce qu’il falloit demonftrer.

1. GO AL L AT

Une ligne érant divifée en moyenne & extréme raifon; rxur
fi on y ajofite fa plus grande partie ( que nous appelle-
rons la mediane ) il s’en fera une nouvelle toute qui fera
encore divifée en moyenne & extréme raifon , la premiere
toute érant la mediane.

Ceftce qui fevoit parla voie méme donton s’eft fervi
pour divifer la premiere toute en moyenne & extréme
raifon , en forte qu’il ne faut que recompofer, pour parler
ainfi , ce que I'on a divife.

Car fi b—x."% :: x. 0.

Componende 6. x 22 x=+b. b ‘

Donc la ligne x4 eft divifée par & en moyenne &
extreme raifon, puifques eft moyenne proportionelle en-
tre la toute x~+4. & fon autre partie x.

II. COROLLAIRE.

Une ligne étant divifée en moyenne & extréme raifon, LXIV.
{a petite partie divife la mediane en moyenne & extré-
me raifon,

Soit 4 divifée comme deflus ; & commefamediane eft
appellée x, foit la petite appellée y. Il faut prouver que
x'—-—y. }/ ::y. X :

Or il ne faut pour cela que nommer 4 par ces parties
J .

Car par ladivifionde 4 par x en moyenne & extréme
raifon y. x 1 X yra

Qo j
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Donc permutando x y. :: y—+x. x.
Donc dividendo x—y.y :: y. x. Ce qu’il falloir
demonttrer.

III. COROLLAIRE.

IL eft aifé de conclure de cesdeux Corollaires, que:
lorfqu’on a une ligne divifée en moyenne & extréme rai-
fon , onenpeut avoir une infinité d’autres plus grandes &.
plus petites divifées dela méme forte.

PREUVE DES PLUS GRANDES.

S1 on joint la medianeadla premiere toute, ils’en fait
une feconde toute qui & la premiere pour fa mediane
( par le premier Corollaire.)

Donc i on joint la premiere toute la deuxiéme, il s'en
fait une troifiéme quia la deuxiéme pour fa mediane.

Et joignant la deuxiéme 4 la troifiéme, ils’en fait une
quatriéme qui ala troifiéme pour fa mediane, & ainfi &
Pinfini,

PREUVE DRES PLUS PETITES.

S1 on prend la mediane de la premiere toute , il sen
fait une {econde rtoute plus petite, quia pour fa mediane
{par le deuxiéme Corollaire ) la petite partie de la pre-
miere toute. ‘

Et cette mediane de la deuxiéme toute eft une troifié-
me toute quia pour {a mediane la petite partie dela deu-
xiéme toute , & cette mediane de la troifiéme toute eft
une quatriéme toute quia pour {a mediane la perite partie
de la troifiéme toute, &ainfi 4 'infini. Ce qui peuteftre
confideré comme une nouvelle & tres belle preuve dela
divifibilité d’uneligne a Pinfini.

VI. PrRoBLEME.

AyanTla grandeur descdrez d’un angle qui doive
eftre la moiti€ de chacundes angles fur la bafe. ¢n trou-
ver la bafe,
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Soit K 4de la grandeur de ces coftez , & foit décritte
ane portion de cercle de cette intervalle & du centre K.

Soir divifée K 4 en¢. en moyenne & extrémeraifon, en
forte.

b oK pead bR,
. La corde é ddela grandeurde¢ K, qui eft la moyenne
entre 6 ¢& 6 K, ferala bafe de cetangle; & K 4 en'fera
Pautre cofté,

Car foit tirée la ligne ¢ 4, je fuppofe que les deux an.
gles fur la bafe dunangle Ifofcele font égaux. Er ainfi
jauray prouvé que l'angle K eftla moitié de chacun des
angles fur la bafe, fi je puis montrer deux chofes.

La - Que 'angle K eft égaldl’angle 4 d.

La 2¢, Que I'angle 4 d ¢ eftla moitié de Iangle 6 4 K.

PREUVE DE LA PREMIERE.

L’angle ba deux bafes, ¢4 & K 4, & fescoftez felonune

bafe font Proportionnels a fes coftez felon l'autre bafe,

ifque-
o be bd:: bdbt K

Donc les bafes cd &
K d font antiparalleles,.
& parconfequentlesan-
gles fur une fonr égaux
aux angles fur lautre
chacun a chacon.

Donc'angle K eft €gal
alangle 6d¢. Cequieft:
la premiere chofe qu’it
falloit demonftrer.

PREUVE DE LA SECONDE.

Les deux partiesde4 K, bafe de I'angle de 64 K, font -
en m&me raifon que les deux coftez deicet angle,puifque -

dK éuntégalea s K, & cK dbd,
be. ¢K :: b6d. dK.
Donc I'angle & 4 K eft divif€ par la moitié. -
Qo iij;
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Donc l'angle K étant égal d 'angle 6 4 ¢, qui eft 1amoi.
tié de angle4 4 K , eftauflilamoitic de I'angle 4 4 K. Ce
qu’il falloit demonftrer.

COROLLAIRE.

Tour angle Ifofcele dontlabafe eft moyenne propog-
tionelle entre le cofté entier & le cofté moins cette bafe,
eft de 36 degrez, & chacun des angles furla bafe de 72,
Car 36. plus deux fois 72. quieftla double de 36, vaut18o,
quieftce que valent les troisangles pris enfemble.

VII. PROBLEME.

AvAnT la bafe d’'un angle Ifofcele de 36 degrez , en
trouver le cofté.

Soit 4 la bafe donnée divifée en moyenne & extréme
raifon, & xen foit la plus grande partie, x~ 4 fera le cofté
de cet angle. C’eftadire quelangle 1uif aura x-+b pour
P'un & lautre deces coftez, &4 pour bafe, ferade36 de-
grez.

5 Car puifque par la divifion de 4 enmoyenne & extré.
me raifon, b—x. %. :: x b
Componendo.
b.'x vo, X b BOi
Donc la bafe 4 eft moyenne proportionelle entre. le
cofté x—+b & x,qui eft ce cofte moins 4.

Donc par le precedent Corollaire I'angle qui a x+-4
pour chaque cofté, & & pour bafe, eft de 36 degrez. - Ce
qu’il falloit demonftrer. |

SECTION VIL

Des lignes incommenfurables.

CE que nous avons dit dansle I'V. Livre des grandeurs
incommenfurables donne une fi grande facilité d’expli-
quer les lignesincommenfurables , qu’il ne faut pour cela
qu'ajofiter a ce Livre trois ou quatre propofitions,
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PROPOSITION GENERALE.
Lorfque trois lignes font continuellement proportio-
nelles, la raifon dela premieread la troifiéme peuteftre de
trois fortes: ce quife fait en trois cas.
PremMier Cas.

Si la raifon de la premiere a la troifieme eftune raifon-

de nombre 4 nombre quiait pour fes expofans des nom.-
‘bres quarrez, lamoyenne eftd chacune des deux aurres,
comme le produit des racines de cesnombres quarrez , eft

a chacun de ces nombres quarrez , & par confequent la

moyenne eft commenfurable aux deux autres.
SEconDp Cas.

Silaraifon de la 1™ 4 la 3¢ eft une raifon de nombre 3
nombre , qui n°ait pas pour {es expofans desnombres quar-
rez,la moyenne eft incommenfurable en longueur & com-
men-furab}/e enpuiflanced lare & ala s,

. Troisiemg Cas.
St la raifon dela 1** dla 3 eft une raifon fourde, & non

de nombre 4 nombre, la moyenne eft incommenfurable-

aux deux autres , tanten longueur qu’en puiﬂ'ance.

Tous ces 3 Casf{e prouvent des lignes, de la méme forte-

qu'onlesa prouvez dansle IV. Livre des grandeurs en ge-
neral. Cleft pourquoy ce quirefteicyeft d’appliquer cet-
te doctrine generalea des exemples particuliers qui foient
propres aux lignes. Ce que nous ferons par les Theore-
mes f{uivans.

I. THEOREME.

Un angle droit étant Ifofcele, le cofté & P’hypotenu-
fe font incommenfurablesen longueur & commenfura.
bles en puiffance.

-Soit un angle droit Ifofcele , dont %
L’hypotenufe foit appellce b. T
Le cote d.

La perpendicolaire du fommet i
Phypotenuft l2 partagera en deux é--
galement. Chaque moiti¢.
foic appellée ' e

LXXE-
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Donc 2 bi diim.

Or h.. m ik

Doncz & 1n’érant pasdeuxnombres quarrez ( par le
2° Cas) d eftincommenfurable enlongueura 4 & 4 m.

Mais il leur ft commenfurable en puiflance , parceque

€hh. dd _ h. m.

dd., mm} o } - BN

JII. THEOR EME.

QuaND Phypotenufe eft 2 'un des cotez d’un angle
droit, comme nombre anombre, ileft aif€ dejugerfi’au-
tre coté eft commenfurable ou incommenfurable a I’hy-
potenufe. Et voicy comment.

Soit I’hypotenule 4.

Un des coftez £

L’autre cofté d.

Une perpendiculaire eftant mence
du fommet 4 ’hypotenufe,

Soit fa portion vers ¢ appellée %,
Et autre vers d appellee 4

1l senfiicque 5 G

Suppofant donc que & ¢foient comme les deux nom-
bres x & z. Cefta dire que
o BT E X
Donc la raifonde 4. 4. eftant doublée de la raifon de b.¢.
b B v xR
Or £ & /¢crant les deux portions de 4,
I =h—kFk,
Donc b, 1 :: xx. xx.—2z
Donc fi xx.—zg; eflt in nombre quarré par le pre-
mier Cas de la Propofition principale, 4 eft commenfu-
rable a d.
‘Que fi au contraire xx— zz n’eft pas unnombre quar-
1€ ( par le deuxiéme Cas ) 4 n’eft point commenfurabled
denlongueur , maisfeulement en puiffance.

111. TuEo-
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III. THEOREME.

Lorsqu'un descétez de I'angle droit eft une aliquote [ yyir

de ’hypotenufe, 'autre c6té eftincommenfurable 4 hy-
potenufe en longueur , & commenfurable feulement en
puiflance, :

Car afin que cpar exemple , foit une aliquote de 4, il
faut que 4 {oitd ¢, comme quelque nombre a 'unité que
je marqueray patun 1, .

Soit donc h. ¢ :: g 1.

Donc par le Theoreme ».

' bR o:: xRl i,

hol :: xx xxietr

Or il eft impoflible que x x——11 foit wn nombre quat-
ré. Car (u1) ne fait qu'une unité | felon cé qui a efté dic,
IV.7. Et deux nombres quarrez ne peuvent jamais eftre
differens feulement d’une unité,

Donc par le Theoreme 2¢ 4 & d font incommenfira .
bles en longueur, & commenfurables feulement en puif:
fance.

COROLLAIRE.
S 1 la bafe d'un angle Ifofcele eft
égale au cofté, la perpendiculaire
du fommet 4 la bafe eft incommen-
furable en longueur , & commenfi-
rable feulement en puiffanceavec le
cofte, ,
Car alors cette perpendiculaire fait
unangle droitavec la moitié de la bafe , & 1'un ou l'au-
tre des coftez eft ’hypotenufe de cet angle droit. ht
Donc I'un descoftez de cet angle droit, qui eft la moitié
de la bafe, eft auffi la moitié de Ihypotenufe,

Donc il eft unealiquote del’hypotenufe. ;

Donc par le Theoreme precedentl'autre cofté , qui eft
la perpendiculaire , eft incommenfurable en longueur , &
commenfurable feulement en puiflanceavec I’hypotenufe
de cet angle droit, laquelle eftle cofté de Iangle dont la
bafe eft fuppofée égale 4 chaque cofté.

LXXI1.
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IV. THEOREME.

AvanT deux lignes incommenfurables en longueur (ow
par les Theoremes precedens , ou par d’autres voyes) &
ayant trouvé la moyenne proportionelle entre ces deux
lignes ,elle leur fera incommenfurable tant en lengueur,
qu'en puiffance.

Cela eft clair par le3c Cas de la Propofition: principale..

LXXI1V,

V. THEOREME.

txxy. . QUAND uneligne eft divifée en moyenne & extréme rai.
fon, la toute & fes deux parties font incommenfurables.
les unes aux autres. Ceft ce qui a efté prouvé dans le

4. Livre,num.37.
AVERTISSEMENT.

Il wy a & dire de quatre lignes continnellement proportio-
nelles gue ce qui a efié dit dans le IV, Livre de quatre gran-
denrs continuellement proportionelles.

SCD LYOR
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GEOMETRIE

LIVRE DOVZIEME.

DES FIGURES EN GENERA L

CONSIDERE’ES SELON LEURS ANGLES
ET LEURS COSTEZ.

Hl N appelle figure dansles clemens de Geomertrie,
une furface platte terminée de tous coftez.

Ce qui comprend deux chofes : la premiere,
lesextremitez de cette furface: la feconde, 'efpace qu'elle
comprend ; ce qui s'appelle Laire de la figure.

Nous les confiderons dans ce Zivre ¢ le fuivant [elon le pre-
mier rapport ; ¢ dans dantres Livres nows les confidererons
[elon le dernier.

Division.

Tourtk figure confiderée felon fes extremitez, eft,
Ou redtiligne.
Ou curviligne.
‘Ou mixre. Pp j

I¥,
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PREMIERE DEFINITION.

On appelle rediligne celle qui eft rerminée par des li-
gnes droites , qui ne peuvent eftre moins de trois, érant
clair que deux lignes droites ne peuvent pas terminer un
efpace de tous coftez, puifqu’elles ne peuvent fe rencon.
trer qu'en un point , ce quilaifle 'efpace ouvert du cofte
oppol€ d ce point. -

Il eft clair aufli par la que les lignesdroitesne peuvent
rerminerun efpace , qu'en faifantautant d'angles qu'il ya
de lignes droites qui terminent’efpace. Car fiun angle
demande deux lignes, une ligne fert 2 deuxangles.

Etainfi I'on peut confiderer trois chofesdans 'extremi.
té d'une figure rediligne. 1. Les angles. 2. Les coftez.

. Le circuit, quonappelleaufli perimetre, qui n’elt autre
chofe que la fomme des coftez ; c’eft a dire tous les coftez
pris enfemble.

SEcoNDE DEFINITION:

On appelle curviligne celle qui eft terminée paruneou
plufieurslignes courbes. Et une feule ligne courbe pou.
vant rentreren{oy méme, peut terminer une efpace.

Mais on ne confidereicy des figures curvilignes que le
{eul cercle ; parce que de toutes Tes lignes courbes on ne
confidere quela circulaire.

Troisi1EME DEFINITION,

On appelle figure mixte celle qui eft terminée en par-
tie par des lignes droites, & en partie par des courli)es,.
dont on ne confidere icy queles portions de cercle , qui
font celles qui font terminées par une corde & une por-
tion de circonference; ou lesfecteursdu cercle qui font
terminez par deux rayons & une portion de la circonfe.-
rence, tel qu'eftun quart de cercle..
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DES FIGURES RECTILIGNES

On peut divifer les figures
rectilignes en celles qui ont
quelque angle rentrant , &
celles dont tous les angles
font faillans ; c’eft a dire
tels que leur pointe regar-
de totjours le dehors de la
figure.

Les Geometres {e font
reftraints a confiderer les
dernieres , parce quon y
peut _facilement reduire les
premieres.

ESPECES DES FIGURES RECTILIGNES.

Tourke figure rectiligne ayant autant d’angles que de
coftez , onles divife indifferemment par le nombre deleurs
angles ou deleurs coftez , & on les nomme felon I'un ou

felon 'autre.

Ainfi on appelle Triangle une figuredetroisangles &

de trois coftez , & Quadrilatere celle de quatre angles &

de quatre coftez.

Les noms Grecs des figures font pris du nombre des an-
gles: comme

Pentagone, de cing,

Exagone, de fix.

Heptagone, defept.

Od&ogone, de huit.

Decagone, de dix.

Et Polygone, de plufieurs angles indeterminément;

Cesnoms font fi communs, qu’il eft bon de ne les pas’
ignorer ; mais on peut {e pafler d’en {cavoir d’autres qui-
font moins communs : & appeller les figures du nombre de-

Pp i

Y I
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leurs coftez ou de leurs angles, une figure de quinze
coftez , de trente,de cent, de mille &c.
I. THEOREME. i
virt,  Tout polygone peut eftre refolu
en autant detriangles, quiladec6- /
tez moins 2, & il ne le peuteftre en ¢
moins.

Ceeft d dire, s'ila 4 coftez ,il peut
citre refoluen deux triangles; fi 5, en
trois; {i 6, en quatre; {i7, en cing; {18, en'fix &c.

Car d’un angle quelconque tirant devx lignes de part
& d'autre,, qui} {oditiennent chacune Iangle qui le fuic de
part & d'autre,, il s'en fait deux triangles qui compren-
nent 4 coftez dela figure. Mais de ceméme angle me.
-nant deslignes 4 chacun desautres angles, il s’en fait au-
tant de triangles qu’il y a de coftez outre ces 4. Donc il
y aura autant de triangles quily adecoftezoutreces 4,
Donc il y aura autantdetriangles que de coftez moins z,
puifqu’il ya neceffairement 2 de ces triangles qui .com.
prennent 4 de ces coftez.

II. THEOREME.
1x.  Tousles angles d’un polygone quelconque font égauxa
autant de droits que le double de ces coftez moins 4.

Car nous avons d€ja veu qu'un angle pluslesdeux an-
gles que font fes coftez fur {a bafe, font égaux 4 deux
droits. Or un angle avec fa bafe n’eft point different
d’untriangle.Et par confequent les trois angles d’un trian-
gle valent deuxangles droits, qui font fix moins 4.

Or par le precedent Theoreme tout autre polygone
peut eftre tefolu enautant de triangles moins 2 qu’ila de
coftez ; & les angles decestriangles comprendront ceux
du polygone. Donc file golygonez‘x-;co&ez eftant refolu
en g triangles, les angles de ces s triangles en vaudtont dix
droits, quifont 14 moins 4. -

On le peutencore démontrer d’une autre forte, en pre-
nanc un point quelconque audedansdu polygone , & de
ce point menant des lignes 4 touslesangles. Car alors
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I'heptagone fera partag€ en 7 triangles, qui auront teus
deux coftez de leursangles au tour de la figure, & le 3¢ au
dedans. Or tousles »yangles de ces 7 triangles en valent
14 droits, & les 7 dudedans dela figure valent 4 droits
(& quand il y enauroit mille ,ou tant que l'on voudra,
ils ne vaudront jamaisque 4 droits ) & par confequent les
14. autres quifont égauxd ceux de I'heptagone valent r4
droits moins 4 ; c’eft 4 dire 10 droits.
: Drivisron:
Les figures deces differentes efpeces fe peuvent con-
fiderer ou chacune @ part , ou en- les comparant deux en-
femble. :

FIGURES CONSIDERFEES A PART.

DeriNiTIONS.

r. Ceries dontrous les-angles font égaux; s'appellent
Egquiangles.

2. Celles dont tous les coftez font égaux, s'appellent
Equilateres.

3. Celles qui font tout enfemble equiangles & equila-
teres , sappellent Regulicres.

Et on met auffile cercle entre lesregulieres; a caufe de
fa parfaite uniformité, & quonle peut confiderer comme
un polygone regulier d’'une infinité de coftez.

4. Celles dontles angles, ou les coftez feroient alterna-
tivement €gaux ; Ceftd dire le premierégalauss, 57, 7, o,
& le fecond égal au 45, 6¢, 8¢, 10%, fe peuvent appeller al-
ternativement equiangles ou equilaterales.

Mais il faut remarquer que ccla ne peut eftre que-

quand le nombredes angles ou des coftez eft pair.Car s’il
eftoit impair, le dernier & le premier fe trouveroient
€gaux ; & par confequent le penultiéme & le premier fe-
roient inégaux: & par confequent ils ne {eroient pas tous-
alternativement €g aux.
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FIGURES COMPAREES.
DEFINITIONS.

uAND on compare deux figures de méme genre,ceft
4 dire d’un nombre égal de coftez.

1. Silesanglesdei'une fontégaux aux angles delautre,
on lesappelle Equiangles ; & ce mot ne marque pas alors
que les angles de chaque figure foient €gaux entr'eux;
mais feulement que ceux de Pune font €gaux 4 ceuxde
Pautre , chacun a chacun.

2. Si les coftez de 'une font égauxaux coftez del'autre,
onles appelle Eguilateres,on Equilateres entr’elles.

3. Si elles font tout enfemble equiangles & equilateres
entr’elles, on les peut appeller Touz-égales;ce qu'il faut
bien diftinguer decelles qu’on appelle fimplement Egales.

4. Si elles font equiangles, & que les coftez de I'une
{oient proportionels aux coftez de l'autre, on les appelle
Semblables.

Ce qui fait voir que les zont-égales font tolijours fembla-
bles, puifqu’il ya mé&me raifon entre les coftez de l'une &
de P'autre, qui eft la raifon de I'égalité. Au lieu queles
[emblables ne font pas tous todjours zout-égales : puifqu’il
peuty avoir uneautre raifon que celle d’égalité , quifoitla
méme entre les coftez de 'une & de 'autre,

Les coftez des figures femblables, entre lefquels il ya
méme raifon , s’appellent les coftez Homologues , quifont
todtjours le plusgrand cofte de I'une 8 delautre : & tod-
jours ainfi. Etc’eftce qui produit ce Theoreme.

1. THEOREME
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I. THEOREME.

LEs circuits de deux figures fembla-

bles font en méme raifon que leurs

B

coftez homologues. C
Car foient les trois coftez de I'une

de cesfigures , B ¢ D; & de lautre

é & d. D
Puifque B eftis,commeCacg &

Les trois d’'une part ( qui font le cir-

cuit de la premiere figure ) {ont aux d
trois delautre part ( qui font le circuitdelafeconde ) en
méme raifon que chacune d’une part 4 chacune de lautre.
Cleft ce quia cfté demonfiré, I1. 4.

Autres DEFINITIONS.

QuaND oncompare deux figures de méme ou de diffe-
rentes efpeces.

5. Sile circuit de l'une eft €gal au circuit de lauere ,
on lesappelle 7/operimetres,

6. Sil’efpace que comprend l'uneeft égala I'efpace que
comprend l'autre, on les appelle égales.” Ce qui appar.
tient au Livre ol 'ontraittera des figures confiderées fe-
lon Paire. Etcequ’il ne faut pas confondre , commeil a
déjaefté dit, avec cellesquon appelle zonz-égales,

DES. FIGURLES NS G BE T ES
OU CIRCONSCRITTES AU CERCLE.
DEs INSCRITTES.

On dit qu'une figure rediline eft infiritte an cercle
quand les flbmmets de fes angles fe trouvent dans la cir-
conference dece cercle. D’ou il senfuit,

1. Quelesanglesde cette figure infcritte fe doivent alors
confiderer comme desangles infcrits au cercle , dont il a
eft¢ parlé dansle Livre I X.

2. Quainfi lesangles d’une figure infcritte ne {cauroient

G Q9
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eftre égaux , que quand les deux arcs qui foutiennent les
deux coftez de chaque angle font égaux pris enfemble
aux deux arcsque foutiennent les deux coftez de chaque
autreangle : parce que chacun de cesanglesa pour mefu-
re la demy-circonference moins la moitie des deux arcs

. 3o 2 i 3
que foutiennent ces coftez. 1X.19. D'ous enfuitce Theo:
reme,
II. THEOREME.

Une figure infcritte au cercle ne
fcauroit eftre equiangle qu'clle ne
foit equilaterale ou abfolument,ou
alternativement ; & en ce dernier |
cas, il faut que le nombre de fes- |/
coftez foit pair. ’

Carafin que les angles d’une fi:
gure infcritte au cercle ( qui font
des angles infcrits ) foient tous ¢-
gaux , il faut & il fuffit queles deux:
arcs que foutiennentles coftez de
chaque angle pris enfemble foient
égaux aux arcs que foutiennent
aufli les coftez de tout autre angle, \
comme il vient d’eftre dit.

Or cela eft quand tous ces arcs-.
font égaux: ce qui arrive quand la
figure eft abfolument équilaterale; .
parce que tous ces coftez eftant-
égaux, tous lesares qu’ils foutiennent ‘le fontauffi.

Mais cela arrive encore quand cesarcs font alternative-
ment égaux, pourveu quils foient'en nombre pair ; parce
qualors lamoirié. de ces-arcs eftant petits & tous egaux’
entr'eux:, & la moitic plus grands- rous égaux anfl en-
tr'eux, & un petit eftant todjours fuivi-d’un grand, les:
deux arcs foutenant les-coftez d’un angle infert pris en-
femble feront tofijours égaux:d.deux-autres arcs foute-
nans les coftez de tout autreangle. Etainfi ces angles fe--
ront égaux.Or pour celail fuffit que les cofbez de la figure

“
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foient alternativement égaux, parce qualors ils foutien-
-dront des arcs alternativement égaux.

Mais ileft bienwvifible qu’il fauten ce casid quelenom.-
‘bre des coftez foit pair. Car s'il eftoit impair, comme deg.

ily auroit neceflairement deux coftez , favoir le 1 & le
-9° qui feroient de fuite tous deux grands ou tous deux pe-
tits ; & ainfi angle compris entre le 1 & le ¢ coftd fe-
roit ou plus grand ou plus petit quelesautres.

Deonc une figure infcritte en un cercle ne fcauroit eftre
€quiangle, fielle n’eft ou abfolument équilaterale ou al-
‘ternativement , & en ce dernier casil faut que le nombre
de fes coftez foit pair. .

Des CirsconscriTTEs Au CERrcre.

On dit qu'une figureeft circonferitte @ un cercle , quand
tous les coftez de lafigure touchent le cercle, Et de . la il
s’enfuit

1. Que lesangles de la figure font'des angles circonf-
crits ; & par confequentil eft bon de les confiderer comme
'des angles compris entre deux tangentes que 'on doit
prendre: comme fi chacun eftoitterminé au point de l'at-
touchement. D’o1 ils’enfuit encore.,

2. Que ces angles circonfcrits font todjours Ilofceles;;
‘parce que les tangentes menées d’'un méme point font
€gales, VIL.34.

3. Que les angles circonfcrits font égaux quand les tan-
-gentes de I'un font égales aux tangentes de autre, IX. 55.

4. Que chaque cofté d’une figure circonfcritte eft com-
pof€ de deux tangentes,, qui viennent de deux differens
-angles,

Et deld s’enfuit ce Theoreme.

IIl. THEOREME. ‘

Une figure circonfcritte au cercle ne {gauroit eftre equi-
laterale qu’ellene foit equiangle , ou abfolument oualter-

nativement ; & ence dernier casil faut que lenombre de
fes angles foit pair.

Car afin qu'unefigure circonfcritte au cercle foit équi-

laterale, il faur & il fuffic que deux tangentes donteft com-

Qq 1y
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polé chaque cofté de cette figure circonfcritte prifes en-
femble foient égales 4 deux autres tangentes dont fera
compof€ tout autre cofté.

Or cela eft quand toutes ces
tangentes font €gales , ce qui
arrive quand tous les angles de
cette figure font €gaux ; car
alors routes les tangentes font
¢gales aunfhi.

Mais cela arrive encore quand
les anglesdela figure fontalrer-
nativement €gaux, pourveu que
cefoit en nombre pair , en forte
que la moitié desangles n’ait que deux petites tangentes
{ ce qui fait neanmoins les plus grands angles) & l'autre
moitré deux plus grandes tangentes , & que toutes les pe-
tites foient égalesentr’elles, & les grandes aufli , & qu'un
petit angle {oittotjours fuivi d’'un grand. _

Car alors chaque cofté fera compofé d'une petite &
d'une grande tangente ( parce que chaque cofte, comme
il a efte dit, eft compofé de deux tangentes qui viennent
de deux differens angles.) Donc tous les coftez feront
égaux.

Donc une figure circonfcritte au cercle ne peut eftre
€quilaterale, fielle n’eft equiangle , ou abfolumentou al-
ternativement , & en cedernier cas il faut que le nombre
des anglesfoit pair. Ce qu'il falloit demonftrer.

DEs FicuREs REGULIERES.

Lt meilleur moyen de bien concevoir les figures regu-
lieres, eft de les confiderer comme infcrittes enun cercle
parce quclles peuvent toutes y eftre infcrites , {elon ce
Theorenie,

; IV. THEOREME.

Tourk figure reguliere peut eftre infcritte & circonfcrit-
te en un cercle j parce qu'il y a rotijours dans ces figu-
res un point qui en eft le centre, dont toutes les lignes
menées a tous les angles ( quon appelle rayons) font
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égales | & dont toutesles perpendiculaires menéesau c6-
té( qu'on peutappeller les razons droits ) font aufli égales
entr'elles.

Soit une figure reguliere de tant 1
~ de coftez & d’angles que ’on vou-
dra, il{uffira d’en confiderer 4 ou
gangles, dontj'appelleray les fom-
mets . d. f.¢. h.

Si de p milieu du cofté 4 4, & de

milieu du coft€ & 4, on éleve
deux perpendiculaires,elles {e ren-
contreront eftant prolongées , par VI. 34.

Et le point ¢ou elles {erencontrent fera le centre de
la figure.

Car du point ¢, intervale ¢ 4, décrivant une’ circonfe-
rence, elle paffera par les trois points 4. 4.4. VIL 3.

Donc les trois raionsc 4, ¢ b, & ¢ d, {eront €gaux,

Donc les g angles ch b, cbh,ch d, ¢ déb feront €gaux,
par VIIL 6.4. _

- Donc chacun de ces trois raions ¢h, ¢é, cd, partage
ar la moitié I'angle de la figure.

Donc l'anglec hg, érant égalalangle ¢ 4 6 4 'c ¢ bafe
de l'angle ¢ b ¢, doiteftre égale a4, bafedelangle ¢ 44,
par VIIL 65.

Donc ce 4° rajon cg eft €gal aux trois autres,

Et il eft clair que quand cette figure reguliere auroit
cent mille angles, on prouveroit laméme chofe de toutes
les lignes menées decauxangles, qui font lesraions.

Donc fi de ce point c& de I'intervale d’unrayon on dé-
crit un cercle, la figure ferainfcritteen ce cercle; puifque
tous les rajons eftant égaux ,les fommets de tous les an-

les fe trouveront dans la circonference de ce cercle.

Etdeld il senfuit que tous les coftez de cette figure fe-
ront des cordes égales du meme cercle.

Donc les perpendiculaires :du centre aux coftez font
egales , par VIL 8.

- Or ces perpendiculaires en fontles raions droits.
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Donc {i on décrit un autre cercle del'intervale d’un
rayon droit ; c’eft 4 dire d’une perpendiculaire a un cofté,
cette figure {era circonfcrittea ce cercle ; puifque tous ces
rayons droits eftantégaux,, iln’y auraaucun cofté quine
touche le cercle.

CorRoLLAIRE
‘Ir eft aifé parla dedeterminer trois chofesimportantes
dans chaque efpece de figure reguliere.

La premiere, de combiendedegrezeft I'arc qui fotitient
le cofté delafigure, que jappelleray fimplement larc de
la figure.

La feconde, de combien dedegrez eft 'angle dela fi.

gure ; c'eft 4 dire Pangle compris entre les deux coftez de

la figure.
La troifiéme , quel eft auflil'angle que fait un rayon fur
uncofté : c’eft ce quife verra par ces trois Problemes.
PrRemMIierR PRrRosLEME
DerTerMiNER la grandeur.de Parc de toute efpece de

“figure reguliere.

La circonference eftant divifée en 360 degrez, ou 21600
minutes, ou 1296000 fecondes : {ion divife cenombre par
celuy des coftez dela figure, le quotient fera voir de com-

‘bien de degrez, ou de minutes, ou de fecondeseft I'arc de

la figure.

Ainfi 'arc d’urie figure de 15 coftez eft de 24 degrez,
parce que 15 divifant 360,le quotienteft 24.

‘L’arc d’une figure de 3600 cofkez eft de 6 minutes,par-
ce quezr6oominutes eftant divifées par 3600, le quotient
eft 6. '

SEcoND PROBLEME
DerermineR la grandeur de I'angle de route efpece

de figurereguliere.

- Ayant trouvé Parc par le premierProbleme, ofter les
degrez de cetarcde 180. quieftla demy- circonference, ce
qui reftera feralamefure de I’angle dela figure.

Car tout angle d’une figure reguliere doit eftre confi-
deré comme un angle Ifofcele infcrit dansle cercle,quia
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pour mefure la demy-circonferencemoins I'arc que fod.
tient un de fes coftez. IX. 20. . -

‘Et ainfi pour avoir la grandeur de I'angle d’une figure
de 15 coftez ,.il ne faut qu’ter de 180 les 24 degrez de
Parc que fotitientle cofté de cette figure ; & ce qui refte-
ra,, quieft156, fera la mefure de I'angle d’une figure de
15 coftez.

Etpour avoir Iangle d’'une figure de 3600 coftez , il faut
ofter 6 minutes de 180 degrez , & ce qui reftera, qui eft
179 d. 54 fera ]a mefure de'angle de cettefigure.

IlI. PRoOBLEME.

DEeterMineR la grandeur de Pangleque fait le rayon X XT1 L
fur le cofté de route figure reguliere,
Il ne faut pour cela que prendre la moiti€ da nombre des
degrez que vaut 'angle de la figure. Parce que tout rayon
partage par la moiti¢Pangle de la figure.
Ainfi 'angle du rayon fur le cofté dansunefigurede 15
coftez ,eft de 78 degrez, qui eftla moiti¢ de 156, Et I'an-
gle du rayon {urle cofté d’une figure de 3600 coftez,eft de

89.d.57.
CONSIDERATION SUR LE CERCLE.

Les Geometres confiderent fouventle cercle comme yyyy,
un polygone d’une infinité de coftez: & felon cela voi-
ey de quelle forte on devroit marquer les trois chofes que
nous venonsde determiner danstout autre polygone,

Puifque l’arc d’un poligone regulier eit dautant plus
petit, que le nombre de fes coftez eft grand, il faut que
Parc d’un polygone d’une infinité de coftez foit infini-
ment perit , & quainft il ne puiffe eftre marqué que par
zero,
~ Or qui ofte zero de 180 degrez, refte 180 pour l'angle
de ce polygone infini. 5 :

Etqui divife 180 parlamoiti€, refte go, qui eftla me-
fure d’'un angle droit pour angle durayonfur le coft¢.de -
ce pelygone infini,
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Aufliileft vray que'angle durayon fur la circonferen:
ce d’'un cercle eft droit en fa maniere , ‘puifque le rayon
coupe perpendiculairement {a circonference ; & que ficet
angle eft plus petit qu'un droit, ce n’eft que de Pefpace
quieft entre la circonference & la tangente, qui eft plus
petit que tout angie aigu 4 quoy quiil n’Y.ait\point d’an.
gle aigu qui ne puifle eftre divi(é en une infinité de plus
petits. . ;
Eton peutdireaufli que tout pointdela circonference
eft commele fommet d’unangle de18o degrez, puisqu'é-
tant partagé parlerayon en deuxangles €gaux, chacunde
fes angles de part & d’autre eft droiten {a maniere; &
quainfi chacuneft de 9o degrez.

DES FIGURES REGULIERES
COMPAREES ENSEMBLE.

V. T HEOREME.

xXvL  LEs figures regulieres de mémeefpece, c’eftd dire dan-
tant de coftez ,{ont totjours femblables , & les circuits
font en méme raifon que les coftez. .

Car par ce qui vient d’eftre dit, lesangles de deux figu-
resregulieres de méme efpece font neceflairement €gaux;
leur grandeur eftant determinée par les arcs des figures,&
ces arcs 'étant parle nombre des corez dela figure.

'Et pour ce quieft des cotez, ceuxde chaquefigure
€tant €gaux , on peut appeller lesuns 4, & lesautres c.

Orileft bien clair que 4. ¢ :: 4. ¢

Et il eft clairauffique 4 eft 4 ¢, comme 10 410 ¢, OU
100 44 100 £, OU 1000 4 4 1000 ¢, |

Donc les circuits ne fcauroient manquer d'eftre en
meéme raifon que les cotez.

VI THEOREME.

xxviL Deux figures regulieres €tant de mefme efpece, ces 4
chofes de l'une, rayon, rayon droit , coté , circuiz ; font en
meme
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méme raifonavec ces 4 autres mémes chofes de l'autre :
c’eft 4 dire que le rayon de I'une eft aurayon de l'autre,
comme le rayon droit aurayondroit , le coté au c6té, le
circuitau circuit,

Ces deux derniers viennent d’eftre prouvez ; mais ils ne
laifferont pas d’entrer dansla preuve generale des autres.

Il ne faut pour cela que confidererdans chacune de ces
figuresun angle compris entre un rayon, & un rayon droit
quia pour bafela moitié du cofté.

Ces deux anglesfont femblables en toutes les figures re-
gulieres de mémeefpece ; c’eft a dire que I'angle eft égal
a l'angle, & que les angles fur la bafe del'un font égaux
aux angles {urla bafe de Iautre.

Car chacun de ces angles a pour mefure la moitié de
l'arc de la figure, puifque fa bafe eft la moiti¢ du cofté.
- Or dans toutes les figures de méme efpece I'arc dela figu-
re eft d’autant de degrez en 'une qu’en l'autre.

Pour les angles fur chacune des bafes cela eft encore
plus clair, puifque I’'un eft droit en l'un & enl’autre ; fca-
voir celuy qui eft fait par le rayon droit ; & que lautre
eft lamoiti€ de I'angle dela figure qui eft €gal en toutes
les figures de mefme efpece.

Or puifque ces angles font femblables par X. 17. les
coftez font proportionels aux coftez ; & la bafea la bafe:
c’eft a dire que,

Lerayoneftau rayon, comme le rayon droitd un rayon
droit , & la moitié¢ du cofté a la moitiédu cofté. Et par
confequent comme le coft€ au cofte, & le circuit au cir-
cuit. '

I. CoROLLAIRE,

Les coftez & les circuits de deux figures regulieres de
méme efpece font en méme raifon, que lesdiametres des
cercles dans lefquels elles font infcrites.

Car ces diametres font le double des rayons de ces fi-
eures. Donc &ec.

Rr

XXViL
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II. COROLLAIRE.

L s circonferences des cercles font en méme raifen
que leurs diametres.

Car les cercles font comme des polygones d’une infini.
té de cotez ; & leur circonference eft comme le circuit
comprenant cette infinité de c6tez. Donc par le prece-
dent Corollaire ce circuit d’une infinité de cotez d’une
part, eftau circuit d'uneinfinité de cétez de Fautre, com-
me le diametre audiametre.

C’eft lafeule voye dont on peut prouver la proportion
des circonferences & des diametres. Car n’y enayant point

our le faire pofitivement & immediatement, on eft reduit
a y employer I'analogie des polygones femblables d’un fi
orand nombre de coftez quel’on voudra , qu'on peut con-
cevoir eftre inferits dans 'un & I'autre cercle : comme de
cent mille cdtez , de cent millions, de centmille mllions,
&ainfi jufqu’a Pinfini.

Car plus ces polygones ont de cétez,moinsil ya de
difference entre la circonference du cercle & leur circuit,
VIL 19. Etainfi quelque petite que foit une ligne donnée,
quand ce ne feroit quela cent milliéme partie de 'épaiffeur
d’une feiiille de papier, on peut concevoir un polygone
de tantde cdrez infcrit dans I'an & danslautre cercle,
que la difference de fon circuit d’avec la circonference
de ces cercles fera moindre que cetre ligne donnée.

Or de quelque grand nombre de cétez: que foient ces
polygones, leurs circuits {eront todjours en méme raifon
que les diametres, par le Corollaire precedent.

Donc on doit conclure par uneanalogie tres certaine,
queles circonferences font aufli en méme raifon que les
diametres, '

Ml . ConollA¥FrE.

S1 deux figures regulieres de méme efpece ontde I'éga-
lit¢ en I'une de ces quatre chofes, rayon , rayon droit, o
te, circuit, elles I'ont en tour, & font tout-€gales,

SCD LYON




DE GEOMETRIE,LIv. XII. 35

C’eft une fuite ¢vidente du fixiéme Theoreme,

1V, CoORoriL Al s

L'une de ces quatre chofes €tant donnée la grandeur
de la, figure reguliere eft determinée: c’eft 4 dire qu'ellene
eut e[%re que d’une forte, quoy qu’ilne foit pas todjours
acile de la décrire ; parce que fouvent iln’eft pas aifé ou
de trouver le cote d'unefigure reguliereenayantlerayon,
ce quieft la méme chofe que de I'infcrire en un cercle
donné : oud’en trouver le rayon enayant le céré ; ce qui
eft laméme chofe que trouver le cercle dans lequel une
figure dont le coté eft donné puifleeftre infcritte. Cleft
dequoy nous allons traitter.

DE L'INSCRIPTION OV CIRCONSCRIPTION
du'ne figure reguliere de telle ofpece
dans un Cercle donné.

Ir eftbien facile parce qui aefté dit ,une figure regu-
liere eftant décritte, d’en trouver le rayon pour l'infcrire
dans un cercle: mais il n’eft pasauffi facile d’infcrire dans
un cercle donné,, telle figure reguliere quel’on voudra, Et
fouvent méme onne le peut que mecaniquement , & non
geometriquement ,anmoins par la Geometrie ordinaire ;
parce qu’elle ne donne pasle moyen de divifer unarc don-
ne,en 3, en g, en 7 &c. ce qui ferait fouvent neceflaire
pour infcrire enun cercle donné telle figure que I'on vou-
droit.

Ainfi je penfe quetout ce quel’on peut faire de mieux
fe reduita cesdeux regles generales , & 4 quelques Pro-
blemes particuliers.

PREMIERE REGLE GENERALE.

Lorsqu'on feait infcrire enun cercle donné une cer-
taine efpece de figure reguliere, il eft bien facile d’inf-
crire toutes celles quiont plus ow moinsde coftez , {elon [a
progreflion double.

Rr ij

XXX,

XXXI.

XXX1I,

e e e Ty
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Ceeft a dire qui en ont deux fois moins, 4 fois moins,

8 fois moins &c. jufquesa ce qu'on foitarrivé oud 4,ou

aun nombre impair, qui ne fe puiffe plus divifer par la
moiti€.

Ou qui esont deux fois plus, 4 fois plus, 8 fois plus &e.
jufqu’a Pinfini.

Suppofons, par exemple, quon fcache infcire dansun
cercle donnéune figure de 32 coftez , lacorde quifodtien-
dra deux arcs de cette figure , fera’le cofté d’une figure
de 16. Etcelle qui foditiendra deuxarcsdela figure de 16
coftez, ferale cofté d’unefigure de 8. Etainfide fuite. .

Et au contrairela corde qui fofitiendra la moiti€ del'arc
de cette figure de 32 coftez fera le cofté d’une figure de
64. Etcelle qui foitiendra la moitié delarc d’une figure

de 64 coftez, fera le cofté d’une figure de 128 coftez. Et
ainfi 4 l'infini.

SECONDE REGLE GENERALE.

Lorsque I'on fcait inferire une certaine efpecede figu-
re reguliere en un cercle donné, onlafcait auffi circont-
crire,

Car ayantles points detous les fommets des anglesde
Pinferite, les tangentes au cercle dces mémes points eftant
prolongéesjufques a ce qu’elles fe rencontrent, font une
figure femblable circonfcritte au méme cercle ; puifque
d’une part tous les angles circonfcrits de cetre figure {ont:
egaux , eftantappuyez fur des arcs convexes égaux; & que
de l'autre chacun de ces angleseft égala I'angle de la fis
gure circonfcritte, par IX, 52.

PROBLEMES PARTICULIEKS..

L :
- . | . . % g .
InscrIrE un quadrilatere regulier (‘quis appelle quar-
re ) dansun cercle donné,
Deux diametres quife coupant partagent la citconfe-

rence en 4 parties , dont chacune eft I'arc du quarré inf-
crit dans le cercle, : |

o
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COROLLAIRE. i'

| Inscrire dans un cercle donné une figure de 8 coftez, xxxv,
de 16,de32 5 & ainfi & linfini. 2°Regle generale,

II. PROBLEME. = ""-.‘\

; s
INscR1RE enun cercle donnéun § 1 XXXVL |
exagone regulier. g‘ : ‘

Le demi diametreou rayoneftlecoté ,
de Pexagone. Car ayant fait un angle \ ol ?-
compris par deux rayons, & ayant pour : 5-
bafe une ligne égale aurayon, cetangle eft de 6o degrez, L
puifque cet angle eft €gal a chacundesangles fur la bafe, :
& que les trois enfemble valent 180 degrez. Donc chacun |
eft de 6o degrez. Or 6o degrez eft 'arc de 'exagone.

Donc le demy diametre eftle coté de 'exagone.

I iCororE ARy f

InscrIRE en un cercle donné untriangle regulier. XXXVIL
Doubler l'arc del’exagone, parla1**Regle generale,

II. COROLLAIRE.

INscRIRE enuncercledonné une figurede r2cotez, XXXVvIII %
de14,de48. Etainfi & Iinfini. 1™ Regle generale. il

IIL. PROBLE ME. !

InscrIRE enun cercle donné un decagone, ou figure XXXIX: |
de dix cotez. i
Avyant divifé ledemy diametre en moyenne ou extréme | 1

raifon ( par XI.68.)la plus grande partie de cette ligne it
ainfi diviféceft le coté du decagone. Car elle fodtient: i
un arcde 36.degrez, par XL 73.

I. COROLLAIRE:

InscrirE en un cercle donné un pentagone & figure
de cing cotez.
Doubler 'arc du decagone , parla i Regle generale..
Rr 1
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II. CoROLLAIRE.

InscrRIRE en un cercle donné une figure de 20 cotez,
de 40, de 8o : & ainfi 4 linfini. 1 Regle generale.

IV. PROBLEME.

InscRIRE €n un cercle donnéune figure de 15 cérez.
De P’arc de I'exagone qui eft de 6o degrez ,ofter arc
du decagone qui eftde36, il reftera un arc de 4 degrez,
qui eft 'arc d’une figure dess coftez; parce que 24. fois 15
font 360.
COROLLAIRE.

INscRIRE en un cercle donné une figurede 30 coftez,
de 60, derzo. Etainfi 4 linfini, 1* Regle generale.
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GEOMETRIE

LIVRE TREIZIE ME.

DES TRIANGLES ET QUADRILATERES
CONSIDEREZ SELON LEURS COSTEZ

ET LEURS ANGLES.

ofte plus que dexpliquer ce qui ef particulier aux
triangles , @ aux quadrilateres.

PREMIERE SECTION.

&

/
:

g L&)

BT

Des Triangles.

I. LEMME
Uwn angle avec {a bafe, eft laméme chofe quuntrian-

gle, Etainfitout ce quia eft¢ dic dans leslivres desan-
gles, des proportionclles, & des reciproques des angles
confiderez avec leur bafe,fe peutfans peine appliqueraux:
triangles,

-J o PRE'’S cequi a effé dit des figures en gmeml Silne

SCDLYON 1



i1,

I171.

1vV.

VL

VI1I

vill,

320 NOUVEAUX ELEMENS

_ II. LEMME.
Tour triangle fe peutinfcrire en un cercle. Caril ne

- faut que trouver la circonference qui pafle par les trois

fommets des trois angles,par VIL 3.

I1I. LEMME.

DeriNniTiON

Le c6té quelconque d’un triangle en peut eftre appellé
la bafe , & les deux autres fes coftez : & alors 'angle {odi-
tenu par la bafe eft appell€ Langle du fommer , & la dif-
tance de ce fommeta la bafe eft appellée lz hantenr du
triangle.

TRIANGLES CONSIDEREZ A P ARTT.

I.. THEOREME.

Tour triangle a fes trois angles ¢gaux 4 deux droits,
VIIL 59. ,
I. CoOROLLAIRE.

Tous les trois anglesd’un triangle peuvent eftre aigus;
mais il n’y en peutavoir qu'un droit ou obtus,

; II. CoroLLAIRE.

St l'un des angles du triangle eft droit, les deux autres
valent un droit,

ITI. CoROLLAIRE.

Qur connoit la grandeur des deux angles d’un trian-
gle, connoit lagrandeurdu 3¢, ‘Car 6tant de la demy-cir-
conference lesdeux dont ontconnoitla grandeur, ce qui
refte eft la grandeur du 3-.

Qui connoit de combien de degrez font lesdeux, fcait
de combien dedegrez eftle 3. Car 6tant lenombre des
degrez quevalentlesdeuxdei8o , ce quirefte eft le nom-
bre des degrez quevautles®. Si les deuxvalent 108 de-
grez,, le 3*-en vaut 71.

IT. THEOREME.

Dans tout triangle le plus grand c6té fodtient le plus

grand
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grand angle, & le plus grand angle eft foditenu par le plus
grand coté. Car par le 2¢ Lemme, tout triangle peut eftre
infcrit dans un cercle , & alors la circonference du cercle
eft partagéeen trois arcs , fur chacun defquels eft appuyé
chacun des angles du triangle.

Or ces trois arcsfont :

1 Cas. Ou tous trois moindres que la demy-circonfe-
rence : & alors chacun des angles du trian-
gle eft aigu. ( IX. 25.) Etileft clair que le
plus grand angle étant appuyé fur le plus
grand arc, eft auffi {fodtenu parle plus grand
coté. VI 10.

2¢ Cas. Oul'unde ces arcs eft une demy-
circonference , & les autres moindres ; &
alors I'angle appuyé fur la demy-circonfe-
rence eft droir( IX.25.) Et par confequent
le plus grand detous ; comme auffi le cofté
qui le fotitient, qui eft un diametre, eft plus
grand qu'aucun des deux autres. VIL. o,

3¢ Cas. Oul'un de ces arcs eft plusgrand
que la demy- circonference ; & alors I'angle
appuyé fur cet arc eft obtus , & par confe-
quent le plus grand de tous : comme auffile
cofté quile fodrient terminant le fegment
dans lequel eft cerangle obtus, eft plus prés
du centre qu’aucundes deux coftez qui le comprennent ;
& ainfi plus grand. VII. 10.

I. CororLLAIRE.

Tous les coftez du triangle €tant égaux , tous lesan-
gles le fonraufli: & au contraire tous les angles eftant
€gaux , les coftez le fonrauffi.

Car étant infcrit dans un cercle , les coftez ¢gaux fofi-
tiennent des arcs égaux. Or les angles appuyez fur des
arcs €égaux, fontégaux- I X. a1

ue fi au contraire on fuppofoit les trois angles €gaux,
on prouveroit de la méme maniere que les coftez {ont
€gaux, Carlesangles égaux ferontappuyez fut des arcs

5t

I X.

SCDLYON1




122 . NOUVEAUX ELEMENS

égaux. IX.21. Orles arcs égauxfont {oiitenus par des
coftez egaux.

i FEI. CoroOrLAIRE
| !'i‘i _ X, Tourtriangle qui a deux coftez égaux ales deuxangles-
It fotitenus par ces coftez égaux ; & au contraire. Eninfcri-
b vant ce triangle dans le cercle, on prouvera ce Corollaire
bk de la méme forte que le precedent, . 1
‘,}'f- } On laiffe dtrouver beaucoup d’autres manieres dont on
5;’%5 le peut demonftrer.

;'; IIlL THEOREM | ;
!11, %1 Les lignes quidivifent parla moitié chacun des angles
il " du triangle fe rencontrent en unmeéme pointandedans-dus
B ! triangle,

i Soit le triangle 4 ¢ d. b-

; b Soit I'angle 4 divifé parla moi- ?
1 tié¢ par d g, & cdivifé par la moi- LN
lLi; tiéparcp, & qued g & ¢ple cou- v/ e £
Jﬁ? ; pent enr;je dis que la ligne 4 »
Ll divifera aufli I'angle 4 parla moi- /-~ ! I
‘a.}_ tié, g 7 '

il Car(par X.30 )"angled ¢rant
| 4 divife par la moite,
* &b ibg.iiodgiic g.
it Et par la méme raifon confiderantd ¢, comme la bafe
3i§ : de I'angle ¢, divifé par la moiti€ par ¢ ~.
i cd. ¢q :v dr gr.
I Denc dé. bgq :: dr. gr
:" : Donc ( par X. 31. ) la ligne 47 divife 'angle & par la”
M;;:E-.,_ ‘ ; moitié. Ce qu’il falleit demonftrer. /
‘j‘hi: COROLLAIRE
L‘! Ces lignes coupant par la moiti¢ les angles d’un trian-
; gle font plufieurs proportions. On les peut reduire 4 g,
;7. en commengant la cemparaifon par les portions des fe-
i cantes,

i
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’ bd ds. ;, 4
Pourlangle 4. 67, 75 R I

Pour l’angle o R {ij Zi;

Pourl'angled. dr. r4 {j f 57' |

I. PrRoOBLEME.

FAirEe un triangle de trois lignes données, Il faut que xI1,
deux quelconquesfoient plus grandes quela 3¢,

De chacune des deux extremitez de
I'une des données décrire un cercle de
Pintervalle de chacune des deux autres
ou ces deux cercles{e rencontreront, ce
ferale point owtil faudra tirer les deux cd-
tez du triangle. 1

II. ProBLE ME. |

Farele triangle dontonaun angle,
& la grandeur des coftez qui le com-
prennent.

Ayant mis ces deux coftezen forte
qu'ils faflentl'angle donné, la ligne qui
en joindra les extremitez achevera le
triangle.

b $5 1 i

III. PRroBLEME.

FAIRE le triangle dontona uncofté, & 7. XLV,
les deux angles fur ce cofté. i
Tirant des lignes fur les extremitez du ¢ 1
cofté donné qui faffentles angles donnez, / N\
ot elles fe rencontreront elles acheveront L

le triangle.
IV. ProBLEME.
Faire letriangle donton a un angle,undescoftezqui  x v,
le comprend, &la grandeur du cofté qui le {odtient.
Soit 4 ¢ le cofté donné comprenant I'angle donné, &

¢ d la grandeur du cofté qui doit fofitenir Iangle donné,
' ST j

-, -
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tirant de & une ligneindefinie qui faffe fur 4 cl’angle don-
né , & décrivantun cercle de ¢, intervalle ¢ 4.

1. Cas. Ou ce cercle ne 4 3
couperal'indefinie qu'au point
4. Ce qui arrivera tofjours
quand le cofté qui doit fod-
tenir Pangle donné eft plus
grand que celuy qui le com-
prend ) & alors le triangle
fera & c d.

2 Cas. Ou le cercle couperd
Pindefinie en deux points dela mé-
me part ( comme en f & en d) &
alors le triangle pourra eftre 4 ¢d,
oubcf

Et pour fcavoir lequel des deux
c’eft precifément , il faudroitavoir
determiné fi 4 cdoit {fotirenir un an-
gle aigu , ous’il doit fotrenir unan-
gle obtus,

Car fi b¢ doit foditenir un angle aigu , le triangle eft
b cd: & il doit felitenirun angle obtus, le triangle eff

Sk
TRIANGLES COMPAREZ

i
=i'i|j I. THEOREME.

i 'i X VL  Deux triangles font tout-égaux, quand les coftez de
} Pun font égaux aux coftez de l'autre, chacun a chacun.
i Car alors les angles de I'un font aufi €gaux aux angles de
i Pautre ,par VIII. 64.

ol II. THEOREME.

l! xvit.  Dgux triangles font tout-égaux quandils ont un angle
l égal, & que les coftez qui comprennent dans l'uncet an-
gle égal, font égaux 4 ceux qui le comprennent dans l'au-
! tre, chacund chacan. Caraloersla bafeeft auffi égale d
g la bafe-, par VIIL 65,

'

St o
- |

e

R L e e
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III. THEOREME. '}

Deux triangles font tout-égaux quand ils ont un cofte XvIIiL i

¢gal , & que les angles fur ce cofte égalfont égaux cha-

cun & chacun, 4

‘Car ces deuxangleseftant égaux chacun d chacun , le |

troifiéme qui eft celuy que fodtient le cofté €gal , fera e o
€galaufhi (S.7.)

Si donc I'on s'imagine que cesdeux triangles font cha- |
cun infcrit dansun cercle, ces cercles feront €gaux ( par
X. 26. ) parce que le cofté égal fofitiendra dans chacun |
de ces cercles des arcs d’autant de degrez. il

Donc les deux autres angles eftant égaux chacun 4 cha-
cun feront appuyez fur desarcs €gaux, qui eftant de cer- i
cles ¢gaux feront fofitenus par des coftez €égaux chacun
a chacun. I

Donc les trois coftez de ces deux triangles font égaux
chacufn a chacunauffi bien que lesangles. Donc ils font il
tout-cgaux. ‘

V. THEOREME.

S1 deux triangles ont ces trois chofes égales. 1% i
Un angle, comme celuy dontlefommeteftené. L
Un des coftez quicomprennent cet angle , comme i
b c. : !
Et le cofté quilefotitient ,commecd,oucf.
1l faut outre cela afin qu’ils {oient tout-€gaux, ou que
Fangle que fotitient 5 ¢, ne foit obtus ny dans I'un ny dans

Lautre , ou qu’il foit obtus dans tous les deux. ‘ i
Car fuppofant qu'on euft mené par ¢ une parallele 2 |
6 d.
Ces deux triangles feroient enfermez entre deux el
: ST ijj
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pacesparalleles égaux ( par VIIL. §6. ) parce que & ¢ eft
egale & faitle mémeangle ¢4 4 dans 'un & dans I'au-
tre.
Donc le cofté ¢ d ou ¢ f eftant €gal par hypothefe
l dans les deux triangles , s'il eft oblique dans tous les
i deux vers le méme endroit, il fait le méme angle ai.
| ~ gu dans Pun & dans lautre ; lorfque c’eft vers le de-
dans du triangle qu'il eft incliné, comme quand ceft ¢ 4,
en 'un & enl’autre joule mémeangle obtus quand cleft
i vers le dehors, comme {i-c’eft ¢ fen 'un & en l'autre,
il VIIIL 5. '
Donc les deux triangles qui avoient déja deux coftez
€gaux par Phypothefe [e trouvant encore avoir deux an-
gles égaux , & par confequent trois { 7.S.) feront tout-
€gaux parle 2 Theoreme.
Il Mais file cofté que foatient 4 ¢ eftoit diverfementincli-
il - nédansces deux tiangles, parce que ce feroit ¢4 dans
| L Pun & ¢ f'dans l'autre, ces triangles n’auroient garde d’é-
| . tre tout- €gaux, puifque ¢d feroitdansl’un un angle aigy;
i - & ¢ f dans I'autre un angle obtus.
I COROLLAIRE
Dans ’hypothefe du precedent Theoreme , lorfque des

i deux coftez fuppofez égaux dansles deux triangles celuy
i qui fodrtient I'angle fuppof€ €gal eft plus grand que celuy -
|4 qui le comprend, les deux triangles font certainement
| tout-egaux.

; Car alors dansl’un & dans lautre angle ¢ d4eft necell -
fairementaigu, par 8. S.
r V. THEOREME.
| : e
i XX Drux triangles équiangles entr’eux font femblables.
E C’eftd dire quelcs coftez del’'un font proportionels aux
a coftez de I'autre. Cleftce quia efté prouvé en diverfes
| manieres dans les deux livres des Proportionelles. Voyez
X.18.
é AVERTISSEMENT ET DEFINITION.
X X, Ex comparant deux triangles {femblables , il faut tod- i-
j jours comparer les plus grand cofté del'un au plus grand
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cofteé de l'autre , le moyenan moyen , & le plus petit an

. plusperic. Ainfileplusgrand coftéeftancappellé 4.b.
Le moyen 4. d.
Et le plus petit 4. h.
Dans deux triangles femblables.
&, b :0d d b h.
- Et ces coftez que I'on doit comparer enfemble sap-
pellent homologues. '

L. CoroOLLAIRE

Lzs coftez qui {olitiennent les angles égaux, font ho-
mologues. Cardans|'vn & dans I'autre le plus grand céré
fottient le plusgrand angle ; le moyen cofté lemoyen an.
gle ; le plus petit cofté le plus petit angle. Cela fe prouve
encore par le X, livre 18.

IL CorRoOELLAIKRE.

Drux triangies font équiangles , fideux anglesde I'un
ont égaux aux deuxanglesde l'autre , chacun a chacun.
Car il s'enfuit deld que le 3° eft aufly égal au 37,

VI THEOREME.
Lorsque deux triangles ontunangle égal, & lescoftez
ui fotitiennent cesangles proportionels, ils font fembla-
bles. Car alorsla bafe eft auffi proportionelle a labafe , &
les deux angles {ur cetre bafe egaux, par XL 63.

VII THrorREME.

S1 deux triangles font de m&me hauteur, les paralke-
les 4 la bafe également diftantes de la bafe dans 'une &
dans Pautre font entr’elles comme ces bafes,

Cela eft demonftre X. z20.

‘XXIL

XXIIL

XX1v.

XXv.
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XXVI.

328 NOUVEAUX ELEMENS

VIII. THEOR EME. 58
T
D pux polygones quel- ﬂ//
conqueseftant {femblables (P
peuvent eftre parragez, ¢ /ol N

chacun en autant de trian- /

|
gles, qui feront tels, que ;
ceux d'une part font fem-
blables 4 ceux de l'autre
part , chacun 4 chacun, & 7 %
b

les coftez homologues de
deux de cestriangles fem-
blables , fonten mémerai-
fon que ceux de deux au-
tres femblables.

Soient deux exagones ir-
reguliers femblables B C
DFGH,&bcdfgh.
Soient menées dans le
grand deslignesde Ba D,
aF,aG. Etde méme dans
le petit.

L’une & l'autre exagone fera en 4 triangles.
BCeD., B DF. .8 FG BGH:
bcd. bdf bfg baegh
Qui font femblables deuxadeux BCD;d b¢ d&c.
Car lesangles C & ¢ font égaux par 'hypothefe queles
exagones {font femblables , & les coftez C B & C D pro-
portionelsaux coftez cb & ¢ d par laméme hypothefe.

* Donc les bafes B2 D & & d {ont aufli proportionelles
aux coftez, & les triangles femblables, par le 6 Theo-
reme,

B D F & b d ffont femblables auffi. Car lesangles
C D F & ¢ df eftant égaux par Phypothefe, fi on en
oftelesangles 3 DC &bdequi font égaux auffi (comme
on le vient de voir ) les angles B D F & 4 df demeurcront
£gaux, Or

S gavoir
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Or les coftez de cesangles B D & D 7 d’une pare, &
b d & d fde lautre font proportionels. Donc les bafes
D F & d flont proportionels aux coftez » & les triangles
BDF & b df1{emblables. On prouvera la méme chofe
& delaméme maniere des autres triangles, Donc les trian-
gles d’une part font femblables 4 ceux de Paatre.

Il refte a prouver queles coftez homologuesde deux de
ces triangles femblables font en méme raifon que ceux de
deux autres femblables, ce qui eft aifé. Car prenant les
points B & 4 pourfommet des quatre triangles d’une part
& d'autre, ils auront chacun pour bafe un des coftez de
'exagone. Les deux premiers C D & cd, les deux feconds
DF & df&ec.

Or parhypothefe CD. cd:: DF. df

Doncles bafes desdeux premiers trian gles {ont propor-
tionellesaux bafes des deux feconds. Ecainfi des autres,

AVERTISSEMENT.

On omet diverfes chofes qui pourroient eftre dittes des trian.
gles [emblables, parce qu'il n'y a rienentout cela quine (e trou-
ve facilement par ce qui a effé dit des angles confiderez avec
lenrs bafes dans les deux livres des Proportionelles,

DIVISION DU TRIANGLE EN SES ESPECES.

LE triangle fe divife felon les coftez & felon les angles,
5 [tous trois inégaux , & s'appelle Scalene.

Les fco'{ Deux égaux, Ifofcele.
i ( Tous trois égaux, Equilateral,

‘Tous trois aigus, Oxygone,
Lles {an- . I obtus, Amblygone.
glesfont { Deux aigus & I'autre

droit, Re&angle.
Le {calene 4 fes troisan gles inégaux.
L’Ifofcele ena deux ¢gaux.
L’equilateral les a tous trois égaux,
Oxygone.
L? fcalene} peuvent eftre { Amblygone.
L'Ifofcele Redangle.
L’equilateral ne fcauroit eftre qu'oxygonei_
t

{

I

XXVAL

XXVIII,
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DES TRIANGLES OXYGONES:

THEOR EME.

xx1X.  Sr.de tousles angles d’un triangle oxy-:
gone on tire des perpendiculaires aux CcO-
tez, elles fe couperontenun méme point’
au dedans du triangle.

Soit le triangle 4 ¢ 4, & deux perpen-
diculaires aux coftez d m, cnyjedisquebo /.
menée par le pointp ; qui eft celuy ot =
d m& ¢ nfie coupent, fera auffi perpen-
diculaire.

Car les triangles ¢ 5'n & d- m font €quiangles ayant
¢hacun un angle droit & unangle commun ; & par confe-
quent les-angles4 cn & b dm font égaux.

Et par confequent auffi les trianglesbdm & cp m font-
équiangles, ayant chacun un angle droit, & Pangle m ¢ p-

(-quieft le mEme que b7 ) eftant €gal dlangle & d 7.

Doncdm, mc:: mb. m p. ¢ alternando dm.mb::me..
mp.

Donc les triangles 4 m p & dm ¢ font équiangles, par-
2.4. fup. puifque dans le triangle & m ples coftezdm & m,.
qui comprennent un angle drait, font proportionelsd m 6
& m p qui comprennentaufli unangle droit.

Donc langle m b p {otitenu parm p,eft €gal I'angle:
m d ¢ {otitenu parm c.

Or lesangles m p b & o p d font égaux;, parce qu’ils font”
oppofezau fommet. Donc les triangles mp 6 &0 p d {ont:
cquiangles, ;

Or l'angle pm 4 eft droit-parla conftruction.

Donc I'angle 0 p d eft droicaufli. Ce quil falloit de--
monftrer.

CoRONL L ATR E:i.
xxx;.  Ces perpendiculaires coupantles angles d’un-triangle,
font 12 triangles reGangles : 6 grands , qui ont pour hypo-
thenufe 'un des coftez du triangle total, & qui enferment:
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‘tous quelque chofeles uns des autres : & 6 petits entiere-
‘ment {eparez, & qui ont chacun pour hypothenufe la por-
tion d'une perpendiculaire la plus proche de 'angle qu’el-
le coupe ; & cesn: triangles retangles font 4 4 4 équian-
gles ,deux grands & deux petits. C’eft un exercice d’ef-
prit delestrouver, & ilvaut mieux le laiffer 4 ceux qui
commencent. Jedirayfeulement qu'entreles diverfes pro-
portions quife font partous ces triangles, ily ena de deux
fortes fort confiderables.

La premiere eft, que le cofté d’un angle & fa premiere
portion font reciproques 4 l'autre cofté & fa premiere
portion c’eft 4 dire que le grand coft¢ eft au petitcomme
la premiere portion du petit 4 la premiere portion du
grand. Exemple dans I'angle 4.
grand , petit, :: 1.portion dugrand,1. portiondu petit.

bid: vl @l b m. b n.

La feconde eft, que les portions d’un cofté du triangle
total font reciproques 4 la perpendiculaire entiere, & fa

ortion qui fait I'angle droit; c’eft adire qu'une portion
ducofté eftila perpendiculaire ;commela portion de la
perpendiculaire quifait 'angledroit , eftd I'autre portion
du cofté. Exemple: :
port. du cofté. perpend :: port. dela perp. port. ducofté.

m C. md:: m p. m b.

DES TRIANGLES RECTANGLES.

I. THEOREME,

S1 'un desangles aigus dutriangle rectangle eft double X XX T.

-del’autre( ce quine peuteftre qu’ﬂ nevaille les deux tiers
d’un angle droit, & autre le tiers, c’eft 4 dire qu’il ne foit
de 6o degrez & l'autre de3o ) le petit cofte quifofitient
Fangle de 3o degrez & quien eftle finus, eft la moitie de
I'hypothenufe de 'angle droit ,; qui eft aufi le rayon de
cet anglede 30 degrez. .

Soit letriangle.é d ¢ conformed I'hypothefe.

Tt g

It
!
'
|
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Tirant d fégale a d4 fur 4 ¢ pro- 1
longée, I'angle d f4 fera €gal 4 'an-
gle d 4 £, & par confequent l'un &
Pautre fera de 6o degrez. Donc I'an-
gle b dffera auffi de 6o degrez, puif-
que tous les trois enfemble valent 2,
deux droits, c’eft 4 dire 180 degrez. &

Done le triangle 4 4 feft équilateral.

Doncbec =+ cf=db. _

Or be==c £, les deux trianglesd & ¢ & 4 ¢ feftant tout-
€gaux , par 18. [up.

Donc 6 ¢ eft lamoitié de 44, Ce qu'il falloit demonf~
trer.

i
3 .
4,
.,

PROBLEME.
Trouver letriangle retangle donton a
1. Ou les deux coftez comprenans I'angle droit..
2. Ou I’hypothenufe, & undes coltez.
3. Oulhypothenufe, & la perpendiculaire dufommet de
Pangle droita cette hypothenufe. &
4. Oulhypothenufe, & lamoyenne proportionelle entre
Phypothenufe donnée, & un des coftez. Y
5. Ou vndes coftez & la moyenne proportionelle entre
le cofté donné & I’hypothenufe.
6. Oul'undes coftez, & lamoyenne proportionelle entre
ce cofté donné & l'autre cofté,
Premier Cas.

Mettant 4 I'angle droit les deux coftez donnez , la ligne

qui en joint les extremitez eftI’hypothenufe.
Seconp Cas.

Déerivant la demy-circonference dont I’hypothenufe
donnéeeft le diametre , le point de cette circonfercnce ot
{fe terminera le cofté donné fera le point du fommet de
Jangle droit ; ce quideterminera I'autre cofté non donné.

TrorstEME Cias.
Voyez IX.34. :
QuaTRE, Cing_ET Sixieme Cas.
Trois hignes eftant continuellement proportionelles,

SCD ON
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ayantla premiere & lafeconde, qui eftla moyenne, on a
las¢par le Probleme, X.34. Et par confequent le 4<& 5¢
Cas{e rapportentau 2, & le 6° au 1,

DES TRIANGLES ISOSCELES

I. THEOREME.

LorsquE I'angle du fommet d’un triangle Ifofcele eft
de36 degrez, chacun des angles furla bafe eftde 72, & la
bafeeft la moyenne proportionelle entre le cofté entier,
& le cofté moins cette bafe ( c’eft 4 dire que la bafe divife
le cofté en moyenne & extréme raifon ) & la bafe eftant
ajofitée au cote , il s'en fairuneligne divifée en moyenne
& extréme raifon. Voyez XI. 68. 69. 73.

I. THEOREME.
" Deux triangles Ifofceles eftant femblables
& inégaux, {1 la méme ligne eft Ia bafe de
Pun & le coft€ de l'autre, cette ligne fera
moyenne proportionelle entre le cofté de
triangle dontelle eft bafe , & la bafe de ce- F
luy dont elle eft cofté.

Soit P'un des triangles Ifofceles 6 ¢d |, & lp
Yautre cfd, de forte que ¢ 4 {oitla bafe de
bcd, &le coltéde ¢ fd; Jedisque ¢ d fera [
moyenne proportionelle entre 4 ¢ cofté du A
premier triangle , & fd bafe du fecond. Car
ces triangles eftantfemblables, 4 ¢ ( cofté du
1)eftd c 4 (cofté duz®) comme le méme ¢ 4
¢ d, entant que bafe du premier , eftd fd bafe du fecond.

Donc-~é¢. cd. fe. Cequilfalloitdemonttrer.

. SECONDE SECTION.
Des .szadrz'lateres.

DErFiNITIONS.
LE quadrilatere eft une figure de 4 coftez qui ne fe xxxv.
joignent qu’aux extrémitez : & par confequent de 4 an-

| Tt

XXIII.

XXIV.
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334 NOUVEAUX EIEMENS
gles qui tous enfemble valent quarre droes. XIL 5.

Les coftez quicomprennent un ncmeangles'ap pellent
coftez angulaires. )

Ceux quine comprennent point leméme angle, coftez

-oppofez.

Lesanglesdeméme font proches ou oppofez.
THEOREME.

Tour quadrilatere qui a fes angles oppofez €gaux 4
deux droits, peutcftre infcritau cercle , & nul autre n’y

eut eftre infcrit.

Soit lequadrilatere 4 cdf, dont les oLl
angles 4 & 4 foient égaux a deux
droits, & par confequent auffi les
angles £, .

‘Soit trouvé le cercle dont la cir- JC’ ;
conference pafle par les3 pointsfoe. N\ /e i
par VIL3. Je dis quelle paffera Al oo ¢ e £

par le 45, quieftd.

Car tout angle quia f¢ pour bafe,
& quieftinfcrit dansce cercle ducofté de d,comme fg ¢
plusl’angle 4, vaut deux droits. IX. 26. Or I'angle f g
eftégal 4 'angle d, qui plus 'angle 4 vaut aufli deux droits.
Donc I'angle deft auffiinf{crit dans ce cercle par IX. 30.

DivisronNn ET DEFINITIONS.

Lorsque les coftez oppofez d’un quadrilatere font pa-
ralleles, le 1**au 3%, & le 2°au 4°, on lappelle Parallelo-
gramme , {inon onlappelle Zrapeze quand méme deux
des coftezoppofez , comme le 1" & le3® feroient paralle-
les, file 2¢& le 4° ne lefont pas.

DES PARALLELOGRAMMES.
I. THEOREME.

St les coftez oppofez d’un quadrilatere font égaux, ils
font paralleles ; & s'ils font paralleles , ils font égaux.
VI.26.&a27. '

II. THEOREME.
St tous les 4 anglesd’un quadrilatere font droits, il eft
parallelogramme. VI.23.
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III. THEOREME.:

St deux coftez oppofcz d’un quadrilatere font €gaux
& paralleles, les deux autres fontaufli égaux & paralleles.
V I. 28.

' IV-: THEOREME.

Les deux angles oppofez d’un parallelogramme font

égaux , & les proches font ¢gaux 4 deux droits.
Soit le parallelogramme 4 ¢ d f.

Soit prolonge £ d jufques a g, 'angle-

cdgeft égalalangle ¢, par VIIL s3.

&al’angle £, par VIIL 54. Donc les = 7

aigusoppofez ¢ & flont egaux.

S Ippoiecs g

£

Or les deux angles vers 4 ,'un exterieur & l'autre inte—
rieur, font égaux 4 deux droits. Donclesanglesinterieurs -

vers d & vers flontauffi égaux d deux droits,

Donc les deux autres vers 4 & vers ¢ font aufli €égaux 4.

deux droits ; puifque les 4 valent 4 droits.
- Oftant donc de part & d’autre les deux aigus ¢ & f qui
font égaux, les obtus oppofezé & d feront égaux.

I. COROLLATRE:

$’iL ya unangle droit dans un parallelogramme, tous
Jes autres le font auffi , & alorsil eftappellé Reffangle.
Car oppofé.cft droit, puifqu’il eft égal 4 -celuy-1a; &

les proches ne peuventvaloirdeux-droits, quel'un eftant:

droit, Pautre ne le foir auffi.
TI} CoRrRoOLTAIRE:

Qux connoiftunangle-du parallelogramme , les con-
noift tous. Car ce qui manque de la demy-circonference
a I'arc qui mefure I'angle donné, eft la mefure de I’angle

proche de celuy- 14, & les deuxautres font égaux chacund-

I'un de ces deux:1d.
ITI. CoROLLAIRE.
Derux parallelograimmes qui ont un angle égal , font
equiangles.

XL

XLL

XL1L.

XLIIL:

KLIVS
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IV..  COoOROLLAIRE

S1 deux coftez angulaires d’un parallelogramme font
€gaux , tousles 4 font égaux entr’eux. Car chacun des an-
gulaireseft égala fon oppofé. ‘

V. COROLLAIRE.

Qu 1 connoift d'un parallelogramme deux coftez
angulaires & un angle, connoift tout le parallelo-
gramme.

Car qui connoift un angle, les connoift tous ; & qui
connoift deux coftez angulaires connoift les deux autres,
chacun eftant €gal a fon cofté.

PROBLEME.

Decrire un parallelogramme donton a un angle , &
la grandeur de chacun des deux coftez angulaires,

Les deux coftez angulaires comprenant cet angle, de
Pextremité du plus petit décrire un cercle de P'intervalle
duplusgrand, & del’extremité du plus grand décrire un
cercle de I'intervalle du plus petit : les lignes menées de
ces extremitezau point ou ces cercles {e couperont, ache-
verontla defcription de ce parallelogramme.

V. THEOREME.

Deux parallelogrammes font femblables quandilsont
un angle égal , & les coftez angulaires proportionels,

Carl’égalit¢ d’unangle donne celle des autres ; & deux
coftez angulaires ne {gauroient eftre proportionels, que
les deux autres ne le {oient auffi.

DEFINITION.

La ligne qui joint deux angles oppofez
s'appelle Diagonale, & elle divife le paralle.
logramme en deux triangles tout. égaux.
Car les deux angles nondivifez font égaux,

parce qu'ils font oppofez ; & les parties des divifez font al-
ternativement egales, par VIII. g3.

SIXIEME
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VI. THEOREME.
Sron tire des paralleles aux coftez angu-
laires qui paffent par le méme point de la
Diagonale, les parties de ces nouvelles li-
gnesfont proportionelles.
Demonitré X. 16.
DeEriniTION.
Onditquun parallelogrammeeft décrit autourdela L1
diagonale d’'un autre parallelogramme , quand d’un point
de cette diagonale on tire deux paralleles aux deux coftez
angulaires du parallelogramme; quife terminant chacune
a I'un de ces coftez faflent un nouveau patallelogramme,
dont une partie de cette diagonaleeft encore dia gonale.
VII. TEeoRrREME.

Tour parallelogramme décrit autour de la diagonale L1,

d’unautre, luy eft{femblable.

b cdfeftfemblabledmn o £ Car d’une part fdc & fon
font égaux ; parce que cd & 7 o font paralleles,

Etparla m€meraifonfcd, & fno 1

o ¢
font égaux auffi. 5 7
Doncf’d.fo::dr.an. -
Donc ces parallelogrammes font t

equiangles , & ont les coftez anFu- £ o —d

laires proportionels, Donc ils font femblables par le ¢

Theoreme,

DIVISION DU PARALLELOGRAMME
EN “SE SaaES*DECE S

&
r éganx % o " 1 angles drcics. LIIL
- Rhombe { | '
it lai
"co €z angu au-es.{  Oblong J {
Linégaux g ; : angles non droits,
A { Rhomboide J
uarré
| rdroits; rectang'e 4 ; coftez tous égaux,
: Qblong '] {
A anglcs< i3
Rhombe
Lnon droits { . 4 cbtez non tous égaux,
g Rhombo'ideJ

Vu
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AUTREMENT.

tous les coftez égaux, - Quarré,
i" rectangle : :

Parallel, {

tous les coftez égaux, Rhombe,
_Lnon rectangle < .
fes feuls oppofez égaux; Rhomboide.

les feuls oppolez égaux. Oblong.

DU PENTAGONE.

THEOREME.

piy, LORSQUE deux lignes qui {outiennent chacune unan:
: gle d’un pentagone regulierde coupent, elles fe coupent”
mutsellement ‘en moyenne & extréme raifon, & la plus.
grande partie de chacune de ces lignes eft égale au cofté:
du pentagone.
Soit le pentagoneinfcrit dans un cercle.
Chaque cofté foutientunarcde 72 degrez. XIL a1.
Donc lesangles infcrits aumé&me cercle quifont foute.-
nus par un de cesarcs (tels que fontcb dy cd b,4d cf dfec)
{font chacun de 36 degrez. IX.18.
Et ceux qui font{outenuspar deuxde ces coftez (.com=
me 'angled ¢ £)foncde 72. sbid.
Et les angles oppofez au fommet ( 4 g¢c & fg 4 )fontcha-
cunaufli de72degrez, par IX. 4o.Etparconfequent £g:
it eft égaled b ccdte dupenragone.
Donclanglecég eft tel par
1 - X1.73. & 69. quela bafe étant
|

jointe aucofté; il s’en faitune

it ligne divifce en moyenne & f &l
i extréme raifon. Or gdeftéga- |

By : le 4 la bafe ¢ ¢. Deonclatoute

‘ J bd eft divil%e en moyenne &

”I extréme raifon.C'efta direque,

|

bd. bg ::bg. ¢d.

4 SCD LYQOM




DE GEOMETRIE,L1Vv.XIIL. 39

COROLLAIRE,
U~ exagone & un decagone eftant infcrits dans le

meme cercle, le coté de I'un ajotit€ au cofté de l'autre

fait une ligne divifée en moyenne & extr€me raifon.
Car l’angle compris entredeux demy-diametres, quia
our bafe le cofté du decagone, eftunanglede ;6 degrez
( XIL2r. & 39. ) Doncajotditant le cofté a la bafe, il s’en
faic une ligne divifée enmoyenne & -extréme raifon. X I,
73- & 69. & fup.33. : :
Or lecofté decetangle qui eft le demy-diametre, eft
auffi le cofté de I'exagone infcrit dans ce cerclela,

Vu i

LY.
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GEOMETRIE

LIVRE QVATORZIE'ME.

DES F1GVRES PLANE.S
confiderées [elon leur aire : ceft a dire felon la
grandenr des furfaces qu'elles contiennent.

Et premierement des Re&ungla.

IDE'E GENERALE DE LA MESURE
DES 'SURFACES.

A [urface eftant une étendué de denx dimenfions,
longvenr ¢ largenr , il eff meceffaire pour en con-

__'_j g no:fire la gmm}cw, de [avoir guelleen cff la lon-
== ' guenr , ¢ gu'elle eneff la largens.

La longuenr fe mefure par wne ligne droitte qui donne la
diffance d'un point aunpoint. C'eff pourquoy on ne peut con-
noitre la longuenr des lignes couvbes que par rapport & des
Jignes droites.
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Za largenr confiffe dans la diffance entre denx lignes ; com-
me entre b & C,qui femefureanlfi parane ligne droite. C'ef 0y 1
powrguoy les [urfaces courbesne fe pewvent mefurer gue par rap- ﬁgurﬁ ey~
port @ des [urfaces planes. deflous,

De plus toute ligne droitte w'efl pas propre & mefurer la
diftance d'une ligne a une ligne. Car i elle tomboit du poins
d'une ligne obliguement furlauntre ,elle n’en mefureroit pasla
diftance 5 mais tombans du point d'une ligne perpendiculai.
}'emmt [ar Lantre , elle mefure la diffance de ce point & cette
igne,

1- ng‘: il me Senfuit pas que pour avoir mefuré la difance
r d'un des points de la ligne bala ligne c , elle ait wmefuré s

diffance de tous les autres points de la ligne b, & moins que tous
les autres points de la ligne b fuffent éga[emem diffansde Lz
ligne c 5 Ceff & dire qu'elle luy fuft parallele.

D’od il senfuit que fib nw'eftoit pasparallele i c, il Fandroit

antant.de differentes mefures pour connoiftre la diffance de b
ac, quily anroit de differens points dans b.. Ce qui effant
impolfible , il paroiff par la g’ afin qu’on puiffe avoir diftin-
étement la diffance d'une ligne & ane autre  ce qui fait la lar-
geur ) il faut que ces lignes foient paralleles.
. De plus,, i ces lignes font inégales, & queb foit plus gran-
de gue c, on ne [jauroit laguelle prendre pour la longuenr,
parce que cetie [urface [eroit plus longue d'un coffé que de lan-
#re. Et ainfi afin qu'on puiffe avorr exallement la mefure
d'une [urface il faunt gue les lignes dont' la diffance cn fuit
ba largenr, foient non fenlement paralleles smais anffi bgales.
D’ods il arrivera que les antves lignes feront anfli égales ¢
paralleles entr'elles.

Et par confequent afin guune furface foit en eftat d’effre
exaltementmefurée , il fauns gw'elle foit terminée par 4 lignes
paralleles c'eft a dive que ce foit un parallelogramme.

Mais i les deux lignes égales @ paralleles gu'on prend ponr
mefure de la longueurne [ont pas direftement oppofées, en forte
que de tous les points de Lune on puiffe tirer desperpendiculai-
wes fur tous les points de Pautre ; ¢ eff a dive fice parallelogram-
me n'eft pas reftangle , mais obliquangle , {rn aura bien alors

Yu ij
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dans la figure dequoy en mefurer la longuenr, [cavoir lequel
an voudra dedenx coftez oppofex. Maisl antre cofté angulai-
re effant oblique [ur cetre longuenr , ne fera pas propre amefn-
rer la diffance entre les denx lignes qui font la longuenr. D’odk
il Senfuit quilwy a que le reflangle quiaiten foy la mefure
de [it longuenr ¢ de [a largenr. Car i ly
d f ¢ pris pourla longuenr ,d b gui ¢ff Iz

c

l
‘. mefure de la diffance de tous les points ae
1 b ¢ @ df, en mefurerala largenr. :
‘ C’eft pourguoy nulle furface ne fe mefure { 5
I proprement par [oy-méme , que le reftangle.

| l ‘ Et dans tout reftangle l'un des coffex angulaires a choifir , fe
|
|
|

pent appeller fa longueur , @ Lantre fa largeur ; on poun
Saccommoder davantage aux termes communs, U'unfa bafe,
@ Pantre {a hauteur,
Mais comme lamefure eff d'autant plus parfaire qu'elle eff
plus fimple , & que le quarré gui w'a qu'unc mefme mefure
pour [ longuenr & pour [a largeur , eff plus fimple que Lo-
i blong: qui en a-dens ; il eft arrivé dela que les hommes prennent
! it de-guarré de quelgue ligne conniie , comme d’une toife, d'un
i pied, d'un poucegc. pourla mefure commune de tontes les furs
faces 5 @ qualors [eulement ils encroient connoitre parfaite-
ment la grandenr., quand ils pewvent dire qu’elle eff de tant de
20ifes quarrées you de tant de pieds quarrex,on detant de pow-
; ces guarrex_¢rc. Bt ainfi ce guon entend ordinairement par,
’ ces motss avoir Laire dun plan , ¢ eff [cavoir combien ce plany

de quelque figure qu’il [oit , contient on de toifes quarrées, ou de
| pieds guarrez , ou de pouces guarres; ¢ ?Mna,’ on pdﬂe de
| furface on [ous-entend le mot de quarré [ans Lexprimers
| comme quand: on dit que la place dun logis ¢ff de tant de
| toifes, cela S'entend de toifes quarrées, dont chacune vant 36
’ pieds quarreg ey
| - Neanmains comme cela ne [e peut pas toijours connoitre
| canfe des.grandenrs incommenfurables , on fe contente fonvent
i en comparant des (urfuces enfemble., de [cavoir que i lunecon-
tient tant de petits reflangles,comme 16 fois bc, Lautre en
contient tant anffi 5 comme 15 fois le méme b c.
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Tout cela nous fait voir, 1°, Quelapremicre ¢ la plys
parfaitte mefure eff le quarré, & que Ceft par le quarré gu'on
mefure les veflangles pour en comnoitre exaltement la gran-
denr.
2°, Qae ba plus parfuite aprés le quareé | & qui ef mime

parfaite en fon genre , parce gu'elle contient en foy la mefure

de la longuenr €& dela largenr, off le rettangle oblong s &~ que

¢eft par la que Lon mefure les auntres parallelogrammes.

3°. Que celle dapres , ¢~ qui eff imparfaite, ne contenant

pasenfoy la mefure dela Ingamr erde la largeur , eff le pa-

vallelogramme non reftangle : & que Ceff d ordinaire par ces:
parallelogrammes queon mefare les triangles , en ce gw’on les-

confidere comme les moitiex de ces parallelogrammes.

4°. Que le triangle fuit aprés, . que cef parluy gu'on-

mefure d ordinaire les antres polygonesen les reduifant en tvian-
gles jcomme ils 5’y pewvent tous reduire.

5% Quenfin les autres polygones (ont mefurex & ne fervent
point demefure, comme le quarré fert demefure & w'eff poins”
mefurt fi cen’eff pard'autves plus petits 5 comme quand on dit

que la toife quarriecontient 36 piedsquarrez, Poilaen abre-
-gétout cequ’a pifairel ars des hommes pour mefurer les furfa-

ces veltilignes | fans parler des curvilignes quine fe penvens:

mefurer que part rapport & des reftilignes.

M ais comme towtes nos connoiffances qui dependent de Pars

en fuppofent denaturelles gu'on appelle Axiomes, voicy cens.

Jfur le[quels ef fondée toute la fCience de lz dimenfion des fign--

res planes.
L Ax1 oape

T ous les'quarrez.de racine égale , font égaux. Cleft
‘adireque lesefpaces comprisdans le quarréde la ligne s,
& dans: celuy dela ligne 7 €galed 4 , & de quelque autre
ligne que cefoitégaleds , font égaux. Cela eft clair par
fa notion méme de la furface, qui n’ayant quedeux di-
amenfions, Jongueur & largeur , il n’eft par plus clair que
deux lignes droittes d’une méme longueur font €gales,qu’il
~eft clair que deux furfaces de méme longueur & deméme
largeur font égales. Or deux quarrez font. de méme lon-

11,




4i4 NOUVEAUX ELEMENS

gueur & de méme largeur, fi la ligne qui mefure dansPun
ant la longueur quela largeur, eft égale 4 celle qui me-
fure dans l'autretantlalongueur quela largeur.

C’eft pourquoy auffi par toutott une ligne d’une cerrai-
ne longueur fe trouve ,commedelalongueur de 4, elle
peut eftre marquee par le méme caractere & appellée 4,
\Car il ne peuty avoir de difference que de fituation, ce .
qui n’y faitrien. Etainfiil.ne faut pas s’Ctonner {1 44 eft
par tout égald 44,

II. AxromMmE.

St les coftez angulaires d’unre&angle font égaux aux
coftezangulaires d’autres rectangles, chacun a chacun,
tous ces reGangles font €gaux. Ou ce qui eft la méme
.chofe, tous ceux dont la bafeeft égaled la bafe , & la hau-
teur 4 lahauteur , font égaux,

Ceft laméme chofe que le precedent. Car les coftez
angulaires d’un re&angle en mefurent la longueur & la
largeur ; & on peut meéme, commenousavonsdit, en ap-
peller 'un falongueur, & [l'autre fa largeur indifferem.
ment.Et par confequent tous les rectangles dont les coftez
angulaires font égavx, chacun 4 chacun, ont méme lon-
gueur & mé€me largeur. :

On peut encore dire quelescoftez angulaires d’un rec-
tangle pouvant eftre marquez par les mefmes caracteres
par tout ouils fe rencontrent égaux,comme par 4 & pare, -
par toutouuneft égal 4 4 & lautre d ¢, dire qu’ils font
egaux ; c’eft 4 direque4ceftegalade.

AVERTISSEMENT.

Ces deux axiomes nous font voir que tout ce que nous avons
dit dans le premier livre de la multiplication des grandeurs
incomplexes ¢~ complexes; ¢ dans le 3° de la raifon entre les
grandeurs planes, fe peut appliquer anx quarrez ¢ aux reftans
gles ; & qu'il wy @ qu'a fubffituer des lignes an licu des frmples
caratteres.

C’¢ft ce que nousverrons en pew de mots en commengant pay
da puiffance des lignes. |

: DEFINITION
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DeriNnITiION
On appelle puiflance d’une ligne le quarré de cette li-
gne, comme 64 eftla puiflance de 4, 0u bien le reGtangle
de deuxlignes quand il sagic de deux lignes, comme:la
puiffance de & parceftlereGangle 4 <.

DE LA PVISSANCE D'VNE LIGNE
comparée avec la puiffance de [és parties.
one

Tout ce quon enfeigne de la puiflince d’une lig
comparée avec lapuiflance de fes parties, n’eft que la mé-
me chofe que ceque nousavons dit dans le premier livre
de la-multiplication des grandeurs complexces ; & fe peut
reduire 4 cet Axiome.,

ITI. AxiomE.

C'eft la méme chofe de multiplier le tout par le tout,
& de multiplier letout par chacune de fes parties, ou de
multiplier chaque partie par toutesles parties, en faifant
autant de multiplicarions partiales qu’eft le produit des
deux nombres des partiesqu’on multiplie les unes par-les
-autres,

AVERTISSEMENT,

Ainfi le plus grand myftere pourne fe point broiiiller eff de
nommer chaque f;'ggize autant que lon peut parun [cul caraite-
re,afin que deux carafleres joints enfemble puiffent marguer
une multiplication ; c'eft a-direan veftangle, ¢ de marguerpar
anméme carallere les lignes égales.

Exemple: Laligne b [oit divifée en b
trois portions incgales que jappelleray ¢y yeeT Ty
c.d.f. il ef vifible que e lamime i °© id i & 3
chofe de multiplier b parb,ce qui don- | i i
ne bb,gue de multiplier b partoutes : ¢ i(ji £ i
ces parties  C'eff 4 direparc,pard, @~ @ i i :
par f,ce qui donneb c.bd. bf : G par H
-confequent bb=Dbc «bd —+ bf. i

Ainfi prefque toutes les propefitions
du fecond livre d Enclide ne font que des Car}ocﬂm'm de ces

L

gmnanhgsasens nansnnnd

V-L,
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Axiome €r de cet Avertiffement. Ie ne propofer.y que les
principales qui [ont d'nfage.

© e fuppofe tonjours qu'on mette & angles droitsles lignes qui
deivent faire les coffez_amgulaires des reftangles s (ans gue je
' amnfe plus a cn avertir. :

Ei quand je parle d'une ligne conpee en plufienrs parties,
Jentens todjours égales on inégales, amoinsque j exprime qu’on
les dorve prendre égales.

L. THEOREME:

Ayantdeuxlignes, 'une non coupée; & l'antre coupée -
en tant de parties que 'onvoudra, le reangle des deux -
entieres eft égal a tous les retangles de la non coupée par
chaque partie de lacoupée. Ceft a dire qu'an tout eff::
€gal a toutes fes parties prifes enfemble.

Soit p la non coupée, & 7' Ia
coupée en gpartiesb, ¢, d, fg;il ¢ o 5
eft bien vifible quen tirant des li.. —=*—"—7—

nes paralleles a p, & parconfe.- 'lA HerA g
guenlt)qui luy fonf égalgspar tous p Pb pe i pd ;PJC 5
les points de divifion de 77, elles - SRR
ferontpb,pe,pd,pf, pg, quipris
enfemble font égaux 4 p 7', puifque c’en font toutes les <
parties.

s 3 E

II.. THEOREME.
Une ligne eftant coupée en
plufieurs parties, le quarré de
la toute eft €gal aux rectangles - : S
de chaque partie furla toute. ] 52 Seiiied 1 Ej, 3
C’eft.]a. méme chofe que Iecg—’éﬂ g’ i ﬁrffi g
precedent,exceptéquela més: ;i i i i
me ligne faifant les deux coftez
du rectangle total qui eftalors - ¢ ¢ 1 i ¢ i
quarré., on la’ prend une fois- #7 € 9 g
pour la non coupée, & uneau-
trefois pour la coupée.,
Il eft donc clair que 7" eftant coupéen 4, ¢, 4,1, g.
Z.T doiteftre égalaz b, 7e,7d, T, T g.
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ITI. THEOREME.
UnE ligne eftant coupce en tant de parties que I'on
-voudra, le reGangle de quel que partie .que ce foit par la
toute, eft égalau quarré de cette partie plus lesretangles
de cette partie par chacune desautres.

Soit 7° comme auparavant divi{é en 5 parties . ¢. 4. £, z.

il eft clair parle premier Theoreme, que le retangle de 4

ar la route eft €gal aux 5 retangles de 4 par chaque par-

tie de7Z. Or 4 eftl’'une deces parties, & par confequent

I'un de cesy rectangles fera 4. Cefta dire le quarré de

cette partie, & lesautres 4 rectangles feront le rectangle

de 6 par chacune des autres parties; fcavoiréc.bd. 6 £ 6 g.
IV: THEOREME.

Une ligne eftant divifce en tant de parties que I’on vou.
-dra, le quarré de la toute eft €gal aux quarrez de chaque
:partie plus deux fois autant de rectangles, dontil y ena
toujours deux qui font les rectangles des mémes deux

'parries,

b ¢ d Foloig
bl b6 | be | bd | bf |bg
el ch 1 g cd: Vef Tg-
i\ de | dc | dd | df L dg
FI 76| fe | f4 | FF|fe
glgb] gec | g2 1 gf 12z

Ce Theoreme n’eft que l'aflemblage duz & duss
“Soit 7 comme auparavant divifée ené, ¢, d,f, @, par leg™
“Theoreme ayantfait le quarre 77 7, & n'ayant divif¢ qu'un
feul de ces coftez par b, ¢, d,f, g, & tir¢ les parailelesd l'au-
‘tre cofté, onag bandes, donton peut appeller chacune
-denom de fa partie, {cavoir 76, 76,7 4,71, T &. Mais

divifant encore Pautre cofté parles mémesé, ¢, 4, f, g, on

Xox 1)

X1,

XIL

vl
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divife chacune des § bandes en 5,cequi fait 25, 8 dans:
chaque bande ainfi divi{ée {etrouve un quarré de la par-
tie dont elle eft bande (dans 724 , & 6,dans 7'c,cc) & quatre,
rectangles des autres parties par.celle-1a. Et il eft aifé de.
voir que dans chaque bande {e trouve toujours un rectan.
gle de deux parties, dontle re&tangle fe trouve encore dans .
un autre,, comme dans 7" 4 {e trovve 4 ¢, quife trouve aufly;
dans 7"¢, &ainfi tout le quarré contient
5 quarrez b4.. cc. dd. ff. gg.
20 rectangles 2. b¢c.2. & d.2.0f 2 bg:

s cdi 3. £ 2.68
2. df 2. dg..
2:f g
COROLLAIRE:

Lk plus grand ufage de ces Theoremes eft quand la li-
gne cft coupéeen deux. Cleft pourquoy il faut bienrete-
nir cestrois propofitions. . '

1. Le quarréde latouteeft égal aux-deux rectangles de
chaque partie par la toute.

2. Le redtangle-d’une -partie par la toute eft egal au-
quarré de cette partie, plus le rectangle des deux parties.

3. Le quarré de la toute eft égal aux» quarrez de cha-
que partie plus deux fois le rectangle des deux parties..

DE LA PROPORTIGN.
entre les Rettangles.

ProrosiTioNn FONDAMENEALE.

Les reGangles quiontun cofté égala un-coité, & l'au-
tre inégal , font entr’eux comme inégal,

Ou, les re@angles de méme hauteur font comme Icurs
bafes,

D’égale bafe font comme léurs hauteurs. .

Ou, d’égale longueur font comme leurs largeurs.

D’égale largeur font comme leurs longueurs,

Tout celan’eft que la mefme chofe , & peut pafler pour-
prouve danslea® Livre, ‘
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Neanmoins en voicy encorela preuve. La thefeeft.

be bl &

L’aliquote quelconquede ¢ foitappellée x.

St par tous les points de la'divifionon tire des paralleles
36,1l eft clair que 4 x fera autant de fois dans-4.¢, qu'x
dans ¢, C'eft 4 dire que 4 x & x {eront totijours les aliquo-
tes pareilles,'unede 4 ¢, & Pautre des. Car il eft bien
clair que toutes les x eftant égales, tous les 4 x {eront
€gaux. :

Que fi onapplique x4 4; bafe dureGangle 4 d; &qu'on:
tire aufli par tous les points de la divifion des paralleles:
a:4, il eft clair que 4 x fera autant de fois dans 4 4, qu'c
dansd,& que fi xeft precifément tant de fois dansd, & x

fera aufli precifément tant de fois dans 44 Et fi x n'eft -

pas precifément tant-defois dansd, mais avee quelque
refte ; 4 x de.mefme ne fera pas precifément tant de fois

danséd, maisavec unre&angle de refte plus petitque 4 x. -

Donc lesaliquotes pareilles des c & de ¢font ¢galement
contenués, celles de 4 ¢ dans & d, & celles de ¢ dansd.

Donc par.la definition de I'égalité des raifonséc & 64
font enmefme raifon que c& 45 puifque les aliquotes pa-
reilles des antecedens 4 ¢ & ¢ font également contenués
dansles confequenséd& d. Doncé e, bd::c.d.

I. COROLLAIRE.

LEs rectangles fonten raifon compofée de-la longueur
a.la longueur, & delalargeurd lalargeur. Ceft la defini-
tion mefme de la raifon compofée. I1L 2. 4.,

be mn:i:b-—rm c—rm
II. COROLLAIRE: -

Les reGangles femblables fonten raifon doublée de
leurs coftez -homologues,

Car les rectangles font femblables, quand la longueus
eft ala longueur, commela largeura lalargeur.

bf & cq font femblables, fid.c. :: . f g.-

Donc lga raifon de ces deux reGangles eft compoféede
déux raifons égales , parle premier Corollaire. -
b€ B oA

XVs

X Vi,

SCDLYON1




"_xvlll

SR VI,

ALX,

350 NOUVEAUX ELEMENS

Donc cetteraifoneft doublee de chacune parla defini.
nition de la raifon doublée.
S C oo LA R B, -
“LEs quarrez font en raifon doublée de leurs racines,
C'eftlamefme chofe quele precedent.
“Ert ainfi fié eft doublede d, &4 eft quadruple de dd.

IV. COROLLAIRE.

" Les re&tangles reciproques font égaux. Car on appelle

les re¢tangles reciproquesquand la longueur du premier
eft i lalongueur du fecond , comme la largeurdu fecond
eftalalargeur du Premier. :
Ainfi b-g & ¢ flontreciproques, fi
bo 5% foig

- Or la grandeur piane des deux extremes d’une propor-'
- tion eft ¢gale a lagrandeurplane des moyens. -

Doncbg=cf

MESMES *COROLLATRES
AUTREMENT.. PR O POSEZ.

“S1 4 lignes font proportionelies,
Bivo = of g ;

1. Le rectangle.desantecedens 4 £, eft au rectangie des
confequens ¢ g, en raifon doublée de la raifon de cette
proportion 4. ¢.-ou f. g.

2. "Le re&tangle des deux premiers termes 4 ¢ eft au
re&angle des deux derniers fg en raifon doublée dela
raifon alterne de cette proportion é. £ ou ¢.¢.

3. Le retangle des deux extrémes eft égal aurettangle

.desdeux moyens, bg= ¢ f. IL z7.

4. Les quarrez deces quatrelignes {font 'proportionels

Bb. e, w ff g cParTHL. a14.

5.°Si trois lignes font continiiement propottionelles,
le quarré de celle dumilieu eft égal aure@angle des ex-
rremes,

Si =boed. ce=b4d. Tl 127
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6. Lesquarrez desdeux premiers 44 & ccfonten méme
raifon quela premiere & la troifiéme.
bb. ccoi: b d. parIIL 6.
V. CoROLLAIRE.
Une ligne eftant divifee en deux parties | {i deux autres
lignes font moyennes proportionelles, I'uneentre la route

& fa plus grande partie, & l'autre entre la méme toure & -

LX

fa plus petite partie: les deux quarrez de ces deux lignes -

font égaux-au quarréde cette toute,
Soit 4 divifée en m & #.
Soit 4 moyenne entre » & 7z
Et d entre h & ».
Puifque ==~ b, b.m. bb = hm.
Et puifque - h.d. n. dd=hy.
Donc bh—+dd=bm b n
Or hm. ~+hn.=hh.
Donc bb+dd=bb.

AVERTISSEMENT.

On peut rapporier icy tous ce qui a effté demonfiré dans
le s & 3° livre des grandenrs planes engeneral. Car le
reflangle off la grandeur plane en. matiere d’effendné on

efpace.

APPLICATION D E CETTE DOCTRINE

Generale a quelques lignes particulicres quon a
fasz voir ¢y-devant étre proportionelles.

L. TEEOREME. - -
St deux lignes fe coupent dans un cercle, lerectangle

des portions de I'une eft €galau rectangle des portions de -

Iautre. . Voyez X1.gs.

Il. THEOR EME. -
- Lg quarré de la perpendiculaire d'un point de’la cir:
conference au diametre, eft €galau rectangle desportions
du diametre, Voyez XI. 7.

XXL

XXrrA.

XXIIT;".
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III. THEOREME.

'S 1 d'un point hors le  cercle deux lignes font mences
jufqu'd la concavité du cercle, le rectangle d’une toute &
.de fa portion qui eft hors le cercle, eft €gal au rectan.
gle de laurre toute & de fa: portion, qui eft auffi hors le
cercle. VoyezX1. 2.

'IV. THEOREME.

St d’un point hors le cercle onmene une ligne qui tou-
che le cercle,, & I’autre quile coupejufqu’a la concavité,
le quarré de la tangente eft égal aurectangle del'autre |
toute, & de fa portion qui eft hors le cercle. XI. 54.

Et fi onappelle la tangente p, la fecante entiere ¢, la
partie qui-eft hors le cercles, & celle quieftau dedansd
onaura toutes ces égalitez par ce quia efté dit cy-devant.”

pp = ha.
pp = hh.—+hd.
hh = pp—hd.

it =mbht.+dt.
1t = pp. —+dr.

V. THEOREME.

St du fommet d’un angle droir ontire une perpendicu-
laire fur I’hypothenufe,

1. Lequarre de cette perpendiculaire i
eft égalau rectangle des deux portions de ; 4
I'hypothenufe. pp =ma. P

2. Lequarré du grand coté de 'angle
droit eft égal anre&angle de ’hypothe-

_nufeentiere & defa grande portion, 46— hm.

3. Le quarré dupetitcoftéeft égal aureangledel’hy-
pothenufe entiere, & de fa petite portion , dd = Ax.

4. Le quarré de-toute ’hypothenufeeft égal aux quar-
rezdesdeux coftczb b —+ dd = hh.

Les 3 premiers points font clairs, par X1. 58.

Et le 4° par le 5 Corollaire S.

A

I, COROLLAIRE
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L i O ROEL ATRE,

La diagonale d’un redangle'peut autant que les quar- xxvyIL

rez des deux coftez,
‘1L ‘CororLLAIRE.

La diagonale d'un quarré peuts fois le quarré ducofté. XxvirL

III. CoROLLAIRE.

La diagonale du quarré eft incommenfurable en len- XXIX,

gueur au cofté, & commenfurable en puiffance, XI. 76.
IV. CoroLLAIRE.
L hauteur d’un triangle equilateral ( ceft a dire la per- XXxx,
pendiculaire dufommet 2 la bafe) eft incommenfurable
en longueur au cofté , & commenfurable en puiffance ,le
quarre du cofté eftant au quarré de cette perpendiculaire
comme .4 43.
. La premiere partie eft claire,par XI.79,
La fecondefe prouve ainfi: p 4 eft la __'_z
‘moitiéde4 d. Doncle quarré de s 4 eft :
‘au quarré de p 4 comme 4 4 un, Orce
méme quarrédep 4, plus celuy de 4p.
eft égalau quarréde4 4. : 7
Donc le quarré de 44 eft 4 celuy de ¢ P
bpcomme4 43, :

.
VI. THEOR EME.
-Le quarré de la bafe d’un angle aigueft égal aux quar- yyyr

rez des coftez quile comprennent moins deux fois le rec-

tangle du coft¢ fur lequel on mene une perpendiculaire
delextremité oppofée dela bafe &ide la ligne comprife

entre le fommet de-cetangleaigu & de cette perpendicu-

laire,

Soitla bafe de I'angle aigu nommé 4. o

Le cofte vers lequel on ne mene point la / \
perpendiculaire , £y NS

Celuy fur lequel on la mene, d. / P\

La perpendiculaire, ol T T Y

La ligne comprife entre la perpendicu- o
laire & le fommet de 'angle aigu. x.Y

Y
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Celle qui eft comprife entre la perpendiculaire & I2-
bafe,. : T
Je disque & b= ccowdd.—rdx
Mais il faut remarquer qu’x eft quelquefoisd—y:
uelquefois 4 {implement.

Et quelquefois 4. —+ y. :

Selon que d fait furla bafe, ou unangle aigu, ouun droit.
ou un obtus. ' 4

Mais quand 4 faitun angle droit, fur s, il eft plus court:
de dire que 46 bafe dePangleaigu, eft égal 4 cc. moins dd.
comme il eft clair par le precedent Theoreme. Et ainfi-
refte feulement les deuxautres cas.

PreEMIER Cas

Quaxp dfait firlabafeun angleaigu, la perpendicu-.
liire coupe 4 en deux parties. .

Frainfid =x+y. & x=td—y:

Er alors le Theoreme fe prouve ainfi.

Par le precedent Theoreme bb.= p 7 ~JJ-

Et co= pp —+¥xi7 -UY :

Et dd= yy—+xx —+2.y%

Donc. bbelt moindre que ¢ —+dd. dezixx, & 2.y %

Or seftant égale, d—y. xx = dx—x y.

Donc xx + xy= dx'

Donc 2.xx —+ 2 ¥y = 2.4

Donc bb.= cc. & d d.-=1.d x. ' Ce quiill falloic de- '
monftrer.

Segconp Cas’

St d fait un-angle obrusfur 4, alorsp ne tombe fur 4
queftant prolongé , & yeft uneligneajolitée a 4. & xeft:
égaled d. —y. Ce qui faic quon prouve
amfique b b= cc—+dd—2. d x.

pp = cc—xx.Celta dire—dd—yy--2.

2

Orbb=pp.-+yy-

Donc 446 = cc—ydd-»-—-dy.'

Et par confequent 66 = ¢¢ —+ dd—1.dd..
——2.dy.
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Or x=d. <+ y-Doncdd« dy =ivdx.

Doncz. dd—+ 2. dy =t 2.d x.

Donc b6 = ¢cc—+ dd—1.d «. Ce qu'il falloit demon-
ftrer.

De tout cecy il eft aif¢ de conclure que fi des deux ex-
tremitez -de la bafe d’un angle aigu , on tire des perpendi-
culairesd chaque cofté, lere@angle d’un cofté & de la
ligne comprife entre le fommet de 'angleaigu; & la per-

‘pendiculaire qui tombe fur ce cofté fera tofi jours €gale au
rectangle de l'autre cofté & de la ligne comprife entre le

fommet de I'angle aigu & la perpendiculaire qui tombe
{fur cetautre cofté.
VII. THEOREME.

LE quarré dela bafe de I'angle obtuseft égal aux quar.
rez des coftez, plustgreGtanglesdu cofté vers lequel on
aura mené une perpendiculaire de Pextremite de cette
bafe & dela ligne comprife entre cette perpendiculaire
& le fommetde I'angle obtus.

Il eft clair quecette perpendiculaire ne peuttomber fur
aucun cofté qu’en le prolongeant.

Soit donc labafe b.
Le coft€ non prolongé 0.5 3
L’ajotitée ¥ pf 3

La perpendiculaire P,
b4 eft égal au quarré dep, plusle

quarr€ de d = y. Ceft d dire que
bb=ppryy+dd. —+2.dy.
Orcec= pp.~+yy.

Donc bb = cc +dd «2.dy. Ce qu’il falloit demon-

Atrer,

AVERTISSEMENT.

‘On pent faire icy an Corollaire [emblable a celuy du T'heo-
reme precedent. Iele laiffe achercher, @~a prowver fil onvent
par les principes du livre des lignes proportionelles,

VIII. THEOREME.
Lequarré de la bafed’unangle obtus,gui vaut les deux
s

XX¥IL

XXXIIL

XXKIY,

I
i
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tiers de deuxangles droits ; c’eft 4 dire qui eft de 120 de-
grez , eft égal aux quarrez des deux coftez pluslerectangle
de ces deux mémes coftez.

Toutes chofes eftant faites, & leslignes nommees com-
me dans le precedent Theoreme , angle obtus ne peut
valoir 120 degrez , que angle que fait ¢fur Pajotit€e y (qui.
eft le complement de cet angle obtus ) ne {foit de 60 de-
grez. Orletriangle quefont cy p eftrectangle. Doncy eft.
le finus d’un angle de 30 degrez. Donc par XIIL y eft la.
moitié de ¢, quien eft le rayon.

Doncdc = 2.dy.

Or par le precedent Theoreme,

bb=cc. —+dd=2.dy.

Doncbb= cc~+dd—+dc égaliz.dy.

IX. THEOREME.

Le quarrédela bafe d’unangle aigu de 6o degrez eft:
¢gal aux quarrez descoftez moins le rectangle des coftez..

Car par le 6¢ Theoreme £ eftant la bafe d'un angle
aigu, '

géé = ec+dd—xdx.

Or xen tous les cas ( c’eft a dire foit qu'x foit ou d-—yp,
oud fimplement , oud—+y.) il eft todjours le finus d'un
angle de3o degrez dontceftlerayon, quand langle que
{outient 4 eft de 6o degrez:

Donc x efttotijours la moitié de ¢;par X1IIL.. .. ..

Doncdc= 2.d x.

XXXV,

Donc bb.= cc.—+dd. {o""u B ‘;r’c"

X. THEOREME.

xxxvl, LE quarré ducoftédu pentagoneeft égal au quarré du
cofté dudecagone, plus le quarré du coftc de I'exagone
infcrits dans le méme cercle,
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Soit4 d le cofté du pentagone. |
cb & ¢ ddeux demy-diametres du sy

cercle dans lequel il eft infcrit, qui- 5 : :

font aufli les coftez ‘de I'exagone,’ 7’

par X1II.36. 3

d-g & ¢ 4 deux coftez du deca- - }

gone.
¢ p uneligne quicoupe perpendi- ™., o

culairement & par la moitié ; tant le ; =

cofté dudecagonedg, que l'arc dg qui coupeenr le coftd
du pentagone, .

Cela eftant;, je prouve 1°. Que 4 ¢ (cofté de I'exagone ) -

eft moyenne entre 4 d cofté du pentagone , & fa partie .
Car les deux angles vers4 & vers d font chacun de 54
degrez , XII. 23.
Or l'angle ¢ 4 eftauflide 54 degrez puifque Iarc zb
;ﬁ'de 36 degrez, XII. & larc gp de 18, ce qui enfemble
a1t 4.
Dg)nc les deux triangles 4 ¢ d, 8 4 7 ¢ font ifofceles & fem -
blables,

. Donc par (34 S.6ceftmoyenne entre 6 d &4 r. Clefta”

direentre le cofté du penta gone & fa plus grande partie,

Je prouve 2°. Qued g cofte du decagone , eft moyenne
entre$ d cofté du pentagone, & d 7fa plus petite partie,

Car rp coupantg d perpendiculairement & par la moi-
ti¢, rg eft ¢galed »nd. - Doncles angles que chacun fait fur
g d font égaux, .

Donc les deux trianglesd ¢4 & d » ¢ font ifofceles &
femblables. Donc par (34 S.) dg, (bafedu petit& cofté
dugrand ) eft moyenne entre 4 4 ( bafe du grand ) & r4
( cofte du petir. )

Deonc le cofté du decagoneeft moyenne entre le cofté
du decagone & fa plus petite partie,

Doncpar le 5 Corollaire ( 20.S. ) le quarré du pentago.
gone cft €gal au quarré du cofté de exagone plus le
quarre du cofté du decagoneinfcrit dans le méme cercle,

Ce quil falloit demonftrer.

Yy ij
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XI. THEOREME.

|
i
|
|

XXXVIL, : . B ,
St une ligne eft divifée en moyenne & extréme raifon

la ligne compofée de la moitie de cette ligne & defa plus
grande partie, peut § fois le quarre dela moitie.
Soit la ligne ddiviféeens, & ¢ en moyenne & extréme
-raifon, en forte que bb= d d— d b, & parconfequent
bbb db.= dd.
Appellant 7zla moitié de 4, je dis que le quarré dem —+ 4
vaut 5 fois le quarré d’m. |
Car metantlamoitiede d,dd = 4.mm.Et2mb. =bd.
- Et ainfile quarré de m -+ 6.
| Eftantégalamm— b6 —+2.mb.
Doncdmm = bb -+ d 6.
Donc 4 mm —+ dd,
Donc a mm . 4.mm.
i Donca 5. mm.

XII. THEOR EME.

|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
i
i xxxvin  Uneligneeftant divifée en moyenne & extréme raifon,
| laligne compof€e de la petite portion & dela moiti¢ de la
plus grande, peut 5 fois le quarré de la moiti¢ de la plus
grande,
Soit commeauparavant la toute 4,la plus grande partie
&, & {a moitié n, la plus petite ¢ ; en forte que dec = 4 4.
’ Ordc=cc—+cb.Donccctcb= bb.
Celaeftant,jedis que lequarré de #. —+ ¢. = 5. 22

i Car cequarréden —c.
| Eft égalann—+cc.—2.nc. Doncann -+ cc.— be.
| Puifque neft = de 4. 4
| Donc;‘lnn_péb,(puifquebé: ce.—+b¢c)
| Donca nn < 4. nn.Donca 5.nn Ce qu'il falloitde-
’ montftrer, '

, XIII. THEOREME.

|
| XXXI1X. Uxe ligne eftant divifée en moyenne & extréme raifon,
1 le quarr€ de la route, plus le quarré dela plus petite partie,
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valent 3 fois le quarré delaplus grande. . il
Soit comme auparavant 4= 4. —+¢. & 4 moyenne en. i »

tre d& ¢, enforte que 4 4= d¢. Er par confequent i '] 1

€c - cb. _]edis que ddq.,cc,::-s, bb. ‘i
Cardd= bb—+cc—+12.ch. 5‘

Donc dd—yce.= bb. —+2.c0~+2.¢6. ﬂ'

Or 2. cc—+2.c6= 2.5 b.puifque cc—s ch=t b b. i

Donc dd —+cc.= 3. £ b. Ce qu’il falloit demonttrer, ﬁ

5 I. PRoBLEME: !
| TrouveRr le quarré égal 4 un reGtangle donné. R £ 72 | |

QOu ayant 'aire d’un quarré, en trouver la racine, 1
Il ne faut que trouver la moyenne proportionelle entre
| les coftez dureGtangle donné.

Ou entre lesdeux lignes qui font I'aire donnée ; comme
| {i I'aire eft fuppofce de 20 toifes , ou pieds, ou pouces, en-
5 treun &20,0u2 & 10,0u 4 &jy.
f II. PROBLEME

AvanTle coftéd'un retangle, trouver quel doiteftre xrLi.
Pautre , afin qu'il foit égala unre@angle donné. Prendre i
le cofté donné pour premier terme dela proportion, les |
deux coftez du re@angle donné pour2 & 3, le cofté. que
Pon cherche fe trouvera en trouvant une 4° proportio-
nelle.

LT, “Pero s 98 MR

Trouver un quarre €gala deux ou plufieurs quarrez~
donnez. !

Soient les quarrezdonnez o5, cc,dd, mettant 6 & cd-
angle droit, le quarré de ’hypothenufe de cet angle droit
que je nomme 7 fera €gald 4 —¢cc. Ecmettant de nou- -
veau £ & 4 4 angle droit, le quarré de ’hypothenufe de -
cet angle {cra égal 4 /£ ~+dd. Ecpar confequent 4 55 —vc. -
~+d d. Et on peut conduire cela jufqu’a 'infini,

] COROLLAIRE.

TrouveR le quarré-égald plufieurs retangles donnez, x L 1k:
ilne faut que trouver les quarrez €gaux 4 chacun de ces
reftangles, Et puis on trouvera le quarré égal 4 tous ces
quarrez,
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IV. PROBLEME.
.TRouvER un quarré d quiun quarré donné foit en rais
fon donnée.
_ SoitJe quarrédonné £5.
“La raifon donnée mn.
AvanT difpofé m.n. b. & trouvé pour 4° proportionel-

-le 4, en forte que

m.n. +: b.d.
Et trouvantaufli lamoyenne proportionelle entre &

~d, queje fuppofe eftre ¢, le quarré de ¢ fatisfera au. Proble-

me. Car puifque == 4. c.d. parle....
bb. cc, i b
Or b.d:: m. n

Donc bb, cc =2 m.n.

- i/¥. PROBLEME..

Divisir une ligne, en forte que le quarré de la plus
grande portion foit €gal au rectangle dela toute & de la
plus petite portion. '

Ce Probleme a efté refolu (XI. 68. ) quand ona appris
A couper une ligne enmoyenne & extréme raifon: c'efta
dire, en.forte que latoute foit 4 la plus grande portion,
comme la_plus grande portionad la plus petite.
VI. PROBLEME.

‘Diviser uneligne en forte que le quarre dela plus gran.
de portion foitaureGangle dela toute & de la plus perice

ortion enraifon donnée. :

Soit laligne donnéed.

,La raifon donnée m.n.

La plus grande portion que I'on cherche x.

.Etlaplus petite qui eft la mefme chofe que d—u foit
appellée y.

Iln’ya qu’i trouver x, ce qui fefera en cette maniere.
1. Trouver uneligne quifoit 4 4, comme . eftan. Jela
fuppofetrouvée par X. 38. & jel'appele ¢.

2. Chercherla moyenne entrec. & d. Jelafuppofe trou=

vée par X I..... Et je I'appelle p. d’ou ils’enfuivra, que
£d =pp.
3, Faire
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. Faire un cercle quiaitepour diametre , & p pour tan-
gente. Si de I'extremité de p qui eft hors le cercle on tire
une fecante quipafle parlecentredu cercle, la partie de
cette fecante qui eft au dedansdu cercle eftant ¢, celle qui
eft au dehorsferax. Etd—xferay. D'ow il senfuivra

4. Que cd—cx feralaméme chofe que ¢ y. Cary érant
€gala &— x.c’eft la mefme chofe demultiplier ¢ par d—x,
1C cequi faitcd— cx) que de multiplier¢ par y ; ce qui

ait cy.

Celi! crantainfi il eft facile de’prouver que

xx.'dy. 1 m n '

C’efta dire que le quarré de la plus grande partie de 4
eft au rectangle de 4 parI'autre partie que j’ay nomméey,
enraifon donnée.

Car (par la 3. {upp.) ptangente eft moyenne entre x
& x -+ ¢

Doncx. p ::p. x—+c.

Donc x x—+cx = p p.

Or.pp = cd (parlaz.fupp. )

onc x x = ¢ x = cd.

Donec xx = ¢ d—c . .

Or cd—cx = c y (parla4. fupp.)

Donc xx= cy.

Etley. dy :: c.d :: m. n (parlax. fupp.)

Donc xx (égal dciy ) dy:: m. n. ce quil falloit de-
monftrer, a7

VII. PROBLEME.

Trouver la racine d’un quarré donton ne fcait autre
chofe , finon quétant comparé au quarré d’une ligne
donnée, & a unreétangle d’uneautre ligne donnée & de
cette racine inconnué , il eft

1. Egal au quarré plusle reGtangle.

Ou { 2. Egal au quarre moins le re&angle.

3. Egal aurectangle moins le quarré.

Ainfi la racine inconnué eftant nommée xouy,

Laligne donnée qui fait le quarré 4.

Etlautre ligne donnée cofté du re&angle, 4.

Lz

XLV,

'
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Le 1= Casferayy =t bb~+y d.
Lea Cas, xxtbb—xd.

Et le s, yy = yd—1b0b.

i i Qxx= xd—10bb.

15 CONSTRVCTION COMMVNE
& an. premier €5 au [econd Cas.

i i DecrirEun cercle del’in-

g tervale de la moitié de d,¢€le- (\

1 vée perpendiculairement furf/ & ‘

I’une des extremitez de 4. \

: ke
Ettirer de l’autre extremi- : / %
L e sthbous b
b

té de 4 une fecante qui paf- i et
fant par le centre du cercle.
fe termine ala circonference,
Cette fecante entiere foit appelce y.
| Qui fera compofce de fa partie hors le cercleappellée x
Et dudiametre du cercle qui feradparla conftruétion,
Et 4 fera tangente du cercle. :
Prpuve pu PrEmMrer Cas.
Dans le'1e Cas, cefty ( ceftddirela fecante entiere ).
quieftlaracine que I'on cherche. i :
Car y eftant egale 4 x —+d.
yy = yx-+ydS.13
Orbb = xy.525 _
Donc yy = bb—+yd. Ce qu’il falloit demonftrer.
PreEuvE pu seconn Cas.
Dansle 2¢ Cas, Ceft x (Ceft ddirela partie de la fecante
qui eft hors le cercle) qui eft laracine que PPon cherche.
Carx. b :: bx—d. =
Donc xx +xd= bb. :
Donc xx = bb—xd. Cequ'il falloit demonftrer.
CONSTRUCTION ET PREUVE DU TROISIEME Cas.
Faifant un cercle qui ait 4 pour diametre, & 4 pour
tangente, il faut tirerune paralleled dde Pextremice de &
quieft hors le cercle.

SCD LYON




DE GEOMETRIE,L1v.XIV. 36

‘Que fi cette parallele ne coupe point le
cercle, parce que 4 eft aufli grande ou plus
grande que la moitié¢ de d, le Probleme eft
impoflible. d

Mais fi elle le coupetirant une tangente pa-
rallele 44 de 'autre extremité de 4, & prolon-
geantjufqu’d cette tangente la fecante paral-
lele d d, cette fecante ( égale dd ) fera-com-
pofce de trois parties ; de deux horsle cercle , qui eftant
c¢gales'(comme il eft aifé dele prouver entirant du centre
une perpendiculaire a cette fecante ) chacun s'appellera x,
& celle de dedans le cercle plus une dedehors , ceft 4 di-
re plus x, s’appellera y,

Cela eftant fuppofe, je dis dis qu’x &'y peuvent I'une &
Pautre fatisfaire au Probleme,

Car xy = 6 0, par le 4° Theoreme , & d eftant égalea
Xy,

XxHxy =t xd. S

Etyy -!-xy:yd.gpar o

Donc xx = xd—axyégal 4 5 5.

Etyy::,*yd—xy cgald 5,

Donc foit qu'on prenne x ouy ., on fatisfait au Proble_
me. Et le choix depend de fcavoir d’ailleurs fi la racine
que Fon cherche doit eftre plus petite que 4. Car alors
€'elt x,aulicu que i elle doiteftre plus grande, c’eft 4.

'|‘.
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GEOMETRIE

LIVRE QUINZLEME.

BB L4 MBESV.RE DE LALRE
des. Payallelogrammes , des Triangles
& autres Polygones.

DEFINITIONS,.

44 Uanp on parle des coftez d’un parallelogram:
W) me, on entend les coftez -angulaires, 2 moins-
S9LE qu'on nemarqueautre chofe;
~ %" On peut prendre lequel on veutde ces coft...
pour mefure de la longucur du parallelogramme; & alors
ce cofté s’appelle la bafe,

Etla perpendiculaire quimefure [a diftance entre la bafe
& fon coft¢ oppof¢ sappelle la hauteur du parallelo--
gramme, -
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FONDEMENT DE LA MESVRE
des Pamlfe[agmmmes.

PaRr ce que nous avons dit au commancement dulivre
precedent, que dansles parallelogrammes non rectangles
(‘4 qui pourabreger nous donnerons fimplement le nom
de parallelogrammes ) on pouvoit prendre lequel on vou-
leit de leurs coftez angulaires pour mefure de I'une de
leurs dimenfions , qui eft la longueur ; mais que ’autre
‘cofté angulaire ne pouvoit pas en mefurer lalargeur, parce
quétant oblique 1l ne mefuroit pas la diftance entre les
coftez oppofcz quiavoient eft€ pris pour la longueur, Et
ainfi au lieu de cetautre cofté angulaire, il faut prendre
la perpendiculaire quimefure la diftance entee le premier
cofté & fon oppof€, pour avoir 'autre dimenfion de ces
parallelogrammes.

Or dela il s'enfuit quele rectangle dela bafe & de cet-
te perpendiculaire appellée la hauteur du parallelogram-
me eft €gal a.ce parallelogramme, puifque n’ayant tous
deux que deux dimenfions, longueur & largeur, la lon-
gueur de 'un eft €égaled lalongucur de l'autre, en ce.qu’ils
ont tous deux une bafe égale, & que lalargeur de 'un eft

égale d lalargeurde lautre, puifqu'elle eft mefurée par-

une perpendiculaire égale dans’une & dans I'antre ; quoy
qu’en I'un elle foit 'un des coftez de la figure , {cavoir
dans le retangle, & que dans lautre elle n’y foit pas
marquee.

Cela pourroit fuffire pour ccux qui cherchent plttoft
a s'affurer de la verité. qua en pouveir convaincre les
autres.

Neanmoins pour plus grande certitude on peut em-
ployerdeux voyes pour prouver cette propofition : I'ine
nouvelle appellee la Geometrie des indivifibles: & V'autre
ancicnne & plus commune,. Nous expliquerons 'une &
Vaurre.

Zz iij
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«ce, il faut qu’elles foient toutes paralleles entrelles ;
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NOUVELLE METHODE APPELLEE
LA GEOMETRIE DES INDIVISIBLES.

QuoiQuE les Geometres conviennent que laligne n’eft

as compofée de points, ny lafurface delignes, ny le fo-
lide de furfaces, neanmoins on a trouve depuis peu de
temps un art de démonftrer une infinité de chofes, en con-

fiderant les furfaces comme fi elles eftoient compofees de

lignes, & les folides de furfaces. r
e n’ay rien veu de ce quienaefteccrit: mais voicy ce

-quim’eneft vena dans Pefprit,en ne m’arreftant mainte-

nant qua ce qui regarde les furfaces.
Le fondement de cette nouvelle Geometrie eft de pren-

‘dre pour laire d’une furface la fomme des lignes qui la
rempliffent ; de forte que deux furfaces fonteftimées éga-

les, quand I'une & l'autre eft remplie parune fomme cgale

delignes égales ; foit que chacune de celles d’une fomme

foitdgale 4 chacune de celles delautre fomme ; foitqu’il

{e fafle une compenfation ; en {orte par exemple, que

deux d’une fomme qui pourront eftre inegales entr’elles,

{oient égalesa deux prifes enfemble de 'autre fomme qui
{eront égales entr’elles.

Mais pour ne pas donner lieu 4 beaucoup de paralogif-
mes ol on tombeai{émenten fe fervant de cette metho-
de, fion n'y prend bien garde,,il faut remarquer,

1. Qu’afin que deslignes foient cenfées remplir un e{'Fa..‘

oit
iclu’elles foient droittes pourremplir un efpace rediligne,

{oit qu'elles foient circulaires pour remplir des cercles ou
.des portions de cercle. 11 eft facile d’en voirla raifon. Et

ainf il faut bien prendre garde de ne pasemployer pour

cela des lignes qui ne feroient pas paralleles en 'une ou

Pautre de ces deux manieres.

2. Afin qu'une fomme de lignes foit cenfée €gale 4 une
autre fomme de lignes, il ne faut pas s’'imaginer qu’on puif-
fe dire le nombre quen contient chaque efpace (cariln’y
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apointde {i petit efpace qui n’en contienne un nombre

infini ) mais ce qui fait qu’on appelle ces fommes égales ,

c’eft que toutes les lignes d’an cofté & d’autre coupent
erpendiculairement deux lignes €gales. Par exemple fi

Fa ligne 4eft égaled la ligne m, le nombre infi. 7 "

ni des lignes qui peuvent couper perpendicu-

lairement 4 en tous {es points, eft cenfe €galau

nombreinfini de celles qui peuventaufli couper

perpendiculairement s, €tant vifiblequ’iln’y 2

point de raifon pourquoy on en puifie faire paf-

fer davantage par 'une que par 'autre. Carlesaliquotes-

pareilles de I'une & de autre €tant rotjours cgales juflt

quesad linfini, on pourra tofijours de part & dautre tirer-

ar tous les points de cesdivifions autantde lignes paral-
lelesentr’elles , & qui contiendront toujours de part &
d’autre un efpace parallele égal. Ecc’eft proprement de.
14 que depend la verité de cette nouvelle methode ( &
non que le continu foit compofe d'indivifibles) ce quila

fait_mefme appeller par quelques-uns, la Geometrie de

infini.

It faur donc bien prendre garde que les lignes ( par le
rapportdefquelles on dit qu’une fomme de ces lignes pa-
ralleles qui rempliffent un efpace, eft égale a une autre

fomme ) les coupent perpendiculairement. Et c’eft ou il
ya plus de danger de fetromper. Sur ces fondemens voicy:

les Theoremes que l'on €rablir.
I. THEOREME.:

Tous les parallelogrammes de bafe €gale & de méme .

hauteur font égaux entr’eux.

Soientdivers parallelo- ... S AN (S
grammes,comme A,%,‘,I, /
enfermez, dans le meme A i J

efpace parallele ( comme - ©— A
ils le peuvent éftre, puifqu'ils font fuppofez de méme hau-

tear ) & ayant tousles bafes égales; 1l eftclairque routes-
les paralleles qui peuvent remplir cetefpace, rempliront:

tous ces parallelogrammes ; & quainfi ils feront tous rems
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lis d’une fomme égale de lignes, cettefommeeftant me-
furée dans tous par la perpendiculaire qui mefure la hau-
teur de cesredtangles ,quieft la méme en tous, puifqu'ils
font de m€me hauteur-

De plus, toutes ces lignes étant parallelesa la bafe dans
tous ces rectangles, font égales en tous, puifqu’elles font
en tous égales a la bafe, & que les bafes font fuppofces
égales.

Donc il ya partoutfomme €gale de lignes égales.

Donc ils font tous égaux felon le fondement de la Geo-
metrie des indivifibles.

II. THEOREME.

‘Tousles paralle‘lo%rammes de méme hauteur font en=
tr'eux comme leurs bafes.
Ceft une fuite du precedent.

Soientlesparallelogrammes 4, [ . | 7 .
E,entre mémes paralleles,& qui A 4

ayent des bafesinégales;en quel-. ...l ...

ques aliquotes que je divife la

bafe d’.4, en tirant les parallelesau cofté par tous les
points de la divifion, il yaura dans 4 autant de paralle-
logrammes égaux entr’eux, que cette bafeaura de parties
égales: de forte que fi elle avoit efté diviféeen 7 parties,
dont jappelleray chacune x, il yauradans 4 7 parallelo-
grammes quiauront chacun x pour bafe,

Que fiappliquant x 4 la bafe d’E, il fetrouve qu’il y foit
trois fois, ou fans refte, ou avec refte, tirantencore de
tous les points de la divifion, deslignes parallelesau cofte -
d’E, il eft vifible qu’il y aura dans £ autant de parallelo-
grammes qui auront x pour bafe, qu’x {e fera trouvé dans
la bafe I’E. Etfi¢’a efte fans refte, ces trois parallelo--
grammes rempliront E fansrefte : & fiavec refle, il reftera”
aufli un parallelogramme quiaura ce refte pour bafe.

Or les paralle ogrammes qui dans E ont x pour bafe
font €gauxa ceux quidans « ontaufli x pour bafe ; par le
precedent Theoreme.

Don¢
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Dong par la definition de I'égalité des raifons 4 eft 4 g
enméme raifon que la bafed’7ala bafe d’g, puifqu’au-
tant que les aliquotes quelconques dela bafe d’_¢ {ont
contenués dansla bafe d’E, les aliquotes pareilles d’_¢ font

contenués dans E: {i fans refte, fans refte ; fiavec refte,
avec refte.

III. THEOREME.

Les triangies de mé&me hauteur & de méme bafe font
¢gaux. Careftantmisentre lesmémespa ralleles, comme
devant, & ayant tous 4 pour bafe, toutes les lignes paral-
leles quirempliront cet ef- ,
pace, rempliront cestrian- |
gles ; & chacune de cesli-
gnes tirces tout le long de -
I'efpace d’un point quel-
conque dela perpendiculaire s ¥, ce quifera enfermé dans
chaque triangle fera tofijours égal , commeil a efté prou-
v€ dans le livre XIIIL & X.z0. quoy que todjours de plus
petiten plus petit montant vers le fommet.

Donc une fomme égale de lignes égales chacune 4
chacune de chaquetriangle, remplit tous ces triangles.

Donc cestriangles font egaux.

IV. THEOR EME.

Les triangles de m&me hauteur font entr’eux comme
les bafes.

C’eft laméme chofe que le 2 Theoreme, 8 quife prou-
ve de la méme forte , excepté qu'on employe icy au lieu
de parallelogrammes des triangles qui ont pour bafe , &
qui aboutiffent de part & d’autre au fommet de chaque
triangle dont ils font parties. ‘Or cestriangles qui ont «x
pour bafe dans I'un & dans I'autre triangle , font auffi de
méme hauteur dans 'un & dans’autre ; & par confequent
ils font égaux. Enfuite dequoyil ne faur appliquer que
e que nous avons dit pour la demonftration du 2° Theo-
reme,

Aaa
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V. THEOREME.

L cercle eft égal au triangle reGangle, quia pour cd-
tez de fon angle droitle rayon du cercle, & une ligne €ga--
le 4 la circonference du cercle.

Soit le cercle 4,
lerayon d é,latan-
gente be, égale 2
la circonference
& I'hypothenufe

dec.
Si on tirede tous les points du rayon, des circonferences:

concentriquesau cercle, elles rempliront rout le cercle, &
elles feront paralleles entrelles , en la maniere que les cir-
conferences le peuventeftre, & coupées perpendiculai-
rement par lerayon.

Si on tire aufli de tous ces mEmes points du rayon par
lefquels auront pafl€ ces circonferences,des parallelesa 4¢,.
jufques en d ¢, ces paralleles rempliront le triangle. Et
~infi lafomme de ces circonferences & de ces paralleles
fera ¢égale, érant determinée de part & d’autre par les
points dumémerayon, érant clair que lon ne {gauroir ti-
rer une circonference paraucun point , qu'on ne tire aufli
une paralleled d¢ par ce méme point; & au contraire,

Orla circonference & la parallele tirées duméme point.
font égales , comme on peut voir en examinant laquelle
on voudra : par exemple celle dupointé Car

- circonf, 4. circonf. f.
b AL, % ,
) 5 ¢. fe

Donc circonf, 4. circonf. £ 126 6. g .

Donc alternande circonf, b. 6 ¢ == circonf.f. fe.

O par I'hypothefe la circonference 4, qui eft ceMe dur
eercle, eft égaleau cofté du triangle 4-¢. .

Done la circonference paffant par le-point £, eft égale-
i fg, parallele 2 4 «. :

379
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AVERTISSEMENT.

Te n'en diray pas davantage de cette nowvelle methode. 1!
eff aif¢de juger que ces 5 T heoremes font de [uffifans fondemens
pour mefurer [ans peine toutes lesfigures rettilignes , ¢ en trou-
verles égalitex @ les rapporis, [urtout eny joignant les prin-
cipes qui ont efté établis dans les 3 premiers livres.

METHODE COMMUNE.

LEMmME ou AXIOME.

D Eux triangles tout-égaux font égaux, Cleft 4 dire
quelorfque les angles d’un triangle font €gaux 4 ceux de
'autre, chacuna chacun, & les coftez egaux aufli chacun
a chacun , ces deux‘triangles comprennent un efpace ¢gal;
en quoy confifte ce quon appelle ¢galité dans les fi-

ures.

Celaeft clair de foy-méme, €rantvifible que deux trian-
gles de cetteforte ne different que de pofition.

PROPOSITION FONDAMENTALE
de la mefure des Parallelogrammes ,
€ des Triangles.

Tour parallelogramme eft égal aurectangle de fa hau-
teur & de fa bafe.

Soirt le parallelogramme & cdfti- ¢ b
rant fes perpendiculaires 6 m& cn | :
fur labafe df, prolongéeautantqu'il ;
eft neceflaire ; je dis que lerectangle 5 : d
b cmn, quieft le reangle de la bafe
& delahauteurde bcd £, eftégald b cdf.

Car 4 cétant égale tanta d fqua mn, |, 5
dfeft égaledm n. Donc 6tant m f, com- :
mune del'une & del’autre, 4 » demeu-

i
rera ¢gale a f. Et ainfi 4 4 érant egale 4 - fﬂ
acf,&bmacn,lestrianglesb dm& ¢ fn

Aaa i
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font égaux par le Lemme precedent. Et ainfi ajotitant &
Pun & dlautreletrapeze commun bmc f,bc d f fera
égald bmcn. Cequ'il falloit demonttrer.

I. CoROLLAIKRE.

LEs parallelogrammes de méme hauteur & de bafe €ga-
le {font égaux. '

Car ils ont tous pour leur mefure commune le méme
reGangle de cette hauteur & de cette bafe.

IL. COROLLAIRE.

EEs parallelogrammes de méme hauteur font comme-
leurs bafes ; de bafe égale, font comme leurs hauteurs,

Car chacuneft égalauredtangle de fa bafe & de {a hau-
teur. Or les.reGtangles de méme hauteur {font entr’eux
comme leursbafes. Il en faut donc dire de m&me des pa-
rallelogrammes quileur font €gaux.

On peutaufli prouver-ce 2¢ Corollaire par le premier
de la méme fagon qu’on a déja faiten demonftrant le »
Theoreme de la premiere methode..

ML ConoXLATEE.

La raifon de deux.parallelogrammes quelconques eft:
totijours compofée de la raifon de la Hauteur 4 la hauteur,
& delabafeala bafe..

Car les parallelogrammes font totijours entr’eux com-
me les reGtangles deleur hauteur & de leur bafe.

IV. COROLLAIRE GENERAL.

Tout ce quia efté ditdelaraifon des rectangles par la
comparaifonde leurs coftez angulaires, eft: vray des pa-
rallelogrammes , en comparant la hautcura la hauteur, &
la bafe dlabafe. Cela eft clair par Ja raifon du precedent.
Corollaire, 2
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DES PARALLELOGRAMMES EQUIANGLES:

THEOREME GENERAL.

Lgs parallelogrammes equiangles {ont entr’eux en rai-
fon compofée de leurs coftez angulaires, de méme que
s'ils éroient redtangles.

Car tous les parallelogrammes font entr’eux en raifon
gompofée de celle de labafed la bafe , & de la hauteur d
la hauteur.

Or quand ils font equiangles, Ja raifon descoftez obli-

ques fug la bafe de chacun eft laméme que celle de la hau-
teur 4 12 hauteur. Parce que leslignes €galement incli-
nées font en méme raifen que leurs perpendiculaires , qui
eft ce qui mefure cette hauteur, X. 11.
r Exemple. Soient 4 & mn deux pa- .
rallelogrammes equiangles , dont les
hauteurs foient £ & p.. e

Par les precedens Corollaires ,

be mn :: con.—+f. p. :
Or f.p:: b.m. par X.11. .
Donc be. m.n:: c.n—+b.m. Cequil
falloit demonftrer. " £ 54

COROLLAIRE GENERAL,

r Tour ce quia efté dit de la raifon des rectangles en-
tr'eux par la comparaifon de leurs coftez angulaires, eft
vray aufli des-autres parallelogrammes equiangles par la
méme comparaifon de leurs coftezangulaires.

C'eft a dire par exéinple, que s'ils fontfemblables, le
grand c6té du premier ¢rantau grand coté du fecond,
comme le petit cté du premierau petit cote du fecond,
ils font en raifondoublée deleurs coftez homologues.

Si leurs cdtez font reciproques (C’eftddire, fi le grand
ebté du premiereftau grand coté du {econd, comme le

petit c6té du fecond eft au petit coré dupremier ) ils font:

€gaux.. Et ainfi de toutlercite..

Kaa iij;
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e
COROLLAIRE PARTICULLER, &

Lorsque deux lignes paralleles cha-
cune au%coﬂ:ez ang%lairei d’un paralle- e ]
logramme fe coupent en un méme point e
deladiagonale,il fe fait 4 parallelogram-
mes, dont les deux qui ne font point coupez par la diago.
nale,comme 4 & E,font égaux.

Car ils font equiangles, puifqu’il y a un angle de I'un
qui eft oppofé au fommet d un angle de Pautre,

Et il eft vifible par XIIL 21. que le grand cbté d’z eft
au grand coté d’e, comme le petit coré de cftau petit
cote da.

Je fgay bien que cela fe prou¥e ordinairement d’une

-autre maniere plus palpable,, quieft que la diagonale par-

tage par la moitié tantle parallelogramme total, que cha.
-cun de ceux quifont autour de cette diagonale. Donc la
moiti€ dutotal dans laquelle eft # étant égale d la moitié
«danslaquelle efte, & 6tant de chacune de ces deux moi-

tiez deux triangles égaux , les deux parallelogrammes qui
demeureront {eront ¢gaux, :

DES PARALLE’LOGRAMMES SEMBLABLES.
I. THEOREME.

Dzux parallelogrammes femblables ( ceft 4'dire qui
€tant equiangles ont leurs coftez proportionels ) font en
raifon deublée de leurs coftez homologues , comme il
vientd’eftre dit S.17. '

I1 THEOREME.

Les coftez homologues de deux parallelogrammes fem.-
blables, €tant en méme raifon que les cdrez homologues
de deuxautres parallelogrammes femblables entreux, ces
4 parallelogrammesfont proportionels.

Soientles deux premiers femblables 4 & £, & lesdeux
derniers 7 & 0 ; fi la raifond’entreles coftez d’4 & E eft
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x. y,& de méme entre les cotez d'7 & 0, je dis que
A B VG

A. E.
Car {I_ 0. E":: XX yys

DES TRITANGLES:

LeEMME.

Tour triangle eft la moitié¢ d’un parallelogramme de
méme bafe & deméme hauteur. |
Soit le triangle 4 ¢ d. Side 4 ontire 4 £,

égale & parallele 4 la bafe ¢ 4, & que du b f
pointfontire £'d; je dis1.que 4. c. d. £.
eft un parallelogramme, Car ¢cd& 4 f /

font paralleles & dgales par la conftru- ©
&ion ; & par confequent 4¢ & fd font
aufli paralleles & €gales, par V1. 28.

Et par confequent 4 4, qui eftla diagonale de ce paralle-
logramme, le divife en deux triangles égaux b ¢ d & 4 f d.
Donc 4 ¢cd eft lamoitié de ce parallelogramme.

- Or il eft vifible que ce triangle & ce parallelogramme:
fontde méme hauteur , puifqu’ils font enfermez entre les:
mémes parallelesé £ & ¢ d, & qu’ils ont la méme bafe,.

fcavoir ¢ d.

Donc tout rriangle eft la moitié. d’'un parallelogramme'

de méme bafe & deméme hauteur.
THEFOREME GENERAL.

Tour triangle eft égal au retangle de la moiti¢ de fa
bafe , & de toute {a hauteur ; ou de la moitié de fa hauteur
& de toute fa bafe.

Car il eft la moitié d’un parallelogramme de fa bafe &.

de fa hauteur. Or ce parallelogramme eit egalaurean-
gle de fa bafe & defa hauteur..

Donc prenant la moitié de labafe & toute la hauteur,
ou la moitié de la hauteur & toute labafe, ona unre@an-
gle quivaur la moiti¢ durectangle de toute la bafe & de

XXN
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toute la hauteur. Donc ona un rectangle égal au triangle.

LSO ORGLE L RIRE.

Les triangles’ de mefme hauteur & de bafe égale, font
€gaux.

Car ils font tous €gaux aumefme rectangle , qui eft ce-
luy delamoitié¢ deleur bafe & de toute leur hauteur,

I11. COROLLAIRE.

‘Lestriangles de mefme hauteur font comme leurs bafes,
& d’égale bafe comme leurs hauteurs.

Carils font tous égaux 4 des rectangles, qui eftant de
mefme hauteur font comme leurs bafes , & d’égale bafe
comme leurs hauteurs.

On peutaufli prouver ce fecond -Corollaire par le pre-
‘mier de la mefme fagon qu'ona demonftré le 4 Theorg-
me de la premiere methode.

III. COROLLAIRLE.

LA raifon de deux triangles’quelconques éft tofijours
compofée de la raifon de la hauteur d la hauteur , & de la
bafea la bafe. Car ces triangles font tofijjours entr’eux
comme les re¢tangles de la moiti€ de leur bafe & de toute
leur hauteur , qui ont entr’eux cette raifon compofée,

IV. COROLLAIRE GENERAL.

“Tour ce quia efté ditde la raifon des rectangles par
la comparaifon de leurs coftez, eft vray des triangles par
la comparaifon de la hauteura la hauceur ,& de la bafea
la bafe.

DES TRIANGLES EQUIANGLES
on [femblables. |

I. THEOREME.

Tous les triangles equiangles & par confequent fem-
blables,fonten raifon doublée de laraifon de leurs cotez
homologues. :

Car
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Car par les Corollaires precedens, les triangles font en-
tr'eux en raifon compofée dela raifon dela bafed la bafe,
& de la hauteur dla hauteur,

Or quand ilsfont equiangles, les cétez fur la bafe de
part & d’autre font chacun a chacun en méme raifon que
les perpendiculaires du fommetala bafe qui en mefure la
hauteur. X. r2.

Et par confequentils fonten raifon compofce de celle
de la bafedlabafe ; 8¢ d'an c6té 4 un coré.

Ot erantequiangles, la bafe efta la bafe comme chacun
des cotez 4 chacun des cotez.

Et par confequent leur raifon eft compofée de deux rai-

fons égales ; ce quis'appelle raifon doublée,
Exemple. Soient trian-

gles femblables 4 ¢ d & m

mn o, dont b £8& m p mefu:

rent les hauteurs.

bed. mno::cd.no.

b fmp.

Ot bec. mn }

bd mng

cd. no
Donc tous les coftez ayant la méme raifon, chacun 4
chacun, & avec les perpendiculaires, la raifon de cestrian-
glesbcd & m none peuteftre compofce de la raifon de
fa bafe cd & no,& de celledes hauteurs 4 £, m p, qu'ils ne
foient enraifon doublée de 'unede cesraifons , puifqu’el-
les font égales; & par confequent aufli de la raifon des

autres coftez homologues, qui eft la méme,

B8 Tis T Ml 4

II. THEOREME.

S1 les coftez homologues de deux triangles femblables
font en mefme raifon que les coftez homologues de deux
autres triangles femblables entr’eux, ces 4 triangles font
proportionels. C’eft la mefme chofe que ce qu'on a de-
monftré des parallelogrammes. S, 2o0.

Bbb

XXVIIL,

LSCD LYONY




378 NOVVEAUX ELEMENS
DES FIGURES SEMBLABLES.

I. THEOREME.

Drux figures femblables quelconques font en raifon’
doublée de leurs coftez homologues.

Car par XIIL 26.elles peuvent cftre partagéeschacune
en autant detriangles, tels que ceux d’une part érantfem-
blables 4 ceux del'autre, chacun 4 chacun les coftez ho-
mologues de deux femblables feronten mefme raifonque
ceux des deux autres quelconques femblables.

Ainfi fuppofant qu'ellesfoient partagées chacune en 4.
triangles qui foient

A EL O
P e e

Par le precedent Theoreme 4.2 2= B.oe:: 1.i. O.o.

DoncparIL.35. 4+ E—~ L.+ 0.4+ i~tot: Aa..

Ceft i dire que la plus grandedes figures femblables qui
comprend ces 4 triangles 4.E.7.0. ferad laplus petite-
qui comprend les 4 triangles 4, ¢.Z, 0. comme 'un deces
triangles eft 4 fon femblable.

Or ces triangles femblables font entr’eux en raifondou-

" blée deleursbafes, & les bafes de ces, deux triangles fem-
blables font coftez homologues de ces deux figures (com-
me on aveu XIIL 26. ) :

Donc ces figures femblables font en raifon doublée de-
leurs coftez homolegues. -

COROLLAIRE,

Les figures femblables font entr’elles comme les quar-
rez de leurs coftez homologues.

Car par le Theoreme precedent les figures femblables
font entr'elles en raifon doublée de leurs coftez homolo-

gues.
Ot les quarrez de ces coftez homologues font auffi en-

treux en raifon doublée de ces coftez qui font leurs ra-
cines. :
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II- THEOREME.

S1 I'on conftruit fur Phypothenufe & furles deux coftez X XX T.

d’un angle droit des figures femblables quelconques, celle
qui fera conftruite fur Phypothenufefera égale aux deux
qui feront conftruites fur les coftez.

Soit le grand cofte del'angle droit 4, le petit ¢, ’hypo-
thenufe 4.

La figure conftruite fur 4 foit nommeée 4. fur¢. E, &
fur b, 1.

Par le Theoreme precedent.

A bb s Booc:: I b b

Donc A4 —+ E,bb~cc:: 1. hh.(par Il 44.)

Dong alternande ,

A—~+E. I:: bbb~ cchh.

Or bd — cc.= hh. par XIV. 26.

Donc 4 -+ E, = 7. Ce qu'il falloit demonfirer,

AVERTISSEMENT.

On voit par ld que cette propofition quoyque plus generale
gue celle des quarrex, n'a dis effre sraitée gu aprés celle des
guarrez ; parce que le quarré eff lavraye & naturelle mefure de
la dimenfion des antres figures planes.

DES FIGURES RE_GULIERES.
I. THEOREME.

Tour polygone eft égalaurectan-
gle du rayon droit ( qui eft la per-

endiculaire du centre 4 l'un des
coftez } & de la moiti¢ defon peri-
metre, ouautriangle quia pour hau.
teur ce rayon droit, & pour bafe ce
perimetre,

Car tout polygone regulier comprend autant detrian-

gles tout-égaux qu'il a de coftez , lefquels onttous pour
Bbb ij

XXXIL

XXXII,
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80 NOUVEAUX ELEMENS
mefure de leur hauteur la perpendiculaire du centre au
cofté qui leur fertdebafe. ’

Donc chaquetriangle eft égalau rectangle de cerayon |
droit qui eft leur hauteur , & de lamoitic de labafe.

o . Or toutes ces moiticz des bafes de ces triangles prifes

i enfemble font la moitié du perimetre, puifque toutes les

l | bafes font tout le perimetre.

it Donc le re@angle de cette perpendiculaire & de Ia

L moitié du perimetre eft égal 4 tous ces triangles ; & par
| confequent au polygone.

Et c’cft la mefine chofedutriangle quia pour hauteur
| cette perpendiculaire , & pour bafe toutle perimetre,puil-
qu'il eft égala ce rectiligne. Outre qu'il eft aifé de prou-
ver qu'ileft égal arousles triangles que contient le poly-
i gone,eftant de mefme hauteur que chacun,8 {a bafe érant }
I i égale atoutes les bafes des autres prifes enfemble. ?
l
|
|
1
|

i II. THEOREME.

Par I'analogie du cercled un polygoneinfini, le cercle
eft égal au reangle durayon & delamoitic dela circon-
ference, ouau triangle quia pour hauteur lerayon, & pour
bafe route la circonference.

Nous I’avons prouvé par la premiere methode, qui eft
la Geometrie des indivifibles. On le peut aufli prouver
parla voye d’Archimede , enmentrant que le rectangle du
i rayon & dela moiti¢ de la circonference eft plus grand
bl que tout polygoneinferit au cercle , & plus petit que tout
i circon{crit,

| Il eft plus grand que tout infcrit, parce que l'inferit par
J le Theoreme precedenteft égal auretangle de Ja perpen-
| diculaire du centre au cofté, & de la moiti€¢ du perime-
| tre. Or cetre perpendiculaire eft plus petite que le
‘ rayon ducercle, puifquelle eft terminée dans le cerele, &
|
1
|

XXXIV.

le perimetre du polygone inferit eft plus peticque la cir-
conference qui la comprend, parla maxime d’Archime-
de. V. 6.

Donc le re&tangle durayon ducercle & de la meiti¢ de
la circonference eft plus grand que tout polygone infcrit.
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Etil eft plus petit que tout polygone circonfcrit, parce
que le polygone circonfcrit eft €gal au rectangle durayon
du cercle ( quieftalors la méme chofe que la perpendicu-
laire au cofte ) & dela moitié de fon perimetre, lequel
perimetre eft plus grand que la circonferenee du cercle,
puifqu’il la comprend, felon la méme maxime d’Archi-
mede. Donc &ec.

III. THEOREME.

Les figures regulieres de méme efpece font entr’elles
en raifon doublee de celle de leurs rayons droits.
- QCar elles font égales chacune au rectangle du rayon
droit, & de la moitié du perimetre. Or le rayon droit eft
au rayon droit comme le perimetre au perimetre, par XIE
26. Donc ces re&angles (aufquels ces figures regulieres
font égales ) étant femblables,{ont entr'eux en raifon dou-
élee de celle durayon droit, qui eft'unde leurs cétez.

1 " UOoROILLEAIRE

‘Lgs cercles font entreuxen raifon doublée decelle de
leurs rayons, ou de leurs diametres, ce qui eftla méme

chofe.
II. COROLLAIRE.

L es cercles font entrenx comme les quarrez de leurp
diametres. Car les uns & les autres{ont en raifon doublée

de celle de leurs diametres.
IV. THEOREME:

L s triangles femblables infcrits en des cercles fonten-
tr'eux en raifon doublée des diametres de ces cercles: ou,
ce quieftla méme chofe, comme les cercles, ou comme
les quarrez des-diametres.

Car les copdes de divers cercles qui fouriennent les an-
gles infcrits égaux , font entr’elles comme les diametres,
parX. 24. &25.

Donc les coftez de ces triangles femblables quifoutien-

Bbb i
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nent les mémes angles ( qui font ceux qu'onappelle homo.
logues ) font entr’eux comme les diametres.
Or ces triangles eftant femblables , font en raifon dou-

_blée de leurs coftez homologues.

Donc ils font aufli en raifon doublée de ces diametres.

Doncils fontauffi entr’eux comme les cercles & coma
me les quarrez des diametres.

V. THEOREME.

L s figures femblables infcrites dans les cercles font en-
tr'elles en raifon doublée des diametres.

.Car comme il aefté prouve S. & XIII. 26, ces ﬁgburcs
femblables fe peuvent refoudre en triangles femblables,
chacun d’une figure a chacun de Pautre qui feront tous
infcrits dansle cercle.

Donc rous les triangles d’'une figure font a tous ceux de
lautre (& par confequent une figure efta 'autre) comme
‘un des triangles d’'une figure dunfemblable de I'autre. Or
par le Theoreme precedent ces deux triangles femblables
font entt’eux en raifon doublée des diametres. Donc les
figures femblables infcrites dans les cercles {fontentr’elles
en raifon doubléedes diametres. Donc aufli comme les
cercles, Donc auffi comme les quarrez des diametres.

ol PRoOBLE ME.

DEecrIRE fur un cofté donné le parallelogramme €égal
& equiangledun parallelogramme donné. ‘

Soit le parallelogramme donné 4
b cd f. Soit continuce cd jufques
a g,en forte que dg foit €galean
colté donné. :

Soitaufli continuée 4 fjufques
4 ce que fg foir égalea df%. Soit
menée qu par dune indefinie.

Soit prolongee 4 ¢,jufqu'd ce qu’elle rencontre enscet<
te indefinie.

Soit prolongée 4 ¢ jufquesen £, en forte que g £ foif
égale 4 4 r,joignantles points r£ , & prolongeant fdjul-
ques en A, ou elle rencontre £.

SCD LYON 4
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Le parallelogramme d / % g fera €gal & equiangle au
donné 4 cdf.

I'l. PROoBLEME.

Fa1reune figure égale d une donnée quiait moinsd’un
cofté que la donnée. C’eftddire que fila donnéeen ag,
enen cherche une qui n’en aitque 5; & fi-elleenay, on

-en cherche une quin’enait que 4 :de forte que par la on
pourra venir jufqu’au triangle,

Soit propof¢ de reduire I'exa-
gone b cd f ¢h enun pentagone
qui luy foit égal.

Ayantprolonge f¢, jetire la
ligne 4 ¢. _

Puis dge b je tire fur g prolon- i/ \
gée h/paralleledég. s
¢ Et de%je tire 4 lf}e dis que le ¢ =4 s
pentagone 4 ¢d fleft égalal’exagone donné.

Carlestrianglesh /4 & b /g font égaux, parce qu'ils fonc:

fur la mefme bafe & entre mefmes paralleles.
Doncoérant b /o communa 'un & al'autre, ho 4 de-
meurera €gal 4/g o ,toutle refte eftcommunal’exagone
& au pentagone.
On redyira de mefme le pentagone
b cdfliun trapeze. ; «
Ayant mené laligne & f, menerde / /\ ;%
fur d f prolongée /mparallele 3 4 £ i A\
Puis tirer ém, $\
On prouvera de la mefme maniere,, 7
que I’on vient de faire , que le trapeze
fera égal aupentagone.
ue fide & 4 on tire une ligne.
Etde ¢ fur fdprolongéede ce coftclacn, paralleleas 4.
Et tirant 4n,le triangle & m n {era egal rant au trapcze

b cdm,quanpentagone écdf/: Etainfi Pexagone aura.

efté reduiten un pentagone , & le pentagone en un trape.
‘ze, & le trapeze en un triangle.
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AVERTISSEMENT ET CON CLUSION.

Ie laifle dantres Problemes qui font tres faciles & vefoudre
par les principes qui ont efté érablis. Qutre que wayant entre-
pris ces Elemens que pour donner un effay de la vraye me-
thode qui deit traitter les chofes fimples avant les compofees , &
les generales avant les particulieres , je penfeavoir Jatisfait 2
ce deffein, @ avoir montré gue les :Geametres ont eu tort d 4-
voir negligé cét ordre de Lz nature, en simaginant qu'ils n'a-
woient antre chofe aobferver , finonquc les propofitions prece-
dentes [erviffent ala prewve des furvantes : at lien qu'il eft clair,
ce.me Jemble par cet effay, que les elemens de Geometrie eftant
reduits [elonl ordre naturel | penvent eftre aulfe [olidement
_iemanﬂref\, & font fans comparaifon plus aifex a concevoir -G
2 retenir.

FIN.

SOLUTION
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SOLUTION D’UN DES PLUS CELEBRES .:‘
ET DES PLUS DIEFICILES '

PROBLEMES D'ARITHMETIQUE, |

APPELLE COMMUNEMENT i

LES QUARREZ MAGIQUES.
§. 1. Ceque ceft que ce Probleme.

Y ant un quarré de cellules pair onimpair. 1

Et I'ayant remply de chiffres oufelon Pordre
naturel desnombresi.2.3. 4. &c.

Oude quelquautre progreflion arithmetique
que cefoit, comme 2. 5. 8. 11. 14. &c.

Difpofer tous ces chiffres dans un autre quarré de cellu-
Jes femblables 4 celuy-ld , en forte que rous les chiffres
de chaque bande foit de gauche 2 droit , foitde haut en
bas ,{oit mefime les deux diagonales, faffent toGijours la
mefme fomme.

Soient pris pour exemples les quarrez d’onze pour les
impairs ; & de douze pour les pairs, comme on les peut
voir dans les figures-qui font a la fin de ce Traité.

§.2. Confiderations [ur les quarrez, naturels.

JAPPELLE quarrez naturels ceux ot leschiffresfontdift 1y,
pofez en progreflion arithmetique en commengant par les
plus petits.

Ccc i I
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388 EXPLICGCATION

SurR LES QUARREZ IMPAIRS.

Dans le milien du quarré impair il y aune cellule qui
en eft le centre. Le chiffre quielt dans cetee cellule {oit
nommé centre & marqué pare.

DE tous les autres chiffres la moitié font plus petits.
& les autres plus grands que le centre, Les unsfoient ap-
pellez fimplement pezits & les autres grands,

Les cellules autour du centre foient appelées 1* en.
ceinte.

Autour dela premiere enceinte, 2f enceinte,.

Autour dela {econde enceinte,, 3¢ enceinte.

Et ainfi de {uite,

L s enceintes 1. 3. 5. 7.9. &c. foient appellées encein-
tes impaires.

Les 2.4. 6.8.10. &C. enceintes paires.

I eft important de confiderer dans chaque enceinte oti:
font les petits chiffres, & oufontles grands,

Les petits font premierement dans toute la bande d’en-
haut, qui eft de3. dans lar“enceinte, de 5 danslaz®, de
dans la 3z &c.

Secondement dans la bande 4 gaucheles plus hauts juf-
qu’a celuy qui eft vis-a-vis le centre inclufive.

Troifiémement dans la bande 4 droits les plus hauts juf-

- qu’d celuy qui eft visa visle centre exclufrve.

Sur LEs QUARREZ PAIRS.

Ir n’y a point de cellule qui foit au centre. Mais on doie
prendre pour centre la moitié de la fomme que fontle
premier & le dernier chiffre,

Et cetre fomme enticre s'appellera 2. ¢.

L moitiédes bandes, fcavoir celles qui font les plus
hautes contiennent les petits chiffres, & lesplns bafes les

grands.
Les quatre cellules du milieu fontia  1*enceinte.
Les celloles autour de ces quatre, la 2¢ enceinte,
Celles aurour de la feconde, la 3° enceinte.

Et ainfi de {uite,




DES QUARREZ MAGIQVES. 389
Egs enceintes 1. 3. 5. 7. 9. &c. foient auffi appell€es les
enceintes impaires.
Et les 2. 4. 6.&c. les paires.
Les petits chiffres font,
1. Dans la bande d’en haut de chaque enceinte.
2. Aucofté gauche depuis la bande d’enhaut jufqu’a
labande ot commencentles grands chiffres.
3. Et de méme au cofté droit.
§3c PREPARATION.
Le plus grand myftere de la folution de ce Probleme

cenfilte 2 marquer par lettres quelques-uns des’petits.

chiffres de chaque bande.
QUARREZ IMPAIRS.
Danxs toutes les enceintes generalement: marquer le

coin 4 gauche de la bande d’enhaut par e.
Le coinadroit de laméme bande par. 5
Le milieu de cette bande par .
La cellule 4 gauche qui eft vis 4 vis le centre par g

MaRrQuERr de plus dans les enceintes impaires
Deux cellules danslabande d’enhaut egalement diftan-
tes, 'une d’e, autre d’o, par lesmémes lettres aceentuces,

L’une par £
L autre par 5
Er la cellule 4 gauche au deflous d’e par i
Etau cofté droit celle qui eft au deffus dela cellule qui
eft vis 4 vis le centrepar ¢

Dans LESs QUARREZ PAIRS.
NE rien marquer dans les premieres & fecondés en-
ceintes,
Dans toutesles autres generalementmarqucr'

Le coin 4 gauche d'enhaut par A
A droit par o.
Le plus bas des petits nombresd droit par. .
Le plus bas des petits nombresa gauche par ¢,

MarquEr de plus dans les enceintes impaires, a com.-
mencer par la 3¢ ( qui eft celle quia 6 cellulesdans la bande

d’enhaut. )
Ccc i
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XIIE,

X1V

X VI,

XVIIL,

XVIiil,

SCDLYON1




X IX,

XXn

390 EXPLICATION

4 cellules dans la bande d’enhaut, deux par 3- i

& deux par ; gz-
felon ee quia efte dit S. 15,

A gauche marquer la cellule au deflous d’e par .

Et a droit celle au deflus d’« par P

§ 4 NMAX T-ME'S
POUR LA DEMONSTRATION DE L'OPERATION,
Deux chiffres, P'un pesiz, Pautre grand , €galement dif-
tans du centre, & quifejoignent par une ligne paflant pat
le centre fontunefomme égale a deux fois le centre,
uanD un petit chiffre eft marqué par une lettre, fon

grand {oit nommé (‘quand on le voudra exprimer ) par la

majufcule de la mefme lettre,quoy qu'elle ne foit pas mar-
quée. :

Ainfi ¢ E font deux fois le centre,

Et de mefme . .4,0u¢. B, 0ouoe, 0.

SECONDE MaxiME

‘QuartreE chiffresdans la mefme bande, dont le pre-
mier eft autant diftantduz, quele; du 4 font en propor-
tion arithmetique.

Et par confequent lafomme des extrémeseft égale d la

" {fomme de ceux dumilieu.

ZXII,

XXIII,

XXIV.

EXEMP.LES

e &::8.0 Donce. o= ¢é. o.

D’ouil s’enfuit que par tout ol {ont enfemble ¢.4, ou
bien ¢, 6 , ouleursmajufcules £’ 0’, on peutfuppofer,lorf.
qu’il sagitde trouver des €galitezavec d’autres chiffres,
que c’eft commefic’eftoit e. o, E. O, parce que fil'égalite
s’y trouve en fuppofant que c’eft .0, ellenefera pastrou-
blée en remettant é. v, en leur place , qui valent autant
que e.o.

e.m::m. 0. Donce, o= m. m.

DaANs LES QUARREZ PAIRS.

e.o::6 4. Donce A= .,

Pour trouver 4. voyez S. 20,

-
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TroisIEME MAaXximE
LorsqQuE 4 cellules font un parallclogramme rectan- xxv.,
gle ounon rectangle , leurs 4 chiffres {ont en proportion
arithmetique. Et par confequent lafomme des extrémes
eft égale 2 la fomme de ceux du milicu,
EXEMEPLES,
Dans L Es QUARREZ IMPAIRS. :
Donc e. ci=m. ! XXVI.

[ 00 RSl
m.o :: e ¢ Doncm c= 0.a- XXVIIL,
w.m:: ¢ 6. Donc.. & = m e e EAAXVIILT

DANS LES PAIRS.
e.0:: €. a Donce o= o0.¢ . XXIX.
@, € :: 0.y Donce.yr=Goe XXX,
§. 5. Methode powr difpofer magiquement le
. le Quarré naturel.

Crrt1e methode confifte en fort peu de regles; les. yyyp
unes generales, lesautres particulieres, felon lefquelles il '
faut tranfpofer les chiffres du quarré naturel dans le ma.

gi-q ae.

PREMIERE REGLE GENERALE.

Ir faur difpofer les chiffies par enceintes , ceux d'une XXXII,

enceinte en enceinte femblable, & tout lg foin qu’on doit
avoir d’abord , eft de {cavoir ot Pon doit mertre les petits
nombres de ’enceinte, parce que la fitnation des petits
donne celle des grands{elon les deux regles fuivantes.
SECONDE REGLE GENERALE.

Quanp on a plac€ un petis chiffre dans un coin, il faut’ yyyyiz,
Placcr {fon gmnd dans le coin diagonalement oppofé

Ainfi « ¢ftant place dans le cein gauche de la bande
d’enbaut , il faudra mettre  dansle coin droir dela ban-
de d’cn bas.

TroisSTEME REGLE GENERALE,

Hors les coins il fau,t placerles grands visa vis des pe- xxx1vi.

tits. dela bande oppofce. g
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392 EXPLICATION

C’eft pourquoy il faut obferver de ne mettre jamais

deux petits en des bandes oppof{€es vis d vis I’un de l'aurre,
' COROLLAIRE DE CES REGLES,
Les chiffres eftant difpofez felon ces regles,

Il s’enfuit, r. Que les chiffres de deux bandes oppofées
pris enfemble, valent autant de foisc qu’il ya de chiffres
dans les deux bandes. Car un petit & ungrand valent
deux fois ¢. Oril y a autant de pezizs que de grands. Donc

‘It s’enfuit, 2, Que lorfqu'on a prouvé que les chiffres
d’une bandeaprés cette difpofition valent autant de fois
le centre qu'il ya de chiffres, cette bande eft égale 4 fon
oppofée.

IL senfuir, 3. Que quand ily a autant de petits chiffres
dans une bande que dansl’oppofee, & que la fomme des
uns eft égaled la fomme desautres, c’eft une marque aflu-

.rée que la bande eft égaledla bande.

La preuve en eft facile fans que je m’arrefte a expli.
quer.
- “QuATRIEME REGLE GENERALE.

Tr ne faut fe mettre en peine d’'abord que de placer les
petits chiffres quifont marquez par des lettres : car cela
fait, le refte fe trouve fans peine par cette raifon.

Dansla bande d’en-haut, dans quelque quarrez & quel-
ques enceintes que cefoit, outre les cellules marquées par
des lettres

“Ou il ne refte rien.
“Ou il refte totjours des celliles non marquées en nom-

‘bre pairement pair ; C’efta dire 4. 8.12.16.&c.

Et de plus,ilsfont tolijours 44 4 en proportionarith<

--metique.

Donc prenant les extrémes & les mettant dans une

‘bande, & ceux du milien dans Poppofée, ils ne trouble-

ront point I'égalité qui yeftoit deja par les.chiffres mar-

quez de lettres.
IL eneft de m&me desdeux coftez droit & gauche. Car
les petits chiffres qui reftent({s’il en refte outre les mar-

quez)
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quez ) font todjoursen nombre pairement pair 4. 8. 12. 16.
&c. & de 4.en 4 en proportion arithmetique,

Donc commecy-deflus.
Il n’y a doncplusafe merere en peine que de difpofer
les lettres. Ce qui fe fait parles regles particulieres.

§. 6. Regles particulicyes pour les Quariez impairs.

11y a deuxregles pour ces quarrez , Pune pour lesen-
ceintes impaires, & I'autre pour les paires.

Pour les enceintes impdfi’fs.

‘Au coin gauche de la bande d’en haut &« m
mettre ¢, ;
:Au coindroit de la méme bande. 7,

A la bande d’en bas en queque cellule ¢
hors les coins, e,

Alabandede cofté ducofté dz, v.

DEMONSTRATION.

IL eft requis premierement 4 de- ;
monftrer que dansla bande d’en.
haut ». E.m.valent trois fois le cen.
tre. D’ou il s'enfuivra qu'elle fera
€galed la bande d’enbasparz6,  ©

Orpar(26.)e. ¢. = a7
Donc ot E=e Em.
Or ¢ ¢ Bt 3 ofparzo,

Donc s, Em=3c Cequil M ¥
falloit demonttrer.
REequs fecondement a demonftrer que 4. 0. M. valent

3 ¢. D’ouil senfuivra que cetre bande fera €galea l'op-

pofée par;36.
Or par (27 )a. 0 =2 m. ¢.
Donc  m.c. M = a. 0. M.
O m. ¢. M = 3 c. par 10,
Donc  « o.M =3,

Ddd

XL,

XL,

XL,

i
i
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Pour les enceintes impaires.
I fuffira de les figurer tout d’'un coup.

XLIIL
€
\ e
&
@
& a o .
]
DEMONSTRATION. '
xiry.  REQUIS premierement 4 de- e o
monftrer que la bande d’en basii3 o
: Mo b /e 0. Ervs 5e:Cleftadi- g / o
: s : . 0 .
g- re qu'elle vautenfemble cing fois NG
' le eentre. s ¢
Ce qui fe prouve ainfl. / RN
7 b
& g Tl gl S \
Par_(z7) S RGE e e e
Donc €. 4. 0= e.Mm.C. .
| Donc e. m. ¢c. M.E.. = é,a. 0. M. E. (par 22.)
1 Or e.m.c. M. E° = §.c. par 20.
| Donc M. ¢ 2 b. E. = 5¢ Cequiil falloit demonftrer
| ILYV R £ Qurs fecondementa demonitrer que dansla ban-

de droitte m.0. €.o. E— §.c.
Ce qui fe prouve ainfi.
e. 0 = m.m.par(23.)

Donc €. 0. ¢ — m m.C
! Or m.m. ¢c = m. o, C.
Parce que m, ¢ = o, G par2§.
i Donc €. 0,.¢c. ™ m.o, €,
Donc ¢ 0. ¢. E.O — m.o. ¢. E.O.
i Or g ot E, OQir= 5 6 Par2os
' Donc m. 0.e ¢. E = 5 ¢. Ce quil falloit demon{:
.. trer.
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§. 7. Pour les Quarrez_ pairs.

On laiffe 4 part les deux premicres enceintes, qui ont XLV
leur regle particuliere.

Pour les autres enceintes z'mpaifes. i

{La difpofition s’en figure ainfs,

XLVIL

P e R ey

Al cignt]

N
¥ /«_ 0
g $
DEMONSTRATI ON.

‘Requis 1. 4 demontftrer queles » E. a. XLVII

grands qui viennentde ¢& 4 qu'on
.amis en bas,valent{ix fois lecen-

0.0 8

“fix chiffres de la bande d’en haut \
dont quatre font petits , & deux ¥ 2
\\ A
& ]

s

tre. Ce quife prouveainfi. A
¢.A.0.0.e. E = 6¢ par(z0.) \
Or ces fix lettresfont €gales aux

{fix, . E.«.0.0.C. e 29

Car &tant lesmémes qui fe trouvent de part & d’autre, ;;
fcavoir «. 0. 0. E. il ne reftera d’un coftc que 4. ¢: & de
lautre que ».€.

Or par (14.) A.e = o€

Donc les fix lettres », E.z.0. 0. = 6 ¢.

REequis 2. 4 demonftrer quew, e.y = ¢.¢.6. Carfi cela XLIX,
¢ft, les grandesferont auffi égales aux grandes, & le tout
au rout par( 37.) '

‘Suppofant donc que & foiente.o.(S. 22.) & oftant ¢
& ede part & d’autre , refte d’'une part . 3. & de Pautre
¢.0. qui font desfommes égales par (30 )

Donec «,e. o = e.é.o.

Donc labande égale dla bandepar( 30)
Ddd i

!
i
i
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256 EXPLICATION
Pour les enceintes paires.

2 La difpofition eneft tres facile , & fefigu+e ainfi.-.
g 3 -

e piihy |
DEMONSTRATI ON '
a2 Frie eft fi facile par 22.29. & 37. que je ne m’amufe pas
a lexpliquer. :
Cette enceinte {e peut encore faire en tranfpofant les -
coins &c.
§.8. Regle particuliere pour la premicye & [éconde .
enceinte des Quarrez pairs.

1L Cgsdeuxenceintes nefontautre

chofe que le quarré de 4 quifaic | | *f 3| 4
16 , danslequel il y a deux fortes |~ _| ¢ g

5 5 7 :
de bandes. Quatre qui fontla fe- [~} | ||
conde enccinte, & quon peutap-| 9| 10| 11| I2
peller les bandes exzerieures. Et j— ) — — | —}
quatre autres qui coupent le quar- | 13 14 15] 16 '.

1 ré, & quon peut appeller zran/-
' wverfales : {qavoir la »* & la 3* de hautenbas..
Etla s & la 3 de gauchea droit.
L111. Ck quieft caufe que ces deux enceintesne {e peuvent
pas difpofer par les regles desautres , c’eft que les 4. chif-
fres du milieu faifant en divers fens quatre bandes de deux.
chacune en ligne droitte , & deux en diagonale, les ban-
‘ des droittes ne fcauroient faire des fommes €gales, mais
i feulement les diagonales:
| Or ces16 chiffres {e pouvant difpofer en tant de manie-
| res que cela eft preflque incroyable j feavoir en plusde 20
millions de millions.
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20:922:789:871:000.

Il n’y ena proprementque 16 qui {foient magiques, c’eft
adire ot toutes les bandes faflent des fommes égales ( car
jene compte pas pour differentesdifpofitions celles quine
viennent que de la differente firuarionduméme quarré.)

ET voicy comme on les trouve.

Il faut prendre. tolijoursles chiffres 42 4 en cet ordre.

1. Les quatre du dedans ou interieurs, .

2. Les quatre coins exterieurs, .

3. Lesdeux dumilieu de la bande d’en haut, avec les
deux dumilieude celle d’en bas.

4. Lesdeuxdu milieu delabande 4. gauche , avec les
deux du milieu de celle a droit.

Qr chacun de ces chiffres prisainfi 4d 4 (& qu’on nom-
mera danslafuitte pari.2.3 4.)peuvent
« Ou eftre laiffez en leurméme place ;ce qui fe marquera

ar s

- 14 .
Oueftre tranfportez encroix S. André; ce qui fe mar-
quera par =

Ou diretement de gauche d droit; ce qui fe marquera
arh o g
Ou directement de haut en bass ce qui fe marquera
par :
SurvANT ces remarques, & fe fouvenant de ce que figni.
fient les 4 nombres (1. 2. 3. 4.) &les 4 lettres (o.¢. h.g.)
les ‘deux tables {uivantes feront trouver fans peine les 16
difpofitions magiques du quarré de 4.: ou ce quieft la mé-
me chofe desdeux premieres enceintesde tous les quarrez
pairs. ;

I LR AN LR g Tl ST T

e A% o | o 0 f,c‘c ¥
sl ek ol Wb o dgpelogeti e
600 15 o S S s R
T R R P e PR R

Ddd iij

LV.

LYV
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298 EXPLICATION

IX. X. XI X XIIL XIV. XV.XVI,

T e i P O e Sl L S
2_77?777?7
B_TTTTT’;TE‘
Ll e bt el el o de |8

Ly De ces 16 difpofitions magiquesdu quarréde 4.ily en
a deux ,{cavoir lar® & la 6, ot on ne change que 8 chif-
fres. '

Deux, fcavoirlan® & la16°, oli onles change tous 16.
Et 12 ol on en change i2.

gvnr,  Voicy un exemple de la 6¢ difpofition , & unautre de

~ " la 6. On laifle a trouver les autres.

16 2 3| 13 13 3 2 | 16
i S sl o d el
A N N T B o O Y
| PARTR TR s el el
DEMONSTRATION.
21x. Cuaque bande tant extericure que tranfverfale du

quarré de quatre (‘oudu quarré compof¢ des 2 premieres
enceintes de tous les quarrez pairs) eft de 4 chiffresen pro-
-portion arithmetique.

Et par.confequent la fomme des extrémes eft cgale 4
la fomme des moyens.

Soit donc, par exemple, la fomme des extrémes de la
bande d’enhautappellée 4, 1a fomme des moyens qui luy
eft égale pourra eftre aufli appellée 4, & ainfi toute la
bande fera §—4.
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Et par la mémeraifon la bande d’en bas pourra eftre
Pf.

Cela érant on peut faire ces bandes €gales par deux
voies.

La ren tranfpofant les extrémes de 'uned I'autre fans
changerlesmoyens. Car alors 'une deviendra £+ 4.

Et Pautre 4 —+f£. & ainfi feront egales.

La 2° entranfpofant lesmoyens fans changer les extré-
mes. Car alors I'une deviendra 4 —+£ & lautre f—+ 4. &.
ainfi feront encore €gales.

Il ne faut qu'appliquer cecy 4 chacune de ces 16 difpo.
fitions, & I'on verra que les tranf{pofitions que l'on vy fait
les doivent rendre magiques.

§. 9. Diwersmoyens de warier les Quarrex Magiques.

-« DEcesmoyens jomets ceux qui {font trop facilesa trou-
ver , & jen’en marqueray que deux qui font plus impor:
tans , & qu'ona pratiquez dans les deux exemples qu'on a
donncz de quarrez magiques.

PREMIER MOYEN.

Nous avons fuppofé quon tranfporteroit les chiffres
de la premicre enceinte du quarré naturel dans la premie-
re enceinte du quarré magique; & ceuxde la2*danslazs;
& dela 3¢ danslay® &c. Mais cela neft pasneceflaire, Car
pour les chiffres marquez delettres, ] {ufitdeéne les tran(-
porter que d’une enceinte impaire aune autre quelconque

qui foit impaire, commedela 5"alar; & d'une enceinte

paire 4 une paire, commedela 6ala 4°
SECOND MOYEN.

Et pour touslesautres chiffres non marqvez de lectres,
on les peut tranfporter de queljue enceinte que’ ce foitd
quelque autre enceinte que P'on voudra pourvi qu'on
€n prenne quatre enfemble qui foienten proportion arith-
metique, & qu’on ait {oin de mettre les extremes dansune
bande, & lesmoyens daus la bande oppoice.

Li X%
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400 EXPLICATION
CONCLUSION.

J& penfe pouvoir conclure de tout cecy, qu'il n’eft pas
poflible de trouverune methode plus facile, plus abregée
& plus parfaite pour faire les quarrez magiques, qui eftun
des plusbeaux Problemes d’Arithmetique.

Ce quelle ade fingulier, c’eft 1. quonn’¢crit les chif.
fres que deux fois.

2. Qi’on ne titonne point , mais qu'on eft todjours af;
furé de ce que l'on fair.

3. -Que les plus grandsquarrez ne font pas_plus diffici:
les 4 faire que les plus petits.

w’on les varie autant quel’on veur.
5. QUon ne fait rien dont on n’ait demonftration.
“6..A quoy on peut ajotiter , que cette methode eft i
generale, que fans y rien changer on pourroit refoudre
fans aucune peine par lamefme voie cet autre Probleme
qui paroift encore plus merveilleux,

Ayant mis dans un quarré naturel tous les nombres que l'on
voudra enprogrellion geometriguc  comme 1. 2. 4. 8. 16. €C.
les difpofer de telle forte dansun quarré [emblable , que tous
les nombres.de chaque bande multiplicx les uns par les autres
faffent une fomme égale & celle que font lesnombres de towte at-
2re bande multipliez_ anfff lesuns paries.autres.

En voicyunexempledans le quarré de trois.

R

x|z|i‘ ilszlz

?*1_6-!_31, 4';|a
EZIEE‘.zsgl IR

F1N de I'Explication des Qugrrex Magiques.
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