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NOUVEAUX ELEMENS 
D E 

GEOMETRIE* 
CONTENANT, 

OUTRE UN ORDRE TOUT NOUVEAU, 

& de nouvelles démonstrations des propositions les 
plus communes, 

De nouveaux moyens défaire voir quelles lignes sont 
incommensurables* 

De nouvelles mesures des angles, dont on ne s'étoit 
point encore avisé, 

Et de nouvelles manières de trouver & de démontrer 
la proportion des Lignes. 

SECONDE EDITION. 

Où il y a un traité tout nouveau des Proportions
 P 

ôc beaucoup d autres changemens considérables. 

A PARI S, 

Chez GUILLAUME DES P RE Z , rue S. Jacques, à S. Prosper 

& aux trois Vertus, au dessus des Mathurins. 
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AVERTISSEMENT 
sur cette seconde Edition. 

A Géométrie efl d'une fi grande uti-

lité\ & il efl fi nécessaire de bien con-

naître les rapports qui Je rencontrent 

entre diverses grandeurs : qu il est pres-

que impossible de faire aucun progrés 

considérable dans les Arts libéraux, fan s avoir quel-

que teinture de cette Science, il feroit a désirer que 

l'on s'y appliquât plus qu'on ne fuit, & que cette con-

naissance devint plus commune. Car outre ïusage con-

tinuel qu'on en peut faire dans tous les Arts avec un 

tres grmd avantage ; un esprit Géométrique efl plus 

jufte que celuy qui ne ïefl pas, £5? beaucoup moins su-
jet a prendre la vraisemblance pour la vérité. C'efi 

pourquqy son eíl redevable a ceux qui travaillent â 

rendre cette Science facile j &en particulier a f Auteur 

non feulement de nous avoir donné ces nouveaux 

Elemens, fans lesquels plusieurs personnes n auraient 

jamais eu de goût pour une connaissance qui demandé 
5 ij 

SCD LYON 1



tant d'application : mais aujfi de ce qu'il a pris la. 

peine de les corriger, & d'y faire plusieurs change-

mens considérables. La matière quiy eft traitée, prin-

cipalement dans les quatre premiers livres* est d élie 

me f me fi' abstraitte, qu'il ne faut pas s'étonner f plu-

sieurs fi font aisément rebutez, des l'entrée , &f s'ils 

ont été obligez tres souvent de commencer par le cin-

quième livre. C'est dans le dessein de le ver cette diffi-

culté que l Auteur y a changé beaucoup de choses, &~ 

qu'il a refait entièrement le second & le troisième 

livre : oit il explique la nature des raisons & des 

Proportions Géométriques , fit fìmples} soit compo-

sées , avec beaucoup plus de netteté & d'ordre qu'il 

navoit f ait dans la première édition. Et l'on peut di-

re que la manière dont il fe sert ne paraîtra pas fi 

difficile à ceux qui voudront s'y appliquer un peu. Il 

y auroit icy afstzde fondement de s'étendre fur la bon-

té de cet Ouvrage, qui fut receu des la première fois 

avec tant d'applaudissement. Mais il est plus a pro-

pos de ne point prévenir les Lecteurs, Et ton doit 

espérer que ïavancement que feront dans la Geome. 

trie,ceux qui fe serviront de ces Elemens, en fera une. 

preuve plus feure que tout ce qu'on en pourroit-

dire,. 
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PREFACE. 

U o i QU E j'aye quelque sorte de liber--

té de parler avantageusement de ces 

Nouveaux Elemens de Géométrie, 

puisque je n'y ay point d'autre part' 

que celle de les avoir tirez dés mains1 

de l'Auteur pour Jes*doiïner au public^ 

mon deíîèin n'est pas néanmoins d'en' 

faire voir" icy l'excellence, ny de les 

proposer au monde comme un ouvrage fort considéra-

ble. Je serois píûtost porté à diminuer l'idée trop hau-

te que quelques personnesfen pouvoient avoir , étant tres 

persuadé qu'il est beaucoup plus dangereux d'estimer' 

trop ces sortes de choses, que dé nelès pas estimeraslez. 

La nature de routes les sciences humairtes, & princi-

palement de celles qui entrent peu dansie commerce de 

la vie, est d'être mêlées d'utiiitez & d'inuîilitcz : & je* 

ne sçaysil'on ne peut point dire qu'elles font toutes inu-

tiles en elles mêmes, Sc-qu'elles devroient pester pour 

un amusement entièrement vàin & indigne de personnes
; 

sages, st elles ne pouvoient servir d'instrumens &" de pré-

parations à d'autres connoisllinces vraiment utiles.
1
 Ainsi 

ceux qui s'y attachent pour elles mêmes comme à quel-

que chose de grand & de relevé n'en conno ilent pas le 

vray usage, & cette ignorance est en eux un beaucoup ' 

plus grand défaut que s'ils ignoroient absolument ces 

sciences.-- • ' 

á-iij 
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P R E F' A C U 
Ce n'est pas un grand mal que de n'estre pas Géo-

mètre 5 mais c'en est un considérable que de croire que la 
Géométrie est une chose fort estimable , & de s'estimer 
soy même pour s'estre rempli la teste de lignes, d'an -
gles , de cercles, de proportions. C'est une ignorance 

tres blâmable que de ne pas sçavoir, que toutes ces ípecu-
Jations stériles ne contribuent; rien à nous rendre heu-
reux 5 qu'elles ne soulagent point nos misères 5 qu'elles 
ne guérissent point nos maux ; qu'elles ne nous peuvent 
donner aucun contentement réel 6t solide ; que l'hom-
me n'est point fait pour cela,6c que bien loin que ces 

sciences luy donnent sujet de s'élever en luy-même, elles 
font au contraire des preuves de la basseíïe de son es-
prit j puisqu'il est si vain 6c si vuide de vray bien, qu'il est 
capable de s'occuper tout entier à des choses si vaines 6c 

iì inutiles. 
Cependant on ne voit que trop par expérience, que 

ces sortes de connoissanees font d'ordinaire jointes à 

l'ignorance de leur prix 6c de leur usage. On les re-
cherche pour elles mêmes 5 on s'y applique comme à des 

choies fort importantes5 on en fait fa principale profession y 

on se glorifie des découvertes que l'on y fait ; on croit 
fort obliger le monde si l'on veut bien luy en faire part y 

6c l'on s'imagine mériter par là un rang fort considérable 

entre les fçavans 6c les grands esprits. 
Si cet Ouvrage n'a rien de ce qui mérite la réputation 

de grand -Géomètre au jugement de ces personnes, en 
jquoy il est tres juste de les en croire ; au moins on peut 
dire avec vérité que celuy qui l*a composé est exempt 
du défaut de la souhaitter, 8c quequoy qu'il estime beau-

coup le génie de plusieurs personnes qui íè mêlent de cet-
te science , il n'a qu'une estime tres médiocre pour la 

.Géométrie en elle même. Néanmoins comme il estim-
possible de fe passer absolument d'une science qui sert 
de fondement à tant d'arts necessiïresà la vie humaine, 

il peut y avoir quelque utilité à montrer aux hommes 

de quelle forte ils en doivent user, 6c de leur rendre cet-
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fREFAC E. 
te étude la plus avantageuse qu'il est possible. 

C'est l'unique vuë qu'à eiie l'Auteur de ces nouveaux 
Elemens. II n'a pas tant considéré la Géométrie, que 
l'usage qu'on en pouvoit faire ; 8c il a cru qu'en évitant 
ces défauts qui n'en font pas inséparables, on s'en pou-
voit tres utilement servir pour former les jeunes gens,non 

seulement à la justesse de l'esprit
}
 mais même en quelque 

íbrte à la pieté 8c au règlement des mœurs. 

Pour comprendre les avantages qu'on en peut tirer, il 
jfaut considérer que dans les premières années dè l'en-
fance l'ame de l'homme est comme toute plongée 8c tou-
te ensevelie dans les sens, & qu'ellen'a que des percep-
tions obscures 8c confuses des objets qui font impression 

fur íbn corps. Elle fort à la vérité de cet état à mesure 
que ses organes fe dégagent & se fortifient par Page, 2k: 
elle acquiert quelque liberté de former des pensées plus 
claires 8c plus distinctes, 8c même de les tirer les unes des 
autres, ce que l'on appelle raisonnablement. Mais l'a-
mour des choses sensibles & extérieures luy étant devenu 

comme naturel, 8c par la corruption de son origine 8c par 

l'accoûtumance qu'elle a contractée durant Tenfance, 
les choses extérieures font toujours le principal objet-de 
son plaisir 6c de fa pente. Ainsi non seulement les jeunes 

gens ne se plaisent gueres que dans les choses sensuelles; 
mais même entre les personnes avancées en âge il y en a 
peu qui soient capables de trouver du goust dans une vé-

rité purement spirituelle, 6C où les sens n'ayent aucune 
part. Toute leur application est toûjours aux manières 
agréables

 5
 ils n'ont de l'intelligence 6c de la délicatesse 

que pour cela, 6c ils ne se fervent de leur esprit que pour 
étudier l'agréement 6c Fart de plaire, par les choses qui 
flattent la concupiscence 8clessens. 

lime feroit aisé démontrer, que cette disposition d'es-
prit est non seulement un tres grand défaut; mais que 

c'est la source des plus grands desordres 8c des plus grands 
vices. U est vray qu'il n'y a que la grâce 6c les exerci-

ces de pieté qui puissent la guérir véritablement : mais 
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PRE F A C E. 
entre les exercices humains qui peuvent le plus servir à 
la diminuer, 6c à disposer même l'esprit à recevoir les ve-
ritez Chrestiennes avec moins d'opposition 6c de dégouíts 

il semble qu'il n'y en ait gueres de plus propre que Pétude 

de la Géométrie- Car rien n'est plus capable de déta-
cher l'ame de cette application aux sens, qu'une autre ap-

plication à un objet qui n'a rien d'agréable selon les sens ; 
6c c'est ce qui fe rencontre parfaitement dans cette science. 
Elle n'a rien du tout qui puisse favoriser tant soit peu la 
pente de l'ame vers les sens ; son objet n'a aucune liaison 
avec la concupiscence ; elle est incapable d'éloquence & 
d'agréementdans le langage ; rien n'y excite les passions} 

elle n'a rien du tout d'aimable que la vérité, 6c elle la pré-
sente à l'ame soutenue 6c détachée de tout ce que l'on ai-

me le plus dans les autres choses. 
Que si les veritez qu'elle propose ne sont pas fort utiles 

ny fort importantes, si l'on en demeuroit là ; il est néan-

moins tres utile 6c tres important de s'accoutumer à ai-
mer la.venté,àlagousterJàenfentirlabeauté. Et Dieu 
se sert souvent de cette disposition d'esprit, pour nous fai-
re entrer dans Pamour 6c dans la pratique des veritez qui 
conduisentau salut,pour nous faire voir l'illuíïon de tout 
ce qui plaistdans les choies sensibles 6c extérieures , 6c 
pour nous rendre justes 6c équitables dans toute la condui-

te de nôtre vie ; cet esprit d'équité consistant principale-
ment dansle discernement 6c dans Pamour de la vérité en 

toutes les astaires que nous traittons. 
Mais la Géométrie ne sert pas seulement à détacher 

l'esprit des choses sensibles, 6c à inspirer le goust de la 
vérité ; elle apprend aussi à la reconnoistre 6c à ne se 
laisser pas tromper par quantité de maximes obscures 8c 
incertaines, qui servent de principes aux faux raisonne-
mens dont les discours des hommes font tout remplis. Car 

sil'on y prend garde, ce quinous jette ordinairement dans 
Terreur 6c nous fait prendre le faux pour le vray , n'est 
pas le défaut de la liaison des conséquences avec les prin-

cipes en quoy consiste ce qu'on appelle la forme des ar-
gumens 
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PREFACE. 
gumens

 5
 mais c'est l'obscurité des principes mêmes.,-qui 

n'étantpas exactement vrais, Scn'étant pas aussi évidem-
ment faux , présentent à l'esprit une lumière confuse ou 
la vérité Sc la fausseté sont mêlées , ce qui cause á plu-
sieurs un efpece d'éblouissement qui leur fait approuver 
ces principes fans les examiner davantage. 

II est vray que la Logique nous donne deux excellen-
tes règles pour éviter cette illusion, qui font de définir 
tous les mots équivoques, Sc de ne recevoir jamais que des 
principes clairs Sc certains. Mais ces règles ne suffisent 
pas pour nous garantir d'erreur. Premièrement, parce 
qu'on se trompe souvent dans la notion même del'eviden-
ce, en prenant pour évident ce qui ne l'est pas. Et en se-
cond lieu, parce que quoy qu'on fçache ces règles, on 
n'est pas toujours appliqué à les pratiquer. II n'y a donc 

que la Géométrie qui remédie en effet à l'un Sc á l'autre 
de ces défauts. Car d'une part en fournissant des princi-
pes vraiment clairs, elle nous donne le modclle de la 
clarté Sc de l'evidence pour discerner ceux qui l'ont de 

ceux qui ne l'ont pas: & de l'autre, comme elle ne íè dis-
pense jamais de l'observation de ces deux règles, elle ac-
coutume l'esprit à les pratiquer, Sc à estre toujours en 
garde contre les équivoques des mots Sc contre les prin-
cipes confus, qui font les deux sources les plus commu-
nes des mauvais raisonnemens. 

II ne faut pas dissimuler néanmoins ., que cette coûtu-
me même de rejetter tout ce qui n'est pas entièrement clair 
peut engager dans un défaut tres considérable, qui est de 
vouloir pratiquer cette exactitude en toute forte de ma-

tières, & de contredire tout ce qui n'est pas .proposé avec 
l'evidence Geometrique.Cependant il y a une infinité de 
choses dont on ne doit pas juger en cette manière, Sc qui 
ne peuvent pas estre reduites â des démonstrations mé-
thodiques. Et la raison en est , qu'elles ne dépendent 

pas d'un certain nombrede principes grossiers Sc certains, 
comme les veritez Mathématiques

 5
 mais d'un grand nom-

bre de preuves ôc de .cir.constan.ces qu'il faut que l'esprit 

S 

SCD LYON 1



PREFACE. 
voye tout d'un coup, Sc qui n'étant pas convaincantes 

séparément, ne laiíîént pas de persuader avec raison 

lors qu'elles font jointes Sc unies ensemble. Laplusparr 

des matières morales Sc humaines font de ce nombre 5 

Sc il y a même des veritez de la Religion qui se prouvent 

beaucoup mieux par la lumière de pluíìeurs principes qui 

s'entr'aident Sc se soutiennent les uns les autres, que par 

des raisonnemens semblables aux démonstrations Géo-

métriques. 
C'est donc fans doute un fort grand défaut que de ne 

faire pas distinction des matières-, d'exiger par tout cette 

fuitte méthodique de propositions, que l'on voit dans lâ! 

Géométrie^ de faire difficulté fur tout, & de croire avoir 

droit de rejetter absolument un principe, lors qu'on juge 

qu'il peut, recevoir quelque exception en quelque ren-

contre. 
Mais si ce défaut est aflez ordinaire à quelques Géo-

mètres, il ne naist pas néanmoins de la Géométrie mê-

me. Cette science étant toute véritable ne peut pas au-

toriser une conduite qui n'est fondée que sur des princi-

pes d'erreur. Car il n'est pas vray qu'un principe qui ne 

prouve pas absolument ne prouve rien ;Sc que ne prou-

vant pas tout seul, il ne prouve pas étant joint à d'autres. 

II y a differens degrez de preuves. H y en a dont on con-

clut la certitude, Sc d'autres dont on conclutTápparen-

ce; .Sc de plusieurs apparences jointes ensemble on con-

clut quelquefois une certitude à laquelle tous les esprits 

raisonnables se doiuent rendre. II n'ést pas absolument 

certain que l'on doive voir le Soleil quelqu'un des jours 

de l'année qui vient, je le dois néanmoins croire 5 Sc je 

ferois ridicule d'en douter, quoy qu'il soit impossible de 

le démontrer. La raison ne doit donc pas prétendre de 

démontrer Géométriquement ces choses 5 mais elle peut 

prouver Géométriquement que c'est une sottise de ne les 

pas croire : Et c'est en cette manière qu'on se peut servir 

de la Géométrie même dans ces sortes de matières, pour 

faire voir plus-clairement la forée dcla vray-femblance 

.qui nous les-doit faire croire. 
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PREFACE. 
Outre ces utilitez que l'on peut tirer de la Géométrie, 

on en peut encore remarquer deux autres qui ne sont 
pas moins considérables. II y a des veritez importantes 
pour la conduite de la vie 8c pour le salut, qui ne lais-

sent pas d'estre difficiles à comprendre , 8c qui ont be-
soin d'une attention pénible ^ Dieu ayant voulu, comme 
dit S. Augustin, que le pain del'amesegagnast avec quel-
que forte de travail aussi bien que le pain du corps. Et il 

arrive de là que plusieurs personnes s*en rebutent par 
«ne certaine paresse, ou plûtost par une délicatesse d'es-
prit qui leur donne du dégoust de tout ce qui demande 
quelque effort 8c quelque sorte de contention. Or Pé-
tude de la Géométrie est encore un remède à ce défauts 
car en appliquant l'esprit à des veritez abstraittes 8c diffi-
ciles, elie luy rend faciles toutes celles qui demandent 
moins d'application

}
 comme en accoutumant le corps à 

porter des fardeaux pezans, on fait qu'il ne sent presque 
plus le poids de ceux qui sont plus legers. 

Non seulement elle ouvre l'esprit 8c le fortifie pour 
concevoir tout avec moins de peine

 5
 mais elle fait aussi 

qu'il devient plus étendu 8c plus capable de comprendre 
plusieurs choses à la fois. Car les veritez Géométriques 

ont cela de propre qu'elles dépendent d'un long enchaî-
nement de principes qu'il faut suivre pour arriver à la 
conclusion 5 8c comme cette conclusion tire sa lumière de 

ces principes, il faut que l'esprit voye en mesme temps , 
de ce qui éclaire 8c ce qui est éclairé, ce qu'il ne peut 

faire fans s'étendre 8c fans porter fa veuë plus loin que' 
dans ses actions ordinaires. 

Cette étendue d'esprit, qui paroist dans la Géométrie 
est non seulement tres-utile pour tous les sujets qui ont 

besoin de raisonnement
 ;
 mais elle est auffi tres admira-

ble en elle mesme
 ;

 8c il n'ya guerésde qualité de notre 
ame qui en fasse mieux voir la grandeur , & qui détrui-

se davantage les imaginations basses 6c grossières de 
ceux qui voudroient la faire passer pour une matière. 

Car le moyen de s'imaginer qu'un corps, c'est à dire, 

* îi 

s. 
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P" R E F AG E. 
un eflsre où nous ne concevons qu'une étendue figurée 
& mobile, puisse pénétrer ce grand nombre de princi-
pes tout spirituels qu'il faut lier ensemble pour k preuve 

des propositions que la Géométrie nous démontre, & 
qu'il porte meíme íà veuë jusques dans l'infiny pour en 
asseurer ou en tirer plusieurs choses avec une certitude 
entière? Elle nous fait voir par exemple, que la Diago-
nale &lecostéd'un Qbarré n'ont nulle mesure commu-
ne, c'est á dire, que l'eiprit voit que dans l'infínité des 

parties de diíterente grandeur qu'on y peut choisir, ri 

n'y en a aucune qui puisse mesurer exactement l'une ôc 

l'autre de ces deux lignes1. 
On peut dire que toutes les propositions Géométri-

ques font de mefme infinies en étendue ; parce que l'on 
n'y conclut pas ce qu'on démontre d'une feule ligne, 
d'un seul angle,d'un seul cercle, d'un seul triangle, mais 
de toutes les lignes, de tous les angles, de tous les cercles, 

de tous les triangles ^& qu'ainsi l'eiprit les renferme & 
les comprend tous en quelque forte quelques infinis qu'ils 
fòient. Or que tout cela íe puisse faire par le boulever-
sement d'une matière qu'en la remuant elle devienne 
capable de comprendre des objets spirituels , &d'en com-
prendre mefme une infinité, c'est ce que personne ne sçau-
roit croire nypenser, pourvu qu'il veuille de bonne foy 

songer à ce qu'il dit. 
Ce sont ces refléxions qui ont fait juger à l'Auteur de 

ces Elemens, qu'on pouvoit faire un bon usage de la 
Géométrie ; . mais ce n'est pas néanmoins ce qui i'a porté 
à travailler à en faire de nouveaux, puisqu'on peut tirer 
tous ces avantages dés livres ordinaires qui en traitenr. 
Ils portenrtous à aimer la vérité

 5
 ils apprennent à la 

discerner ; ils fortifient la raison ; ils étendent la veuë' 
de l'efprit,èc ils donnent lieu d'admirer la grandeur de 

lame del'homme ,&dereconnoistrequ'elle nepeutestre 
autre que spirituelle & immortelle. Ce qui luy a donc 
fait croire qu'il estoit utile de donner une nouvelle for-

me à cette science est, ,qu'étant persuadé que c'étoitune 
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P R E E A G E. 
chose sort "avantageuse de s'accoutumer à redtiire se? 
pensées à un ordre naturel, cet ordre étant comme une 

lumière qui les éclaircit toutes les unes par les autres, il a 

toujours eu quelque peine de ce que les Elemens d'Eu-

clide étoient tellement confus &: brouillez, que bien loin 

de pouvoir donner à l'esprit l'idée Sc le goustdu verita. 

ble ordre, ils ne pouvoient au contraire que. l'accoûtu* 
mer au désordre & à la confusion; 

Ce défaut Iuy paroisibit considérable dans une f«ience 

dont la principale utilité est de perfectionner la raison • 

mais il n'eust pas pensé néanmoins à y remédier fans la 

rencontre que je vas dire qui l'y engagea insensiblement. 

Un des plus grands'esprits de ce siécle des plus célè-

bres par Pouverture admirable qu'il a voit pour les Ma-

thématiques , avoit fàáfren quelques jours un essay d'Ele-

mens de Géométrie -,&c comme il n'avoit pas cette veuë 

de l'ordre,il s'estoit contenté de changer plusieurs des 

démonstrations d'Euclide pour en substituer d'autres plus 

nettes ôc plus naturelles, Ce petit ouvrage étant tombé 

entre les mains de celuy qui a depuis composé ces Ele-

mens, il s'étonna qu'un si grand esprit n'eust pas esté 

frappé de la confusion qu'il avoit laissée pour ce qui est 

de la méthode, ôc cette prnsée luy ouvrit en même timps 

une manière naturelle de disposer toute Ja Géométrie, 

les démonstrations s'arrangèrent d'elles mêmes dans son 

esprit, &c tout le corps de l'ouvra^e que nous donnons -

maintenant au public íè forma dans ion idée. 

Gela luy sit dire en riant â quelques-un s de ses amis,, 

que s'il avoit le loisir il luy feroit facile de faire des Ele-
mens de Géométrie mieux ordonnez que ceux que l'on 

luy avoit montrez $ mais ce n'étûit encore qu'un projet' 

en l'air qu'il avoit peu d^sperance de pouvoir exécuter,. 

quoique quelques personnes i<n priassent ; parce qu'il au-

roit fait scrupule d'y employer un temps où-il auroitesté 
en estât de faire quelqu'autre chose, 

II est arrivé néanmoins depuis que diverses rencon-

tres luy* ont-donné- le loisir dont il avoit besoin pour; 

&- iij 
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PREFACE. 
cela. U fut une fois obligé par une indisposition de 
quitter fes occupations ordinaires , St il trouva son soula-
gement en se déchargeant d'une partie de ce qu'il avoit 
dans l'efprit fur cette matière. Une autrefois il se trouva 

quatre ou cinq jours dans une maison de Campagne fans 
aucun livre, & il remplit encore ce vuide en composant 
quelque partie de ce Traité. Ensin en ménageant ainsi 
quelques petits temps, il a achevé ce qu'il avoit dessein 

de faire de cet ouvrage, s'étant borné d'abord à la Géo-
métrie des Plans comme pouvant suffire au commun du 

monde. 
Quelques personnes fe font étonnez qu'en écrivant 

d'une matière si étendue, St qui a esté traitée par un si 
grand nombre d'habiles gens, il ne leûtpour cela aucun 
livre de Géométrie, n'en ayant point même dans ía Bi-
bliothèque : mais il leur répondoit, que l'ordre le con-
duisoit tellement,qu'il ne croyoit pas pouvoir rien oublier 

de considérable. II ajoátoit même que cet ordre ne 
fervoit pas feulement à faciliter l'intelligence St à soula-
ger la mémoire • mais qu'il donnoit lieu de trouver des 
principes plus seconds, & des démonstrations plus nettes 

que celles dont on fe sert d'ordinaire. Et en effet il n'y 
a presque dans ces nouveaux Elemens que des démonstra-
tions toutes nouvelles ; qui naissent d'elles mefmes des 

principes qui y font établis, St qui comprennent un assez 

grand nombre de nouvelles propositions. 
On voit assez par là qu'il n'estoit pas fort difficile à 

l'Auteur de la nouvelle Logique ou Art de penser, qui 

avoit veu quelque chose de cette Géométrie, de remar-
quer, comme il a fait dans la IVe Partie, les défauts de 
la méthode d'Euclide, St d'avancer qu'on pourroit digé-
rer la Géométrie dans un meilleur ordre. C'éroit devi-
ner les choses passées. Mais cette avance qu'il avoit fai-

te, fans fehazarder beaucoup,a depuis servy d'engage-
ment à produire ce petit ouvrage, à quoy l'onn'auroit 
peut estre jamais pensé. Car tant de personnes ont de-

mandé au Libraire une nouvelle Géométrie, qu'on n'a 
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PREFACE. 
pas pu la refuser aux instances qu'il a faites de leur part 

pour l'obtenir, n'étant pas juste de se faire beaucoup prier 

pour si peu de chose. 

On s'est donc résolu de la donner au public,, & de le 

rendre juge de Futilité qu'on en peut tirer. On croitseu-

lement devoir avertir le monde qu'il y aura peut-estre 

quelques personnes qui pourront trouver les IV. premiers 

Livres un peu difficiles, parce qu'on s'y est fervy de dé. 

monstrations d'Algèbre, aufquelles on a quelque peine 

d'abord à s'accoutumer. La raison qui a obligé d'en user 

ainsi est, que traittant des grandeurs en gênerai entant 

que ce mot comprend toutes lesefpeces de quantité, on 

nepouvoit pas se servir de figures pour aider 1 imagina-

tion outre que l'on jugeoit qu'il étoit utile de íè rom-

pre d'abord à cette méthode, qui est la plus féconde &. la 

plus Géométrique j-mais ceux néanmoins à qui ellefcroit 

trop de peine ont moyen de s'en exempter en commen-

çant par Je V
e
 Livre,Ác en supposant prouvées quelques 

propositions qui dépendent des quatre premiers. Ce re-

mède est aisé ,& il ne les privera pas du fruit qu'ils pour-

ront tirer de la méthode de ces Elemens,lors qu'en une 

seconde lecture ils les liront tous de fuite. 

Pour les autres jugemens qu'on peut faire de cet 

Ouvrage,.comme il est facile de les prévoir, il semble 

aussi qu'on n'ait pas sujet de s'en mettre en peine. Car 

s'il fe trouve des personnes qui le méprisent par des 

principes plus élevez, & par un éloignement de toutes 

ces sortes de sciences, peut-estre ne feront-ils pas fort 

éloignez du sentiment de l'Auteur. S'il y en a qui le 

blâment comme Géomètres en y remarquant de vérita-

bles fautes, ils feront encore d'accord avec luy , parce 

qu'il fera toûjpurs tout prest de les corriger. Enfin ceux* 

qui le reprendront comme Géomètres,mais en se trom-

pant , ne peuvent pas luy estfe fort incommodes, parce 

que c'est une matière où les veritezíònt si claires, qu'el-

les n'ont gueres besoin- d'apologie contre les injustes 

accusations. -
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DEFINITIONS DEQVELQVES MOTS 

dont on s'efiservi dans ces Elemens fans les définir, 

farce qu'ils font plâiofi de Logique que de 

Géométrie. 

A
XIOME. On appelle ainsi une proposition si 
claire qu'elle n'a pas besoin de preuve : commej 
Que le tout est plus grand que fa partie. Voir la 

Logique w. Part. Chap. v r. 
DEMANDJ. -On se sert de ce mot quand on a quel-

.que chose à faire, qui est si facile qu'on a pas besoin de 
preuve pour démontrer qu'on a fait ce que l'on vouloit 

faire : commej Décrire un Cercle d'un intervale donné. 

DÉFINITION. Ce qu'on appelle de ce nom en 
Géométrie est la détermination d4un mot qui pourroit 

former diverses idées, à une idée si claire & si distincte 
qu'elle revienne toujours dans l'efprit lorsqu'on se sert 
de ce mot: comme -

y
 On appelle Parallélogramme une fi-

gure dont les eofíez^oppofez^fonî parallèles. Voyez l'Art de 

penser i. Part. Chap. x r. 
THÉORÈME. On nomme ainsi une proposition dont 

il .faut démontrer la vérité : comme
 5

 que le quarrè de la. 

èa%e d'un angle droit efl égal aux quarrez^des deuxcestez^ 

PROBLÈME. C'est aussi une proposition qu'il faut 

démontrer j mais dans laquelle il s'agit de faire quelque 
chose, ôC prouver qu'on a fait ce qu'on avoit proposé 

de faire: comme 5 Faire pajser par un point donné une ligne 

parallèle â une ligne donnée. 

LEMME. C'est une proposition qui n'est au lieu où 

elle est que pour servir de preuve à d'autres qui suivent. 

On en peut voir des exemples au commencement des 

Livres VI. X. ôcXI. 
COROLLAIRE 
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Co R.OLLAIRE. C'est une proposition qui n'est 

^qu'une suite d'une autre précédente,on en peut voir un 
grand nombre dans le Livre IX. 

.Mais ilfaut remarquer, que pour mieux faire voir la dé-

pendance qu'avoient plusieurs propositions d'une feule 

qui en étoit comme le principe & le fondement, on a 

quelquefois mis en Corollaire ce qu'on auroit pû mettre 

en Théorème, si on avoit voulu. 

Et pour la même raison, il y a de certains Théorèmes 

à qui on a donné le nom de Proposition fondamentale
 ;
 par-

ce que toutes les propositions d'une certaine matière en 

dépendent. On en peut voir des exemples dans les Livres 

VI. VIII.X. XI. 

OUfi '■ 

"SB 

Explication de quelques J^Qotes. 

Q
UOIQUE ces Notes soient expliquées chacune en 

son lieu • néanmoins on a cru les devoir encore met-

tre ìcy, afin de les faire mieux entendre 

-+ Plus -, ainsi 9 -f 3 , c'est à dire ; neuf plus trois. 

— Moins : ainsi 14 — 2, c'est à dire 3 quatorze moins 
deux. 

Marque de íégalité 5 ainsi 14— 2. c'est à 

dire j neuf plus trois est égal à quatorze moins deux. 

: : Ces quatre points entre deux termes devant,&deux 

termes aprés marquent que ces quatre termes font pro-

portionels ou arithmetiquement, on géométriquement. 

Ainsi, Arithmetiquement 7.3 : : 13.9. 

Et Géométriquement 6. 1 : : n. 4. 

-H- Ces mêmes quatre points avec une ligne qui les 

coupe marquentla proportion continue^ ainsi -H-3. 9.17. 

c'est à dire, 3 est à 9
 5

 comme 9 est à 17. 

-Deux lettres ensemble comme bd, marquent quelque, 

fois une grandeur de deux dimensions, comme un plan 

dont la longueur íoiti & la largeur d. Mais d'autres fois 
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ce n'est qu'une ligne dont ces deux lettres marquent les 
deux extremitez j ce qu'il est aise de discerner par le sujet 

que l'on traite. 
Les livres font divisez en nombres par des chiffres qui 

font en marge r ôc c'est seulement à cela qu'on a égard 
dans les citations & les renvois à quelques points des livres-

precedens 5 le premier chiffre, qui est romain marquant 

le livre} Ôde second qui est Arabe, marquant le nombre 

de ce livre. Ainsi V. 29. veut dire le vingt.neuvième nom* 

bre du livre cinquième. 
Que si Tendroit où l'on renvoie est du même livre , on 

cite quelquefois un tel Théorème, ou un tel Lemme, ou 
bien le nombre précédent avec cette marque S. qui veut 

dire supra -y comme S. 15. c'est à dire, cy-dejsus, nombre IJ. 

\ " ■ T AB LE 
De ce qui e fi traité dans chaque Livre. 

O n pourroit dire beaucoup de choses fur Tordre 

qu'onaíuivy dans ces Elemens, & pour faire voir 

qu'il est beaucoup plus naturel qu'aucun autre aie 

jamais observé dans ces matières. Mais on aime 

mieux en laisser le jugement àceux qui les liront j 

&c Ton se contente d en représenter îe plan en fai-

íant voir de suite ce qui est traité dans chaejue 

Livre. 

L
IVRE PREMIER. Des grandeurs en General, & des 
quatre Opérations, Ajouter, Soustraire ., Multiplier, 

Diviser entant quelles se peuvent appliquer à toutes sortes 
de grandeurs. í^ge 1 
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LIVRE.II. 2> la Raison & Proportion Géométri-

ques. Page 25 
LIVRE III. De la Raison composée, où l'onfait voir 

aujjì comment on peut faire sur les Raisons les quatre opérations 
communes

3
 Ajouter, Soustraire, Multiplier

3
 Diviser Page 6 o 

LIVRE IV. Des Grandeurs commenfurables ^incom-
mensurables. Page 7i 

LIVRE V. De Vétendue. De la ligne droite & cir-
culaire. Des droites perpendiculaires & obliques. Page 113 

LIVRE VI. Des lignes parallèles. Page 147 

LIVRE VII. Des lignes terminées à une cifconférence^ 
où il est parlé, Des Sinus, & de la proportion des arcs de 

divers cercles d leurs circonférences, & du paralklifme des 

lignes circulaires. Page 164 

LIVRE VIII. Des Angles reclilignes. Pa ge 18 8 

LIVRE IX. Des Angles qui ont leur sommet hors le 
centre du cercle, dont les ares ne laissent pas de les mesu-

rer. Page 205 
LIVRE X. Des Lignes proportienelles. Page 135 
LIVRE XI. Des lignes réciproques. Page 256 

LIVRE- XII. Des Figures en gênerai eonfdirées selon 
leurs angles ©• leurs costez^ Page 299 

LIVRE XIII. Des Triangles & Quadrilatères conf-
derez^ selon leurs costez^& leurs angles. Page 319' 

LIVRE XIV. Des Figures Planes confideréesselon 
leur aire 5 c'est à dire selon la grandeur des surfaces qu'elles 

*eontiennent. Et premièrement des Rectangles. Page 340-

LIVRE XV. De la mesure de l'aire des Parallélogram-
mes, des Triangles & autres Polygones. Page 364 

SOLUTION 

d'un IProbléme d Arithmétique appelle 

LES QUARREZ MAGIQUES.
 3

s
7 

* í ij 

SCD LYON 1



EXTRAIT DV PRIVILEGE D V 2?,0r. 

P
AR Grâce & Privilège du Roy, donné à Chaville , le 23. 

Juillet 16S5. Signé par le Roy en son Conseil, J o N c^u I E R, 

&c icellé. Il est permis à GUILLAUME DESPREZ, Marchand Li-

braire à Paris, de rimprimer faire rimprimer , vendre & débiter 

dans tous les lieux de l'obéissance de fa Majesté, un Livre intitulé 

fáouveaux Elemens de Géométrie, avec les corrections , change^-

mens & augmentations qui y ont esté faites, durant le temps & es-
pace de dix ans, à compter du jour qu'ils seront achevez d'impri-

mer la première fois en vertu desdites Lettres de Privilège , avec 

deffenses à toutes personnes de quelques qualité & condition 

qu'ils soient , Libraires, Imprimeurs, ou autres, de le rimprimer 

f aire rimprimer, vendre ny débiter sous quelques prétextes que ce 

soit à peine de trois mil livres d'amande , de confiscation des 

Exemplaires contre-faits,& de toûs dépens dommages & interests, 

ainsi qu'il est porté plus au long dans lesdites Lettres de Privilège. 

Registre dans le Registre de U Communauté des. Libraires & Im-

primeurs de Paris, le z6. jour de Iuillet 1683. 

Achevé d'imprimer pour la première fois en vertu du présent 

Privilège, le 1, Septembre ióSj. 

F A V TES A CORRIGER 

"PAge 40. Iign. IÍ. au ii;u de C. G. lisez G. C 

Page -H. Iign. 18. au lieu de 2~,2 lisez -£i£ 
-.. f , B T 

Lign. i
5

, au lieu de lisez -^-S. 
G * 

au lieu de 7 310ins 7s lisez f moins ~ 

Page 48. Iign 10. au lien de entre celles , lisez entre elles. 
Page 50 Iign. 10 au lieu de gaiement continuées lisez également contenues. 

Page fi Iign. 1, au lieu de £™ ..»•..'fc n. cm. lisez Zt ; : ba. cm. 
" " c n -> 

P*ge Í4 Iign. »« "eu de Ll? ~ts:..T r r 0 - c f 
C G "Iez ' t~C5 

Page f 7 Iign. 8 au lieu de rrison , lisez raison. 
.Iign. 11 au lieu de l'antecedent tic la raison, lisez l'anttcedent de la seconde. 

lien. 17 au lieu de —— 
0 ' ■ c a t g ii h 

Page 71 Iign. 17 au lieu de raison doublée leurs racines,lisez raison doublée de leurs racines. 

Page 81 ligu. jt au lieu de multipliez, lisez multiples. 
Page 84 Iign. IJ au lieu de multiplié, liísz multiple. 
Page ÎOÌ Iign. 51 au lieu de k. c x. lisez k. x c 
Page io; Iign. f au licu .de r» n p lisez ìm p » 

Psge tyf lìgn. jy au lieu de angles, lisez arcs 
Page );4 Jign. 3/ au lieu de hb =3 cc-- dd--dy lisez bís;ti—dd—idy 

Page }<j l;gn. if au lieu de plus le rectangle, lisez plus deux rectangles. 

Page jj7 iign. j! au lieu de du deiagone, lisez du pentagone. 
Iign. } -î au lieu de le quarré du pentagone, lisezlc quarré du costé du pentagone. 

Page 57j Iign. 18 ap lien de it m n : : j.n-+f p. lisez b c m n :: «-+/. p -+ n 

Iign; ia au lieu de be ma :: c~+b, 

NOUVEAUX 
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NOUVEAUX ELEMENS 
DE 

GEOMETRIE 

LIVRE PREMIER. 

DES GRANDEURS EN GENERAL; 

ET DES QJIATRE OPERATIONS, 

Ajouter, Soustraire, Multiplier,. Diviser, 

entant qu'elles se peuvent appliquer 

à toutes sortes de grandeurs. 

SUPPOSITIONS GÉNÉRALES. 

OVTES les Sciences supposent des con-

naissances naturelles , & elles ne confisent 
proprement qu'à étendre plus loin ce que nous 
savons naturellement. 

AINSI quoy qu'il semble que ce soit con-
tre le vray ordre des sciences de supposer dans 

les supérieures , ce qui ne se doit traitter que dans les inférieu-

res , comme quisupposervit dans la Géométrie, ce qui ne s'ap-

prendrait que dans l'Astronomie -
y
 néanmoins ce n est point 

contre cet ordre que de supposer dans une science supérieure 
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s NOUVEAUX ELEMENS 
ce qui regarde l'objet de l'inférieure , lors que nous ne suppo-
sons que ce qui se peut savoir par la seule lumière naturelle 

sans l'aide d*aucune science. 
CE ST p o viRQUo y ayant entrepris de traitericy de la 

quantité ou grandeur en gênerai, entant que ce mot comprend 

l'étendue, le nombre , le temps 3 les: degré\de vitesse, &ge-

nerallement tout ce qui se peut augmenter en ajoutant ou mul-

tipliant i & diminuer en soustrayant ou divisant, &c. je 
me seray point de difficulté de supposer quon sait de certai-

nes choses qui semblent appartenir à la science des nombres 

quon appelle Arithmétique , ou k la science de létendue 
quon appelle Géométrie ; parce que je ne supposeray rien 

qu'on ne puisse savoir sans l'aide de l'Arithmétique ou de 
la Géométrie pour peu d'attention qu'on y faffe, ouquony 

ait dèja fait. 
PREMIÈRE SUPPOSITION. 

I ÌÏ. J E suppose donc premièrement qu'on íçache ajoûter 
& multiplier de petits nombres, comme que 4 &; 5 font 

9 , que 3 fois 5 lbnt 15 , &c. 
SECONDE SUPPOSITION. 

;Ï .Î 1. SECONDEMENT qu'on sçache que c'est la mefme cho-
se dans la multiplication de commencer par lequel 011 
veut des deux nombres que l'on multiplie : comme que 
3 fois 5 , est la mefme choie que 5 fois 3 , que 4 fois 6, 

est la mefme chose que 6 fois 4. 

TROISIE'ME SUPPOSITION.. 

J v. JE suppose en troisième lieu , que l'on sçache que ce 
qu'on appelle corps, espace, étendue, ( car tout cela 
lignifie la mefme chose ) à trois dimensions, longueur, 

largeur, ôc profondeur. Et que quand on les considère 
toutes trois 3 c'est alors que cette forte de grandeur s'ap-
pelle proprement corps ou Solide. Que quand on n'en 
considère que deux, fçavoir la longueur & la largeur, 
■on l'appelle alors Surface. Et que quand on n'en consi-

de qu'une » sçavoir la longueur , on l'apppelle alors 

Ligne. 
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DE GEOMETRIE, Liv. I. f 

QUATRIÈME SUPPOSITION. 

J E suppose en quatrième lieu, que la multiplication & 
la division se peuvent app-iquer à toutes grandeurs, &c non 

feulement aux nombres. Car par exemple dans l'étenduë 
on appelle multiplier la longueur par la largeur, lors 
qu'ayant un morceau de terre de 4 perches de lon-
gueur & 3 de largeur, on dit que ce morceau de terre au 

perches de surface. Et au contraire, on appelle diviser, 

îors que fçachant par exemple quel est le contenu d'un 
morceau déterre, comme qu'il est de 12. perches, & íça-
chant aufïï quelle en est la longueur , comme de 4 per-
ches , on en cherche la largeur qui se trouvera estre de 
3 perches. On pourroit encore donner une autre notion-
de la multiplication & de la division par rapport à Púnitë.. 
Mais celle-là suffit pour ce que nous avons à faire, &c l'autre 
ne se pourroit bien expliquer qu'en supposant des £hoses> 
dont nous ne parlerons que dans la fuite. 

4 

CINQUIÈME SUPPOSITION. 

JE suppose en cinquième lieu, que l'on se puisle met-
tre dans l'eiprit que ce qu'on appelle les trois dimensions 

dans les corps s'applique par accommodation â toutes les 
autres grandeurs, & mefme aux nombres. 

CAR on les considère quelquefois comme n'ayant 

qu'une dimension lors qu'on ne suppose point qu'on les-

A ij 
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V I I. 

4 NOUVEAUX ELEMENS 
.ait multipliez par une autre grandeur. Et alors on les 

«peut appeller grandeurs linéaires : comme est par exem-

ple le nombre de 7, qu'on ne considère que comme es-
tant composé de sept unirez. 

E T quelquefois on les considère comme ayant deux 

dimensions lors qu'on suppose qu'une grandeur est née 

de la multiplication de deux linéaires 5 ôc alors on les peut 

appeller grandeurs planes. Comme est par exemple le 

nombre de 12, lors qu'on le considère comme estant né 

de la multiplication de 3 par 4. ; • • ; 

Et enfin on les considère comme ayant trois dimen-

sions lors qu'on suppose qu'une grandeur est née de la 

multiplication de treis grandeurs linéaires, ou d'une pla-

ne qui en a desja deux, par une linéaire. Et alors on peut 

appeller ces grandeurs solides. Comme est par exemple 

le nombre de 24, quand on le considère comme né de la 
multiplication de ces trois nombres 2. 3. 4, parce que z 

fois 3 font 6, 6C4 fois 6 font 24. 

SIXIÈME SUPPOSITION. 

J E suppose enfin qu'on s'accoutume à concevoir gé-

néralement les choies en les marquant par des lettres fans 

se mettre en peine de ce qu'elles signifient, puis qu'on ne 

s'en sert que pour conclure que b est b, que s est r, ou ce 

qui est pris pour la mefme chose en matière de grandeur, 

sur tout en gênerai, que b est égal à b, 8c c à c, ou que b 

multiplié par c est égal à b multiplié par c, ou selon la 
2e Supposition à c multiplié par b.. 

CETTE remarque e fi de grande importance. Caron ne 

feroit que fe brouiller fi dans ces commencemens qui doivent 

ejìre tres-fimples on vouloit appliquer ce quon traite généra-

lement et des exemples particuliers dont la connoiffance dé-

pendrait d'autres principes. Et de plus, lune des plus grandes 

tttilitezjle ce traité, efi d'accoutumer l'esprit k concevoir les 

choses d'une manière spirituelle fans l'aide d'aucunes images 

fenfibles, ce qui sert beaucoup à nous rendre capables de la> 

connoiffance de Dieu & de nofire amct 
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DE GEOMETRIE, Li v. L 5 
PRINCIPES GENERAUX. 

Du TOUT ET DES PARTIES. 

TOUTE grandeur est considérée comme divisible en
 VIn 

ses parties. 

La grandeur est appellée tout au regard de ses par- í x. 

ties. 

Lors qii'une partie de la grandeur est contenue preci- x. 

sèment tant de fois dans son tout, comme x fois, 3 fois, 

4 fois., &c. elle s'appelle sortie aliquote, ou simplement 

aliquote. 

On dit aussi qu'elle en est la mesure
 5
 parce qu'elle la xi. 

mesure justement estant prise autant de fois qu'il faut. 

Ainsi 3 est partie aliquote de 9 , parce qu'il y est 

trois fois ; j., partie aliquote de .20 , parce qu'il y est 4 

fois. 

Quand les parties aliquotes d'une grandeur sont au-
 XIÎ 

tant de fois dans leur tout que les parties aliquotes d'une 

autre grandeur dans le leur, elles font appellées aliquotes 

fareiiies. Ainsi 3 & 4, font les aliquotes pareilles de 9 & 

de 12, parce que 3 est autant de fois dans 9 , que 4 dans 12, 

l'un éc l'autre y estant 3 fois. 

Le tout est mesure à soy-même, parce que toute gran- xi n. 

deur est contenue une fois dans soy-même. 

On appelle portion toute partie aliquote ou non ali-
 X

iv. 

quote. Ainsi 4 est une portion de 13
 ;
 j de 7. 

A X I O M E S. 

DE L'EGALITE' ET INÉGALITÉ'. 

Le tout est plus grand que fa partie. x v. 

Le tout est égal à toutes ses parties prises ensemble, x v 1. 

Les grandeurs égales à une même grandeur font éga- x v 11. 

les entr'elles. 

Si à grandeurs égales on en ajoûte d'égales, les tous x vin. 

font égaux. 

Si de grandeurs égales on en oste d'égales, les restes x 1 x. 
seront égaux. 

Si de grandeurs inégales on en oste d'égales, les restes
 x

 x; 
seront inégaux. 

A iij 
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6 NOUVEAUX ELEMENS 
X x:i.. Si à grandeurs inégales on en ajoûte d'égales, les tous 

seront inégaux. 

xxii. Les aliquotes pareilles de grandeurs égales font égales. 

Par exemple, si b est égal à c, le tiers de b sera égal au tiers 

de c, cela est manifeste, 

xxiii. Et par la mefme raison deux grandeurs sont égales 

quand leurs aliquotes pareilles sont égales. Si le tiers de b 

est égal au tiers de c, b est égal à c, car b est égal à ses trois 

tiers, 6c c aux trois siens. Or si un tiers est égal à un tiers, 

les trois tiers sont égaux aux trois tiers : puis que ce n'est 

qu'ajouter-choses àgales à choses égales. Donc, 6cc. 

xxiv. On peut marquer ainsi qu'une grandeur est égale à 

une autre , comme que b est égalá c
r
 b ~c 

DES QUATRE OPERATIONS. 

AJOUTER, 6cc. 

ADDITION. 

xxv. Ajouter,, ou Addition, c'est mettre deux ou plusieurs 

grandeurs ensemble, 8c en faire comme un tout qui s'ap-

pelle somme. 
Cela s'exprime ainsi b

y
 plus c, 8c se marque ainsi —fr. 

SOUSTRACTION. 

x X v I. Soustraire , ou Soustraflion, c'est retrancher une moin-

dre grandeur d'une plus grande. Et ce qui refulte de là 

s'àppeile reste ou différence. Car ce qui reste de la plus 

grande est ce en quoy la plus grande surpasloit la plus 

petite. Si de 5 je retranche}, reste 2, 8c 2 est la différen-

ce de j- à 

La Soustraction s'exprime ainsi ^ b moins c
 r

 6c se mar-

que ainsi b-—c. 

MULTIPLICATION. 

x x v 11. Multiplier ou Multiplication, c'est quand ayant deux 

grandeurs comme b 6c c, je fais que.cc que l'unité est à 

l'une des deux, l'autre Test à ce qui refulte de la Mul-

tiplication, qu'on appelle produit. 

Une toise est à 3 toises, ce que 4 toises sont à 12
 ;
 Et 

ainsi 12 toises est le produit de 3 toises multipliées par 4. 

xxvin. Cela s'exprime ainsi quand on ne fe sert que de let-

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE, Liv. T. 7 
•tres h en r, ou b par c -, II y en a qui le marquent ain-

si b x c -
y
 mais il est plus court de les mettre feulement 

ensemble bc,§c nous ne nous servirons que de ce dernier, 
II faut remarquer qu'une grandeur marquée par un 

seul caractère comme b, ou r, s'appelle grandeur linéaire, 

selon la <ç Supposition. Que quand on les joint ensemble 
en mettant b c, cela ne veut pas dire que l'une soit ajou-
tée à l'autre ( ce qu'il fau droit marquer par b -f- r, b plus 
c, j mais que l'une est multipliée par l'autre, d'où naist 

■ce qu'on appelle produit. 

Que s'il ny a eu que deux grandeurs linéaires qui ayent xx x. 
esté multipliées l'une par l'autre, ce produit s'appelle gran-
deur flâne ou plan. 

Et les deux grandeurs linéaires d'où ce plan a esté xxx. 
produit, s'appellent ses deux dimenfions , ou ses deux 
costez. 

Et si c'est la meíme grandeur linéaire qui a esté mul- xxx.ï. 
tipliée par soy-meíme, comme si b en b a fait b b , ce 
plan s'appelle quarrè. Et cette grandeur linéaire fa racine* 
On marque quelquefois le quarré ainsi bi- c'est à dire b 
quarré, ou b1- c'est à dire b de deux dimensions. 

Que si trois grandeurs linéaires font multipliées l'une XXXIÍ. 

par l'autre , commet en r, &: b cen d. ce qui fait b cd, ou 

ce qui est lamesme chose si une grandeur plane, comme 
h c est multipliée par une linéaire, comme par d, ce qui 
fait aussi b c d, ce produit s'appelle solide , ou une gran-
deur â 3 dimensions. 

Et si c'est une mefme grandeur qui est multipliée z fois XXXIÏL 

par elle-meime, comme b en b, &í bb en b, ou ce qui est 
la mefme choie si un quarré comme b b est encore une 
fois multiplié par b fa r< cine, ce qui fait b bb,ce solide 
s'appelle cube, &c b la racine de ce cube. 

On marque quelquefois le cube ainsi bc- c'est à dire b 
cube, ou b*- c'est à dire b de trois dimensions. 

DIVISION. 

Diviser ou divifion, c'est lors qu'ayant une grandeur XXXIT. 

qui s'appelle divtsur, parce qu'elle en doit divisexune 
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autre , qui s'appelle dividende, on fait que comme le di-
viseur est au dividende, l'unité soit à Ge qui naist de h 

division qu'on appelle quotient. 
Afin que 3 divise 12, il faut que je trouve un nombre 

à qui l'unité soit comme 3 esta 12, & ce nombre est 4, 
car 3 est quatre fois dans 12,,comme l'unité est quatre 

fois dans 4. 

La division s'exprime ainsi b c divisé par p • & fe mar-
que ainsi y & cela s'appelle quotient, comme j'ay desja 
dit • & la grandeur de dessus est le dividende ou grandeur 

a diviser, & celle de deflbus le diviseur. 
C'est presque toûjours une grandeur de plusieurs di-

mensions qu'on divise par une grandeur de moins de di-

mensions. Caria division est opposée à la multiplication, 
comme la soustraction à l'addition , d'où vient que la 
multiplication du diviseur bc du quotient fait une graní-
deur égale à la grandeur à diviser 3 parce que la multipli-
cation refait ce que la division avoit défait. Et d'où vient 
aussi par la mefme raison que si on veut multiplier une 
grandeur divisée par le diviseur même, 011 n'a qu'à oster 
le diviseur, & la grandeur à diviser demeurant seule, sera 

le produit. Ainsi le produit de ~ en g est b c. 

MX.v, La division est de peu d'usàge dans le traité de la gran-
deur en gênerai, parce qu'on ne fçauroit d'ordinaire dé-
terminer un quotient qu'en descendant à quelque espece 

de grandeur, comme l'étenduë ou le nombre. 
II n'y a qu'une rencontre où on le peut, qui est lors 

que le mefme caractère íe trouve dans la grandeur à divi-. 

fer òc dans le diviseur. Car alors ostantee caractère de. 
l'un ÒL de l'autre, ce qui restera fera le quotient,. 

Ainsi ayant -i~ le quotient fera c. 

Ayant Vr^e quotien£ ^era d. 
Ayant i-í— le quotient fera c d: 

DES GRANDEURS 
INCOMPLEXES ET COMPLEXES. 

XXXVI. Outre ce que nous avons remarqué que i'on p ou voit 
considérer les grandeurs comme n'ayant qu'une dimen-

sion, 
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íton -, ou en ayant plusieurs : on peut encore considérer 
toutes ces fortes de grandeurs linéaires, planes, ou fo-
folides comme incomplexes, ou comme complexes. 

JE les appelle incomplexes quand on considère une gran- XXXVIÏ. 

deur d'une ou de plusieurs dimensions à part, comme h, 
oued, ou m n o ,ûxns y rien ajoûter ou en rien osier. 

ET je les appelle complexes quand on y en joint d'autres XXXVIII 

demeíme genre par un plu* ou un moins, ou qu'on mar-
que par un chiffre que la même grandeur fe doit prendre 
plusieurs fois, comme b —f c, ou b -4-í

-
 -W, OU b /—g, 

oub c-+fg, oubc-i-fg— m n. 
Ou par des chiffres 3 b. 

Or comme il y a quelque difficulté un peu plus grande 
pour faire les opérations dont nous venons de parler fur 
les grandeurs complexes, nous en donnerons les princi-
pes & les règles. 

PRINCIPES 

POUR FAIRE LES Q^U ATRE OPERATIONS 

SUR LES GRANDEURS C O M P L E X E S. 

1. CHAQUE grandeur incomplexe dont la complexe est Xxxix. 

composée íé peut appeller terme. 

2. LE plus û. le moins font appeliez fignes. x L. 

LE plus ~+fgne affirmatif, le moins, — figne négatif 

3. PAR tout où n'est point le signe négatif, l'affirmatif x L1. 

est fous-entendu. Ainsi b -+ c, vaut-j. b -+ C. Mais il fe-
roit inutile de marquer le plus au commencement. 

4. LE plus & le moins d'une même grandeur ou ter- xLir. 

me font égaux à rien, 011 valent zero. Car l'un ostant ce 
que l'autre a mis, ils ne demeure rien. Ainsi b—b, ce n'est 
rien , b -+c, — c. ne vaut que b. Cela est auísi important 
que facile. 

5* LORS que le même terme est plusieurs fois repete XLIM. 

dans une grandeur complexe , si c'est toûjours avec le 
mefme signe, soit affirmatif, soit négatif, on peut ne le 
mettre qu'une fois avec son mefme signe , en marquant 
par un chiffre combien il doit estre pris de fois. Ainsi pour 

b -+ c -+ c -+ c, on peut mettre £ plus 3 c , ou b -+ 3 a au 

B 
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lieu de b—g—g—g, on peut mettre b moins 3 g, ou 

b—3 g. 
X L 1 v. 6. MAIS si la même grandeur ou terme est avec des si-

gnes divers, on peut alors selon le principe 4, oster ce 
terme de la grandeur complexe autant de fois qu'il est 

avec un plus 8c avec un moins. Ainsi b-+c —c—f, 
ne vaut que b, parce que c est autant de fois osté que mis,,, 

& ainsi il ne reste rien. Que s'il y avoit un plus davanta-
ge , comme b -+s—c, alors il le faudroit laisser une 
fois avec plus b -+c , 8t de même s'il y avoit un moins 

davantage.. 
ADDITION 

DES GRANDEURS COMPLEXES 

x L v PouRajoûter une grandeur complexe, comme b -+c, 
à une autre grandeur ou complexe commew n- c , ou in-
complexe comme w, il ne faut qu'y joindre la grandeur 
qu'on veut ajouter & en conserver tous les signes en 
observant toûjours que le signe affirmatif est fous entendu? 

où il n'y en a point. 

A b-+ c. I 
ajouter m -t-n. J Somme b -+c -+m -r n. 

A
 ^ c' \ Sommes —f- c~+m—n. 

ajouter m—n. y 
x L vi QUE s'uy a deschiffres , il les faut laisser comme on 

les trouve. " 

ajoûter 3 m *4 n\ Sommc *f ̂  Crï* 
XI v i 1. somme estant trouvée, .si le même terme s'y trou-

ve plusieurs fois, on peut pratiquer ce qui a esté dit dans 
le principe 5 6c 6. Ce qui soit dit une feule fois pour tou-

tes les autres opérations. 
SOUSTRACTION 

DES GRANDEURS COMPLEXES, 

XLVIII. POUR soustraire une grandeur complexe d'une autre 
grandeur ou complexe ou incomplexe, il ne faut que l'y 
joindre en changeant tous les signes de la grandeur qu'on 

soustrait, &. observant toûjours que le signe affirmatif 
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est sous-entendu où il n'y en a point. 

De b -f c. ?
 re

^.
e
 ^ _^

 f
—

m
—

Ht 
olterm-+n. 3 

De b-+c. ■)
 reste b

 ̂  ̂ ^^^ 
oiter w—n H- 0.3 

IL n'est pas difficile de juger pourquoy on change le 
plus sous-entendu en moins dans le premier terme de la 
grandeur à soustraire: car c'est en cela même que con-
siste la soustraction. Mais d'abord on eft surpris de ce 
qu'il faut changer les signes de moins en plus

 ;
 car au lieu 

que la Soustraction doit faire la grandeur moindre qu'elle 
n'étoit, on la rend plus grande par là. 

Cela est facile à comprendre quand ce que l'on doit 
soustraire,a d'abord un plus Se puis un moins. Comme si 
de b je veux oster p—n ; car p—n estant moins que p. 
En ostant p j'oste trop, 6c ainsi ayant osté p, parce qu'on 
a trop osté, il faut ajouter n, qui est ce qu'on a osté de 
trop. 

Mais quand il n'y auroit dans ce qu'on veut ôter qu'une 

grandeur avec le signe de moins : il faut toûjours la met-
tre par le signe de plus , comme si de b , j'en voulois 
oster—n, je devrois mettre b ~+n. 

Car ce qui trompe en cela, c'est qu'ajoûter moins, c'est 
-oster & retrancher moins, c'est ajoûter. Ajoûter au bien 
d'un hommeune dette passive de mille francs, qu'il croit 
avoir payée, ce n'est pas augmenter son bien, c'est le di-
minuer de mille livres, & en retrancher une dette passive 
de la mefme somme en la payant pour luy, ce n'est pas 
diminuer son bien, c'est l'augmenter de mille francs II 
ne faut donc pas s'étonner si dans l'Addition à b, ajoû-
tant—w, je ne change point le moins enplus, mais le lais, 
sant comme il estoit, cela fait b—n : de sorte que la 
somme est moindre, que n'estoit-ce â quoyje l'ay ajou-
té, parce que je n'ay ajoûté qu'en apparence , mais j'ay 
retranché en eftet. 

Et au contraire dans la Soustraction , si de b je retran-

che—», il faut que changeant le signe de moins en plus^ 

Bij 
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je mette è-+n , ce qui fait un reste plus grand , que ce 

dontj'ay retranché, parce que retrrancher un moins, c'est 

ne retrancher qu'en apparence &c ajoûter en effet. On 

en peut apporter une preuve bien sensible dans les nom-

bres. Je veux de 7 retrancher moins 2 , au lieu de 7 je 

prends 9—2, qui luy est égal. II faut donc qu'il reste la 

mefme chose, si de l'un ou l'autre je retranche 4—2. Or 

si de 9—*2, je retranche—2, je le pourray faire , ou 

effaçant—2 de- 9—2 , ou en mettant -+ 2 âpres 9—2
 } 

c'est à dire en mettant 9—2 -+ 2. Or de l'une ou de l'au-

tre manière il restera 9 ^ car 2 estant par plus Òt par 

moins se reduit à zero. II faut donc qu'il reste la mefme 

chose lors que de 7 on oste—2. Et cela ne peut estre 

qu'en changeant le moins en plus,. èc mettant 7-4-2. Ce 
qui fait 9. 

MULTI PLICATIO N 

DE s GRANDEURS COMPLEXES. 

POUR multiplier une grandeur complexe par une autre 

complexe ou incomplexe , il faut faire autant de multi-

plications particulières que chaque terme de la grandeur 

complexe peut estre comparé avec chaque terme de l'au-
tre grandeur. 

DE forte que multipliant le nombre des termes d'une 

grandeur à multiplier, avec le nombre des termes de l'au-

tre,on a le nombre des multiplications partiales qu'il faut 

faire pour avoir la multiplication, totale, ou le produit 
total.. 

AINSI lors qu'une des deux grandeurs n'a qu'un terme 

& que l'autre en a deux , parce qu'une fois deux ne font 

que deux, il ne faudra faire que deux multiplications par-

tiales, de chacun des deux termes d'une grandeur par le 

le terme unique de l'autre. 

En'^.}P
r0duÌt

^-^-

LORS que les deux grandeurs ont chacune deux 

termes , parce qae deux fois deux font 4 , il faudra 

faire 4 multiplications partiales pour avoir le produis 
total. 
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 n 
b -f cl

 pro
j
u

i
t
 pi -±p

C
-+qb-+qc. 

En ^ -f f. y r r 3 

LORS que chacune a trois termes, parce que trois fois W 
trois font neuf, il faudra faire neuf multiplications qu'on 
pourra diípofer trois à trois en cette sorte

} 

b-ïCH-d.l fbHrfC^fd. 

TLnp-*q-±r. 
f 1 j -ir r b -+ rc -+ r «. 

& ainsi âTinfini. 

LA même chose fe fait quand on multiplie des gran- LI v. 
deurs planes par des grandeurs linéaires , d'où naiíïènt 
des grandeurs solides. 

En/T*
-

/^'^ produit s p q-* tbd-*tpq. 

VOTLA ce qu'il faut observer généralement dans tou- L y. 
te multiplication des grandeurs complexes. Mais il y a 
une difficulté particulière pour sçavoir quand il faut 
mettre les signes de plus ou de moins avant les produits 
des multiplications partiales. C'est ce qu'on apprendra 
par ces trois Règles. 

PREMIÈRE RÈGLE. 

PLUS en plus fait plus ; c'est à dire que la multiplica- L v i. 
tion de deux termes qui ont chacun unplus exprimé ou 
fous-entendu , donne un produit qui doit avoir le signe 
de plus. Cela, est fans difficulté, &: les exemples qu'on a 
proposez le font aslèz voir. 

SECONDE RÈGLE. 

PLUS en moins , ou moins en plus donne moins. C'est à L V I r» 
dire que la multiplication de deux termes dont l'un a 
plus &; l'autre moins, donne un produit qui doit avoir le 
signe de moins. 

b -ìp b—q b parce que q a moins òc b plus fous-
En/?—^ 3 entendu. 

TROISIE'ME RÈGLE. 

Moins en moins donne plus i C'est à dire que la multi-
plication de deux termes qui ont tous deux moins don-

 LVIIÎ,
-

«e un produit qui doit avoir le íìgne de plus. 

Biij 
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RAISON DE CES TROIS REGXES. 

Ce que nous avons dit pour montrer que dans l'addi-

tion on lailîoit le moins comme on le trou voit , au lieu 

que dans la soustraction on changeoit le moins en plus, 

donnera un grand jour pour Inintelligence de ces trois rè-

gles, 6c fur tout de la derniere qui paroistd'abord fort 

étrange. 

Supposons que les deux grandeurs que son veut mul-

tiplier soient 5. 6c 3. 
On en prend une , laquelle on veut qu'on appelle le 

.multipliant, 6c l'autre est le multiplié. Supposons que 5 
iòit le multipliant, 6c 3. le multiplié. 

Chacune peut avoir l'un des deux signes, le plus 6c le 

moins ('-f ou— ) ce qui fait 4. cas. 

Le i. cas est quand le multipliant a plus, 6c le multi-

pliéa aussi plus ; c'està dire quand par ~+ 5 jemultiplie -+ 3. 
Le 2, cas, est quand le multipliant a plus

 3
 6c que le mul-

tiplié a moins $ c'est à dire quand par 5 jemultiplie—3.. 
Le 3. cas , est quand le multipliant a moins, 6c que le 

multiplié a plus 5 c'est à dire quand par—5 je multi-

plie-^. 

Le 4. cas, est quand le multipliant à moins, 6c que le 

multiplié à moins aussi ; C'est à dire quand par—5 je mul-

tiplie—3-
II est question de fçavoir quel signe doit avoir le pro-

,duit qui fera toûjours 15
 ;
 c'est à dire quand ce fera -+ 15 

ou—15. 

Orvoicy ce me semble des remarques qui feront voir 

que dans le t. cas qui appartient à la 1. règle , 6c dans 

le 4 qui appartient à la3. règle, le produit aura plus ■> 

c'est à dire que ce sera ~+ 15 :Et que dans le 2. cas, 6c dans 

Je 3. qui appartiennent tous deux à la 2. règle, le produit 

fera par moins, c'est à dire que ce íera—15. 

La 1. remarque est, que quand le multipliant a plus, 

comme dans les deux premiers cas, c'est multiplier par 
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f lus, &: qu'alors la multiplicaion íè fait par voie d'ad. 

dition , c'est à dire en ajoutant le multiplié , f quel qu'il 

soit, affirmatif ou négatif ) autant de fois qu'il y a d'uni, 

tez dans le multipliant. 

Et que quand le multipliant à. moins , comme dans les 

deux derniers cas, c'est multiplier par moins, & qu'alors 

,1a multiplication se fait par voye de soustraction
}
 c'est 

â dire en oslant le multiplié , quel qu'il soit autant de 

fois, qu'il y a d'unitez, quoy que négativement dans le 

multipliant. 

La 2. remarque est, que c'est le multiplié qui déter-

mine en quelque forte le signe du produit : c'est à dire 

que le signe que doit avoir le multiplié dans la multi-

plication , íbit en conservant celuy qu'il avoit aupara-

vant , soit en le changeant en son opposé , íera celuy 

du produit. 

La3. qui est la suitte & l'application de ces deux-là , 

Que quand la multiplication se fait par voye d'addition,, 

comme dans les deux premiers cas où le multipliant z f/m^. 

il faut observer pour le multiplié
 5

 ce qui s'observe dans 

Paddition, qui est de luy conserver son signe. Et ainsi' 

dans les deux 1. cas, le produit doit avoir le mefme signe 

qu'avoit le multiplié avec la multiplication. D'où il 
s'enfuit que dans le premier cas ou le multiplié a plus

y 

le produit a plus auflì. C'est pourquoy si par -f 5 je mul-

tiplie -+ 3 le produit fera -+ 15. Et que dans le 2. cas où le 

multiplié à moins le produit doit aussi avoir moins. Et 
c'est pourquoy , si par-+ 5 je multiplie—-3 le produit 

fera—15. Ce qui revient à ce qui a esté dit que si à f 

j'ajoute—3 la somme sera j—3 $ ce qui ne fait que 

deux. 

Mais quand la multiplication se fait par voye de sous-
traction , comme dans les deux derniers cas , où le mul-

tipliant a moins, il faut observer pour le multiplié ce 

qui s'observe dans Ja soustraction pour la grandeur, 

positive ou négative qu'on veut retrancher , qui est. de 

changer son signe dans le signe apposé. Et ainsi dans ces 
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xleux derniers cas le produit doit avoir le signe oppo-

sé à celuy qu'avoit le multiplié avant la multiplication. 

D'où il s'ensuit que le 3. cas où le multiplié a plus , le 

produit doit avoir moins 5 c'est à dire que si par—5 je 

multiplie -+ 3 le produit fera—15. Et que de mefme dans 

le 4. cas où le multiplié a moins, le produit doit avoir 

plus; c'est à dire que si par—5 je multiplie—3 le pro-

duit fera -+15 5 Car la multiplication se faiíant par voye 

de soustraction, multiplier—3 par—y, c'est oster j fois 

—3. Or oster une fois—3 , c'est mettre -+ 3 , comme il 

a esté dit fur le sujet de la .soustraction , donc l'oster 5 

fois, c'est mettre -+ iy ,ce qu'il falloit prouver. 

:Î.IX. Cette manière de concevoir la multiplication de moins en 

moins en la considérant comme faite par voie de foustra-

tlion, ma donné moyen dt refoudre la plus grande difficulté 

qu'on puifje comme je croy faire fur cela , & m avoit fait 

croire que ce nestoit que par accident , que moins par 

moins donnoit plus. C'tst que je ne pouvois ajuster à cette 

forte de multiplication , la notion la plus naturelle de la 

multiplication en gênerai
 3

 qui est que l'unité ( oà détermi-

née dans les nombres , ou arbitraire comme dans £ étendue ) 

doit estre au multipliant , comme le multiplié est au pro-

duit. Car cela est visiblement faux dans la multiplication 

de moins en moins
 }

 puisqu'il ne peut estre vray que l'unité 

soit a—5 comme—3 est à -+ 15 3 parce qu'il faudroit pour 

cela que le second terme estant plus petit que le v. le 4. fuft 

austì plus petit que le 3. au lieu qu'il est beaucoup plus 

grand. Je ne voy point d'autre réponse à cela que de dire 

la multiplication de moins par moins , fe faisant par voye 

de fouftra&ion , au lieu que toutes les autres fe font par 

voye d'addition, il rìest pas estrange que la notion des mul-
tiplications ordinaires m convienne pas à cette forte de 

multiplication qui est d'une autre genre que les autres, fans 

qu'il soit besoin d'en excepter la multiplication des f rallions 

corame depar— Car en quoy celle la, est différente de celle 

des vntiers , est que pour avoir le produit, il faut faire deux 

multiplications , celle du x. Numérateur par le i ce qui don-

ne ip 
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ne 10 four numérateur du froduìt & celle du i deminateur 

far le 2, ce qui donne 21 four le deminateur du froduìt. 

M^ìs l'une & l'autre fe fait far voie d'addition
 ;

 car 

on f rend le 1 numérateur autant de* fois qu'il y a d'unités^ 

dans le premier-, c'est a dire qu'on prend 2 fois , ce qui fait 

10. Et on prend aujji le 2 dénominateur autant de fois qu'il 

y.a d'unitez^dans le premier, c'est â dire qu'on prend 7 ^ foif, 

ce qui f ait n. Et c'est par là qu'il arrive que l'unité , ou 
-j~ est â ^-.comme -f-est- à ~ 

COROLLAIRE DE LA TROISIE'ME REGLE. 

C'EST sur la 3 règle qu'est fondée une invention fort 
-aisée de trouver les multiplications des nombres depuis 
5 jusqu'à 10. 

II ne faut que baisser les 10 doigts , puis relever d'une 
main autant de doigts qu'il s'en faut que l'un des nombres 
qu'on veut multiplier n'aille jusqu'à 10

 ;
 comme si ce nom-

bre est 8, en relever 2, & de l'autre de même autant qu'il 
s'en faut que l'autre nombre n'aille jusqu'à dix

 5
 comme si 

ce nombre est 7,en relever 3 : cela fait,il faut conter autant 
de dixaines qu'il y a de doigts baissez, &: multiplier les 
doigts levez d'uncmain par ceux de l'autre, en ne les prêt 
nant que pour des unitez, & on aura le nombre qu'il faut. 
La raiiònde cela est qu'on ne fait en cela ique multiplier 

100—*o—30-+ 6. somme 56. 

Car en baiflant les doigts , on fait la première multi-
plication partiale qui donne dix dizaines. 

En levant deux doigts d'une main on fait ce que doit 
faire la seconde multiplication partiale, qui est de-* 10. 
par— 2, ce qui donne

1
— 20 : car en levant deux doigts 

on oste deux dizaines. 

En levant 3 doigts de l'autre main on fait encore ce que 
doit faire la troisième multiplication partiale, qui est de 
,r+ 10 par— 3, ce qui donne .— 30 : car en levant3 doigts 
on oste trois dizaines. 

Ht enfin en multipliant lès doigts levez d'une main par 

C 
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ceux de l'autre, on multiplie—2 par—3, ce qui donne 

-+6 par la raiíon que nous avons dite. 

iXI I. Qjl A T R I E S M E R. E G L E. 

Qu A N D les termes»se trouvent avec des nombres, il 
faut multiplier les nombres, par les nombres, Scies termes 
par les termes pour en avoir les multiplications'partiales, 

en gardant les règles précédentes pour ce qui est des plm> 

(5c des moim. 

3 b zd> , L , , ■ ,. 

DIVISION. 

Elle n'a rien de particulier, linon lors que l'une des 
grandeurs incomplexes du diviseur se trouve dans toutes 
ses grandeurs incomplexes du dividende î Car alors il la 
faudra effacer dans le diviseur 8c dans toutes les gran-

deurs incomplexes du dividende.
 # 

Exemple >>* d* le quotient plus abrégé fera *-+£■-+£.. 
/-+•« ' f 

AVERTIS SÈMENT. 

Comme ces 4 opérations fur les grandeurs complexes 
marquées par lettres, est une espece de jargon quiem-

baraíïè quand on n'y estpas.accoûtumé, il est utile d'en 
proposer plusieurs exemples, où on observera les règles,; 

qu'on a doVinées aux nombres 42. 43. 44. 
EXEMPLES DE: L'ADDITION. 

SOMMES. 

1 b 1 c. 

|- 2 b -+ d H- c. 

b -+ d. 

A b-
Ajourera 

A b-
Ajoûter^ 
A b 
Ajoûter d~+ c 

A b — c 
Ajoûter Ú? -+ c 

Ajouter m~ c S. 

3 
-+ 2 dg 

m. 
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Á b -+ 7 , 
Ajoûter—

 9
aS

 &
~

ia
' 

Ajoûter -*.ia5*-*
1
'*' 

A í -+ 5 a "ì , 
Ajoûter £ —7* J * * "* 2<í-

EXEMPLES DE LA SOUSTRACTION. 

RESTES. 

De b-+ d \ , 
Oster£ —

 m
\d"* m' 

De b~±d"i . , 

Oster —4 " 
De 
Oster <r-+^j" *—s-

De Í—
FT
 7 ...... 

Oster J —a S — <* (ou ) 
De b-ì- c—d \ , 

Oktxb-+m-±d\c—m-'xd' 
De b b fr-* > , 

De £ -f \ 

Oster d\íd' 

De b~+ja7 
Oster 

De, £ 9
 a

J 
Oster^—7^J -+i6*. 

De d-+b-ï 

Oster b-+ d$ °-

EXEMPLES DE LA MULTIPJLICÀTION. 

PRODUITS. 

Par b -+ s » , , , 

Par £-+o 

Par £—n , . >'L 

Mult. ̂ 4 — r 

Cij 
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Par b-+ c-i-d"} , , 
Mult.» ^bm-±cm-,dm. 

Par b -f c-+ d\ , , , , , 
MulU \bb-*bc*bd. 

Par b-*c>—d?,, , 
Mult.*~c \bb—cc—b d—-±a. 

Par b-*c—dr, , 

EXEMPLES DE LA DIVISION. 

Q^U O TIE NT.S. 

Dividendebbcc7 , , 

Diviseur c c\ b b' 
Divid. bcdf\ 

Diviseur cfìbá' 
Divid. b a -+ ca -+ da \ 
Diviseur b-hc—d. $ a' 

Divid. b a-+ ca~¥ d a' 

Divid. b b—a a 
Diviseur b—a <b^a-

Diviseurs b-+c-* d. 

Divid. bb-±aa-±i,ba~> . 

Diviseur b^a $ ' 
Divid. b b—a a? , 
Diviseur. b-+a \ b a' 

DES EQUATIONS 

límil r, TOUTE égalité entre deux grandeurs se peut appelíer 
équation : mais pour l'ordinaire on donne ce nom à lé-

galité de deux grandeurs complexes, comme b f -+ / g 

Ou au moins dont l'une est. complexe , comme è 
-+ c tzd. 

Chacune de ces grandeurs égales peut estre appeilée 
membre de l'équation. 

I x i v. IL est souvent tres_utile de trouver des équations, ôc 

l'un des plus grands secrets pour les trouver est de pou-

voir donner à une même grandeur diverses.dénomina-
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tions, parce que souvent une dénomination en fait voir 

Pégalité avec une autre grandeur qu'une autre dénomi-
nation n'auroit pas fait voir. 

Ainsi aiant une grandeur comme b partagée en deux 

portions, comme c ècd ,on peut nommer chaque portion 

ou par son propre caractère, comme c, ou par le caractère 

du tout moins l'autre partie. Car il est bien visible que b 

estant égal à C-Ï d chaque partie est égale au tout moins 

l'autre partie ,.& qu'ainsi c zzb—d>Ezd^r: b—c. 

Or il y a beaucoup de rencontres où il est plus avanta-

geux de nommer une partie du nom du tout moins l'autre 

partie que de luy donner un nom propre. Comme au con-

traire il est quelquefois plus utile de donner un nom pro-

pre à ce qui est marqué par une grandeur moins quelque 
chose. 

THEOREME. 

LA plus importante observation touchant les Equations 
est celle-cy. 

On peut transférer chaque terme d'un des membres 

d'une équation en l'autre fans en troubler l'égalité, pour-

veu qu'on en change les signes, c'est à. dire que Postant 

d
?
ùn des membres où il estoit avec plus, on le mette dans 

l'autre avec moins ou au contraire. Par exemple, 

b —t- d ZZ.f. 

Je puis transporter d en l'autre membre en changeant 
de signe & mettant 

b ~f—-d. 

- Et si au contraire on avoit 

b—d =g. 

. On pourroit mettre 

b zzg -+ d. 

Que si on tranfportoit tous les-termes d'un membre 

dans l'autre membre en les changeant chacun de signe, le 

membre où onauroit transporté tous les signes feroit égal 

à rien, comme feroit celuy d'où on les auroit transportez. 
Car si 

Ciijs 
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b -+ d—f *-rp -+ q—r. 

b -+ d—f— p — q -f r tr à zero. 

Et lion ne laisse d'un coíle qu'un terme avec un moins\ 

cela fera que le membre où on aura transporté les au-

tres termes íera égal à zero moins ce terme-lá. 

b~+dt^f— g. 

b -+ d / g. 
C'est à dire fera moins que rien. Ce qui semble impossi-

ble à concevoir, quoy que cela ne soit pas sens exemple 

même dans le langage commun, puis qu'on dit d'un hom-

me endebté qu'il s'en faut vingt mille éfcus qu'il n'ait 

un fou. 
L x v i. LA raison de tout cela n'est autre que les deux maximes 

de l'égalité. 
Si à grandeurs égales on en ajoute d'égales, les tous 

feront égaux. 
Si de grandeurs égales on en oste d'égales, les restes 

íèront égaux. 

Car si b—d 55g. 
En ajoutant d de costé 8c d'autre ils demeureront 

égaux. 
Or pour ajouter d au membre où il est avec moins, je 

n'ay qu'à le retrancher 3 puis qu'auísi bien si je l'ayois 

ajoûté en disant, 
b—d-h d. 

—d 5c -+ d. ne feroient rien par le 4e principe. 

Et pour ajouter d à l'autre membre où il n'est point 

du tout, il faut que je l'y mette avec plus en disant g-*, d. 

Et par conséquent ce transport d'un terme d'un mem-

bre en un autre en changeant le moins en -plus ne fat qu'a-

jouter choses égales à choses égales, ce qui ne trouble 

point l'égalité. 

Et si j'avois b -+ d 5= f. 

En retranchant d de costé &í d'autre ils demeureront 

égaux, 1'■ 

Or pour retrancher d du membre où il est avec wsxplus 

je n'ay q'uàl'oster tout à fait, puis qu'on ne peut pas mieux 
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le retrancher qu'en le supprimant. 

Et pour le retrancher du membre où iln'estoit point du 

tout, il faut l'y mettre avec unmoins, en disant/— d. 
Et par conséquent ce transport d'un terme d'un mem-

bre à un autre en changeant le plus en moins , ne fait 
qu'oster choses égales de choses égales, ce qui ne trouble 
point l'égalité. 

EXEMPLES. 

DE LA SOLUTION D'UN PROBLÈME PAR EQUATIONS. 

ON feint qu'une Mule allant avec une Aíheílè se plai- L x v 11. 

gnoit d'estre trop chargée, & que la Mule luy dit j Si je 
t'avois donné un de mes sacs, nous en aurions autant l'une 

que l'autre : òc si tu m'en a vois donné un des tiens, j'en 
aurois le double de toy. 

On demande combien chacune portoit de sacs. Et on 
le trouve ainsi. 

Le nombre inconnu des sacs de la Mule soit appelle A. 
& de l'Asnesse B. 

Par la première hypothèse 

A— i t=.B ~h r. 
Donc ajoûtânt i de part &c d'autre 

A ~B ~+ i. 
Par l'autre hypothèse. 

A -+ i est égal à deux fois B—i,c'est à dire à z B — x. 

Donc en mettant au lieu à'A, B -+ i qui luy est égal. 

B -+ 3 zziB—i. 
Donc ajoutant z de part èc d'aure 

B-* ] zziB. 
Donc ostant un B de part & d'autre 

5=J?. 
C'està dire que B ,1e nombre des íacs de l'Âsnesle, est 5, 

& 7 celuy des sacs de la Mule. 

SECOND EXEMPLE. 

AYANT rencontré des pauvres Sc leur voulant donner Lxvm. 
à chacun 5 sols, j'ai trouvé que j'en avois un de trop peu. 
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Et ainsi ne leur ayant donné qu'à chacun 4, il m'en est 
resté 6. Combien y avoit-il de pauvres, &t combien a vois-

je de sols. 
Soit le nombre des pauvres appelle A-

Par l'hypothese 

5 A—1 4 A -4- 6. 
Donc ajoutant 1. de part & d'autre 

5 A ^4 A-+-J. 

Donc estant 4 A de part,& d'autre 

Donc il »y avoit 7 pauvres. Et j'avois 34 fols. 

TROISIE'ME EXEMPLE. 

L 1 x. N'AYANT que des Carolus de io deniers Sc des pieces 
de 3 blancs de i$ deniers, faire 20 sols en 20 pieces. 

Soient appellèz le fol A. 
Le Carolus 2? !=: A—2 den. 

La piece de trois blancs C ~A-+} den. 

Multipliant B par la différence de C c'est à dire 

prenant 3 B 3 & Cpar la différence de B â ̂ , c'est à dire 
prenant 2 C. 

Je dis que 3 B -+ 2 C valent 5 
Car 3 2? cr3^—6 den. 

den. 

Or plus & moins valent zero. Donc, ècc. 

Or 4 fois 5 valent 20 

Donc 4 fois3 2?, c'est à dire 12 2?, &4 fois 2 C, c'est â 
dire 8 C valent 20 A. Ce que l'on cherchoit. 

Cette équation est le fondement d'une règle d'Arith-

métique qu'on appelUe la règle d'alliage. 

NOUVEAUX 
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NOUVEAUX ELEMEMS 

GEOMETRIE 
LIVRE SECOND. 

DE LA RAISON ET PROPORTION 

GEOMETRI QJJ E S. 

IE N n a jamais esté moins bien èclaircy dans 

toute la Géométrie, que la nature de ce qu'on 

appelle Raison : & /''Auteur de ces Elemens 

n a jamais esté fort satisfait de ce qu'il en a 

dit dans la première Edition de ce Livre. 

Mais tin Gentilhomme Flamand nommé M. 

de 2/onancourt, qui a beaucoup de lumières , non feulement 

dans ces fortes de Sciences,, muis aujjì dans la Philosophie 
& dans la Théologie, luy ayant fait voir un petit Traité 

Latin intitulé Euclides Logiíticus, feu de Ratione £ù~ 
clideâ 3 il avoue que cela luy a ouvert les yeux, & luy a 
fait concevoir des Notions beaucoup plus nettes touchant cet. 

te Matière qu'il n'en avoit auparavant : & c'est pourquoy 

on trouvera que ce second Livre & le troisième font presque 
toui<change% 

D 
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PLAN GENERAL 

DES PROPORTIONS. 

G N peut comparer ensemble deux grandeurs en deux 

différentes manières. 
L'UNE est., en considérant de combien Tune surpasse l'au-

tre quand elles font inégales, ce qui s'appelle Différen-

ce: comme si je dis que z est la différence de 7 à 5. 

L'AUTRE est, en considérant un autre rapport qui s'ap-

pelle Raison , que nous expliquerons plus bas. 
Qu E si deux grandeurs ont entr'elles ou mefme diffé-

rence, ou mefme raison que deux autres, cela s'appelle 
Proportion : mais quand c'est une égalité de différence , 

cela s'appelle Proportion Arithmétique. 
ET quand c'est une égalité de Raisons., Proportion 

Géométrique. 
MAIS parce qu'on n'a point d'égard dans la Géomé-

trie à la Proportion Arithmétique , & que quand on 
parle absolument de Proportion on entend toujours la 
Géométrique, cest à celle-là que nous nous arrêterons 5 & 

;nous tâcherons d'expliquer plus clairement que l'on ne 

;fait d'ordinaire ce que c'est que Raison, qui est le «fon-

dement de la Proportion Géométrique. 

SECTION PREMIERE. 

DE LA RAISON, 

DÉFINITIONS. 

■L A quantité relative d'une grandeur comparée à une; 

autre, est ce qu'on appelle Raison. 
LA quantité relative de 12 à 8, est la Raison de 12 à 8. 

DE B à C est la Raison de B à C. 

LA Raison que l'on compare s'appelle antécédent y èz 

celle avec qui on ía compare -, conséquent. 
Remarques four mieux faire comprendre la nature de 

la Raison. 

QUAND on considère une grandeur feule, 011 n'y con-
sidère que fa grandeur abíôluë : ainsi en comptant tous. 

,les Soldats d'une Armée de 10000 hommes, en y trouvanc 
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10000, je dis que c'eûVuiie Armée de 10000 hommes 
Mais si je compare cette Armée avec une autre de iooooo 
ou de 4000, la notion de fa grandeur change j car je la 
trouve petite comparée avec la première ,, &. grande 
comparée avec la seconde. Or c'est ce que j'appelle 
Quantité relative, en quoy consiste ce que les Géomè-
tres appellent Raison. 

QUOY que toute Raison demande deux termes, néan-
moins la Quantité relative en quoy la raison consiste, 
convient proprement à Fantecedent, &non pas au con-

séquent • comme encore que la Paternité suppose lePere 
& le Fils , néanmoins elle ne convient qu'au Pere & 
non au Fils j ôc la Filiation ne convient qu'au Fils Scnon 
au Pere. 

COMME la Raison est une quantité , quoy que relative, 
toutes les proprietez de la quantité luy conviennent: 

c'est pourquoy une raison est égale, ou plus grande, ou 
plus petite qu'une autre raison. 

RIEN ne peut mieux faire comprendre ce que c'est que 
Raison , que les fractions ou nombres rompus, qui se 

marquent par deux chiffres, avec une ligne entre deux, 
dont le plus haut, qui s'appelle numérateur, est comme 

['antécédent
 5

 &z le plus bas, qui s'appelle dénominateur, 
est comme le conséquent : car les nombres entiers signi-
fient une quantité absolue, en ce que 3,.par exemple, 
signifie crois imitez, 4;quatre unirez,,&c. au lieu que 

dans les fractions le numérateur ne, signifie que par rap-
port au dénominateur : De forte que trois fractions qui 
ont toutes le nombre 2 pour1 numérateur, &c qu'on en 
cache le dénominateur, on ne sçait ce que ce 2 veut 

.dire j mais si on les découvre,.& que ce fpient ~- i ~,.. 
dans la première il signifiera deux-tiers, dans la secon-
de deux cinquièmes, dans la troisième deux septièmes 
& il faut remarquer que plus ce dénominateur est un 
petit nombre, plus la fraction est grande : & au contrai-

re , car au lieu que 3 est un moindre nombre que 5, &: 5 

que 7 , deux tiers est plus que deux cinquièmes, &deux< 

1 
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cinquièmes plus que deux septièmes

 ;
 ce que nous di-

rons dans la fuite estre la mefme chose dans les Raisons
5 

celles qui ont un mefme antécédent & divers consequens 
estant d'autant plus grandes, que leur ^conséquent est 

plus petit. 
PR E MI E R E D IV ï SIO N, 

TOUTE Raison est d'égalité ou d'inégalité. On appelle 
Raison d'égalité

 ;
quand .l'antecedent est égal ,au consé-

quent, comme la Raison de B à B, de 12 à 12, d'i à 1» 

d'inégalité quand l'antecedent est plus grand ou plus pe-

tit que le conséquent, commeJa Raison de S à 12, ou 

de 12 à 8. 

A VERT I SSÉMEN'T. 

fi 11 ne faut pas confondre la Raison d'égalité avec Féga* 
lité des Raisons ; car deux Raisons peuvent efire égales en-

tr'elles, quoy que chacune soit une Raison d'inégalité. 
SECONDE ^DIVISION. 

LA Raison d'inégalité se divise encore en celle qu'on 

appelle de nombre a nombre, &. celle qu'on appelle Raison 
sourde. 

ON dit que deux grandeurs ont entr'elles une Raison 

de nombre à nombre , ou quand l'une est précisément 
contenue tant de fois .dans Tautrè-. comme la Raison du 
pied à la toise, la Raison de 4 à 12 j ou au moins, quand 
quelques aliquotes de l'antecedent sont précisément un 
certain nombre defois dans le conséquent, comme la rai-
son d'une aulne,à unctoise 3 parce que le pouce, qui est 
la 44e partie d'uneaulne, est 72 fois dans la toise. 

QUAND les grandeurs ont entr'elles une raison de 

nombre â nombre , on dit qu'elles sont commensu-
rables, parce qu'elles ont quelque partie qui peut servir 
â l'une òc à l'autre de commune mesure. 

C'EST ce qui convient à tous les nombres qui ont 
tous au moins l'unité pour mesure commune. 

ET c'est aussi-, ce. qui a fait que l'on appelle cette raison 
dénombre à nombre. 

ET le plus court aussi est d'exprimer ces raisons par les 
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moindres nombres qui en ont une semblable, comme de 

dire que l'aulne est à la toise comme 44 à 72
 5
 c'est à 

dire comme n à 18. 

LA Raison sourde , qui est opposée à celle-là , est 

quand deux grandeurs ont une certaine Raison entre 

elles, qui ne peut estre marquée par aucun nombrej 
parce que chacune ayant des parties aliquotes de plus 

petites en plus petites, à l'infiny : II ne peut néanmoins 

arriver qu'aucune, quelque petite qu'on la prenne , me-

sure justement l'autre grandeur, c'est à dire qu'elle y soit 
précisément.5 mais y il aura toujours quelque reste plus 
petit que cette aliquote. 

CELA paroît d'abord incroyable, 5c néanmoins il y a 

démonstration qu'U y a des lignes qui sont incommensu-

rables à d'autres lignes, comme le costé du quarré à la 
Diagonale. 

DE LA COMPOSITION 

DES RAISONS. 

"GOMME la Raison est une quantité-ou grandeur, quoy 

que relative, tout ce qui convient â la quantité ou gran-

deur en gênerai convient aussi á la Raison. 

:£t ainsi comme deux grandeurs peuvent estre compa-

rées ensemble, deux raisons le peuvent estre auísi : 5c, 

alors, comme il y a quatre termes dans cette comparai-

son , le premier 5c le quatrième qui sont l'antecedent de 

la première Raison & le conséquent de la deuxième, 

s'appellent extrêmes
 ;

 5c le deuxième 5c le troisième qui 

font le consequent de la première Raison 5cl'antecedent 
de la seconde, s'appellent mcyens. 

QUE si considérant ensemble plusieurs Raisons le con-

sequent de la précédente est toûjours le meíme que l'an-

tecedent de la suivante, ces Raisons peuvent estre ap~ 
pellées continues. 

MAIS ce qu'il y a de plus remarquable dans cette com-

paraison de Raisons, est que comme une grandeur com-

parée â une autre luy est égale ou inégale , 5c quand el-

le est inégale qu'elle est plus grande ou plus petite : II 
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faut auíïï qu'une Raison comparée à une autre luy four 
éçale ou inégale , 5c quand elle est inégale qu'elle luy 

soit plus grande ou plus petite. 
ET comme c'est dans cette comparaison de deux gran-

deurs que consiste la Raison d'égalité ou d'inégalité, 
il est clair encore que deux Raisons estant comparées 
ensemble, en sorte que l'une soit l'antecedent &c l'autre 

* le conséquent de cette comparaison,.elles ont entr'elles 
une nouvelle Raison,,ou d'égalité fi, elles font égalesv 

©u d'inégalité si elles sont inégales. 
OR quand c'est la Raison d'égalité qui est entre deux 

Raisons, c'est à dire quand deux Raisons font égales, 

cela s'appelle proportion, ou proportion géométrique. 
DEFINITION 

DE LA PROPORTION GÉOMÉTRIQUE. 

AINSI ce qu'òn entend par la Proportion Géométrique r, 

ou par le mot de Proportion quand onai'y ajoute rien , , 
n'est autre chose que l'égalité de deux Raisons, qui con-
siste en ce que la quantité relative d'ùn^antecedent com-
paré à son conséquent,, est égale à la quantité relative 
d'un autre antécédent comparé aussi à son conséquent. 

LA Proportion s'explique en diverses manières, c'est 
a dire qu'il y a diverses façons dé parler peur signifier 

que quatre grandeurs, comme B, C, F, G, sont propor-
tionnelles. On dit premièrement que la première est à la 

seconde comme la troisième â la quatrième; que B est: 

à C comme F à G. 

i. Que la raison dé la première à la seconde est: égale 

â la Raison de la troisième à la quatrième. 
3. Que la première a la mefme Raison à la seconde 

que la troisième à la quatrième ; & pour abréger on se 
sert de quatre points : : entre les deux Raisons B C : : 

F G. 
DÉFINITION. 

Nous avons déja dit que comparant ensemble deux 
Raisons, l'antecedent de la première & le conséquent 

de la seconde s'appellent extrêmes ; & l'antecedent de la 
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íseconcle & le conséquent de la première les moyens Î 

Mais dans les Raisons égales les extrêmes & les moyens 
font dits eílre réciproques les uns aux autres ; c'est à 
dire que le premier & le quatrième terme font réci-
proques au deuxième èc au troisième. 

Av E RTI S SEMENT. 

NOUS avons âéja dit que la Raison estant une quan-
tité, quoy que relative, comme deux grandeurs estant corn-

■parées l'une à l'autre font mie Raison j «n peut aujji comparer 

deux Raisons l'une a d'autre,, comme la Raison B à Jf. i 
la Raison C à Js , & confiderer quelles Raisons elles ont 
entr'elles ; & alors la première Raison (qui a son antécédent 

& son conséquent J n'est que l'antecedent de cette nouvelle 

Raison que l'on cherche entre ces deux Raisons, & U secon-
de Raison en est le conséquent ì & que pour mieux marquer 

il semble alors à propos de mètre les confequens de ces 
Raisons que l'on compare au dessous de leurs antecedens, 

. avec une petite ligne entre deux, comme on fait dans k* 
JF raclions en cette manière. 

B C 

~X~ X 

"OR cela estant ainsi, ces deux Raisons considérées en 
xette manière peuvent estre entre les deux premiers ter-
-mes d'une position , dont les deux derniers seront on 
deux grandeurs absolues,, comme si je dis, la Raison 
de B à X esta la Raison de C à X, comme B est à C. 

B C . 

T T-BC 

ou deux autres Raisons, comme si je dis, la Raison 

d'X à X est à la Raison de B à X, comme la Raison d'X 
À C est à la Raison de B à C. 

X B - X B 

X x * * c c 
P R O P ORTÎ ONS, 

ou RAISONS EGALES NATURELLEMENT 

-ao N N u E s. 

ON ne fçauroit mieux faire comprendre ce que c'est 
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que proportion ou égalité de Raisons, que par des exem-

ples de proportions naturellement connues, qui servi-
ront aussi de principes pour connoiílre celles qui ne se 
discernent pas íi facilement. 

I. 
TOUTES les Raisons d'égalité font égales entr'elles

} 
la Raison de B à B est égale à la Raison de C à C, la 

Raison d'i à j est égale à la Raison de 3 à 3. 

II. 
LA Raison d'une grandeur à son multiple quelconque, 

est égale à la Raison d'une autre grandeur à son équi-
multiple. La Raison de B au triple de B , est égale à la 
Raison de C au triple de C. 

La Raison de 2 au triple de 2 (qui est 6) est égale % 
la Raison de 5 au triple de 5 ( qui est 1 j. 

III. 
LA Raison d'une grandeur à une autre grandeur est 

égale à la Raison de leur équimultiple. 

La Raison de B à C est égale.à. la Raison du triple.dé 
B au triple de C. 

La Raison de 1 à 5 est égale à la Raison de 6 triple 
de 2. à 15 triple.de 5. . 

IV. 
LA Raison des multiples différents dé la mefme gran-

deur est égale â la Raison des multiples d'une autre 
grandeur pareils aux premiers, chacun à chacun Sedans 
le mefme ordre.. 

La Raison de 3 B a 5 B. est égale à la Raison de 3 C 
à,j. C. V. 

LA Raison des multiples pareils de deux grandeurs, est 
égale à la Raison d'autre multiples pareils de mefme 
grandeur. 

La Raison de 3 B à 3 C est égale à la Raison de 5 B á 

Av ES. TISSEMENT. 

TOUT ce qu'on vient de dire des multiples se peut dirè 

mffì des aliquoteSy n estant que la mefme chose faus un autre 

notn> '* 
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nom 5 car toute grandeur est multiple deses aliquotes, d* 

quote de ses multiples. 

DÉFINITION. DIVISION. 

LA Proportion discrète ou continue : On I'appelle 
discrète quand le conséquent de la première Raison est 
diffèrent de l'antecedent de la seconde, comme dans 
tous les exemples qu'on a rapporte. B C. : : F G. 

On I'appelle continuë quand la mefme grandeur qui 
est le conséquent de la première Raison est l'antecedent 
de la seconde, comme si je disois B est à C, comme à 

D B C : : C est à D C D 5 ce qui se peut aussi marquer 
ainsi-!!- B C D. 

DÉFINITION. 

CETTE proportion continuë s'appelle Progression, 
quand y ayant plusieurs raisons égales de suitte, le con-
séquent de de la précédente est toujours l'antecedent de 
la suivante comme B est à C , comme C à D , comme 
D à F, comme F à G, Sec. Ce qui se marque ainsi -^Î-

BCDFG. 

I. AXIOME. 

LA Raison d'un antécédent à un conséquent, a pour 
parties les Raisons de chaque parties de l'antecedent à 
ce mefme conséquent, Sc cette raison est égale â toutes 
les raisons partiales de l'antecedent prises ensemble au 

mefme conséquent, soit la grandeur T, divisée en plu-
sieurs parties égales , ou inégales , comme M P Q^si 
on compare T à quelque autre quantité comme O : en-
sorte que T soit l'antecedent, 6c O le consequentLa rai-
son de T à O, a pour parties les raisons de M à O, de P à 
O, de Qà O, Sc leur est égale. 

"~o o o "o 
CAR T valant M H-p.-f Q. il est visible que Test 

égale a M -+ P -+ Q 

Ò " 

Remarquez que je dis que la Raison ~ ., a pour parties 
les raisons f £ g-, 6c non pas qu'elle en est composée, ce 

E 
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qui signifie tout autre chose comme on verra dans la 

suitte. 
I I. AXIOME. 

LA Raison drunantécédent à un conséquent, est éga-
le à la Raison d'un autre antécédent moindre que le pre-
mier au mefme conséquent, plus la Raison de la gran-
deur dont un antécédent surpasie l'autre au conséquent. 
Et ainsi la Raison du plus grand antécédent au consé-
quent est plus grande que la Raison du plus petit anté-

cédent à ce mefme conséquent.. 
C'est une suitte de L'Axiome précédent. 

CAR la Raison du grand antécédent au conséquent, a 
pour parties la Raison du petit antécédent au consequent 
plus la Raison de la quantité , dont le grand antécédent 
surpasse le plus petit, â ce mefme conséquent , &; elle 

leur est égale. 
Cette qu -ntité dont une grandeur en surpasie une au-

tre, s'appellela Différence qui est entre ces deux gran-
deurs , soit B plus grand que C, &c la différence de B 
à C, soit aopellé X : ensorte que C -K X , soit égal à 

B | est égai'à | —f
 r

v. 
III. AXIOME. 

LA Raison de l'antecedent â une partie du consequent 
est plus grande que h raison du mefme antécédent à tout 
le consequent , &c ainsi !a raison d'un antécédent à un 
conséquent est une plus grande raison que celle du mef-
me antécédent à un autre consequent plus grand que le 

premier. 
La Raison de B à X partie de D est plus grande que 

la Raison de B áD, & de mefme si X est plus petit que 
Y. La Raison de B à X , sera plus grande que celle de 

B à Y. 
IV. AXIOME. 

LES Raisons qui ont un mefme consequent font en-

tre elles comme leur antecedens,§ : : B C. 

C'est une fuite du z Axiome ^ car si deux antecedens é-
tant comparez à un mefme consequent, la Raison du plus 
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grand antécédent est plus grande que celle du plus pe-

tit. II faut que ces raisons soient entre elles comme les 
antecedens. V. AXIOME. 

LES Raisons qui ont un mefme antécédent font en-
tre elles comme leurs confequens dans un ordre récipro-
que ou renversé, c'est a dire que la première est à la fé-
conde , comme le conséquent de la seconde est au conse-
quent de la première ~ | : : C B. 

C'est la suitte du troisième Axiome
 ;
 car si comparant 

le mefme antécédent à difFerens confequens , la Raison 
de cet antécédent à chaque consequent est plus grande 
quand le consequent est pins petit, 6e plus petite quand 
le consequent est plus grand. II est clair que ces rai-
sons doivent estre entre elles comme les confequens dans 

un ordre renversé, puisque si le conséquent de la première 
est plus grand que le consequent de la seconde. La pre-
mière sera plus petite que la seconde, comme le conse-
quent de la seconde est plus petit que le conséquent de 
la première. 

VI. AXIOM E. 

S1 deux raisons font égales à une mefme raisons : elles 
font égales entre elles. 

BC
'.«MN 

F G. • • 

Donc B C. : : F G. 

Et c'est la mesine chose que si deux raisons font égales â 
deux autres raisons chacune a chacune, elles font éga-
entre elles, si les Raisons I 6c O estant supposées égales, 
la Raison A est égale à la, Raison I , Se la Raison E, égale 

á la Raison 0,6e A Se E feront égales entre elles. 
COROLLAIRE. 

QUAND plusieurs proportions discrètes considérées 
ensemble , sont telles que les deux derniers termes de la 
précédente font toujours les deux premiers termes de la 

suivante:elles peuvent estre appellées continues en leur 
manière, ou discrètement continues, 6e alors il est clair 

que toutes ces raisons de ces diveríès proportions font 
Eij 
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égales , Se qu'ainsi l'on peut toujours conclure que 
les deux premiers termes sont entre eux comme les deux 
derniers , ce qui fera d'un grand abrègement dans la 
suitte. Exemples dans les nombres. 

i£ : : J; L : : 2, S : ' — L 
n il 3 7 3 i s M 

Donc * 'i • • 2. \. 

VIII. AXIOME. 

DEUX grandeurs sont égales lors qu'elles ont même 
Raison aune mefme grandeur, ou qu'une mefme gran-
deur à mefme Raison à chacune. 

Si B S : : D S . 
Ou que S B :: S D. 
Donc B est égal à D. 

Que si ce sont les grandeurs B & D qu'on suppose éga-
les, elles auront mefme Raison à une mefme grandeur-, 
& une mefme grandeur aura mefme Raison à chacune. 

Si Best égale à D B S : : D SSe S B : : S D. 
Le fondement de tout cela, est qu'il est clair qu'en ma-

tière de Raison deux grandeurs égales, Se une mefme 
grandeur deux fois repetée font la mefme chose. 

VIII- AXIOME. 

II peut y avoir trois sortes d'égalitez en 4 termes qui 
font deux Raisons. 

1. L'égalité des antecedens qui font le 1. Se le }' de ces 
4.termes. 2. L'égalité des Raisons meímes. 3. L'égalité 
des confequens qui sont le z 8e le 4 , Se deux de ces éga-

lirez estant données donnent celle qui reste, soient les 
2 Raisons f. & f. 

Preuve du premier Se 2 cas, supposé que le 1 terme soit 
égale au 3, Se le 2 au 4. B à D Se S à T par ces hypothè-
ses,^ le septième Axiome B S : : D S : : D T, donc 
parle vie B S : : DT. 

Preuve du3e. cas, supposé que | soit égale à f Se B é-
gale â D par ces hypothèses, Se le v 11. Axiome B S : : 
D T : : B T donc par le v 1 r. S est égale à T. 

C'est la mefme chose si on suppose que S est égale àX, 
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on en conclura de la mesme sorte que B sera égale à D. 

CoROLLAI RE. 

IL en est de mesme des Raisons que des Grandeurs
 5 

ear i considérant ensemble 4 Raisons, elles seront pro-
portionnelles , Si la 1 est égale à la $

e
 &: k 2 à la 4. Ainsi 

parce que la Raison de 2 à3, est égale à la Raison de 4 

à .6 , & la Raison de 5 à 7, égalie à celle de 15 à 11 ~ \ ^ 
2. Supposant que ces 4 Raisons íbnt proportionnelles. 

Si la 1 est égale à la 3
e

, la 2 le fera à la 4, êc réciproque-
ment si la 2 est suposée égale âla4% la 1. le sera à la3

e
. 

IX. A XI O M E. 

QUAND on a deux proportions
3
les4 Raisons de ces 

deux proportions font proportionnelles. La 1 Raison de 
la r

e
 Proportion estant à la i

re
 Raison de la 2 Proportion, 

comme la 2 Raison de la 1" Proportion est à la 2 Raison 

de 1a derniere. Si B C : : F G & M N : : P Q ~ £ : : § ~, 
Caria 1 Raison § est égale à la 31 par ce que ce sont 

les deux Raisons de lai Proportion la2 est égale âìa 
4 parla mesme Raison .Donc par le v 11 K Axiome , il y 
a une nouvelle proportion entre ces 4 Raisons. 

X. AXIOME. 

ON ne change rien dans une proportion quand on ne 
fait qu'en tranipoíèr les raisons $ car deux choses égales 
demeureront toûjours égales de quelque manière qu'ory 
les dispose. Si donc 
B C. : : F G. 

F G. : : B C. 

I. THÉORÈME. 

DEUX Raisons font égales quand toutes les Aliquofes 
pareilles de chaque antécédent font également contenues 
dans son conséquent. 

Soient4 grandeurs B C F G, & les Aliquotes quel-
conques de B soient appellées X, & les pareilles de F 

soient appellées Y.rje dis que B C : : F G si X & Y font 
également contenues dans Jes confequens C 8c G. 

Mais cela peut estre entendu en deux manières. La 

première est quand X est précisément autant de fois dans 

Eiij 
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C qu'Y est dans G, &í alors il n'y a aucune difficulté, & 

il suffit memie d'avoir examiné une feule Aliquote pareil-

le des antecedens ; car il est visible que si X [ - de B ] 

est sept fois dans C, & Y [ '- de F ] 7 fois dans G B C r r 

F G 10. X 7. X::ioY7.Y 

L'autre manière fait toute la difficulté , c'est quand uné 

Aliquote quelconque de B que jenomme X, n'est jamais 

précisément tant de fois dans C,Biais toujours avec quel-_-

que reste 5 car alors l'Aliquote quelconque pareille de F 
ne peut estre également contenue dans G , que par ce 

qu'elle y fera autant de fois que X dans G. Mais tou-

jours avec quelque reste comme si X ~ de B est dans C 

7 fois plus R & Y ~ de F est aussi dans G sept fois plus 

R.. Je dis que quand on peut fçavoir que cela se trouvera 

généralement dans toutes les aliquotes pareilles des an-

tecedens- c'est à dire qu'elles seront toutes au moins en 

cette manière également contenues dans les consequens, 

les Raisons de ~ &~ feront égales , je ne fçay si on le 

peut mieux prouver qu'en cette manière. 

Si les Raisons |-& | n'estoient (pas égales dans cette 

supposition 5II faudroit que la première fust plus ou moins 

grande que la seconde , & &c si elle estoit plus grande 

en augmentant son conséquent de quelque chose on la 

diminueroit ,• ôc par là 011 la pourroit rendre égale à~ 

comme au contraire si elle estoit moins grande, on pour-

roit ajouter quelque chose au conséquent de la seconde, 

&c par là rendant cette seconde moins grande, on pour-

roit encore faire que la première luy fust égale, 

Or on ne fçauroit augmenter C de quoy que ce soit 

qu'on ne rende la Raison- plus petite qu'il ne faut pour 

estre égale à ~ ce que l'on peut prouver ainsi ajoutant 

Z à C quand Z ne feroit que la millième partie de l'é-

paifleur d'un cheveux. Je dis que la Raison feroit 

plus petite qu'il ne faudroit pour estre égale à - car si l'on 

prend l'Aliquote X plus petite que Z , il est manifeste 

que X fera dans C H- Z une fois plus que dans C : de 

forte que si X est la ,~ de B & qu'elle soit 870 dans 
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Cla mesme X [ prise corame il a cité dit plus petite que 

Z ] fera dans C -+ Z 8702 -+ R au lieu que Y qui est auíìì • 
la de F ne fera dans G que 8701 -+ R. 

Or il est clair que la Raison de 10000 X a 8702 X 
plus R est plus petite que la Raison de 10000 Y 8701 
Y H- R. 

Donc on ne peut rien ajoutera C qu'on ne rende 
plus petite que |. II est aisé de voir que l'on prouvera 
de la mesme sorte qu'on ne peut rien ajouter à G que 
l'on ne rende la Raison ~ plus grande que G -4- Z. 

Donc la Raison ~ n'est ny plus ny moins grande que 
la Raison f 

Donc elle luy est égale. 

II. THÉORÈME. 

SI 4 grandeurs font proportionnelles : elles le seront en 
les renversant ^ c'est à dire en comparant le premier con-
séquent au premier antécédent, 8c le second conséquent 
au x antécédent , le 2 terme au premier , le 4 au 3e, ce 
qui s'appelle Permutando. Si B C : : F G , je dis que C 

B : : G F
 ;
 car | ~ : -. 1| par le Corolaire du 8 Axiome, 

laseconde de ces Raisons estant égaleâla 4
e
par l'hypo-

thefe , & k première 6c la y estant des Raisons d'égalité. 
Or les deux premières Raisons aiant mesme conséquent 
sont comme leurs antecedens par le 4e Axiome, & il en 

est de mesme des deux dernieres qui ont auíE mesme 
conséquent. Donc C B : : G F, ce qu'il faloit démontrer. 

Co K OLL AI RE. 

Si 4 grandeurs íont proportionnelles , elles le feront 
en les prenant à rebours ; c'est à dire que la ,4= fera à la 

3e comme la 1 à la r íì B C : : F G. G F : : C B par se • 
précédent Théorème. La 2 est à la f comme la 4 est à 
k 3' C B : : G F. 

Donc par le X Axiome en transposant les Raisons la 4= 

fera à la 3e comme la 2 àla 1 G F :.- C B : autrement par 
l'hypothefe , les Raisons | & | font égales , donc par 

le IX. Axiome | | : : | £ donc par le 4° Axiome G B 
::CB. 

/ 

SCD LYON 1



4o NOUVEAUX ELEMENS 
III. THÉORÈME. 

Si 4 grandeurs font proportionnelles, elles le seront en-
core en les prenant alternativement

 ;
 c'est à dire en com-

parant les antecedens ensemble, 8c les conséquent ensem-
ble, le Ve terme au y, & le 2 au 4E, ce qui s'appelle Al-

ternando. Si B C : : F G. Je dis qn'Alternando B F : : CG
5 

car | | : : I g par le 8' Axiome 8c son Corollaire. La pre-
mière Scia y Raison estant égale par l'hypotheïè, ôcia 2 
8c la 4E estant la mesme. Or | \ j B F par le vi Axio-

me , ôc | \ C G par le v1 Axiome. 
Donc B F : : C G par le ce qu'il falíoit 

demonstrer. 
COROLLAIRE. 

Si 4 grandeurs íbnt proportionnelles , elles le feront 
encore en transposant la première, 6c la 4E, c'est à dire 
que la 4' sera à la seconde, comme la 5' à la ie si B C : : 
F G C G : : F B 5 car par le précédent Théorème, la 1' 

est à la 3e comme la 2 à la 4" B F : : C G. Donc Permu-

tando la 3 est à la ie comme la 4' est à la 2 F B : : G G , 
donc parle X Axiome en transposant les Raisons. La 4e 

fera à la 2 comme la 3' à la ic G C : : F B. Autrement par 
le précédent Théorème, les Raisons \ 6c % : : \ donc 

par le 4E Axiome G C : : F G. 

HUIT DISPOSITIONS. 

■Dans lesquelles 4 Grandeurs f cuvent estre proportionnelles. 

II s'enfuit deux choses de ce quedeffus : 1 que 4 gran-
deurs estant proportionnelles elles le font toujours de 

quelque manière qu'on les transporte , pourveu que les 
extrêmes demeurent extrêmes, 6c les moyens, moyens, 
ou que les extrêmes deviennent moyens , 6c les moyens 

extrêmes. 
2. Qu'il y a huit différentes Dispositions, ny plus ny 

moins, dans lesquelles 4 Grandeurs peuvent estre pro-

portionnelles. Les Voicy en les marquant par première, 
seconde, troisième, 6c quatrièmeíeíon qu'elles auraient 
esté disposées la 1 fois. 

Hypothèse 
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Hypothèse 12 : : 34. ■> Première disposition. 
10 Axiome3 4: : 1 2. 3 Equivalente. 
a Théorème 21: 14 3. 1 Permutation. 

10 Axiome 43:^2 1. 5 Equivalente. 
3 Théorème r 3 : : 2 4. f Alterne. 

10 Axiome 2 4 : : 1 3. J Equivalente. 

2Theoreme3 r : : 42. > Permutation de l'Alterne. 
10 Axiome 42 : : 31. S Equivalente. 

On peut encore prouver ces 8 Dispositions en cette ma-
nière ayant mis en quarré les 4 Grandeurs proportionnel-
les : eníbrte que dans la première déposition , les antece-
dens soient au dessus des conséquent. 

Ainsi § §. 

Elles seront toûjours proportionnelles en les prenant 
deux à deux en mesme sens de quelque manière que ce 
soit, pourveu que ce ne soit point de coin en coin. Mais 

1 De haut en bas par l'Hypothese. 
, 2 De bas en haut permutando. 

3 De gauche à droite Ahernando. 

4 De droite à gauche Permutando. L'Alterne ôc chacu-
ne de ces dispositions est double, parce que l'on peut com-
mencer par laquelle on voudra de deux raisons. 

IV. THÉORÈME, 

DES RAISONS PROPORTIONNELLES. 

LES deux Théorèmesprecedens font vrais, des Rai-
sons proportionnelles aussi-bien que des Grandeurs -, c'est 

à dire que si 4 Raisons font proportionnelles, la restant 
à la 2 comme la 3

e
 â la 4

e
, elles le feront Permutando & 

Alternando
 ;
 c'est à dire que la 2 fera â la première com-

me la 4
e
 à la 3

e
, 6c que la première fera à la 3

e
 comme la 

1 à la 4
e
. On se contentera de prouver l'Alterne qui est 

de plus grand uíàge, soient les 4 Raisons proportionnel-

J
es

 h h '•
:
 f 7 qu'on appellera pour les marquer avec 

moins d'embarras * £ : : ^ ° elles ne font proportion-
nelles que parce que la Raison qui est entre les deux 
premières Raisons [ » ôc .5 ] est égale à la Raison qui 
est entre les deux dernieres [ > ôc

 0
 ] donc ~ 4 done 

F 
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comparant chacune de ces Raisons égales entre elles, 

avec la Raison qui est entre la 3 ôc la z Raisons 5 c'est à 

dire avec \. II est clair par que 7 ? : : ? ~ 

Or les deux premières de ces 4 nouvelles Raisons ayant 
mesme conséquent, sont comme les antecedens a ôc i, ôc 
les deux dernieres ayant le mesme antécédent, sont com-

me les consequens dans un ordre renversé j c'est à dire 

comme e ôc o, donc si A E : : IO AI : : E O. 
V. THÉORÈME. 

SI à 4 Grandeurs proportionnelles comme B C : r F G. 

on ajoute deux quelconques, comme M ôc N. La raison 
de la 2 à la 5, est à la Raison de la 4 à la 6 comme la Rai-
son de la 1 à la j esta, là Raison de la 3 à la sixième 
C G , . B F 

M N " ' M N * _ 

Donc la 1 ôc la 3 de ces 4 Raisons ayant mesme consé-
quent , sont comme les antecedens 5 c'est à dire comme 

C est à B. Et il en est de mesme de la 2 ôc de la 4 qui sont 
comme G a F. Or par l'Hypothese ôc le 2RI Théorème 
C B : G F. Donc la première de ces Raisons eít à la 3, 
comme la 2 à la 4 donc Alternandaì'X i est à la 2, comme 

la 3 à la 4. 
VI. THÉORÈME. 

SI à 4 Grandeurs proportionnelles comme B C : : F Gy 

on ajoute deux autres quelconques comme 3 ôc 2. la Raison 
de la 2 à la 5 est à la Raison de la 6 à la 3 comme la Riason 

de la i à la 5, est à la Raison de la 6 àla 4 % \ : : % ~. 
Démonstration. La 1 ôcla3 de ces 4 Raisons ayant mê-

me conséquent, sont comme les antecedens par le IV. 
Axiome 5 c'est à dire comme C à B. Et la 2 ôc la 4 ayant 
mesme antécédent font comme les consequens dans un 

ordre renversé [par le V Axiome , ] c'est â dire comme 
G a F. Or par l'Hypothese Ôc le 2 Théorème C B :G F 
dont la 1 de ces Raisons est à la 3 comme la 2 à la 4 ce 

qu'il falloit demonstrer. 
Co RO L LA I RE. 

DANS l'une ôc l'autre de ces deux proportions de Rai-
sons des deux Théorèmes precedens, si l'on suppose que 
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les deux premières Raisons sont égaies. Les deux der-

nieres le font aussi , c'est à dire pour le 5 Théorème. Si 
C M : : G N B M :

 :
 F N , ôc par le VI. Théorème. 

Si C M : : N F B M : : N G. C'est une íuitte évidente 

de ces deux Théorèmes^ mais comme on a accoustumé de 

proposer l'un ôc l'autre en d'autres termes nous en ferons 
le VII. ôc le VIII. Théorème. 

VII. THÉORÈME. 

SI à 4 Grandeurs proportionnelles comme B C: :FG. 

On en ajoute deux autres comme M N qui soient telles 

que la 2 est à la 5 comme la 4 à la 6. Ia 1 fera â la 5 
comme la 3 à la 6. 

1 Hypothèse B C : : F G. 

2 Hypothèse CM : : G N. 
Conséquences à prouver B M: : F N. 

Démonstration pour la 1 Hypothèse ôc le 4 Axiome. 

Ces 4 Raisons font proportionnelles g § :: j? £. Or par la 

2 Hypothèse, la 2 Raison ôcla 4 [ £ ôc S ] sont égales, 

| car c'est ce que l'on suppose quand on dit que CM:: 

G N. ] Donc par le Corollaire du VIII Axiome, la 1 

Raison ôc la 3 l ôc £ font égales, c'est à dire que B M 

: : F N, ce qui est la conséquence à prouver. Ce Théorè-
me, s'appelle ASgualitas Ordinata. 

VIII. THÉORÈME. 

Si 4 grandeurs proportionnelles comme B C : : F G, on 

en ajoute deux autres comme X ôc Y qui soient telles que 

la 2 , soit à la 5 comme la 6 à la 3. la première fera à la 
5 comme la 6 à la 4. 

1 Hypothèse B C : : F G. 

2 Hypothèse CX : : Y F. 
Conséquences à prouver B X ; : Y G. 

Démonstration par lai Hypothèse, ôc le IV ôc V Axio-

me ^ | : : | ~. Or par la 2 Hypothèse, la seconde ôc la 

quatrième Raison [ f ôc ^ } sont égales
 ;
 car c'est ce que 

l'on suppose quand on dit que C X : : Y F, donc par le 

Corollaire du VIII Axiome , la 1 Raison Ôc la 3 [ | ôc| ] 

sont égales aussi, c'est à dire que BX : : Y G, ce qui est 
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la conséquence à prouver. Ce Théorème s'appelle Aìqtea-

liias Perturbât a. 

A VE RTISSEMENT. 

O N propose encore ce dernier Théorème d'une autre 
manière qui revient à la mesme choie , quoique cela pa-
roiíle fort diffèrent,, 

VIII. THÉORÈME 

Proposé (Tune autre manière. 

Y ayant } Grandeurs d'une part, 6c 3 de l'autre. Si la 
I d'une part est à la 2comme la 1 de l'autre parc est à la 
3, ôc que la 2 d'une part soit â la 3 comme la 1 de l'autre 
part est â la z , la 1 d'une part fera à la 3, comme la i de 
l'autre part íèra à la 3'. 

Soient les Grandeurs 3 d'une part B C X ôc 3 de l'au-

tre. YFG 
1. Hypothèse B C : : F G. 

iHypothefeCX::YF. 
Conséquences à prouver B X : : Y G. 

On voit clairement que ce font les mefmes Hypothè-
ses ôcla mesme conséquence à prouver que dans le VIII 
Théorème, ôc qu'ainsi cela fe prouvera de la mesme forte* 
II faudra peut-estre mettre là les réciproques, 

IX. THÉORÈME. 

Si 4 Grandeurs font proportionnelles , elles le feront 
encore en comparant chaque antécédent plus ou moins, 
son conséquent avec son conséquent, c'est à dire que si 
la 1 est à la 2 comme la 3 est à la 4, la 1 plus ou moins, la 
2 fera à la 2 comme k^plus oumoins, la4 àla 4 j ce qui 
s'appelle ordinairement Componendo, s'il y a plus, ôc Di-

vidende s'il y a moins, quoique peut-estre par abus, com-
me nous le ferons voir plus bas, & il faut remarquer que 
pour y avoir moins chaque antécédent doit estre plus 
grand que son conséquent. II faut prouver que B C : : F 

G. B plus ou moins G est à C comme ce que F plus ou 

moins G est à G
 5
 c'estque B H- C C : : F -+ G G

 E
 ôc | 

estant égales par l'hypothefe , ôc § —: |, parce que ce 
font deux Raisons d'égalité \ -+ ~ est égal â

 5
 -+ |. Or 
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ï, H- ^ n'est autre chose que B rí C ôc F -+ G n'est au-

~G G G 

tre chose que F ̂  G donc B J C est égal à F ;+ G , c'est 

~~ G " G G 

à dire que la raison B plus ou moins C à C est égale à la 

Raison de F plus ou moins G à G, donc B^CCIIF^ 

G G ce qu'il falloit demonstrer. 

X. T H E o R E M E . 
Si 4 Grandeurs font proportionnelles, ôc que chaque 

antécédent soit plus grand que son conséquent , lei an-
técédent está la quantité dont il surpasse son conséquent 
en mesme Raison que le second antécédent est à la quan-
tité dont il surpasse son conséquent. Cette quantité s'ap-
pelle la différence de l'antecedent d'avec son consé-
quent , comme nous avons déja veu, soit B C : : F G , ôc 
que chaque antécédent soit plus grand que le consé-
quent. Je dis que B B — C : : F F — G pour le montrer, 
il ne faut que prouver B — CB :: F — GF; car si cela 
est, l'autre fera vray Permutando. Or ce dernier est clair^ 
car la Raison de

B
-~-° est la mesme chose que § moins | 

ôc £g-S est la mesme chose que la Raison f moins 2. Or 

r sí I & I = 7. donc
 B
-^-^=-

G
 donc B — C B : : F— G 

F ôc Permutando B B — C :
 :
 F F — G , ce qu'il falloit 

demonstrer. 

XI. THÉORÈME. 

LORS qu'on a deux proportions que je nommera y A 8c 
E. Si 3 termes de l'une font égaux à 3 termes de l'autre , 
chacune à chacune, ôc dans le mesme ordre [ c'est à dire 
lerau 1, le 2 au 2, ôcc. ] Les deux qui resteront da parc 
ôc d'autre seront aussi égaux entre eux. 
Soit la proportion A B D : : L M 

ôc la proportion E & s : : * Jc dis que si le pre-
mier terme d'A est égal au 1 terme d'E , ôc le 2 au 2 , 
ôc le 3 au 3, les deux 4 le seront aussi

 ;
 car par le 2 Axio -

me, les 2 premières Raisons d'Aôc d'E font entre elles 
comme les deux dernieres. 

Or les deux premières sont égales par le 8 Axiome, 

F ii> 
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parcéquepar l'Hypothese, les antecedens font égaux, 
ôc leurs consequens aussi. II faut donc aussi que les deux 
dernieres Raisons soient égales, c'est à dire que L M :

 : 

* tk Or les deux antecedens de ces deux Raisons qui 
font L 6c A. font égaux par l'Hypothese. Donc par le VIII 

Axiome, les deux consequens M 6c f* le font aussi
 }

 ce 

qu'il falloit demonstrer. 
On prouvera fans peine la mesme chose , si c'est léga-

lité d'un autre terme d'A à un semblable d'E , comme 
du 2 au 2 qui soit supposé inconnu j car alors l'égalité de 
deux dernieres Raisons qui fera manifeste par PHypothe-
fe, prouvera celle des deux premières : 6c l'égalité des 
deux premières , dont les antecedens font égaux par 

l'Hypothese prouvera Fégalité des deux consequens qui 

feront le 2 terme D A , 6c le 2 D E. 
I. COROLLAIRE. 

CE théorème ne laisse pas d'estre vray quand les 3 ter-
mes d'une proportion égaux chacun à chacun a 3 termes, 

de l'autre ne feroient pas dans le mesme ordre dans l'une 
6c dans l'autre , pourveu que les deux moyens de l'une 
soient égaux,ou aux deux moyens de l'autre, ou aux 2 
extrêmes

 ;
 car alors il sera aisé en transportant les termes 

de l'une, défaire que les termes égaux se repondent dans 
Tune ôc dans l'autre selon ce qui a esté dit. 

ï l. COROLLAIRE. 

S1 deux proportions A 6c E estoient continues, les deux 
moyennes proportionnelles estant égales, l'un des extrê-
mes d'A , ne pourroit estre égal à l'un des extrêmes d'E, 

que l'autre extrême d'A ne soit «gai à l'autre extrême 
d'E. 

XII. THÉORÈME. 

PLUSIEURS Raisons estant égales, tous les antece-
dens sont à tous les consequens, comme un des antecedens 

à son conséquent comme deux Raisons estant égales, 
l'antecedent est à Pantecedent, comme le conséquent au 
conséquent

 5
 ainsi 4 Raisons [ ou tant que l'on voudra] 

estant égales, le premier antécédent est au derniere an-
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tècedent, comme le i conséquent au dernier, ôc le 2 anté-

cédent , au dernier antécédent comme le 2 conséquent 

au dernier, ôc ainsi la suitte jusques au dernier antécé-

dent qui fera à soy-même, comme le dernier conséquent 
àjsoy-mesme. 

Donc les 4 Raisons de chacun des quatre antecedens 

au dernier antécédent, font égales aux 4 Raisons de cha-

cun des 4 consequens au dernier conséquent
 s

 chacune â 

chacune, c'est à dire que si ces 4 Raisons égales , sont 

Á E I O F F F F feront égales chacune à chacu-
ne à A E I O 

OOOO. 

Or ces Raisons des 4 antecedens au dernier font la mes-

me chose que la Raison des 4 antecedens , joints avec le 

signe de plus au dernier antécédent, c'est à dire que 

B4C4D-+F 

y F 

Etles 4 Raisons des 4 consequens au dernier que Tu-

nique Raison A -f C -f- I -f O 

Ô 

Donc B-*C-*-D-+FestàF, comme A -t- E -4- I 
H- O est à O. 

Donc Alternando, les 4 antecedens sont aux 4 conse-

quens , comme F dernier antécédent est à O dernier con-

séquent. 

SECTION DEUXIE'ME. 

Des Raisons tant d'égalité que d'inégalité qui peuvent estre 

entre diverses Raisons, quand les termes de l'une 

font multìpliables par ceux de l'autre. 

AVERTISSEMENT. 

Oncroit ordinairementque lesgrandeurs de divers genre qu'on 

appelle Hétérogènes, ne fe peuvent pas multiplier, cela ne me 

paroìt pas vray > on a besoin d'explication \ car les nombres 

font d'un autre genre que les autres grandeurs comme l'éten-

due & le temps, & neantmoins tl efl clair que les nombres 
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multiplient toutes fortes de grandeurs, & que cefi une véri-

table Multiplication ^quandje dis Xt taises ou 6 heures ^puis-
que cefi prendre une toise ou une heure autant de fois qu'il 

y a £ unités dam 6 , en quoy cons fie la Multiplication. 

Déplus ce qui ne fe peut multiplier par la nature , se peut 

multiplier par une fiBion d'esprit , par laquelle la vérité fe 

découvre auM certainement que par les Multiplications ré-

elles 5 ainsi voulant savoir quel chemin fera en dix heures 

celuy qui a fait 24 lieues en 8 heures ^ je multiplie far une 

fitlion d'esprit 10 heurès par 14 lieues, ce qui me donne un 

produit imaginaire d'heures &de lieues de 240 qui estant di^ 
visé par 8 heures me donne30 lieues. On multiplie aufii par 

la mesme fiBion d'esprit des surfaces par des surfaces, quoi-

que cela donne pour produit une étendue de 4 dimensions qui 

ne peut efire dans la nature , & neantmoins on ne lai fie pas 

de découvrir beaucoup de vérité^ par ces fortes de multipli-

cations. 

Je fcay bien qu'on dit que cefi parce que ces produits ima-

ginaires fe peuvent réduire en lignes qui auront mesme rai-

son entre celles que ces produits > mais il n y a guere d'ap-

parence que la vérité de ces fortes de preuves dépendent de 

ces lignes , qui font visiblement étrangères a ces démonstra-

tions : quoy qu'il en soit ne me voulant brouiller avecperson-
ne j chacun prendra ce que je diray des Raisons qui fe trou-

vent entre diverses raisons qu'on ne connoît qu'en multi-

pliant ìes termes de l'un par ceux de l'autre , selon l'opinion 

qu'il auia que les termes de certaines raisons, font ou ne font 

pas multipliables les uns par les autres 5 car ce n'est que dans 

cette fuppofition que tout ce que je m'en vais dire fe doit en-

tendre. 

I. L E M ,M E. 

O N a déja veu dans ce Livre précédent que deux 

grandeurs.ont été multipliées l'une par Fautre,quand l'u-

nité est à l'une comme l'autre est au Produit, c'est à dire 

ce qui s'est fait par cette Multiplication
 ;
 Ainsi 3 multi-

pliez par 4 donnent 12 , parce que 13 : : 4 12 , 6c un 

tiers 
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tiers multiplié par un quart donne une douzième, par-
ce quei j : : | f, l'unité estant triple du tiers comme le 
quart est triple du douzième, ôc de mesme générale-
ment quand B ôc X estant multipliez donnent B X. II 
faut que I X ::B.BX. 

II. LEMME. 

IL s'enfuit delà que toute Grandeur estant multipliée 
par un autre, la Grandeur simple esta soy-mesme mul-
tipliée comme l'unité est à l'autre Grandeur par laquelle 
elle a esté multipliée B B X : : I X. Ce n'est que trans-
porter les deux Raisons qui se doivent trouver dans tou-
te jja Multiplication. 

III. LEMME. 

DEUX Grandeurs estant multipliées par une mesme 
Grandeur ., si elles sont égales , leurs Produits seront 
égaux, ôc si les Produits font égaux, elles seront égales, 

B ôc D deux Grandeurs égales. Je dis que B X ôc D X 
font égaux, car par le premier Lemme 

IX. ^ ; : p ' * donc B B X : : D D X. Donc si les Gran-

deurs B ôc D sont égales', les Produits B X ôc D X le sont 

aussi parle vnr.Axiome, ôc si les Produits BX ôc D X 
sont égaux, les Grandeurs B ôc D le font aussi par le mê. 
me vin.Axiomme. 

IV. LEMME. 

LORS QU E deux Grandeurs estant multipliées l'une 
par l'autre font un Produit, ôc que i autres en font une 
autre , comme par exemple. *

 S

T
 * *. On y peut re-

marquer 3 sortes d
J
égalitez. La i

c
 ôc la 2

E

 les égalitez de 

chacune des deux Grandeurs d'une part à chacune des 
Grandeurs de l'autre de B à D ôc S àT. La 3

e
 égalité des 

deux Produits BSôcDT : or deux de ces égalitez estant 

données donnent la 3% c'est à dire que si chacune des 
deux Grandeurs d'une part est égale à chacune des deux 
Grandeurs de l'autre les Produits font égaux. 

2. Et si ce font les 2 Produits qui sont supposez égaux, 
H qu'une des Grandeurs d'une part, soit égale â l'une de 

G 
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l'autre part, les deux autres Grandeurs font égales. 

Preuve du premier Cas , la double Hypothèse de B 
cgal à D & d'S, égale àT fait voir par le 3 e Lemme que 

BSsDS-DT, donc B S D T ce qu'il fàlloit de-

monstrer. 
Preuve du 2e Cas parla double Hypothèse de B S égaî 

à D T, ôc de B égal à D, en fe souvenant du 3e Lemme 

BS - DT= BT, doncBS^ B T, donc le 3e Lemme 

S jg T ce qu'il falloit demonstrer. 
L PROPOSITION GENERALE. 

S1 les deux termes d'une Raison font multipliez par une 
mesme grandeur la Raison des termes simples est égale 

à celle des termes multipliez B C : : B M. C M ou § =£g 

î. DÉMONSTRATION. 

PAR le 2 Lemme B B M. y T ,, , „ „ ,, ̂  ,, 
> IM donc B BMC CM, 

donc Alternando B C : : B M C M. 
IL DÉMONSTRATION. 

TOUTES les Aliquotes pareilles des antecedens B Sc 

B M font également continuées dans les consequens C 

ôc C M. 
. Car foitX,TAliquote quelconque de B , ôc si Ton veut 

la centième , 100 X feront la mesme chose que B. 
Donc parle i1 Lemme ce fera la mesme chose de mul-

riplier cent X par M que de multiplier B par M,Donc B 

M ôc 100 fois X M font la mesme chose, donc X ôc M 
font les Aliquotes pareilles des antecedens B CB M. 

Supposé maintenant que X soit danc C ou tant de fois 
fans reste ou toujours avec quelque reste qu'il y soir, par 

exemple 87 précisément ou 87 fois plus R. 
Ce fera la mesme chose de multiplier C par M que de 

multiplier par M, ou 87 fois X précisément [ çequfdon-
ne 87 X M ] ou 87 X-f R [ ce qui donne 87 X M -+ 

R M J Donc C M est la mesme chose que ou 

C 87 XM 
t 87 XM-+RM. 

Comme donc il est clair par les proportions naturelle-
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ment connues, 6c par le ir Théorème que 100 X 87 X 

: : 100 X M 87 X M 011 roo X 87 X -f R : : 100 X M 
87 X M •+ R M- H est clair aussi que B [ égal à 100 X ] 

esta C [ égal â 87X ou â 87 X -+ R ] comme B M [égal 
aiooXMc] estàCM[égalà87 XMou à87XM-+R 
M, c'est à dire que B C : : B M. C M ce qu'il falloit de-

monstrer. 
COB.OLLAI RE. 

Q,UAND des Grandeurs de plusieurs dimensions, 6c 

qui en ont autant l'une que l'autre font une Raison, les 
mefmes lettres qui íe trouveront dans Tune 6c dans l'au-
tre de ces Grandeurs, estant ostées de part 6c d'autre 
une pour une, ce qui restera , donnera la mesme Raison 
en termes plus simples que s'il ne restoit rien , ces Rai-

sons feroient entre elles comme un à un B M. C M: : B. 

C.BB. BC ::BCBCM. B C N ::MN. D F G. DP 

G : : F G. P G. R S T. T R S : :TT. 

PROBLÈME. 

AYANT deux Raisons quelconques, faire que demeurant 
les mefmes, elles ayent mesme conséquent : II ne faut que 
multiplier les deux termes de chacune par le conséquent 

de l'autre. 
Par lâ elles demeureront chacune de mesine qu'elles 

estoient auparavant par la proposition precedente,6c elles 
auront pour conséquent commun les produits des deux 

consequens % ï lï%>%, 

II. PROPOSITION GENERALE. 

Four connoìsire la Raison que des raisons quelconques ont 

entres elles. 
DEUX Raisons quelconques font entre elles, comme 

le Produit des extrêmes, c'est à dire du premier anté-
cédent par le 2 conséquent ] est au Produit des moyens, 
c'est à dire du i antécédent par le premier conséquent j 
\ ~ : : B N. C M. car par le précédent Problème , 011 
reduit les deux Raisons données à n'avoir qu'un mesine 
conséquent en donnant pour antécédent à la première le 

Produit des extrêmes , 6c à la seconde le Produit de* 
Gij 
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moyens-& à chacune pour conséquent le Produit des 
coníequens. 

Donc parle f principe n'ayant qu'un conséquent, el-
les sont comme les anteeedens, 6c par conséquent com-
me le Produit des extrêmes qui est l'antecedent de la 
première au Produit des moyens qui est Fantecedent de 
la seconde. ± Ì : : H ^ : : B N. C M. BN 

CN 

I. 

CM 

cïí 

THEOB.E M £• 

'BN.CM; 

DEUX Raisons quelconques font entre elles comme 
h Raison des anteeedens à celle desconsequens | " -sl-

Car cette nouvelle comparaison laissant les mesmesex-
tremes B 6c N ne fait que transposer les moyens C 6c M,, 
donc ces deux nouvelles Raisons font encore entre elles, 
comme le Produit des mefmes moyens B M > 

CN.j 
BC.j 

MN.J 

I í. THÉORÈME. 

D EUX Raisons quelconques font entre elles,comme 
ces mefmes Raisons renversées prises dans un ordre ren-
versé. 

J?appelle Raisons renversées quand de l'antecedent 
on en fait le conséquent, 6c du conséquent l'antecedent. 
Je dis donc que | ~ : ; £ ~

}
 car il faut prendre ces Raisons 

renversées dans un ordre renversé, afin que ce soit tou-
jours les mefmes extrêmes 6c les mefmes moyens. 

B M) 

£ NJBN. G M. 
N e> 

M B y 

AVERTISSEMENT. 

TOUTES les Raisons d'égalité estant égales , elles 
ont toutes meímè raison â quelque raison que ce soit , 
& ainsi on peut prendre celle que l'on veut â discrétion, 
6c les démonstrations pour l'ordinaire en font plus sen-

sibles , quand on prend celle du conséquent au confe-
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quent de la Raison d'inégalité, avec laquelle on compare 
cette Raison d'égalité. 

III. THÉORÈME. 

LA Raison d'égalité est à une Raison quelconque d'i-
négalité , comme le conséquent de la Raison d'inégalité 
est à son antécédent. 

1 Démon. | ~ : : XC. XB::CB. 
2 Démon. £ 5r::CB. 

Et toute Raison d'inégalité est à la Raison d'égalité , 
comme l'antecedent de la Raison d'inégalité est à son con-

sequent 11 : : B X. C X : : B C. 
Autrement § § : : B C. 

I. COROLLAIRE. 

LA Raison d'égalité est plus grande qu'aucune Raison' 
de moindre inégalité ,&: plus petite qu'aucune Raison 
de plus grande inégalité,car elle est à chacune, comme 

le conséquent de chacune est à son antécédent, donc la 
Raison d'égalité est plus grande qu'aucune Raison de 
moindre inégalité. 

On prouvera de la mesme sorte qu'elle est plus petite 
qu'aucune Raison de plus grande inégalité, parce que le 
conséquent de toute Raison de plus grande inégalité est: 

plus petit que son antécédent. 

Cela íëroit encore plus grossièrement en prenant pour 
Raison d'égalité celle du conséquent au conséquent de la 
Raison, avec laquelle on la compare j car il est clair que 
la Raison de 4est plus grande que la Raison de3à4, 
parce qu'ayant mesme conséquent celle d'égalité â un 
plus grand antécédent t. i , & il est clair auífi par le mê-

me principe que la Raison de3 à 3 est plus petite que la. 
Raison de 4 à 3 f i . 

I I. COROLLAIRE. 

LA Raison d'égalité est moyenne proportionnelle 
entre deux Raisons, dont l'une est l'inverse de l'autre, 

ou l'inverse d'une Raison égàle à l'autre ~ ~ : : § ~ que 

si
 r

c
 est égale à | £ sera aussi égale à £ & par conse-

G 

C C • " f *' 
quent - - - -v 

G iij 
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III. COROLLAIRE. 

L A Raison de moindre inég lité est d'autant plus 
grande, 6c la raison de plus graande inégalité est d'autant 
plus petite que l'une 6c l'autre approche plus de la Raison 

d'égalité. J'en laisse à trouver la démonstration qui fe tire 

fans peine du Théorème précédent. 
II. THÉORÈME. 

S i les deux termes d'une Raison sont multipliez par 

deux nouvelles grandeurs , l'antecedent par l'une , 6c ie 

conséquent par l'autre. 
La Raison des termes simples, est à la Raison des termes 

multipliez , comme la Grandeur qui a multiplié l'antece-
dent , à celle qui a multiplié le conséquent ~-::BMC 

CN B.-:MN. 
COROLLAIRE. 

LA Raison des Racines est à la Raison des Quarrez com-
me la derniere Racine est à la première ~ ~. : C B , 6c 
la Raison des Quarrez est à celle des Racines, comme la 

première racine est à la derniere ~ ~ : : B C. 

AVERTISSEMENT. 

ON jugera fans peine par là de ce qu'est la Raison des 
Racines à la Raison des Cubes. 

III. THÉORÈME. 

S i ayant deux Raisons quelconques , j'en fais une 
troisième qui ait pour ente cèdent le produit des antece-
dens des deux premières, 6c pour conséquent le produit 
de leurs consequens, chacune des premières est à la troi-
sième comme le conséquent de l'autre est son antécédent, 
c'est à dire que la première est à la troisième , comme le 
conséquent de la seconde est â son antécédent, 6c la secon-

de est à la troisième , comme l'antecedent de la première 
estàson antécédent, soient les deux Raisons quelconques, 

h
T
 6c = 6c la troisième ïi : : NM Ôc^ £ : : CB. 

C'est la mesme chose que le second Théorème proposé 

autrement. 
IV. THÉORÈME. 

S i deux Raisons sont égales, le Produit des extrêmes 
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est égal au Produit des moyens :6c si ces deux Produits 
font égaux , les Raisons font égales. Cela fe prouve or-
dinairement ainsi , soient les deux Raisons- t : On com-

pare le Produit des extrêmes B G avec le produit des con-
fequens C G 6c le Produit des moyens avec le mesme 
Produit des confequens C G , 6c on raisonne ainsi, 

B G. C G : : B C. 

& CF. C G : : F G. 

Donc si les Raisons ~ 8c- font éèaîes, les Raisons - -S fe. 

ront égales auffi , 6c ces deux dernieres raisons ayant un 
mesme conséquent, elles ne fçauroient estre égales que 
leurs antecedens B G 6c C F ne soient égaux. 

Or de ces deux antecedens B G est le Produit des ex-
trêmes , 6c C F le produit des moyens. Donc si les Rai-
sons ~ 8c | sont égales, le Produit des extrêmes fera égal 
au Produit des moyens. 

Que si au contraire on suppose que B G 6c C F soient 
égaux, ils ne pourront avoir qu'une mesme Raison à un 
mesme conséquent C G par S , donc les deux Raisons ~s 
— sont égales, 6c pa conséquent les deux ~ 6c ~ aufqueî-

les deux autres font égales chacune à chacune , feront 

égales : auffi cette demonstaction est tres-ingénieuse 6c 
tres-bonne, mais la nostre est beaucoup plus courte 6c 

plus claire 5 carpar la seconde proposition generale, deux 
Raisons quelconques font entre elles, comme le Produit 
des extrêmes, est au produit des moyens. 

Donc si elles sont égales, ces deux Produits font égaux, 
6c íìces deux Produits sont égaux, elles font égales. 

ï, CORO LL AIRE. 

LES 4 Termes d'une proposition sont toujours propor-
tionnels en quelque façon qu'on les dispose, pourveu que 
les extrêmes demeurent toujours extrêmes, & les moyens 
moyens, ou que les deux extrêmes deviennent moyens, 
6c les deux moyens extrêmes. 

Car tant que cela fera dans toutes ces différentes dis-
positions , le produit des extrêmes fera toûjojjrs égal au 

Produit des moyens, 6c par conséquent les 4 termes ainsi 
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disposes feront toujours proportionnels. 

II. COROLLAIRE. 

L E Produit des moyens [ ou celuy des extrêmes qui 
Iuy est égal ,est moyen proportionnel entre le produit des 
antecedens 8c celuy des confequens, c'est à dire que si 

BF C F • • CF CG'
car

l
e

P
r
°duitdesexremes B F.CG 

est egal au produit des moyens C F C F. C F estant com-

mun à l'un 8c à l'autre ,8c B G qui reste du premier étant 
égal à l'autre C F du second. 

III. C OR O L L AIRE. 

LES Quarrés des deux termes de chaque Raison, sont 
entre eux comme le produit des antecedens est au produit 
des confequens. BB.CC::BF.CG

} 

car B B. CGs CCBF. 
C B estant commun à l'un 8c à l'autre, 8c B G du premier 
estant égal â C F du second. 

IV. COROLLAIRE. 

4- Grandeurs estant proportionnelles,leursQuarrezle 
font auffi. Si B C :: F G. 

B B CC : : F F G G
 ;
 car BB GG =2 CCFF. 

le premier estant le Quarréde B G , 8c le second de C F, 

V. COROLLAIRE. 

QUATRE nombres estant proportionnels, le produit 
.des quatre multipliez l'un par l'autre est nécessairement 

un nombre quarré, qui a pour fa racine le Produit des ex-
trêmes ou celui des moyens qui est la meíme chose

 }
 car 

le produit des quatre nombres proportionnels, estlamê\-
me chose que le produit des extrêmes multipliez par le 
produit des moyens i. 3 : : 4. 6.2 fois 6 [ u ] par 3 fois 4 

[ 12 ] font 12 fois 12 5 c'est à dire 144,8c c'est absolument 
la mesme chose que de dire 2 fois 3 sont 6 , 4 fois 6 font 
24 , 6 fois 24 sont r.44, 

VI. COROLLAIRE. 

•O N prouve aisément par ce 4 Théorème, ce qui a esté 
dit çy-deíllis, que quatre grandeurs estant proportion-

nelles comme B C : : F G. si on en ajoute 2 autres quel-

conques 
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conques comme M & N , les quatre Raisons suivantes 
font proportionnelles r: | - j car par la proposition 
generale , les deux premières Raisons font entre elles 
comme C F est à M N , & les deux dernieres comme B 

G est à M N. Or par le Théorème précédent CF—BG 
donc C F. M N : : B G. M Njdonc \ \ s\ i | ce qu'il fal-
loit demonstrer. 

V. THÉORÈME. 

S i les deux moyens d'une proportion font égaux aux 
deux moyens d'une autre proportion , & que l'un des 
extrêmes de l'un soit égal à l'un des extrêmes de l'autre

} 
l'autre extrême ferâ aussi à l'autre extrême , & il n'im-
porte ni que les deux moyens fuppoíez égaux départ &z 

d'autre ne soient pas placez de mesme dans ces deux pro-
portions [ comme si c'est le i des moyens de la propor-
tion A qui soit égal au 2 des moyens de la proportion C, 
& le second d'A au premier de C ] ni que ce soit le i des 
extrêmes d'A qui soit supposé égal au dernier de C, les 
i extrêmes d'A & de C n'en seront pas moins égaux. 

Demonstr. les 2 moyens d'A estant égaux aux 2 moyens 
D C. Le produit des moyens d'A fera égal au Produit 
des moyens de Cpar le z Lemme. Or dans chaque pro-
portion le Produit des moyens est égal au produit des 
extrêmes. 

Donc les Produits des extrêmes d'A &. de C font é-
gaux aussi. 

Or par le 2 Lemme , supposé que l'un des extrêmes 
d'A quel qu'il fojt, soit égal à l'un des extrêmes de C 
quel qu'il soit aussi , l'autre extrême d'A , fera égal à 
l'autre extrême de C.. 

COROLLAIRE. 

S1 A & C estoient deux proportions continues, les 
deux moyennes proportionnelles estant égales l'un des 

extrêmes d'A, ne pourroit estre égal à l'un des extrêmes 

de C que les deux autres extrêmes d'A & de C ne fusient 

H 
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auffi égaux, ce qui est prouvé dans ce Théorème &ce" 

CoroliaireJ'a déja esté plus haut d'une aute façon. 

DES RECIPROQUES, 

DEUX Grandeurs font dites estre réciproques à deux-
autres , quand les unes font les extrêmes d'une propor-
tion, òc que les autres en font les moyens. Ainsi dans la 
proportion B C : : F G. B & G font réciproques à C 
&F, &C il est clair, par ce qui vient d'estre dit, que quand 
deux proportions font réciproques à deux autres, le Pro-
duit des unes est égal au produit des autres. Q^e s'il n'y a 
que trois Grandeurs dans une proportion , parce qu'elle 
est continue, celui du milieu qui sert de conséquent à la 
première R ison , &t d'antécédent à la seconde , est ap-
pellé moyenne proportionnelle , & alors le Quarré de 
cette Grandeur est égal au Produit des autres Gran-

deurs. Si B.D : : D H.B H~ D D. 

V L THÉORÈME. 

SI deux Grandeurs chacune de deux dimensions 
font égales : l'une des dimensions de la première est à 
Tune des dimensions de la seconde, comme l'autre di-
mension de la seconde est à l'autre dimension de la pre-
mière. Si B G est égal â C F, B sera à C comme F à G, 

c'est une suitte manifeste de ce qui vient d'estre dit. 

VII. THEOREMÎ. 

SI deux Grandeurs d'une part, & deux autres d'une 
autre, font chacune réciproques àdeuxautres Grandeurs, 
elles feront réciproques entre elles. Si B & G font réci-

proques àP\& Q ; [ c'est à dire si B P : : QG ] & que S 
T soient aussi réciproques à P & Q; [ c'est à dire si S P : : 
QT } B & G seront aussi réciproques á ST

 5
 [ c'est â dire 

que B S : :T G. ] Car le premier ne peutestre que le Pro-
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duit B G ne soit égal au Produit P Q, 8c le second ne 
peut estre que le Produit S T ne soit égal au mesme Pro-
duit P Q^, auquel le Produit B G estoit égal, donc les 
deux Produits B G & ST font égaux entre eux, parce 
qu'ils íbnt chacun égal â un troisième , dont les Gran-
deurs B 8c G font réciproques aux Grandeurs S 8c T. 

Co 8.0LLAI RE. 

ÍQU ATRE Grandeurs estant proportionnelles., si la i 

est à une 5 comme une 6 est à la 4 , la 2 fera auffi à la y , 
comme la 6 à la 3

 â
 car il est clair par l'Hypothese que la 

1 8c la 4 sont réciproques à la-5 8c à la 6. Or la 1 8c la 3 
font auffi réciproques à la 1 8c à la 4 : elles le font donc 

auffi à la 5 8c à la 6. Soient les 4 proportionnelles jB CF G, 
8c les deux autres P 

Si B C : : F G. 
8cBP::QG. 

CP: :QV. 
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NOUVEAUX ELEMENS 

GEOMETRIE 
LIVRE TROISIEME. 

DE LA RAISON COMPOSE'E. 

Où ion fait voir auffi comment on peut faire 

íùr les Raisons les quatre Opérations com-

munes Ajoûter, Soustrais Multiplier, Diviser. 

JV ne s'est point encore avisé que je fcache de 

faire fur les 4 Opérations communes Ajouter, 

Soustraire, Multiplier, Diviser, ce que l'on fait 

fur les autres Grandeurs
 3

 cependant la manière 

dont nous avons expliqué la Nature de la Rai-

son dans le Livre précédent, fait voir que cela se peut faire 

fans peine ( & voicy comment.) 

I. LEMME. 

Pour r Addition & Soustrafíion. 

11, Nous avons déja veu que quand deux Rai-
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sons ont le mesme conséquent, la Raison qui a pour an_ 
recèdent le premier antécédent plus ou moins le se-
cond, &C pour conséquent le conséquent commun , st 
ou la somme de deux Raisons, c'est à dire l'une plusl'au-
tre ou la différence de ces deux Raisons, c'est à dire la 
première moins la seconde. B D B-+D B— D 53 

5-* 3 5-~-_3
 d

elà s'ensuit. ± £ —
x
 — 7 7 

" 7 "" 7 

ADDITION. 

POUR ajouter ensemble deux Raisons quelconques , il m. 
ne faut que les reduire â un mesme conséquent. La Rai-
son des nouveaux antecedens joints parle signe de Plus 
au commun conséquent, est la somme de ces deux Rai-
sons données, ou l'une ajoutée à l'autre. 

r B S BT DS BT-f-DS 

1 D T DT DT DT 

C 7 4 63 10 Gx -f 10 

autrement la £ 7 9 45 45 45 
Raison qui a pour antécédent le Produit des extrêmes, 
plus le produit des moyens, 6c pour conséquent le Pro-

duit des confequens, est la somme de ces deux Raisons 
données. 

SOUSTRACTION. 

POUR soustraire une Raison quelconque d'une autre 1 v. 
qui soit plus grande. II faut de mesme les reduire à un 
mesme conséquent, & alors la Raison du plus grand an-
técédent , moins le plus petit au conséquent, est la dif-
férence de ces deux Raisons, où la plus grande moins la 
plus petite il hiJ

t

 b^ 

Autrement aiant mis la plus grande Raison la première, 
la Raison qui aura pour antécédent le produit des extrê-
mes moins le produit des moyens, & pour conséquent le 
Produit des confequens , est la différence de ces deux 
Raisons ou la plus grande moins la plus petite. 

AVERTISSEMENT. 

On voit par la que les Géomètres appellent Composition & 

Divifon , quand ils disent que quatre Grandeurs c(îant pro-

H ìij 
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portionnclles Componendo ou Dividende La r plus ou 

moins, la i est à la i comme la 3 plus ou moins , la 4 est à 
la 4, a dà estre plùtost appelle Addition & Soustra&ion, é" 
qu'on a dà dire que cela se fait ad dendo ou subtrahendo, 

& c'est ainst que nous avons résolu de l'appeller dans le reste 

de ces Elemens. 
IL LEMME. 

POUR la Multiplication &c la Division comme dans 
les Grandeurs absolues , on a multiplié deux Gran-
deurs l'une par l'autre, quand l'unité est à l'une de ces 
Grandeurs, comme l'autre esta ce qui est né de cette 
Multiplication qu'on appelle le Produit, & qu'on a di-
visé une Grandeur par une autre , quand la Grandeur 
qui divise est á celle à diviser, ce qu'est l'unité à ce qui 
est né de cette Division qu'on appelle le Quotient. 

II faut auffi que dans les Grandeurs relatives qui s'ap-
pellent Raisons,on ait multiplié deux Raisons l'une par 
l'autre, quand ce qui tient lieu d'unité dans ces Gran-

deurs relatives est a l'une des Raisons, comme l'autre est 
à la Raison qui est née de cette Multiplication. 

Et qu'on ait divisé une Raison par une autre quand la 
Raison quia dû diviser est à celle à diviser, comme est 

ce qui tient lieu d'unité dans ces Grandeurs relatives à la 
Raison qui est née de cette Division. 

Or ce qui tient lieu d'unité dans les Grandeurs relati-
ves, c'est à dire dans les Raisons, ne peut estre autre cho-

ie que la Raison d'égalité qui est celle ou l'antecedent est 
égal au conséquent comme -

6
 i. Cela est clair de foy-

mesmej & se prouve encore par l'analogie des fractions 
qui ont un parfait raportaux Raisons comme on l'adéja 

souvent observé. 
Car dans les fractions, celie dont le numérateur est le 

mesme nombre que le dénonciateur [ ce qui revient 
entièrement à la raison d'égalité ] est la mesme cho^ 
se que l'unité , deux moitiés f, trois tiers i, quatre 

quarts i n'estant que l'unité diversement exprimée. 
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Cela estant supposé , il est tres-facile de multiplier de 

de diviser les Raisons. 

MULTIPLICATION DE DEUX RAISONS. 

ON a multiplié deux Raisons quand on a fait une 
Raison qui a pour antécédent le produit des antecedens 
èL pour conséquent le produit des confequens, ayant les 
deux Raisons | elles fe trouveront multipliées par 
la Raison de ~. 

Pour le prouver il ne faut que montrer que la Raison 
d'égalité est à la Raison \ comme la Raison ^ est à la Raiì 
son 2? : c'est à dire que 4 §•«- b~". 

t n ) 1 c c n c n 

Ce qui estfacile : Car par 11 £ i: c b. 

& par * " ~ : : c b. 
donc "iCî

r
;î3'tt'. 

c c n c n 

DIVISION D'UNE RAISON PAR. UNE AUTRE. 

ON a divisé une Raison par une autre, quand ayant 
mis la première celle qui doit diviser l'autre, on a fait 
une Raison qui a pour antécédent le produit des moyens-

r 

c'est à dire le produit du conséquent de la Raison qui 
tient lieu de diviseur par l'antecedent de l'autre de pour 
le conséquent le produit des extrêmes : ainsi ~ a divisé -
quand on a la Raison de ^. Pour le prouver il faut de-
monstrer que la Raison £ est à la Raison s comme la 

Raison d'égalité est est a la Raison de p
n
 ; c'est à dire 

que i ~: : -
x
 Or cela est facile : car par le z |S : : -

bn cm". Or par le x.,|;S-! : bn cm. donc Aï #5 jfC 
X xbn c n b b Ei 

PROBLÈME. 

Ayant trois Raisons quelconques, en trouver une qua-
trième pour proportionnelle, soient les trois Raisons quel-
conques - | s., les deux du milieu estant multipliées 
l'une par l'autre, ce qui fait ~, si on divise cette nou-
velle Raison par la première, ce qui donne ^a, cette 
derniere Raison est la quatrième , proportionnelle au 

au regard des trois autres : c'est à dire que - f : : ~ 

Car i ì : : BF CD. par, de s ^ : : BF CD par 

OBSERVATION. 

CB que font ces quatre règles fur les Raisons égales, 

SCD LYON 1



64 NOUVEAUX ELEMENS 
l'addition de deux Raisons égales fait une Raison double 
de chacune. Si BC : : FG est double de chacune 
de ces deux Raisons , la soustraction de deux Raisons 
égales donne zero pour l'antecedent, & par conséquent 

le réduit à rien. Si B C : : FG. B G 4 CF. 

CG " 
Car BG sa CF, donc l'un moins l'autre n'est rien. La 

multiplication de deux Raisons égales fait une Raison 
composée des deux , qui s'appelle Raison doublée, 
dont on va parler bien-tost. 

La division d'une Raison par une autre qui luy est é-
gale, donne une Raison d'égalité. Si ~ est égale à f-, ~ 
divisant - donne~ qui est une Raison d'égalité, parce 

qué CF pBG. 8 

DE LA RAISON COMPOSEZ 

CE qui vient d'estre dit de la multiplication des Rai-
sons fait comprendre fans peine ce que c'est que la 

Raison composée
 ;

 ce qui n'a point encore esté bien ex-
pliqué par aucun Geomettre. 

Car au lieu d'en donner une définition generale, ils 
fè font contentez d'apporter Fexemple d'une Raison 
composée dans un cas particulier, comme si on n'eût pû 
avoir d'autre notion plus claire, plus distincte &: plus 
universelle de la Raison composée. 
„ Lors, difent-ils, qu'ayant deux grandeurs on en prend 
,,une troisième telle que l'on veut, Sc que l'on compa-
„ re la première des grandeurs données à cette troisié-
3,me, &z cette troisième à la seconde des données, la 
„ Raison des deux grandeurs données est composée de 
„ deux Raisons, de la première grandeur à Pinterposée 
„ &c de Finterposée â la seconde : ainsi la Raison de B 

„ à D est composée des Raisons de B à X &c d'X à D. 
Or il est auffi ridicule de ne dire que cela pour expli-

quer la nature de la Raison composée, que si on se con-
tentoit de dire pour définir la proportion Géométrique, 

que quand la première grandeur est double de la secon-

de, 
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<de, 6c la troisième double de la quatrième , cela s'ap. 
pelle proportion. 

Car comme cette définition de la proportion sercic 
vicieuse, parce qu'elle ne comprendroit pas tout le dé-
fini

 3
 celle qu'ils donnent de la Raison composée ne l'est 

pas moins , parce que bien loin de convenir à toute 
Raison composée, ce n'est qu'un abrègement dans un cas 
particulier de la manière dont íe forment les Raisons 
composées , comme on le verra plus bas. Voicy donc 
en gênerai ce que c'est que Raiíbn composée. 

DÉFINITION DE LA RAISON COMPOSE'E. 

L A composition des Raisons n'est autre chose que 
leur multiplication

 $
 6c une Raison qui est née de la 

multiplication de deux ou plusieurs Raisons , est dite 
compoíée de ces deux ou plusieurs Raisons. 

C'est pourquoy, suivant ce qu'on a dit de la multi-
plication , Sc y ajoutant feulement les termes de Com-
posante 6c de Composée, une Raison est composée de 
deux Raisons quand la Raison d'égalité est à l'une des 
composantes, cornme l'autre composant est à la Raison 
composée. 

PROPOSITION GÊNE R ALE. 

L A Raison qui a pour antécédent le produit de tous x. 
les antecedens de plusieurs Raisons, 6c pour conséquent 
le produit de tous les confequenens, est composée de tou-
tes ces Raisons : ainsi la Raison de ~|- est composée de 
trais Raisons 4 j 

On ne peut le demonstrer qu'en commandant par deux 
Raisons, & en faisant voir d'abord que ~ est composée 
des Raisons ~ s. 

Or il ne faut pour cela que prouver que la Raison 
d'égalité est â ~ comme » est à ce qu'on adéjafait 
en expliquant la Multiplication. 

Et quand cela est fait des deux premières, on prou, 
vera de la mesme forte que

 e
# composée de tou-

tes les trois, en faisant voir qu'elle est composée de ~ 
,[ qui l'est des deux premières ] 6c de la la troisième \, 
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Car i k£ : :cn bm par z, ôc \ 4=f : : s» ^par 
Donc : : -j & par conséquent 45*-- est compo^ 
sé de £ & £ l laquelle l'est de i . & ainsi l'est de 

toutes trois S- ? ? 
Suite importante de la vraye notisn de la Raison 

composée. 
XL* LA véritable notion de la Raison composée estant 

une fois établie, qui est la Raison du produit des ante-
cedens de deux ou plusieurs Raisons au produit de leurs 
confequens, il s'enfuit de là une chose fort remarquable}( 

c'est que lors qu'il se rencontre dans les Raisons compo-
santes des antecedens égaux aux confequens, il faut les 
ôter un pour un avant que de former les produits des 
antecedens 6c des confequen s, qui doivent faire l'ante-
cedent 6c le conséquent de la Raison composée, si on 
veut qu'elle íbit réduite aux moindres termes qu'elle 

peut estre. 
Que si ces antecedens 6c confequens égaux estans 

ôtez, il ne restoit qu'un antécédent 6c un conséquent 
dans les Raisons composantes , cét antécédent 6c con-
séquent fera toute la Raison composée: 6c s'il ne restoit 
rien, la Raison composée feroit d'un à un, parce que 
ce feroit une marque que le produit des antecedens fe-
roit égal au produit des confequens. 

On verra mieux tout cela par des exemples. 
RAISONS COMPOSANTES. 

3EH' b e d p q cq LA Raison de cela, est que 

<T 7 "r 71 T 7T tluan(i on aur°it mis toutes ces 
m n s x x ^ettres semblables dans le pro-
»—_i _ duit des antecedens & dans ce-
d s m n d j

U
y des confequens, il les en 

Z~ L\ t~ Z. faudrait ôter pour avoir la Rai-
0 a e i son de ces produits reduite aux 

moindres termes qu'elle peut estre, selon ce qui a esté 
dit cy-ydessus. 

II vaut donc mieux les retrancher d'abord, comme 
inutiles, quand on ne veut qu'avoir la Raison de ces 

SCD LYON 1



Î>E GIÒMETRÌÊ LIV. III. €f 

Produits qui est la Raison composée. 
On peut tirer delà divers Corollaires qui donneront une 

grande lumière à toute cette matière de la Raison com-
posée. 

I. Co ROLLAIRE. 

Quand une de ces Raisons composantes., est une Rai-
son d'égalité j II ne la faut que retrancher comme inutile 
à la Rrison composé r V * bm 

f f. COROLLAIRE. 

Qji A. N D les deux Raisons composantes ont la mesme 
grandeur pour leurs extrêmes, la Raison composée a pour 
son antécédent Pantecedent de la Raison, & pour son 
conséquent le conséquent de la première ^ § 

III. COROLLAIRE. 

LORS qu'au contraire les deux Raisons ont la meíme 
grandeur pour moyens i [ comme il arrive dans les Rai-
sons que nous avons dites , se pouvoir appeller conti-
nues. ] La Raison composée a pour son antécédent Y an-

técédent de la i Raison,, ôc pour son conséquent le cort-
sequent de la 2. 

IV. COROLLAIRE. 

Qu AND ily a de suitteplusieurs de ces Raisons con-
tinues égales ou inégales

}
 c'est à dire qui sont telles que 

le conséquent de la précédente est toájours l'antecedent 
de la suivante, la Raison du premier antécédent auder-
nier conséquent est composée de toutes ces Raisons. 

a f * b 
d "f ï "ht' 

V. COROLLAIRE. 

C E qui Tient d'estre dit est la mesme chose que ce 
qu'on propose en cette matière, ayant plusieurs Gran-
deurs de suitte

 3
 la Raison de la première à la derniere 

est composée de toutes les Raisons continues, de toutes 
les Grandeurs, c'est à dire des Raisons de la 1. à la 1, <8c 
de la 2 à la 3, & de la 3 à la 4 jusqu'à la derniere, c'est la 
mesme chose que le ze Théorème, & que le ic Corollaire 
s'il n'y a que trois Grandeurs -

3
 car ayant ces grandeurs i 

XIII. 

XIV. 

xr. 

XVII* 
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cdfg h , leurs Raisons continues sont % f^j -f. Donc 

par le z Théorème la Raison ^ à k est composée de tou-
tes ces Raisons, & s'il n'y a que trois Grandeurs r d. La-

Raison de b à d \ parle i Corollaire est composée de deux 
Raisons \ Òc 

VI. COtOtL'AI R E. 

xviil. Si entredeux Grandeurs données,on en interpose une 
ou plusieurs autres àcíiscretion, la Raison des Grandeurs 

données sera composée de deux ou de plusieurs Raisons 
continues que formeront ces Grandeurs données avec 

les interposées. Soientles données b d I'interposée â dis-

crétion A; ou si on en veut mettre plusieurs x y ^, ce 
qu'on a dit des 3 Grandeurs ne peut pas n'estre point 

vray de b x d. 

VII. COROLLAIRE, 

SIX. D EU x Raisons estant égales , si on en renverse un® 
en faisant l'àntecedent du conséquent, & le conséquent 
de l'àntecedent, la Raison composée de ces deux Raisons^, 

dont l'une est renversée est une Raison, d'égalité.j 'en laiíïè.; 
à trouver la démonstration. 

III. THÉORÈME. 

xx. D E U X Raisons composées sont égales quand les Rai-
sons composantes de l'une,sont égales chacune à chacu-
ne aux Raisons composantes dei'autre, toute raison conu 
posée est le 4 terme d'une proportion;, dont la Raison 
d'égalité fait le premier terme., .& les deux Raisons com^ 
posantes le 2 Scie 3, doncies Raisons d'égalité estant 
égales dans l'une & l'autre proportion. 

Si les Raisons composantes d'une part sont égales aux 
Raisons composantes de l'autre part, les trois; premiers ; 
terme&de l'une íont égaux aux trois premiers termes de 

l'autre.. 
Et par conséquent les deux Raisons composées qui en, 

font chacune le 4 terme , seront égales par 2. 

IV. THÉORÈME. 

XXI- Si les Raisons donc une iaisonest composée fonttou*; 

tes deux de moindres inégalité > la composée est moindre 
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qu'aucune des composantes. Si elles font toutes deux de; 
plus grande inégalité la composée est plus grande qu'au-
cune des composantes. Si l'une est de moindre inégalité,, 
& l'autre de plus grande inégalité, Pacomposée sera plus 
petite que celle de plus gran de inégalité, ôc la plus gran-
de que celle de moindre inégalité. Tout cela dépend 
de deux principes. 

L'un que toute raison composée est le 4e terme d'une 
proportion dont la Raison d'égalité est le premier terme 
&, les deux composantes, le z èc le 3 terme, l'autre que la-
Raison composante qui saisie $ terme de cette propor-
tion est à la composée, comme le conséquent de celle 

qui en fait le x, terme est à son antécédent par z & cy~ 
deíïûs. 

Donc quand l'une 6c l'autre composante est de mom> 
dre inégalité, le conséquent de chacune estant plus grand 
que son antécédent, elles ne pourront estre diípofées de 

forte que l'une & l'autre ne soit plus grande que la com-
poíée„fi

::
ii

:
:

3
r 

f 7 : : - ^ : : 54 & au contraire par le mesme prin-, 
cipe quand les deux composantes sont de plus grandes 
inégalité ,,le conséquent de chacune estant plus petit que 
son ant écédent, chacune aussi est plus petite que la com-

poíée. i»
T
 ::i V::i3- r^^i :: 45> 

Mais si l'une des composantes est de moindre inéga-
lité, le conséquent en l'une estant plus grand que l'àn-
tecedent & moindre en l'autre., la composante de plus 

grande inégalité fera plus grande que la composée , &ù 
celle de moindre inégalité plus petite que la composée.. 

OBSERVATION SUR CE THÉORÈME. 

G N voit clairement par ce qui vient d'estre démon* xxííj. 
stré dans ce Théorème, que la composition des Raisons 
n'en peut estre une Addition, mais en doit estre une Mul-

tiplication j car il est contre la nature de l'Addition que 
deux choses ajoutées ensemble faflënt un tout qui soit 

moindre que chacune , parce qu'il faudroit pour cel?. 

Iiij 
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qu'un'tout fust moindre que la partie, mais il en est tout 
autrement de la Multiplication, dans laquelle il sepeuc 
fâire que deux choses estant multipliées l'une par l'autre; 

il en naisse un Produit qui soit moindre que chacune, 
& cela arrive toujours quand les deux choses que l'on 

multiplie sont moindres chacune que l'unité, comme 
quand on multiplie un tiers par un quart, ce qui fait un 
douzième ,&: c'est ce qui fait encore voir la parfaite ana-
logie des nombres aux raisons ; car il n 'arrive jamais que 
la Raison composée soit plus petite qu'aucune des com-
posantes , que quand chacune des composantes est de 
moindre inégalité, Sc qu'elle est par conséquent plus pe-
tite que la Raison d'égalité qui tient lieu d'unité dans 

les Raisons. 
Quand une Raison est composée de plusieurs Raisons 

égales , fi c'est de deux, elle s'appelle doublée , de trois 

triplée, de quatre quadruplée, &c. 

V. THÉORÈME. 

xxiiï. S'I L y a plusieurs termes en proportson continuelle
} 

c'est à dire que le premier soit au second, comme le % 
au 3, & le 3 au 4 &. le 4 au 5 , ce qui s'appelle Progres-
sion Géométrique, la Raison d'un terme à l'autre, sera 
ilmple ou doublée, ou triplée ou quadruplée,, &c. selon 
que ces termes seront distansl'un de l'autre j car s'ils se 
suivent immédiatement, leur Raison sera simple , c'est à 

dire la mesme qui règne dans toute la Progression. 
S'il y a un terme entre deux qui est une moyennne pro-

nortionelle leur Raison fera doublée , c'est à dire com-
posée de deux Raisons simples, qui par Phypothefe sont 

égales. 
S'il y a deux termes entre deux, c'est à dire déux moyen-

nes proportionnelles , leur raison fera triplée s'il y en a 

trois quadruplée, &ç. 
VI. THÉORÈME. 

XXLY
 LA Raison d'une grandeur de plusieurs dimensions ì 

toute autre grandeur homogène , d'autant de dimen-

sions est composée de toutes les Raisons de chacune des 
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dimensions d'une grandeur à chacune des dimensions de 
l'autre : ce n'est qu'une application de la définition de la 
Raison composée-, car comparant chacune des dimension» 
d'une grandeur à chacune des dimensions de l'autre, on 
met tous les antecedens de ces Raisons dans une des gran-
deurs, &; tous les consequens dans l'autre. Or une Gran-
deur de plusieurs dimensions est la mesme chose que le 
Produit de ces dimensious multipliées l'une par l'autre : 
Et par conséquent les grandeurs sont entre elles, comme 

le produit de leur dimension, c'est à dire comme le Produit 
des antecedens des Raisons de chacune des dimensions de 
l'une à chacune des dimensions de l'autre au Produit des 
consequens de ces mesines Raisons , ce qui est une Rai-

son composée de ces Raisons par la définition meíme de 
la Raison composée. 

L COROLLAIRE. 

TOUTE Grandeur plane est à une autre Grandeur plane xxv-
cn raison ccmpoíée de deux raisons de chacun des cotez 
de l'une à chacun des cotez de l'autre , c'est la mesme 
ehose que la précédente. 

II. COROLLAIRE. 

TOUTE Grandeur solide est à une autre Grandeur so. xxvi. 
lide en raison composée de trois raisons de chacune des 
cotez de l'un à chacune des cotez de l'autre, c'est la mê-
me chose que la proposition generale. 

III. COROLLAIRE. 

LES Grandeurs planes & solides ayant quelqu'une de xxviiè 
leurs dimensions égale & l'autre inégale sont entre elles 

commeles inégales, b f. b g:: f g. b f d. b f g. :; d g. 
b f d. b m n: :fd. m n. 

IV. COROLLAIRE. 

LES plans dont les deux dimensions ont mesme raison, xxvtti. 
chacune de l'un á chacune de l'autre, sont en raison dou-
blée de cette mesme raison. Cela est clair par le premier 

Corollaire ÔL la définition de la Raison doublée, 

SCD LYON 1



72 NOUVEAUX ELEMENS 
V. COROLLAIRE. 

3fXIX. LES solides dont les trois dimensions ont mesme rai. 

son chacune de l'un à chacune de l'autre, sont en raison 
triplée de cette raison. Cela est encore clair par le second1 

Corollaire, ôc la définition de la raison triplée. 

VI. COROLLAIRE. 

âtxx. To u s les Quarrez ôc les Cubes font en raison , les 
uns doublez, ôc les autres triplez de la raison de leurs ra-
cines , car toutes les dimensions des Quarrez ôc des Cu-

bes estant égales entre elles , elles ne peuvent pas n'avoir 
pas chacune la mesme raison à chacune des dimensions 
des autres Quarrez 6c des autres Cubes. 

VIL COROLLAIRE. 

XXXI. s i 4<îrandeurs sont proportionelles, leurs Quarrez 6c 

leurs Cubes le font aussi. Si b c: :fg b b. cc: : // gg. b b h 
ccc ::f f f ggg j car les Quarrez estant en raison dou-
blée, leurs Racines ôc leurs Cubes en raison triplée , les 

Raisons doublées , 6c les triples de Raisons égales doi-

vent estre égales par le 3e Théorème. 

VIII. COROLLAIRE. 

XXXÍI. LE Produit de deux Grandeurs quelconques est moyen 
proportionnel entre les Quarrez^ dé chaque Grandeur. 

Soient les Grandeurs b Sc c. b b. h c x : bx cc ^ car b b. bc 
: : b. c. ôC b C. CC : : b. C. 

C'est la mesme chose que de dire que le Produit de la 
toute , ôc d'une partie est moyen proportionnel entre le 
Quarré de la toute Ôc le Quarré de cette partie 5 car il 

est visible que iî la toute est t ôc m une partie tt. t. m 

: :t m. mm. 
IX. COROLLAI RE. 

XXXIII. E N toute Progression Géométrique , les Quarrez de 
deux termes qui se suivent immédiatement font entre 
eux comme deux termes, entre lesquels il y en a un 

d'interposé. Soient ~ h c d f g en Progression Géomé-

trique. Je dis que b h. c c : : b . d ou c c d d : : c f y car 
la Raison de b d est doublée de celle de b c. Or par le 6 

Corollaire , les Quarrez b b ôc cc, font aussi en raison 
doublée 
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doublée de celle de b c Cela se peut prouver encore 
ti'une autre sorte. Si £ b c d f. b d^ cc. Or b b. b d : : 
i «{donc bb cc :: bd, 

X. COROLLAIRE. 

EN toute la Progression Géométrique , les Cubes de xxxiv. 
deux termes qui se suivent immédiatement, sont entre 
eux comme deux termes, entre lesquels il y en a deux 

d'interposez
 ;

 car les Cubes font en raison triplée de la 
Raison de la Progression, Scies termes entre lesquels il 
y en a deux d'interpôíée, sont aussi en raison triplée de 
cette mesme raison , cela se peut prouver aussi par 

Corollaire 7
e

 ;
 car si ~ b c. d fi par b b. cc : : cf, donc 

bbfiznccc. Or bbb. bbf ; : b f. donc bbb. ccc:: bfi. 

XI. COROLLAIRE. 

C'EST par lâ qu'on a trouve comment il s'y falloit 
prendre pour doubler un Cube donné ; car ayant un 

Cube donné b b b. II faut prendre/double de£, & si on 
peut trouver deux moyennes continuëment proportion-

nelles entre £ 8c /", comme feroient c Sc d : ensorte que 
soient b c d f. Le Cube de c première de ces moyennes 
proportionnelles sera double du Cube de b. 

VIL THÉORÈME. DÉFINITION. 

DEUX Grandeurs planes qui sont telles que les deux XXXVÎ. 

dimensions de l'une font les extrêmes d'une proportion, 
dont les deux dimensions de l'autre , sont les moyens

 i 
ou [ ce qui est la mesme chose ] que l'une des dimensions 
de la première soit à l'une des dimensions de la secon-

de, comme l'autre dimension de la seconde est à l'autre 
dimension de la première sont appellées réciproques, ôc 
sont toujours égales. 

Soient b gtk.cf. Je dis que si b est à c comme f est à g 
bc::gf/ 

^g=í cf. 

K 
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Or pan le Produit des extrêmes b g qui est le premier' 

de ces deux plans est égal au Produit des moyens cf qui ' 
est le second de ces deux plans. 

V1IL THICTREMI. 

LE S Grandeurs planes égales'font toujours récipro-
ques, c'est à dire les <leux dimensions de l'une sont les' 
extrêmes de la proportion dont les deux dimensions de-
l'autre sont les moyens. Si b g. est égal ief.]e dis que. 

A f ::/&> 
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NOUVEAUX ELEMENS 

D £ • 

GEOMETRIE 
L I V R E QUA T R I £ M E. 

sDES GRANDEURS COMMENSUR-ABLES 

JET INCOMMENSURABLES. 

?Ous avons dit généralement qu'il y a deux 9. 

fortes de raisons ; la raison de nombre à nom-

bre, & la raison sourde -, & comme c'est par là 
que les grandeurs font commenfurables & in-

commensurables , la fuite naturelle nous obti-
rge de -parler de ces fartes de Grandeurs. 

DÉFINITION. 

C'EST la même chose de dire que deux grandeurs n. 
font commenfurables , êc de dire qu'elles font comme 
nombre â nombre. 

Car afin que^soitcommensurableà Ê, il faut que quel-

que.grandeur comme x soit précisément tant defois dans 
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b ôc précisément tant de fois dans c comme si elle est 9 fois 

dans b ôc 10 fois dans c. 
Donc b est la mesme chose que 9 x, ôc f la même chose 

que 10 x. 
Or 9 x. lO x : : 9. IO. 

Donc b. c : : 9. 10. 
Donc £ est à c comme nombre à nombre. Et delà il 

s'enfuit que c'est aussi la même chose de dire que deux 

f
randeurs ne font pas entr'elles comme nombre à nom-
re, ôc de dire qu'elles font incommensurables, puisque 

si elles esloient commenfurables elles feroient comme 

nombre à nombre. 
SECTION PREMIERE. 

Des Grandeurs commenfurables ou des Raisons de nombre 

à nombre. 

ÏI 1, T o UT ce qui a esté dit dans les deux Livres preeedens 
des Raiíonsen gênerai - peut estreappliqué fans peine aux 
Raisons de nombre à nombre. Ce n'est donc pas ce que 
l'on va faire icy r ce seroit une répétition inutile. Mais on 
parlera seulement de ce qui convient spécifiquement aux 

Raisons de nombre à nombre, ôc en quoy elles sont difFe -

rentes des Raisons Sourdes. 
I. LEMME. 

Marquer les nombres par lettres. 

$yr. ON peut marquer les nombres par lettres comme les 
autres grandeurs : ôc alors íl faut observer en faiíánt les 
quatre opérations fur les nombres que l'on a marquez 
par lettres, tout ce qui a esté dit dans le I. Livre de 
ces opérations fur les grandeurs quelconques: D'où naît 

plusieurs différences entre cette manière de marquer les 
nombres par lettres, ôc celle de les marquer par chiffres. 

1. Une íèule lettre peut marquer quand 011 veut quel-
que gr nd nombre que ce soit ^ au lieu qu'il faut beau-
coup de caractères pour marquer les grands nombres. 

2. Les chiffres changent dans l'Addition, Soustraction, 
Multiplication des nombres

 5
 mais les lettres ne chan-

gent point 1 Car fi b signifie 4. ôc a 5, pour les adjoûter 
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en chiffres je mettray 9, ôc par lettres je rnettray b-^a. 

Et pour multiplier en chiffre je mettray 20, Ôc par let-

tres je mettray b a: de c'est en cela qu'est le plus grand 

avantage des lettres
 ;
 caries multiplications s'y font fans 

peine, ôc laissent toujours voir les nombres par lesquels 

on a multiplié
 ;
 au lieu que deux grands nombres font 

difficiles à multiplier par chiffres , ÔC on ne voit plus 

dans le produit les nombres dont il a esté fait. 

3. Le rang dans les chiffres fait tout
 5

 car 29 ôc 92 

font deux nombres bien differens : Mais il ne fait rien 

dans les lettres quand on les joint ensemble, ce qui mar-

que une multiplication
 5

 car il n'importe par où on 

commence la multiplication de deux nombres. C'est 

toujours la mesme chose 5 fois 4, ou 4 fois 5 : ôc ainsi 
bed, bdc^ dbc marquent le mesme chiffre. 

4. Les chiffres signifient des nombres déterminez : 

ôc un mesme caractère dans la mesme place des unitez, 

des dixaines, ôcc. ne peut signifier que la mesme chose. 

Mais les lettres signifient des nombres quelconques
 3
 en 

observant néanmoins que dans une mesme opération 

la mesme lettre doit signifier le mesme nombre. 

II. LEMME. 

CETTE manière de marquer les nombres par lettres, 

fait voir que les nombres peuvent estre considérez com-

me estant d'une dimension, ou de deux, ou de trois, ou 
de quatre, ôcc. 

On considère un nombre comme estant d'une feule 

dimension, lors qu'on regarde simplement ce qu'il con-

tient d'unitez ôc qu'on le marque par une feule lettre, 

soit qu'il ait besoin pour estre écrit en chiffre d'un seul ou 

de plusieurs caractères. Ainsi 72 marqué par un Í, est 
un nombre d'une seule dimension. 

On le considère comme ayant deux dimensions, lors 

qu'il est exprimé par deux lettres qui marquent deux 

nombres, qui se multipliant l'un l'autre font le nombre 

total qu'on veut exprimer, Ainsi b signifiant!, ôC/> 36, 
b p signifie deux fois 36, ce qui fait encore 72. 
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On le considère comme ayant 3 dimensions, lorsqu'il 

est exprimé par .3 lettres, qui marquent 3 nombres, 

dont le 3e multiplie le produit des-deux premiers. Ainsi b 

signifiant 1
 v
 íj ôcm 12 : b cm signifiez fois 3 fois 12. c'est 

à dire ,< 6; fois 12 ■> ce qui fait encore 72. 
On le considère comme ayant 4. dimensions,, lorsqu'il 

est exprimé par 4 lettres qui marquent 4 nombres, dont 

le3e ayant multiplié le produit des deux premiers, le4, 

multiplie le produit des .3. autres. Ainsi b signifiant 2, c 3, 

& d 4 3 bede signifie 1 fois 3 fois 4 fois3
}
 c'est à dire, 

6 fois 4 fois. 3, ou 24 fois 3 5 ce qui fait encore 72. 

On le considère comme ayant cinq dimensions, lors 

qu'il est exprimé par j. lettres. 

De 6 quand par d. 

De 7 quand par 7. 

De é quand par 8, ôcc. 

J II. LEMME. 

O N'voit astez que deux meímes lettres, com me bè 

ou cc, doivent faire un nombre quarré
 y

 ôc 3 mefmes 

lettres, comme bbb., un nombre cubique. 

Mais il y a encore une autre observation á -faire fur 

ces nombres. C'est qu'un nombre est reconnu pour quar-

té non feulement quand il est exprimé par deux mêmes 

lettres comme mais aussi quand on partage en deux 

parts égales les lettres d'un nombre, enforte que les mê-

mes lettres fe trouvent en l'une & en l'autre partie. Ainsi 

b bec, ou b bec d d. font des nombres quarrez, parce que 

L'un se peut partager en £rôc£ r, 6c l'autre en^í-^ Scbcd. 

Caron adéja veuqu'il n'importoit de rien en quelque 

manière que les lettres fuflent rangées. 

Un nombre de même est cubique non feulement quand 

il est exprimé par les trois mêmes lettres commeèbb, mais 

aussi quand léslettres qui le marquent peuvent estre divi-

sées en trois parts égales dont chacune contienne les mê-

mes lettres. Ainsi bbbece, ou b bbece ddd font deux 

nombres cubiques, parce que le premierfepeut partager 

■jsa b r, b <■_& b ôd'autre en b cd , b cd ôc b c d. 

SCD LYON 1



©E GE DM E TRIE. L I V. IV.
 7

9 

COROLLAIRE. 

IL s'ensuit delà fans autre preuve , que le produit de V1i* 

deux nombres quarrez est toujours un nombre quarré qui 
a pour fa racine le produit des deux racines des dèux au-
tres nombres quarrez. Ainsi b b en c c fait bb cc, qui a 
pour íàracine^f. Et que le produit de deux

5
 nombres cu-

biques est toujours un nombre cubique, quia aussi pour 

íà racine le produit des deux racines-des deux autres nom-
bres cubiques.. 

IV. LEMME. 

LES exposans d'une raison de nombre à nombre font vil r. 
neceffairement ou deux nombres impairs, ou un nombre 
pairôc un impair, mais ce ne peut estre deux pairs j car 
deur pairs pouvant encore l'un ôc l'autre estre partagez 
par la moitié. Cette raison n'áuroit pas esté réduite aux 
moindres termes qu'elle l'auroitpû estre ôc cette division 
par la moitié fera enfin que ees deux pairs fe reduiront ou 
à deux impairs comme la raison de 10 à 6fe reduit à la rai-
son de 5 à 3, ou au moins à un pair Ôc à un impair comme-
la raison de 8 à 14. se reduit à la raison de4.à-7. 

V. L E M M; E. ■ 

Quoy que deuxnombres n'ayent pas autant de dimen- j 
lions l'un que l'autre, ils ne laiílent pas de pouvoir estre 
comparez ensemble, parce que tous les nombres estant 
mesurez par l'unité ont toujours raison l'un à l'autre. 

Néanmoins il est souvent utile de pouvoir faire que le 
nombre qui auroit moins de dimensions que l'autre, en air 
autant demeurant le même, ô: cela est aisé. 

Car réservant la lettre (/) pour marquer l'unité il ne 
faut qu'augmenter les lettres du nombre qui en a moins-
que l'autre , d'autant d'/ qu'il est neceíïàire pour faire 
qu'il y ait autant/de lettres à l'un qu'à l'autre. Ainsi ayant ' 
à comparer b avec^ x j ajoutant un i à b, M aura autant' 
de dimensions que b x.-

Et néanmoins £ i fera le même nombre que b , parce-
que l'unité multipliant un nombre ne le change point j , 

4
(
fois un, ou une fois 4, estant la même chose que quatre. • 
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Et quand on le multiplieroit 2,3 de 4 fois par l'unité, 

ce feroit toujours de même : comme il se voit en ce que 

l'unité priíë une fois( ce qui peut estre marqué par un íeul 
i) est un nombre linéaire & multiplié par ìoy-même, ce 
qui peut estre marqué par deux {ii) est un nombre quar-
ré , quoy que ce íbit toujours un : Et marqué par trois {iìi) 

un nombre cubique : Et par quatre ( iiii ) unnombre quar» 
ré de quarré : Et ainsi à Finfíni. D'où il s'enfuit que com-
me un seul ( i ) n'apporte aucun changement au nombre 
auquel il est ajoûeé, deux, trois, quatre i> n'enapportent 
point auísi. 

Cette observation fera de grand usage dans les Théo, 
rem es íuivans. 

VI. LEMME,. 

IL est bon pour distinguer plus facilement les nombres 
pairs des impairs de marquer les nombres pairs par des 
consonnes, Sc les impairs par des voyelles, réservant tou-

jours / pour l'unité: neantmoins quand on ne considère 
ni les pairs ni les impairs, les consonnes alors fe prendront 
pour les nombres en gênerai. 

V I L L E M M E. 

OUTRE cette manière de marquer par lettres les nom-
bres que l'on veut multiplier , on peut auísi en les mar-
quant parles chiffres ordinaires avoir presque les mefmes 
avantages , qui font. 1, Que les nombres multiplians 8c 
multipliez paroissent toujours. 2, Qu'on voit tout d'un 

coup combien de dimensions est chaque nombre. 3. Que 
l'on voit fans peine les expo fans de chaque raison de 
nombre á nombre. 

II ne faut pour cela que faire deux choses. La iIe est de 
mettre une virgule entre deux ,ou trois, ou quatre, ou 
cinq nombres que l'on veut multiplier les uns par les 

autres, en se souvenant que cette virgule veut dire fois. 
Ainsi 4 ,5, voudra dire 4 fois 5 c. 20, 
5, ii. 5 fois 12 c. 60. 

5,6, 
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•5,6,7,8.5 fois 6 fois 7 fois huit, c. 30 fois 7 qui font 
210, ôc 8 fois 210 ce qui fait 1680. 

Les quarrez fe mettront de mesme. 
3, 3. Quarré de 3. 9, 

4, 4. Quarré de 4.16. 
12, 12. Quarré de 12.144. 

36,36. Quarré de 36. 1296. 
Les Cubes de mesme. 
4,4, 4. Le Cube de 4. 64. 

10, îo ,10. Le Cube de 10.1000. 

On peut aussi dans cette manière faire les nombres d'au-
tant de dimensions les uns que les autres, en multipliant 
par 1 c'est à dire par l'unité ceux qui n'en ont pas tant, 8c 
mettant la virgule entre deux. Ainsi si je veux comparer 
4 à 4,7. Je n'auray qu'à mettre 4, i ôc 4, 7. Ce qui si-
gnifiera 4 fois 1, ôc 4 fois 7. Ce qui peut estre de grand 
usage dans les proportions. 

L'autre invention qui n'est que pour les nombre quar-
rez , cubiques,, quarrez de quarrez , ôcc. C'est de faire 
comme aux lettres mettre au deífus un peu â costé un 
petit 2 pour les quarrez , un 3 pour les cubes.Un4.pa1u* 
les quarrez de quarrez , ôcc. 

Ainsi 8
1
 marquera le quarré de 8. 64. 

8J. Le cube de 8. 512. 

8\ Le quarré de quarré 8.409 6. 

DEFINITIONS. 

IL y a quelques définitions qu'il faut fçavoir pour bien xn, 
comprendre les raisons de nombre à nombre. 

1. Un nombre est dit en di> iser un autre, ou en estre la 
mesure quand il y est précisément tant de fois. 

Aussi l'unité est la mesure de tous les autres nombres, 
ôc tous les autres nombres font multipliés de l'unité. 

2. Elle est la mesure de tous les autres nom bres pairs, ôc 
tous les nombres pairs font multiples de l'unité. 

Mais il faut remarquer 1 , que chaque nombre est la 
mesure de foy-mesme, parce qu'il est une fois dans soy-

L 

SCD LYON 1



p NOUVEAUX ËLEMEHS 
mefme. Et ainsi tout nombre a au moins deux mesures,, 
íoy-mefme & l'unité. II n'y a que Funité qui n'a que soy-
mesme. 2, Que toutes mesures sont doubles, si ce n'est 
dans les quarrez, où un nombre le multiplie foy-même^ 

Car si 3 par exemple est le quart de 12 f quatre eri sera le 

tiers. Si 5 est le 12™ de 60 , 12 en fera le f. 
3. On dit qu'un nombre est nombre premier, quand if 

n'a de mesure que l'unité &c soy-memie, ( ce qui se fous-
entend fans qu'on le dise. / Comme 2. 3.5. 7.11.13 , &c„. 

Hors le nombre de deux nul nombre pair ne peut estre 
premier , parce que tous ( hors deux ); peuvent au moins 

estre divisez par 2. 
4. Deux nombres font premiers entr'eux s quand ih 

n'ont de mesure commune que Funité. 
II s'ensuit delà que deux nombres differens qui font 

chacun premiers le font entr'eux, comme y. 7. n. J'ay dit 
deux nombres differens 5 car deux mefmes nombres com-
me 5 6c 5, quoy que chacun soit premier, ne le sont point 
entr'eux} Car outre l'unité estant chacun à soy-mefme fa 
mesure 3 ils ont encore cette mesure commune. 

Deux nombres qui se suivent font premiers entr'eux. 
Deux impairs qui se suivent comme 7 & 9 le sont auflî. 
TOUS les quarrez font premiers entr'eux, lors que leurs 

racines font des nombres premiers, ou feulement premiers 
entr'eux, quoy que nul quarré ne puiííè estre nombre pre-

mier 9.25.49. 64.81. 
Deux nombres premiers entre eux , ne fçauroient 

Cous deux estre pairs. Il faut qu'au moins l'un des deux 
soit impair ; car deux pairs auroient le nombre de deux 

pour mesure commune. 

La Notion des Rai/òns de nombre a nombre. 

LA raison dénombre à nombre est bien plus facile à 
concevoir que la raison des grandeurs en gênerai, à cause 

que les nombres ont toujours l'unité pour commune me-
sures qu'il y a des grandeurs qui n'ont aucune mesure 

commune. 
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Ainsi la raison de deux nombres ne consiste qu'en ce que 
l'un est tant de fois dans l'autre. Si l'un est multiple de 
l'autre, comme 4 est3 fois dans 12, ou que quelque aliquo-
te de l'un est: précisément tant de fois dans l'autre ., ce qui 
est toujours certain au moins de l'unité, comme 2 qui est 

le tiers deó, est quatre fois dans 8. L'unité qui est le quart 
de quatre, est 7 fois dans 7. 

Or delà il est aisé de comprendre qu'afin que la raison 
de deux nombres soit égale à la raison de deux autres, il 
faut que si le second est multiple du premier, le troisième 
soit autant de fois dans le quatrième que le premier est 
dans le second, ou que si le premier n'a que quelqu'un de 
ses aliquotes qui soit tant de fois dans le second , une ali-
quote pareille du troisième , soit autant de fois dans le 
quatrième, c'est à dire que si le tiers du premier est cinq 
fois dans le second : il faut aussi que le tiers dutroisième 

soit cinq fois dans le quatrième. Quatre est 5 fois dans 20 
comme 7 est 5 fois dans 35. 

La moitié de 6 est 5 fois dans 15, comme la moitié de Z 

est 5 fois dans 20. 

DIVISION GÊNER ALE. 

LA plus generale division des raisons de nombre à nom- XIv-
brc , est de dire que les uns font premiers , & les autres 

non premiers. 
J'appelle premières celles dont les termes font premiers 

entre eux, comme la raison de l'unité à tout autre nom-
bre : La raison de z a tout nombre impair. 

j'appelle non premières, celles dont les termes ne font 
pas des nombres premiers entre eux, comme 8.12.15.20. 

45- 8r. 
PROPOSITIONS FONDAMENTALES. 

D EUX raisons premières estant différentes ne fçau- xv. 
roient estre égales. 

Chaque raison première peut estre égale à une infinité 

de non premières. 
L ij 
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Chaque raison non première peut estre reduite à une 

première qui Iuy sera égale. 
II faut prouver toutes ces trois propositions. 
La première fe prouve ainsi. Deux nombres premiers1 

entre eux n'ont de mesure commune que l'unité qui est 
Faliquotequi prend sa dénomination du nombre mefme. 
comme l'unité est une seizième de 16. Si je compare donc 
16 à 25 qui íont deux nombres premiers entre eux/quoy 
que nul ne soit premier.} La raison de 16 à 25 ne consiste 
qu'en ce qu'une i6mc de 16 est 25 fois dans 25. Or dans 
l'infinitédes nombres, il n'y a que 16 6c ses multiples, 

comme z fois 16
 7

 5 fois 16 qui ait des seizièmes ,&: il n'y 
a auffi que 25 èc ses-multiples, comme 2 ,25. ?, 25. en qui 
quelque nombre puisse estre précisément 25 fois. Or deux 
íiombres dont l'un feroit multiplié de 16, èc l'autre de if 
ne feroient pas des nombres premiers entre eux. Donc 

il est impossible que deux raisons premières estant diffe- " 
rentes soient égales. 

PREUVE DE LA DEUXIÈME PROPOSITION. 

XVI. ELLE est claire parce qui vient d'estre ditj car deux 
nombres premiers entre eux peuvent estre chacun mul-
tipliés par un mefme nombre, èc cela une infinité de fois: 
ny ayant point dénombre qui nepuifle multiplier l'un èc 

& l'autre. Et alors ( paru. 51, ) cette raison non-premiere 

fera égale à la première. 

PREUVE DE LA TROISIÈME PROPOSITION-

CV II ^NE ra^on non première est celle qui est entre deux 
nombres non premiers entre eux. Or afin que deux nom-
bres soient non premiers entre eux : il faut qu'il ayent une 

commune mesure autre que l'unité , ôc que par consé-
quent ils soient multiples d'un mefme nombre. Ils ont 
donc chacun deux dimensions, èc en ont une commune. 
Ils peuvent donc estre exprimés chacun par deux lettresi 
dont il y en aura une quiíerala même, ou par deux chif-

fres avec une virgule entre deux , èc il y aura de part èc 

1 
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cPautre le mefme chifFre. Donc effaçant ou la mefme 

lettre,- ou le mefmechiffre , ce qui restera fera en mefme 
raison par n.51. 52. 

8
- - b. a.- j u ad ì : ; 

*,4-3>40 
3-

Mais il faut remarquer 2 choses. La première que quand 

l'un des nombres est multiple de l'autre, c'est le nombre 

mefme dont l'autre est multiple, qui est la mesure com-

mune des deux nom bres : de forte qu'il faut oul'exprimer 

ou le concevoir comme estant multiplié par l'unité 5 à 
20 5 c'est à dire41. à 4,5. De forte qu'effaçant 4 de part 
èc d'autre, la réduction fera r. y. 

La deuxième que toute raison d'un mefme nombre à 

foy-mefme fe reduit à la raison de l'unité à l'unité 5 car 

ils ont chacun deux mesures comme il a esté dit, l'unité 

èc foy-mefme, èc chacune leur est commune , effaçant 

donc la plus grande de ces mesures qui font toutes deux 
communes , reste l'unité de part èc d'autre. 

S i la première réduction ne donnoit pas des nombres 

premiers entre eux , ( ce qui arrive quand on ne prend 

pas le plus grând diviseur commun, ) il ne faudroit que 

recommencer, èc il'est indubitable que cela fe reduiroit 

à la fin à une raison première, c'est à dire à une raison de 
deux nombres premiers entre eux. 

COROII.AI RE. 

LES deux termes de la raison première á laquelle se xvliï 
reduit une raison non première, s'appellent les expofans 
de cette raison non-premiere.-

Ainsi r èc 3 sont les expofans de la raison de 8 à 12.4 & 

j. Les expofans de la raison de 28 à 35. 

Cela s'appelle autrement reduire une raison aux moirii 

dres termes qu'elle peu t estre. Et pour abréger le mot de 

réduire signifiera tout cela. Ce qu'il faut bien remarquer. 

Cecy revient encore à cette maxime. Si un mefme nom--

bre en divise deux autres, les quotiens font proportion-

nels . car le mefme nombre 4 ayant divisé 8 èc 12,-les 

L iij 
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quotiens ont esté i èc 3 qui íbnt en mefme raison que 

8 èc 12, 

I. THÉORÈME. 

XIX- î \ DEUX raisons égales ont nécessairement les mefmes ex-

pofans , 8c ce n'est qu'en cela qu'elles font égales. 

Car il faut que deux raisons que l'on compare , ou 

soient toutes deux premières, ou toutes deux non-pre-

mières , ou que l'une soit première, èc l'autre non pre-

mière. 
Or il vient d'estre prouvé qu'elles ne fçauroient estre 

égales estant toutes deux premières si elles íbnt différen-

tes : 8c que les non-premières íe peuvent reduire à une 

première. II faut donc que les non-premieres pour estre 

égales se puissent reduire à une seule èc mefme première, 

ou s'il n'y en a qu'une de non-premiere} qu'elle se puisse 

reduire à la mefme première que celle qui l'est déja. Or 

c'est ce qu'on appelle avoir les mefmes expofans, que de 

ne pouvoir estre reduite qu'à une mefme 8c feule raison 

première. Donc il est impossible que deux raisons égales 

n'ayent pas les mefines expofans. 

í I. THÉO REME. 

xx. DEUX raisons de nombre à nombre estant égales, le 

produit des antecedens est au produit des confequens 

comme deux nombres quarrez : où, la raison du produit 

des antecedens au produit des confequens a pour ses ex-

pofans des nombres quarrez j Car deux raisons ne fçau-

roient estre égales, qu'elles n'ayent les mefmes expofans 

par le Théorème précédent. C'est à dire qu'estant redui-

tes , elles ne le soient à deux raisons premières qui ont 

chacune le mefme antécédent èc le mefme conséquent. 

Donc le produit des antecedens fera la multiplication d'un 

nombre par soy même , ce qui fait un nombre quarré, èí 

de même du produit des confequens. 

Deux raisons égales b x. cx :; by. cy. 

reduites aux moindres termes b. c ;: b. c, 

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE L IV. IV. 87 
Donc le produit de antecedens eííbb. 

èc celuy des conseqvens c c. 
Exemple par les chiffres selon le sixième Lemme. 

4>7- hl 4)3- 5>3-
Exp. 4.5 : : 4- 5-

Donc le produit des antecedens est 4 fois 4
}
 c'est à dire 

fe quarré de quatre. 
Et le produit des confequens 5 fois 5

 5
 c'est à dire le quar-

ré de cinq. 
III. THÉORÈME. 

TROÏS raisons de nombre à nombre estant égales, la 
raison du produit des 3 antecedens au produit des 3 confe-
quens a pour fes expofans des nombres cubiques. 

C'est la mefme chose
 ;

 car trois raisons ne fçauroient 
estre égales, qu'elles ̂ n'aient toutes trois les meímes ex-
pofans. C'est à dire qu'estant reduites elles ne le soient à 
trois raisons , qui ne feront que la mefme ayant toutes 
trois le mefme antécédent & le mefme conséquent. Donc 
le produit des-antecedens fera un cube, èc le produit 
des confequens un autre cube. 

b x. cx :: by. cy : : bx^ cz^. 
b. c : : b. c : : b. c. 

_ , , ". f des antecedens b b b. 
Donc le produit j

 des consequens ccc
,
 % 

C'est la mefme chose par les chiffres. 

4>7-5>7 -4,3-5,3 ■■ 4*9-5,9-
4. 5:: 4. 5:: 4. 5. 

Donc le produit des antecedens est 4,4,4, c'est à dire 
le cube de 4. Et le produis des confequens 5,5,5, c'est à 
dire le cube de 5. 

IV. THÉORÈME. 

XXI 

LA raison doublée ou triplée d'une raison de nombre 
â nombre a pour fes expofans des nombres quarrez si 
elle est doublée , èc des nombres cubiques si elle est 
triplée. 

XXII 
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Car une raison doublee n'est autre chose qu'une raison 

composée de deux raisons égales. 
Or une raison composée de deux raisons n'est autre 

chose que la raison du produit des antecedens de ces deux 
raisons au produit de deux confequens par m. 33. 

Donc une raison composée de deux raisons égales de 
nombre à nombre ( ce qui est la même chose que la raison 
doublée d'une raison de nombre à nombre ) n'est autre 
chose que la raison du produit des antecedens de 2 'raisons 

égales de nombre à nombre au produit des confequens. 
Or cette raison du produit des antecedens de deux 

raisons égales de nombre à nombre au produit des 
confequens, a pour ses expofans des nombres quarrez 

par le 2 Théorème. 
Donc toute raison doublée d'une raison dénombre à 

nombre a pour ses expofans des nombres quarrez. 
On prouvera de la mefme forte par le 3 Théorème que 

la raison triplée d'une raison de nombre à nombre a pour 
ses expofans des nombres cubiques

 ;
 parce qu'une raison 

.triplée n'est autre chose qu'une raison composée de trois 
raisons égales, Donc, 6ce. 

I. COROLLAIRE. 

XXIII. TROIS nombres estant continuëment proportionnels, 
ne peuvent estre reduits aux moindres nombres qu'ils peu-
vent estre, que les deux extrêmes ne soient des nombres 
quarrez, 6c celuy du mileu le produit de leurs racines. 

Car le 1. de ces 3 nom bres est au troisième en raison dou-

blée de la raison du 1 au 2, ou ce qui estlamesine chose en 
raison composée de la raison du^ au 2, 6c de celle du 2 au 3 
comme ilaestéprouvé nr. 34. Donc par le 3Théorème 
la raison du 1 au 3 doit avoir pour ses expofans des nom-
bres quarrez. Or par 111.4.1e produit des 2 racines est le 

moyen proportionnel entre deux quarrez, 6c il est clair 
que deux nombres quarrez ne peuvent avoir qu'un seul 

nombre pour moyen proportionnel. Donc le produit des 
deux racines doit estre ce fécond terme. 

IL 
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I I. COROLLAIRE. 

QuATRE grandeurs estant continuëment propor-
 XXI

^ 
tionnelles la raison de la i à la 4 ,a pour ses expofans des 
nombres cubiques. 

C'est la même chose 3 car (par m. 34.) la raison de la 
1 à la 4 est une raison triplée. OrparleTheoreme précé-
dent , toute raison triplée a pour ses expofans des nombres 
cubiques. 

V. THÉORÈME. 

SI plusieurs nombres sont continuëment proportionnels
 xxv ( ce qui s'appelle Progression Géométrique : ) il faut né-

cessairement qu'estant réduits, ils soient ou tous impairs,, 
ou tous pairs hors l'un des extrêmes, qui fera íeul néces-
sairement impair. Car il est clair qu'ils ne peuvent pas 
estre tous pairs, parce qu'ils ne feroient pas reduits. 

Demonstr. Ce qui fait que les nombres font proportion-
nels , Sc qu'il y a toujours une mefme raison entre ceux 
qui se suivent immédiatement. Et ainsi toutes ces raisons 
estant égales n'ont que les mêmes expofans, qui sont ou 
l'unité ôc quel que autre nombre que ce soit., quand la 

Progression est multiple. Ou deux autres nombres quand 
elle n'est pas multiple, lesquels deux nombres font né-

cessairement ou tous deux impairs, ou l'un pair 8c l'autre 
impair 5. \%. 

PREUVE pu PREMIER CAS. 

DANS le premier cas
 i
 c'est à dire quand l'un des ex- xxvr. 

pofans est l'unité , la vérité du Théorème est manifeste
 ; 

car le 2 exposant fera le 2 terme de la Progression , 8c 
tous les autres en sont les puissances, le3 le quarré, le 4 
le cube , le 5 le quarré de quarré, 8cc. D'où il s'enfuit que 
si ce 2 exposant est un nombre impair, ( toutes les puis-
sances d'un nombre impair Pestant toujours aussi , ) tous 
les termes de la Progression sont impairs. 

Exemple quand le deuxième terme est 5, íe souvenir que 

M 
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par f. s , Sec. J'entends toujours le quarré de 5. le Cube-

de 5, 6cc. 

•3 5- 51- 5'- 5+» &c-
-H ». 5. M- uî- 615 ,&c 

Que íl le 1 exposant est pair, comme il fera le 1 termede 
la Progression, ôc que tous les autres termes feront ses 
puissances : ils seront tous pairs ( toute puissance d'un 
noìt bre pair Tétant toujours aussi. ) II n'y aura donc 
que l'unité qui fera un nombre impair dans cette Pro-

gression. 
Exemple, ce second exposant estant 10. 

«4* 1. 10. io\ 10». IO*, ÔCC. 

I. IO. IOO. 10OO. IOOOO. 

PREUVE DU DEUXIÈME CAS. 

XXvlI. QUAND la Progression n'est pas multiple ; c'est à dire 
quand l'un des deux expofans n'est pas l'unité , il faut 
toujours qu'ils soient ou tous deux impairs , ou l'un pair 
& l'autre impair , comme il a déja esté dit. Or ce font 
alors les deux expofans qui déterminent tous les autres 

termes. 
Car les deux extrêmes doivent estre la mefme puissan-

ce de chacun des deux expofans 5 c'est à dire le quarré s'il 
n'y en a que trois ter m es, le cube s'il y en a 4. le qq. s'il 
y a 5. le qc. s'il y en a 6, ôc ainsi jusques à l'infiny. Et 
tous les autres termes doivent avoir autant de dimensions 
que ces extrêmes -, c'est à dire avoir z si ces extrêmes íbnt 

des quarrez. 5 si ce font des cubes. 4 Si ce font des qq. 5 Si 
ce font des qc , êcc. Mais il faut qu'une partie de leurs 
dimensions soit d'un exposant, 2c l'autre partie de l'autre 

expolànt. 
Or delà-s'ensuit tout ce qu'on avoit à prouver dans ce 

Théorème 5 car 1. Quand les deux expofans font impairs, 
toutes les multiplications qui font les extrêmes & ceux 
d'entre deux fe font par impairs, ôc par conséquent ils 
doivent tous estre impairs. 

Exemptes, les deux expofans estant 3. 6c 5. ( il faut si? 
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souvenir qu'une virgule entre deux chiffres signifie qu'ils 
se doivent multiplier l'un l'autre. 

9 r- 3>5- r- 9. 15- 25« 

Vy 5- 3>5*«^ *7* 45« 7Í- »î-

34- 3'» 5- 3S5'-3> 5*- 54- 81. 135-**5-375-6lî-
a. Quand l'un des expofans est pair & l'autre impair, 

l'un des extrêmes fera pair & l'autre impair. Mais tous 
ceux d'entre deux feront pairs, parce qu'il y aura quel-

qu'un de leurs dimensions qui fera un nombre pair. Or 

toute multiplication où il entre un nombre pair, fait un 
nombre pair. 

Exemples. Les deux expofans estant t & 5. 

K-21. 2,5. 5'-. 4. 10. 25. 

rr- 2». »*
3
 5. 2, f. 5'. 8. 20. JO. 125. 

"xrx\ 23,5- 2S51. 2J5j. J
4

. 16.40.100.250.625. 

AVERTISSEMENT. 

Ces deux cas de la Proqreflìm multiple , & de la non XXVIM. 

multiple ne font differens qu'en apparence. Ze t. fe devant 
concevoir comme estant virtuellement semblable au second ■ 
Car l'unité qui en est le premier terme doit efre conceuë com-

me quarré quand il y a trois termes, comme cube quand il y 
en a 4, comme quarré de quarré quand il y en a 5 , ̂  ainsi 
de fuite. Et tous les autres termes doivent estre conceus costu-
me ayant autant de dimensions qu'en a le dernier terme de 

la Progression : ce qui fe fait par le moyen des unitex^ que 
l'on met par autant de dimension qui leur manquent. Cela 

fe comprendra mieux pour des exemples ,foìt '\ pris pour l'uni-
té

 3
 & x pour l'autre exposant quelconque pair ou impair. 

Voici comme ces Protestions multiples doivent estre conceuès^ 

pour estre semblables aux non multiples. 
-ri ii. ix. xx. 

p iii. iix. ixx. XXX. 

iiii. iiix. iixx. ixxx. xxxx. 

M ij 
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SECTION SECONDE. 

Des Grandeurs incommensurables ou des Raisons Sourdes. 

XXix. Nous avons déja dit , que ce qui fait que des Gran-

deurs fontappellées incommensurables f ce qui est la mê-

me chose que n'avoir entre elles qu'une raison sourde, ) 
est qu'ayant chacune une infinité de mesures de plus pe- • 
tites en plus petites, nulle des mesures de l'une ne peut 
estre la mesure de l'autre. 

Celaparoist incompréhensible, St l'est en effet, parce 
que ce qui est cauíè de cela, ne peut estre que la divisibi-
lité de la matière àTmfíny. Or il est clair que tout ce qui 
tient de l'infinité, ne fçauroit estre compris par un esprit 
íìny tel qu'est celuy de tous les hommes. 

II ne faut donc pas s'imaginer que l'on puisse avoir des 
«lotions aussi claires des raisons sourdes, qu'on en a des 

taisons de nombre á nombre : ny qu'on puistè prouver 
positivement que deux grandeurs font incommensura-

bles , on ne le peut certainement. Et tout ce que l'on fçau-
roit faire de mieux, est de le faire négativement , c'est 
à dire en monstrant qu'elles ne font point entre elles 

commenombreánombre : par où on est tres-convaincu 
que la chose est , quoy qu'on ne pénètre pas comment 
cela peut estre. Tout íe reduit donc à faire voir par les 

proprietez essentielles des raisons de nombre à nombre 
que nous venons d'établir qu'elles peuvent estre lesgran 
deurs qui ne font point entre elles comme nombre 

nombre,.&; qui par conséquent font incommensurables,, 

parce que les proprietez des raisons de nombreà nombre 
ne pourroient convenir à la raison qu'elles auroient en-
tre elles. C'est pourquoy il faut bien avoir dans l'efprk 
les définitions suivantes. 

D £ FI N I T 10 N S. 

xxx
 Dfux grandeurs font incommensurables, quand elles 

ne font point entre elles comme nombre à nombre, ou 
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que la raison qu'elles ont entre elles n'est point une rai-
ion de nombre à nombre. 

i. Une raison est sourde quand on peut prouver qu'el-
le n'a point ce qui convient nécessairement aux raisons 
de nombre à nombre. 

3. Chacune des deux raisons égales, dont est composée 
la raison qu'on appelle doublée , ou des trois égales dont 
est composée la raison qu'on appelle triplée, soit appel-
lee la raison simple d'une raison doublée ou triplée. 

4. Deux grandeurs peuvent estre incommensurables,que 
leurs quarrez & leurs cubes ne le sont pas. Et on dit alors, 

qu'elles sont incommensurables en elles mêmes, ou en 
longueur, ou linéairement, mais qu'elles sont commen-

furables en puissance. Et il faut remarquer que le quarré 
est la puissance , qui s'appelle simplement puislance, 

le cube la 2 ,, le quarré de quarré la 3, 8c ainsi à l'infiny! 
Et que néanmoins quand on les marque par un petit 

chiffre au dessus 8t un peu à côté d'une lettre , ou d'un 

plus grand chiffre , 2 signifie le quarré , 3 le cube, 4 

le quarré de quarré , commet. 6». 6
4

, 8tc De 8
l
. 8' 

PROPOSITION FONDAMENTALE 

DES INCOMMENSURABLES.-

DEUX grandeurs sont incommensurables f quoy que xxxt. 
non en puissance,ouì ou 1-. ) Quand la Raison qu'elles 

ont entre elles, est la raison simple, ou d'une raison dou-
blée, qui a pour ses expofans d'autres nombres que deux 
nombres quarrez, ou d'une raison triplée qui a pour ses" 
expofans d'autres nombres que deux cubiques. 

C'est une suitte nécessaire de ce qui a esté prouvé cy-
dessus, qu'une raison composée de deux raisons égale de 
nombre à nom bre, doit avoir nécessairement pour ses ex-

pofans des nombres quarrez
 ;
 c'est à dire que les deux ter-

mes de cette raison doublée doivent estre nécessairement 

deux nombres quarrez , comme 1 8c 4. 4 8c 9 16 8c 25; 
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Et qu'il ne suffit pas que l'un d'eux soit quarré , mais 

qu'ils le doivent estre tous deux, 
Donc toute raison quia pour Ces expofans d'autresnom-

bres que deux nombres quarrez nefçauroit estre compo-

sée de deux raisons égales de nombre à nombre: Elle ne 
le peut donc estre que de deux raisons sourdes. Donc les 

deux grandeurs entre lesquelles est cette raison , qui ne 

sçauroitestre dénombre à nombre,sont incommensura-

bles par la i définition S 31. &c pàr 2. S. 
II n'y a rien de plus facile que d'appliquer tout cela â la 

raison simple d'une raison triplée , Sec. 
Mais on voit bien aussi que ces grandeurs sont com-

, menfurables en puiffànceoui. ou 2 $ car c'est ce que l'on 
suppose que leurs quarrez ou leurs cubes font comme 
nombre à nombre , mais non comme deux nombres ou 

quarrez ou cubiques, 

I. COROLLAIRE. 

XXXil. DEUX quarrez qui font entre eux comme deux nom-

bres, Sc non comme deux nombres quarrez ontleurs raci-

nes incommensurables. 
Et deux Cubes de mefmes ont leurs racines incom-

mensurables , si ces Cubes sont entre eux comme deux 
nombres, qui ne font pas tous deux cubiques. 

C'est la proposition mefme 5 car par ui. 41. deux quar-
rez sont entre eux en raison doublée de leurs racines, 8ç 

deux cubes en raison triplée. Donc si les quarrez font en-

tre eux comme 2 ài. ou comme 4 33. La raison des raci-
nes fèra la raison simple d'une raison doublée, qui n'aura 
pas pour ses expofans deux nombres quarrez. Donc ce fe-

ra une raison sourde. Donc ces deux racines feront incom-

mensurables: Eton voitaslez qu'il en fera de mefme de la 

racine des cubes. 

II. COR o L L A 1 RE. 

XXXHI. Q^AND trois grandeurs sont continuëment propor-
tionnelles. Si la 1 est à la derniere comme deux nombres 
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qui ne soient pas tous deux quarrez, comme íì la r. est à la 
derniere eomme 2 à i, ou comme 3 à 2. La seconde sera in-
commensurable à la première &âla derniere, c'est à dire 
que la raison de la r. à la derniere sera une raison sourde, 

aussi bien que celle qui luyest égaie de la 2 à la 3. Mais cet-
te 2 fera commeníurable en puissance à chacune des deux 
autres 3 car (par m. 45. ) La raison délai, à la 3 est com-
posée des 2 raisons égales de la 1 à la 2. & de la 2 à la 3. 
Donc si ces deux raisons estoient de nombre à nombre , 

laraison délai àla3 qni en est composée,auroiteupour 
ses expofans deux nombres quarrez. Or elles ne les a pas 

par l'hypothefe. Elles sont donc sourdes : èc par consé-

quent la 2 de ces 3 grandeurs est incommensurable tant 
la 1. que la 3. 

Mais elle leur est commensurable en puissance ; car ( par 
m. 44. ) le quarré de la r. est au quarré de la 2 , la 1. à 
la 3, èc le quarré de la 2. au quarré de la3> est de mefme 
comme la 1. à. la 3^ 

III. COROLLAIRE. 

LORS que 4 grandeurs font continuëment proportion- xxxiv; 
nelles, fila 1 est à la4 comme deux nombres qui ne soient 
pas tous deux cubiques : Chaque grandeur est incom-
mensurable à celle qui la fuit, en longueur &en 1 puissan-
ce, èc feulement commensurable en 2 puissance. 

C'est la même démonstration que la précédente ; Car 
d'une part ( par m. 45. ) La raison de la 1. à la 4 doit estre 
composée des 3 raiíons égales de la 1 à la 2. de la 2 à la 3. 
& de la 3 àla^Donc c'est une raison triplée, qui par l'hy-
pothese a d'autres nombres pour ses expofans que des 
nombres cubiques. Donc par la proposition, chacune de-

ces raisons est sourde. Donc les grandeurs qui ont entre 
elles cette raison sourde sont incommensurables. 

D'autre part ( par m. 44. ) Les cubes de deux de ces 
grandeurs qui fe suivent sont en mefme raison que la 1 à 
1^4. Or par Phypothese, la raison de la 1. à la 4, est une 

raison de nombre à nombre ( quoy ce ne soit pas celle qui 
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.est entre deux nombres cubiques. ) Donc ces grandeurs 
.qui se suivent sont commensurables en ì puissance. 

IV. COROLLAIRE. 

xxxv. Si j grandeurs sont telles, que d'une part le quarré de 

la plus grande soit égal au quarré des deux autres, & 
que de l'autre la plus petite des trois soit une aliquote de 
Ja plus grande , c'est à dire qu'elle soit à la plus grande 

comme l'unité à quelque nombre : celle qui est entre 
deux sera incommensurable à l'une Se à l'autre, Se elle 
leur sera seulement commensurable en puissance. 

Soient les trois grandeurs b. d, /. Et que b soit à z'conu 
me 3 ài. Leurs quarrez seront comme 9. à i. Donc par 

l^hypothese du plus grand quarré égal aux deux autres, 

bb. dd. : : 9. 8. 
Etdd. ii. : : 8. I. 

Donc par le 1. Corollaire, b Se d sont incommensurables, 
Se d. Se 1. le sont aussi. Mais on voit assez que d. est com-

mensurable en puissance à l'une Se à l'autre. 

V. COROLLAIRE. 

xxxvi. S1 trois Grandeurs sont d'une part continuëment pro-
portionnelles , &c que de l'autre la plus grande soit égale 

aux deux autres : elles sont absolument incommensura-
bles entre elles. 

Car fi elles estoient comme trois nombres , il faudroit 
-par là 5 hypothèse, Se le 5 Théorème qu'elles fuflentou 
comme trois impairs, ou comme un impair , Se deux 
pairs, ou comme deux pairs , Se un impair $ c'est à dire 

en l'une de ces 3 manières, en marquant les impairs par 
des voyelles, Se les pairs par des consonnes, & en com-
mençant par la plus grande, a, e. 0. 

a. b. c. 

b. c. e. 

Or la i hypothèse fait' que tous ces 3 cas sont impossi-
bles

 3
 car cette 2e hypothèse, est que la 1. doit estre égale 

aux 2 dernieres
 8

 ce qui ne peut estre dans aucun des trois 

^cas: 
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^as: La t. dans les deux premiers cas estant un impair, 

& les deux dernieres un pair. Et dans le f cas estant un 
pair, & les deux dernieres faisant un impair. 

AVE R. T ISSEMENT IMPORTA N T. 

*' De tout ce qui vient d estre dit dans la i fetlion des rat- XXXi; 

sons de nombre à nombre, & dans cette z des raisons four~ 

des, on voit aisément que la manière dont les premières font 

Jgales , est tres-differente de celle dont le font ces dernieres i 

£ar il paroît par les -propositions fondamentales de lai sec-

tion S. 15. Que deux raisons de nombre à nombre ne font 

égaies , que par ce qulelles ont les mefmes expo fans , Q-
qu'ains estant re duite s , elles ne font toutes deux qu'une 

feule & mefme raison. 8 est a 11, ou roo est à .\^o. par ce 

que la raison de 8 à i z , est la raison de x à 3 , & que la 

raison de 100 d 150, est auffì la raison de 2 à 3. 

Mais il n'en est pas de meíme des raisons sourdes
 ;

 car 

011 ne peut point dire qu'elles ayent les mefmes exposans. 

Elles ne seroient plus sourdes si cela estoit. Ce n'est donc 

point de là qu'on doit prendre leur égalité , mais com-

me il a esté prouvé dans le 1 Théorème du 2 Livre de ce 

que toutes les aliquotes pareilles des deux antecedens 

font également contenues dans les consequens,quoy que 

nulle aliquote du 1. antécédent, ne soit précisément tant 

de fois dans son consequent, ny par conséquent l'ali-

quote pareille du 2. antécédent dans le 2 conséquent; 

mais que ce soit toujours au regard de l'un &; de l'autre 
avec quelque reste. 

Et c'est pourquoy dans les raisons de nombre à nombre, 

quand une feule aliquote pareille de chaque antécédent, 

par exemple un tiers est également contenu dans chaque 

consequent, c'est à dire autant de fois dmis l'un que dans 

l'autre, on n'a point besoin âpres cela d'examiner d'au-

tres aliquotes. Mais dans deux raisons sourdes pour estre 

assuré qu'elles sont égales, il faut avoir comme examiné 

toutesles aliquotes pareilles de l'un 8c de l'autre antécé-

dent quoy qu'infinies, ôc estre assuré que nulle du 1 ne 

N 
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pourra estre dans son conséquent avec quel que reste, que 

la pareille du % antécédent ne soit autant de fois dans son 
consequent, quoy qu'avec auffi quelque reste , comme 

nous le demonstrerons des lignes dans le 10 Livre. Et ainsi 

Tonne peut point dire à proprement parler que 2 raisons 

sourdes égales ( fur tout quand leurs termes sont abso-

lument incommensurables, tant linéairement qu'en puis-
sance ) se puiíïent reduire à une seule &: mesme raison 

première ; puisque Ton ne peut dire ny quelle des deux 

tiendroit lieu de première, ny qu'il y en ait une troisième 

qui soit plûtost raison première que ces deux-là, à laquelle 

il les faille reduire pour les comprendre plus facilement;, 

car assurément cela est impossible. 
C'est pourquoy il faut bien prendre garde à ne pas 

étendre aux raisons entre deux étendues, ce que nous 

avons dit dans les propositions fondamentales de la ré-

section 3 Que deux différentes raisons premières ne pou-

voient estre égales 5 car on ne l'a dit que des raisons de 

nombre à nombre, ôc cela n'a point de lieu dans les rai-

sons sourdes entre deux étendues. 
Et c'est ce qui me rais croire que ceux qui se servent de 

la considération des exposa ns , qu'ils supposent estre les 

mefmes dans toutes les raisons égales, pour expliquer les 

proprietez des propositions en gênerai, que nous avons 

demonstréesparune autre voye dans le commencement 

du 2 Livre, font le meíme sophisme que celuy qui ayant 

â expliquer la nature du genre - le feroit par ce qu ine 

convient qu'à une de ses espèces, qui est un sophisme as-
fez ordinaire, mais qui n'en est pas moins sophisme ; car 

c'est ainsi par exemple qu'on explique les actions des bê-

tes par des pensées 8c des volontez qui ne conviennent 

qu'à i'homme, 8c qu'on le fait mesme au regard-des choses 

inanimées. Presque tout le monde s'imaginant que les 

pierres vont au centre de la terre, comme â un lieu de 

repos , par une inclination qui a quelque rappórt à celle 

qui nous fait désirer ce que nous regardons comme no-

ire bien. 
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AVERTISSEMENT. 

Tout ce qui fuit jusques d la fin de ce Livre ne font que 

des pensées détachées que l'on peut paffèr, mais où je croy 

néanmoins que ton trouvera àffe\ de choses nouvelles
 3

 ou 

demonstrées d'une nouvelle manière. 

SECTION TROISIEME. 

Reflexions fur les nombres quarrez, & divers moyens de xxxiií. 
trouver les sommes de plusieurs nombres rangez 

en de certains ordres. 

De la différence entre deux quarrex^ 

DEUX quarrez quelconques ont pour leur différence 

le produit de la somme de leur racine par leur différence. 

Soient les deux quarrez bb. & cc, 

. Leur différence íera bb—cc. 

Or la somme des racines est b c. Uv-r Hifs^^n <x, i> — c 
Et le produit de l'un par l'autre donne bb—cc -, ce qui 

est leur différence. 

Exemple dans les nombres. 

Ayant les deux quarrez iz, 11(144 ) & 9 ,9 ( 8r. ) 

Je veux fcavoir tout d'un coup leur différence. Je prens 
la somme des racines qui est 12 -+ 9 ( 21. ) 

Et leur différence 12— 9 ( 3. ) 

3, 21 donne 63 qui est justement la différence de 144 à 8r. 

COROLLAIRE. 

QUAND les racines de deux quarrez ne diffèrent que xxxiv; 
d'une unité , leur différence est simplement la somme 

des racines
 ;

 car 011 ne fait rien davantage en la multi-

pliant par l'unité. 

Ainsi la différence entre 10 , 10 ( 100 ) & 9,9 f 81 ) est 
19 la somme des racines 10 &: 9. 

I. PROBLÈME. 

TROUVER des quarrez qui ayententre eux une dif- xxxr. 
ference donnée. 

Nij 
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Soit h la différence donnée, Tayant divisée par celuy 

qu'il me plaira de ses diviseurs, & appellant d ce diviseur 
&C q le quotient, il eff clair que d q est égal à h, & qu'ain-
si ces deux quarrez auront b pour leur différence s'ils 

ont dq. 
Or ils auront dq , si je donne au premier* pour la ra-

' cine ì d H- \ q. 
Et au 2; pour la sienne % — ^ q. ( remarquez 'qu'il 

faut mettre pour le premier de ou de ̂ , celuy qui fera 
le plus grand. ) 

Car le quarte du i sera *- dd^~ ?4~*T dq> ( car deux^ 
quarts font une moitié. ) 

Et le quarrédu 2 fera 2 dd qq— f d q 
Donc la différence entre ces quarrez sera deux moitiez 

de dq
 ;

 c'est à dire dq qui est égal á b. 
Exemple dans les nombres, soit 80 la différence don— 

née. Jè la divise par 20 8c le quotient fera 4. 

Donc la moitié de 20 ( 10 J 8c la moitié de 4 s z ) dom-
neront les racines de ces deux quarrez 5. 

fçavoirio ~& if itp 

8c 10 — 2(8/ 

Car le quarré du 1 sera 100 -+ 4 -* 2, 2,1 o s 40 J 

Et le quarré du 2 sera 100 4 — 40. 
Donc leur différence est 80. qui est en effet la différen-

ce du quarré de 12 ( 144 ) du quarré de 8 ( 64. ) ? 

COROLLAIRE, 

XXXVI. Qu A N D la moitié de l'un dès deux du diviseur ou du * 
quotient, seroit un nombre rompu, la mesme chose se ren-
contreroit. 

Exemple , soit la différence donnée 60 , qui-estant di-
visé par 12 donne j. Je dis que le quarré de b plus 2 £ 
8c de b moins 2 ~ ( 3 ~ ) auront 60 pour leur différence. 

Car le quarré de est 72 ~ & celuy de 3 ~ 12, ~ qui 
ont visiblement 60 pour leur différence. 

©n pourroit mesme prendre l'unité pour diviseur ) ce 
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qui donneroit 60 pour quotient , ).& ce seroit la même 
choie. 

Gar le quarré de 30 -K~ est 900 -+ - -+ 30. 

Et celuy de 30— ~ est 900 -+ ~— 30. 

Donc ces deux quarrez ont 60 pour leur différence-, 

car le premier est 930 -+ & le dernier 870 -*>~, 

II. PROBLÈME. 

TROUVER tous les nombres dont le quarré est égal xxxviï. 
à deux quarrez. 

Tout nombre Composé de deux quarrez, comme 4 -4. 

1 ( 5 ) 9 -+ 4 ( 13 ) 16 -f 1 ( 17 ) i6-ï"9 (15) à son quarré 

égal à deux quarrez. Et il n'y a que ces nombres là, ou 

leurs multiples, qui ayent cette propriété. 

Soit un nombre quelconque composé de 2 quarrez , 

comme bb -+ cc. II est impossible que son quarré ne soit 

pas égalau quarré du nombres;—cc,& à celuy du nom-

bre 2. bc. C'est à dire qui fera le double du produit des 
deux racines. 

Car bb~+ cc a pour son quàrré b* H-Ï*. H- 2. bb cc. 

Et bb—cc a pour son quarré b* -+ c*—z.bb cc. 

Donc leur différence est 4 bb cc , qui est certainement 

un quarré qui a pour sa rácine 1 b c. Donc ce quarré lâ,plus 

celuy qui a pour fa racine bb—a-, doivent estre égaux à 
celuy dont la racine est bb -* cc. 

Dônc il est impossible qu'un nombre composé de deux» 

quarrez, n'ait pas íòn quarré égal à deux quarrez. 

Exemple dans les nombres. 29 est composé de deux 

quarrez: de 25 &c de 4, Je dis donc que son quarré fera 

égal au quarré de zy—4 ( 21, ) &á celuy.de 2,2, J.J c'est 
à dire de 20. 

Car 25 4 a pour son quarré 625 -+ 16 -+ 2,4,25. (200.) 

Et 25:—4a pour son quarré 615-+16—200. 

Donc leur différence est 400 qui oék le quarré de ìèè 

Et en effet le 1. de ces quarrc z fera 841. j 

Le second 44T-

Et le troisième- 400.' 

Niijj 
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I, C OR. O LLAIRE. 

XXXVIH TOUT nombre quarré plus i fait un nombre, dont le 
quarré est égal à deux quarrez, comme J6 -+ !• 36 -+ r. 
Mais alors le second quarré ayant pour sa racine ce qua-
ré primitif moins un , le troisième est quatre fois ce mê-
me quarré, 8c a pour fa racine deux fois la racine de ce 
quarré que j'ay appellé primitif. 

Exemple36. i. a pour son quarré36,36, s 1196 ) -+ 1 

►+1,36(72.) 
Et 36 — 1 a pour son quarré 36 , 36 ( 1296 -+ 1—2,36 

( 7*. ) 
Donc leur différence est 4,36. ( 144 ) dont la racine est 

2,6(12.) 
II. COROLLAIRE. 

XXXIX- LA plus grande moitié d'un quarré impair à son quar-
ré égal à deux quarrez - sçavoir au quarré de la plus pe-
tite moitié, 6c au quarré impair dont cette première ra», 

cine est la plus grande moitié. 
Preuve particulière, soit hh un quarré impair, soit m fa 

plus grande moitié 6c» la plus petite (je les appelle ainsi, 
parce que je suppose qu'elles ne diffèrent que d'une unité) 

mzz n-* i, Donc m-* n estant égal à hh, n-hn-+ 1, ou 2 
n -+ 1 seront aussi égales à hh. 

Et le quarré de n -+ 1 íèra la mesme chose que mm. 

Or n -4- 1 a pour son quarré nn~+ i-±in. 

Or m -jr 1=3 hh. 
Donc mm ta nn -+hh}ce qu'il falloit demonstrer. " 

Exemple dans les nombres. 
Le quarré de 25 à 13 pour fa plus grande partie , 6c 11 

pour la plus petite. 
Donc le quarré de 12-4- 1 est la mesme chose que le • 

quarré de 13. • 
Or 12 -f 1 a pour son quarré 12 , 12, ( 144 ) -4. r_f 24. 
Et 24 1 , est 25. Donc 144 -+ 25 =3 169 quarré 

de 13, 
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AVERTISSEMENT. 

ON dira peut estre qu'il n est donc pas vray qu'il n'y ait XL. ] 

que les nombres composez^ de deux quarrez^ ou leurs multi-

ples , qui ayent leur quarré égal d deux quarrez^ 

Je nie la conséquence -. car il n'y a point de plus grande 

moitié de quarré impair qui ne soit composée de deux 

quarrez j sçavoir du quarré de la plus grande moirié de la 

racine de ce quarré impair 6c de la plus petite. Exemple, 

25 quarré de j à 13 pour fa plus grande moitié, 6c j fa ra-

cine a 3 pour íà plus grande moitié , 6c 2 pour la plus pe-

tite. Je dis donc que 13 fera composé du quarré cle 3 qui 

est 9 , 6c du quarré de 2 qui est 4. Et voicy la raison pour-

quoy il faut neceílairement que cela soit ainsi 3 car le 

quarré de 5 est la mesme chose que le quarré de 3 -t- 2, qui 

est 9 4 -+ 2,6 ( 12. ) Et n'y ayant qu'un de différence en-

tre 3 6c 2. Les deux quarrez de 3 6c 2, ne fçauroiçnt aussi 

estre différents du double du produit des deux racines 

que d'une unité. C'est pourquoy les deux quarrez 9 6c 4 

feront toujours la plus grande moitié du quarré de |, 6c 

2,6 fa pluspetite moitié. 

III. COROLLAIRE. 

LE double d'un nombre composé de deux quarrez est XL 

aussi composé de deux quarrez 5 sçavoir du quarré de la 

somme des racines des deux premiers quarrez 6c du quar-

ré de leur différence. 

Soient les 2 quarrez dont est composé le r. nombre bb 

-+ a-. Je dis que le double de ce nombre là fera aussi com-

posé de deux quarrez , dont le premier aura pour sa rack 

neb~h s, 6c l'autre £—c. 

Car b-* c a. pour son quarré bb -f cc -+ 2 b c. 

Et b—ca. pour le sien bb-+cc—ìbc. 

Or 2 b c estant par -+ 6c par — se reduit à zero. Reste 

donc 2 bb 6c 2 cc qui font le double de bb cc. 

Exemple dans les nombres. Le double de 25 -*• 4 est58. 

Les racines de ces premiers quarrez font 5 6c 2, 

1 

SCD LYON 1



*<H NOUVEAUX E LE MENS 
Or 5 2 a pour son quarré 25 -+ 4 -+ 2,10 ( 20, ) ce qui 

fait en tout 49. 

Et 5—2 a pour son quarré 25 -+ 4— io ce qui fait 9. 

Donc le tout fait 49 9, ce qui fait 58 double de 19. 

IV. COROLLAIRE. 

X111. LA moitié d'un nombre composé de deux quarrez est 
àussi composée de deux quarré, sçavoirdu quarrez de la 

moitié de la somme des racines, 8c du quarré delainoitié 

de leur différence. 

Soient ìes deux quarrez bb -+ 8c cc. Je dis quei. bb-± 

plus cc, fera aussi composé de deux quarrez , dont le 

premier aura pour sa racine ^ b -+ 4 <r. Ce qui fait pour 

quarré ^ -f ~ st"r ^ f. 
Et l'autre aura pour sa racine ~ b —1 c

 3
 ce qui fait 

- bb - w — -k b c. 

Or ces deux quarrez ensemble tout comté 8c tout rab-

batu font ~ bb -+ ~ cc. Et par conséquent la moitié du 

nombre composé de bb 8c cc. 

Exemple dans les nombres 208 est composé des quarrez 

144 8c 64. La somme de leurs racines est 12 -* 8 , dont la 

moitié est 10 , 8c leur différence 4, dont la moitié est 2, 

donc le quarré de 10 ( 100 ) plus celuy de 2 ( 4 ) doit estre 

comme il est aussi la moitié de 208. 

PROBLEMES. 

Tour trouver les sommes de plusieurs nombres mis dans une 

certaine fuite. 

î. P ROBLEMI. 

x L111. TROUVER la somme d'une Progression Arithmétique 

quelque grande qu'elle soit,pourveu qu'on en connoiíle 

le premier 8c le dernier terme, 8c le nombre des termes. 

ïl ne faudra qu'ajouter le 1 8c le dernier, 8c multiplier 

ce nombre composé du 1 8c du dernier par la moitié du 

nombre des termes, ou le nombre des termes entier,par 

jâ moitié de ce que font le premier 8c le dernier, 

Exemple, 
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Exemple. Cent pierres estant arrangées de toise en 

toise, si un homme s'oblige à les ramasser toutes l'une 
âpres l'autre, 6c les mettre en un t& âune toise pres de la 
première : combien fera-t'il de toises de chemin ? H en se-

ra deux pour la ite pierre, 4 pour la 2 , 6c zoo pour la 
derniere. Ce sera donc une Progression Arithmétique de 
100 termes , dont le premier 6c le dernier feront 201. II 
faut donc multiplier ou <p pano2 ou 100, par 101, ce 
qui fera IOIOOJ c'est à dire 121-20 pas Géométriques

 5
 ce 

qui fait plus de 4 lieuës. 

[11. PROBLÈME. 

TROUVER la somme d'une Progression Géométrique í x L I % 

supposant qu'elle va en augmentant comme c'est le plus 
ordinaire, 6c qu'ainsi l'antecedent de chaque raison est 
plus petit que ion consequent. 

Soit la somme de tous les termes appellée S. 

Le premier terme a le 1 b 6c le dernier «. Et les expo-
fans de la raison qui règne par toute la Progression n 6c 
m -; c'est â dire que deux termes qui se íuivent immédiate-
ment font entre eux comme n est à 7», ou comme a est à 
b : si la première raison est déja dans les moindres termes 
qu'elle peut estre. 

Or tous les termes estant antecedens hors le dernier 
qui n'est que consequent , 6c tous consequens hors le pre-
mier qui n'est qu'antécédent. Tous les antecedens ss 
_pourront nommer S—Et tous les conséquents—a. 

Cela supposé , je disque le dernier moins le r
 s

 sc'dl à 
dire }est'â toute la somme moins le dernier ,( c'est 

à dire à S—*> ) comme #2—n , esta », oucomjie b—a 
est àa. Et en voicy la raison. 

" Parce qui a esté dit u, 45 dans une Progression Géo-
métrique, tous les antecedens font à tous les consequens, 
comme un antécédent est à un consequent. 

Donc fermutando, tous les consequens font à tous les 
antecedens comme un consequent est à un antedent. 

Donc dividende- , tous les consequens moins tous les 
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antecedens sont à tous les antecedens, comme un con-

séquent moins son antécédent est à son antécédent. 

Or quand je dis, ttks les consequens moins tous les ante-

cedens , c'est comme si je disois le dernier terme moins le 

premier ( «—a -, ) car tous les termes estant consequens, 

hors le premier , je les mets tous par plus, hors le pre-

mier , quand je dis, tous les consequens :ôc estant tous an-

tecedens hors le dernier, je les mets tous par moins hors le 

dernier , quand je dis moins tous les antecedens. Ils sont 

donc tous hors le premier &c le dernier, par plusôc par 

moins, & par consequent se reduisent à rien. Et il n'y 

a que le dernier qui ne soit que par plus, & le premier qui 

ne soit que par moins. Donc cela se reduit au dernier moins, 

le premier ( a> — a. ) 

Donc quand la Progression est ascendante , le dernier 

terme moins le i, est à tous les termes moins le dernier,, 

comme le 2 terme moins le premier est au premier. 

En voicy la preuve par la spécieuse.. 

S—a. S—». : : b. a. 

Donc dividendo S—a—S -V». S—» : : b—a. a. 

Or dans le premier terme de cette proportion S estant 

par plus ôc par moins se reduit à rien. Reste donc « par 

plut &ía par moins. Donc cela ne veut dire qu'w—a. 

Mais si la Progression estoit décendante, chaque anté-

cédent estant plus grand que son consequent , il ne fau-

• droit que changer èc dire. 

Que le 1 terme moins le dernier seroit à-tous les ter-

mes moins le premier, comme un antécédent moins son 

consequent est à son conséquente—«. S-—a : -.n—m. m. 

I. CûROLLA I R.E. 

XVf. O N pourra prouver facilement par là que si on prend 

d'un tout une dixième, & une dixième de cette dixième-, 

c'est à dire & une dixième de cette centième , c'est à 
mre

7s^-&
 ainsi jusques à l'infíny, toutes ces dixièmes de 

dixièmes prises à l'infíny ne feront que | du tout, & les 

neuvièmes de neuvièmes prises de la mesme sorte, ~ & 

les huitièmes de huitièmes i , & ainsi en diminuant toû-
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jours les dominateurs d'un, les quarts un tiers, les tiers 
une moitié., ôtlesmoitiés le tout. 

II ne faut pour cela que faire une Progression Geome* 
trique en cette manière, i. ~

ò
 ~. 6c ainsi á l'infíny. 

Donc par ce qui vient d'estre dit. 1. moins le dernier 
terme ( qui fe reduit à zero la progression allant à l'infíny, 
de forte qu'on le doit prendre simplement pour 1. ) est à 
tous les termes de la Progression moins un -, c'est à dire à 

toute cette infinité de dixièmes de io*", comme 1 — ^ 

est à c'est à dire comme f- est à -
0

, 6c parconfequent 
comme 9 à 1. Donc toute cette infinité de dixièmes de 
10""% n'est au tout que comme un à 9. Donc elles ne font 
qu e la 9 partie du tout-, ce qu'il falloit demonstrer. 

II. COROLLAIRE. 

ON voit par la solution du sophisme des anciens con- XLV"r 

tre le mouvement. 

Supposant, disoient-ils , qu'Achille aille 10 fois plus 
viste qu'une tortue, si la tortue a une lieuë d'avance, ja-
mais Achile ne rattrapera : car tandis qu'Achile fera la 
îre lieuë, la tortue fera la i de la 2

E lieue - 6c tandis qu'A-
chile fera la i de la 2

Elieuë, la tortuë fera la - de cette 
z , 8c ainsi à l'infíny. 

Tout cela suppose que toutes ces dixièmes de dixièmes 
à l'infini fassent une espace infini, au lieu qu'elles ne font 

toutes ensemble qu'~ de lieuë ,selon le Théorème pré-
cédent. 

Et c'est pourquoy Achile doit attraper la tortue á la 
première \ de la 2

E lieuë. Car allant 10 fois plus viste que 
la tortuë , il doit avoir fait dix fois autant de chemin dans 
le même temps. 

Donc pendant que la tortuë parcourra une | de lieuë , 
Achile en doit parcourir ff, ce qui fait justement la pre-

mière lieuë composée de \ , plus i de la seconde lieuë. 

III. COROLLAIRE. 

SI une horloge a deux aiguilles, l'une des heures,qui fait XLVIÏ 

Oij 
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ion tour en 12 heures , 6c l'autre des minutes, qui fait le 
même tour en une heure, marquer tous les points aufquels 
ces deux aiguilles se rencontreront. 

Ce sera à ces heures icy. 1 H- - 2 «+ *~ 3 -+ £ 4 ;í 5 -* t 

^ív7^,T8^n9^f io ïi -* f;. C'est â dire 
12 heures. 

La preuve en est aisée à deviner par celle du premier 

dorollaire. 
111. PROBLÈME. 

XLVIIÏ. TROUVER la suite des nombres triangulaires, pyrami-

daux 6c plus que pyramidaux. 
Pour bien comprendre cecy, il faut remarquer qu'on 

peut disposer les nombres en plusieurs bandes, qui seront 
telles que chaque nombre d'une bande fera égal à tous 
ceux de la bande précédente inclusivement/jusques à ce-
luy-!à, c'est à dire que le 2 par exemple de la troisième 
bande fera égal aux deux premiers de la 2 , le 3 aux trois 
premiers, le 4 aux quatre premiers, 6c ainsi de fuite juf-

•qu'à l'infíny. 
On le comprendra mieux par l'exemple de 6 bandes 

que je ne continueray que jusques à 9 termes. 

1 1 1 1 I 1 11 1 1 1 
1 1

 2 3 4 5 6 l
7 

8 

-3 3 6 IO 21 2S 36 m 
4 4 10 20 35 56 84 120 

5 5 1 !J » 1 
70 126 110 33o 495 

6 1 Û 21 5*1 JZÔ'.j 25z 462 792 2187 

La première bande n'est que d'unités. 
•La deuxième des nombres ordinaires

}
 dont on voit as-
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fez que chacun comprend autant d'unitez qu'il y a eu de 
termes dans la première bande jusques à ce terme de 
h z. . 

La troisième est des nombres qu'on appelle Triangu-
laires, parce qu'ils íe peuvent disposer en triangle. 

La quatrième de ceux qu'on appelle Pyramidaux. 

La cinquième des seconds-Pyramidaux. Je ne fçay si on 
leur a donné un autre nom. 

La sixième des troisièmes Pyramidaux. Et cela fe peut 
continuer jusques à l'infíny. 

Il s'agit donc de trouver la somme de tant de nombres 
que l'on voudra â commencer toujours parl'unité dans 
chacune de ces bandes. Par exemple la somme des dix 

premiers termes de la troisième bande, ou de la quatriè-
me, ou de la cinquième. Et il faut remarquer que c'est 
la me/me.chose de trouver la somme des dix premier-s 
termes de la troisième bande • c'est à dire des dix pre-
miers nombres triangulaires

 5
 que de trouver le dixième 

nombre pyramidal. 

Voilà une règle generale pour cela que je tiens d'un 
fort habile homme. Je la pourrois proposer généralement t 

mais j'aime mieux rappliquer tout d'un coup à un exem-
ple particulier par lequel on jugera fans peine de tous les 
autres. 

Je veux chercher la somme des 10 premiers termes de 

quelques bandes que ce soit. Je mets 10, & puis 11, & puis 
iz , &c. comme des nombres qui se doivent multiplier 
les uns les autres selon les bandes , dont on veut fçavoir 
Ja somme des dix premiers termes : & je mets au deflous 
de chacun de ces nombres 1,2,3, en cette manière. 

10,11,12,13,14,15,16, &c. 
ï, * ^ 5,4. í> 6> 7y &c 

Les nombres de dessous lònt pour diviser les produits 
des nombres de deíîùs j car si j'ay besoin de multiplier les 
3 premiers nombres les uns par les autres, je lesdiviseray 
par le produit des 3 de dessous, qui ne font que£ , parce 
que l'unité ne change rien en divisant. 
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Cela suppose, íi je veux avoir la somme de dix termes 

de la j. bande,je ne prends que le premier chiffre d'en-
haut qui marque que c'est de dix termes, dont je veux 
avoir la somme. Et ce nombre me la donne sans qu'il 
soit divisé , parce que l'unité qui est au dessous ne divise 
point, 

Mais íî je veux avoir la somme de dix termes de la i8 

bande, je multiplie les deux premiers nombres de dessus-

c'est à dire io par 11, ce qui fait no, & les divise par les 
deux de dessous

 ;
 c'est à dire par une fois z, ce qui donne 

55. Mais pour faire cela plus facilement avant que desai-
re la multiplication, je divise par deux l'un des deux chif-

fres qui le peut estre, &; je multiplie l'autre nom bre par fa 
moitié, c'est à dire n par 5

 ;
 ce qui donne encore 55. 

Si je veux avoir la somme de dix termes de la 3e bande,' 
f e me fers pour cela des trois premiers chiffres d'enhaut, 
& je commence par diviser ou 10 par z & 12 par5, outout 
d'un coup 12 par 6

5
 f car cela revient au mesme, ) Sc je 

multiplie les uns par les autres 5, n , 4 , ou 10, 11,2
 3

 ce 
qui donnera 220, qui sont la somme de dix premiers chif-
fres de la 3e bande. 

Pour la 4e bande je me fers des 4 chiffres d'enhaut, 
les ayant auparavant divisez par ceux d'enbas*, sçavoir 

10 par 2, & 12 par 3 fois 4, ce qui le reduira à 1, qui ne 
fera rien dans la multiplication des chiffres d'enhaut, 
ôc ainsi ils se reduiront á 5, n, 13, ce qui fait 715. 

Pour la 5'bande,on en fera autant des 5 chiffres d'en-
haut, on les divisera autant que l'on pourra par ceux d'en-
bas en cette manière, 14 par 2, ce qui donnera 7,11 par 3 
fois 4 , ce qui le reduira â rien au regard de la multipli-

cation à faire, & 10 par 5, ce qui donnera 2. Et ainsi ces 
5 nombres ne seront plus que 2 , n , 13,7 , ce qui fait 
2002» 

Je n'en dirai pas davantage. On voit affez comment 
•cela doit faire pour toutes les bandes suivantes, &; pour 

toute autre quantité de termes dont on voudra sçavoir la 
somme , comme la somme des 100 premiers termes de 

SCD LYON 1



D E GEO METRIE, LlV. IV. i;r 
quelques bandes que ce soit

 ;
 car laissant toujours enbas i , 

1,3, ôcc. ce qui est invariable pour diviser les nombres 
d'enhaut : il faudra mettre pour ces nômbres d'enhaut 
ioo, IOI , ioz, 103 , ôcc. 

Mais j'avoiie franchement que je ne íçay la raison de ce. 
la que pour la 2 ôc la 3 bande, ôc non pour les autres^ 

Observations fur les nombres Triangulaires. 

JA Y déja dit qu'on appelloit Triangulaires les chiffres x L 1 x> 
de la 3 bande. Or comme je prétends m'en servir pour 
trouver avec beaucoup de facilité la somme des quar-
rez ôc des cubes : j'ay besoin d'en remarquer quelques 
proprietez. 

La 1 est que deux nombres triangulaires qui se suivent 
immédiatement font p ris ensemble le quaré du nombre 
qui répond au plus grand des deux. On le verra par la 
table ôc en voicy la raison. 

Je dis donc que le nombre Triangulaire de 9 & celui 
de 10, doivent faire ensemble le quarré de 10 qui est cent.. 

%Car pour avoir le nombre triangulaire de neuf, il faut 
multiplier 9 par la moitié de 10 , ce qui fait 5,9, ÔC pour 

avoir celuy de 10, il faut multiplier n par la moitié, de 
10 , ce qui fait 5, ih Or 96c 11 saiíànt 20, il est visible 
que ces deux multiplications ensemble font 5 , 20 3 c'est 
à dire 100. 

Autrement 5,10 —-1 font 50 — 5. 
Et5,io-í. ì font 50 -+ y. 
Or cela fait ensemblei, 50, c'est àdiréioo. 

Autre exemple,le nombreTriangulairede8esl4,9. 

Etceluy de9 5,9. 
Ge qui fait ensemble 9, 9 ou 81. 

La 2propriété est que deux nombres Triangulaires qui 
fe suivent ont pour leur différence le nombre naturel qui 
répond au plus grand. 

Et il faut bien que cela íbit ainsi
 ;

 carie 9me nombre 

Triangulaire est la sommé'des 9 premiers nombres, ôc 
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le 10 la somme des io premiers, qui parconsequent ne 

peut différer de l'autre, que parce qu'elle a to de plus-. 
On peut encore remarquer une 3* propriété de ces 

nombres Triangulaires, qui est assez surprenante, quoy 

qu'elle ne soit pas de grand usage. C'est que tout nom-
bre quarré impair moins un se pouvant diviser par 8 [ 

pour trouver combien 8 y fera de fois, il ne faut que 
prendre le nombre triangulaire de la plus petite moitié 
de la racine de ce quarré impair. Exemples 8 est 45 fois 
da'ris le quarré de 19, parce que le nombre triangulaire 

de 9 ( qui est la plus petite moitié de 19 ) est 45. Et 8 est 
IÌO fois dans- le quarré de 31, parce que 110 est le nombre 

Triangulaire de IJ qui est la plus petite moitié de 31. 
De la première Propriété il s'enfuit que toute quantité 

de nombres quarrez pris de fuite, ( ce qui fe suppose tou-
jours ) contient deux fois la mefme quantité des nom-
bres Triangulaires moins le dernier qu'elle ne contient 
qu'une fois. Car chaque nombre Triangulaire entre deux 
fois dansla composition d'un quarré , hors-le dernier qui 
ny entre qu'une fois : 1. dans le 1, qui est auíïï 1. Et dans le 
a qui est 1 *+• 3, & 5 qui est entré dans le 2 quarré qui esta 
4, entreavec 6 dans -k 3 qui esty, & 6 avec 10 dans le 4 
qni est 16 £c 10 avec 15 dans le 5 qui est 25 , & 15 avec 21 

dans le 6 qui est 36. 
On voit donc que si on en demeure-là

 ¥
il n'y aura que 

21, sixième nombre Triangulaire , qui n'entrera qu'une 
fois dans l'un des 6 premiers quarrez, de par conséquent 
tous les autres y entrant deux fois, il est donc clair que 
la somme des 6 quarrez plus 21, doit estre égale au double 
de la somme des 6 premiers nombres triangulaires. 

IV. PROBLÈME. 

TROUVER la somme de tant de nombres quarrez de 
fuite que l'on voudra, c'est à dire des 10 premiers, des 20 

des 100, &c. 
On n'a selon ce qui vient d'estre dit, qu'à avoir la som-

me d'autant de nombres Triangulaires
 ;

 c'est â dire dé 
ceux 
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ceux de k 3 bande, la doubler, & puis en oster le dernier 
des nombres Triangulaires, dont a trouvé la somme. 

H Le 10 nombre Triangulaire est 55. La somme des 10 

premiers est 220, comme on l'adéja fait voir. Le double 
est440, d'où ostant 55, on aura 385 pour la somme des 
10 premiers quarrez. 

Autrement. Faites comme si vous vouliez avoir la som-
me des 10premiers nombres Triangulaires, en mettant 
au dessous 1,2,3, ou seulement 2,33 car ¥ï ne sert que 
pour l'analogie, & au deslus 10, 11, mais au lieu du troi-

sième qui est 12, mettre la somme des deux premiers qui 
est MJ ainsi 10 , n , 21. 

2, 3, 

Puis ayant divisé 10 par 2, ce qui donne 5 Se 21 par 3, ce 
qui donne 7, multiplier les uns par les autres j , 1 r, 7 , ce 
qui donnera 55 ,7 , ce fait 385. 

Cette derniere façon revient à l'autre 5 car il faut remar-
quer que si au lieu de prendre pour troisième nombre le 
premier plus 2. On prend le double du 1 plus un : il se trou-
ve toujours que ce dernier plus trois est double de celuy 
dont on se sert pour trouver la somme des Triangulaires: 
d'où iì arrive que divisant l'un & l'autre par trois, celuy 
dont on se sert pour les quarrez plus 1 est double de l'au-

tre, u plus 3 est double de ri*'; & le tiers de 21 estant 7 

7 -+ 1 est double de 4 qui est le tiers de 12. 

V. PROBLÈME, 

TROUVER la somme de tant de Cubes que l'on voudra 
en les prenant de fuite , c'est à dire des JO premiers , des 
10 premiers, &c. 

Le quarré du nombre triangulaire qui répond au nom-
bre des Cubes dont on veut avoir la somme est la somme 
des Cubes

 5
 c'est à dire que si on veut avoir la somme 

des 10 premiers Cubes, il ne faut que trouver le 10 nom-

bre Triangulaire qui est 55 , & son quarré qui est 3025 
fera le nombre des Cubes. 

On le peut prouver en deux manières, l'une plus sub-
tile, & l'autre plus naturelle. La 1 dépend des deux pro-
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prietez des nombres triangulaires. . 

Car par la i ,deux triangulaires qui se suivent font en-

semble le quarré du nombre qui répond au plus grand 

c'est à dire que le 5 qui est 15 , èc le 6 qui est 21 , font 

ensemble le quarré de 6 qui est36; 
Et par là seconde ces deuxmesmes Triangulaires ont 6 

pour leur différence. D'où il s'enfuit que les prenant pour 

racines de deux quarrez : ces quarrez auront pour leur 

différence la somme de ces deux racines qui est 36 mul-

tipliée par leur différence qui est 6, c'est à dire qu'ils au-

sont pour leur différence le cube de 6. 

Or pour voir plus facilement ce qui fuit delà , nous 

marquerons chaque nombre triangulaire par un accent 

circonflexe que nous mettrons au dessus du nombre qui 

marque fa place , c'est à dire que G fera le sixième nom-

bre Triangulaire qui est 21, 5 le cinquième qui est 15 , & 

ainsi des autres. 
Et pour marquer le quarré de chacun nous mettrons 

feulement 6* 5 \ Et les Cubes des. nombres ordinaires 6v 

f. 4*, Sec. Cela estant. 

D'où il s'enfuit que laissant là les quarrez des autres 

nombres Triangulaires, parce que l'on a leurs équivalens,. 

le seul quarré du sixième nombre , qui est 441 est égal 

à la somme des six premiers nombres cubes. 

L'autre raison est plus simple, 6c on la peut exprimer 

ainsi. La somme de tant de nombres cubiques de fuite 

que l'on voudra, est le produit de la somme de toutes les 

racines multipliée par cette mefme somme -y car prenant 

comme il le faut, ces nombres cubiques d'ordre, leurs' 

racines seront toujours autant de nombres naturels que 

Ton prendra de Cubes dont on voudra fçavoir la somme. 

Soient donc tant de nombres naturels que Ton voudra 

en commenceant par 1. 

Les multipliant par autànt 1. 2.3.4» 5. 6. &c. 

d'autres tous les mesmes. 1. 2. 3.4. y. 6. &c* 
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II se fera autant de multiplications partiales, que fera 

le quarré des termes que l'on prendra , c'est à dire que si 
on n'en prend que 5 , il y aura ij multiplications par-

tiales. Si £, il y en aura 36 , &c. 
Mais il faut remarquer i. ^Que de ces multiplications 

partiales, les directes,comme z, 2. 3,3. íbnt toujours sim-
ples , & que celles qui se font en croix, comme 1, 3,3 ,5, 

&c. sont toujours doubles. 
En second lieu , que c'est la mesme chose de multiplier 

6 par 2 -+ 4 que de le multiplier séparément par 2, en di-
sant 2 , 6. & par 4 en disant 4, 6. II faut seulement re-

marquer que la multiplication de * -f 4 par 6 comprend 
deux des 36 multiplications partiales , que doit avoir la 
multiplication des 6 premiers nombres par eux mesmes : 

6c qui ajoutant bis cela en fait 4. 
Cela supposé , voicy comme ces 36 Multiplications partiales 

feront les 6 premiers Cubes. 

Denomb.desMult. Muit. partiales. Cubes. 

partiales. 

1, r 11 

*>*pï H 2,4. S 
\,xbis) 4 ) * 7, 

4,4 V 16 y 
i-*-$,4.bis> 2,16 > 4,16 64. 

z,4.6is?> 16 J. 

i-+4,5^; C 2,25 t. 5,15. 125 

bis) 2,25) 

6,6 V 367 
I H-5, 6 bis $ 2,36;

 iy6 

z-*-4.,6bis\ ij36? 

%6èisS, 36$ 

Somme 16. 
Pij 

'H 
•s 
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On voit par là, que le premier nombre multiplié par 

íby -mesme ne donne qu'une multiplication qui fait un 
premier nombre cube, 

Que les deux premiers 1,2 multipliez aussi par euxmê-

mes,( ce qui se doit toujours fous-en tendre fans qu'il soit 

besoin de l'exprimer, ) luy donne 4 , dont une estant 
déja prise, les trois autres donnent huit second nombre 

cube. 

Que les trois premiers 1.2.3.en donnent 9 dont 4 étant 

prises qui ont donné les deux premiers cubes ,.les cinq qui 

restent donnent se 3. 27. 
Que les quatre r.2.3.4. en donnent 16, dont 9 estant déja 

prises qui ont donné les trois premiers cubes, les 7 qui 

restent donnent le 4 64. 

Q^ie les cinq u 2.3. 4; 5. en donnent25, dont 16 estant 

déja prises qui ont donné les 4 premiers cubes , les 9 

qui restent donnent le 5 125. 

Que les six 1. 2.3. 4. j; 6. endonnent36, dont 25 estant 

déja prises qui ont donné les cinq premiers cubes. Les 

11 qui restent donnent le 6. 2.16. 

Et on voit fans peine que cela doit aller jusqu'à, l'in-

fíny. 

Mais pour éviter Pem barras &c la longueur de ces mul-

tiplications partiales, f ce qui n'à sefvy qu'à la preuve.) 

II ne faut que prendre la somme de toutes ces racines, 

s c'est à dire de tant que l'on voudra de nombres natu-

rels , ) & la multiplier par elle-même
 5

 car il est visible 

que c'est la même choie de multiplier 3 par 3, que démul-

tiplier 1 -+ 1 par 1 -+ 2. 

Or la somme de ces nombres naturels, est ce qu'on ap-

pelle nombre triangulaire
 ;
 car 6 par exemple, est le nom-

bre triangulaire de 3, parce que 1 -+ 2-+ 3 font 6. Donc 

en multipliant le dixième nombre triangulaire qui est 55 

par foy mesme ,.on aura la somme des dix premiers cubes. 

Or rien n'est plus facile que de trouver le nombre trian-

gulaire de tel nombre que l'on veut
 5
 car si c'estun nom-

bre impair , II ne faut que le multiplier par fa plus gran-
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demoitié.-y. 3, 5.7. 4, 7. 9. y, 9. n. 6, vi.% 

Et si c'est un nombre pair, il ne faut que prendre sa moi. 

lié , ôt multiplier par là ce nombre plus un. 6. 3 , 7. 8. 
4, 9.10.5, n. 12. 6,13.14. 7, 13, 

Comment il se faut conduire four résoudre tous les Problèmes 

semblables à ceux de la mule & de l'asneffe, des 

deux vases qui ont un mesme couvercle, jg^V. 

P REP ARATION, 

IL faut écrire les hypothèses en donnant dësnoms aux 

quantitez inconnues, exemple, mule , aíheile. 

Le nombre des sacs que porte la mule soit appelle A, 6c 
celuy que porte FasnesTe B. 

HYPOTHESES. 

C Si la mule donne à rasnefTe 
1. Hip. A—3^3 B -4.3 -vtrois de ses sacs, ils en auront 

' autant l'une que l'autre. 

r Si rasnefTe donne à la mule 
2. Hip.A H- 1 =î 3 B—3 \ l'un de ses sacs, la mule en 

C porter a 3 fois autant que l'af-
l nèfle.-

Ayant ces hypothèsesil faut trouver les équivalens • 

c'est àdire l'équivalent d'A par B plus ou moins, ce qu'il 
faut, êc l'équivalent de B par A plus-ou-- moins ce qu'il 
faut. 

Pour trouver les équivalens d'une Hypothèse : il faut 

oster d'un membre les chiffres & laisser la lettre seule, 

& transporter les chiffres dans l'autre membre, en chan, 
géant le signe. Exemple 

EQUIV ALE NS, 

P.rU.Hip. ' , 

Piij 
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Ayant ces équivalens, on resout fans peine les Problè-

mes. II ne faut pour cela que reprendre les Hypothèses, 
& fi on veut résoudre le Problème par la première : IÍ 
faut fe servir des équivalens de la seconde, & au contrai-
re si on le veut résoudre par la seconde Hypothèse. II 
faut se servir des équivalens de la première ,&par là, on 
fera que dans í'équation de chaque hypothèse , il n'y ait 
que les mesmes lettres dans l'un Se dans l'autre membre. 

I. PROBLEME. HYPOTHESES. 

; i. J A—3=3 B -+3. 
2. 2 A-f 1=3 3 B—3. 

EQUIVALE N S. 

_ . r A— B H- 6. 
ParIaiHyp.|

B:::3 A
_

é 

Parla.Hyp.^^-

1. Solution par la 1 Hypothèse en reduisant tout en S. 

s. Hypothèse. j A—3 :=: B 3. 

Equivalent de la i. <£ A =3 3 B—4. 
Je puis donc mettre au lieu d'A^ B—4, donc mettant 

dans le second membre de I'équation 7 qui est par moins 

dans le premier. 

3 B=s B -+ 10. 

Donc 2 B =3 10. 

Donc B =} 5. 

//. Solution parla 1 Hypothèse en réduisant le tout en J$. 

2. Hypothèse. rA-n-3 B—3. 

i.Eq.délaiHyp. \ B =3 A—6. 
Mettant donc B 6 au lieu d'A. 
B-f 7- 3 B—3. 

Donc B -+ 10=3 3 B. 

Donc iors 2 B. 

Donc $ =5 B, 
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III. Solution par la z Hypothèse en reduisant tout en A. 

1 Hypothèse. K A -+ i gîJB—3. 

2 Equiv. de la 2. í B A -=a —6. 

Donc mettant au lieu de 3 B trois fois Â>—6 qui font 
3 A—18. 

A -+ 17=3 3 A—18—3, [c'est à dire-—zi ] & transpo-

sant 21 dans le premier membre en changeant le signe. 

A -+-22=3 3 A. 

Donc 22z=! 2 A. 

Donc HS) A. 

Donc A est n &B 5; 

C'est à dire que la mule avoit n sacs, & rasneíTè p 

II. PROBLÈME. 

Hypothèses 1. Ç A—9 =3 B -f 9. 

i.lA-t}a 3 B—9. 

Equivalens.de f 1 A =3 B 18. 

lai Hypoth. 1 iBt=i A—18. ! 

Equivalensdeí
A
^

3B
_^^ 

I. Solution far là 1 Hypothèse en réduisant tout en B. 

I. Hypothèse, r A—9 =3 B -+'9. 

Equiv. de la 2. (. A=s 3 B-—12. 

3 B—12—9 , [ c'est à dire—21=3 B -+ 9. 
Donc 3BsB-f30. 

Donc ZBS 30. 

Donc B ̂ 3 15. 

II. Solution par la z Hypothèse en reduisant tout en A 

z 

z 

A -f 3— 3 A—63. 

Donc A ̂  66 B =3 3 A. 

Donc 66 B =3 Î A; 

Donc 33 =3 A. C'est à dire que A est
3

3 & B est1/, 

1 Hypothèse. 5* A -t- 3 =3 3 B—9. 

! Equiv. de la 1. £ B S A—18. 
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III. Solution par la ì Hypothèse en réduisant tout en J?. 

3 B .r+ 9^3 B -f i\. 
Donc 3 B =3 B30. „ _

v
_,>

 t 

Donc i B =3 30. 

Donc B =3 li, 

HI. PROBLÈME. 

L 111. Hypothèse 1. C A -+ 2000 =3 4 B. 

2. c. B -f 1000=1 A. 
Equiv.de la 1. s A a 4 B—2000. 

de la 2. v. B =3 -j A—1000. 

1. Solution par la 1 Hypothèse. 

A -j- 2000=3 2 A—4000. 

Donc A6ooo~ 2 A. 

Donc 6000=3 A. 

I I. Solution par la 2 Hypothèse. 

%L B -f 1000 s=; 2 B—1000. 

Donc B-+2000 =2 2 B. 

Donc 2000=3 B. 

III. Solution par la 1 Hypothèse. 

L I V. A 2000 =3 4 B. 

Donc ~ A.-+ 500 =3 B. 
Donc B =3 A—1000. 

Donc - A H- 500 =3 ~ A—1000. 

Donci AH- 1500— r A. 
Donc 1500 A =3 f A. 

Donc 6000=3 A. 

IV. PROBLÈME. 

Hypothèse 1. ( A -+ 3000=3 3 B. 
2. | B rí-3000=3 ■_. A. 

Equiv. délai, r A=!j B—-3000. 
2. I B =3 ,i A—0,000. 

^ î. Solution 
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li Solution par la i Hypothèse. 

A -f 3000 =3 A -—4000. 

Donc A -+ éé£a=3 A i; 

Donc ésd«i=3 A. 
Donc^í^eô^ï A. 

II. Solution par la x hypothèse. 

B -4.3000 =1 —1500. 
Donc B H-^500 =3 B^. 

Donc^joo=j 2 B. 

V. PROBLÈME. 

Hypothèse i. e A -+ 3000 =3 9 B. 

2. 1 B H- 5000=3 '1 A. 
Eqviv. de la r. Ç A =3 9 B—3000. 

de la 2. J B =3 A—5000. 

I. Solution par la i€
 Hyfothes*. 

A -+ 3000 =3 3 A—45000. 
Donc A «+ 48000 =3 3 A. 
Donc 48000 =3 2 A. 

Donc 24000 =3 A. 

II. Solution par la %' Hypothèse. 

B 5000 =3 3 B—1000. 
Donc B —{• 6000=3 3 B. 
Donc 6000 =3 2 B. 
Donc 3000 =3 B. 

VI. PROBLÈME. 

Hypothèse 1. t A—25 =3 B H- 25. 

2. X A -+ 25=3 2 B—50. 

Equiv. de lai. JA=,

A

B 

11
 y B-=3 A—50. 

4e la x. £ A =3 2 B— 75. 
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I. Solution parla I Hypothèse. 

B -+ 15=3 2 B—100. 

Donc B -+115=! 2 B. 

Donc 12 5=3 B. 

U. Solution par la x Hypothèse. 

A-+25=32 A—150. 

DoncA=3 2 A—175. 

Donc A =3175. 
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NOUVEAUX ELEMENS 

D E 

GEOMETRIE 
LIVRE CINQUIEME. 

DE L'ESTENDUE. 

DE LA LIGNE DROITE ET CIRCULAIRE. 

DES DROITES.PERPENDICU-LAIRES, ET OBLIQUES. 

D £F INITIONS. 

O u s avons-parlé jusques icy de la grandeur \. 
en gênerai, ll faut maintenant descendre à 

ses espèces. 
TOUTE grandeur est continue, comme 

est l'étenduë,le temps , le mouvement: 
ou non continue, comme le nombre. 

La continue est ou successive, comme le temps, le mou-
vement. 

Ou permanente , qui s'appelle généralement espace ou 

étendue. 

-Mais elle se considère ou selon toutes ses trois dimen-

QJ3 
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fions, longueur, largeur & profondeur , & alors elle s'ap~ 

pelle corps ou solide. 
Ou selon deux seulement, longueur &; largeur

 r
êt alors 

elle s'appelle surface ou superficie , qui est ou plate , qui 
s'appelle/'/ím, ou non plate qui s'appelle surface courbe^ 

Ou selon une seulement, qui est la longueur , òc alors 
elle s'appelle ligne, qui est ou droite ou courbe. 

L'extrémité de la ligne s'appelle point, qui doit estre 
conceu indivisible. Car s'il pouvoit estre partagé en deux, 
l'une de ces moitiez ne feroit pas à l'extrémité de la ligne. 

Et par la même raison la ligne, qui est indivisible selon 

la largeur, parce qu'elle est considérée comme n'en ayant 
point, est l'extrémité de la surface. 

Et la surface qui est aussi indivisible selon la profondeur, 
est l'extrémité du corps. 

PREMIER AVERTISSEMENT. 

LES idées d'une surface plate & d'une ligne droite font fi 

simples, qu'on ne feroit qu'embrouiller ces termes en les voulant 

définir. On peut feulement en donner des exemples pour em 

fixer l'idée aux termes de chaque langue. 

SECOND AVERTISSEMENT. 

QUOY qu'il n'y ait point au monde d'étendue qui n'ait que 

longueur & largeur fans profondeur', ou longueur fans largeur 

ny profondeur encor moins de point, qui n'ait ny longueur, 

ny largeur, ny profondeur ^ ce que disent les Géomètres des sur-
faces , des lignes & des points ne laisse pas d'estre vray , parce 

qu'il suffit pour cela que dans un corps qui est véritablement 

long , large, & profond, je puisse rien considérer que la lon-

gueurs la largeur, fans f aire attention à la profondeur, o» 
même la longueur feule fans m'arrester ny à la largeur, ny à 

la profondeur. Ainsi pour mesurer un champ , je ne m amuse 
pas à creuser pour savoir fi la terre y est bieu profonde, 

mais je regarde seulement combien il est long & large : Et 

pour scavoir combien il y a de Paris à Orléans, je ne mesure 
pas la largeur des chemins, mais feulement la longueur Et de 
mème ce qu'on appelle Point n'est que la ligne même, entant 

qu'on n'y considère que la négation d'une plus longue étendue. 

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE, LlV. V. us 
TROISIÈME AVERTISSEMENT. 

O N doit commencer far la ligne comme far la f lus fimfle 

efiendue: & de f lus four en rendre la considération f lus facile 

lors que l'on comfare flujieurs lignes ensemble, on les fus f o se 
toujours dans cesfremiers élemens comme estant f osées, ou dé-

crites fur un mème flan, c'est a dire fur une mème suferficie 

flate 5 ce qu'il suffit d'avoir dit nnefois four toutes. 

PRREMIERE SECTION. 

DE LA LIGNE DROITE. 

Nous n'avons point défini la ligne droite , parée que 

l'ídée en est tres claire d'elle même, & que tous les hom-

mes conçoivent la même chose par ce mot. Mais il est 

bon de remarquer ce que nous concevons naturellement 

estre enfermé dans cette idée, ce que l'on pourra pren-

dre si l'on veut pour fa définition. 

La ligne droite est la plus courte étendue entre deux 

points. 

Et celle qui approche plus de la droite, estauíïì la plus 

eourte: ce qui a donné occasion à Archimede d'établk? 

ce principe ou Axiome. 

PREMIER AXIOME. 

S r deux lignes fur le même plan 

ont les extremitez communes & 

font courbes ou creuses vers la mê-

me part, celle qui est contenue est 
plus courte que celle qui la con-

tient. J'ay dit courbes ou creuses, 

car cela n'est pas seulement vray des n 

lignes courbes comme dans la i. fi-

gure , mais auffi des droites comme 

Ì
dans la ii, lors que deux ou plusieurs

 m
 /^

-
/

r
\^X 

ignés droites se joignant font un / j j \ 
creux. Caralorsdeux ou plusieursy^ ^"■A 
lignes droites font considérées com-

me une feule ligne courbe qui íè.
IV 

roitcreuíê vers cecosté-là. 

Mais il faut bien remarquer ees 

Qjij 
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mots, ( vers la même part ) car celane íeroit pasvray,si 

la même ligne courbe estoit creuse vers differens cotez 
comme dans la m figure , ou si diverses lignes droites 
considérées comme une feule ligne faisoient aussi des 
creux de differens costez comme dans la iv figure 3 car 

alors la contenante pourroit estre plus courte que la 

contenue. 
SECOND AXIOME ou DEMANDE. 

vil. AYANT deux points donnez on peut mener une ligne 

jiroite de l'un à l'autre. 
Et on n'y en peut mener qu'une. 
Laquelle par conséquent est Tunique & naturelle me-

sure de la distance entre ces deux points. L'instrument 

dont on fè sert pour cela s'appelle règle. 

TROISIÈME AXIOME ou DEMANDE. 

•yiir. LA simplicité de la ligne droite fait qu'en ayant une 
posée on la peut prolonger de part &: d'autre jusques à 

l'infiny, c'est à dire tant que l'on veut. 
D'où il s'enfuit que la position d'une ligne droite ne 

dépend que de deux points. 
Ou, que connoiflant deuxpoints dans une ligne droite, 

nous la connoissons toute. 
Ou, que deux points estant donnez déposition., toute la 

ligne droite est donnée. 
QUATRIÈME AXIOME* 

LX
 S1 une ligne droite est immédiatement couchée fur 

une autre en une de ses parties, ellele fera en toutes, pour-
veu que l'une òt l'autre soit prolongée autant qu'il fau-

dra ,& elles ne feront proprement qu'ue même ligne. 

CINQUIÈME AXIOME. 

x. DEUX lignes droites ne se peuvent couper qu'en un 

point. 
S1 x 1 EME A x 1 o ME. 

X1. DEUX lignes droites qui estant prolongées vers un mê-
me costé s'approchent peu à peu, fè couperont à la fin. 

Euclide prend cette proportion pour un principe & avec 

raison : car elle a ajsez^de clarté pour s'en contenter 3 & ce 
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Jeroit perdre le temps' inutilement que dese rompre la te fie pour 

la prouver par un long circuit. 

SECONDE SECTION. 

. DE LA LIGNE CIRCULAIRE. 
DÉFINITIONS. 

L A ligne que décrit sur un plan l'une des extrémitez 
d'une ligne droite, son autre extrémité demeurant immo -
bile, s'appelle circulaire, ou circonférence. 

ET l'espace que décrit toute la ligne s'appelle cercle. 

• LE point immo bile, centre , qui ne peut pas n'estre point 
'également distant de chaque point de la circonférence, 
puisque c'est toûjours la même ligne qui a fait cette di-
stance. 

ET ainsi il est bien clair que toutes les lignes du centre 
à la circonférence íònt égales. 

CES lignes s'appellent rayons ou de-

mydiametres. 

LES lignes menées d'un point de la 
circonférence à un autre s'appellent 
cordes. 

Si elles paflentpar le centre, elles 
s'appellent diamètres, .& elles coupent 
le cercle & la circonférence en deux 
parties égales, qui s'appellent demy-

cercles &: demy circonférences. 

LA partie de la circonférence qui se 
trouve entre les extrémitez d'une cor-

de s'appelle arc. Mais lors que cette 
corde est moindre qu'un diamètre, il 

y a deux portions de circonférences qui íè terminent aux 

extrémitez de cette corde. L'une plus grande que la de-
mycirconference, & l'autre plus petite. Or quand on par-
le de Tare d'une corde, si on n'ajoûte antre chose , on 
entend celuy qui n'est pas plus grand que la demy circon-
férence. Ce qui soit bien remarqué. 

« TOUTE circonférence se conçoit divisée en 3^0. parties 
«gales qui s'appellent degrés. 

XII. 

XIII. 

XIV. 

XV. 

XV-1. 

XVII. 

XVIII. 

XI ». 
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XXL CHAQUE degré en 60 minutes premières qu'on appelle 

simplement minutes : Chaque minute en 60 secondes, ôe 
chaque seconde en 60 troisémes^ &í ainsi à l'infini. 

PREMIER. AXIOME OU DEMANDE. 

XXIÏ. ON demande qu'ayant un intervale donné,on puiíïe 
décrire une circonférence de cet intervale. Ce qu'on ne 

peut douter estre possible , puis qu'il ne faut pour cela 
que concevoir que la ligne qui joindra les deux points de 

cet inrervale se remuê , l'une de ses extrémitez demeurant 

immobile. 
La machine la plus ordinaire dont on se sert pourla dé-

crire sur le papier s'appelle, compas, qui a deux jambes, 
qui estant ouvertes plus ou moins selon l'intervale donné, 

l'une demeurant immobile,l'autre décrit la circonférence. 

SECOND AXIOME OU DEMANDE. 

XXIII. ® K comrae il faut supposer dans cette opération que 
les deux jambes du compas gardent toújours Iamême di-

stance entr'elles , il n'est rien de plus facile aprés avoir 

mesuré la longueur d'une ligne donnée par Pouverture du 
compas, de se servir de cette même ouverture pour dé-
crire ailleurs une ligne égale à celle-là , ou retrancher 
d'une autre ligne une portion qui soit égale à cette pre-

mière. C'est pourquoy on peut hardiment mettre ce 
Problème entre les demandes qui n'ont point besoin 
d'estre prouvées. 

Décrire une ligne égale à une ligne donnée , íòitpar le 
retranchement d'une autre ligne, soit partout ailleurs. 

TROISIÈME AXIOME. 

xxiv. L A manière dont l'on conçoit que se forme la ligne cir-
culaire est si simple , qu'il est impossible de concevoir 

qu'elle ne soit pas par tout dans une entière uniformité. 
Et de là il s'enfuit que les Théorèmes suivans sont naturel-
lement connus. 

Les circonférences qui sont décrites d'un égal intervale 
font égales. 

Et celles qui font décrites d'un plus petit intervale font 
yluspetites. 

Et 
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Et d'un plus grand font plus grandes. 

QUATRIÈME AXIOME. 

LES,; degrez de circonférences égales font égaux, puis xx v-
que ce sont aliquotes pareilles de grandeurs égales. Et.par 
la même raison les degrez d'une petite circonférence font 
plus petits que les degrez d'une plus grande. 

CINQUIÈME AXIOME. 

DANS un même cercle les cordes qui soutiennent des xxvi. 
arcs égaux sont égales, & les arcs qui sont soutenus par 
des cordes égales sont égaux. C'est une fuite évidemment 

neceslaire del'entiere uniformité de la circonférence. II 
ne faut que de l'attention pour en appercevoir la certitude. 

II en est de même dans deux cercles, égaux que dans le 
même cercle. 

SIXIÈME AXIOME. 

TOUTES les lignes tirées du centre qui sont plus petites XX v II. 

que les rayons du cercle, ont leur extrémité au dedans du 
cercle : que si elles sont plus longues, elles Pont au de-
hors j si égales, dans la circonférence même. 

S.EPTIEME AXIOME. 

LORS qu'on a d'une ligne, l'une des extrémitez donnée 
déposition, & fa longueur, son autre extrémité doit estre 
dans la circonférence du cercle décrit par un intervale de 
cette longueur donnée. 

TROISIEME SECTION. 

DES LIGNES DROITES PERPENDICULAIRES. XXVIII. 

D E F I N I T I O NS. 

Nous avons déja dit qu'une ligne droite n'en peut 
couper une autre droite qu'en un point. Mais la coupant 
elle le peut faire en deux manières. 

La première, est en ne panchant point plus vers un 
costé de la ligne coupée, que vers l'autre. 

Et alors elles sont dites íe couper perpendiculairement& 
estre perpendiculaires l'une à l'autre 

La seconde, en penchant plus vers un costé que vers 
l'autre,& alors elles sont dites fe couper obliquement & 

estre obliques l'une au regard de l'autre. 

Mais il ne faut pas confondre Pobliquité qui convient 

R. 
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à une ligne droite par rapport á une autre ligne, avec la 
curvité qui convient à la ligne par fa nature même, 8c con-

stitue une espèce de ligne opposée à la ligne droite. 

AVERTISSEMENT. 

XXX. QUOY que deux lignes qui se coupent, & soient coupées 

mutuellement , néanmoins afin qu'on ne les confonde pas, 

nous appellerons l'une coupée & l'autre coupante. 

DEFINITION PLUS EXACTE 

DE LA PERPENDICULAIRE. 

XXXI. POUR former une notion plus distincte de deux lignes 

perpendiculaires, on les peut défi-

nir en cette forte. 
Lors que deux points de la ligne 

coupée estans pris également distans 

de l'un des points de la ligne coupan-
te , tout autre point de la ligne cou-
pante se trouvera auffi estre égale-
ment distant de ces deux points de |c 

la ligne coupée,la ligne coupante est 
perpendiculaire à la coupée , étant

 A 

bien clair qu'elle ne peut alors in- —>—-

cliner plus d'un costé que d'autre. 
AXIOME. 

XXXII. POUR montrer que tous les points de la ligne coupante 
font également distans de deux de la ligne coupée, il suffit 
d'en auoir deux dans la ligne coupante dont chacun soit 
également distant de deux points de la ligne coupée. Car 

de là il s'ensuivra que tous les autres le seront aussi. 

JE p retens que la feule confderation de la nature de la 
ligne droite fait voir la vérité de cette proposition , & que 

fans cela il est impojjìble de garder dans la Géométrie l'ordre 

naturel des choses. 
Car i. puisque la position de la ligne droite ne dépend que 

de deux points, & qu'en ayant donné deux points, elle est tou-

te donnée , c'est a dire que la posttion de tous les autres points 

est déterminée , il est vifible que la posttion de ces deux points 

de la ligne coupante , dont on suppose que chacun est égale-

ment distant de deux points de la ligne coupée, détermine tous 
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les autres à en estre aufjì également distans. 

i. S'ily en avoit quelqu'un qui approchas} plus de l'un des 
points que de l'autre , la ligne feroit nécessairement courbée de 
ce costé là. 

Il ri y auroit point de raison pourquoy il s'approcheroit 
plûtost d'un costé que de l'autre , ny pourquoy il s'approcheroit 

de tant p lût ost que de tant. Car la pojîtkm de ces deux points 
donnez^ qui détermine tous les autres points de la ligne , ne les 

peut déterminer qu'à une égalité de distance, puis qu'ils ri ont 
pour eux-mesmes que cette détermination là. 

4. Tous les Géomètres semblent aJfezj:onvenir de l'évidence 
de cette propofìtion, puisque dans la solution de tous les pro. 

blêmes qui regardent les perpendiculaires , ils ne font autre 
chose que chercher deux points dans la ligne coupante, dont 

xhacun soit également distant de deux points de la ligne cou-
pée. Et ainsi quelque circuit qu'ils cherchent pour montrer 
que leur problème est résolu par là, il est clair néanmoins que 
dans la nature des choses ce n'est que cela seul qui l'a résolu. 

j. Quoy qu'il en soit, je soutiens que quiconque voudra agir 

de bonne foy reconnoiflra que constderant les choses avec at-

tention , il luy est impoffible de concevoir que cela puisse ejìre 
autrement, S" qu'il répugne à l'idèe que nous, avons naturel-

lement de la ligne droite, que deux de ses points estans pofez^ 
direftement, comme nous avons dit, fur une autre ligne, quel-

qu'un des autres s'écarte ou a droit ou a gauche, & s'appro-
che ainsi plus près de l'un des costoz^de la ligne. 

Or il me semble très inutile de chercher bien loin & par de 

longs détours des preuves d'une chose dont il nous est impossible 
de douter , pour peu que nous y voulions faire attention. 

6. Ce qui doit faire rejet ter le scrupule qu'on fourroit avoir 
de recevoir cette proposttion comme claire d!elle-même, c'est 

qu'on ne peut sain autrement sans troubler l'ordre naturel des 
choses , g£» employer des triangles pour demorstrer les propriétés 

des lignes, c'est à dire se servir du plus composé pour expliquer 

le plus fimple, ce qui est tout à fait contraire à la véritable 
méthode. 

Soit donc , de 'justice ou de grâce , nous demandons qu'on 

nous accorde cette proposttion, qui donne un moyen tres facile 

R ij 
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de dmonftrer les Problèmes fuivans fans se servir des trian-

gles comme fait Euclide. 

PREMIER PROBLÈME. 

XXXUi. D'UN point donné hors une ligne donnée tirer une per-

pendiculaire fur cette ligne : on suppose que cette ligne 

soit prolongée s'il en est besoin, & que le point donné ne 

se puisse pas rencontrer dans la ligne prolongée, car alors 

il ne seroit pas proprement hors cette ligne. 

Soit le point & &; la lignes de 

k pris pour centre, décrire un cer-

cle qui coupe ^, &; par consé-

quent y marque r points comme 

m St n, également distans de k „ 

puisque m k ,&cnk seront rayons 

du même cercle. Cela fait, dé-

crivant deux cercles égaux d'm &' d'n 

qui s'entrecoupent par tout ailleurs 

qu'en £,,comme en b, la ligne qui join-

dra b&ck sera perpendicula ire à la li-

gne J^, ce qu'il falloit faire. Car£ &c b-

sont chacun également distans de 

deux points de z^m 8c n, 8c par con-

séquent tous les autres en seront auíïï 

également distans par la précéden-

te , 8c ainsi fa ligne fera perpendicu-

laire par là définition. 

SECOND PROBLÈME. 

xxxiv. D'UN point donné dans une ligne élever un perpendi-

culaire. Soit le point k dans 

la ligne í^qui étant pris pour 

centre , le cercle que l'on 

décrira dé ce centre coupera 

la ligne ^, prolongée s'il en 

est besoin , en deux points 

comme m Si n, qui seront é-

galèment distans de k. Donc 

Tinterfection de 2 cercles égaux qui auront m & w pour 

centre donnera le point b, auquel il faudra mener la ligne 

/k 
** 

* 

"•-..■m 
\ / 
nY -

i 

V 

V / 

*<«« 
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du point k pour faire la perpendiculaire que l'on cherche. 

C'est la même preuve que du précédent. Car k & b 
seront chacun également distans de m &c n. 

TROISIÈME PROBLÈME. 

COUPER une ligne donnée en deux parties égales, xxxv. 
Soit la ligne donnée m n, en tirant 
des deux extrémitez m ben, pris pour 
centres, deux cercles égaux qui s'en-
trecoupent en deux points comme 

kèí b où tirant des mêmes centres 
deux arcs de cercles égaux quis'en-
trecoupent en un point comme en 
k, èc deux autres arcs de cercles 
égaux ou inégaux aux premiers, 

mais égaux entr'eux , qui s'entre-
coupent aussi en autre point comme 

en b, la ligne k £ prolongée autant 
qu'il fera besoin coupera la ligne m 
n en deux parties égales. Car si le 
point de la-section est j^comme il est 
dans la ligne b , k qui est perpendi-

 w 
culaire à la ligne m n, parce que b & 

k sont également distans de m&cn, jçauílr en fera égale-

ment distant, & par conséquent m zjerâ égal à%jn. Ce 
qu'il falloit demonstrer. 

I. THÉORÈME. 

LA perpendiculaire est la plus courte de toutes les li- xxxv", 
gnes qui puiíTent estre menées d'un point à une ligne. 

Soit le point k & la ligne ̂ , fur 

laquelle ayant mené de /èlaperpen-
diculaire k b ,& l'ayant prolongée 
jusques en c , en faisant s c égale àV 

Ab, si on tire de k d'autres lignes 
fur la ligne comme en m &c 
je dis que k b est plus courte 

que k w, ou k ». Car ayant tiré les 

lignes m c&n c, je dis que£ m est 

égaleimc^k nìn r,puisque la 

Riij. 

Tt 

~K \ 
\ V 
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ligne pestant perpendiculaire à la ligne k c, le pointé qui 
est commun à ces deux lignes ne peut estre comme il est 
également distant de k &c de s,queles autres points comme 

m benne soient auífi chacun également distans de k & de c. 

O r cela estant, il est clair que la ligne k b c estant droite 
est plus courte que les lignes 4 m c, qui ne font pas une li-

gne droite, St par conséquent k b, qui est la moitié de k 

b c, est plus courte que k m, qui est la moitie de k m c, 

II. THÉORÈME. 

O N ne peut élever du meíme point d'une ligne plus 
d'une perpendiculaire, ny en me-
ner plus d'une d'un point à une li-
gne. Le premier est clair de foy-

même: car ayant élevé du milieu 

de la ligne m n, la perpendiculaire 
b il est visible que lì on en vou- ^ 
loit élever une autre du même 
point b, on ne la pourroit tirer que 

plus vers un côté que vers l'autre, 
ce qui est directement contraire à 

la notion de perpendiculaire. 

La 2e partie est encore tres manifeste, & se peut néanmoins 
prouver de cette forte. Soit mené de 

k fur m n la perpendiculaire k b, en forte 
que b soit également distant dem&n, 

dont par conséquent k doit estre au ffi 
également distant •. si on menoit de k 

une autre perpendiculaire à un autre 

C 

m 

également distant de m & de n, puisque B ~~g~ 

k qui seroit un des points de cette ligne 

en est également distant. Or cela est impossible, puisque 
si g estoit entre b & m, il seroit plus prés de m que de », &C 

s'il estoit entres & », il seroit plus prés de » que de m. 

I. COROLLAIRE. 

xxxvi II. LA perpendiculaire est la mesure d'un point hors d'une 
ligne à cette ligne, & de la ligne à ce point. 

Car estant unique & la plus courte de toutes les lignes 
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qui peuvent estre menées d'un pointa une ligne, on n'en 

pouvoit prendre aucune autre qui fust si propre â mesurer 

cette distance. 

II. COROLLAIRE. 

DEUX différentes lignes estant perpendiculaires à une xxxix 
même ligne, il est impossible qu'elles se rencontrent, 

quoy que prolongées à l'infini. 

Car si elles se rencontroient^ elles auroient un point 

commun, & ainsi il y auroit deux lignes menées d'un mê-

me point qui seroient perpendiculaires â une même ligne, 

ce qu'on a fait voir estre impossible. 

III. COROLLAIRE. 

LORS que d'un point hors une ligne on a tiré une obli-
 XL> 

que fur cette ligne, si du même point on tire une perpen-

diculaire fur la même ligne , cette perpendiculaire tom-

bera du costé que l'oblique est inclinée fur cette ligne. 

Soit la lignes, & le point ^ 

dont ait esté tirée l'oblique k g 

qui soit inclinée vers b , je dis 

qu'il est clair parce qui a esté dit 

de la perpendiculaire , que si du 

même point k on en tire une fur 

b f, elle tom bera entre b &c g, 6c non pas entre g & c, car 

il est visible que si elle tomboit entreg & c, tants'en faut 

qu'elle fust perpendiculaire , qu'elle seroit encore plus 
oblique que k g. 

Déplus ayant pris dans la ligne b c deux points égale-

ment distans de \, comme pourroit eùreb&íc( 33. S ) le 

point où tombera la perpendiculaire doit estre également 

distant de ces deux points ( b c) > & au contraire celuy où 

tombe l'oblique doit estre plus éloigné du point vers le-

quel elle est inclinée, & par conséquent la perpendiculai-

re doit tomber du costé vers lequel cette ligne est in-
clinée. 

IV. COROLLAIRE. 

S1 d'un point où une oblique coupe une ligne on veut x L1. 

élever une perpendiculaire fur cette ligne, elle s'élèvera 

du costé vers lequel cette oblique n'est pas inclinée. 
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Soit la ligne b c coupée par l'oblique k g inclinée vers 

B y si du point g on veut élever une 
perpendiculaire fur b c, elle s'élè-
vera du costé de c, non du costé 
de b

 ;
 c'est à dire qu'elle se trouvera 

entre les lignes kgòzgç , & non 

pas entre k g&c g b. Car il est visi-
ble que si elle fe trouvoit entre kg 

XLii ^3 e!ie^ero^ encore plus inclinée que k g. 
III. THÉORÈME. 

L A perpendiculaire indéfinie qui coupe par la moitié 
la distance de deux points comprend tous les points du 

mefme plan , dont chacun peut estre également distant 
de ces deux points. 

Soient les points m & n joints 

par la ligne mn, & la perpendi-
culaire indéfinie k b, qui la cou-
pe par la moitié au point B

y
 il est 

clairque tous les poins de la li-

gne b font également distans 
de m n. Mais je dis de plus, qu'il 
n'y en peut avoir aucun autre 

íiors cette ligne qui en soit éga- ^ 
lement distant. Car il faudra 

qu'il soit à l'un des costez comme feroitg, d5où tirant une 
perpendiculaire fut m n f par 5. ) elle la coupera en un autre 
point que b, comme seroit p, Or si g estoit également di-
stant d'm &c d'n, il faudroit que p, qui seroit un point de 

la perpendiculaire en fust aussi également distant, ce qui 
e/l visiblement impossible ^comme on i'a déjaveu. 

QUATRIEME SECTION. 

DES LIGNES DROITES OBLIQUES. 

Explication de la manière dont on doit considérer les 

Lignes obliques pour le mieux comprendre 

XLÎII. Nous avons déja dit que lors qu'une ligne droite en 
coupe 

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE L IV. V. 137 
Coupe une autre en penchant plus d'un costé que de l'au-

tre, elle s'appelle oblique au regard de cette ligne qu'elle 
coupe obliquement. 

Mais pour mieux juger de la grandeur de ces obliques 

en les comparant les unes aux autres , il est bon de ne les 

considérer que selon le costé selon lequel elles approchent 

plus de la ligne qu'elles coupent, quiestauísila façon la 

plus naturelle de considérer ces lignes. 

De plus, nous ne regarderons les obliques que comme 

menées d'un certain point à la ligne qu'elles coupent, & 

comme terminées â cette ligne. 

Cela estant supposé , ce que j'entens par l'obliquité 

d'une ligne fur une autre,est que cette ligne soit plus cou-

chée fur la ligne qu'elle coupe, que ne seroit la perpendi-

culaire menée du mesme point sur la mesme ligne. De for-

te que c'est toujours par rapport à cette perpendiculaire 

que je considère cette obliquité. 

Mais ce rapport enferme deux choses. 1. La distance 

du point qui est commun à l'oblique &c à jla perpendiculai-

re d'avec le point de la ligne où la perpendiculaire tombe, 

qui est la mesine chose que la longueur de cette perpen-
diculaire. 

2. La distance du point ou l'oblique tombe, d'avec ce-

luyoùtombela perpendiculaire, que j'appelle l'éloigne-

ment du perpendicule. 

A quoy il faut ajouter la distance du point d'où l'obli-

que est menée de celuy où elle coupe la ligne au regard 

de laquelle elle est appellée oblique : qui est la mesme 
chose que la longueur de cette oblique. 

Soit par exemple la ligne ^in-

définie, íur laquelle on fasse dé-

cendre du point k au point b 

l'oblique k b , & que de k on 

tire la perpendiculaire \ c, les 

trois distances dont nous ve-

nons de parler font trois li- ̂  

gnes j dont deux ( sça voir laper. 
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pendiculaire k c , 8c l'éloignement du perpendicule b c ) 
se coupent perpendiculairement8c la troisième qui est 
l'oblique k b, rencontre obliquement l'une 8c l'autre. 

Et ainsi peut estre considérée tantost comme l'oblique 
de l'une, tantost comme oblique de l'autre. Mais il faudra 
alors changer alternativement aux deux autres lignes les 

noms de perpendiculaire 8c d'éloignement du perpendi-

cule. Car si je considère k b comme oblique fur b c.kceíí 
la perpendiculaire ,8c b cl'éloignement du perpendicule;. 

Et au contraire si je considère k b comme oblique fur k c, 

b c fera la perpendiculaire, 8c k c l'éloignement du per-

pendicule. 

On pourroit aussi considérer bc 8c k c comme obliques , 

fur k b, ( car comme les lignes 

font mutuellement perpendicu-
laires , elles font aussi mutuelle-
ment obliques. ) Mais pour sui-

vre nostre méthode il faudroit 

alors mener une perpendiculai-
. re du point c à la ligne k. b, com- _z 

me seroit c g. Et ainsi en consi- B e 

derant ^rcomme oblique fur la ligne b k, la perpendicu-
laire seroit c g , 8c l'éloignement du perpendicule g b. 

Mais à moins que de faire cela , k b seule est considérée 

comme oblique , tantost au regard de l'une, tantost au 
regard de l'autre. 

Ea considération de ces trois lignes-, k b oblique , k c 

perpendiculaire, b c éloignement du perpendicule, nous 
fera comprendre plusieurs choses des lignes obliques qui 

n'ont p» encore estre expliquées que par dès triangles ,ce 
qui est un ordre tout renversé, Et nous verrons d'une part 
que dans la comparaison des obliques, Pégalité en deux 
de ces lignes donne Pégalité dans la troisième, 8c nous 

examinerons de l'autre quand il n'y a égalité que dans 
aine, quelle est Pinégalité des deux autres. 
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PROPOSITION FONDAMENTALE. 

DE LA MESURE DES LIGNES OBLIQUES. 

LES lignes obliques menées du mesme point â une mê-
me ligne , sont plus longues, plus elles font éloignées du 
perpendicule. 

Soient du point k menées fur la ligne j^Ia perpendicu-
laire kjb , & les obliques ksèC k g. 
JEt soit prolongée k b jusques en 

c, en forte que b c soit égale à 
Â b. Et soient aussi menées les 

lignes fc & g c : je dis première-
ment que ^ estant perpendicu-

laire â k b, comme le point qui
z 

est commun à l'une Ôc à l'autre 
est également distant de k & de 

c. Donc k f est égale à /V, &. k g à 
g c. Or par la maxime d'Archime-
de Liv. l.kfceû plus courte que k 

gc. Donc kf, qui est la moitié de kfceû plus courte que k 
g, qui est la moitié de k g c. Ce qu'il falloit demonstrer. 

COROLLAIRE. 

IL est visible que ce n'est que la même chose si l'on dit 
que de toutes les obliques qui feront menées ^au même 
point d'une même ligne de di-
vers points d'une perpendiculai-

re à cette ligne pris du même cô-
té , celles qui sont menées des 

points plus proches de la ligne 
où tombe l'oblique font les plus 
courtes. 

Car il ne faudra alors que tirer 
d'autres lignes des mêmes points 

de cette perpendiculaire vers un 
même point de l'autre côté de 

la ligne qui coupe cette perpen-

diculaire également distant de 
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cette perpendiculaire. Si je veux montrer par exemple 

que la ligne est plus longue que f/, je n'áy qu'à pren-
dre le point c autant distant de b, que /est aussi distant de 

tirer les lignes k e ècce,ôc faire ensuite la démon-
stration précédente. 

AVERTI S S È MENT: 

XCVI. C'EST la meme chose pour juger de la grandeur de deux 

lignes obliques de les confderer comme menées du meme point 
fur une meme ligne , ou comme menées 

de deux point* differens fur la meme li-

gne , ou deux différentes lignes , pour-

veu que l'on suppose que chaque point 

efi également difiant de la ligne à la- x. 

quelle on mene l'oblique. Car il efi vi- ^ ^ 
fible qu'il n'y a que cette distance qui y fasse quelque chose, . 

Il efi vray qu'il faut supposer pour cela que fi l'on a d'une, 

part la ligner ,& de l'autre la ligne z, 

& qu'on élevé d'un point de chacune , ; 
comme deh & d'm , une perpendiculai-

re, & que dans chaque perpendiculaire 

on prenne un point comme cejr-n, qui ^ 

soit de part d'autre également distant 
du point de la feïlion b £^ m

 5
 & qu'on prenne aujji dans cha-

que coupée x & x un point comme f ejr p, également distant dé 

fart & d'autre du même point de la feBion b & m, les obliques 

c f & n p font égales. 
Mais la vérité de eette supposition est naturellement connue

 y 

& fi on la peut contester de paroles, comme les Pyrrhoniens 

ont fait voir qu'il n'y a rien qu'on ne puisse contester en cette 

manière, il efi certain au moins qu'il efi impossible à tout esprit 

raisonnable d'en avoir intérieurement le moindre doute , ce 

qui efi la plus grande certitude qu'on doive defirer dans les 
sciences. 

Néanmoins fi on en veut estre convaincu par une preuve 
grossière & matérielle, on peut fe servir de celle dont Euclide 

frouve que deux anodes estant égaux, & ayant les cofiez^égaux 
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r 

aux cofiez^, la baze efi égaie à la baze j qui efi qu'il fait mettre 

ces angles l'un dessus l'autre, en forte que les extrémitez^ des 

coflezje trouvent ensemble h d'où il conclud que les bazes font 

aujji couchées l'une fur l'autre
 3

 ce qu'on appelle en Latin? 

congruere, & parconséquent égaies. Car on peut de même 

Uy s'imaginer que la ligne z efi couchée fur la ligne x, en forte 

que le point m e(l immédiatement fur le point b , & la per-

pendiculaire fur la perpendiculaire : D'où il arrivera nécessai-

rement que le point n fera fur le point c , & le point p fur le 

point f, ̂  qu ainsi les obliques n p & c f feront couchées P une 

fur Vautre, & ainfi entièrement égaies. 

f/oila ce qui peut satisfaire ceux qui aiment mieux fe servir 

dans la connoiffance des choses de leur imagination que de leur 

intelligence :ce que je trouve fort mauvais, parce que V esprit' 
fe rend par la, incapable de bien comprendre les choses spiri-
tuelles

 3
 s'accoufumant a ne recevoir pour vray que ce qu'il peut 

concevoir par des fantômes &des images corporelles : au lieu 

qu'il y a beaucoup de choses que nous fçavons tres certaine-

ment fans que nous les pui.ffîons concevoir par Imagination,., 

comme quand je dis : Jè pense, donc je suis, nul fantôme ou -

image corporelle ne me peut servir k me faire concevoir ceque-

j'entends par ces mots 5 je pense, je suis. 

EGALITÉ' DANS LES LIGNES OBLIQUES. 

CETTE feule proposition avec son corollaire & l'a- XLVÍI 

vertissement nous donne moyen de prouver facilement 

plusieurs théorèmes touchant les lígnesobliques. Etvoicy 

premièrement ceux de Pégalité. 

T. THÉO R E M E. 

DES trois lignes que nous avons dit se devoir conside- xLviir 

rerdans les lignes obliques
 5

 la perpendiculaire, l'éloigne-

ment du perpendicule, & l'oblique même-, deux ne peu., 

vent estre égales que la troisième ne le íbit aussi. Ainsi 

1. S'il y a égalité dans la perpendiculaire &L dans l'é-

loignement du perpendicule , les lignes obliques íònt 

égales.. 
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Soient du point k de la ligne 

jt b , qui coupe perpendiculai-
rement la ligne ̂ en b, menées 
Jes deux obliques km òc 
la perpendiculaire estant la 
même, & par conséquent éga-
le à soy même. Si b m y qui est 2s-
l'éloignement du perpendicu-
le de l'oblique km est égal à bnì qui est l'éloignemenfcdu 
perpendiculede l'obliquekn^km&knserontégales/Caf 
les points m & n ne peuvent estre également distans de 
l'un des points de la perpendiculaire k b, qu'ils ne soient 
aussi également distans de tout autre point de cette per-
pendiculaire ,& par conséquent de h. Donc k m est égaie 

À k n, 
X COROLLAIRE. 

XLIX. ON ne peut mener d'un point à une ligne que deux li-
gnes égales. Car on n'en peut mener qu'une feule perpen-
diculaire. Et pour les obliques, elles ne peuvent estre éga-
ies que les deux points où elles coupent cette ligne ne 
soient également distans du point où tombe la perpendi-
culaire. Or il ne peut y avoir que deux points, l'un d'un 
costé & l'autre de f autre , qui soient également distans de 
ce point. Car tout autre en fera, ou plus proche ou plus 
-éloigné, comme.il est évident. Donc.,ôcc. 

I I. C O R O L L AIRE. 

L. Ilestimpossiblequ'uamesmepoint soit également di-
stant de trois points d'une ligne droite. 

C'est la mefme chose que la précédente différemment 

énoncée. 
11. THÉORÈME. 

L r» S'i L y a égalité dans la perpendiculaire '& dans l'obli-
que , il y a égalité dans l'éloignement du perpendicule. 

Soit lait comme devant.-Si k m est égale à k n, b m fera 
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égale à'£ n. Car si m estoit plus éloignée de b que n'esta, 

l'oblique k m seroit plus éloignée de la perpendiculaire
 ì 

6c par conséquent plus longue par la proposition princi-
pale. 

III. THÉORÈME. 

S' 1 L y a égalité dans l'oblique 6c dans l'éloignement 1 m 
du perpendicule

}
 il y en a dans 

la perpendiculaire. 

Car si là perpendiculaire de 

l'une estoit plus grande que la 

perpendiculaire de l'autre, c'est 
comme si des deux obliques 

qui se terminent en m 6c n l'une
 m 

descendoit du point k de la per-

pendiculaire k b, 6c l'autre du point c plus bas que£ de 

cette mefme perpendiculaire k b, de forte que l'une seroit 
km, 6c l'autre c n. 

Or si cela estoit, cn seroit plus petite que km, par 44., 

6c 45. sup. ce qui est contre l'hypotheíe. 

I V. THÉORÈME. 

QUAND il n'y a égalité donnée que dans l'une de ces L11 ï# 

trois lignes,. voicy ce qui est des deux autres. 

1. S'il n'y a égalité que dans la perpendiculaire , leplus 
grand éloignement du perpendicule donne la plus grande 
oblique , 6c la plus grande oblique donne le plus grand 

éloignement du perpendicule. C'est ce qui a esté prouvé 
dans la proposition principale. 

V. THÉORÈME. 

2. S'IL n'y a égalité que dans l'éloignement du perpen- 11
 Y*' 

dícule, la plus grande perpendiculaire donne la plus gran-

de oblique, 6c la plus grande oblique la plus grande per-
pendiculaire 5 6c alors la plus grande oblique est la moins 
oblique. 

H y a deux parties dont la première a esté prouyée par 
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le corollaire de la proposition fondamentale^ 8c pour 

l'autre ,elle en est une suite évi-
dente. Car fi deux obliques se 
terminent au mefme point d'une 

ligne comme k m„ 8c qu'elles 
soient menées de deux points 
difFerens de la mefme perpendi-

culaire , comme de k 6c de c , il m 

est clair que cm est plus couchée 
fur m b que £ m. Or c'est la mefme chose, fi ayant pris «au-

ttánt distant de b que Test m on tire en au lieu de cm. 

VI. THÉORÈME. 

L
 i

 VT
 S'IL n'y a égalité que dans la longueur des obliques, le 

plus grand éloignement du perpendicule donnera une 

moindre perpendiculaire, 8c une mejpuio perperpendi-

culaire donnera un plus grand éloi-

gnement du perpendicule. Cela 
est clair par les théorèmes prece-

dens. 
Car íbit la perpendiculaire k b n 

fur la ligne mn, si on tire l'oblique 
c m, 8c qu'on prenne un autre point 
plus prés de b , comme»,, il est vi-
sible que r» seroit plus courte que 
cm par le 4e Théorème , 8c par 

conséquent afin qu'on mene à n de 
quelque point de la ligne k b une 
oblique égale à cm , il faudra la ti-

rer d'un point plus éloigné de b que 

jf est x, comme de t. 

A V E RT ISSEMENT. 

£ v. JE ne dis rien de la diverse obliquité qu'à la même ligne sur 
les deux lignes qut peuvent estre réciproquement confédérées 

Comme fa perpendiculaire & son éloignement du perpendicule, 

comme K b fur b c & fur K c ; car cela efi trop facile à juger 

far ce qui est dit. 

VII. THEO' 
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VII. THÉORÈME. 

LORS que deux lignes obliques font menées d'un mefme L v i. 
point fur une même ligne, la distance des deux points de 
section est égale à la distance du perpendicule , de l'une 
plus ou moins la distance du 

perpendicule de l'autre. Plus, K 
files lignes font inclinées de A 

diffèrent costé
;

fi elles 
font inclinées du mefme costé. 

Soientmenées du points fur 
la ligne ̂  les deux obliques k 

m&tkn, inclinées de diffèrent
 r

Zr-
 m

 p 
côté, 6c une autre comme kp, 

inclinée du mefme costé que k m ; il est visible que la per-

pendiculaire k b fe trouvera entre km&tkn, mais au delà 
de k m 8c de kjp : 8c ainsi la distance entre les points de la 

section mècn fera égal à l'éloignement du perpendicule 
de k m, qui est w b plus l'éloignement du perpendicule de 
kn, qui est b n. 

Mais si on considère £ m,Síkp, inclinée du mefme c ô -
té, il est visible quela distance d'm écp, points de la section 
de ces deux obliques, est moindre que l'éloignement du 
perpendicule de k m, qui est m b de la longueur de p b , qui 
est l'éloignement du perpendicule de l'autre oblique k p. 

VIII. THÉORÈME. 

DEUX lignes obliques inégales entr'elles & inclinées de xLvii« 
diffèrent costé estant menées du mefme point fur la mef-
me ligne : 6c deux autres obliques, dont chacune est égale 
à chacune des deux premières, estant auíîì menées d'un au-

tre point fur une mefme ligne, 6c y estant aussi inclinées 
de diffèrent costé, si la distance des points de section des 
deux premières obliques est égale à la distance des points 

de section des deux dernieres, les deux points dont elles 
font menées font également distans de la ligne â laquelle 
files font menées. 

T 
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Soient sur la ligne x menées du point k les deux obli-

ques £ b èLkd, & du point h deux autres obliques h p 8c 
h q, en forte que k b soit égale à.hpy 6c k d ì'bq, 8c que 
les points £ 8c d soient autant distans que le font p&cq-} je' 
dis que lespoints k 8c h son également distans de la ligne 
x j ou, ce qui est la mefme chose, que les perpendiculaires 

menées de ces deux points font égales. 
Car la distance des points^ Sc^nepeut estre égale à k' 

distance des points p 8c q~ 
que les éloignemensdu per-
pendicule de k b 8c k d pris 
ensemble, ne soient égaux à 
ceux dehp&íb qfús ensem-
ble: ce qui ne seroit pas fi k 
estoit plus' éloigné de x que 
b. Car alors k b estant égal à h p auroit son éloignement' 
du perpendicule plus petit que ne l'auroit h p , puis qu'elle 
defcendíoit d'un point plus éloigné que ne descend h p , 
("par 44. fup, ) de même k d auroit son éloignement dir 
perpendicule plus petit que h Et ainsi les deux éloigne--
mens du perpendicule de k b 8c de k d pris ensemble fe-

roient plus petits'que ceux.de hp èùb q pris ensemble. 
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NOUVEAUX ELEMENS 
£> E 

GEOMETRIE 
LI V R E SIXIEME. 

DES LIGNES PARALLELES. 

PRES avoir parlé des lignes droíttes qui j 
se rencontrent, soit perpendiculairement

} 

soit obliquement, on peut constderer dans 
les lignes une autre propriété toute op-
posée, qui efi de ne se rencontrer jamais

3 

& d'estre toujours également distantes 

l'une,de Vautre, & c'est ce qu'on appelle 
des lignes parallèles. 

DEUX NOTIONS DES LIGNES PARALLELES, 

L'UNE NÉGATIVE ET L'AUTRE POSITIVE. 

MAIS ces lignes peuvent estre considérées selon deux n. 

notions différentes
 ;
 l'une négative l'autre positive. 

La négative est de ne se rencontrer jamais, quoy que 
prolongées à l'infiny. 

La positive, d'estre.toûjours également distantes l'une 
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de l'autre, ce qui consiste en ce que tous les points de cha-
cune sont également distans de l'autre j c'est à dire que les 
perpendiculaires de chacun des points d'une ligne â l'au-

tre ligne , sont égales. Et il est bien clair que la notion 
négative est une fuite nécessaire de la positive, ne se pou-
vant pas faire que deux lignes se rencontrent si elles de-

meurent toujours également distantes l'une de l'autre. 
C'est pourquoy c'est avoir tout fait que d'avoir trouvé 

des marques certaines par leíquelles on puisse reconnoî-

rre que deux lignes font parallèles selon la notion positive,, 
c'est à dire qu'elles soient tellement disposées , que les 
points de chacune soient également distans de l'autre, ce 
qui suppose toujours qu'elles soient prolongées autant 
qu'il est nécessaire, afin que des points de l'une on puisie 

tirer des perpendiculaires fur l'autre. 
C'est ce que nous trouverons facilement âpres avoir 

étably quelques Lemmes. 
AVERTISSEMENT 

POUR LES LEMMES SUIVANS. 

III. LORS que dans les Lemmes suivans je compare diverses 
lignes qui cousent les deux mcmes, je suppose toujours deux 

choses. 
L'une, que ces coupées, dont l'une fera toujours nommée x 

& l'autre z, ou ne se "joignent point , ou se joignent simple-
ment faus se traverser: c'est'h dire qu'on les confédéré toujours 

commen ayantpoint changé de costé au regard l'une de P autre. 

L''autre} que ces coupantes soient enfermées entre les cou-

pées , & c'est austì ce que j'entens dans tout ce Livre quand 

je parle des lignes entre-parallèles, 

I. LEMME. 

IV. QUAND Iesdeux lignes x òcs^font coupées par b c, per-
pendiculaire fur & oblique fur ^

v
 \

)
^^rL 

il arrive trois choses. 
i. Qje toutes les autres lignes me-

nées de ̂  perpendiculairement fur.v, 
font obliques fur ^ 

i. Qu'elles font inclinées fur ^du même costé que c b 
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I'èst aussi sur lequel costé j'appelleray k. 

3. Que les perpendiculaires fur j^sont obliques fur 

êc inclinées fur xâu même côté que c ^l'estfur ^, c'est à 
dire vers kl 

Les deux premières parties se prouvent ensemble, & la 
la preuve de ces deux premières emporte celle de la 3e, 

PREUVE DES DEUX PREMIÈRES PARTIES. 

Soient pris'deux points en la ligne z^fòcp aux deux coster 
de b, d'où soient menées/g èc p q 

perpendiculairement fur la ligne 

x il faut prouver qu'elles feront 
obliques fur\, &c inclinées vers k. ^ 

Soit tirée de í-uneperpendiculai- ~ 
re fur ̂ , elle fera vers k , & non 

pas vers p , par V. 40. Et ainsi le 
point où cette perpendiculaire tom 

berafur ^sera 
ou le même point que >fi 

ou au delà de f. 
ou entre/& b, 

h CAS. Si c'est le même point quey^/estant perpendieu-
laire sur la ligne g fiera oblique for ̂ , & inclinée versé". 

2, CAS. SI ce point est au delà ^ 
de /, comme en c d , alors c d 

coupera f g. Que ce 'soit en m 
Donc a d estant perpendiculai-

re fur ^ , a f{ qui est la même 

chose que-g f ) sera oblique sur 
3^, inclinée vers^ d, &parcon> 

íequent versé. 

3. CAS. Si d est entre/*& 
b, de Amenant d h perpen-

diculaire fur x, &: de b , £ / 
perpendiculaire fur2^3 si^/ 

fe termine ou àf, ou au de-
là de/", on prouvera de la 
même forte que dans le premier & dans le second Cas

 v 

Tiij: 

'a. 

\ 

■g k 
-X 
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150 NOUVEAUX ELEMENS 
g/est oblique sur 2^, 6c inclinée vers k. f ^ 

Et si h l n'alloit pas jusques à/, on tireroit encore d?, 

/m perpendiculaire fur ècd'm unepçrpendiculaire fur 

^Jusques à ce qu'il y en ait une qui se termine à/, ou au 

deià dy: 
On prouve de la même sorte que q p est oblique sur^, 

6c inclinée vers é , excepté qu'on 

élèvera de b une perpendiculaire 

fur la ligne qui coupera la ligne 

x,au delà de par V. 41. 

Et ainsi tombera ou zq, 

ou au delà de q. 

-ou entre c§cq. 

Ainsi en l'une ou l'autre de ces trois manières, on prou. 

veraque/> #est obliques inclin ée vers k
3
 comme on l'a 

prouvé dp f g. 

PREUVE DE LA TROISIÈME PARTIE. 

Elle est comprise dans la preuve des deux premières, 

estant clair que toutes les lignes qui ont esté perpendi-

culaires fur 2^, ont esté obliques fur x, 8c inclinées vers k. 

IL LEMME. 

y
 Si les lignes x 6c 2^font coupées pari c , perpendicu-

laire fur x , 8c oblique fur 2^, 8c 

inclinée vers k, toutes les lignes 

menées des points de 2^, perpen-

diculairement fur x , feront iné-

y 1 

- e celles qui feront vers é, c'est à 

dire vers le costé ou la ligne b fi 

.est inclinée. 

II suffira de prouver que b c estant plus vers k que p q, 

fera nécessairement plus courte que p q. 

Soit menée de q, une perpendiculaire fur 2^, le point où 

cette perpendiculaire tombera, fera 

OJU le même point que b. 

ou au delà du point b. 

pu entres 6c p. 
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i. CAS. Si c'est le même point que }, b c estant perpen-

diculaire sur x,&.bq oblique, b c sera plus eourte que b q. 
Or par- la même raison^ b estant ^ 

perpendiculaire sur z^&pq obli-
que , q b est plus courte que q p. 

Donc fi b e est plus courte que 
qb, ècq b plus courte que p q , 
£ÍTdoit estre plus courte que p q , 
Ge qu'il ral'oit demonstrer. 
i. CAS. Si ce point est au delà 

de b, comme en q d, en tirant 
q b, q b fera oblique, mais plus 

proche de la perpendiculaire 
qd,quepq, &parconséquent 

plus courte que p q. Or £ f est 
plus courte que^ b. Donc bc 
est à plus forte raison plus 

courte que p q. Ce qu'il fal-

loit demonstrer. 
5. CAS. Si d fe trouve 

entres &íp, de d on tirera-
is/perpendiculaire fur x

 r 

&í d/, /g, perpendiculai-

re fur 2^ ôt g se trouvant 
ou au point b, ou au delà 
du point b , on prouvera 

comme dans îc premier & 
le second cas que b c est 

> 

\ 

\ \ 
plus eourte que d f, laquelle par le premier cas est plus; 

courte que p q , & par conséquent b c est plus courte que 

j»-^. Ce qu'il falioit demonstrer. 
Que fi/g n'alloit pas jusques à í, ost tireroit d'autres-

perpendiculaires for x , ôcpuisfur^, jusques à ce qu'il y. 

en eust une qui allast jusques à b, ou au delà. 
Donc de tous les points de 2^ les perpendiculaires fur x 

font inégales , 6c par conséquent tous les points de j^font-

inégalement distans de x, lors qu'une même ligne est per-

pendiculaire fur x , & oblique fur % 
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COROLLAIRE. 

CEÍI visiblement la même chose de toutes les lignes per-

pendiculaires à 2^, 6c obliques fur x, comparées ensemble, 

III. LE M M E. 

EN comparant une perpendiculaire sur A: , 6c oblique 
sur 2^, avec une perpendiculaire sur oblique sur x -, si 
elles ne se croisent point, mais qu'elle soient toutes sépa-
rées, elles font nécessairement inégales, & la plus courte 

est celle qui est plus vers le costé vers lequel elles font in-

clinées. 
Soit/g perpendiculaire fur 2^, 

6c oblique fur x, 8c p q perpendi-
culaire fur x, 8c oblique fur 2^, 8c 
que leur inclination soit vers é; 

je dis que/g, qui est plus vers k 

est la plus courte. 
Car en élevant de g , g h perpendiculaire fur x, 8c obli-

que fur2^, par le Lemme précédent g h fera plus courte 
que f q -, or g/"eûant perpendiculaire fur 2^, elle est plus 
courte que g Á, qui est o blique fur la même 2^, & par con-

séquent f g est p lus courte que p q. 

IV. LEMME. 

DEU X lignes enfermées ne se croisant point, ne sçau-
roient estre égales , 6c estre chacune perpendiculaire fur 
quelqu'une des enfermantes, qu'elles ne le soient fur tou-

tes les deux. 
Car fîl'une estoit perpendiculaire fur x, 6c oblique íur 

2^, elle seroit inégale â l'autre, ou par le second Lemme, si 
l'autre estoit aussi perpendiculaire sur x

 ;
 ou par le troisiè-

me , si l'autre estoit perpendiculaire fur 2^. II faut donc 
pour estre égales qu'elles soient perpendiculaires sur l'une 

6c sur l'autre des enfermantes. 

V. L E M M E, 

Si une ligne enfermée est perpen-

diculaire â l'une 6c â l'autre des en- * 
fermantes, toutes les lignes menées 

de quelque point que ce soit d'une 

If-

enfermante perpendiculairement x 

fur 
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sur l'autre, seront égales.à cette enfermée, &: par consé-
quent entr'elles.. 

Soiti/enfermée entre les lignes Í^SC #, ôc perpendicu-
laire à l'une & à l'autre : & de c point quelconque de 2^ soit 
menée cg perpendiculaire sur x : b f,&c c g seront égales , 
iì on ne peut rien retrancher debf, nyy rien ajouter,que 
ifbc c g ne soient inégales. Or cela est ainsi. 

Car h de p, point quelconque au dessous de idansi/", 
on tireur, cetteligne/>fcoupera obliquement b f, puis-
que par l'hypotheíè cb{ partie dezj coupe perpendicu-
lairement^/, & que d'un même point on ne peut tirer 
qu'une seule perpendiculaire â la même ligne. 

Donc par le second Lemme pf( c'est à dire b f retran-
chée dequelque choie) ôc cg sont inégales. 

Ce íêra la même chose si on alongeoit b/de quoy que ce 
fust. Car si du point h au dessus de £/estant prolongée, 
on tiroit^ Í, cette ligne par la mefme raison couperoit 
obliquement"b /prolongée. 

Donc par le second Lemmei/prolongée seroit encore 
inégale â c g. 

Donc on ne sçauroit rien retrancher de bf, ny y rien 
ajoûter, que bfôc c g ne soient inégales. 

Donc elles font égales. 

VI. LEMME. 

SI une ligne est perpendiculaire à deux lignes, toutes 
les lignes perpendiculaires à l'une de ces lignes seront per. 
pendiculaires à toutes les deux. 

Car s'il y en avoit une feule qui fût perpendiculaire íûr 
l'une & oblique fur l'autre, il s'enfuivroit par le premier 
Lemme que toutes les autres lignes perpendiculaires â 
l'une de ces deux lignes feroient obliques fur l'autre. 

Donc s'il y en aune feule qui soit perpendiculaire à tou-
tes les deux , il faudra nécessairement que toutes celles 
qui font perpendiculaires â l'une des deux enfermantes 
le soient à toutes les deux , & par conséquent qu'elles 
soient toutes égales par le précédent Lemme. 
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VII. LE M M E. 

x ir DEUX lignes ne se traversant point, tous les points de 
chacune íònt également distans de l'autre , ou tous iné-

galement distans. Car menans d'un \ 

point de 2^, b c, perpendiculaire fur ^ T * " : 

x ; si b c est aussi perpendiculaire 
fur 2^, de quelque point de 2^ qu'on X- , 

mene des perpendiculaires fur x, 
elles seront égales ì b c par le jc Lemme j 5c ce fera la mê-

me chose de quelque point d'A? qu'on mene des perpendi-

culaires fur % 
Que si au contraires c est oblique fur jç", toutes les per-

pendiculaires des points de2^fur x seront inégales,& par 

conséquent tous les points de 2^ inégalement distans d'x. 

Et il en fera de mefme des perpendiculaires fur 2^, menées 

des points d'x, qui par la mefme raison seront toutes iné-

gales entr'elles. Et par conséquent aussi tous lespoints d'x 

feront inégalement distans de 2^ 
Mais remarquez que je ne dis pas qu'un point d'x ne 

puisse estre aussi distant de 2^ qu'un point de 2^ est distant 

d'x , mais feulement que tous les points d'x font inéga-

lement distans de 2^, 6c tous les points de ^inégalement 

distans d'x. 

VIII. LEMME. 

xn. Si deux lignes menées d'un 

mefme point font inclinées 

l'une fur l'autre
y
tous les points 

de chacune font inégalement 

W distans de l'autre, 6c les plus 

courtes perpendiculaires des 
points de ehacune fur l'autre ^ 

seront celles qui font les plus 

proches du point de la section. 
Car on ne peut tirer d'un point de j^une perpendicu-

laire sur x r qu'elle ne soit oblique sur 2^, par V. 37. Dont 

tout le reste fuit par le second Lemme. 
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TROIS PROPOSITIONS FONDAMENTALES 
DES P A RALLELES. 

Ces Lemmes donnent trois marques certaines four recon-
noifire fi deux lignes font parallèles selon la notion positive^ 

c'efi à dire fi tous les points de chacune font également difans 
de C autre ce qui fera les trois Propositions suivantes. 

L PROPOSITION. 

' Si deux lignes sont coupées par une ligne perpendicu-
laire à l'une , & â l'autre tous les points de chacune sont 
également distans de l'autre, & par conséquent elles sont 

parallèles. 5. 8c 6e Lemmes. 

II. PROPOSITION. 

SI deux points d'une ligne sont également distans d'une x 1 y. 
autre ligne, tous les points de chacune sont également 
distans de l'autre , &par conséquent elles sont parallèles. 

.4.8c 5e Lemmes. 
Soient £ 8c c deux points de la 

ligne 2^ également distans de la 
ligne .v

 ;
 b f &c c g perpendiculai-

res fur x seront égales. 
Donc elles seront aussi perpen-

diculaires fur 2^, par le 4e Lemme. 
Donc toutes les autres lignes menées des points de 2^ 

perpendiculairement fur x, seront^aussi perpendiculaires 

fur 2^, 8c égales à ces deux-là ( par le 6e Lemme. ) Et il en 
fera demeíme de celles qu'on menera des points d'x per-

pendiculairement fur x. 

III. PROPOSITION. 

DEUX lignes ne fe croisant point 8c estant enfermées x v, 
entre deux lignes,ne sçauroient estre égales 8c estre per-
pendiculaires , l'une fur une des enfermantes & l'autre fur 
l'autre,qu'elles ne le soient chacune sur toutes les deux 

l par le 4e Lemme J 8c que par conséquent ces lignes en-

Vij 
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fermantes ne soient parallèles ( par le 6e Lemme. ) 

L COROLLAIRE. 

x v i. TOUTES les perpendiculaires entre deux parallèles font 
égales : car c'est cela mefme qui les rend parallèles. 

II. CoROLLAI RE. 

X V11. LES obliques entre parallèles font plus longues que les 
perpendiculaires. Car chaque oblique est plus longue que 
fa perpendiculaire , Ôc toutes les perpendiculaires font 

égales.. 
P R O B L E ME. 

XVM ïi ME N E R par un point donné une parallèle a unelìgne 

donnée. 
Soit la ligne donnée A:, & lepoint donnéi,onpeut'en 

diverses manières mener par le point b une parallèle à x. 

P RÉ MI ÈRE MANIE R E. 

m 

-z 

Du pointé mener fur x la per-

pendiculaire^/, & mener par b 
une perpendiculaire fur b f, com-
me peut estre m b , elle fera paral-
lèle à'x ( parla i" proposition. ) 

SECONDE MANIÈRE. 

Ayant mené de b fur x la per-

pendiculaire b f, en élever une 
autre d'un autre point quelcon-
que d'x, comme g c, la prenant 
égale à bf

r
 & joignant les points 

C&L b. c b. iera. parallèle ì x , par la z' proposition. 

TROISIÈME MANIÈRE PLUS COURTE 

ET PLUS FACILE. 

Du pointé tirer fur x une oblique quelconque, comme 
kd. Du centre sl?,intervale b ^,d'écrirerarc£é,.quicou-

c 
-

-oc 
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pe x en k. Puis du centre b, intervaìe b d , décrire une 
portion de circonférence dans

 c
 ^. 

laquelle on puiíTe prendre l'arc 
</r,égal à l'arc £ k

 ;
 la ligne cb 

fera parallèle à í//è
v
 c'est à dire 

à *• f ' X 
Caries deux arcs 6cf, " -o> 

estant égaux 6c de cercles égaux, les cordes de ces arcs' 
leront égales. 

De plus b f, & d k, font égalesaussi
 r

 parce que ce font> 
rayons de cercles égaux. 

Donc d b, estant égale à elle même , les trois lignes 
d'une part d b, d c, cb les trois de l'autre bd

y
bk^dk 

font égales chacune à chacune. 
Donc le point d est autant éloigné de la ligné cb, que 

le point b, de la ligne d k , par V. 57. 
Donc les perpendiculaires de díxxx cb

r
&Lde b fur d k y 

font égales. 

Donc cb 6c d k font parallèles par la 3e proposition. 

I. ÎHEOREtíï. 

DEUX lignes nefçauroient estre parallèles à unetroisie- x i s£ 
me, qu'elles ne le íoient entr'elles. 

Si ^ & 2; font chacune parallèle y_ 

àj, elles le sont entr'elles. Car soit 
élevé d'un point dVune perpen- $H 

dioulaire qui coupe y 6c 2^, elle , 
coupera perpendiculairement^, ^ 

parce que x èij font parallèles. Et estant perpendiculaire 
fur y, elle le fera auíîì fur 2^, parce quj & 2^font parallèles; 

Donc X&L ^auront une même perpendiculaire. Donc 
elles feront parallèles. 

COROLLAIRE. 

G N ne fçauroit faire paííèr par le meíhìe point deux xXi 

différentes lignes qui soient parallèles à une mefme. Car 
il fiudroit par le Théorème précédent qu'elles fuílènt pa-

rallèles entr'elles, ce qui est absurde, puis qu'elles auroient 

Vhj 
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un point commun, Sc qu'il est [de l'eflence des parallèles 

de ne se rencontrer jamais. 

II. THÉORÈME. 

XXI- LES également inclinées entre les meímes parallèles 
font égales, &: les égales sont également inclinées. 

Soient les parallèles x òc^y. k 

Soient également inclinées 

entre ces parallèles bfòcc g. 

Soient menées de b &c de c les y p g ^ " 

perpendiculaires b p Òí c q-
y 

ces perpendiculaires font égales. Donc afin que b f &c cg 

soient également inclinées, ilfaut que les éloignemens du 
perpendicule / p & g q soient égaux : or cela estant, les 

obliques sont égales par V. 48. 
Ètpar la meíme raison les obliques bf &c c g estant éga-

les , <k les perpendiculaires b p8ccq égales aussi, les éloi-
gnemens du perpendicule/^ Se g q íèront égaux. Donc 
ces obliques égales feront également inclinées. 

III. THÉORÈME. 

X XM. L£S P^us inclinées entre les mefmes parallèles font les 
plus longues ,&les plus longues font les plus inclinées

 ; 

cela fe prouve de la mefme sorte par V. 54. 

IV. THÉORÈME. 

XXIII. LORS que deux perpendiculaires ou deux obliques éga. 

lementinclinées du mefme CQ-
-X 

g 
-r 

té coupent des paralle les, le 

portions de ces parallèles com-
prises entre ces lignes font é-
gales. y* 

1. Cela est clair pour les perpendiculaires. Car^r 8c f g 

font chacune perpendiculaire aux deux^/.&fg, & par 
.conséquent égales par le cinquième Lemme. 

2. Si ces deux coupantes font également obliques du 

mefme costé, comme b d & ck, je dis quei c & d k fe 
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tr

bu^eront auffi estre égales: ^
 c

 % 
car tirant les perpendiculai- fC 

tes b f & f g, par le premier \ \ j \ 

cas
 bc est ega le if g. y j \ I \— 

Or d/ést égale á kg , par- £ & 
ce que ces obliques font supposées également inclinées. 
Donc ajoutant f k à l'une & â l'autre, £ sera égale á 

f g. Donc d k est égale a b c , qui est égale if g. Et il 
n'importe que les lignes fus- ^ 1? c 
sent si proches que les éloi- A A 

gnemens du perpendieule en- // \ | 
treroient l'un dans l'autre / / I j 
comme en cette figure. f"^t d-K ^ g. „ j 

Car bcnfgj 

df~ kg. 
Bonc ostant /£/de l'un 8c de l'autre, * 

d k=i f g. 8c par conséquent á b c. 

V. THÉORÈME. 

LES obliques également inclinées du mefme costé en- xxrv.] 
fre parallèles ,font parallèles ^ 
elles mefrrìes. X- —>—yC 

Soit comme devant £ íf 8c * / VN. / 
légalement inclinées eni V\\ y g 

tre les parallèles x &ÍJ. Soit / /^A/ 

menée l'oblique^ k. d 

b d-=í k c. Parl'Hypothese & le 2Théorème. 
dk~ c£.Par le Théorème précédent. 
èk~ k'b. C'est à dire à-foy-mefme. 

Donc par V. 57. les perpendiculaires de k fur b d 8c de 

b fur r £ font égales. Donc leslignes b dèí ckïont parallè-

les par 15. S. 

V I. THÉORÈME. 

ËÈS inégales entre parallèles , quoy qu'inclinées du xXY. 

mefme costé ne peuvent estre parallèles, non plus que les 

égales qui font inclinées de divers costez. Car 
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XXVII. 

V 

Théorème précédent b d&cck 

sont parallèles. Donc b d&cc h 
ne peuvent pas estre parallèles, 
parzo. S. 

î. On prouvera de la mefme 
forte que b d Stcq estant éga-
les , mais inclinées de divers 

costez, ne fçauroient estre pa-
rallèles , parce que c k égale 
aufll à b d , mais inclinée du 
même côté luy est parallèles. 

VII. THÉORÈME. 

QUATRE lignes ne fe joignant qu'aux extrémitez, si les 
opposées font égales elles font parallèles. 

Soient les quatre lignes b c^dk^bd, c k j 
ayant tiré Poblique b k , 

d k zzbc. Par l'Hypothefe. 

bd~ ck. Par la mefme Hypothèse. 
bkzz kb. C'est à dire égale à foy-

mefme. * ît 

Donc par V. 57. les perpendiculaires de b fur d k , ôc de 
k fur b c, sont égales. Donc b cètdk, sont parallelles par 
15. S. 

VIII. THÉORÈME. 

QJATRE lignes ne fe joignant qu'aux extrémitez, si 
les opposées sont parallèles elles sont égales. 

Soit fait comme auparavant, £ c òcd k font parallèles. 
Donc b d bec k qui font entre ces parallèles ne fçauroient 
estre elles mefmes parallèles qu'elles ne soient égales ôc 
inclinées du mefme costé par le sixième Thereme, Donc 
elles sont égales, 8cc. 

Mais estant égales ôç inclinées du mefme costé , les 
portions 

-C 
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portions des parallèles qui font comprises entre ces lignes 

font égales par le 4
e
 Théorème. Donc b còcdk font éga-

les. IX. THEOREME. 

QUATR E lignes ne fe joignant qu'aux extrémitez, fi xXVHî; 

deux des opposées font parallèles ôc égales, les deux au-
tres opposées font aussi parallèles ôc égales. 

i s 

Si b c ôc d k font parallèles 8c 
égales 5 donc les perpendicu-

laires b f ôc k g font égales, ôc 
b g égale ìfk ,23. sup. 

Donc d f égale à g cl 19. 

Donc b d ècà e font égales, 
par V. 48. 

Et parallèles par 14. sup. 
X. THÉORÈME. 

LES lignes qui enferment des parallèles égales , íbnt xxix. 

parallèles eiles mêmes. On le prouve de la même iôrte. 

COROLLAIRE. 

LES lignes qui enferment des parallèles inégales ne xxx. 
fçauroient estre parallèles. 

Car si les parallèles b c ôc /g, 

enfermées entre x ôc ̂ , estoient 
inégales prenant g k égale à£ <, 

la ligne b k par :1e Théorème pré-

cédent est parallèle à x. Donc x 

n'est pas parallèle à ̂ , par 19.sup. 

XI. THÉORÈME. 

QUAND une ligne en coupe deux obliquement, 8c XXXí-

qu'elle est inclinée íur chacune du même costé, toutes les 

parallèles à cette coupante enfermées entre ces deux mê-
mes lignes font inégales : 8c les plus courtes font celles 

qui font vers le costé, vers lequel cette première coupan-
te estoit inclinée. 

Soit* & ̂ , coupées l'une ôc l'autre obliquement par b r, 

inclinée vers k-
}
 je dis que fg Scpq, parallèles à bc ,8c en -

X 
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fermées aussi entre x ôc^, fe-

ront inégales : ôc/g plus proche 
de k fera la plus courte, 6c p q 
la plus longue. Gar soit menée 

z^n, perpendiculaire fur les trois 

parallèles,& x t de même per- x 

pendiculaire fur toutes les trois, 

par le 8e Lemme , / i est plus 
courte que bm^&bm^ que/» n 5 ôc de même r g plus COUK 

te que /f, ôc l c que t q. 
Or par 23. sup. ir, m /, Scn i font égales. 
Donc ( par 1.21. )fg est plus courte que b c,<kb rque 

p q. Ce qu'il falloit demonstrer. 

I. COROLLAIRE. 

XXII. IL s'enfuit delà, r. Que deux lignes coupées par une 
ligne qui coupe toutes les deux obliquement, ôc qui est! 

inclinée fur chacune du même côté, ne fçauroient estre 

parallèles, 
II. COROLLAIRE. 

XXIII. 2 Q u E ces lignes rapprochant toujours vers le côté 
vers lequel cette coupante est inclinée, estant prolongées 

de ce costé-là, íe rencontreront à la fin. V. 11. 

XII, THÉORÈME. 

XXIV. DEUX différentes lignes se joignant en un même point, 
les perpendiculaires fur chacune de ces lignes se rencon-

treront estant prolongées du costé qui regarde la conca-

vité que font ces lignes jointes à un 

même point. 
Soient les deux lignes /: zj& k x T 

âontk ^soit coupée en g, perpen-
diculairement par f g, ôc k x, cou-
pée en c, perpendiculairement par 
b soient joints les points g ôc^jil 
est clair que g eclì oblique tarit íiir 

f g que fur b c, ôc inciineeftrr l'une 

ôc fut l'autre vers y x 

><;y 
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Donc elles se rencontreront estant prolongées de ce 

costé là par 33./^. 

XIII. THÉORÈME, 

DEUX lignes íè joignant perpen- „ 
diculairement, les perpendiculaires 

fur l'une & fur l'autre fe joindront 

aussi perpendiculairement. 
Soient k k x perpendiculaires

 ; 

fi bceft perpendiculaire fur k x,
 3
 elle K 

est parallèle à k x, par 1 j. fus. 
Donc g/ne peut estre perpen-

diculaire fur k x, qu'elle ne le soit 
aussi íur b c. 

- —X 

J 

Xij 
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NOUVEAUX ELEMENS 

GEOMETRIE 
LIVRE SEPTIEME 

DES LIGNES TERMINE'ES 

A UNE ClRCONEERENCE, 

O à il est parlé 

DES SINUS,, 

Et de U Tfoportion des Arcs de divers Cercles á 
leurs Circonférences , & du Parallélisme des 

Lignes Circulaires. 

U s qti E s ìcy nous avons considère les U-

qries droites entant qu elles font terminées à 

d'autres lignes droites , ou qu elles ' leur font 

parallèles Nous les considérons maintenant 

entant quelles font terminées a, quelque point 

£une circonférence. 

On les peut distinguer par les diverses situations du point 

d'où elles font menées á la c.rconference. Car ce point est 

1. Ou dans la circonférence même, 

2. Ou au dedans du cercle, 

3. Ou au dehors. 
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I. Quand il est dans la circonférence même , ce font les li-

gnes qui font menées d'un point de la circonférence à un autre 

point de la m'eme circonférence j Et ce font celles que nous 

avons dèja dit s'appeller des cordes. 

xi Quand le point est àu dedans du cercle , f ce point est le 

centre, ce font des rayons. Mais fi ce n'est pas le centre, on 

les peut appeller des sécantes intérieures, 

3. Et quand ce point est hors le cercle j ou ces lignes entrent 

dans le cercle, le coupant dans fa convexité ej- estant termi-

nées à fa concavité j ou elles n'entrent point dans le cercle ; & 

alors elles font telles, que fi on les prolongeoit elles y entre-

voient ^& tant celles là que celles qui y entrent, peuvent estre 

afpellées des sécantes extérieures. 

Ou bien, quoy que prolongées., elles n'entrent point dans le-

cercle 5 & ce font celles là que l'on dit toucher le cercle , 

que l'on appelle pour cette raison des tangentes. 

Mais parce que les deux derniers genres, hors la derniers 

efpecedui\ qui est des tangentes
 s

 peuvent estre compris dam 

les mémes propositions, nous renfermerons tout cela en 3. feç* 

tions, Dont 

Ma ï.fera des cordes. 

Zax. des sécantes intérieures d* extérieures. 

Ma 3. des tangentes. 

Et nous y en ajouterons une 4e

 3
 qui fera du parallélisme 

des lignes circulaires. 

PREMIERE SECTION. 

DES CORDES 

PREMIER THÉORÈME. 

LES lignes droites qui cou- p -:■ 

pent les cordes peuvent avoir 

trois conditions. 

La 1. De les couper perpen-

diculairement. w [~ 

La 1. De les couper par la 

moitié. 

3U 3. De paslerpar le centre. 

Or deux de ces conditions-

tant données, donnent la 3e. 

1 ( 

Xiij 
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C'est à dire : 

ï. Si elles coupent les cordes perpendiculairement 8c 

par la moitié., elles passent par le centre. 
2. Si elles coupent les cordes perpendiculairement & 

qu'elles passent par le centre , elles les coupent par la 

moitié. 
3. Si elles les coupent par ía moitié ôc qu'elles passent 

pàr le centre , elles les coupent perpendiculairement. 
Soit pour tous les cas le centre c., ôc la corde w», cou-

pée par/g. 
PREUVE DU PREMIER CAS. 

Si/g, estant perpendiculaire amn, la coupe parla moi-

tié , le point g est également distant des extrémitez de la 
coupée m ôc ». Donc /g estant-prolongée doit contenir 
tous les points de ce plan également distans d'?» ôc», par 
V. 39. Or le centre est un de ces points : Donc il se doit 

trouver datts /g prolongée. Ce qu'il falloit demon-

istrer. 
PREUVE DU SECOND CAS. 

Si /g coupe perpendiculairement»?», ôc qu'estant 

continuée elle passe par le centre, il y a un point dans cet-
te ligne, fçavoir le centre qui est également distant à'm 

ôc». Donc tous les autres points de cette ligne/g, dont 

d'un est le point de la section, sont également distans d'm 

Ôc ». ( par V. 3 r. 31. ) Donc m » est divisée par la moitié. 
PREUVE DU TROISIÈME CAS. 

Si /g divisant m » par la moitié estant prolongée passe 

par le centre, il y aura deux points dans cette ligne, sça-
voir le point de la section , Ôcle centre également distans 

à'm ôc ». Donc/g est perpendiculaire à w», par V. 32. 

I. Co RO LL A IRE. 

a M. AT Y A N T trois points d'une circonférence, on a toute 

la circonférence. 
Car qui a un point de la circonférence ôc le centre, Ta 

toutè entière, parV. n. 
Or qui a trois points de la circonférence, en a le cen~ 

ire. Ce qui se prouve de .cette forte. 
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H est clair que ces trois points ne ^ 

peuvent pas estre dans la même ligne ̂  / 
clroitte , parce que tous les points /</ \ / 

d'une circonférence doivent estre é- /xj < 
gaiement distans d'un même point,.

 c
 \—/- v;t\ 

íçavoir le centre, 6c qu'il est impossi-
ble que trois points d'une ligne droit-

te soient également distans d'un même point, par V.47.. 
Ainsi joignant ces trois points deux à deux, on a trois 

cordes qui soutiennent 3-arcs de cette circonférence. 

Donc le centre fe trouvera dans l'interfection de ideux 
lignes qui couperont perpendiculairement 6c par la moi-
tié de deux de .ces 3 cordes. 

Car par le précédent Théorème chacune de ces per-
pendiculaires passe par le céntre. Donc le centre est le 

point qui leur est commun. Et par là on voit combien ilí 
est facile de refoudre ce Probieme.ì 

P R O B L E M E. 

Trouver la circonférence qui passe par trois divers 
points donnez. 

II ne faut que faire ce qui a servi ddpreure au Théo-
rème précédent, en remarquant que si ces trois points 

étoient dans la même ligne droitte , le Problème feroit 
impossible, parce que les perpendiculaires estant paral-
lèles ne se rcncontreroient jamais : au lieu qu'il est toû- « 
jours possible quand ils font en deuxdifferentes lignes, 

parce que les lignes qui les couperont perpendiculaire-
ment se rencontreront. VI. 34. 

II. COROLLAIRE. 

DEUX circonférences ne peuvent avoir trois points iv. 
communs, qu'elles ne les ayent tous. Car par le premier 

Corollaire ces 3 points communs auront le mefme centre. 
Donc ces cercles feront concentriques. Or deux cercles 

estant concentriques, s'ils ont un rayon égai , tous les 

points des circonférences font ensemble: comme quand: 
un cercle de bois convexe est emboîté dans un autre cer-
cle de bois qui est creux. 

\ 
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III. COROLLAIRE. 

y. DEUX cercles ne sepeúvent couper en plus de deux 

points. Car s'ils se eoupoient en trois, leurs circonféren-
ces auroient 3 points communs, 6c par conséquent les au-

roient tous, ôc ainsi ne se couperoient point. 

IL THÉORÈME. 

v r. LES lignes qui coupent les cordes perpendiculairement 
& parla moitié, coupentaussi par lamoitiéles arcs grands 
ôc petits qui soutiennent ces cordes de part 6c d'autre-. 

Soit la corde m n coupée par -r 

f h perpendiculairement 6c par 

la moitié
 ;

je dis que chacun des 

a.rcsmfn
ì
&.mh », font coupez m

/ 

par la moitié, l'un en ôc l'au-
tre en h. Car f g estant perpen-

diculaire à m n , ôc ayant un de 
ses points, fçavoir le point de 
section également distant á'môc 

n , tous ses autres points, com- h 

me f h , feront auíTÌ également 

distans d'wôc». Donc tirant les cordes/»? Scfn, elles fe-
ront égales, ôc par conséquent les arcs qu'elles soutien-

nent seront égaux. Donc par la même raison ces cordes 

h m èchn seront égales, ôc les arcs qu'elles soutiendront 

- égaux. Donc les deux arcs mfn ,ècmhn
y
 seront chacun 

partagez par la moitié par la ligne /g. 

COROLLAIRE. 

f
v 11. TOUT rayon perpendiculaire à un diamètre coupe par 

la moitié la demy circonférence qui soutient ce diamètre. 

-Car y ayant un point dans ce rayon perpendiculaire à ce 
diamètre également distant des extrémitez de ce diamè-
tre , fçavoir le centre, tous les autres points de ce rayon 
seront aussi également distans des extrémitez de ce dia-

mètre. Donc le point où ce rayon coupe cette circonfé-
rence en fera également distant. Donc cette circonferen-

tCefera coupée par la moitié. Par V. 16. 

III. THÉO-
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III. THÉORÈME. 

LA ligne qui passant par le centre coupe un arc par Ja 

moitié, coupe aussi par la moitié ôc perpendiculairement 
la corde qui soutient cet arc. Car il y a alors deux points 

dans la ligne qui coupe Tare par la moitié, le centre ôc le 
point de section de Tare, dont chacun est également di-
stant des deux extrémitez de la corde. 

IV. THÉORÈME. 

LES cordes également distantes du centre dans le mê-
me cercle, ou dans cercles égaux, font égales

 s
 ôc les éga-

les font également distantes du centre
 5
 ôc les plus proches 

du centre font les plus grandes. 
Cela est clair des diamètres 

qui font également proches 
du centre , puis qu'ils paíîènt 
tous par le centre. 

Et il est clair aussi que tout l 
diamètre est plus grand que 
toute autre corde, puisque ti-

rant du centre deux rayons f 
aux extrémitez de toute autre 

corde, ces deux rayons feront égaux au diamètre ÔC plus 
grands que cette corde. Par V. 5* 

Pour ce qui est des autres cordes : 1. Les également di-
stantes du centre font égales. Car si m n ôc/g font égale-
ment distantes du centre. Donc les perpendiculaires du 

centre â chacune íont égales, puis que c'est ce qui mesure 

la distance de ces cordes d'avec le centre. V. 38. 
Et de plus ces perpendiculaires les divisent chacune par 

la moitié. Donc tirant les rayons cn&c gjn, ôc£g( qui 

font les moitiez de chacune de ces cordes ) seront égales, 

par V. 50. parce que les obliquesf»ÔCí' g font égales, ôc 
les perpendiculaires aussi cl ôc c h. Donc les toutes m n 
ôc/g font égales. Ce qu'il falloit demonstrer. 

2.*Les égales font également distantes du centre: car y 

ayant égalité entre les moitiez de ces cordes / n ôc h g, qui 
peuvent estre considérées comme les éloignemens du per-

Y 

vin. 

IX. 
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pendicule, &. entre les rayons cn & f g, qui íbnt les obli-
ques , il faut qu'il y ait aussi égalité entre les perpendicu-
laires du centre à ces cordes qu'elles divisent par la moitié, 

( V. 51. )• & qu'ainsi ces cordes 
soient également distantes du 

centre. 
3. Les plus proches du centre 

font les plus longues,car si la cor-

de M n est plus proche du centre 
que la corde p qelle doit estre 

plus grande que la corde p q, 
parce que la perpendiculaire cl 

estant plus courte que la perpen-
diculaire f y, & les obliques c n de c q estant égales -, l'é-
loignementdu perpendicule/ «doitestre plus grand que 
l'éloignement du perpendicule r q. {Y. 54. ) C'est â dire 

que la moitié à'm n est plus grandeque la moitié de p. q. 
V. THÉORÈME. 

DANS les mêmes cercles ou dans des cercles égaux, les 
plus grandes cordes soutiennent les plus grands arcs du 

costé que ces arcs fout plus petits que la demycirconfe-

rence. 
Soit m n plus grande que p q s 

je dis que Tare w » est plus grand m 

qne p q. Car prolongeant la per-
pendiculaire c /jusques à ce qu'elle 

soit aussi longue que la perpendi-
culaire c r, comme c s, & tirant la 
cordes d, qui soit perpendiculaire 

à c s, cette corde b d est égale ìp q, 
par leTheoreme précédent. Et ces 
deux cordes m nòcb Restant parallèles ( par VI 

fe peuvent jamais rencontrer. 
Doncl'arc»2« ne pourra manquer de comprendre Tare 

h d. Done il fera plus grand que Tare b d3 puisque le tout 

est plus grand que fa partie. 
Donc l'arc m n est plus grand aussi que l'arc p q, qui est 

ï3- ne 
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égal à l'arc b d. Ce-qu'il falloit demonstrer. 

D'une autre mesure des Arcs, qui fìnt Us Sinus. 

DÉFINITIONS. 

/ X 
3 
J 

i 

XI-
QUAND un arc est moindre que la moitié de la demy-

circonference > ou le quart de la circonférence, la perpen-

diculaire de l'une des extrémitez de l'arc fur le rayon ou le 
diamètre qui fe termine à l'autre extrémité, s'appelle le 
sinus de cet arc ; 5c la partie du rayon ou diamètre qui est 
depuis la rencontre de la perpendiculaire,ou sinus, jus-
qu'à l'extrémité de l'arc , s'appelle _p 
le sinus verse. 

Soit une circonférence, dont le 
centre est c, 6c un arc moindre que 

la moitié de la demy circonférence 
f d, soit tiré le rayon cd

ì
 & la per-

pendiculaire d's íùr ce rayon /g, 

cette perpendiculaire/g est lesinus h 
de í'arc/slf

 ;
 6c g d en est lesinus verse. 

I. LEMME. 

-QUE si on -continue/g jusqu'à Á , autre point de la cir-
conférence, il est clair par le i

ft
 Théorème que/£ est 

partagée par la moitié par cd\ 6c qu'ainsi le sinus/g est 
la moitié de la corde/A. 

II. LEMME. 

ET il est clair aussi par le ï Théorème que Yaxcfd h, xn 1 

foûtenu par la corde/^, est double de l'arc/d, dont /g 
est le sinus. 

D'où il s'enfuit qu'on peut encore définir le sinus. 

AUTRE DÉFINITION DES SINUS. 

LA moitié de la corde du double de l'arc. 

Car/g est la moitié de la corde/h, laquelle corde/ 
%h soutient Tare f d A, lequel est double de l'arc/ d. Tout 
cela estant supposé soit. 

VI. T H E o R E M E. 

DANS le même cercle, ou dans les cercles égaux, les 
arcs qui ont le sinus égal font égaux -

}
 6c les sinus égaux 

Yij 

XIV. 

XV. 
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donnent des arcs égaux

 ;
 6c les arcs qui ont les plus grands-

sinus, font les plus grands. Car par le i Lemme les sinus 
égaux fontmoitiez de cordes égales. Or par le % Lemme 
ces cordes égales soutiennent des arcs égaux qui font 
doubles des arcs qui ont pour sinus ces sinus égaux. Donc 

les arcs doubles de ceux là estant égaux, ceux là le sont 
auffi. La converse se prouve de la même sorte, fans qu'il 

soit besoin de s'y arrester. 
Et de même quand un sinus est plus grand que l'autre, 

la corde dont le plus grand est la moitié, est plus grande 
auffi que la corde dont le plus petit est la moitié. Donc 
cette plus grande corde soutient un plus grand arc. Or 

J'arc qu'elle soutient est double de celuy dont la moitié 
de cette plus grande corde est le sinns. Donc Tare dont 
la moitié de cette plus grande corde est le sinus,.. est plus 
grand que l'arc qui a pour sinus la moitié d'une plus petite 

corde. ( Ce qu'il falloit demonstrer. ) 

VII. THÉORÈME. 

XVI. QUAND les sinus font égaux, les sinus verses le font aulîî,. 
& les plus grands sinus donnent les plus grands sinus verses. 

Car les sinus égaux sont également distans du centre. 

Or cette distance du centre ostée du rayon, ce qui reste 

est le sinus verse! Donc cette distance estant égale, le si-

nus verse est cgal. 
Que si le sinus est plus grand, cette distance est plus 

petite. Donc ostant moins du rayon, ce qui reste, qui est 

îe sinus verse, est plus grand. 
AVERTISS EMENT. 

x V11. hísjînus ne mesurent proprement que les arcs moindres que 

la moitié de la demy circonférence. Mais cela n empêche pas 

quon ne s'en puijfe servir pour mesurer ceux qui font plus 

grands. Car ce qui manque a ces plus grands arcs pour faire 

la demycirconférence , s'appelle le complément de ces plus 

grands arcs. Or ces complemens se mesurent parles frais -
y
 é* 

il est aisé de juger que ces complemens ejlant égaux , ces f lus 

grands arcs font égaux auffi. Mais qu'estant inégaux , celuy 

qui a le plus petit complément est le plus grand. 
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VIII. THÉORÈME. 

QUAND plusieurs circonférences font concentriques, xvn 
gc que du centre on tire des lignes indéfinies, les arcs de 
toutes ces circonférences compris entre ces deux lignes1 

font en même raison à leurs circonférences. 
Soient au tour du centre cdeux 

circonférences concentriques, 6c 
soient tirées les deux lignes cB 6c 
c D 5 je dis que Tare B B de la-
plus grande , 6c ̂  ctfde la plus pe-
tite , font proportionels à leurs 
circonférences. 

Car les aliquotes quelconques 
dei? D soient appeliez x

 5
 je dis 

que si par tous les points de fec-
ction on tire des lignes au centre, b d fera divisée par ces 
lignes en aliquotes pareilles. 

Pour le prouver il suffit de considérer deux x, que je 
supposeestre B Fòc F G > tirant les lignes F c 6c G c -, je dis 
que les arcs bf&tfg font égaux entr'eux, auffi bien que 
B FòcFG. Car tirant â'F une perpendiculaire fur B c 
6c une autre fur G c, les deux perpendiculaires Fp&F q 
feront les sinus d'arcs égaux, 6c par conséquent égales

 5 

6c les sinus verses de ces arcs B f ècB q feront auffi égaux. 
Doncpb&cq g feront auffi égales. 

Donc F b 6c F g font égales, parce que ce íònt les obli-
ques dont les perpendiculaires F6c F q íònt égales, 
comme auffi les éloignemens des perpendicules^ ìkq g. 

V.48. 
Donc dans la ligne .F c il y a deux points, sçavoir F 6c 

s, dont chacun est également distant de b 6c de g. 
Donc F c coupe perpendiculairement 6c par la moitié 

la corde b g , 6c par conséquent auffi Tare b f g. 
Donc Tare bfeîi égal à l'arc f g. Ce qu'il falloit de-

monstrer. 
Or cela estant demonstré, il est clair qu'on prouvera la: 

Yiij 
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même chose de toutes les aliquotes de B G en les prenant 
deux à deux. 

Donc B G estant divise en aliquotes quelconques , les 
lignes menées au centre par tous les points de section se. 

ront des aliquotes pareilles dans ̂ g , lesquelles on pourra 
appeller . 
Or appliquant pour mesurer le reste de la grande cir-

conférence , si elle s'y trouve précisément tant de fois me-
nant des lignes par tous les points de section, x íe trouvera 

aussi preciíèment tant de fois dans la petite circonféren-
ce. Et si ce n'est dans la grande qu'avec quelque reste, ce 
ne fera auffi dans la petite qu'avec quelque reste. 

Donc par la définition des grandeurs proportionnelles 

B D esta la grande circonférence, comme b à à la petite, 
puisque les aliquotes quelconques pareilles deB D &C de 
b d font également contenues dans les t circonférences. 

DEF INITION. 

xv HT. LES arcs qui ont même raison à leur circonférence 

soient appeliez proportionnellement égaux, ou d'autant 
de degrez l'un que l'autre. Surquoy il se faut souvenir que 

toute circonférence grande ou petite est considérée com-
me divisée en 360 parties, qu'on appelle degrez, & cha-

que degré en 60 minutes, <k chaque minute en éo secon-
des , Òc chaque seconde en 60 troisièmes, & ainsi à l'infiny. 

Et comme on ne regarde pomt la grandeur absolue des 
portions d'une circonférence, parce que cette grandeur 

nous est inconnue , mais seulement la grandeur relative, 
c'est à dire par proportion á la circonférence > on pourroit 

appeller les arcs qui font proportionellement égaux, par-

ce-qu'ilsfont d'autant de degrez simplement égaux : & ap-

peller tout-égaux ceux qui le sont tout ensemble propor-

tionellement & absolument comme font les arcs d'autant 
de degrez dans le mefme cercle. 

IX. THÉORÈME. 

XI x. Qn AND les cercles font inégaux, les arcs proportionel-

lement égaux sont soutenus par de plus grandes cordes, 
&ont déplus grands sinus , dans les plus grands cercles. 

L 
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Soient au tour du centre s deux 

circonférences concentriques, 

les arcs B Bòíb d compris entre 
les mefmes rayons B C & D C 
font proportioneflement égaux. 

Or tirant les cordes B B & b à 

Sc ies divisant par la moitié auííì 
bien que les arcs par la ligne P c

y 
les arcs B P ècb pion auífi pro-
portionellemcnt égaux. Or B F 

ècbf, perpendiculaires fur P c, 
font les sinus de ces deux arcs. 

Et par VI. 12. B F est plus grande que b f. 

Donc les arcs égaux ont de plus grands sinus dans les 
plus grands cercles. 

Et de même la corde 2? B est plus grande que b d ( par 
VI. 31. ) & auísi parce que B F, moitié de B B, est plus 
grande que bf

y
 moitié de b d. 

Donc les arcs B B òc b d estant proportionellement 
égaux, celuy du plus grand cercle a une plus grande corde. 

X. THÉORÈME. 

LES cordes dans un même cercle ne font point propor- x xi» 
tionelles aux arcs, mais les plus grands arcs ( j'entens tou-

jours ceux qui ne íònt pas plus grands que la demycircon-
ference) ont de plus petites cordes á proportion que les 

plus petits. C'est à dire que la corde d'un arc, qui n'est 
que la moitié d'un plus grand arc, 
est plus grande que la moitié de la 
corde de ce plus gr.md arc^ 

La preuve en est bien facile. Car 
soit Tare b d partagé en m par la moi-

tié , b m égale à dm seront chacune 

la corde d'un arc qui n'est que la 
moitié de Tare que soutient la corde 

b d. Orces deux cordes^ m & d m font plus grandes que 
b d. Donc estant égales, chacune est plus grande que la, 
moitié de la corde b d

r 
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COROLLAIRE. 

X X11. DE là il s'ensuit que plus les arcs sont grands, plus la 
différence est grande entre la longueur de Tare 8c celle de 
la corde j & qu'au contraire plus les arcs sont petits plus 

cette différence diminue. De sorte qu'on peut prendre 

un si petit arc, que cette différence íèra plus petite que 

quelque ligne qu'on ait donnée. 

SECONDE SECTION. 

jxxiir 

DES SÉCANTES INTÉRIEURES ET EXTÉRIEURES. 1 

Nous avons déjadit que les lignes menées à la cir-

conférence d'un point de dedans 
le cercle autre que le centre se 
pouvoient appeller des sécantes in-

térieures. 
Et que quand le point estoit 

hors le cercle , 8c qu'elles n'é-
toient point tangentes , on les 

pouvoit appeller des sécantes ex-

térieures. 
Or pour abréger le discours dans 

Pexpression de ces lignes, soient 

toujours appeliez 
Le centre c. 
Le point, soit dedans le cercle, 

soit hors le cercl e, k. 

La ligne menée de ce point pas-
sant par le centre, / 

Celle qui ne paíïànt point par le centre est dans 

même ligne droite que cell e qui y passe, k f. 
Ç | -' 1 —— k x. 

Les autres, 

{ 
ky. 

Cela supposé soit. 
I. THEO-
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x K 1 r. 

I. THE o RE M f. 

LA plus longue de ces li. 
^nesest^e.C'estàdire cel. 
fc qui passe par le centre. 

Car fî on la veut compa-
rer avec k P , soit tire le 
rayon c *, qui est égal à c 
g. £ c, plus t ç , est plus 
grande que kp

9
 par V. 6. 

Donc ég, est plus grande que 

II. THÉORÈME. 

LA plus courte de toutes ces lignes est k f. Cest â dire x x 
celle qui ne paílànt point par le centre est dans la même 
ligne droite que celle qui y paflè. 

Car comparants /avecá/, & ayant 
tiré le rayon fy, 
Si k est au dedans du cercle , 
c k plus &/est égale à cy. 

Or c y est plus courte que ck plus k y . 

Donc ck plus k f est plus courte que c k 

plus ky. 

Doncostant^í , qui est commun
 f

&f 

est plus courte que k y. 

Q^ie si ^ est dehors le cercle, 
k. f plus /r , est plus courte que k y plus 
yc 
Ors c est égale ïy c. 

Donc aè/est plus courte que k^y. 

III. THÉORÈME. 

LES lignes men ées de k à des points de la circonFcrcnce x X y u 

également distans de/ou de g sont égales. Et il faut re-
marquer que deux points ne fçauroient estre également 
distans d'/, qu'ils ne soient auffi également distans de g. 
Mais on appelle également distansdyceux qui font plus 
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proches d'/que que deg, 8e également distans de g ceux 

qui sont plus proches de g que d'f. 

■ - • . Soient les deux points également distans d'/",x 8c x la 

corde terminée parces deux x Sc x est coupée perpendL-

culairement par la ligne /Y, puisque/par î'hypothese est; 

également distant d'x Sc x-, 8c c aussi,-parce que c'est le 

centre du cercle". 
Donc tous'les points de cette ligne sont également di-

stans d'x 8c x. Donc le point k rqui en est un. Donc k x. 

8c k x sont égales. 
C'est la même chose de. 2 points également distans de g. 

I V. THÉORÈME. 

xx vil- Si du centre £, intervale £/, ou £g, bn décrit un nou-

veau cercle, il touchera le premier cercle en un seul point, 

c'est à dire en/", ouen<r, sans le couper. 

Car si£/"est rayon du zecercle, com-

me cette ligne est la plus courte de tou-

tesceìles qui peuvent estre menées de k 
à la circonférence du icr cercle , toute 

autre ligne menée à la circonférence du 

premier pastera la circonférence du se-
cond. 

Et au contraire si k g est le rayon du 
2' cercle, cette ligne estant la plus longue de toutes celles 

qui peuvent estre menées de %*i la circonférence du Ier 

cercle, toute autre ligne menée de k a la circonférence du 

1 cercle ne pourra pas aller jusqu'à la ci/conférence du i
v 

V. THÍOMMÌ. 

xxvui. Si du centre k , intervale plus grand 

que^Z, 8c plus petit que k g , comme 

pourroit elîre^ Ar, on décrit un cercle , 

il coupera la circonférence du premier 

. au point x Si x. C'est à dire à íi points 

également distans de/", ( ou également 

distans de g , si on avoit pris un point 

pour déterminer cet intervale plus pro~ 

die deg,.) < 8c.la partie dela circonfe. 
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rence du i cer cle entre x& A;, d oncle milieu est/', sera au 

dedans du 2 cercle, au lieu que la partie de la même cir-

conférence du 1 cercle, entre ces deux mêmes points x 8c 

x, dont g est le milieu,, fera au dehors du % cercle. Car 

par 4. S. deux circonférences ne fe peuvent couper en plus 

de deux points. 

Or cela estant, le rayon du 2 cercle estant k x , toute 

ligne menée de k à la circonférence du 1 cercle qui íera 

égale à k x ^ se trouvera auffi terminée à la circonférence 

du 2 cercle. 

Or par le troisième Théorème cette 

ligne égale à kx est' celle qui est ter-

minée à un point de la circonférence 

du premier cercle, auffi distant à'fde 

l'autrecosté qu'yen est distant de son 

costé Donc x 8c x feront les deux seuls 

points dans lesquels la deuxième cir-

conférence coupera la première. 

Or il est clair que le point/Te trou-

vera au dedans du 2 cercle, parce que 

i/est plus courte que k x, qui en est lerayon. Donctout 

ce qui est d'une part entre/8c x, 8c de l'autre entre/8c 

fe trouvera auffi au dedans du 2 cercle , puis qu'il faudroit 

que le 2 cercle eust coupé le 1 en d'autres points qu'x 8c 

afin que quelqu'un des points plus proche d'/Te trouvas-

sent ou dans la circonférence du 2 cercle, ou au dehors. 

Et par la mesme raison le point g se trouvera au dehors 

du i cercle, parce que k g est plus longue que kx, qui en 

est le rayon : ce qui fait voir auffi que tous les points de 

lai circonférence plus proches deg qu'x íe trouveront 

auffi au dehors du 2 cercle. 

V I. 'THÉORÈME. 

DE toutes les lignes menées de k , celles qui font me- xxix. 
nées à des points plus proches d'/font les plus courtes, 8c 

celles qui font menées à des points plus proches deg font 

les plus longues. 
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Supposons par exemple que le point y est plus proche 

d'f que le point x ; je dis que k y est plus courte que k » 

Car fi on décrit un cercle 

du centre intervale k », 

par le Théorème précé-

dent tous les points de la 

circonférence du premier 

cercle plus proches d'f 

qu'x fe trouveront au de-

dans du deuxième cercle. 

Or par l'hypothefe,^ est 

plus proche d'f
 y

 qu'x. 

Doncy estau dedans du i 

cercle. Donc k y est plus 

courte que k x, qui est un 

rayon du i cercle. 

Que si au contraire nous supposons que e est plus pro-

che de g que ̂  je dis que k ? est plus longue que£ z^. Car 

si on décrit un cercle du centre k, in-

tervale k ^, par le Théorème précé-

dent tous les points de la circonféren-

ce du premier cercle plus proches de 

g que , se trouveront au dehors du 

deuxième cercle. Or par l'hypothefe, 

* est plus proche de g que 2^. Donc • 

est au dehors du cercle. Donc à t est 

plus longue que k z^, qui est un rayon 

du deuxième cercle. 

I. C Q ROLE A IRE. 

DE nul point autre que le centreoune peut mener trois 

lignes égales á la circonférence. Car les 3 points ou ces 

trois lignes feroient terminées ne peuvent pas estre égale-

ment distans du point/, ou du point g. Donc si l'un des 3 

est plus proche ou plus éloigné du point/, la ligne qui y 

fera terminée fera plus courte ou plus longue que les deux 
autres. Donc, &c. 

I í< 

h 
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II. COROLLAIRE. 

LE point d'où l'on peut mener trois lignes égales à la 

«irconferenee, en est nécessairement le centre. 

TROISIEME SECTION. 

DESTANGENTES. 

Nous avons déja dit qu'on appelle tangente du cercle x X xi. 
la ligne qui touche le cercle íàns entrer dedans, quoy que 
prolongée. 

I. TífEOREME. 

TOUTE ligne perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon 

touche le cercle , & ne le touche qu'en un seul point
 5 

c'est à dire qu'il n'y a qu'un seul point qui soit commun 
à la circonférence & á cette ligne yòc ce point s'appelle le 
point de l'atouchement. Car puisque le rayon est per-

pendiculaire à cette ligne , c'est la plus courte de tou-
tes les lignes qui puissent estre menées du centre à cette 
ligne. Donc toute autre menée du centre fera plus lon-
gue. Donc elle fe terminera en un point hors de la cir-
conférence. Donc nul autre point que celuy où ce rayon 
coupe perpendiculairement cette ligne ne pourra estre 
commun à cette circonférence & à cette ligne. Ce qu'il 
falioit démonstrer. 

II. THÉORÈME. 

€>N ne peut faire paster aucune ligne droite entre la 
tangente ûh circonférence, quoy qu'on en puiíîe faire 

palLnine infinité de circulaires'qui ne se rencontreront 
«jue dans le point de l'àttouchement. 

La première partie fe prouve ainsi. Soit c f un rayon, 
m f h tangente : soit b un point quelconque au deflous 

de la tangente. Tirant de b une ligne à/, elle fera obli-

Z iiij 
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que"fur c f, inclinée vers c , parce 

que m f est perpendiculaire à c f. 
Donc la perpendiculaire de c à b /, 
fera plus courte que c f. Donc elle 

fe terminera dans le cercle ( V. zj. J 

Donc une partie de b f fera au de-
dans du cerle. Donc on n'aura pas 

pû faire passer b f entre la tangente 

8c la circonférence. 

La deuxième partie fe prouve ainsi. Soit f c prolongée 
à l'infiny du costé de c : soient tous les divers points de 

cette ligne au dessous de c appeliez x. Toutes les cir-
conférences qui auront l'un de ces points que j'appelle x 

pour centre, 8c x /pour rayon , auront m /pour tan-

gente par le premier Théorème , 6c ne rencontreront, 
uy la circonférence qui a c pour centre , ny les unes les 

autres , qu'en/( par 17. S. ) Donc toutes ces circonfé-
rences passeront íàns se rencontrer entre la tangente èc 

le premier cercle. 
I. PROBLÈME. 

DESCRIRE la tangente qui touche la circonférence â ua -

point donné. 

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE -, Liv. VIT. i& 
Tirer un rayon de ce point donné, la perpendiculaire à 

Textrémité de ce rayon sera la tangente que Ton cherche. 

í I PROBLÈME. 

D'UN pointgdonné hors le cercle tirer des tangentes xxxiv. 
au cercle. 

Soit le point k donné hors le 
cercle, dont le centre ests, & 
le rayon cf-

y
 je décris un autre 

cercle du meme centre, interva-
le c k , &c puis ayant tiré la ligne 

k c, qui coupe en/la circonfé-
rence du i cercle, je tire par le 
point/ la corde du grand cercle 
m n , qui coupe perpendiculai-
rement kc,ce qui fait que»z n 
touche le premier cercle en/ 

Gela fait, du point k je prends dans le grand cercle de 

part& d'autre les deux arcs k b, k d, égaux chacun â* 
î'arc m n ; Et je dis que les cordes k b, k d touchent le M 

cercle, & qu'elles le touchent au point où- les rayons du 
grand cercle m c& « f coupent ces cordes: 

Car les trois arcs du grand cercle m n, k b, k d estant 
égaux, les trois cordes qui les soutiennent font égales 
auffi, & par conséquent égàlenient'distàntës du centre 

par 4. sup. OrmneH distante du centre c de la longueur 
d'un rayon du premier cercle. 

Donc les deux autres cordes krb , k d font auffi distantes -
du centre de la longueur d'un rayon du premier cercle. 

Donc ce rayon leur est perpendiculaire, puis'qu'autre-
ment il ne mefureroit pas leur distance d'avec le centre, 

Donc par le Théorème précédent elles font tangentes 
du premier cercle. 

Et elles le touchent au point où elles font coupées par 

les rayons du grand cercle m c èin c. Carie point ^parta-
geant par la moitié Tare ni n, le point m partage auffi par 

là moitié i'arc kb. Donc le rayon m ceft perpendiculaire-' 
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â la corde k b, parce que les deux points m & c íònt chacun 
également distans de k 8c de b. 

Donc si le point où le rayon m.r coupe la corde k b est 
h íèraaussil'extrémitédu rayon du premier cercle, qui est 
perpendiculaire à la corde k b, puis qu'autrement il fau-

droit que de c on pust tirer íur k b deux perpendiculaires 
différentes, ce qui ne se peut. 

I. COROLLAIRE. 

u xxv. D'UN point hors le cercle on pèut tirer deux tangentes 
au cercle, & non plus. 

Cela est clair par ce qui vient d'estre demonstré. 

I I. COROLLAIRE. 

5£ x X vi. Peut considérer les tangentes comme terminées au 
point de l'atouchement

 ;
 8c alors 

Les tangentes, ou menées à un même cercle d'un m ême 
point, ou de divers point également distans du centre, 
ou menées à des cercles égaux de points également dis-
tans des centres de chacun

 y
 font égales. 

Car il est visible parla solution du deuxième Problè-

me, que dans tous ces cas, ces tangentes font moitié de 
cordes égales. 

QUATRIEME SECTION. . 

DES CIRCONFÉRENCES PARALLÈLES. 

I. LE MM E. 

xxxvìr- ^N E %ne droite est perpendiculaire à une circonfé-
rence, autant que la nature de l'une & de l'autre le peut 

souffrir, lorsqu'elle est perpendiculaire à la tangente ai* 

point de la section. 

II. L E M M E. 

xxxviii D'où il s'ensuit, que toute ligne cui estant prolongée 
paílèpar le centre, est perpendiculaire à la circonférence. 

III. LEMME. 
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III. LE MME. 

LA distance d'un point â une circonférence , fe mesure
 XXXI 

par la plus courte ligne qui puiíTe estre menée de ce point 
à cette circonférence. Or cette plus courte ligne est celle 
qui ne comprend point le centre, mais qui est dans la 
même ligne droite que celle qui y passe, ( S. zj. ) 

Et par conséquent cette ligné est perpendiculaire à la 
circonférence par les deux premiers Lemmes. 

DEFINITION. 

DES CIRCONFERENCES PARALLELES. 

DEUX circonférences font parallèles , lorsque tous les XL. 

points de chacune íònt également distans de l'autre. 

C'est à dire selon les precedens Lemmes, lorsque toutes 
les lignes droites, menées chacune des points de l'une 
perpendiculairement fur l'autre, font égales. 

I. THÉORÈME. 

TOUTES les circonférences concentriques ( c'est â dire XLI. 

qui ont un mefme centre ) íònt parallèles. 
Car tous les rayons de la plus gran-

de cir conférence íònt perpendiculai-

res à l'une 6c à l'autre. Donc ostant 
les rayons de la plus petite, ce qui 
restera entre les deux circonférences, 
fera égal, 6c en mesurera la distance. 
Donc tous les points de chacune fe-
ront également distans de l'autre. 
Donc elles font parallèles. 

II. THÉORÈME. 

DEUX cercles non concentriques estant l'un dans l'au- x L11. 

tre, le diamètre du plus grand qui passera par les deux 

centres, coupera chaque circonférence par la moitié
 5
 ôc 

alors il arrivera3. ou 4. choses considérables. 

1. Les parties de ce diamètre qui se trouveront d'un 

Aa 
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costé 6c d'autre entre les deux circonférences, c'est à dire 
f m, 5c g w, font perpendiculaires à l'une Sc à l'autre, 6c 

mesurent/Vw le plus grand, 6cg» le 
plus petit éloignement de ces deux 

circonférences. 
î. Nulle autre ligne que ces deux 

là qui fe trouvent dans ce diamètre 

quipaíîe par les deux centres, ne 
peut estre perpendiculaire à l'une 

£c à l'autre circonférence , toute 
autre ligne qui fera perpendiculai-
re à l'une des circonférences, étant: 

©blique fur l'autre. 
3. Tous les points d'une demy-circonference d'uneparr 

íònt inégalement distans de l'autre demy-circonference 

de la mefme part. 
4. Toutes- les fois que deux points d'une circonférence 

íònt également distans de l'une ou l'autre des extremitez 
de son diamètre, qui passe par les deux centres, ils font 

auffi également distans de l'autre circonférence. 
Tout cela est fi aise à prouver par ce qui a esté dit dans 

la ie Seflion, & par les trois Lemmes de celle- cy , que f ai-

me mieux le laisser a trouver pour exercer l'esprit, que dé-

sordre du temps, À le démons rer. 

CoRûLL A IB. E. 

x L ri; IL s'enfuit de là , qu'on peut remarquer trois différen-
ces entre le parallélisme des lignes droites, 8c celuy des 

lignes circulaires. 
La ire est, que la notion négative des parallèles droites,, 

qui consiste à ne se rencontrer jamais quand on les pro-
longeroit à l'infiny, n'à point de lieu dans les circulaires, 
qui peuvent bien ne se rencontrer jamais íàns estre paral-

lèles j de forte que pour l'éstreil fautque ce soit selon la 
notion positive, qui consiste en ce que les points de l'une 

íònt toujours également distans de l'autre. 
Laxe est , est que deux lignes droites font parallèles,, 
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quand une mesme ligne est perpendiculaire á l'une & A 

l'autre. Au lieu qu'il peut y avoir non seulement une 
ligne droite , mais deux, qui soient perpendiculaires à 
l'une &: à l'autre circonférence, fans qu'elles soient paral-
lèles , mais il n'y en peut pas avoir trois. 

La 3e est, que deux lignes droites ne s'étant point croi-
sées

 3
 il ne peut pas y avoir deux points de l'une égale-

ment distans de l'autre , qu'elles ne soient parallèles. Au 
lieu que dans les circonférences non parallèles il peut y 

avoir une infinité de points dans chacune, qui soient deux 
à deux également distans de l'autre. Maisil ri*y en peut 
avoir trois ensemble. 

Le fondement de ces différences vient d'une part de ce 
que la ligne circulaire est bornée en elle-mesme. Et de 
l'autre, de ce qu'il en faut avoir trois points pour en avoir 
la position j au lieu qu'il n'en faut que deux pour avoir 
xclle .de la ligne droite. 
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NOUVEAUX ELEMENS 

GEOMETRIE-
LIVRE HUITIE'ME. 

DES ANGLES RECTILIGNES. 

PRES avoir parlé des lignes
 ì

ce^ suivre l'or-
dre de la nature que de fasse i aux angles qui 
font plus composez^que les lignes tenant quel-
que chose des surfaces, comme nous allons voir. 

DEFINITION 

DE L'ANGLE RECTILIGNE. 

I i. Z*angle reBiligne est une suríàce comprise entre deux 
lignes droites qui se joignent en un point du costé où elles 
s'approchent le plus^ indéfinie &. indéterminée selon l'u-
ne de ses dimensions, qui est celle qui répond à la longueur 
des lignes qui la comprennent ,& déterminée selon l'au-
tre par la partie proportionnelle d'une circonférence 
dont le centre est au point où ces lignes se joignent. 

AUTRES DÉFINITIONS, 

I 11- LES lignes qui comprennent l'angle s'appellent ses cotez. 
iv. LE point où ces lignes se joignent s'appelle son sommet. 
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' Si l'on joint deux points de ces costez par une autre li-
gne, cette ligne s'appelle/^ base oula soufiendante de tan-

gle. Et l'on dit que cette ligne soutient l'angle, & que 
l'angle est opposé à cette ligne , ou est soutenu par cette 
ligne. 

CETTE base s'appelle corde quand les côtez de l'angle vi. 
font égaux, pource qu'alors ces costez de l'angle font 
considérez comme rayons d'un cercle dont cette base est 
une corde. 

QUE si d'un des côtez on peut faire décendre une per-
 v x

 j 
pendiculaire fur l'autre, cette base alors s'appelle lefinus 

de cet angle. 

CETTE partie proportionelle de la circonférence qui y 111. 

mesure la grandeur de l'angle s'appelle Parc que comprend 
l'angle. 

PROPOSITION FONDAMENTALE. 
DE LA MESURE DES ANGLES. 

LES arcs de toutes les circonférences qui ont pour cen- 1 x. 
tre le point où les costez de l'angle fe coupent sont tous 
proportionels à leurs circonférences, & par conséquent 
déterminent tous la mesme grandeur de l'angle. 

La conséquence est claire par la définition de l'angle, 
puisque nous avons dit que c'estoit une surface indéter-

minée selon une dimension , & qui n'estoit déterminée 
selon l'autre que par une partie proportionnelle des cir-
conférences qui ont pour centre le point où ses costez 
se joignent. 

Pour montrer donc que les arcs de ces circonférences 
déterminent tous la mesme grandeur de l'angle, il nefaut 
que montrer que tous ces arcs font proportionels à leurs 
circonférences. 

Or c'est ce qui a déja esté prouvé, Livre VIL 20. 

DE LA PREMIERE MESURE DE L'ANGLE 
QUI EST LARC COMPRIS ENTRE SES COSTEZ. 

IL s'enfuit delà que pour fçavoir la vraye grandeur d'un X. 

angle, il faut fçavoir la grandeur proportionelle de Tare 

compris entre ses costez, c'est à dire de combien de degrez 
A a iij 
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, est cet arc. Car un degré n'est pas le nom d'une gran-

deur absoluë, mais proportionelle, puisque, comme nous 
avons déja dit, il signifie latrois cent soixantième partie 
de quelque circonférence que ce soit , dont chacune en 
soy est plus grande ou plus petite selon que la circonfé-

rence est plus grande ou plus petite : & il en çst de mesme 
des minutes, des secondes, & des troisièmes. C'est pour-
quoy on peut appeller arcségâux, selon qu'il a esté dit 

"VIL 19. ceux qui font d'autaat de degrez, quoy qu'ils 
puiíïènt estre inégaux selon leur grandeur absoluë, & 

égaux en toute manière , ou tout-égaux, ceux qui íònt 
d'autant de degrez & qui sont aussi égaux selon leur gran-
deur absoluë , tels que font les arcs d'autaat de degrez 

. dans les cercles égaux. 

DE L'ANGLE DROIT. 

<K I. CEST par là qu'on a divisé l'angle en droit & non droit
 y 

Sc le non droit, en aigu & obtus. 

On appelle angle droit celuy qui a pour mesure la moi-
tié de la demy-circonference. D'où il s'ensuit. 

1. Que tout angle droit a de l'autre costé sur la mesme 

ligne un autre angle qui luyestégal,puisque l'angle quï 
est de l'autre costé a pour mesure ce qui reste de la demy-
circonference , qui est la moitié. 

1. Qa'un angle droit est 1a mesme chose qu'un angle de 
90. degrez. Car la demy-circonférence en ayant 180. la. 
moitié de cette demy-circonferenceen a 90. 

3. Qie toute ligne perpendiculaire sur un ligne fait sur 
cette ligne deux angles droits, l'un d'un costé & l'autre 
de l'autre. Car elle partage en deux la demy-circonferen-

ce quia pour centre le point deieur section, par VII. 17. 

DE L'ANGLE AIGU. 

£11. ON appelle angle aigu celuy qui est moindre qu'un 
droit, c'est à dire qui a pour mesure un arc moindre que la 
moitié de la demy-circonference. D'où il s'ensuit. 

Que tout angle moindre que de 90. degrez est aigu. 

DE L'ANGLE OBTUS, 

£iu. ON appelle angle obtus celuy qui est plus grand que 
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l'angle droit -, c'est à dire qui a pour mesure un arc plus 
grand que la moitié de la demy-circonference. D'où il 
s'enfuit. 

Que tout angle plus grand que de 90. degrez est obtus. 

I. THÉORÈME. 

TOUTE ligne qui en coupe une autre obliquement fait 
d'un costé une angle aigu & de l'autre un obtus, & les 
deux enfemble valent deux droits. Car cet-
te ligne partage inégalement la demy cir-
conférence. Et partant fait deux angles iné-

gaux. Mais elle ne la divise qu'en deux portions , & par-

tant les deux portions prises ensemble valent toute la de-
my-circonference. 

II. THÉORÈME. 

LORSQUE plusieurs lignes droites en rencontrent une 

en un même point &Í du mesme costé, tous les angles que 
font toutes ces lignes entre elles 6c avec la. 

rencontrée valent deux droits. Car ils com-

prennent tous ensemble lademy-eirconfe-

xi v* 

XV» 

rence, qui est la mesure de deux angles droitSí 

DÉFINITION. 

L'ANGLE aigu, qui avec l'obtus vaut deux angles droits, X VT. 

s'appelle le complément de F angle obtus. 

III. THJÌOREME. 

LORSQUE deux lignes íë coupent en paílànrde part &
 x vu í 

d'autre
 3

 il est bien clair que si elles se coupent perpendi-

culairement, elles font quatre angles égaux tous quatre 
entr'eux, c'est à dire tous quatre droits. 

Mais fi elles fe coupent obliquement, elles en font deux 
aigus & deux obtus, dont l'aigu est opposé à l'aigu & l'ob-
tus à l'obtus , & cela s'appelle estre 
opposé au sommet. Et les opposez 
font égaux. 

Car faisant un cercle du point où ces 

deux lignes b c & f g se coupent, cha-
cune coupera la circonférence par la J 

moitié , &; par conséquent la moitié -
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bgc est égale â la moitié sb g. Or ces deux moitiez ont 
l'arc^gdecommun, qui est Tare d'un des angles obtus

 : 

& par conséquent ostant cet arc, Tare de l'aigu qui reste 
d'une part sera égal à Tare de l'aigu qui reste de l'autre. 
On prouvera la même chose des deux angles obtus. 

IV. THÉORÈME. 

xviii. LORSQUE plusieurs lignes droites se 
rencontrent en un même point estant 
menées de toutes parts, tous les an-
gles qu'elles font valent quatre droits. 
Car ils ont tous ensemble pour mesu-
re une circonférence entière, 

DES AUTRES MESURES 

DE L'ANGLE. 

Quoy que £ angle rìait eneffetâevraye & naturelle mesure 

que P arc d'un cercle $ néanmoins comme on ne connoist pas la. 

longueur des lignes courbes, on est oblige d!avoir recours k 

d'autres mesures, mais toujours par rapport a celle la. 

On les peut rapporter à trois qui font toutes prises de la 

base considérée diversement: ou comme corde-, ou com-
me stmes : ou simplement comme base. 

DE LA SECONDE MESURE DE L'ANGLE 

Qui EST LA CORDE. 

X x. Nous commencerons par la base considérée comme 
corde , fur quoy il faut remarquer 

Î. Que pour cela il faut que les costez de l'Angle soient 
pris égaux. Car alors ils font considérez comme rayons 

d'un cercle dont le centre est au sommet, 8c ainsi la ligne 
qui en joint les extremitez est la corde de Parc de ce cer-
cle qui mesure cet angle. 

2. Les angles ainsi considérez peuvent estre appeliez 
ìsosceles, c'est à dire à jambes égales. 

3. Deux angles ifofceles comparez ensemble peuvent 
estre ou êquìlateres entre eux , ou inéquilatères 5 c'est à dire 
que leurs costez font rayons ou de cercles égaux , ou de 
cercles inégaux. 

Cela 
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Cela supposé, pour bien comprendre toute cette me-

sure de l'angle , il ne faut que faire attention à ces Lem-
mes tirez des Livres V. & VII. 

I. L E M M E. 

DANS les cercles égaux les cordes égales soutiennent xxi, 
des arcs tout-égaux. Et les arcs égaux íont soutenus par 
cordes égales. 

IL LEMME. 

DANS les cercles égaux les plus grandes cordes soutien- x X r r. 

nent de plus grands arcs. Et les plus grands arcs sont soû-

renus par les plus grandes cordes. VII. 10.. 

III. LEMME. 

LES cercles estant inégaux, les cordes égales soutien- xxi i*. 
nent des arcs de plus de degrez dans les plus petits cercle s 

VII. 20. 

IV. LEMME. 

L E s arcs d'un même nombre de degrez font soutenus X X1 v. 

par de plus grandes cordes dans les plus grands cercles. 
VII. 20. 

I. THÉORÈME. 

TROIS sortes d'égalitez peuvent estre considérées dans xxv. 
deux angles isosceles. 

1. L'égalité des costez de l'un â ceux de l'autre, qui fait 

qu'on les appelle équilateres eutreux. 

2. L'égalité des cordes, qui les peut faire appeller iso-
cordes. 

3. L'égalité des angles mêmes. 

Or deux de ces égalitez estant données, donnent la 3me. 

PREMIER CAS. 

LES angles équilateres entr'eux &L isocordes íbnt égaux. XX V1, 

Car ils ont pour mesure des arcs tout-égaux, puifqu'étant 

équilateres ils font mesurez par des arcs de cercles égaux, 

&: que par le i" Lemme les cordes égales de cercles égaux 

soutiennent des arcs tout- égaux. 

S E C O N D C A S. 

LES angles équilateres & égaux font isocordes. C'est la x X v 11. 

converse du même premier Lemme. 

B b . 
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TROISIÈME CAS. 

XXVIII. LES angles isoeordes & égaux font équilateres enrr'eux. 
Car il est aisé de voir par le 3' Lemme que les cordes éga-
les ne peuvent íbûtenirdes arcs égaux, que dans les mê-

mes cercles, ou en des cercles égaux. 
IL THÉORÈME. 

XXIX. QUAND il n'y a égalité que dans l'une de ces troÌ3 chc*-

sei, voicy ce qui arrive. 
PREMIÈRE CAS. 

X X X. N'y ayant égalité que dans les costez, les plus grandes 
cordes donnent les plus grands angles, & les plus grands 

angles ont les plus grandes Cordes. C'est le ze Lemme. 

SECOND CAS. 

N'Y ayant égalité que dans les cordes, les plus grands 
costez donnent les plus petits angles, &; les plus petits an-

gles ont les plus grands costez. C'est le 3E Lemme. 

TROISIÈME CAS. 

S X X l. N'Y ayant égalité que dans la grandeur des angles, les 
plus grandes cordes donnent les plus grands costez, & les 

plus grands costez ontles plus grandes cordes. C'est le 4E 

Lemme. 
L P R OB 1E ME. 

XXX11. COUPER en deuxun angle donné.L'ayant prisifoscele, 
il ne faut qu'en couper la corde perpendiculairement & 

f
>ar la moitié, ce qui se fait de la même sorte. Car alors 

'arc fera partagé par la moitié, par VIL 6. 
II. PROBLÈME. 

XXXÏIÏ. AYANT un point donnédans une ligne donnée ,en éle-
ver une qui faste fur cette ligne un angle égal à un donné. 
Soit l'angle donné. L'ayant fait ifoscele en marquer la 
corde, puis du point donné dans la ligne pris pour centre, 
décrire d'un intervale égal aux costez de l'angle donné 
une portion de circonférence, dans laquelle en commen-
çant par le point où cette circonférence coupera la ligne 
donnée, on prendra une corde égale à la corde de l'angle 

donné. La ligne menée du point donné àl'extremité de 
cette corde satisfera au Problème. Car ces deux angles 
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seront équilateres entr'eux &c isocordes j 6c par consé-
quent égaux par le premier Théorème. 

DE LA TROSIEME MESURE DE L'ANGLE, 
QJii EST LE SINUS.-

LE sinus de Tare qui mesure un angle peut estre appelle XXXIT. 

le sinus de cet angle. D'où il s'enfuit, 

i. QUE comme il n'y a que les arcs moindres que-la-moi- x X x r. 
tié de la demy-circonference qui ayent un sinus

 }
 il n'y a 

aussi que les angles aigus qui en ayent. Cequi n'empêche 
pas qu'on ne se puisse íêrvir des sinus pour comparer en-
semble deux angles obtus, en mesurant par les sinus les an-
gles aigus qui font les complemens de ces obtus. Voyez 
VII. 17. 

z. IL s'enfuit que toute ligne menée d'un point de l'un xxxvi. 
des costez d'un angle aigu perpendiculairement fur l'au-
tre costé , est le sinus del'arcqui mesure cet angle, 6c par 
consequent le sinus de cet angle. 

Car soit k le sommet d'un angle v 

aigu, 6c que de b, point quelconque \ 
de l'un de ses costez, soit menée fur \ % 
l'autre la perpendiculaire b Q. Je dis /\ 
que£ c est le sinus del'arcqui mefu- / |Nj 
re cet angle. Car ayant prolongé / ; N. 
k c jusques en d, en sorte que k d / \ 

soit égale à k b
}
 si du centre k, in- ̂  \ j \jC 

tervale k b, on décrit un cercle, l'arc c 
de ce cercle compris entre d &cb sera la mesure de cet an-
gle. Or Nestlé sinus de cet arc, par VIL 11. Donc b c 

est le sinus de i'arc qui mesure l'angle k, 6c par conséquent 
de l'angle k. 

3. IL s'enfuit que le costé d'un des points duquel est me- XXXVIL 

née la perpendiculaire fur l'autre costé considéré depuis le 
sommetjufques á ce point, comme £ £,peut estre appelíé 
le rayon de cet angle, parce qu'il est le rayon du cercle 
dont l'arc le mesure. Et l'autre costé depuis le point où 

tombe la perpendiculaire ou fìnus , peut estre appellé 
^mtìfinus, qui est toûj ours égal au rayon moins le f nus ver-

se. D'où il s'enfuit, B b ij 
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xxxviir 4. Q-iE la. grandeur du sinus réglant toujours celle du 

sinus verse ( comme il a esté montré VIL 16 ) elle règle 
toujours auísi celle des antifìnus, quoyque par rapport 
au rayon, puisque Y antifìnus n'estautre chose que le rayon 
moins le fìnus verse

 ;
 de forte que dans deux angles diffe-

rens les rayons ôc les sinus ne sçauroient estre égaux que 

les antisinus ne le soient aussi. 
Tout cela supposé, soient considérez les Lemmes fui-

vans. 
I. LEMME. 

XXXIX. QUAND on dit que deux angles qu'on veut mesurer par 
les sinus ont le rayon égal, c'est de même que si Ton disoit 
qu'ils font mesurez par des arcs de cercles égaux

 5
 & s'ils-

ont le rayon inégal, par des arcs de cercles inégaux. 

IL LEMME. 

xx- DANS les cercles égaux les arcs égaux ont des sinus 
égaux , & les sinus égaux donnent des arcs égaux. VII. IJ. 

III. LEMME. 

• *
1 R

' DANS les cercles égaux les plus grands arcs ont les plus 
grands sinus, & les plus grands sinus donnent les plus 

grands arcs. VIL 15. 

IV. L E M M E. 

XLii. DANS des cercles inégaux les arcs estant égaux, ceux 
des plus grands cercles ont les plus grands sinus. VII. 18; 

V. LEMME. 

XLIII. DANS des cercles inégaux les sinus estant égaux, ceux 
des plus grands cercles donnent des arcs proportionelle-

ment plus petits, c'est à dire de moins de degrez. C'est une 

suitte claire du précédent. 
I. THÉORÈME, 

XI iv. TROIS égalitez peuvent estre considérées dans les an-

gles que l'on compare fit que l'on mesure par les sinus. 

1. L'égalité des rayons, 
a. L'égalité des sinus. 
3. L'égalité des angles mêmes. 
Or deux estant données donnent la 3e. 
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PREMIER CAS. 

LES angles qui ontlerayon égal 6c le sinus égal font XLv. 

égaux. I
E
' 6c ime Lemme. 

SECOND CAS. 

LES angles égaux qui ont le rayon égal ont le sinus égal.
 x L Y

 i. 
1" 6c 2

M Lemme. 

TROISIÈME CAS. 

LES angles qui font égaux 6c qui ont le sinus égal, ont x L Y I Î. 

le rayon egal. Car s'ils avoient le rayon inégal, ils seroient 

mesurez par des arcs de cercles inégaux * 6c par consé-
quent ( selon le 5

e
 Lemme ) les sinus égaux donneroient 

des arcs proportionellement inégaux, 6c ainsi les angles 
ne pourroient pas estre égaux. 

I L THÉORÈME. 

N'Y ayant égalité que dans l'une de ces trois choses , XLVIIÏ. 

voicy ce qui arrivera. 

PREMIER CAS. 

N'Y ayant égalité que dans le rayon , les plus grands xxix. 
sinus donnent les plus grands angles, 6c les plus grands 
angles ont les plus grands sinus. 3e Lemme. 

SECOND CAS. 

N'Y ayant égalité que dans les sinus, le plus grand L-
rayon donne le plus petit angle, 6c le plus petit anglea 
le plus grand rayon. 5™ Lemme. 

TROISIÈME CAS. 

N'Y ayant égalité que dans les angles, le plus grand
 1 Iv 

rayon donne le plus grand sinus , 6c le plus grand sinus 
donne le plus grand ra von. 

DES ANGLES FAITS PAR LES LIGNES 
ENTRE PARALLELES. 

ÇOMME lesperperpendiculaires entre les parallèles font 
des angles droits fur l'une 6c íur l'autre (ce qui est toujours « 
la mesme chose ) il n'y a que les angles que font les obli-
ques à considérer. 

Mais ces obliques entre parallèles faisant d'unepart un-
angle aigu 6c de l'autre un obtus, c'est l'aigu que l'on me-
sure premièrement, 6cpar l'aigu on connoist l'obtus. Et

: 

B b iij 
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ainsi quand nous parlerons d'angles égaux, nous enten-
drons les aigus, 6c les obtus par conséquence feulement. 

Or dans la considération de ces angles aigus faits par 

des obliques entre parallèles, 
L'oblique est le rayon de sangle, 
La perpendiculaire de l'extremité de l'oblique ( qui est 

un point de l'une des parallèles fur l'autre parallèle ) en est 

le sinus. 
D'où il s'enfuit, que les sinus qui mesurent les angles 

que font des obliques entre les mêmes parallèles font tous 
égaux , parce que les perpendiculaires entre les mêmes 

parallèles font égales. 
Comme aussi entre différentes parallèles, pourveu que 

les deux parallèles d'une part soient autant distantes l'une 
de l'autre, quexelles de l'autre part. Et c'est ce qu'on peut 
appeller deux espaces parallèles égaux. 

On peut tirer de là diverses proportions importantes qui 

ne seront que des Corollaires du i" ou du 2™ Théorème. 

L COROLLAIRE, 

LU. TOUTE oblique entre deux parallèles fait les angles al-
ternes fur cesparalleleségauXjC'està dire que l'aigu qui 
est d'une part est égal à l'aigu ^ 
qui est de l'autre part , 8c par ... , z 
conséquent l'obtus à l'obtus. / 

Car ces andes alternes ont / M 

pour rayon cette meme ligne c 

oblique b c, 6í pour sinus l'un la 
perpendiculaire de b, fur la parallèle x, 6c l'autre la per-
pendiculaire de c, fur la parallèle^. Or ces deux perpen-
diculaires font égales. Donc par 45. S. 

II. COROLLAIRE, 

LUI. LES obliques égales entre les mêmes parallèles font les 
angles égaux : par la même raison. 

III. COROLLAIRE. 

^ j
 y

 LES obliques entre parallèles qui font les angles égaux 
sont égales, S. 47. 

» 
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IV. COROLLAIRE. 

LES plus courtes lignes entre parallèles font les plus
 L v 

grands angles
5
parle t Théorème. 2. Cas. 

V. COROLLAIRE. 

QUAND des lignes font enfermées entre différentes li- j.yi. 

gnes parallèles, on peut y considérer trois égalitez. 
1. L'égalité des obliques. 
2. L'égalité des angles. 

3. L'égalité de la distance entre les unes Se les autres 
de ces parallèles, ce qui fait que cette distance estant éga-

le , les perpendiculaires entre ces différentes parallèles 
font égales. 

Or deux de ces égalitez estant données donnent la troi-
sième. 

Ï. CAS. Si les obliques font égales, Se les angles qu'elles 

font entre leurs parallèles égaux, les unes 8c les autres pa-
rallèles font également distantes. Car ce font des angles 
qui font égaux , Se qui ont les rayons égaux ( fçavoir ces 
obliques. ) Donc leurs sinus font égaux , par 46. S. 
1 Or ils ont pour sinus les perpendiculaires entre leurs 
parallèles. 

Donc ces perpendiculaires font égales. 

2. CAS. Si les obliques font égales, Se les parallèles de 
part 8e d'autre également distantes, les angles seront é-

gaux, par45. S. 

3. CAS. Si les parallèles de part Se d'autre font égale-
ment distantes, Se que les angles soient égaux ,les obli-
ques font égales, 47. S. 

VI. COROLLAIRE. 

LA même ligne coupant obliquement plusieurs pa- lYii; 
ralleles , les coupe toutes avec la même obliquité. C'est 
â dire qu'elle fait fur toutes les angles aigus égaux. C'est 
une suitte du premier Corollaire Se de 13. S. 

Soient trois lignes parallèles x
 r
y , ^, coupées parla 

ligne 2? en f, en a?, en f-
y
 l'angle aigu vers c au dessus d'x 

est égal â l'angle aigu de dessous , parce qu'ils font op-

posez au sommet 5 Se l'angle aigu de deslous est égal à. 
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l'angle aigu vers d, au dessus 
d'y, parce qu'ils sont alternes, 
Sc ce dernier est égal à l'aigu 
de dessousy , parce qu'ils sont 
opposez au íommet. Et ce 
dernier à l'aigu vers/, au des-
sus de 2^, parce qu'ils sont al-
ternes , & ainsi des autres. 

Donc tous les angles aigus 
que fait une même ligne fur diverses parallèles qu'elles 

coupe sont égaux. Et de là il s'enfuit, que les obtus sont 
égaux aussi , parce que les aigus sont les complemens des 

obtus. 
VII. COROLLAIRE. 

x v 111. P L u s i E u R s parallèles estant également distantes 
les unes des autres, c'est à dire la i de la i, & la 2 de la £ 

& la 5 de la 4 , &c. 
Si une même ligne les coupe toutes, toutes les portions 

de cette ligne comprises entre deux de ces parallèles font 

égales. 
Car tous les angles aigus que fait cette ligne fur ces pa-

rallèles sont égaux. Et les sinus de ces angles, qui sont les 
perpendiculaires entre chaques deux parallèles , font é-

gaux aussi par Phypothefe. 
Donc les rayons de ces angles qui sont les portions de 

cette ligne comprises entre chaques deux parallèles font 

.égales. 
VIII. COROLLAIRE. 

LORS que deux lignes sont menées d'un même point 

fur une autre ligne, c'est comme si ces lignes estoient en-

tre parallèles. 
Car on peut par ce point tirer une parallèle à la ligne 

que ces deux lignes coupent. 
IX. COROLLAIRE, 

L x. TOUT angle plus les deux angles que font ces costez fur 

la base font égaux à deux droits. 
Soient b c & b d les costez d'un angle, &c c d la base, 

par 

ÏJX. 
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par le précédent Corollaire, 
on peut mener par le point b 
la ligne m n, parallèle à la ba-

se , sur laquelle parallèle les 
costez de l'angle donné fe-
ront de nouveaux angles au-

t-our du donné, fçavoir l'angle mb c, òcn b d, Qr ces trois 
angles font égaux à deux droits, par 15. S. Et chacun des 
deux qui fontà costé de l'angle donné, est égal à un de la 
base, fçavoir à son alterne, par 51. S. 

Doncles deux de la base plus l'angle donné font égaux 
à deux droits. 

X. COROLLAIRE. 

SI on prolonge un costé d'un angle vers le sommet de 
l'angle, comme si on proîongeoití/^ jusques en/", l'an-

gle que fait ce costé prolongé fur l'autre costé , comme 
l'angle/^ r, est égal aux deux angles fur la base. Car cet 
angle qui est appelle extérieur plus l'angle du sommet, 
vallent deux droits. Or les deux angles fur la base, plus 
l'angle du sommet vallent aussi deux droits. Ostant donc 
l'angle du sommet qui est commun, l'angle extérieur fera 

égal aux deux angles fur la base. 
Ce seralamcme chose si on prolonge la base. Car l'an-

gle extérieur que fera la base prolongée sur un costé, sera 
égal aux deux intérieurs opposez

 5
 c'est à dire à l'angle que 

fait l'autre costé sur la base plus l'angle du sommet. 
X I. COROLLAIRE. 

DEUX angles font égaux, quand les angles queles cô- LXIIÌ 

tez de l'un font fur fa baie, sont égaux à ceux que les côtez 
de l'autre font fur la sienne. 

XII. COROLLAIRE. 

III. PROBLÈME. 

D'UN point donné hors une ligne donnée , mener une Lx 1 lî« 
ligne qui fasse fur la donnée un angle donné. 

D'un point quelconque de la ligne dontìée en élever 
une qui faste fur la donnée l'angle donné ( par le 2

E Pro-
blème. 33.) 

C c 
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La parallèle à cette ligne qui paffera par le point don-

né & coupera la ligne donnée, satisfera au Problème. 

DE LA QUATRIEME MESURE DE L'ANGLE 
Q_UI EST G£NEHAIEM,|NT LA BASE. 

CETTE mesure eít la plus imparfaite, & ne peut servir 
à mesurer les angles qu'en cas que les costez de deux an-
gles non ifoíceles soient égaux chacun à chacun , ce qui 

fera deux Théorèmes. 

I. THE o RÉ MI. 

LORS que deux angles non 
isoíceles font équilateres en-
tr'eux 5 c'est à dire que chacun 

des costez de l'un est égal à 
chacun des cotez de l'autre

 } 

fi la base est égale à la base, ces 
angles font égaux. 

C'est ce qui se prouve ainsi. Ou l'on peut faire tomber 
une perpendiculaire de l'extremité de l'un des costez de 
ces angles fur l'autre côté

 5
 ou on ne le peut , comme lors, 

qu'ils íònt obtus. 

r. CAS. Si on le peut ( comme lorsque les angles font 
k cx ) les perperpendiculaires x p seront égales, par V. 57. 

Or ces perpendiculaires font les sinus de ces angles qui 
ont aussi le rayon égal, fçavoir cx. Donc ils font égaux, 
par 45. S. 

i. CAS. Si on ne le peut ( comme si ces angles estoient 
cxkdes mêmes figures) alors la perpendiculaire xpme-
née du sommet même de chacun des angles, feroit voir 
que les deux angles que les costez de chacun de ces angles 
obtus son t fur leur base, font égaux chacun à chacun ( c'est 
à dire sangle £égalâl'angle£,&: sangler, â sangle c.) 

Donc les angles obtus k c x feront égaux, par 61. S. 

II. THÉORÈME. 

DEUX angles égaux estant équilateres entr'eux ont k* 
base égale. 

Ces angles égaux que l'on suppose équilateres entre 
eux font,. 

SCD LYON 1



Î0$ DE GEOMETRIE, LIV. VIII. 
1. Ou droits. 

2. Ou aigus. 

3. Ou obtus. 

1. CAS. S'ils font droits, com-

me bfc, Scmnp, ils ont les ba.. 

ksbcècmn égales, par V, 48. 
2. CAS. S'ils font aigus, com-

me bdc, nqm-
y

les perpendicu-
laires cfòcmp, qui font les sinus 

de ces angles, seront égales, par 

56. S. 
Donc/slT=; p q. V. 48. 

Donc£/=: np.l. 19. 

Donc cb^mn. V. 48. Ce qu'ilfalloitdemonstrer. 

3. CAS. S'ilsíontobtus, commet g òí n 0 m $ les an-
gles aigus c g/, m op ,complemens de ces obtus, seront 
égaux. 

Donc les perpendiculaires cf&mp, qui font les sinus 
de ces angles, seront égales par S. j6. 

Donc g/— op. 

Donc b f'c=i np. l.18. 
Donc cb mn.V. 48. Ce qu'il falloit demonítrer. 

OBSERVATION, 

Touchant la comparai/òn de U première mejure des 

.angles avec.ces trois dernieres. 

Nous avons déja dit qu'il n'y avoit que l'arc qui fufi la 

mesure parfaite & naturelle de l'angle. Mais pour le mieux 
voir, il faut remarquer que les trois autres mesures montrent 
bien fi un angle efi ègat à un angle, ou entre des angles iné* 

gaux quel efi le plus grand ou quel est le plus petit. Mais 

il n'y a que l'arc qui donne la véritable froportion entre les 
angles inégaux. Car ìl efi certain que fi l'arc efi triple m 
quadruple, ou quintuple de l'arc , íangle fera auJJÌ triple

 3 

quadruple ou quintuple de l'angle. Mais cela ne se peut 

pas dire des trois autres mesures , estant faux que fi la corde 
Ocij 
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efi triple de la corde, Ion meme que les angles font équilateres 
entr'eux, sangle soit triple de l'angle, parce que les cordes ne 
font pas proportionelles à leurs arcs, comme il a esté dit VII. 
n. Et ces d'où vient la difficulté de la trisection de l'angle, 

farce qu'il ne suffit pas pour cela de couper la corde en trois;. 
ce qui feroit facile, mais il faut couper l'arc en trois -, ce qui,, 
ne fe peut par la géométrie ordinaire , ceft a dire en n'y , emi 

ployant que des lignes droites & circulaires. 
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NOUVEAUX E LE ME N S 
D E 

GEOMETRIE 
LIVRE NEUVIEME. 

ÏÏes angles qui ont leur sommet hors le centre du 

Cercle, dont les Arcs ne laijfmt pas de les mesurer. 

L efi bien aisé de reconnoijire que les angles ne peu- i. 

vent avoir pour véritable mesure que les arcs d'un 

cercle, & que toutes les autres mesures
 3

 comme les 

cordes, les fínus, & les bases , ne peuvent estre que' 

subsidiaires de celle<*là-, & que même- elles ne les mesurent 
qù imparfaitement, 

Maison a creu jusques icy qu'on ne pouvoit employer pour 

mesurer un angle que les arcs du cercle au centre duquel efi le 

sommet de cet angle. Et ainsi arrivant rarement que deux an-

gles que l'on compare ayent leur sommet au centre du mème' 

cercle, on ne pouvoit presque jamais employer la mesure des 

arcs dans la comparaison de plusteurs angles on estait obli-

gé d'avoir recours à de longs circuits par la conférence de plu-' 

fleurs triangles, ce qui obligeait à censtderer tant de lignes• 

qu'il estait imPo.fJìhle que f imagination n'en fufi extrêmement 

fatiguée:, qui est une des choses qu'on doit éviter autant que ' 

l'on peut dans l'-étude de la Géométrie,. 

Cciij 
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Cependant il est vray qu'il n'y a point d'angle qu'on ne 

puisse mesurer par les arcs d'un cercle
 s
 en quelque endroit qu'en 

soit le sommet au regard du cercle : C'est à dire, . 

i. Soit qu'il soit dans la circonférence du cercle. 

i. Soit qu'il soit au dedans, quoy qu'ailleurs qu'au centre. 

l.Soit mème qu'il soit au dehors , pourveu que ses costez^ 
soupent ou touchent le cercle. 

C'est ce que l'on verra par ce Livre, qui ne servira pas feu-
lement à mesurer avec une merveilleuse facilité toutes sortes 

d'angles , mais donnera anffi par la, de grandes ouvertures 

pour trouver beaucoup de nouvelles choses touchant lapropor-
tion des lignes. 

Mais pourfendre les preuves plus courtes, il est bon de sup-
poser quelques Lemmes, ou clairs d'eux mèmes, ou demonstrez^ 

dans le Livre précédent,afin d'y renvoyer quand on en aura 
befòin. 

I. LEMME. DÉFINITION. 

I 11, LORSQUE dans toutes ces sortes d'angles on dit qu'un 
tel arc du cercle auquel ils ont rapport leur sert de mesu-
re, cela veut dire, que si ce même angle estoit au centre 
du cercle, il auroit cet arc, ou un autre quiluy seroit égal, 
pour sa mesure. Ou bien cela veut dire, qu'un angle qui 
íèroit au centre de ce cercle, Sc qui auroit cet arc pour 
mesure, seroit égal à I'an gle hors le centre qu'on dit avoir 
cet arc pour íà mesure. 

Et de lá il s'ensuit, que dans ces fortes d'angles, auílì 
bien que dans ceux qui sont au centre du cercle, deux an-
gles font égaux quandils ont pour mesure des arcs égaux, 
ou absolument quand ce sont des arcs du même cercle, 

ou de cercles égaux 3 ou proportionellement quand ce 
íbnt des arcs de cercles inégaux : l'arc du petit ayant la 
même raison à fa circonférence , que l'arc du grand à la 

sienne : comme si l'un & l'autre estoit la dixième partie de 
sa circonférence, c'est à dire de 56. degrez. 

II. LEMME. 

IV. TOUT angle qui/-de la demy-circonférence est Droit. 
a pour mesure la J d'un arc moindre que la demy-c. Aigu. 
MOITIÉ* .( d'un arc plus grand que la demy c.Obtus. 
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Et de là il s'ensuit , que quand on dit que deux angles,ou 
trois angles font égaux à deux droits, cela veut dire que 
ces deux angles, ou ces trois angles pris ensemble ont pour 

mesure la demy-circonférence, c'est à direiSo. degrez. 
Et quand on dit que deux angles font égaux à un droit, 

cela veut dire que ces deux angles pris ensemble ont pour 

mefufe la moitié de la demy* circonférence, c'est à dire.90. 
degrez. 

III. LEMME. 

QUAND un routest partagé en plusieurs portions, com-
me A en b, c, d 5 comme ces trois portions ensemble font 
le tout, les trois moitiez de ces portions, c'est à dire une 

moitié de chacune , font toutes ensemble la moitié du 
toutjde forte que ces trois expressions font la même chose. 

La moitié du tout. 

La moitié des trois portions que comprend le tout. 

Les trois moitiez de ces portions, c'est â dire une de 

chacune , ce qui s'entend toujours , quoy qu'on ne lè 
marque pas. 

Etainsi supposant qu'^foit une circonférence, & que 
b

3
c, d, soient trois arcs qui la comprennent toute, 

f de l'arc b-\ font égales prises ensemble à la ~ de la cir-
i-de l'arc c>conférence ,c'estádire à ládemy-circon-
|del'arc dé férence, ou à 180. degrez. 

Et supposant qu\^ soit une demy-circonférence, & que 
b 6c c soient deux arcs qui la comprennent, deux moitiez 
de ces arcs, une de chacun, valent la moitié de la demy-
circonference. C'est à dire 90. degrez. 

Et alors on peut exprimer la moitié de l'un de ces arcs 
en deux manieres,ou par son propre nom,comme la ~ d'un 
sel arc, ou par la moitié du tout dont il est portion moins 
la moitié de l'autre arc. 

Ainsi estant donné une demy- circonférence qui com-
prend les arcs b&c r, la \ de l'arc b est la même chose que 
la moitié de la demy-circonference moins la ~ de l'arc r. 

Enfin si un tout a deux portions, la moitié de la plus 
grande moins la moitié de la plus petite est la même cho-
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se que la moitié du tout moins la petite entière. Car fi le 
tout a pour portions £ la moitié du tout est égale ála 
moitié de b plus la moitié àtc , II faut donc oster deux 
fois la moitic de c de la moitié du tout, pour rendre la 

moitié du tout égale â la moitié de b, dont on auroit osté 

la moitié de c. 
I V. LEMME. 

ENFIN il fe faut souvenir., ^ 
1. Que tout angle plus les deux que 

font fès costez fur fa base font égaux •
 X
K 

à deux droits. 
2. Que les deux angles fur la base 

cPun angle droit font égaux à un y 

droit. 
3. Quefi on prolonge un costé de sangle vers le som-

met, le nouvel angle que fait cecosté prolongéfur l'autre 
costé est égal aux deux angles qui font fur la base du pre-
mier angle. Ainsi sangle f k b est égal aux angles vers b 

& vers f. 

.La première sorte d'angles dont le sommet eU en h 

circonférence d'un Cercle donné. 

DIVISION. 

LE sommet d'un angle ne se peut terminer en 
la circonférence d'un cercle qu'en 3 manières. 

1. Quand l'un des costez est au dedans du 
cercle & l'autre au dehors. 

^.Quand tous les deux sont au dedans. 
3.Quand ils font tous deux au dehors du cer-

cle. Mais parce que la première fe subdivise en 
deux, on peut conter 4. genres de cette sorte 

d'angles. 
Le i. Quand l'un des côtez est au dedans du 

cercle, &; en est une corde, & que l'autre costé 
qui est au dehors touche le cercle. 

JLe t. Quand l'un des costez estant aussi au dedans du 
cercle 
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cercle celuy qui est au dehors coupe le cer-
cle , 6c entre dans le cercle lorsqu'on le pro-
longe de ce costé-là : ou que ce n'est même 
qu'une corde prolongée hors le cercle. 

Le 3. Quand tous les deux costez font au 
dedans du cercle , 6c en font deux cordes. 

Le 4. Quand ils sont tous deux au dehors. 

Maisfarce qu'alors cette forte d'angle ne peut 

avoir de rapport au cercle., que parce qu'il seroit 
égal à un angle qu'on luy opposeroit au sommet, 
qui seroit nécessairement ou du 1 ou du 3 genre , 

ilne fera point nécessaire de rien dire de ce 4 genre, puisqu'on 
en pourra juger par les .autres. 

■Et ains il ne restera qu'à donner la mesure des trois pre-

miers î ce que nous ferons par trois Théorèmes tres clairs & 

tres-faciles, & dont même les deux derniers ne feront qu'une 

fuite du premier : & en mème tempsstfeconds pour parler ain-

st,qu'un tres grand nombre de proposttions qui ne f e prouvent 

dans la Géométrie ordinaire que par des voyes tres obscures & 
tres embarajfées s'en déduiront fans peine, comme n'en estant 
que de stmples Corollaires. 

Mais pour cela il efi nécessaire de marquer la manière dont 

on exprime les angles du premier & du trotstéme genre dans la 

Géométrie ordinaire. Car pour celuy du deuxième, personne 
ne les a encore constdere^ 

PREMIER AVERTISSEMENT. 

DÉFINITIONS. 

L'A N GL E du premier genre, qui est celuy qui est com-
 VII

*« 
pris entre une corde 6c une tangente, est appellé ordinai-
rement angle du segment, angulus fegmenti. 

Et I'angle du3
e
genre qui est compris entre deux cor-

des qui se terminent d'une part àun même point de la cir-
conférence, P angle dans le segment, angulus in fegmento. 

Ce que pour mieux entendre, il fuit remarquer, que tou-

te corde partage le cercle en deux portions, qui sont ap-
pellées fegmens, 6c que ces portions ou fegmens sont égaux 
quand cette corde est un diamètre ,6c alors on les appelle 

Dd 
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des demy cercles, St l'arc de chacun est une demy-circon-* 

ference. 
Mais qu'ils font inégaux,. quand c'est une autre corde 

que le diamètre, l'un estant plus petit que le demy-cercle,. 
& l'autre plus grand. De forte que pour abréger nous 
appellerons l'un le petit segment, &c l'autre le grand seg-
ment. 

Et delà il est clair que l'arc du petit segment est plus pe-
tit que lademy-circonference, ÔC que l'arc du grand seg-
ment est plus grand que la demy-circonference. 

Cela suppose , si on tire la corde 
FG au point F la tangente m n h 

F x G est le petit segmenr, & Fy G 

le grand segment. 
Et sangle G F m, sangle du petit 

segment. parce que la tangente m Fy j 
est du costé de ce segment-là. 

Et sangle G Fn, sangle du grand 

segment. 
Mais sangle F k G est sangle dans 

le petit segment. 
Et sangle F KG, sangle dans le grand segment. 

II. AVERTISSEMENT." 

G N peut encore remarquer qu'au re-
gard de sangle du segment, il faut que la

 X/ 

corde qui divise les deux fegmens soit dé-
crite , parce qu'elle fait l'un des costez de 
sangle. Mais que cela n'est pas necestaire F ' 
auregard de sangle dans le fegment,parce 
que la corde n'est que la base de cet an-
gle, & qu'elle est suffisamment marquée par les 2 points 
de la circonférence aufquels aboutiílènt les deux costez 
de sangle, comme sangle F k G, est suffisamment mar-

qué, quoy que la ligne F G ne soie que sous-entenduë &c 

non tracée. 
III. AVERTISSEMENT. 

L'A N G LE dans le segment fe peut exprimer en deux 
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manières
 ;
 ou par raport au segment dans lequel il est iníl 

crit, son sommet se trouvant dans l'arc de ce segment
 5
 ou 

par raport à sarc sur lequel il est appuyé. Et c'est en cet-
te manière qu'il vaut mieux l'exprimer, quand la corde 
quijoindroitles extrémitez de ses costez n'est pas mar-
quée

 ;
 comme dans sangle F kG, qui est appuyé fur l'arc 

F zsi 5 & alors on dit simplement que c'est un angle ins-
crit dans le cercle, fans parler de segment. 

IV. AVERTISSEMENT. 

IL est aisé devoir que sangle inscrit dans un segment xi. 
est toûjours appuyé fur l'arc du segment opoosc. Et 
qu'ainsi sangle dans le grand segment est appuyé sur sarc 
,du petit segment : &au contraire sangle dans le petit seg-
ment est appuyé fur l'arc du grand. 

V. AVERTISSEMENT. 

ENFIN il faut remarquer, que quand on parle des arcs x rt, 
que soutiennent les costez d'un angle inscrit dans le cer-
cle, on doit entendre les deux qui font à costé l'un de 
l'autre, &tout-à fait séparez l'un de l'autre, & qui avec 
celuy fur lequel l'arc inscrit est appuyé comprennent tou-
te la circonférence. 

PREMIER THEOREME, 
FONDAMENTAL DE TOUS LES AUTRES. 

TOUT angle compris entre une tangente & une corde, XI ft. 

a pour mesure la moitié de l'arc soutenu par cette corde 
du costé de la tangente. 

Et parce que cet angle est aussi appelié sangle du seg-
ment vers lequel est cette tangente, selon cela on doit 
4ire, qu'il a pour mesure ía moitié de l'arc de ce segment-
là. Defortequesi c'est sangle du petit segment, il a pour 
mesure la moitié de l'arc du petit segment ; & si c'est san-
gle du grand segment, il a pour mesure la moitié de l'arc 
du grand segment. 

Ce Théorème est le fondement de la mesure des angles 
par des arcs de cercles hors le centre desquels est leur 
sommet •& la preuve en est tres-facile. 

Soit la corde F G ôcla ligne m n qui touche le cercle » 
D d ij 
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dont le centre est au points, l'angle wi? Gest l'angle du 

petit segment, ben FG sangle du grand. 
Soit tiré le diamètre k K per-

pendiculaire à-F G ; & le rayon 
c F, & P c perpendiculaire au 
diamètre Kk,èl par conséquent 

parallèle à FG
r
 le diamètre k K 

coupera par la moitié les arcs du 
grand & du petit segment. D'où

 n
 F 

il s'ensuit que sangle au centre 

Fckz pour mesure la moitié de 
sarc du petit segment. Et que 
l'angle au contraire F c K a pour 
meíurela moitié de sarc du grand segment. 

De sorte que le Théorème sera demonstre ( par le i" 

Lemme) si on peut faire voir, que sangle du petit seg-
menta .F G est égal à l'angle au centre F c L Or cela est 
facile. Car cP & F G estant parallèles, les angles alter-

nes que fait fur l'une & fur l'autre le rayon de l'atouche-
ment ( c'est à dire les angles P c F, & c F G) font égaux. 

Or l'angle m F c{ qui comprend l'angle du segment & 
l'anglecFG ) est droit.-& par conséquent ;égal à l'angle 
Pck, qui est droit aussi, èc qui comprend les deux an-
gles F c kècP cF. Donc ostant de part & d'autre les an-
gles c F G&cPcF (que l'on vient de faire voir estre égaux) 
l'angle du segment demeurera égal à l'angle F c k, qui a 

pour mesure la moitié de l'arc du petit segment. 
Donc sangle du petit segment m F G , a aussi pour me-

sure la moitié de cet arc du petit segment. Ce qu'il fal-
loit demonstrer. 

On sera voir de même que l'angle du grand segment 

n F G est égal à i 'angle au centre F c K, qui a pour mesure 
la moitié de sarc du grand segment. 

Car sangle du grand segment comprend l'angle droit 

nFc l'angle c F G. Or sangle au centre F c K com-
prend aussi sangle droit PcK&i l'angle P c F. 

Or les angles cFG& P cFfont égaux, comme il vient 
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d'éstre dit. Donc estant ajoutez chacun à un droit, ils 
rendent égaux l'angle du segment 6c sangle au centre, qui 
a pour mesure la moitié de Tare du grand íègment. 

Donc ( par le i Lemme ) sangle du grand segment a 
pour mesure la moitié du grand segment. 

I. COROLLAIRE. 

L'ANGLE du demy-cercle est droit. xiw 
Celuy du petit segment est aigu. 
Celuy du grand, obtus. 

Cela est clair par le 2
e Lemme. 

fl. COROLLAIRE. 

L o RS CVU£ deux cercles dont ^ xw 
l'un est dans l'autre se touchent, m ~ 
toutes les cordes menées du point 

de l'atttouchement à la circonfé-
rence du plus grand cercle fou- /, 

tiennent des arcs proportionelle-
ment égaux dans les deux cercles: 
c'est à dire que la ligne entière 
( k b ) soutient dans le grand cer-

cle un arc égal à celuy que soutient dans le petit {k d) par-
tie de cette même ligne. 

Caries angles m k b òímkdíont le même angle. Or 
l'un a pour mesure la moitié de l'arc k b, 6c l'autre la moi-

tié de l'arc k d. Donc ces deux arcs sont proportionnelle-
ment égaux. 

II. THÉORÈME. 

TOUT angle dont le sommet est en la circonférence, 6c x v L 
qui est compris entre une corde 6c la partie d'une autre 
corde prolongée hors le cercle du costé qu'elle est hors 
le cercle, a pour mesure la moitié des deux arcs qui font 
à costé du sommet de cet angle, 6c qui font soutenus par 
les deux cordes, dont l'une est le costé de sangle, 6c l'au-
tre en fait l'autre costé par sa partie prolongée hors le 
cercle. 

Soient les deux cordes KD&KG, dont K G soit pro-

longée en F hors le cercle
 3
 je dis que l'angle F KG a 

D d iij,
; 
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•pour mesure Ja|moitic des deux 
arcs K D 6c KG. 

Car soit tirée par le point K 

:1a tangente m n, sangle F K G 

comprend les deux angles F K n 

6c n K G. Or sangle F K n est 
égal à sangle mKD, parce qu'il 
luy est opposé au sommet. Donc 
sangle F K G est égal aux deux 

íinglesnKG&mKD. 
Or par le iet Théorème n KG 

a pour mesure la moitié de l'arc 
,KG,&mK D a pour mesure la moitié de sarc K D. 

Donc sangle F K G, qui est égal à tous les deux , a pour 
mesure l'une 6c l'autre moitié de ces deux arcs. C'est à dire 
,1a moitié de ces deux arcs, par le troisième Lemme. 

COROLLAHE. 

-xvii. Si l'on joint les extremitez de 
deux cordes par deux autres cordes 
qui se croisent, 6c que l'on prolonge 
hors le cercle les deux premières 
cordes, les angles que le prolonge-
ment de chacune fera furies cordes 
qui íe croisent, feront égaux. 

Soient les deux premières cordes 
çf£c d g. 

Les deux qui se croisent,/"^ 6c gr. / 
Les prolongemens, Kcèckd. 

Je dis que les angles Kcg 6c k d f 

íbnt égaux. 
Car par le précédent Théorème l'un 6c l'autre a pour 

mesure la moitié des arcs fc,cd, d g. 

III. THÉORÈME. 

X vïïî. TOUT angle inscrit au cercle , c'est à dire compris 
entre deux cordes qui ne fe joignent qu'en la circonfé-
rence , a pour mesure la moitié de sarc fur lequel il est 

appuyé. 
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Et parce qu'on appelle aussi ces angles ( angles dans le 

segment") selon cela. 

Tout angle dans un segment a pour mesure la moitié de 

sarc du segment opposé. Voyez le 4 Avertissement. 
La preuve en est tres facile par le premier Théorème. 

Soit l'angle/kg. Je dis qu'il a pour mesure la moitié 
de l'arc/g. 
Soit menée par le sommet £ 

la tangente m n, l'angle inscritm 

f k g, plus les deux qui font â 

costé/k m, & gkn , valent 
deux droits. 

Donc ils ont pour mesure 

la demy-circonference, par le 
%' Lemme. 

Donc ils ont pour mesure les 

trois moitiez des arcs/g ,kf,kg{ par le 3e Lemme ) parce 
que ces trois arcs comprennent toute la circonférence. 

Or l'un de ces trois angles, fcavoir/è m, a pour mesure 
la moitié de l'arc kf, & l'autre, fçavoir gkn, a. pour me-

sure la moitié de l'arc^g. Donc il reste pour la mesure du 
3', qui est l'angle inscrit, la moitié du 3" arc, qui est /g. 

On peut encore prouver la mef-

me chose par le t Théorème. Car si 
on prolonge/^ jusques à b, les an-
gles/À'g èigkb valent deux droits, 
&par conséquent ont pour mesure 

la moitié de la circonférence, & par 
conséquent aussi les trois moitiez 
des trois arcs£/ kg, f g. 

Or sangle b kg a pour fa mesure 
la moitié des deux arcs kftk. k g, 

par le deuxième Théorème. 

Reste donc pour la mesure de sangle inscrit la moitié 
du troisième arc , qui est /g. 

I. COROLLAIRE. 

k paroist par là> que si on o.ste de la circonférence en- x 1 x, 
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tiere, c'est à dire de 3 60. degrez, les deux arcs que soutien, 
nent les costez de l'angle inscrit, la moitié de ce qui reste» 
ra sera la mesure de l'angle inscrit, comme si l'un de ces 
arcs est de 100 degrez, St l'autre de 44, ostant 144 de 360,, 
restera 216, dont la moitié est 108 pour la mesure de fan, 

gle inscrit. 
II. COROLLAIRE. 

xx. IL paroist aussi qu'on peut dire encore : Que tout an-
gle inscrit a pour mesure la demy-circonference moins 1a 

moitié des deux arcs qui sont soutenus par ces costez : oa 

moins l'arc qui est soutenu par l'un de fes costez quand 

il est Ifoscele. 
Cela est clair par la démonstration précédente,& par 

le troisième Lemme. 
Et cette mesure est souvent plus commode que l'autre, 

comme si l'on fçait que des arcs que soutiennent les cotez 
de l'angle inscrit l'un est de 100 degrez , St l'autre de 44, 
en ost mt 50 &: ii, qui font 72, de 180, ce qui restera qui 

est 108 est la mesure de cet angle inscrit. 
Et cela est encore plus facile, quand l'angle inscrit est 

Ifoscele, comme si l'un St l'autre de ses costez soutient un 

arc de 3 6 degrez •. car ostant 36 de 180, ce qui reste, qui est 

144 , est la mesure de cet angle inscrit. 
II I. COROLL AI R E. 

X x 1. TOUS les angles inscrits dans le même segment, ou ap-
puyez fur le même arc, ou fur des arcs égaux, fontégaux. 

Car ils ont la moitié du même arc ou de deux arcs égaux 
pour mesure. Donc ils font égaux par le premier Lemme. 

Et il est clair aussi ( par le premier St le deuxième Corol-

laire ) que des angles inscrits sont égaux quand les arcs que 
soutiennent les deux costez de l'un pris ensemble sont é-
gaux aux arcs que soutiennent les deux côtez de l'autre, 

& qu'ils ne peuvent estre égaux que cela ne soit. 
Que si au contraire des angles inscrits sont supposez 

égaux, ils faut qu'ils soient appuyez fur des arcs égaux, ou 

absolument, si c'est dans le même cercle ou en des cercles 
;égaux que ces angles soient inscrits 5 ou proportioneíle-

ment. 
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-ment, si c'est: dans des cercles inégaux. Ce qu'il faut aussi 
supposer dans la première partie de ce Corollaire. Car les 

arcs proportionnellement égaux font autant pour l'éga-
Jité des angles que s'ils ì'estoient. 

IV. COROLLAIRE. 

SI deux angles inscrits en divers cercles font égaux, & xxn. 
qu'ils soient soutenus par des cordes égales , les cercles 
dans lesquels ils font inscrits font égaux. 

Car Jes angles inscrits en divers cercles ne fçauroient 

estre égaux
 3
 qu'ils ne soient appuyez fur des arcs propor-

tionellement égaux, St des arcs de divers cerclespropor-

tionellement égaux ne fçauroient estre soutenuspar des 
cordes égales que les cercles ne soient égaux. Donc,Stc. 

V. COROLLAI RE-

! LORSQUE deux cercles dont l'un est au 
-dedans de l'autre fe touchent, si du point 
de l'attouchement on mene deux lignes 

jusques â la circonférence du plus grand, 
ies arcs de l'une 6c de l'autre circonféren-
ce compris entre ces deux lignes seront 

proportionnellement égaux. Car le même angle fera me-
suré par la moitié de l'un St de l'autre de ces arcs. 

VI. COROLLAIRE. 

SI un cercle a pour centre un point de 

la circonférence d'un autre cercle, & que 
de ce point on tire deux lignes qui cou-
pent l'une St l'autre circonférence, l'arc 

de celle qui a ce point pour centre com-
pris entre ces deux lignes est proportion-

nellement égal à la moitié de l'arc de cel-
le dans laquelle est ce point. Car le mê-

me angle a pour mesure le premier arc entier St la moitié 
de l'autre. 

VII. COROLLAIRE. 

SI l'angle inscrit St l'angle au centre font appuyez fur le 
même arc, l'angle au centre estdouble de l'angle inscrit. 

Car l'inscrit a pour mesure la moitié de l'arc, qui entier 

Ee 
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est la mesure de l'angle au centre. 

y VIII. COROLLAIRE. 

XX v i. Tous les angles dans un segment sont égaux à l'angle* 
du segment opposé. Et ainsi l'angle dans le grand segment 

est égal à l'angle du petit segment 3&l'angle dans le petit 

segment égal à l'angle du grand. 
Car l'angle du grand segment est appuyé sur l'arc du 

petit. Donc il a pour mesure la moitié de l'arc du petit, 

qui est aussi la mesure de l'angle du petit segment. 
IX. COROLLAIRE-

K x y j j L'ANGLE dans le demy-cercle est droit. 
Dans le grand segment, aigu. 

Dans le petit, obtus. 
Cela est clair par le deuxième Lemme. 

X. COROLLAIRE. 

XXViii. LES angles inscrits en deux segmens opposez sont égaux 
à deux droits. Car les arcs des deux segmens compren-
nent toute la circonférence. Donc la moitié de l'un qui 
est la mesure de l'un de ces angles plus la moitié de 

l'autre qui est la mesure de l'autre angle, valent la demy-
circonference ( parle troisième Lemme. ) Donc pris en-

semble ils ont pour messire la demy circonférence. Donc 

ils valent deux droits. 
XI. COROLLAIRE. 

x x i x. Si quatre cordes ne fe joignent qu'aux extremitez, elles 
font quatre angles inscrits dont les opposez sont égaux à 

deux droits. C'est la même chose que le précédent. 

XII. COROLLAIRE. 

x x x. L'ANCLE aigu qui est dans le grand fegmentestle com-
plément de l'obtusqui est dans le petit. Cela est clair, 

puisque les deux ensemble valent deux droits. 
XIII. COROLLAIRE. 

xxxi. LA moitié de la base d'un angle inscrit est son sinus, s'il 
est capable d'en avoir, c'est à dire s'il est aigu : ou de son 
complément, s'il est obtus. Carie sinus estla moitié de la 
corde du double de l'arc. Or la base d'un angle inscrit est 

la corde d'un arc qui est double de celuy qui mesure l'an-
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gle inscrit. Donc la moitié de cette corde est son sinus j 
s'il est aigu : ou s'il est obtus, le sinus de son complément, 
c'est à dire de l'angle aigu qui estant inscrit dans le seg-
ment opposé a aussi cette corde pour ía base. 

XIV. COROLLAIRE. 

ON dit qu'un segment est capable d'un tel angle quand 
tous les angles dans ce segment font égaux à cet angle. 

Et quand cela est, il est impossible qu'un angle de cette 
grandeur ait pour base la corde de ce segment que ion 
sommet ne se trouve dans un des points de l'arc du seg-
ment. 

Supposons par exemple que le Y. XXX II 

segment A soit capable de l'angle 
k ; je dis que tout angle égal à 
l'angle k, qui aura b c pour base, 
aura son sommet dans un des 
points de l'arc du segment A. 

Car s'il l'avoit au dedans du 

cercle comme en d, prolongeant 
íí/jufques en/, point de la cir-
conférence , & tirant la ligne b f 
l'anglebfc sera égal à l'angle k 
par l'hypotese. Or l'angle b dc^ 
par le 4"" Lemme, est égal à l'an-
gle b f c. plus l'angle sb d. Donc il est plus grand que le 
seul angle bfc. Donc il est plus grand que l'angle 

Et si le sommet estoit hors du segment comme en g, ti-

rant une ligne de b au point oùcg coupe le cercle comme 
à/, on prouvera que l'angle bfc, égalât, sera plus grand 

que l'angle bgc, parce qu'il sera égal à b g c plus g bf, par 

le quatrième Lemme. 
Donc l'angle quia b f pour base ne peut estre égal â k 

qui est l'angle dont le segment A est capable, qu'il n'ait 
son sommet dans la circonférence, puisque s'il l'avoit au 

dedans il feroit plus grand, & s'il l'avoit au dehors il seroit 

plus petit. 

Ee ij 
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XV. COROLLAIRE. 

XXXHI ^ 011 ®^ ^e diamètre d'un cercle de l'hypothenufe d'un 
angle droit ,1e sommet de cet angle droit se trouvera dans 

la circonférence du cercle. 
Car chaque demy-cercle est capable de cet angle droit. 

Donc par le Corollaire précédent, nul angle droit ne peut 
avoir pour l'hypothenuíe la corde du demy-cercle qui est 

le diamètre, que son sommet ne se trouve en un des points-

de la demy-circonference. 
XVI. COROLLAIRE, 

SI du sommet d'un angle on tire une ligne au milieu de 

la base, & que cette ligne soit égale à la moitié de cette 

base, l'angle est droit : majs si elle est plus longue, il est 

aigu ; & si elle est plus courte, il est obtus. 
Car faisant vin demy-cercle qui ait pour centre le point 

du milieu de la base, òc pour intervale la moitié de la base, 

le sommet de l'angle se trouvera dans mr des points de la 

demy-circonference,sila ligne tirée dufommerau milieu 

de la base est égale à la moitié de la bafe.Donc l'angle fera 

droit. 
Et le sommet se trouvera au dehors du demy-cercle, si 

elle est plus longue. Donc l'angle fera plus petit qu'un 
droit par le neuvième Corollaire, & par conséquent aigu. 

Et il se trouvera au dedans du demy-cercle si elle est plus 

courte. Donc l'angle fera plus grand qu'un droit par le 

neuvième Corollaire. Donc obtus. 
XVII. COROLLAIRE. 

QUAND deux cordes égales fe coupent, chaque partie 

de l'une est égale à chaque partie de l'autre. 

Soient les cordes égales 2? f & w», . 
qui fe coupent en 0, les arcs b n c&C i 

me n font égaux, parce qu'ils font / \ 
soutenus'par des cordes égales, ^fv""'-*...-...-^4m 

Donc ostantde ces deux arcs l'arc \ 'X/ I 

» r, qui leur est commun ; les arcs V / 
BnòLm c demeurent égaux. Donc rr - . \^ c 

tirant la ligne n c, les angles inscrits 

XX XV. 
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rie B &cnm sont égaux, parce qu'ils sont appuyez sur des 
arcs égaux.Donc les deux lignes o n & o c sont égales, 
parce qu'estant menées d'un même point elles font des 
angles égaux fur la même base. Et on prouvera de même 

en tirant la ligne B m que o m & o B sont égales. Donc 
chaque partie de l'une de ces cordes est égale à chaque 
partie de l'autre. 

I. PROBLÈME. 

TROUVER l'angle droit dont on a rhypothenuse & la 
distance du sommet à l'hypothenuíe. 

Elever de l'extremitë de l'hypothenufe une perpendi-
culaire égale à cette distance, & tirer par l'autre extremi-
te de cette perpendiculaire une parallèle à l'hypothenufe. 

L'un des deux points où cette parallèle coupera le cer-
cle qui aura l'hypothenufe pour diamètre , ou le point de 
Tattcuchement, si elle le touche, fera le sommet de cet an-
gle droit qui en déterminera les costez. 

Caria distance estant donnée de ce 
sommet à l'hypothenufe, il ne fepeut 
trouver ailleurs ( d'un costé ) qu'en 
quelqu'un des points dè cette parai- -

leíe
 5

 &L parce que cet angle est suppo-
sé droit, il faut par le 11. Corollaire qu'il fe trouve auïfi 
en quelqu'un des points de la demy-circonference. Donc' 
en un des points où elle la coupe , ou en celuy auquel elle 
le touche. -

II. P R O B L E M E. 

D'UN point hors le cercle tirer les tangentes au cercle XXXVII 

& montrer qu'on n'en peut tirer que deux, 
&; qu'elles sont égales. 

Soit ^ le point hors le cercle , 6c c le 
centre du cercle, joindre ces points par /, 

une ligne. Décrire le cercle qui aura cet-
te ligne pour diamètre & qui coupera le 
ptemier en deux points comme/"&: g 5 kf

s 

&f g., feront les deux tangentes tirées du 

SCD LYON 1



222 NOUVEAUX ELEMENS 
point k au premier cercle. 

Car l'angle que l'une & l'autre fait avec le rayon du pre-

mier cercle est droit, parce qu'il est dans un demy-cercle. 
Et il ne peut y avoir que ces deux lignes tirées du point 

k qui touchent le cercle, parce que le sommet de l'angle 
droit, qui doitavoir pour costez la tangente tirée de k & 

un rayon du premier cercle doit estre en un point commun 
aux circonférences des deux cercles , puisqu'il doit estre 
dans la circonférence du premier, â cauí'e qu'un rayon du 

premier en est un des costez j & dans celle du second, à 
cauíe que tous les angles droits qui ont le diamètre du se-
cond cercle pour hypothenufe doivent avoir leur sommet 

dans la circonférence de ce second cercle ( par le treizième 

Corollaire. ) 
Or il n'y aquelespoins/^g qui soient communs aux 

deux cercles. Donc on ne peut tirer de k que les deux 

tangentes kfèc kg. 
Et il est clair qu'elles font égales, puisque chacune sou-

tient des arcs égaux dans la circonférence du nouveau 

cercle. 
III. PROBLE ME. 

XXXVIII COUPER un segment dans un cercle donné qui soit ca-

pable d'un angle donné. 
Ayant tiré une tangente au cercle , 

la corde qui fera avec cette tangente 
au point de l'atouchement un angle 

égal à l'angle donné, satisfera au Pro-
blème. Car le segment du costé op-
posé à celuy de l'angle égal au donné 

qui fait cette corde avec la tangente, 
sera capable de l'angle donné, par le cinquième & dixié* 

me Corollaire. 
IV. PROBLÈME. 

XXXIX. TROUVER le cercle dont le segment terminé par une 

ligne donnée soit capable d'un angle donné. 
Soit la ligne donnée b d, &: l'angle donné k j soit tirée 

b f qui faste íiir b d un angle égal à l'angle k. 
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Soit élevé du point b une perpendiculai-

re à bf, & qu'il y ait une autre perpendi-
culaire àbd qui coupe b d par la moitié

 5 

le point c, où je suppose que ces deux per-
pendiculaires íë rencontreront fera le cen-

tre du cercle, qui aura c b ou c d pour in-
tervale, 6c pour tangente s b* 

Donc le segment opposé á celuy vers 

lequel eîtfb sera capable d'un angle égal 
à l'angle f b d, par le f Corollaire , parce-

que l'un sera l'angle du segment, 6c l'autre 
l'angle dans le segment opposé. 

V. PROBLÈME. 

CONNOISSANT qu'elle est la distance de trois points l'un 

de l'autre, comme de b , c, d, 6c ne sçachant d'un 4 e com-

me x, sinon de quel costé il est,al'égard de ces trois-là, 
& qu'elle est la grandeur de l'angle compris entre ces li-
gnes x b 6c x c, 6c de celuy qui est compris entre ces lignes 
x c 6c xd trouver ce 4e point. 

Les lignes b c &íc d font données
 c 

par Phypothese. ^ 
Et les angles donnez soient f&cg. 
Trouver par le Problème précé-

dent le cercle dont le segment ter--
miné par b c, tourné vers*, soit ca-

pable de l'angle f. 
Et trouver de mesine un autre 

cercle dont le segment terminé par 
cd&c tourné vers x, soit capable de l'angle g. 

Ces deux cercles se couperont en deux points, dont l'un5 

fera c par la construction, 6c l'autre x : ce qui se prouve 

ainsi. 
Les deuxangles b x c^Sccxd, dont la grandeur est con-: 

nuë, ont leur sommet au même point. 
Or par le iorae Corollaire l'angle égal à/ayant b c pour 

base ne peut avoir son sommet ailleurs que dans un des 

points de l'arc du segment qu'on a trouvé estre capable de 

x 

X L 
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l'angle/: Et par la même raison l'angle égal â g ayant cd 

pour baie ne peut aussi avoir son sommet que dans un des 
points de l'arc du segment qu'on a trouvé estre capable 

de l'angle g. Donc il faut que ce point qui est le sommet 
de tous les deux angles soit commun â tous les deux cer-

cles. Donc il faut que ce soit l'un des deux points où ils fe 
coupent. Or il est bien visible que ce n'est pas le point c. 

Donc l'autre point où ils se coupent est le point x que l'on 

cherchoit. 
II. 

Des angles dont le sommet est au dedans du cercle 

ailleurs quau centre. 

QUAND le sommet d'un angle est au dedans du cercle 
mais ailleurs qu'au centre, comme peut estre l'angle k, ses 

costez doivent toûjoursestre considérez comme terminez 
sar la circonférence, comme au point f&cg ; 6c de plus il 

es faut aussi prolongerau delà du sommet jusques à la cir-
conférence de l'autre part, en prolongeant par exemple 

f k jusques en c, &gl jusques end. 
Et ainsi ces angles se reduisent aux 

angles qui fe font dans la section de 
deux cordes qui fe coupent au dedans 

du cercle , où il fe fait quatre angles 
dont les opposez font égaux , & qui 

font chacun appuyé fur l'un des quatre 
arcs , aufquels cette circonférence se 

trouve divisée par ces deux cordes. 
Voicy donc le Théorème qui nous apprendra la mesure 

de ces angles 
IV. THÉORÈME. 

x L 1 r. TOUT angle fait par la section de deux cordes qui fe cou-
pent au dedans du cercle, a pour mesure la moitié de Parc 
sur lequel il est appuyé, plus la moitié de l'arc opposé. 

Soient les deux cordes cf&c d g qui se coupent en k. 

Prenons lequel on voudra des quatre angles qu'elles font 
ep 
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en se coupant, comme/ k g
 5

je dis qu'il aura poursa me-

sure la moitié de l'arc/g plus la moitié de l'arc opposé d c. 

Soient joints les points df
y
 l'angle/ g 

est égal aux deux angles vers d 6c vers / 

( par le quatrième Lemme. ) 

Or l'angle vers d pour mesure la moi-

tié de l'arc/g sur lequel il est appuyé, 6c 
l'angle vers/la moitié de l'arc cd, par la ̂  
même raison. 

Donc l*angle/£g qui leur est égal, a pour fa mesure les 

moitiez de ces deux mêmes arcs: ce qu'il falloit demon-
strer. 

' COROLLAIRE. 

QJ AND deux cordes égales moindres que des diame- XLIII. 

tres se coupent, elles divisent la circonférence en quatre 

arcs, dont il y en a deux opposez qui font égaux, & deux 

autres inégaux
 ;

 6c alors les angles qui font appuyez fur 

chacun de ces arcs égaux ont pour mesure cet arc entier. 

Caries opposez estant égaux, un entier est la même 

chose , que la moitié de l'un plus la moitié de l'autre. 

Je ne prouve point ce qui est supposé dans ce Corollai-

re,parce que c'est une fuite visible de ce qui a esté demon-
stré, fup. 35. 

11 h 

Des angles dont le sommet efi hors le cercle que 

leurs cojle^ coupent ou touchent. 

LES costez d'un angle dont le sommet est hors le cer- x L 1 v. 
cle peuvent, 

Ou le couper tous deux. 

Ou le toucher tous deux. 

Ou l'un le couper 6c l'autre le toucher. 

Mias quand ils le coupent, on les considère toujours 

comme entrans.dans le cercle selon fa convexité, 6c estant 

terminez par la circonférence au de dans du cercle selon fa. 
concavité. 

F f 
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C'est pourquoy ces angles sont toujours 

considérez comme estant appuyez fur deux 

arcs du cercle, l'un concave 6c l'autre con-

vexe. 
Q^iand les deux costez le coupent, l'arc 

concave est celuy qui est compris entre les 
deux points, où les deux costez sont termi-

nez au dedans du cercle. Et le convexe est 
celuy qui est compris entre les deux-points 

par où il entre dans le cercle. 
Qaand tous les deux costez touchent le 

cercle, l'un & l'autre est compris entre les 
deux points de l'attouchement, mais l'un est 
concave, au regard de l'angle, ,8c l'autre con-

vexe. 
Et quand l'un touche 6c l'autre coupe le 

cercle, le concave est compris entre le point 
de l'attouchement 6c celuy où se termine 
l'autre coste-j 6c le convexe entre le point de 

rattouchement 6c celuy où l'autre coslé en-

tre dans le cercle. 
Il estait nécessaire de bien expliquer ces deux sortes d'arcs,, 

farce que de là dépend la mesure de ces angles selon ce Tbeo+ 

reme. 

V. TH E O R E M E. 

X*L v. LORS que le sommet d'un angle est hors le cercle, soit' 
que ces deux costez coupent le cercle, ou que tous deux 

le touchent, ou que l'un le coupe 6cl'autre le touche, il à 

pour mesure la moitié de Parc concave, moins la moitié 

de Parc convexe. 
PREUVE DANS LE PREMIER CAS. 

Soit l'angle//^ g, dont le costé £/coupe le cercle en r, 
5c k g en d-, l'arc concave est/g, 6c le convexe cd. II faut 
donc prouver que cet angle a pour mesure la moitié de 
Parc/g, moins la moitié de l'arc c d, 6c on le prouve ainsi. 

Soit tirée la ligne/d. Parles Lemme,l'angle/d g est 

égal à l'angle /£g, plus l'angle k f d. 
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Donc l'angle k est égal à l'angle/d g 

moins l'angle k f d. Donc il doit avoir 
pour mesure la mesure de l'angle f d g 

moins la mesure de l'angle k f d. 

Or la mesure de l'angle f d g est la moi-
tié de Tare concave f g, sur lequel il est ap-
puyé -, & la mesure de l'angle k f d est la 
moitié de l'arc convexe de. 

Donc l'angle k a pour mesure la moitié 

Ae l'arc con cave f g, moins la moitié de l'arc convexes, 

PREUVE DU SEC O N D C A S. 

Soit l'angle k , dont les costez k f 

2c k g touchent le cercle , êc soit k g 

prolongée jusques en h. 

L'angle f g h est égal â l'angle k f
y 

plus l'angle lis g. Donc l'angle k est 
égal àl'angle/g£,moins l'angle k f g. 

Or l'angle f g h a pour mesure la 
moitié del'arc du grand íëgment/g, 
Sc l'angle kfg a pour mesure la moi-

tié de l'arc du petit segment f g. Donc l'angle k a pour 
mesure la moitié de l'arc du grand segment, qui est l'arc 
concave moins l'arc du petit segment, qui est l'arc con-
vexe. 

La preuve du troisième Cas est semblable à ces deux-là, 
tenant quelque chose de l'un 8c de l'autre. II vaut mieux 
la laiffer trouver. 

AVE RTISS IMENT. 

Outre cette mesure qui est generale a toutes ces fortes d'an-

gles , il y en a qui font particulières à quelques-uns qu'il est 

bon de marquer far des Théorèmes particuliers. 

VI. THÉORÈME. 

UN angle ayant son sommet hors le cercle , si l'un de XLYT. 

ses costez qui coupe le cercle se termine à l'extremité d'un 
diamètre auquel l'autre costé est perpendiculaire, soit en 
coupant le cercle, soit en le touchant, soit même estant 

hors le cercle, ce diamètre y estant prolongé, en tous ces 

Fij 
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cas, cet angle a pour fa mesure la moitié de Tare que íbû-

tient la partie de son costé non perpendiculaire au dia-

mètre. 
Ilnesera -pas inutile de donner ce Théorème four exemple 

des diverses voyes que les principes qu'on a établis f euvent 

fournir four demonstrer une meme chose. 

PREMIÈRE DÉMONSTRATION. 

x LjV i n SOIT le diamètre k g prolongé jusques â h. Soit de k ti-

rée une ligne indéfinie qui coupe le cercle en c. 

Soit de divers points de cette ligne hors le cercle com-

me de /, w, n, tirées fur le diamètre les perpendiculaires If 

mg,nh. J'ay à prouver que chacun de ces angles vers /, 

m, n, a pour mesure la moitié de Tare k c. Ce qu'on peut 

faire en cette manière. 

Chacun des angles vers plus l'angle vers k valent 

un angle droit par le 4E Lemme, parce que ce font les an-

gles fur la base d'un angle droit. Donc chacun de ces an-

gles, plus l'angle vers k ont pour mesure la moitié de la 

demy circonférence. Donc ils ont aussi pour mesure, par 

le 5e Lemme les deux moitiez des deux arcs kc&icg, qui 

comprennent la demy-circonference. 
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Or l'angle vers k a pour fa mesure la moitié de Tare c g 
for lequel il est appuyé. 

Reste donc pour la mesure de chacun des autres la moi-
tié de l'arc k c. Ce qu'il faloit demonstrer. 

SECONDE DÉMONSTRATION. 

S 01 T encore tirée la ligne c g, 
l'angle k cg est droit, parée qu'il est 
dans le demy-cercle. Donc l'angle 

cg k est égal à chacun des angles 
vers Imn, puisque chacun de ces 
angles, plus sangle vers k font aussi 
égaux à un droit. 

Or l'angle c g k. a pour mesure la 
moitié de l'arc k f, fur lequel il est 
appuyé. 

Donc la moitié de cet arc k c est 
aussi la mesure de chacun des an-
gles vers/,w, n. 

TROISIÈME DÉMONSTRATION. 

SOIT tirée la ligne c d qui cou-
pe perpendiculairement le dia-
mètre

 3
 ce qui fera que les arcs 

k c & k fieront égaux. Et la 
ligne f Restant parallèle aux \i-
gnesles angles que 
font ces parallèles fur la même 
ligne aux points f,/, w,« , sont 

égaux. 
Or l'angle k c da pour fa me-

sure la moitié de Tare k d égal à 
ì'arc^r. Donc chacun des an-
gles vers /, m, n, a pour mesure % | 
la moitié de l'un ou l'autre de 
ces deux arcs qui font égaux, k d 
ècke. Donc on peut dire qu'ils 
ont pour mesure lamoitié de l'arc k c. Ce qu'il faloit de-
monstrer. F f iij 

L VIII. 

XLIX. 
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QUATRIÈME DÉMONSTRATION. 

C'EST l'applicacion de la*demonstration du Théorème 
gênerai à ce cas particulier. 

Je suppose que la perpendiculaire L f %* 
coupe le cercle enp&ccnq. Par la dé-
monstration du Théorème gênerai, 

l'angle KZqz pour mesure la moitié de 
son arc concave 2C f, moins la moitié 
de son arc convexe cp. 

Or Tare concave K q est égal aux 
deux arcs K c, Sc cp. 

Donc la moitié de l'arc K q est la m ê-
me chose que la moitié de l'arc K r,plus 

la moitié de l'arc cp, parle 3
E Lemme, 

Doncla moitié de l'arc Kq
3
 moins la moitié de Tare cp 

est la mesine chose que la moitié de l'arc à c, 

Doncla moitié de l'arc kc est la mesure de l'angle k Z q. 
Ce qu'il faloit demonstrer. 

CINQUIÈME DEMONTR ATIO N. 

AYANT tiré la tangeante p K, cette langeante sera 

m 

parallèle aux lignes lf,jng, »£, qui sont perpendicu-

laires au diamètre. Donc l'angle P K c, est égal aux an-
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glesvers Or l'angle P K c z pour fa mesure la 
moitié de l'arc P c ( par 15 S, ) donc chacun des autres 

angles vers l
y
 m , n aura auffi. pour fa mesure la moitié 

de ce mefme arc. Je croy que cette démonstration est 
la meilleur de toutes. 

DES ANGLES DONT LES DEUX COSTEZ 

TOUCHENT LE CERCLE. 

IL est bon d'en dire quelque choíè en particulier,outrc 
ce qu'on en a dit en gênerai. 

On les peut appeller des angles circonscrits. 
Et voicy une nouvelle manière de les mesurer. 

VIL THÉORÈME. 

L'ANGLE circonscrit au cercle , c'est à dire dont les 
deux cotez touchent le cercle, a pour mesure la demy-

eirconference moins Tare convexe fur lequel il est appuyé. 

P RE MI ERE DÉMONSTRAT I ON. 

SOITl'angW kd\ àqui soit donné-pour base la ligne 
qui joint les deux"points d'attouchement b d 5 l'angle k 
plus les deux angles fur fa base font égaux â deux droits • 

c'est à dire ont pour mesure pris ensemble la demycircon-
ference. 

Or les deux angles fur la base ont chacun pour mesure 
la moitié de l'arc convexe b d, par le 2

E 

Théorème. 

Doncla mesure des deux est cet are 
convexe. 

Donc ostbnt cet ar*c convexe de la 
demycirconference, ce qui restera fera 

la mesure de l'angle k circonscrit au cer-
cle : ce qu'il falloit demònstrer. 

SECONDE DÉMONSTRATION. 

PAR la démonstration generale l'angle k & Voux mesure 
lá moitié de l'arc concave, moins la moitié de l'arc conve-

uri 

LUI. 
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xe. Or ces deux arcs comprennent toute la circonférence. 
Donc par le 3cLemme,la moitié de toute la circonférence 
moins Tare convexe entier est la meíme chose que la moi-

tié de Tare concave, moins la moitié du convexe. 

I. COROLLAIRE. 

DEUX angles circonscrits sont égaux quand ils font 
appuyez fur des arcs convexes d'autant de degrez, 8c le 

plus grand est celuy qui est appuyé fur un arc de moins de 

degrez. 
Car de 180 degrez qui en oste un nombre égal, ce qui 

reste est égal, & plus le nombre qu'on en oste est petir^ 

plus ce qui reste est grand. Donc, &c. 

II. COROLLAIRE. 

SI un angle circonscrit est appuyé fur 
un arc convexe qui íbit soutenu par le côté 
d'un angle inscrit isoscele, l'angle inscrit 

Sc le circonscrit sont égaux. 
Car ostanteet arc de la demy-circonfe-

rence
 s
 ce qui restera sera la mesure du cir-

conscrit par 53. S. Sc del'inscrit par 20. S. 

III. C O R O L L A I R E. 

IL est bonde considérer toujours les cotez de sangle 
circonscrit comme terminez au point de l'attouche-
menr. Etíe'on cela il faut dire que tout angle circonscrit 
est isoscelle : car les deux tangentes au cercle menées du 

même point font toújours égales, parle ic Problème. 

IV. COROLLAIRE. 

LA ligne menée du sommet de l'an-
gle circonscrit au centre le divise toû-
jours parla moitié. Et Ton peut appel-
ler ces deux moitiez de l'angle circons-
crit des demy-ângles circonscrits. 

Car si on tire deux rayons au point 
de l'attouchement, on ne pourra con- y 
sidérer ces deux demyangles, qu'on ne 
voye fans peine que ies costez de l'un 
sont égaux aux costez de l'autre^ que 

les rayons du même cercle, òí par con-
séquent 
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fequent les sinus en font égaux. Donc ils font égaux. 

V. COROLLAIRE. 

LES angles circonfcripts au même cercle font égaux
 L VI l r 

quand les tangentes de l'un font égales aux tangentes de 
l'autre. 

Soient & b tangente de 
l'angle k égaleà^, tan-
gente de l'angle^ Je dis 

que les angles k 6c ̂  font ^ r t~ 
égaux. Car tirant les li-

gnes du centrées 6c zj, 

6c les rayons c b 6c cp, les 

angles k b c 6c zj> sfont égaux , parce qu'ils font tous deux 
droits. 

Et les costez de l'un font égaux aux costez de Fautre , 
puisque par l'hypothefe k b est égale à zj>, 6c que c b 6c c p 

font les rayons du même cercle. 

Donc les bases de ces angles k c&cxj font égales. 

Donc les angles b k c &íp zjc font égaux, les costez de 
l'un estant égaux aux costez de l'autre, 6c ayant les deux 
rayons pour leurs sinus. 

Or ces deux angles b k c 6c p ̂  c font chacun la moitié 
<de chaque angle circonscrit, par le Corollaire précédent. 

Donc les angles circonscrits font égaux : ce qu'il falloit 
demonstrer. 

VI. COROLLAIRE. 

LES angles circonscrits au même cercle font égaux L i K. 

quand leur sommet est également éloigné du centre , 6c 
les plus petits font ceux dont le sommet en est plus éloi-
gné. 

Cela est facile à prouver par les demy-angles circonscrits, 

_& je le laiffe d trouver d ceux qui commencent four faire 

ejfay de leurs forces. 

RECAPITULATION DE LÀ MESURE DES ANGLES, 

LE sommet de l'angle est i-X-

5 Dans le C au centre. i. 
cercle £ hors le centre, a. 
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C
n

 , c l'un des costez au dedans, J le touchant. 3;. 

7 ciionf. 7 & 1,autre au dehors ' *le couPant- 4-
Cc ' ( tous deux au dedans du cercle. 5. 
("Hors le r Les deux costez îe coupant. 6. 

^ cercle.^ Les deux le touchant. 7. 
^ f ( L'un le touchant 6c l'autre le coupant. 8. 

I Etparmy ces angles, l'un des costez coupant le cer« 

de, 6c estant terminé à l'extremité du diamètre au-

quel l'autre costé est perpendiculaire. 9. 

ONT POUR MESURE. 

1. L'arc fur lequel il est appuyé. VIII. 10. 
2. La moitié de l'arc fur lequel il est appuyé plus la 

moitié de l'arc opposé, IX. 42. 
3. La moitié de l'arc que soutient le costé qui est au de-

dans du cercle. IX. 13.. 
4. La moitié de l'arc que soutient le costé qui est au de-

dans du cercle, plus|la moitié de celuy que soutient le pro-

longement du costé qui est hors le cercle. IX. 16. 
f. La moitié de l'arc fur lequel il est appuyé. IX. 18. 

La moitié de l'arc concave fur lequel il est appuyé-

7*j moins la moitié de Tare convexe. IX. 45. 

7. La demy-circonference moins-l'arc convexe fur le^ 

quel il est appuyé. IX. 52. 
9. La moitié de Tare soutenu par la partie du costé non . 

perpendiculaire au diamètre. IX, 46. 
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•NOUVEAUX BLEME N S 

GEOMETRIE 
L I VRE DIXIEME. 

DES LIGNES P R O PORTION ELLES. 

*A. proportion des lignes dépend de deux choses, 
des parallèles & des angles, & ainfi elle n a pù 

1 se bien traitterqu'après P explication de P une & 
_ j de l'autre. Et mefme pour en bien comprendre tout 

le myflere, il faut reprendre beaucoup de choses des paral-
lèles que nous proposerons en forme de Lemmes. 

I. LEMME. DÉFINITION. 

UN espace compris d'une part entre deux parallèles Sc 

indefiny de l'autre, soit appelle espace parallèle. 

II. LEMME. DÉFINITION. 

COMME on ne considère dans ces espaces que la distan- 111 

ce entre les parallèles, leur grandeur dépend de cette 
distance qui est mesurée par les perpendiculaires compri-
ses entre ces parallèles, que nous appellerons pour cette 
raison les perpendiculaires des espaces. 

Et delà il s'enfuit que ces espaces sont égaux quand les 

G g y 

11. 
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perpendiculaires de l'un font égales aux perpendiculaires 

de l'autre. 
III. LEMME.. DÉFINITION. 

kY, ON dit qu'une ligne est dans un espace parallèle quand 
elle est terminée par les parallèles qui -, — 

le terminent, comme la ligne b est dans A /b 

Tefpace A. 
On dit qu'une ligne est parallèle à un ^ b 

efpa ce quand elle l'est aux lignes qui le . 
terminent , comme la ligne b est parallèle à l'efpace A. 

• IV. LE MM E. 

v. L'INCLINATION d'une ligne dans un espace fe consi-
dère par l'angle aigu qu'elle fait fur l'une èc l'autre paral-

lèle, le faisant toujours égal. 
D'où il s'enfuit que deux lignes font également incli-

nées dans le mefme eípace,ou dans deux espaces difïèrens, 
quand les angles aigus que fait l'une font égaux aux an-

gles aigus que fait l'autre. 
Et que la moins inclinée est celle qui fait son angle aigu 

moins aigu &c plus approchant du droit. 
V. LEMME IMPORTANT. 

y,i. LORSQUE deux ou plusieurs lignes font menées d'un 
même point fur la même ligne, elles font censées estre 
dans un même espace parallèle. Car il ne faut alors que 
concevoir une ligne menée par ce point commun, qui soit 
parallèle à celle qui les termine. D'où il s'enfuit que les 
costez d'un angle terminez par une base sont toujours cen-

fez estre dans le même espace parallèle. 
VI. LE M M E. 

-JJ, DEUX angles soientappeliez semblables lors qu'estans 
égaux les angles fur la base de l'un font égaux aux angles 

fur la base de l'autre chacun à chacun. 
Et on est aílèuré que cela est 51. quand on sçait qu'ils 

font égaux , 8t qu'un des angles fur la base de l'un est égal 
ál'un des angles fur la base de l'autre : car delà il s'enfuit 

que l'autre est égal aussi. 
x, Lors qu'étant égaux ils font de plus Ifosceles, VIII. 50. 
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VII. LEMME. | 

ÇHI A N D les sommets de deux angles font également V 11 

distans chacun de fa base ( prolongée s'il est besoin) ces 
deux angles peuvent estre compris dans le même espace 
parallèle. Car mettant ces deux bases fur une même ligne, 

îa ligne qui passera par les deux sommets sera parallèle â 
celle qui comprendra les deux bases. 

VIII. LEMME. 

DANS le m ême espace parallèle, ou d ans les espaces i xi 
parallèles égaux,toutes les également inclinées font éga-

les, 6c toutes les égalesfontégalementinclinées. VIII. 54. 
Etaucontraireles espaces parallèles font égaux quand 

les également inclinées y font égales. Car delà il est cer-
tain que les perpendiculaires le font aussi. VIII. 56. 

IX. LEMME. 

LORS qu'une même ligne est coupée par plusieurs lu x. 
gnes toutes parallèles, toutes les portions de cette ligne 
coupée font également inclinées entre les parallèles qui 

les renferment. VIII. 57. 

X. LEMME. 

Lo R s qu'il y a proportion entre quatre lignes, on dit
 x lt 

que deux de ces lignes font proportionelles aux deux au-

tres lignes quand les deux antecedens de la proportion se 
trouvent dans les deux premières, & les deux confequens 
dans les deux dernieres. D'où il s'enfuit aussi qu'A/ter-

nando, on peut prendre aussi les deux premières pour les 
deuxtermes d'une raison, 6c les deux dernieres pour les* 

deux termes de l'autre. 

PROPOSITION FONDAMENTALE 
DES LIGNES PROPORTJONELLES. 

LORS que deux lignes font également inclinées en deux X J 1. 

differens espaces parallèles, elles font entr'elles comme 
les perpendiculaires de ces espaces, 6c leurs éloignemens 

du perpendicule font aussi en même raison. 

Ggiij. 
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Soient deux espaces A &E. 

A P 
B \ 

E F 

La perpendiculaire , P. 

L'oblique, C 
L'éloignemët du perpendicule B. 
Etíbient de même appellées dans E 

I'espace, E. 

La perpendiculaire p. 

L'obiique c. 

L'éloignement du perpendicule b. Je dis que 

P. p. : : C. C : : B. b. 

Et en voila la preuve tres-naturelle , dont je ne croy 
pas que jamais personne se soit avisé. 

Soit P divisée en quelques aliquotes que l'on voudra , 

10. 20. 500. 6000.10000. &c.Et ces aliquotes quelcon-
ques de P soient appellées x. 

Si 011 tire par tout les points de cette division telle 

qu'elle soit des parallèles á I'espace A , cet espace sera 
divisé en autant de petits espaces parallèles qu'x fera dans 
P. Et ces petits espaces seront égauxparle 2e Lemme, par-
ce qu'ils auront tous x pour perpendiculaire. 

Et denà il s'enfuit que C fera aussi divisé en aliquotes 
pareilles à celles de P, parce que les portions de C, qui se 
trouvent entre chacun de ces petits eípaces égaux y étant 
également inclinées par le 9e. Lemme , y font égales 
par le 8. 

Soient donc les aliquotes deC pareilles à celles de P 
appellées y. 

Que si de tous les points de division de C on tire des pa-
rallèles à P { qui feront par conséquent perpendiculaires 

à I'espace ) elles couperont encore B en aliquotes pareil-

les, parce que chaque y se trouvant également inclinée 
en chacun de ces nouveaux petits espaces, ils seront égaux 

par le9t"Lemme. Et par conséquent les portions de B qui 
íèront toutes perpendiculaires dans ces espaces égaux, fe-
ront égales. (Et cela même feroit vray quand elles n'y fe-
íîoient pas perpendiculaires , pourveu qu'elles y fussent-
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également inclinées. Ce qu'U faut remarquer pour une 
autre occasion. ) 

Cela estant fait, prenant x pour mesurerde I'espace E, 

où elle s'y trouvera précisément tant de fois , ou tant de 
fois plus quelque reste, c'est à dire plus une portion moin-

dre qu'x. Et ainsi tirant des lignes parallèles â I'espace JE' 

par tous les points de la division de p mesurée par x , l'cs-
pace E se'trouvera divisé en autant de petits espaces égaux 
entr'eux, & égaux à ceux qui ont eu la même x pour per-

pendiculaire dans I'espace A^qu'x se sera trouvé dans p,, 

si ce n'est qu'il y en aura un plus petit , si x ne s'y est 
trouvée que tant de fois plus quelque reste. Car le petit 

espace où sera compris ce reste sera plus petit que les 
autres;» 

Etdedà il s'enfuit que restant aussi inclinée dans E que 
Cdans A, les portions de c comprises dans ces espaces' 

égaux à ceux à'A seront égalesaux portions de C,&: ainsi. 
fe pourront aussi appellery, & s'ilyavoiteu en^un reste 

moindre qu\v , il y auroit aussi eu en c un reste moindre 
qu>. 

Donc parla définition des grandeurs proportionnelles, 
Pp. : : Cf. 

puisquex&Ly ,aliquotes quelconques pareilles des deux: 
antecedens p 6c C, font également contenues dans les « 
deux confequens p & f, si dans l'un fans reste, dans l'au-

tre fans reste : si dans l'un avec reste, dans l'autre avec 
reste. 

On prouvera la même chose de P&c dei, Car si c étant 
mesurée & divisée parj, on tire des parallèles à p ( qui 
ferontperpendiculaires à I'espace) par tous les points de

r 

la division, b fera divisée en autant de parties que c, &; ces 
parties seront égales aux parties de 2?, que nous avons 
nommées s^: si ce n'est qu'il y en aura une moindre que z 

s'il y a eu un reste dans c moindre quj. 

Donc les aliquotes pareilles de C &dei? seront égak-
ment-contenuëz dans c &tb. 
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Mo NOUVEAUX ELEMENS 
Donc C c : : B b. 

Donc P f : : C c : : B b. Cequ'ilfalloitdemonstrer 
I. THÉORÈME. 

SI deux lignes inégalement inclinées dans le même es-
pace le font autant chacune, que chacune de deux autres 
le font dans un autre espace , les également inclinées font 
en même raison. 

Soient les espaces A&cE. ■ 
Soit C autant inclinée dans I'es-

pace A que c dans I'espace E. -A 
Et Z) autant inclinée dans l'ef-

pace A que d dans I'espace E. 
Je dis que Cc : : D d, 

Car par la proposition prece-
 ; c

/ 

dente / 
C est à r, comme la perpendicu-

laire à'A àla perpendiculaire d'£. 

Or Destaussi a d, comme ces deux mêmes perpendi-
culaires. 

Donc C c D d. 

On le peut aussi prouver immédiatement Sc par foy-
même fans avoir recours aux perpendiculaires parla mê-
me voye dont on s'est fervy dans la Proposition précéden-

te, èc que je ne repete point, parce qu'il est tres-facile de 
la trouver. 

L COROLLAIRE. 

sn v. PLUSIEURS lignes étant diver-

sement inclinées dans le même 

espace parallèle , si elles font 
toutes coupées par des parallè-

les à cet espace, elles le font pro. 

portionellement, c'est à dire 

que chaque toute est â chacune de fes parties, telle qu'est 
la première, ou la deuxième, ou la troisième, &c. comme 

chaque autre toute à la même partie première, ou deuxiè-
me , ou troisième, &c. 

C'est une fuitte manifeste du précédent Théorème, 
puisque 

/ / \ ' 

7 7 \ 
 t:rr;:i \ ,  / 7 \ 
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puisque d'une parc toutes les toutes font dans le même 
espace

 3
 qui est I'espace total. Toutes les premières par-

ties dans le i« espace partial, les z^s d
ans

 le ze , & ainsi 

des autres. Et que de l'autre chaque toute & chacune 
de ses parties íont également inclinées chacune dans son 
'espace par ie 9

e
 Lemme. Donc la i« toute est à fa i« 

partie comme la seconde toute â ía impartie. 

II. COROLLAIRE. 

Si plusieurs lignes sont 
menées d'un même point 

fur une même ligne, elles 
font coupées proportio-
nellement par toutes les 
lignes parallelles à celle 

qui les termine. 

C'est la même chose que le précédent Corollaire, puis-
que tirant par le point commun à toutes ces lignes une li-
gne parallèle à la ligne qui les termine,elles fe trouveront 
toutes dans le même espace parallèle, &; par conséquent 

les parallèles á cet espace les doivent toutes couper pro-
portionellement. 

III. COROLLAIRE. 

SI deux lignes comprises dans 
un même espace fe coupent, el-

les font coupées proportionelle-
ment.C'est a dire que les parties 
de l'une font proportionnelles 

aux parties de l'autre, outre que 

la toute est à la toute comme chaque partie â la même 
partie. 

C'est encore la même chose que le i« CoroIIaire,puif-

que menant une parallèle â I'espace par le point de la sec-
tion , ce seront deux lignes dans le même elpace total qui 
font coupées par une parallèle à cet espace, & qui par 
conséquent le doivent estre proportionnellement. 

H h 
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IV. C O R O L L A. I K E. 

XVII. S r quatre lignes dont les op-
posées font parallèles se joi-
gnent aux excremitez , elles 

font deux espaces parallèles, 
l'un d'un sens 6c l'autre de l'autre fens^ 6c la ligne tirée de 

coin en coin s'appelle diagonale. 
Que si d'un point quelconque de cette diagonale on tire 

deux lignes comprises chacune dâns chacun de ces deux 
espaces, les parties de l'une de ces lignes seront propor-

tionnelles aux parties de l'autre.. 

Gar les deux parties de chacune 
font proportionnelles aux deux 
parties de la diagonale, par le 

Corollaire précédent, parce que 
chacune de ces lignes 6c la diago-
nale font comprises dans le mê-
me espace parallèle 6c s'y coupent. Dont les parties de 

chacune estant en même raison que celles de la diagonale, 
les parties de l'une doivent auffi estre en même raison que 

les parties de l'autre, puisque deux raisons égales à une 3e 

font égales entr'elles. 

II. THÉORÈME. 

xviii. LORSQUE deux angles font semblables (c'est à dire. 
selon le sixième Lemme, lorfqu'estant égaux les angles 

fur la base de l'un font égaux aux angles fur la base de 

l'autre chacun á chacun ) ces costez font proportionnels 
aux costez, 8c la base à la base, 6c la hauteur à la hauteur. 
C'cstà dire que les costez de ces deux angles également 

inclinez chacun fur fa base seront en même raison que les 

deux autres costez 6c que les deux bases, 6c que les distan-

ces de chaque sommet à chaque base : ce que j'appellela 
hauteur de chaque angle. 

Soient les deux angles nommez A 6c E. 

Soit le grand costé a A nommé C. 
Lë petit D. 
La base g. 

\ 
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La hauteur 

Et dans l'angle 

Le grand costé 
Le petit 
La base 

La hauteur 

Je dis que C c : : D d 

c. 
d. 

b. 
b. 

B b H h. 
On le peut prouver facilement de la même forte qu'on 

a prouvé la Proposition fondamentale, c'est pourquoy 
je ne le repete point. 

Mais on le peut encore de cette autre forte. 
Par le 5e Lemme. 

i°. C&cD font censées estre dans le 
méme espace parallèle, 8c de même 
c 8c d. 

Etdeplus par I'hypotefe C8c<rfont 

également inclinées chacune dans son 

espace, 8c de m ême D&cd. 

Donc par la Proposition fondamen-
tale

 3
 8c par le 1" Théorème. 

C. c : : H. h. 

D. d. H. h. 

C. c : : D. d. 8c alternando C. D 

a°. Par le 5e Lemme, C8c «g font dans le même espace 

parallèle 8c de même c 8c b, 8c de plus C & c font égale-
ment inclinées chacune dans son espace & de même 
B 8c b. 

Donc par le aet Théorème, 

C. c : : B. b & alternando C. B : : c. b. 
50. Par le même f Lemme, D 8c B font dans le même 

espace parallèle, 8c de même d St b. 

Etdeplus, D 8cB font également inclinées chacune 
dans son espace, 8c de même dôcb. 

Donc par le 1" Théorème, 

D. d : : B. b. 8c alternando D. B. : : d. b. 
C. 

c.d. 

Donc B. b. Ce qu'ilfalloitdemonstrer. 

H h ij 
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XIX. 

NOUVEAUX ELEJVIENS 
L COROLLAIRE-

DEUX angles Ifosceles estant égaux, ils font sembla-
bles, 6c par conséquent les costez font aux costez comme 
la base à la base, 6c la hauteur à la hauteur. Car deuxan-
gles estant Ifosceles, ils ne peuvent estre égaux que les an-
gles fur la base de l'un ne soient égaux aux angles fur la 

base de l'autre. VI II. 60. 
II. COROLLAIRE. 

SI un angle a deux bases parallèles, il s'y trouvera di-
verses sortes de proportions de grad usage. 

Mais pour le mieux Elire entendre, il faut considérer 

que les costez de cet angle selon la derniere base com-
prennent ses costez selon la première , 8c c'est pourquoy 
nous appellerons les uns toutes, 8c les autres les premières 

ou dernieres parties de chacune de ces toutes. Soient donc 

nommées. 
Les deux tontes T. 6c T. 
Les deux premières parties p. &íp. 

Les deux dernieres q. 6cg. 
La derniere base 6c la ire J3. 6c b. 
De plus tirant par le sommet une 

parallèle aux deux bafes,iî se trou-
vera trois espaces parallèles. 

Le total entre le sommet 6c j5, que j'appelleray 

Le premier partial entre le sommet 6c I, 
Le second partial entre b 8c 2? , 
Cela estant par le 9* Lemme, 

T est autant inclinée dans«, que p dans A, 6c q dansj?. 

Et de même T autant inclinée dans «, que p dans A. 
6c g dans JE. 

Donc par le 1" Théorème, 

A. 

3 
4 

T. p 
T. q 

P- q 
Par le 

partie font 

première. 

T. p. 6c alternando. 

^ g-

P-, g-
ic Théorème chaque 

en même raison que 

T. T 

T. T 

p. p 
toute 6c la première 
la derniere base 6c la 

P 
q 

5-

p. 

g-

g-
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T. p : : B. b. T. B. : : p. b. 

T. p : : B. b. T. B. : : />. b. 

Car cet angle qui a deux bases parallèles doit estre con-
sidère comme si c'estoient deux angles égaux, dont l'un 
eust pour costez 8c pour bases T. T. B. 8c l'autre p. p. b. 

8c ainsi les deux angles fur la baie de l'un étant égaux aux 
deux angles fur la base de l'autre chacun à chacun, les 
costez de l'un font proportionnels aux costez de l'autre, 8c 

les bases aussi. Et par conséquent T. p : : T. p. : : B. b. 

III. COROLLAIRE. 

LORSQUE deux angles ont leur sommet également dis. 
tant de leur base, 6c que par conséquent ils peuvent estre 
compris dans le même espace parallèle ( félon ie jc Lem-
me ) si l'on donne à ces deux angles de nouvelles bases pa-
rallèles aux anciennes, 6c dont chacune en soit égale-

ment distante, ces deux nouvelles bases feront propor-
tionelles aux deux anciennes. 

Supposons que les deux bases de ces deux angles, les-
quelles j'appelìeray B 6c 2?, soient sur la même ligne, la 
ligne quijoindrales sommets sera parallèle à cette ligne. 
D'où il s'enfuit, 

i°. Que considérant dans chacun de ces angles un seul 

costé, dont j'appelìeray l'un T 6c l'autre T
y
 ce feront deux 

lignes dans le mefme espace parallèle. 

i°. Que les deux nouvelles bases, que j'appelìeray b 8c £
s 

estant parallèles auxanciennes, 8cen devant estre chacu-
ne également distantes, se trou-

veront nécessairement dans la 
même ligne parallèle à I'es-
pace. 

Donc par le i« Corollaire 
du i

er Théorème : cette ligne 

parallèle à I'espace coupe proportionnellement T 6c ûT
f
 8c: 

ainsi appelant p la première partie de T. 8c p la première 
partie de r, T.f T.p. 

Or par le Corollaire précédent chacun de ces angles 

H h iij 

xxi. 
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ayant deux bases parallèles CT. p : : B. b. 

í T. p :: B. b. 
Donc les deux raisons de B. b & de B. b font égaies., 

puisque chacune est égale à chacune des deux raisons T. p 

& 7\p qui íont égales entr'elles. Donc 

B. b : : B- b. Donc alternando B. 2? : : b. ^. 

IV. COROLLAIRE. 

SI d'un même point on 
tire plusieurs lignes à la mê-

me ligne comprises entre la 
première & la.derniere , & 

qu'on tire des parallèles à 
celle-là qui soient aussi 

I 
m n / 

p comprises entre la premie- z—1——1 -p 

re 6í la derniere de ces 
lignes tirées du même point ,-toutes ces parallèles seront 

coupées proportionnellement, c'est à dire que chaque 

toute &c fa première partie seront en même raison que cha-
que autre toute & ía ire partie, & ainsi du reste. 

II suffit d'examiner deux de ces parallèles comme est 

la derniere, que j'appelìeray T, &fà première partie p, 

& une autre que j'appelìeray úT, & fa première partie 
$C ainsi il faut prouver que 

T. p : : T. p. 
X XII. 'Et pour cela il ne faut que considérer, i°. Que ces 

lignes tirées d'un méme point font divers angles , que la 
première & la derniere font l'angle total, qui a toutes les 
parallèles entières pour ses diverses bases. Que la pre-

mière & la seconde font le premier angle partial, qui a 

toutes les premières parties de ces parallèles pour ses di-
verses bases

 s
 & ainsi du reste. 

i°. Qae tous ces angles sont dans le même espace pa-
rallèle, parce qu'on peut tirer une ligne par leur sommet 

.commun qui sera parallèle à la derniere base de l'angle 
total. 

Donc T estant la derniere base de l'angle, & p la 

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE, Liv. X. 247 
derniere base du ieï angle partial, laquelle est partie de la 
ligne T ècp, dont Test une autre base de Pangle total, Sc 

f une autre base du ier angle partial, seront auffi sur une 

même ligne parallèle à Tespace , puisque p est partie 
de T. 

Donc par le Corollaire précédent, les deux dernieres 
bases de ces deux angles T &c p seront en mesme raison 
que leurs deux autres bases T Sep. Donc 

T. p : : T. f. 

Donc par la mesme raison chaque parallèle &c sa 1re par-

tie seront en mesme raison que chaque autre parallèle &' 
sa ire partie. 

En on prouvera la mesme chose avec la mesme faci-

lité de chacune des autres parties en comparant toujours 
ensemble celles qui font renfermées entre les deux mef-
mes lignes. 

V. GOR.OLIAIRÏ. 

Si lune de ces parallèles renfermées entre la i
tc & la XXIIÏ. 

derniere de plusieurs lignes tirées du mesme point, &. 
divisée par ces lignes en parties aliquotes

 5
 c'est à dire en 

un certain nombre de partie égales, toutes les autres font 
diuifées par les mesures lignes en aliquotes pareilles. 

C'est une fuite manifeste du précédent Corollaire. Car 
íì chaque partie de l'une de ces parallèles en est par exem-
ple la dixième partie, il faut que chaque partie de cha-
que autre parallèle en soit auffi la dixième partie, puisque 
chaque parallèle & chacune de ses parties font en mesme 
raison que chaque autre parallèle, & chacune de ses par-
ties semblables. 

VI. COROLLAIRE. 

SI un angle a plusieurs basesparaîleîes, toutes les lignes
 X

x í v;: 

tirées du sommet qui couperont Ces bases, les couperont 

proportionellement. D'où il s'enfuit qu'en quelques ali-

quotes que l'une de ces bases parallèles soit divisée,tou-
tes les autres le seront en aliquotes pareilles. 

Ce n'est que les precedens Corollaires un peu autre-
ment énoncez. 
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XXV. 

XÏ V I. 

VII. COROLLAIRE. 

LES deux cordes d'un cercle íbnt 
proportionnelles aux deux cordes 

d'un autre cercle, si les arcs que 
soutiennent les unes font propor-
tionellement égaux aux arcs que 
soutiennent les autres,chacun à cha-

cun. 
Soient considérées les deux cor-

des d'un cercle, comme jointes & 
faisant un angle inscrit : telles que 

font bc&bd d'une part
5
 ècBC&c 

JB D de l'autre. ( Car fi elles ne fai-
soient pas d'angle inscrit dans cha-
que cercle, il ne faudroit qu'en prendre d'égales à celles-
là qui en fífîent, puisque soutenant des arcs égaux dans 

chaque cercle, par V. i6. ce fera la mesme chose pour ju-

ger de la proportion. ) Cela supposé, 
L'angle c h d inscrit dans le premier cercle est 

égal à l'angle C B D inscrit dans le second cercle, par 

I X. ii. 
Et les angles que font les costez b c & b dfax la base d f, 

sont égaux aux angles que font les costez BC &B D fur 

Ja base D C, chacun à chacun, par IX. «t. 

Donc par la ze Théorème, 

b c. B C : : b d. B D : : À C, D C. 

VIII. COROLLAIRE. 

SI deux cordes de divers cercles soutiennent des arcs 

proportionellement égaux, ( c'est à dire d'autant de de-
grez ) elles font proportionnelles aux diamètres de ces 

cercles. 

G'est une fuite du précédent. Car les diamètres sou-
tiennent des arcs proportionellement égaux dans chaque 
cercle,puisqu'ils en soutiennent la demy-circonférence. 

C'est donc la mesme preuve & encore plus facile. 
IX.COROI,. 
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IX. COROLLAIRE. 

SI deux cordes égales de divers cercles soutiennent 
chacune autant de degrez, les cercles font égaux. Car 
par le précédent Corollaire elles font en mesme raison que 
les diamètres des cercles. Donc si elles font égales, les 

diamètres font egaux. Donc les cercles font égaux. 

III. THÉORÈME. 

DEUX Angles quoy qu'inégaux ont néanmoins leurs xxvin. 
costez proportionnels, lorsque le costé de l'un fur fa baie 
fait un angle égal à celuy que fait aussi fur fa base l'un des 
costez de l'autre, èc que l'autre costé du premier angle 
faiíántsur fa base un angle obtus,& l'autre costé du second 
angle faisant un angle aigu fur la sienne, l'aigu est le com-
plément de l'obtus, en sorte que tous les deux ensemble 
valent deux angles droits. 

Cette derniere condition se peut encore exprimer en 
une autre manière, qui est que ces deux costez, l'un d'un 

angle &: l'autre de l'autre, f istent chacun fur fa base le mê-

me angle aigu, mais que l'un le faste au dehors de la base 
& l'autre au dedans. 

Cette derniere expression fait 
entrer plus facilement dans la 

démonstration de ce Théo-
rème. 

Soient les deux angles, do n 

l'un ait pour costez C &c D ; & 

pour base JB. Et l'autre pour 

costez cèc d^&L pour base b. 

Je suppose , i°. Que les an-

gles que les costez C & f font 
chacun fur leur basefont égaux. 

2
0

. Que le costé D fait un an-

gle obtus fur la base 2?, òí d un 

angle aigu fur la base mais 
que cet aigu est égal au com-

plément de cet obtus. D'où il 

s'enfuit. 
li 
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Que l'angle aigu que D fait fur la base en dehors en la 

concevant prolongée , est égal à l'angle aigu que d fait fur 

la sienne en dedans. 
Cela estant, je disque C. c :: D. d. 
Car soient faits dedeuxanglesdeuxefpaces parallèles 

en prolongeant les bases autant qu'il est nécessaire, 
&i tirant par chacun des sommets des parallèles a ces bases. 

Et celuy de ces espaces dans lequel font C & Z) soit ap-

pelé l'autre £. 
Par í'hypothese l'angle aigu que fait C dans l'efpace 

A est égal à l'angle aigu que fait rdans l'efpace E. 

Donc par le 4e Lemme CSc ffont également inclinées 

chacune dans íbn espace. 
De mesme par I'hypothefe l'angle aigu que fait Z) dans 

l'efpace A (fur la base B prolongée) est égal à l'angle aigu 

que fait d dans l'efpace B. 
Donc par le 4e Lemme Z) & d font également incli-

nées chacune dans son espace, 6c il n'importe que D soit 
autrement tournée au regard de c, car cela ne change en 

rien l'inclination de chacune dans son espace. Donc par. 

le ict Théorème, 
C. c. : : D. d. & alternando C. D : : c. d. 

AUTRE DÉMONSTRATION. 

x x i x. S1 on tire une ligne du sommet sur la A 

base B prolongée égale à £), l'angle ai- // \ 
gu que fera cette ligne que j'appelleray Cy m 

P sur B prolongée sera égal au comple- y / 
ment de l'obtus que fait D fur 2?, & par / / 1 
conséquent á l'aigu que fait d fur c. ET 

Donclesdeux angles dontl'un a pour ses costez C& P
r 

& l'autre c èc d, font semblables par le 6e Lemme. 
Donc C. c : : P. d. 

Or par la construction P est égale à D. Donc 

C. C : : D. d. 

AVERTISSEMENT. 

X X X X- Cette derniere démonstration, quoyque moins bonne que la 

■première
}
 a cela d'utile^ qu'elle fait voir f lus clairement la 
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différence qu'il y a entre ces Théorème &'le I

e
, qui est que 

dans le i
e
 non feulement les cofìez^d'un triangle font propor-

tionels à ceux de l'autre, mais austìla base ; au lieu que dans 

celuy-cy il n'y a que les costez^ de proportionnels, estant bien 
clair que la base B , fur laquelle est l'angle obtus, doit efire 
plus petite à proportion que la base b. 

Car appellant T la base B, prolongée jusques a P, il est 

clair que l'angle qui a pour costezJZ, ̂ P^T pour base, est 
semblable à l'angle qui a pour costez^c & d, & b pour base. 

C c "> 
Donc parle x

e
 Théorème p'j's : : T. b. 

Or B n'est que partie de P, donc il n'y a pas la mème rai-
son de B à b , que de C a c. 

I. COROLLAIRE. 

'ONE ligne que j'appellerayla coupante estant inclinée X.XXL' 

sur une autre que j'appelleray la coupée, si de l'extremi-
té & d'un autre point de 
cette coupante on tire deux 

lignes de part & d'autre qui 
faíïënt des angles égaux fur 

la coupée, la coupante en-
tière fera à fa partie vers la 
coupée comme la ligne ti-

rée de son extrémité à l'au-

tre ligne tirée de son autre point. 

J'en laisse à trouver la démonstration , quin'estqu'une 
application du précédent Théorème. 

11. C O R O L L A I R E. 

Si un angle a diverses bases diversement inclinées fur xxxn. 
ses costez, la ligne qui divisera cet angle parla moitié fera 

que les deux parties de chaque base seront proportionel-

les aux deux costez de cet angle selon cette base. Ilsef-
fira de ledemonstrerenune feule base. 
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Soit un angle divisé par la moi-

tié parla ligne p. Soit l'un de ces 

costez appelle C & l'autre r, la 
partie de la base qui joint Cappel-

lée D , 6c l'autre d. 
Si on tire par les extremitez de 

la base des parallèles à p, il y aura -r 

deux espaces parallèles. 
Celuy dans lequel font C & D soit appelé A, & l'autre 

.E, par le 9e Lemme D &cdsont également inclinées cha-

cune dans son espace. 
Et par l'hypotese C & c sont auffi également inclinées 

chacune dans le sien , puisque les angles aigus que cha-

cune fait fur p sont égaux. 
Donc par le premier Théorème, 

C. c : : D. d. & alternando C, D :: c. d% 

III. COROLLAIRE, 

XXXIII. ^a I gne
 °i

iu divise un angle en divise aussi la base 
proportionellement aux costez, c'est à dire en sorte que 
les deux costez de l'angle soient en même raison que les 

deux parties de la base, l'angle est divisé parla moitié. 
C'est !a Converse du précédent Corollaire qui se prou^ 

ve en cette manière. 
Soit l'angle b k d divisé par" k c

r 

en sorte que 
b c. c d. w k b, k d. 

Si nous supposons que ce mesme an-
gle est divisé par la moitié par k *,il / 

s'ensuit par le précédent Corollaire 

que 
b x. x d : : k b, k d. 

Donc b x. x d : : b c. c d. 
Donc umponendo b d. xd :: b d. cd. 
Donc les points x èícne fçauroient estre que le mesme 

point, & k x & k c la mesme ligne. Donc k c divise l'an-

gle par la moitié. Ce qu'il falloit demonstrer. 
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I. PROBLEM E. 

Trouver une 4e proportionelle. C'est à dire ayant hxxxivi 
i?c, la ic & la 3e , de '4 lignes proportionelles trouver 
la 4e. 

Ouayantles deux premiers termes d'une raison, &l'an-
tecedent de la i\ en trouver le conséquent. 

Le moyen le plus facile est de se servir pour cela du pre-

mier Corollaire du second Théorème. (13. S.) Et ainsi 
donnant les mesmes noms aux trois données & â la 4', qui 
est à trouver, j'appeleray 

La iie p. 

La 2
E q. 

La 3e p. 

Et la 4e à trouver q. r <J> ^ 
Cela estant, il faut 

i°. Mettre p &q fur une mesme ligne. 
i°. Faire un angle de p la 3e avec p la 1". 
30. Joindre par b les extremitez de la T" & de la 
40. Prolonger indéfiniment p la 3'. 

5°. Del'extremité de q la ze tirer B perallele ìb, jus-
qu'à la rencontre de p prolongée. 

Le prolongement de ^jusqu'à la rencontre de B sera la 

4e que l'on cherche. Car il est clair par le Corollaire sus-
dit (13. S.) que p. q. :: p. q. 

ON peut encore faire la mesme chose d'une autre ma-
nière, qui est de renfermer la plus petite des deux premiè-
res données dans la plus grande : Sc alors la plus grande 

s'appellera T, &: la plus petite qui en est partie p, 
Mais il faut prendre garde si la 

première des données est la plus 
petite ou la plus grande. Car si 

c'est la plus grande, il faudra com-

mencer par T, & la 3e fera aussi T. p <-jJ 

Et alors pour trouver/', qui fera la 

4e que l'on cherche, aprés auoir joint par 2? les extremi-

tez de T 6c de T. b parallèle à B estant tirée de l'extre-

Lj iij 
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mité de p fur T donnera p. Car il est encor clair par le 

meíme Corollaire que 
T. p. : : T. p

r 
Que si la i" des deux données est la plus petite , la y fe-

ra p , & la 4E à trouver fera T. De forte qu'aprés avoir 
joint par b les extremitez de p &cp, il faudra prolonger p, & 

tirant de l'extremité de T fur le prolongement de 2? pa-
rallèle à b, on aura T pour la 4E à trouver. Car par le mê-
me Corollaire ( 13. S. ) permutando. 

p. T : : p. T. 

COROLLAIRE. 

TROUVER une 3E proportionelle, c'est à dire faire que 
' l'une des deux données soit moyenne proportionelle en-

tre l'autre donnée 6c la trouvée. C'est la meíme chose que 
le précédent, excepté qu'une feule des deux données tient 
lieu dela x* 6c de la 3E. 

II. PROBLÈME. 

TROUVER la ligne qui soit à une ligne donnée en rai-
son donnée. 

Soit la ligne donnée p, la raison donnée m. #,la ligne 
que Ion cherche x. Ainsi il faut trouver. 

x. p. : : m. n. 
Or pour cela il ne faut que transporteries termes en 

commençant par », 6c les mettant ainsi, 
». m. : : p. x. 

& puis trouver x par le Problème précédent. Ce qu'é-
tant fait on aura ce que l'on cherche, parce que si 

». m. : : p. x. 
permutando 
x. p. : : ïn. ». Ce qu'il faloit demonstrer. 

III. PROBLÈME. 

DIVISER uríê ligne donnée en quelque aliquotes que 
son voudra. 

XXXII. 
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notablement plus grandes ou p L / ' I ì \ \ 
plus petites que ne peuvent estre 

celles de D -, puis de deux points entre lesquels font com-

prises toutes les parties égales qu'on a prises dans P, tirer 

deux lignes parles extremitez de D .juíques à ce qu'elles 
se joignent : toutes les lignes tirées de ce point là à tous 

les points de la division de P qui couperont Z> , la divi-

seront en autant de parties égales qu'on en aura pris 
dans p. 

La preuve en est cy-deíTus dans le f Corollaire du 2.? 
Théorème. (u.S. ) 

Soit D la ligne à diviser tirer 
au dessous ou au dessus une pa-

rallèle indéfinie que j'appelleray 

p. Prendre dans P autant de 

parties égales qu'on veut en 

avoir en la division de D , &: 
prendre garde qu'elles soient 

/ 
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GEOMETRIE 
LIVRE ONZIEME. 

DES LIGNES RECIPROQUES. 

«K»?* ̂  proportion des lignes\ 

0> contiendra plujieurs choses nouvelles que l'on 

jugera peut estre plus belles & plus générales, que 

tout ce qu'on a trouvé jusques icy fur cette matiè-

re des proportions, en ne seservant que des lignes droittes & 

des cerc'es. 
Pour les mieux faire entendre nous proposerons quelques 

Lemmes qui feront voir austî en quoy est diffèrent ce que P on 

traite dans ce livre de ce qui vient d'estre traitté dans le livre 

précédent, & nous le diviserons en 7. fe&ions. 

SECTION 
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s s cr 1 o N /. 

Lemmes & de ce qu on entend par les Antiparalleles : 

avec le plan des principales choses qiìon doit 

traiter dans ce livre, 

L LEMME. 

■QUAND il y a proportion entre 4 lignes, on y doit re- %• 

marquer en les comparant deux à deux, deux rapports 

fort difFerens. 

L'un est celuy qui fait dire que les unes font proportio-

nelles aux autres. 

Et l'autre, que les unes font réciproques aux autres. 

Car si on compare ou !a 1" & la 3e avec la ze &la 4e, 

c'est à dire les deux antecedensavec les deux coníèquens j 

Ouïes deux premières avec les deux dernieres, c'est â 

dire le i« antécédent & son conséquent avec le ^antécé-

dent &son conséquents on dit alors que les unes Çontpro-

portionelles aux autres. 

Mais si on compare la ire Sc la 4e avec la 2
E & la 3% c'est-

à dire les extrêmes avec les moyens -
}
 on dit alors que les 

-unes sont réciproques aux autres. 

Tout ce que nous avons dit dans le livre précédent ne 

regarde que le premier rapport. 

Et tout ce que nous dirons dans celuy-cy ne regarde 

presque que le second, & c'est pourquoy nous savons in-

titulé des lignes réciproques. 

II. LEMME. 

UNE feule ligne peut estre dite réciproque â deux Ii~ 11. 

gnes, & deux lignes estre réciproques â une feule. Mais 

c'est lors seulement que cette ligne que l'on compare feu» 

le avec deux autres est moyenne proportionelle entre ces 

deux autres. Car alors elle en vaut deux, parce qu'elle fait 

deux termes de la proportion. Le premier & le dernier 

quand on commence par elle: comme si je dis, une ligne 

KK 
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de 6 pieds est à une de 4 comme une de 9 à une de 6 : ou 

le ie èc le 3e quand on la met au milieu, comme si je dis 
4. 6 : : 6. 9. Et il faut remarquer que quoique cette der-
niere disposition soit la plus ordinaire, il y a néanmoins 

des rencontres où il est utile de fe servir de la première, 
comme on pourra voir à la fin de ce Livre. 

I I I. L E M M E. 

MI. LORSQU'UN angle a deux bases, & que les deuxangles 

fur une base sont égaux aux deux angles fur l'autre base 
chacun à chacun, cela peut arriver en deux manières. 

La première est quand l'angle que l'une des bases fait fur 
un costé est égal à l'angle que l'autre base fait fur le mê-

me côté. (J'appelle le mesme côté la mesme ligne droite 
tirée du sommet, quoique considérée selon les diverses 
bases elle tienne lieu de deux costez.) 

Or il est visible que cela ne peut estre que quand les 

bases de cet angle font parallèles , comme l'on a veu 

X. 13; 
La seconde manière est quand l'angle qu'une base fait 

sur un côté est égal à l'angle que l'autre base fait sur l'au-
tre costé. Et alors on peut appeller ces bases antiparaîle-
les, pour marquer leur effet opposé à celuy des bases pa-

rallèles. Ce font ces sortes de bases qui feront presque 
toutes les preuves dans tout ce Livre. 

I V. LEMME. 

I V. LES bases parallèles d'un méme angle ne peuvent estre • 
disposées que d'une feule manière,qui est d'estre toutes 

séparées l'une de l'autre. Car c'est le propre des parallè-
les de ne se pouvoir jamais joindre. Màis les antiparal-
ieles peuvent estre disposées en trois manières différentes.. 

PREMIÈRE DISPOSITION DES ANTIPARALLELES. 

Y
' LA première ressemble à celle des parallèles, les deux 

antiparalleles étant aussi toutes séparées, &L alors il est 

visible que les côtez de cet angle selon la derniere base 
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que nous appellerons B, comprennent 
les costez de ce mesme angle selon la 
première base que nous appellerons b : 
.& ainsi les unes sont toutes, Sc les autres 

leurs premières parties , c'est à dire leur 
partie la plus proche du sommet ( & re-
marquez quedanstout ce Livre se sera 
toûjours celle-là que nous entendrons 

parle nom de partie, où de ie partie.) 

C'est pourquoy comme dans l'autre Livre nous appel-
lerons toûjours les deux toutes T. T. 

Scieurs parties p. p. 

de sorte que p de caractère romain fera toûjours la partie 
de T du mesme caractère romain : Et p de caractère italien 
sera toûjours la partie de T de caractère italien. 

Or afin que les bases B & b soient antiparalleles , il est 
clair qu'il fautj 

Que l'angle queT première toute fait fur B, soit égal 
à l'angle que p partie de la seconde toute fait sur b. Et 
que l'angle que T seconde toute fait fur B soit égal à l'an-
gle que p partie de la première toute fait sur b. 

SECONDE DISPOSITION DES ANTIPARALLELES. 

LA seconde est quand elles se croisent. Et alors ce ne 
sont pas les deux toutes qui sont les costez au regard d'une 

base, & les deux parties qui le sont au regard de l'autre, 
comme dans la première disposition. 

Mais les costez au regard de chaque 
base font une toute &Ia partie de l'autre 
toute. Et ainsi pour distinguer les deux 

bases nous appellerons B celle qui se 

trouve terminée par l'extrernité deT, & 
l'autre b* 

Or asin que les bases soient antiparal-
leles dans cette disposition, il est clair 
qu'il faut que les angles que les deux tou-

tes font , l'une fur B & l'autre fur b, soient égaux
 ;
 Et que 

KK ij 
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ceux que les deux parties font l'une fur B ôc l'autre fur b 

soient égaux aussi. 

TROISIÈME DISPOSITION DES ANTIPARALLELES. 

v
 i

 h
 LA troisième est quand les deux bases se joignent en un 

mesme point de l'un des cotez. Et alors comme ce côté 
n'est pointpartagé,6cqueseulil tient lieu d'une toute ôc 

de fa partie, nous rappellerons M, ap-

pellant à l'ordinaire la derniere base B, 
la première b, le côté partagé T, & sa 

partie p. 
Or afin que les bases B & b soient anti-

paraîlaíeles, il faut que l'angle que T fait 
fur B soit égal à l'angle que M fait sur b, 
& que l'angle que ilfíait sur B ( qui com- /-"""B 
prend celuy qu'elle fait sur b ) soit égal à. 
l'angle que p fait sur b. 

V. LE MME. 

v 11 r. LORSQUE deux lignes se coupant font 4 angles qui font " 
deux à deux opposez au sommet, & par conséquent égaux; 
on peut donner des bases à deux de ces angles oposez au 
sommet qui soient telles que ces angles foient fembîables, 
c'est à dire, que les deux angles fur la base de l'un soient 

égaux aux deux angles fur la base de l'autre chacun à cha-
cun. Mais cela peut arriver en deux manieres,que pour 
mieux faireentendre,p & q de caractère romain marque-

ront les deux parties d'une mesme ligne, &cp & q de cara-
ctère italien les deux parties de l'autre ligne. Et déplus, 
comme chaqueangledoitavoir pour ses costez la partie 
d'une ligne&la partie d'une autre ligne, p &cp seront les 

costez d'un angle q &#■ lescôtezde l'autre. 
Soit enfin appelée i?la base de l'angle qui a p Síp pour 

ses côtez b celle de l'angle qui a q & q pour ses cotez. 
Cela étant, voicy les deux manières dont ces angles op-

posez au sommet peuvent estre semblables, 
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La i" est quand ce sont les angles y 

alternes qui font égaux fur les deux "<\~ 

bases. C'est à dire quand ce font les q 
deux parties d'une mêmeligne,com- /-

me p & q, qui font des angles égaux ° \ 
p fur B, 6c q fur b, 6c ainsi des deux B 

autres, & alors il est clair que ces 
deux bases doivent estre parallèles. 

La 2cestquandcefontles angles de pro-
cheenproche qui font égaux furies deux 
bases : cle forte que ce font p 6c q, parties 
l'une d'une ligne6c l'autre de l'autre, qui 

font les angles égaux p fur B,&q fur b, & 
f 8c q qui font auísi les angles égaux p fur 
B,Sc q fur£. 

Ce font encore ces bases que nous ap-

pellerons antiparalleles, pour marquer leur effet contrau 
re à celuy des parallèles. 

VI. LEMME. 

COMME lorsqu'un angle a deux bases paralleles,on peut 
6c on doit considérer ces côtez selon une base dans un 
espace parallèles fes autres costez selon l'autre baie dans 
un antre espace parallèle. Hen est de même quand les ba-
fesfont antiparalleles,avec cette différence. 

Que quand les bases font parallèles, une feule ligne .'ti-

rée par le sommet faittrois espaces parallèles. Le 1" com-
pris entre le sommet 6c la derniere base. Le ie entre le 
sommet 6c la ic base. Le 3S entre les deux bases. 

Mais quand elles font antiparalleles, ce 3e espace ne 
peut pas estre parallèle. Et pour les deux autres on ne les 

peuDconeevoir qu'ens'imaginant deux lignes différentes 

tirées par le sommet, l'une paralleleà B, Sc l'autre para-K 
leie à b. Car B 6c b n'estant pas parallèlesentr'elles , il est 

visible qu'une feule ligne ne peut pas estre parallèle à l'une 
6c à l'autre 3 mais il suffit de s'imaginer ces lignes tirées par» 
le sommet, fans qu'il soit nécessaire de les décrire. 

K s iij. 
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Ec ainsi nous devons toujours nous imaginer dans ces 

angles qui ont deux bases antiparalleles deux espacesjpa. 
ralleles. L'un que j'appelleray^, com-
pris entre le sommet êc B Et l'autre que 

j'appelleray E, compris entre le sommet 

& b. 
x i. ET de plus il faut remarquer, 

Que dans la ie disposition des bases an-
tiparalleles les deux toutes T& T font 

dans l'espace A, &les deux parties p òcp 

dans l'espace E. 
QUE dans la seconde, qui est quand 

lesbases se croisent, T ècp sont dans l'es-
pace A; èc T&C p dans l'espace E. 

QUE dans la troisième, qui est quand 
elles se joignent en un seul point d'un cô-

té, M se trouve dans l'un 6c l'autre espa-
ce. Car l'espace A comprend T Sc M 

Et l'espace E. M & p. 

VII. LE'MM E. 

x i v. IL en est de mesme quand les angles opposez au sommet 
ont leurs bases antiparalleles. 

Car il se fa ut imaginer deux lignes tirées par le sommet 

commun, dont l'une soit parallèle à B 8t l'autre à b
 y

 &z 

ainsi l'on aura deux espaces parallèles, l'un compris entre 
le sommet & 2? ( dans lequel font p Stp ) que nous appel-

lerons A. Et l'autre compris entre ce mesme sommet & b 

( dans lequel sont q &, q ) que nous appellerons E. 

VIII. LEMME. 

x Y. TOUT ce qu'on aura à prouver dans ce Livre le fera 

par le premier Théorème du Livre précédent, que ]c 

repeteray encore icy, afin qu'on l'ait plus présent dans 

l'esprit. 
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Si deux lignes (comme C Sc D ) ■ 

font dans un mesme espace pa- ç 
rallele, comme est l'espace A. 

Et que deux autres lignes com-
mes c&zd) soient dans un autre _ 
espace parallèle, comme est l'ef-
pace E. 

Si C Sec sont également incii- —' 
nées -, C dans A, St c dans £, St que D&cd

}
 soient auíE ' 

également inclinées D dans A St dúans E, les deux é-
galement inclinées entr'elles font proportionelles aux 
deux qui le font aussi entr'elles. 

C. c :: ï>. d. fralternando CD : : c. d. 

IX. L E M M E. 

POUR ne se point broiiilìer en disposant les termes, il x v í I. 
est bon de s'abstraindre â donner toujours pour premier 
St deuxième termes de la proportion les également in-
clinées dans les deux difFerens espaces parallèles, St de 
mesme au regard du troisième &• du quatrième. Et pour 
premier St troisième termes , celles qui font dans le 
meíme espace parallèle. Et de mesme au regard du 
deuxième St du quatrième. Sauf à les disposer après au-
trement, Alternande. 

h PROPOS ITIO N FONDAMENTALE. 

DES RECIPROQUES. 

LORSQU'UN mesme angle à deux bases antiparalleles,
 x

 vu. 
une toute St fa partie font réciproques à l'autre toute St à-
fa partie. C'est à dire que 

T, p : : T. p. ou T. T : : f. p. 
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PREMIERE PREUVE DANS LA PREMIERE 

DISPOSITION D E S A N T I PARALLELES. 

DANS cette disposition les deux toutesT 
St T font dans l'espace ̂ Sc les deux parties 
p 8t p font dans l'espace E. ( par u. S ) 

Or par 5. S. T St/> dans E. & 7*. & p éga-
lement inclinées, 7* dans ̂ ,8t p dans£. 

Donc ( par 15. S.) T. p:: T. p. 
Or T & fa partie p font les extrêmes de la proportion, 

dont T &zp fa partie font les moyens. 

Donc une toute 8c fa partie íònt réciproques à l'autre 
toute 8c á fa partie. 

SECONDE PREUVE DANS LA SECONDE 

DISPOSITION DES A N T I P A R A L L E L E„S. 

DANS cette 2e disposition T 8c p ( partie 
de l'autre toute) íònt dans l'espace 8c T 

8c p dans l'espace E.( par 12. S. ) 
Or ( par 5. S.^ T 8c T son également in-

clinées , T dans A,&CT dans E. Et de mê-

me p &cp également inclinées, p dans A 8c 

p dans E. 

Donc ( par 15. S. ) T. T : : />. p. 
Je reserve la 3e disposition pour un Corollaire à part. 

COROLLAIRE. 

QJAND un angle a deux bases antiparal-
leles dans la 3e disposition , qui est quand 

elles se joignent à un seul point d'un costé, 
ce costé est moyenne proporrionelle entre 

l'autre costé entier 8c fa partie : C'est à 

dire que 

T. M : : M. p. 
Car ( par 13. S. ) dans cette disposition M 

est dans l'un 8c l'autre espace, parce que T 

8c M font dans l'espace A^ 8c M 8c p dans 

l'espace E, 
Or 
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Or ( par 5. S. ) T Sc ils sont également inclinées,T dans 

l'espace^, St M dans l'espaceE. 

Et M St p sont également inclinées, M dans l'eípacé 
A St p dans l'espace E. 

Donc fpar IJ. S. ) 7". M : : M. p. 

II. PROPOSITION FONDAMENTALE 
DES RÉCIPROQUES. 

QUAND deux lignes se coupant font deux angles oppo- x x 1. 

íèz au sommet qui ont des bases antiparalleles, les parties 
de l'une de ces lignes qui fe coupent en ce sommet íònt ré-

ciproques aux parties de l'autre. ( Voyez^lafiqure du n. y) 

Car ( par 14. S. ) p St p font dans l'espace A, St q St q 

íònt dans l'espace E. 

Or (par 9. S. ) p 8t ^sont également inclinées, p dans 
A,&cq dans£. 

Et p 8c q également inclinées
 y

p dans A 8c q dans 2?. 
Donc (par 15. S.) 

p. q :: p. q. 

Or p 8c q font les parties de la même ligne : 8c ^ St q 

font les parties de l'autre ligne. 
Donc les parties d'une ligne font réciproques aux par-

ties de l'autre. 

COROLLAIRE. 

SI une de ces lignes qui en fe coupant font des angles XXII. 

opposez au sommet, qui ont des bases antiparalleles, est 

divisée parla moitie, une feule de ces moitiez est moyen-

ne proportionelle entre les parties de l'autre ligne. 
Cela est clair, puisque c'est la même choie de donner 

pour les moyens de cette proportion les deux moitiez de 

la même ligne , ou une seule m oitié prise deux fois. 

PLAN GENERAL DE CE QUE L'ON PRETEND 

MONTRER DANS LA SUITE DE CE LIVRE. 

' ~Nou$ avons dèja dit que les extrêmes d* une proportion com- X X 111 

pdrez^aux moyens s'appellent réciproques : & qiïaìnfi il y en 

a dans toute proportion. 

Ll 
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Mais ce que ion prétend principalement faire dans ce livre* 

est de monfirer comment deux lignes droites qui se rapportent 
a une mesme , ou parce qu'elles en font les deux parties, ou 
parce que Hune est la toute, & l'autre une partie de cette tou-

te
 3
 font réciproques à deux autres lignes, quife rapportent de' 

la mesme forte a une mesme ligne : ou quelquefois mesme a une-

seule qui ètant repetée deux fois fera ou les deux extrêmes ou-

ïes deux moyens de la -proportion. 
jl faut pour cela que les deux lignes a chacune desquelles, 

deux fe rapportent, & que par cette raison ont peut appeller 

les principales ayent un point commun , ce qui peut estre en 

deux manières. Ou parée qu'elles fe coupent en un mesme 

point fans paffer plus outre, & alors ce point commun s'ap~ 

pellera terminant. 
Quand le point commun est de section, chaque ligne étant-

coupée en deux, ce font les deux parties d'une mesme ligne qui 
doivent efire réciproques aux deuxparties de l'autre. Et alors 

ce point commun aux deux principales l'estaufft aux 4. lignes: 

qiioy que ce ne soit qu'au regard des principales qu'il soit point 

de section : car les parties ne s'y coupent pas , mais y abou-

tissent; 
Mais quand le point est terminant au regard des princi-

pales ( car cela seul ne donneroit que deux lignes & qu'il en-

faut 4. ou au moins \>)ií e^necefiaire que ces lignes principa-

les qui font terminées par ce point commun, soient en^e tou-
tes deux coupées en quelque autre endroit ( ou au moins l'une) 

afin que cela puiffé faire 4. lignes (ouaumoìns 3. ) Et alors 
ce font les deux toutes, & la partie de chacune vers le point 

commun qui font les 4. lignes: & il faut que ce soit chaque 

toute & fa partie vers le point commun qui soient réciproques 

à l'autre toute & a fa première partie. 
Quand le point est de section les deux principales se cou-

pant font 4. angles dans ce point de feilion j mais il suffit d'en 

constderer deux oppofez^ausommet. Et il faut alors que ces 

deux Angles qui font égaux ayent leurs bases antiparalleles, 

selon ce qui vient d'estre dit ». 9, 
Mais qnandle point est terminant, c'est le, mesme angle 
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qui doit avoir deux bases antiparalleles, & l'une des trois 

.manièresqui ont esté représentées S. 18.19.20. 

Il ri'es doncquestion que de chercher les voyes générales pour 
■trouverses bases antiparalleles. 

Orvoity ce quirri est venu en pensée fur cela. 

l'ay reconnu qu'il n'y a point de voye generale pour couper 

tout d'un coup les cofiezjl'un angle, ou les costez^de deux angles 

opposez^ au sommet par des bases antiparalleles qu'en y em-

ployant la circonférence d'un cercle : c'est pourquoy on ne peut 

trouver fur cela la moyenne proportionelle entre deux lignes 
données. 

l'ay inféré de la qu'ilfalloit que le point commun dont nous 

-venons de parler
 3
 soit qu'il soit de section, ou terminant, ait 

rapport à, la circonférence d'un cercle. C'est à dire qu'il faut 
qu'ilsoit ou 

1. Dans le Cercle. 

2. Hors le Cercle. 

3. Dans la circonférence du Cercle. 

Quand le point commun est au dedans du cercle
 3
 cest toujours 

un point de feBion, & ce font deux angles oppofez^au sommet 
qui ont leursbases antiparalleles. Car il faut que les /^..lignes 

dont deux font réciproques aux deux autres, soient les deux par-

tìesde chacune des principales qui se coupent en m point quel* 

conque au dedans du cercle\& qui fe termineut départ & 

d'autre a 4.. points differens de la circonférence. 

Quand le point commun est hors le cercle, c'est toujours un 

point terminant. Car ce font deux toutes qui partant de ce 

point qui est hors le cercle coupent chacune la circonférence du 

cercle en unpointdefa convexité ,& se terminent a, un autre 

point de fa concavité, & alors ce font chaque toute &fa par-

tie hors le cercle qui font réciproques à l'autre toute & à ft 

partie qui est auffì hors le cercle. Mais il peut arriver que 

f une de ces lignes ne faisant que toucher le cercle fans passer 
plus outre

 s
le point auquel elle aboutira tenant lieu decenvexi-

té&de concavité, elle fera toute feule réciproque à l'autre 

toute & a fa partie, c'est à dire qu'elle en fera moyenne pro-
portionelle. 

U ij 
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Mais quand le -point commun efi dans la circonférence 

mesme du cercle ,ona besoin pour avoir des réciproques d'une 
ligne droite indéfinie outre la circulaire, qui coupe perpendicu-
lairement celle qui peut efire menée indéfiniment du point com± 

munen passant par le centre. Et alors cette ligne indéfinie 

ou coupe le cercle ou le touche, ou efi au dessous, ou ejl au dessus. 
I'appelle au dessous celle qui ejì telle, que le centre est entre cet-

te ligne & le point commun. l'appelle au dessus celle qui efi à 

ioppofite. 
Ì)ans les trois premiers cas le point commun efi toujours un 

point terminant, & chacune des deux lignes qui en partent, 

ou coupe le cercle & ejì terminée pari indéfinie, ou coupe l'inde-

finie & efi terminée par le cercle. Et alors chaque toute & 

fa partie font réciproques a, l'autre toute & a, fa partie. Mais 
il y en peut avoir une qui fe terminera à un point commun à. 
la circonférence & à Ìindéfinie, & alors elle fera moyenne 

proportionelle entre l'autre toute dr fa partie. 
Mais le 4. cas 3 c'est1 adiré quand l indéfinie e(í au dessus du~ 

point commun 3 ce point commun ne peut efire qu'un point de 
sectio n. Car toutes les fois que des lignes se couperont dans ce 

point & fe termineront d'une part a la circonférence & de l'au-

tre a, /'indéfinie, les parties de l'une font réciproque s a, celles de 

l'autre. 
Il faut relire tout le Livre IJC. Car cefi fur ce qui y efi 

dit que font fondées les demonfirations de celuy-cy. 

DEUX AVIS DE LOGIQUE. 

1. 

X x IV. Quand on a a prouver qu'un angle ayant deux bases, les 
angles fur une font égaux aux angles fur l'autre chacun à cha-

cun , on efi assuré que cela ejì, quand on a prouve que l'un des 

angles fur une base efi égal à l'un des angles fur l'autre, parce 

qu'il s'enfuit de là nécessairement que l'autre efi égal auffz à 

l'autre. 
Cette preuve efi convaincante, & on s'en doit passer quand 

on ne peut mieux. Mais il faut avouer quelle ri efi pas fi 
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bonne & ne fait pasfì bien entrer dans la nature des choses\que 
celle qui montre positivement que l'un & l'autre angle d'une 

base efi égal à l'un & l'autre angle de l'autre. Et cestpour-

quoyje ne me contenteray point de la première forte de preuve,, 
me ferviray toujours de cette derniere, 

z. 

Quand on a à prouver deplusieurs binaires de ligne s, qu'ils 
font réciproques les uns aux autres, on en est ajfeurè quand on 

peut montrer qu% ils font tous réciproques à un même binaire,-
ou qu'ils ont tous lamème moyenneproportionelle. 

Mais quoique cela soit convaincant, l'esprit ne reçoit pas 

U m'eme clarté & ne demeure pas fi satisfait, quefi on mon-

trait immédiatement de chaque binaire qu'il efi réciproque à 
chaque autre. 

Et ainsi, quoy qu'il me fus facile d'employer la première 

voye, je me fuis résolu de n'employer que cette derniere com-

me plus parfaite & plus lumineuse pour parler ainsi, & peut 

estre qu'on trouvera que ces deux exemples font remarquables 
pour faire voir la différence qu'il y a entre convaincre Ì esprit 
en le mettant hors'd'estât de pouvoir douter qu'une chose soit-, 

le satisfaire pleinement en luy donnant toute la clarté qu'il 
peut raisonnablement désirer. 

Rèprenons maintenant la division proposée, qui est que le 

point commun aux lignes réciproques par la fetlion du cercle, 
efi nécessairement 

1. Ou dans le cercle. 

i. Ou hors le cercle. 

3, Ou dans la circonférence du cercle. 

01 iij 
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S S C Tl 0 N II. 

Première woye generale pour trouver des Réciproques 

quand le point cammun est au dedans du cercle, 

XXYi. CETTE voie est pour trouver que les parties d'une li-

gne font réciproques aux parties d'une autre ligne, ou a 

une ligne quand elle est moyenne proportionelle. Et ain-
si elle est toute appuyée fur la ie Proposition fondamen-

tale Sc son Corollaire ( IU & u. S. ) qui est des angles op-
posez au sommet qui ont leurs bases antiparalleles. 

VII. THÉORÈME. 

xxv n* deux cordes se coupent dans le cercle , les parties 

de l'une font réciproques aux parties de l'autre. 
Soient les cordes c fècdg qui ^ 

se coupent en k. Soient tirées les 

bases à deux angles opposez c g, 
d f. Je dis qu'elles font antipa-

ralleles. 

Car (par 9. 18.) les angles 
vers g &: vers /font égaux, par-

ce qu'ils font appuyez fur le mê-
me arc c d. Et par la même rai-
son les angles vers c & vers d sont 

■egaux aussi, étant appuyez fur ie même arc g f. 

Donc les bases c g 8c d f font antiparalleles. 

Donc par la ie Proposition fondamentales zi. S. ) 

k f. k g : : k d. k c. 

P- q : : f. q. 

VIII. THÉORÈME. 

COROLLAIRE DU SEPTIÈME. 

XXVHI. Si une des lignes est coupée par la moitié , une de ces 
moitiez est moyenne proportionelle entre les deux parties 
de l'autre. 
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C'est le Corollaire même de la t

e
 Proposition fonda-

mentale. 

COROLLAT RE. 

Si d'un point quelconque d'un diamètre on élevé une xxxix. 
perpendiculaire jusques à la circonférence, cette perpen-
diculaire fera moyenne proportionnelle entre les deux 
parties du diamètre. 

Car il est clair que cette perpendiculaire est la moitié 
de la corde qui couperoit le diamètre perpendiculaire-
ment par ce point. Donc par le Théorème précédent elle 
doit estre moyenne proportionelle entre les parties du 
diamètre. 

SECTION III 

Seconde voie generale pour trouver des7{eciproques> 

quand le point commun est hors le Cercle. 

QUAND le point commun est hors le cercle: les cotez xxx 
del'angle qui i'a pour sommet peuvent estre coupez cha-
cun deux fois par la circonférence du cercle

}
 une fois par 

là convexité en entrant dans le cercle, & une fois par íà 
concavité, où on les suppose terminées

 5
 si ce n'est que le 

point de l'attouchement tenant lieu tout seul de la con. 
vexité & de la concavité, un des costez peut n'estre ter-
miné qu'à ce point. Et alors il fera tangente du cercle, 
& les deux bases antiparalleles n'auront que trois points 
differens. C'est ce qu'on verra dans les deux Tneore-
mes fuivans. 
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III. THÉORÈME. 3 

LORSQUE d'un point hors le cer-

cle on tire des lignes qui coupent 

le cercle en fa convexité , 8c font 
terminées en fa con cavité, chaque 
toute, 8c fa partie hors le cercle, 
font réciproques à chaque autre 

toute 8c à fa partie hors le cercle. 
Soient tirées kf, qui coupe la cir-

conférence en c 5 8c £ gquila coupe A 
end. Je dis que les bases f g 5c cd * 

fontantiparalleles. 
Car ( par ix. \6. ) sangles d a pour mesure la moitié 

des deux arcs^r d,òc cf. Or la moitié de ces deux arcs cd 

8c cfeft aussi la mesure de l'angle k g f. ( par 1 x. 18.,/ 

Donc les angles kcdèckgf font égaux. 
On prouvera de la mesme forte l'égalité 

.* k f g. 

galité des angles k de 

Donc les bases f g 8c f d font antiparalleles. 

Donckf. kd :: kg. kc. 
T. p T. p. 

xxxi T. On peut aussi prouver ce Théorè-
me en croisant les bases, en montrant 

que les bases f d 8c g c font antiparal-

leles. 
Cat les angles vers/8c vers g sont 

égaux estant appuyez fur le même 

arcí d. 
Et pour les angles k c gSck d f, 

ils sont égaux, parce que si on les 

examine (par ix. 16.) on trouvera 
qu'ils ont chacune pour mesure la 

moitié des trois arcs f c, c d, d g. 
Donc les bases fd&c g.c font antiparalleles. 

DostC k f. kg : : k d. k C, 

T, T : : p. p. 
IV. THÉO-
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IV. THÉORÈME. 

COROLLAIRE DU CINQUIÈME. 

SI l'une de ces lignes tirées 
, d'un point hors le cercle est une 

tangente-, cette tangente est 

moyenne proportionelle entre 

chaque toute 8c fà partie hors 
le cercle. 

Soit tirée kfqui coupe le cer-

cle en c 8c la tangente k £
5
jedis 

que les baíèsfE 8c c E font an-
tiparalleles. Car ( par ix. 18.) 

l'angle k f E
y

a pour mesure la J" 
moitié del'arc c £, qui est aussi 

la mesure de l'angle k E c ( par 1 x. 13. ) 

Et l'angle k Ef,{ par ix. 15.) a pour mesure la moitié 

des deux arcs E c 8c cf, qui est aussi la- mesure de l'angle 
k c E, par 1 x. 16. ) 

Donc les baies fE 8c E f font antiparalleles. 
JJonc par2,9. S. 

k f k E. : : k E. k c. 

T. m : : m. p. 

AVERTISSEMENT. 

XXXIIL 

Il n'y a rien jufqu'içy qui ne soit dans toutes les Geo- XX XI V. 

metries 1 fi ce ri efi qu il efi prouvé d'une manière nouvelle. 

Mais on le pourroit encore faire comprendre d'une manière 

plus naturelle & plus fimple fans confiderer aucuns angles, 

mais faisant feulement attention a. la nature du cercle: ce qui fe-

ra voir aufiì pourquoy on a besoin d'un cercle pour couper 

des lignes Réciproquement. 

Soit que le point commun soit au dedans du cercle ou au 

dehors, on peut confiderer entre toutes les lignes qui fe coupent 

dans ce point ou qui partent de ce point
 3

 celle qui passe par le 

Mm 
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centre que nous appellerons la centrique, & les autres ex-

centriques. 
Quand le point efi au dedans du cercle, £z centrique est 

m diamètre, & par conséquent la plus grande ligne qui puise 

passer par le point commun que nous supposons n'estre pas le 

centre, mais à est austi la plus inégalement partagée. Car 

comme ilparoiftparVII. 15. la plus petite d'une excentri-
que quelconque

 3
 est plus grande que la plus petite de la cen-

trique
 y

& en recompense la plus grande partie de l'excentri-
que efi plus petite que la grande partie de ta centrique. Et: 

Ì uniformité de la ligne circulaire f ait que cette compensation 

est fi jufie, qu'il ne faut pas s efionner fi les deux parties de la 

centrique font réciproques aux deux parties de toute excentri-
que , c'efi à dire fi la petite partie de la centrique efi à la plus 
petite partie de Ì excentrique, comme la plus grande de l'excen-

trique efi à la plus grande de la centrique.D'oà il s'enfuit auffi 
que les deux parties d'une excentrique quelconque doivent estre 

réciproques aux deux parties de toute autre excentrique. 
Il en efi de mesme quand le point efi hors le cercle. Car la 

centrique efi auffi la plus longue de toutes, & ft partie qui efi 

hors le cercle efi au contraire plus courte, que la partie de toute 

autre qui estaufiì hors le cercle. Ce qui faisant une compo-

sent ation juste à cause de iuniformité du cercle, on juge aisé-
ment que la centrique & fa partie hors le cercle doivent eflre 
réciproques à toute excentrique & fa partie hors le cercle j & 

qu'il efi de mesme des excentriques comparées les unes aux au-

tres , celles qui approchent le plus de la. centrique estant toè-

jours les plus longues, & ayant toujours auM leurs parties de 

dehors plus courtes.-
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SECTION IV. 

Troisième voiegêner de pour trouver des Réciproques, 

quand le point commun est dans la circonférence 

du Cercle. 

le ne croy pas que ce que l'on va dire fe trouve nulle part. XXX v-

Jsfous avons dèja remarqué que cette derniere voie géné-

rale fe pouvoit diviser en deux manières : Dans l'une des-

quelles le point commun étoit terminant, & dans f autre de 
section. 

Qu'il estaitterminant quand la ligne droite indéfinie dont 
nous allons parler ou coupoit le cercle, ou le touchoit, ou estait 
au dessus du cercle. 

Et qu'il èfioit de feflion, c'est à dire que les deux lignes 
principales s'y coupoient, quand cette ligne indéfinie étoit au 

dessus du cercle. Il faut donc traiter séparément ces deux ma-
nières. 

f REMIERE MANIERE DE LA III. VOIE GENERALE. 

Quand l'indefinie coupe ̂  ou touche, ou est au dejfous 

du Cercle. 

Vne feule proposition comprendra la manière de trouver 

me infinité de réciproques. Et il est peut estre difficile de s'i-

maginer rien de plus gênerai fur la proportion des lignes par 

ta Géométrie ordinaire. 

PROPOSITION GENERALE. 

Si d'un point dans la circonférence on tire une ligne 

indéfiniment par le centre ,&c qu'on en tire une autre in-

définie que j'appelleray/, qui coupe perpendiculaire-

Mm ij 
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ment celle qui passe par le centre, en quelque endroit 
qu'elle la coupe,soit en coupant auíîl le cercle, soiten 
le touchant, soit tout à fait hors le cercle 8c au dessous : 

foutes les lignes tirées du point dans la circonférence qui 

feront ou coupées par j,8c terminées par la circonférences 
on coupées par la circonférence 8c terminées pary ; feront 
telles, que chaque toute 8c fa partie vers le point com-

mun seront réciproques à chaque autre toute 8c à fa par-

tie : 8c chaque, toute fa partie auront pour moyenne 
proportionelle celle qui fera terminée à un point com-

mun à y, & â la circonférence, 
xxxvir. CETTE proposition est si vaste 8c comprend tant de cas. 

qu'on n'en sçauroit bien voir la vérité , qu'en la conside-: 
rant dans ces cas particuliers qui sont trois principaux» 

Le I
ER

. Quand la ligne y coupe le cercle. 

Le ie. Quand elle le touche. 

Le. 3E. Quand elle est tout à fait hors le cercle, & au 

dessous. 
C'est ce que nous traiterons par divers Théorèmes, 

P R E M I E R C A S, 

xxxvin LE 1er Cas est quandj/coupe le cercle. Et alors il n'est 
point neceslàirede dire que cette ligne doit estre perpen-
diculaire à celle qui estant tirée du point K passe par le 

centre : car il suffit de dire ( ce qui est la mesme chose ) 
qu'elle doit couper le cercle en deux points, que j'appel-

leray E 8c JE, qui soient également distans de K. Cela 

étant vray ,voicy le I
ER Théorème. 

V; THÉORÈME. 

xxxix. S i la ligne y coupe le cercle en deux points également 
distans de K, toutes leslignes tirées du point K qui seront 
ou coupées par y, 8c terminées par la circonférence, ou 

coupées par la circonférence & terminées par y, feront 

telles que châque toute 8c fa partie vers K feront reci^ 
proques à chaque autre toute 8c à fa partie vers K, 

On peut faire fur cela trois comparaisons. 
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La ire

. De deux lignes qui font toutes deux coupées 

par y & terminées par la circonférence. 

La ze. De deux lignes qui font toutes<ìeux coupées par 

la circonférence, & terminées par y. 

La 3e. De deux, lignes, dontl'uneest coupée par j, & 

terminée par la circonférence, & l'autre coupée par la cir-

conférence, 6c terminée par y, 

PREMIÈRE COMPARAISON. 

SOIENT tirées K f, qui coupe y en c
5
 ScK g qui le 

coupe en d: je dis que les bases f g éccdfom antiparalle-

lës. JDonc tout le reste s'enfuit ( par la iK Proposition * 

fondamentale, S. 17. 

Car ( par ix. 42. ) l'angle 

K c -B, a pour mesure la moitié 

de Tare K E plus la moitié de y-

l'arc £ /; & Tare JC £ estant 

égal à Tare K E\ cette mesure /[^ 

est égale à la moitié des deux -

arcs K E & E / Or la moitié 

des deux arcs K E & E/est la 

mesure de l'angle infeript iÇ g/v 

parce que l'arc i£ E fur lequel il est appuyé, comprend ? 

ces deux-ià. 

Donc l'angle K &E ( ou K c d ) est égal àPangle K g fr 

On prouvera la même chose des angles Kdc&ckfg. Donc> 

ces deux baies font antiparalleles. 

Donc ( parla ̂ Proposition fond. S. 17. ) la toute d'une; 

part & fa partie font réciproques â l'autre toute ôt à fa-

partie. Ce qu'il filloit demonstrer. 

K-f. K d. :: Kg. K*. 

f. :: T. p. 

Mm ii£ 
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SECONDE COMPARAISON. 

•x L i. SOIENT tirées k f qui coupe la 
circonférence en c^òc k g qui la 

coupe en d
 ;
 je dis que les bases 

fgèccd font an ti parallèles. 

Car ( par rx. 46. ) l'angle k f g 

a pour mesure la moitié de l'arc 
k c, qui est aussi la mesure de l'an-

gle infeript k de. Donc les an-

gles kfg&c k d f font égaux. 
On prouvera de la même forte que les angles k gfU 

k c d font égaux. 
Donc les bases f g & c d font antiparalleles. 

Donc K f. K d :: Kg. K r. 

T. :,: T. p. 

TROISIÈME COMPARAISON. 

x L 11. SOI ENT tirées k f qui coupe la circonférence en c, & 
£ g qui coupej en d. 

Dans cette comparaison les bases fe croisent, Car il 
faut prendre pour les deux bases f d .& g f. 

Or pour prouver qu'elles font -g 

antiparalleles, il faut montrer 

que les angles k f d, ou k f E. 

êckgc
y
 font égaux. Ce qui est 

facile, puisqu'il est clair ( par ce 
qui vient d'estredit ( 41. S.) que Y> 

l'un & l'autre a pour mesure la 
moitié de l'arc I ^ & pour les ^ -g * 

deux autres k d E&c k c g, cela 
fe prouve aussi facilement ( par ce qui a esté dit 40 S.) de 

l'égalité entre les angles k df( ou k d E ) & k c g. 
Donc les bases f d & gí font antiparalleles. 

Donc K fi Kg : : K d. K c. 

T. ST />. p. 
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VI. THÉORÈME. 

COROLLAIRE CINQUIE'ME. 

L A ligne tirée de k au point commun à la circonfé-

rence & ìy ( c'est à dire k E ou k E) est moyenne propor-
tionelle entre chaque toute & fa partie, soit qu'elle soit 
coupée pary & terminée parla circonférence, soit qu'elle 
soit coupée par la circonférence & terminée pary. 

PREMIÈRE COMPARAISON. 

Soit tirée k f qui coupe/ ens, &, 

k .E, il ne faut que prouver que les 

bases fi.Eècc.E font antiparalleles.Ce 
qui est facile. 

Car les angles infcripts kfiE &kEc 

( ou k E E) font égaux * parce que. 

( par r x, 17. ) l'un est appuyé fur l'arc 

k E, & l'autre fur Tare k E, qui font 
égaux. 

Et pour les angles k c E
y

òc k Efr leur égalité se prouve 

de la même sorte que l'égalité des arcskfg&ík d c
3

dan$ 
le 1e1 Théorème. i

re Comparaison; 

Donc ces bases font antiparalleles &. disposées en la 
3? manière expliquée dans le 4e Lemme. 

Donc Kfi K E : : K E. K C. 

T. m : : m. p. 

SECONDE COMPARAISON. 

SOIT tirée k-fi qui coupe la 
circonférence enc-, je dis que 
les bases fiE&í c E font antipa-
ralleles. Car les angles kfiE 

& k E c ont pour mesure la 
moitié de l'arc k c

y
 selon cej^ 

qui a esté dit, 1" Théorème, E 
2? Comparaison, &; les angles 

infcripts kEfi,oukEkèc kcE 

font appuyez fur les angles k E, qui font égaux» 

Donc Kfi K E : : K E. K 

T. m : : m. p. 

X L 111. 

XtilVi 
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SECOND CAS. 

XIV. Le ie Cas de la proposition principale ( S. 39. ) est quand 
la ligne y touche le cercle en un point diamétralement op-
pose à k : ce qui comprend aussi, deux Théorèmes. 

VII. THÉORÈME. 

javi. QUAND-/ touche le cercle en un point diamétralement 
opposé à k, toutes les lignes tirées de k fur cette ligne ( qui 

ne peuvent pas n'estre point coupées par le cercle ) sont 

telles, que chaque toute & fa partie font réciproques à 

chaque autre toute & à fa partie. 
Si les deux lignes estoient tirées de deux diïFerens co-

tez , il n'y auroit rien qui n'eust déja esté prouvé ( 41. S.J 

C'est pourquoynous le proposerons du même côté. Ce 

qui pourra aussi servir aux cas semblables du ier Théo-

rème. 
Soient tirées du même côté k f, coupée par la circon-

férence en f, & k g coupée par la circonférence en d ; il 
faut prouver que les bases f g òc c d font antiparalleles. Or 

il y a fur chacune un angle aigu k gf{ ou k g E ) &k cdì 

, 6c un obtus k f g & k d e. 
Mais pour les aigus ils fontégaux, parce qu'ils ont cha-

cun pourmefure la moitié de l'arc £ d. (parix.4é, ) 

Et pour les obtus, il est aisé 
de prouver qu'ils font égaux 

par leurs complemensj quifont 

edg Zc kfE. 
Car par ix. 16. c d g, a pour 

mesure la moitié des deux arcs 

ìk d ôede. 

Et par ix. 46. k f E, a pour 
mesure la moitié de Tare k d ctì E j g 

qui comprend ces deux là. 
Donc ces angles aigus font égaux. 
Donc les obtus k d c & dont ces aigus font les 

îsupplemens, font égaux aussi. 
.Donc 

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE, Liv. XI. 28; 
Donc les bases f g & cd sont antiparalleles. 
Donc á f k d : : k g. k c. 

%P =: ^ p. 

VIII. THÉORÈME. 

COROLLAIRE DU SIXIE'MÊ. 

LE diamètre tiré du point k ( 8c par conséquent tout
 x L v

 11-
autre ) est moyenne proportionelle entre chaque toutes 
íâ partie. 

Soit tirée k f qui soit coupée -g 

enc, les bases fE SicE font an-
tiparalleles. 

Car les angles k Es, Sí kc E, 

son droits, ôc par conséquent 
égaux. 

Et les aigus kfE^S^k E c, -f-

ont chacun pour mesure la moi-
tié de l'arc k c ( par ix. 18. & 46. 

Donc les baies fE &;*•.£ font antiparalleles. 
Donc k f k E : : k E. k c. 

T. m : : /«.p. 

TROISIÈME CAS. 

LE }e Cas est quand la ligne/ est tout à fait hors le cer- XLVHi.5 

cle & au deíïbus : mais comme il 
n'a aucune difficulté particulière, 
nous ne nous y arresterons point. 

II faut seulement remarquer, 
qu'il n'y a point de moyenne pro-
portionelle dans ce 3e Cas, parce 
qu'il n'y a aucun point qui soit 
commun à la ligne/, & à la cir-
conférence , la ligne/ estant tout 
à fait hors le cercle. 

Nn 
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SECONDS AN16RE 

XL1X. 

De U troisième <voie pour trouver des Réciproques. 

Jguand t indéfinie efi tout a fait hors le 
Cercle & au dejfus. 

Nous avons veudans le plan, que l'indéfinie efi au dejfus 

du point commun quand le cercle n'efi pas entre ce point, & 

l'indéfinie. Et alors le point commun fera de fie f lion & tout 

fie réduira à ce Théorème. 

IX. THÉORÈME. 

QUAND la ligne indéfinie qui coupe perpendiculaire, 
ment le diamètre prolongé, est au deílus du cercle, c'est : 

à dire quand le cercle n'est point entre cette ligne indéfinie 

& le point commun, toutes les lignes qui se couperont 
dans ce point,étant terminées d'une part par Vindéfinie,. 

& de l'autre par le cercle, les parties de l'une feront réci-

proques aux parties de l'autre. 
SOIT l'indéfinie y, le diamètre pro-

longé A E, le point' commun K, l'u-
ne des sécantes B C , &; l'autre F G, 

&: une tangente au point K, qu'on ap-
pelle mn-. íi on tire la ligne c G, je dis 

que les angles A B c &: c G K, sont 
égaux, car rindefinie &c la tengeante 
étant parallèles les angles alternes quec\ 

chaque sécante fait sur l'une &L l'autre 

sont égaux : c'est â dire que l'angle 
A B c est égal à l'angle m K c : : : Or 
»Ks,a pour sa mesure la moitié de 
Tare K s f par ix. 13. ) qui est aussi la mesure de l'angle 
c G K ( par ix. 18. J Donc les angles Ai?<:&rGK,sont 
égaux. Et il en est de mesine des deux angles A F G, & 

G f K. Donc les bases B F ècGc des deux anglesoppo-
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fez en K font antiparalleles, par 9 S. 
Donc les parties de la ligne B C font réciproques á 

celles de la ligne F G par 11. S. 

SECTION F. 

Autres Théorèmes ,ou qui n'entrent pas dans í ana-

logie des precedens
 s
 ou qui se peuvent rapporter 

à plufìeurs de ces trois voies* 

X. THÉORÈME. 

LES deux côtez de tout angle inscrit au cercle font 
réciproques à la ligne entiere,qui le partageant parla moi-

tié fe termine à la circonférence 6c à la partie de cette li-

gne comprise entre le sommet de l'angle coupé par la 

moitié 6c sa base. 
Soit l'angle inscrit E k E. Soit 

pris le point K dans le segment op-

posé également distant d'E 6c d'E. 

La ligne k K qui coupe la base en E^^ ^ ^-2° 
c partage cet angle inscript par la 

moitié, puisque les deux angles E 
k K 6c E k K étant appuyez fur des 

arcs égaux font égaux ( par ix 18.) 

qui est le même qu'E k K. Ek K. 
Or les angles Eic ( qui est le 

méme qu'E k K ) 6c E k K ne font pas feulement égaux, 
mais ils font aussi semblables, c'est à dire que les angles fur 

la base de l'un font égaux aux angles fur la base del'autre 

chacun à chacun. 
Car les angles inscrits vers E 6c vers K font égaux (par 

ix. 18. ) parce qu'ils font appuyez fur le même arc 

kE. 

1. ( par ix. 42.) L'angle £<:E, a pour mesure la moitié 

de l'arc k E sur lequel il est appuyé , plus la moitié de 
l'arc opposé E K. Et l'arc E K étant égal á l'arc E K, cet-

N n ij 

/ 
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te mesure est égale à la moitié des arcs k E & E K, qui est 

là mesure de l'angle inscrit k E K. ( par ix. 18. ) 

Donc les angles k^c E & k £ K font égaux. 

Donc les angles E £ c òc E k K font semblables. 

Donc (parXI. 17.) 

kE. k K : : k c. h E. 

Ce qu'il falloitdemonstrer, puisque ^E & ^.Efontles 

deux cotez de l'angle partagé par la moitié ,& que ^ K 

est la ligne entière qui le partage, òc k c fa partie. 

Co ROLLAI R.E. 

S i l'angle inscrit étoit Ifofcele , chaque costé feroit 

moyenne proportionelle entre la toute qui le diviíèroit 

par la moitié & sa partie. 

Car les cotez de l'angle étant égaux, les prendre tous-

deux, ou en prendre un deux fois, c'est la mefme chose. 
Mais quand l'angle inscrit est Ifofcele,la ligne qui le 

partage par la moitié est necestairement un diamètre. Et 

de plus les deux points E E étant alors également distans 

de 1 aussi bien que de R, cela revient à ce qui a esté de-

monstré plus haut par une autre voie, & à ce qui le fera 

encore plus bas. 

XI. THÉORÈME. 

SÏ du sommet d'un angle droit on tire une perpendicu-

laire sur Fhypotenufe, il y aura trois moyennes propor-

tionelles. 

í. La perpendiculaire entre les deux parties del'hypo-

tenufe. 

1, Le petit côté de l'angle droit entre la plus petite par-

tie de l'hypotenufe qui y est jointe, &-l*hypotenufe en-

tiere. 

3. Le plus grand côté de l'angle droit entre la plus 

grande partie de l'hypotenufe qui y est jointe, & l'hypote-

nuse entière. 

Tout cela fe peut prouver par un grand nombre de 

voies. Mais celle-cy me semble la plus facile & la moins 

embarastée. 
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Soit l'angle droit k E K, & la perpendiculaire du sommet 
à l'hypotenuse E c. 

Si on fait un cercle qui ait l'hypotenufe& K pour dia-

mètre , le sommet E se trouvera 

dans la circonférence par IX. 31. 

Et íì on prolonge E f jusques à E, 

que je suppose estre le point oppo-

se de la circonférence, la corde E E. 

fera coupée en c par la moitié, &à 
les points E E également distans 

tant de k que de K. 

Donc i.par le 29. S. 

k c. Ec :: E c. c K. 

Donc 1. par le 6e Théorème [ 43. S.] : 

kc. k E : : k E. c K. 

Donc 3. par le même 6eThéorème. 

K c. KE : : K m c k. 

XII. THÉORÈME. 

TOUTE ligne qui coupant perpendiculairement l'hypo-

tenuse d'un angle droit en coupe aussi un côté, l'hypote-

nuse entière & fa partie vers le point 

qui luy est commun avec le côté 

coupé, font réciproques au côté 

coupé entier, de à. fa même partie 

vers le point commun. La preuve 

en est facile par le 6e Théorème èc 

par d'autres voies que je laiífe à trouver. 

DERNIER THÉORÈME. 

UN angle ayant deux bases ,siíes costez selon une base 
fbnt proportionnels á ses costez selon l'autre base, les deux 

angles fur une base font égaux aux deux angles fur l'autre 

baie chacun à chacun. C'est la converse dè la plufpart 

des. propositions de ce Livre, qui se prouve ainsi. 

Les costez fur une base ne fçauroient estre proportion 

nels aux costez fur l'autre base qu'en deux manières. 

N n iij 
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La i

e est, quand la toute d'une part St fa partie font 

proporrionelles à l'autre toute & à íà partie. 
La 2% quand une toute &fa partie font réciproques à 

l'autre toute & à fa partie. 
Or le premier ne peut estre, que les bases ne soient pa-

rallèles. Et le second, qu'elles ne soient antiparalleles. 

Et en l'un ôc en l'autre les deux angles fur une base font 

égaux aux deux angles fur l'autre baie. 

PREUVE DU PREMIER. 

SOIT l'angle f kg, dont les deux bases (oient f g & cd\ 

Je dis que ces bases font parallèles, si 

k f k c : : kg. Ad. 

Car soit mené du point tune pa-
rallèle à /"g, qui coupes g en un 

point que j'appelleray x. 

II estcertain(par XI. que 

kf.kc :: kg. k x. 

• Or par l'hypothefe, 

k f. k c : : k g. k d. 

Donc k x &ckd font égales par il, 43. 

Donc les points k & d ne font qu'un même point. 

Donc c x&c cd ne font que la même ligne. 

Or c x estparalleleà/e. Donc cd luy est aussi parallèle. 
Donc les angles fur la base cd font égaux auxanglesfur 

la base f g. Ce qu'il falloit demonstrer. 

PREUVE DU SECOND. 

SOIT l'angle f k g, qui ait deux bases 
fgòLcd. Je dis que ces bases font an-
tiparalleles , si 

k f. k d. f. : kg. kc. 

Car soit tirée du point c une ligne qui 
coupant k g, prolongée s'il est besoin, 
faste fur À: g un angle égal à celuy que g f 

fait fur k f &c que le point où cette ligne 
coupera k gfoit.v, cette ligne c x fera. 

une base de l'angle k antiparallele à la ri 

base f g, & par conséquent (par 18. S.) 
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k f. k x : : k g. k c. 

0r par l'hypothese, 
k f. k d. : : k g. k C 

Donc par 11.43. k x est égale à k d. 

Donc les points x ècd estant fur la même ligne, ne font 
qu'un'même point. 

Donc f* & cdneCont qu'une même ligne. 
Gr f* est antiparallele if g. 

Donc cd est aussi antiparallele à f g. 

Donc les angles fur la base c dsont égaux aux angles 
fur la base/g. Ce qu'il falloit demonstrer. 

COROLLAIRE. 

SI deux angles égaux ont leur côtez proportionels, ils 

font semblables j c'est á dire que les angles fur la base de 
l'un font égaux aux angles fur la base de l'autre chacun à 
chacun. 

Soient les angles égaux qui ayent 

leurs costez proportionels f K g, & /\ 

ck d, en forte que K/.Kc:: Rg,kd. f \ 

D'où il s'enfuit que fi Kfeíí plus
 e

/--..^.\ , 

grand que kc,K g fera plus grand que —IZllN* 
k d. Prenant donc dans Kf>K c égaie X . $ 
àkc^òc dans K g, K d égale à k d

3
 les /\ 

angles c Kdòíc k tétant égaux les / \ 

cotez de l'un étant égaux à ceux de cZ r 
l'autre, leurs bases feront égales, ôdes 

angles fur la base de l'un égaux aux 

anglesfurla base de l'autre, par VIII. 63.64. 
Or par le précédent Théorème les deux bases de l'an-

gle K
 ì
 fçavoir la base c dèc la base f g, font parallèles, & 

les angles fur l'une font égaux aux angles fur l'autre. 

Donc dans les deux angles égaux K'&c k les anglesfurla 

Ëafe de l'un font égaux aux angles fur la base de l'autre. Ce 
qu'il falloit demonstrer. 

Remarquez que ce dernier Théorème & son Corollaire 

font les inverses des principaux Théorèmes de ce Livre 

& du Livre précédent, & qu'il s seront de grand usage 
dans la fuite. 
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S S C T I O N VL 

'Problèmes. 

L PROBLEME. 

TROUVE», la moyenne propor-
" tionelle entre deux lignes données. 

Joindre les lignes données. Faire un 

demy - cercle, dont prises ensemble 
elles soient diamètre : la perpendicu-
laire élevée du point où se joignent ces lignes à la cir-

conférence fera la moyenne proportionelle entre ces 

lignes données, (par 38. S. ) 
On peut employer pour trouver la même chose les 

Théorèmes 6. f 43.' S. ) & 4.53. S. ) J'en laisse la recherche 

pour exercer ì'efprif. 

II. P R O B L E M E. 

TROUVER toutes les reci- ^ 

proques possibles à deux lignes 

données. 
Mettre la plus petite dans la 

plus grande , comme k c dans 

k f. Faire un cercle qui ait la 
plus grande pour diamètre. Et 

du point r, où la plus petite íe 
termine, tirer fur ce diamètre <f 
une perpendiculaire indéfinie 
comme/. Cette Perpendiculaire satisfera au Problème, 
comme on le peut juger, en considérant le 5e Théorème 

( 39.40.41. &c. S.) fans qu'il soit besoin que je m'amufe 

i l'expliquer davantage. 

TROISIE'MÏ 
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III. PROBLEME. 

AYANT tiré á discré-
tion d'un même point 
tant de lignes que l'on 
voudra fur une même li-
gne , les diviser toutes, en 
sorte que chaque toute 6c _ 
fa partie vers le point 
commun soient réciproques à chaque autre toute 6c à fa 
même partie. 

Tout cercle dont la circonfé-
rence paíTera par le point com-
mun , 6c qui aura pour diamètre, 
ou la perpendiculaire entière de 
ce point à la Iigne,ou une partie 
de cette perpendiculaire, satisfe-
ra au Problème, par le 7e Théo-" 
reme, 6c ce qui a esté dit du 3c Cas f 48. S. ) 

IV. PROBLÈME. 

AYANT les 
trois premiè-
res lignes d'u-
ne progression 
géométrique, 
trouver toutes 
autres à l'in-
iìni. 

Faire que la 
3e comprenne 
la ì", comme 
K d comprend 
K f, faire un 
cercle qui ait 
K d pour dia-
mètre, de c 
élever la per- ^ 
pendiculaire 
€ Z, 6c puis ti-

L X. 
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rer une ligne indéfinie de K par Z, laquelle j'appelleray*; 
& prolonger aussi infiniment K d, laquelle j'appelleray gg 

Tirant Z ^perpendiculaire fur x, ècdm perpendicu-

laire fur ̂ , & m/perpendiculaire fur x, &cfn perpendicu-

laire fur ^, &c ainsi áPinfini. 
On trouvera facilement par (ìo.S.) la fuite infinie de 

la progression géométrique , dont les trois premiers ter. 

mes auront esté k c. k Z. k d. qui feront suivis de km. k f. 

k n, kg. òzc. 
V. PROBLÈME. 

DIVISER une ligne donnée en moyenne & extrême rai-

son. C'est à dire en telle forte que fa plus grande partie 
soit moyenne proportionelle entre la plus petite partie 

& la toute. 
Ce qui est aussi la mefme chose que de trouver une ligne 

qui soit moyenne entre une donnée & cette donnée moins 
cette moyenne, laquelle pour cette raison j'appelleray la 

médiane. 
Soit la ligne donnée appellée í. 
Sa plus grande partie que l'on cherche x 

Et fa plus petite b—x. 

II faut trouver une ligne qui soit telle, que b moins cette 

ligne soit à cette ligne comme cette ligne est à b. 

b—x. x : : x. b. 

C'est ce qui fe peut trouver par une voie fort facile, 

Décrire un cercle de l'in-

tervale de la moitié de b, éle-
vée perpendiculairement fur 

l'une des extremitez de b. 

Et tirer une sécante de l'au-
tre extrémité de b, qui pas-
sant par le centre du cercle fè 

termine à la circonférence. 
La partie de cette sécante qui est hors le cercle fera x. 

C'est à dire moyenne proportionelle entre b, ÒL b—x. 

Car parla construction i. b est tangente de ce. cercle, -

i. Le diamètre de ce cercle est é-sral à b. 
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3. Et par conséquent la sécante entière est x<~+ b. 

Or (par 33. S. ) b tangente est moyenne proportionelle 
entre la partie de la sécante qui est hors le cercle ( c'est â 

dire x.) 

Et la sécante entière ( c'est á dire x-+b 

Donc x. b : : b. x-i-b. 

Donc permutando b., x :: x-i-b. b. 
Donc dividende • b—x. x : : x, b. 

Ce qu'il falloit demonstrer. 

I. COROLLAIRE. 

UNE ligne étant divisée en moyenne & extrême raison
;
 LXÍII. 

si on y ajoute fa plus grande partie ( que nous appelle-
rons la médiane ) il s'en fera une nouvelle toute qui fera 

encore divisée en moyenne & extrême raison ,1a première 
toute étant la médiane. 

C'est ce qui fe voit par la voie même dont on s'est servi 

pour diviser la première toute en moyenne 8c extrême 
raison, en sorte qu'il ne faut que recomposer, pour parler 

ainsi , ce que l'on a divisé. 
Car si b—x. x : : x. b. 

Çomponendo b. x : : x-i-b. b. 

Donc la ligne x-i-b est divisée par b en moyenne 8c 

extrême raison, puisque £ est moyenne proportionelle en-
tre la toute x-i-b. 8c son autre partie x. 

II. COROLLAIRE. 

UNE ligne étant divisée en moyenne 8c extrême raison, LXI T. 

fa petite partie divise la médiane en moyenne 8c extrê-

me raison. 
Soit b divisée comme dessus

 }
 8c comme fa médiane est 

appellée x, soit la petite appellée y, II faut prouver que 

x—y. y : : y. x. 
Or il ne faut pour cela que nommer b par ces parties 

y-+x. 
Car par la division de b par x en moyenne 8c extrême 

raison y. x :-. x. y-i-x. 
Oo ij 
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Donc fermutando x y. : : y-ì-x. x. 

Donc dividendo x—y.y : : y. x. Ce qu'il fallòit 

demonstrer. 

III. COROLLAIRE. 

1 XV
' IL est aisé de conclure de ces deux Corollaires, que 

lorsqu'on a une ligne divisée en moyenne & extrême rai-
son , on en peut avoir une infinité d'autres plus grandes & 
plus petites divisées dela même forte. 

PREUVE DES PLUS GRANDES. 

LXVI. Si on joint la médiane à la première toute, ils'en fait 

une seconde toute qui à la première pour sa médiane 
( par le premier Corollaire.) 

Donc si on joint la première touteà la deuxième, il s'en 
fait une troisième quia la deuxième pour fa médiane. 

Et joignant la deuxième à la troisième, il s'en fait une 
quatrième qui a la troisième pour fa médiane, &. ainsi à 
Finfini. 

PREUVE DES PLUS PETITES. 

Si on prend la médiane de la première toute , il s'en 
faicune seconde toute plus petite, quia pouríà médiane 

•( par le deuxième Corollaire ) la petite partie de la pre-
mière toute. 

Et cette médiane de la deuxième toute est une troisiè-
me toute quia pour fa médiane la petite partie de la deu-

xième toute, & cette médiane de la troisième toute est 
une quatrième toute quia pour fa médiane la petite partië 
de la troisième toute, & ainsi ài'tnfini. Ce qui peut estre 

considéré comme une nouvelle &c tres belle preuve dela 
invisibilité d'uneiignei ['infini. 

VI. PROBLÈME. 

LXYII. AYANT la grandeur des cotez d'un angle qui doive 

estre la moitié de chacun des angles fur la baíè.cn trou-
ver la base. 
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^ 
Soit K b de la grandeur de ces costez, & soit décritte 

une portion de cercle de cette intervalle & du centre K, 

Soit divisée K b en c. en moyenne Sc extrêmeraison, ea 
sorte. 

b e c K : : c K. b K. 

. Ea corde b d de la grandeur de s K, qui est la moyenne 
entre b c & b K; sera la base de cet angle, & K d en sera 
l'autre costé. 

Car soit tirée la ligne c d, je suppose que les deux an,* 
gles fur la base d'un angle Isoscele sont égaux. Et ainsi 

j'auray prouvé que l'angle K est la moitié de chacun des 
angles fur la base, si je puis montrer deux choses. 

La ire- Que l'angle K est égal á l'angle b d e 
La 2e. Que l'angle b de est la moitié de l'angle b d¥à. 

PREUVE DE LA PREMIERE. 

L'angle b a deux bases, c d & K d, èc ses costez selon une 

base sont proportionnels à ses costez selon l'autre base* 
puisque 

b e b d : : b d b K> 
Donc les bases edèc 

K d font antiparalleles, 
& par conséquent lesan-

gles fur une font égaux 
aux angles fur l'autre 

chacun à chacun. 
Donc l'angle K est égal 

à l'angle b de Ce qui est 
la première choíè qu'il 
falloit demonstrer. 

PREUVE DE LA SECONDE. 

Les deux parties de b K, base de l'angle de b d K, sont 
en même raison que les deux costez de-cet angle,puifque 

d K étant égale à b K, & cK àbd; 

b c. c K : : b d. d K. 
Donc l'angle b d K est divisé par la moitié.. 

O o irj í 
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Donc l'angle K étant égal à l'angle b de, qui est la moi. 

tié de l'angle b d K, est aussi la moitié de l'angle b d K. Ce 

qu'il falloit demonstrer. 

COROLLAIRE. 

ixvm. TOUT angle Ifoscele dont la base est moyenne propos, 
tionelle entre le costé entier & le costé moins cette bafe

y 

est de 36 degrez, & chacun des angles fur la base de jx. 

Car 36.plus deux fois 72. qui est la double de 36, vaut 180, 
qui est ce que valent les trois angles pris ensemble. 

VII. PROBLÈME. 

AYANT la base d'un.angle Ifoscele de 36 degrez , en 

trouver le costé. 
Soit b la base donnée divisée en moyenne & extrême 

raison, &. x en soit la plus grande partie, x-* b fera le costé 
de cet angle. C'est à dire que l'angle qui'aura x-t-b pour 

l'un ôc l'autre de ces costez, èc b pour base, fera de 3 6 de-

grez. 
Car puisque par la division de b en moyenne &- extrê-

me raison. b 

Componendo, 
b. x : : X—i-b. b. 

Donc la base b est moyenne proportionelle entre le 

costé x~+b èc x
ì
 qui est ce costé moins b. 

Donc par le précédent Corollaire l'angle qui a x-t-b 

pour chaque costé, Sc b pour base, est de 36 degrez. Ce 
qu'il falloit demonstrer. 

SECTION VIL 

"Des lignes incommensurables. 

CE que nous avons dit dans le IV. Livre des grandeurs 

incommensurables donne une si grande facilité d'expli-
quer les lignes incommensurables, qu'il ne faut pour cela 

qu'ajouter à ce Livre trois ou quatre propositions. 
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PROPOSITÌON GENERALE. 
Lorsque trois lignes font continuellement proportio-

nelles, la raison dela première à la troisième peut estre de 
trois sortes r ce qui se fait en trois cas. 

PREMIER CAS. 

Si la raison de la première à la troisième estime raison 
de nombre à nombre qui ait pour ses expofans des nom-
bres quarrez, la moyenne est à chacune des deux autres, 
comme le produit des racines de ces nombres quarrez, est 

à chacun de ces nombres quarrez, &: par conséquent la 
moyenne est commeníurable aux deux autres. 

SECOND CAS. 

Si la raison de la ire à la 3e est une raison de nombre à 
nombre, qui n'ait pas pour ses expoíàns des nombres quar-
rez,la moyenne est incommensurable en longueur &: com-
menfurable enpuissanceà lai" 6c à la 3 e. 

TROISIÈME CAS. 

SI la raison dela irt à la 3e est une raison sourde, & non 

de nombre à nombre, la moyenne est incommensurable 
aux deux autres, tant en longueur qu'en puissance. 

Tous ces 3 Cas se prouvent des lignes, de la même forte 
qu'on les a prouvez dans le IV. Livre des grandeurs en gê-
nerai. C'est pourquoy ce qui reste icy est d'appliquer cet-
te doctrine generale à des exemples particuliers qui soient 
propres aux lignes. Ce que nous ferons par les Théorè -
mes suivans. 

I. THÉO R E M E. 

UN angle droit étant Ifoscele, le costé & Phypotenu-
fe font incommensurables en longueur & commenstira-
bles en puiflance. 

Soit un angle droit Ifoscele, dont 

L'hypotenuse soit appellée h. 
Le côté d. 

La perpendiculaire du sommet à 

l'hypotenuse la partagera en deux c-

gal ment. Chaque moitié 
soit appellée m* 
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Donc - h. d. m. 

Or h. m :: 2. 1. 

Donc 2 & 1 n'étant pas deux nombres quarrez ( par le 
2

E Cas) d est incommensurable en longueur à h ècà m. 

Mais il leur est commeníurable en puissanceparce que 
h h. d d } "> h. m. 

d d. mm y " $ 2. 1, 

11. T H E O R E M E. 

LXXI; QUAND l'hypotenuse est à l'un des cotez d'un angle 
droit, comme nombre à nombre, ilest aisé déjuger si l'au-
tre côté est commensurable ou incommensurable à l'hy-

potenuse. Et voicy comment. 
Soit l'hypotenuse h 

Un des costez c. 

L'autre costé d. 
Une perpendiculaire estant menée 
du sommet à l'hypotenuse , 

Soit sa portion vers c appellée k
y 

Et l'autre vers d appellée /. 

11 s'enfuit que |j \ \\ 
Supposant donc que^& c soient comme les deux nom-

bres x &C C'est à dire que 

h. C : : x. 2^ 

Donc la raison de h. k. estant doublée de la raison de h.c. 

h. k : : xx. Xj^ 

Or k & / étant les deux portions de h, 

/ ì=ïb—k. 

Donc h. I : : xx. xx.—sg. 

Donc si xx.—sg. est un nombre quarré par le pre-

mier Cas de la Proposition principale, h est commensu-
rable à d. 

Que si au contraire xx—^n'est pas un nombre quar-

ré ( par le deuxième Cas ) h n'est point commensurable à 

d en longueur, mais seulement en puissance. 

III. THÉO-
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III. THÉORÈME. 

LORSQU'UN des cotez de l'angle droit est: une aliquote LXXH 

de l'hypotenuse, l'autre côté est incommensurable à l'hy-
potenuse en longueur , 8c commensurable seulement en 
puisïànce. 

Car afin que spar exemple, soit une aliquote de h , il 
faut que h soit à c, comme quelque nombre à l'unité que 
je marqueray par un Í. 

Soit donc h. c : : x. r. 

Donc par le Théorème 2. 

h. k : : x x. 11. 

h. I : : x x. x x—-11 

Or il est impossible que xx—11 soit un nombre quar-
ré. Car (n) ne fait qu'une unité, selon ce qui a esté dit, 
IV.y. Et deux nombres quarrez ne peuvent jamais estre 
difterens seulementd'une unité. 

Donc par le Théorème 2
E h &cd sont incommensura • 

bles en longueur, êccommensurables seulement en puis-
sance. 

COROLLAIRE. 

S i la base d'un angle Ifoscele est LXXITÎ 

égale au costé , la perpendiculaire A 

du sommet à la base est incommen- / 
surable en longueur, Sc commenfu- / 
rable seulement en puisïànceavec le / 
costé. . 

Car alors cette perpendiculaire fait 

un angle droit avec la moitié de la base, 8c l'un ou l'au-
tre des costez est l'hypotenuse de cet angle droit. 

Donc l'un des costez de cet angle droit, qui est la moitié 
de la base, est aussi la moitié deT'hypotenufe. 

Donc il est une aliquote de l'hypotenuse. 

Donc par le Théorème précédent l'autre costé, qui est 

la perpendiculaire ,est incommensurable en longueur, 8c 
commensurable seulement en puisïànceavec l'hypotenuse 
de cet angle droit, laquelle est le costé de l'angle dont k 
îbase est supposée égale à chaque costé. 

■P p 
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IXXV. 

z9S NOUVEAUX ELEMENS 

IV. THÉORÈME. 

AYANT deux lignes incommensurables en longueur ( ou 
parles Théorèmes precedens, ou par d'autres voyes ) & 
ayant trouvé la moyenne proportionelle entre ces deux 
lignes ,elle leur sera incommensurable tant en longueur, 

qu'en puiílance. 
Cela est clair par le 3e Cas de la Proposition principale. 

V. THÉORÈME. 

QUAND une ligne est divisée en moyenne & extrême rai-
son, la toute & ses deux parties font incommensurables 
les unes aux autres» C'est ce qui a esté prouvé dans le 

4. Livre,num.37. 

A V E R T I S S E M E N T. 

jl n'y a à dire de quatre lignes continuellement proportio-

nelles que ce qui a ejìè dit dans le IV. Livre de quatre <yan> 

deurs continuellement proportionelles. 
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NOUVEAUX ELEMENS 
D E 

GEOMETRIE 
LIVRE DOVZIEvME. 

DES FIGURES EN GENERA L 

CONSIDEREES SELON LEURS ANGLES 

ET LEURS COSTEZ. 

N appelle figure dans les eîem ens de Géométrie, 
une surface platte terminée de tous costez. 

Ce qui comprend deux choies : la première, 
lesextremitez de cette surface : la seconde, l'espace qu'elle 
comprend

 5
 ce qui s'appelle/W*d? la figure. 

Jfous les considérons dans ce Livre & lesuivantselon le pre-

mier rapport 5 & dans d!autres Livres nous les confidererons 

selon le dernier. 

D 1 v 1 s 1 o N. 

TOUTE figure considérée selon ses extremítez,est
# 

Ou rectiligne. 
Ou curviligne. 
Ou mixte. P p ij 

11. 
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PREMIERE DEFINITION. 

11, ON appelle rectiligne celle qui est terminée par des li-
gnes droites , qui ne peuvent estre moins de trois, étant 
clair que deux lignes droites ne peuvent pas terminer un 
espace de tous costez, puisqu'elles ne peuvent se rencon-

trer qu'en un point, ce qui laisse i'espace ouvert du costé 

opposé à ce point. 
II est clair aussi par là que les lignes droites ne peuvent 

terminer un espace, qu'en faisant autant d'angles qu'il y a 
de lignes droites qui terminent l'espace. Car si un angle 

demande deux lignes, une ligne sert à deuxangles. 
Et ainsi l'on peut considérer trois choses dans l'extremi-

ré d'une figure rectiligne. i. Les angles, z. Les costez. 
3. Le circuit, qu'on appelle aussi périmètre, qui n'est autre 

chose que la somme des costez 5 c'est à dire tous les costez 

pris ensemble. 

SECONDE DÉFINITION. 

Î ?
 ON appelle curviligne celle qui est terminée parune ou 

plusieurs lignes courbes. Et une feule ligne courbe pou-

vant rentreren foy même,.peut terminer une espace. 
Mais on ne considereicy des figures curvilignes que le 

seul cercle
 ;
 parce que de toutes les lignes courbes on ne 

considère que la circulaire. 

T R O I S I E ME D E F I N i T I O N. 

Y». ON appelle figure miate celle qui est terminée en par-
tie par des lignes droites, & en partie par des courbes, 

dont on necojnsidere icy que les portions de cercle
 3

 qui 
font celles qui font terminées par une corde & une por-

tion de circonférence
 5
 ou les secteurs du cercle qui font 

terminez par deux rayons & une portion de la circonfé-

rence, tel qu'est un quart de cercle. -
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DES FIGURES RECTILIGNES 

ON peut diviser les figures 
rectilignes en celles qiu ont 

quelque angle rentrant, 8c 
celles dont tous les angles 
font saillans

 ;
 c'est à dire 

tels que leur pointe regar-
de toujours le dehors de la 
figure. 

Les Géomètres se sont 
restraints à considérer les 
dernieres , parce qu'on y 

peut facilement reduire les 
premières. 

ESPECES DES FIGURES RECTILIGNES. 

TOUTE figure rectiligne ayant autant d'angles que de 
costez, on les divise indifféremment par le nombre de leurs 

angles ou de leurs costez jôc on les nomme selon l'un ou 
selon l'autre. 

Ainsi on appelle Triangle une figure de trois angles 8c 
de trois costez, 6c Quadrilatère celle de quatre angles8c 
de quatre costez. 

Les noms Grecs des figures font pris du nombre des an-
gles: comme 

Pentagone, de cinq. 
Exagone, de six. 

Heptagone, deíept. 
Octogone, de huit. 

Décagone, de dix. 

Et Polygone, de plusieurs angles indeterminément; 
Ces noms font si communs, qu'il est bon de ne les pas 

ignorer
 ;
 mais on peut se passer d'ensçavoir d'autres qui 

font moins communs ; 6c appeller les figures du nombre de 

Pp. m 
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leurs costez ou de leurs angles, une figure de quinze 
costez, de trente, de cent, de mille &c. 

I. THÉORÈME. 

/UJ
 TOUT polygone peut estre résolu 

en autant de triangles, qu'il a de co-

tez moins 2, &ii ne le peut estre en 
moins. 

C'est à dire, s'il a 4 costez , il peut 
estre résolu en deux triangles ; si y, en 

troisj si 6, en quatre^ si 7, en cinqi si 8, en six Sec. 
Car d'un angle quelconque tirant deux lignes de part 

&. d'autre, quij soutiennent chacune l'angle qui le suit de 

part òc d'autre , il s'en fait deux triangles qui compren-
nent 4 costez de la figure. Mais de ce méme angle me-
nant des lignes à chacun des autres angles, il s'en fait au-
tant de triangles qu'il y a de costez outre ces 4. Donc il 
y aura autant de triangles qu'il y a de costez outre ces 4, 

Donc il y aura autant de triangles que de costez moins 2, 

puisqu'il y a nécessairement 2 de ces triangles qui com-
prennent 4 de ces costez. 

II. THÉORÈME, 

Í x. Tous les angles d'un polygone quelconque font égaux à 
autant de droits que le double de ces costez moins 4. 

Car nous avons déja veu qu'un angle plus les deux an-
gles que font ses costez fur fa. hase, font égaux à deux 
droits. Or un angle avec fa base n'est point diffèrent 
d'un triangle.Et par conséquent les trois angles d'un trian-
gle valent deux angles droits, qui sont six moins 4. 

Or par le précédent Théorème tout autre polygone 
peut estre tesolu en autant de triangles moins 2 qu'il a de 
costez ; & les angles de ces triangles comprendront ceux 

du polygone. Donc si lepolygoneàycostez estant résolu 
en 5 triangles, les angles de ces 5 triangles en vaudtont dix 
droits, qui sont 14 moins 4. 

On le peut encore démontrer d'une autre sorte , en pre-
nant un point quelconque au dedans du polygone, & de 
ce point menant des lignes à tous les angles. Car alors 
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rheptagone sera partagé en 7 triangles, qui auront t©us 
deux costez de leurs angles au tour de la figure, 8c le 3e au 
dedans. Or tous les ft angles de ces 7 triangles en valent 
14 droits, & les 7 du dedans de la figure valent 4 droits 

( 5c quand ilyenauroit mille,ou tant que Ton voudra, 
ils ne vaudront jamais que 4 droits )8c par conséquent les 
14 autres qui font égaux à ceux de l'heptagone valent 14 
droits moins 4 5 c'est à dire 10 droits. 

D 1 v 1 s 10 N. 

Les figures de ces différentes espèces se peuvent con-

sidérer ou chacune à part, ou en les comparant deux en-
semble. 

FIGURES CONSIDERE'ES A PAR T. 

DÉFINI T I O NS. 

r. CELLES dont tous les angles font égaux, s'appellent 
Equiangles. 

i. Celles dont tous les costez font égaux, s'appellent 
Equilateres. 

3. Celles qui font tout ensemble equiangles 8c equila-
teres, s'appellent Régulières. 

Et on met aussi le cercle entre les régulières ,à cause de 

fa parfaite uniformité, 8c qu'on le peut considérer comme 
un polygone régulier d une infinité de costez. 

4. Celles dont les angles,,ou les costez feroient alterna-
tivement égaux j c'està dire lepremierégalau3e, f, 7% 9e, 
8c le second égal au 4e, 6e, 8S, 10e, fe peuvent appeller al-
ternativement equiangles ou équilatérales. 

Mais U faut remarquer que cela ne peut estre que 
quand le nombre des angles ou des costez est pair.Car s'il 
estoit impair

 t
 le dernier 8c le premier se trouveroienr 

égaux j 8c par conséquent le pénultième 8c le premier fe-
roient inégaux ; 8c par conséquent ils ne feroient pas tous 
alternativement ég aux. 
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FIGURES COMPARE' ES. 

DEFINITIONS. 

QUAND on compare deux figures de même genre,c'est 

à dire d'un nombre és;al de costez. 
1. Si les angles de l'une font égaux aux angles de l'autre, 

on les appelle Equiangles
 5
 & ce mot ne marque pas alors 

que les angles de chaque figure soient égaux entr'eux
 ; 

mais seulement que ceux dè l'une sont égaux à ceux de 

l'autre , chacun à chacun. 
2. Si les costez de l'une font égauxaux costez de l'autre, 

on les appelle Equilateres ̂  ou Equilateres entr elles. 
3. Si elles font tout ensemble equiangles & equilateres 

entr'elles, on les peut appeller T out-égales-
}
 ce qu'il faut 

bien distinguer de celles qu'on appelle simplement Egales. 
4. Si elles font equiangles, &. que les costez de l'une 

soient proportionels aux costez de l'autre, on les appelle 

Semblables. 
Ce qui fait voir que les tout-égales font toujours sembla-

bles , puisqu'il y a même raison entre les costez de l'une Se 

de l'autre, qui est la raison de l'égalité. Au lieu que les 

semblables ne font pas tous toujours tout-égales : puisqu'il 
peut y avoir une autre raison que celle d'égalité, qui soit la 
même entre les costez de l'une Se de l'autre. 

Les costez des figures semblables, entre lesquels il y a 
même raison , s'appellent les costez Homologues, qui font 

toujours le plus grand costé de l'une & de l'autre :& tou-

jours ainsi, Et c'est ce qui produit ce Théorème. 

î. THÉORÈME 
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I. THÉORÈME. 

LES circuits de deux figures sembla-

bles font en même raison que leurs 

costez homologues. 

Car soient les trois costez de l'une 

de ces figures, B C D 5 Sc de l'autre 
b c d. 

Puisque B est à b, comme C à c, & 

I) à d. 

Les trois d'une part ( qui font le cir-

cuit de la première figure ) sont aux 

trois de l'autre part ( qui font le circuit de la seconde ) en 

même raison que chacune d'une part à chacune de l'autre. 

C'est ce quia esté demonstré, II. 45. 

AUTRES DÉFINITIONS. 

QUAND on compare deux figures de même ou de difFe- XIII. 

rentes espèces. 

y. Si le circuit de l'une est égal au circuit de l'autre, 

on les appelle Jsoperimetres. 

6 Si l'espace que comprend l'une est égal à l'espace que 

comprend l'autre, on les appelle égales: Ce qui appar-

tient au Livre où l'on traittera des figures considérées se-

lon Vaire. Et ce qu'il ne faut pas confondre , comme il a 

déjaesté dit, avec celles qu'on appelle tout-égales. 

DES FIGURES INSCRITTES 

OU CIRCONSCRITTES AU CERCLE. 

DES INSCRITTES. 

O N dit qu'une figure rectiline est infcritte au cercle, x I v. 

quand les sommets de ses angles se trouvent dans la cir-

conférence de ce cercle. D'où il s'enfuit, 

1. Que les angles de cette figure infcritte se doivent alors 

considérer comme des angles inscrits au cercle , dont il a 

estéparlé dans le Livre IX. 

a. Qu'ainsi les angles d'une figure infcritte ne sçauroient 

QJI 
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estre égaux, que quand les deux arcs qui soutiennent les 

deux costez de chaque angle font égaux pris ensemble 
aux deux arcs que soutiennent les deux costez de chaque 

autre angle : parce que chacun de ces angles a pour mesu-

re la demy- circonférence moins la moitié des deux arcs 

que soutiennent ces costez. IX. 19. D'où s'enfuit ce Théo, 

reme. 
IL THÉORÈME. 

3ÊSV> ONE figure infcritte au cercle ne 

fçauroit estre equiangle qu'elle ne 

soit équilatérale ou absolument, ou 

alternativement j & en ce dernier 

cas, il faut que le nombre de fes 

costez soit pair. 

Car afin que les angles d'une fi-

gure infcritte au cercle ( qui font 

des angles inscrits ) soient tous é-

gaux, il faut &L il suffit que les deux; 

arcs que soutiennent les costez de 

chaque angle pris ensemble soient 

égaux aux arcs que soutiennent 

aussi les costez de tout autre angle, 

comme il vient d'estre dit. 

Or cela est quand tous ces arcs 

font égaux : ce qui arrive quand la 

figure est absolument équilaterale
5

. 

parce que tous ces costez estant 

égaux, tous les arcs qu'ils soutiennent le sontìaussi. 

Mais cela arrive encore quand ces arcs sont alternative-

ment égaux, pourveu qu'ils soient en nombre pair -
y
 parce 

qu'alors la moitié, de ces arcs estant petits &; tous égaux 

entr'eux , & la moitié plus grands* tous égaux aussi en-

tr'eux, & un petit estant toujours suivi d'un grand, les 

deux arcs soutenant les costez d'un angle inscrit pris en-

semble seront toujours égaux à deux autres arcs foute-

nans les costez de tout autre angle. Et ainsi ces angles se-

ront égauXiOr pour cela il suffit queles costez.de la figure 
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soient alternativement égaux, parce qu'alors ils soutien-
dront des arcs alternativement égaux. 

Mais il est; bien visible qu'il faut en ce cas là que le nom-
bre des costez soit pair. Car s'il estoit impair, comme de 9. 

il y auroit neceflairement deux costez , fçavoir le 1" 6c le 

9e cjui seroientde suite tous deux grands ou tous deux pe-

tits j & ainsi l'angle compris entre le ier8c le 9e costé fe-
roit ou plus grand ou plus petit que les autres. 

Donc une figure inscritte en un cercle ne sçauroit estre 

équiangle , si elle n'est ou absolument équilatérale ou al-

ternativement ,& en ce dernier cas il faut que le nombre 
de ses costez soit pair. 

DES CIRSCONSCRITTES AU CERCLE. 

ON dit qu'une figure est circonscritte à un cercle, quand x-YL 

tous les costez de la figure touchent le cercle. Et de - lâ il 
s'enfuit, 

1. Que les angles de la figure font'des angles circons-

crits j & par conséquent il est bon de les considérer comme 

des angles compris entre deux tangentes, que l'on doit 

prendre comme si chacun estoit terminé au point de l'at-
touchement. D'où il s'enfuit encore, 

2. Que ces angles circonscrits font toûjours Isofceles
} 

parce que les tangentes menées d'un même point font 
égales, "VII. 3 4. 

3. Que les angles circonscrits fontégaux quand les tan-

gentes de l'un font égales aux tangentes de l'autre. IX. 55. 

4. Que chaque costé d'une figure circonscritte est com-

posé de deux tangentes, qui viennent de deux differens 
angles. 

Et delà s'enfuit ce Théorème. 

III. THÉORÈME. 

UNE figure circonscritte au cercle ne sçauroit estre equi- x v î t. 

latérale qu'elle ne soit equiangle, ou absolument ou alter-

nativement
 ;

 ôcence dernier casil fautquelenombrede 
fes angles soit pair. 

Car afin qu'une figure circonscritte au cercle soit équi-

latérale, il faut & il suffit que deux tan gentes dont est com~ 
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poíé chaque costé de cette figure circonscritte prises en-
semble soient égales à deux autres tangentes dont fera 

composé tout autre costé. 
Or cela est quand toutes ces 

tangentes font égales , ce qui 
arrive quand tous les angles de 

cette figure font égaux ; car 
alors toutes les tangentes sont 

égales aussi. 
Mais cela arrive encore quand 

les angles de la figure sont alter-

nativement égaux, pourveu que 
ce soit en nombre pair, en sorte 
que la moitié des angles n'ait que deux petites tangentes 
{ce qui fait néanmoins les plus grands angles ) & l'autre 
moitié deux plus grandes tangentes, ôc que toutes les pe-

tites soient égales entr'elles, &. les grandes auífi
 }

 Sc qu'un 
petit angle soit toujours suivi d'un grand. 

Car alors chaque costé fera composé d'une petite & 

d'une grande tangente ( parce que chaque costé, comme 
il a esté dit, est composé de deux tangentes qui viennent 

de deux differens angles. ) Donc tous les costez feront 

égaux. ' 

Donc une figure circonscritte au cercle ne peut estre 
équilatérale, si elle n'est equiangle, ou absolument ou al-
ternativement , &en ce dernier cas il faut que le nombre 
des angles soit pair. Ce qu'il falloitdemonstrer. 

DES FIGURES RÉGULIÈRES, 

XVIII. LE meilleur moyen de bien concevoir les figures régu-
lières, est de les considérer comme inícrittes en un cercle ; 
parce qu'elles peuvent toutes y estre inscrites , selon ce 

Théorème. 

IV. THÉORÈME. 

X i x. TOUTE figure régulière peut estre inscritte & circonscrit-

te en un cercle
 5

 parce qu'il y a toujours dans ces figu-
res un point qui en est le centre, dont toutes les lignes 

menées à tous les angles ( qu'on appelle rayons ) sont 
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égaies, Stdont toutes les perpendiculaires menées au cô-

te ( qu'on peut appeller les raïons droits } sont aussi égales 

entr'elles. 

Soit une figure régulière de tant 

de costez èc d'angles que l'on vou-

dra, il suffira d'en considérer 4 ou 

5 angles, dont j'appelleray les som-
mets b. d. s.g. h. 

Si de p milieu du costé h d, de de 

q milieu du costé b h , on élevé 

deux perpendiculaires,ellesse ren-

contreront estant prolongées, par VI. 34. 

Et le point f où elles se rencontrent sera le centre de 

la figure. 

Car du point s, intervale c b , décrivant une' circonfé-

rence., elle paíïèra par les trois points h. b. d. VII. 3. 

Donc les trois raïons c b ,c b,&c c d, seront égaux, 

Donc les 4 angles ch b, c b h^cb d, c d b seront égaux, 

par VIII. 64. 

Donc chacun de ces trois raïons cb
y
 cb

y
 cd^ partage 

par la moitié l'angle de la figure. 

Donc l'angle c b g, étant égal àl'angle c h b b *cg base 
de l'angle c h g, doit estre égale à c b, base de l'angle c b b^ 

par VIII. 6y. 
Donc ce 4e raïon cg est égal aux trois autres. 

Et il est clair que quand cette figure régulière auroit 

cent mille angles, on prouveroit la même chose de toutes 

les lignes menées de f aux angles, qui sont les rsïons. 

Donc si de ce point c&c de l'intervale d'un rayon on dé-
crit un cercle, la figure fera inferitte en ce cercle

;
 puisque 

tous les raïons estant égaux, les sommets de tous les an-

gles se trouveront dans la circonférence de ce cercle. 

Et delà il s'enfuit que tous les costez de cette figure se-
ront des cordes égales du méme cercle. 

Donc les perpendiculaires du centre aux costez sont 

égales, par VII. 8. 
Or ces perpendiculaires en font les raïons droits. 
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Donc fi on décrit un autre cercle de Pintervale d'un 

rayon droit
 ;

 c'est à dire d'une perpendiculaire à un costé, 
cette figure fera circonscritte à ce cercle

 5
 puisque tous ces 

rayons droits estant égaux, il n'y aura aucun costé qui ne 

touche le cercle. 
•X-X- COROLLAIRE. 

IL est aisé par là de déterminer trois choses importantes 
dans chaque espece de figure régulière. 

La première, de combien de degrez est Tare qui soutient 
le costé de la figure, que j'appelleray simplement Tare de 

la figure. 
La seconde, de combien de degrez est l'angle de la fi. 

gure j c'est à dire l'angle compris entre les deux costez de 

la figure. 
La troisième, quel est aussi sangle que fait un rayon fur 

un costé : c'est ce qui fe verra par ces trois Problèmes. 

PREMIER PROBLÈME. 

&XÏ. DÉTERMINER la grandeur de Parc de toute espece de 

figure régulière. 
La circonférence estant divisée en 560 degrez, ou 11600 

minutes, ou 119 6000 secondes : si on divise ce nombre par 
celuy des costez de la figure, le quotient fera voir de com-

bien de degrez, ou de minutes, ou de secondes est l'arc de 

la figure. 
Ainsi l'arc d'une figure de 15 costez est de 24 degrez, 

parce que 15 divisant 360,1e quotientest 24. 
L'arc d'une figure de 3600 costez est de 6 minutes,par-

ce que 21600 minutes estant divisées par 3600, le quotient 

est 6. 

SECOND PROBLÈME, 

«X I I. DÉTERMINER la grandeur de l'angle de toute espece 

de figure régulière. 
Ayant trouvé l'arc par le premier Problème, oster les 

degrez de cet arc de 180. qui est la demy-circonférence, ce 

qui restera sera la mesure de l'angle de la figure. 
Car tout angle d'une figure régulière doit estre consi-

déré comme un angle Ifofcele inscrit dans le cer.cle,qui a 
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pour mesure la demy-circonférence moins l'arc que sou-
tient un de ses costez. IX. 10. 

Et ainsi pour avoir la grandeur de l'angle d'une figure 
de 15 costez,. il ne faut qu'âter de 180 les 44 degrez de 
l'arc que soutient le costé de cette figure

 ;
 & ce qui reste-

ra , qui est 156, fera la mesure de l'angle d'une figure de 
15 costez. 

Et pour avoir l'angle d'une figure de 3600 costez, il faut 
oster 6 minutes de 180 degrez , Se ce qui restera, qui est 
179 d. 54Ïíèra la mesure de l'angle de cette figure. " 

III. P R O B L E M E. 

DÉTERMINER la grandeur de l'angle que fait le rayon 
fur le costé de toute figure régulière. 

II ne faut pour cela que prendre la moitié du nombre des 
degrez que vaut l'angle de la figure. Parce que tout rayon 
partage par la moitié l'angle de la figure. 

Ainsi l'àngle du rayon fur le costé dans une figure de 15 
costez, est de 78 degrez, qui est la moitié de 156. Et l'an-
gle du rayon fur le costé d'une figure de 3 éoocostez,est de 
89. d. 57'. 

CONSIDERATION SDR LE CERCLE. 

LES Géomètres considèrent souvent le cercle comme 
un polygone d'une infinité de costez : & selon cela voi-
cy de quelle sorte on devroit marquer les trois choses que 
nous venons de déterminer dans tout autre polygone. 

Puisque l'arc d'un poligone régulier est dautant plus 
petit, que le nombre de Ces costez est grand, il faut que 
l'arc d'un polygone d'une infinité de costez soit infini-
ment petit, òc qu'ainsi il ne puisse estre marqué que par 
zero. 

Or qui oste zero de-iSo degrez ,,reste 180 pour l'angle 
de ce polygone infini. 

Et qui divise 180 parla moitié, reste 90, qui est la me-
sure d'un angle droit pour l'angle du rayon sur le costéde 

ce polygone infini, 
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Aussi il est vray que l'angle du rayon fur la circonféren-

ce d'un cercle est droit en fa manière, 'puisque le rayon 

coupe perpendiculairement fa circonférence ; & que fi cet 

angle est plus petit qu'un droit, ce n'est que de l'eípace 

qui est entre la circonférence & la tangente, qui est plus 

petit que tout angle aigu
 ;

 quoy qu'il n'y ait point d'an-

gle aigu qui ne puiste estre divisé en une infinité de plus 

petits. 

Et on peut dire aussi que tout point de la circonférence 

est comme le sommet d'un angle de 180 degrez, puis qu'é-

tant partagé parle rayon en deux angles égaux, chacun de 

fes angles de part òc d'autre est droit en fa manière j & 

qu'ainsi chacun est de 90 degrez. 

DES FIGURES REGULIERES 

COMPARE'ES ENSEMBLE. 

V. THÉORÈME. 

xxvl. LES figures régulières de même espece, c'est à dire dau-

tant de costez, font toujours semblables , &: les circuits 

iont en même raison que les costez. 

Car par ce qui vient d'estre dit, les angles de deux figu-

res régulières de même espece font nécessairement égaux
5 

leur grandeur estant déterminée par les arcs des figúres
í
& 

ces arcs Tétant par le nombre des cotez de la figure. 

'Et pour ce qui est des cotez, ceux de chaque figure 

étant égaux, on peut appeller les uas & les autres c. 

Or il est bien clair que b. c :: b. c. 

Et il est clair aussi que b est à c
ì
 comme 10 b à 10 f, ou 

100 b â TOO r, ou 1000 b à 1000 c. 

Donc les circuits ne fçauroient manquer d'estre en 

même raison que les cotez. 

yi. THÉORÈME. 

■Xxvii. DEUX figures régulières étant de mefme espece, ces 4 

.chofes de l'une, rayon^ rayon droit, côté , circuit, sont en 

même 
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même raison avec ces 4 autres mêmes choses de l'autre : 

c'est à dire que le rayon de l'une est au rayon de l'autre, 

comme le rayon droit au rayon droit, le côté au côté, le 

circuit au circuit. 

Ces deux derniers viennent d'estre prouvez
 ;

 mais ils ne 

lai fieront pas d'entrer dans la preuve generale des autres. 

II ne faut pour cela que coníîdererdans chacune de ces 

figures un angle compris entre un rayon, 8c un rayon droit 

qui a pour base la moitié du costé. 

Ces deux angles sont semblables en toutes les figures ré-

gulières de même espece
 ;
 c'est à dire que l'angle est égal 

à l'angle, èc que les angles fur la base de l'un sont égaux 

aux angles fur la base de l'autre. 

Car chacun de ces angles a pour mesure la moitié de 

l'arc de la figure, puisque sa base est la moitié du costé. 

Or dans toutes les figures de même espece Parc de la figu-

re est d'autant de degrez en l'une qu'en l'autre. 

Pour les angles fur chacune des bases cela est encore 

plus clair , puisque l'un est droit en l'un èc en l'autre
 ;

 sça-
voir celuy qui est fait par le rayon droits & que l'autre 

est la moitié de l'angle de la figure qui est égal en toutes 

les figures de mesme espece. 

Or puisque ces angles sont semblables par X. 17. les 

costez sont proportionels aux costez j & la base à la base: 

c'est à dire que, 

Le rayon est au rayon, comme le rayon droit à un rayon 

droit, & la moitié du costé à la moitié du costé. Et par 

conséquent comme le costé au costé, òcle circuit au cir-

cuit. 

ï. COROLLAIRE. 

LES costez & les circuits de deux figures régulières de xxvi*. 

même espece sont en même raison, que les diamètres des 

cercles dans lesquels elles sont inscrites. 

Car ces diamètres sont le double des rayons de ces fi-

gures. Donc&c. 

ÏLr 
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II. COROLLAIRE. 

txvm. k ES circonférences des cercles sont en même raison 

que leurs diamètres. 
Car les cercles font comme des polygones d'une infini -

té de cotez, & leur circonférence est comme le circuit 

comprenant cette infinité de cotez. Donc par le précé-
dent Corollaire ce circuit d'une infinité de cotez d'une 
part, est au circuit d'une infinité de côtez de l'autre, com-

me le diamètre au diamètre. 
C'est la seule voye dont on peut prouver la proportion 

des circonférences èc des diamètres. Car n'y en ayant point 
pour le faire positivement & immédiatement, on est reduit 
à y employer l'analogie des polygones semblables d'un si 

grand nombre de costez que l'on voudra, qu'on peut con-
cevoir estre inscrits dans l'un &í l'autre cercle : comme de 
cent mille côtez, de cent millions, de cent mille mllions, 

Sc" ainsi jusqu'à l'infini. 
Car plus ces polygones ont de côtez,moins il y a de 

différence entre la circonférence du cercle 8t leur circuit, 
VII. 19. Et ainsi quelque petite que soit une ligne donnée, 
quand ce ne seroit que la cent millième partie de l'épaifseur 
d'une feuille de papier, on peut concevoir un polygone 
de tant de côtez inscrit dans l'un dans l'autre cercle, 

que la différence de son circuit d'avec la circonférence 
de ces cercles, sera moindre que cette ligne donnée. 

Or de quelque grand nombre de côtez que soient ces 
poly gones, leurs circuits feront toujours en même raison 

que les diamètres, par le Corollaire précédent. 
Donc on doit conclure par une analogie tres certaine, 

que les circonférences font aussi en même raison que les 

diamètres. 

I II. C O R O L L A I R E. 

xxix. Si deux figures régulières de même espece ont de l'éga-
lité en l'une de ces quatre choses, rayon, rayon droit, cô*-

té, circuit^elles l'ont en tout, & sont tout-égales. 
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C'est une suite évidente du sixième Théorème. 

IV. COROLLAIRE. 

L'UNE de ces quatre choses étant donnée la grandeur x x x. 
de la, figure régulière est déterminée : c'est â dire qu'elle ne 
peut estre que d'une forte, quoy qu'il ne soit pas toujours 
facile de la décrire -

t
 parce que souvent il n'est pas aisé ou 

de trouver le côté d'une figure régulière en ayant le rayon, 
ce qui est la même chose que de Pinscrire en un cercle 
donné : ou d'en trouver le rayon en ayant lecôré

 ;
 ce qui 

est la même chose que trouver le cercle dans lequel une 
figure dont le côté est donné puifle estre infcritte. C'est 
dequoy nous allons traitter. 

DE L'INSCRIPTION OV CIRCONSCRIPTION 

dune figure régulière de telle espece 

dans un Cerde donné. 

IL est bien facile parce qui a esté dit, une figure regu- XXXÏ. 

liere estant décritte, d'en trouver le rayon pour l'infcrire 
dans un cercle: mais il n'est pas aussi facile d'inscrire dans 
un cercle donné, telle figure régulière que l'on voudra. Et 

souvent même on ne le peut que mécaniquement, & non 

géométriquement, au moins par la Géométrie ordinaire j 
parce qu'elle ne donne pas le moyen de diviser un arc don-

né, en 3, en 5, en 7 &c. ce qui ferqit souvent nécessaire 

pour inscrire en un cercle donné telle figure que l'on vou-
drait. 

Ainsi je pense que tout ce que l'on peut faire de mieux 
se reduit à ces deux règles générales , & à quelques Pro*. 

blêmes particuliers. 

PREMIERE REGLE GENERA LE. 

LORSQU'ON fçait inscrire en un cercle donné une cer,-
 xxx

n, 
taine espece défigure régulière, il est bien facile d'ins-

crire toutes celles qui ont plus ou moins de costez, selon la 

progression double. 
R r ij 
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C'est à dire qui en ont deux fois moins ,4 fois moins^ 

. § fois moins &c. jusques à ce qu'on soit arrivé ou à 4, ou 

à un nombre impair, qui ne fe puisse plus diviser par la 

moitié. 
Ou qui en ont deux fois plus, 4 fois plus, 8 fois plus &c. 

jusqu'à l'mfistt.' 
Supposons, par exemple, qu'on fçache infcire dans un 

cercle donné une figure de 31 costez, la corde qui soutien-

dra deux arcs de cette figure , fera* le costé d'une figure 

de 16. Et celle qui soutiendra deuxarcsdela figure de 16 

costez, fera le costé d'une figure de 8. Et ainsi de fuite. 

Et au contraire la corde qui soutiendra la moitié de l'arc 

de cette figure de 31 costez fera le costé d'une figure de 

64. Et celle qui soutiendra la moitié de l'arc d'une figure 

de 64 costez, fera le costé d'une figure de 118 costez. Et 

ainsi à l'infini. 

SECONDE REGLE GENERA LE. 

LORSQUE l'on fçait inscrire une certaine espece de figu-

re régulière en un cercle donné, on la fçait aussi circons-

crire. 

Car ayant les points de tous les sommets des angles de 

Pinforite, les tangentes au cercle à ces mêmes points estant 

prolongéesjufques à ce qu'elles se rencontrent, font une 

figure semblable circonscritte au même cercle
 5

 puisque 

d'une part tous ìes angles circonscrits de cette figure sont 

égaux, estant appuyez fur des arcs convexeségaux
5
 ô£que 

de l'autre chacun de ces anglesest égal à l'angle de la fi* 

gure circonscritte, par IX. p. 

PROBLEMES PARTICULIERS. 

I. 

xxxiv. INSCRIRE un quadrilatère régulier ( qui s'appelle quar-

ré ) dans un cercle donné. 

Deux diamètres qui se coupant partagent la circonfé-

rence en 4 parties, dont chacune est l'arc du quarré ins-
crit dans le cercle. 
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Co ROLLAIRE. 
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xxxvr, 

INSCRIRE dans un cercle donné une figure de 8 costez, xxxv. 
de 16, de 32 ; & ainsi à l'infini. if Règle generale. 

II. PROBLÈME. 

INSCRIRE en un cercle donné un / 

exagone régulier. 
Le demi diamètre ou rayon est le côté \ / 

de l'exagone. Car ayant fait un angle 
compris par deux rayons, 5c ayant pour ***"—• 

base une ligne égale au rayon, cet angle est de 60 degrez, 
puisque cet angle est égal à chacun des angles fur la base, 

& que les trois ensemble valent 180 degrez. Donc chacun 
est de 60 degrez. Or 60 degrez est Tare de l'exagone. 

Donc le demy diamètre est le côté de l'exagone. 

I. COROLLAIRE. 

INSCRIRE en un cercle donné un triangle régulier. xxxvii. 

Doubler l'arc de l'exagone, par la i" Règle generale. 

II. COROLLAIRE. 

INSCRIRE en un cercle donné une figure de 12 côtez, XXXVIII 

de24,de48. Etainsi à l'infini. ire Regte generale. 

III. PROBLÈME. 

INSCRIRE en un cercle donné un décagone, ou figure 

de dix côtez. 
Ayant divisé le demy diamètre en moyenne ou extrême 

raison (par XI. 68.) la plus grande partie de cette ligne 

ainsi divisée est le côté du décagone. Car elle soutient 

un arc de 36. degrez, par XI. 75. 

I. COROLLAIRE. 

INSCRIRE en un cercle donné un pentagone & figure 

de cinq côtez. 
Doubler l'arc du décagone , parlai" Règle generale. 

Rx uj 

xxxi x* 
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II. COROLLAIRE. 

KL i. INSCRIRE en un cercle donné une figure de io côtez, 
de 40, de 80 : Sc ainsi à l'infini. ,1" Règle generale. 

IV. PROBLÈME. 

ï L 11. INSCRIRE en un cercle donné une figure de 15 côtez. 
De Tare de l'exagone qui est de 60 degrez, oster l'arc 

du décagone qui est de 3 6, il restera un arc de 14 degrez, 
qui est l'arc d'une figure de 15 costez

h
 parce que 24 fois I J 

font 360. 

Co ROLLAIRE. 

í L111- INSCRIRE en un cercle donné une figure de 30 costez, 
de 60, de 120. Et ainsi â l'infini. ite Règle generale. 

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE, Liv. XIII. & 

NOUVEAUX ELEMENS 

DE 

GEOMETRIE 
LIVRE TREIZIÈME. 

DES TRIANGLES ET QUADRILATERES 

CONSIDEREZ SELON LEURS COSTEZ 

ET LEURS ANGLES. 

P RE'S ce qui a e^ê dit des figures en gênerai', ilne 
refie plus que d'expliquer ce qui efl particulier aux 

triangles, & aux quadrilatères. 

PREMIERE SECTION, 

Des Triangles, 

I. LEMME. 

ON angle avec fa base, est la même chose qu'un triant ^ 

gle. Et ainsi tout ce qui a esté dit dans les livres des an^ 

gles,des proportionelles, &. des réciproques des angles 
considérez avee leur bafe,fe peut fans peine appliquer aux: 

triangles. 
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II. LEMME. 

I I. TOUT triangle se peut inscrire en un cercle. Car il ne 
♦ faut que trouver la circonférence qui passe par les trois 

sommets des trois angles,par VIL 3. 

III. LE MM E. 

DÉFINITION. 

■111, LE côté quelconque d'un triangle en peut estre appelle 
la base, ôcles deux autres fes costez : &L alors l'angle sou-
tenu par la base est appellé l'angle du sommet, Sc la dis-

tance de ce sommet à la base est appellée la hauteur du 

triangle. 

TRIANGLES CONSIDEREZ A P A
t
RT. 

L. THÉORÈME. 

1 Y TOUT triangle a fes trois angles égaux à deux droits. 

VIII. 59. 

L COROLLAIRE. 

Vt
 Tous les trois angles d'un triangle peuvent estre aigus

} 

mais il n'y en peut avoir qu'un droit ou obtus. 

I I. COROLLAI RE. 

yi. Si l'un des angles du triangle est droit, les deux autres 
valent un droit. 

III. COROLLAIRE. 

y u. Qu i connoît la grandeur des deux angles d'un trian-
gle , connoît la grandeur du 3e. Car ôtant de la demy-cir-

conference les deux dont ont connoît la grandeur, ce qui 
reste est la grandeur du 3e. 

Qui connoît de combien de degrez font les deux, fçait 
de combien de degrez est le 3e. Car ôtant le nombre des 

degrez que valent les deux de iS o ,ce qui reste est le nom-

bre des degrez que vaut le 3e. Si les deux valent io£ de-
grez, le 3e en vaut -jt, 

II. THÉORÈME. 
VI 1

 *• DANS tout triangle 1e plus grand côté soutient le plus 
grand 
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n 

grand angle, 8c le plus grand angle est soûtenu par le plus 
grand côté. Car par le ze Lemme, tout triangle peut estre 
inícrit dans un cercle, 8c alors la circonférence du cercle 
est partagée en trois arcs, fur chacun desquels est appuyé 
chacun des angles du triangle. 

Gr ces trois arcs íbnt : 

i" CAS. OU tous trois moindres que la demy-circonfe-
rence :8c alors chacun des angles du trian-

gle est aigu. ( IX. 15. ) Et il est clair que le 
plus grand angle étant appuyé fur le plus 
grand arc, est auffi soûtenu par le plus grand 

côté. VIL 10. 

2
E
 CAS. OU l'un de ces arcs est une demy-

circonference, 8c les autres moindres j 8c 
alors l'angle appuyé fur la demy-circonfe-

rence est droit ( IX. 25. ) Et par conséquent 
le plus grand de tous

 ;
 comme auffi le costé 

qui le foûtient, qui est un diamètre, est plus 

grand qu'aucun des deux autres. VII. 9. 
3e

 CAS. OU l'un de ces arcs est plus grand
 x 

que la demy- circonférence -, & alors l'angle ̂  \ 
appuyé fur cet arc est obtus, 8c par coníe- j \ 
quent le plus grand de tous : comme auífi le \ J 
costé qui le foûtient terminant le segment 
dans lequel est cetangle obtus, est plus prés 
du centre qu'aucun des deux costez qui le comprennent > 

8c ainsi plus grand. VII. 10. 

I. COROLLAIRE. 

Tous les costez du triangle étant égaux, tous les an- 1 x. 
gles le font auffi: 8c au contraire tous les angles estant 

égaux, les costez le font auffi. 
Car étant inscrit dans un cercle, les costez égaux sou-

tiennent des arcs égaux. Or les angles appuyez fur des 

arcs égaux, font égaux- I X. 21. 

Que si au contraire on fuppoíoit les trois angles égaux, 
on prouyeroit de la même manière que les costez font 

égaux.. Car les angles égaux seront appuyez sut des arcs 
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égaux. IX. ii. Or les arcs égaux font soutenus par des 

costez égaux. 

II. COR o t LA IRE. 

TOUT triangle qui a deux costez égaux a les deuxangles 
soutenus par ces costez égaux

 5
 6c au contraire. En inscri-

vant ce triangle dans le cercle, on prouvera ee Corollaire 

de la même lorte que Le précédent. 
On laislèàtrouver beaucoup d'autres manières donçora 

le peut demonstrer. 

ïlï. TFTEOREMT 

LES lignes qui divisent par la moitié chacun des angles 
du triangle se rencontrent en un même point au dedans d»4 

triangle. 
Soit le triangle h c- d. £> 

Soit l'an glc d divisé par la moi-
tié par dq^^Lc divisé par la moi-
tié par ep, & que dqòícpfe cou-
pent en r j je dis que la ligne b r 

divisera aussi l'angle b par la moi-

Car ( par X. 30 )J'angle dètmt 

divisé par la moitié, 

d b. b q : : d c. C q. 

Et par la même raison considérants comme îa bafè 
de l'angle s, divisé par la moitié par c r. 

c d. c q : : d r. q r. 

Donc d b. b q :i dr. q r. 

Donc ( par X. 31. ) la ligne b r divise Pangle b par k' 
moitié. Ce qu'il falleit demonstrer. 

C 0 R OIL AI R E. 

Ces lignes coupant par la moitié les angles d'un trian-
gle font plusieurs proportions. Oh les peut reduire à 

en commençant la comparaison par les portions des sé-
cantes. 
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<b d. d s. 

rS\bc. 

îcd. 
r
t\cb. 

d b. 

d c. 

m 
Pour Pangle h. 

Pour l'angle c, 

Pour l'angle d. 

c r. 

4 
{'-

c s. 

d p. 

b p. 

b q. 

C q. 

XIII. 

I. PROBLÈME. 

FAIRE un triangle de trois lignes données. II faut que x 11. 
deux quelconques soient plus grandes que la 3e. 

De chacune des deux extremitez de 
l'une des données décrire un cercle de 

Pintervalle de chacune des deux autres > 
où ces deux cercles se rencontreront, ce 

sera le point où il faudra tirer les deux co-
tez du triangle. 

II. PROBLÈME. 

FAIRE le triangle dont on a un angle, 
& la grandeur des costez qui le com-
prennenr. 

Ayant mis ces deux costez en forte 
qu'ils faílent l'angle donné, lalignequi 
en joindra les extremitez achèvera ie 
triangle. 

III. PROBLEME-

FAIRE le triangle dônt on a un costé, &■ 
les deux angles fur ce costé. 

Tirant des lignes fur les extremitez du / 
costé donné qui fassent les angles donnez, ^_ 

où elles fe rencontreront elles achèveront 
le triangle. 

IV. PROBLÈME. 

FAIRE le triangle dont on a un angle, un des costez qui
 x Vi 

le comprend, & la grandeur du coíté qui le soutient. 

Soit b c le costé donné comprenant l'angle donné, &. 
c d la grandeur du costé qui doit soutenir l'angle donné, 

Sf ij 

x 1 v. 
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tirant de b une ligne indéfinie qui fasse fur ̂ cl'angle don-

né , ôc décrivant un cercle de c, intervalle c d. 

i. CAS. OU ce cercle ne . x 

coupera Pindefinie qu'au point 

d. Ce qui arrivera toujours 

quand le costé qui doit sou-

tenir l'angle donné est plus 

grand que celuy qui le com-

prend ) &; alors le triangle 

fera b c d. 

ie CAS. OU le cercle coupera 

Pindefinie en deux points delamë-

me part ( comme en / & en d ) &. 

alors le triangle pourra estre b cd> 

ou b cf. 
Et pour fçavoir lequel des deux 

c'est précisément, il faudroit avoir 

déterminé si b cdoit soutenir un an-

gle aigu, ou s'il doit soutenir un an-

gle obtus. 
Car si bc doit soutenir un angle aigu , le triangle est 

b c d: ôc s'il doitloûtenirun angle obtus, le triangle est 

b cf 

TRIANGLES COMPAREZ. 

I. THÉORÈME. 

XV I. DEUX triangles font tout-égaux, quand les costez de 

l'un font égaux aux costez de l'autre, chacun à chacun. 

Car alors les angles de l'un font auíH égaux aux angles de 

l'autre, par VIII. 64. 
I I. THEOREME. 

XVII. DEUX triangles font tout-égaux quandilsont un angle 

égal, & que les costez qui comprennent dans l'un cet an-

gle égal, font égaux à ceux qui le comprennent dans l'au-

tr-e,. chacun à chacun. Car alors la base est aussi égale à 

la base-, pair VIII. 6 j> 
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III. THÉORÈME. 

DEUX triangles font tout-égaux quand ils ont un costé x v i í i, 

égal, & que les angles fur ce costé égal font égaux cha-

cun à ehacun. 

Car ces deux angles estant égaux chacun a chacun , le 

troisième qui est celuy que soutient le costé égal, fera 

égalauffi (S.7.) 

Si donc l'on s'imagine que ces deux triangles sont cha-

cun inscrit dans un cercle, ces cercles feront égaux ( par 

X. 26. ) parce que le costé égal soutiendra dans chacun 

de ces cercles des arcs d'autant de degrez. 

Donc les deux autres angles estant égaux chacun á cha-

cun feront appuyez fur des arcs égaux, qui estant de cer-

cles égaux seront soutenus par des costez égaux chacun 

â chacun. 

Donc les trois costez de ces deux triangles sont égaux 

chacun à chacun aussi bien que les angles. Donc ils sont 

tout-égaux. 

IV. THÉORÈME. 

S1 deux trian gles ont ces trois choses égales. x IX 
Un angle, comme celuy dont le sommet estent. 

Un des costez qui comprennent cet angle , comme 

b c. 
Et le costé qui le soâtient, comme c d, ou cf. 

11 faut outre cela afin qu'ils soient tout-égaux, oíi que 

l'angle que soutient bc, ne soit obtus ny dans l'un ny dans 

l'autre , ou qu'il soit obtus dans tous les deux. 

Car supposant qu'on eust mené par c urie parallèle à 

b d. 
Ces deux triangles seroient enfermez entre deux ef-

Ss Ùy 
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pacesparallèles égaux ( par VIII. 56. ) parce que b c est 

égale &c fait le même angle cbd dans l'un &. dans l'au-
tre. 

Donc le costé c d ou c f estant égal par Phypothefe 
dans les deux triangles , s'il est oblique dans tous les 
deux vers le même endroit , il fait le même angle ai-
gu dans l'un Sc dans l'autre

 h
 lorsque c'est vers le de-

dans du triangle qu'il est incliné, comme quand c'est cd
y 

en l'un & en l'autre j ou le même angle obtus quand c'est 

vers le dehors , comme si c'est £fen l'un & en l'autre. 

VIII 56. 
Donc les deux triangles qui avoient déja deuK costez 

égaux par l'hypothefe íé trouvant encore avoir deux an-

gles égaux, 6c par conséquent trois { 7.S.) feront tout-
égaux parle2e Théorème. 

Mais si le costé que soutient b c estoit diversement incli-

né dans ces deux triangles, parce que ce feroit cd dans 
l'un & cf dans l'autre, ces triangles n'auroient garde d'ê-
tre tout- égaux, puisque cd feroit dans l'un un angle aiguj 
òc cf dans l'autre un angle obtus. 

COROLLAIRE. 

Dans l'hypothefe du précédent Théorème, lorsque des 
deux costez supposez égaux dans les deux triangles celuy 
qui soutient l'angle supposé égal est plus grand que celuy 
qui le comprend, les deux triangles font certainement 
tout-egaux. 

Car alors dans l'un & dans l'autre angle c db est néces-
sairement aigu, par 8. S. 

V. THÉORÈME. 

XX. DEUX triangles équiangles entr'eux font semblables. 

C'est à dire quehs costez de l'un font propordonels aux 
costez de l'autre. C'est ce qui a esté prouvé en diverses 

manières dans les deux livres des Proportionelles. Voyez 
X.18. 

AVERTISSEMENT ET DÉFINITION, 

XXI. EN comparant deux triangles semblables, il faut tou-

jours comparer les plus grand costé de l'un au plus grand 
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costé de l'autre , le moyen au moyen, ôcle plus petit au 
plus petit. Ainsi leplus grand costé estant appellé b. b. 

Le moyen d. d. 

Et le plus petit h. h. 

Dans deux triangles semblables. 
b. b :: d. d :: h. h. 

Et ces costez que l'on doit comparer ensemble s'ap-
pelìent homologues. 

I. C o R o L L A r R. É. 

LES costez qui soutiennent les angles égaux, sont ho- XXÏÏ. 

moîogues. Car dans l'vn & dans l'autre le plus grand coté 
soutient le plus grand angle ^ le moyen costé le moyen an-

gle j le plus petit costé le plus petit angle. Cela se prouve 
encore par le X. livre 18. 

II. GOROILAI R E, 

DEUX triangles sont équiangles, si-deux-- anglesde l'un
 x x Tì 3 

font égaux aux deux angles de l'autre „■ chacun à chacun. 
Car il s'enfuit delà que le 3e est aussi égal au 3

E
, 

VL THÉORÈME. 

LORSQUE deux triangles ont un angle égal, §£ les costez
 XXI v 

qui soutiennent ces angles proportionels, ils sont sembla-

bles Car alors la base est auffi proportionelse à la base, .£& 
tes deux angles fur cette base égaux , par XI. 63. 

VIL THEOREMÍ. 

SI deux triangles font de même hauteur, les paraife- x X-'v. 

les à la base également distantes1 de la base dans l'une-'Se-
dans l'autre sont entr'elles comme ces bases, 

Gela est demonstré X. xo. 
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XXVI-

VIIL THÉO R. EME. 

DEUX polygones quel-
conques estant semblables 

peuvent estre partagez, (} 
chacun en autant de trian-
gles , qui seront tels , que 
ceux d' une par t sont sem-
blables à ceux de l'autre 
part, chacun à chacun, 6c 
les costez homologues de 
deux de ces triangles sem-

blables , sont en même rai-
son que ceux de deux au-

tres semblables. 
Soient deux exagones ir-

reguliers semblables B C 

B F G H, 6cé cdfgk 
Soient menées dans le 
grand des lignes de B à D, 

à F, àG. Et de même dans 

le petit. 
L'une 6c l'autre exagone sera en 4 triangles. 

c ÎB C Z>. B D F. B F G. B G H. 
bWvon ïb c d. b d f. b f g. b g h 

Qui sont semblables deux à deux B CD ; à bc d Sec. 
Car les angles C6c c sont égaux par l'hypothefe que les 

exagones sont semblables, 6c les costez C B 6c C D pro-

portionels aux costez cb&Lc d par la même hypothèse. 
* Donc les bases B D 6c b d sont aussi proportionelles 

aux costez, Se les triangles semblables, par le 6e Théo-

rème. 
B D F & b d f sont semblables aussi. Car les angles 

C Z) F 6c c d/estant égaux par l'hypothefe, si on en 
oste les angles B D C òí bdc qui sont égaux aussi (comme 
on le vient de voir} les angles B D F èíb ^/demeureront 

ceaux. Or 
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Or les costez de ces angles B D 6c D F d'une part, 6c 
b d ècdfde l'autre font proportionels. Donc les bases 
D F & d f sont proportionels aux costez, 6e les triangles 

B D F 6c b d f semblables. On prouvera la même chose 

6c de la même manière des autíes triangles.Donc les trian-

gles d'une part font semblables à ceux de l'autre. \ 

II reste à prouver que les costez homologues de deux de 
ces triangles semblables font en même raison que ceux de 

deux autres semblables, ce qui est aisé. Car prenant les 

points B 6e b pour'fommet des quatre triangles d'une part 
6c d'autre, ils auront chacun pour base un des costez de 

l'exagone. Les deux premiers CD 6c c d, les deux seconds 
D F 6e df&cc. 

Or par l'hypothefe CD. cd-.-.DF.df. f 
Donc les bases des deux premiers triangles font propor-

tionellesaux bases des deux seconds. Et ainsi des autres. 

AVERTISSEMENT. 

On omet diverses choses qui pourroient estre dittes des trìan- XXV*I.< 

gles semblables, -parce qu'il n'y a rien en tout cela qui nese trou-

ve facilement par ce qui a eftê dit des angles considérez^ avec 
leurs bases dans les deux livres des Proportionelles. 

DIVISION DU TRIANGLE EN SES ESPECES. 

LE triangle se divise selon les costez 6c selon les angles.
 XXY

nLj 

_ , f tous trois inégaux , 6c s'appelle Scalène. 
Les co- .

 Deux é
 ^ Isoscele. 

tez íont j^
Tous trois

 <íg
aux

. Equilatéral. 

/•Tous trois aigus, Oxygone. 
Les an- \ , obtus, Amblygone. 
glesfont|Deux aigus 6e 1 autre \

 drok) Rectan
|

Ie
, 

Le fcaleneàfes trois angles inégaux. 
L'Ifofcele en a deux égaux. 

L'equilateral les a tous trois égaux. 

/•Oxygone. 
H??Iene? peuvent estre 4 Amblygone. 
L Isoscele J v

 (Rectangle. 

L'equilateral ne fçauroit estre qu'oxygone. 

T t 
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DES TRIANGLES OXYGONES 

THÉORÈME. 

XXIX. Si de tous les angles d'un triangle oxy- y 

gone on tire des perpendiculaires aux co-

tez, elles se couperont en un même point 

au dedans du triangle. 

Soit le triangle b c d, 8e deux perpen-

diculaires aux costez d m, cn{)Q dis que b o 

menée par le points 5 qui est celuy où c 

d mèc cíîí'e coupent , fera auíïï perpen-

diculaire. 
Car les triangles c b n 8c d b m font équiangles ayant 

chacun un angle droit 8e un angle commun ^ 8e par consé-

quent les angles b en 6c b dm font égaux. 
Et par conséquent ausfì les triangles b d m 6c cp m font 

équiangles, ayant chacun un angledroit,8e l'angle me p' 

(qui est le même que ben ) estant égal à l'angle b dm. 

. Donc dm, me : : m b. m p. & alternando dm.mb: -.me. 

m p. 
Donc les triangles b m p 6c dmc font équiangles, par 

x^.fup. puisque dans le triangle b mp les costez d m 8c m e,, 

qui comprennent un angle drait,font proportionels à m b 

éím p qui comprennent aulïï un angle droit. 

Donc l'angle m b p soutenu par m ^, est égal à l'angle 

m d c soutenu par m c. 
Or les angles m p b 6c o p d font égaux, parce qu'ils font 

opposez au sommet. Donc les triangles mp b 8c o pdíont 

équiangles. 
Or l'angle pmb est droit parla construction. 

Donc l'angle o p d est droit auffi. Ce qu'il falloit de-

monstrer. 

C O R O L L AIRE. 

X X Xi CES perpendiculaires coupant les angles d'un triangle, 

font n triangles rectangles : 6 grands, qui ont pour hypo-

thenuse l'un des costez du triangle total3 6c qui enferment 

SCD LYON 1



DE G E O ME TRIE, Liv. XIII. 331 
tous quelque choie les uns des autres : Se 6 petits entière-
ment séparez, Se qui ont chacun pour hypothenuse la por-
tion d'une perpendiculaire la plus proche de l'angle qu'el-

le coupe
 ;

 & ces n triangles rectangles font 4 à 4 équian-
gles , deux grands Se deux petits. C'est un exercice d'es-
prit de les trouver, & il vaut mieux le laiffèr à ceux qui 
commencent. Je diray seulement qu'entre les diverses pro -
portions qui se font par tous ces triangles, il y en a de deux 
sortes fort considérables. 

La première est, que le costé d'un angle Se fa première 
portion font réciproques à l'autre costé Se fa première 
portion c'est à dire que le grand costé est au petit comme 

la première portion du petit à la première portion du 
grand. Exemple dans l'angle b. 
grand, petit, :: 1. portion du grand, i. portion du petit. 

b d. b c. : : b m. b n. 

La féconde est, que les portions d'un costé du triangle 
total font réciproques à la perpendiculaire entière, Se fa 
portion qui fait l'angle droit

 5
 c'est à dire qu'une portion 

du costé est à la perpendiculaire, comme la portion de la 

perpendiculaire qui fait l'angle droit, est à l'autre portion 

du costé. Exemple : 
port, du costé. perpend : : port, delaperp. port, du costé. 

me. m d : : m p. m b. 

DES TRIANGLES RECTANGLES. 

I. THÉORÈME. 

SI l'un des angles aigus du triangle rectangle est double XXXï, 

de l'autre ( ce qui ne peut estre qu'il ne vaille les deux tiers 

d'un angle droit, Se l'autre le tiers, c'est à dire qu'il ne soit 

de 60 degrez Se l'autre de 30 ) le petit costé qui soutient 
l'angie de 30 degrez Se qui en est le sinus, est ^la moitié de 
Phypothenufe de l'angle droit, qui est aussi le rayon de 

cet angle de 30 degrez. 

Soit le triangle b d c conforme à l'hypothefe. 

Tt ï 
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Tirant^/égale à d b fur b c pro-

longée, l'angle d/^ fera égal à l'an-
gle d b f^Sc par conséquent l'un &c 

l'autre fera de 60 degrez. Donc l'an-
gle b d f fera, aussi de 60 degrez, puis-
que tous les trois ensemble valent b 

deux droits, c'est à dire 180 degrez. 
Donc le triangle b d/est équilatéral. 

Donc b c ~+ cftz d b. 

Or b c—c f, les deux triangles dbc&dc/estant tout, 

égaux, par \%. sup. 
Donc bc est la moitié de d b. Ce qu'il falloit démons-

trer. 
PROBLÈME. 

XXXII- TROUVER le triangle rectangle dont on a 
1. Ou les deux costez comprenans l'angle droit. 

2. Ou l'hypothenufè, & un des costez. 
3. Ou l'hypothenufè, & la perpendiculaire du sommet de 

l'angle droit à cette hypothenuíè. 
4. Ou l'hypothenufè, &t la moyenne proportionelle entre 

l'hypothenufè donnée, & un des costez. 
5. Ou vndes costez & la moyenne proportionelle entre 

le costé donné & l'hypothenufè. 
6. Ou l'un des costez, & la moyenne proportionelle entre 

ce costé donné êc l'autre costé. 

PREMIER CAS. 

Mettant à l'angle droit les deux costez donnez, la ligne 

qui en joint les extremitez estrhypothenuíè. 

SECOND CA S. 

Décrivant la demy-circonférence dont l'hypothenufe 

donnée est le diamètre, le point de cette circonférence où 
se terminera le costé donné sera le point du sommet de 
l'angle droit j ce qui déterminera l'autre costé non donné. 

TROISIÈME CAS. 

Voyez IX. 34. 

QUATRE, CINQ^ET SIXIÈME CAS. 

Trois lignes estant continuellement proportionelles, 
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 m 

ayant la première Scia seconde, qui est la moyenne, on a 

la 3e par le Problème, X. 34. Et par conséquent Ie4c8c5e 

Cas se rapportent au 2
e
, Se le 6e au 1". 

DES TRIANGLES 1SOSCELES. 

I. THÉORÈME. 

LORSQUE l'angle du sommet d'un triangle Isoscele est xxin* 

de 36 degrez, chacun des angles fur la base est de 71, Se la 

base est la moyenne proportionelle entre le costé entier, 
& le costé moins cette base ( c'est à dire que la base divise 

le costé en moyenne Se extrême raison ) Se la base estant 
ajoutée au côte , il s'en fait une ligne divisée en moyenne 
Se extrême raison. Voyez XI. 68. 69.73. 

II. THÉORÈME. 

DEUX triangles Isosceles estant semblables
 u

 xxiv? 
8e inégaux, si la même ligne est la base de 
l'un Se le costé de l'autre, cette ligne íèra 
moyenne proportionelle entre le costé de 

triangle dont elle est base, Se la base de ce-
luy dont elle est costé. 

Soit l'un des triangles Isosceles b cd, Se 

l'autre cfd, de forte que c d soit la base de 

b c <£, Se le costé de c f d 5 Je dis que fusera \ 

moyenne proportionelle entres c costé du f/ \ 

premier triangle, Se f d base du second. Car / \\ 
ces triangles estant semblables, b c ( costé du / ^\ 
1er ) est à c d ( costé du i

e ) comme le même \c£ 

C d, entant que base du premier, est à f d baíè du second. 

Donc ~~ bc. cd. fc. Ce qu'ilfalloit demonstrer. 

: SECONDE SECTION. 

Des Quadrilatères. 

DÉFINITIONS. 

L E quadrilatère est une figure de 4 costez qui ne se X2&XY. 

joignent qu'aux extremitez : Se par conséquent de 4 an-
Tt iij 
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gles qui tous ensemble valent q iroits. XII. 5. 

Les costez qui comprennent u ne angle s'appellent 

costez angulaires. 
Ceux qui ne comprennent point le même angle, costez 

opposez. 
Les angles de même font proches ou opposez. 

THÉO R E M E. 

XXXVI. TOUT quadrilatère qui a ses angles opposez égaux â 
deux droits, peut estre inscrit au cercle , 6e nul autre n'y 

peut estre inscrit. 
Soit le quadrilatère b cdf, dont les ^ 

angles b èc d soient égaux à deux /f~—— 
droits, 6e par conséquent aussi les /'/ ^-^Th 

angles f. c. U/ ! \ 
Soit trouvé le cercle dont la cir- y / j j 

conférence passe par les 3 points/^ c. \\ ""r ]/ 

par VII. 3. Je dis qu'elle passera aussi \\y ̂ y' $ 

par le 4% qui est d. £ 

Car tout angle qui a fc pour base, 
êe qui est inscrit dans ce cercle du costé de d, comme f g t 

plus l'angle vaut deux droits. IX. 16. Or l'angle/g.-í 
est égal à l'angle d, qui plus l'angle £ vaut aussi deux droits. 

Donc l'angle deíl aussi inscrit dans ce cercle par IX. 30. 

DIVISION ET DÉFINITIONS. 

SSXXvii. LORSQUE les costez opposez d'un quadrilatère sont pa-
rallèles,, le icr au 3% 6e le ic au 4% on l'appelle Parallelo-

gramme, sinon onl'appelle Trapèze , quand même deux 

des costez opposez, comme le 1" 8e le 3= seroient parallè-

les , si le ie 6c le 4E ne le font pas. 

DES PARALLELOGRAMMES. 
I. THÉORÈME, 

XXXVIII S ries costez opposez d'un quadrilatère sont égaux, ils 
font parallèles

 5
 6c s'ils íbnt parallèles, ils font égaux. 

VI.16.6c.z7. 
II. THÉORÈME. 

XXXIX. Si tous les 4 angles d'un quadrilatère font droits, il est 

parallélogramme. VI. 23. 

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE, LlV. XIII. 535-

III. THE 

opposez d'ui 

O R E M E. 

xu 

XLL 

quadrilatère sont égaux 

êe parallèles, les deux autres lontauíîi égaux 8c parallèles. 

y 1.28. 
I V- T H E O R E M E. 

LES deux angles opposez d'un parallélogramme sont 
égaux, 8c les proches íbnt égaux à deux droits. 

Soit le parallélogramme b c d f. ^ 

Soit prolongé/V jusques à g, l'angle / 7 
cdgeít égal à l'angle par VIII. 55. / / 

&àl'ángle/, par VIII. 54. Donc les J— d ""g 

aigus opposez c 8c/sont égaux. 
Or les deux angles vers d, l'un extérieur 8c l'autre inté-

rieur, font égaux à deux droits. Donc lesanglesintérieurs 
vers d 8c vers/ïont aussi égaux â deux droits. 

Donc les deux autres vers b 8c vers í-sont ausfì égaux à . 

deux droits -puisque les 4 valent 4 droits. 
Ostant donc de part8c d'autre les deux aigus cècfqui 

íont égaux, les obtus opposez b&íd seront égaux. 

I. COROLLAIRE; 

S'IL y a un angle droit dins un parallélogramme, tous 

les autres le font aussi, 8c alors il est appellé ReBangle. 
Car Foppofé est droit, puisqu'il est égal àceluy-là; 8c 

les proches ne peuvent valoir deux droits, que l'un estant 

droit, l'autre ne le soit aussi. 

II. COROLLAIRE. 

QUI connoistunangle-du parallélogramme, les con- xuiU-
noist tous. Car ce qui manque de la demy-circonference 
à Tare qui mesure l'angle donné, est la mesure de l'angle 

proche de celuy- là, 8c les deuxautres font égaux chacun à • 

l'un de ces deux là. 
II I. CORO LL AI RE. 

DEUX parallélogrammes qui ont un angle égal , sont 

equiangles. 

x L 1 1; 
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IV. COROLLAIRE. 

XLV. Si deux costez angulaires d'un parallélogramme font 

égaux, tous les 4 íbnt égaux entr'eux. Car chacun des an-

gulaires est égal à son opposé. 

V. COROLLAIRE. 

XLVI. Çui 1 connoist d'un parallélogramme deux costez 

angulaires 6c un angle , connoist tout le parallélo-

gramme. 

Car qui connoist un angle, les connoist tous
 ;

 & qui 

connoist deux costez angulaires connoist les deux autres, 

chacun estant égal à son costé. 

PROBLÈME, 

XLVII. DÉCRIRE un parallélogramme dont on a un angle, Sc 

la grandeur de chacun des deux costez angulaires. 

Les deux costez angulaires comprenant cet angle, de 

l'extremité du plus petit décrire un cercle de l'intervalle 

du plus grand, & de l'extremité du plus grand décrire un 

cercle de l'intervalle du plus petit : les lignes menées de 

ces extremitez au point où ces cercles se couperont, achè-

veront la description de ce parallélogramme. 

V. THÉORÈME. 

XLviiï. DEUX parallélogrammes sont semblables quandilsont 

un angle égal, & les costez angulaires proportionels. 

Car l'égalité d'un angle donne celle des autres
 5
 & deux 

costez angulaires ne sçauroient estre proportionels, que 

les deux autres ne le soient aussi. 

DEFINITION. 

XLix. LA ligne qui joint deux angles opposez 

s'appelle Diagonale^ Si. elle divise le parallé-

logramme en deux triangles tout-égaux. 

Car les deux angles non divisez sont égaux, 

parce qu'ils sont opposez
 5
 & les parties des divisez sont al-

ternativement égales,par VIII. 53. 

SIXIÈME 

1 

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE, LlV. XIII. 337 

VJ. THÉORÈME. 

Sion tire des parallèles aux costez angu-

is 

1 laires qui passent par le même point de la f "-f:; J C 
Diagonale, les parties de ces nouvelles li-
gnes sont proportionelles. 

Demonstré X. 16. 

DÉFINITION. 

ON dit qu'un parallélogramme est décrit autour de la L L 

diagonale d'un autre parallélogramme, quand <á\\a point 

de cette diagonale on tire deux parallèles aux deux costez 
angulaires du parallélogramme, qui se terminant chacune 
à l'un de ces costez faílent un nouveau parallélogramme, 
dont une partie de cette diagonale est encore diagonale. 

VIL THÉORÈME. 

TOUT parallélogramme décrit autour de la diagonale L 1 r. 
d'un autre, luy estsemblable. 

b c dfzR. sembla ble à m n 0 f. Car d'une part/W c U. f on 
sont égaux j parce que cd&n 0 sont parallèles. 

Etpar la même raison/W,# 

font égaux aussi. / n 

Donc f d. fo:'dt.on. / 
Donc ces parallélogrammes font /•••" / 

-equiangles, &. ont les costez angu- f 0 

laires proportionels. Donc ils sont semblables par le f 
Théorème. 

DIVISION DU PARALLELOGRAMME 
EN SES ESPECES. 

^costez angulaires^ 

Selon ses i 

Ç Quarré "\ 

fégaux < K angles drcitï. LIU. 
\ C Rhombe ^ ^ 

} C Oblong J J 
Unégaux "S '. angles non droits^ 

C Rhomboïde J 

^Quarté -y 
'droits, rectang'c } ; costez tous égaux, 

Cûblong "\ J 
\ angles J \ } 

C Rhombe J J 

V.non dioits ^ } côtez non tous égaux, 
C Rhomboïde J 

Vu 
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AUTREMENT. 

r tous les costez égaux. Quarté. 

Ç rectangle "S 

' Cles seuls opposez égaux. Oblong. 

Earallel. *{ jL'Uí 
Ctous les costez égaux. Rhombe, 

>non rectangles 
î les seuls opposez égaux. Rhomboïde, 

DU PENTAGONE. 

THÉORÈME. 

IY>
 LORSQUE deux lignes qui soutiennent chacune un an-

gle d'un pentagone régulier se coupent, elles se coupent 

mutuellement en moyenne ôc extrême raison, ôc la plus 

grande partie de chacune de ces lignes est égale au costé 

du pentagone. 

Soit le pentagone inscrit dans un cercle. 

Chaque costés0utientunarcde7i.degrez.XII. 21. 

Donc les angles inscrits au même cercle qui font soute-

nus par un de cesarcs ( tels que font cb d, cdb^.d cf, dfc ) 

font. chacun de 36 degrez. IX. 18. 
Et ceux qui font soutenus par deux de ces costez ( com-

me l'angleí cf) font de 71. ibid. 

Et les angles opposez au sommet ( b gcòcfg d) font cha-

cun auíîì de 71 degrez, par IX- 40. Et par conséquent b g ■ 

est égale à b c côté du pentagone. 

Donc l'angle c b g est tel par
 G

 ■ 

XI.73. 6c 69. que la base étant 

jointe au costé; il s'en fait une 

ligne divisée en moyenne 6c £ .\ 

extrême raison. Or g d est éga-

le à la base g c. Donc la toute 

b: d est divisée en moyenne ÔC 

extrême raison.C'està dire que, 

b d. b g : : b g. g d. 
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COROLLAIRE. 

UN exagone ôc un décagone estant inscrits dans le i,y. 
même cercle, le côté de l'un ajouté au costé de l'autre 

fait une ligne divisée en moyenne ôc extr ême raison. 
Car i'angle compris entre deux demy-diamètres, quia 

pour base le costé du décagone, est un angle de 3 6 degrez 
( XII. 21. ôc 39 . ) Donc ajoutant le costé â la base, il s'en 

fait une ligne divisée en moyenne ôc extrême raison. X L 

73. ôc 69. &fup.i\. 
Or le costé de cet angle qui est le demy-diametre, est 

aussi, le costé de l'exagone inscrit dans ce cercle là. 

¥u ij 

( 
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NOUVEAUX ELEMENS 

D E 

GEOMETRIE 
LIVRE QVATORZÏE'ME. 

1. 

DES FI G V R E S PLANES 

considérées Jeton leur aire : ceft à dire selon la. 

grandeur des surfaces qu elles contiennent. 

Et premièrement des Rectangles. 

I DE' E GENERA LE DE LA MESURE 

DES SURFACES, 

\A surface estant une étendue de deux dimenJtons
y 

/ongzeur & largeur, il efi nécessaire four en con-

y^Jì nostre la grandeur, de fcavoir quelle en est lalon-

5S3S gutur, & quelle en efi la largeur. 

La longueur fe mesure far une ligne droitte qui donne la 

distance d'un p oint à un point. C'est pourquoy on ne peut con-

noìtre la longueur des lignes courbes que par rapport à des 

lignes droites. 

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE, Liv. XIV. 341 

La largeur conjìjìe dans la distance entre deux lignes ; com-

me entre b& c,quise mesure aussi par une ligne droite. C'est
 VoyC2 Is 

pourquoy les surfaces courbes nese peuvent mesurer que par raf - figure cy-

fort à des surfaces flânes-. deslòus. 

De f lus toute ligne droitte n'est sas propre a mesurer la 

distance d'une ligne à une ligne. Car st elle tomboit du point 

d'une ligne obliquement fur l'autre, elle'n'en mefùreroitpas la 
distance ; mais tombant du point d'une ligne perpendiculai-

rement fur l'autre, elle mesure la distance de ce pointa cette 
ligne. 

Mais il ne s'enfuit pas que pour avoir mesuré la distance 
'd'un des points de la ligne b à la ligne c, elle ait mesuré la 
distance de tous les autres points de la ligne b, à moins que tous 

les autres points de la ligne b fussent également distansde la 
ligne c 3 c'est a dire qu'elle luy fufi parallèle. 

D'oè il s'enfuit que st b n''eftoit pasparallèlea C,ilfaudroit 
autant de différentes mesures pour connoistre la distance de h 

à c, qu'il y auroit de differens points dans b. Ce qui estant 
impossible, il paroist par la qu'afin qu'on puisse avoir dìftin-
tlement la distance d'une ligne a une autre( ce qui fait la lar-
geur ) il faut que ces lignes soient parallèles. 

De plus ,st ces lignes font inégales, & que b soit plus gran-
de que c, on ne fçauroit laque lie prendre pour la longueur

 r 

•parce que cette surface servit plus longue d'un costé que de l'au-
tre. Et ains afin qu'on puisse avoir exaílement la mesure* 

d'une surface
 y

 il faut que les lignes dont la distance cn fait-
la largeur, soient non feulement parallèles vmais auljî égales* 

D'où il arrivera que les autres lignes feront aufjî égales & 
•parallèles entr elles. 

Et par conséquent afin qu'une surface soit en estât d'estre 

exafiement mesurée , il faut qu'elle soit terminée par 4 lignes 

•parallèles ■> c'est à dire que ce soit un parallélogramme. 
Mais (ì les deux lignes égales ^-parallèles qu'on prend pom-

me sure de la longueur ne font pas diretlement opposées, en forte 
que de tous les points de l'une on puisse tirer des perpendiculai-

res fur tous les points de l'autre ; c'est à dire fi ce parallélogram-

me ri est pas reílangle, mais obliquangle, on aura bien alors 
Vu iij 
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dans la figure dequoy en mesurer la longueur, fçavoir lequel 

on voudra dedeux costezj>ppostez^ Mais l'autre cofiê angulai-

re estant oblique fur cette longueur, ne fiera p as propre\ameju-

rer la distance entre les deux lignes qui font la longueur. D'oà 
il s'enfuit qu'il n'y a que le refìangle qui aiter,ifoy la mesure 
de fa longueur & de fa largeur. Car fi . 

d f est pris pour la longueur, d b qui est la j-

mefure de la distance de tous les points de 

b c à d f, en mesurera la largeur. 

C'est pourquoy nulle surface ne fie mesure d1 

proprement parfoy^ mème, que le reflangle. 

Et dans tout refìangle l'un des costez^angulaires à choifir , fie 
peut appeller íà longueur , & l'autre sa largeur -, ou pour 

s'accommoder davantage aux termes communs
 s
 l'un íà base, 

, & l'autre sa hauteur. 

Mais comme la mesure est d'autant plus parfaite quelle est 
plus stmple, & que le quarré qui n'a qu'une mefime mesure, 
pour fa longueur &pour fia largeur, efi plus fimple que l'o-

b long qui en a deux j il est arrivé delà que les hommes prennent 

le quarté de quelque ligne connue, comme d'une toise, d'un 

pied, d'un pouce &c. pour la mesure commune de toutes les fur-

faces -, & qu'alors feulement ils en croient connoître parfaite-

ment la grandeur
 0
 quand ils peuvent dire qu' elle est de tant de 

toises quarré es, ou de tant de pieds quarrez^, ou de tant de pou-

ces quarrez^ &c. Et ainsi ce qu'on entend ordinairement par 

ces mots j avoir l'aire d'un plan , c efi fçavoir combien ce plan, 

de quelque figure qu'ilsoit, contient ou de toises quarrèes, ou de, 
pieds quarrez^, ou de pouces quarrezj & quand on parle de. 
surface on fous-entend le mot de quarré fans Texprimeri 

comme quand on dit que la place d'un logis est de tant de 

toi fies, cela s'entend de toises quarrèes, dont chacune vaut 36 

pieds quarrez^ 

Néanmoins comme cela ne se f eut pas toujours connoître tt 
cause des grandeurs incommensurables, on se contente souvent 
en comparant des surfaces ensemble,de fçavoir que fi l'une con-

tient tant de petits refìangles, comme 16 fois b c, F autre en 
contient tant aufjì j comme 25 fois le mème b c. 
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. 
Tout cela nous fait voir, i°. Que la-première & la plus 

■parfaitte mesure efi le quarré, & que c'est par le quarré qu'on 

mesure les reftangles pour en connoître exaílement la gran-
deur. 

2°. Que la plus parfaite après le quarré , & qui efi mème 

parfaite en son genre ,parce qu'elle contient en foy la mesure 
de la longueur & de la largeur, est le refìangle oblong -

y
 & que ' 

c'est par là que l'on mesure les autres parallélogrammes. 

3°. Que celle d'après, ejr qui est imparfaite, ne contenant 

pas en foy la mesure de la longueur &de la largeur, est le pa-

rallélogramme non refìangle : & que c'est d'ordinaire par ces > 

parallélogrammes que l'on mesure les triangles, en ce qu'on les 

confidere comme les moitiez^de ces parallélogrammes. 

4°. Que le triangle fuit après, & que cefi par luy quon 

mesure d'ordinaire les autres polygones en les réduisant en trian-

gles -, comme ils s'y peuvent tous reduire. 

j°. Quenfin les autres polygones font mesurez^ (jr ne fervent 

point démesure,comme le quarréfiert démesure & n efi point 

mesuré ficen estpard'autres plus petits h comme quand on dit 

que la toise quarrèe contient 36 pieds quarrez. Voilà en abré-
gé tout ce quapùfaire ïart des hommes pour mesurer les surfa-

ces reftilignes , fans parler des curvilignes qui ne fie peuvent 

mesurer que part rapport à des reflilignes. 

Mais comme toutes nos connaissances qui dépendent de l'art 

en supposent de naturelles qu'on appelle Axiomes, voicy ceux' " 

fur lesquels est fondée toute la science de la dimension des figu-

res planes. 

E A X I O M E. 

Tous les quarrez de racine égale, sont égaux. C'eíl n 
à dire que les espaces compris d ans le quarré de la ligne b, , 
& dans celuy de la ligne m égale à b, ôc de quelque autre 

ligne que ce soit égale à b, sont égaux. Cela est clair par 
la notion même de la surface, qui n'ayant que deux di-
mensions , longueur ôc largeur, il n'est par plus clair que 

deux lignes droittes d'une même longueur font égales,qu'il 

est clair que deux surfaces de même longueur 6c de même 
largeur font égales. Or deux quarrez font de même Ion-
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gueur 6c de même largeur, íì la ligne qui mesure dans Pun. 

tant la longueur que la largeur, est égale â celle qui me-

sure dans l'autre tant la longueur que la largeur. 

C'est pourquoy auffi par tout où une ligne d'une certai-

ne longueur se trouve, comme de la longueur de b, elle 

peut estre marquée par le même caractère 6c appellée &, 

sQar il ne peut y avoir de différence que de situation, ce 

qui n'y faitrien. Et ainsi il ne faut pas s'étonner ûbb est 

par tout égal à bb. 

II. AXIOME. 

in. S r les costez angulaires d'un rectangle font égaux aux 

costez angulaires d'autres rectangles, chacun à chacun, 

tous ces rectangles font égaux. Ou ce qui est la même 

chose , tous ceux dont la base est égale à la base, ôc la hau-

teur à la hauteur, íbnt égaux. 

C'est ia même chose ^ue le précédent. Car les costez 

angulaires d'un rectangle en mesurent la longueur 6c la 

largeur
 ;

 ÔCon peut méme, comme nous avons dit, enap-

peíler l'un fa longueur, ôc l'autre íà largeur indiíFerem-

ment.Et par conséquent tous les rectangles dont les costez 

angulaires font égaux, chacun à chacun, ont même lon-

gueur ôc même largeur. 

On peut encore dire que les costez angulaires d'un rec^ 

tangle pouvant estre marquez par les mefmes caractères 

par tout où ils se rencontrent égaux,eomme par b ôc par «r, 

par tout où l'un est égal à b ôc l'autre à f , dire qu'ils font 

égaux j c'est à dire que b test égal à b c. 

AVERTISSEMENT. 

"i V. Ces deux axiomes nous font voir que tout ce que nous avons 

dit dans le premier livre de la multiplication des grandeurs 

incomplexes & complexesdans le 3e de la raison entre les 

grandeurs planes ,fe peut appliquer aux quarrezjfr aux reBan* 

gles ; & qu'il n'y a qu'à, substituer des lignes au lieu des fimples 

xaralleres. 

C'est ce que nous verrons en peu de mots en commençant par, 

la puissance des lignes. 

DÉFINITION; 
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DÉFINITION. 

ON appelle puiílance d'une ligne le quarré de cette li- T-

gne, comme b Veilla puiílance de b, ou bien le rectangle 
de deux lignes quand il s'agit de deux lignes, comme la 
puislan ce de b par c est le rectangle b c. 

DE LA PVJSSANC E U'VNE LIGNE 

comparée avec la puissance de Je s parties. 

TOUT ce qu'on enseigne de la puissance d'une ligne
 y L 

comparée avec lapuissance de ses parties, n'est que la mê-
me chose que ceque nous avons dit dans le premier livre 
de la multiplication des grandeurs complexes j ôcfe peut 
reduire à cet Axiome. 

III. AXIOME. 

C'est la même chose de multiplier le tout par le tout, vu; 
& de multiplier le tout par chacune de ses parties, ou de 
multiplier chaque partie par toutes les parties, en faisant 
autant de multiplications partiales qu'est le produit des 

deux nombres des parties qu'on multiplie les unes par les 
autres. 

AVERTISSEMENT. 

Ainsi le plus grand mystère pour ne se point brouiller est de 

nommer chaque ligne autant que í on peut par un seul caractè-

re, afin que deux carafleres \oints ensemble puissent marquer 

une multiplication ; c'est à.direun refìangle, ejr-de marquer par 

un mème caraflere les lignes égales. 

Exemple : La ligne b soit divisée en 

trois portions inégales que fappelleray 

c. d. f. il efi visible que à est la mème 
chose de multiplier'b parb, ce qui don-

ne b b , que de multiplier b par toutes 

ces parties ; c'est a, dire par z,par d, & 
par f, ce qui donne b c. b d. b f : ejr pœr 

conséquent b b — bc-f bdn- b f. 

Ainsi presque toutes les propvfìtions 

du second livre d'Euclide ne sont que des Corollaires de xet 

X x 

vin. 

r'"l 

b 
 ':\ 

; C 

U 
j 1 

; | 
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Axiome & de cet Avertissement, Je ne propos r .y que les 

principales qui font d'usage. 
le suppose toujours qu'on mette d angles droits les lignes qui 

doivent faire les coftcz^angulaires des rectangles , fans que je 

nìamuse 'plus à en avertir. 

Et quand je parle d'une ligne coupée en plufìeurs parties
 s 

fentens toujours égales ou' inégales, à moins que f 'exprime qu'on 

les doive prendre égales. 

I. THÉO R E M E. 

A YANT deux lignes, l'une non coupée; 6c l'autre coupée 
en tant de parties que l'on voudra , le rectangle des deux 
entières est égal à tous les rectangles de la non coupée par 

chaque partie de la coupée. C'est à dire qu'un tout cífc 
égal à toutes ses parties prises ensemble. . 

Soit p la non coupée, 6c T la 

coupée en 5partiesb,c, d,fo;ú. 
y 

••'T'*c --'d'- y 

fi FS 
gnes parallèles à p, 6c par consé -
quent qui luy sont égales par tous f 
les points de division de T, elles 

feront p b, pc, p d,pf p g, qui pris 
ensemble sont égaux à p T, puisque c'en sont toutes les 

parties. 

II. THÉORÈME. 

UNE ligne estant coupée en 
plusieurs parties, le quarré de 
la toute est égal aux rectangles 

de chaque partie fur la toute. 

C'est la même chose que le*-f 

précédent, excepté que la mêï-
me ligne faisant les deux costez 
du rectangle total qui est alors 

quarré, on la prend une fois 

pour la non coupée, 6c une au-
trefois pour la coupée. 

II est donc clair que T estant coupé en b, c
ì
 d

}
f g 

X.\T doit estre égal à T b, T c, T d, Tfi T g. 

Td 
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III. THÉORÈME. 

UNE ligne estant coupée en tant de parties que l'on XI° 
voudra,le rectangle de quelque partie que ce soit par la 
toute, est égal au quarré de cette partie plus les rectangles 
de cette partie par chacune des autres. 

Soit T comme auparavant divisé en 5 parties b. c. d. f. g. 
il est clair par le premier Théorème, que le rectangle de b 
par la toute est êgal aux 5 rectangles de b par chaque par-

tie de T. Or b est l'une de ces parties, ôc par conséquent 
l'un de ces 5 rectangles sera b b. C'est à dire le quarré de 
cette partie, ôc les autres 4 rectangles seront le rectangle 
de b par chacune des autres parties -, fçavoir b c. b d. b f b g. 

IV- THE OREME. 

UNE ligne estant divisée en tant de parties que l'on vou- X 1t 
dra, le quarré de la toute est égal aux quarrez de chaque 
partie plus deux fois autant de rectangles, dont il y en a 
toujours deux qui font les rectangles des mêmes deux 

parties. 

b C d f S 

b b b b c b d bf H 

c cb c c c d cf Cl 

d db d c d d 41 âq-

f sb fc fd ff M 
tí g d .? f 00 

Ce Théorème n'est que rassemblage du v ôc du y. 

Soit T comme auparavant divisée en b, c, d^fg, parle 
Théorème ayant fait le quarré r 7", ôc n'ayant divisé qu'un 

seul de ces costez par b, c, d, f, g, Ôc tiré les parallèles à l'au-
tre costé, on a 5 bandes, dont on peut appeller chacune 

de nom de fa partie, fçavoir T b
y
 T c,T d,Tf,T g. Mais 

divisant encore l'autre costé parles mêmes c, d, f g, on 
-Xx ij 
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divise chacune des y bandes en y, ce qui fait 15, &dans; 
chaque bande ainsi divisée se trouve un quarré de la par-

tie dont elle est bande (dans T b sbb, dans Te, ccjèc quatre, 
rectangles des autres parties par celle-là, Et il est aisé de, 
voir que dans chaque bande se trouve toujours un rectan-
gle de deux parties, dont le rectangle se trouve encore dans 

un autre, comme dans T b se trovve^ c, qui se trouve aussi; 

dans Te, ôcainsi tout le quarré contient 
5 quarrez b b. c c. dd. f f. g g. 

io rectangles z. b c. j. b d. 2. bf. 2. b g.-

cd. 2. cf. 2. cg. 

t: df. 2. d g. . 

COROLLAIRE-.. 

jjfil. LE plus grand usage de ces Théorèmes est quand la li« 
gne est coupée en deux. C'est pourquoy il faut bien rete-

nir ces trois propositions. . 
1. Le quarré de la toute est égal aux deux rectangles dû 

chaque partie par la toute. 
2. Le rectangle d'une partie par la toute est égal aiu 

quarré de cette partie, plus le rectangle des deux parties. . 
3. Le quarré de la toute est égal aux z quarrez de cha-

que partie plus deux fois le rectangle des deux parties. 

D E LA P R 0 P. 0 R %/a N 

entre les Rectangles. 

P R O Pt> S ITI O Ni F O N D À M E N E A LE. 

3BJ vs BES rectangles qui ont un costé égal à un costé , òcYixx-

tre inégal,fontentr'eux comme l'inégal. 
Où , les rectangles de même hauteur font comme leurs-,, 

bases. 
D'égale base font comme leurs hauteurs. 

Ou, d'égale longueur font comme leurs largeurs. 
D'égale largeur íònt comme leurs longueurs. 

Tout cela n'est q ne la mefme chose, &. peut passer pour 

prouve dans le %c Livre.. 

4 
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Néanmoins en voicy encore la preuve. La thèse est. 

b C. b d : : C. d. 

L'aliquote quelconque de c soitappellée*. 

Si par tous les points de la'division on tire des parallèles : 

à b,il est clair que bx fera autant de fois dans-^ qu'x 

dans c. C'est à dire que bx ôc x seront toûjpurs les aliquo-

tes pareilles, l'une de b c, 6c l'autre de c. Car il est bien 

clair que toutes les x estant égales, tous les b x seront 

égaux. 

Que si on applique x à d
y
 base du rectangle b d, ôc qu'on* 

tire auffi par tous les points de la division des parallèle* 

à h, il est clair que b x fera autant de fois dans^^qu'*. 

dâns d, ôc que si * est précisément tant de fois dans d, b x 

fera, auffi précisément tant de fois dans b d. Et si x n'est 

pas précisément tant desois dans*/, mais avec quelque 

reste; bx de.mesinenefera pas précisément tant de fois 

dansai/, mais avec un rectangle de reste plus petit que b x. 

Donc lesaliquotes pareilles debcòí de sfont également 

contenues, celles de b c dans b d, 6c celles de c dans d. 

Donc par la définition de l'égalité des raisons b c ôc b d 

font enmefme raison que c ôc*/; puisque les aliquotes pa-

reilles des antecedens b c &c cfont également contenues 

dans les confequens^ d ôc d. Donc b c. b d w c. d. 

I. COROLLAIRE. 

LÉS rectangles sonten raison composée de la longueur. _ 

à-la longueur, ôcdela largeur à la largeur. C'estladefini-

tion mefme de la raison composée. III. 2. 4.; 

b c. Dnn :: b-* m. c-ì-n. 

II. COROLLAIRE. 

LES rectangles semblables sonten raison doublée de
 x

 vio-
leurs costez homologues, ., 

Car les rectangles font semblables, quand la longueur 

est àla longueur, commela largeur à la largeur. 

bfèc cg font semblables, si b. c : : f. g. 

Donc h raison de ces deux rectangles est composée de 

deux raisons égales, par le premier Corollaire. 

X x iij 
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Donc cette raison est doublée de chacune parla défini, 

nition de la raison doublée. 

III. C O R O L L A I R E. 

JíViï. LES quarrez sont en raison doublée de leurs racines, 
C'est la mefme chose que le précédent. 

Et ainsi sii est double de d, b b est quadruple de dd. 

IV. COROLLAIRE. 

.XVlii. LES rectangles réciproques font égaux. Car on appelle 

les rectangles réciproques quand la longueur du premier 

est à la longueur du second, comme la largeur du second 
est à la largeur du premier. 

Ainsi b g&í c /"font réciproques^ si 

bc. : : fi. g. 
Or la grandeur plane des deux extrêmes d'une propor-

tion est, égale à la grandeurplane des moyens. 
Donc b g E=2 cf. 

M E S M E S CG R O L L AIRE S 

A U T R E M E N T PROPOS E Z. 

Si 4 lignes font proportionelles, 

ê. c. : : fi g. 
j5 î x, í. Le rectangle des antecedens bf,cíí au rectangle des 

confequens cg, en raison doublée de la raison de cette 
proportion b. c. on fi. g. 

z. Le rectangle des de
U
x premiers termes b c est au 

rectangle des deux derniers f g en raison doublée de la 

raison alterne de cette proportion b. fi. ou. cg. 
3. Le rectangle des deux extrêmes est égal au rectangle 

des deux moyens, & g~ efi. II. xj. 
4. Les quarrez de ces quatre lignes sont proportionels 

H. cc. ffi gg. par III. 14. 
5. Si trois lignes sont continiiement proportionelles, 

le quarré de . celle du milieu est égal au rectangle des ex-

trêmes, 

íSi A c. d. CCJZ1 b d. IL xj. 
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6. Les quarrez des deux premiers bb ôc cc font en même 
raison que la première ôc la troisième. 

b b. CC : : b. d. par III. z£. 

V. COROLLAIRE. 

ONE ligne estant divisée en deux parties, si deux autres 
lignes font moyennes proportionelies, l'une entre la toute 

ôc fa plus grande partie, ôc l'autre entre la même toute ôc 
fa plus petite partie : les deux quarrez de ces deux lignes-

font égaux au quarré de cette toute. 
Soit h divisée en m ôc n. 
Soit b moyenne entre b ôc m. 

Et d entre h ôc n. 

Puisque —- h., b. m. bb ~ h m. 
Et puisque -;*. h. d. n. d d — frrfC-
Donc b h-*-d d ï~.h m -*h n.-

Or h m. -+ bn.zz h h. 

D onc b b -+ d d ES h h. 

AVERTISSEMENT. 

On feut rapporter icy tout ce qui a este demonfirè dam 

le. ie & 3
E livre des grandeurs planes en gênerai. Car le 

reílangle est la grandeur plane en matière d'estenduë ou 
espace. 

APPLICATION B E CETTE DOCTRINE 

Gcnerale à quelques lignes particulières qu on a, 

fait voir cy-devant être proportionelies. 

I. THÉO R E ME. 

SI deux lignes se coupent dans un cercle, le rectangle 

des portions de l'une est égal au rectangle des portions de 
l'autre. Voyez XI/55. 

Iî. THE OR E ME. 

LE quarré de la perpendiculaire d'un point de la cir-

conférence au diamètre, est égal au rectangle des portions 
du diamètre. Voyez XI. yp. 
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III. T H E o R E ME. 

XXIY. ^ 1 c*'un P°'nt nors ^e cerc*e ^eux lignes font menées 
jusqu'à la concavité du cercle ,1e rectangle d'une toute Sc 
•de fa portion qui est hors le cercle, est égal au rectan-

gle de l'autre toute &. de fa portion, qui est aussi hors le 

cercle. Voyez X lï ji. 

IV. THÉO R E M E. 

3ÍXV. Si d'un point hors le cercle on mene une ligne qui tou-
che le cercle, & l'autre qui le coupe jusqu'à la concavité, 
le quarré de la tangente est égal au rectangle de l'autre 

toute, & de fa portion qui est hors le ce.rcle. XI. 54. 
Et íì on appelle la tangente p, la sécante entière t, la 

partie qui est hors le cercles, &í celle qui est au dedans d 

onaura toutes ces égalitez par ce qui a esté dit cy-devant.* 

p p e= ht. 

pp tr: hh.-+ h d. 

h h SZpp.—h d. 

it mh tf*+ d t. 

't-i £Z pp' ~+ à t. 

V. THÉORÈME. 

xxvi. ^r ^u sommet d'un angle droirontire une perpendicu-
laire fur rhyporhenuse, 

r. Le quarré de cette perpendiculaire 
est égal au rectangle des deuxportions de 

l'hypothenuse./>/> ~mn. 

2. Le quarré du grand côté de l'angle. 
droit est égal au rectangle de l'hypothe-
iiufe entière & de fa grande portion, bb^zi km. 

3. Le quarré du petit costé est égal au rectangle de Phy-" 

pothenuíè entière, & de fa petite portion ,dd~ h n. 

4. Le quarré de toute ì'hypothenuíè est égal aux quar-

tez des deux costez b b -+ dd, — hh. 

Xes 3 premiers points font clairs, par XI. 58. 

Et le 4e par le f Corollaire S. 
I. COROLLAIRE 
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I. COROLLAIRE. 

LA diagonale d'un rectangle peut autant que les quar- xxvn. 
rez des deuxcostez. 

F
I I. C OR O L LA I RE. 

LA diagonale d'un quarré peut 2 fois le quarré du costé. xxvin. 

III. COROLLAIRE. 

LA diagonale du quarré est incommensurable en len-
 X

xix. 
gueur au costé, & commenfurable en puissance. XI. 76. 

IV. COROLLAI R E. 

LA hauteur d'un triangle équilatéral ( c'est à dire la per- XXX. 

pendiculaire du sommet à la base ) est incommensurable 

en longueur au costé, & commeníurable en puiílance ,1e 

quarré du costé estant au quarré de cette perpendiculaire 
comme 4 à 3. 

(
 La première partie est claire,par XI.79. 

La seconde fe prouve ainsi : p d est la 

moitié de b d. Donc le quarré de b d est 

au quarré de p d comme 4 à un. Or ce 

même quarré de^i, plus ceiuy de b p. 

est égal au quarré de b d. 

Donc le quarré de b d est à celuy de 

comme 4 à 3. 

VI. T H E o R E M E. 

LE quarré de la base d'un angle aigu est égal aux quar- xxxi. 
rez des costez qui le comprennent moins deux fois le rec-

tangle du costé fur lequel onmene une perpendiculaire 

de l'extremité oppoíeedela base êcsdela ligne comprise 

entre le sommet de cet angle aigu èc de cette perpendicu-
laire. 

Soit la base de l'angle aigu nommé h. 

Le costé vers lequel on ne mene point la 

perpendiculaire, c. 

Celuy fur lequel on la mene, d. 

La perpendiculaire, p. 

La ligne comprise entre la perpendicu-

laire Sc le sommet de l'angle aigu. x. 

Y 
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Celle qui est comprise entre la perpendiculaire & Iâ 

base, /• 
Je dis que b b zz\ c c. -+ â d. —î. d x. 
Mais il faut remarquer qu'x est quelquefois d—y. 

Quelquefois d simplement. 

Et quelquefois d. y. 
Selon que d fait fur la base, ou un angle aigu, ou un droit 

ou un obtus. 
Mais quand d fait un angle droit fur b , il est plus court 

de dire que bb base de l'angle aigu, est égal à cc. moins dd. 

comme il est clair par le précédent Théorème. Et ainsil 

reste feulement les deux autres cas. 
PREMIER. CAS. 

QUAND d fait fur la base un angle aigu, la perpendicu-

laire coupes en deux parties. 
Et ainsi d i=x~i.y. &t AS d—y. 

Et alors le Théorème fe prouve ainsi. 
Par le précédent Théorème bb.^ p p -+yy. 

Et ccz=i pp -f XX. 

Et dd—^yy-i- xx -i- í.yx. 
Donc bb est moindre que cc-+dd. de 2. xx, &c %.y x. 

Or x filant égale, d—y.xxZZ dx-—x y. 

Donc x x -+ x y ~ d x. 

Donc t. x x -h 1 xy — 2. dx. 
Donc bb.z=\ cc. d d. — i.dx. Ce qu'iîl falloit de-

monstrer. 
S E c o N D C A s."" 

Si d fait un angle obtus fur b, alors p ne tombe far d 

qu'estant prolongé , & y est une ligne ajoûtée à d. èc xcfc 

égale à d, -t-y. Ce qui fait qu'on prouve 

ainsi que b bzz\ cc~h dd—-2 dx. 

fpzr\ cc-—xx. c'est à dire-—dd—yy--z. 

d y. 

Or b b zzi p p. ~-ì-yy. 
Donc b b cc — d d -— d y .-

Et par conséquent bb ̂  cc ~hdd— i.dd.. 

— x, dy, 
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Or ATZÍ d. -+ j. Donc í/iaí-f í/y zz^ dx. 

Donc z. slfí/-f i. dy zz, ì. dx. 

Donc bb =3 cc~h dd—2. .V. Ce qu'il falìoit demon-
strer. 

De tout cecy il est aisé de conclure que íî des deux ex-
tremitez de la base d'un angle aigu , on tire des perpendi-

culaires à chaque costé, le rectangle d'un costé &c de la 
ligne comprise entre le sommet de l'angle aigu j &c la per-
pendiculaire qui tombe sur ce costé sera toûjours égale au 
rectangle de l'autre costé & de lâ ligne comprise entre le 
sommet de l'angle aigu & la perpendiculaire qui tombe 

sur cet autre costé. 

VIL THÉORÈME. 

LE quarré de la base de l'angle obtus est égal aux quar. 

rez des costez, p 1 us'j^rectangleídu costé vers lequel on 
aura mené une perpendiculaire de l'extremité de cette 

base & de la ligne comprise entre cette perpendiculaire 

& le sommet de l'angle obtus. 
II est clair que cette perpendiculaire ne peut tomber fur 

aucun costé qu'en le prolongeant. 

Soit donc labase b. 

Le costé non prolongé c. 
L'ajoûtée y. 

La perpendiculaire p. 

h b est égal au quarré âep, plus le 
quarré de d-*y. C'est à dire que 

o b zz. p-p yy+d d. 2. dy. 

Or cc zzi pp.~h yy. 
Donc b b zzi cc d d -H- 2. dy. Ce qu'il falloit demon-

•strer. 

AVERTISSEMENT. 

On peut faire icy un Corollaire semblable a celuy du Théo- xXXUl. 

terne précédent. Te le laisse a chercher, & a prouverfi l'on veut 

far les principes du livre des lignes proportionelles. 

VIII. THÉORÈME. 

LE quarré de la base d'un angle obtus, qui vaut les deux xxxiy 
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tiers de deuxangles droits ^ c'est à dire qui est de 120 de-

grez, est égal aux quarrez des deux costez plus le rectangle 

de ces deux mêmes costez. 
Toutes choses estant faites, òc les lignes nommées com-

me dans le précédent Théorème , l'angle obtus ne peut 
valoir 120 degrez, que l'angle que fait í-íurl'ajoûtéej/(qui, 

est le complément de cet angle obtus ) ne soit de 60 de-
grez. Or le triangle que font cy f est rectangle. Doncyest 
le sinus d'un angle de 30 degrez; Donc par XIII. y est la. 

moitié de f, qui en est le rayon. 

~Doxicdczz\ i.dy. 
Or par le précédent Théorème, 

b b ZZ, c c. -+ dd~+ 2. dy. 
~Qoxicbb z=\ cc-+dd-+dc. égal à 2. d y. 

IX. THÉORÈME. 

xxxv. LE quarré dela base d'un angle aigu de 60 degrez est; 
égal aux quarrez des costez moins le rectangle des costez,. 

Car par le 6e Théorème b estant la base d'un angle 

aigu ; 
bb ZZ\ CC-+ dd-—z.,dx. 
Or x en tous les cas ( c'est à dire soit qu'x soit ou d—y, 

ou d simplement,. ou d-+y. ) il est toujours le sinus d'un 

angle de 30 degrez dont c est le rayon > quand l'angle que 

soutient b est de 60 degrez. 
Donc x est toujours la moitié de í-,par XIIL. ....... 

Donc dczz\ i.dx. 

Donc bb. zz\ CC.-+ d d. ^ôu
 2

* 

X. THÉORÈME. 

xxxvi. LE quarré du costé du pentagone est égal au quarré du 
costé du décagone, plus le quarré du costé de l'exagone 

inscrits dans le même cercle. 
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Soit b d le costé du pentagone. ^ 
s£ & s í/deux demy-diametres<ki 

cercle dàns lequel il est inscrit, qui- js^ 
sont aussi les costez deTexagone, 

parXII.36. f
J 

d g ècgb deux postez du déca-
gone. 

cp une ligne qui coupe perpendi-
culairement & par la moitié , tant le 

costé du décagone í/g, que i'arc í/g qui coupe en rie costé 
du pentagone. 

Cela estant, je prouve i°. Que b c ( costé de Texagone > 
est moyenne entres d costé du pentagone, &. fa partie b r. 

Car les deux angles vers b &L vers d sont chacun de 54 
degrez, XII. 13. 

Or l'angle r c b est aussi de 54 degrez,"puisque l'àrc g b 
est de 36 degrez, XII. & Tare gp de 18 , ce qui ensemble 
fait 54. 

Donc les deux triangles bcd,ètbrc font ifofceles & sem-
blables. 

Donc par ( 34 S. b c est moyenne entre b d&cb r. C'est à 
dire entre le costé du penta gone èc fa plus grande partie. 

Je prouve 2
0

. Que d g coste du décagone, est moyenne 
entre b d costé du pentagone, ècd ria plus petite partie. 

Car r p coupantg d perpendiculairement & parla mói-> 
tié, r g est égale à rd> Donc les angles que chacun fait fur 
g d font égaux. 

Donc les deux triangles dgb èc d r g font ifofceles & 
semblables. Donc par ( 34 S. ) d g, ( base du petit &c costé 

du grand ) est moyenne entre b d ( base du grand Jèírd 
( costé du petit. ) 

Donc le costé du décagone est moyenne entre le costé 
du décagone & sa plus petite partie. 

Donc par le f Corollaire ( io.S. )Ie quarré du pentago^ 

gone est égal au quarré du costé de l'exagone , plus le 
quarre du costé du décagone inscrit dans le même cercle, 
Ce qu'il falìoit demonstrer. 

Y y iij 
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XI. THÉORÈME. 

^XXVII. 

Si une ligne est divisée en moyenne & extrême raison, 
la ligne composée de la moitié de cette ligne & de sa plus 

grande partie, peut 5 fois le quarré de la moitié. 

Soit la ligne ^divisée en b,&c c en moyenne & extrême 

raison, en sorte que bbz^àd— db^ 8c par conséquent 

h b -4- d b. rzj dd. 

Appellant w la moitié de ^,je dis que le quarré de m-h b 

vaut 5 fois le quarré d'm. 

Car m étant la moitié de d, d dtz^.mm.^Xxmb. ïzibd. 

Et ainsi le quarré de m -+ b. 

Estant égal à mm-h bb -h z. m b. 

Donc àmm-i- bb-ïdb. 

Donc à mm~+ d d. 

Donc à m m 4. m m. 

Donc à 5. m m. 

XII. T H E o R E M E. 

xxxvm UNE ligne estant divisée en moyenne & extrême raison, 
la ligne composée de la petite portion & de la moitié de la 
plus grande, peut 5 fois le quarré de la moitié de la plus 

grande. 
Soit comme auparavant la toute d

y
1a plus grande partie 

b, & fa moitié », la plus petite c ; en forte que dczz b b. 

Or de t=l cc ~\- cb. Donc cc-+ cbzz\ b b. 

Cela estant, je dis que le quarré de n. -4 C.& 5. n n. 

Car ce quarré de » -+ c 

Est égal à nn-ï cc.-b z. nc. Donc a..n n -H- CC—h b c. 

Puisque n est £ de 

Donc ì ?tn~h b b. ( puisque b bzz c c.-+ b c) 

Doncà »» -+ 4. » ». Donc â 5.»». Ce qu'il falloitde-

monstrer, 

XIII. THEO&EMI. 

XXXix. UNE ligne estant divisée en moyenne 6c extrême raison, 

le quarré de la toute, plus le quarré de la pluspetite partie, 
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valent 3 fois le quarré de la plus grande. 

Soit comme auparavant dzzi b. c. & b moyenne en, 

tre d&c c
3
 enforte que b b~ de. Et par conséquent à 

cc -4. cb. Je dis que dd-t eczí 3. bb. 

Car dd~ hb-+ cc z. cb. 

Donc dd~± cc.zz b b. -+2. cc~+ z. cb. 

Or 2. cc-* z.cbzí z. b b. puisque cc-^- cbz=i b h. 

Donc dd-* cc.zn 3. b b. Ce qu'il falìoit demonstrer. 

I. PROBLÈME. 

TROUVER le quarré égal â un rectangle donné. X&£. 

Ou ayant Taire d'un quarré, en trouver la racine. 

II ne faut que trouver la moyenne proportionelle entre 
les costez du rectangle donné; 

Ou entre les deux lignes qui font i'aire donnée 5 comme 
ÍI Taire est supposée de 20 toises, ou pieds, ou pouces

 3
 en. 

tre un 20 , ou 2 & 10, ou 4 èc 5. 

II. P R O BLE M E» 

AYANT le costé d'un rectangle, trouver quel doit estre z £í. 
l'autre, afin qu'il soit égal à un rectangle donné. Prendre 
ìe costé donné pour premier terme de la proportion, les 
deux costez du rectangle donné pour 2 & 5, le costé que 

Ton cherche se trouvera en trouvant une 4e proportio-
nelle. 

II I. P R O BLE M E. 

TROUVER un quarré égal à deux ou plusieurs quarrez ? 

donnez. 
• Soient les quarrez donnez^ ̂ , cc ,dâ^ mettant b&cc à' 
angle droit, le quarré de Thypothenuíe de cet angle droit 

que je nomme s, fera égal ìbb-+ cc. Ermettant de n o u- -
veau sScdà angle droit, le quarré de Thypothenuíe de 

cet angle fera égal à ff.-+dd. Et par conséquent à bb -t- -cc. 

-+ d d. E t on peut conduire cela jusqu'à Tin fini. 

COROLLAIRE. 

TROUVER le quarré égal à plusieurs rectangles donnez, x L%m 
il ne faut que trouver les quarrez égaux à chacun de ces 

rectangles. Et puis on trouvera le quarré égal à . tous ces 

quarrez.,. 
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IV. PROBLÈME. 

:JL Lin- ..TROUVER un quarré à qui un quarré donné soit en rai.; 

íòn donnée. 
Soit^le quarré donné bb. 

" La raison donnée m ». 

AYANT disposé m.n.b. & trouvé pour 4E proportionèl-

/Je d, en sorte jque 
m. ». : : b. d. 

Et trouvant aussi la moyenne proportionelle entre bSc 

S, que je suppose estre c, le quarré de c satisfera au Proble-

me. Car puisque b. c.d. par le.... 

b b. C c. : : b. ~d. 

Or b. d : : m. ». 

Donc h b, cc :: m. ». 

V. PROBLÈME. . 

gíliY. DIVISER une ligne, en sorte que le quarré de la plus 
grande portion soit égal au rectangle de la toute & de la 

plus petite portion. 
Ce Problème a esté résolu (XI. 68. ) quand on a appris 

à couper une ligne en moyenne & extrême raison : c'est à 
dire, en sorte que la toute soit à la plus grande portion, 

comme la plus grande portionà la plus petite. 

VI. PROBLÈME. 

Ì^Ì V. DIVISER uneligne ensorte que le quarré de la plus gran. 

de portion soit au rectangle de la toute ôc de laplus petite 

portion en raison donnée. 

Soit la ligne donnée s. 
Xa raison donnée m. n. 

La plus grande portion que l'on cherche x. 

Et la plus petite qui est la mesme chose que d—x soit 
appelléej/. 

II n'y a qu'à trouver x, ce qui se fera en cette manière. 

1. Trouver une ligne qui soit â </, comme m. est à ». Je la 

suppose trouvée par X. 38. &je l'appele e. 

2. Chercher la moyenne entre c. ècd. Je la suppose trou-

vée par XI.... . Et je l'appelle p. d'où ils'enfuivra, que 

£ d =2 pp. 
3, Faire 
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3. Faire un cercle qui aití-pour diamètre, &cp pour tan-

gente. Si de l'extremité de/> qui est: hors le cercle on tire 
une sécante quipaíle par le centre du cercle, la partie de 

cette sécante qui est au dedans du cercle estant c, celle qui 
est au dehors fera x. Et d—x fera_y. D'ou il s'ensuivra 

4. Que cd—cx fera la même chose que cy. Cary étant 
égal à d—Ar.c'est la mesme chose de multiplier spar d—x

t 

(ce qui îûtcd— cx ) que de multipliera par y -
}
 ce qui 

fait cy. 

Cela étant ainsi il est facile de'prouver que 
xx. d y. : : m. n. 

C'est à dire que le quarré de la plus grande partie de d 

est au rectangle de d par l'autre partie que j'ay nommée^, 
en raison donnée. 

Car (par la 3. fupp. ) p tangente est moyenne entre x 
<Sc x -+ c. 

Donc x. p : : p. x~h c. 

Donc x x-* cx zzi p p. 
Or p p z=i cd{ par la t. fupp. ) 

Donc x x -+ c x =3 c d. 

Donc xx cd—cx. 

Or cd—cx zl cy (par la4. fupp.) 
Donc xxzz cy. 
EtVy. dy : : c. d : : m. n. (parlai, fupp. ) 

Donc xx ( égal à c\y ) d y-.: m. n. ce qu'il falloit de-
monstrer. 

VII. PROBLÈME. 

TROUVER la racine d'un quarré dont on ne sçait autre XLVÎ. 

chose , sinon qu'étant comparé au quarré d'une ligne 

donnée, & à un rectangle d'une autre ligne donnée & de 
cette racine inconnue, il est 

su Egal au quarréplus le rectangle. 
Ou < 1. Egal au quarré moins le rectangle. 

(3. Egal au rectangle moins le quarré. 

Ainsi la racine inconnue estant nommée xouy. 

La ligne donnée qui fait le quarré b. 

Et l'autre ligne donnée costé du rectangle, d. 
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Le i" Cas fera,yyz3 bb-*y d. 

Le ie Cas, x x izi b b >— x d. 

CONSTRUCTION COMMVNE 

m premier & au second Cas, 

DEC RI RE un cercle de Tin-
tervale de la moitié de ^éle-
vée perpendiculairement surj'ì 

Tune des extremitez de b. 

Et tirer de l'autre extrémi-
té de b une sécante qui pas-

sant par le centre du cercle 
se termine à la circonférence. 

Cette sécante entière soit appelée y . 

Qui sera composée de ía partie hors le cercle appellée x. 

Et du diamètre du cercle qui fera «f par la construction, 

Et b fera tangente du cercle, 
PREUVE DU PREM I E R CAS. 

Dans le 1" Cas, c'est y ( c'est à dire la sécante, entière ) 

qui est la racine que l'on cherche, 

Car y estant égale à x ~*d. 

y y T^í yx ~+ y d.S. 13. 

Or b b ̂  xy. S'. 25. • 
Donc y y m b b ~+y d. Ce qu'il falloit demonstr'er. 

PREUVE DU SECOND CAS. 

Dans le 2E Cas, c'est x ( c'est à dire la partie de la sécante 
qui est hors le cercle J qui est la racine que l'on cherche, 

Car x. b : : b x -i- d. 

Donc x x -b x d^Z bb. 

. Donc xx i> b-—x d. Ce qu'il falloit demonstrer. 

CONSTRUCTION ET PREUVE DU TROISIÈME CAS. 

Faisant un cercle qui ait d pour diamètre, &: b pour 

tangente, il faut tirer une parallèle â d de l'extremité de b 

qui est hors le cercle. 
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■'•Que si cette parallèle ne coupe point le 

cercle, parce que b est auílì grande ou plus 
grande que la moitié de le Problème est 
impossible. 

Mais si elle le coupe tirant une tangente pa-
rallèle à b de l'autre extrémité de d

3
 & prolon • 

géant jusqu'à cette tangente la sécante paral-
lèle à d, cette sécante ( égale à d ) sera com-

posée de trois parties
 ;
 de deux hors le cercle , qui estant 

égales ( comme il est aisé de le prouver en tirant du centre 
une perpendiculaire à cette sécante) chacun s'appellera x^ 
St celle de dedans le cercle plus une de dehors, c'est á di-
re plus x, s'appellera y. 

Cela estant supposé, je dis dis qu'x&'j peuvent l'une 6c 
l'autre satisfaire au Problème. 

Car xy 53 b £,par le 4
e
 Théorème., & d estant égale â 

-x~+y. 
xx^-xy^xd.J _ 

Etyy-ì-xy^ y d.l?** l* b' 
Donc xx jr^ xd—xy égal à. h h. 

Etyyzny d—xy égal à b h. 
Donc soit qu'on prenne x ouy , on satisfait au Problè-

me. Et le choix depend de fçavoir d'ailleurs si la racine 

que Ton cherche doit estre plus petite que h. Car alors 
c'est AT, au lieu que si elle doitestre plus grande, c'esty. 
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 NOUVEAUX EtEMENS 

NOUVEAUX E LE MENS: 

D E 

E T RIE 
LI VRE QJU IN ZI E'ME. 

DE LA MESF%E DE UAIKR 

des Parallélogrammes , des Triangles, 

& autres Polygones. 

DÉFI N I T I O N S. . 

UÀND on-parle des costez d'un parallélogram-
me, on entend les costez angulaires, à moins 
qu'on ne marque autre chose. 

On peut prendre lequel on veut de ces cost^ 
pour mesure de la longueur du parallélogramme

 5
 & alors 

ce costé s'appelle la base. 

Et la perpendiculaire qui mesure la distance entre la base 
& ion costé opposé s'appelle la hauteur du parallélo-
gramme, 

SCD LYON 1



DE G £ OME TRIE, liv. XV. ^ 

FONDEMENT DE LA MESVRê 

des Parallélogrammes. 

PAR ce que nous avons dit au commancemenr du livre 

précédent , que dansies parallélogrammes non rectangles 

( à qui pour abréger nous donnerons simplement le nom 

de parallélogrammes ) on pouvoit prendre lequel on vou-

loir de leurs costez angulaires pour mesure de l'une de 

leurs dimensions, qui est la longueur
 5

 mais que l'autre 

costé angulaire ne pouvoit pas en mesurer la largeur, parce 

qu'étant oblique il ne mesuroit pas la distance entre les 

costez opposez qui avoient este pris pour la longueur, Et 

ainsi au lieu de cet autre costé angulaire, il faut piendre 

la perpendiculaire qui mesure la distance entre le premier 

costé & son opposé, pour avoir l'autre dimension de ces 

parallélogrammes.-

Or de là il s'enfuit qu e le rectangle de la base £c de cet-

te perpendiculaire appellée la hauteur du paralleîogranu 

me est égal à ce parallélogramme, puisque n'ayant tous 

deux que deux dimensions, longueur & largeur, la lon-

gueur de l'un est égale à la longueur de l'autre, en ce qu'ils 

ont tous deux une base égale, & que la largeur de l'un est 

égale à la largeur de l'autre, puisqu'elle est mesurée par 

une perpendiculaire égale dans l'une & dans l'autre
 ;
 que y 

qu'en l'un elle soit l'un des costez de la figure, íçavoir 

dans le rectangle, 6c que dans l'autre.elle n'y soit pas 

marquée. 

Cela pourroit suffire pour ceux qui cherchent plûtost 

à s'assurer de la vérité qu'à en pouvoir convaincre les 

autres. 

Néanmoins pour plus grande certitude on peut enu 

ployer deux voyespour prouver cette proposition : l'une 

nouvelle appellée la Géométrie des indivisibles x & l'autre 

ancienne 6c plus commune. Nous expliquerons l'une & 

l'autre. 

ZZ iij ; 
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NOUVELLE METHODE APPELLE'E 

LA GEOMETRIE DES INDIVISIBLES. 

QUOIQUE les Géomètres conviennent que la ligne n'est 
pas composée de points, ny la surface de lignes, ny le so-
lide de surfaces, néanmoins on a trouvé depuis peu de 
temps un art de démonstrer une infinité de choses, en con-

sidérant les surfaces comme si elles estoient composées de 

lignes, &. les solides de surfaces. 
Je n'ay rien veu de ce qui en a esté écrit: mais voicy ce 

qui m'en est venu dans l'esprit,en ne m'arrestant mainte-
nant qu'à ce qui regarde les surfaces. 

Le fondement de cette nouvelle Géométrie est de pren-
dre pour Taire d'une surface la somme des lignes qui la 
remplistènt ; de forte que deux surfaces font estimées éga-
les, quand Tune & l'autre est remplie par une somme égale 
de lignes égales 5 soit que chacune de celles d'une somme 
soitâgale à chacune de celles de l'autre somme ; soit qu'il 
fe fa île une compensation 3 en sorte par exemple, que 
deux d'une somme qui pourront estre inégales entr'elles., 
soient égales à deux prises ensemble de l'autre somme qui 
feront égales entr'elles. 

Mais pour ne pas donner lieu à beaucoup de paralogif-
mes où Ton tombe aisément en se servant de cette métho-
de , si on n'y prend bien garde, il faut remarquer, 

1. Qu'afin que des lignes soient censées remplir un espa-
ce, il faut qu'elles soient toutes parallèles entr'elles ; soit 
qu'elles soient droittes pourremplir un espace rectiligne, 

soit qu'elles soient circulaires pourremplir des cercles ou 

desportionsdecercle. il est facile d'en voir la raison. Et 
ainsi il faut bien prendre garde de ne pas employer pour 
cela des lignes qui ne feroient pas parallèles en Tune ou 
l'autre de ces deux manières. 

2. Afin qu'une somme de lignes soit censée égale à une 
autre somme de lignes, il ne faut pas s'imaginer qu'on puis-
se dire le nombre qu'en contient chaque espaces car il n'y 
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a point de íì petit espace qui n'en contienne un nombre 
infini ) mais ce qui fait qu'on appelle ces sommes égales 
c'est que toutes les lignes d'ún costë & d'autre coupent 

perpendiculairement deux lignes égales. Par exemple fí 
îa ligne b est égale à la ligne m

y
 le nombre infi. y

 M 
ni des lignes qui peuvent couper perpendicu-

lairement b en tous ses points, est censé égal au 
nombre infini de celles qui peuvent auffi couper 

perpendiculairement?», étant visible qu'il n'y a 

point de raison pourquoy on en puisse faire pas-
ser davantage par l'une que par l'autre. Car les aliquotes -
pareilles de l'une & de l'autre étant toujours égales jus-
ques à Tinfini, on pourra toujours de part & d'autre tirer 

par tous les points de ces divisions autant de lignes paral-
lèles en tr'elles , & qui contiendront toujours de part Sc 

d'autre un espace parallèle égal. Et c'est proprement de-
là, que depend la vérité de cette nouvelle méthode ( & 
non que le continu soit compose d'indivisibles} ce qui Ta 
fait .me sine appeller par quelques-uns, la Géométrie de 

ì'infini. 
II faut donc bien prendre garde que les lignes ( par le 

rapport desquelles on dit qu'une somme de ces lignes pa-
rallèles qui remplissent un espace, est égale à une autre 

somme) les coupent perpendiculairement. Et c'est où il 
y a plus de danger de se tromper. Sur ces fondemens voicyv 
les Théorèmes que l'on établit. 

I. THÉORÈME. 

Tous les parallélogrammes de base égale &c de même . KW 

hauteur sont égaux entr'eux. 
Soient divers parallélo-

grammes, c o m m e ̂ ,£,7, 
enfermez dans le même 
espace parallèle ( comme 
ils le peuvent éstre, puisqu'ils font supposez de même hau-

teur ) & ayant tous les bases égales , il est clair que toutes • 
les parallèles qui peuvent remplir cet espace, rempliront? 
tous ces parallélogrammes

 3
 & qu'ainsi ils seront tous rem ; 
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plis d'une somme égale de lignes, cette somme estant me-
surée dans tous par la perpendiculaire qui mesure la hau-

teur de ces rectangles, qui est la même en tous, puisqu'ils 

font de même hauteur ? 
De plus, toutes ces lignes étant parallèles à la base dans 

tous ces rectangles, font égales en tous, puisqu'elles sont 

en tous égales à la base, & que les bases sont supposées 
«gales. 

Donc il y a par tout somme égale de lignes égales. 

Donc ils sont tous égaux selon le fondement de la Géo-

métrie des indivisibles. 

II. THÉORÈME. 

Tous les parallélogrammes de même hauteur sont en-

tr'eux comme leurs bases. 
C'est une fuite du précédent. 

Soient les parallélogrammes A, 
2?,entre mêmes parallèles,6c qui 
ayent des bases inégales

;
en quel-

ques aliquotes que je divise la ^ 

base -d'jf.y en tirant les parallèles au costé par tous les 
points de la division, il y aura dans A autant de parallé-
logrammes égaux entr'eux, que cette base aura de parties 
égales: de sorte que si elle avoitjesté divisée en 7 parties, 
dont j'appelleray chacune x, il y aura dans A 7 parallélo-

grammes qui auront chacun x pour base. 
Que si appliquant x à la base d'j?, il se trouve qu'il y soit 

trois fois, ou fans reste, ou avec reste, tirant encore de 
tous les points de la division, des lignes parallèles au costé 
à'E, il est visible qu'il y aura dans E autant de parallèle-' 
grammes qui auront x pour base, qu'x se sera trouvé dans 
la base à'E. Et si c'a esté fans reste, ces trois parallélo-

grammes rempliront E fans reste : de si avec reste, il restera * 

aussi un parallélogramme qui aura ce reste pour base. 

Or les paralle ogrammes qui dans E ont x pour base 
sont égaux à ceux qui dans A ont aussi x pour baie

 3
 par le 

précédent Théorème. 
Don£ 

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE, Liv. XV. 3*9 
Donc par la définition de l'égalité des raisons A esta E 

en même raison que la based'^âla base à'E, puisqu'au-
tant que les aliquotes quelconques de la base à'A sont 
contenues dans la base à'E

y
 les aliquotes pareilles à'A sont 

contenues dans E : si fans reste, fans reste -, si avec reste, 
avec reste. 

III. THÉORÈME. 

LES triangles de même hauteur 8c de même base sonc r t 
égaux. Car estant mis entre les mêmes parallèles, comme 
devant, & ayant tous b pour base, toutes les lignes paral-
lèles qui rempliront cet es- -m 

pace, rempliront cestrian- \ K YN/ 

gles j & chacune de ces li- ; /A\ \£\ 
gnes tirées tout le long de ^ h — 
l'eípace d'un point quel-

conque de la perpendiculaire m x, ce qui fera enfermé dans 
chaque triangle sera toujours égal , comme il a esté prou-
vé dans le livre XIII. &. X. 20. quoy que toujours de plus 
petit en plus petit montant vers le sommet. 

Donc une somme égale de lignes égales chacune à 
chacune de chaque triangle, remplit tous ces triangles. 

Donc ces triangles sont egaux. 

IV. T H E O R E M E. 

LES triangles de même hauteur sont entr'eux comme y m 
les bases. 

C'est la même chose que le ie
 Théorème, & qui se prou-

ve de la même sorte, excepté qu'on employé icy au lieu 
de parallélogrammes des triangles qui ont pour base, Se 

qui aboutissent de part &c d'autre au sommet de chaque 
triangle dont ils sont parties. Or ces triangles qui ont x 
pour base dans l'un & dans l'autre triangle, font auísi de 

même hauteur dans l'un St dans l'autre
 5
 & par conséquent 

ils sont égaux. Ensuite dequoy il ne faut appliquer que 
ce que nous avons dit pour la démonstration du r Théo-
rème. 

Âaa 
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V. THÉORÈME. 

y m, LE cercle est égal au triangle rectangle, qui a pour co-
tez de son angle droit le rayon du cercle, &: une ligne éga-

le à la circonférence du cercle. 

Soit le cercle dt 

le rayon d £,la tan-

gente bc
 3
 égale à 

la circonférence \ 
& l'hypothenuíe 

d c. 
Si on tire de tous les points du rayon,,des circonférences-

concentriques au cercle, elles rempliront tout le cercle, & 
elles feront parallèles entr'elles, en la manière que les cir-
conférences le peuvent estre, ÒL coupées perpendiculai-

rement par le rayon. 
Si on tire auífi de tous ces mêmes points du rayon par 

lesquels auront passé ces circonferences,des parallèles à b cy., 
jusques en d cy ces parallèles rempliront le triangle. Et 
ainsi la somme de ces circonférences òc de ces parallèles 

íêra égale, étant déterminée de part & d'autre parles 
points du même rayon, étant clair que l'on ne sçauroit ti-

rer une circonférence par aucun point \ qu'on ne tire aussi 

une parallèle à d c par ce même point 5&au contraire. 
Or la circonférence & la parallèle tirées du même point 

font égales, comme on peut voir en examinant laquelle 

©n voudra : par exemple celle du point b Car 
Jcirconf, b. circonf. f. 

b d. 

Donc circonf. b. circonf. f : : b c. f g. 
Donc alternando circonf. b. b c : : circonf/ fg. 
Or par l'hyporhcfe la circonférence by qui est cetíe du 

cercle, est égale au costé du triangle bc. 
Donc la circonférence passant parle point/, est égale 

à/g, parallèle à b c. 
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AVERTISSEMENT. 

■Je n en diray pas davantage de cette nouvelle méthode. Il 

efi aisé de juger que ces j Théorèmesfont de suffi fans fondemens 

four mesurer fans seine toutes les figures refiilignes, & en trou-

ver les ègalitez^ & ^es rapports, surtout eny joignant les prin-

cipes qui ont esté établis dans les 3 premiers livres. 

METHODE COMMUNE. 

LEMME OU AXIOME. 

DEUX triangles tout-égaux sont égaux. C'est à dire 
quelorsque les angles d'un triangle sont égaux à ceux de 
l'autre, chacun à chacun, & les costez égaux aussi chacun 

à chacun, ces deux triangles comprennent un espace égal
 ; 

en quoy consiste ce qu'on appelle égalité dans les fi-

gures. 
Cela est clair de soy- même, étant visible que deux trian-

gles de cette sorte ne diffèrent que de position. 

PROPOSITION POND AMENTALE 

de la mesure des Parallélogrammes, 

& des Triangles. 

TOUT parallélogramme est égal au rectangle de fa hau-

teur & de fa base. 
Soit le parallélogramme b cdf ti-

rant fes perpendiculaires b m St c n 

fur la base d f prolongée autant qu'il 
est nécessaire

 ;
 jedis que le rectangle 

b c m n, qui est le rectangle de la base 

& de la hauteur de b c d f, est égal à b cdf 

Car b c étant égale tant à d/qu'à m n, 

dfeft. égale à m n. Donc ôtant m f com-
mune de l'une & de l'autre, d m demeu-
rera égale à f n. Et ainsi b d étant égale 

à cf & b m à m, les triangles bdm&ícfn 

Aaa ij 

b 
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font égaux par le Lemme précédent. Et ainsi ajoutant à; 
l'un &. à l'autre le trapèze commun b m c f,b c à f fera 

égal ìbmcn. Ce qu'il falloit demonstrer. 

L COROLLAIRE. 

Xii. LES parallélogrammes de même hauteur & de base éga-
le íbnt égaux. 

Car ils ont tous pour leur mesure commune le même 

rectangle de cette hauteur & de cette base;. 

IL COROLLAIRE. 

XIII. LES parallélogrammes de même hauteur font comme 
leurs bases

 ;
 de base égale, font comme leurs hauteurs. 

Car chacun est égal au rectangle de fa base & de fa haui 
teur. Or les rectangles de même hauteur font entr'eux 
comme leurs bases. II en faut donc dire de même des pa-

rallélogrammes qui leur font égaux. 
On peut aussi prouver ce ie Corollaire par le premier 

de la même façon qu'on adéjafaiten demonstrant le 2e 

Théorème de la première methode
0 

III. COROLLAIRE 

xi v- LA raison de deux parallélogrammes quelconques est 

toujours Composée de la raison de la hauteur à la hauteur, 

& de la base à la base. 
Caries parallélogrammes font toujours entr'eux com-

me les rectangles de leur hauteur & de leur base. 

IV. COROLLAIRE GÉNÉRAL. 

x v. TOUT ce quia esté dit de la raison des rectangles par la 
comparaifomde leurs costez angulaires,est:vray des pa-
rallélogrammes, en comparant la hauteur à la hauteur, & 

la base à la base. Cela est clair par la raison du précédent 

Corollaire.. 

SCD LYON 1



DE GEOMETRIE, Llv. XV. 373 

X Vli 

DES PARALLELOGRAMMES EQUIANGLES' 

THÉORÈME GÉNÉRAL. 

LES parallélogrammes equiangles sont entr'eux en rai-

son composée de leurs costez angulaires, de méme que 

s'ils étoient rectangles. 
Car tous les parallélogrammes sont entr'eux en raison 

composée de celle de la baseá la base, &c de la hauteur à 

la hauteur. 
Or quand ils sont equiangles, la raison des costez obli-

ques fur la base de chacun est la même que celle de la hau-

teur à la hauteur. Parce que les lignes également incli-

nées sont en même raifen que leurs perpendiculaires, qui 

est ce qui mesure cette hauteur. X. n. 

r Exemple. Soient b m n deux pa- ~. 

rallelogrammes equiangles , dont les y\f / 

hauteurs soient f êtp. *• 'g ' 

Bar les precedens Corollaires, 

bc. mn :: c.n.-+f- f. , y N 

Or f. p : : b. m. par X.n. ^/ÌP / 

Donc b cm. n \\ c.n-+b. m. Ce qu'il / I / 
faìloit demonstrer. n 

COROLLAIRE GÉNÉRAL. 

f: TOUT ce qui a esté dit de la raison des rectangles en- xvit; 

tr'eux par la comparaison de leurs costez angulaires, est 

vray aussi des autres parallélogrammes equiangles par la 

même comparaison de leurs costez angulaires. 

C'est à dire par exemple, que s'ils sont semblables, le 

grand côté du premier étant au grand côté du second, 

comme le petit côté du premier au petit côté du second r 

ils sont en raison doublée de leurs costez homologues. 

Si leurs cotez: font réciproques( c'estàdire, si le grand 

côté du premier est au grand côté du second, comme le 

petit côté du second est au petit côté du premier ) ils sont; 

égaux. Et ainsi de toutlereste.. 
Aa a iij; 
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COROLLAIRE PARTICULIER. 

XVIII. LORSQUE deux lignes parallèles cha-
cune aux costez angulaires d'un parallé-
logramme se coupent en un même point 
de la diagonale,il fefait4 parallélogram-

mes, dont les deux qui ne font point coupez par la diago-
nale, comme A&CE, font égaux. 

Car ils font equiangles, puisqu'il y a un angle de l'un 
qui est opposé au sommet à un angle de l'autre. 

Et il est visible par XIIL 21. que le grand côté d'à est 
au grand côté dV, comme le petit côté <à'e est au petic 
cote da. 

Je fçay bien q'ue cela fe prouve ordinairement d'une 
autre manière plus palpable, qui est que la diagonale par-

tage par la moitié tant le parallélogramme total, que cha. 
cun de ceux qui font autour de cette diagonale. Donc la 
moitié du total dans laquelle est a étant égale à la moitié 
dans laquelle ests, St ôtant de chacune de ces deux moi-

tiez deux triangles égaux, les deux parallélogrammes qui 
demeureront feront égaux. 

DES PARALLELOGRAMMES SEMBLABLES, 

ï. THÉORÈME. 

XIX. DEUX parallélogrammes semblables ( c'est à dire qui 
étant equiangles ont leurs costez proportionels ) font en 

raison doublée de leurs costez homologues, comme H 
vient d'estre dit S. 17. 

I I. THÉORÈME. 

XX. -^
ES c

°ft
ez

 homologues de deux parallélogrammes sem-
blables, étant en même raison que les côtez homologues 

de deuxautres parallélogrammes semblables entr'eux, ces 
4 parallelogrammesfont proportionels. 

Soient les deux premiers semblables A&cE^Sc les deux 

derniers I ôc O 3 si la raison d'entre les costez à'A & E est 
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je.y^òc de même entre les côtez à'I & O, je dis que 

A. El : : I. O. 

Gar \ Aì. 0 . \
:

 ■ **• y y 

DES TRIANGLES. 

LEMME. 

TOUT triangle est la moitié d'un parallélogramme de 

même base 8c de même hauteur. 

Soit le triangle b c d. Si de b on tire bf
r 

égale 8c parallèle à la base c d, 8c que du 

point/on tire/Vj je dis i.que b. c. d. f. 

est un parallélogramme. Car cdècb f 

font parallèles 8c égales par la constru- ' 

ction
 ;

 8c par conséquent bc ècfd sont 

aussi parallèles & égales, par VI. z8. 

Et par conséquent b d, qui est la diagonale de ce parallé-

logramme, le divise en deux triangles égaux b c d òc b f d* 

Donc bcd eíi la moitié de ce parallélogramme» 

Or il est visible que ce triangle 8c ce parallélogramme 

sont de même hauteur, puisqu'ils sont enfermez entre les' 

mêmes parallèles b f 8c c d, & qu'ils ont la même base,, 
sçavoir c d. 

Donc tout triangle est la moitié d'un parallélogramme 

de même base 8c de même hauteur. 

THÉORÈME GÉNÉRAL; 

TOUT triangle est égal au rectangle de la moitié de sa 
baie , 8c de toute sa hauteur

 y
 ou de la moitié de sa hauteur 

òc de toute fa base. 
Car il est la moitié d'un parallélogramme de sa base 8c. 

de sa hauteur. Or ce parallélogramme est égal au rectan-

gle de sa base & de sa hauteur.. 

Donc prenant la moitiéde la base & toute la hauteur^ 

ou la moitié de la hauteur 8c tóute la base, on a un rectan-

gle qui vaut la moitié du rectangle de toute la base 8c de 
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toute la hauteur. Donc on a un rectangle égal au triangle. 

I. CoROLLAI RE. 

LES triangles de mesme hauteur ôc de base égale, sont 
égaux. 

Car ils font tous -égaux au mesme rectangle, qui est ce-
luy de la moitié de leur base 8c de toute leur hauteur. 

II. COROLLAIRE. 

LES triangles de mesme hauteur sont eomme leurs bases, 
8c d'égale base comme leurs hauteurs. 

Car ils font tous égaux à des rectangles., qui estant de 

mesme hauteur font comme leurs bases , 8c d'égale base 
comme leurs hauteurs. 

On peut aussi prouver ce second Corollaire par le pre-
mier de la mesme façon qu'on a demonstré le 4e Théorè-

me de la première méthode. 

III. COROLLAIRE. 

$£Xv. LA raison de deux triangles "quelconques est toujours 
composée de la raison de la hauteur à la hauteur, 8c de la 
base à la base. Car ces triangles font toujours entr'eux 

comme les rectangles de la moitié de leur base & de toute 
leur hauteur., qui ont entr'eux cette raison composée. 

IV. COROLLAIRE GÉNÉRAL. 

ixxvi. TOUT ce qui a esté dit de la raison des rectangles par 
la comparaison de leurs costez, est vray des triangles par 

la comparaison de la hauteur à la hauteur, 8c de la baie à 

la base. 

D E S TRIANGLES E^VIANGLES 

OH semblables. 

I. THÉORÈME. 

xxvli. TOUS les triangles equiangles 8c par conséquent sem-
blables, font en raison doublée de la raison de leurs côtez 
homologues. 

Car 
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Car par les Corollaires precedens, les triangles font en-

tr'eux en raison composée de la raison de la base à la baie, 
8c de la hauteur à la hauteur. 

Or quand ils sont equiangles, les côtez fur la base de 
part 8c d'autre sont chacun à chacun en même raison que 

les perpendiculaires du sommet à la base qui en mesure la 
hauteur. X. iz. 

Et par conséquent ils sont en raison composée de celle 
de la baseálabase

 ;
 8c d'un côté à un côté. 

Or étant equiangles, la base esta la base comme chacun 
des côtez à chacun des côtez. 

Et par conséquent leur raison est composée de deux rai-
sons égales

 ;
 ce qui s'appelle raison doublée. 

Exemple. Soient trian-
gles semblables b c d 8c 

m n o, dont bf&c m p mesu-
rent les hauteurs. 

bcd. mno : : cd. no. 

-f b f. m p. 

Or bc. mn\ 

b d. mn>:\ b f. m p. 
cd. no) 

Donc tous les costez ayant la même raison, chacun à 
chacun, 8c avec les perpendiculaires, la raison de ces trian-

gles bcd 8c m no Vit peutestrecomposée de la raison de 
la base c d&c n o, 8c de celle des hauteurs b f, m p, qu'ils ne 
soient en raison doublée de l'unede ces raisons, puisqu'el-
les font égales ; 8c par conséquent aussi de la raison des 

autres costez homologues, qui est la même. 

II. THÉORÈME, 

SI les costez homologues de deux triangles semblables xxvnî 

font en meíme raison que les costez homologues de deux 
autres triangles semblables entr'eux, ces 4 triangles font 

proportionels. C'est la mesme chose que ce qu'on a de-

monstré des parallélogrammes. S. zo. 

Bbb 
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DES FIGURES SEMBLABLES. 

L THÉORÈME. 

XXIX, DEUX figures semblables quelconques font en raison 

doublée de leurs costez homologues. 
Car par XIII. 26. elles peuventestre partagées chacune 

en autant de triangles, tels que ceux d'une part étant sem-
blables à ceux de l'autre, chacun à chacun les costez ho-

mologues de deux semblables seront en mesme raison que 

ceux des deux autres quelconques semblables. 
Ainsi supposant qu'elles soient partagées chacune en 4 

triangles qui soient 
A. E. I. Q. 
a. e. i. 0. 

Par le précédent Théorème A. d ■' : E.e : : I. i. 0.0. 

DoncparII.35. A-h 2?-+ O- a-+ e~h ì-+o : : Â.a. 
C'est à dire que la plus grande des figures semblables qui 

comprend ces 4 triangles A.E.I.O. sera à ta plus petite 
qui comprend les 4 triangles a, e.ì, 0. comme l'un de ces 

triangles est à son semblable. 
Or ces triangles semblables font entr'eux en raison dou-

blée deleursbases, Scies bases de ces" deux triangles sem-
blables font costez homologues de ces deux figures ^com-

me on aveu XIII. 2 é. ) 
Donc ces figures semblables font en raison doublée de 

leurs costez homologues. 

COROLLAIRE. 

x x x. LES figures semblables font entr'elles comme les quar-

rez de leurs costez homologues. 
Car par le Théorème précédent les figures semblables 

font entr'elles en raison doublée de leurs costez homolo-

gues. 
Or les quarrez de ces costez homologues font aussi en-

tr'eux en raison doublée de ces costez qui font leurs ra-

cines. 
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II- THÉORÈME. 

SI l'on construit sur l'hypothenuse & sur les deux costez X X X r. 

d'un angîe droit des figures semblables quelconques, celle 
qui fera construite fur Phypothenuse sera égale aux deux 

qui seront construites furies costez. 
Soit le grand costé de l'angle droits, le petit c

ì
 l'hypo. 

thenufe h. 

La figure construite fur b foit nommée A. fur c. E, 6c 

fur h. I. 
Par le Théorème précédent. 

A. b b : : E. cc :: I. h h. 

Donc A-* Ejb-tcc :: I. hh. (par II. 44. ) 
Donc alternando, 

A-+ E. 7. :: bb-+ cc.hh. 

Or b b c c. 'ÏZÌ hh. par XIV. 26. 
Donc A r* E. ̂  /. Ce qu'il falloit demonstrer. 

AVERTISSEMENT. 

On voit far là que cette proposition quoyque plusgenerale XXXIL 

que celle des quarrez^ n a du eftre traitée quaprés celle des 

quarrez^; parce que le quarrè est la vraye & naturelle mesure de 

la dimenjton des autres figures planes. 

DES FIGURES REGULIERES. 

L THÉORÈME. 

TOUT polygone est égal au rectan-
gle du rayon droit ( qui est la per-

pendiculaire du centre à l'un des 

costez ) Sc de la moitié de son péri-
mètre, ou au trian gle qui a pour hau. 

teur ce rayon droit, & pour base ce 

périmètre. 
Car tout polygone régulier comprend autant de trian-

gles tout-égaux qu'il a de costez, lesquels ont tous pour 
B b b ij 

xxxin. 
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mesure de leur hauteur la perpendiculaire du centre au 

costé qui leur sert de baie. 
Donc chaque triangle est égal au rectangle de ce rayon 

droit qui est leur hauteur, & de la moitié de la baie. 
Or toutes ces moitiez des bases de ces triangles prises 

ensemble font la moitié du périmètre, puisque toutes les 

bases font tout le périmètre. 
Donc le rectangle de cette perpendiculaire 8c de la 

moitié du périmètre est égal à tous ces triangles 5 8c par 

conséquent au polygone. 
Et c'est la mesme chose du triangle quia pour hauteur 

cette perpendiculaire, 8c pour base tout le perimetre,puis-
qu'il est égal à ce rectiligne. Outre qu'il est aisé de prou-
ver qu'il est égal à tous les triangles que contient le poly-

gone,estant de mesme hauteur que chacun,8c fa base étant 

égale àtoutes les bases des autres prises ensemble. 

II. T H I O R E M E. 

PAR l'analogie du cercle à un polygone infini, le cercle 

' est égal au rectangle du rayon 8c de la moitié de la circon-
férence, ou au triangle qui a pour hauteur le rayon, 8c pour 

base toute la circonférence. 
NOUS l'avons prouvé par la première méthode, qui est 

la Géométrie des indivisibles. On le peut aussi prouver 
parla voye d'Archimede, en montrant que le rectangle du 
rayon 8c de la moitié de la circonférence est plus grand 

que tout polygone inscrit au cercle8c plus petit que tout 

circonscrit. 
II est plus grantfque tout inscrit, parce que l'infcrit par 

le Théorème precedentest égal au rectangle de la perpen-
diculaire du centre au costé, 8c de la moitié du périmè-

tre. Or cette perpendiculaire est plus petite que le 
rayon du cercle, puisqu'elle est terminée dans le cercle, &c 
le périmètre du polygone inscrit est plus petit que la cir-

conférence qui la comprend, par la maxime d'Archime-

de. V. 6. 
Donc le rectangle du rayon du cercle 8c de la moitié de 

la circonférence estplus grand que tout polygone inscrit. 
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Et il est plus petit que tout polygone circonscrit, parce 

que le polygone circonscrit est égal au rectangle du rayon 
du cercle ( qui est alors la même chose que la perpendicu-

laire au costé ) &L de la moitié de son périmètre, lequel 
périmètre est plus grand que la circonferenee du cercle, 

puisqu'il la comprend-, selon la même maxime d'Archi-

mede. Donc &c. 

I'ÍT. THÉORÈME. 

LES figures régulières de même espece íbnt entr'elles
 XX

xv% 
en raison doublee de celle de leurs rayons droits, 
; Car elles sont égales chacune au rectangle du rayon 

droit, &. de la moitié du périmètre. Or le rayon droit est 
au rayon droit comme le périmètre au périmètre, par Xli. 

26. Donc ces rectangles (ausquels ces figures régulières 
sont égales ) étant seinblab!es,sont entr'eux en raison dou-
élee de celle du rayon droit, qui est l'un de leurs côtez. 

I. COROLLAIRE. 

LES cercles font entr'eux en raison doublée de celle de xxxvi. 
leurs rayons, ou de leurs diamètres

 y
 ce qui est la même 

chose. 
lî. COROLLAIRE. 

LES cercles sont entr'eux comme lesquarrez deIeur^ xxxvií» 

diamètres. Car les uns & les autressont en raison doublée 

de celle de leurs diamètres» 

IV. THEOREME; 

L E s triangles semblables inscrits en des cercles sont en- xxx viH 

tr'eux en raison doublée des diamètres de ces cercles : ou,, 

ce qui est la même chose, comme les cercles, ou comme 

les quarrez des diamètres. 
Car les cordes de divers cercles qui soutiennent les an-

gles inscrits égaux , sont entr'elles comme les diamètres^ 

par X. 24. &Lif. 

Donc les costez de ces triangles semblables qui soutieiv 
Bbb iij 
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nent les mêmes angles ( qui font ceux qu'on appelle homo-

logues ) font entr'eux comme les diamètres. 
Or ces triangles estant semblables , font en raison dou-

blée de leurs costez homologues. 
Donc ils font aussi en raison doublée de ces diamètres. 

Donc ils font aussi entr'eux comme les cercles 8c com-

me les quarrez des diamètres. 

V. THÉORÈME. 

^XXix. L E S figures semblables inscrites dans les cercles font en-
tr'elles en raison doublée des diamètres. 

Car comme il a esté prouvé S. ôc XIII. 16. ces figures 
semblables se peuvent refoudre en triangles semblables, 

chacun d'une figure à chacun de l'autre qui seront tous 

inscrits dans le cercle. 
Donc tous les triangles d'une figure font à tous ceux de 

l'autre (ôtpar conséquent une figure est à l'autre) comme 

un des triangles d'une figure à un semblable de l'autre. Of 
par le Théorème précédent ces deux triangles semblables 
Font entr'eux en raison doublée des diamètres. Donc les 
figures semblables inscrites dans les cercles fontentr'elles 

en raison doublée des diamètres. Donc aussi comme les 
cercles. Donc auffi comme les quarrez des diamètres. 

I. P R OB L I M E. 

XL: DÉCRIRE fur un costé donné le parallélogramme égal 
&equiangleàun parallélogramme donné. 

Soit le parallélogramme donné ^ c 

b cdf. Soit continuée cd jusques 

à g, en forte que d g soit égale au 

costé donné. 
Soit aussi continuée £/jusques 

à ce que/"^ soit égale à d g. Soit 

menée de q par í/une indéfinie. 
Soit prolongée b ^jusqu'à ce qu'elle rencontre en rcet-

te indéfinie. 
Soit prolongée q g jusques en k, en forte que q k soit 

égale à b r, joignant les points r k, Sc prolongeant/Wjuf-

ques en h„ où elle rencontre s. 
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Le parallélogramme d h £ g sera égal ôc equiangle au 
donné b cdf. 

I I. P R O B L E M E. 

FAIRE une figure égale à une donnée qui ait moins d'un 

costé que la donnée. C'est à dire que si la donnée en a 6, 

on en cherche une qui n'en ait que 5
 ;

 & si elle en a 5, on 
en cherche une qui n'en ait que 4 : de íòrte que par là on 
pourra venir jusqu'au triangle. 

Soit proposé de reduire l'exa-

gone b cd fgh en un pentagone 
qui íuy soit égal. 

Ayant prolongé/g
}
 je tire la 

ligne b g. 

Puis de h je tire fur g prolon-
gée parallèle à b g. 

Et de b je tire b Jè dis que le 

pentagone b cdfleít égal à l'exagone donné. 
Car les triangles blhèihlg font égaux, parce qu'ils font 

íùr la mefme base Ôc entre mefmes parallèles. 

Donc ôtant Z» lo commun à l'un & à l'autre, ho b de-
meurera égal à Ig 0, tout le reste est commun à l'exagone 

& au pentagone. 

On reduira de mefme le pentagone i, 
ècdf/àun trapèze. 

Ayant mené la ligne b /, mener de / 

fur d/prolongée / m parallèle à b f. I 

Puis tirer b m, f> 

Gn prouvera de la mefme manières' 

que Ton vient de faire, que le trapèze 
fera égal au pentagone. 

Que íî de b d on tire une ligne. 
Et de c fur f d prolongée de ce costé là cn, parallèle àbd. 
Et tirant i », le triangle b m n fera egal tant au trapèze 

è cdm
ì
 qu'au pentagone b c dfl- Et ainsi l'exagone aura 

esté reduit en un pentagone ,& le pentagone en un trapè-

ze, & le trapèze en un triangle. 

XLI. 
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AVERTISSEMENT ET CONCLUSION. 

le laisse d'autres Problèmes qui font tres faciles à refondre 

far les principes qui ont efiêétablis. Qutre que n'ayant entre-

pris ces Jilemens que pour donner un effay de la vraye mé-

thode qui doit traîner les chosesfìmples avant les composées, & 

les générales avant les particulières, je pense avoir satisfait à 
ce dessein, & avoir montre que les -Géomètres ont eu tort d'a-

voir négligé cèt ordre de la nature\ en s'imaginant qu'ils fia-
voient autre chose d observer ,stnon que les proportions précé-

dentesservissent à la preuve des suivantes : au lieu qu'il est clair, 
ce, me semble par cet effay, que les elemens de Géométrie estant 
reduits selon Tordre naturel, peuvent eftre aujjt solidement 

Jemonstrex^& font fans comparaison plus aife^à concevoir & 

,Á retenir. 

F I N. 

SOLUTIOH 
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SOLUTION 
D'UN DES PLUS CELEBRES 

ET DES PLUS DIFFICILES 

PROBLEMES 
D'ARITHMETIQUE, 

APPELLE' COMMUNEMENT 

LES QUARREZ 
MAGIQUES. 
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SOLUTION D'UN DES PLUS CELEBRES 

ET DES PLUS DIFFICILES 

PROBLEMES D'ARITHMETIQUE, 

APPELLE' COMMUNEMENT 

LES QUARREZ MAGIQUES. . 

§. u Ce que c est que ce Problème. 

YANT un quarré de cellules pair ou impair. 

Et Payant remply de chiffres ouselon l'ordre 

naturel des nombres 1.2.3. 4. òcc. 

Oude quelqu'autre progreíllon arithmétique 

que cefoit, comme z. 5. 8. ìr. 14. &c. 

Disposer tous ces chiffres dans un autre quarré de cellu-

les semblables à celuy-là, en forte que tous les chiffres 

de chaque bande soit de gauche à droit, soit de haut en 

bas ,foit mefme les deux diagonales, fassent toíìjours la 

mefme somme. 
Soient pris pour exemples les quarrez d'onze pour les 

impairs j èc de douze pour les pairs, comme on les peut 

voir dans les figures qui font à la fin de ce Traité. 

§.1. Considérations furies quarre^naturels. 

J'APPELLE quarrez naturels ceux où les chiffres font dis- 1 Ï„ 

posez en progression arithmétique en commençant par les 

plus petits. 
C cc ij 
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SUR LES QUARREZ IMPAIRS. 

! 1
1#

 DANS le milieu du quarré impair il y a une cellule qui 

en est le centre. Le chiffre qui est dans cette cellule soit 
nommé centre & marqué parc. 

i Y. DE tous les autres chiffres la moitié sont plus petits 

&les autres plus grands que le centre. Les uns soient ap-

peliez simplement petits lk les autres grands. 

y. LES cellules autour du centre soient appelées ire en. 

ceinte. 
Autour de la première enceinte

 r
 2? enceinte. 

Autour de la seconde enceinte, 3e enceinte. 

Et ainsi de suite. 

y 1. LES enceintes r. 3. 5. 7.9. ôte. soient appellées encein-

tes impaires. 

Les 2.4. 6.8.10. &c. enceintes paires. 

Y 11. IL est important de considérer dans chaque enceinte où 

font les petits chiffres, & où font les grands. 

Les petits font premièrement dans toute la bande d'en-

haut, qui est de 3. dans la 1" enceinte, de 5 dans la 1% de 7 

dans la 3e &c. 

Secondement dans la bande à gauche les plus hauts jus-

qu'à celuy qui est vis-à-vis le centre inclusive. 

Troisièmement dans la bande adroits les plus hauts ju£ 

qu'a celuy qui est vis à vis le centre exclusive. 

SUR LES QUARREZ PAIRS. 

v 111. IL n'y a point de cellule qui soit au centre. Mais on doit 

prendre pour centre ia moitié de la somme que fbnt le 

premier & !e dernier chiffre. 

Et cette somme entière s'appellera 2. c. 

1
 X>

 LA moitié des bandes, fçavoir celles qui font les plus 

hautes contiennent les petits chiffres, &. les pins basses les 

grands. 

X. LES quatre cellules du milieu font la ire enceinte. 

Les cellules autour de ces quatre, la 2f enceinte. 

Celles autour de la seconde, la 3e enceinte. 

Et ainsi de suite. 
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DES QUARREZ MAGÏQVES. 189 

EES enceintes i. 3. 5. 7. 9. &c. soient aussi appellées les 

enceintes impaires. 

Et les 1.4.6. ÒÍC. les paires» 

LES petits chiffres font, 

1. Dans la bande d'en haut de chaque enceinte. 

ì. Au costé gauche depuis la bande d'enhaut jusqu'à 

ía bande où commencentles grands chiffres. 

3. Et de même au costé droit. 

§,3. PREPARATION. 

LE plus grand mystère de la solution de ce Problème 

eensiste à marquer par lettres quelques-uns des petits 

chiffres de chaque bande. 

QU A R R E Z I M P A I RS » 

DANS toutes les enceintes généralement marquer le 

coin à gauche de la bande d'enhaut par e. 

Le coin à droit de la même bande par
 0

. 

Le milieu de cette bande par ^, 

La cellule â gauche qui est vis à vis le centre par 

MARQUER de plus dans les enceintes impaires 

Deux cellules dans la bande d'enhaut également distan-

tes, l'une d'e, l'autre d'o , par les mêmes lettres accentuées. 

L'une par è. 

L'autre par <}, 

Et la cellule à gauche au dessous d'e par 

Et au costé droit celle qui est au dessus de la cellule qui 

est vis à vis le centre par 

DANS LES QUARREZ PAIRS. 

NE rien marquer dans les premières & secondés en-

ceintes. 

DANS toutes les autres généralement marquer 

Le coin à gauche d'enhaut par 

A droit par 

Le plus bas des petits nombres a droit par. 

Le plus bas des petits nombres à gauche par 

MARQUER de plus dans les enceintes impaires, à com-

mencer par la 3e ( qui est celle quia 6 cellules dans la bande 

d'enhaut. ) 
C e c iij 

e. 

o, 

a. 

C 

X L 

XII. 

XIII. 

XI v. 

x y. 

XVI, 

XVII. 

XVIII, 

SCD LYON 1



3?o EXPLICATION 

4 cellules dans labanded'en-naut,deux par 

6c deux par 

selon ce qui a esté dit S. 15. 
A gauche marquer la cellule au dessous d'e p ar a. 

Et à droit celle au deíTus d'* par ^ 

§ 4. MAXIMES 

POUR. LA DEMONSTRATION DE L'opERATION. 

XIX DEUX chiffres, l'un petit, l'autre grand, également dis-
tans du centre , ôt qui se joignent par une ligne paíïant pair 

le centre font une somme égale à deux fois le centre. 

x X. QUAND un petit chiffre est marqué par une lettre, son 
grand soit nommé ( quand on le voudra exprimer ) par la 
majuscule de la mefme lettre,quoy qu'elle ne soit pas mar-
quée. 

Ainsi e E font deux fois le centre. 
Et de mefme *. A, ou e. B, oxxo. Q. 

SECONDE MAXIME. 

% X r; -QUATRE chiffres dans la meíme bande, dont le pre-
mier est autant distant du 2, que le 3 du 4 sont en propor-
tion arithmétique. 

Et par conséquent la somme des extrêmes est égale à la 
somme de ceux du milieu. 

EXEMPLES. 

JSXII.
 €- ^ ' ' °' °~ L^onc e. 0 ̂  è. ò. 

D'où il s'enfuit que par tout où font ensemble è.ò, ou 
bien <?. e , ou leurs majuscules £' O', on peutfuppofer,lorf 

qu'il s'agit de trouver des égalitez avec d'autres chiffres, 

que c'est cornme sic'estoit <?. 0, E. 0,parcequesil'égalké 

s'y trouve en supposant que c'est e.o, elle ne fera pastrou-

Jblée en remettant è. 0, en leur place , qui valent autant 
que e. 0. 

xxiii. e.m w m. 0. Donc e. 0 ̂  m. m. 

DANS LES QUARREZ PAIRS, 

j&xiv. e- a> e- Donc e. A ̂  £. 
Pour trouver A. voyez S. ÎO. 
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DES QUARREZ MAGIQUES, &ï 

TROISIÈME MAXIME. 

LORSQUE 4 cellules font un parallélogramme rectan_ xXv., 

gle ou non rectangle, leurs 4 chiffres íbnt en proportion 

arithmétique. Et par conséquent la somme des extrêmes 

est égale à la somme de ceux du milieu. 
EXEMPLES. 

DANS LES QUARREZ IMPAIRS. 

e. m : : a. c. Donc e. c ̂  m. «. XXVI. 

m. 0 c. Donc m. CZH 0. *. XXVlLj 

». m : : c, c. Donc ». £. ;zj w. f. XXVIII. 

DANS LES PAIRS. 

e. 0 : : C. a. Donc Í\ « f. f. XXIX. 

e». C : : 0. j'. Donc ». J/^H g. e* XXX. 

j. Méthode pour disposer magiquement le 

le Quarré naturel. 

CETTE méthode consiste en fort peu de règles-les xxxr» 
unes générales, lesautres particulières, selon lesquelles il 

faut transposer les chiffres du quarré naturel dans le ma-

gique. 
PREMIÈRE RÈGLE GÊNERA LE. 

IL faut disposer les chiff es par enceintes, ceux d'une xxxni 

enceinte en l'enceinte semblable, 6c tout 1^ foin qu'on doit 
avoir d'abord, est de si-avoir où l'on doit mettre les petits 
nombres de l'enceinte, parce que la situation des petits 

donne celle des gr^»^félonies deux règlesíuivantes. 
SECONDE RÈGLE G E N 1? R A L E . 

QVAND on a placé un petit chiffre dans un coin, il saur xxxili. 
placer ion grand drns le coin diagonalement opposé. 

Ainsi «estant placé dans le coin gauche de la bande 

d'enhaut, il faudra mettre A dans le coin droit de la ban-

de d'en bas. 
TROISIÈME RÈGLE GENERALE. 

HORS les coins il faut placer les grands vis â vis des pe- xxxlYì. 

tits. de la bande opposée. 
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EXPLICATION 
C'est pourquoy il faut observer de ne mettre jamais 

deux petits en des bandes opposées vis à vis l'un de l'autre. 

COROLLAIRE DE CES RÈGLES. 

XXXV. LES chiffres estant disposez selon ces règles, „ 
;I1 s'enfuit, i. Qje les chiffres de deux bandes opposées 

pris ensemble, valent autant de fois c qu'il y a de chiffres 

dans les deux bandes. Car un petit & un grand valent 
deux fois c. Or il y a autant de petits que de grands. Donc 

JCXXVI. IL
 S'enfuit > Que lorsqu'on a prouvé que les chiffres 

d'une bande aprés cette disposition valent autant de fois 

le centre qu'il y a de chiffres, cette bande est égale à son 
opposée. 

-&XXVH. *
L ^en^a% h Que quand il y a autant de petits chiffres 

dans une bande que dans l'oppofée, 8t que la somme des 
uns est égale à la somme des autres, c'est une marque assu-

rée que la bande est égale à ìa bande. 
La preuve en est facile fans que je m'arreste à l'expli* 

quer. 

' QUATRIÈME R E G L E -G E NE R A LE. 

XXXVlii «e faut fe mettre en peine d'abord que de placer îes 
petits chiffres qui font marquez par des lettres : car cela 
fait, le reste se trouve íàns peinepar cette raison. 

Dans la bande d'en haut, dans quelque quarrez St quel-

ques enceintes que ce soit, outre les cellules marquées par 
des lettres 

■ Ou il ne reste rien. 
Ou il reste toujours des cellules non marquées en nom-

bre pairement pair -
y
 C'estàdire 4. 8.ix. 16. &.C 

Et de plus, ils sont toujours 4a 4 en proportion arith-

métique. 
Donc prenant les extrêmes St les mettant dans une 

bande , St ceux du milieu dans i'oppoíée , ils ne trouble-
ront point l'égalité qui yestoitdéja par les chiffres mar-

quez de lettres. 

XXXIX II en est de même des deux costez droit 8c gauche. Car 
* 4es petits chiffres qui restent (s'il en reste outre les mar-

quez) 
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DES QtJÁRREZ MAGIQUES, m 
quez)sont toûjoursennombrepairementpair^.. 8.u. 16. 
ôcc. & de 4 en 4 en proportion arithmétique. 

Donc comme cy-dessus. 

II n'y adoncplusàse mettre en peine que de disposer 
les lettres. Ce qui se fait par les règles particulières. 

§• 6.T{egles particulières pour les Ghtarre^impairs. 

U y adeuxregles pour ces quarrez, l'une pour les en-
ceintes impaires, & l'autre pour les paires. 

Tour les enceintes impaires. 

Au coin gauche de la bande d'en haut 
mettre 

Au coin droit de la même bande. m. 

A la bande d'en bas en queque cellule 
hors les coins, e, 

A la bande de costé du costé d'à, o. 

DÉMONSTRATION. 

IL est requis premièrement à de-
monstrer que dans la bande d'en-
haut A. E. m. valent trois fois le cen-
tre. D'où il s'ensuivra qu'elle fera 
égale à la bande d'en bas par 36. 

Or par ( 16. )e. c.^zi
 A

.m. 

Donc e. c, E ;=J «• E. m. 

Or e. c. 3 s.jpar 10. 

Donc n.E.m^ziyc. Ce qu'il M 

falloit demonstier. 

REQUIS secondement àdemonstrer que a. o.M. valent 

3 c. D'où il s'ensuivra que cette bande fera égale à l'op-
pofée par3<í. 

Or par ( 17 ) *. 0 ̂  m. c. 

Donc m, c. M 7-; *. 0. M, 

O m. c. M ;=i 3 c. par zo. 

Donc «. o.M ̂  5 c. 

Ddd 

Xt! 

XII. 

XLIÏ. 
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XLIII-

SP4 DISTINCTION 

Pour les enceïnus impaires. 

IL suffira de les figurer tout d'un coup. 

t ec 0. 

m 

DÉMON srRA T I O N. 

XLiy. REQUIS premièrement à de- e 

monstrcr que la bande d'en bas 

M. è. *. ò. Eï=ì $c. C'est à di-
re qu'elle vaut ensemble cinq fois 

le centre. 

Cc qui se prouve ainsi". 

Par (17) A. 0 »z3 m. c. 

Donc e. 0 e. m. C. 

Donc e. m. c. M. E. ^ ^>*« 0. M. E. ( par zz. ) 

Or e.m.c. M. E" ï=i j.c. par 20. 
Donc M è. <*. b. E. ^ <}c. Ce qu'il falloitdemonstrer 

x L v. REQUIS secondement à demonstrer que dans la ban-

de droicte m.O.Z.tt. E 5 c. 

Ce qui se prouve ainsi. 
e. «s», m. par ( 23. ) 

Donc e. 0. s ̂  m. m. c. 

Or m. m. c ^ m. «. £. 

Parce que w. c ;z3 ». £. par 28. 

Donc e. 0, e. ^ m. &>. e. 

Donc e. 0. c. E. O ^ m. «. C E. O. 

Or e. 0. c. E. O ^ 5 ft par 20. 
Donc m. O.o< CE ^ y c. Ce qu'il falloit démons, 

trer. 
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DES QUARREZ MAGIQUES, m 
§. 7. Pour les Quarrez, pairs. 

ON laisse à part les deux premières enceintes, qui ont XLVÏ. 

leur règle particulière. 

Pour les autres enceintes impaires. 

LA disposition s'en figure ainsi. XLVU 

DEMONSTRATI ON. 

''REQUIS T. à demonstrer que les a> E. 

"six chiffres de la bande d'enhaut 
dont quatre font petits , & deux 
grands qui viennent de é&íò qu'on 
amis en bas,valent six fois lecen- -, 

tre. Ce qui fe prouve ainsi. 

*. A. o.O.e.E zzl 6 c. par ( 20. ) 
Or ces six lettres font égales aux 

six, ». E.*. o.O. G. è à 

Car ôtant les mêmes qui se trouvent de part & d'autre, 

fçavoir «. 0. O. E. il ne restera d'un costé que A. e : ôc de 

l'autre que ». C. 

Or par { 24. ) A. e ^ ». C. 
Donc les six lettres ». E. 0. O. £ 6 f. 

REQUIS 2. à demonstrer que ». Í\ >< Car si cela 
est, les grandes feront aussi égales aux grandes, 6c le tout 

au tout par ( 37. ) 
Supposant donc que e. b soient e.o.( S. 11. ) Sc ostant e 

& e de part ôc d'autre, reste d'une part ». y. & de l'autre 

C. 0. qui font des sommes égales par (^30 ) 

Donc ». e. y^ €.<?. 0. 
Donc la bande égale à la bande par ( 30 ) 

Ddd ij 

XLVKÏ. 

xux. 
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t. 

E I. 

LI I. 

LII1. 

19 6 E X PLI GATI O N 

Pour Us enceintes paires. 

LÀ disposition en est tres facile , & se sigu i-e ainsi. 

D E M O N ST RAT I O 0 
ELLE estsifacile par 22.29.6c 37. que je ne m'amuse pas 

à l'expliquer. 
Cette enceinte se peut encore faire en transposant les 

coins 6cc. 

§. §. Régls particulière pour lapremure & seconde 
enceinte des Quarre^pairs. 

CES deux enceintes ne font autre 
choie que le quarré de 4 qui fait 

16, dans lequel il y a deux sortes 
de bandes. Quatre qui font la se-
conde enceinte, 6c qu'on peut ap-

peller les bandes extérieures. Et 
quatre autres qui coupent le quar-
ré, 6c qu'on peut appeller trans-
versales : fçavoir la

 2
e ôc la 3e de haut en bas. . 

Et la ic 6c ia 3= de gauche à droit. 
CE qui est cause que ces deux enceintes ne fe peuvent 

pas diípofer par les règles desautres, c'est que les 4 chif-
fres du milieu faisant en divers sens quatre bandes de deux 

chacune en ligne droitte, 6c deux en diagonale, les ban-
des droittes ne sçauroient faire des sommes égales, mais 

seulement les diagonales. 
Or ces 16 chiffres se pouvant disposer en tant de maniè-

res que cela est presque incroyable 5 fçavoir enplusde 2.0 

millions de millions 

I 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

8 «4 u.| 7*1 
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DES QUARREZ MAGIQVES. & 
10:911:789:871:000. 

II n'y en a proprement que 16 qui soient magiques,,c'est 
à dire où toutes les bandes fassent des sommes égales ( car 

je ne compte pas pour différentes dispositions celles qui ne 
viennent que de la différente situation du même quarré,) 

ET voicy comme on les trouve.
 Lv 

II faut prendre; toujours les chiffres 4 à 4 en cet ordre. 
1. Les quatre du dedans ou intérieurs., 

2. Les quatre coins extérieurs. 

3. Les deux du milieu de la bande d'en haut, avec les 
deux du milieu de celle d'en bas. 

4. Les deux du milieu de la bande à» gauche , avec les 
deux du milieu de celle à droit. 

Or chacun de ces chiffres pris ainsi 4 à 4 sèc qu'on nom-
mera dans la suitte par 1. 2. 3 4. ) peuvent 

. Questre laissez en leur même place jçe qui se marquera 

par
 F

 Û% 

Ouestre transportez en croix S. Andrés ce qui se mar-

quera par c. 
Ou directement de gauche à droit

}
 ce qui se marquera 

par g. 

Ou directement de haut en bas 5 ce qui se marquera 

par h. 

SUIVANT ces remarques, & se souvenant de ce que signi. L v i, 
fient les 4nombres ( 1. 2. 3. 4. ) Scies4lettres {o.c.h.g.) 
les deux tables suivantes feront trouver íàns peine les 16 

dispositions magiques du quarré de 4 : ou ce qui est la mê-

me chose des deux premières enceintes de tous les quarrez 
pairs. 

I. II. III. IV. V. VI. VII. VIII. 

I. 

2. 

3. 

0 0 ° 1 \ ° 
c c c c 

0 c 7 h 0 c g h 

C c 
% 

h 0 h 0 

c h h c g 
\T 0 

% 

Ddd iij 
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IX. X. XI. XII. XIII. XIV. XV. XVÏ. 

I. % g g g h b h h 

2. 0 c g 0 c g h 

3-
h 0 h o c g c 

4-
c h c s 0 0 g 

;JL
 y j j De ces 16 dispositions magiques du quarré de 4. il y en 

a deux, sçavoir la ire & la 6% ou on ne change que 8 chif-

fres. 

Deux,sçavoirlanc Sc la 16e, où on les change tous 16. 

Et u où on en change 12. 

JLYUî. Voiey un exemple de ia 6e disposition ,& unautre de 

la i 6e. On laiíîê à trouver les autres. 

16 2 ? >5 

5 11 10 8 

9 7 ~< 12 

4 14 ,û 

13 3 2 16 

S 10 11 5, 

12 6 7 9 

1 '5 14 , 4 

DÉMONSTRATION. 

■2.. IX CHAQUE bande tant extérieure que transversale du 

quarré de quatre f ou du quarré composé des 2 premières 

enceintes de tous les quarrez pairs) est de 4 chiffres en pro-

portion arithmétique. 

Et par conséquent la somme des extrêmes est égale à 

ia somme des moyens. 

Soit donc, par exemple, la somme des extrêmes de Ia 

bande d'enhautappellée b, la somme des moyens qui luy 

est égale pourra estre aussi appellée b^ Sc ainsi toute la 

bande fera b-* b. 
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DES QUARREZ MAGIQUES. m 
Et par la même raison la bande d'en bas pourra estre 

Cela étant on peut faire ces bandes égales par deux 

voies. 
La i" en transposant les extrêmes de l'une á l'autre fans 

changer les moyens. Car alors Tune deviendra/-+ b. 
Et l'autre b -± f. 6c ainsi seront égales. 

La ie en transposant les moyens fans changer les extrê-

mes. Car alors l'une deviendra b -+ f. 6c l'autre /b. 6c 
ainsi seront encore égales. 

II ne faut qu'appliquer cecy à chacune de ces 16 dispo-
sitions, 6c l'on verra que les transpositions que l'on y fait 

les doivent rendre magiques. 

$. p. Divers moyens de <varier les ^uarreç^ Magiques* 

**DE ces moyens j'omets ceux qui font trop faciles à trou-

ver , 6c je n'en marqueray que deux qui font plus impor-
ta ns , 6c qu'on a pratiquez dans les deux exemples qu'on a 

donnez de quarrez magiques. 

PREMIER MOYEN. 

Nous avons supposé qu'on transporteroit les chiffres 

de la première enceinte du quarré naturel dans Ia premiè-
re enceinte du quarré magique ^ & ceux de Iazedans Iâ2e

; 

&dela 3e dans la 3e 6cc. Mais cela n'est pas nécessaire. Car 
pour les chiffres marquez de lettres,il suffit de ne les trans-

porter que d'une enceinte impaire à une autre quelconque 
qui soit impaire, comme de la y à la i"

 5
 6c d'une enceinte 

paire â une paire, comme de la 6eà îa 4e. 
SECOND MOYEN. 

ET pour tous les autres chiffres non marqvez de lettres, 

on les peut transporter de que 1 ue enceinte que ce soit à 
quelque autre enceinte que l'on voudra

;
 pourvu qu'on 

en prenne quatre ensemble qui soient en proportion arith-

métique , 6c qu'on ait soin de mettre les extrêmes dans une 

bande, 6c les moyens dans ia bande opposée. 
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CONCLUSION. 

i X 11. JE pense pouvoir conclure de tout cecy, qu'il n'est pas 

possible de trouverune méthode plus facile,plus abrégée 

& plus parfaite pour faire les quarrez magiques, qui est un 

des plus beaux Problèmes d'Arithmétique. 

Ce qu'elle a de singulier, c'est i. qu'on n'écrit les chif-

fres que deux fois. 
2. Qu'on ne tâtonne point, mais qu'on est toujours as. 

suré de ce que l'on fait. 
3. Que les plus grands quarrez ne font pas plus difEcL; 

les à faire que les plus petits. 

4. Qu'on les varie autant que l'on veut. 

j. Qu^on ne fait rien dont on n'ait démonstration. 

6. A quoy on peut ajouter, que cette méthode est íì 

gcnerale, que fans y rien changer on pourroit résoudre 

fans aucune peine par la mefme voie cet autre Problème 

qui paroist encore plus merveilleux. 

Ayant mis dans un quarré naturel tous les nombres que l'on 

voudra en-progression géométrique, comme 1. 2. 4. 8. 16. &c. 

les disposer de telle Jorte dans un quarré semblable, que toui 

les nombre s de chaque bande multiplie^les uns par les autreí 

faffent une somme égale a, celle que font lesnombres de tonte an~ 

■ire bandemultipliez^auljì les uns parles autres. 

En voicy un exemple dans le quarré de trois. 

I 2 4 8 2
5
6 

■a— 

2 

8 16 3* 4 lé 

H 128 .*5« 128 1 3* 

-FIN de tExplication des Qu^rrez^ Magiques* 
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