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PRÉFACE 
DE L'È D I TEU R j 

Où son trouvera ce quon doit penser dê 

/'Analyse des Infiniment Petits , & 

des divers Commentaires qui en ont été 

faitsí 

- | f S; 4 I 

I L est des hommes dont le nom 

seul fait l'éloge. M. le Marquis 
de Y Hôpital est de ce nombre. ; auíïi > 

en offrant au Public la troisième éditiÒîi 
du Traité des Infiniment Petits j ne nÒUS 

jetterons-nous point dans le panégyri-
que de l'Auteur. Pour donner feulé-

ment en deux mots l'idée la plus éteri-
due de ce rare 8c profond Génie, hóá§ 

ferons remarquer qu'il a vécu dans ùrî 

siécle où les Mathématiciens se profid-

soient , pat manière de défi , les pro-

blèmes les plus embrouillés i $C ijii'ií 

â 
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ne se trouvoic dans le monde que 
M. M. Newton

 5
 Leìbnhz , les deux 

Bernoully , Huyghens , & M. le Mar-

quis de XHôpital qui fussent en état 

d'en donner la solution. Nous ajoute-
rons que, lorsque M. Huyghem vou-

lut s'adonner au calcul différentiel , iî 
s'adressa à M. le Marquis de Y Hôpital > 

fous la conduite de qui il fit les pro-
grès les plus surprenants dans la Géo-

métrie sublime. La route que cet ha-

bile Maître lui fraya » nous la trou-
vons dans Y Analyse des Infiniment Petits * 

auííì cet Ouvrage, que le monde íça-

vant regardera toujours comme un 
chef-d'œuvre , est-il le seul livre que 

l'on puisse mettre avec succès en-

tre les mains de ceux qui ont appris 
tout ce que l'on comprend dans ce sié-
cle éclairé fous le nom cïélémens de 

Géométrie & d'Algèbre. Je ne d i sti-

mulerai pas cependant qu'on a repro-
ché à M. le Marquis de XHôpital de 

n'avoir écrit que pour les Sçavans , 

tellement rompus dans le calcul, qu'ils 
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entendent tout à demi mot. Ce fut 

pour mettre son Ouvrage à la portée 

des Commençans ordinaires , que M. 

Crouzas nous en donna , en 172 r , le 

Commentaire en un volume in..\°. , 

précédé de deux amples discours, donc 

l'un est: fur la nature des Infiniment 

Petits , & l'autre fur le Calcul des Pmjl 

fiances. A peine son Commentaire vit-

il le jour , qu'il s'empreísá d'en en-

voyer un exemplaire à M. Jean Ber-

noully. Ce Sçavant l'examina ; &C 

après y avoir découvert des bévues 

qu'on pardonneroit à peine à un éco-

lier , il lui dit en propres termes 

qu'il auroit mieux fait de lui envoyer 

son Commentaire en manuscrit, avant 

que de le faire imprimer ; qu'il y au-

roit fait des remarques qui n'auroienc 

pas été inutiles : il ajouta qu'il auroit 

dû changer plusieurs de ses manières 

de commenter , &C leur donner un 

C <0 Les Œuvres de Jean Bernoulty , Tora. 4. 
pag. ido, & íuiv. 

a ij 
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autre tour
 3

 de peur que les ignorans 

ne prennent ses explications dans un 

mauvais sens , Sc ne cherchent par là 

l'occasion de décrier 1''Analyse des Infi^ 

niment Petits. 

Ce n'est pas là la feule critique 

qu ait eu à essuyer le Commentaire de 

M. Crouzas. M. Saurin - Membre de 

l'Académie Royale des Sciences , dé-

montre dans les Mémoires de cette cé-

lèbre Compagnie que le Com-

mentateur est un guide dangereux dans 

la grande ô£ difficile question de Ma-

ximis & Minimis , ÔC il l'exhorte à re-

toucher son Ouvrage dans une seconde 

édition. Le cas qu'a fait le Public de 

la première , a dispensé l'Auteur de 

nous en donner une seconde. 

A peine le Commentaire de M. 

Crouzas commençoit - il à paroître , 

que la mort nous enleva le célèbre 

Varignon. Ce grand Géomètre , Tami 

intime de M. le Marquis de Y Hôpital, 

(a) Année 1723 , pag. 234 & suiv. 
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PREFACE. y 

avoit lu ['Analyse des Infiniment Petits 

avec l'attention h plus réfléchie. On 

lui trouva parmi ses papiers un ma-

nuscrit contenant non-seulement des ex-

plications des endroits les plus obscurs 

ÔC les plus difficiles de ce Traité, mais 

encore des Additions considérables, des 

Propositions nouvelles , des Problèmes 

ajoutés à ceux de M. le Marquis de 

Y Hôpital , des Régies , des Construc-

tions , des Méthodes différentes ,* ôcc. 

Ce précieux manuscrit fut donné au 

Public en sannée 1725 en un volume 

in-4°. , sous le titre d" Eclaircissements far 

VAnalyse des Infiniment Petits. Cet Ou-

vrage , tout excellent qu'il est , ne peut 

guere être mis entre les mains d'un 

Commençant ; M. Varìgnon ny éclair-

cit pour l'ordinaire que les points qui 

ont été capables de Tarrêter lui-même. 

D'ailleurs cet Ouvrage posthume a été 

imprimé avec si peu d'exactitude , qu'il 

feroit presque plus difficile de corriger les 

sautes dont il fourmille , que de lire fans 

Commentaire Y Analyse des Infiniment Petits. 

a iij 
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L'Ouvrage de M. le Marquis de 
{'Hôpital doit se trouver comme néces-

sairement dans la bibliothèque de tous 

les Mathématiciens. Les Sçavants en 

ont besoin pour le consuher , &C pour 

se rappeller en peu de mots des pro-

positions très compliquées , qu'il n'est 
que trop facile d'oublier. Les Com-

mençans doivent en faire leur étude 

journalière , lorsqu'ils veulent paífer de 

la Géométrie ordinaire à la Géométrie 

sublime : on ne peut se regarder com-

me Mathématicien , que lorsqu'on a lu 

avec goût Y Analyse des Infiniment Petits. 

Il nous paroit que sédition que nous 

en donnons , ne peut manquer d'ê-

tre favorablement accueillie. Les Sça-

vants , qui n'ont besoin que du texte 

de F Auteur , le trouveront au com-

mencement du Volume , imprimé avec 

l'exactìtude la plus scrupuleuse. Les 

Notes que nous y avons ajoutées , £c 

qui ne font qu'indiquées dans le corps 

de î'Ouvrage , aideront les Commen-

çans à se paífer de guide dans la route 
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ij 

épineuse du calcul différentiel. Ces No-

tes font au nombre de cinquante-cinq. 

Les quatre premières font pour la pre-

mière section du Traité des Infiniment 

Petits. Les z i suivantes íervent de 

commentaire à la seconde section. L'im-

portante question de Maximis & Min'u 

mis que M. le Marquis de ['Hôpital a 

traitée dans fa troisième section , est 

éclaircie par rV Notes considérables. 

Un pareil nombre de Notes est destiné 

à commenter la matière de la qua-

trième section , c'est-à-dire , les diffé-

rences des différences ■ ê£ les sept exem-

ples qui y ont rapport. Ensin ce qu'il 

y a de difficile dans les six dernieres 

sections fe trouve expliqué dans les six 

dernieres Notes. Mais ce ne font là 

que des généralités , & il est né-

cessaire d'entrer ici dans un détail 

beaucoup plus circonstancié. 

La première section de YAnalyfie des 

Infiniment Petits présente , il est vrai , 

les régies du calcul différentiel ; mais 

elle les présente d'une manière si con-

a iv 
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pise, qu'il est presque impossible qu'un 
homme qui les lie pour la première fois , 

apprenne , fans le secours d'un habile 
Maître , k différencier des produits 
compliqués , des quantités fractionnai-

res , des nombres affectés d'un ou plu-

sieurs signes radicaux , &c. Nous espé-
rons qu'on nous sçaura quelque gré 

p avoir donné à ces régies , dans nos 

quatre premières Notes , une étendue 
suffisante , & de Ips avoir mises à la 

yprtée de ceux qui ne sçavent que les 

règles du calcul ordinaire. 
M. le Marquis de F'Hôpital suppose 

çlans fit seconde section que le Lecteur se 
rappelle parfaitement, nQn-seulement les 
équations de toutes les espèces de sefiions 
fondues, de quelque genre qu'elles soient ; 

mais celles encore de la cyçloide, de la 
jfpirale , de la conchmde

 y
 de la çijsoide ' 

de la qmdratrice , de la logarithmique or^ 

dwau-e fpirqïe §cc Npus avons cru 

rendre un véritable service au commun 
des Lecteurs , en leur donnant une 
idée nette des courbes que nous venons 

nommer
 ?

 4ç en leur rappellanc les 
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démonstrations fur lesquelles font fon-

dées les équations qui les distinguent' 

les unes des autres. C'est-là ce qu'il y 

a de plus intéreíïant dans les zi Notes 

qui forment le commentaire de la se-
conde section. 

Des 12 Notes que nous avons faites 

pour éclaircir Ja question de Maximis & 

Minimis , celles qui font analogues aux 

articles 49 , 58 , S 9 61 , je veux 

dire, les Notes 28e, 3 ̂ , 36e &: 37e, 

nous paroiísent les plus importantes. En 

lisant la Note 18e , on se convaincra 

de plus en plus qu'il est bien rare qu'il 

faille se jccter dans l'insini, pour trou-

ver le Maximum ou le Minimum d'une 

courbe dont l'équation est donnée. M. 

le Marquis de YHôpital ne s'y est jette 

qu'une fois dans tout le cours de íà 

troisième section , c'est à larticle 49 j 

la Note qui sert de commentaire à 

cec article , prouve qu'il pouvoit arri-

ver à son même résultat , en allant 

par le chemin ordinaire. 

La Note 35
e , nous paroit prouver 

qife M« le Marquis de {'Hôpital n'a 
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pas toujours pris le chemin le plus 

court, pour parvenir à la solution des 

problèmes qu'il propose. Quoiqu'il ne 

íbit pas néceíîaire d'avoir recours à Fin-

tersection du cercle ôc de l'hyperbole, 

pour résoudre le problême qui fait la 

matière de l'article 58, cependant nous 

avons cru devoir chercher le grand axe 

de la courbe dont l'équation est donnée 

dans cet article. Quelque critique, dans 

un moment de mauvaiíè humeur, auroic 

pu se croire en droit de nous reprocher 

que nous ne rejettions la méthode propo-

sée , que pour nous épargner la peine 

de construire une hyperbole fur une 

équation rrouvée. 

L'article 59 contient une équation 

du quatrième degré. Nous avons cal-

culé cette longue équation , ô£ nous 

lavons transformée en quelqu'une de 

celles qui fe trouvent dans tous les li-

vres élémentaires d'Algèbre qui traitent 

des degrés supérieurs. Ces transforma-

tions ont fait la matière de la 366 Note. 

Enfin la 37e Note a rapport à l'ar-

ticle 61 , dans lequel on propose de 
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trouver le jour du plus petit crépus-

cule , l'élévation du pôle étant don-

née. Comme nous fçavions que les 

M. JVÎ. Betnoully avoient resté plus de 

cinq ans à résoudre ce fameux 

problême , nous n'avons rien oublié 

pour donner à cette Note toute la per-

fection dont elle étoit susceptible. 

Jusqu'à présent M. le Marquis de 

{'Hôpital n'a employé que le calcul des 

différences premières. \[ fait dans les sept 

dernieres sections de son Ouvrage grand 
triage des différences des différences • auííì 

n'a-t-il pas manqué d'astìgner les régies 

de ce calcul au commencement de fa 

quatrième section. Nous avons donné 

assez d'étendue à notre 40e Note , pour 

mettre ces régies dans le plus grand 

jour. Nous prions le Lecteur de l'exa-

miner avec foin , & d'appliquer à dif-

férents cas particuliers la formule gé-

nérale qui sert à trouver la différence 

seconde d'une quantité quelconque éle-

vée à une puissance quelconque. Nous 

Œuvres de Jean Bernoully , Tom. I. pag. 64. 
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le prions encore de faire une atten-

tion spéciale aux Notes 41 , 45 

48. La première nous paroit nécessaire 

pour 1'intelligence de í'article 66
 5

 où 

l'on propose le problême qui consiste à 
déterminer le point d'inflexion ou de rebraus. 

sèment dans une courbe dont la nature efl 

donnée. Dans la seconde nous démon-

trons que la marqué que donne M. le 

Marquis de Y Hôpital pour trouver le point 

de rebroujfement, n'est rien moins qu'une 

marque sûre : c'est M. Varignan qui 

nous a fourni cette démonstration. Enfin 

la troisième apprend à calculer les 

équations du cinquième degré ; I'article 

73 auquel cette Note a rapport, four-

nit une équation de cette espèce. Voilà 

ce que nous avons fait, pour mettre à 

la portée des Commençans ordinaires 

les quatre premières sections du Traité 
de 1''Analyse des Infiniment Vetits. Nous 

sommes persuadés que quiconque nous 

aura suivi juíqu'à présent , sera en état 

de lire presque sans commentaire le 

reste de í'Ouvrage. Auíïï n'avons-nons 

fait que 6 Notes pour les six dernieres 
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sections. L'on comprend que nous 

n'avons pas oublié dans ces Notes les 

développées , 8í les caustiques par réflexion 

èí par refraction ce font là des cour* 

bes de la derniere importance. 

Quoique nous ayons droit de regar-

der comme un ouvrage qui nous ap-

partienne en propre , les additions dont 

nous venons de rendre compte au Pu-

blic j nous nous ferons cependant un 

devoir de publier que la lecture des 
éclairciffemens de M. Varignon nous a 

fait naître la plupart des idées que 

nous avons mis en œuvre ; &C nous 

ajouterons que nous avons profité de 

quelques bons endroits qui se trouvent 

dans le commentaire de M. Crouzas. (a) 

Mais quelles connoiíïànces faut - il 

(tf) Cet Auteur , quoiqu'il n'ait pas réussi à com-

menter M. le Marquis de l'Hôpital , auroit dû être traité 

avec un peu plus de ménagement par M- M. Bernoully 

& Saurin. Ses Traités de Géométrie & d'Algèbre ne 

passent pas pour mauvais ; Ó> ce fut son mérite réel qui 

lui procura en d'fférens tems les chaires de Philosophie 

de Groningue & de Lausanne , une place d'Associé 
étranger à VAcadémie Royale des Sciences de Faris , Ó< 

la charge de Gouverneur du Prince Frédéric de Jiejse 
Cajsel , neveu du Roi de Suéde. 
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avoir acquises pour lire avec succès 
Y Analyse des Infiniment Petits ? point d'au-

tres que celles qui font renfermées dans 

les Traités élémentaires de Mathémati-

ques. Ces Traités comprennent l'Arith-

métique ordinaire ê£ algébrique poussée 

jusqu'au calcul des radicaux , aux pro-

gressions & proportions , à la formation 

&C à la sommation des suites : f Ana-

lyse ou la science des équations de 

toute forte de degrés : la Géométrie 

spéculative ô£ pratique : la Trigono-

métrie au moins reòtiîigne, en y com-

prenant la manière de calculer les lo-

garithmes non-feulement des sinus, tan-

gentes ÔC sécantes , mais ceux encore 

des nombres entiers Ô£ rompus : enfin 

le Traité des sections coniques. Tou-

tes ces connoissances se trouvent réu-

nies dans les élémens d'Algèbre ô£ de 

Géométtie de M. l'Abbé de la Caille , 

&C dans le commentaire que nous en 

avons fous le titre : de Guide des jeunes 

Mathématiciens dans rétude des leçons de 

Mathématique du même Auteur. Ce n'est 

qu'après la lecture de ces deux Ouvra-
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ges , que je voudrois qu'on s'adonnât 

au calcul différentiel. Tout bon esprit 

sera alors en état d'y faire , avec les 

secours que nous lui fournissons
 3

 les 

plus sensibles progrès. 

Les Infiniment Petits de M. le Mar-

quis de ['Hôpital ont déja eu deux édi-

tions, l'une en 1696 , &C l'autre en 

17if. Celle-là fut faite fous les yeux 

de l'Auteur avec toute l'exactitude ima-

ginable. Les 14 fautes qui s'y font glis-
sées ne peuvent induire le Lecteur en 

aucune erreur -, elles font indiquées à 

la fin du Volume. Pour sédition de 

1715, elle a été dirigée par un homme 

qui n'avoit pas apparemment les pre-

mières idées de PAlgébre. L'on y trouve 

les fautes les plus grossières & les plus pro-

pres à déconcerter un Commençant. Je 

pourrois en indiquer un très grand nom-

bre -, je me contenterai d'avertir ceux qui 

fe la font procurée, que les exposants qui 

devroient être négatifs, n'y ont pour l'or-

dinaireaucun signe, ce qui les met dans 

la claíïe des exposants positifs. U fufHc 

d'avoir la moindre idée de calcul, pour 
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sentir combien Un pareil qui pro quo est à 

craindre dans un livre d'Algèbre. L'une 

&; l'autre de ces éditions forment une bro-
chure '#-4°. de 181 pages

 5
 fur caraftere S. 

Augustin. L'on a fait la troisième édition 

fur le même caractère. Mais le peu de ma-

tière que fournit le texte de l'Auteur, <k,lc 

désir que l'on a eu dé procurer, à peu de 

frais , à tous les Mathématiciens un Ou-
vrage dont la nécessité est universellement 

reconnue, nous ont fait préférer le format 

i«-8°. à l'ancien format. C'est rendre un 

véritable service au Public , que de lui 

présenter à un prix très-modique, en un 
volume d'environ 500 pages , orné d'un 

grand nombre de planches en taille dou-
ce , ['Analyse des Infiniment Petits , le 

commentaire des endroits les plus difficiles 

de cet Ouvrage immortel. L'imprimeur 

a sujet d'espérer que Ton sera content de 
la partie typographique. II n'a rien épar-

gné , pour que la beauté de sédition ré-

pondît à la beauté des choses que le Livre 

renferme. 

MÉFÂCÊ 
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DE V AU t EU R, 

L 'ANALYSE qu'on explique dans 

cet Ouvrage, suppose la commune j 
mais elle en est fort différente. L'Analyse 
ordinaire ne traite que des grandeurs fi-

nies : celle-ci pénétre jusques dans Pinsini 

même. Elle compare les différences infini-

ment petites des grandeurs finies ; elle dé-

couvre les rapports de ces différences j Ô£ 

par-là elle fait connoîtrè ceux des gran-

deurs finies , qui comparées avec ces in-

finiment petits font comme autant d'infi-

nis. On peut même dire que cette Ana» 
lyfe s'étend au-delà de l'infini : car elle né 

fe borne pás aux différences infiniment 

petites ; mais elle découvre les rapports 

des différences de ces différences , ccûìé 

encore des différences troisièmes, quatriè-

mes , &c ainsi de fuite , fans trouver 

jamais de terme qui la puisse arrêter. De 

forte qu'elle n'embrasse pas feulement l'itì-
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fini ; mais l'infini de l'infini, ou une infi-

nité d'infinis. 

Une Analyse de cette nature pou voie 

seule nous conduire jusqu'aux véritables 

principes des lignes courbes. Car les cour-

bes n'étant que des polygones d'une infi-

nité de côtés, Sc ne différant entr'elles que 

par la différence des angles que ces côtés 

infiniment petits font entr'eux -, il n'ap-

partient qu'à F Analyse des infiniment pe-

tits de déterminer la position de ces côtés 

pour avoir la courbure qu'ils forment , 

c'eíì- à-dire les tangentes de ces courbes , 

leurs perpendiculaires , leurs points d'in-

fiéxion ou de rebrouífement, les rayons 

qui s'y réfléchissent, ceux qui s'y rom-

pent, &Cc. 

Les polygones inscrits ou circonscrits 

aux courbes, qui par la multiplication in-

finie de leurs côtés, se confondent enfin 

avec elles, ont été pris de tout temps pour 

les courbes mêmes. Mais on en étoit de-

meuré là : ce n'est: que depuis la décou-

verte de l'Analyfe dont il s'agit ici, que 

l'on a bien senti l'étendue 8í la fécondité 

de cette idée. 
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Ce que nous avons des Anciens mr ces 

matières, principalement d''Archimede, est 

assurément digne d'admiration. Mais on-1 

tre qu'ils n'ont touché qu'à fort peu de 

courbes, qu'ils n'y ont même touché que 

légèrement 5 ce ne font preíque par tout 

que propositions particulières & lans or-

dre
 5
 qui ne font appercevoir aucune mé-

thode régulière Ô£ suivie. Ce n'est pas ce« 

pendant qu'on leur en puisse faire un re-

proche légitime : ils ont eu besoin d'une 

extrême force de génie pour percer 

à travers tant d'obscurités
 f

 òc pour entrer 

les premiers dans des païs entièrement 

inconnus. S'ils n'ont pas été loin, s'ils ont 

marché par de longs circuits y du moins, 

quoi qu'en dise Qf) Viette, ils ne se sonc 

point égarés : ô£ plus les chemins qu'ils 

Ça) JÎrchimedis de llneis fpiralibus traâatum curít ils 
terque legiffem , totasque animi vires intendijfem , ut sub-' 
iilijsmarum demonjlrationum de spiralium tangentibus ar-

tificium adsequerer ; nusquam tamen , ingénue fatebor , aB 
earum contemplatione ita certus recejjl , quin scrupuluS 
animo semper hœreret , vim illius demonjlrationis me norí 

percepijfe totam , &c. Bullialdus Praf. de liríeis spira* 
libus. 

Q) Si verè Archimeies , fallaciter conclufìt EucB* 

dés
 f

 &e, Supl. Geo ra. 
feij 
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ont tenus étoient difficiles & épineux , 

plus ils font admirables de ne s'y pas être 

perdus. En un mot il ne paroît pas que les 

Anciens en ayent pu faire davantage pour 

îeur temps : ils ont fait ce que nos bons ef 

prits auroient fait en leur place ; & s'ils 

étoient à la nôtre , il est à croire qu'ils au-

roient les mêmes vues que nous. Tout 

cela est une fuite de l'égalité naturelle des 

esprits & de la fucccíîion nécessaire des 

découvertes. 

Ainsi il n'est pas surprenant que les 

Anciens n'ayent pas été plus loin 3 mais 

on ne fçauroit assez s'étonner que de 

grands hommes , & fans doute d'aussi 

• grands hommes que les Anciens, en soient 

si long-temps demeurés là ; & que par 

une admiration presque fuperstitieufepour 

leurs ouvrages, ils íè soient contentés de 

les lire & de les commenter , fans fe per-

mettre d'autre usage de leurs lumières, 

que ce qu'il en falloit pour les suivrej fans 

oser commettre le crime de penser quel-

quefois par eux-mêmes, & de porter leur 

vue au- delà de ce que les Anciens avoient 

découvert, De cette manière bien des gens 

SCD LYON 1



PREFACE. xxj 

travaiiloienc, ils écrivoient, les Livres íe 

miildplioient, §£ cependant rien n'avan-

çoit : tous les travaux de plusieurs siécles 

n'ont abouti qu'à remplir le monde de 

respectueux commentaires &C de traduc-

tions répétées d'originaux souvent assez 

méprisables. 

Tel fut l'état des Mathématiques, 8C 

fur-tout de la Philosophie , jusqu'à M. 

Descartes. Ce grand homme pousse par son 

génie & par la supériorité qu'il se scntoit, 

quitta les Anciens pour ne suivre que 

cette même raison que les Anciens a voient 

suivie j &£ cette heureuse hardiesse, qui fut 

traitée de révolte, nous valut une infinité 

de vues nouvelles & utiles fur la Physique 

& fur la Géométrie. Alors on ouvrit les 

yeux , & l'on s'avisa de penser. 

Pour ne parler que des Mathémati-

ques , dont il est seulement ici question, 

M. Descartes commença où les Anciens 

avoient fini, 8c il débuta par la solution 

d'un Problême où Pappus dit (a) qu'ils 

étoient tous demeurés. On sçait jusqu'où 

(a) Colleâ. Mathem. Lib. J. iniûo. 
b iij 
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il a porté r Analyse &C la Géométrie , &C 

combien l'aîliage qu'il en a fait, rend fa-

cile la íblution d'une infinité de Problê-

mes qui paroìílòient impénétrables avant 

lui. Mais comme il s'appliquoit principa-

lement à la résolution des égalités, il ne fit 

d'attention aux courbes, qu'autant qu'elles 

lui pou voient servir à en trouver les ra-

cines : de forte que l'Analyíè ordinaire lui 

.suffisant pour cela , il ne s'avisa point 

d'en chercher d'autre. II n'a pourtant pas 

îaiíîé de s'en servir heureusement dans la 

recherche des tangentes -, &C la méthode 

qu'il découvrit pour cela lui parut fi belle, 

qu'il ne fit point difficulté de dire , (a) 
que ce Problème étoìt le plus utile & le plus 

général, non-feulement qu il fçût , mais même 

qu'il eût jamais désiré de ff avoir en Géométrie, 

Comme la Géométrie de M. Defcartes 

avoir mis la construction des Problêmes 

par la résolution des égalités fort à la 

mode a & qu'elle avoit donné de grandes 

ouvertures pour cela 5 la plupart des Géo-

mètres s'y appliquèrent, ils y firent auííl 
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de nouvelles découvertes, qui s'augmen-

tent &C se perfectionnent encore tous les 

jours. 
Pour M". Pascal, il tourna ses vues de 

tout un autre côté : il examina les cour-

bes en elles-mêmes, 6c fous la forme de 

polygone ; il rechercha les longueurs de 

quelques-unes , l'efpace qu'elles renfer-

ment, le solide que ces espaces décrivent, 

îes centres de gravité des unes ÒC des au-

tres , &c. Et par la considération feule de 

leurs éiémens, c'est-à-dire des infiniment 

petits, il découvrit des Méthodes généra-

les & d'autant plus surprenantes » qu'il ne 

paroît y être arrivé qu'à force de tête òC 

fans Analyse. 

Peu de temps après la publication de la 

Méthode de M. Descattes pour les tangen-

tes , M. de Fermat en trouva auíïi une, que 

M. Descartes a enfin avoué Qi) lui-même 

être plus simple en bien des rencontres que 

la sienne. Il estpourtant vrai qu'elle n'étoic 

pas encore auííi simple que M. Barrovv l'a 

rendue depuis en considérant de plus près 

(à) Lut. jz
t
 Tom, j. 

b ir 
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la nature des polygones, qui présente na-

turellement à Fesprit un petit triangle fait 

d'une particule de courbe, comprise entre 

deux appliquées infiniment proches, deja 

différence de ces deux appliquées , òc de 

celle des coupées correspondantes; òc ce 

triangle est semblable à celui qui se doit 

former de la tangente, de l'appliquée, & 

de la foutangente : de sorte que par une 

simple Analogie cette derniere Méthode 

épargne tout le calcul que demande celle 

de M. De/cartes, & que cette Méthode , 

elle-même, demandoit auparavant. 

M- Barrovv ( a ) n'en demeura pas là , 

il inventa auífi une espece de calcul pro-

pre à cette Méthode \ mais il lui faîloit, 

auífi-bien que dans celle de M. Defianes
> 

ôter les fractions, ô£ faire évanouir tous 

les signes radicaux pour s'en servir; 

Au défaut de ce calcul est survenu ce-

lui du célèbre M. Leibnitz ; & ce sça-
vant Géomètre a commencé où M. Rar-

rovy, & les autres avoient fini. Son calcul 

fa mené dans des pays jusqu'ici inconnus -, 

Qa) Lecí. Geomet. vag. 8 O. 

Çt) Acía Erud, Liss. an. pag. 467. 
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ÒC il y a fait des découvertes qui font 1 e-

tonnement des plus habiles Mathémati-
ciens de l'Europe. M". Bernoulli ont été les 

premiers qui se sont apperçus de la beauté 

de ce calcul : ils l'ont porté à un point qui 

les a mis en état de surmonter des difficul-

tés qu'on n'auroit jamais osé tenter au-
paravant. 

L étendue de ce calcul est immense : il 

convient aux courbes mécaniques, com-

me aux géométriques -, les signes radicaux 

lui font indisterens -, ôc" même souvent 

commodes ; il s'étend à tant d'indétermi-

nées qu'on voudra j la comparaison des 

infiniment petits de tous les genres lui est 

également facile. Et de là naissent une in-

finité de découvertes surprenantes par rap-

port aux tangentes tant courbes que droi-
tes , aux questions De max i mi s & minìmis, 

aux points d'infîéxion ô£ de rebrousse-

ment des courbes, aux développées, aux 

caustiques par réfléxion ou par réfraction, 

ÒCc. comme on le verra dans cet Ouvrage. 

Je le divise en dix Sections. La pre-

mière contient les principes du calcul des 

différences» La seconde fait voir de quelle 
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manière Ton s'en doit servir pour trouver 

les tangentes de toutes sortes de courbes, 

quelque nombre d'indéterminées qu'il y 

ait dans lequatíon qui les exprime, quoi-

que M. Craige ( a ) n'ait pas cru qu'il pût 

s'étendre jusqu'aux courbes mécaniques 

ou transcendantes» La troisième , com-

ment il sert à résoudre toutes les questions 

De maximis & minimis. La quatrième, com-

ment il donne les points d'infléxion &C de 

rebrouísement des courbes. La cinquième 

cn découvre l'usage pour trouver les déve-

loppées de M. Hugens, dans toutes sortes de 

courbes. La sixième Ôc" la septième font 

voir comment il donne les caustiques, tant 

par réflexion que par réfraction, dont l'il-

îustre M. Tfchirnhaus est l'inventeur , &£ 

pour toutes sortes de courbes encore. La 

huitième en fait voir encore l'uíàge pour 

trouver les points des lignes courbes qui 

touchent une infinité de lignes données, 

de position, droites ou courbes. La neu-

vième contient la solution de quelques 

Problêmes qui dépendent des découvertes 

(^a~) De figurarum curvilinearum quairaturis , part. z. 
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précédentes. Et la dixième consiste dans 

une nouvelle manière de se servir du cal-

cul des différences pour les courbes géo-

métriques: d'où l'on déduit la Méthode de 

Mrs Descartes &£ Hudde, laquelle ne con-

vient qu'à ces sortes de courbes. 

11 est à remarquer que dans les Sections 

2, 3,4, 5, 6, 7, 8 , il n'y a que trés-peu 

de propositions \ mais elles font toutes gé-

nérales , òC comme autant de Méthodes 

dont il est aisé de faire l'application à tant 

de propositions particulières qu'on vou-

dra : je la fais feulement fur quelques 

exemples choisis, persuadé qu'en fait de 

Mathématique il n'y a à profiter que dans 

les Méthodes , òc que les Livres qui ne 
consistent qu'en détail ou en propositions 

particulières, ne font bons qu'à faire per-

dre du temps à ceux qui les font, 8c* à ceux 

qui les lisent. Auíîì n'ai-je ajouté les Pro-

blêmes de la Section neuvième, que par-

ce qu'ils passent pour curieux, éc qu'ils 

font très-universels. Dans la dixième Sec-

tion ce ne font encore que des Méthodes 

que le calcul des différences donne à la 
manière de M" Descarpes & Hudde ; & si 
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elles font si limitées, on voit par tontes les 

précédentes que ce n'est pas un défaut de 

ce calcul, mais de la Méthode Cartésienne 

à laquelle on l'assujettit. Au contraire rien 

ne prouve mieux l'u sage immense de ce 

calcul, que toute cette variété de Métho-

des -, pour peu d'attention qu'on y fasse, 

Ton verra qu'il tire tout ce qu'on peut ti-

rer de celle de Mrs Descartes & Hudde , &£ 

que la preuve universelle qu'il donne de 

l'ufage qu'on y fait des progressions arith-

métiques , ne laisse plus rien à souhaiter 

pour l'infaillibilité de cette derniere Mé-

thode. 

J'avois dessein d'y ajouter encore une 

Section pour faire sentir aussi le merveil-

leux usage de ce calcul dans la Physique , 

jusqu'à quel point de précision il la peut 

porter, 6c combien les Mécaniques en 

peuvent recirer d'utilité. Mais une maladie 

m'en a empêché : Le Public n'y perdra 

pourtant rien, &C il l'aura quelque jour 

même avec usure. 

Dans tout cela il n'y a encore que la pre-

mière partie du calcul de M. Uïbnitz, la-

quelle consiste à descendre des grandeurs 
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entières à leurs différences infiniment pe-

tites , èc à comparer entr eux ces infini-

ment petits de quelque genre qu'ils soient: 
c'est ce qu'on appelle Calcul différentiel. 

Pour l'autre partie, qu'on appelle Calcul in, 

tégral
 i
 §c qui consiste à remonter de ces 

infiniment petits aux grandeurs ou aux 

touts dont ils font les différences, c'est-à-

dire, à en trouver les sommes, j'avois au£ 
si dessein de le donner. Mais M. Leìbnitz 

m'ayant écrit qu'il y travailloit dans un 
Traité qu'il intitule De Scientiâ infiniti, je 

n'ai eu garde de priver le Public d'un si 

bel Ouvrage qui doit renfermer tout ce 

qu'il y a de plus curieux pour la Méthode 

inverse des tangentes, pour les rectifica-

tions des courbes, pour la quadrature des 

espaces qu'elles renferment , pour celles 

des surfaces des corps qu'elles décrivent , 

pour la dimension de ces corps, pour la 

•découverte des centres de gravité, &c. 

Je ne rends même ceci public, que parce 

qu'il m'en a prié par ses Lettres, 6\C que je 

le crois nécessaire pour préparer les esprits 

à comprendre tout ce qu'on pourra dé-

couvrir dans la fuite fur ces matières. 
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Au reste je reconnois devoir beaucouri 

aux lumières de M" Bernoulli, su r-tout à 
celles du jeune présentement Professeur à 

Groningue. Je me fuis servi fans façon de 
leurs découvertes & de celles de M. Uib-

nitz. C'est pourquoi je consens qu'ils en re-

vendiquent tout ce qu'il leur plaira , me 

contentant de ce qu'ils voudront bien me 

laisser. 

C'est encore une justice due au fçavanÊ 

M. Newton, Ô£ que M. Leibnitzlui a ren-

due (a) lui-même : Qu'il avoit auíll trou-

vé quelque chose de semblable au calcul 

différentiel, comme il paroît par l'cxceU 

lent Livre intitulé , Philosophie naturalis 

frincìpia Mathematica, qu'il nous donna en 

1687, lequel est presque tout de ce calcul. 

Mais la Caractéristique de M. ^eibnitz rcwà 

le sien beaucoup plus facile plus expé-

dias ; outre qu'elle est d'un secours mer-

veilleux en bien des rencontres. 

Comme l'on imprimoit la derniere 

feuille de ce Traité , le Livre de M. 

Nieuvventiit m'est tombé entre les mains. 

Son titre, Analysn infini t or um, m'a donné 

Qì) Journal des Scavans du 30 Août 1634. 
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la curiosité de le parcourir : mais j'ai 

trouvé qu'il étoit fort différent de celui-

ci ; car outre que cet Auteur ne fe sert 
point de la Caractéristique de M. Leibmtz

) 

il rejette absolument les différences secon-

des, troisièmes, &Cc. Comme j'ai bâti la 

meilleure partie de cet Ouvrage fur ce 

fondement, je me croirois obligé de ré-

pondre à ses objections, &* de faire voir 

combien elles font peu solides , si M. 

Leibnhz n'y avoit déja pleinement satisfait 
dans les Actes Qa) de Leypsick. D'ail-

leurs les deux demandes ou suppositions 

que j'ai faites au commencement de ce 
Traité, Ô£ fur lesquelles feules il est ap-

puyé , me paroissent si évidentes, que je 

ne crois pas qu'elles puiílènt îaiífer aucun 

doute dans l'efprit des Lecteurs attentifs. 
Je les aurois même pu démontrer facile-

ment à la manière des Anciens, si je ne 

me fuffe proposé d être court fur les choses 

qui font déja connues , ô£ de m'attacher 

principalement à celles qui font nou-
velles. 

(a) Acta Erud. an. z&gj. fag. 310 & .j> 6 
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.M A L Y 
DES 

■ 

INFINIMENT PETITS. 

DU CALCUL DES DIFFERENCES. 

SECTION I. 

Ou l'on donne tes Règles de ce CaicuU 

DÉFINITION I. 

jjyy^à* N appelle quantités variaUës ceîíes qtíî 

.«M 
O P augmentent ou diminuent continuelle 

w
 ment ; & au contraire quantités cons-

tt
 :
$

K
%"-£\ tantes celles qui demeurent les mêmes 

pendant que les autres changent. Ainsi dans une 

parabole les appliquées 6c les coupées font des 

quantités variables, au lieu que le paramétre est 
«ne quantité constante. 

Á 

SCD LYON 1



3 ANALYSE 

DÉFINITION II. 

La portion infiniment petite dont une quantité 

variable augmente ou diminue continuellement, 

en est appellée la Différence. Soit, par exemple, une 

ligne courbe quelconque A MB ( Fig, i.Pl.i.) qui 

ait pour axe ou diamètre la ligne AC,& pour une 

de ses appliquées la droite P M ; & soit une autre 

appliquée p m infiniment proche de la première. 

Ceía posé, fi l'on méne MR parallèle à A G ; les 

cordes AM, A m ; 8c qu'on décrive du centre A, 

de l'intervalle A M le petit arc de cercle M S : P p 

fera la différence de A P j R m celle de P M ; S m 

celle de A M, & M m celle de Tare A M. De 

même le petit triangle M A m qui a pour base 

Tare M m
 3

 sera îa différence du segment A M ; & 

le petit espace M Vpm , celle de l'espace compris 

par les droites AP, PM, & par l'arc AM, 

COROLLAIRE. 

I.IL est évident que la différence d'une quantité 

constante est nulle ou zero : ou ( ce qui est la même 

chose ) que les quantités constantes n'ont point de 

différence. 

AVERTISSEMENT. 

On se servira dans la fuite de la note ou caraBé-

r 'tjlique d pour marquer la différence d'une quantité 

variable que l'on exprime par une feule lettre • & 

pour éviter la confusion , cette note d n'aura point 

d'autre usage dans la fuite de ce calcul. Si l'on nom" 

me par exemple les variables AP
}
 FM, Y; 
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Á M, z i l'arc A M, u ; Vespace mixtiligne ÁMP „ 

Si Ù le segment A M , t : d x exprimera la valeur 

de P p , d y celle áfRm, d z celle rfeSm, du celle 

du petit arc Mm,ds celle du petit espace MPpm 4 

C?" d t celle du petit triangle mixtiligne M A m. 

I. DEMANDE OU SUPPOSITION. 

2-On
 demande qu'on puisse prendre indifférem-

ment l'une pour l'autre deux quantités qui ne dif-

férent entr'elles que d'une quantité infiniment pe-

tite : ou ( ce qui est la même chose ) qu'une quan-

tité qui n'est augmentée bu diminuée que d'une 

autre quantité infiniment moindre qu'elle , puisse 

être considérée comme demeurant la même. On 

demande, par exemple, qu'on puisse prendre A p 

pour AP,p?» pour P M, l'espace Apm pour l'es-

pace A P M, le petit espace M P p m pour, le pe-

tit rectangle M P p R , le petit secteur AMK 

pour le petit triangle A M S , l'angle p A m pour 

l'angle P A M, &c. ( Consultes la Note première. ) 

II. DEMANDE OU SUPPOSITION. 

3.0 N demande qu'une ligné courbe puisse être 

considérée comme l'assemblage d'une infinité de 

lignes droites, chacune infiniment petite : ou ( ce 

qui est la même chose ) comme un polygone d'un 

nombre infini de côtés, chacun infiniment petit , 

lesquels déterminent par les angles qu'ils font en-

tr'eux, la courbure de la ligne» On demande , par 

exemple, que la portion de courbe Mm, &l'arc de 

cercle MS,puissent être considérés comme des lignes 

droites à cause de leur infinie petitesse, ensorteque 
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le petit triangle mSM puisse être censé rectiîigne, 

AVERTISSEMENT. 

On suppose ordinairement dans la fuite que les 

dernieres lettres de l'alphabet, z, y, x , £jc. mar-

quent des quantités variables s Ô au contraire que 

les premières a, b , c , &c. marquent des quantités 

constantes : de forte que x devenant x-f dx ,* y , z , 

Òc. deviennent y-4-dy,z+dz, ésc. ( Art. i. ) 

Et a, b, c, &c. demeurent les mêmes a, b
 3
 c, 6cc. 

PROPOSITION I. 

PROBLÈME. 

4. P RENDRE la différence de plusieurs quantités 

ajoutées ensemble , ou soustraites les unes des autres. 

Soit a-\-x-\-y — \ dont il faut prendre la dif-

férence. Si l'on suppose que x soit augmentés 

d'une portion infiniment petite, c'est-à-dire qu'elle 

devienne x ■+■ d x -,y deviendra alors y -f- à y ; 8c 

KyK-^-^K î pour la constante a , ( Art. 1. ) elle 

demeurera la même a : de sorte que la quantité 

proposée a + x -+-y •—ç deviendra a~t-x-\-dx 

^-y -+-dy — % — d\ì 6c sa différence , que l'on 

trouvera en la retranchant de cette derniere , sera 

dx-hdy — d\. II en est ainsi des autres
 3

* ce qui 

donne cette règle. 

RÉGIE I. 

Pour les quantités ajoutées , ou soustraites. 

On prendra la différence de chaque terme de la 

quantité proposée , 6c retenant les mêmes signes» 
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on en composera une autre quantité qui sera la 
différence cherchée. 

PROPOSITION II. 

PROBLÈME. -

5.PRENDRE la différence d'un produit fait de 

plusieurs quantités multipliées les unes par les autres. 

19. La différence de xy eílydx-*-xdy Cary 

devient y-+-dy, lorsque x devient x -j- d x ; & par-

tant xy devient alors xy +ydx-i-xdy-i-dxdy , 

qui est le produit de x-f- d x par y -t-dy, & fa dif-

férence fera y d x -h-x d y -\-d xdy , c'est-à-dirc 

(Art. 2,)ydx-\-xdy
9
 puisque dxdy est une 

quantité infiniment petite par rapport aux autres 

termes y dx, ôcxdy ; car íì l'on divise, par exem-

ple ,y d x & dxdy par d x , on trouve d'une part 

y , & de l'autre d y qui en est la différence, & par 

conséquent infiniment moindre qu'elle. D'où il 

suit que la différence du produit de deux quan-

tités est égale au produit de la différence de la pre-

mière de ces quantités par la-seconde, plus au pro-

duit de la différence de la seconde par la première. 

20. La différence àtxy\ est y \dx + x ^dy 

~±-xy d^. Car en considérant le produit xy com-

me une seule quantité, il faudra , comme l'on 

vient de prouver, prendre le produit de sa diffé-

rence y d x -t- x d y par la seconde < ( ce qui âon-

ney %dx -*-x ^dy ) plus le produit de la diffé-

rence d^ de la seconde ^ par la première x y ( ce 

qui donne x y d ç ) ; & partant la différence de 

xy 1 sera y\dx-3rx\dy->rxyd\-

AS 
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3". La différence àexy^u e&.uy%d x+ux%dy 

<*-u x y â \ x y \ d u. Ce qui se prouve comme 

dans le cas précédent, en regardant le produit xyç 

comme une feule quantité II en est ainsi des au-

ères à Hnfini, d'où l'on forme cette régie. 

RÉGIE H, 

Four les quantités multipliées. 

La différence du produit de pluíìeurs quantités 

^multipliées les unes par les autres , est égale à la 

somme des produits de la différence de chacune 

de ces quantités par íe produit des autres. 

Ainsi la différence àeaxeû.xo-+-adx
ì
 c'est-

à-dire ad x. Celle de a H- x x b —y est & dx — 

y dx — ady — xdy. (Consulte^ la note seconde,) 

PROPOSITION III. 

PROBLÈME. 

f PRENDRE la différence d'une sraSlion quel-

conque. 

La différence de % est *dy. Car supposant 

| = ç, on aura x = y ç, & comme ces deux quan-

tités variables x & y < doivent toujours être égales 

entr'elles, soit qu'elles augmentent ou diminuent, 

il s'enfuit que leur différence, c'est-à-dire, leurs 

accroissemens ou diminutions feront aussi égales en-

tr'eîles > & partant (Art. 5 ) on aura d x — y d ^-h 
%dy, & d ^ — d-^=^-y — tâj^iii en mettant 

pour \ fa valeurs Ce qu'il falloit
 3

 &c, d'oìi l'on 

forme cette régie, 
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RÉGIE III. 

Pour les quantités divisées , ou pour les fraSiìons. 

La différence d'une fraction quelconque est 

égale au produit de la différence du numérateur 

par le dénominateur , moins le produit de la dif-

férence du dénominateur par le numérateur : le 

tout divisé par le quarré du dénominateur. 

Ainsi la différence de fera - , celle de 

5^7 sera
 aaH

_:i%^ • (Consultex la note troisième.) 

PROPOSITION IV. 

PROBLÈME. 

7-P R E N D R E la différence d'une puissance quelcon-

que parfaite ou imparfaite d'une quantité variable. 

II est nécessaire afin de donner une régie géné-

rale qui serve pour les puissances parfaites & im-

parfaites , d'expliquer l'analogie qui se rencontre 

entre leurs exposants. 

Si l'on propose une progression géométrique: 

dont le premier terme soit l'unité, & le second 

une quantité quelconque x, & qu'on dispose par 

ordre sous chaque terme son exposant, il est clair 

que ces expofans formeront une progression arith-

métique. 

Prog. géom. i, x, xx , x1, x4, xs, xfi, x7, &c. 

Prog. arith. 0,1,2,3., 4,5,6,7, &c. 

Et si l'on continue la progression géométrique 

au dessous de l'unité, & Parithmétique au dessous 

de zero , les termes de celle-ci seront les expo-

fans de ceux aufquels ils répondent dans l'autre. 

A 4 
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Ainsi — i est Pexposant de>, — 2 ce'ui de ~, &c. 

Prog. géom. x, 1 , , &c. 

Prog. arith. 1,0,-1,-2,-3,-4, &c. 

Mais si 1 on introduit quelque nouveau terme 

dans la progression géométrique , il faudra pour 

avoir son exposant, en introduire un semblable 
4ans I arithmétique. 

Ainsi yx aura pour exposants : yx, ~ : yx4,*:^, 

*— I • ~r— » — f
:

 3 —• l '■ &c. de forte que ces 
I J 1 J 4 

expressions |/x & x7, |/x & *~, |/V & x*, 

6c x % &c ne signifient que la même chose. 

Prog. géom. 1 , |/x, x. 1 , ]/x, y'xx, x» 
S.S 5 .1 

ï i VXy VXX , yV, yx*, x-
Prog. arith. o , \ , 1, ò , f , § , 1. 

Proe. géom. 1 , -f*; , —- , 1—! 

\/
/
x

i 9
 «x' xi » y*7 * JÇ4* 

Prog. arith, — 1,— -, •—2, —* 1 , -— * 3 

Oà l'on voit que de même que )/xest moyenne 

géométrique entre 1 & x , de même aussi ^ est ma, 

yenne arithmétique entre leurs exposans zero & 

1 : & de même que \/x est la première des deux 

moyennes géométriquement proportionnelles en-

tre < & x, de même aussi - est la première des deux 

moyennes arithmétiquement proportionnelles en-

tre leurs exposans zero Sc 1 : & il en est ainsi des au* 
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tres. Or il fuit de la nature de ces deux progres-
sions. 

i°. Que la somme des exposans de deux termes 
quelconques de la progression géométrique fera 
l'expofant du terme qui en est le produit. Ainsi 

x4"4"3 où x7 est le produit de x3 par x*, & x* Tou 

x* est le produit de x~- par xì, & x ï s où 

x—^est le produit de x ï par xs, &c. De même 

x7""*~3 où xï est le produit de x? par lui-même , 
c'est-à-dire son quarré , & x"t_1"f"î'+"1 où xfi est le 
produit de x

1 par x* par x*, c'est-à-dire son cube, 

& x Ì î ? 3 ou x 3 est la quatrième 

puissance de x T , & il en est ainsi des autres 
puissances. D'où il est évident que le double , le 

triple, &c. de l'expofant d'un terme quelconque 
de la progression géométrique est l'expofant du 
quarré, du cube, &c de ce terme ; & partant que 
la moitié, le tiers , &c. de l'expofant d'un terme 
quelconque de la progression géométrique fera 
l'expofant de la racine quarrée

 3
 cubique

 3
 Sec. 

de ce terme-

2
0

. Que la différence des exposans de deux 
termes quelconques de la progression géométrique 
fera l'expofant du quotient de la division de ces 

termes. Ainsi x* 5 = xs fera l'expofant du quo-

tient de la division de x* par xî, & x J * 

ï=x >* fera l'expofant du quotient de la divi-

lion de x * par x? ; où l'on voit que c'est la 
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même chose de multiplier x r par* l que? 

de diviser x f par x~ï. II en est ainfi des autres. 

Ceci bien entendu,-il peut arriver deux différens 

cas 

Premier cas, lorsque la puissance est parfaite, 

c'est-à-dire lorsque son exposant est un nombre 

entier. La différence de xx est 2xdx, de x3 est 

%xxdx, de x4 est r^dx , &c. Car le quarré de x 

n'étant autre chose que le produit de x par x, sa 
différence ( Art. 5. ) sera xdx-\-xdx , c'est-à-dire 

ixdx. De même le cube de x n'étant autre chose 

que le produit de x par x par x, sa différence 

( Art. 5.) sera xxdx-t-xxdx-*-xxdx , c'est-à-dire 

%xxdx ; & comme il en est ainsi des puissances à 

l'infini, il s'enfuit que si l'on suppose que m mar-

que un nombre entier tel que l'on voudra , la 

différence de xm íera mxm 1 dx. 

Si l'expofant est négatif, on trouvera que la 

différence de x ou de ^ sera j^s = 

■— mx m ' dx. 

Second cas , lorsque la puissance est imparfaite, 

c'est-à-dire lorsque son exposant est un nombre 

rompu. Soit proposé de prendre la différence de 
m 

j/x™
1
 ou x exprime un nombre rompu quel-

m 

conque ) on supposera x"=^, & en élevant cha- ( 

que membre à la puissance n on aura xm = ^n, & 

en prenant les différences comme l'on vient d'ex-

pliquer dans le premier cas, on trouvera mxm~'dx 
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m —— ^ m ■ 

= nf-'^Sc d
K
 =

 mx

 n
_f

x = -x- ~1
 dx , ou 

- dx }/xm % en mettant à la place de n^"1 sa 
m 

valeur nx
m
~

a
. Si l'expofant est négatif , on 

trouvera que la différence de ou de "a sera 

x" , -ax m 

2m 

5C 

* n <rfx> Ce qui donne 

cette régie générale. 

RÈGLE IV. 

Pour les Puissances parfaites ou imparfaites. 

La différence d'une puissance quelconque par-

faite ou imparfaite d'une quantité variable, est 

égale au produit de l'expofant de cette puissance, 

par cette même quantité élevée à une puissance 

moindre d'une unité , & multipliée par sa diffé-

rence. 
Ainsi fí l'on suppose que m exprime tel nombre 

entier ou rompu que l'on voudra, soit positif, soit 

négatif, & x une quantité variable quelconque , 

la différence de xm sera toujours m xm—I dx. 

ExEMPXES. 

La différence du cube de ay—xx, c'est-à-dire 
3 ■ ■ » : 

de ay — x x , est 3 X«J — xxxady— 2 xd x 

= 3«3 y y d y — 6aaxxydy-+-$ax*dy— 6 a 

ay y xd x4- 12 ay x3 d x —- 6 xs d x. 
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La différence de j/^j^yj ou de ~xy-+-yy*, est 

I y d X -4— x dy -f- lyjy* 

ixjeyr+-yy z xydx -f- xdy -4-»jc?y,OU
 2

y 
xy-+-yy 

Celle de j/^ -+-
 aX

yy OU de *4 -+- axyy * , est ^ X 

a^-+-axyy * X ayydx-i-2axydy , OU îV^-^-axyy 

Celle de \Z7x'^xx~~
)
 ou de í^ + ^a; ?

 3
 est 

f X ctx+xx 5 x + 2xdx, ou"J

i
'+"'''

i 

La différence de jA* -+- + axjy ou 

de «or-t-^^H-^^^^^ï , est | x 
■ 1 

ax -f- **^^-^5-y \adx-i- 2xdx H-
_ *Yai-i-axyf 

*dx -ì-ixdx ay y d x-\— % a xy dy 

ax-hxx+ Y
a

*-+ axyy~*~* Ya*-faxyyx 2 Yaxfxx^.y
a
*

fax axyy. 

Î * 

La différence de .a*~tx* fera, selon cette régie 
Yxy -t- yy ° 

( Art. 7. 6. ) Sc celle des fractions 
gdx xxdx . —ydx — xdy—i-dy 5 „ 

2
 2

 *V*y-*-yy lyt^r~ *vax+xx. 
%VaX -t- xx 1 yxy-t-yy 

xy +yy 

( Consulte^ la note quatrième. ) 

REMARQUE. 

S.ÏL esta propos de bien remarquer que l'on a 
toujours supposé en prenant les différences, qu'une 

des variables x croissant, les autres y, ^, Sec. 

croissoient aussi ; c'est-à-dire que les x deve-

SCD LYON 1



DES INFINIMENT PETITS. 15 

nant x -+- d x , les y , ^ , &c. devenoient j 

d > , K + d &c. C'est pourquoi s'il arrive que 

quelques-unes diminuent pendant que les au-

tres croissent , il en faudra regarder les diffé-

rences comme des quantités négatives par rap-

port à celles des autres qu'on suppose croître ; 

<8c changer par conséquent les signes des ter-

mes où les différences de celles qui diminuent 

se rencontrent. Ainsi si l'on suppose que les x 

croissant, les y & les ^ diminuent , c'est-à-dire 

que les x devenant x ■+- dx, les y & les ^ de-

viennent y — d y & ç — d z , & que l'on veuille 

prendre la différence du produit xy ^ ; il faudra 

changer dans la différence xy d $ ■+ x\dy->e» 

y çd x trouvée ( Art- 5. ) , les signes des ter-

mes où d y & à\ se rencontrent : ce qui donne 

y z,dx — x y d ^ — x\d y pour la différence 

•cherchée. 

* * * 

•* w 
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SECTION VI 

Usage du calcul des différences pour trouver les 

Tangentes de toutes sortes de lignes courbes. 

DÉFINITION. 

S I l'on prolonge un des petits côtés M m 

( Fig. 2. PI. i. ) du poligone qui compose 

{Art. 3. ) une ligne courbe ; ce petit côté ainíi 

prolongé sera appellé la Tangente de la courbe 

au point M ou m. ( Consulte\ la Note cinquième. ) 

PROPOSITION I. 

PROBLÈME. 

9. SOIT une ligne cùurbe A M (Fig. 3. PI. 1,) 

telle que la relation de la coupée A P à F appliquée 

P M, soit exprimée par une équation quelconque , 

& qu'il faille du point donné M sur cette
t
courbe 

mener la tangente M T. 

Ayant mené l'appliquée M P
 }

 8c supposé que 

la droite M T qui rencontre le diamètre au point 

T , soit la tangente cherchée ; on concevra une 

autre appliquée m p infiniment proche de la pre-

mière , avec une petite droite M R parallèle à 

A P. Et en nommant les données AP,x,'PMj; 

( donc P p ou MR — d x , ôc R m = d y . ) les 

triangles semblables m R M 6c MPT donneront 

m R (dy). R M (dx) : : M P (y). PT == Or 

par le moyen de la différence de l'équation don-

née, on trouvera une valeur de dx en termes 
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qui seront tous affectés par dy , laquelle étant 

multipliée par y & divisée par dy , donnera une 

valeur de Ja soutangente PT en termes entière-

ment connus & délivrés des différences, kquelle 

servira à mener la tangente cherchée M T. 

( Consultes la Note sixième. ) 

REMARQUE. 

IO. LORSQUE le point T (F/g. 4. PI. 1.) 

tombe du côté opposé au point A origine des x , 

il est clair que x croissant , y diminue , & qu'il 

faut changer par conséquent ( Art. 8. ) dans la 

différence de l'équation donnée les signes de tous 

les termes où d y se rencontre : autrement la va-

leur de dx en dy seroit négative ; & partant auíïì 

celle de P T ( -~ ). II est mieux cependant , 

pour ne se point embarrasser , de prendre toujours 

Ja différence de l'équation donnée par les règles 

que l'on a prescrites ( Se£l. 1. ) fans y rien chan-

ger 5 car s'il arrive à la fin de l'opération que la 

valeur P T soit positive , il s'ensuivra qu'il fau-

dra prendre le point T du même côté que le point 

A origine de x , comme l'on a supposé en faisant 

le calcul : & au contraire si elle est négative, i le 

faudra prendre du côté opposé. Ceci s'éclaircira 

par les exemples fuivans. 

EXEMPLE I. 

TI. i°. Si l'on veut que — y y exprime la 

relation de A P à P M , ( Fig. 3. PI. 1.) la 

courbe A M fera une parabole qui aura pour pa-

ramétre la droite donnée a, & l'on aura en prer 
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nant de part Sc d'autre les différences, adx—iydft 

&à=?&PT(f)=f-2xen mettant 
pourjj/ fa valeur ax. D'où il fuit que si l'on prend 

P T double de A P, & qu'on méne la droite 

M T , elle fera tangente au point M. Ce qui 

étoit proposé. 

, 20. Soit l'équation aaz=Lxy qui exprime la 

nature de l'hyperbole entre les asymptotes, 

( Fig. 4. PI. 1. ) On aura en prenant les différen-

ces xdy -+- ydx = 0, & partant P T = — x* 

D'où il fuit que fi l'on prend P T = P A du côté 

opposé au point A , & qu'on méne la droite MT , 

elle sera la tangente en M. 

30. Soit l'équation générale ym = x qui exprime 

la nature de toutes les paraboles à l'infini, lorsque 

l'expofant m marque un nombrë positif entier ou 

rompu , & de toutes les hyperboles lorsqu'il mar-

que un nombre négatif. On aura en prenant les 

différences mym 'dy == dx ', & partant P T 

<( y~ ) — mym= mx en mettant pourym fa va-

leur x. 

Si m = |, l'équation ferayí =zaxx qui expri-

me la nature d'une des paraboles cubiques , & la 

soutangente PT = \ x. Sì m =— 2 , i'équation 

sera a1 == xyy qui exprime la nature de Tune des 

hyperboles cubiques, & la soutangente PT=—2X. 

II en est ainsi des autres. 

Pour mener dans les paraboles la tangente au 

point A origine des x , il faut chercher quelle 

doit être la raison de dxz dy en ce point ; car 

il est visible que cette raison étant connue, l'an-

gíe 

SCD LYON 1



DES INFINIMENT PETITS. if 

gle que la tangente fait avec Taxe òu le diamè-

tre sera aussi déterminé. On a dans cet exemple 

dx . dy : : mym
 I, D'où l'on voit que y étant 

zero en A , la raison de dy & d x doit y être infi-

niment grande lorsque m surpasse i , & infiniment 

petite lorsqu'elle est moindre : c'est-à-dire que la 

tangente eh A doit être parallèle aux appliquées 

dans le prémier cas , & se confondre avec le dia-

mètre dans le second. (Consulte\ia Note septième ì) 

EXEMPÌE II. 

12.S o i T une ligne courbe AMB (Fig. 5. PI. 1.) 

telle que APxPB ( xxa—x ).¥M1(yy):: ÀB 

(a). AD (b). Donc^ — ax — xx, & en pre-

nant les différences , —— adx ~ 2xdx , d'où 
h 

%a.x —.2x_x 
l'on tire PT(^)=^-^ 

V- dy s ab— 2bx a—2x ■' 

en mettant pour fa valeur ax — xx ; & P T 

— A P OU AT sss —í—.. ( Voye\ la note 8. ) 
a — 2x ^ ' 

Supposant à présent que Â~?3
 x£B

í
(x^xa~x

Zy 
PM

5
(y)

::
 AB(ct). AD(£),on aura^~ 

x3 x a ■— x
X ; & eri prenant les différences -ay

*^Z 

$xxdx Xá — x •—
1
 2adx H- 2xdx x y d'où l'on 
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ou *
ttX

-*** & AT= l£sL .(Foye^aNoteZ.) 

Et généralement íì l'on veut que m marque 

l'expofant de la puissance de A P , & » celui 
aym n 

de la puissance de P B , on aura J—-— = xm 

X a — xn qui est une équation générale pour tou-

tes les ellipses à l'infini , dont la différence est 

m ■ 
X a — x 

71a — xa ldx X xm , d'où l'on tire ( en mettant 

pour ^-j— fa valeur x
m
 x 'â^x ) P T (

 y
~ ) 

; m.. n __—— 
_m~\-nx Xa — x m-^nxxu- x 

mxm lx
a

— xa — na — xa—' xxm 1n^—x — nx' 

P rp m -+- nXax xx _ » n-> nax 
T r= ——-, & AT 

ma — m — nx ma — m — nx 

( Voye\ la Note 8. ) 

EXEMPLE III. 

'^'LES mêmes choses étant posées que dans 

l'exempîe précédent , excepté que l'on luppofe 

ici que le point B ( Fig. 6. Pi. 1. ) tombe de 

l'autre côté du point A par rapport au point 
,m -+- n 

P , on aura l'équation — = xm
 X a -+- xn qui 

exprime la nature de toutes les hyperboles con-

sidérées par rapport à leurs diamètres. D'où Ton 

tirera comme ci-deffus P T ±= ~*~ " * ax 

ma -+- m -f- nx 

& A T nal_—-. ( Voyez la Note 9. nurn. 1. 1 
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Maintenant íì l'on suppose que A P soit infi-

niment grande , la tangente TM ne rencontrera 

la courbe qu'à une distance infinie , c'est-à-dire , 

qu'elle en deviendra l'asymptote CE; & l'on 

A rt- s nax -\ n 
1 ( ■ - ì É= a 

^ ma -4- m -f- nx ■ m~{- n 

= AC; puisque a étant infiniment moindre que 

x i le terme m a sera nul par rapport à m -+- nx. 

Par la même raison en ce cas l'équation à la 

courbe deviendra aym^n — bxm~*~". Ainsi en 

faisant, pour abréger , m ->r n = p , & en extra-

yant de part & d'autre la racine p , on aura 
p p p 

y y a = x\/b
 3

 dont la différence est d y y a pa 
p 

dx \/b : de sorte qu'en menant A E parallèle 

aux appliquées, & en concevant un petit trian-

gle au point où l'alymptote CE rencontre la 

courbe , on formera cette proportion dx . dy , 

ou \/a. {/b : : AC . (;«). AE =
 n
-]/ba

p
 — '. 

Or les valeurs de C A & A E étant ainsi dé-

terminées , on menera la droite indéfinie C E 

qui fera l'asymptote cherchée. 

Si m -=z 1 &c n •=. 1 , la courbe sera l'hyper-

bole ordinaire , & on aura AC —^a , & AE 

~ ~ \/ab , c'est-à-dire à la moitié du diamètre 

conjugué , ce que l'on sçait d'ailleurs être con-

forme à la vérité. ( Voyc\ la Note 9. num. 2. 
Ù suivants. ) 

EXEMPLE IV. 

14- S OIT l'équation y
1
 — x

5
 = axy ( A P zsjr x

 9 

P M =y
 t

 a est une ligne droite donnée ) & que 

Ba 
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cette équation exprime la nature de la Courbe 

A M, (F/g. 6. Fl. ì. ). sa différence sera ^yyây 
, -, , ^ ydx 2v3 — aXy 

— 2xxdx=axay -f- aydx.Donc-7— — - A , 
•* dy %xx -4- ay 

S dy ' %xx -f* ay %xx-hay 

'en mettant pour y3— 3*' sa valeur ^axy. 

(Voyez_ la Note 10. quejl. \. 2. ) 

Maintenant si l'on suppose que A P & P M 

soient chacune infiniment grande , la tangente 

TM deviendra l'asymptote CE , & les droites 

AT
 3

 AS deviendront A C , AE qui détermi-

nent la position de l'asymptote. Or A T que 

11 axV J> v u • Itxx 
i appelle t = -— , d où I on tire y — — 

ss ^xx-t-ay ax — at 

= —. lorsque A T devient A C, parce qu'alors 

est nuìle par rapport à ax. Mettant donc 

cette valeur à la "place de y dans y1 -— xi 

—~ axy , on aura 2jiixì
 — «V = ^a'txx , d'où 

l'ûn tire ( en effaçant le terme ^ahxx , parce 

que x étant infinie, il est nul par rapport aux 

deux autres 2jtìx1
 & <3

3x3 ) A C ( t ) j a. De 

même AS (y —
x
~ ) que j'appelle s = ~j~^~7

x
 » 

d'où l'on tire x ——^syy ~^, parce que y 
ay —f- as a 4 .. 

étant infime par rapport à s, le terme a s fera, 

nul par rapport au terme ay ; & en mettant 

cette valeur dans l'équation à la courbe , on 

trouvera A E ( s ) = j a. D'où il fuit que fì 
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l'on prend les lignes AC, AE égales chacune 

à j a, & qu'on mene la droite indéfinie G E , 

eîle fera l'asymptote de la courbe A M. ( Con-

sultez, la Note dixième., quest. 3. & suiv.). 
On se réglera sur ces deux derniers exemples 

pour trouver les asymptotes des autres lignes 

courbes. 

PROPOSITION II. 

PROBLÈME. 

15. S 1 ï°n suppose dans la proposition précédente 

que les coupées A P (Fig-7. PI. I-) soient des 

portions d'une ligne courbe dont Von sçache ìwener 

les tangentes P T , & qu'il saille du point donné 

M sur la courbe À M mener la tangente M T. 

Ayant mené l'appliquée M P avec la tangente 

PT, & supposé que la droite MT qui la rencon-

tre en T , soit la tangente cherchée ; on imagi-

nera une autre appliquée m p infiniment proche 

de la première, & une petite droite MR parallèle • 

à PT : & en nommant les données AP, x; 

P M , y j on aura comme auparavant ?p ou MR 

=. dx, R m 55 dy , & les triangles semblables 

wRM & MPT donneront m R {dy) . R M Qlx) : : 

M P (/)». PT = On achèvera ensuite le reste 

par le moyen de í'équation qui exprime la re-

lation des coupées AP(x) aux appliquées P M 

{y ), comme l'on a vu dans les exemples qui 

précédent » & comme l'on verra encore dans 

ceux qui suivent. ( Consulte^ la Note 11.) 
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EXEMPLE ï. 

16.S o i T — = X- l~ aa^yy dont la différence est 
je <z 

3*Wy — yy.ix dxVaa -+- yy *y<fy 
'—^ ^— —H ■ - : on aura 

xx a aVaa -hyy 

en réduisant cette égalité à une proportion dy . 

^(MP.PT)::^H-^^~ ,2 v
 * <z . xx xx aVaa-hyy 

Et partant le rapport de la donnée M P à la 

soutangente cherchée P T, sera exprimé en ter-

mes entièrement connus & délivrés des diífé-

<rences. Ce qui étoit proposé. 

EXEMPLE IL 

17.S o 1 T * — y" > dont la différence est d x =: 

: on aura PT(~)zz-^ = x. Si l'on sup-
b K dy ' b r 

pose que !a ligne courbe A P B soit un demi-

cercle , & que les appliquées M P , étant pro-

longées en , soient perpendiculaires fur le 

diamètre A B ; la courbe A M C fera une demi-

roulette ou cycloi'de : simple lorsque b—.a ; al-

longée , lorsqu'elle est plus grande ; & accourcie , 

lorsqu'elle est moindre. ( Consulte^ la Note 12. ) 

COROLLAIRE. 

Ï8. Si la roulette étant simple , l'on méne la 

corde A P ; je dis quelle fera parallèle à la tan-

gente M T. Car le triangle MPT étant alors 

ísofceie, sangle externe TPQ sera double de' 
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■Pinterne opposé T M Q. Or l'angle APQ est 

égal à l'angle A P T, puisque l'un & l'autre a 

pour mesure la moitié de Tare A P j & partant il 

est la moitié de l'ang:e TPQ. Les angles TJVÎQ , 

APQ. seront donc égaux entr'eux ; & par consé-

quent les Pgnes MT , A P seront parallèles. 

( Consultez^ la Note douzième. ) 

PROPOSITION IIí. 

PROBLÈME. 

19. SOIT une ligne courbe quelconque A P qui 

ait ( Fig. 7. PI. 1. ) pour diamètre la droite 

KN -iQ, & dont l'on sçache mener les tangentes 

P K ; soit de plus une autre courbe A M , telle que 

menant * comme on voudra , ^appliquée M Q. qítì 

coupe la première courbe au point P , la relation 

de r arc A P a V Appliquée MQ soit exprimée par 

une équation quelconque. II saut d'un point donné 

M mener la tangente M N-
Ayant nommé les connues P K , t ; KQ, s ; 

l'arc AP,XÌ MQ.,^ ; l'on aura ( en concevant 

une autre appliquée m q infiniment proche de 

MQ., & en tirant P O, M S parallèles à A Q ; 

Pp hÈ dx , mS = dy ; & à cause des triangles 

semblables KPQ & PpO , miM &MQ.N-, l'on 

aura P K (í)-KQ Q) :: P p (dx). PO ou M S 

= ~. Et m S (dy) . S M (~) : : MQ (y) • QN 

~
 S
~tl~"' ®

r
 P

ar
 ^

e mo
y

en
 ^

e
 ^

a
 différence de 

Péquation donnée, on trouvera une valeur de 
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dx en termes qui seront tous affectés par ây ; âp 

partant íì l'on substitue cette valeur à la place de 

dx dans
 S
^L les ày se détruiront, & la valeur 
tay / * 

de la soutangente cherchée Q N sera exprimée en 

termes tous connus. Ce qu'il falloit trouver. 

PROPOSITION IV. 

PROBLÈME. 

20. SOIENT deux lignes courbes AQC , BCN 

( Fi g. 8. PI. i.) qui ayent pour diamètre la droite 

TE A B F . # dow? l'on fçaçhe mener les tangentes 

Q E , N F ; soit de plus une autre ligne courbe 

M Ç telle que la relation des appliquées M P , 

Q P
 ?

 N P , soit exprimée par une équation quel-

çonque. II faut d'un point donné M sur cette der-

niere courbe lui mener la tangente M T. 

■ $.yant imaginé aux points Q , M, N, les. 

petits triangles Qoq, MROT, N S W, & nom-

mé les connues PE,i; P F , t ; P Q^, x ; P M, 

y y P N", < ; l'on aura o q — dx , R m = d y , 

'§ n , = —; d x , ( /4rí. 8. ) parce que x&cy crois-

sant , ^ diminue. Et à cause des triangles sem-

blables Q PE &cq
0

Q., NPF &»SN, MPT 

& m f M ; l'on aura Q.P ( x ) . ?E(s)::qo, 

(dx) . oQ. ou MR ou SN == «fe Et NP (£) . 

t * 
( d'où l'on tire ^ = —). Et wR (^). R M 
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(-)::MP(;).PT = ̂ . Or si l'on met 

dans la différence de l'équation donnée, à la 

place _de d\ , fa valeur •— s~-, on trouvera une 

valeur de dx en ày , laquelle étant substituée 

dans s^^p-, les dy se détruiront. & la valeur de la 
Xdy ' * ' 

soutangente P T sera exprimée en termes tous 
connus. 

E X E M P L E. 

21 -S o 1 T yy = x\, dont la différence est 2^^ 

= ̂ x-t-x^r— 1 r—, en mettant pour ̂  

fa valeur riégative — HÍ*. d'où l'on tire dx=^ 

^L; & partant PT,(î^)=
 = f{ — Í{ - ■ * '

 V

 xdy ' txi — sx^ 

- , en mettant pour yy fa valeur x^. 

Soit maintenant l'équation générale/n~t~n ̂ x'V, 

dont la différence est m-hny
!a+a''1dy ts m^xm~ldx 

m
 „ ., mt?nxm—'J*—rz.í7n;tm V* 

?zx ^ 3= —i—-—,—1 r-
1
——i— , en 

mettant pour ^ fa valeur
 3

 d'où l'on tire 

p j, , sydx . nntH-Mi)
M +

 ' mst H- rajt 

* jc^y ' ~ mt^x31 — ns^xm ' mt —■ ns ' 

mettant pour/mH_n fa valeur xm^". 

On peut remarquer que fi les courbes AQC , CLÍVH* 

BCN devenoient des lignes droites, la courbe JLu^h*** 
M G feroit alors une des Sections coniques à Pin- %~ i\dU\. 
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fini ; fçavoir une Ellipse lorsque l'appliquée CD , 

qui part du point de ren ontre C, tombe énrre 

les extrémités A , B ; une Hyperbole, lorsqu'elle 

tombe de part ou d'autre ; &"enhn une 'ara io e, 

ïorsque l'une des extrémités A ou B est infiniment 

éloignée de l'autre , c'est-à-dire , lorsqu'une des 

lignes droites CA ou CB est paraiì,íe au dia-

mètre A B. ( Consulte^ la Note treizième. ) 

PROPOSITION V. 

PROBLÈME, 

22. SOIT une ligne courbe APB (Fig. 9. PI 1.) 

qui ait un commencement fixe & invariable au 

f oint A , & dont l'on sçache mêner le% tangentes 

P H ■ soit hors de cette ligne un autre point fixe F , 

t! une autre ligne courbe C M D telle qu'ayant 

mènè la droite quelconque F M P , la relation de fa, 

partie F M. h la portion de courbe. A P soit expri-

mée par telle équation qu'on voudra. On propose 

de mèner du point donné M la tangente M T. 

Ayant méné fur FP là perpendiculaire FH qui 

rencontre la tangente donnée PH au point H , & 

la cherchée MT au point T ; imaginé une droite 

FRmQp qui fasse avec FP un angle infiniment 

petit ; & décrit du centre F les petits arcs de 

cercle PO, M R ' le petit triangle p O P fera 

semblable au triangle rectangle P F H ; car les 

angles H P F , H p F font ( Art. 2. ) égaux , 

puisqu'ils ne diffèrent entr'eux que de l'angle 

PFp que l'on suppose infiniment petit ; & de plus 

l'angle pOP est droit
 3

 puisque la tangente en O 
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( qui n'est autre chose que îa continuation du pe-

tit arc PO considéré comme une droite ) est per-

pendiculaire sur le rayon FO. Par la même rai-

son les triangles »RM , MFT seront semblables. 

Or il est clair que les petits triangles ou secteurs 

FPO& F M R font semblables. Si donc l'on nom-

me les connues PH , t ; HF , s ; F M , >' ; FP , ^ ; 

6 l'arc A P , x; on aura P H (/) . H F (r) ::?p 

(àx).YO = ~. Et FP F M OO : : PO 

(~) . MR = Et mR (ày) . RM (p~) ■ ' 

FM (y) . FT = syyfx . Et on achèvera le reste 

par le moyen de la différence de l'équation don-

née. ( Consultes la Note quatorzième. ) 

E X E M P L E. 

25. S 1 l'on veut que la courbe A P B ( F/g-. 10. 

VI. 1. ) soit un cercle qui ait pour centre le point 

fixe F • il est clair que la tangente P H devient 

parallèle & égale à la soutangente F H , à cause 

que H P sera aussi perpendiculaire à P F • & 

qu'ainsi l'on aura en ce cas F T — yy-p-
7 idy ■. ady ' 
en nommant la droite F P (z) , a ; parce qu'elle 

devient constante de variable qu'elle étoit aupa-

ravant. Cela posé, si Ton nomme îa circonfé-

rence entière , ou une de ses portions détermi-

nées J,- & que l'on faífe b . x •. : a .y ; la courbe 

CMD , qui est en ce cas F M D , fera la Spirale 

á'Archimeàe , & l'on aura y = ~ qui a pour fa 
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4iffcren.ce ày = , d'où l'on tire yàx *= 

— xdy en mettant pour^ sa valeur — ; & par-

tant FT ó^r—) = —. Ce qui donne cette cons-
N ady 'a x 

truction. 

Soit décrit du centre F & du rayon F M , Tare 

de cercle M Q , terminé en Q. par le rayon F A 

qui joint les points fixes A , F ; íbit pris FT égale 

à lare MQ.: je dis que la droite MT fera tangente 

en M. Car à cause des secteurs semblables F P A , 

F M Q , l'on aura F P (a) . F M (><):: A P (x) . 

MQ = ̂ 'z=FT. 

Si l'on fait en général h . x : : am . ym, ( l'expo-

sant m désigne un nombre entier ou rompu tel 

que l'on veut ) la courbe FMD sera une des spi-

rales à l'infini , & l'on auraj»m — qui a pour 

fa différence mym~ldy — —
b
— , d'où l'on tire yàx 

— — mxáy , en mettant pour ym fa va-

leur j & partant FT Ì^)==J& = «i 

XMQ. 

PROPOSITION VL 

PROBLÈME. 

34. SOIT rme //gw<? courbe APB ( F/g. 11. PI. 1.) 

«forci l'on sçache mener les tangentes P H , & un 

■point fixe F hors de cette ligne ; soit une autre 

SCD LYON 1



DES INFINIMENT PETITS. 29 

ligne courbe C M D telle que menant comme on 

voudra , la droite FPM , la relation de FP a. FM 

soit exprimée par une équation quelconque. 11 faut 

du point donné M méner la tangente M T. 

Ayant méné la droite FHT perpendiculaire 

fur FM, & imaginé comme dans la proposition 

précédente les petits triangles POp, MRm sem-
blables aux triangles HFP , TFM , on nommera 

les connues F H , s ; F P , x ; FM , y 1 & l'on 

aura PF (x) . FH Q) : : pO (dx) . OP = Et 

FP (x) . FM (y) : : OP (~)- R M = Et 

,R(^).RM(^)::FM(;).FT^ Ag* 
On achèvera ensuite le reste par le moyen de la 

différence de l'équation donnée. ( Consultez, la 

Note quinzième. ) 

EXEMPLE. 

25. §1 l'on veut que la courbe APB soit une 

ligne droite P H , & que l'équation qui exprime 

la relation de F P à FM soit .y—x—a, c'est-à-

dire , que P M soit toujours égale à la même 

droite données ; l'on aura pour différence dy=dx ; 

& partant FT (
SJydx \ — Ce qui donne 

r x xxdy ' xx *■ 

cette construction. 

Soit ménée ME parallèle à PH , & MT paral-

lèle à PE ; je dis qu'elle fera tangente en M. 

Car FP (x) . FH (s) : : FM {y) . FE zts í Et 
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FF (x) . FE C~) ■■ ■■ m (y) ■ FT = M. II est 

clair que la courbe C M D est la Con hoíde de 

Nicomede , dont l'aíymptote est la droite PM, 

& le pôle est le point fixe F. 

PROPOSITION VIL 

PROBLÈME. 

2^ S 0 1 T une ^êne courbe ArlM(F/g. 12.PI. I. ) 

dont L'on fçache mener les tangentes M H, & qui 

ait pour diamètre la droite E P A HT; soit hors 

de ce diamètre un point fixe F , a'où parte une li-

gne droite indéfinie F i S M qui coupe le diamè-

tre en P & la courbe en M. 5/ l'on conçoit main-

tenant que la droite F P M , en tournant autour 

du point F, faffe mouvoir le plan P A M toujours 

parallèlement a foi-même le long de la ligne droite 

ET immobile & indéfinie, enforte que la dis-
tance P A demeure par tout la même ; il (fi clair 

que l'interfeSlipn continuelle M des lignes F M , 

A M décrira dans ce mouvement une ligne courbe 

C M D. On propose de mener d'un point donné M 

fur cette courbe la tangente M T. 

Ayant imaginé que le plan P A M soit par-

venu dans la situation infiniment proche pam
j
, 

& tiré la ligne mKS parallèle à A P ; il est clair 

par la génération que P p =: A a R m ,* 8c 

partant que RS^Sw—Pp. Or nommant les 

connues F P ou F p , x ; F" M ou F m , y ; P H , 

s • M H, t • & la différence P p , d z ; les trian-

gles semblables
1
 F P p & F S m , MPH & MSR , 
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M HT <x ivl R m , donneront P p ( x ) . F w ) 

: : P/> . M = y-dl
 ( donc S R = >±Z^1 Y 

Ht P H (Í).HM(O: : SK'(
yd{

~
xdi

) RM 

Ì
 ;
ZtlífíLï. Et MR ('Zfclífií

 }
 .

 Rm 

sx 
: : M H (?) , HT = — - . Donc si l'on mene 

' y — x 

, FR parallèle à MH, & qu'on prenne HT = PE ; 

la ligne M T lira la tangente cherchée. 

Si la ligne A M étoit une ligne droite 5 Ia 

courbe CM D seroit une Hyperbole qui auroit 

pour une de les aíymprotes la ligne ET. Et fi 

elle étoit un Ceíc e qui eût son centre au point 

Pj ia couibe CM D seroit la Conchoïde de 

Nicomede , qui auroit pour asymptote la ligne 

ET, & pour pôle le point F. Mais fi elle étoit 

une parabo e ; la courbe C M D seroit la com-

pagne de >a : araboloïde de Descartes ( Geom. 

Liv. 3. ) , qui se décnroit en même-terhs au-

dessous de la droite ET par l'intersection de 

F P avec l'autre moitié de la Parabole. (Con-

fuites la Note seizième.) 

PROPOSITION VIII. 

PROBLÈME. 

27. SOIT une ligne courbe A N ( Fig. 13- VI. 1. ) 

qui ait pour diamètre la ligne droite AP , avec 

un point fixe F hors de ces lignes
 3

* soit une autre 

ligne courbe C M D telle que menant comme Von 

voudra , la droite F M P N , la relation de ses 
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parties FN, FP , FM soit exprimée par une éiqua^ 

tïbn quelconque. 11 est question de tirer du point 

donné M la tangente M T. 

Soit menée par le point F la ligne H K per-

pendiculaire à F N , qui rencontre en K le dia-

mètre A P
 s

 & en H la tangente donnée N H ; 

soient décrits du centre F & des intervalles FN, 

FP, F M de petits arcs de cercle N Q., Po* 

M R terminés par la droite F n que l'on conçoit 

faire avec F N un angle infiniment petit. 

Cela posé. 

Si l'on nomme les connues FK,x; F H , f ; 

F P , x ; F M , y ; F N , ^ j les triangles sembla-

bles PFK & poV
S
 FMR & FPo & FNQ, 

HFN & NQ», wRM & M F T donneront PF 

(X).FK(Í) (rfx).oP = Et F P 

(x).FM (y)::?o (^).MR^.Et FP 

-(x).FN(0::P* (~)-NQ=^. Et 

HF(Î).FN(OÎ:NQ(^.Q.»HO = 
OC oc 

^-.Et^R(^).RM( ^)::FM(>)«' 

F T —S^2Èí
;
 ()

r par
 ]

e
 moyen de la différence 

xxdy * ' 

de l'équation donnée, on trouvera une valeur de 

dy en dx & d\ ì, dans laquelle mettant à la pkcè 

de d\ fa valeur négative —iïl^f
 s

 parce que x 
toc OC 

croissant , \ diminue 5 tous les termes seront 

affectés 
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affectés par dx ; de forte que cette valeur étant 

enfin substituée dans
 syydx

, les dx se détruiront. 
xxdy 

Et partant la valeur de FT sera exprimée en 

termes connus & délivrés des différences. 

Si l'on supposoit que la ligne droite A P fut 

une ligne courbe , & qu'on menât la tangente 

P K, on trouveroit toujours pour FT la même 

valeur , & le raisonnement demeureroit le même. 
( Consultes la Note dix-septieme. ) 

E X E M P I E. 

28.S u p p o s o N s que la ligne courbe AN 

{Fig." 14. PI. 1. ) soit un cercle qui passe par 

le point F ( tellement situé à l'égard du dia-

mètre A P que la ligne F B perpendiculaire à 

ce diamètre passe par le centre G de ce cer-

cle ), & que P M soit toujours égale à PN« 

il est clair que la courbe C M D, qui devient 

en ce cas F M A, fera la Cissoïde de Diodes , 

& que l'on aura pour équation \-%-yz=. 2X, 

dont la différence est d y = 2d x — dz — 
2*xxdx -+-.i77dx C r 1 

« —— en mettânt pour dz fa valeur —■ 
txx r ^ 

trouvée ci-dessus ( Art. 27.}. Et partant FT txx N ' ' 

/
 s

yy
dx

}==:

 st
yy 

* xxdy ' 2txx-+- s il 

Si le point donné M tomboit fur le point A, 

les lignes F M , F N , F P feroient égales cha-

4
 eune à F A, comme aussi les droites F K, FHj 

G 
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Sc partant on auroit en ce cas FT = —r z=z 

~ x , c'est-à-dire que íì i'on prend FT = j A F, & 

qu'on mene Ia ligne AT, elle fera tangente en A, 

On peut encore trouver les tangentes de la 

Ciífoïde par le moyen de ia première Proposi-

tion , en rnenanr ies perpendiculaires N E, M L 

fur le diamètre F B, & cherchant l'équation qui 

exprime le rapport de ia coupée FL à i'appliquée 

L M • ce qui fe fait ainsi. Ayant nommé les con-

nues F B , ia ; F L ou B E , x ; L M , y ; les 

triangles semblables F E N , F L M , & la pro-

priété du cercle donneront F L (x) ■ L M (y ) : : 

FE . E N : : EN ( \/%a* — xx\ EB (x). D'où 

l'on tire y y = , dont la différence est 2ydy 
2a —• x <• r 

óaxxdx—2x1 dx -r-. r r\ / A « 

=
 . Et partant LO ( Art. 9. ) 

2a % 

C
ydx-\ yyx ia —~xx t-ax — xx 
J—~ )—J-?- = , en mettant 
dy s %axx—«i x> — x 

pour yy fa valeur • ̂  ^. 

PROPOSITION IX. 

PROBLÈME. 

29S OIENT deux lignes courbes A N B , CPD , 

Ò une ligne droite F K T, (Fig. 15. PI. 1. ) fur 

lesquelles soient marqués des points fixes A, C, F ; 

soit de plus une autre ligne courbe EMG telle 

qu ayant mené par un de f es points quelconques M 

ia droite F M N , & M P parallèle a F K ; la ré- . 

lation de l'arc AN a Varc CP soit exprimée par 
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une équation quelconque. U faut d'un point donné 

M fur la courbe EG mener la tangente M T. 

Ayant mené par le point cherché T la ligne 

TH parallèle à F M, & par le point donné M les 

droites MRK, M O H parallèles aux tangentes 

en P & en N, on tirera ìïmO n infiniment pro-

che de F M N , & m R p parallèle à M P. 

Cela posé , íì í'on nomme les connues FM , s -i 

FN,îj M K, « • C P x i A N , j ; (donc Pp ou 

M R s±r d x , N n ==. dy ) les triangles semblables 

FN» & F MO , M O w & M HT, MR m & 

MKT donneront F N (t) . F M (r) :r. N n (dy) . 

MO = 4 Et M R (dx). M O £A) : : MK («).• 

M H === "î^-. Or par le moyen de la différence 

de l'équation donnée l'on aura une valeur de dy 

en termes qui feront tous affectés par dx , la-

quelle étant substituée dans , les dx se dé-

truiront • & partant la valeur de M H sera expri-

mée en termes entièrement connus. Ce qui donné' 
cette construction. 

Soit mené M H parallèle à la touchante en N 

& égale à la valeur que l'on vient de trouver : 

soit tirée H T parallèle à F M , qui rencontre 

en T la droite F K , par où & par le point 

donné M soit menée la tangente cherchée M T. 

( Consultes la Note dix-huitieme. ) 

C 2 
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EXEMPLE. 

3o. S 1 l'on veut que la courbe A N B ( Fíg- 16> 

PI, i. ) soit un quart de cercle qui ait pour cen-

tre'le point fixe F; que la courbe GPD soit 

îe rayon A P F perpendiculaire sur la droite 

FKGQ.TB , ôc que l'arc AN(;) soit tou-

jours à la droite A P (x), comme le quart de 

cercle A N B (£) au rayon A F (a) ; la courbe 

E M. G deviendra la quadratrice A M G de Di~ 

voíìrate, & l'on aura M H — *
J
fo ,-,

 sxdy
. 

J * ^ tdx ' œdx 5 

puisque F P ou M K (u) = a — x , & F N (?) 

-=.a. Mais l'analogie supposée donne ay ±=ì hx, 

& ady==bdx. Mettant donc dans la valeur de 

M H à la place de x & de d y leurs valeurs 

~-
 y

 on trouvera MH = ò
fST.Z

s
. Ce qui 

b a a * 

donne cette construction. 

Soit menée M H perpendiculaire fur F M , & 

égale à l'arc M Q décrit du centre F, & soit ti-

rée H T parallèle à F M ; je dis que la ligne M T 

fera tangente en M. Car à cause des secteurs 

semblables F N B , F M Q , l'on aura F N ( a ). 

C O R G I L A I K i. 

3 i »S 1
 l'on veut déterminer le point G où la qua-

dratrice A M G rencontre le rayon F B , ( Fig. 

17. PI. 1.) on imaginera un autre rayon F g h 

infiniment proche de F G B; & en menant gf 
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parallèle à F B, la propriété de la quadratrice 

& les triangles semblables F B&, g/F rectangles 

en B & en s, donneront A B . A F : : B b , F f : : 

F B ou A F . g f ou F G. D'où l'on voit que si l'on 

prend une troisième proportionnelle au quart de 

cercle A B 8c au rayon A F, elle fera égale à F G, 

c'est-à-dire que F G = ~. Ce qui donne lieu 

d'abréger la construction des tangentes. 

Car menant TE parallèle à M H, ( Fig. 16. 

PI. 1. ) les triangles semblables F M K , F T E 

donneront M K ( a — x ) . M F (f) : : ET 011 

.M H C^T). F T = 6^yff= fe. En met-
^ a y au — ux aa 

tant pour x fa valeur y-, & divisant ensuite le 

tout par b—y ; d'où il est clair que la ligne 

F T est troisième proportionnelle à F G & à F M. 

( Consulte^ la Note dix-neuvieme. ) 

PROPOSITION X. 

PROBLÈME.
 A

; ,. .'• 

32. S o 1 T une ligne courbe AMB (Fig. 18. PI. 2.) 

telle qu'ayant mené d'un de ses points quelconques 

M aux foyers F , G , H,. ò'c. les droites M. F , 

M G , M H , ò'c leur relation soit exprimée par 

une équation quelconque : Ô soit proposé de mener 

du point donné M la perpendiculaire M P sur la 

tangente en ce point. 

Ayant pris fur la courbe AB l'arc Mm infini-

ment petit , 8c mené les droites FKm , GmS , 
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HmO , on décrira des centres F , G , H les petits 

arcs de cercles MR , M S , MO ; ensuite du cen-

tre M & d'un intervalle quelconque on décrira 

de même le cercle CDE qui coupe les lignes MK , 

MG , MH aux points G, D , E, d'où l'on abais-

sera sur MP les perpendiculaires CL, DK , EL 

Cette préparation étant faite , je remarque 

i°. Que les triangles rectangles MR», MLC 

font semblables s car en ôtant des angles droits 

íMm, E.MC l'angle commun LMR, les restes 

RMw , LMC seront égaux , & de plus ils font 

rectangles en R & L. On prouvera de même que 

les triangles rectangles ìASm & MKD , MOm & 

MIE font semblables. Partant, puisque l'hypo-

îhenuse- Mm, est communes aux petits triangles 

MRm, MSm , M O;» , ôc que les hypothenufes 

MC , M D , ME des triangles MLC , MKD , 

MIE font égales cntr'elles ; il s'enfuit que les per-

pendiculaires CL, DK , El ont le même rapport 

entr'elles que les différences Km, Sm , Om. 

2". Que les lignes, qui partent des foyers situés 

du même côté de la perpendiculaire M P , croiífent 

pendant que les autres diminuent, ou au con-

traire; Comme dans la figuré i 8. f M croît de fa 

dîfPjrence 'Km , pendant que les autres G M , 

H W diminuent de leurs -ST»V (.ÌOT. 

Si l'on supposé à présent , pour fixer sesidées , 

que i'équation qui exprime la relation des droites 

F.ví (x) , G "s\ Q) , H M (x)
 y

 Coït a x -s- xy —^ 

= A , dont la duErence est a d x -f- y d x + xdy 

— 21 d \ =z o • ìl est évident que la tangente en 
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M ( qui n'est autre chose que la continuation du 

petit côté M?n du poligone que l'on conçoit 

( Art. 3. ) composer la courbe A M B ) doit être 

tellement placée qu'en menant d'un de ses points 

quelconques m des parallèles mK , mS , mO aux 

droites F M , GM , HM, terminées en R , S , O 

par des perpendiculaires MR, MS, MO à ces 

mêmes droites , on ait toujours l'équation
 a

-+-y 

X Km r]- xx Sm—23; xOm — 0 ;ou{ ce qui re-

vient au même , en mettant à la place de Km, 

Sm , Om leurs proportionnelles C L , 0 K , El) 

que la perpendiculaire M P à la courbe doit être 

placée , en for te que a---y X CL + xxDK •—• 

2 1 x EI = 0. Ce qui donne cette construction. 

Que l'on conçoive que le point G ( Fig. 18. / p. 

PI. 2. ) soit chargé du poids a+y qui multiplie 

la différence dx de la droite F M fur laquelle il 

est situé , & de même le point D du poids x , 

& le point E pris de l'autre côté de M par rap-

port au foyer H ( parce que le terme•— i\d\ 

est négatif) du poids 'ï'%. Je dis que la droite 

M P qui passe par le commun centre de pesanteur 

des poids supposés en C , D , E , fera la per-

pendiculaire requise. Car il est clair par les prin-

cipes de la Mécanique, que toute ligne droite , 

qui passe par le centre de pesanteur de plusieurs 

poids, les sépare , ensorte que les poids d'une 

part multipliés chacun par fa distance de cette 

droite, font précisément égaux aux poids de l'au-

tre part multipliés aussi chacun par fa distance de 

cette même droite. Donc posant le cas que x crois-
C

4 
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sant, y & x. croissent aussi , c'est-à-dire, que les 

foyers F , G, H (Fig. 19. PI. 2.) tombent du 

même côté de M P , comme l'on suppose tou-

jours en prenant la différence de l'équation don-

née selon les règles prescrites; il s'enfuit que la 

ligne M P laissera d'une part les poids en C & D , 

& de l'autre le poids en E , & qu'ainsi l'on aura 

a -t- y X CL+xxDK- 2 x X ÊI =0, qui étoit 
l'équation à construire. 

Or je dis maintenant que puisque la construc-

tion est bonne dans ce cas, elle le fera aussi dans 

tous les autres ; car supposant, par exemple , que 

le point M change de situation dans la courbe, 

enforte que x croissant, y & x diminuent , c'est-

à-dire, que les foyers G, H (Fig. iS. PI. 2. ) 

passent de l'autre côté de M P , il s'enfuit i°. 

£ Art. 8. ) Qu'il faut changer dans la différence 

de l'équation donnée les signes des termes affectés 

par dy , d^, ou par leurs proportionnelles DK, 

El j de forte que l'équation à construire fera 

fians ce nouveau cas a -+-y X CL — x X D K 

«4- 2 x x E 1 = 0. 2°. Que les poids en D & E 

changeront de côté par rapport à MP; & qu'ainsi 

l'on aura par la propriété du centre de pesanteur 

íz-f-y X CL — xxE3K+2^xEI-=;(9. quiest 

l'équation à construire. Et comme cela arrive tou-

jours dans tous les cas possibles, il s'enfuit, &c. 

II est évident que le même raisonnement sub-
lìstera toujours, tel que soit le nombre des foyers, 

<& telle que puisse être l'équation donnée ; de 

forte que l'on peut énoncer ainsi la construction 
générait. 
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Soit prise la différence de l'équation donnée 

?iont je suppose que l'un des membres soit zero , 

& soit décrit à discrétion du centre M un cercìe 

G D E qui coupe les droites MF , M G , MH aux 

points C , D , E , dans lesquels soient conçus 

des poids qui ayent entr'eux le même rapport 

que les quantités qui multiplient les différences 

des lignes fur lesquelles ils font situés. Je dis que 

la ligne M P qui passe par leur commun centre 

de pesanteur , fera la perpendiculaire requise. 11 

est à remarquer que si l'un des poids est négatif 

dans la différence de l'équation donnée , il le 

faut concevoir de l'autre côté du point M par 

rapport au foyer. 
Si l'on veut que les foyers F, G, H f Fig. 20, 

VI. 2.) soient des lignes droites ou courbes fur 

qui les droites ME, M G , M H tombent à angles 

droits, la même construction aura toujours lieu. 

Car menant du point m pris infiniment près de 

M les perpendiculaires mf', mg , mh fur les foyers, 

& du point M les petites perpendiculaires M R , 

M S , MO fur ces lignes ; il est clair que Rw fera 

la différence de MF, puisque les droites M F , 

Rf étant perpendiculaires entre les parallèles F/, 

MR , elles seront égales, & de même que S m est 

la différence de MG, & Om celle de MH ; & on 

prouvera ensuite tout le reste comme ci-dessus. 

On peut encore concevoir que les foyers F , G, 

H ( Fig. 21. PI. 2. ) soient tous ou en partie des 

lignes courbes qui ayent des commencemens fixes 

& invariables aux points F, G, H, & que la 
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ligne courbe A M B soit telle qu'ayant mené, paf 

exemple, d'un de ses points quelconques M les 

tangentes M V, M X & la droite M G ; la rela-

tion des lignes mixtilignes FV M , HXM & de 

îa droite. G M soit exprimée par une équation 

quelconque. Car ayant mené du point m pris in-

finiment près de M la tangente mu, il est clair 

qu'elle rencontrera l'autre tangente au point V 

( puisqu'elle n'est que la continuation du petit arc 

Vu considéré comme une petite droite ) ; & par-

tant que si l'on décrit du centre V le petit arc de 

cercle MR ; Km sera la différence de la ligne mix-

tiligne FVM qui devient FVuRm. Et tout le 

reste se démontrera comme ci-devant. ( Consid-
te\ la Note 20 ). 

M. Tschirnhaus a donné la première idée de ce 

Problême dans fan Livre de la Médecine de l'es-
prit • M- Fatio en a trouvé ensuite une solution 

tres-ingénieuse qu'il a fait insérer dans les Jour-

naux d'Hollande : mais la manière dont ils font 

conçu, n'cjì qu'un cas particulier de la confiruSlion 

générale que je viens de donner. 

E x E M P 1 E I. 

33, SOIT ax x-fbyy^k-c^—P =0 ( les droites 

a , b, c, f font données ) dont la différence est 

axâx+by ày-\-c\d\—o. C'est pourquoi conce-

vant en C ( Fig. 22. PI. 2. ) le poids ax, en D 

le poids b y , & en E le poids c% , c'est-à-dire, 

des poids qui soient entr'eux comme ces rectan-

gles ; la ligne M P qui passe par leur commun 
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centre de pesanteur, sera perpendiculaire à la 

courbe au point M. 
Mais si l'on mene F O parallèle à C L, & que 

l'on prenne le rayon M C pour l'unité , les trian. 

gles semblables MCL , MF O donneront F O 

= xxCL; & de même menant G R parallèle à 

D K , & H S parallèle à El, on trouvera que 

GR=j/xDK&HS = ̂ xEI; de sorte qu'en 

imaginant aux foyers F, G, H les poids a , b , c • 

la ligne M P, qui passe par le centre de pesanteur 

des poids a x, b y , c x supposés enC, D , E, 

passera aussi par le centre de pesanteur de ces nou-

veaux poids. Or ce centre est un point fixe, puis-

que les poids en F , G, H , sçavoir a , b , c, sont 

des droites constantes qui demeurent toujours les 

mêmes en quelque endroit que se trouve le point 

M. D'oìi il suit que la courbe A M B doit être 

telle que toutes ses perpendiculaires se coupent 

dans le même point, c'est-à-dire, qu'elle fera un 

cercle qui aura pour centre ce point. Voici donc 

une propriété très-remarquable du cercle que l'on 

peut énoncer ainsi. 
S'il y a fur un même plan autant de poids 

a , b, c
 5

 &c. que l'on voudra, situés en F, G, 

H , &c. & que l'on décrive de leur commun 

centre de pesanteur un cercle A M B ; je dis 

qu'ayant mené d'un de ses points quelconques 

M , les droites MF, M G , M H , &c. la somme 

de leurs quarrés multipliés chacun par le poids 

qui lui répond, fera toujours égale à une même 

quantité. 
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EXEMPLE II. 

34. SOIT îa courbe AMB ( Fig. 23. PI. 2.) 

telle qu'ayant mené d'un de ses points quelcon-

ques M au foyer F' qui est un point fixe, la droite 

MF, & au foyer G qui est une ligne droite îa 

perpendiculaire M G 5 le rapport de M F à M G 

soit toujours le même, que de la donnée a à la 

donnée b. 

Ayant nommé FM , x ; MG, y ; on aura x . 

y : : a . b , & partant ay^zzbx dont la différence 

est aày—bdx~o. C'est pourquoi concevant 

en C pris au-delà de M par rapport à F le poids b, 

& en D (à pareille distance de M) le poids a, 

& menant par leur centre commun de pesanteur 

la ligne M P , e;le sera la perpendiculaire requise. 

II est clair par le principe de la balance , que íì 

l'on divise la corde C D au point P, ensorte que 

C P . D P : : a . b ; le point P, fera le centre com-

mun de pesanteur des poids supposes en C & D. 

-ì a courbe AMB est une section conique » sça-

voir une Parabole lorsque a=zb , une Hyperbole 

lorsque a surpasse b , & enfin une Ellipse lorsqu'il 

est moindre. ( Confulte\ la Note 21.) 

EXEMPLE III. 

3 5. S t après avoir attaché les extrémités d'un 

fil FZVMGMXYH ( Fig. 24. PI 2.) en F & en 

H , & avoir fiché une petite pointe en G, on 

fait tendre également ce fil par le moyen d'un 

44 

U. 
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ftiîe p!acé en M , ensorte que les parties F Z V , 

H Y X soient roulées autour des courbes qui ont 

leur origine en F & H , que la partie M G soit 

double , c'eíl-à-dire , qu'elle soit repliée en G, 

& que les choses demeurant en cet état l'on fasse 

mouvoir le stile M ; il est clair qu'il décrira une 

courbe AMB. H est question de mener d'un 

point donné M fur cette courbe la perpendicu-

laire M P , la position du fil qui sert à la décrire 

étant donnée en ce point-
Je remarque que les parties droites M V, MX 

du fil sont toujours tangentes en V & X , &. que 

íi l'on nomme les lignes mixtilignes F Z V M , x ; 

H Y X M , x ; la droite M G , y & une ligne 

droite prise égale à la longueur du fil, a ; l'on 

aura toujours x -+- iy->r\ — a : d'où je connois 

que îa courbe AMB est compriíe dans la cons-

truction générale. C'est pourquoi prenant îa dif-

férence d x 2 dy -\- d 1 = 0, & concevant en C 

le poids 1 , en D le poids 2 , & en K le poids 1 ; 

je dis que la ligne M P , qui passe par ìe centre 

commun de peíanteur de ces poids , fera la per-

pendiculaire requise. 

PROPOSITION XI. 

PROBLÈME. 

3 6.S OIENT deux lignes quelconques A P B, 

E Q.F (F/g. 25. PI. 2.) dont l'on fçache mener 

les tangentes P G, 0_H ; Ò soit une ligne droite 

P Q sur laquelle soit marqué un point M. Si l'on 

conçoit que les extrémités P , Q de cette droite 
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glissent le long des lignes AB, EF , il ejl clair 

que le point M décrira dans ce mouvement une 

ligne courbe CD, // ejl queflion de mener d'un 

point donné M fur cette courbe la tangente M T. 

Ayant imaginé que la droite mobile P M Q, 

soit parvenue dans la situation infiniment proche 

p m q * on tirera les petites droites PO, MR, 

Q. S perpendiculaires fur P Q,, ce qui formera 

ies petits triangles rectangles pQV , m&M , qSQ; 

& ayant pris P K égale à M Q , on menera la 

droite H K G perpendiculaire fur P Q , & l'on 

prolongera O P en T , où je suppose qu'elle 

rencontre la tangente cherchée M T. Cela po-

sé , il est clair que les petites droites O p , R m, 

Sq seront égales entr'elles , puisque par la cons-

truction P M & M Q. sont par tout les mêmes. 

Ayant nommé les connues P M ou K Q,, a 5 

M Q ou P K , b; K G, f; K H, g ; & la petite 

droite O p ou Rro ou Sq , d y ; les triangles sem-

blables P KG & pOP, Q.K H & qSQ don-

neront P K (à). KG (f)::pO(dy).0? = 

Et Q,K(a) .KH(g)::qS(dy).S&=: 

—. Or l'on fçait par la Géométrie commune que 

MK = OTXWÒ-HQS-PM
 AINSI PQ a-h b 

les triangles semblables mK M, M P T donneront 

mK ( dy ) . R M (&±^s) : : MP (a) . PT =: 

~~f- Ce qu'il falloir trouver. ( Con fuit ex. la 

Note vingt-deuxième. ) 
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PROPOSITION XII. 

PEOBLEME. 

3 7. S OIENT deux lignes quelconques BN, F Q. 

( Fig. 26. PI. 2. ) qui ayent pour axes les droites 

BG,ED qui s'entre-coupent a angles droits au 
point A Ì & soit une ligne courbe L M telle qu'ayant 

mené d'un de ses points quelconques M les droites 

M G d, M P N parallèle a A B, A E 5 la relation 

des espaces EG\,)F (le point E est un point fixe 

donné fur la droite A E , Ò la ligne EF efi paral-

lèle a A G ) A P N D, # les droites AP, P M , 

P N , G Q, soit exprimée par une équation quel-

conque. II esl queslion de mener d'un point donne 

M sur la courbe L M , la tangente M T. 

Ayant nommé les données & variables A P 

ou G M , x ; P M ou A G ,>s P N , « ; G Q , ; 

l'espaceEGQF,* ; l'eípace A P N D, t ; Ôcles 

soutangentes données F H, a ; G K
 9

b ; l'on aura 

P p ou N S ou M R = dx , Gg ou Rm ou O Q.= 

— dy • Sn ~ — du — urr%, à cause des triangles 

semblables H P N , N S » ;Qq=di = ~ , 

N P pn = dt = udx,8cQG g q ~d s — — \dy^ 

où l'on doit observer que les valeurs de R m & 

S n font négatives, parce que A P (x) croissant, 

P M (y ) & P N ( K ) diminuent. Cela posé , on 

prendra la différence de l'équation donnée, dans 

laquelle on mettra à la place de dt, ds, du
 5

 dç 

leurs valeurs udx, —■ \dy 3 —1 — > •— y ce 
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qui donnera une nouvelle équation qui exprime-

ra le rapport cherché de dykdx, ou de MP à PT. 

EXEMPLE I. 

38.S o 1 T X + ̂  = Í + MX, on aura en prenant 

les différences ds -+- izd\ = dt 4- udx 4- xdu ; 8c 

mettant à la place de ds, dt, d$, du leurs va-

leurs , on trouvera.—■> zdy — y- = ludx — 
b 

, d ou 1 on tire P T (■—- )= -—^ ~° 
a v ay s aux — íabu. 

EXEMPLE II. 

39-SOIT s — r, donc ds = dt
 3

 c'est-à-dire, 

— zdy — udx, & partant PT (JJ^) — — ̂ > Or 

comme cette quantité est négative, il s'enfuit 

( Art. 1 o. ) que l'on doit prendre le point T du 

côté opposé au point A origine des x. Si l'on sup-

pose que la ligne F Q soit une hyperbole qui ait 

pour asymptotes les droites AC, AE , ensorte 

que G Q. ( ^ ) = -, & que la ligne B N D soit 

une droite parallèle à A B , de manière que PN 

(z/) soit par tout égale à la droite donnée c; il 

est clair que la courbe L M a pour asymptote la 

droite A B , ôc que sa soutangente PT( — 

— — c : c'est-à-dire qu'elle demeure par tout la 

même. 

La courbe L M est appellée dans ce cas Lo-

garithmique. ( Consultez, la Note vingt-troisieme. ) 
PROPORTION 
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PROPOSITION XIII. 

PaOBLÉME. 

40.S OIENT deux lignes quelconques B N , F Q, 

( Fig. 27. PI. 2. ) qui ayent pour axe la même 

droite BA, fur laquelle soient marqués deux points 

fixes A, E j soit une troisième ligne courbe L M 

telle qu'ayant mené par un de fes points quel-

conques M la droite A N , décrit du centre A 

l'arc de cercle M G , ô' tiré G Q parallèle a 

E F , perpendiculaire fur AB j la relation des 

espaces EGQF(s), A N B ( t ) , & des droi-

tes A M ou A G ( y ), AN (z), GQ(u'), 

soit exprimée par une équation quelconque. 11 faUt 

mener d'un point donné M fur la courbe L M la 

tangente M T. 

Après avoir mené la droite A TH perpendi-

culaire fur A M N, soit imaginé une autre droite 

Amn infiniment proche de A M N , un autre 

arc mg, une autre perpendiculaire gq, & décrit 

du centre A le petit arc N S : on nommera les 

foutangentes données A H , a ; G K * b ; & on 

aura Km ou Gg = dy , S n ~ d\ \ les triangles 

semblables H A N & N S n , ' K G Q & Q O q
 s 

donneront auíïï SN = — , Oq=— du -= 
t 5 J . í 

^
 5

 G g == — ds = uây , ANKOÚANXÌ 

N S = — àt = \ aâ\. On mettra toutes ces va-

leurs dans la différence de l'équation donnée , Sc 

l'on en formera une nouvelle , d'où l'on tirera. 
D 
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une valeur de àz_ en dy. Or à cause des secteurs &-

des triangles semblables A N S & A M R, m R M 

& M A T, on trouve A N (K) . AM (y ) : : N S 

( f& y MR—Et m R (^) • R M ( 3jS ) 

: : A M (j-).AT=: ̂ p. Si donc l'on met 

dans cette formule à la place de d\íi valeur en 

dy , les diíférences se détruiront, & la valeur de 

ìa sou tan gente cherchée AT sera exprimée en ter-

mes entièrement connus. Ce qu'il falioit trouver. 

E X E M P I, E I. 

41 -S o i T uy — s m zz_ •— t, dont la différence 

es! udy y du— ds = 2zdz_ — dt , ce qui donne 

( après îa substitution faite ) dz ~ íf-fe—zILìÊï • 

& en mettant cette valeur dans , on trouve 

A T = fi6uyy — 2a»y\ 

EXE M PIE II. 

42.S 01 r s — 2t, donc dsz= idt, c'est-à-dire 

— udy — -— adz_, ou dz, = ; & partant A T 

Si la ligne B N est un cercle qui ait pour centre 

le point A , & pour rayon la droite AB=AN~ 

= c, & que F Q. soit une hyperbole, telle que G Q. 

.( u)=z& j il est clair que la courbe L M fait une 
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infinité de retours autour du centre A, avant que 

d'y parvenir ( puisque lespace F E G Q devient in-

fini , lorsque le point G tombe en A ), & que A T 

= &, D'où l'on voit que la raison de A M à AT 
CC i 

est constante ; & partant que l'angle A M T est 

est par tout le même. 

La courbe L M est appellée en ce cas Logarith-

mique spirale. (Consultes la Note vingt-quatriemc. ) 

PROPOSITION XIV. 

Pu O B L É M E. 

43. SOIENT sur un même plan deux courbes 

quelconques AMD, BMC ( Fig 28. PI. 2.} 

qui se touchent en un point M , Ò soit sur le plan 

de la courbe BMC un point fixe L. Si l'on conçoit 

a présent que la courbe B M C roule sur la courbe 

AMD en s'y appliquant continuellement, ensortc 

que les parties révolues A M , B M soient toujours 

égales entr'elles ; il est visible que le plan BMC 

emportant le point L , ce point décrira dans ce 

mouvement une espèce de roulette I L K. Cela posé, 
je dis que fi Von mene dans chaque différente posi-

tion de la courbe BMC ( du point décrivant L au 

point touchant M ) la droite L M ; elle sera per-* 

pendiculaire a. la courbe I L K. 

Car imaginant fur les deux courbes AMD, 

BMC deux parties M m, Mm égales entr'elles 

& infiniment petites , on les pourra considérer 

(Art. 3. ) comme deux petites droites qui font 

au point M un angle infiniment petit. Or afia 
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que le. petit côté Mm de la courbe ou poligône 

BMC tombe sur le petit côté M m du pohgone 

AMD, il faut que le point L décrive autour 

du point touchant M comme centre un petit 

arc L /. U est donc évident que ce petit arc fera 

partie de la courbe ÌLK ; & par conséquent que 

la droite ML , qui lui est perpendiculaire , sera 

aussi perpendiculaire sur la courbe ILK au point 

L. Ce qu'il falloit prouver. 

PROPOSITION XV. 4t#fr*>. 
PROBLÈME. 

44. SOIT un angle rebliligne quelconque MLN , 

{ Fig. 29. PI. 2. ) dont les cotés LM, LN touchent 

deux courbes quelconques A M , B N. Si l'on fait 

glisser ces cotés autour de ces courbes , enforte qu'ils 

les touchent continuellement $ il efi clair que le 

sommet L décrira dans ce mouvement une courbe 

ILK. 11 efi quefiion de mener une perpendiculaire 

LC fur cette courbe , la position de ï'angle MLN 

étant donnée. 

Soit décrit un cercle qui passe par le sommet 

L , & par les points touchans M , N ; soit menée 

par le centre C de ce cercle la droite CL : je dis 

qu'elle fera perpendiculaire à la courbe ILK. 

Car considérant les courbes AM , BN comme 

des poligones d'une infinité de côtés, tels que M m, 

N w ; il est évident que fi l'on fait glisser les côtés 

LM , LN , de l'angle rectiligne MLN , qu'on 

suppose demeurer toujours le même , autour des 

points fixes M , N , ( on considère les tangentes 

SCD LYON 1



DES INFINIMENT PETITS. 55 

LM , LN comme la continuation des petits côtés 

M/, Ng ) jusqu'à ce que le côté LM de l'angle 

tombe sur le petit côté M.m du poligone A M & 

l'autre côté LN sur le petit côté N n du poligone 

BN ; le sommet L décrira une petite partie Ll de 

Tare de cercle MLN, puisque par la construc-

tion cet arc est capable de l'angle donné MLN. 

Cette petite partie Ll sera donc commune à la 

courbe ILK ; & par conséquent la droite CL, 

qui lui est perpendiculaire , sera aussi perpendi-

culaire sur cette courbe au point L, Ce qu il fal-
loit démontrer. 

PROPOSITION XVI. 

P R O B L É M F. ^A^>7'<*. 

45. SOIT ABCD ( Fig. 32. PI. 3.; une corde 

parfaitement flexible a laquelle soient attachés dif-

férens poids A , B , C , &c. qui ayent entr'eux 

tels intervalles AB, B C , Òc. que l'on voudra. 

Si l'on traîne cette corde fur un plan horizontal 

par l'extrêmilé D , le long d'une courbe donnée 

DP ; il efi clair que ces poids fe disposeront, en forte 

qu'ils feront tendre la corde , ô' qu'ils décriront 

ensuite des courbes A M , BN -, CO , &c. On de-

mande la manière d'en tirer les tangentes , la po-

sition de la corde ABCD étant donnée avec la 
grandeur des poids. 

Dans le premier instant que l'extrêmitè D 

avance vers P , les poids A, B , C , décrivent 

ou tendent à décrire autant de petits côtés A a , 

B b
3
 C c des poligones qui composent les courbes 

D
3 
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AM, BN, CO ; & par conséquent il ne faut pour 

en mener les tangentes A B , BG, CK , que dé-

terminer la direction des poids, A, B, C dans 

ce premier instant, c'est-à-dire , la position des 

droites qu'ils tendent à décrire. Pour la trouver, 

je remarque 

i°. Que le poids A est tiré dans ce premier ins-

tant suivant la direction AB ; & comme il n'y a 

aucun obstacle qui s'oppose à cette direction , 

puisqu'il ne traîne après lui aucun poids, il la doit 

suivre j & partant la droite AB sera la tangente 

en A de la courbe A M. 

2°. Que le poids B est tiré suivant la direction 

BC ; mais parce qu'il traîne après lui le poids A 

qui n'est pas dans cette direction , & qui doit par 

conséquent y apporter quelque changement, le 

poids B n'aura pas fa direction suivant BC , mais 

suivant une autre droite BG , dont il faut trouver 

la position. Ce que je fais ainsi. 

Je décris fur B C comme diagonale le rectangle 

E F , dont le côté B F est fur A B prolong 

supposant que la force avec laquelle le poids B est 

tiré suivant BC , s'exprime par BC, il est visible 

par les règles de la Mécanique , que cette force 

B C fe peut partager en deux autres B E & B F, 

c'est-à-dire , que le poids B étant tiré suivant la 

direction B C par la force BC , c'est la même 

chose que s'il étoit tiré en même tems par la force 

B E suivant la direction B E , & par la force B F 

suivant la direction BF. Or le poids A ne s'oppose 

point à la direction B S , puisqu'elle lui est per-
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pendiculaire $ & par conséquent la force B E 

suivant cette direction demeure toute entière : 

mais il s'oppose avec toute fa pesanteur à la di-

rection B F. Afin donc que le poiâs B avec la 

force BF vainque la résistance du poids A , il faut 

que cette force se distribue dans ces poids à pro-

portion de leurs mafí'es ou grandeurs : c'est pour-

quoi si l'on divise EC au point G , eníbrte que 

C G soit à G E comme le poids A au poids B ; 

il est clair que E G exprimera la force restante 

avec laquelle le poids B tend à se mouvoir suivant 

la direction B F , après avoir vaincu la résistance 

du poids A. ìl est donc évident que le poids B est 

tiré en même tems par la force B E suivant la di-

rection BE j & par la force E G suivant la di-

rection B F ou ÉC ; & partant qu'il tendra à 

aller par B G avec la force B G: c'est-à-dire, que 

B G sera sa direction, & par conséquent tan-

gente en B de la courbe B N. 
30. Pour avoir la tangente C K , je forme sur 

C D comme diagonale le rectangle H í, dont le 

côté C I est sur B C prolongée ; & je vois que le 

poids 3 ne résiste point à la force C H avec la-

quelle le poids C est tiré suivant ia direction C H , 

mais bien, à la force C I avec laquelle il est tiré 

suivant la direction CI, & de plus que le poids 

A résiste aufll à cette force. Pour fçavoir de com-

bien , je tire A L perpendiculaire íiir C B pro-

longée du côté de B , & je remarque que si A ìì 
exprime la force avec laquelle le poids A est tiré 

suivant la direction AB, BL exprimera celle avec 

D4 
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laquelle ee même poids A est tiré suivant la, 

direction BG ; de sorte que le poids C aveç 

la force C l doit vaincre le poids entier B , & 

,de plus une partie du poids A qui est à ce poids 

A comme B L est à B A , ou B F à B C. Si 

donc l'on fait B + ~~. C : : D K . K H , il 

est clair que C K fera la direction du poids C, 

& par conséquent la tangente en C de la troi-
sième courbe CQ. 

Si le nombre des courbes étoit plus grand , 

on trouveroit de la même manière la tangente 

de la quatrième , cinquième , &c. Et fi l'on 

vouloit avoir les tangentes des courbes décri-

tes par les points moyens entre les poids , on 

les trouveroit par l'art. 36. ( Voye^ la Note. 25. ). 
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SECTION III. 

Usage du calcul des différences pour trouver les plus 

grandes & les moindres appliquées , oàse rédui-

sent les questions De maximis & minimis. 

DÉFINITION I. 

O 1 T une ligne courbe M D M ( Fig. 30. 31. 

v3 55- 34- fV. z- # 3. ) dont les appliquées P M, 
ED, PM soient parallèles entre'elles, & qui soit 

telle que la coupée A P croissant continuellement, 

l'appliquée P M croisse aussi jusqu'à un certain 

point E , après lequel elle diminue • ou au con-

traire qu'elle diminue jusqu'à un certain point E, 

après lequel elle croisse. Cela posé. 

La ligne E D sera nommée la plus grande ou 

la moindre appliquée. 

DÉFINITION II. 

Si l'on propose une quantité telle que P M, qui 

soit composée d'une ou de plusieurs indéterminées 

telles que A P , laquelle A P croissant continuel-

lement , cette quantité P M croisse aussi jusqu'à 

un certain point E, après lequel elle diminue, ou 

au contraire ; 6c qu'il faille trouver pour A P, une 

valeur A E telle que la quantité ED qui en est 

composée, soit plus grande ou moindre que toute 

autre quantité P M semblablement formée de A P. 

Cela s'appelle une question De maximis Ò minimis. 

1 
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PROPOSITION 

GÉNÉRALE. 

46.L A nature de la ligne courle M D M étant 

donnée j trouv'er pour AP une valeur AE telle que 

rappliquée E D soit la plus grande ou la moindre 
de ses semblables P M. 

Lorsque A P croissant, P M croît aussi ; il est 

évident (Art. 8. 10.) que sa différence R m sera 

positive par rapport à celle de AP ; & qu'au con-

traire lorsque P M diminue, la coupée A P crois-

sant toujours, fa différence fera négative. Or toute 

quantité qui croît ou diminue continuellement, 

ne peut devenir de positive négative , qu'elle ne 

passe par l'infini ou par le zero ; fçavoir par le zero 

lorsqu'elle va d'abord en diminuant, & par l'infini 

lorsqu'elle va d'abord en augmentant. D'où il fuit 

que la différence d'une quantité qui exprime un 

plus grand ou un moindre , doit être égale à zero 

ou à l'infini. Or la nature de la courbe M D M 

étant donnée, on trouvera ( Secl. 1. ou 2. ) une 

valeur de R?», laquelle étant égalée d'abord à 

zero, & ensuite à l'infini, servira à découvrir la 

valeur cherchée de A E dans l'une ou l'autre de 
ces suppositions. 

R E M A R. Q U E. 

47«L A tangente en D (Fig. 30. 31. VI. 2. ) est 

parallèle à l'axe A B , lorsque la différence R m 

devient nulle dans ce point ; mais lorsqu'elle de-

vient infinie, la tangente se confond avec l'appli-
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quée ED. (Fig. 33. 34. PI. 3.) D'où l'on voit 

que la raison de m R à R M, qui exprime celle de 

l'appliquée à la soutangente , est nulle ou infinie 

sous le point D. 
On conçoit aisément qu'une quantité, qui di-

minue continuellement , ne peut devenir de posi-

tive négative fans passer par le zero ; mais on ne 

voit pas avec la même évidence que lorsqu'elle 

augmente, elle doive passer par l'infini. C'est 

pourquoi pour aider l'imagination , soient enten-

dues des tangentes aux points M, D, M ; ( Fig» 

30. 31. PI. 2.) il est clair dans les courbes où 

la tangente en D est parallèle à l'axe A B , que 

la soutangente PT augmente contiriuellement à 

mesure que les points M , P , approchent des 

points D , E ; & que le point M tombant en D, 

elle devient infinie ; & qu'enfin lorsque A P sur-

passe A E, la soutangente P T devient ( Art. 10.) 

négative de positive qu'elle étoit, ou au contraire. 

( Consulte^ la Note 26. ) 

E x E M p 1 E L 

48.S u p p o s o N s que xì -t-y — axy ( A P =x , 

P M =y, A B ==a ) ( Fig. 35. PI. 3. ) exprime 

la nature de la courbe M D M. On aura en pre-

nant les différences $xxdx-h ^yydy—.axdy+aydx
t 

& dy = Í2^f 3
xxdx ___

 Q
 l

or
fq

Ue
 }

e
 point P 

3yy —ax 

tombe fur le point cherché E, d'où Ton tire y = 

& substituant cette valeur à la place de y 

dans l'équation x3
 H- J

?
 == axy , on trouve pour 
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AE une valeur x = j a yi telle que 1 appliquée 

ED sera plus grande que toutes les semblables 

P M. ( Consultes la Note vingt-septieme. ) 

EXEMPLE II. 

49.S OITJ' — a = a
i
 x a — x

3
 , l'équation qui 

exprime la nature de la courbe M D M. ( Fig. 3 3. 

PI. 3. ) On aura en prenant les différences, ày í± 
3 

zdxVa. ., t , j, . 1 \ 

que] egaled abord a zero; mais parce que 

cette supposition me donne - 2dxya = 0 qui ne peut 

faire connoître la valeur de A E, j'égale ensuite 
3 

— zixVa v .,.
 c

 ■ . j
 5

y 

— a 1 infini, ce qui me donne 3}/a— x=o; 

d'où l'on tire x — a , qui est la valeur cherchée 

de AE. ( Consultes le Note vingt-huitieme. ) 

ExBMPIE III. 

50.S o 1 T une demie roulette accourcie A M F, 

( Fig» 36. PI. 3. ) dont la base B F est moindre 

que la demi-circonférence A N B du cercle gé-

nérateur qui a pour centre le point C II faut dé-

terminer le point E sur le diamètre A B, en sorte 

que l'appliquée E D soit la plus grande qu'il est 
possible. 

Ayant mené à discrétion l'appliquée P M qui 

coupe le demi-cercle en N
 5

 on concevra à l'ordi-

naire aux points M, N, les petits triangles MRw, 

N S n, & nommant les indéterminées AP, x; 

PN,^i Tare AN,»} & les données AN B, a j 
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B F , & ; C A ou . C N, c ; l'on aura par la pro-

priété de la roulette A N B (a) . B F ( h ) : : A N 

ht) . N M = —. Donc P M = z + — , & sa dif-

férence R m =
 ail

 ^" =■ o lorsque le point P 

tombe au point cherché E. Or les triangles rectan-

gles N S n , N P C font semblables ; car si l'on ôte 

des angles droits CNw,PNS l'angle commun 

C N S , les restes S N n , PNC seront égaux. Et 

partant C N (c) . C P ( c — x ) : : N n ( du ) . S n 
, , <. cdu — xdu -rs 
(dz)= . Donc en mettant cette va-

c ~-

leur à la place de dz dans adz + hdu—o , on trou-
acdu — axdu-+-bcdn i> \ u 

vera = o , d ou 1 on tirera x 
c 

bc 
( qui est en ce cas A E ) = c -f- —. 

II est donc évident que fi l'on prend C E du 

côté de B quatrième proportionnelle à la demi-

circonférence A N B , à la base B F , & au ra-

yon C B , le point E fera celui qu'on cherche. 

( Consultez la Note vingt-neuvieme. ) 

EXEMPLE IV. 

51.COUPER la ligne donnée A B ( Fig. 2 5. 

VI. 3. ) en un point E , enforte que le produit 

du quarré de Tune des parties A Ë par l'autre 

EB , soit le plus grand de tous les autres produits 

formés de la même manière. 

Ayant nommé Pinconue A E, x ; & la don-

née AB, a ; on aura A E ^ EB = axx x1, 
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qui doit être un plus grand. C'est pourquoi on 

imaginera une ligne courbe MDM, telle que la 

relation de l'appliquée M P (y ) à la coupée A P 
t v c - t 1 u i ■ axx—x$ 
(x) íoit exprimée par 1 équation y = , & 

on cherchera un point E tel que l'appliqueé E D 

soit la plus grande de toutes ses semblables P M ; 
- j , laxdx — Qxxdx

 v ce qui donne dy — —' — o, d ou I on 

tire AE(x)=^. 

Si l'on veut en général que xm x a — x soit un 

plus grand ( m & n peuvent marquer tels nombres 

qu'on voudra ) , il faudra que la différence de ce 

produit soit égale à zero ou à l'infini, ce qui don-

ne mxm 1 dx X a—x —na — x dxXxm=z 

o, d'où en divisant par x"^ 'x«-x dx,Yon 

tire am — mx—nx = <7,&AE(x) = ——— a. 
s ' ni -+- n 

Si»7=2,&w — —- i, l'on aura A E = 2a, 

& il faudra alors énoncer le Problême ainfi. 

Prolonger la ligne donnée A B ( Fig- 37. Pl. 3.) 

du côté de B en un point E, enforte que la quan-

A E* 
tité g-g soit un moindre , & non pas un plus 

grand ; car l'équation à la courbe MDM fera 

xx —y , dans laquelle fí l'on suppose x~a , 

l'appliquée P M qui devient B C fera ̂  , c'est-à-

dire, infinie ; & supposant x infinie, l'on aura/ 

—x, c'est-à-dire , que l'appliquée sera aussi infinie. 
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Si w = 1 , & « = — 2 , l'on aura A E = - a ; 

d'où il fuit que l'on doit énoncer le Problême 

alors en cette forte. 

Prolonger la droite donnée A B ( Fig. 38. PI. 

3. ) du côté de A en un point E , enforte que la 

. , A E x AB r. , 1 
quantité ——— soit plus grande que toute au-

BE 

A P x A B* 

tre quantité semblable —-~—. ( Consultez l<% 

Note trentième. ) 

EXEMPLE V. 

52. LA ligne droite A B ( Fig. 39. PI. 3. ) étant 

divisée en trois parties A C , C F , F B , il faut 

couper fa partie du milieu C F au point E , en-

forte que le rapport du rectangle A E x E B au 

rectangle C E x E F foít moindre que tout au-

tre rapport formé de la même manière. 

Ayant nommé les données A G , a ; C F
 3

 b ; 

C B , c ; & l'inconnue C E, x ; Ton aura AE = 

«+x,EB = c-x, EF = ̂ — x, 6c partant 

le rapport deAExEBà CE x EF fera 
ac -f- cx — ax ■— xx . , .

 A
 -, r~i n. 

- qui doit être un moindre. eit 
bx -XX 

pourquoi fi l'on imagine une ligne courbe MDM, 

telle que la relation de l'appliquée P M (y ) à la 

coupée CP(x) soit exprimée par l'équation y = 

y la question se réduit à aac aax ■ axx 

bx XX 

trouver pour x une valeur C E telle que Pappli-
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quée E D soit la moindre de toutes ses sembla-

bles P M. On formera donc ( en prenant les dif-

férences , & divisant ensuite par adx ) l'égalité 

cxx — axx — bxx -j- 2acx — abc b= 0 , dont l'une 

des racines résout la question. 

Si c — a ~j-b , l'on aura x = \ b. ( Consultes 

la Note trente-unieme.} 

EXEMPLE VI. 

53. ENTRE tous les Cônes qui peuvent être 

inscrits dans une sphère déterminer celui qui a la 

plus grande surface convexe. 

La question se réduit à déterminer sur le dia-

mètre AB du demi-cercle AFB ( Fig. 40. PI. 3. ) 

le point E ; ensorte qu'ayant mené la perpendi-

culaire EF, & joint AF, le rectangle AFxFÉ 

soit le plus grand de tous ses semblables ANxNP. 

Car si l'on conçoit que le demi-cercle AFB fasse 

une révolution entière autour du diamètre AB , il 

est clair qu'il décrira une sphère , & que les trian-

gles rectangles A E F , A P N décriront des cônes 

inscrits dans cetre sphère , dont les surfaces con-

vexes décrites par les cordes A F , AN, seront 

entr'elles comme les rectangles A FxF E, ANxNP. 

Soit donc l'inconnue A E == x , la donnée AB 

z=z a, on aura par la propriété du cercle A F =: 

j/ax, E F — \/áx—xx ; & partant A F x F E 

— \/aaxx — axi qui doit être un plus grand. 

C'est pourquoi on imaginera une ligne courbe 

MDM telle que la relation de Pappliqueé P M 

Cy } à la coupée A P ( x ) soit exprimée par l'é-
quatioiì 
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. . Víiaxx ax' o 1J 11 tL 
quation =- y ; & I on cherchera le 

point E , ensorte que l'appliquée E D soit plus 

grande que toutes ses semblables P M. On aura 
laxix— yxxdx ^ 

t= 0 ■ì 
donc en prenant la différence 

21 aaxx 

d'où l'on tire AE (x) = |a. ÇConsultez la Note 
trente-deuxième. ) 

EXEMUE vu. Í©w**»^ 

54. O N
 demande entre tous les Parallélépipèdes 

égaux à un cube donné ct3, & qui ont pour un 

de leurs côtés la droite donnée b , Celui qui a la 
moindre superficie. 

Nommant x un des deux côtés que l'on cher-

che
 3

 l'autre fera ~; & prenant les plans alterna-

tifs des trois côtés b , x, ~ du parallélépipède
 3 

leur somme sçavoir bx + a~ -+• ~- sera la moitié 

de sa superficie qui doit être un moindre. C'est 

pourquoi concevant à Fordinaire une ligne courbe 
. » bx aa aa „ 

qui ait pour équation — + — 4- — =: y, 1 on trou-

. -i-rrt bdx aadx 
vera en prenant la différence —■ = 0 , 

a xx 

d'où l'on tire xx — tf-- & x = ï/-r- ; de sorte 

que les trois côtés du parallélépipède qui satisfait 

à la question, seront le premier b, le second v/--
 3 
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& le troisième X^-j- D'où l'on voit que les deux 

côtés que l'on cherchoit , font égaux entr'eux. 

( Consultes la, Note trente-troisième. ) 

EXBMPIE VIII. 

5"5- O N demande présentement entre tous les 

Parallélépipède-: qui iont égaux à un cube donné 

a1, celui qui a la moindre superficie. 
Nommant x un des côtés inconnus, il est c'air 

par l'exemple précédent, que les deux autres côtés 

seront chacun j/— ; & partant la somme des 

plans alternatifs qui est la moitié de la superficie , 

fera — + 2 }/V x qui doit être un moindre. C'est 

pourquoi la diíterence —■ j- . < - = 0, d ou 

l'on tire x a ; & par conséquent les deux autres 

côtés seront aussi chacun — a ; de sorte que le cu-

be même donné satisfait à la question. 

EXEMPIE IX. 

56. LA ligne AEB (F/g. 41. PI. 5.) étant 

donnée de position fur un plan avec deux points 

fixes C, F ; & ayant mené à un de ses points 

quelconques P deux droites CP fa), PF (Oi 

soit donnée une quantité composée de ces indé-

terminées u de ^ , & de telles autres droites don-

nées a, b , Sec. qu'on voudra. On demande qu'elle 

doit être la position des droites CE, E F , afin 

que la quantité donnée, qui en est composée
 3 
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soit plus grande ou moindre que cette quantité , 

lorsqu'elle est composée des droites C P , P F. 

Supposons que les lignes CE, K F ayent la 

position requise ; & ayant joint CF, concevons 

une ligne courbe D M , telle qu'ayant mené à 

discrétion P Q. M perpendiculaire sur CF, l'ap-

p'iquée Q. M exprime la quantité donnée : il est 

clair que le point P tombant au point E , l'appli-

quée Q M qui devient OD, doit être ia moin-

dre ou la plu- grande de toutes ses semblables. 

11 faudra donc que fa différence soit alors égale 

à zero ou á l'infïni : c'est pourquoi si la quantité 

donnée est , par exemple , a u -f- , l'on aura 

a d u 1 \ d \ = 0 , & par conséquent d u . 

— d\ : : 2 \ . a. D'où l'on voit déja que d ^ doit 

être négative par rapport à du ,* c'est-à dire , 

que la position des droites CK , EF doit être 

telle que u croissant, \ diminue. 

Maintenant fi l'on mene E G perpendiculaire 

à la ligne A E 8, & d'un de ses points quel-

conques G les perpendiculaires GL , G I fur 

CE, E F ; & qu'ayant tiré par le point e 

pris infiniment près de E , les droites CKe , 

F e H , on décrive des centres C , F les petits 

arcs de cercle E K , EH : on formera les trian-

gles rectangles ELG & EKe, EIG & EH<?, 
qui seront semblables entr'eux ; car fi l'on ôte 

des angles droits G E e , L E K le même angle 

LEe, les restes L E G , K E e seront égaux ; 

on prouvera de même que les angles IEG, 

H E e seront égaux. On aura donc G L . GI 

Ez 
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: : Ke Qdu ). H e (— ̂  ) 2Ï-Û- D'°u îî 
suit que la position, des droites CE, EF doit 

être telle qu'ayant mené la perpendiculaire E G 

fur la ligne A E B; le sinus GL de sangle GEG 

soit au sinus GI de î'angle G E F, comme les 

quantités qui multiplient d % font à celles qui 

multiplient d u. Ce qu'il falloit trouver. ( Co«* 

sultc\ la Note trente-quatrième. ). 

COROLLAIRE. 

57. Si l'on veut à prélent que la droite CE 

soit donnée de position & de grandeur, que la 

droite E F le soit de grandeur seulement, & 

qu'il faille trouver sa position , il est clair que 

ì'angle G E C étant donné , son sinus G L le 

fera ausiì, & par conséquent le sinus GI de 

I'angle cherché G E F. Donc si l'on décrit un 

cercle du diamètre E G , & que l'on porte la 

valeur de GI fur fa circonférence de G en I ; 

Ja droite E F qui passe par le point I aura la 

position requise. 
Soit au -t-b^la. quantité donnée ; on trouvera 

GI r= —y— ; d'où l'on voit que quelque lon-

gueur qu'on donne àEC&àEF,la position 

de cette derniere sera toujours la même , puis-

qu'elles n'entrent point dans la valeur de GI, qui 

par conséquent ne change point. Si a =fc, il est 

clair que la position de E F doit être sur C E pro-

longée du côté de E ; puisque G L = GI, lorsque 

les points C, F tombent de part ôc d'autre de la 
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íigne A E B : mais lorsqu'ils tombent du même 

côté, Pangle F E G ( Fi g. 42. PI. 3.) doit être 
pris égal à l'angle C E G. 

E X B M P X E X. 

58*LE cercle AEB ( Fig. 42. PI. 3. ) étant 

donné de position avec les points C, F hors de 

ce cercle ; trouver fur fa circonférence le point E 

tel que la somme des droites C E, E F soit la 

moindre qu'il est possible. 

Supposant que le point E soit celui que l'on 

cherche ; & menant par le centre O la ligne 

O E G, il est clair qu'elle fera perpendiculaire 

fur la circonférence AEB; & partant ( Art. 

57. ) que les angles F E G , C E G feront égaux 

entr'eux. Si donc l'on mene E H , enforte que 

l'angle EH O soit égal à l'angle CEO , & 

de même E K, enforte que l'angle E K O soit 
égal à l'angle FEO , & îes parallèles E D , 

EL à O F, OC; on formera les triangles sem-
blables OCE & O E H , O F E & O E K , 

H D E & K LE ; & en nommant les connues 

OE ou O A ou OB, a; OC OF, c; & 

les inconnues O D ou L E , x ; D E ou O L , j ; 

l'on aura OH=pOK = ̂ -,& HD (x~ 

Ç ) . DE (j/) : : KL (y — ~) . LE (xj.Donc xx 

aax aay -n i \ 
—- -j- r= y y , qui est une équation a une 

hyperbole que l'on construira facilement , & 

qui coupera le cercle au point cherché E. 
E3 
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( Consulte^ la Note trente-cinquième- ) 

EXEMPLE XI. 

59-XJN voyageur partant du lieu C ( Fig 43. 

VI. 3. ) pour aller au lieu F , doit traverser deux 

campagnes séparées par la ligne droite A EB. 

On suppose qu'il parcourt dans la campagne du 

côté C l'espace a dans le temps c , & dans l'autre 

du côté de F l'espace b dans le même tems c : on 

demande par quel point E de la droite A E B il 

doit passer , afin qu'il employé le moins de tems 

qu'il est possible pour parvenir de G en F. Si l'on 

fait a.C£(«)::f.-^. Eté . EF (ç) :: c. 

e
-^-. II est clair que -g exprime le temps que le vo-

yageur employé à parcourir la droite C E , & de 

même que -j- exprime celui qu'il employé à par-

courir EF,* de forte que — -+- - doit être un 
* 1 a b 

moindre. D'où il fuit ( Art. 56. ) qu'ayant mené 

E G perpendiculaire fur la ligne A B ; le sinus de 

l'angle G E C doit être au sinus de l'angle GEF , 

comme a est à b. 

Cela posé , si l'on décrit du point cherché E, 

comme et ntre, de l'inrervalle EC, le cercle CGH, 

& qu'on mene fur la droite A E B les perpendicu-

laires C A , H D , F B , & fur C E , E F les per-

pendiculaires GL, GI • l'on aura a . b : : GL . 

GI.OrGL—AE, &GIrr ED , parce que 

les triangles rectangles GEL&ECA, G E I 
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& E H D sont égaux & semblables entr'eux, com-

me il est facile à prouver. C'est pourquoi iì Ton 

nomme Pinconnue A E, x ; on trouvera E Ù 

bv 
— — : & nommant les connues AB,/; AC,g; 

B F, h ; les triangles semblables E B F , E D H 

donneront E B (/— x ) . B F ( h ) : : ED ( & ). 

D H = —. Mais à cause des triangles rectan-
af — ax ° , 

gles E D El, SAC, qui ont leurs hypothenuses 

E H , E C égales, l'on aura ED* + DH = hA 

+ AC , c'est-à-dire, en termes analytiques, 

xx-\-gg: De forte que ôtant les 
aa fj - Zaafx <Z4XJí 

fractions, & ordonnant ensuite l'égalité , il vien-

dra aax*' — 2aasx3
 -+- aaffxx — laafggx -+- aasfgg =3 0. 

— b b -i- 2bbs H- ct^gg 

— W 

On peut encore trouver cette équation de la 

manière qui suit, sans avoir recours à l'exemple 9. 

Ayant nommé comme auparavant les connues 

AB ,/" ; A C, g ; B F , h ; & l'inconnue AE , x ; 

on fera a. C E ( KVg -f- ) : : c. c>P§-f-x* _
 au 

tems que le voyageur employé à parcourir la droi-

te CE. Et de même b . EF (}/// — îjx-t~xx-:- M ) 

: : c
 . *ff—O; _

 au tems que
 le voya-

0 

E4 
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geur employé à parcourir la droite EF. Ce qui fera 
cV'gg -+- xx cVff — 2/* -H xx -+- hh 

: H : 1 

Cxdx 

'çs à un moindre ; ôz 

cxdx — cfdx 
partant sa différence -
4 aVgg + xx bv ff — ifx -f- xx -i- hh 

=2 0 ; d'où l'on tire, en divisant par cdx & en 

ôtant les incommensurables, la même égalité que 

ci-devant, dont l'une des racines fournira pour 

A B la valeur qu'on cherche, ( Consulte^ la Note 

trente-sixième, ) 

EXEMPLE XII. 

(60. S o IT une poulie F ( Fig. 44. PI. 3. ) qui 

pend librement au bout d'une corde CF atta-

chée en C, avec un plomb D fuipendu par la 

corde D F B qui passe au-dessus de la poulie F , 

& qui est attachée en B , enforte que les points 

C , B font situés dans la même ligne horizontale 

CB. On suppose que la poulie & les cordes 

n'ayent aucune pesanteur ; & Ton demande en 

quel endroit le plomb D , ou la poulie F doit 

S'arrêter. 

II est clair par les principes de la Mécanique 

que le plomb D descendra le plus bas qu'il lui fera 

possible , au-dessous de 1 horizontale C B ; d'où il 

fuit que la ligne à plomb D F E doit être un plus 

grand. C'est pourquoi nommant les données CF , 

DFii, h CB, s,- & '. inconnueCË,Ï; l'on 

aura EF== \/aa~xx, F B j/^-

& D F E 
cc- 2CXt 

- cc — 2oc -f~ \/ au 

qilì doit être un plus grand ; & partant fa dissé 
XX 
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cdx xdx i> \ n 

rence - , — ■ , 0, d ou i on tire 
V aa —i-cc icx Vaa xx 

2cxi — zccxx •—" aaxx H- CICLCC =: 0, & divisant par 

x — c , il vient 2cxx — aax — aae = 0 , dont l'une 

des racines fournit pour C E une valeur telle que 

la perpendiculaire E D passe par la poulie F & le 

plomb D , lorsqu'ils font en repos. 

On pourroit encore résoudre cette question 

d'une autre manière que voici. 

Nommant E F , y ; B F , $ ; l'on aura b 

— -< -\-y = à un plus grand • & partant dy=zà\. 

Or il est clair que la poulie F décrit le cer-

cle CFA autour du point C comme centre 5 

& partant si du point / pris infiniment près de 

F, l'on mene /R parallèle à C B, 6c f S per-

pendiculaire fur B F , l'on aura FR = dy, & FS 

=zd%. Elles seront donc égales entr'elles ; & par 

conséquent les petits triangles rectangles FR/, 

FS/, qui ont de plus l'hypothénufe F/ commune, 

seront égaux & semblables 5 d'où l'on voit que 

l'angle R F f est égal à l'angle S F/, c'est-à-

dire , que le point F doit être tellement situé 

dans la circonférence FA , que les angles faits 

par les droites E F , F B fur les tangentes en F, 

soient égaux entr'eux : ou bien ( ce qui revient 

au même ) que les angles B F C , DEC soient 

égaux. 

Cela posé, si l'on mene F H , enforte que l'an-

gle F H C soit égal à l'angle C F B ou C F D ; les 

triangles CBF, C F H feront semblables ; comme 

aussi les triangles réctangles E C F , E F H, puis-
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que l'angle CF S est égal à l'angle F H E, étant 

l'un & l'autre le complément à deux droits, des 

angles égaux F H C , C F D ; & par conséquent 

on aura CH=^
}
 8c H È ( x — ~). EF {y) 

: : E F (_*/ ) . EC(x). Donc xx — ̂  -=:yy=aa 

— xx par la propriété du cercle, d'où l'on tire 

la même égalité que ci-devant. 

EXEMPLE XIII. 

61. H/ ÉLÉVATION du pôle étant donnée, 

trouver le jour du plus petit crépuscule. 

Soit C ( F/g. 45. PI. 3. ) le centre de la sphère ; 

APTOBHQ le méridien; H B d O l'horison; 

Q E e T le cercle crépusculaire parallèle à l'ho-

rison : A M N B l'équateur ; F' E D G la portion 

du parallèle à l'équateur, que décrit le Soleil le 

jour du plus petit crépuscule , renfermée entre les 

plans de l'horison & du cercle crépusculaire ; P le 

pôle austral ; P E M , P D N des quarts de cer-

cles de déclinaison. L'arc H Q ou O T du mé-

ridien compris entre l'horison Sc le cercle crépus-

culaire , & l'arc O P de Pélévation du pôle sont 

donnés ; Sc par conséquent leurs sinus droits 

CI ou FL ou Q.X, 6c OV. L'on cherche le 

sinus C K de l'arc E M ou D N de la décli-

naison du Soleil, lorsqu'il décrit le parallèle E D. 

S'imaginant une autre portion f e d g d'un 

parallèle à l'équateur , infiniment proche de 

F E D G , avec les quarts de cercle Pf w, 

P d n ; il est clair que le tems que le Soleil 
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employé à parcourir l'arc E D, devant être un 

moindre , la différence de l'arc M N qui en est 

la mesure, & qui devient m n lorsque E D de-

vient e d, doit être nulle ; d'où il suit que les 

petits arcs Mm , NÍJ , &r par conséquent les 

petits arcs Re, S d, seront égaux entr'eux. Or 

les arcs RE , S D étant renfermés entre les 

mêmes parallèles ED, ed, font auíïi égaux, 

&c les angles en S & en R font droits. Donc 

les petits triangles rectangles ERe, DSd ( que 

l'on considère comme recti'ignes (^Art. 3.) à 

cause de l'infinie petitesse de leurs côtés ), se-

ront égaux & semblables ; &. par conséquent les 

hypothénufes Ee, Dd feront aussi égales entr'eîles. 

Cela posé , les droites D G , E F, dg , es com-

mune sections des pians F tí D G , sedg parallèles 

à l'équateur, avec 1 horizon & le cercle crépuscu-

laire , seront perpendiculaires íur les diamètres 

HO, QT, puisque les plans de tous ces cercles fe-

ront perpendiculaires chacun fur le plan du méri-

dien ; & les petites droites G g , F s seront égales 

entr'eîles , puisque les droites F G, s g font paral-

lèles. Donc |/D i — G g ou D G — d g = 

|/E e — F/ OU se — F" E. Or il est clair par ce 

que l'on a démontré dans l'article 50. que si l'on 

mene à discrétion dans un demi-cercle deux ap-

pliquées infiniment proches , le petit arc qu'elles 

renferment, fera à leur différence, comme le ra-

yon est à la coupée depuis le centre, ce qui donne 

ici (à cause des cercles HDO,QET)CO.CG 
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.-•DdouEc.DG — dg ou fe — F E : : IQ . I F 

: :CO-+-IQouOX.CG-t-IFouGL. Mais à 

cause des triangles rectangles semblables CVO, 

CKG,FLG,l'on aura CO/CG : : OV.GK. 

Et G K . GL : : CK. FL ou QX. Donc O V . 

CK::OX.XQ.::XQ..XH par la propriété 

du cercle : c'est-à-dire, que si l'on prend QX 

pour le rayon ou sinus total dans lë triangle 

rectangle Q X H, dont l'angle H Q X est de 9 

degrés, parce que les Astronomes font l'arc H Q 

de 18 degrés , l'on aura comme le sinus total 

est à la tangente de 9 degrés, de même le si-

nus de l'élevation du pôle est au sinus de la 

déclinaison australe du Soleil dans le tems du 

plus petit crépuscule. D'où il suit que si l'on 

ôte 0.8002875 du logarithme du sinus de i'é-

levation du pôle 5 le reste fera le logarithme du 

íinus cherché. Ce qu'il falloir trouver. ( Con-

sulte^ la Note trente-septième. ) 
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SECTION IV. 

Usage du calcul des différences pour trouver les 

points d'inflexion Ô de rehrouffement. 

O M M E l'on se servira dans la fuite des 

diffcrences secondes , troisièmes , &c. il 

est nécessaire d'en donner une idée avant que 

d'aller plus loin. 

DÉFINITION L 

La portion infiniment petite dont la diffé-

rence d'une quantité variable augmente ou di-

minue continuellement, est appellée la différence 

de la différence de cette 'quantité , ou bien fa 

différence seconde. Ainsi si l'on imagine une troi-

sième appliquée n q CFig.46. PI. 3.) infiniment 

proche de la seconde m p , & qu'on mene m S 

parallèle à AB, & m H parallèle à RS; on ap-

pellera Un la différence de la différence R m, 

ou bien la différence seconde de P M. 

De même si l'on imagine une quatrième ap-

pliquée os infiniment proche de la troisième 

n q , & qu'on mene n T parallèle à A 8 , & 

n L parallèle à ST; on appellera la différence 

des petites droites H n , L 0, la différence de la 

différence seconds, ou bien la différence troisième 

de P M. Et ainsi des autres. C Voyt\ la Note 38.) 
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AVERTISSEMENT. 

On marquera dans la fuite chaque différence 

par un nombre de d qui en exprime l'ordre ou 

le genre. Par exemple , on marquera par dd la 

différence seconde ou du second gtnre par ddd, 

la différ ence troisième ou du troisième genre • par 

dddd , la différence quatrième ou dû quatrième 

genre, Ò de même des autres. Ainsi ddy expri-

mera Hn • dddy, J o — Hn ou Hn — Lo , &c. 

Ouant aux puissances de ces différences , on les 

marquera par deí chiffres postérieurs mis au-dessus , 
comme l'on fait ordinairement celles des gran-

deurs entières. Par exemple , le quarré , ou le 

cube de dy fera dy1 , ou dy3 ' le quarré , ou le 

cube de ddy fera ddy*. , ou ddy3 celui de dddy 

fera dddy1 , ou dddy3 * celui de ddddy fera 

ddddy* , ou ddddy* , Ùc. ( Voye\la Note 39. ) 

COROLLAIRE I. 

62. S1 l'on nomme chacune des coupées A P, 

A p , A q , As , x • chacune des appliquées 

PM , p m , q n, so,y • & chacune des por-

tions courbes AM, A m , An, Ao , a; il est 

clair que dx exprimera les différences P p, pq, 

q f des coupées; dy les différences R m , Sw , 

T o des appliquées ; & d u les différences M m, 

m n
 3

 n 0 des portions de la courbe AMD. 

Or afin de prendre , par exemple , la différence 

seconde H » de la variable P M
 S

 il faut ima-

giner sur Taxe deux petites parties Vp , pq
 f 
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& fur la courbe deux autres M m , m n pour 

avoir les deux différences Km, S n ; & par-

tant fi l'on suppose que les petites parties P p , 

pg soient égales entr'eîles; il est clair quedx 

fera constante par rapport à à y & à du , puis-

que P p qui devient p g demeure la même pen-

dant que R m qui devient S n , & M w qui 

devient m n , varient. On pourroit supposer que 

les petites parties de la courbe Mm , mn le-

roient égales entr'eîles, & alors d u feroit cons-

tante par rapport à dx & à d y • & enfin íî 

l'on supposoit que Km & S w fussent égales , 

feroit constante par rapport à d x & à du, 

& fa différence H n ( <sWj ) feroit nulle. 

De même pour prendre la différence troisiè-

me de P M , ou la différence de la différence 

seconde Hn , il faut imaginer sur l'axe trois pe-

tites parties Pp, p q, q f ; fur la courbe trois 

autres M m , m n , n 0 ; & fur les appliquées 

aussi trois autres Km, S», T 0 , 6c alors on 

aura d x ou du ou dy pour constante , selon 

qu'on supposera que les petites parties ¥ p, pq, 

q f, ou M m , m n , no , ou R ?», Sn, T 0 font 

égales entr'eîles. II en est de même des diffé-

rences quatrièmes , cinquièmes, &c. 

Tout ceci se doit aussi entendre des courbes 

AMD , ( Fig. 47. PI. 3. ) dont les appliquées 

I B iM, B m
 y

 B n partent toutes d'un point fixe 

B j car pour avoir , par exemple, la différence 

seconde de B M , il faut imaginer deux autres 

appliquées Bm
 3

 Bn qui fassent des angles MBm
 9 
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mBn infiniment petits, & ayant décrit du cen-

tre B les petits arcs de cercle MR, m S ; la 

différence des petites droites K m, S», fera la 

différence seconde de B M j & l'on pourra pren« 

dre pour constants les petits arcs MR, m S , 

ou les petites portions de la courbe Mm , mn , 

ou enfin les petites droites Km, S n. II en va 

de même pour les différences troisièmes
 3

 qua-

trièmes, 8cc. de l'appiiquée B M. 

REMARQUE. 

63. ON
 doit bien remarquer , i°. Qu'il y a 

différens ordres d'infiniment petits : que R m , 

( Fig. 46. PL 3.) par exemple , est infiniment 

petite par rapport à P M , & infiniment grande 

par rapport à H n * de même que l'espace M P p m 

est infiniment petit par rapport à l'eipace A P M, 

8c infiniment grand par rapport au triangle MRw. 

2
0

. Que la différence entière P/ est encore in-

finiment petite par rapport à A P ; parce que 

toute quantité qui est la somme d'un nombre 

fini de quantités infiniment petites, telles que 

P p , p q , q f par rappOrt à une autre A P , 

demeure toujours infiniment petite par rapport 

à cette même quantité : 8c qu'afin qu'elle de-

vienne du même ordre , il faut que le nombre 

des.quantités de l'ordre inférieur qui la compose, 

soit infini. 

COROLLAIRE II. 

64. O N peut marquer en cette sorte les différen-

ces secondes dans toutes les suppositions possibles. 
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I°. Dans les courbes où les appliquées wRj 

n S sont parallèles entr'elles, ( Fig. 48, 49. Pl. 5. ) 

on prolongera la petite droite Mm en H 011 

elle rencontre i'appliquée S 77 * & ayant décrit 

du centre m , de ï'intervaîle m n , Tare nk, on 

tirera les petites droites nl , //, k.cg dont la 

première soit parallèle à m S, & les deux autres 

à S w» Cela posé , si l'on veut que dx soit cons-

tante, c'est-à-dire , que MR soit égale à mSf 

il est clair que le triangle m S H est semblable 

& égal au triangle MRw, ôc qu'ainsi H w est 

âdy , c'est-à-dire , la différence de R m & S», 

& Hk=ddu. Mais si l'on suppose que du soit 

constante, c'est-à-dire, que Mm = m n ou à 

mk; il est évident alors que le triangle m g k 

est semblable & égal au triangle M R m , Sc 

qu'ainsi k.c = d d y , &. S g ou c n ■= d d x. 

Enfin fi l'on prend d y pour constante, c'est-

à-dire , wR=«S, il s'ensuit que le triangle 

mil est égal & semblable au triangle M R m , 

& qu'ainsi /'S ou nl^ddx, ôilk — ddu. 

2
0

. Dans les courbes dont les appliquées B M
 3 

, BK partent du même point B , ( Fig. 50. 51. 

P/. 3. ) l'on décrira du centre B les arcs M R
 9 

?» S , que l'on regardera ( Art. 3. ) comme de 

petites droites perpendiculaires fur Bm , B « § 

& ayant prolongé M m en E , & décrit du cen-

tre m
9
 de I'intervaîle WK, le petit arc w&E, 

on fera l'angle E«H = OTBB, & l'on tirera 

les petites droites nl, li, \cg dont la pre-

mière soit parallèle à r,zS , & les deux autres 

F 
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à S ». Cela posé , à cause du triangle B S m 

rectangle en S, l'angle BmS •+■ mBn , ou -+- ETKH 

vaut un droit , & partant l'angle B m E vaut 

un droit+S«H; il vaut aussi le droit M. R m 

-+- RMw , puisqu'il est externe au triangle RMw. 

Donc l'angle Smlì — RMw. 
II suit de ceci, i°* Que si l'on veut que dx soit 

constante, c'est-à-dire que les petits arcs MR, 

m S soient égaux entr'eux , le triangle S m H sera 

semblable Sc égal au triangle RM»,& qu'ainíì 

H»'=Í/^,& Hk=ddu. 2°. Que fí l'on prend du 

pour constante, le triangle gm\ fera semblable & 

égal au triangle R M m, & qu'ainsi kc exprimera 

d dy, & Sg ou cn, ddx. Enfin, 3
 0

. Que 11 l'on prend 

dy pour constante, les triangles iml ,RM» seront 

égaux 8c semblables ; & qu'ainíì iS ou In 'é=± ddx , 

& lk == ddu. 

PROPOSITION I. 

PROBLÈME. 

65.P R E N D K. E la différence d'une quantité com-

posée de différences quelconques. 
On prendra pour constante la différence que 

l'on voudra, & traitant les autres comme des 

quantités variables, on se servira des régies pres-

crites dans la Section première. 

La différence de ~ , en prenant dx pour conf-
ise 

^ dy
x

-hydJy dxdy
%

—ydyddx 
tante , fera J y-, &

 y

 d
J y

 en pre-

nant dy pour constante. 
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Celle de
 ây 1

 y
 en

 prenant dx pour 

constante , sera dz \
/

d
x

%
 -hdy

1
 + l

d
y

dd
y, „ \

G r J
 \Zctx

2
- -ï-dy^ 

tout divisé par dx, c'est-à-dire^* 

& en prenant dy pour constante , elle sera 

àzdx\
/

dx
%

 H- ^y

2

- + ̂ -^L — ?ddx\/dx
z

 <+- rfy

2

- » ÎS 

tout divisé par dx\ càd. ^^r^*-?^*, 

La différence de , en prenant d# pour 

constante, sera dy
%
-+- yddys/dx

1
 -+■ dy

1
 -h ■ 1Ì

y ddy
\., 

J J J T
 , V^r

1
 —f- rfy

1
 ' 

le tout divisé paí «!x
!
 + «afy*, c'est-à-dire > 

dx*dyz ~+-dy4-^ ydx^ddy 

■.VH-frVfr'-Hfr- *
 & Cn Fenant

 ^ P
0

"" 
constante, elle sera 

dx* -f- í/y'l/jje^-t-ûíy
1 

La différence de /fr'V
7
^

1
.-+-

 d
7

x

 on 
•—■ dxddy , î 

ág'-wy»
? eíl

 prenant <Î/X pour
1
 constante, sera 

—• dxddy 

— ldxdyddy*xdx*+dy
r 1

 -f- dxdddy x dx^+dy* * 

Mais il faut observer que dans ce dernier cas il 

n'est pas libre de prendre dy pour constante, car dans 

cette supposition fa différence ddy feroit nuile, Sc 

par conséquent elle ne devroit pas se rencontrer 

dans la quantité proposée. ( Consultez, la Note 40. ) 

F a 
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DÉFINITION II. 

Lorsqu'une ligne courbe AFK {Fig. 52. 53. 

54. 5 5. PI. 3. 4. ) est en partie concave & en par-

tie convexe vers une ligne droite A B ou vers un 

point fixe B ; le point F qui sépare la partie con-

cave de la convexe , & qui par conséquent est la 

fin de l'une & le commencement de l'autre, est 

appellé point à'infléxion , lorsque la courbe étant 

parvenue en F continue son chemin vers le même 

côté : & point de rebroujsement, lors qu'elle re-

brousse chemin du côté de son origine. 

PROPOSITION II. 

PROBLÈME GÉNÉRAL. 

66-L A nature de la ligne courbe AFK étant 

donnée, déterminer le point à'infléxion ou de re-

haussement F, 
Supposons en premier lieu que la ligne courbe 

AFK (Fig. 52. 53. PI. 3. 4. ) ait pour diamètre 

une ligne droite AB, & que íes appliquées P M, 

EF, &c. soient toutes parallèles entr'elles. Si l'on 

mene par le point F, l'appliquée F E avec la tan-

gente F L ; & par un point quelconque M de la 

partie A F, une appliquée M P avec une tangen-

te M T : il est clair, 
i°. Dans les courbes qui ont un point d'inflé-

xion
 3

 que la coupée A P croissant continuelle-

ment , la partie A T da diamètre, interceptée en-

tre Porigine des x & la rencontre de la tangente , 

croît aussi jusqu'à ce que le point P tombe en E, 
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après quoi elle va en diminuant ; d'où l'on voit 

que AT qui répond à l'appliquée en P, doit 

devenir un plus grand AL » lorsque le point 

P tombe sur le point cherché E. 
20. Dans celles qui ont un point de rebrousse-

ment, que la partie AT croissant continuelle-

ment , la coupée A P croît aussi jusqu'à ce que le 

point T tombe en L, après quoi elle va en dimi-

nuant ; d'où Ton voit que A P qui répond à, AT, 
doit devenir un plus grand A E , lorsque le point 
T tombe en L. 

Or si l'on nomme AE, x; JiF ,y, l'on auraAL 
ydx , , j.^rr .

 íí
dy'1dx — ydxddy =

 ^—x,dontladifterence,qui est -— £ 

— dx ( en supposant dx constante) , étant divisée 
par dx différence de A E,.doit être ( Art. 47.) 

nulle ou infinie ; ce qui donne — ~~ = 0 , ou à 

l'infini : de sorte que multipliant par dyx, & divi-

sant par —y , il vient ddy — 0, ou à l'infini ; ce qui 

servira dans la fuite de formule générale pour trou-

ver le point d'infléxion ou de rebroussement F. 

Car la nature de la courbe A F K étant donnée , 

Ton aura une valeur de dy en dx \ & prenant la 

différence de cette valeur, en supposant dx cons-

tante , on trouvera une valeur de ddy en dx*, la-

quelle étant égalée d'abord à zero , & ensuite à 
l'infini , servira dans l'une ou l'autre de ces sup-

positions à trouver pour AE une valeur , telle que 

l'appliquée E F aille couper la courbe A F K au 

point d'infléxion ou de rebroussement F. 

F3 
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L'origine A des x peut être tellement situéë 
ydx ' ' ,. , ydx UiD 

que AL=x <—fj-, au lieu de-^- — x , & que 

AL ou A E soit un moindre au lieu d'être un plus 

grand : mais comme la conséquence est toujours la 

fnême, & que cela ne peut faire aucune difficulté, 

jje ne m'y arrêterai pas. II est à remarquer que AL 

fie peut jamais être — % y-~ , car lorsque le 

point T tombe de l'autre côté du point P, par 

rapport à l'origine A des x> la valeur de fera 

négative suivant l'article io,& par conséquent 

çelle de -r sera positive , de sorte qu'on aura 
Vjlr<;.j tau -Ì rd^:inuir,íK \ •• îflfíloqquí m ) yfe 

encore en ce cas A E -+- E L .' ou A L = x — y~. 
dy ■ 

La même chose se^péut encore trouver de cette 

autre manière. II est clair qu'en prenant dx pour 

constante , & supposant que l'appliquée y aug-

mente, Sn ( F/g. 48. 49. VI,, 3. ) est moindre que 

S H ou que Rm dans la partie concave, & plus 

grande dans la convexe. D'où l'on voit que la va-

leur de HB ( ddy ) doit devenir de positive néga-

tive fous le point d'infléxion ou de rebroussement 

Fí & partant (Art. 47.) qu'elle y doit être ou 

íìulle ou infinie. 
Supposons en second lieu que la courbe AFK 

{F/g. 54. 55. PI. 4. ) ait pour appliquées les droi-

tes B M , B F , B iVl , qui partent toutes d'un 

même point B. Si l'on mene teìle appliquée BM 

C Ffg< 56. 57. PI. 4- ) qu'on voudra , avec une 
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tangente M T qui rencontre B T perpendiculaire 

à B M. au point T 5 & qu'ayant pris le point m 

infiniment près de M , l'on tire l'appliquée Bm, 

la tangente mt, & la perpendiculaire Bí fur Bm, 

qui rencontre M T en O ; il est visible ( en suppo-

sant que l'appliquée B M, qui devient Bm, aug-

mente ) que dans la partie concave , BÍ surpasse 

B O , & qu'au contraire elle est moindre dans la 

partie convexe ; de forte que fous le point d'in-

fléxion ou de rebroussement F, la valeur de Ot 

doit devenir de positive négative. 

Cela posé, si l'on décrit du centre B ( Fig. 5 6. 

PI. 4. ) les petits arcs de cercle MR, T H, on 

formera les triangles semblables 7» R M, MBT, 

TH O , &. les petits fécteurs semblables B M R , 

B TH. Nommant donc B M, y ; MR , dx ; l'on 

aurai»R(^).RM(^)::BM 00 \ BT =5= 

3^:: MR(áx).TH=^::TH(^).HO 

= ^r- O
r
 fi l'

on
 prend la différence de BT (^) 

en supposant dx constante , il vient B t — B T ou 

H t — ~iy
 ~y

ixii
y . & partant OH-4-H* ou 

0í
 Jxt-t-dxdf -ydxfy

 D
,
où

 y
 su

.
t £n muI

_ 
ay1 

tipliant par dy1, & divisant par dx , que la valeur 

de dx1-\rdy* —yddy fera nuìle ou infinie fous le 

point d'infléxion ou de rebroussement F. Or la 

nature de la ligne AFK ( Fig. 54. 55. PI. 4. ) 

étant donnée, l'on aura des valeurs de dy en dx, 

F4 
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& de ddy en dx*, lesquelles étant substituées dans 

dx1 -f- dy1 —yddy , formeront une quantité , qui 

étant égalée d'abord à zero, & ensuite à l'infini, 

servira à trouver pour B F une valeur telle que 

décrivant du centre B, & de ce rayon un cercle, 

il coupera la courbe A F K au point d'infléxion ou 

de rebroussement F. Ce qui étoit proposé 

Pour trouver encore la même chose d'une autre 

manière, il faut considérer que dans la partie con-

cave , l'angle BmE ( Fig. 50. 5 1. PI. 3.) surpasse 

î'angle Bmn, & qu'au contraire dans la convexe 

jl est moindre; & partant que l'angleBmE - Bmn 

ou Emn, ( Fig. 50. PI. 3. ) c'est-à-dire , Tare En 

qui en est la mesure, devient de positif négatif 

fous le point cherché F. Or prenant dx pour cons-

tante , les triangles rectangles semblables H m S, 

Hnk , donneront H m (du) , m S ( dx ) ; : H n 

( — ddy ) . nk = — ~J~~ ■
 ou

 ^'
on

 doit observer 

que la valeur de H» est négative, parce que B m 

(j/) croissant, Km (dy ) diminue. Mais à cause 

des secteurs semblables BmS, mEk,, l'on aura Bm 

(j/ ) , m$ ( dx ) : : mE ( du ). Ek == , & par-

lant Ek-hk" ouEn—
 dxdu

 ~~r^-fr jy
ou y du 

fuit en multipliant par y du , & divisant par dx , 

que du*'—yddy ou dx1 -t- dy1 —yddy doit devenir 

de positive , négative sous le point cherché F, 

(Fig 54- 55- 4-) 
Si l'on suppose que^ devienne infinie, les ter-» 
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mes dx1 & dy1 seront nuls par rapport au terme 

yddy ,* & par conséquent la formule dx1 -\-ày* — 

yddy — 0, ou à l'infini, se changera en cette autre 

—yddy = 0, ou à l'infini, c'est-à-dire, en divisant 

par— y , ddy = 0, ou à l'infini, qui est la formule 

du premier cas. Ce qui doit auífi arriver , puisque 
les appliquées BM,BF, B M deviennent alors 

parallèles. ( Consulte^ la Note quarante-unieme. ) 

COROLLAIRE. 

67- L o R s Q u E ddy — 0, il est clair que la dif-

férence de A L ( Fig. 52. PI. 3. ) doit être nulle 

par rapport à celle de A E ; & partant que les 

deux tangentes infiniment proches FL , fh doi-

vent tomber l'une fur l'autre, en ne faisant qu'une 

seule ligne droite /FL. Mais lorsque ddy = à 

l'infini, la différence de A L ( Fig. 53. PI. 4. ) 

doit être infiniment grande par rapport à celle de 

A E, ou ( ce qui est la même chose ) la différence 

de A E est infiniment petite par rapport à celle 

de AL; & par conséquent l'on peut mener par 

le même point F deux tangentes F L, F/, qui fas-

sent entr'elles un angle infiniment petit, L F /. 
De même lorsque dx1 -t- dy1—yddy 3= 0, il est 

visible que Ot ( Fig. 56. 57. PI. 4. ) doit devenir 

nulle par rapport à M R; & qu'ainíì les deux tan-

gentes infiniment proches MT, mt-, doivent tom-

ber l'une fur l'autre , lorsque le point M devient 

un point d'infléxion ou de rebroussement : mais 

au contraire lorsque dx* -ï-dy1 — yddy = à l'infini, 

Oí doit être infinie par rapport à MR, ou (ce qui 
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est la même chose ) M R infiniment petite par 

rapport à O t ; & par conséquent le point m doit 

tomber furie point M, c'est-à-dire, qu'on peut 

mener par le même point M deux tangentes qui 

fassent entr'elles un angle infiniment petit, lors-

que ce point devient un point d'infléxion ou de 

rebroussement. 
II est évident que la tangente au point d'inflé-

xion ou de rebroussement F, étant prolongée , 

touche & coupe la courbe AFK dans ce même 

point. ( Consultez^ la Note quarante-deuxieme. ) 

EXEMPLE I. 

68-S o i T une ligne courbe AFK (Fig. 5 8, PI. 4.) 

qui ait pour diamètre la ligne droite A B, & qui 

soit telle que la relation de la coupée A E (x) à 

l'appliquée EF (y ) , soit exprimée par l'équation 

axx=z xxy+aay. II s'agit de trouver pour AE 

une valeur, telle que l'appliquée EF rencontre la 

courbe AFK au point d'infléxion F. 

Û.XJC 

L'équation à la courbe est y =
 xx

^_
aa

 '•> & P
AR

~ 

tant dy == *
a

*
xi
\ , & prenant la différence 

xx-i- aa 

de cette quantité, en supposant dx constante, 

& régalant ensuite à zero , on trouve 
■ a 

2.a}dx% x xx -T- aa — Sa^xxdx'2- x xx-h-aa 
___ = 0 ; ce 

xx-+-aa 
4 

qui multiplié par xx -4- a a
 t

 & divisé par 

la^dx1 x xx-Jraa, donne xx -+- aa — qxx 3= 0, d'où 

l'on tire AE (x)~a\Z\. 

SCD LYON 1



DES INFINIMENT PETITS. 91 
Si l'on met à la place de xx sa valeur i aa dans 

l'équation à la courbe y = —aXX ■ ■■, on trouve EF 

; de forte qu'on peut déterminer le 

point d'infléxion F , fans supposer que la courbe 
AFK soit décrite. 

Si l'on mene A G parallèle aux appliquées E F , 

& égale à la droite donnée a, & qu'on tire CG 

parallèle à A B, elle fera asymptote de la courbe 

AFK. Car si l'on suppose x infinie, on pourra 

prendre xxpour xx+aa; & partant l'équation à 

la courbe y — —r—-— se changera en celle-ci 

y =: a. ( Consultez^ la Note quarante-troisieme. ) 

ExEMPlE II. 

69. SOIT y ■— a = x■—■ a^. Donc dy SES 

. : | Z 

l x ~a dx, & slWy — • <— ^ x — a dx
1

 =z 

—
%
 , en prenant dx pour constante. Or íì l'on 

suppose cette fraction égale à zero , on trouve 

■— 6dx* — 0 ; ce qui ne faisant rien connoître, il 

la faut supposer infiniment grande ; & par con-

séquent son dénominateur 25]/^ — a' infini-

ment petit ou zero. D'où 1 inconnue A E (x) = a, 

.( Consultez^ la Note quarante-quatrieme. ) 
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E x E M P t E III. 

70.S o 1 T une demi roulette allongée AFK 

(F/g. 59. PI. 4. ) dont la base B K surpasse la 

demi-circonférence A D B du cercle générateur 

qui a pour centre le point C. 11 s'agit de dé-

terminer fur le diamètre A B , le point E , en-

sorte que l'appliquée E F aille rencontrer la 

roulette au point d'infléxion F. 

Ayant nommé les connues A D B , a ; B K , 

b ; A B , 2c ; & les inconnues A E, x ; E D , 

\ ; Tare AD, u ; E F , y ; l'on aura par la pro-

priété de la roulette y == \ -f- ̂  \ Sc partant dy 

— dz^-i-—. Or par la propriété du cercle l'on 

, . C dx — xdx
 D aura z = ì/2cx—xx , dz= •■- ■ , & 

r y ìcx — xx 

duWdx
%
 +dr

x
) —

 cdx
 :-Donc mettant pour d\ & 

V2CX XX 

. , , , aedx ~ axdx -i-bedx 
du leurs valeurs, on trouve dy=. - J. , 

av zcx — xx 

dont la différence ( en prenant dx pour constante) 
j bcx — acc — bccxdxx - *. v t> 
donne- — —

7
 — 0 ; d ou 1 on tire 

1CX — XX x V 1CX XX 

AE(x) =
 s

+y,&CEzzi-
e

. 

II est clair qu'afin qu'il y ait un point d'inflé-

xion F , il faut que b surpasse a ; car s'il étoit 

moindre , CE surpasserait C B. ( Consultes la 

Note quarante-cinquième. ) 
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EXEMPLE. IV. 

71.O N
 demande le point d'infléxion F ( Fig. 60. 

PI. 4. ) de la Conchoïde A F K de Nicomeâe , 

laquelle a pour pôle le point P , & pour asymp-

tote la droite B G. Sa propriété est telle, qu'ayant 

mené du pôle P à un de ses points quelconques F 

la droite P F , qui rencontre l'afymptote B C en 

D ; la partie D F est toujours égale à une même 

droite donnée a. 
Ayant mené P A perpendiculaire, & FE pa-

rallèle à B C, on nommera les connues A B ou 

F D , a ; B P , b ; & les inconnues BE,x;EF, 

y ; & tirant D L parallèle à B A
 3

 les triangles 

semblables DLF, PEF donneront DL (x). 

LF ( y
aa
-

xx
):: PE (i + x).EF 

—. dont la différence est dy =x 

x^dx -+-aabdx^ ^
onc on n(

j j
a
 différence de 

XXVa a xx r 

cette quantité , & qu'on Pégale à zero , on for-

„ 1 ,. / 2a*b— aax^ —3aabxxXdx'L 

mera l égalité— -—< ■ — — 0
 3 

aax
l —

 x
5 X y aa — XX 

qui se réduit à xi -+- $bxx — iaab ■= 0, dont l'une 

des racines fournit pour B E la valeur cherchée. 

Si a = b , l'équation précédente se changera 

en cette autre x1 + 3«xx — 2a1 = 0 , laquelle 

étant divisée par x-*-a, doinexx-+-2ctx — 2aa~- 0; 

& partant B E ( x ) =c*.— a -+- }/Jâa, 
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Autrement. 

En prenant pour appliquées les lignes P F qui 

partent du pôle P, &c en se servant de la formule 

( Art. 66. ) yddy — dx1
 -4- dy*, dans laquelle dx 

a été supposée constante Ayant imaginé une au-

tre appliquée P/ qui faste avec P F l'angle F P/ 
infiniment petit, & déctit du centre P les petits 

arcs F G, D H , on nommera les connues AB, 

a ; B P , h ; & les inconnues PF,^*PD,^;& 

l'on aura par la propriété de la conchoïde y — % 

+ a, ce qui donnes = dz_. Or à cause du triangle 

rectangle DBP , DB = \/n — bb ; & à cause des 

triangles semblables DBP & dHD , PDH & PFG , 

l'on aura D B ( y^Tb) . B P (b) : : dR {dz) . 

HD=r ——t—, Et PD(Q.PF(^a)::HD 
Vif — bb 

( -JÈ==- ).FG(^)=zfcS. D'où l'on 

tire d\ ou dy =x ̂ ^s^/* > dont la différen-

ce est (en supposant dx constante ) ddy = 

bii -+- 2d£|-:g — lé 3
 x

 ^{t/x -f- 2«^
3 — ab^l X cfo:1, 

Ì , — — j 
^-f-tíÁ V££ — W Í£ —f- tìá 

en mettant pour d& sa valeur. Donc si l'on substi-
tue dans la formule générale ( Art, 66. ) yddy = 

dx1 dy* à la place de j fa valeur X.-+- a , & de 
& ddy les valeurs que Ton vient de trou-

ver en dx & dx* ; on formera cette équation 
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g 4 H- 2a^ — abbi x â%
%

 ^ ^4 -+- 2abb^ ~+- aabb x dx
x 

abz b£-habx 

qui se réduit à 2?? —- ^Ibz^ — abb === o, dont l'une 

des racines augmentée de a fournit la valeur de 
l'inconnue P F. 

Si a~b , l'on aura 2^ — zaax — a? — 0, qui 

étant divisée par par ^ + a, donne z£ — a\—- —. 

= o, dont la résolution fournit PF a)={œ 

+ ìa \/^ = ( Consulte^ la Note 46. ) 

EXEMPLE V. 

72.S01T une autre espece de Conchoïde AFK, 

( Fig. 60. PI. 4. ) telle qu'ayant mené d'un de ses 

points quelconques F au pôle P la droite P F qui 

coupe Fafymptote B C en D, le rectangle P D x 

D F soit toujours égal au même rectangle P B x 

B A. On demande le point d'infléxion F. 

Si l'on nomme les inconnues BE,x;EF, j; 

& les connues AB, BP, on aura P D X 

D F =t ab ; & les parallèles B D , E F donne-

ront PDxDF ( ab ).PBxBE (£x) : : FF* 

(bb-+- ibx-¥xx +yy) • PE
1
 ( Ib -+- 2bx -t- xx ) . 

Donc bbx + 2&xx-+-x} yyx~abb -+• 2abx -t-ctxx , 
abb -t- 2abx-i-axx—bbx—2bxx — x^

 0 ou yy = 3 

y -=zb-+-x Va—x — ]/ax — xx-h b ^a — * , dont 
x x 

— axix -f- íxxdx <+ abdx 
la différence donne dy 

ZxYa* xx 
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& prenant encore la différence, on forme l'égalité 

Qaab — aux ■— Aabx x dxx .r r j • \ 
i- ~ — o, qui íe réduit a #=£ 
4ÍZJC — 4JC-

2,
 Y. Vax—JC

1 

valeur de l'inconnue BE. 
a -+-4Ô 

«• *. r - •—axdx-ì-2xxdx-h-abdx , , , 
Si I on fait

 5
 valeur derfy 

2XV — ar^v 

égal à zero, l'on aura xx — \ax + lab==a
t
 dont 

les deux racines — & 
4 4 

fournissent, lorsque a surpasse %b , deux valeurs 

B H & B L, telles que l'appliquée H M ( Fig. 

61. PI. 4. ) est moindre que ses voisines , & 

l'appliquée L N plus grande , c'est-à-dire, que 

les tangentes en M & N seront parallèles à Taxe 

A B ; & alors le point E tombera entre les points 

H & L. 
Mais lorsque a — Sb , les lignes B H, B E, B L 

( Fig. 62. PI. 4. ) seront égales chacune à ja ; & 

alors la tangente au point d'infléxion F fera pa-

rallèle à Taxe A B. Et enfin lorsque a est moindre 

que Sb, les deux racines seront imaginaires ; & 

par conséquent il n'y aura aucune tangente qui 

puisse être parallèle à Taxe. 
On pourroit encore résoudre cette question en 

prenant pour appliquées les lignes P F , F f, 

( Fig. 60. PI. 4. ) qui partent du pôle P, & en 

se servant de la formule ydây = dxz -+- dyz , 

comme l'on a sait dans l'exemple précédent. 

( Consulte^ la Note 47. ) 
E X E M P 1 E 
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EXEMPLE VI. 

73.S 01 T un cercle A E D ( Fig. 63. PI. 4. ) qui 

ait pour centre le point B, avec une ligne courbe 

A F K , telle qu'ayant mené à discrétion le rayori 

B F E j le quarré de F E soit égal au rectangle dè 

Tare A E par une droite donnée b.ìì faut déter-

miner dans cette courbe le point d'inflexion F; 

Ayant nommé Tare A E, le rayon B A ou 

BE , a ; 6c l'appliquée B F, y ; on aura b\ = aá 

— itìy -+- yy , & (en prenant les différences ) 

zycfy 2ady ^ _ ^ ^ cause des secteurs
1 

semblables BEe, BFG , on fera BE (a). BF 

(>)::Eé(
2J^72^-).FG(^x) =

 2

^;;^ . 

dont la différence , en supposant dx constante
 s 

donne ^ydy
z

 ■— 2ady* -f- lyyddy — layddy 0 • 

8c partant yddy ady
%
 — lyiy'

1 

y. Si donc on subi 

^-dy1 , òn formera l'équation 

titue à la place de dx
1
 tkyddy leurs valeurs en dy* 

dans la formule générale ( Art. 66.) yddy — dx* 

_y— a 

Ay^dy
7
- -—Say^dy

z
 -+- Aâayydy

%
 -+- aabbdy

% .J 1, ■'. 
—— -— ,T Q"1 se re-

aabb x 

duit à 4y
S
 — i 2ay

4
 -+- 12aay

ì
 — ̂ yy -+- ^aabby 

— na'bb = o , dònt la résolution fournira pour 
B F la valeur cherchée. 

Il est évident que la courbe A F K , que l'on 

peut appeller une Spirale parabolique , doit avoit 

G 
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un point d'inflexion F, Car Ja circonférence AED 

ne différant pas d'abord sensiblement de la tan-

gente en A , il fuit de la nature de la parabole 

qu'elle doit d'abord être concave vers cette tan-

gente , & qu'ensuite la courbure de la circonfé-

rence autour de son centre devenant sensible, elle 

doit devenir concave vers le centre. ( Consulte\ la 

Note quarante-huitième. ) 

EXEMPLE VII. 

74 S 01 T une ligne courbe AFK (Fig. 64. P/. 4) 

qui ait pour axe la droite A B , dont la propriété 

soit telle qu'ayant mené une tangente quelcon-

que F B qui rencontre AB au point B , la partie 

interceptée A B soit toujours à la tangente B F en 

raison donnée de m z. n. II est question de déter-

miner le point de rebroussement F. 
Ayant nommé les inconnues & variables AE, 

x; E F,y j l'on aura EB = —( parce que x 
"■y 

croissant
 3
 y diminue ), F B =

 yVdx

d
^~

dy
 *• Or 

par la propriété de la courbe , A E + £ B ou A B 

CÌy
~J

yd
* )-

BF

(
ZÍ

^^) - • m .n. 

Donc m}/dx2--h dy7- = ̂ ~ '— náx, & fa diffé-

, mdyddy — nydxdy + nxyddy — nxdy7" 
rence donne- _rL^= =—-— —- J— 

Vdxl-Jt-dy% y y 

en supposant âx constante & négative ; d'où l'on 

tire dày -^-"'^W^, Maintenant 
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si l'on fait cette fraction égale à zero , on trouverai 

—ydx— xdy = 0 ; ce qui ne fait rien connoître. 

C'est pourquoi il faut supposer cette fraction égald 

à l'infini, c'est-à-dire, son dénominateur égal à zero j 

ce qui donne = ̂  = 

à cause de l'équation à la courbe , d'où l'on tkû 
, nnxxdy — mmyydy ií , 

dx — -^-^. Or quarrant chaque 
nnxy * 

membre de l'équation mydy — nxy'dx
1

- dy
z

 3 

1 dyVmmyy nnxx 
on trouve encore dx — — =; 

nx 

.—.—J- 44*&» d ou 1 on nre, ennn yX/mm — na 
nnxy 

— nx ; ce qui donne cette construction. 

Soit décrit du diamètre AD = m , un demi-» 

cercle A ID ; & ayant pris la corde DI = n,. soit 

tirée l'indéfTnie A t. Je dis qu'elle rencontrera la 

courbe A F K au point de rebroussement F. 

Car ayant mené I H perpendiculaire à AB , les 

triangles rectangles semblables D 1 A , IH A , 

F E A donneront D I ( n ) . I A ( \/mm — nn ) 

: : IH.HA : : F E (;).EA ( x ). & partant 

yymm — nn — nx qui étoit le lieu à construire. 

II est clair que B F est parallèle à DI, puisque 

A B . BF : : AD ( »» ) . DI (») . d'où il suit qu* 

l'angle A F B est droit \ & partant que les lignes 

A B , B F, B E font en proportion continue. 

On peut trouver cette même propriété fans au-

cun calcul, si l'on imagine ( Art. 67. ) au même 

point de rebroussement F deux tangentes F B
 3

 Fb 

Gz 
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qui fassent entr'elles un angle BFb infiniment pe^ 

tit. Car décrivant du centre F le petit arc B L , 

on aura m . n : : A b . bF : : AB . BF : : Ab — AB 

ou Bb . b F—B F ou £ L : : B F . B E . à cause 

des triangles rectangles semblables B b L , FBE. 

Donc ; &c. 
Si m =z n, il est évident que la droite A F de-; 

viendra perpendiculaire fur Taxe AB; & qu'ainst 

lâ tangente F B fera parallèle à cet axe ; ce que 

l'on fçait d'ailleurs devoir arriver, puisqu'en ce 

cas la courbe A F doit être un demi-cercle qui 

ait son diamètre perpendiculaire fur Taxe A B> 

Mais fí m étoit moindre que n, il est évident 

qu'il n'y auroit aucun point de rebroussement, 

parce qu'alors l'équation yy/mm — nn = nx ren-

fermeroit une contradiction. ( Consulte^ la Note 

quarante-neuvieme. ) 
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SECTION V. 

Usage du calcul des différences pour trouver 

les Dévelopées. 

DÉFINITION. 

S I 1 'on conçoit qu'une ligne courbe quelcon-

que DBF ( Fig. 6<y. VI. 4. ) concave vers 

le même côté, soit enveloppée ou entourée d'un 

fil ABDF, dont l'une des extrémités soit fixe 

en F, & l'autre soit tendue le long de la tangente 

B A, & que l'on fasse mouvoir l'extrêmité A en 

la tenant toujours tendue & en développant conti-

nuellement la courbe B D F ; il est clair que l'ex-

trêmité A de ce fil décrira dans ce mouvement une 
ligne courbe A H K. 

Cela posé, la courbe B D F sera nommée la Dé-
velopée de la courbe A H K. 

Les parties droites AB, HD, KF du fil ABDF 
seront nommées les rayons de la âévclopée. 

COROLLAIRE Ï, 

75- J*} E ce que la longueur du fil ABDF de-

meure toujours la même, il fuit que la portion 

de courbe B D est égale à la différence des rayons 

D H, B A qui partent de fes extrémités ; de même 

la portion D F fera égale à la différence des rayons 

F K , D H ; & la courbe entière B D F à la diffé-

rence des rayons F K» B A. D'où l'on voit quefí 

G? 
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le rayon B A de ìa courbe étoitnul, c'est-à-dire, 

que íì l'extrêmité A du fil tomboit sur l'origine B 

de la-courbe BDF, alors les rayons de la déve-

lopée D H , F K seroient égaux aux portions BD, 

BDF de la courbe BDF. 

COROLLAIRE II. 

76.S 1 l'on considère la courbe BDF (Fig. 66, 

PI. 4 ) comme un poligone B G D E F d'une infi-

nité de côtés ; il est clair que l'extrêmité A du fil 

A B C D E F décrit le petit arc A G qui a pour 

centre le point C, jusqu'à ce que le rayon C G ne 

fasse plus qu'une ligne droite avec le petit côté 

C D voisin de C B j & de même qu'elle décrit le 

petit arc G H qui a pour centre le point D, jus-

qu'à ce que le rayon D H ne fasse plus qu'une 

drpite avec le petit côté D E ; & ainsi de fuite 

jusqu'à ce que la courbe B C D E F soit entière-

ment développée. La courbe AHK peut être donc 

considérée comme l'assemblage d'une infinité de 

petits arcs de cercle AG,GH,HI,ÏK, &c. 

qui ont pour centre les points C, D , E, F, &c, 

D'où il fuit. 
1 °. Que les rayons de la dévelopée la touchent 

continuellement comme D H en D, K F en F , 

0cc. Et qu'ils font tous perpendiculaires à la 

courbe AHK qu'ils décrivent, comme D H en 

fi , F K en K , &c. Car D H , par exemple , est 

perpendiculaire fur le petit arc GH& fur le petit 

arc H l
 s

 puisqu'elle passe par leurs centres D, E. 

fygh l'on voit
 3

 i °. que la déyelopép B D F ( Fig. 
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65. VI. 4 ) termine l'espace où tombent toutes les 

perpendiculaires à la courbe AHK. 2
0

. Que si 

l'on prolonge un rayon quelconque H D qui cou-

pe le rayon A B en R, jusqu'à ce qu'il rencontre 

un autre rayon quelconque K F en S, l'on pourra 

toujours mener de tous les points de la partie RS 

deux perpendiculaires fur la courbe AHK, ex-

cepté du point touchant D duquel on n'en peut 

mener qu'une feule , sçavoir D H. Car il est clair 

que l'intersection R des rayons AB, D H par-

court tous les points de la partie R S , pendant 

que le rayon A B décrit par son extrémité A la 

ligne AHK sur laquelle il est continuellement 

perpendiculaire : & que les rayons AB, H D ne 

se confondent que lorsque l'intersection R tombe 

sur le point touchant D. 

2
0

. Que si l'on prolonge les petits arcs H G 

( Fig. 6 6. VI. 4. ) en /, IH en m , KI en n , Sec. 

vers l'origine A du dévelopement, chaque petit 

arc comme í H touchera en dehors son voisin H G, 

parce que les rayons CA, D G, EH, Fí vont 

toujours en augmentant, à mesure que les petits 

arcs qui composent la courbe AHK, s'éloignent 

du point A. Par la même raison si l'on prolonge 

les petits arcs A G en 0 , G H en p, HI en q , 

vers le côté opposé au point A ; chaque petit 

arc comme HI touchera en dessous ion voisin 

I K. Or puisque les points H & I, O & E peuvent 

être considérés comme tombant l'un fur l'autre 

à cause de l'infinie petitesse tant de l'arc HI, que 

du côté DE j il s'enfuit que si l'on décrit d'un 
G 4 
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point quelconque moyen D de la développe BDF 

çomme centre, 8c de son rayon D H un cercle 

mW.p, il touchera en dehors la partie HA qui 

tombera toute entière au dedans de ce cercle , 8c 

en dedans l'autre partie H K qui tombera tou-

te entière au dehors de ce même cercle : c'est-à-

dire , qu'il touchera 8c coupera la courbe AHK 

au même point H , de même que la tangente au 

point d'iníléxion coupe la courbe dans ce point. 

3°. Le rayon H D du petit arc H G, ne diffé-

rant des rayons C G , EH des arcs voisins G A , 

H ï, que d'une quantité infiniment petite CD ou 

DE ; il s'enfuit que pour peu qu'on diminue le 

rayon D H, il fera moindre que C G , 8c qu'ainíì 

íbn cercle touchera en dessous la partie HA ; & 

qu'au contraire pour peu qu'on Paugmente, il sur-
passera HE, & qu'ainsi son cercle touchera en 

clehors la partie H K : de forte que le cercle mHp 

est le plus petit de tous ceux qui touchent en de-

hors la partie HA , 8c au contraire le plus grand 

de tous ceux qui touchent en dedans la partie 

H K : c'est-à-dire, qu'entre ce cercle 8c la courbe 

on n'en peut faire passer aucun autre. 

4°. Comme la courbure des cercles augmente à 

proportion que leurs rayons diminuent, il s'enfuit 

que la courbure du petit arc H I fera à la cour-

bure du petit arc A G réciproquement comme le 

rayon B A ou C A de ce dernier est à fpn rayon 

D.H ou EH : c'est-à-dire, que la courbure en H de 

la courbe AHK fera à fa courbure en A, comme le 

rayon B A au rayon DH; 8c de même que la 
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courbure en K est à Ja courbure en H , comme le 

rayon D H est au rayon F K. D'où l'on voit que la 

courbure de la ligne AHK diminue continuelle-

ment à mesure que la ligne BDF se développe ; 

de sorte qu'au point A , où commence le dévelo-

pement, elle est la plus grande qu'il est possible 

& au point K , où je suppose qu'il cesse > la plus 
petite 

5
0

. Que les points de la dévelopée ne font 

autre chose que le concours des perpendiculaires 

menées par les extrémités des petits arcs qui com-

posent la courbe A H K. Par exemple, le point 

D où E est le concours des perpendiculaires H D , 

IEdu petit arc HIÍ de forte que si la courbe 

A H K est donnée avec la position d'une dei ses 

perpendiculaires H D , pour trouver le point D 

òu E , où elle touche la dévelopée , il ne faut que 

chercher le point de concours des perpendiculaires 

infiniment proches H D , IE : c'est ce qu'on va 

enseigner dans le Problême qui fuit. 

PROPOSITION I. 

PROBLÈME GÉNÉRAL. 

77-XJ A nature de la ligne courbe A M D ( Fig. 

67. PI 4. ) étant donnée avec une de ses perpendicu-

laires quelconque M C
 5

* déterminer la longueur du 

rayon MG de fa dévelopée , cejl-a-dire , le concours 

des perpendiculaires infiniment proches M G, m C. 

Supposons en premier lieu que la ligne courbe 

AMD ait pour axe la ligne droite A B fur la-

quelle les appliquées P M soient perpendiculaires. 
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On imaginera une autre appliquée «p, qui sera 
infiniment proche de M P , puisque le point m 

est supposé infiniment près de M. On menera par 

le poipt de concours C une parallèle CE à Taxe 

A B, laquelle rencontre les appliquées MP,œ|) 

aux points E , e. Enfin menant M R parallèle 

à AB , on^formera les triangles rectangles sem-

blables MR m,MKCi car les angles E M R , 

C Mm étant droits, & l'angle C M R leur étant 

commun, l'angle EMC fera égal à l'angle RMw. 

Si donc l'on nomme les données A P , x ; PM , 

y ; l'inconnue ME, \ ; l'on aura Ee ou Pp ou 

MR—dx, Rm = dy Mm — y'dx1- -t-dy7- ; 

& M R ( dx) . Mm ( Ydx
7
- -+• 'dy

7
- ) : : M E (<) . 

MG
-?J^±£, Or le point C étant le centre 

du petit arc Mm, son rayon C M qui devient Cm 

lorsque E M augmente de sa différence R m , 

demeure le même. S'a différence sera donc nulle : 

ce qui donne ( en supposant dx constante ) 
dzdx^ d

{
dy^ zdyddy , ^ ̂  ̂

 MR 

dxv dxx-t-dy7-

.
 S

 drdx7- ~\-dzdy'L i%% -+■ dy7-
( z ) = -i = ■ T~t~—1 en mettant 
v ̂ J — dyàdy — ddy 

pour d\ fa valeur dy. 
Supposons en second lieu que les appliquées 

B M , B m ( Fig. 68. PI. 4. ) partent toutes d'un 

même point B. Ayant mené du point cherché C 

fur les appliquées, que je suppose infiniment pro-

ches , les perpendiculaires CE, Ce, & décrit du 

çentre B le petit arc M R ; on formera les trian-
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gles rectangles semblables RMWÎ&EMC, 

B M R, B E G & C e G. C'est pourquoi nom-

mant BM,;; ME, ^ MR, dx i on aura 

Rm — dy , M m — \/ÌZ
x-hdy2- , C E ou Ce 

s= ~~ y & MC = —, On trouvera 

ensuite , comme dans le premier cas , x. — 

n. u a/r /<.. \ rv. ïfe ' 
1 dyddy 

Or BMO').Cc(^) : : MR 

(dx).Qe — K
^-.§L me — M E ou Rm — G e 

= dz—
ydy

 ~ ̂ . Donc en mettant cette va-
y 

leur à la place de dx,, l'on aura ME ( ç ) = 
ydxz ~+-ydy2" 

dx1 -h- dy2, —yddy' 

Si l'on suppose que y soit infinie, les termes 

dx* 8c dy* seront nuls par rapport à yddy ; & par 

conséquent cette derniere formule se changera en 

celle du cas précédent. Ce qui doit auíïï arriver • 

puisque les appliquées deviennent alors parallèles 

entr'elles , & que l'arc M R devient une droite 

perpendiculaire fur les appliquées. 

Maintenant la nature de la courbe' AMD 

étant donnée , on trouvera des valeurs de dy1 8c 

ddy en dx1, ou de dx1 Sc àdy en dy*, lesquelles 

étant substituées dans les formules précédentes, 

donneront pour M E une valeur délivrée des dif-

férences , & entièrement connue. Et menant EG 

perpendiculaire fur ME» elle ira couper MC 
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perpendiculaire à la courbe, au point cherché 

C. Ce qui étoit proposé. 

COROLLAIRE I. 

7 8-A cause des triangles rectangles semblables 

MR m & MEC, ( Fig. 67. 68- Pi. A.) l'on 

aura dans le premier cas MC :—
 dxdd

— 
dx' -f- dy'Vdx' -f dy' 

& dans le second cas MC = yfx

l
 ~^ydy ^ dx ~^dy-, 

dxò -f- dxdy7- —ydxddy 

REMARQUE. 

79« IL y a encore plusieurs autres manières de 

trouver les rayons de la développée. J'en mettrai 

ici une partie , afin de donner différentes ouver-

tures à ceux qui ne possèdent pas encore ce calcul. 

Premier cas pour les courbes dont les appliquées 

font perpendiculaires a f axe. 

Première manière. Soit prolongée MR en G 

où elle rencontre la perpendiculaire m C. ( Fig. 

67. PI. 4.) Les angles droits NLRm
 3

 Mm G 

donneront RG = ̂ -; & par conséquent M G 

dx -+-dy^^ Q ^
 cau

f
e
 des triangles semblables 

dx \ P 
M R m , M P Q ( les points Q, q marquent les 

intersections des perpendiculaires infiniment pro-

ches M C , m C avec Taxe A B ; il vient M Q 

=z^3E^X, f Q
 =

í* . &
 PATTANT

 AQ=x 
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-4-^, dont la différence donne ( en prenant dx 

pour constante) Q_q =dx +
 iy

 ~JJ
ddy

 ; & à 

cause des triangles semblables C M G, C Qq
 3 

l'on aura MG — Q.^ . MG 

dx ' — dxddy 
;:MQ ( 

Seconde manière. Ayant décrit du centre C le 

petit arc Q O , les petits triangles rectangles 

Q, O q, M R m seront semblables, puisque Mm, 

Q. O & M R, Qq sont parallèles ; & partant M m 

Ì0^T^ff. MR (dx) : : Q;? (!
X

^
dy

l
+yddyy 

As1
-f- Jy1

 —f- yíWy 
Or les secteurs fem-

Vdx' -+-dy2 

blables C M m , C Q.O donnent M»? — Q. O 

(./SS^)^^^^-^-^)- n MQ 

c 

\/dx~ 

J- d'y5 

).MC: 
dx2 

■ ay-). : 

~djî\/dxr dy2 

dx ^ — dxddy 

Troisième manière. Menant les tangentes infi-

niment proches M T , m t, on aura P T — A P 

ou A T — x , dont la différence donne Tí 
dy 

___ — ydxidy ^ ^ décrivant du centre m le petit 

arc T F , on formera le triangle rectangle FTí 

semblable à R m M , car les angles F t T , R M m 

ou PTM font égaux
 3

 ne différant entr'eux que 
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de l'angle TOTÍ qui est infiniment petit ; ee qui 

donne M m ( \Zaxl -+- dy* ). m R (d/):: TÉ 

F = Qr ks scct£urs
-

v dy f dy dx^-ï-dy* 

T m F , M C w font semblables , car l'angle TOT t 

-t- MOTC vaut un droit, & l'angle MwC + MCw 

vaut auíîì un droit à\ cause du triangle CM m 

considéré comme rectangle en M. Donc T F 

/ y^fL-). Umiyi^Td^ ): : TOT ou 

X M s > ]VÎ c **** ~*~ d
f^

dxl ■+- fo1 

^ ' — dxddy 

Quatrième manière. On marquera ( Art. 64. ) 

les différences íc. ond s en prenant dx pour cons-

tante ; & les triangles rectangles semblables HOTS, 

Hnk. ( Fig. 69. Pl. 4. ) donneront H m ou MOT 

( ydx^-hây2- ) . OTS ou MR (dx) : : Hn ( — ddy). 

nh — -—Jlxdí-y ^ Q
r
 i*

an
gle \mn est égal à ce-

Vdx^dy* & b 

lui que font entr'elles les tangentes aux points M, 

m j & partant comme l'on vient de prouver, égal 

à l'angle MCOT ; d'où il fuit que les secteurs nm\, 

MG^sont semblables,& qu'ainfi nk (—
 ;

 dxiíy
—), 

~ Vdx^-j-dy
1
' 

mk ou ( Art. 2.) M m ( j/c/.*-2- •+■ rfj1 ) : : M m 

(i/y^y ) ■ M ç=^?g?- on 
prend œH ou MOT pour OT& , parce qu'elles ne dif-

férent entr'elles que de la petite droite F\\ infini-

ment moindre qu'elles ; de même que ïrln est in-

finiment moindre que ROT ou Sn. 
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Second cas pour les courlès dont les appliquées 

partent d'un même point fixe. 

Première manière. Ayant mené du point fixe B 

(F/g. 68. VU 4. ) les perpendiculaires BF, B f 

fur les rayons infiniment proches G M, Cm • les 

triangles rectangles m M K.
 3

 B M F , qui font 

semblables ( puifqu'ajoutant aux angles m M R, 

B M F le même angle F M R, ils composent cha-

cun un angle droit) , donneront M F ou M H = 

-7=^=, &'BF = ̂ =i±=,dontladiffé-
Vdxz -f- dyx Vdxz -f- dyx . 

rence ( en prenant dx pour constante ) est B/— BF 
dxxdyx H- cM -4* ydxxddy . * 

ou H/——■—-,— Or a cauíe 

des secteurs semblables CM m, CH/, on forme 

cette proportion M m — H/. M m : : M H. M C, 

& partant MC 
# djí > ■-(- íixdy — ydxddy 

Seconde manière. On marquera ( Art. 64. ) 

les différences secondes en supposant dx constante; 

& les secteurs semblables BT^S, mEk. (Fig- 70. 
PI. 4. ) donneront B m ( }> ) . ni S ( dx ) : : m E 

( Vàx* 4-d
y
*).Ek =

 dWdX
* ̂  ̂  Or à cause 

des triangles rectangles semblables H m S, H n k, 

l'on aura Hm ou Mm ( J/W'-Wy ) . »ÍS ou MR 

(^x)::H«(-^) .
 K
^^-^

n
. Et 

Vilar + dy 

■r, dx^ -f- dxdy"1 ■—ydxddy 
partant En = iL_ ■■ 1 ; & prenant 

y\/dxz-t-dyi * 
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une troilìeme proportionnelle à En, Em ou Mm\ 

les secteurs semblables E m n, M G m donneront 

pour M C la même valeur qu'auparavant. 

Si l'on nomme Mm ( x/'dx1 -+- dy1 ) , du ; & 

qu'on prenne dy pour constante , au lieu de dx
 3 

on trouvera dans le premier cas MC —
 d
^

ddx
 s 

& dans le second MC —
 y

 , liu
 . Et en-

dxdu -ì~ ydyddx 

fin fi l'on prend da pour constante, il vient dans 

i HIT z"
1
 cureta áyJw / 

Je premier cas M G ==s ■ ^ ou ( parce que 

la différence de dx' dy1 — du1 est dxddx -f-

dyddy = o, 6c qu'ainfi = "j^ ) j & dans 

le second, MC =? ,
 ydxdu

 .
 ou

 ydydu ^ 
dx — yddy dxdy -+- yddx 

« 

COROLLAIRE. II. 

8o. C OMME l'on ne trouve pour ME ou MC 

( Fig. J2.VI 4. J qu'une seule valeur , il s'ensuit 

qu'une ligne courbe A M D ne peut avoir qu'une 

feule dévelopée BCG. 

COROLLAIRE III. 

81.S1 la valeur de ME {Fig. 67. 68. VI 4.) 

C — dîy ^ C -f- ^y
1

 —yddy ^ ^ 

ve , il faudra prendre le point E du même côté de 

Taxe A B ou du point B, comme l'on a supposé en 

faisant le calcul ; d'où l'on voit que la courbe 

sera alors concave vers cet axe ou ce point. Mais 
si 
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íl la valeur de M E est négative $ il faudra pren-

dre le point E du côté opposé ; d'où l'on voie 

que la courbe sera alors convexe. De forte qu'au 

point d'inflexion ou de rebroussement qui sépare 

la partie concave de la convexe , la valeur de 

M £ doit devenir de positive négative j & partant 

les perpendiculaires infiniment proches ou conti-

gues doivent devenir de convergentes divergentes. 

Or cela ne fe peut faire qu'en deux manières. Car 

ou elles vont en croissant, à mesure qu'elles appro-* 

chent du point d'infléxion ou de rebroussement ; 

& il faudra pour lors qu'elles deviennent parallè-

les , c'est-à-dire, que le rayon de la développée soit 

infini : ou elles vont en diminuant ; & il faudra 

nécessairement alors qu'elles tombent l'une fur 

l'autre, c'est-à-dire, que le rayon de la développée 

íoit zero. Tout ceci s'accorde parfaitement avec 

ce que l'on a démontré dans la section précédente» 

REMARQUE. 

82. C o M M E l'on a cru jusqu'ici que le ráyon 

de la développée étoit toujours infiniment grand 

au point d'infléxion , il est à propos de faire voir 

qu'il y a , pour ainsi dire , une infinité de genres 

de courbes qui ont toutes dans leur point d'in-

fléxion le rayon de la développée égal à zero ; 

au lieu qu'il n'y en a qu'un seul genre dans lequel 
ce rayon soit infini. 

Soit BAC (Fig. 71. PI. 4.) une des courbes 

qui ont dans leur point d'infléxion A le rayon 

de la développée infini. Si l'on développe les parties 

II 
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BA, AC, en commençant au point A ; il est 

clair qu'on formera une ligne courbe D AE qui 

aura auíîi un point d'infléxion dans le même point 

A , mais dont le rayon de la développée en ce 

point fera égal à zero. Et si Ton formoit de la 

même forte une troisième courbe par le dévelo-

pement de la seconde D A E , & une quatrième 

par le dévelopement de la troisième , ôc ainsi de 

fuite à l'infini ; il est clair que le rayon de la dé-

veloppée dans le point d'infléxion A de toutes 

ces courbes, feroit toujours égal à zero. Donc &c. 

PROPOSITION II. 

PROBLÈME. 

83. TROUVER, dans les courbes AMD, ( Fig. 

72. PI. 4. ) ou l'axe AB fait avec la tangente en A 

un angle droit, le point B ou cet axe touche la dé-

veloppée B C G. 
Si l'on suppose que le point M devienne infini-

ment près du sommet A , il est clair que la per-

pendiculaire M Q. rencontrera l'axe au point cher-

ché B ; d'où il suit que fi l'on cherche en géné-

ral la valeur de P Q. f -ìenxou en r, & qu'on 

faífe ensuite x ou y =: 0, on déterminera le point 

P à tomber sur le point A , & le point Q. sur le 

point cherché B ; c'est-à-dire, que PQ. deviendra 

alors égale à la cherchée AB. Ceci s'éclaircira par 

les exemples qui suivent. 
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EXEMPLE Î. 

84.S01T la courbe AMD ( Fig, 72. Pi. 4. ) 

une Parabole qui ait pour paramètre la droite 
donnée a. L'équation à la parabole est <ax=j/_y

i 

dont la différence donne dy = a^L—tJL • §g 
zy 2-Vax 

prenant la différence de cette derniere équation, 
en supposant dx constante , on trouve ddy = 

~ Substituant enfin ces valeurs à la place 

de dy,8t de ddy dans la formule ■•■ » on 

aura ( Art. 77. ) ME =
 a~*-«Wax = yz~

h 

Ce qui donne cette construction. 

Soit menée par le point T où la tangente MT 
rencontre Taxe, la ligne T E parallèle à M C ; 
je dis qu'elle rencontre M P prolongée au point 
cherché E. Car les angles droits MPT, MTE 
donnent M P ( V^x) . P T ( 2x ) :: PT(

2
x). 

P E = ^=f — ~ J & Par conséquent M P 

+?E=y^+^. 

De plus à cause des triangles rectangles MPQ., 
MEC, l'on aura PM ( y M ) . PQ ({a) : : ME 

( ±^fï). EC ouPK = ̂  + 2x.&par-

tant Q K = 2*. Ce qui donne cette nouvelle 
construction. 

H a 
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Soit prise Q.K double de A P, ou (ce qui re-
vient au même ) soit prise P K égale à T Q, & 

soit menée K C parallèle à P M. Elle rencontrera 

lâ perpendiculaire MC en un point C qui sera 

à la développée B C G. « 
Autre manière. yy = ax, & zydy — adx dont 

la différence ( en supposant dx constante ) donne 
J i 

2dy* + zyddy c=s o ; d'où l'on tire — ddy — Et 

mettant cette valeur dans la formule
 dx

J^f^ y 

on trouve ( Art. 77. )ME = %
iy
 ̂ /

dx
 ; & par-

tant E C ou P K =^±^ -ypL +!p 
dydx dx dy 

-+- PTou TQ. Ce qui donne les mêmes constructions 

qu'auparavant. Car MP. PT : :dy. dx : : PT (?~) . 

p jg ydx* ^xV7x 

Pour trouver à présent le point B où l'axe AB 

touche la développée BCG. On a PQ {^) = \ a. 

Or comme cette quantité est constante, elle de-

meurera toujours la même en quelque endroit que 

se trouve le point M. Et ainsi , lorsqu'il tombe sur 
le sommet A, l'ou aura encore P Q. qui devient 

en ce cas A B = \ a. 

Pour trouver la nature de la développée BCG 

à la manière de Descartes. On nommera la coupée 

B K , u j l'appliquée K Cou PE, t ; d'où l'on 
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auraCK(f)=
if
~ & AP-í-PK— AB(a) 

= 3* j mettant donc pour x sa valeur \ u dans 

Péquation / = f
xV

f*, l'on en formera une nou-
a 

velle zjatt = 1 Su1 qui exprimera la relation de 

BK à KC. D'où l'on voit que la développée BCG 

de la parabole ordinaire est une seconde parabole 

cubique dont le paramétre est égal à yf du pa-
ramétre de la parabole donnée. 

II est visible que la développée CBC ( Fig. 75. 

VI 4. ) de la parabole commune entière M A M 

a deux parties C B , B C qui ont leurs convexités 

opposées l'une à l'autre , de forte qu'elles foi> 

ment en B un point de rebroussement. 

AVERTISSEMENT. 

On entend par courbes géométriques AMD, 

BCG ( Fig. y2.Pl. 4. ) celles dont la relation des 

coupées A P , B K aux appliquées P M , K C , -/h 

peut exprimer par une équation ou il ne se rencontre 

point de différences ; & on prend pour géométrique 

tout ce qu'on peut faire par le moyen de ces lignes. 

Von suppose ici que les coupées Ù les appliquées 

soient des lignes droites, 

COROÌIAIRE. 

85- LORSQUE la courbe donnée AMD est 

géométrique, il est clair que l'on pourra tou-

jours trouver ( comme dans cet exemple ) une 

équation qui exprime la nature de fa développée 

BCG ; & qu'ainsi cette développée fera aussi geo* 
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métrique. Mais je dis de plus qu'elle fera recti-
fiable, c'est-à-dire, qu'on pourra trouver géo-
métriquement des lignes droites égales à une de 
ses portions quelconque B G ,* car il est évident 
(Art. 75-) que l'on déterminera avec le secours 
de la ligne AMD, qui est géométrique , fur 
la tangente CM de la portion BC , un point M 
tel que la droite C M ne différera de la portion 

B C que d'une droite donnée A B. 

EXEMPLE II. 

86.SQÎT la courbe donnée MDM ( Fig. 74» 
VI. 4. ) une hyperbole entre ses asymptotes , 

qui ait pour équation aa = xy. 

On aura — = x, ~
aad

y — dx, & supposant 
> * » yy 

ix constante > ( Art. 1. ) ^^yy^yj* îaayiy ^q . 

d'où l'on tire ddy = -J— ; & mettant cette valeur 
y • 

dans■ s il vient ( Art. 77. ) ME = 

: de forte que E C ou P K = — ̂  

Ce qui donne ces constructions. 

Soit menée par le point T où la tangente M T 
rencontre l'asymptote A B, la ligne T S parallèle 
à MÇ & qui rencontre M P prolongée en S; soit 
prise M E égale à la moitié de M > de l'autre côté 
de rasymptote ( que l'on regarde ici comme Taxe ) 
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parce que sa valeur est négative; ou bien soit prise 

P K égale à la moitié de T Q du même côté du 

point T : je dis que íì l'on mene EC parallèle, ou 
K C perpendiculaire à Taxe, elles couperont la 

droite M C au point cherché C. Car il est clair 

que MS =*^L\ & que Td=*
+
*. 

Si l'on fait quelque attention fur la figure de 

l'hyperbole M D M , on verra que fa développée 

CLC doit avoir un point de rebroussement L, 

de même que la développée de la parabole. Pour 

le déterminer je remarque que le rayon D L de 

la développée est plus petit que tout autre rayon 

M C ; d'où il fuit que la différence de son expres-

c
 , . .

 0
 .dx1 •+ dy^Vdx*-*- dy* dx1 -+- dy** 

sl0si

 (
 ArU

 7
8

- ) Idxddy °
U

 - dxddy 

sera ( Se5l. 3. ) nulle ou infinie. Ce qui don-

ne , en prenant toujours dx pour constante , 

'— ldxdyddy*dx* -+- dy* * -f- dxdddydx* H- dy* * 

dx^ ddy* 

oo ' d'où en divisant par dx* -+-dy** , & multi-

pliant ensuite par dxddy*, on tire cette équation 

dx*dddy -t- dy* ààdy — ^dyddy* — o ou °o , qui 

servira à trouver pour x une valeur AH, telle que 

menant l'appliquée H D & le rayon D L de la 

développée , le point L sera le point de rebrousse-

ment cherché. 

On a dans cet exempley=:—,dy= —, 

n 4 
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ddy s*;
 }

 > ààây === -—^——. C est pour-. 

quoi mettant ces valeurs dans l'équation précé-

dente, on trouve AH(x) = «. D on il fuit que 

le point D est le sommet cje l'hyperbole , & que 

les lignes AD, D L ne font qu'une même droite 

A h qui en est Taxe. 

EXEMPLE III. 

87. SOIT l'équation générale^
1
" = x ( Fig. 72. 

74. fl. 4. ) qui exprime la nature de toutes les 

paraboles à Pinfini, lorsque l'expofant m marque 

un nombre positif entier on rompu , & de toutes 

les hyperboles, l'orsqu'il marque un nombre né-

gatif. 
v Qn aura myr*~~ tdy = dx dont la différence don-

fie, en prenant dx pour constante, mm—mym~"ldy% 

al- myT*~~l ddy — 0 5 8c en divisant par mym~1 , il 

fient — ddy = ——~ \ d ou mettant cette va-
y 

Jçur dans
 dx_~

d
~J^ -■ , on tirera ( Art. 77. ) M ÍÇ 

m
 yí£^lÈL . &

 partant
 ECouPK- Jfi^ 

6fc ,. . Ce qui donne ces constructions eé-

nérales. 

Soit menée par le point T où la tangente M T 

^encontre l'axe A P, la ligne TS parallèle à MC 

§£ oui rencontre M P prolongée au point S ; soit 
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prise ME == M S , ou bien soit prise P K 

= -
 J
 - T Q. : il est clair que si l'on mene par le 

point E une parallèle , ou par le point K une 

perpendiculaire à l'axe, elles rencontreront MC 

au point cherché C. 

Si m est négatif, comme il arrive dans les 

hyperboles, la valeur de ME (Fig. 74. PI. 4. ) 
fera négative ;. & par conséquent elles seront con-

vexes vers leur axe qui fera alors une asymptote. 

Mais dans les paraboles où m est positif, il peut 

arriver deux cas. Car ou m ( Fig. 75. PI. 4.) 
fera moindre que 1 , & alors elles seront conve-

xes du côté de leur axe, qui fera une tangente 

au sommet : ou m ( Fig. 72. PI. 4. ) surpasse 1 , 

& alors elles seront concaves vers leur axe qui 

fera perpendiculaire au sommet. 

Pour trouver dans ce dernier cas le point B 

où l'axe A B touche la développée. On a P Q. 

*—01 

— j ce qui donne trois différens cas. 

Car ou m =: 2 , ce qui n'arrive que dans la para-

bole ordinaire, & alors l'expofant àey étant nul, 

cette inconnue s'évanouit ; & par conséquent AB 

== \, c'est-à-dire , à la moitié du paramètre. Ou 

m est moindre que 2 , & alors l'expofant de y 

étant positif, elle se trouvera dans le numérateur, 

ce qui rend ( en l'égalant ( Art. 83.) à zero) la 

fraction nulle : c'est-à-dire, que le point B tombe 

en ce cas fur le point A, comme dans la seconde 
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parabole cubique axx—y\ Ou enfin m (Fig. 76, 

PI. 4. ) surpasse 2, & alors l'expofant de y étant 

négatif, elle fera dans le dénominateur, ce qui 

rend ( lorsqu'elle devient zero) la fraction infinie : 

c'eíl-à-dire, que le point B est infiniment éloigné 

du point A, ou ( ce qui est la même chose ) que 

l'axe AB est asymptote de la développée , comme 

dans la première parabole cubique aax —yK On 

peut remarquer dans ce dernier cas que la déve-

loppée ÇLO ( Fig- 77. PI. 4. ) de la demi-parabo,-

îe A D M a un point de rebroussement L ; de forte 

que par le déveìopement de la partie L O conti-

nuée à l'infini, le point D ne décrit que la portion 

déterminée D A ; au lieu que par le déveìope-

ment de l'autre partie L G continuée aussi à l'in-

fini , il décrit la portion infinie D M. 

On déterminera le point L de même que dans 

l'hyperbole. Soit par exemple aax —y
%

-> o\s.y — x
1
, 

* s 

onauraJî'=jX
 3 dx , ddy ==— \x 1 dx* , 

8 

èddy—ì^x
 3

 dx* ; & ces valeurs étant substi-

tuées dans l'équation dx*dddy+dy*dddy — ^dyddy* 
4 

= 0, on trouvera (Art.. 86. ) AH (x) 

Il en est ainsi des autres. 

REMARQUE. 

88.E N supposant que m surpasse 1, afin que les 

paraboles soient toujours concaves du côté de leur 

axe, il peut arriver différens cas. Car si'le numéra-

teur de la fraction marquée par m est pair , & le 
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dénominateur impair j toutes îes paraboles tom-

bent de part & d'autre de leur axe dans une po-

sition semblable à celle de la parabole ordinaire. 

( Fig. 73. PI. 4. ) Mais íì le numérateur & le dé-

nominateur font chacun impair ; elles ont une po-

sition renversée de part & d'àutre de leur axe, en-

sorte que leur sommet A ( Fig. 77. PI. 4. est un 

point d'infléxion , comme la première parabole 
1 

cubique x =zy 1 ou aax = y*. Enfin íì le numéra-

teur étant impair, le dénominateur est pair ; elles 

ont une position renversée du même côté de leur 

axe, ensorte que leur sommet A (Fig. 76. PI. 4.) 

est un point de rebroussement, comme la seconde 

parabole cubique x =y * ou ^xx —y1. Tout ceîa 

suit de ce qu'une puissance paire ne peut pas avoir 

une valeur négative. "Cela posé , il est évident, 

i°. Que dans le point d'infléxion A, ( Fig. 77. 

PI 4. ) le rayon de la développée peut être infini-

ment grand, comme dans aax = yì, ou infiniment 

petit , comme dans aax1 ~y%-

2
0

. Que dans le point de rebroussement A , 

( Fig. 76. PI. 4. ) le rayon de la développée peut 

être ou infini comme dans ct'xx = y%, ou zero 

comme dans axx =yì. 

3°. Qu'il ne s'enfuit pas ( Fig. 73. PI. 4- ) de 

ce que le rayon de la développée est infini ou 

zero, que les courbes ayent alors un point d'in-

fléxion ou de rebroussement. Car dans a} x = y4 

il est infini, dans axì =y4 il est nul ; & cepen-

dant ces paraboles tombent de part & d'autre de 
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leur axe dans une position semblable à celle de 

ïa parabole ordinaire. 

EXEMPXE IV. 

89. SOIT la courbe AMD (Fig. 78. 79. PI. 4& 5.) 

une hyperbole ou une ellipse qui ait pour axe 

AH(«J,& pour paramètre A F ( b ). 

On aura par la propriété de ces lignes y ~ 

abxrr.bxx , abix~r zbxdx „ , , 
-f—^, dy - —-. , , & drfj> 

< aVaaíx + ate 

4aafar ^: ^a&JMíVslaíx q: aiarx 

.. Si donc l'on met ces valeurs 

, dx* -f- dv^dx1 H- rfy* r f 1 j 
dans _^ expression generale de 

( Art. 78. ) MC, on trouvera dans ces deux 

courbes MC flg^ *
 4ab

^
x

^
bxx

*
aaÌ3X

Twbxx ^ 
2.0} bb 

Vaabb + 4afcí>* —f- 4ÌÍ"** -4- 4aata 4a6** . _ 4M Q? -r 

zaHb ~ bb 'P 

que de part & d'autre M Q £ -—
dx

 ^~
 iy

 ) 

Vaabb qabbx —f— 4bbxx -4- t,aabx ~± 4abxx ^j ^JQJ^ 
*— 2« • £ qui on 

ne cette construction qui sert aussi pour la parabole. 

Soit prise M C quadruple de la quatrième con-

tinuellement proportionnelle au paramètre A F & 

à la perpendiculaire M Q terminée par Taxe » le 

point C sera à la développée. 
Si l'on fait x = o , on aura ( Art. 83, ) AB 

= j b. Et si l'on fait dans l'ellipse x = \ a , on 
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c'est-à-

dire , égal à la moitié du paramètre du petit axe. 

D'où l'on voit que dans l'ellipse la développée 

BCG se termine en un point G du petit axe 

DO, où elle forme un point de rebroussement; 

au lieu que dans la parabole & l'hyperbole elle 
s'étend à l'infini. 

Si a — b dans l'ellipse, il vient M C = \ a | 

d'où il suit que tous les rayons de la développée font 

égaux entr'eux , & qu'elle ne fera par conséquent 

qu'un point : c'est-à-dire, que l'ellipse devient en 

ce cas un cercle qui a pour développée son centre. 

Ce que l'on sçait d'ailleurs être véritable. 

E x E M p r E V. 

90. SOIT la courbe AMD ( Fig. 80. PI. 5. j 

une logarithmique ordinaire, dont la nature est 

telle qu'ayant mené d'un de ces points quelcon-

que M la perpendiculaire M P fur l'asymptote 

K P , & la tangente MT ; la soutangente PT 

soit toujours égale à la même droite donnée a. 

On a donc PT (y~ )==a
t
 d'où l'on tire dy 

dy ' 7 

—1—
 }
 dont la différence donne , en prenant dx 

pour constante, ddy 

dx* -

dydx ydx 
= £— 3 & mettant 

aa 

ces valeurs dans 

M E = 

on trouve ( Art. 77. ) 

aa 

— ddy 

U ; & partant EC ou PK 
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—-~——• Ce qui donne cette construction. 

Soit prise P K égale à T Q. du même côté dé 
T, parce que sa valeur est négative ; & soit me-

née K C parallèle à P M : je dis qu'elle rencon-

trera la perpendiculaire M G au point cherché 

C. Car TQ^fl^Z. 
a 

Si l'on veut que le point M soit celui de la plus 

grande courbure , on se servira de la formule 

âx'àddyH-dyzdddy— ^dyddy'1 =. o, que l'on a 

trouvée ( Art. 86. ) dans l'exemple second s & 

mettant pour dy, ddy, dddy , leurs valeurs 
a 

"^Êr
 9

 "^F" '
 on trouvera

 PM (;) a\/[. 

II est clair , en prenant dx pour constante , 

que les appliquées y font entr'elles comme leurs 

différences dy ou -— ; d'où il fuit qu'elles font 

aussi une progression géométrique. Car íì l'on 

conçoit que l'afymptote cm Taxe P K soit divisé 
en un nombre infini de petites parties égales P p 

ou M R , pf ou ;»S, f g ou nH , &c. comprises 

entre les appliquées P M , pm , foi go
t
 &c. l'on 

aura P M . pm : : Km .Sn:: PM + Km ou pm . 

pm-b-Sn ou fn. On prouve de même que pm . 

f n : :fn . go, & ainsi de fuite. Les appliquées PM, 

Pm » fn
 Ì go , &c. feront donc entr'elles une pro-

gression géométrique. 
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EXEMPLE VI. 

5>i. SOIT la courbe AMD ( Fig. 81. VI. 5.) 

une logarithmique spirale, dont la nature est telie 

qu'ayant mené d'un de ses points quelconque M 

au point fixe A / qui en est le centre, la droite 

MA & la tangente M T ; l'angle A M T soit par 
tout le même. 

L'angle A M T ou AwM étant constant, la 

raison de »R ( dy ) à R M ( àx ) sera auíïï cons-

tante. II faut donc que la différence de ^ soit 

nulle ; ce qui donne ( en supposant àx constante ) 

ddy=zo. C'est pourquoi effaçant le terme yddy 

^
ns

d~jt^y~
y
yddy

 ex
P

reffion
 77-) §é-

nérale de ME, lorsque les appliquées partent tou-

tes d'un même point, on trouve ME=r;, c'est-
à-dire, ME — A M. Ce qui donne cette construc-
tion. 

Soit menée A C perpendiculaire fur A M , & 

qui rencontre en C la droite M C perpendiculaire 

à la courbe
 5

* le point C fera à la dévelopée A C B. 

Les angles AMT, ACM font égaux, puif-

qu'étant joints l'un & l'autre au même angle AMC 

ils font un angle droit. La développée ACG fera 

donc la même logarithmique spirale que la donnée 

AMD, & elle n'en différera que par sa position. 

Si l'on suppose que le point C de la développée 

ACG étant donné , il faille déterminer ia lon-

gueur CM de son rayon en ce point
 3
 qui ( Art.j$. ) 
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est égal à la portion AC qui sait une infinité de 

retours avant que de parvenir en A ; il est clair 

qu'il n'y a qu'à mener A M perpendiculaire fur 

A C. De forte que si l'on mene A T perpendicu-

laire fur A M , la tangente M T fera aussi égale 

à la portion A M de la logarithmique spirale don-

née A M D. 
Si l'on conçoit une infinité d'appliquées A M, 

Km , An , Ao, &c. qui faísent entr'elles des an-

gles infiniment petits & égaux ; il est clair que les 

triangles MAw , mAn, n Ao, Sec. seront sem-

blables , puisque les angles en A font égaux, Sc 

que par la propriété de la logarithmique, les an-

gles en m , n, o, &c. le font aussi. Et partant 

A M. Am : : km An. Et Am. An : : An. Ao. & 

ainsi de fuite. D'où l'on voit que les appliquées 

A M , Am
 y

 Aw, Ao, &c. font une progression 

géométrique, lorsqu'elles font entr'elles des angles 

égaux. 
EXEMPLE. VII. 

92. SOIT la courbe AMD ( Fig. 82. PI. 5.) 
une des spirales à l'infini, formée dans le secteur 

B AD avec une propriété telle qu'ayant mené 

un rayon quelconque AMP, & ayant nommé 

Tare entier B P D, b; sa partie B P , le rayon 

AB ou AP, a; & sa partie A M , y ; on ait 

cette proportion b. ^ : : am.ym. 

L'équation à la spirale AMDest>"=j , 

dont la différence donne mym 'dy=^~. Or à 

cause 
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cause deâ secteurs semblables AMR, À P p ; 

l'on atira A M (>).ÁP(á)::MR(</x):jp 

( d\ ) = —. Mettant donc cette valeur à la píàcë 

de d\ daris l'équation que l'on vient de trouver g 

on aura mymdy ét —-— dont la différence ( eri 

prenant dx pour constante) est mmyn 'dy1-^ 

7nymddy =s= 0 ; d'où en divisant par mym~x, Porí 

tire —yddy = wdy* • & partant M E ( /4rí. 77. ) 
. y^H-J/V. . _ ydx*-+-.ydy* = _ i 
v
 dx* -+- dy

1
 — yddy

 J
 ~ í/**-*-^^!^* ' ^ 

donne cette construction. 

Soit menée par le centre A îa droite T A Q 

perpendiculaire sur AM, & qui rencontre en T 

la tangente M T , & eri Q la perpendiculaire 

MQ; soit fait TA + ̂ Tî A Q. T Q^: : M A. 

M E. Je dis que menant EC parallèle, à TQ, 

elle ira rencontrer M Q. en un point C qui fera 
à la développée. 

Car à cause des parallèles M R G , T A Q
 y 

l'on aura M R ( dx ) + ïï+si RG(^).MG 

(dx •+■ ^):: f A +^TÍAQ.TQ í: ASÍ 

' dx* H-m H-
 t

dy* 

EXEMPLE. VIII. 

95. SOTT AMD ( Fig. 8$. PI. 5. ) une aemï°" 

roulette simple, dont la base B D est égale à H 

iiemi-circonférenjce BEA du cercle générateur» 

l 
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Ayant nommé AP,x;PM,;; Tare AE , 

u ; & le diamètre AB, 2a •> l'on aura par la pro-

priété du cercle PE = \/ iax—xx \ & par celle 

de la roulette y — u -+- \Zzax — xx, dont la dis-

ference donne dy =du-
X dx Zadx xdx 

Yiax — Viax ■ XX 

ou dx 1/— 

aix 

lax XX 

■ adxz 

xYic 

—— , en mettant pour du sa valeur 

en supposant dx constante , ddy =z 

; & en mettant ces valeurs dans 

, il vient ( Art. 78. ) M C dx1 -+- dyxVdxx -f- dy1 

— dxddy 

— 2\/^aa — 2ax , c'est-à-dire, 2B E ou aM G. 

Si l'on fait x — o, l'on aura AN=4^ pour 

rayon de la développée dans le sommet A. Mais 

fi l'on fait x~ia, on trouvera que le rayon de 

la développée au point D devient nul ou zero ; 

d'où l'on voit que la développée a son origine en 

D , & qu'elle se termine en N, eníorte que 

BN = B A. 

Pour sçavoir la nature de cette développée, il 

n'y a qu'à achever le rectangle B S , décrire le 

demi-cercle DIS qui a pour diamètre D S , & 

mener DI parallèle à MC ou à BE. Cela fait, 

il est clair que l'angle BDI est égal à l'angle 

EBD; & par conséquent que les arcs DI , BE 

font égaux entr'eux ; d'où il fuit que leurs cor-

des DI, BE ou GC font aussi égales. Si donc 

l'on tire IC, elle fera égale & parallèle à D G , 
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qui par la génération de la roulette est; égale à 

í'arc BE ou DI ; & partant la développée DGN 

est Une demi-roulette qui a pour base lâ droîtâ 

N S égale à la demi - circonférence DIS de iòst 

cercle générateur : c'est-à-dire , que c'est la demi-

roulette même AMDB, posée dans une situa-
tion renvenée. 

COROLLAIRE. 

94. TL est clair (Art. 75-) que la portion dê 

roulette DC est double de fa tangente CG
9 

ou de la corde correspondante 01. Et la demi* 

roulette D C N double du diamètre B N ou D S 
de son cercle générateur. 

AUTRE Sortriion, 

95. ON peut encore trouver la longueur du fâ* 

■ yon MC fans aucun calcul , en cette forte* 

Ayant imaginé une autre perpendiculaire m G 

infiniment proche de la première , une autre pa-

rallèle me, une autre corde Bc, & décrit des 

centres, C , B les petits arcs G H , ÈF , on for-' 

. méra les triangles rectangles GHg , EFe qui 

seront égaux & semblables ; car G g — Ee , puis-

i que B G ou M E est égale à Tare A E, & de même 

B g ou me est égal à Tare A e ; de plus Hg ou 
1
 mg — MG = Ff ouBe — BE; GH fera donc 

égal à EF. Or les perpendiculaires MC, raC, 

étant parallèles aux cordes EB , eB , l'angle 

M C w fera égal à l'angle E Be. Donc puisque les 

arcs G H, E F , qui mesurent ces angles , font 

1 a 
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égaux
 5

 il s'ensuit que leurs rayons CG , BË 

seront aussi égaux ; & partant que MC doit être 

prise double de M G ou de B & 

LEMME. 

961. §'\~L y a un nombre quelconque de quantités 

a, b, c, d, e, Ô c. soit que ce nombre soit fini 

ou infini, soit que ces quantités soient des lignes
 f 

ou des surfaces , ou des solides • la somme a •— b 

b — c + c —'d-t-d-— e, ò'c de toutes leurs 

différences efl égale a la plus grande a , moins la 

plus petite e , ou simplement a la plus grande , lors 

que la plus petite efl \ero. Ce qui est visible. 

COROLLAIRE I. 

§7- LES secteurs CM w, CGH* étant sem-

blables, il est clair que Mm est double de G H 

ou de son égale EF ; & comme cela arrive tou-

jours en quelque endroit que l'on suppose le point 

M, il s'ensuit que la somme de tous les petits 

arcs M m , c'est à dire , la portion A m de la de-

mi-roulette AMD, est double de la somme de 

tous les petits arcs E F. Or le petit arc È F fait 

partie de la corde AE perpendiculaire fur BE, 

ÔÍ est la différence des cordes A E, A e, parce 

que la petite droite eF perpendiculaire fur Ae 

peut être considérée comme un petit arc décrit 

du centre A ; & partant la somme de tous les ! 

petits arcs EF dans i'arc A ZE fera la somme des 

différences de toutes les cordes AE, Ae , &c. 

dans cet arc , c'est-à-dire, par le Lemme qu'elle 

fera égale à la corde AE. II est donc évident 1 
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que la portion A M de la demi-roulette AMD est 

çlouble de la corde correspondante A E:» 

COROLLAIRE II. 

O8.L'E SPAGE MGgw( Art. 2. ) ou le tra-

pèze M Gftm — G H xMG = fEF 

xBE, c'est-à dire, qu'il est triple du triangle EBF 

ou EBe ; d'où il suit que l'espace MGB A, somme 

de tous ces trapèzes, est triple de l'espace circu-

laire BEZ A , somme de tous ces triangles. 

COROLLAIRE III, 

99. N o M M A N T B P , \; l'arc A ZE ou E M. 

ou B G , u ; 6c le rayon K A, a ; l'on aura le 

parallelélogramme MGBE =a^. Or l'espace de 

la roulette .VGBA = 3BEZA =:

3
EKB 

& partant l'espace A M E B renfermé par la por-

tion de roulette A M , la parallèle M E , la corde 

B E & le diamètre AB, est = 3E K B •+- \au 

•— u\. D'où il suit que íi l'on prend B P (^) = |ct, 

l'espace A M E B sera triple du triangle corres-* 

pondant EK B ; &c aura'par conséquent sa qua-

drature indépendante de celle du cercle. Ce que 

M. H'ugens a remarqué le premier. Voici encore 

une autre sorre d'espace qui a la même propriété. 

Si l'on retranche de l'espace A M E B le seg-

ment BEZ A , il restera l'espace A ZEM =k 2EK3 

+ au — u\ s d'où l'on voit que fi le point P 

tombe au centre K, l'espace A Z E M sera égal 

au quarré du rayon. II est évident qu'entre tous 

les espaces AMEB ôe AZEM,il n'y a que 

I ì 
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les deux que l'on vient de déterminer qui ayenf 

îeur quadrature abíolue indépendante de celle 

du cercle. 
EXEMPIE IX. 

100. S°ïT k demi-roulette AMD (Fig. 84. 

P/. 5. ) décrite par la révolution du demi-cercle 

A E B autour d'un autre cercle immobile B G D ; 

& qu'il faille déterminer fur la perpendiculaire 

M G donnée de position, îe point óù elle touche 
Ja développée. 

Pour se servir des formules générales il faudroit 

prçndre pour les appliquées de la courbe AMD, 

des lignes droites perpendiculaires fur Taxe O A, 

Si chercher ensuite une équation qui exprimât 

îa rélation des coupées aux appliquées, ou de 

leurs différences. Mais comme le calcul en seroit 
fort pénible, il vaut beaucoup mieux dans ces 

fortes de rencontres en tenter la solution en se 
servant de la génération même. 

Lorsque le demi-cercle AEB est parvenu dans 

Ja position M G B dans laquelle il touche en G 

3a base B D ; & que le point décrivant A tombe 

fur lç point M, 4e la demi-roulette. AMD : il 

est clair, 

i°. Que l'arc G M est égal à Tare G D , corn* 

pç aussi l'arc G 8 du cercle mobile à lare G B 

flu cercle irnrnobile-
3

0
. Que M G est (Art. 43. ) perpendiculaire 

sur la courbe > car considérant la demi-circonfé» 

rçnce MGÇ ou AEB, ôc la base BGD con> 

îgç rassçrrçbiage infinité de petites droites 
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égaies chacune à fa correspondante , il est mani-

feste que la demi-roulette AMD fera l'assem-

b!age d'une infinité de petits arcs qui auront 

pour centre successivement tous les points tou-

chans G, & qui feront décrits chacun par le mê-

me point M ou A. 

3°. Que si i'on décrit du centre O du cercle 

immobile l'arc concentrique ME; les arcs M G , 

E B du cercle mobi'e feront égaux entr'eux, 

aussi-bien que leurs cordes M G , E B , & les 

angles O G M , O 8 E. Car les droites O K , O !C, 

qui joignent les centres des deux cercles font éga-

les , puisqu'elles paífent par les points rouchans 

B, G; c'est pourquoi menant les rayons OM, 

OE, & KE, on formera les triangles OKjVl , 

O K E égaux & semblables. L'angle O K M étant 

donc égal à l'angle OKE; les arcs M G, B E 

des demi-cercles égaux M G B , BEA, qui me-

surent ces angles, feront égaux, comme aulîì 

leurs cordes M G , E B ; d'où il fuit que les an-

gles O G M , O B E le seront aussi. 

Cela poíé, íoit entendue une autre perpendi-

culaire fflC ( Fig. 85. PL 5.) infiniment proche 

de la première, un autre arc concentrique me , 

& une autre corde Be ; íoient décrits des centres 

C, B, les petits arcs G H, EF. Les triangles 

rectangles GYLg , EFe seront égaux & sembla-

bles; carGgouDg— D G z= Ee ou à l'arc Be 

■— l'arc B E , de plus Hg ou m g — MG — Fe 

ou à B e — BE Le petit arc G H fera donc égal 

au petit arc E F ; d'où il fuit que l'angle G C H 

14 

SCD LYON 1



ï 3 6 ANALYSE 

est à l'angle EEF , comme B E est à CG. Ainsi 

toute la difficulté se réduit à trouver le rapport 

de ces angles. Ce qui se fait en cette sorte 

Àyant mené les rayons O G, Og, KE, Ke, 

& nommé OGouOB , b; KE ou KBouKA, 

ai i
1
 est clair que l'angle EBe= O Be — O B E 

zzz Qgm — OGM=(en menant G L , G V pa-

rallèles à Cm , Og ) L G M — O G V = G C H 

G O g. C n aura donc l'angle G CH ■== G O g 

-r E B F. Or les arcs Gg , Ee étant égaux, l'on 

aura aussi. G Og . E Ke ou 2E B F : : K E ( a ). 

PÇ ( fe ) ; & partant l'angle GOg — lí EB F , 

& G C H =
 2
-^-^ E B F. Ponc G C H . EBF ou 

B E » C G : ; —. 1 . & partant l'mconnue 

CG = —-—f B E ou M G. Ce qui donne cette 

construction. 
4* Soit fait O A (Fig. S 6. PL 5. ) (ta -4- b}. 

OB ( fe ) : : M G • G C ; le point C fera à la dé-

veloppée. 

II est clair 1 °. Que cette développée commen-

ce au point D, & qu'elle y touche la base PGD ; 

puisque l'arc G M devient en ce point infiniment 

petit. 2°. Qu'elle se termine au point N , en-

sorte que O A. O B : : A B. B N : : O A — A B 

ou G B • O B — B N óu O N ; c'est-à-dire , que 

O A, OB, Q N sont continuellement propor= 

tionnelles. 30. Si l'on décrit à présent le cercle, 
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N S Q. du eentre O, je dis que la développée 

D C N est formée par la révolution du cercle mo-

bile G C S , qui a pour diamètre G S ou B N, 

autour de fimmobile N S Q : c'est-à-dire , qu'elle 

est une demi-roulette semblable à la proposée , 

ou de même espece ( parce que les diamètres AB , 

B N des cercles mobiles ont entr'eux le même 

rapport que les rayons OB, ON des cercles 

immobiles ) , & posée dans une situation renver-

sée , enforte que son sommet est en D, Pour le 

prouver , supposons que les diamètres des cercles 

mobiles se trouvent fur la droite O T menée à 

discrétion du centre O 5 elle passera par les 

points touchans S , G ; & faisant AB ou TG, 

BN ou GS : : M G . GC , le point C fera à ia 

développée, 8í de plus à la circonférence du 

cercle GCS; car l'angle GMT étant droit , 

l'angle G CS le fera auffi. Or à cause des angles 

égaux MGT,CGS , l'arc TM ou GB est à 

l'arc CS , comme le diamètre GT au diamètre 

GS : : O G . O S : : GB. NS ; & partant les arcs 

C S, S N font égaux. Donc , &c. 

COROLLAIRE I. 

101. IL est clair (Art. 75.) que la portion de rou-

lette D C est égale à la droite CM; & partant 

que D C est à fa tangente CG : : AB + BN. 

BN : : OB + ON . Q N ; c'est à-dire , comme 

la somme des diamètres des deux cercles géné-

rateurs , ou des cercles mobile & immobile , est 

au rayon du cercle immobile. Cette vçriré se dé-
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couvre encore de la maniéré qui suit. A cause 

des triangles semblables CMm , C G H , ( Fig. 

85. PI. 5. ) l'on aura M m . GH ou E F : : M C. 
GC:: OA + OB (îa+îi ). OB (b). D'où 

il fuit ( comme dans l'art. 97. ) que la portion de 

roulette AM est à la corde correspondante AE , 

comme la somme des diamètres du cercle géné-

rateur & de la base, est au rayon de la base. 

COROLLAIRE II. 

102.LE trapèze MGFLm (Fig. 85. PI. 5.) 

— { GH-+- í M/n x MG. Or CG ( ——.: M G ) . 

CM(
2
-l^MG)::GH.M^ = ̂ -

á
GH. 

Donc puisque GH—EF,6cMG = EB, l'on 

aura MG Hm = ï±±JÌ EF x ÊB : c'e&à-dire, 

que le trapèze MG H» fera toujours au triangle 

correspondant E B F : : 2a -+- $b . b. 
D'où il suit que l'espace M G B A renfermé par 

M G, AB perpendiculaires à la roulette , par 

l'arc B G & par la portion de roulette M A , est 

au segment de cercle correspondant B E Z A : : 

2a 4- 3& . b. 

COROLLAIRE III. 

IO^TL est visible que la quadrature indéfinie de 

la roulette dépend de la quadrature du cercle ; 

mais si l'on prend O Q (Fig. 87. PL 5. ) mo-

yenne proportionnelle entre O K, O A , & qu'on 

décrive de ce rayon l'arc Q EM ; je dis que l'ef-
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pace A B E M renfermé par le diamètre A B, la 

corde B E , l'arc E M , & par la portion de rou-

lette A M , est au triangle E K B : : 2a -+- TJP . b. 

Car nommant l'arc AE ou G B, u ; le rayon OQ, 

Ki l'on aura OB (fe). OQ CO : : GB (") • RQ 

ou M E = y-. Et partant l'espace R G B Q, ou 

MGBE, c'est-à-dire, iGB + i R Q xBd = 

\l
u

~£
hu

. Or ( Art. 102. ) l'espace de la roulette 

M G
 B A =

 2
-^

x
 B E Z A = ÎÉjS? x E K B 

b b 

^_
 2a

 ~^ x KEZ A £ }• Si donc l'on retranche 

le précédent espace de celui-ci, il restera ABEM 
2aau -+- lubu -f- bbu — 77u 2a -+■ 7b

 T
 > -.

r
 „ 

.£= —:———-—- — H —~ X E K B 
2b b 

z=—^^EKB , puisque par la construction ç< 

= 2aa + ^ab -+- bb. D'où l'on voit que cet es-
pace a sa quadrature indépendante de celle du 

cercle, & qu'il est le seul parmi tous ses sem-
bla b'es. 

En voici encore un autre qui a la même pro-

priété. Si l'on retranche de l'espace ABEM le 

segment BEZA(icta-i-EKB,)il restera l'es-
A T T? u 2aau-+-2abu-hbbu—7711 2a-h-2b 

pace AZE M = ^- H
 ;

— 
1 2b b 

E K B ==
 za

~^
2b

 E K B en faisant ̂  = taa-i-zab 

H- bb : c'est-à-dire , que si l'on divise la demi-cir-

conférence en deux également au point E , l'es-
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pace A ZE M sera au double du triangle EKB, 

c'est-à-dire, au quarré du rayon : : O K (a-+-b ) , 

OB(i). 

COROLLAIRE IV. 

104.S 1 le cercle mobile AEB ( Fig. 88. PL 5. ) 

roule au dedans de l'immobile B G D , son dia-r 

mètre AB devient négatif, de positif qu'il étoit 

auparavant ; & partant il faut changer de si-

gnes les termes 011 il se rencontre avec une di-

mension impaire. D où il suit, i°. Que si l'on 

mene à discrétion la perpendiculaire M G à la 

roulette , & que l'on fasse O A (b— ia ) • O B 

(b) : : M G . G C . le point C fera ( Art. 100.) à 

la développée DCN décrite par la révolution 

du cercle qui a pour diamètre B N , au dedans 

de la circonférence N S concentrique à B D. 

20. Que si l'on décrit du centre O l'arc M E , 

la portion de roulette A M fera ( Art. 101. ) à la 

corde AE : : 2b—2à.b. 30. Que l'espace MGBA 

est ( Art. 102.) au segment BEZ A : : ^b—2a.b. 

4°. Que si l'on prend O Q = \/iaa — 2ab -+■ bb ', 

c'est-à-dire , moyenne proportionnelle entre OK, 

O A ; l'espace ABEM renfermé par la portion de 

roulette A M , l'arc ME , la corde EB, & le dia-

mètre AB, sera ( Art. 103. ) au triangle 

E K B : : 36—2a . b. Mais que si l'on fait O ou 

OE = \/2an — 2ab -+• bb, c'est à-dire , que Tare 

A E soit le quart de la circonférence ; l'espace 

A ZE M renfermé par la portion A M de roulette 

ÔÍ par les deux arcs ME, A E , fera ( Ibid. ) au, 
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triangle EKB qui est en ce cas lâ moitié dií 

quarrê du ráyon : : are — ia, b, 

COROÌIAIRE V. 

IÒ5* S1 l'on conÇ°it <lue ^e rayon
 OB ( F/g. 86. 

VI. 5. ) du cercle immobile devienne infini, l'arc 

B G D deviendra uhe ligne droite, & la courbe 

AMD deviendra la roulette ordinaire. Or com-

me dans ce cas le diamètre A B du cercle mo-

bile est nul par rapport à celui de l'immobile ; il 

s'enfuit , i°. Que M G . GC :: b. b. Puisque 

b± 2a = b , c'est-à-dire , quë MG = GC; & 

partant que si l'on prend S N — A B , & qu'on, 

mene la droite NS parallèle à BD , la développée 

D G N fera formée par la révolution du cercle , 

qui a pour diamètre B N , fur la base NS. 20. Que 

la portion de roulette A M ( Fig.' 85. 88. VI. 5.^ 

est à la corde correspondante AE : : 2b . b. 30. Que 

P espace M G B A est au segment BEZ A : : ^b . b. 

4°. Puisque B Q (Ftg. 87. 88. VI. 5.) ou ± OQ 

4: OB , que j'appelle x , est = qr&iVià'f^^df^u, 

d'où l'on tiré ( en ôtant les incommenlurables ) 

xx ì 2bx = 2ûa í^ab - l'on aura x — \a , en ef-

façant les termes où b ne se rencontre point , 

parce qu'ils font nuls par rapport aux autres. C'est-

à-dire , que fi l'on prend dans la roulette ordi-

naire BP= | AB , & qu'on mene la droite PEM 

(F/g. 83. VI. 5.) parallèle à la base BD ; l'es-

pacc A M E B sera triple du triangle E K B. On 

trouvera en opérant de la même maniéré » que si 

le point P tombe au centre K
 }

 Peípace A Z KM 
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renfermé par la portion de roulette A M , la 

droite ME, & l'arc A E , fera égal au quarré 

du rayon. Ce que l'on a déja démontré ci-

devant art. 99. 

REMARQUÉ. 

106. COMME les arcs DG,GM (Fig S4.Pl. 5 ) 

font toujours égaux entr'eux, il s'enfuit que lan-

gîe DOG est aussi toujours à l'angle G K M : : GK . 

OG. C'est pourquoi l'origine D de la roulette DMA, 

les rayons OG, G K des cercles générateurs, & 

le point touchant G étant donnés
 t

 si l'on veut 

déterminer dans cette position le point M qui dé-

crit la roulette, il ne faut que tirer le rayon 

KM, enforte que l'angle GKM soit à l'angle donné 

DOG:: OG. G K. Or je dis maintenant que 

cela se peut toujours faire géométriquement, lors-

que le rapport de ces rayons se peut exprimer par 

nombres ; & partant que la roulette DMA est 

alors géométrique. 
Car supposant, par exemple , que OG . GK : : 

13. 5 il est clair que l'angle M K G doit conte-

nir deux fois l'angle donné DOG, & de plus | de 

cet angle. Toute difficulté se réduit donc à di-

viser l'angle DOG en cinq parties égales. Or 

c'est une chose connue par les Géomètres, qu'on 

peut toujours diviser géométriquement un angle 

ou un arc donné en tant de parties égales qu'on 

voudra; puisqu'on arrive toujours à quelque équa-

tion qui ne renferme que des lignes droites» 

Donc, &c. 
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Je dis de plus que la roulette DMA est mé-

canique , ou ce qui est la même chose , qu'on 

ne peut déterminer géométriquement ses points 

M , lorsque la raison de O G à K G ne se peut ex-

primer par nombres, c'est-à-dire , lorsqu'elle 

est sourde. 

Car (Fig. 89. VI. 5. ) toute ligne, soit méca-

nique soit géométrique , ou rentre en elle-même 

ou s'étend à linfini ; puisqu'on peut toujours en 

continuer la génération. Si donc le cercle mobile 

A B C décrit par son point A dans fa première 

révolution la roulette ADE, cette roulette ne 

fera pas encore finie , & continuant toujours de 

rouler il décrira la seconde EFG , puis la troi-

sième GHI, & ainsi de suite jusqu'à ce que le 

point décrivant A retombe après plusieurs révo-

lutions dans le même point d'où il étoit parti. Et 

pour lors si on recommence à faire rouler le cercle 

mobile ABC, il décrira derechef la même ligne 

courbe , de forte que toutes ces roulettes pri-

ses ensemble ne composent qu'une seule courbe 

ADEFGHI, &c. Or les rayons des cercles 

générateurs étant incommensurables , leurs cir-

conférences le seront aussi ,• & par conséquent îe 

point décrivant A du cercle mobile A B C ne 

pourra jamais retomber dans le point A de l'im-

mobile, d où il étoit parti, si grand que puisse 

être le nombre des révolutions. 11 y aura donc 

une infinité de roulettes qui ne formeront cepen-

dans qu'une même ligne courbe ADEFGHI, 

&c. Maintenant si l'on mene au travers du cercle 

SCD LYON 1



144 ANALYSE 

immobile une ligne droite indéfinie, il est clair 

qu'elle coupera la courbé continuée à l'infini en 

Une infinité de points. Of comme l'équation qui 

exprime la nature d'une ligné géométriquè doit 

avoir au moins autant de dimensions que cette li-

gne peut être coupée en de différens points par uné 

droite ; il s'enfuit que l'équation qui exprimeroit 

la nature de cette courbe auroit une infinité de 

dimensions. Ce qui ne pouvant être, on voit 

évidemment que la courbe doit être mécanique 

ou tranfcendente. 

PROPOSITION III. 

PROBLÈME. 

107. L A ligne courbe BFC (Fig. 90. VI. 5.) 

étant donnée , trouver une infinité de lignes A M , 

BN , ftf O , dont elle fait la développée commune* 

òi l'on développe la courbe B F C en commen-

çant par le point A, il est clair que tous les 

points A , B , F, du fil A BFC décriront dans 

ce mouvement des lignes courbes AM,BN, 

F O, qui auront toutes póur développée com-

mune la courbe donnée B F C. Mais il faut obser-

ver què ia ligne F O n'ayant pour développée que 

la partie F C , son origine n'est pas en F ; 8c que 

pour la trouver , il faut développer la partie res-

tante B F, en commençant au point F , pour dé-

crire la portion E F de la courbe E F O dont l'o-

rigine est en E
 3

 §c qui a pour développée la courbe 

entière BFC. 
Si 

SCD LYON 1



DES INFINIMENT PETITS. 145 

Si l'on veut trouver les points M , N, O fans 

se servir du fil A B F C , il n'y a qu'à prendre fur 

Une tangente quelconque C M , autre que B A , 

les parties CM, CN , CO égales à ABFC, 
BFC,FC. 

COROLLAIRE. 

108. IL est évident , i°. Que les courbes A M , 

B N , EFO font d'une nature très-différente 

entr'elles ; puisque la courbe A M a dans ion 

sommet A le rayon de fa développée égal à AB , 

au lieu que celui de la courbe B N est nul. il est 

visible aussi par la figure même de la courbe EFO 

qu'elle est très différente des courbes A M , B N". 

2
0

. Que les courbes A M , BN, EFO ne 

font géométriques que lorsque la donnée BFC 

est géométrique & de plus rectifiable. Car si elle 

n'est pas géométrique, en prenant B K pour la 

coupée , on ne trouvera point géométriquement 

l'appliquée KC:& si elle n'est pas rectifiable, 

ayant mené la tangente CM, on ne pourra dé-

terminer géométriquement les points M , N , O 

des courbes AM, BN, EFO ; puisqu'on ne 

peut trouver géométriquement des lignes droites 

égales à la ligne courbe BFC, & à ses portions 
BF, FC. 

REMARQUE. 

109. S1 l'on développe une ligne courbe BAC 

(F/g. 91. PI. 5. ) qui ait un point d'inflexion en 

A , en commençant par le point D , autre que le 

point d'infléxion ; on formera par le développe-

K 
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ment de la partie B A D la partie DE F; & par 

celui de la partie DC , 3a partie restante D G : 

de sorte que F E D G lera la courbe entière for-

mée par le développement de BAC. Or il est vi-

sible que cette courbe rebrousse chemin aux points 

D Si E , avec cette différence qu'au point de re~ 

broussement D les parties DE, DG ont leur 

convexité opposée l'une à l'autre ; au lieu qu'au 

point K les parties DE, E F font concaves vers 

le même côté. On a enseigné dans la section pré-

cédente à trouver les points de rebroussement tels 

que D : il est question maintenant de déterminer 

les points E, qu'on peut appeller points de re-

broussement de la seconde forte , & que personne, 

que je sçache , n'a encore considéré. 
Pour en venir à bout, on menera à discrétion sur 

la partie DE deux perpendiculaires M N, mn, 

terminées par la développée aux points N , « , par 

lesquels on tirera deux autres perpendiculaires 

N H , K H fur les premières N M , n m ; ce qui for-

mera deux petits secteurs MNm , N H» qui íeront 

semblables, puisque les angles MNw, N H n font 

égaux. On aura donc N n : Mm : : NH . N M. Or 

dans le point d'inflexion A le rayon N H devient 

(Art. 81.) infini ou zero ; Si le rayon M N , qui 

devient AE , demeure d'une grandeur finie. 11 faut 

donc qu'au point de rcbrouiîement E de la seconde 

forte , la raison de la différence N w du rayon M N 

de la développée, à íadifférence M m de la cour-

be , devienne ou infiniment grande ou infiniment 

petite. Et partant puisque ( Art. 86. ) N w 
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_i î 

——ydxdyddy^dx
1

 -+■ iy
11 

-f - ixc'íW yçtáj
1

 d y
1

 * 

díp-ddy
1
 ' " 

TT V dx^dddv-^dy^dddy-^-tdydiy^ 
^dx^dy\ l'on aura - Z-JL 

—z 0 ou 00 ; & multipliant par dxddy%, on trôll* 

vera la formule dx*dddy H- dy
ï
dddy — ^dyddy* 

= 0 ou 00 , qui servira à déterminer les pokitâ 
de rebroussement de la seconde sorte. 

On peut encore concevoir qu'une rebróússâníê 

DEF ( Fig. 92. 93. Pl. 5.) ou HDEFGde la 

seconde sorte , ait pour développée une autre 

rebroussante BAC de la seconde sorte , telle que 
son point de rebroussement A réponde au poinfi 

de rebroussement E , c'est-à-dire , qu'il soit situé 
sur le rayon de la développée qui part du point E* 

Or il est clair dans cette supposition , que le 
rayon E A de la développée sera toujours un plus 

petit ou un plus grand * éc partant que la diffé*» 
i 

rence de dx
x

-+d
y

'
L i

 expression générale (Art* 78.) 
—dxddy 

des rayons de la développée » doit être nuîíe ôti 

infinie au point cherché E ; ce qui donne la 

même formule qu'auparavant : de forte qu'elle 
est générale pour trouver les points de rebrousse-

ment de la seconde sorte. ( Consulte^ pour toutë 
cette SeSlion la Nets cinquantième. 
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SECTION VJ. 

Usage du calcul des différences pour trouver les 

Caustiques par réfléxion. 

DÉFINITION. 

S
I l'on conçoit qu'une infinité de rayons B A , 

B M, BD, (Fig. 94. 95. Pl. 5. ) qui par-

tent d'un point lumineux B , se réfléchissent à fk 

rencontre d'une ligne courbe AMD , ensorte 

que les angles de réfléxion soient égaux aux an-

gles d'incidence ; la ligne HFN, que touchent 

les rayons réfléchis ou leur prolongement AH, 

MF, D N , est appellée Caustique par réfléxion. 

COROLLAIRE I. 

110 S 1 Ion prolonge H A en I, ( Fig. 94. Pl. 5 • ) 

de forte que AI = A B , & que l'on développe 

la caustique HFN en commençant au point I ; 

on décrira la courbe IL K , telle que la tangente 

F L fera (Art, 75.) continuellement égale à la por-

tion F H de la caustique, plus à la droite HI. Et 

íì l'on conçoit deux rayons incident & réfléchi 

B m , m¥ infiniment près de BM, MF, 6c 

qu'ayant prolongé Fmenl, on décrive des cen-

tres F, B les petits arcs MO, M R : on formera 

les petits triangles rectangles MO«Î, M R m , 

qui seront semblables & égaux ; car puisque l'an-

gle O m M=F»ÎD = RWM , & que de plus 

Thypotenuse M m est commune , les petits côtés 
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Orn , R m seront égaux entr'eux. Or puisque 

O m est la différence de L M, & R m celle de 

B M , & que cela arrive toujours en quelque en-

droit qu'on prenne le point M ; il s'enfuit que 

ML — lAou AH+HF — MF somme (Art. 

96. ) de toutes les différences O m dans la por-

tion de courbe AM, est — BM — B ^ som-

me ( Art. 96. ) de toutes les différences Wm dans 

la même portion AM. Donc la portion H F de 

la caustique HFN fera égale à B M — B A 
M F — A H. 

11 peut arriver différens cas, selon que le ra-

yon incident B A est plus grand ou moindre que 

BM, & que le réfléchi A H développe ou en-

veloppe la portion H F pour parvenir en MF: 

mais l'on prouvera toujours, comme l'on vient 

de faire, que la différence des rayons incidens 

est égale à la différence des rayons réfléchis, en 

joignant à l'un d'eux la portion de la caustique 

qu'il développe , avant que de tomber fur l'autre. 

Par exemple, BM — B A (Fig. 95. Pl. 5.)=^ 

MF + FH-AH - d'où l'on tire FH^BM 

— BA + AH-MF. 

Si l'on décrit du centre B Tare de cercle A p ; 

( Fig. 94. 95. PL 5. ) il est clair que p M fera la 

différence des rayons incidens BM, B A. Et si 

l'on suppose que le point lumineux B devienne 

infiniment éloigné de la courbe AMD
}
' (Fig. 

96. Pl. 5.) les rayons incidens BA, B M de-

viendront parallèles , & l'arc A P deviendra une 

ligne droite perpendiculaire fur ces rayons. 
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COROLLAIRE. Ií. 

î 11, S l l'on conçoit que la figure B A M D ( Fig. 

94. Pl. 5. ) soit renversée sur le même plan , en-

fòrte que le point B tombe sur le point I, & 

qu'ainsi la tangente en A de la courbe AMD 

dans fa première situation , la touche encore 

dans cette nouvelle ; &c qu'on fasse rouler la courbe 

fur A M D , c'eíl-à-dire , fur elle-même, 

enforte que les portions «M, AM soient tou-

jours égales : je dis le point B décrira dans ce 

mouvement une efpece de roulette 1LK qui aura 

pçur développée la caustique HFN. 

Car il fuit de la génération , i°. Que la ligne 

L M tirée du point décrivant L au point touchant-

M fcr&(Art. 43. ) perpendiculaire à la courbe 

IL K, 20. Que La ou IA = B A , & LM =z 

B M, 3°. Que les angles faits par les droites M L , 

B M 'ur I4 tangente commune en iM font égaux ; 

& partant que si l'on prolonge LM en F , le ra^ 

-yon M F fera le réfléchi de Fincident B M. D'où 

l'on voit que la perpendiculaire LF touche la 

Caustique fi F N : & comme cela arrive toujours 

en quelque endroit qu'on prenne le point L, il 

s'enfuit que la courbe 1 L K est formée par le dé-

veloppement de la caustique HFN, plus la 
droite HI. 

íl fuit de ceci que la portion F H ou FL—', 

Hï===BM-t- MF — B A — AH. Ce que l'on 

vie«ç de démontrer d'une autre manière dans le 

Corollaire préçéden|. 

SCD LYON 1



DES INFINIMENT PETITS. ïji 

COROLLAIRE II T. 

112. $ i la tangente D N devient infiniment pro-

che de la tangente F M ; il est clair que le point 

touchant N , & celui d'intersection V se confon-

dront avec l'autre point touchant B' : de sorte 

que pour trouver le point F où le rayon réfléchi 

MF touche la caustique HFN , il ne faut que 

chercher îe point de concours des rayons réfléchis 

infiniment proches MF, w F. Et en effet, fi 

Ton imagine une infinité de rayons d'incidence 

infiniment proches les uns des autres, on verra 

naître par les intersections des réfléchis un poli-

gone d'une infinité de côtés dont l'assemblagé 

composera la caustique HFN. 

PROPOSITION h 

PROBLÈME GÉNÉRAL. 

II3-X-/A nature de la courbe AMD, (F/g. 

97. Pl. 5Y ) le point lumineux B , & le rayon 

incident B M étant donnés • trouver fur le réfléchi 

MF donné de position, le point F oà il touche la 

caustique. 

Ayant trouvé par la section précédente la lon-

gueur M G du rayon de la développée au point 

M , & pris l'are M w infiniment petit, on tirera 

les droites B m , Cm, F m ; on décrira des 

centres B , F les petits arcs MR, MO ; on mè-

nera les perpendiculaires CE, Ce, CG, Cg 

fur les rayons incidens & réfléchis ; ensuite on 

nommera les données BM,/; M E ou M G, a. 
K 4 _ 
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Cela posé, on prouvera, comme dans le Co-

rollaire premier (Art. 110. )» que les triangles 

M R m , M O m sont semblables & égaux # & 

qu ainsi MR= M O. Or à cause de l'égalité des 

angles d incidence & de Teflexion, l'on a aussi 

CE=CG, G?=Cg; & partant CE — Ce ou 

EQ — G G— Cg ou S G. Donc à cause des trian-

gles semblables BMR & BEQ, FMO & FGS, 

Ton aura BM + BS ( 2y - a ) . B M (y):: M R 

■H-£Q.OUIO + GS. MRouMO: : MG (a). 

2y-—a 

Si le point lumineux B tomboit de l'autre côté 

du point K par rapport au point M , ou ( ce qui 

est la même chose ) si la courbe AMD étoit 

convexe vers le point lumineux B ; y deviendroit 

n 'gative de positive qu'elle étoit , & Ion auroit 

par conséquent M F r=r —a~Z-— ou . 
1 1 —2y—a 2y-\-a 

Si l'on suppose que y devienne infinie , c'est-à-

dire , que le point B ( Fig. 96. Pl. 5. ) soit infi-

niment éloigné de la courbe AMD; les rayons 

incidens ìeront parallèles entr'eux , & l'on aura 

XVIF = ~a
 ?

 parce que a est nul^e par rapport à 2y. 

COROLLAIRE I. 

ì 14.C0 M M E l'on ne trouve pour MF ( Fig. 

94. g^.Pl. 5 ) qu'une feule valeur dans laquelle 

entre ie rayon de la développée ; il s'enfuit 

qu'une ligne >.ourbe A 1V3D ne peut avoir qu'une 

seu.e caustiqu. HFN par réfléxion , puisqu'elle 

( Art. 80. ) n'a qu'une seule développée. 
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C O R O L ZAIRE. Ií. 

115.L ORS QU E AMD (Fig. 97. Pl. 5.) est 

géométrique , il est clair ( Art 85. ) que sa dé-

veloppée l'est aussi , c'est-à-dire, que l'on trouve 

géométriquement tous les points C. D'où il fuit 

que tous les points F de fa caustique seront aussi 

déterminés géométriquement, c'est-à-dire, que 

la caustique H F N (Fig. 94. 95.) fera géomé-

trique. Mais je dis de plus, que cette caustique 

fera toujours rectifiable ; pufqu'il est évident (Art. 

110. que l'on peut trouver avec le secours de la 

courbe AMD , qu'on suppose géométrique, 

des lignes droites égales à une de ses portions 

quelconques. 

COROLLAIRE III. 

116.S1 la courbe AMD (Fig. ^j.Pl. 5. ) est 

convexe vers le point lumineux B ; la valeur de 

dra prendre par conséquent le point F du côté 

du point C, par rapport au point M, comme l'on 

a supposé en faisant le calcul. D'où l'on voit que 

les rayons réfléchis infiniment proches seront di-

vergens. 

Mais si la courbe A M D est concave vers îe 

point lumineux B, la valeur de MF( 

fera positive lorsque y surpasse \a , négative lors-

qu'il est moindre , & infinie lorsqu'il est égal. 

D'où il suit que si l'on décrit un cercle qui ait 
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pour diamètre la moitié du rayon M C de la 

développée , les rayons réfléchis infiniment pro-

ches seront convergens lorsque le point lumi-

neux B tombe au dehors de fa circonférence, 

divergehs lorsqu'il tombe au dedans , 8c enfin 

parallèles lorsqu'il tombe dessus. 

COROLLAIRE IV. 

117. S I le rayon incident B M touche la courbe 

A M D au point M, l'on aura ME(a) = o ; 

& partant M F — o. Or comme le rayon réfléchi 

est alors dans la direction de l'incident, & que 

la nature de ia caustique consiste à toucher tous 

les rayons réfléchis ; il s'enfuit qu'elle touchera 

aussi le rayon incident B M au point M : c'est-à-

dire , que la caustique 8c la donnée auront la 

même tangente dans le point M qui leur fera, 

commun. 

Si le rayon M C de la développée est nul, on 

aura encorè M E ( a ) — o ; 8c partant M F — o. 

D'où l'on voit que la donnée & la caustique font 

entr'elles dans le point M qui leur est commun , 

un angle égal à l'angle d'incidence. 

Si le rayon CM de la développée est infini, le 

petit arc M m deviendra une ligne droite , & 

l'on aura MF =q 47^ ,* puisque ME(a) étant 

infinie , y sera nul par rapport à a. Or comme 

cette valeur est négative lorsque le point B tombe 

du côté du point C par rapport à la ligne AMD, 

& positive lorsqu'il tombe du côté opposé ; il 

s'enfuit que les rayons réfléchis infiniment pro-
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ches seront toujours divergens lorsque la ligne 

A M D est droite. 

COKOUAIRE V-

118. XL est évident que deux quelconques des 

trois points B , C , F, étant donnés, on trou-

vera facilement le troisième. 

Soit, i° , la courbe A M D ( Fig. 98. Pl. 5. ) 

une parabole qui ait pour foyer le point lumineux 

B. II est clair par les élémens des sections coni-

ques , que tous les rayons réfléchis seront paral-

lèles à l'axe ; & partant que M F fera toujours 

infinie en quelque endroit que l'on suppose le 

point M. On aura donc a — iy : d'où il suit 

que si l'on prend M E double de MB, qu'on 

mene la perpendiculaire EC elle ira couper 

MC perpendiculaire à la courbe AMD , en un 

point C qui sera à la développée de cette courbe. 

Soit, 20, la courbe A M D ( Fig. 99. Pl. 5. ) 

une ellipse qui ait pour un de ses foyers le point 

lumineux B. II est encore clair que tous les rayons 

réfléchis MF se rencontreront dans un même 

y point F qui fera l'autre foyer. Et si l'on nomme 

MF , 7 ; l'on aura ( Art. 1 12. ) z =c ; d'où 
* ' 2y—a 

l'on tire la cherchée ME (a)=^-. Mais si 

la courbe AMD est une hyperbole, le foyer F 

tombera de l'autre côté ; & partant M F (^) de-

viendra négative : d'où il fuit qu'on aura alors 

ME (a) = —ou -^1. Ce qui donne cette 
y ~ 1 \—y * 

) construction qui sert aussi pour l'ellipse. 
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Soit prise M E ( Fig. 99. PI. 5. Fig. 100. PI. €. ) 

quatrième proportionnelle au demi-axe traver-

sant , & aux rayons incident & réfléchi ; soit 
menée la perpendiculaire EC : elle ira couper 

la ligne M C perpendiculaire à la section , en un 

point C qui sera à la développée. 

EXEMPLE I. 

Î 19. SOIT la courbe A M D ( Fig. 101.Pl. 6.) 

une parabole , dont les rayons incidens P M 

soient perpendiculaires fur son axe A P. Il faut 

trouver fur les réfléchis M F les points F où ils 

touchent la caustique A F K. 

II est clair que si l'on mene le rayon M C de 

la développée , & qu'on tire la perpendiculaire 

C G fur le rayon réfléchi M F, il faudra ( Art. 

11 3.) prendre M F égale à la moitié de M G. 

2Vîais cette construction fe peut abréger, en con-

sidérant que si l'on mene M N parallèle à l'axe 

A P , 8c la droite M L au foyer L ; les angles 

LMP , F M N seront égaux, puisque par la 
propriété de îa parabole LMQ = QMN, Sc 

par la supposition P M Q. = Q.MF. Si donc l'on 

ajoute de part & d'autre le même angle P M F, 

l'angle L M F fera égal à l'angle P M N, c'est-

à-dire , droit. Or l'on vient de démontrer ( Art. 

118. num. 1.) que LH perpendiculaire sur ML 

rencontre le rayon M C de la développée en son 
milieu H. Si donc l'on mene M F parallèle & 

égaleàLH, elle sera un des rayons réfléchis, 

& touchera en F la caustique A F J£. Ce qu'il 

falloit trouver. 
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Si l'on suppose que le rayon réfléchi M F soit 

paraì'ele à l'axe A P, il est évident que le point F 

de :a caustique sera le plus éloigné qu'il est possi-

ble de Taxe A P , puisque la tangente en ce 

point sera parallèle à Taxe. Afin donc de déter-

miner ce point dans toutes les caustiques , telles 

que FK , formées par des rayons incidens per-

pendiculaires à l'axe de la courbe donnée , il n'y 

a qu'à considérer que M P doit être alors égale à 

PQ.. Ce qui donne dy—dx. Soit ax—yy, on aura 

ây — — dx , d'où l'on tire A P (x) == {a : 

c'est-à-dire , que si le point P tombe au foyer L, 

le rayon réfléchi MF fera parallèle à Taxe. Ce^ 

qui est d'ailleurs visible ; puisque dans ce cas MP 

se confondant avec L M , il faut aussi que M F se 

confonde avec M N , & LH avec L Q.- D où l'on 

voit que M F est alors égale à M L ; & partant 

que si l'on mene FR perpendiculaire fur Taxe, on 

aura A R ou A L -t- MF = ja. On voit aussi que 

la portion A F de la caustique est égale en ce cas 

au paramètre, puisqu'elle est toujours ( Art. 110. ) 

égale àPM + MF. 

Pour déterminer le point K où la caustique 

AFK rencontre Taxe A P, il faut chercher la 

valeur de M O , & l'égaler à celle de M F ; car il 

est visible que le point F tombant en K , les 

lignes MF, MO deviennent égales entr'elles. 

Nommant donc l'inconnue MO , t ; l'angle PMO 

coupé en deux également par M Q. perpendicu-

laire à la courbe , donnera MP (y ) . M O (t) 
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::PQ (Z&\OQ = % Et partant O P sse 
ÛX (IX 

tdy-p^_ y/

tt
—^ cause du triangle rec-

tangle M P O >• 8c divisant de part & d'autre par 

t-\-y, on trouve & = f/^—^y > d'où l'on tire 

puisque ( Art. 77.) M E (a) s=
 d

*^Jjy > Ce qui 

donne ^V* — 2j<5?^y = ^x1 qui servira à trouver le 
point P , tel que menant le rayon incident P M ôc 
le réfléchi MF, ce dernier touche la caustique 
A F K au point K où elle rencontre l'axe A P. 

' £ í 
On a dans la parabole y —. x*

3
 ày — \x 1 âx , 

1 
àây — —]x

 1
 dx

1
 ; & mettant ces valeurs dans 

l'équation précédente , on trouve ix ' âx1 

\ x~x dx* — dx* ; d'où l'on tire AP (x) = f du 

paramètre. 
Pour trouver la nature de la caustique A F K 

à la manière de Descartes, il faut chercher une 
équation qui exprime la relation de la coupée 
A R (a), à l'appliquée RF ce qui se fait 

en cette sorte. Puisque MO (t) — -j*L^
y
Jy.~ > 

l'on aura P O (ÉL±ÍÈL\ = ; & à eau-

se des triangles semblables MPO, M S F , oa 
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formera ces proportions MO ) » MF 

tif) ou
 T

7yddy
 '

á>e
 ~

 àyï 1 : M p
 &> 

S F ou P R ( «—x ) =r r^lr. On aura donc ces 
— ddy 

deux équations ç==j/+ ~
2

ddy
 9 u

 ~
 x

 *** 

~~ , qui serviront avec celle de la courbe don-

née à en former une nouvelle où x 8cy ne se trou-

veront plus , & qui exprimera par conséquent la 

relation de AR («) à FR (ç). 

Lorsque la courbe A M D est une parabole , 

comme l'on a supposé dans cet exemple, on trou-

vera^=^x* — 2x* , ou f en quarrant chaque 

membre ) ^x — 6xx -+- 4X' = ̂  , & u = $x ; d'où 

Ton tire l'équation cherchée a^x = *
T
u

3 — ^auu -+> 

^a-ra qui exprime la nature de îa caustique A F K. 

On peut remarquer que P R est toujours double 

de A P , puisque A R (u) — 3X ; ce qui fournit 

encore une nouvelle manière de déterminer sur 

le rayon réfléchi M F le point cherché F. 

E x E M p 1 E II. 

120 SoiTla courbe A M D ( Fig. 102. PI. 6.) 

un demi-cercle qui ait pour diamètre la ligne 

A D , & pour centre le point C ; soient les rayons 
incidens P M perpendiculaires fur A D. 
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Comme la développée du cercle se réunit en 

un seul point qui en est le centre , il s'ensuit 

( Art. 113-) que íì l'on coupe le rayon CM en 

deux également au point H, & qu'on mene H F 

perpendiculaire sur le rayon réfléchi M F , il 

coupera ce rayon en un point F, où il touche 

la caustique A F K, II est clair que le rayon 

réfléchi M F est égal à la moitié de l'incident PM ; 

d'où il suit, i°. Que le point P tombant en C , 

le point F tombe en K, milieu de CB. 20. Que la 

portion A F est triple de M F , & la caustique 

A FK triple de B K. On voit aussi que si l'on fait 

l'angle ACM demi-droit, le rayon réfléchi MF 

sera parallèle à AC j & partant que le point F sera 

plus élevé au dessus du diamètre A D , que tout 

autre point de la caustique. 
Le cercle qui a pour diamètre M H, passe 

parle point F ; puisque l'angle HFM est droit. 

Et si l'on décrit du centre C & du rayon CK 

ou C H, moitié de C M , le cercle KHGj Tare 

H F sera égal à l'arc HK:car l'angle CMF 

étant égal àCMP ou HCK, les arcs^HF, 

H K qui mesurent ces angles dans les cercles 

MFH , KHG , seront entr'eux comme les 

rayons ,LMH, H C de ces cercles. D'où l'on voit 

que la caustique AFK est une roulette formée 

par la révolution du cercle mobile MFH autour 

de {'immobile KHG, dont l'origine est en K, 

& le sommet en A. 

EXBMPÌK 
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EXEMPIE III. 

121. SOIT la courbe A M D ( Fig» 103. PI. 6. ) 
un cercle qui ait pour diamètre la ligne AD, & 
pour centre le point Ci soit le point lumineux 
A, d'où partent tous les rayons incidens A M , 
l'une des extrémités de ce diamètre. 

Si l'on mene du centre C fur le rayon inci-
dent A M la perpendiculaire CE : il est clair 
par la propriété du cercle , que le point E 
coupe en deux parties égales la corde A M; ôc 
qu'ainsi ME («) = ±y. On aura donc MF 

C ~
2
y— 0 ~ 3 y ' c'est-à-dire, qu'il faut pren-

dre le rayon réfléchi M F égal au tiers de l'in-
cident A M. D'où l'on voit que DK— \ AD , 
C K = Ì CD , & que ( Art. no.) la caustique 
AFK = ^ AD, de même que la portion A F 
= J AM. Si l'on prend AM = AC , le rayon 
réfléchi M F fera parallèle au diamètre A D ; 
& par conséquent le point F sera le plus élevé 
qu'il soit possible au-dessus de ce diamètre. 

Si l'on prend C H = 1 C M , & qu'on tire H F 
perpendiculaire fur MFi le point F fera à la 
caustique : ear menant H L perpendiculaire fur 
AM, il est clair que ML=^ME=zfAM, 
puisque MH =s | CM. Le cercle qui a pour dia-
mètre MH , passera donc par le point F de la 
caustique ; & si l'on décrit un autre cercle KHG 
du centre C, 6c du rayon CK ou CH, il lui 

fera égal, Ôc l'arc H K fera égal à l'arc H F x 
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car dans ïe triangle isoscele CM A l'angle ex-

terne KCH = 2CMA =z AMF ; & partant les 

arcs HK, H F mesures de ces angles dans des 

cercles égaux, seront auíïì égaux. D'où il suit 

que la caustique AFK est encore une roulette 

décrite par la révolution du cercle mobile M F H 

autour de Timmobile KHG, dont l'origine est 

en K, & le sommet en A. 
On pourroit encore prouver ceci de cette autre 

manière. Si l'on décrit une roulette par la révolu-

tion d'un cercle égal au cercle AMD autour de 

celui-ci , en commençant au point A ; l'on a 

démontré dans la Corollaire second {Art. 111. ) 

qu'elle aura pour développée la caustique AFK. 

Or (Art. 100. ) cette développée est une rou-

lette de même espece, c'est- à-dire , que les 

diamètres des cercles générateurs en seront égaux; 

& on déterminera le point K en prenant CK 

troisième proportionnelle à C D H- D A & àCD, 

c'est-à-dire, égale âj CD. Donc, &c. 

EXEMPLE. IV. 

122.§ oi T la courbe AM D ( Fig. 104. PI. 6. ) 

une demi-roulette ordinaire décrite par la révolu-

tion du demi-cercle NGM sur la droite BD, 

dont le sommet est en A, & l'origine en D 

soient les rayons incidens KM parallèles à 

l'axe A B. 
Puisque {Art. 95. ) M G est égale à la moitié 

du rayon de la développée , il s'ensuit(/4rr. 113.) 

que li l'on mene G F perpendiculaire fur le rayon 
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réfléchi M F , le point F sera à la caustique DFB. 

D'où l'on voit que M F doit être prise égale à KM. 

Si l'on mene du centre H du cercle générateur 

M G N au point touchant G, & au point dé-

crivant M » les rayons H G , HM/ il est clair 

que H G fera perpendiculaire fur BD, & que 

l'angle G M H = M G H — G M K : d'où l'on 

voit que le rayon réfléchi M F paíse par le cen-

tre H Orle cercle qui a pour diamètre GH, 

passe aussi par le point F , puisque l'angle GFH 

est droit. Donc les arcs G N , ~G F , mesures du 

même ang e G H N , íeront entr'eux comme les 

diamètres M N , G H de leurs cercles ; & par-

tant l'arc GF = GN = GB. II est donc évi-

dent que la caustique D F B est une roulette 

décrite par la révolution entière du cercle GFH 
fur la droite BD< 

EXEMPLE V. 

123. SOIT encore la courbe A M D ( Fig. 105. 

p/. 6- ) une demi-roulette ordinaire , dont la 

base B D est égale à la demi-circonférenCe A N B 

du cercle générateur. Et soient à présent les 

rayons incidens P M parallèles à la base B D. 

Si l'on mene G Q perpendiculaire sur P M , les 

triangles rectangles G Q M , B P N seront égaux 

& semblables ; & partant M Q = P N. D où l'on 

voit (Art. §5. 113-) qu'il faut prendre MF 

égale à l'app iquée correspondante P N dans le 

demi-cercle générateur A N B. 

Afin que le point F soit le plus éloigné qu'il 

L 2, 
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eit possible de l'axe A B , il faut que la tangente 

MF en ce point soit parallèle à cet axe. L'an-

gle P M F sera donc alors droit , fa moitié P M G 

ou P N B demi-droit ; & partant le point P tom-

bera dans le centre du cercle AND. 

C'est une choie digne de remarque , que le 

point P approchant ensuite continuellement de 

Textrêmité B, le point F approche aussi de l'axe 

A B jusqu'à un certain point K , après quoi il s'en 

éloigne jusqu'en D ; de forte que la caustique 

AFKFD a un point de rebroufiement en K. 

Pour le déterminer , je remarque (Art. 11 o. 

III.) que la portion AF = P M + MF, la portion 

AFK — HL + LK , & la portion K F de la 

partie K F D , est = HL + LK — PM—MF: 

d'où Ton voit que H L -+■ L K doit être un plus 

grand. C'est pourquoi nommant AH, x ; HI, y\ 

l'arc A I, u ; l'on aura fi L -+-LK = u -+- 2y , 

dont la différence donne du 4- zdy = 0 , & a~ 
y 

n- idy=o, en mettant pour du fa valeur ^-^ : 

d'où l'on tire adx — — 2ydy ixdx ■— zadx à 

cause du cercle ; & partant AH(x) — la. 

COROLLAIRE. . 

ï24- L' ESPACE AFM OU AFKFM ren-

fermé par les portions de courbes A F ou A F K F, 

A M , & par le rayon réfléchi M F, est égal 

à la moitié de l'efpace circulaire A P N. Car fa 

différence, qui est le secteur F MO, est égale 

à la moitié du rectangle PpSN, différence de 
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l'espace APN ; puisque les triangles rectangles 

MO», MRw étant égaux 6c semblables, MO lera 

égale à MR ou NS ou Pp, & que de plus MF = P N, 

EXEMPLE VI. 

125. SOIT la courbe AMD (Fig. 106. PI. 6.) 

une demi-roulette formée par la révolution du 

cercle MGN autour de son égal AGK, dont 

l'origine est en A, & le sommet en D ; soient 

les rayons incidens A M qui partent tous du point 

A. La ligne B H qui joint les centres des deux 

cercles générateurs , passe continuellement par 

le point touchant G , 6c les arcs G M , G A 

comme aussi leurs cordes , font toujours égaux; 

ainsi l'angle HGM^BGA, 6c l'angle G M A 

— GAM.Or l'angle HGM + BGArrGMA 

+ GAM ; puisqu'ajoutant de part 6c d'autre 

le même angle AGM , on en forme deux droits. 

Donc l'angle H G M íera toujours égal à l'angle 

G M A ; 8c partant aussi à l'angle de réfléxion 

GMF : d'où il fuit que MF passe toujours par 

le centre H du cercle mobile. 

Maintenant fi l'on mene les perpendiculaires 

CE, GO fur le rayon incident A M : il est clair 

que M O — O A, 6c que O E == \ O M ; puis-

que ( Art. 100, ) le point C étant à la dévelop-

pée, GC =f GM. On aura donc ME =f AM, 

c'est-à-dire, a = \ y ; 8c par conséquent M F 

( —^— )=±y : d'où l'on voit que si l'on mene 
zy a 

G F perpendiculaire sur M F , le point F sera à la 

caustique A F K. L3 
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Le cercle qui a pour diamètre G H , passe 

par le point F ; & les arcs G M , \ G F , mesures 

du même afigle G H M, étant entr'eux comme 

les diamètres M N , G H de leurs cercles, l'arc 

G F fera égal à l'arc GM , & par conséquent 

à lare G A. D'où il est évident que la caustique 

AFK est une roulette décrite par la révolution 

du cercle mobile HbG autour de l'immobile AGK, 

COROLLAIRE. 

I 26. § 1 l'on décrit un cercle qui ait pour centre 

îe point B , & pour rayon une droite égale à 

B H ou AK; & qu'il y ait une infinité de droites 

parallèles à B D qui tombent fur fa circonférence : 

il est visible ( Art. 1 20. ) qu'elles formeront en se 

réfléchissant la même caustique A F K. 

EXEMPLE VII. 

127. SorT la courbe A M D ( Fig. 107 PI. 6. ) 

une logarithmique spirale , avec les rayons inci-

dens A M qui partent tous du centre A. 

Si l'on mene par l'extrêmité C du rayon de la 

développée la droite G A perpendiculaire fur le 

rayon incident A M , elle le rencontrera ( Art 9 1.) 

dans le centre A. C'est pourquoi A M (y ) = a ; 

&t partant M F ( —)==y. Le triangle A MF 

fera donc ifoscele ; & comme les angles d'inci-

dence & de réfléxion A M T , F M S font égaux 

entr'eux, il s'enfuit' que l'angle AFM est égal à 

í'angle A M T. D'où il est clair que la caustique. 
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AFK sera une logarithmique spirale qui ne diffé-

rera de la proposée AMD que par sa position. 

PROPOSITION IL 

PROBLÈME. 

128. LA caustique HF (Fig. 108. PI. 6.) par 

rêfléxion étant donnée avec le point lumineux B • 

trouver une infinité de courbes
 3

 telles que AM
;
, 

dont elle soit caustique par rêfléxion. 

Ayant pris à discrétion sur une tangente quel-

conque H A le point A pour un des points de la 

courbe cherchée AM ; on décrira du centre B , de 

rintervalle BA, l'arc de cercle AP , & d'un autre 

intervalle quelconque B M , un autre arc de cer-

cle. Et ayant pris AH + HE = BM — B A ou 

PM, on développera la caustique HF en commen-

çant au point k 5 & l'on décrira dans ce mou-

vement une ligne courbe E M qui coupera l'arc 

de cercle décrit du rayon B M, en un point M 

qui fera ( Art. 110. ) à la courbe A M. Car par 

construction P M + MF = AH + HF. 

Ou bien ayant attaché un fil B M F par ses ex-

trémités en B & en F , on fera tendre ce fil par le 

moyen d'un stile placé en M , que l'on fera mou-

voir , enforte que l'on enveloppera par la partie 

MF de ce fil la caustique H F ; il est clair que 

ce stile décrira dans ce mouvement la courbe 

cherchée MA. 

L
4 
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AUTRE SOLUTION. 

129. AYANT tiré à discrétion une tangente 

F M autre que HA, on cherchera sur elle un 

point M, telle que BM + MF =BA + AH 

-1- H F. Ce qui se fera en cette sorte. 

Soit prise FK = BA+AH + HF, & divi-

sant B K par le milieu en G, soit tirée la perpen-

diculaire G M : elle rencontrera la tangente 

F M au point cherché M. Car BMrrMK. 

Si le point B ( Fig. 109. PI. 6. ) étoìt infiniment 

éloigné de la courbe AM, c'est-à-dire, que les 

rayons incidens B A , B M fussent parallèles à 

tine ligne droite donnée de position ; la première 

construction auroit toujours lieu , en considérant 

que les arcs de cercles décrits du centre B devien-

nent des lignes droites perpendiculaires fur les 

rayons incidens. Mais cette derniere deviendroit 

inutile ; c'est pourquoi il faudroit lui substituer 

celle qui suit. 
Soit prise FK=rrAH-+-HF. Ayant trouvé 

3e point M tel que M P parallèle à A B perpendi-

culaire sur AP , soit égale à M K : il est clair 

( Art. 110. ) que ce point sera à la courbe cher-

chée AM; puisque PM+MF = AH+fiF. 

Or cela se fait ainsi. 

Soit menée KG perpendiculaire fur AP; & 

ayant pris KO — KG , soient tirées K P paral-

lèle àOG, & P M parallèle à GK:je disque 

le point M fera celui qu'on cherche. Car à caufe 

des triangles semblables GKO, PMK, l'on 

aura P M = M K ; puisque G K = KO. 

1 
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Si la caustique Fi F se réuniflbit en un point, 

la courbe A M deviendroit une section conique. 

COROLLAIRE I. 

130.TL est clair que la courbe qui passe par 

tous les points K, est formée par le développe-

ment de la courbe H F en commençant en A, 

6t qu'elle change de nature à mesure que le 

point A change de place fur la tangente AH. 

Donc puisque les courbes A M naissent toutes 

de ces courbes par la même construction , qui 

est géométrique; il s'enfuit ( Art. 108.) qu'el-

les font d'une nature différente entr'elles , '& 

qu'elles ne font géométriques que lorsque la 

caustique H F est géométrique 6c rectifiable. 

COROLLAIRE II. 

13 r. XT N E ligne courbe D N ( Fig. 11 o. VI. 6. ) 

étant donnée avec un point lumineux C; trou-

ver une infinité de lignes telles que A M , en-

forte que les rayons réfléchis DA , N M se 

réunissent en un point donné B , après s'être 

réfléchis de nouveau à la rencontre de ces li-

gnes A M. 
Si l'on imagine que la courbe H F soit la 

caustique de la donnée D N , formée par le point 

lumineux C ; il est clair que cette ligne H F 

doit être aussi la caustique de la courbe A M 

ayant pour point lumineux le point donné B ; 

de forte que FK = BA+AH + HF, 6c NK 

= BA + AH + HF + FN=BA + AD + DC 
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— C N , puisque ( Art. 110.) HD + DC — HF 

+ FN + NC. Ce qui donne cette construction. 

Ayant pris à discrétion sur un rayon réfléchi 

quelconque le point A pour un des points de la 

courbe cherchée A M , on prendra fur un au-

tre rayon réfléchi N M , tel qu'on voudra, la 

partie NK = BA + AD+DC-CN; & l'on 

trouvera le point cherché M comme ci-dessus, 

art. 129. ( Consulte^ la Note cinquante-unieme, ) 
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SECTION VII. 

Usage du Calcul des différences pour trouver 

les Caustiques par rêfratlion. 

DÉFINITION. 

I l'on conçoit qu'une infinité de rayons B A , 

B M , B D , ( Fig. i n. VI. 6. ) qui partent 

d'un même point lumineux B , se rompent à la 

rencontre d'une ligne courbe A M D , en s'appro-

chant ou s'éloignant de ses perpendiculaires MC, 

ensorte que les sinus CE des angles d'incidence 

CM E , soient toujours aux íìnus CG des angles 

de réfraction CMG, en même raison donnée de 

wà»,* la ligne courbe HFN que touchent tous 

les rayons rompus ou leurs prolongemens AH, 

M F, D N (Fig. 112. PI. 6. ) estappellée Causti-

que par réfraclion. 

COROLLAIRE. 

152.Si l'on enveloppe la caustique HFN en 

commençant au point A , l'on décrira la courbe 

A L K telle que la tangente LF plus la portion 

F H de la caustique fera continuellement égale à 

la même droite A H. Et fi l'on conçoit une autre 

tangente F ml infiniment proche de F ML, avec 

un autre rayon d incidence B m, & qu'on décrive 

des centres F , B , les petits arcs MO, M R ; 

on formera deux petits triangles rectangles MRw» 
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MO« qui seront semblables aux deux autres 

M E C, M G C, chacun à chacun ; puisque si l'on 

ôte des angles droits R M E, C M m le même an-

gle EM«, les angles restans R M w, EMC 

seront égaux ; & de même si l'on ôte des angles 

droits G M O, C M m le même angle G M m , les 

restans O M m , G M C seront égaux. C'est pour-

quoi R m. O m : : C E. C G : : rn . n. Or puisque 

R m est la différence de B M, & O m celle de LM; 

il s'ensuit ( Art. 96. ) que B M — B A somme de 

toutes les différences R m dans la portion de cour-

be AM, est àML ou AH — MF — FH somme 

de toutes les différences O m dans la même por-

tion A M , comme mestaiî; & partant que la 

portion FH— AH— MF + - BA — -BM. 
* mm 

II peut arriver différens cas, selon que le rayon 

incident B A est plus grand ou moindre que BM, 

& que ìe rompu À H enveloppe ou développe la 

portion H F : mais on prouvera toujours , com-

me l'on vient de faire, que la différence des ra-

yons incidens est à la différence des rayons rom-

pus ( en joignant à l'un d'eux la portion de la 

caustique qu'il développe avant que de tomber 

fur l'aut.e ) comme rn est à n. Par exemple, ( Fig. 

112.Pl. 6.)BA —BM.AH.— MF — FH:: 

m . ». d'où l'on tireFHz^AH— MF + -BM 
m 

m 
B A. 

Si l'on décrit du centre B (Fig. m. VI. 6.) 

Tare de cercle A P ; il est clair que P M fera la 
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différence des rayons incidens BM , B A. Et 

fi l'on suppose que le point lumineux B devienne 

infiniment éloigné de la courbe AMD, les 

rayons incidens B A, BM deviendront parallèles, 

& Tare A P deviendra une ligne droite perpen-

diculaire fur ces rayons. 

PROPOSITION I. 

PROBLÈME GÉNÉRAL. 

13 3. LA nature de la courbe AMD, ( Fig. 

iw.Vl. 6. ) le point lumineux B , & le rayon 

incident B M étant donnés • trouver fur le rayon 

rompu M F donné de position , le point F ou il 

touche la causlique par résraSlion. 

Ayant trouvé ( Setl. 5.) la longueur MC du ra-

yon de la développée au point donné M , & pris 

Tare M m infiniment petit , on tirera les droites 

Bm , C»2, F 722 >' on décrira des centres B, F , 

les petits arcs MR, M O ; on menera les perpen-

diculaires CE, Ce, CG, Cg fur les rayons 

incidens & rompus ; & l'on nommera les données 

B M , y 5 M E , á ; M G, b ; & le petit arc 

M R , dx. Cela posé, 

Les triangles rectangles semblables M E C & 

M Km , MGC&MOw, B M R & B Q.e, don-

neront ME (ct) • MG (b) : : MR (dxj.MO 

= Et B M (y) . B Q.ou B E (>-«-*): : MR 

(dx) . Qe =±
 acíx

 ' Or par la propriété de 

la réfraction C e . C g : : CE , C G : : m . n. Et 
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partant m .n w Ce — CE ou Q,e ( 

andx -+■ nydx 

idx -\-ydx 

y 
) 

Cg— CG ou Sg 
my 

Donc à cause 

des triangles rectangles semblables FMO&FSg, 
bmydx —■ anydx ■—■ aandx 

amy 

bbmy 

l'on aura MO —Sg( 

MO( —)::MSouMG(fc) .MF: 
a 7 bmy — any—Aan 

Ce qui donne cette construction. 

Soit fait vers CM ( F/g. 113. VI. 6.) l'angle 

y 
ECH = GCM , & soit prise vers B, MK: 

Je dis que si l'on fait H K . HE : : MG . M F . le 
point F fera à la caustique par réfraction. 

Car à cause des triangles semblables CGM
 3 

CE H, l'on aura CG.CE: \n.m:: MG ( b ) . 

EH = -. D'où l'on tire HE 
n 

=
 b
-^—^-, HM — MK ou HK— 

— ME ou H M 

bmy - ■any ■ 

ny 

■aan 

& partant HK ( 
bmy — any — aan 

ny 
).HE<£):: 

bbmy 
MG (i).MF = 7— 

* bmy — any — aan 

Il est clair que fí la valeur de H K est négative, 

celle de M F le fera aulîi : d'où il fuit que le point 

M tombe entre les points G, F , lorsque le
 ( 

point H se trouve entre les points K, E. 

Si le point lumineux B (Fig. 111. 11 3. VI 6-) 
tomboit du côté du point E, ou (ce qui est la 
même chose ) si la courbe AMD étoit concave du 
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côté du point lumineux B \y deviendroit négative 

de positive qu'elle étoit auparavant, & l'on au-

roit par conséquent MFn —— —my-
bmy -f- any — aan 

ou ; b
^y_ j7

t
 |

a con
ft

ru
£ti

on
 demeure-

bniy — any ■+ aan 

roit la même. 

Si l'on suppoíe que y devienne infinie : c'est-à-

dire , que le point lumineux B soit infiniment 

éloigné de la courbe A M D ; les rayons inci-

dens seront parallèles entr'eux , & l'on aura M F 

bbm , ri 

— • , parce que le terme aan lera nui par 
bm — an s * * 

rapport aux deux autres bmy, any ; & comme M K 

( — ) s'évanouit alors , il n'y aura qu'à faire 

H M . H E : : M G . M F. 

COROLLAIRE. I. 

134. On
 démontrera, de même que dans les 

caustiques par réfléxion, (Art. 114. 115. ) 

qu'une ligne courbe AMD n'a qu'une feule 

caustique par réfraction, la raison de m a n 

étant donnée ; laquelle caustique est toujours 

géométrique & rectifiable, lorsque la courbe 

proposée A M D est géométrique 

COROLLAIRE II. 

135 - S r le point E tombe de l'autre côté de la 

perpendiculaire M G par rapport au point G , & 

que C E soit égale à C G ,* il est clair que la caus-

tique par réfraction se changera en caustique par 
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réflexion. En effet on aura M F ( ) x bmy — any 4- aan ' 

= —
a
\_r ; puisque m —n , & que a devient né-

gative de positive qu'elle étoit, & de plus égale 

à b. Ce qui s'accorde avec ce qu'on a démontré 

dans la section précédente. 
Si m est infinie par rapport à n ; il est clair que 

le rayon rompu M F tombera sur la perpendicu-

laire C M : de sorte que la caustique par réfrac-

tion deviendra la développée. En effet on aura 

MF=J, qui devient en ce cas MC : c'est-à-

dire , que le point F tombera fur le point C
 3

 qui 

est à la développée. 

COROIIAUE III. 

13 6.S ï la courbe AMD est convexe vers le 
point lumineux B , & que la valeur de MF 

( .
 i

ÈHL— ) soit positive : il est clair qu'il 
N bmy ■— any — aan L * 

faudra prendre le point F du même côté du point 

G, par rapport au point M , comme on l'a suppo-
sé en faisant le calcul : & qu'au contraire si elle est 

négative , il le faudra prendre du côté opposé. II 

en est de même lorsque la courbe A M D est con-

cave vers le point B ,* mais il faut observer qu'on 

aura pour lors MF =
 B

-^~ . D'où il 
4 bmy — any -f- aan 

fuit que les rayons rompus infiniment proches 

font convergens, lorsque la valeur de M F est 
positive dans le premier cas, & négative dans 

le second j 8c qu'au contraire ils font divergens 
lorsqu'elle! 
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lorsqu'elle est négative dans le premier cas, 8c 

positive dans le second. Cela posé ; il est évident
 4 

i°. Que si la courbe AMD est convexe vers le 

point lumineux B , 8c que rn soit moindre que 

n ; ou que si elle est concave vers ce point, 

& que m surpasse n : les rayons rompus infiniment 
proches seront toujours divergens. 

2
0

. Que si la courbe A M D est convexe vers le 

point lumineux B, 6c que m surpasse n ; ou que si 

elle est concave vers ce point, 8c que m soit moin-

dre que n : les rayons rompus infiniment proches 

seront convergens, lorsque M K ( ~ ) est moin-

dre que MH(^ — a ou a — ~~) ì divergens
 3 

lorsqu'elle est plus grande ,* 8c parallèles, lors-

qu'elle est égale. Or comme MK=<?, lorsque 

les rayons incidens font parallèles , il s'enfuit 

qu'en ce cas les rayons rompus infiniment pro-

ches seront toujours convergens. 

COROLLAIRE IV. 

137. S1 le rayon incident B M touche la courbe 

A M D au point M , l'on aura ME (a) = 0 ; 

8c partant MF — b. Ce qui fait voir que le point 

F tombe alors fur le point G. . 

Si le rayon incident B M est perpendiculaire à 

la courbe AMD, les droites ME (ct)8c M G 

(b) deviendront égales chacune au rayon C M 

de la développée ; puisqu'elles se confondent avec 

lui. On aura donc MF = -———r > Qui de* 
my — ny + bn 

M, 
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vient
 m n

 lorsque les rayons incidens font pa-

rallèles entr'eux. 
Si le rayon rompu M F touche la courbe 

AMD au point M , l'on aura MG ( b ) = 0. D'où 

l'on voit que la caustique touche alors la courbe 

donnée au point M. 
Si le rayon CM de la développée est nul; les 

droites M E ( a ) , M G (b) seront aussi égales 

à zero ; & par conséquent les termes aan , bbmy 

font nuls par rapport aux autres bmy , any. D'où 

il fuit que MF = fl," & qu'ainsi la caustique a 

le point M commun avec la courbe donnée. 
Si le rayon C M de la développée est infini ; les 

droites ME(a)
3
MG(i) seront auíïl infinies ; 

& par conséquent les termes bmy , any seront nuls 

par rapport aux autres aan, bbmy : de lorte qu'on 

aura MF = bbmy ■• Or ( Art. 133.) comme cette 
+ aan J J ' 

quantité est négative, lorsque l'on suppose que le 

point F tombe de l'autre côté du point B par rap-

port à la ligne A M D, & qu'au contraire elle est 

positive lorsqu'on suppose qu'il tombe du même 

oôté ; il s'ensuit ( Art. 136.) que l'on doit pren-

dre le point F du même côté du point B , c'est-

à-dire , que les rayons rompus infiniment proches 

font divergens. II est évident que le petit arc Mm 

devient alors une ligne droite , & que la construc-

tion précédente n'a plus de lieu. On peut lui subs-
tituer celle-ci, qui servira à déterminer les points 

des caustiques par réfraction , brique la ligne 

A M D est droite. 
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Ayant mené B O (Fig. 114. PI. 6. ) perpen-

diculaire sur le rayon incident BM, & qui ren-

contre en O la droite MC perpendiculaire sur 

A D ; on tirera O L perpendiculaire sur le rayon 

rompu MG; & ayant fait l'angle BOH égal 

àl'angleLOM, on fera BM. BH : : ML. MF. 

Je dis que le point F fera à la caustique par ré-
fraction. 

Car les triangles rectangles MEC & M B O, 

M G C & M L O seront toujours semblables de 

quelque grandeur que l'on suppose CM; & par-

tant lorsqu'elle devient infinie, l'on aura encore 

ME(a).MG(b)::BM(
i
y).ML —

 6
^. Et 
a 

à cause des triangles semblables O L M , O B H , 

l'on auraaussiOL. OB ML ) . 

BH = ̂ . D'où l'on voit que BM(;),BH 

(^)::ML^.MF(^). 
an f a K aan 1 

COROLLAIRE V. 

13 8. IL est clair que deux quelconques des trois 

points B, C, F , étant donnés , on peut faci-
lement trouver le troisième. 

EXEMPLE I. 

139. SOIT la courbe A M D ( Fig. 115. PI. 6.) 

un quart de cercle qui ait pour centre le point C j 

soient les rayons incidens B A , B M , B D paral-

lèles entr'eux, & perpendiculaires fur CD j soit 

M a 
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enfin la raison de m à n , comme 532, qui est 

celle que souffrent les rayons de lumière en passant 

de Pair dans le verre. Puisque la développée du 

cercle AMD se réunit en un point C qui en 

est le centre, il s'ensuit que íì Ton décrit une 

demi-circonférence M EC qui ait pour diamètre 

le rayon C M , & qu'on prenne la corde C G = 

j CE ,• la ligne M G fera le rayon rompu , fur 

lequel on déterminera le point F, comme l'on 

a enseigné ci-devant art. 133. 
Pour trouver le point H où le rayon incident 

B A perpendiculaire fur AMD touche la causti-

que par réfraction , l'on aura ( Art. 137-) AH 

( JUL- ) —
 3

C A. Et fi l'on décrit une 

demi-circonférence CND qui ait pour diamètre le 

rayon CD , & qu'on prenne la corde CN = \ CD ; 

il est clair ( Art. 1 37. ) que le point N fera à 

la caustique par réfraction , puisque le rayon in-

cident B D touche le cercle AMD au point D. 

Si l'on mene A P parallèle à CD ; il est visible 

(Art. 132.) que la portion F H = A H — MF 

— |P M : de forte que la caustique entière HFN 

ZCA — DN =
 7
-^C A. 

3 3 

Si le quart de cercle A M D ( Fig. 116. PI. 6.) 

est concave vers les rayons incidens B M, & 

que la raison de w à K soit de 2 à 3 on prendra 

sur la demi-circonférence CE M qui a pour dia-

mètre le rayon C M, la corde C G == f C E, 

& on tirera le rayon rompu M G sur lequel on 

r 
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déterminera le point F par la construction gé-
nérale art. 133. 

but 
On aura ( Art. 137.) A H ( ) = —

 2
b , 

c'est-à-dire, que AH sera du côté ( Art. 1 36. ) de 

la convexité du quart de cercle A M D , & dou-

ble du rayon A G. Et si l'on suppose que C G ou 

f C E soit égale àCM; il est manifeste que le 

rayon rompu MF touchera le cercle A M D en 

M, puisqu'alors le point G se confondra avec le 

point M. D'où il suit que si l'on prend CE - } CD, 

le point M tombera au point N où la caustique 

HFN ( Art. 137. ) touche le quart de cercle 

AMD. Mais lorsque CE surpasse \ CD , les 

rayons incidens B M ne pourront plus se rompre , 

c'est-à-dire, passer du verre dans l'air ; puisqu'il est 

impossible que C G perpendiculaire sur le rayon 

rompu M G , soit plus grande que C M : de forte 

que tous les rayons qui tomberont fur la partie 

N D se réfléchiront. 

Si l'on mene A P parallèle à C D • il est clair 

( Art. 13 2. ) que la portion FH = AH — MF 

4- f P M : de forte que menant N K parallèle à 

CD, la caustique entière H F N = 2G A + 

1 2 

EXEMPLE II. 

140. S0IT
 la courbe AMD {Fig. 117. VI. 6.) 

une logarithmique spirale qui ait pour centre le 

point A , duquel partent tous les rayons inci-

dens A M. 

M
 3 
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II est clair (Art. 91. ) que le point E tombe 

sur le point A , c'est-à-dire , que a —y. Si donc 

l'on met à la place de a sa valeur y dans 

b-^- valeur ( Art. \z 2.) de M F lors-
bmy — any -f- aan

 N
 * ' ' 

que la courbe est concave du côté du point lumi-

neux ; on aura M F ==: b ; d'où l'on voit que le 

point F tombe sur le point G. 
Si l'on mene la droite A G, & la tangente 

MT; l'angleAGO complément à deux droits 

de l'angle AGM, fera égal à l'angle A M T. Car 

le cercle qui a pour diamètre la ligne C M , pas-
sant par les points A & G , les angles A G O , 
A M T ont chacun pour mesure la moitié du mê-

me arc A M. il est donc évident que la caustique 

AGN est la même logarithmique spirale que 

la donnée AMD, & qu'elle n'en diffère que 

par sa position. 

PROPOSITION II. 

PROBLÈME. 

141. I_j A caustique H F ( Fig. 11 8. PI. 6. ) par 

rèfraSlion étant donnée avec son point lumineux 

B , <éf la raison de m à n • trouver une infinité de 

courbes telles que A M, dont elle soit caustique 

par rèfraSlion. 
Ayant pris à discrétion sur une tangente quel-

conque H A , le point A pour un des points de 

la courbe A M , on décrira du centre B §c de 

Pintervalle B A l'arc de cercle AP, & d'un autre 

intervalle quelconque BM un autre arc de cercle ; 
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& ayan t pris A E =s— P M , on décrira en enve-

loppant la caustique H F une ligne courbe E M , 

qui coupera l'arc de cercle décrit de Pintervalle 

B M, en un point M qui sera à la courbe cherchée. 

Car ( Art. 132. )PM.AEOUML::M.W. 

AUTRE SOLUTION. 

142.0 N cherchera sur une tangente quelconque 

F M , autre que H A , le point M tel'que HF + 

FM+-BM=HA + - B A. C'est pourquoi 

fi l'on prend F K = - B A H-AH— F H , & 

qu'on trouve sur F K un point M tel que M K — 

^BM, il sera ( Art. 132.) celui qu'on cherche. 

Or cela se peut faire en décrivant une ligne cour-

be G M ( Fig. 119. PI. 6. ) telle que menant d'un 

de ses points quelconque M aux points donnés B, 

K , les droites MB, M K, elles ayent toujours 

entr'elies un même rapport que m à n. II n'est donc 

question que de trouver la nature de ce lieu, 

Soit pour cet effet menée M R perpendiculaire 

fur B K , & nommée la donnée BK, a ; & les in-

déterminées B R , x ; R M ,y. Les triangles g&c-

tangles BilM, KRM donneront BM =á \Zxx-+yy
t 

& KM = \/aa — zax -+- xx -+-yy : de forte que 

pour remplir la condition du Problême, l'on aura 

|/'xx-i-yy . \/aa—2ux -+- xx -f-yy '.'.m .n. D'oìl 

1 on tire yy — — x x , qui est 
mm— nn 1 

M4 
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un lieu au cercle que l'on construira ainsi. 

Soit prise B GBQ = -^ , & 
r m-i- n m — n 

soit décrit du diamètre G Q.la demi-circonférence 

GMQ.: je dis qu'elle fera Je lieu requis. Car ayant 

QRouBQ-BR=~ x, & RG ou 
m — n 

B R — B G := x—: —,• la propriété du cer-
m -+- n r r 

cle , qui donne Q R X R G — RM*, donnera en 
. . 2ammx — aamm 

termes analytiquesyy= ■■ xx. 
' *■ mm — nn 

Si les rayons incidens BA, B M (Fig. 120. VI. 6.) 

font parallèles à une droite donnée de position, la 

première solution aura toujours lieu ; mais celle-ci 

deviendra inutile , 6c on pourra lui substituer la 

suivante. 
Soit prise FL = AH—• H F ; & ayant mené 

L G parallèle à A B & perpendiculaire sur AP, on 

prendra L O := £ L G , & on tirera L P paral-

lèle à GO, & P M parallèle à G L. II est clair 

{Art. 132.) que le point M sera ceîui qu'on cher-

che ; car puisque L O — — L G, M L = —P M, 
* * m m 

Si la caustique F H par réfraction, se réunit en 

un point; les courbes A M deviennent les Ovales 

4e Descartes, qui ont fait tant de bruit parmi les 

Géomètres. 
COROLLAIRE I, 

145. ON démontre de même que dans les caus-
tiques par rçfiéxion, ( Art. 130.) que les cpur-
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bes A M sont de nature différente entr'elles, & 

qu'elles ne sont géométriques que lorsque la caus-

tique H F par réfraction est géométrique 8c rec-

tifiable. 
COROLLAIRE II. 

144. U N E ligne courbe A M ( Fig. 121. PI. 7. ) 

étant donnée avec le point lumineux B , 8c la 

raison de m à n ; trouver une infinité de lignes 

telles que D N , ensorte que les rayons rompus 

M N se rompent de nouveau à la rencontre de 

ces lignes DN pour se réunir en un point donné C. 

Si l'on imagine que la ligne courbe H F soit la 

caustique par réfraction de la courbe donnée A M, 

formée par le point lumineux B \ il est clair que 

cette même ligne H F doit être aussi la caustique 

par réfraction de la courbe cherchée D N , ayant 

pour point lumineux le point donné C. C'est pour-

quoi (^r/. 132. ) - B A•+• AH=: - BM + MF 

+ FH,&NF-f FH — NC = H D "DC; 
m m 

& partant-BA + AH= "BM + MN+HD 
1 'm m 

— — DC-+-- N C ; 8c transposant à ì'ordinaire , 
mm 

-BA-- BM+ "DC + ÁD = MN + 
m m m 

— N C. Ce qui donne cette construction. 

Àyant pris à discrétion fur un rayon rompu 

quelconque A H le point D pour un de ceux de la 

courbe cherchée D N , on prendra fur un autre 
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rayon rompu quelconque M F la partie M K = 

-B A —-B M + -DC+AD
5
 & ayant trou-

vé, comme ci-dessus ( Art. 142. ), le point N tel 

que N K = ̂ NC, il est clair ( Art. 132.) 

qu'il fera à la courbe D N. 

COROLLAIRE GÉNÉRAL. 

Pour les trois SeSlions précédentes. 

145- IL est manifeste ( Art. 80. 85. 107. 108. 

114. 115. 128. r 29. 134. 143.) qu'une ligne 

courbe n'a qu'une feule développée, qu'une feule 

caustique par réfléxion , & qu'un feule par réfrac-

tion , le point lumineux & le rapport des finus 

étant donnés , lesquelles lignes font toujours 

géométriques & rectifiables lorsque cette courbe 

est géométrique,. Au lieu qu'une même ligne 

courbe peut être la développée , & l'une & l'autre 

caustique dans le même rapport des lìnus, & 

dans la même position du point lumineux , com-

mune à une infinité de lignes très différentes en-

tr'elles, & qûi ne font géométriques que lorsque 

cette courbe est géométrique & rectifiable ( Con-

fuites la Note cinquante-deuxième. ) 
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SECTION VIII. 

Usage du Calcul des différences four trouver les 

points des lignes courbes qui touchent une infi~ 

nité de lignes données de position , droites ou 

courbes. 

PROPOSITION h 

PROBLÈME. 

01 T donnée une ligne quelconque A M B, 

*4 ( Fig. 122. PI. y. ) qui ait pour axe la 

droite A P ; soient de plus entendues une infinité de 

paraboles AMC, A m C , qui passent toutes par 

le point A , & qui ayent pour axes les appliquées 

P M , p m. 7/ faut trouver la ligne courbe qui tou-

che toutes ces Paraboles. 
II est clair que le point touchant de chaque 

parabole AMC est le point d'intersection C où 

la parabole AÎ»C, qui en est infiniment pro-

che , la coupe. Cela posé , & ayant mené C K 

parallèle à M P, soient nommées les données 

A P , x ; P M, y ; & les inconnues A K, u s 

K C , On aura par la propriété de la parabole, 

ÂP*(xx).pK*(»« — 2ux -+- xx ) : : M P (y). 

MP — C K (y — ^ ). Ce qui donne \xx — 2uxy 

— uuy, qui est l'équation commune à toutes les 

paraboles , telles que AMC. Or je remarque que 

les inconnues A K («) & KC ( ^ ) demeurent 

les mêmes, pendant que les données A P ( x ) 
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& P M {y ) varient en devenant Ap Sep m; &> 

qu'il n'arrive que K C ( z, ) demeure la même, 

que lorsque le point C est celui d'intersection : 

car il est visible que par tout ailleurs la droite KG 

coupera les deux paraboles AMC , AwC en 

deux différens points, & qu'elle aura par con-

séquent deux valeurs qui répondront à la même 

de A K. C'est pourquoi si l'on traite u & ^ comme 

constantes, en prenant la différence de l'équa-

tion que l'on vient de trouver, on déterminera 

le point C à être celui d'intersection. On aura 

donc 2Zjxdx — 2uxdy ■+■ 2uydx — uudy;d'où l'on 

ii- A -r/- / v 2xxdy — 2yxdx 
tire linconnue A K ( u) = —r1 -,— en 

x ' xdy — zydx 

mettant pour z sa valeur2-^^—— ; & la nature 

de la courbe A M B étant donnée, on trouvera, 

une valeur de dy en dx , laquelle étant substituée 

dans la valeur de A K , cette inconnue fera enfin 

exprimée en termes entièrement connus & déli-

vrés des différences. Ce qui étoit proposé. 

Si au lieu des paraboles A M C ,. on propofoit 

d'autres lignes droites ou courbes dont îa position 

fût déterminée, on résoudroit toujours le Pro-

blême à peu près de la même manière : & c'est 

ce que l'on verra dans les Propositions suivantes. 

EXEMPLE. m 

147- Q v E l'équation xx = qay —■ qyy exprime 

la nature de la courbe A M B : elle fera une demi-

ellipse qui aura pour "petit axe, la droite AB 
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= a perpendiculaire sur A P , & dont le grand 

axe sera double du petit. 

On trouve xdx — 2ady -—tydy ; & partant AK 

(
 2xxd

y ~ *
%
y

dx
 áí D'où il suit que si 

xdy —• 2ydx J 

l'on prend A K quatrième proportionnelle à MP, 

P A , AB, & qu'on mene K G perpendiculaire 

sur A K i elle ira couper la parabole A M C au 

point cherché C. 

Pour avoir la nature de la courbe qui touche 

toutes les paraboles, ou qui passe par tous les 

points C ainsi trouvés, on cherchera l'équation 

qui exprime la rélation deAK(«)àKC(^)en 

cette forte. Mettant à la place de u fa valeur — 
\ y 

dans- \xx — 2uxy — uuy , l'on en tire y —
 2

^j~ > 

6c partant x ou— = ———. Si donc l'on met ces 
..' , a 2a — £ 

valeurs à la place de x 5c y dans xx — qay — qyy, 

on formera l'équation uu — ^aa — où x & y 

ne se rencontrent plus, & qui exprime la rélation 

de AK à KG. D'où l'on voit que la courbe cherchée 

est une parabole qui a pour axe la ligne B A, pour 

sommet le point B, pour foyer le point A, & dont 

le paramétre par conséquent est quadruple de AB. 

On vient de trouver y — ——— , d'où l'on tire 
y

 2a — 1 

K C ( z ) z=. —. Or comme cette valeur est 

y 
positive lorsque 2y surpasse a , négative lorsqu'il 

est moindre, & nulle lorsqu'il lui est égal : il s'en-
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suit que !e point touchant C tombe au-dessus de 

A P dans le premier cas , comme l'on avoit suppo-

sé en faisant le calcul ; au dessous dans le second
 3 

& enfin fur A P dans le troisième. 

Si l'on mene la droite A C qui coupe M P en G ; 

je dis que M G = B Q, & que le point G est le 

foyer de la parabole AMC. Car i°. A K ( ~ ) . 

KC(2ay~aa): : AP(x).PG— ïy — a,. & 

partant MG=a — y =B Q.. 20. Le paramètre de 

la parabole AMC, est — 4a — qy en mettant 

pour xx fa valeur qay — qyy ; & partant M G 

(a—y ) est la quatrième partie du paramètre : 

d'où l'on voit que le point G est le foyer de la pa^ 

rabole; & qu'ainsi Pangle BAC doit être divisé 

en deux également par la tangente en A. 

II suit de ce que le paramètre de la parabole 

A M C est quadruple de B Q., que le sommet 

M tombant en A, le paramètre sera quadruple 

de AB , & qu'ainsi la parabole , qui a pour 

sommet le point A > est asymptotique de celle qui 

passe par tous les points C. 

Comme la parabole B C touche toutes les para-

boles telles que AMC; il est clair que toutes 

ces paraboles couperont la ligne déterminée A C 

en des points qui seront plus proches du point 

A que le point C. Or l'on démontre dans la Ba-

listique ( en supposant que A K soit horizontale ) 

que toutes les paraboles, telles que AMC, mar-

quent le chemin que décrivent en l'air des Bom-
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bes qui seroient jettées par un Mortier placé en 

A dans toutes les élévations possibles avec la mê-

me force. D'où il fuit que íì l'on mene une droite 

\ qui divise par le milieu Pangle BAC; elle mar-

quera la position que doit avoir le Mortier, afin 

que la Bombe qu'il jette , tombe fur le plan 

A C donné de position , en un point C plus éloi-

gné du Mortier, qu'en toute autre élévation. 

PROPOSITION II. 

PR OBLÉME. 

148.S o 1T donnée une courbe quelconque A M , 

( Fig. 123. PI. 7. ) qui ait four axe la droite A P ; 

trouver une autre courbe B C telle qu'ayant mené 

à discrétion l'appliquée P M , & la perpendicu-

laire P C a cette courbe, ces deux lignes P M, P C 
soient toujours égales entr'elles. 

Si l'on conçoit une infinité de cercles décrits 

des centres P, p, & des rayons PC, f>C égaux 

à P M , p m ; il est clair que la courbe cherchée 

' B C doit toucher tous ces cercles, & que le point 

touchant C de chaque cercle est le point d'inter-

section où le cercle qui en est infiniment proche, 

le coupe. Cela posé , soit menée C K perpendicu-

laire sur A P ; soient nommées les données & 

variables A P , x ; P M ou P C , y ; les inconnues 

& constantes A K , u ; K C, \ ; Sc l'on aura par 

í la propriété du cercle PC* = PK1 -+- KG1, c'est-à-

dire , en termes analytiques yy — xx —. iux + 

\ uu-\- zx, qui est l'équation commune à tous ces 

cercles, dont la différence est zydy =s= 2xdx — 
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ludx : d'où l'on tire PK (x — u ) = ; ce qui 

donne cette construction générale. 

Soit menée M Q perpendiculaire à la courbe 

AM; & ayant pris PK=PQ, soit tirée K C 

parallèle à P M : je dis qu'elle rencontrera le cer-

cle décrit du centre P & du rayon P C=P M au 

point C, où il touche la courbe cherchée B C. 

Ce qui est évident ; puisque P Q ==*^-

On peut encore trouver la valeur de P K de 

cette autre manière. 
Ayant mené P O perpendiculaire sur Cp, les 

triangles rectangles p O P , P K C seront sembla-

bles ; & partant P p ( dx ) • O p ( dy ) : : P C 

Lorsque P Q.= P M , il est clair que le cercle 

décrit du rayon P C , touchera K C au point K ; 

de sorte que le point touchant C se confondra 

avec le point K, & tombera par conséquent sur 

Taxe. 
Mais lorsque P Q. surpassera P M , le cercle 

décrit du rayon P C ne pourra toucher la courbe 

B C ; puisqu'il ne pourra rencontrer la droite 

K C en aucun point. 

EXEMPLE. 

145). 5 01 T la courbe donnée A M, {Fig. 123. 

PI. 7. ) une parabole qui ait pour équation ax = 

yy. On aura PQ ou PK(x — u ) — {a i 6c paf 

conséquent x = ~ a + « , & yy = ~ aa -f- xx à 
cause 
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cause du triangle rectangle P KG. Or si l'on met 

ces valeurs dans ax = yy , on formera l'équation 

-aa-k-au—^aa^-z^ ou | áa + au ~ zX > qui 

exprime la nature de la courbe B C. D'où il est 

clair que cette courbe est la même parabole que 

A M i puisqu'elles ont l'une & l'autre le mêmé 

paramètre a , & que son sommet B est éloigné dix 

sommet A de la distance BA~~a. 

PROPOSITION II L 

PROBLÈME. 

150. SOIT donnée une ligne courbe quelconquè 

AM, (F/g. 124. Pi- i*) qtìi ait pour diamètre là 

droite A P, à dont les appliquées P M, pm soient pa* 

ralleles à la droite A 0_ donnée de position • & ayant 

mené M Q , mq parallèles a A P , soient tirées les 

droites FQC, pqC. On demande la courbe AC qui 

a four tangentes toutes ces droites : ou , ce qui esl 

la même chose, il s'agit de déterminer fur chaque 

droite P Q.C le point ioûchaut C. 

Ayant imaginé Une autre tangente pqC in-

finiment proche de P Q G , & mené C K parallèle 

à A Q, on nommera les données 6c variables AP^ 

x ; P M ou A Q., y ; les inconnues & constantes 

AK,a;KC,^ & les triangles semblables PAQLjj 

P K C donneront AP(x). AQ(;)::PK ( x 

H- u ) . KG ( ^ ) — y -+- ̂  . qui est réquatiorì 

commune à toutes les droites, telles que K C. Sa 

différence est dy +
 vxiy ~ l'?dx ~ o , d'où ÌM 

N 
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tire AK(a) = - ■ "XJ-;-. Ce qui donne cette 
v y yax — xdy 1 

construction générale. 
Soit menée la tangente MT, & soit prise AK 

troisième proportionnelle à A T, A P : je dis que 

si Ton mene K C parallèle à A Q., elle ira couper 

la droite P Q.C au point cherché C. 

CarAT(^~^). AP(x)::AP(x) , 

A K = xxdy 

ydx — xdy 

E X E M P X E I. ^ 

15 i. S o i T la courbe donnée A M , ( Fig. 124. 

P/. 7. ) une parabole qui ait pour équation ax =z 

yy. On aura AT = AP; d'où il fuit que A K 

( u ) = x , c'est-à-dire, que le point K tombe 

fur le point T. Si l'on veut à présent avoir une 

équation qui exprime la rélation de AK(«)à 

KG (K)» on trouvera KC(^)=:2j , puisque 

l'on vient de trouver que P K est double de A P. 

Mettant donc à la place de x & y leurs valeurs 

u ôc \ K dans ax ~yy , on aura ^au = : d'où 

l'on voit que la courbe AC est une parabole 

qui a pour sommet le point A , & pour paramé-

tre une ligne quadruple du paramètre de la para-

bole A M. 

EXEMPEE II. 

15 2. S o 1 T la courbe donnée AM , ( Fig. 12 5. 

PI. 7. ) un quart de cercle B M D qui ait pour 

c* ntre le point A, & pour rayon la ligne A B ou 

A D, que j'appelle a. 11 est clair que P Q. est tou-
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jours égale au rayon A M ou AB , c'est-à-dire , 

qu'elle est par-tout là même : de forte que l'on 

peut concevoir que fes extrémités P , Q glissent le 

long des côtés B A, A D de sangle droit BAD.1 

On aura AK(a)= —-, puisque AT = -:& 

les parallèles K G, A Q. donneront A P ( x ) . PQ 

(a) : : AK(~ ) QG á= —. D'où l'on voit que 

pour avoir le point touchant G, il n'y a qu à pren-

dre QC troisième proportionnelle àPQ&c A P. 

Si Pon cherche l'équation qui exprime la nature 

de la courbe B C D , on trouvera celie-ci j 
u6

 — 7
>
aau'' -f- ia*uu —« û6

 = g 

4- *c 

CÓROtLAIRE I. 

ï 5 3 - S í veut chercher le rapport de là por-

tion D C de la courbe B C D à fa tangente C P , 

l'on imaginera une autre tangente ~cp infiniment 

proche de CP ; & âyarit décrit du centre C le petit 

arc PO, l'on auraèp — CP ou Dp — Cc== 
2-Scdx . , 1 >-i n

 aíl 

-1 s pour la díiterence de G r =t — : 

d'où l'on tire Cc = O P Or à cause des 
a 

triangles rectangles semblables QT A , PpQ, l'on 

auraPQX*;. A P (x) :i?p(d*).QÏ 
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& partant Cc = = D G — De. 11 est donc 

manifeste qu'en quelque endroit que 1 on prenne 

le point C, l'on aura toujours D C — D c ( ~^-) • 

CP — cp ( ) : : 3 . 2. D'où, il fuit que la 

somme de toutes les différences D C — De qui ré-

pondent à la droite P D , c'est-à-dire, (Art. 96. ) 

la portion D C de la courbe 8 C D , est à la íom-

me de toutes les différences G P — cp qui répon-

dent à !a même droite P D , c'est-à-dire ( Art. 

96.) à la tangente CP : : 3 . 2. Et de même que la 

courbe entière BCD est à fa tangente BA : : 3 . 2. 

COROLLAIRE II. 

154. S1 l'on développe la courbe BCD en com-

mençant par le point D , on formera la ligne 

courbe D N F telle que C N . C P : : 3 . 2. puisque 

CN est toujours égale à la portion DC de la 

courbe B C D. D où ii fuit que les secteurs sem-

blables C N n , C P O font entr'eux : : 9 . 4. & 

partant que l'efpace DC N renfermé par les cour-

bes D C, D N , & par la droite CN qui est 

tangente en C , & perpendiculaire en N , esta 

l'efpace D C P renfermé par la courbe D C , & par 

les deux tangentes DP, C P, comme 9^4. 

COROLLAIRE III. 

155. LE centre de pesanteur du secteur C N K 
doit être situé sur l'arc P O ; puisque C P == | CN-

Et comme cet arc est infiniment petit, il s'en-
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suit que ce centre doit être sur la droite AD ; & 

partant que le centre de pesanteur des espaces 

,D G N , B D F qui font composés de tous ces sec-

teurs, doit être fur cette.droite AD : de forte 

que fi l'on décrivoit de l'autre côté de B F une 

figure toute pareille à BDF, le centre de pe-

santeur de la figure entière seroit au point A. 

COROLLAIRE IV. 

156. A cause des triangles rectangles semblables 

P Q A , p.P O , l'on aura P ( a ) . A Q ou PM 

( yH=7P) : : P p (dx ) . P Q = J*-" — ».
 Et 

à cause des secteurs semblables CPO , CNM , 

l'on aura aussi C P. CN , ou 2. 3 : : PO (
 dxVua~xxy

 t 

N» == 3
dxV

™-~
x
-. Or le rectangle M P x Pp , 

c'est-à-dire, (Art. 2 ) le petit espace circulaire 

(
MPpm — dx y'aâ.— xx. On aura donc AB x 

N« \ M Pp^>? : d'où il suit que.la portion N D 

de la. courbe D N F étant multipliée par le rayon 

AB , est sesquiakére du segment circu aire DMP , 

& que la courbe entière D N F est égale aux troiç 

quarts deBMDj quatrième partie de la circonfé-

rence du cercle. 

PROPOSITION I V. •<<,:-'''"A 

PROBLÈME. 

157-SOIT donnée une courbe quelconque A M, 

(Fig. 126. PI. 7. ) qui ait pour axe la droite 
N 3 
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A P ,* & soient entendues une infinité de perpen-

diculaires M C , m C a. cette courbe. On demande 

la courbe qui a pour tangentes toutes ces perpen-

diculaires : ou ce qui est la même chose , il faut 

trouver sur chaque perpendiculaire M G le point 

touchant C. 

Ayant imaginé une autre perpendiculaire m C 

infiniment proche de MC, avec une appliquée 

M P , l'on menera par le point d'intersection C les 

droites CK perpendiculaire, & CE parallèle à Taxe : 

ayant ensuite nommé les données & variables AP, 

x ; P M, y ; les inconnues & constantes AK, s; 

KC,|; l'on aura P Q = ̂ , PK ou CE = « 

— x , M E =y ■+- ç ; & les triangles rectangles 

semblables M P Q , M E C donneront MP (y). 

PQ(^) ME (y-i-i).EC (u — *) = 

ydy -t- ?dy ■ n. ' • * . 
"dx ^

U1 U
"

e e
°t

uatîon commune a tou-# 

tes les perpendiculaires telles que M C, & dont la 

différence ( en supposant dx constante ) donne — 

dx =
 yddy c

'
y
 -l-li—

 :
 d'où l'on tire ME (z-hy) 

ax >- ' 

dx"^ ' l dv"^ 
= — ■ ,, . Or la nature de la courbe A M 

, — idy ■ 
ptant donnée, l'on aura des valeurs de dy1 & dJy 

en <^x% lesquelles étant substituées dans -jy-, 

clonneront pour M E une valeur entièrement con-

nue & délivrée des différences. Ce qui étpit proposé. 
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II est évident que la courbe qui passe par 

tous les points C , est la développée de la courbe 

A M; & comme l'on en a traité exprès dans 

la Section cinquième, il íeroit inutile d'en donner 

ici des exemples nouveaux. 

PROPOSITION V. 

PROBLÈME. 

158. J3 EUX lignes quelconques A M , B N 

( Fig. 127. PI. 7. ) étant données avec une ligne 

droite M N qui demeure toujours la même * on 

suppose que les extrémités M, N de cette ligne 

glissent continuellement le long des deux autres , 

& l'on demande la courbe quelle touche toujours 

dans ce mouvement. 
Ayant mené les tangentes MT , NT, & 

imaginé une autre droite mn infiniment proche 

de M N, & qui la coupe par conséquent au 

point C où elle touche la courbe dont il s'agit 

de déterminer les points. II est clair que la droite 

M N , pour parvenir en mn , a parcouru par ses 
extrémités les petites portions MOT, NH des 

lignes A M , B N, lesquelles font communes à 

cause de leur infinie petitesse , aux tangentes 

TM, TN : de forte que l'on peut concevoir 

que la ligne M N pour parvenir dans la situation 

infiniment proche mn, ait glissé le long des droites 

TM , TN données de position. 

Cela bien entendu , soient menées fur N T les 

perpendiculaires M P
 3

 CK. soient nommées le
g 

N 4 
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données & variables T P, x ; P M, y ; les incon-

nues & constantes TK , u ; KG , ^ ; & la donnée 

MN qui demeure par-tout la même , a. Le trian-

gle nctang'e M P N donnera P N = %/ aa—y y î 

&i à cause des triangles semblables NPM, NKC , 

son aura H P ( VV —-yy). • (y) :: N K 

(«-x-^rzr^.KCCO^^^-/. 

dont la différence donne ̂ HÌJ' — aaxdy — ^ct^/x 

H-J
3

ÌX = aaáy — yyiy\/'aa — yy : d'oÙ en faiíant 

\Sau —yy — m pour abréger, Ton tire PK (« —x) 

mMy -f- mmyix /n 3 -+- rom,*; 
r=r -—=£ . — ■ en mettant pour 
~ aaay aa 

ydx fa valeur xdy, à cause des triangles sembla-

bles wRM, MPT •& partant MC = ̂ ^Ï: 

ce qui donne cette construction. 

Soit menée TE perpendiculaire fur MN , & 

soit prise M C == N E : je dis que le point C fera 

celui qu'on cherche. Car à cause des triangles rec-

tangles semblables M N P,TNE, l'on aura MN 

(J.NP (m) : ':NT(»i+x).NE ou MQ 
fflm-+ mx 

Autre maniéré. Ayant mené TE perpendicu-

laire fur M N, & décrit du centre G les petits arcs 

}A S., NO, on nommera les données NE, r ; 

Çíf, Í î MN, a ; & l'inconnue CM,?. On 

aura Sm OUO» = Í/Í; & les triangles rectangles 

semblables MET&wSM, NET & n O N , 

€ M S; & Ç N O donneront ME (r — a) . E T 
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(s)::mS(dt).SM==~-
a

- Et NE (r), 

ET (Í) : : kO (dt) . O N = ~ , Et MS — NO 

(_fí^_ ) . M S (— )::MN (a) . MC (f) a r. 
JT — ar ' r — a' 

Ce qui donne la même construction que ci-dessus. 

Si l'on suppose que les lignes A M , B N soient 
des droites qui fassent entr'elles un angle droit ; il 
est; visible que la courbe cherchée est. la même 

que celle de Fart. 15 2. 

PROPOSITION VI. 

PROBLÈME, 

159 SOIENT données trois lignes quelconques 

L, M , N; (F/g. 128. PI. 7. ) Ô soient enten-

dues de chacun des points L , 1 de la ligne L deux 

tangentes L M & L N , 1m & In , aux deux courbes 

Mé'N, une a chacune. On demande la quairiémç 

courbe C , qui ait four tangentes toutes les droites 

M N , m n qui joignent les points toucha ns des 

courbes M , N. 
Ayant tiré la tangente LE , & mené par un de 

ses points quelconque E les perpendiculaires E F , 
E G fur les deux autres tangentes ML, N L , 
on concevra que le point / soit infiniment près 

du point L; on tirera les petites droites LH, 
L K perpendiculaires fur ml, nl comme auíîl 

les perpendiculaires M P , m? , N Q, w Q fur 

les tangentes ML , ml , N L , nl , lesquelles 

perpendiculaires s'entrecoupent aux points P Sc 
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Q, Tout cela formera les triangles rectangles 

semblables EFL , & LUI , EGL & LK/
; 

comme auíïì les triangles L M H & M P OT , L w K 

& N Q n rectangles en H & m , K & N, qui fe-

ront semblables entr'eux, puisque les angles LMH, 

M POT étant joints l'un ou l'autre au même an-

gle PMw, font un droit. On prouvera de même > 

que les angles L n K , N Q n font égaux entr'eux. 

Cela posé, on nommera le petit côté M m du 

polygone qui compose la courbe M, du ' & les 

données E F , m ; E G, n ; M.NOUKB,«ÍML 

ou ml,bi N L ou nl, c ; MPouwP,/; N Q. 

ou w Q, g ( je prens ici les droites M P , N Q pour 

données , parce que la nature des courbes M , N 

étant donnée par la supposition , on les pourra 

toujours trouver {Art. 78. ) ; & l'on aura , i°. 

MP(/).ML(5)::M^(^).LH==~. 2°. 

EFf^).EG («)::LH (~) ■ LK = ̂ . 
s mj 

3°. LNouL»(c).«Q.(g):: LK(^) . »N 

= 4°. ( menant M R parallèle à NL ou nl) 

ml (b). ln(c) ::mM(du) . MR = ~. 5° 

MR+N»(
e
-£+^).MR(^) : : MN 

* cjm ' ^ b ' 

(a).MC=: aces m ^ ̂  falloit trouver. 
v ' ccjm-^bbgn ^ 

Si la tangente EL tomboit fur la tangente ML, 

il est clair que EF (m) devíendroit nulle ou zero j 
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& partant que le point cherché C tomberoit sur 

îe point M. De même si la tangente E L se con-

fondoit avec la tangente L N , alors E G ( n ) cle-

" viendroit nulle, & l'on auroit par conséquent MC 

r= a : d'où l'on voit que îe point cherché C tom-

beroit aussi sur le point N. Et enfin si la tangente 

ELtomboit dans l'angle GLI ; en ce cas EG 

(n) deviendroit négative : ce qui donneroit alors 

M G — —fc^m-—; 8c le point cherché C ne 
ccym — bbgn 1 

tomberoit plus entre les points M Sç N , mais de 

part ou d'autre. 

EXEMPLE I, 

160.S ÏÏPPOSONS que les courbes M & N (Fig. 

1 29. PI. 7. ) ne fassent qu'un cercle. J) est clair 

en ce cas que b — C, &/—gi ce qui donne MC 
am 

m -H n 
, d'où l'on voit qu'il ne faut alors que 

couper la droite M N en raison donnée de m à n 

pour avoir ie point cherché C ; c'est-à-dire , en~ 

sorte que M G . N G : : m . n. 

EXEMPLE. II. 

161.SUPPOSONS que les courbes M & N 

soient une Section conique quelconque. La cons-

truction générale se peut changer en cette autre 

qui est beaucoup plus simple, si l'on fait attention 

à une propriété des Sections coniques, que l'on 

trouve démontrée dans les Livres qui en traitent : 

íçavoir que fi l'on, mene de chacun des points 

L , / d'une ligne drpite E L deux tangentes LM 
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& L N, Im & In à une Section conique ; toutes 

les droites M N , mn qui joignent les points tou-

chans , se couperont dans le même point C, 

par lequel passe le diamètre A C , dont les ordon-

nées íont parallèles à la droite EL. Car il fuit 

de là , que pour avoir le point C , il ne faut que 

mener un diamètre qui ait ses ordonnées paral-

lèles à la tangente EL* 

II est évident que dans le cercle, le diamètre 

dóit être perpendiculaire fur la tangente E L ; 

c'est-à-dire, qu'en menant de son centre A une 

perpendiculaire A B fur cette tangente, elle cou^ 

pera la droite M N au point cherché C. 

REMARQUE. 

162. ON Peut- Par Ie moyen de ce Problême 
(F/g. 128. Pl. 7. ) résoudre celui-ci qui dépend 

de la Méthode des Tangentes. 

Les trois courbes C, M , N , étant données, 

on fera rouler une ligne droite M N autour de 

la courbe C , ensorte qu'elle la touche continuel-

lement ,* on tirera par les points M , N , où 

elle coupe,les courbes M. & N , les tangentes 

ML , NL qui s'entrecoupent en un point L, 

lequel décrit dans ce mouvement une quatrième 

courbe hl. II s'agit de tirer la tangente LE de 

cette courbe , la position des droites MN, ML, 

NL étant donnée avec le point touchant C 

Car il est visible que ce Problême n'est que Tin-

verse du précédent, & qu'ici M C est donnée : ce 

qu'on cherche, c'est la raison de EF , EG, qui 
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détermine la position de la tangente E L. C'est 

pourquoi si l'on nomme la dcnnèe M C , k ; l'on 

aura —-——-— =«:doul on tire m == 
ccfm -+- A£g/2 slcc/ — ccjtv 

& par conséquent la tangente L E doit être telle-

ment située dans sangledonné ML G, que si l'on 

mene d'un de fes points quelconque E les perpen-

diculaires E F,EG fur ies côtés de cet angle , 

elles soient toujours entr'elies en raison donnée de 

Ibgh à aces—ccfh. Or cela se fait en menant MD 

parallèle à N L , & égale à *±È_
CC
0 

II est évident ( Art. 161. ) que fi les deux 

courbes M & N ( Fig- 1 29. Pl. 7. ) ne font qu'une 

Section conique , il ne faudra que tirer la tan-

gente LE parallèle aux ordonnées du diamètre 

qui passe par le point C. ( Consultez la Note 5 3
e
. ) 

f m . A [ „ . bbshn 

/ 
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SECTION IX. 

Solution de quelques Problêmes qui dépendent 

des Méthodes précédentes. 

PROPOSITION L 

PROBLÈME. 

, , ÒI T une ligne courbe AMD '( Fig. I 50; 
3'0^-7-)( AP=x, PM =. y , AB — a ) 

telle que lá valeur de l'appliquée y soit exprimée par 

une sraSlion , dont le numérateur Ô le dénomina-

teur deviennent chacun \ero lorsque x = a , cesl-k-
dire, lorsque le point P tombe sur le point donné B. 

On demande quelle doit être alors la valeur de 

l'appliquée B D. 

Soient entendues deux lignes courbes ANB , 

CO B, qui ayent pour axe commun la ligne A B, 

& qui soient telles que Pappliquée P N exprime le 

numérateur , & l'appliquée P O le dénominateur 

de la fraction générale qui convient à toutes les 

P M : de forte que PM=^:. 11 est clair 

que ces deux courbes se rencontreront au point B; 

puisque par la supposition P N 8c P O deviennent 

chacune zero, lorsque le point P tombe en B. Cela 

posé, si l'on imagine une appliquée bd infiniment 

proche de BD , & qui rencontre les lignes cour-

bes ANB, COB aux points f,g; l'on aura bd 
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—- -—— , laquelle ( Art. 2.) ne diffère pas de 

B D. II n'est donc question que de trouver le rap-

port de bg à if. Or il est visible que la coupée AP 

devenant AB , les appliquées P N, PO devien-

nent nulles, & que A P devenant Ab, elles de-

viennent bf, bg. D'où il fuit que ces appliquées , 

elles mêmes bf, bg, font la différence des appli-

quées en B 8c b par rapport aux courbes A N B , 

COB; 8c partant que fi l'on prend la différence 

du numérateur, 8c qu'on la divise par la diffé-

rence du dénominateur , après avoir faitx~& 

— Ab ou A B , l'on aura la valeur cherchée de 

l'appliquée bd ou B D. Ce qu'il falloit trouver. 

E n R H s. I. 

. Vk! l/a^x- — x+— ax/aax
 T

,
 n 164O o'7/-fL— H • II est 

a— yax* 

clair que lorsque x — a , le numérateur 8c le dé-

nominateur de la fraction deviennent égaux cha-

dun à zero. C'est pourquoi l'on prendra la diffé-

a^íx— 2X*ix aadx , , 
rence i_

 r
— du numérateur, & 

y 2a.5
x

 — ^4 %yaxx 

on la divisera par la différence — du déno-
ú^aïx 

minateur , après avoir fait x — a , c'est-à-dire
 3 

qu'on divisera — y adx par — \ dx ; ce qui donne 

r~ a pour la valeur cherchée de B D. 
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E X £. M P t E II. 

P aa — ax .~ 
î6<y,O0îTv = 7—. On trouve j/= 2a ï 

ìorque x == a. 

On pourroit résoudre cet exemple sâns avoir 

besoin du calcul des différences, en cette forte. 

Ayant ôté les incommensurables , on aura 

aaxx + laaxy — axyy — 2aìx-Jra*-\-aayy — 2a1y í= 0 , 

qui étant divisé par x — a, se réduit à aax — a> 

•+■ 2aay — ayy — 0 ; &c substituant a pour x , il 

vient comme auparavant y = 2a. 

L E M M E. 

166.5 0 1 T une
 ligne courbe quelconque BCG, 

(Fig. 131. P/. 7. ) avec une ligne droite AE qui 

la touche au point B, & sur laquelle soient marqués 

a discrétion deux points fixes A, E. Si l'on fait 

rouler cette droite autour de la courbe , ènsorte 

quelle la touche continuellement • il esl clair que 

les points fixes A , E décriront dans ce mouvement 

deux courbes AMD, E N H. Si l'on mene a pré-

sent D L parallèle a A B , & qui fasse par consé-

quent avec D K ( sur laquelle je suppose la droite 

AE lorsquelle touche la courbe BCG en G) l'angle 

K D L égal a l'angle A O D fait par les tangentes 

en B , G j* & que l'on décrive comme on voudrà
 3 

du centre D l'arc K F L. 

Je ̂ ^DK.KFL::AE. AMD ± ENH . 

sçavoir + lorsque le point touchant tombe toujours 

entre les points décrivans, £f — lorsqu'il les laisse 

toujours du même coté. 
Cai 
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Car supposant que la droite A E en roulant 

autour de la courbe BCG soit parvenue dans 

les positions MCN, mCn infiniment proches 

l'une de l'autre, 8c menant les rayons D F , D f 

parallèles à C M, C m : il est; clair que les sec-
teurs DP/, CMœ, CN » seront semblables ; 

8c qu'ainsi D F. F/: : C M. Mm:: C N. N n:: 

CM ± CN ou A E . MHÎ±NK. Or comme cela 

arrivera toujours en quelqu'endroit que se trouve 

le point touchant C, il s'ensuit que le rayon 

D K est à Tare KFL , somme de tous les petits 

arcs F/: : A E. A MD± EN H , somme de tous 

les petis arcs Mm ± N n. Ce qu'il falloit dé« 

montrer. 

COROIIAIRE I. 

167.IL est visible que les courbes AMD , 

ENH font formées par le développement de la 

même courbe B C G ; 8c qu'ainsi la droite A El 

est toujours perpendiculaire fur ces deux courbes 

dans toutes les positions ou elle se rencontre ; 

de sorte que leur distance est par-tout la même; 

ce qui est la propriété des lignes parallèles. D'où 
l'on voit qu'une ligne courbe AMD étant don-

née , on peut trouver une infinité de points de 

la courbe ENH fans avoir besoin de sa déve-

loppée BCG, en menant autant de perpendicu-

culaires que l'on voudra à cette courbe , Sc le; 
prenant toutes égales à la droite AE. 

0 
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COROIIAIEK II. 

î68. Si la courbe BCG a ses deux moitiés 

BC, CG entièrement semblables 8c égales , 8c 

que l'on prenne ies droites B A , G H égales 

entr'elles, il est clair que les courbes AMD, 

ENH seront semblables 8c égales, ensorte qu'elles 

ne différeront que par leur position. D'où il fuit 

que la courbe AMD fera à l'arc de cercle KFL 

: : j- A E. D K. c'est-à-dire , en raison donnée. 

PROPOSITION II. 

PE. OBLÉME. 

169. SOIENT deux courbes quelconques AEV , 

BCG, (Fig. 132. Pl. 7.) avec une troisième AMD, 

telle qu'ayant décrit par le développement de la 

courbe BCG une portion de courbe E M , la rêla-

tion des portions de courbes A E, E M , Ò des 

rayons de la développée E C , M G soit exprimée 

par une équation quelconque donnée. On propose de 

mener d'un point donné M sur la courbe AMD 

la tangente M T. 

Ayant imaginé une autre portion de courbe 

em infiniment proche de E M , 8c les rayons de 

la développée Ce F, GmW; Soit, i°. CH per-

pendiculaire fur C E , 8c qui rencontre en H la 

tangente EH de la courbe A EV. 20. ML parallèle 

à C Ë , 8c qui rencontre en L Tare GL décrit 

du centre M & du rayon M G. 30. GT per-

pendiculaire fur M G , 8c qui rencontre en T la 

tangente cherchée M T. 
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On nommera ensuite les données A E , x * 

ËM, j/; CE, a$ GM,^; CH, X; EH, r; 
Tare GL, r : d'où l'on aura Ee=dxi Fe ou 
Rm — du = ; & les triangles rectangles sem-
blables e FE , ECH donneront CE ( « ) . C H 

(s)::Ve (át), FE==^' Et CE (M). EH 

(í);:Fe(^).Ec ( rfx) =-^.Or parle Lem« 

me (Art. 166.) RF-»îe = -^;&partantRIVÏ 
ï 

( R f — me > -(-me — M £ -+■ ME — MF ) = ~ -b 

dy -+- —^ . Donc à cause des triangles rectangles 

semblables m RM , MGT, l'on aura w R 

RM(
r
Ì+á

+í
|
)/

)
 ::

 MG (0- GT= f 

<+
£L

I+
.L2. Mais si l'on met dans la différencë 

de l'équation donnée à la place de du 5c dM 

leurs valeurs dz Se-1- , l'on trouvera une valeur 
u 

de dy en ^ , laquelle étant substituée dan9 

, il viendra pour la soutangente cherchée GT 

une valeur entièrement connue & délivrée des 
différences. Ce qui étoit proposé. 

O 3 
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Si l'on suppose que la courbe BC G ( Fig. 13 3. 

fl. 7. ) se réunisse en un point O ; il est visible1 

que la portion de courbe ME (y) se change 

en un arc de cercle égal à l'arc G L ( r ) , 

& que les rayons CE («),GM(^)dela 

développée deviennent égaux entr'eux : de forte 

que G f , qui devient en ce cas O T , le trou-

vera ~y -4- x ■+ 

EXE M P i E. 

01 T y =. ~ ; les différences donneront dy 

(Fig. r3 3. Pl. 7.) = ï
dx

—
xJ

Z(
 on pren

d (j
rU

 g.) 

.— au lieu àe-ì-xd^; parce quex&cy croissant, 

X diminue ) — ———, en mettant pour dx fa 
'a 

valeur —L $ & partant OT ( y -) = y 

4. x + 
— xi as -+-

—, en mettant pour — fa 

valeur y. 
REMARQUE. 

17T. S1 te point O tombe fur l'axe A B , (Fig. 

134. Pl. 7. ) & que la courbe AEV soit un 

demi-cercle la courbe AMD fera une demi-

roulette , formée par la révolution d'un demi-

cercle BSN autour d'un arc égal BGN d'un cer-

J 
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de décrit du centre 0, 6c dont le point géné-

rateur A tombera dehors, dedans, ou fur la 

circonférence du demi-cercle mobile B S N , selon 

que la donnée a fera plus grande , moindre , ou 

égale à OV. Pour le prouver, 6c déterminer 

en même temps le point B. 

Je suppose ce qui est en question , fçavoir que 

la courbe AMD est une demi-roulette , formée 

par la révolution du demi-cercle BSN, qui a pour 

centre le point K centre du demi- cercle AEV , 

autour de Tare BGN décrit du centre O ; 8c con-

cevant que ce demi-cercle BSN s'arrête dans la 

situation BGN, telle que le point décrivant 

A tombe fur le point M , je mene par 

les centres des cercles générateurs la droite OK 

qui passe par conséquent par le point touchant 

G ; 8c tirant K S Ë , j'observe que les triangles 

O K E, O K M font égaux 6c semblables, puis-

que leurs trois côtés font égaux chacun à cha-

cun. D'où il fuit i°. Que les angles extrêmes 

MOK , EOK font égaux ; ôc qu'ainsi les angles 

M O E , G O B le font aussi : ce qui donne G B . 

ME : : OB. OE. 2
0

. Que les angles MKO . 

EKO font encore égaux; 6c qu'ainsi les arcs 

G N , B S, qui les mesurent , le font aussi : la 

même chose se doit dire de leurs complémens 

GB , SN, à deux droits ; puisqu'ils appartiennent 

à des cercles égaux. Or par la génération de la 

roulette, Tare G B du cercle mobile est égal à 

Tare G B de l'immobile. J'aurai donc S N , 

ME : : O B . OE .Cela posé, 
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Je nomme les données O V , b ; K V ou K A , 

c \ 6c l'inconnue K B , u. J'ai OB=:J + c — u .; 

& les secteurs semblables K E A , K S N me 

donnent KE ( c ). K S ( u ) : : A E ( x ) . S N 

s=—. Et partant OB (i + c-«). O E ( \) : : 

ou SN(-) EM 0) = 7—-1 =--. D*. 

îe tire K B ( « ) = hc ~v

r
-~, II est donc évident 

que íì l'on prend K B —
 h
~~^i 6c qu'on décrive 

des centres K 6c O le demi-cercle BSN 6c Tare 

BGN; la courbe AMD fera une demi-roulette 

d'écrite par la révolution du demi-cercle BSN, 
autour de Tare BGN, 6c dont le point décri-

vant A tombe dehors, dedans , ou fur la cir-

conférence de ce cercle , selon que KV (c) est 

plus grand , moindre , ou égal à KB( bc~*~.-\ 
* ° ™ a-h c ' 

c'est-à-dire, selon que a est plus grand , moindre, 

<ou égal à O V ( b j. 

COROLLAIRE. I. 

172.IL est clair que EM (y)<\E(x) : : 

K B x O E («O . OBxKV ( bc + cc — uc ). 

Or íì l'on suppose que OB devienne infinie ; 

la droite O E le sera aussi , 6c deviendra paral-

lèle à O B, puisqu'elle ne la rencontrera jamais ; 

les arcs concentriques BGN, E M deviendront 

des droites parallèles entr'elles, ôc perpendicu-

laires fur Q B , 0 E ; 6c alors la droite E M fera 
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à Tare A E : : K B . K V. parce que les droites 

infinies OE , OB ne différant entr'elles que 

d'une grandeur finie , doivent être regardées 

comme égales. 

COROLLAIRE. IT. 

173 - DE ce que les angles MKO , EKO font 

égaux, il fuit que les triangles M KG, EKB> 

seront égaux & semblables ; & qu'ainsi les droites 

M G , E B font égales entr'elles. D'où l'on voit 

( Art. 43. ) que pour mener d'un point donné 

M fur la roulette , la perpendiculaire MG, il 

n'y a qu'à décrire du centre O Tare M E, ôc 

du centre M de l'intervalle E B un arc de cercle 

qui coupera la base BGN en un point G, par 

où 5c par le point donné M l'on tirera la per-

pendiculaire requise. 

COROLLAIRE III. 

174.XJ N point G étant donné sur la circon-

férence du demi-cercle mobile BGN ; si l'on 

veut trouver le point M de la roulette sur lequel 

tombe le point décrivant A , lorsque le point 

donné G touche la base , il ne faut que prendre 

Tare S N égal à l'arc B G , 6c ayant tiré le 

rayon K S qui rencontre en Ë la circonférence 

A E V , décrire du centre O l'arc Ë M. Car il 

est évident que cet arc coupera la roulette au 

point cherché M. 

m 
o4 
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PROPOSITION III. 

PROBLÈME. 

175.SOIT une demi-roulette AMD ( Fig. 135-

156. VI. 7.) décrite par la révolution du demi-

cercle BGN autour d'un arc égal B G N d'un autre 

cercle , en forte que les parties révolues B G
 í

 BG 

soient toujours égales entr'elles • soit le point dé-

crivant M pris fur le diamètre B N dehors , de-

dans , ou fur la circonférence mobile BGN. On de-

mande le point M de la plus grande largeur de 
la demi-roulette par rapport a son axe O A. 

Supposant que le point M soit ceiui qu'on 

cherche, il est clair ( Art. 47. ) que la tangente 

en M doit être parallèle à Taxe OA;& qu'ainsi la 

perpendiculaire MG à la roulette
 }

 doit-être auffi. 

perpendiculaire sur Taxe qu'elle rencontre au 

point P. Cela posé, si l'on mene O K par les 

centres des cercles générateurs, elle passera par 

le point touchant G & si l'on tire K L perpen-

diculaire fur M G , on formera les angles égaux 

GKL, GO B; & partant l'arc IG qui est le 

double de la mesure de l'angle GKL , sera à l'arc 

G B mesure de l'angle G O B , comme le dia-

mètre B N est au rayon OB. D'où il suit que 

pour déterminer sur le demi-cercle BGN le 

point G, où il touche l'arc qui lui sert de base 

lorsque le point décrivant M tombe sur celui 

de la plus grande largeur il faut couper le demi-

cercle 6 G N en un point G , enforte qu'ayant 

tiré par le point donné M la corde I G , Tare 

ï G soit à l'arc B G en raison donnée de B N à 
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O B. La question se réduit donc à un Problême 

de la géométrie commune qui se peut toujours 

résoudre géométriquement, lorsque la raison don-

née est de nombre à nombre ; mais avec le se-

cours des lignes dont l'équation est plus ou moins 

élevée , selon que la raison est plus ou moins 

composée. 
Si l'on suppose que le rayon O B devienne 

infini, comme il arrive lorsque la base BGN 

devient une ligne droite ; il s'ensuit que l'arc IG 

sera infiniment petit par rapport à l'arc G B. D'oìt 

l'on voit que la sécante M I G devient alors la 

tangente MT, lorsque le point décrivant M 

tombe au dehors du cercle mobile ; 6c qu'il ne 

peut y avoir de point de plus grande largeur , 

lorsqu'il tombe au dedans. 

Lorsque le point M tombe sur la circon-

férence en N, il ne faut que diviser la demi-

circonférence BGN en raison donnée de B N à 

O B au point G. Car le point G ainsi trouvé , 

sera celui où le cercle mobile BGN touche la baie, 

lorsque le point décrivant tombe sur le point 

cherché. 
LEMME II. 

176. EN tout triangle B A C,( Fig. 137. VI. 7. ) 

dont les angles ABC, A C B , & CAD com-

plément a deux droits de l'angle obtus BAC, font 

infiniment petits * je dis que ces angles ont même 

rapport entr'eux que les côtés A C , AB, B C , 

aufquels ils font opposés. 
Car si l'on circonscrit un cercle autour du 
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triangle BAC, les arcs A C, AB, BAC , qui 

mesurent les doubles de ces angles , seront in-

finiment petits, & ne différeront ( Art. 3. ) point 

par conséquent de leurs cordes ou foutendantes. 

Si les côtés AC\ AB , BC du triangle BAC , 

ne font pas infiniment petits, mais qu'ils ayent 

une grandeur finie : il s'enfuit que le cercle cir-

conscrit doit être infiniment grand; puisque les 

arcs A C, AB, BAC, qui ont une grandeur 

finie, doivent être infiniment petits par rapport 

à ce cercle, étant les mesures d'angles infini-

ment petits. 

PROPOSITION IV. 

PROBLÈME. 

177. XJES mêmes choses étant posées" il faut 

déterminer fur chaque perpendiculaire M G, 

( Fig. 135. 1 36. PL 7. ) le point C ou elle touche 

la développée de la roulette. 
Ayant imaginé une autre perpendiculaire mg 

infiniment proche de M G, & qui la coupe par 

conséquent au point cherché C , on tirera la 

droite G m ; & ayant pris fur la circonférence du 

cercle mobile le petit arc Gg égal à l'arc Gg de 

l'immobile, on menera les droites Mg, Ig, Kg , 

O g. Cela posé , fi l'on regarde les petits arcs Gg, 

Gg comme de petites droites perpendiculaires 

fur les rayons Kg , Og , il est clair que le petit 

arc Gg du cercle mobile tombant fur l'arc Gg 

de l'immobile, le point décrivant M tombera fur 

m, ensorte que le triangle GMg se confondra 
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avec le triangle Gmg. D'où l'on voit que Fangle 

JAGm est égal à l'angle gGg — GKg + GOg ; 

puisqu'ajoutant de part & d'autre les mêmes 

angles KGg, OGg, l'on en compose deux droits. 

Or nommant les données O G , £ ; KG
 3

 a * 

GM ou Gì-n , m ; GI ou Ig, n ; l'on trouve
 3
 Pre-

mierement OG. K G : : G Kg. G O g. Et O G 

(fc).OG + GK ou OK(b + a) : : GKg. GKg 

<+■ GOg ou MGw =z^-^GKg. 2°.(Ar. 176.)^ 

MI :: GMg Mgl. Et ïg± MI ou MG (iw). 

Ig. (w) : : GMg ± Mgl ou GIg ou -GKg. GMg 

ou Gmg — — GKg. 3
0

. ( /fc/'d) L'angle UCm 

ou MGM .—i Gmg( ~ —-GKg ) . Gwg ( 

GKg) :: G«Î (m). GC =± ^ -. Et 

par conséquent le rayon cherché MC de la dé~ 
1 /

 r
 2amm -f- 2èmm 

veloppee sera =
 ;

 —. 
L 2am —H 2bm — bn 

Si l'on suppose que le rayon OG(&) du cercle 

immobile devienne infini, sa circonférence de-

viendra une ligne droite ; & en effaçant les 

termes 2amm , iam , parce qu'ils font -nuls par 

rapport aux autres zbrnm
 3

 2b m — bn , l'on aura 

MC = ——. 
2m— n 

COROLLAIRE I. 

L7"' DE ce que l'angle MG^=:
 a

~^
è
 GKg, 

& de ce que les arcs de différens cercles font 
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entr'eux en raison composée des rayons & des 

angles qu'ils mesurent 5 il suit que Gg. Mm : : KG x 

GKg . M G x —j— GKg. Et par conséquent aussi 

que KG x Mm ~ —j— M G x Gg ; ou ( ce qui 

est la même chose ) que KG x Mm . M G x Gg : : 

OK ( a-+-b ). OG ( b ). qui est une raison cons-

tante. D'où l'on voit que la dimension de la por-

tion AM de la demi-roulette AMD, dépend 

de la somme des MG x Gg dans l'arc GB ; & 

c'est ce que M. Pascal SL démontré à l'égard des 

roulettes qui ont pour bases des lignes droites. 

M- Varignon est tombé dans cette même pro-

priété par une voie très-différente de celle-ci. 

COROLLAIRE II. 

179.LORSQUE le point décrivant M. (Fig. 

135. PI. 7.) tombe hors de la circonférence du 

cercle mobile, il arrive nécessairement l'un des 

trois cas fuivans. Car menant la tangente MT , 

îe point touchant G tombera i°. Sur l'arc TB , 

comme l'on a supposé dans la figure en faisant 

le calcul ; & alors MC (
 2amm

 +
 2Í

"
nm

 )
 s

ur
. 

v 2am -+- 2bm — bn ' 

passera toujours MG (w). 2
0

. Sur le point tou-

1 ri-oi, i -m/r/~» •> 2amm-+- 2bmm v 

chant l>oci on aura pour lors MG( : r) 
r v 2am —H 2bm — bn' 

~m, puisque IG ( n ) s'évanouit. 3
0

. Sur l'arc 

T N, & alors la valeur de GI ( n ) devenant né-

gative de positive qu'elle étoit, l'on aura MC 
2amm -+■ 2bm.n1 , r r ■ 1 „ 

— . .
 :

 <j
e
 forte que MC íera moindre 
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que MG ( m ) , & toujours positif. D'où il est 

évident que dans tous ces cas , la valeur du 

rayon MC de la développée est toujours positive. 

COROLLAIRE III. 

180. L ORSQUE le point décrivant M ( Fig. 13 6". 

PI. 7.) tombe au dedans de la circonférence du 

cercle mobile, on a toujours ML — ———7-; 
' iam-\-ibm—bn. 

& il peut arriver que bn surpasse zam -f- ibm , 

& qu'ainsi la valeur du rayon MC de la déve-

loppée soit négative : d'où l'on voit que lors-
qu'elle cesse d'être positive pour devenir néga-

tive , comme il arrive ( Art. 81.) lorsque le 
point M devient un point d'inflexion , il faut 

nécessairement alors que bn = iam 4- ibm ; & 

partant que MI x M(J(»ÍM-mrn )— # 

Or si l'on nomme la donnée KM, c ; l'on aura 

par ìa propriété du cercle MI x MG ( J~ ) 

=BMxMN(^—cc), ce qui donne l'inconnueMG 

(m) — V™>L=ÌÍ\ Donc si l'on décrit du point 

donné M comme centre , & de l'intervalle MG 

= V'aah ~ bc,c, un cercle ; il coupera le cercle 
2a —f- b ' r 

mobile en un point G , où il touchera le cercle 

immobile qui lui sert de base , lorsque le point 

décrivant M tombera sur le point d'inflexion F. 
Si l'on mene MR perpendiculaire fur BN ; il 

est clair que cette MG ( Va^ltl\sera moindre 
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que MR (v aa — cc), & qu'elle lui doit être égale 

lorsque b devient infinie, c'est-à-dire, lorsque 

la base de la roulette devient une ligne droite. 

II est à remarquer , qu'afin que le cercle dé-

crit du rayon M G coupe le cercle mobile , il 

faut que M G surpasse M N , c'est-à-dire, que 

y/ aab — ï7c surpasse a-— c ; & qu'ainsi KM ( c) sur-* 

ia —J- b 

passe ~D'où il est manifeste qu'afin qu'il y 

ait un point d'inflexion dans la roulette AMD , 

il faut que KM soit moindre que KN, & plus 

d
a a 

LEMME. III. 

181. SOIENT deux triangles ABb, CDd ( Fig. 13 8* 

PI. 8. ) qui ayent chacun un de leurs cotés Bb , 

Dd infiniment petit par rapport aux autres : je 

dis que le triangle ABb efl au triangle CDd en 

raison composée de Vangle BAb à l'angle ,DCd, & 

du quarré du coté AB ou Ab au quarré du coté \ 

CD ou Cd. 
Car si l'on décrit des centres A, C , & des , 

intervalles AB , CD , les arcs de cercle BE, DF; 

il est clair (Art. 2.) que les triangles ABb , 

CDd ne différeront point des secteurs de cercles 

ABE, CDF. Donc, &c. 
Si les côtés AB, CD font égaux , les triangles 

ABb, CDd seront entr'eux comme leurs angles 

BAb , DCd. 

\ 
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PROPOSITION V. 

PROBLÈME. 

182. LES mêmes choses étant toujours posées s 

on demande la quadrature de l'efpace MGBA , 

(Fig. 1 35. P/. 7-) renfermé par les perpendiculaires 

M G , B \ à la roulette , par l'arc G B , <& par la 

portion AM de la demi-roulette AMD, en suppo-

sant la quadrature du cercle. 

L'angle GMg ( ~ GKg ) est à l'angle MGm 

( —j— GKg ), comme (Art. 181.) le petit trian-

gle MGg quia pour base l'arc Gg du cercle mo-

bile , au petit triangle oú secteur GM?»;& par-

tant le secteurGMm MGgxl^
=

2íÇff 
n b b 

xMGg+
2
-—t-^^xMGg en nommant MI, p , 

& mettant pour m sa valeur p-\-n. Or (Art. 181.) 

le petit triangle ou secteur ìLGg est au petit 

triangle MGg en raison composée du quarré de 

KG au quarré de MG , 6c de l'angle GKg à 

l'angle GMg; c'est-à-dire :: aa x GKg. mmx. 

~^-GKg. & partant le petit triangle MGg 
n 

2m 

mn 

2aa 
KGg. Mettant donc cette valeur à la 

place du triangle MGg dans
 2ap

 ~J~
 2ép

 MGg, l'on 
bn 

aura le secteur GMm = T - MGg 4-
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EEhim KGg. Mais à cause du cercle , GM * 
aab 

Ml ( pm) — BM x MN (cc — aa) qui est une 

quantité constante , & qui demeure toujours 

la même en quelqu'endroit que se trouve le point 

décrivant M & par conséquent GMK + MGg 

ou mGg , c'est-à-dire, le petit espace de la rou-

. 2a -+- qb a-t-bxcc— aa 

lette GMmg == —~~ MGg ' b b aab 

KGg. Donc puisque GMmg est la différence de 

l'espace de la roulette MGB A , & MGg , celle de 

l'espace circulaire MGB, renfermé par les droites 

MG, MB , & par l'arc GB, & que de plus le pe-

tit secteur KGg est la différence du secteur KG B ; 

il s'ensuit (Art. 96.) que l'espace de la roulette 

MGB A = M G B +
 a
^

Jx KGB
-

b aab 

Ce qu'il falloit trouver. 
Lorsque le point décrivant M (Fig. 13 9- PI- 8- ) 

tombe hors la circonférence BGN du cercle mo-

bile , & que ie point touchant G tombe fur l'arc 

NT; il est visible ( Art. 180.) que les perpen-

diculaires MG , mg s'entrecoupent en un point 

C, 8c qu'on a pour lors m == p — ». D'où il 

fuit que le petit secteur GMw=—
zb

 MGg 

2ap -H- 2bp —, 2a — 2b -, 
H írr í MGg = ;— MGg + 

on b 

amp H- bmp
 T

_ „, 
■ —- KGg, en mettant comme auparavant 

pour le petit triangle MGg sa valeur £^KGg; 
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& partant que GMm —■ M G g ou m G g , c'est-

à-dire MC«í-GCg = - ̂ MGg + 

a-i-bXcc— aa „ „ -
~ — K. O g 5 en mettant pour ̂  sa va-

leur cc — aa. Or supposant que TH soit la posi-
tion de la tangente T M du cercle mobile , lors-
que son point T touche la base au point T ; il 
est clair que MCm — GC«-= MGTH — mgTH, 

c'est-à-dire, la différence de l'espace MGTH ,• & 

que MGg- est celle de MGT , de même que KGg 

celle de KGT. Donc (Art. 96. ) l'espace MGTH 

fc^?^^a4;*lr" K G T* 
b aab 

Mais, comme l'on vient de prouver , l'espâcë 

HTB A = £±±Jl MTB+^±^iEÌKTË. 
b aab 

Et partant on aura toujours & dans tous les cas 

l'espace MGBA (MGTH H-HTB A) — ^£Ì? 

krB-MGTouMGB + A4
-

TXC
;~" KGT 

aab 

-h KT~B OU K G B. 

; Donc l'espace entier D N B A ( F/g. 135. VI. 7.) 

renfermé par les deux perpendiculaires à la roulet-

te DN, B A, par l'arc de cercle BGN, & par la de-

1 * A uri n 2a —1- ib a -+- b x cc — aa 
mi-rouiette AMD, est = -—-2~ -H — ; • 

b aab 

X K N G B ; puisque le secteur K G B & l'espace 

circulaire MGB deviennent chacun le demi-

cercle K N G B , lorsque le point touchant G 
tombe au point N, 
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Lorsque le point décrivant M ( Fig. 136", 

PI. 7. ) tombe au dedans du cercle mobile , il 

faut mettre aa — ec à la place de cc—aa dans 

lei formules précédentes ; parce qu'alors B M 

X MN = ctct — cc. 

Si l'on fait c~a , l'on aura la quadrature 

des rou ettes qui ont leur point décrivant fur 

la circonférence du cercle mobile ; & fi l'on 

suppose b infinie , l'on aura la quadrature de 

ceiles qui ont pour bases les lignes droites. 

1 AUTRE SOLUTION. 

183. ON décrit du rayon OD (Fig. 140. VI 7.) 

i'arc DV, & des diamètres AV, BN les demi-

cercles AEV, BSN 5 & ayant décrit à discré-
tion du centre O l'àrc EM renfermé entre le 

demi cercle AEV & la demi-roulette AMD
 5 

l'on mene l'appliquée EP. II s'agit de trouver 

ïa quadrature de l'espace AEM compris entre 

les arcs A E , E M , & la portion A M de la 

demi-roulette A M D. 

Four cela , soit un autre arc em concentrique 

& infiniment proche de E M, une autre appli-

qi ée ep, une autre Oe qui rencontre l'arc M E 

prolongé ( s'il est nécessaire ) au point F. Soient 

nommées les variables OE, < ; VP, u ; l'arc AE, 

x ; & comme auparavant les constantes O B , b 5 
K B ou K N, a ; K V ou K A , c : l'on aura_Fe 

==i #t > Vp — du , OP — a -t- b — c u , F~É* 

= 2cu — uu, l'arc E M ( Art, 172. ) == j & 
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partant le rectangle fait de l'arc EM par la petite 
droite Fe, c'est-à-dire ( Art. 2. ) le petit espace 

E M me = ̂ ^í. Or à cause du triangle réctan-
oc 

gle OPE; z% =r aa -+- 2ab -^bb — zac — %bc 
•+■ ce-h zau •+■ ibu , dont la différence donne ^d% 
~ adu -t- bdu. Mettant donc cette valeur à la 

place de \d\ dans
 <
~^-, l'on aura le petit espace 

E , - aaxdu —f- abxdu 
Mme— : -. 

bc 

Maintenant si l'on décrit ìá demi-roulette 
Á H T par la révolution du demi-cercle AEV 
fur la droite VT perpendiculaire à VA, & qu'on 
prolonge les appliquées PE , pe jusqu'à ce qu'elles 
la rencontrent aux points H , h : il est clair ( Art. 
172. ) que E H x Pp > c'est à-dire, le petit espace 

"Eïihe = xdu ; & qu'ainsi EMme íaaxdu"yabx u\ . 
í v . bc f 

"EHhe ( xdu ) : : aa -t- ab . bc . qui est Une raison, 
constante. Or puisque cela arrive toujours en quel-
qu'endroit que se trouve l'arc EM , il s'ensuit que 
la somme de tous les petits espaces EMme , c'est-
à-dire l'espace AEM , est à la somme de tous les 
petits espaces EHke, c'est-à dire , à l'espace AEFf 
: :aa +ab. bc. Mais l'on a (Art. 99.) la quadrature 
de l'espace AEH dépendamment de celle du cercle; 
& partant aussi celle de l'espace cherché AEM. 

Ceci se peut aussi démontrer sans aucun cal-
cul , comme j'ai fait voir dans les Actes do 
Leypfíc au mois d'Août de Tannée 1695. 

Pa 
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On peut encore trouver la quadrature de l'es-

pace AEH sans avoir recours à l'art. 99. Car fi 

l'on achevé les rectangles PQ., pq » Ton aura 

Q q ou H R • Pp ou R h : : E P . P A ou H Q. 

puisque ( Art. 18.) la tangente en H est pa-

rallèle à la corde A E ; & partant HQxQq 

rzr EP X Pp , c'est-à-dire , que les petits espa-

ces HGjj/z, EPpe font toujours égaux entr'eux. 

D'oà il fuit que l'espace AHQ. renfermé par les 

perpendiculaires A Q., Q.H, & par la portion 

AH de la demi-roulette A HT , est égal à 

l'espace APE renfermé par les perpendiculaires 

A P , P E , & par Tare A E. L'espace AEH 

sera donc égal au rectangle PQ moins le double 

de l'espace circulaire APE; c'est-à dire, au rectan-

gle sait de PE par KA plus ou moins le rectangle 

fait de K P par Tare AE, selon que le point P 

tombe au dessous ou au dessus du centre. 

Et par conséquent l'espace cherché A E M 

aa -f- ab —— -~— i=-sa 

SSÈÏ —7— P H x K A ± K P x A Ë 
bc 

COROLLAIRE I, 

184. L o R s Q u E le point P tombe en K , le 

rectangle K P x A E s'évanouit, & le rectangle 

P E x K A devient égal au quarré de K A : d'où 

Ton voit que l'espace A t M est alors —
 aac

~^
 abc

' -
3 

,& par conséquent il est quarrable absolument & 

indépendamment de la quadrature du cercle. 
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COROLLAIRE. II. 

185.S1 l'on ajoute à l'espace A E M le secteur 

A K E , l'espace A K E M renfermé par les ra-

yons AK,KE, par l'arc E M , & par la por-

tion A M de la demi-roulette AMD, se trouve 

( lorsque le point P tombe au dessus du centre K ) 
bec -f- laac-\- labc ■— laau Zabu .

 r
 aa-\- ab 

= —, , _— At-i : ■ 
2bc bc 

P E x K A ; & partant si l'on prend V P ( u ) 
Zaac -f- 2ahc -f- bec , '. i n i í ' j 

; ( ce qui rend nulle ia valeur de 
zaa -+- 2ab v * 

bec -f- laac -f- 2abc — 2aaii — 2abu « r' \ ta 
; — ■ A E ), Ton aura 

2bc * 

Mpace AKEM=^— P Ex K A. D'où 
r bc 

Ton voit que sa quadrature est encore indépen-
dante de celle du cercle. 

Il est visible qu'entre tous les espaces AEM St, 

AKE M , il ne peut y avoir que les deux que Ton 

vient de marquer, dont la quadrature soit abfoíuç,. 

AVERTISSEMENT. 

Tout ce que l'on vient de démontrer a. Vêgarâ 

des roulettes extérieures se doit aussi entendre des 

intérieures, ceji-a-dire , de celles dont le cercle 

mobile roule au dedans de l'immobile s en obser-

vant que les rayons K8 (a), KV (c) deviennent 

négatifs de positifs qu'ils' êtoienî. C-efl pourquoi U 
faudra changer dans les formules précédentes , les 

signes des termes où a & c se rencontrent aveç 

une dimension impaire. 

V B 
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REMARQUE. 
186. IL y a certaines courbes qui paroissent 

avoir un point d'inflexion , & qui cependant 

n'en ont point ; ce que je crois à propos d'ex-

pliquer par un exemple, car cela pourroit faire 

quelque difficulté. 
Soit la courbe géométrique N D N ( Fig. 141. 

Tl. 7- )
 ?

 dont la nature est exprimée par l'équa-

tion % = ~aa ( AP = x, PN — %), dans 
V 2xx — aa 

laquelle il est clair i°. Que x étant égale à a 5 PN" 
( ^ ) s'évanouit. 2° Que x surpassant a, la valeur 

de x est positive ; & qu'au contraire lorsqu'il est 

jnoindre
 9

 elle est négative. 30. Que lorsque x 

1= \Z~aa
 5

 la valeur de P N est infinie. D'où l'on 

voit que la courbe N D N passe de part & d'autre 

0e son axe en le coupant en un point D tel que 

A D — a ; Sc qu'elle a pour asymptote la perpen-

diculaire B G menée par le point B tel que A B 

=== \/\aa. 
Si Ton décrit à présent tine autre courbe EDF, 

ensorte qu'ayant mené à discrétion la perpendi-

culaire M P N, le rectangle fait de l'appliquée P M 
par la constante AD, soit toujours égal à l'espace 

correspondant DPN ; il est visible qu'en nommant 

VìA,y\ ôçprenant les différences, l'on aura AD x 

Rm(ady) = Wpn ou NPxPK ̂ lZZ^ )
 ; y 2xx — aa 

§c partant Km ( dy ) . Tp ou R M ( dx ) : : P N. 
fi D,. D'où il fuit que la courbe EDF touche l'a-
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fymptote B G prolongée de l'autre côté de B en 

un point E, & l'axe A P au point D ; & qu'ainíì 

el'e doit avoir un point d'inflexion en D. Cepen-

dant on trouve ( Art. 78. ) — — pour la valeur: 

du rayon de sa développée , laquel'e est toujours 

négative, & devient égale à — \a lorsque le point 

M tombe en D : d'où l'on doit conclure ( Art. 8 1.) 

que la courbe qui passe par tous les points M est 

toujours convexe vers l'axe AP,& qu'elle n'a pas 

de point d'infléxion en D Comment donc accor-

der tout cela ? En voici le dénouement. 

Si l'on prend P M du même côté que PN", 

on formera une autre courbe G D H qui fera 

» toute pareille à EDF , & qui en doit faire par-

tie i puisque sa génération est la même. Cela 

étant ainsi, l'on doit penser que les parties quï 

composent la courbe entière ne sont pas EDF , 

G OH comme l'on s'étoit imaginé , mais bien 

ED-î , GDF qui se touchent au point D ; car 

tout s'accorde parfaitement dans cette derniere 

supposition. Ceci se confirme encore par cet 

exemple. 

Soit la courbe DMG(F/£. 142. PI. 7.), qui 

ait pour équations = x4 aaxx — £4( A P -
 x y 

P M —y ). 11 suit de cette équation que ía cour-

be entière a deux parties E D H , G D F opposées 

l'une à l'autre comme l'hyperbole ordinaire , 

ensorte que leur distance D D ou 2A D — 

2aa-*- 2j/«* -+- 4*+. 

P4 
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Si l'on suppose que b s'évanouisse , la dis-

tance DD ( FJS. 145. PI. y. ) s'évanouira aussi ; 

& partant les deux parues EDH, GDF se tou-

çh ronr au point D : de sorte qu'on pourroit 

penser à présent que cette courbe a un point 

d'inflexion ou de rebroussement en D , scion 

qu'on imaginerait que fes parties seroient EDF, 

GDH ou tiDG, H F. Maïs Ion se détrom-

peroit aisément , en çh-rchant le rayon de la 

développée ; car l'on trouveroit qu'il seroit tou-

jours positif, & qu'il deviendroit égal à \a dans 

le point D. 

On peut remarquer en passant , (Fig. 14 r .. 

VI. 7. ) que la quadrature de l'espace DPN dé-

pend de celle de l'hyperbole : ou ( ce qui re-

vient au même ) de la rectification de la pa-

rabole ; 8c que la portion de courbe DMF sa-< 

tissait au Problême proposé par M. Bernoultt 

$ans le Tome second des Supplémens des Acte? 

fie Leipíic
 7

 page 291. ( Consulte^ la Note 54e. \ 
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! SECTION X. 

Nouvelle maniéré de se servir du calcul des diffé-

rences dans les courbes géométriques , d'ou l'on 

déduit la Méthode de Mrs- Descartes & Hudde. 

DÉFINITION. 

^ OiT une ligne courbe AD B ( Fig. 144. 
J45- PI. 8. ) telle que les parallèles 

K M N à son diamètre A B la rencontrent en 

deux points M, N ; & soit entendue la partie 

interceptée M N ou P Q. devenir infiniment pe-

tite. Elle sera nommée alors la Différence de la 

coupée A P, ou KM. 

COROLLAIRE I. 

Ï87. LORSQUE la partie M N ou P Q. de-

vient infiniment petite ; il est clair que les cou-

pées AP , A Q. deviennent égales chacune à ÀE, 

& que les points M , N se réunissent en un 

point D : ensorte que l'appliquée E D est la 

plus grande ou la moindre de toutes ses sem-

blables PM, N Q. 

COROIIAÏRE II. 

188.IL est clair qu'entre toutes les coupées 

AP , il n'y a que AE qui ait une différence ; 

parce qu'il n'y^ a qu'en ce cas où P Q de-

vienne infiniment petite. 
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COROLLAIRE III. 

189. S i l'on nomme les indéterminées AP ou 

KM,x;PM ou A K, y ; il est évident que 

AK (y) demeurant la même , il doit y avoir 

deux valeurs différentes de x , íçavoir K M , 

K N ou A P , A Q.. C'est pourquoi il faut que 

l'équation qui exprime la nature de la courbe 

A D B soit délivrée d'incommensurables, afin 

que la même inconnue x qui en marque les 

racines ( car on regardes comme connue ) puisse 

avoir différentes \aleurs. Ce qu'il faut observer 

dans la fuite. 

PROPOSITION I. 

PROBLÈME. 

190. LA nature de la courbe géométrique ADB 

étant donnée • déterminer la plus grande ou la 

moindre de ses appliquées E D. 
Si l'on prend la différence de l'équation qui 

exprime la nature de la courbe , en traitant y 

comme constante, & x comme variable ; il est 

clair {Art. 188.) qu'on formera une nouvelle 

équation qui aura pour une de ses racines x , 

une valeur AE , telle que I'appliquée ED fera 

la plus grande ou la moindre de toutes ses 

semblables. 
Soit, par exemple, x

3
 H-y = axy , dont la . 

différence, en traitant x comme variable , & y 

comme constante, donne $xxdx=.aydx \ & par* 

SCD LYON 1



DES INFINIMENT P E T J T S. 235 

tant y = -—. Si l'on substitue cette valeur à la 
a 

place de y dans l'équation à la courbe x3
 -4- y* 

=z axy 5 l'on aura pour x une valeur A E 

— , telle que I'appliquée E D fera la plus 

grande de toutes ses semblables, de même qu'on 

l'a déja trouvé art. 48. 

II est évident que l'on détermine de même 

non-feulement les points D , lorsque les appli-

quées ED font perpendiculaires ou tangentes de 

la courbe ADB ; mais aussi lorsqu'elles font 

obliques fur la courbe, c'est-à-dire, lorsque les 

points D font des points de rebroussement de la 

première ou seconde sorte. D'où l'on voit que 

cette nouvelle manière de considérer les diffé-

rences dans les courbes géométriques est plus 

simple & moins embarrassante en quelques ren-

contres, que la (Se£l. 3. ) première. 

REMARQUE. 

191. O N peut remarquer dans les courbes re» 

broussantes , que les P M (F/g. 146. PI. 8. ) pa-

rallèles à A K ; les rencontrent en deux points 

M , O , de même que les KM parallèles AP , 

font en M , N : de forte que AP (x) demeu-

rant la même , y a deux différentes valeurs PM, 

P O. C'est pourquoi l'on peut traiter x comme 

constante , & y comme variable , en prenant la 

différence de l'équation qui exprime la nature 

de cette courbe. D'où l'on voit que si l'on traite 

%&y çcrnjïie variables, en prenant cette diffé-
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rence, il faudra que tous les termes qui mul-

tiplient dx d'une part, & tous ceux qui mul-

plient dy d'une autre part , soient égaux à zero.. 

Mais il faut bien prendre garde que âx & dy 

marquent ici les différences de deux appliquées 

qui partent d'un même point, & non pas ( com-

me ci-devant Sect. 3. ) la différence de deux 

appliquées infiniment proches. 

COROLLAIRE. 

192. S 1 après avoir ordonné l'équation qui ex-

prime la nature de la courbe dans laquelle il 

n'y a que l'inconnue x de variable , l'on en 

prend ia différence ; il est clair i°. Qu'on ne 

fait autre chose que de multiplier chaque terme 

par l'expofant de la puissance de x , & par la 

différence dx , & le divise* ensuite par x. 20. Que 

cette division par x , auíïì-bien que la multi-

plication par dx , peut être négligée , parce 

qu'elle est la même dans tous les termes. 30. Que 

les exposans des puissances de x font une pro-

gression arithmétique , dont le premier terme 

est l'expofant de fa plus grande puissance , & 

le dernier est zero , car on suppose qu'on ait 

marqué par une étoile les termes qui peuvent 

manquer dans l'équation. 

Soit , par exemple , x5 * —ayx-hy1 = 0. Si 

l'on multiplie chaque terme par ceux de la 

progression arithmétique 3,2, 1 , o ; l'on for-

mera l'équation nouvelle 3X
3
 .— ayx —0, 
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x1 * — ayx -+-yì 

3,2, 1, 0. 

3X
3
 * — ayx * : 

D'où l'on tire y ==■ ~- , de même que l'on au-

roit trouvé en prenant la différence à la maniéré 

accoutumée. 

Cela supposé, je dis qu'au lieu de la pro-

gression arithmétique 3 , 2, 1,0, l'on peut se 
servir de telle autre progression arithmétique 

qu'on voudra : m-\- 3,?»+ 2, w-f- 1,777 + 0, ou m 

( l'on déíìgne par m un nombre quelconque en-

tier ou rompu , positif ou négatif ). Car mul-

tipliant x3 * .— ayx +î'3 = 0 par xm, l'on aura 

x"'"1-3*, &c. === 0, dont les termes doivent être 

être multipliés par ceux de la progression 772-4-3 > 

777-s-2 , m + 1, 777. chacun par son correspondant 

pour en avoir la différence. 

xm+-} * —ayx"1-*-1 -hyìxm=o. 

777 + 3 , 77? -+■ 2 W-f-I, 777. 

m -+- jx™4"3 * —m -+- 1 ayxm^-3

r
my xm = 0. 

Ce qui donnera 777 -+- 3xm_i_ 3—■ #z -+■ 1 <2jxm' 

r^py-V = 0 ; & en divisant par xm, il viendra 

m -+- ?x3
— m-t- itíy/x H-TT?^

3
 = 0, comme l'on au-

roit trouvé d'abord en multipliant simplement 

l'égalité proposée par la progression 772 3 , 

m -+- 2 , 777 -f 1 , 777. 

Si 772 =ï — 3 , la progression sera 0,-1,-2, 

— 3 ; & l'équation sera 2<5ryx — 3^3 = o- Si #z = 

— 1 , la progression sera 2, 1
 ?

 o , — 1 i & l'é-

quation 2x3 — yì = f. 
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On peut changer de signes tous les termes de 

la progression, c'est-à-dire, qu'au lieu de 0, — rj 

— 2
 y

 — 3 , & 2 , 1,0,— i, l'on peut prendre 

0, 1,2, 3 , & — 2 , — Í,O,I; parce qu'on 

ne fait par là que changer de signes tous les ter-

mes de la nouvelle équation qui doit être égaléë 

à zero. Et en effet, au lieu de aayx — ^y1 — 0 , 

2x3 ■—y3 — 0 , l'on auroit — 2ayx *+- %y* ~ 0
 3 

— 2x3 -+-^3 = 0 ; ce qui est la même chose. 

Or il est visible que ce que l'on vient de dé-

montrer à l'égard de cet exemple, s'appliquera de 

même maniéré à tous les autres. D'où il fuit que si 

après avoir ordonné une équation qui doit avoir 

deux racines égaies entr'elles, l'on en multiplie les 

termes par ceux d'une progression arithmétique 

arbitraire, l'on formera une nouvelle équation 

qui renfermera entre ses racines une des deux éga-

les de la première. Par la même raison , si cette 

nouvelle équation doit avoir encòre deux racines 

égales, & qu'on la multiplie par une progression 

arithmétique , l'on en formera une troisième qui 

aura entre ses racines une des deux égales de la se-

conde ; & ainsi de suite. De sorte que si l'on mul-

tiplie une équation qui doit avoir trois racines 

égales , par le produit de deux progressions arith-

métique? , l'on en formera une nouvelle qui aura 

entre ses racines une des trois égales de la premiè-

re ; & de même si l'équation doit avoir quatre 

racines égales , il la faudra multiplier par le pro-

duit de trois progressions arithmétiques j si cinq , 

par le produit de quatre, &c. 
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C'est: là précisément en quoi consiste la Métho-

de de M. Hudde. 

PROPOSITION II. 

PROBLÈME. 

Ï93.D' u N point donné T (F/g. 147. VI 8. )fur 

le diamètre AB , ou du point donné H fur A H p<a-

rallele aux appliquées ; mener la tangente T H M. 

Ayant mené par le point touchant M I'appli-

quée M P, & nommé A T , s ; AH,?; dont 

l'une ou l'autre est donnée ; & les inconnues AP, 

x ; P M , y : les triangles semblables TAH, TPM 

donneront y = tx, x — ——— ; & mettant 

ces valeurs à la place de y ou de x dans l'équation 

donnée , qui exprime la nature de la courbe 

AMD, l'on en formera une nouvelle dans la-

quelle y ou x ne se rencontrera plus. 

Si l'on mene à présent une ligne droite T D qui 

coupe la droite A H en G, & la courbe AMD en 

deux points N , D , desquels l'on abbaiífe les ap-

pliquées N Q., DB; il est évident que / expri-

mant A G dans l'équation précédente, x ou y 

aura deux valeurs AQ, AB, ou N Q., D B , 

lesquelles deviennent égales entr'elles, fçavoir à 
la cherchée A P ou P M lorsque t exprime Â H , 

c'est-à-dire , lorsque la sécante TDN devient la/ 

tangente TM. D'où il suit que cette équation 

doit avoir deux racines égales- C'est pourquoi on 

la multipliera par une progression arithmétique 
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arbitraire $ ce que l'on réitérera, s'il est nécessaire* 

en multipliant de nouveau cette même équation 

paj une autre progression arithmétique quelcon-

que , afin que par la comparaison des équations 

qui en résultent , l'on en puisse trouver une qui 

ne renferme que l'inconnue x ou y , avec la don-

née s ou t. L'exemple qui suit éclaircira suffisam-

ment cette Méthode. 

EXEMPLE. 

194.S 01 T ax —yy l'équation qui exprime la na-

ture de la courbe AMD. Si l'on met à la place 

de x sa valeur S-?~S- , l'on aura tyy, Sec. qui 

doit avoir deux racines égaies. 

tyy — asy -+- ast — o* 

1 i 0,— 1* 

tyy * —-ást-=o. 

C'est pourquoi multipliant par ordre ces termes 

par ceux de la progression arithmétique 1,0, 

— 1, l'on trouvera as —yy = ax ; & partant A P 

( x ) =='r. D'où l'on voit qu'en prenant AP = AT; 

& menant I'appliquée PM, la ligne TM fera tan-

gente en M. Mais si au lieu de A T (s), c'est AH 

( / ) qui est donnée, l'on multipliera la même 

équation tyy, &c. par cette autre progression 0 

ï, 2 , & l'on aura la cherchée P M {y ) = 2t. 

On auroit trouvé la même construction en met-

tant çomy fa valeur
 st

 ~^
 f

*
:
 clans ax=yy. Car il 

vient ttxx , &c. dont les termes multipliés pat 
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-— 1 , donnent xx — ss ; & par confia 
quent A P ( x ) = Î. 

COROILAIRE, 

195- Si l'on veut à présent que lè point touchant 

M soit donné , & qu'il faille trouver le point T 

ou H, dans 'equel la tangente MT rencontre le 

diamètre A B ou !a parallèle AH aux appliquées^ 

il n'y a qu'à regarder dans la dernie re équation > 

qui exprime la valeur de îinconnue x ou y par 

rapport à la donnée s ou t, cette aernieie comms, 

I'inconnue, & x ou / comme connue. 

PROPOSITION IIL 

P R O B'L É M E. 

196. Lí A nature de la courbe géométrique A Ft> 

(F/g. 148. Pl. 8. ) étant donnée ; déterminer fou 

point diinjiéxion F. \ 
Ayant mené par le point cherché F, I'appliquée 

FE avec la tangente F L , par le point A ('origine 

desx) la parallèle A K aux appliquées, & nommé 

les inconnues LA, J; A K , r ; A E , >; ; E F , 

y : le> triangles semblables LAK, LEF don-
st-\- tx _ sy ■—st j 

neront encore y — , & x = — ; de 
l s 3 t 1 

forte que mettant ces valeurs à la p'ace de y ou x 

dans l'équation à la courbe, l'on en formera une 

nouvelle dans laquelle y ou x ne íe rencontrera 

plus , de même que dans la proposition précé-

dente. 

Q 
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Si l'on mene à présent une ligne droite TD qui 

coupe la droite A K en H, qui touche la courbe 

A F D en M , & la coupe en D , d'où l'on abaisse 

les appliquées M P , D B : il est évident i°. Que 

f exprimant AT j & f, AH; l'équation que 

l'on vient de trouver , doit avoir deux racines 

égales , sçavoir ( Art. 193.) chacune à A P ou à 

P M selon qu'on a fait évanouir ;oux,& une 

autre AB, ou B D. 2
0

. Que s exprimant A L ; 

& t, A K ; le point touchant M se réunit avec 

le point d'intersection D dans le point cherché F : 

puisque ( Art. 67. ) la tangente L F doit toucher 

& couper la courbe dans le point d'infíéxion F ; 

& qu'ainsi les valeurs AP, AB de x, ou P M , 

B D de y deviennent égales entr'elles, sçavoir , 

l'une & l'autre à la cherchée AE ou EF. D'où 

il suit que cette équation doit avoir trois raci-

nes égales. C'est pourquoi on la multipliera par 

le produit de deux progressions arithmétiques ar-

bitraires ; ce que I on réitérera, s'il est nécessaire, 

en la multipliant de même par un autre produit 

de deux progressions arithmétiques quelconques
 3 

afin que par la comparaison des équations qui 

en résultent, l'on puisse faire évanouir les incon-

nues s ôc t. 
EXEMPLE. 

Ï 97. SOIT ay y — xyy ■+- aax l'équation qui ex-

pv.11e la nature de la courbe A F D. Si l'on met à 

ïa place de x fa valeur
 s
MZ2Jï:

j
 on formera l'équa-

tion j>3 -~>$tyy — atyy
 3

 &c. 
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sy ,— s tyy -+• aasy — aast == 0. 

1, 0 , — 1 , — 2. 

3 , 2, 1 , 0. 

^sy} * — aasy * = 0. 

qui étant multipliée par 3,0, — 1,0» produit 

des deux progressions arithmétiques 1 , 0, !— 1
 9 

•— 2, & 3, 2, 1,0, donne = j^ct ; & mettant 

cette valeur dans l'équation à la courbe , l'on 

trouve l'inconnue AE (x) = \a. Ce qui revient 

à l'art. 68. 

AUTRE SOLUTION. 

198. On
 peut encore résoudre ce Problême en 

remarquant que du même point L ou K ( F/g. 149, 

150. VI. 8. ) on ne peut mener qu'une seule 

tangente L F ou K F ; parce qu'elle touché en 

dehors la partie concave AF, & en dedans la 

convexe FD ; au lieu que de tout autre point X 

ou H , pris fur AL ou AK entre A & L ou A & 

K , l'on peut mener deux tangentes TM, TD ou 

HM , HD , l'une de la partie concave , & l'autre 

de la convexe : de forte qu'on peut considérer le 

point d'infléxion F comme la réunion des deux 

points touchans M & D. Si donc l'on suppose 

que AT (s) ou AH (?) soit donnée, & qu'on 

cherche ( Art. J 94. ) la valeur de x on y par rap-

port à s ou t ; l'on aura une équation qui aura 

deux racines AP, AB, ou P M , B D qui de-

viennent égales chacune à la cherchée AE ou EF
3 
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lorsque s exprime A L' & t, A K. C'est pourquoi 

Ion multipliera cette équation par une progres-

sion arithmétique arbitraire , &c. 

EXEMPLE. 

199. SOIT comme ci- dessus, ay y -=. xyy -+- aax ; 

l'on aura encore y3—styy — atyy-\-aasy—aast 

fzp 0, qui étant multipliée par la progression arith-

métique 1,0,-1,-2, donne y
3
 * — aay 

1— 2aat=-o, dans laquelle s ne ie rencontre plus, 

£c qui a deux racines inégales, sçavoir PM , BD, 

lorsque / exprime A H, & deux égales chacune à 

la cherchée E F lorsque t exprime AK. C'est pour-

quoi multipliant de nouveau cette dernière équa-

tion par la progression arithmétique 3 , 2 , 1,0, 

l'on aùra tyy-—aa = o ; & partant EF (^) * 

= )/Jâ& Ce qu'il falloit trouver. 

PROPOSITION IV. 

PROBLÈME. 

200. IVÎENER d'un point donné C ( F/g. 151. 

VI. 8. ) hors une ligne courbe AMD une perpendi-

culaire CM a cette courbe. 

Ayant mené les perpendiculaires M P , C K fur 

le diamètre Á B, & dçcrit du centre C de l'in-

tervalle CM un cercle ; il est clair qu'il touchera 

la courbe A MD au point M. Nommant ensuite 

les inconnues A P , x ; PM, CM, r ; & les 

connues AK,Í;KC t : l'on aura P K ou CE 

ïf*r Í — x , M E z=y _j_ t j ôc à cause du triangle 
T rectangle MEC, y z=à — t + y

n
-ss +zsx — ix , 
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x == ;—■ }/7r — tt — 2ty — y y : de sorte que met-

tant ces valeurs à la place dey ou x dans l'équa-

tion à la courbe, l'on en formera une nouvelle 

dans laquelle y ou x ne fe rencontrera plus. 

Si l'on décrit à présent du même centre C un 

autre cercle qui coupe la courbe en deux points 

N, D , d'où l'on abaiíTe les perpendiculaires N Q,, 

DB ; il est évident que r exprimant le rayon CN 

ou CD dans l'équation précédente, x ou/ aura 

deux valeurs AQ , AB ou NQ , DB qui devien-

nent égales entr'elles , sçavoir à la cherchée A P 

ou PM , lorsque r exprime le rayon CM. D'où il 

suit que cette équation doit avoir deux racines 

égales. C'est pourquoi on la multipliera, &c. 

EXEMPLE. 

201. S or T ax— yy l'équation qui exprime la 

nature de la courbe, AMD, dans laquelle mettant 

pour x fa valeur s — \/rr — « — 2ty—yy , l'on 

aura as —yy — a \/rr — « — ity — y y ■. de forte 

qu'en quarrant chaque membre, & ordonnant en-

suite 1 équation, l'en trouvera/4, &c. qui doit 

avoir deux racines égales lorsque y exprime la 

cherchée P M. 

/4 * — 2asyy -4- 2aaty ■+• aass r=. 0. 

-+■ aa — aarr 

+ aatt 

4> 3' 2> *> °' 

4/
4

* —s\asyy 2aaty * = 0. 

•+• 2aa 
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C'est pourquoi on la multipliera par la progression 

arithmétique 4, 3 , 2 , 1 , 0, ce qui donnera 

4jJ
 — ^asy + 2^*y •+• 2<w === 0, dont la résolu-

tion fournira pour y la valeur cherchée M P. 

Si le point donné C tomboit sur le diamètre 

A B ( Fig. 15 2. P/. 8. J ; l'on auroit alors f = o, 

& il faudroit effacer par conséquent tous les ter-

mes où t se rencontre ; ce qui donneroit 4a? 

— zaa — /\}>y z^qax , en mettant pour y y sa va-

leur ax. D'où l'on tirerait x = J — jctjc'est-à-dire, 

que si l'on prend C P égale à la moitié du pa-

ramètre , 6c qu'ayant tiré Pappliquée P M per-

pendiculaire, sur A B , l'on mene la droite CM , 

elle sera perpendiculaire sur la courbe AMD. 

COROIIAIRE. 

502. S 1 l'on veut à présent que le point M 

( Fig. 152. VI. 8. ) soit donné , & que le point C 

soit celui qu'on cherche ; il faudra dans la der-

niere équation qui exprime la valeur de AC (J) 

par rapport à AP ( x ) ou PM (y ) , regarder ces 

dernieres comme connues, & l'autre comme l'in-

connue. 

DÉFINITION II. 

Si d'un rayon quelconque de la développée l'on 

décrit un cercle, il fera nommé cercle baisant. 

Le point où ce cercle touche ou baise la 

courbe
 3

 est appellé point baisant. 
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PROPOSITION V. 

. PROBLÈME. 

203. LA nature de la courbe A M D ( Fig. 153. 

VI. 8. ) étant donnée avec un de ses points quelcon-

ques M ; trouver le centre C du cercle qui la baise 

en cs point M. 
Ayant mené les perpendiculaires M P, CK fur 

Taxe, & nommé les lignes par les mêmes lettres1' 

que dans le Problême précédent ; 1 on arrivera à 

la même équation dans laquelle il faut observer 

que la lettre x o\\y, que l'on y regarde comme 

l'inconnue, marque ici une grandeur donnée ; 

& qu'au contraire s, t, que l'on y regarde com-

me connues, font en effet ici les inconnues ausfì 

bien que r. 

Ceia posé , il est clair i°. Que le point cherché 

Csera situé sur la perpendiculaire M G à la courbe. 

20. Que l'on pourra toujours décrire un cercle qui 

touchera la courbe en M, & la coupera au moins 

en deux points ( dont je suppose que le plus proche 

est D, d'où l'on abaissera la perpendiculaire DB ) ; 

puisque l'on peut toujours trouver un cercle qui 

coupe une ligne courbe quelconque ,* autre qu'un 

cercle, au moins en quatre points, & que le point 

touchant M n'équivaut quà deux intersections. 

30. Que plus son centre G approche du point cher-

ché C , plus auíïl le point d'intersection D appro-

che du point touchant M : de sorte que le point 

G tombant sur le point C, le point D se réunit 
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avec le point M ; puisque ( Art. 76. ) le cercle dé-

crit du rayon CM, doit toucher & couper la cour-

be au même point M. D'où l'on voit que s ex-

primant A F , $t t, f G , l'équation doit avoir 

deux racines égales , fçavoir ( Art. 200. ) chacune 

à A P ou P M félon qu'on a fait évanouir y ou x
 t 

& une autre A B ou B D qui devient aussi égale 

à A P ou P M , lorique s & t expriment les cher-

chées A K , K G ; & qu'ainsi cette équation dois 

avoir trois racines égaies» 

EXEMPLE, 

204. SOIT ax=yy l'équation qui exprime la na-

ture de la courbe AMD,& l'on trouvera (Art. 201,) 

y, &c. qui étant multipliée par 8 , 3 , 0 , 

1— 1,0, produit des deux progressions arithmé-

tiques 4, 3, 2, 1,0, & 2 , 1,0,— I, % 
donne 8j>4 = iaaty. 

y4 * — 2asyy + laaty + aass — 0. 

-f- aa —.aarr 

-t- aatt 

4,3,2, 1 , 0. 

2 , 1 , o, — 1 , — 2. 

8y* * * — laaty * ~o. 

D'où l'on tire la cherchée K C ou P E (r) = —• 
aa 

Si l'on veut avoir une équation qui exprime la 

nature de la courbe qui pafle par tous les points 

C, l'on multipliera encore j/4, &c par 0,3,4, 

3,0, produit des deux progressions 4 , 3 , 2, 

j
 ?
 0& 0 , 1, 2 , 3

 ?
 4. j &, l'on trouvera iïasy 
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.— $aay = 6aat : d'où , en supposant pour abréger 

s — l a — u , 1 on tirera y = -—, & 4_y3 = - ' 

c=.aat ; & partant i6u}= ijatt. D'où il suit que 

îa courbe qui passe par tous les points C , est une 

seconde parabole cubique , dont le paramètre 

s= ~ , & dont le sommet est éloigné de celui de 

îa parabole proposée de la; parce que u — s — {a. 

Lorsque la position des parties de la courbe, 

voisines du point donné M , est entièrement sem-
blable de part & d'autre de ce point , comme il 
arrive lorsque la courbure y est la plus grande 

ou la moindre ; il s'enfuit que l'une des inter-

sections du cercle touchant ne peut se réunir 

avec le point touchant, que l'autre ne s'y réunisse 

en même temps: de forte que l'équation doit avoir 

alors quatre racines égales. En effet, si l'on multi-

plie;-'4 , «Sec. par 24,6,0,0,0, produit des trois 

progressions arithmétiques 4, 3,2, 1, 0, & 

3, 2, 1 , 0, — 1, & 2, 1,0, — 1, — 2 ; 

l'on aura 24/' — o : ce qui fait voir que le point 

M doit tomber fur le sommet A de la parabole , 

afin que la position des parties voisines de la cour-

be soit semblable de part & d'autre. 

AUTRE SOLUTION. 

205. O N peut encore ( Fig. 154. PI- 8. ) réfou-

dre ce Problême en se souvenant que l'on a dé-

montré dans l'article 76 qu'on ne peut mener 

du point cherché C qu'une feule perpendiculaire 
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CM à îa courbe A M D ; au lieu qu'il y a une 

infinité d'autres points G fur cette perpendicu-

laire M C, d'où l'on peut mener deux perpendi-

culaires M G, G D à la courbe. Si donc on suppo-

se que le point G soit donné, & que l'on cherche 

( Art. 200 ) la valeur de x ou y par rapport aux 

données s & t ; il est visible que cette équation 

doit avoir deux racines inégales, fçavoir A P, 

A B ou P M , 8 D qui deviennent égales entr'elles 

lorsque le point G tombe sur le point cherché C. 
C'est pourquoi Ton multipliera cette équation par 

une progression arithmétique quelconque
 y

 «5cc. 

EXEMPLE. 

206. SOIT comme ci-deísus ax —yy ; & l'on 

aura (Art. 201.) <\y% , &c. 
* —, q

a
<y + 2aat = 0. 

-f- 2aa 

2,1, 0 , — 1. 

Sy
ì
 * * —2aat 

qui étant multipliée par la progression arithmé-

tique 2 , 1 , 0 , — 1 , donne comme ( Art, 204.) 

auparavant t 
475 

CoROL LAIRE. u ri. u k L 1 u 1^. 

207.I L est évident qu'on peut ( Fig. 153. 154. 

Pl. 8. ) considérer le point baisant comme ( Art. 

203. ) la réunion d'un point touchant avec un 

point d'intersection du même cercle ; ou bien 

comme ( Art. 205. ) la réunion de deux points 
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touchans de deux cercles diffárens & concentri-

ques : de même que le point d'infíéxion peut être 

regardé (Art. 196. ) comme la réunion d'un point 

touchant avec un point d'intersection de la même 

droite, ou ( Art. 198.) comme la réunion de deux 

points touchans de deux différentes droites qui 

partent d'un même point. 

PROPOSITION VI. 

PROBLÈME. 

208.TROUVER une équation qui exprime la na-

ture de la caustique AFGK, ( Fig. 155. Pl. 8. ) 

formée dans le quart de cercle CAMNB, parles 

rayons réfléchis M H , N L , &c. dont les incidens 

P M , Q, N , &c. font parallèles à C B. 

Je remarque, i°. Que fi l'on prolonge les rayons 

réfléchis MF, NG, qui touchent la caustique en 

F , G, jusqu'à ce qu'ils rencontrent le rayon C B 

aux points H, L ; l'on aura MH égale à CH, & NL 

égale à CL. Car l'angle CMH = CMP = M CH; & 

de même l'angle C N L — C N Q — N C L. 

2
0

. Que d'un point donné F fur la caustique 

AFK, l'on ne peut mener qu'une feule droite M H 

qui soit égale à CH; au lieu que d'un point donné 

D entre le quart de cercle A M B & la caustique 

AFK , l'on peut mener deux lignes M H , NL tel-

les que MH — CH& NL = CL. Caron ne peut 

mener du point F qu'une feule tangente M H ; au 

lieu que du point D, on en peut mener deux MH, 

N L. Ceci bien entendu 

Soit proposé de mener d'un point donné D la 
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droite M H , en sorte qu'elle soit égale à la partie 

CH, qu'elledétermine sur le rayon CB. 

Ayant mené M P , DO parallèles à CB, & MS 

parallèle à C A, soient nommées les données C O 

ouRS, u , OO , AG ou CB , a ; & les incon-

nues CP ou M S, XÌ P M ou CS, y i CH ou MH, r. 

Le.triangle rectangle MSH donnera rr = rr—iry 

-hyy + xx : d'où l'on tire C H (r) z=~~^
yy

-. De 

plus les triangles semblables MRD , MSH donne-

ront M R (x- u ).MS(x) : : RD —y ). SH 

_
 lx

 —
 xy

^
 &

 ^
 C

S+Srï ou CH= **^M 
X — U 1 X — u 

xx yy aa. /• 
■= — en mettant pour xx +yy ía va-

2.y %y r 

leur aa. D'où l'on forme ( en multipliant en croix) 

l'équation aax — aau = 2\xy— iuyy 5 & mettant 

pour yy fa valeur aa — xx , il vient 2\xy = aax 

4- aau — 2uxx \ quarrant ensuite chaque membre 

pour ôter Jes incommensurables, & mettant en-

core pour yy fa valeur aa — xx , l'on aura enfin 

4w«x4 — qaaux* — t\aauuxx 4- 2a*ux ■+■ cPuu = 0. 

-ha* 

Or il est clair que u exprimant C O & \, OD ; 

cette égalité doit avoir deux racines inégales, fça-

voir CP, CQ,: & qu'au contraire u exprimant CEj 

& EF ; CQ devient égale à CP, de sorte qu'elle 

a pour lors deux racines égales. C'est pourquoi fi 

l'on multiplie ses termes par ceux des deux progres-

sions arithmétiques 4, 2,2, 1, 0, & 0, 1,2,3,4» 

l'on formera deux égalités nouvelles par le moyen 
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desquelles on trouvera , après avoir fait évanouir 

l'inconnue x, cette équation. 
64V — 4%aa^ -f- 1 ia\i — a6^ =. 0 „ 

-+- lyiuu — 9 6aauu -— 15 a4uu 

-h 192a4 —48ctct«4 

-+- 64a6 

qui exprime Ia ré'ation de la coupée CE fa) à 

Tappliquée EF (^). Ce qu'il falioit trouver. 

On peut déterminer le point touchant F en se 

servant de îa méthode expliquée dans la huitième 

Section. Car fi l'on imagine un autre rayon inci-

dent pm infiniment proche de P M • il est clair que 

le réfléchi mh coupera M H au point cherché F, 

par lequel ayant tiré F E parallèle à P M , l'on 

nommera CE, a; EF, n CP, x; PM,y ; CM,?: 
_ ., . , -f, aax -+- aau — 2UXX 
£c 1 on trouvera comme ci-deílus xy 

= 2^. Or il est visible que CM , CE , EF demeu-

rent les mêmes pendant que C P & P M varient. 

C'est pourquoi l'on prendra la différence de cette 

équation en traitant a, a , \, comme constantes , 

& x ,y, comme variables ; çe qui donnera myxxdx 

H- aauydx — aaxxdy -— aauxdy -k- 2uxldy — 0, dans 

laquelle mettant pour dx fa valeur — (que l'on 

trouve en prenant la différence àeyy ~aa — xx) , 

8c ensuite çouryy sa valeur aa ■— xx, il vient en-

fin CE («) = —. 

Si l'on suppose que la courbe A MB ne soit plus 

un quart de cercle , mais une autre courbe quel-

conque qui ait pour rayon de fa développée au 

/ 
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point M la droite MC ; il est clair ( Art. 76. ) que* 

sa petite portion Mm peut être regardée com rne un 

arc de cercle décrit du centre C D'où il suit que 

fí l'on mene par ce centre îa perpendiculaire CP sur 

îe rayon incident PM , & qu'ayant pris CE = *~ 

( CP =x,CM — a) l'on tire EF parallèle à PM ; 

elle ira couper le rayon réfléchi M H au point F, 

où il touche la caustique A F K. 

Si l'on tire par tous les points M, m d'une ligne 

courbe quelconque AMB , des lignes droites MC, 

mC à un point fixe C de son axe AC , & d'autres 

droites MH , rnh terminées par la perpendiculaire 

CB à l'axe, ensorte que l'angle CMH - MCH, & 

Cmk — mCh ; & qu'il saille trouver sur chaque 

M H le point F où elle touche la courbe A F K, 

formée par les intersections continuelles de ces 

droites M H, mìu On trouvera comme auparavant 

C 1-i = xx + yy = ~ uy : d'où l'on tire : 
2y x — u 

K 5 -f- uyy '-+- xyy -—uxx j , Ì-^I 

JJ—, ZJ, = 2^, dont la difterence 

( en traitant «, \ comme constantes, & x , y 

comme variables ) donne ixlydx — uxxydx 

— x'V/j/ -i- uxìdy ■+- xxyydy -t- uxyydy — uy3dx 

— 0 ; & partant îa cherchée CE ( u ) 
2x3ydx—x^dy -+- xxyydy „ , 

— ~Í—— i——Or la nature 
xxyàx — x^dy —h- y $ dx — xyydy 

de la ligne AMB étant donnée , l'on aura une va-

leur de dy en dx , laquelle étant substituée dans 

l'expreffion de CE , cette expression fera délivrée 

des différences ôc entièrement connue. 
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PROPOSITION VII. 

PROBLÈME. 

209. S OIT une ligne droite indéfinie AO (Fig. 15 6. 

Pl. S.)qui ait un commencement fixe au point Assoie lv 

entendue une infinité de paraboles BFD, CD G qui fr'^'^Jv 

ayent pour axe commun la droite AO, & pour pa- 'f ̂ ,,^ ' 

ramètres les droites AB, AC interceptées entre te^h4^fj< 

point fixe A, & leurs sommets B, C. On demande la fJ^lírfÁ, 

nature de la ligne AFGqui touche toutes ces paraboles. >, ̂  / ̂  

Je remarque d'abord que deux quelconques de 

ces paraboles BFD, CDGse couperont en un point 

D situé entre la ligne AFG 8c l'axe A O ; que AC 

devenant égal à AB, le point d'intersection D tom-

be sur le point touchant F. Ceci bien entendu, 

Soit proposé de mener par le point donné D une 

parabole qui ait la propriété marquée. Si l'on mene 

PappliqueéDO, & qu'on nomme les données AO, 

u\ OD, \ ; & l'inconnue AB, x; la propriété de la 

parabole donnera AB x BO ( ux - xx ) = DO1 (n) ; 

& ordonnant l'égalité, l'on aura xx — ux + ^ — 0. 

Qr il est évident que u exprimant AO ; & ^, O D 5 

cette égalité a deux racines inégales, sçavoir AB , 

CA : & qu'au contraire u exprimant AE;& EF* 

A C devient égale à A B , c'est-à-dire, qu'elle a 

pour lors deux racines égales. C'est pourquoi on la 

multipliera par la progression arithmétique 1,0, 

— 1 : ce qui donne x= % ; 8c substituant cette va-

leur à la place de x, il vient l'équation u — r\qui. 

doit exprimer la nature de la ligne AFG. D'où I on 

voit que A F G est une ligne droite faisant avec 

AO l'angle F AO tel que AE est double de EF. 

SCD LYON 1



256 ANALYSE, &C. 

Si l'on veut résoudre cette question en générai * 

de quelque degré que puissent être les paraboles 

BFD, CDG; on se servira de la Méthode expliquée 

dans la Section huitième, en cette forte. Nom-

mant AE, a; EF , ^ ; AB, x ; l'on aura
 u

- -*m x x" 

— ^m H~n qui exprime en général la nature deda pa-

rabole BF, dont la différence donne ( en traitant 

a & ^ comme constantes , & x comme variable) 
m 1 n 1 

.— m y. u — x dx X x" -+■ nx dx xu — xm-0 ; 
m 1 n 1 

& divisant par a — x dxXx , il vient—mx 

-+- nu— nx = 0 : d'où l'on tire x = —-—a ; & 
m ■ 

m 

m ■ 
partant a — x =3 a. Mettant donc ces va-
* m-t- n 

leurs à la place de u — x, & de x dans l'équation 

générale ; & faisant ( pour abréger )
 m

"^_
n
 = p

 3 

r 

m
_

{
_

n
 — <J

}
 w •+-» = r, l'on aura \ = a\/p

m
q

n
. 

D'où l'on l'on voit que la ligne AFG est toujours 

droite, si composées que puissent être les paraboles, 

n'y ayant que la raison de AE à EF qui change. 

On voit clairement par ce que l'on vient d* expliquer dans cette 

Section , de quelle maniéré l'on doit se servir de la Méthode 

de M". Descartes & Huddepour résoudre ces sortes de ques-

tions lorsque les Courbes font Géométriques. Mais l'on voit 

aujji en même temps quelle ríesl pas comparable à celle de M' 

Leibnits , qu<. j'ai taché d'expliquer à fond dans ce Traité: 

puisque cette derniere donne des rejolutions générales, ou l'aU" 

tre n'en fournit que de particulières ; qu'elle s'étend aux li-

gnes transcendantes, Ó> qu'il n'eji point nécessaire d'ôter les in' 

commenfurables : ce quiseroit très souvint' impraticable. 
COMMENTAIRE 
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COMMENTAIRE 
Des articles les plus difficiles de l'Analyse 

des Infiniment Petits. 

La Préface que nous avons mise a la tête de 

ï'Analyse des Infiniment Petits, nous dispense de 

donner ici une idée générale du Commentaire que 

nous mettons à la fuite de cet admirable Traité. Ce 

Commentaire nejlpas dijìingué des Notes suivantes. 

■ _ _ . i ■ ■■ . ■ 

N OTE I. 

A demande, ou plutôt la supposition de 

_| i Yarticle 2. pag. 3. que les Commençans n'ac-

cordent qu'avec peine, ne contient rien dans le 

fond qui ne soit bien raisonnable. 

En effet, l'on regarde comme infiniment exactes 

les opérations des Géomètres & des Astronomes i 

ils font cependant tous les jours des omissions 

beaucoup plus considérables que celles des Algé-

bristes. Lorsqu'un Géomètre, par exemple, prend 

la hauteur d'une montagne, fait-il attention à ust 

grain de fable que le vent enlève de dessus son 

sommet ì Lorsque les Astronomes nous parlent 

des étoiles fixes, ne négligent-ils pas le diamètre 

de la Terre dont la valeur est d'environ trois mille 

lieues ? Lorsqu'ils calculent les éclipses de Lune
 3 

ne regardent-ils pas la Terre comme sphérique, 
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& par conséquent ont-ils égard aux maisons, aux 

tours, aux montagnes qui se trouvent sur sa surfa-

ce ? Or tout cela est beaucoup moins à négliger 

que dx , puisqu'il faut un nombre infini de dx , 

pour faire x ; donc le calcul différentiel est dans le 

fond le plus sûr des calculs ; donc la demande de 

Y article 2. ne contient rien que de raisonnable. 

Toutes ces comparaisons sont tirées du Cours de 

Mathématique de Wolf, Tom. 1. pag. 418. 

NOTE 11. 

L
' " lHti'5\»\,~3V-.'A Î-U ' •ïv.wc'a 

'ARTICLE 5. pag. 5. a besoin d'un Com-

mentairë dans toutes les formes. On convient que 

la différence de xy eí\ydx 4- xdy -+- dxdy ; mais on 

ajoute qu'on peut fans erreur sensible omettre dans 

la pratique dxdy. L'on a raison 5 en voici la dé-

monstration la plus rigoureuse. Pour la mettre à 

la portée de tout le monde , reprenons les choses 

d'un peu loin. 
i°. Toute grandeur infinie se marque par quel-

qu'un des caractères 00 , 00*, 00
3 Bec 

20. Le premier de ces caractères marque un in-

fini du premier ordre , le second un infini du se-

cond ordre, le troisième un infini du troisième 

ordre &c. 
30. Un infini du second ordre est infiniment plus 

grand qu'un infini du premier ordre, & ainsi d'un 

infini du troisième ordre par rapport à un infini 

du second. 
40. Une quantité infinie ne peut pas être aug-

mentée par l'addition d'aucune quantité finie, 
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ìiî diminuée pâr la soustraction d'aucune quantité 

finie. A infi 00 -4- 1 00 ; de même 00 —4 — 00. 

Ce que l'on a dit de l'infini par rapport au fini , 

on doit le dire de l'infini d'un ordre lupérieur vis-

à-vis l'infini d'un ordre inférieur. Ainsi oo'+ » 

— 00 l; de même oo3—• oo*= oc3. Voyez,-en la 

preuve dans la note précédente. 

50. Toute grandeur infiniment petite est repré-

sentée par une fraction dont le numérateur est un 

fini & le dénominateur un infini. Ainsi — , -^r , 

•~j &c. sont des fractions qui représentent des 

grandeurs infiniment petites du premier , du 

second & du troisième ordre. Une grandeur infi-

niment petite est encore représentée par une frac-

tion dont le numérateur est un infini d'un ordre 

inférieur à celui du dénominateur. Ainsi —; re-
CQ 

présente une grandeur infiniment petite. En effet, 
00 1 

co1 00" 

6°. Un infiniment petit du second ordre repré-

sente une grandeur infiniment plus petite qu'un 

infiniment petit du premier ordre, & ainsi des 

autres à l'infini. 

70. Une quantité infiniment petite n'est rien 

par rapport à une quantité finie. Ainsi 1 

== 1 j 1 —1. De même un infiniment petit 

du second ordre n'est rien vis-à-vis un infiniment 
R a 
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petit du premier ordre. Ainsi + ̂  = ~ ; 

— ~ = —. VOUS en trouverez la preuve 

dans la note précédente, 

8°. xy est le produit de x multipliant y. 

9°. xy -\-ydx H- xdy -+- dxdy est le produit de 

x~h dx multipliant y -f- dy , c'est-à-dire, est le 

produit de x augmenté d'une quantité infiniment 

petite , par y qui se trouve aussi augmenté d'une 

quantité infiniment petite; donc ydx + xdy + dxdy 

est la différence de xy. 

io°. dxdy est une quantité infiniment petite du 

second ordre par rapport à ydx -+■ xdy qu'on doit 

regarder comme des quantités infiniment petites 

du premier ordre. En effet, prenons le rectangle 

A B C D ou xy , Fig. 157. Pl. 8. Augmentons fa 

base CD ou y de la quantité infiniment petite 

Dw ou dy, & fa hauteur B D ou x de la hauteur 

infiniment petite Dp oú dx ; il est évident que 

le rectangle infiniment petit Bm Dn ou xdy , & 

le rectangle infiniment petit CD op ou/dxsont des 

rectangles infiniment plus grands que le rectangle 

Xy-npr ou dxdy , parce que chacun dés deux pre-

miers est le produit d'une quantité finie par une 

quantité infiniment petite , au lieu que le second 

est le produit de deux quantités infinimeut peti-

tes ; donc dxdy est une quantité infiniment plus 

petite que ydx ou que xdy ; donc on peut fans er-

reur sensible la négliger dans la' pratique; donc íì 

la différence de xy eûydx-h xdy + dxdy , elle se-

ra ydx -4- xdy. 
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II°. II est donc vrai que la différence d'un 

produit composé de deux quantités contient la 

différence de la première quantité multipliée par 

la seconde , -4- la différence de la seconde quan-

tité multipliée par la première. II n'est pas moins 

vrai que la différence d'un produit composé de 

trois quantités se trouve en multipliant le pro-

duit des quantités posées de deux en deux par 

la différence de la troisième. La différence, par 

exemple , de xy\ eûy^dx -+- x\dy -j- xyà\ ; en voici 

la démonstration. 

Je fais = donc la différence de u fera la 

même que la différence de xy donc yáx ■+- xây 

£== du-

De plus xy = u , donc xy\ — u\ ; donc la dif-

férence de xy\ fera la même que la différence de 

u\ ; donc la différence de xyX est \du -\-uâ\. Mais 

\du =y\dx ■+ x\dy , parce que du —ydx -+- xdy ; 

& ud\ = xyd\ , parce que xy = u ; donc \du -+- ud^ 

•=.y\dx •+■ x\dy ~h xyd\ ; donc fí la différence de 

xy\ est \du -+- ud\ , elle fera par-là même y\dx 

+ x\dy + xyd\ \ donc la différence d'un produit 

composé de trois quantités se trouve en multi-

pliant le produit des quantités posées de deux en' 

deux par la différence de la troisième. Par là même 

raison l'on aura la différence d'un produit com-

posé de 4 quantités , en multipliant le produit 

des quantités posées de trois en trois par la diffé-

rence de la quatrième. La différence du produit 

uxy\ est donc xy\du -+- uy^dx + ux\dy -+- uxyd\. En 

général la différence du produit de plusieurs quan-
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tirés multipliées les unes par les autres est égale à 

la somme des produits de la différence de chacune 

de ces quantités par le produit des autres. M. de 

l'Hôpital avance , par exemple , que la différence 

de a-t-x Xb —y est bdx — ady ■—-ydx ■— xdy. II a 

raison. En effet,
 a

 -+- x X b — y = ab + bx — ay ~xy. 

Mais ab n'ayant point de différence , celle de ce 

dernier produit est évidemment bdx ■— ady —ydx 

•— xdy , donc &c, 

NOTE III. 

M. îe Marquis de l'Hôpital assure, à Y article 6, 

paz. 6. que y——— est la différence de -, Pour 
r" y y y 

le démontrer , je fais ^ = ^ j & j'avance que dans 

çette hipothése l'on aura dz — y——ZJ£-. donc 
yy 

l'on aura par là même ^——pour la diffèrent r
 yy 

ce de la fraction -. Le calcul suivant en sera h 
y 

preuve évidente. 

1. - = ^ par hypothèse, 

2. x = y\ 

j, dx = xdy •+- yd\ 

4. yd\ — dx — \dy 
, dx rdy 

5, d% — — — M 

- y y 

& d% — — — y > 
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, dx xd 
7. à\ -

26j 

8. dx = 

y 
ydx 

y 
xdy 

yy 

EXPLICATION. 

I°. La première équation est une pure suppo-

sition , qu'on ne peut accorder, qu'en accordant 

que la seconde équation est incontestable. 

2
0

. La troisième équation est fondée sur ce 

principe • si x~ y\, donc la différence de x sera 

îgale à la différence de y\, 

30. La quatrième équation a été formée par les 

régies ordinaires , c'est-à-dire , en transportant 

dans l'autre membre de Péquation la quantité 

+ zdy, après l'avoir affectée du signe — . 

4°. En divisant par y la quatrième équation, 

l'on a eu la cinquième équation, & en <kant dans 

celle-ci les lettres qui se détruisent, l'on a eu la 

sixième équation. 

50. Pour trouver la septième équation, l'on a 

substitué dans le second membre de la sixième 

à z sa valeur -. 
y 

6°. La huitième équation est la même que la 

septième, aux yeux de quiconque sçait les pre-

miers éléments de l'Aìgébre; donc si celle-ci est 

bonne, celle-là le fera aussi ; donc la différence 

d'une fraction est égale au produit de la diffé-

rence du numérateur par le dénominateur, — au 

produit de la différence du dénominateur par le 

numérateur, le tout divisé par le quarré du dé-* 
R 4 

I 
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nominateur ; donc la différence de - est 
x xx 

parce que le numérateur a n'a point de différence ; 
, i Trrr i X

 n
 adx -f- xdx — Xdx 

donc la différence de est » 
a -h x aa -+- 2ax -+- xx 

adx 

aa H- 2ax —f- x»r 

NOTE IV, 

I_/ ARTICLE 7 J piZge 7 , demande une foule 

d'éclaircissements ; ils seront renfermés dans les 

réponses aux questions suivantes. 
Première Question. Comment pourroit-on prou-

Ver que — i est l'exposant de - ? 

Réponse, x ~7 ' = -. En effet x ~1
 X x

%
 — x

1 î 

x ; donc x est le produit du multiplicande x1 

par le multiplicateur x 1 ; donc —g = x
 1

 , 

parce que la division du produit par le multipli-

cande donne pour quotient le multiplicateur. 

Mais —■=—•. donc x '1 = — ; donc en général 
X% X X ° 

une quantité élevée à une puissance dont l'expo-

sant est un nombre entier négatif, n'est autre que 

l'unité divisée par la puissance positive de cette 

quantité j donc x 1 *~ ; donc x ~*3 - &c 

Seconde Question. Est-il vrai que j/x ait pour 

exposant 
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Réponse. Cela est vrai, Sc en voici la preuve. 
1 j i * 

\/x ■= x* ; mais x2 a pour exposant |, donc j/x 

a pour exposant II s'agit .donc de démontrer 

que j/x — x* La chose n'est pas difficile. Voici 

comment il faut s'y prendre. 
•IL - H- - --

xzxx* = x* * = x' = x ; donc x1 est la ra-

cine quarrée de x. Mais |/x est la racine quarrée 

de x ; donc |/x,:= x1 ; donc en général une 

quantité quelconque élevée à une puissance frac-

tionnaire n'est autre chose que la racine d'une 

puissance dont l'exposant est le numérateur de la 

fraction, & le dénominateur est l'exposant de la 
3 1 S í 

racine donc "j/x1 = x3 ,* donc J/V ==' xS-

Troisième Queslion. A quoi équivaut -y— ? 

Réponse. —— = x \ Je le démontre. j/V 

yV 
i 1 1 . 1 

= x1 ( queslion 2e. ) i donc — = —. Mais — 
j/V xi x1 

1 -Ï 

62= x 1 ( question ire. ) donc -— £±3 x * ; 

|/x3 

x
 I I Z 

donc — =z x 3 ; donc ——• = x % 

J/V )/x7 

Quatrième Question. Est-il vrai que 1 , j/x, x 

forment une progression géométrique ì 
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* i. 

Réponse* II est évident que i : }/x : : yx : x ; 

car i x x = x, & ]/x X j/* s= x ; donc i , yx
 y 

x sont trois termes en progression géométrique. 

Leurs trois exposants o , \, i forment une pro-

gression arithmétique ; car o + i = i, & ^ + ^ = ï. 

Corollaire 1. ï , |/x, }/xx , x font en pro-
z — — 

gression géométrique. En effet, ï : x3 : : x3 : x3 , 
* * ii i i 

car ï x x3 = x3, & x5 X x3 = x3. De plus x3 : 
- ~ i \ - A L i 

x3 : :x3 : x1, car x3 X x'=x' 3 = x3, & x3 X x3 

'4 11 3 3 

= x3 ,* donc ï, x3, x3, x , ou ï , \/x \/xx , x 

font en progression géométrique. 

Pour leurs exposants o, y , y, i j ils font en 

progression arithmétique. En voici la preuvet 
0

 ' 3
: î • í5 Puisque la somme des extrêmes o ■+■ ~ 

= ~, & que la somme des moyennes \ 4- f—-f. 

De plus 7 • f '• f • i > puisque j -+- ï = f, & que 

f -f-1 = f ; donc les exposants o, y, y
3
 i font 

en progression arithmétique. 

Corollaire II. Par la même raison , i , \/x , 
5 5 5 I » 3 4 

j/xx, j/x3, j/x4 , X , ou , I , X
5
 , X

S
 , X

5
 , X

S
, X 

sont en progression géométrique & leurs expo-

sants o
 9
 i > f Í 1 » f > i ou | font en progression 

arithmétique. 

Cinquième Qucjlion. -, —, — sont-ils en 

progression "géométrique ? 
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Réponse, x > x 1

3
 x font en progres-

sion géométrique ; car x Xx * = x
 3, 6c 

x' ' xx 1 — * * ==x 3 ; donc x ' , 

X 1

 3
 x 1 ou - , -r— , — font en progression 

|/X
3 

géométrique. 

II n'est pas nécessaire de faire remarquer que 

leurs exposants — 1 , —f, — 2 font en progres-

sion arithmétique ; la chose saute aux yeux. Il en 

est de même des autres progressions géométriques-

& arithmétiques que propose M. le Marquis de 

l'Hôpital i elíes se présentent à tout Commençant 

qui sçait délivrer une quantité quelconque de son 

signe radical, en lui donnant un exposant frac-

tionnaire. 

Sixième Queslion. Comment peut-on démontrer 

que 2xdx est la différence de xx. 

Réponse, xx est le produit de x par x. La diffé-

rence d'un produit composé de deux quantités 

contient ( Note 2
E

. ) la différence de la première 

quantité multipliée par la seconde, -4- la différen-

ce de la seconde quantité multipliée par la pre-

mière ; donc la différence de xx est xdx + x^x 

î= 2xdx. 

L'on prouvera par la même note que la différen-

ce de x3 est ^x*dx ; que celle de x4 est ^xldx ; & 

qu'en général la différence d'une puissance quel-

conque parfaite ou imparfaite d'une quantité va-

riable
 ?

 est égale au produit de Pexposant de cette 
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puissance, par cette même quantité élevée à une 

puissance moindre d'une unité, & multipliée par 

sa différence. En nommant donc rn un exposant 

quelconque entier positif, l'on dira que la diffé-

rence de xm est m xm 1 dx. De même en nom-

mant — un exposant quelconque fractionnaire po-

fitif, l'on aura — x 5 dx, ou — x n d x , 
7% Tt 

m 

pour la différence de xn. Enfin en prenant —• m 

pour un exposant quelconque entier négatif, & 

i— ̂  pour un exposant quelconque fractionnaire né-

gatif, l'on aura — mx
 m 1

 dx pour la différence 

dex ,& x " dx — x n dx 
n n 

pour la différence de x ■ . 

Septième Question- Comment peut-on démon-

— m—i , —mxm 'dx 
trer que — mx dx — — ? 

Réponse. Pour démontrer que —mx — œ — « dx 

— mxm 1 dx ii i 

= ~-
m

 , multiplions les deux membres 

de cette équation par xîm , nous aurons 

— mx~m+lm— 'dx= - mxm~1dx,ou-mxm~ ' dx 

— — mxm ' dx ; donc, après la multiplication , 

les deux produits se sont trouvés égaux ; donc les 

deux multiplicandes l'étoient avant la multipli-

cation. Mais les deux multiplicandes étoient les 
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deux membres de l'équation .—. mx ™ 1 dx 
m 1 1 

~~ mx _ • donc ces deux membres étoient 

réellement égaux. 
L'on prouvera de la même manière que 

i X n dx m ™ T. , 

n == x a dx ; donc en 

x n 

général la différence d'une puissance quelconque 

parfaite ou imparfaite d'une quantité variable est 

égale au produit de l'expofant de cette puissance, 

par cette même quantité élevée à une puissance 

moindre d'une unité, Sc multipliée par fa différen-

ce. Concluez de là qu'il n'est pas nécessaire de fai-

re x" =K> pour trouver la différence d'une puis-

sance quelconque imparfaite. 
Huitième Question. Quelle est la différence du 

cube de ay — xx ? 

Réponse. La différence demandée est "$a?yydy 

— óaaxxydy -+- %ax4dy — éaayyxdx •+■ 1 iayxìdx 

— 6xWx, parce que le cube de ay — xx est a^yì 

■— $aayyx% -f- $ayx* — x6. En effet, la différence de 

«y est ^alyydy (question 6.) La différence de 

— ^aayyxx est.— óaaxxydy — 6aayyxdx ( même 

question ). La différence de -f- ^ayx* est •+- %ax*dy 

4- 1 layx^dx ( même question ). Enfin la différence 

de — x6 est •— íx^dx, ( même question ) ; donc la 

différence assignée est la véritable différence du 

cube de ay — xx. 
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Neuvième Question. Quelle est la différence du 

radical \Zxy -4-yy ? 

Réponse. La différence demandée est 

ydx + xdy -t- ~yiy^ ^ SQVÁ la démon strationê 
2vxy -f- yy 

Pour la mettre à la portée de tout le monde , je 

fais y xy yy ±r u. Cela supposé, voici comment 

je raisonne. 

i°. u == \/xy -+- yy ; donc la différence de u 

sera la même que la différence de j/xy -t- yy. 

2°. a = \/xy •+- yy donc uu === xy *¥.yy~ ; donc 

la différence de uu sera la même que la différence 

de xy -*-yy h donc 2udu —ydx -+- xdy + 2j^y. 

3°. zudu = ydx -+■ xdy 2ydy ' donc d U 

ydx -f- xdy -f- 2ydy_ ^
 nc>j

^ ydx-^xdy -f- 2yiy 

2« 2\/jFy-t-yy 

parce que u = \/xy -+- yy » donc dans l'hypothé-

se proposée la différence de u ç$?M~^*y2? -> 
2 y xy -+- y y 

Mais dans cette même hypothèse la différence de 

o est la même que la différence de \/
X
y ~+- yy ; donc 

la différence de v^y-t- yy est 
2 \/ xy H- yy 

Corollaire 1. En faisant \/^4 -H
 tí

xyy = «, vouá 

trouverez par le même calcul que la différence de 
i - ,

 n
 ayydx -t- îaxydy 

ce radical est y 
2V a** -+- axyy 

Corollaire 11. En faisant \Z
a

x ■+■ XX ~ u, l'on 

trouvera que la différence de ce radical est 

adx ■+ 2xdx_ ^ ^
e

j
c
| i

a
 p

reU
ve la plus détaillée* 

3 v^-^- x*1 
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I °. u = yax xx j donc u — ax + xx3 (ques-
________ * 

tion 2e.) ; donc uu = ax-t-xx3 ; donc «K = 

y'a* -+- xx
1 ( même question ). 

20. a = J/ ax -+- ; donc aaa =_ax -h xx j donc 

3«a^a ~ adx + 2xax ( question 6e. ) 
. . 1 1 1 "dx -f- 2ATdjC 

3 °. 3 aaaa - ad* + -xax ; donc aa —; ——
 y 

^^ax-hxx
1, 

parce que uu r=r j/aj. -+- ar.»
1 ( num. 1. ) ; mais la 

différence du radical y
 a

x -t- est la même que 

II - j] 1 11 r adx-h 2xdx 
celle de a 5 donc elle lera — . 

^\/ ax-\-xx
l 

Dixième Question, Quelle est la différence du 

radical ̂ /ax -j- xx -+- y a~* -i-axyy. 

Réponse. La différence demandée est 
adx -t- zxdx ayydx laxydy 

" ^ :*H— — ■ —-~ ■ . .r « 

2.Va■- + xx + Ya*+a >.yy
 1 

Va
4

 ■+ axyy X 2V'ax t-Xx•+- y/
a

*
 +

 _
X
y
y 

Pour le démontrer, faisons \/ax -+ xx-+- Va* + axyy 

— u ; & voyons ce que vaudra du dans cette hy-

pothèse. 

1°. U = |/_
x

 —t— *X -f vV H- sl*}y 5 ^
ONC WA

 — 

•4- xx axyy j donc 2aaa — adx + 2xax + 

2 _
4
 -f- „aryy 

divisé par 2a + à __Z_Í_±J£^ divisé par
 2

« ou 
2 y „4 —t— „xy_y 

par 2 J/^* y'„
4
 -f- axyy' 
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_°. adx+2xdx divisé par 2u 

adx -f- 2xdx 

2 l/ax -t- XX -f- Va* -+- axyy 

ayydx-h aaxydy di
v

if_
 par 2M e

st égal, par les 
J 2 V_4 -f- _*yy 

régies de la division des fractions à fy^éfíIÌLzf^yÈL 
° 2V

a
1-haxyyX 2U 

ay ydx -f- 2axydy 

2 l/ct^- -f- axyy X 2 j/.ï + „x + Va4 -f axyjr ' 

, , adx -f- 2^)f 
donc du ~ — ~ -■ 

2 ]/ ax -f- xx -+- -+- „xyy 

ayydx -f- 2axydy 
r; donc 

2 )/ a* -+- slxyjK x 2|/ <z.x -+- xx- -f- Va* -f- „*yy 

le problême à été résolu. 

Corollaire. La différence que M. le Marquis de 

l'Hôpital assigne à la fraction V
 ax

 ~*~ .
 ne

 p
a

_ 
"J/ .xy H- y y 

roîtra pas embrouillée à ceux qui se rappelleront 

ce qui suit. 

i°. La différence du numérateur y
a
x-+-xx est 

adx -4- 2x x ^ ^
e
 quejlion 9 ). 

ax -f- x»1 

2°. La différence de \/xy+yy est^
 +

 ~
ydy 

2yxy-hyy 

( quejlion 9 ). 

3°. Le quarré de *\/xy -+- yy est xy -f-

40. La différence d'une fraction quelconque est 

égale au produit de la différence du numérateur 

par 
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par le dénominateur, — au produit de la différence; 

du dénominateur par le numérateur, le tout divisé 

par le quarré du dénominateur ( Nvte 3 ) 5 donc 

la différence de la fraction proposée est égale à la 

différence du numérateur y ax H- XX multipliée 

par le dénominateur \/xy -+- yy * — à la différen-

ce du dénominateur ]/'xy-t-'yy multipliée par le 

numérateur \/ax -+- xx i le tout divisé par xy +y.}>
ì 

quarré du dénominateur \/xy ■+- yy ; donc la frac-

tion proposée n'a pas d'autre différence que cellé 

que lui á assignée M. le Marquis de l'Hôpital à la 

fin de l'article 7. pag. 12. 

NOTE V, 

ANS toute la Section seconde M. le Mar-

quis de l'Hôpital se sert du calcul différentiel 

pour trouver les tangentes de toutes fortes dé 

lignes courbes. II suppose que le Lecteur a étu-

dié avec attention tout ce qui regarde les sec-

tions coniques ; nous le supposons aussi. Malgré 

cela cependant nous allons lui rappeller en peu 

de mots les principales propriétés du Cercle , de 

la Parabole, del'Ellipse &de l'Hyperbole. Cette 

efpéce d'abrégé du Traité des sections coniques 

est absolument nécessaire pour rendre intelligi-

ble la plupart des problèmes & des exemples que 
contient cette seconde section. 

i°. Si l'on coupe le cone ABC , Fig 158. 

PL 8 , parallèlement à sa base circulaire AIKC , 
S 

SCD LYON 1



274 COMMENTAIRE 

& plus haut ou plus bas à volonté ; l'on aura un 

cercle LTH , d'autant plus grand ou d'autant 

plus petit, que la section sera faite plus près ou 

plus loin de la base du cone. La propriété de 

cette courbe est que le quarré d'une ordonnée 

quelconque DF, Fig. 159. PI. 8 , est toujours 

égal au produit des coupées ou abscisses corres-

pondantes A F , F B. Nommons donc DFy , 

AB 2a, AF x ; l'on aura AC ou CB a , FB = 2a 

— x ; & l'équation fera DF* =z AFxFB , ou yy 

-== 2ax — xx ; c'est là l'équation au cercle , en 

prenant le sommet A pour l'origine des x ou des 

abscisses. Si l'on prenoit le centre C pour l'origine 

des abscisses, c'est-à-dire , fi l'on failbit CF = x ; 

l'on auroit AF z=a — x, F B ~= a ~f- x ; & l'é-

quation précédente se changeroit en celle-ci , yy 

= aa — xx. 
2°. Si l'on coupe le cone ABC, Fig. 15 8. 

PI. 8 , obliquement à sa base & parallèlement à 

un de ses côtés AB ; l'on aura la parabole IGK. 

Une parabole quelconque NlSm , Fig. 160. PI. 8, 

a pour sommet le point S ; pour foyer, le point F ; 

pour grand axe , S P >- pour ordonnées au grand 

axe , les lignes PM , FN , pR i pour coupées ou 

abscisses correspondantes, les lignes S P , SF , Sp ; 

pour paramètre , une ligne quelconque égale à la 

double ordonnée N w qui passe par le foyer F. 

La propriété de cette courbe, c'est que le quarré 

d'une ordonnée est égal au produit de l'abscisse 

correspondante & du paramètre j ainsi P M' =r 

S P XNB. Nommons donc y une ordonnée quel-
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conque \ nommons x son abscisse correspondante, 

& p le paramètre ; l'on aura pour équation à la 

parabole yy = px. 

3°. L'on a dans la parabole NISm l'équation 

PM' = P S x N« ; l'on a encore dans la même 

parabole fil1
 = pS x Nw ; donc Ton aura PM1 : 

pK% : : F S x N w : pS x N» ; mais le paramètre wN 

est une quantité constante ; donc l'on aura PM1 

: pIV : : PS : pS ; donc dans une parabole quel-

conque les quarrés des ordonnées sont entr'eux 

comme leurs abscisses. 

40. L'on a dans la parabole yy — px ; donc fi 

p = 1 , l'équation deviendra yy ix = x. 

5
0

. L'on a dans la parabole yy = px ; donc x 

croissant, y doit croitre aussi, parce que p est 
une quantité invariable. Mais les x peuvent croi-

tre à l'infini, parce que le grand axe de la para-

bole peut être prolongé à l'infini ; donc les y peu-

vent croitre à l'infini ; donc la parabole ira tou-

jours en augmentant, & ne se fermera jamais. 

6°. Si l'on coupe le cone ABC, Fig. 15 8. PI. 8 , 

obliquement à fa baie & à ses deux côtés, de ma-

nière que Ja section coupe les deux côtés du cone; 

l'on aura une ellipse DM N. Une ellipse quelcon-

que , par exemple , l'ellipîe A B E D , Fig. 161, 

PI. 8 , a pour grand axe , AB ; pour petit axe, 

ED ; pour foyer, F, f; pour centre de figure, C; 

pour ordonnée , PM , pm ; pour abscisses corres-

pondantes à l'ordonnée PM , les lignes A P , PB ; 

pour abscisses correspondantes à f??;, les lignes A p, 

pB i pour paramètre du grand axe, la double 
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ordonnée N w qui passe parle foyer F. Dans cette 

espéce de courbe, l'on a toujours la proportion 

suivante, le quarré d'une ordonnée quelconque 

est au produit de ses abscisses correspondantes , 

comme le paramètre est au grand axe , ou P M.1 

: A P x P B : : Nw : A B. Nommons donc A B, 

2a; ED , 2b ; N» , p ; PM, y ; AP , x ; -1 on 

aura P B ~ ia— x, &. la proportion précédente 

se changera en celle-ci , yy : 2ax — xx : : p : 2a ; 

, , 2apx-—pxx 
donc 2ayy =. 2apx —pxx; donc yy = — —; 

2a 

donc yy — px — p~ ; & c'est-là l'équation au pa-

ramètre de l'ellipse , en prenant l'un des sommets 

A pour l'origine des abscisses. 

70. Si l'on avoit pris l'origine des abscisses au 

centre C , cefi-a-dire , íì l'on avoit CP — X , l'on 

auroit eu AP = a— x, &c?B = a -hx. La pro-

portion précédente se seroit donc changée en 

celle-ci ; yy : aa — xx : : p : 2a ; donc 2ayy = aap 

, aap—pxx , , 
•— pxx : donc yy == ~-i—£— \ donc y y = - ap 

2a 

pxx 

2a 
; & c'est-îà l'équation au paramètre de 

l'ellipse, en prenant les abscisses depuis le centre C. 

8°. 2ayy =z aap —• pxx ; donc =aa — xx ; 

donc x augmentant, le second membre aa ■—xx 

doit diminuer. Le second membre ne peut pas di-

minuer , fans que le premier membre ^7 dimi-

nue. Maiî dans ce premier membre , il n'y a que/ 
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qui puisse diminuer , parce que le grand axe 2a éc 

le paramètrep sont des quantités constantes -, donc 

dans l'ellipse x augmentant , y doit diminuer. 

Mais x ne peut augmenter que jusqu'à un certain 

point, parce que le grand axe de cette courbe est 

déterminé ; donc l'ellipse se fermera dans les deux 

points où les x ne seront plus susceptibles d'aug-

mentation donc elle se fermera aux deux som-

mets A & B. 
90. L'on a dans l'ellipse P M

1 : AP xPB : : N» 

: A B ; l'on a encore p m* : A p x pB : : N n ; AB 

( num. 6 ) ; donc l'on aura P M1 : A P x PB : : 

prn : Ap x pB ; donc P M1 : pm1 : : AP x PB : 

A p x p B ; donc dans l'ellipse les quarrés des or-

données font entr'eux comme les produits des abs-

cisses correspondantes. 
io°. II est encore démontré dans tous les Trai-

tés des Sections coniques, que dans toute ellipse le 

quarré d'une ordonnée quelconque est au produit 

des abscisses correspondantes , comme le quarré 

du demi-petit axe est au quarré du demi-grand 

axe ; donc l'on aura, en prenant l'origine des abs-

cisses à l'un des sommets, la proportion suivante ; 

yy : 2ax — xx : : bb : aa ; donc aayy ~ labbx — bbxx ; 
1 labbx — bbxx « 2.bbx 
doncj^ = • donc yy = —~-

S & c'est-là l'équation aux axes de l'ellipse, en 

prenant l'origine des abscisses à l'un des sommets. 

11°. Dans toute ellipse le quarré d'une ordon-

née quelconque est au produit des abscisses correí-

s? 
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pondantes, comme le quarré du demi-petit axe 

est au quarré du demi-grand axe ; donc , en pre-

nant l'origine des abscisses au centre C, l'on aura 

yy : aa — xx : : bb : aa • donc aayy =aabb — bbxx: 
, aabb — bbxx , ,

 7
 bbxx „ 

donc yy = 5 donc yy — bb ■— ; & 
aa ' aa 

c'est-là l'équation aux axes de l'ellipse, en pre-

nant íe centre de la courbe pour l'origine des 

abìcisses. 

120. II est enfin démontré dans tous les Traités 

des Sections coniques que dans une elíipse quel-

conque le grand axe est au petit axe, comme le 

petit axe est au paramètre. 

130. Si l'on coupe le cone ABC, ( Fig, 158. 

PI. 8 ) , obliquement à fa base, & aux deux côtés 

du cone, de manière que la Section prolongée en 

haut, aille couper un des côtés A B, aussi prolon -

gé j l'on aura l'hyperboie F H E, dont le grand 

axe fera H R, à l'extrêmité duquel on pourra for-

mer une seconde hyperbole égale à celle dont nous 

venons de parler, afin d'avoir deux hyperboles op-

posées fur un même axe H R. L'hyperboie w A M, 

( Fig, 162. VI- 8) , a pour axe principal, A B j 

pour petit axe, DE ; pour foyers , F, f, pour 

centre commun aux deux hyperboles opposées, le 

point C ; pour ordonnée, P M, à laquelle corres-

pondent les abscisses A P , BP ; pour paramètre du 

grand axe , la double ordonnée N» qui passe par 

le foyer F- Faisons donc AB = ta , A C ou C B 

a, DE = zb, DÇ ou CE -~ b, N n — p
}
 PM 

aa/j A P = x, l'on aura BP = M+X. Dans 
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cette espèce de courbe l'on a toujours la propor-

tion suivante, le quarré d'une ordonnée quelcon-

que est au produit des abscisses correspondantes, 

comme le paramètre est à l'axe principal ; donc 

PJVP : AP X BP : : Nw : AB ; donc yy : lax -+■ xx : : 

p : 2a ; donc 2ayy — 2apx -f- pxx ; donc yy z=z 

Î*P*J±£Z? j doncyy = px+
 F
~- ; & c'est-là ï'é-

2a ■ 2& 

quation au paramètre de l'hyperboie , en comp-

tant les abscisses depuis le sommet. 
14

0
. A quelques signes près, l'équation est la 

même pour l'ellipse & pour l'hyperboie. En effet, 

l'équation commune à ces deux courbes est yy = 

fxqp^—» Dans les doubles signes le supérieur est 

pour l'ellipse, & l'inférieur pour l'hyperboie. 

150, En comptant les abscisses depuis le centre 

C
 3

 c'est-à-dire , en nommant C P, x ; l'on aura 

A P = x — a, & BP —~ x -+- a. Dans cette hypo-

thèse le produit des abscisses correspondantes fera 

xx — aa ; & la proportion de num. ì^At change-

ra en celle-ci ,yy : xx — aa : : p: 2a j donc ïqyy 

»
;
— pxx — aap : donc ^ xx — aa ; & c'est-là 

l'équation au paramètre de l'hyperboie, en comp-

tant les abscisses depuis le centre C. 
1 6°. A cause des quantités constantes 2a & p , 

les quarrés des ordonnées P M , pm íont entr'eux 

comme les produits de leurs abìcisses correspon-

dantes. Le calcul est le même que celui que nous 

avons fait pour l'ellipse , num. 9. 

S
4 
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17°. L'hyperboie va toujours en s'élargissant, & 

eìlene doit jamais se fermer. En effet, dans l'équa-

tion —y- -=.xx — aa^x augmentant,y doit aussi 

augmenter, parce que les quantités représentées 

par a & par p font des quantités invariables. Mais 

x peut augmenter à l'infini, parce qu'on peut 

prolonger AP à Hnfiníj doncj peut augmenter à 

l'infini ; donc les ordonnées à l'hyperboie repré-

sentées par y j vont toujours en augmentant à 

mesure qu'elles s'éloignent du sommet A ; donc 

l'hyperboie va toujours en s'élargissant ; donc elle 
pe doit jamais se fermer. 

18,°. Pans l'hyperboie équilatere 2a ~ p; donc 

l'équation générale ==xx —aa se réduit pour 

l'hyperboie équilatére à yy =— xx — aa ; ce qui 

donne.x — a : y :^y + donc dans cette es-

pèce de courbe ì'or donnée est moyenne propor-

tionnelle entre les abscisses correspondantes. 

190. Dans l'hyperboie comme dans l'ellipse, 2a 

: %b : : 2b :p, c'est-à-dire , le paramètre est une troi-

sième proportionnelle au grand & au petit axe. 

20°. Les lignes Q. g, ég
r

\Èj$. 161. PI. 8.) 

qui íe coupent au centre C, & dont la première 

est parallèle à la îigne AE, & la seconde à la ligne 

AD, font les assymptotes des deux hyperboles or> 

pofees w A.M , œMB. II est démontré dans tous les 

Traités des Sections coniques que le rectangle fous 

^ordonnée hn & l'abícisse Ch est égal au quarré de 

AH. Faisons donçhn ==^, Ç&=x, & AH=<i 5 
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nous aurons xy = aa, & c'est-là l'équation de 

Thyperbole rapportée à ses assymptotes. 

2i°. Tout ce que nous avons dit jusqu'à présent 

doit s'entendre des Sections coniques ordinaires", 

c'est-à-dire , des Sections coniques tirées d'un 

cone qui a pour base un cercle ordinaire. L'on 

trouvera n-um. 1. ce qu'il faut entendre par cercle 

ordinaire. 

2 2°. Les Sections coniques d'un genre supérieur 

sont tirées d'un cone qui a pour base un cercle 

d'un genre supérieur, c'est-à-dire , une courbe 

dont ìes ordonnées & les abscisses fournissent une 

équation d'un plus haut degré que celle que don-

nent les ordonnées & les abscisses d'un cercle or-

dinaire. 

2 3
0

. Supposons que le cone ABC, (Fig. 158.jP/. 

8 ) , ait pour base une courbe dans laquelle le cu-

be de PQ soit égal au produit du quarré de A Q 

multiplié par QC ; ce cone donnera les Sections 

suivantes. 

La parabole qui en fera tirée, aura pour équa-

tion yì =p'x*. 

L'ellipse tirée de ce même cone aura pour équa-

tion^3 = px**— , ou zay* = 2apxz —pxì ; ce 

qui se réduit à la proportion suivante; y} : x1 X 
( 2a — x' ) : : p : 2a. 

L'équation à l'hyperboie tirée de ce même cone 

sera y
ì
 = px

z
 -+- ̂  , ou 2ay

ì
 ■===. zapx* px

ì
 ; ce 

qui donne la proportion suivante, yì : x1 x (2a 

4- x' ) :: p: 2 a. 
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240. L'équation à la parabole cubique étant y1 

~ p'x1, elle sera sera par là mêmej/' H~1 = pV , 

& elle sera en général pour toute parabole d'un 

genre supérieur ym +a=|)Y. De même l'équa-

tion du num. 23. se changera , pour l'ellipse & 

pour l'hyperboie, en l'équation générale ym~hn 

= PX

-
T

P± . 
r T 2.a . i 

2 5
0

. II faut donc que dans l'équation générale 

appîiquable aux ellipses & aux hyperboles d'un 

genre supérieur , l'exposant de y soit égal à la 

somme des exposants des deux abscisses corres-

pondantes à l'ordonnée y. II faut encore que dans 

l'équation générale appîiquable à une parabole 

quelconque d'un genre supérieur , l'exposant de y 

soit égal à la somme des exposants de l'abicisse 

correspondante & du para mètre. Aussi l'équation 

y SE= p**' est-elle autant l'équation à une para-

bole cubique quey =pV; parce que l'une & 

l'autre donnent l'équation générale_ym"f"n=rpraxn. 

26°. Tout ce que nous avons avancé dans cette 

Note, est dévelopé & démontré dans tout Traité 

des Sections coniques. On peut consulter celui que 

nous avons donné dans la troisième édition de no-

tre petit Dictionnaire de Physique en 2 volumes 

in-8°, imprimé à Avignon chez la Veuve GIRARD 

en l'année 1767. On peut encore consulter le 

Traité èîes Sections coniques de l'Abbé de la 

Caille
 }

 & le Commentaire que nous avons donne 

, de ce Traité dans notre Guide des jeunes Mathé-

maticiens , imprimé à Avignon chez la même 

"Veuve GIRARD en l'année 1765. 
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NOTE VI. 

j" / ES deux questions suivantes jetteront un grand 

jour fur Y article 9 , page 14. 
Première Question. Comment peut-on démon-

trer que les triangles ?n R M, M PT , ( Fig. 5. P/. 

1. ) font semblables ? 
Réponse. Les deux triangles wRM , MPT ont 

d'abord un angle droit chacun, l'un en R, l'autre 

en P. Ils ont ensuite l'angle T égal à l'angle M , 

parce que le côté infiniment petit Mm étant con-

fondu avec la ligne MT prolongée, & cette ligne 

coupant les deux parallèles T P, MR j il est im-

possible que l'angle extérieur M ne soit pas égal à 

l'angle intérieur T; donc les deux triangles mKM, 

MPT font èquiangîes j donc ils font semblables ; 

donc ils ont leurs côtés homologues proportionnels. 

Seconde Question, Comment la connoissance de 

la foutangente PT, ( Fig. 3. Pi. 1. ), peut-elle con-

duire à la connoissance de la tangente MT. 
Réponse. En connoissant la longueur de la fou-

tangente PT, l'on a le point T auquel doit abou-

tir la tangente demandée. Le point M d'où cette 

tangente doit partir, est donné de position ; donc 

en connoissant la longueur de la foutangente PT, 

l'on a les deux points extrêmes de la tangente MT; 

donc la connoissance de la foutangente P T con-

duit nécessairement à la connoissance de la tan-

gente MT, parce que d'un point quelconque à un 

point quelconque on peut toujours tirer une ligne 

droite. Pour trouver donc facilement une tangen-
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te quelconque M T, il ne s'agit que de íçavoir 

manier la formule générale — P T , en diffé-

renciant l'équation de la courbe à laquelle on 

veut tirer une tangente. 

NOTE VIL 

T / o N apprend dans Y article 11 , pag. 15. à tirer 

des tangentes à des paraboles & à des hyperboles 

de tous les genres. II s'agit d'abord de tirer une 

tangente à une courbe dont l'équation est ax = yy. 

Cette courbe est évidemment (Note 5. num. z. ) 

une parabole ordinaire dont y est une ordonnée 

quelconque , x l'abí'cifle correspondante, & a le 

paramètre- En difterentiant l'équation ax = yy , 

l'on trouve tout de suite que dans cette courbe dx 

z±z ËËÈ., L
a
 foutangente P T est dans toutes les 

courbes égale à Mais dans la parabole ordi-

naire dx ~ %JL'i donc dans la parabole ordinaire 

l'on aura.P T ±== — £22Í. Dans cette même 
ady 

2yy _ 2.ax 
2X parabole l'on a yy = ax ; donc ̂  = 

a u, 

donc dans la parabole ordinaire la foutangente 

PT = 2
X
 = 2 A P , ( Fig. 3. PI. i ) ; c'est-là le 

num. ii de Yarticle 1 r. 

Le num. 2. du même article apprend à tirer une 

tangente à une courbe dont l'équation est aa =xy. 

C'est-là (Note 5 , num. 20. ) l'équation de l'hy-
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perbole ordinaire rapportée à ses assymptotes. 

Cette équation différentiée devient, à çause de la 

constante a ,ydx -+- xdy = 0 ; doncydx === — xdy ; 

donc dx = — La foutangente PT est dans 
y 

toutes les courbes égale à 5 donc l'on aura 

dans l'hyperboie ordinaire PT = — ~^2y ~ 

^x; donc en prenant PT =PA, (Fig- 4. PI- 1 ), 

& en plaçant PT du côté opposé au point A , l'on 

aura la longueur de la foutangente à laquelle ré-

pond la tangente MT- II n'est pas nécessaire de faire 

remarquer que le point A est le point d'intersec-

tion des deux assymptotes de l'hyperboie représen-

tée par la figure 4 de la planche 1. 11 est encore 

moins nécessaire de faire remarquer que les Géomè-

tres fontconvenus dedésigner les positions opposées 

des lignes par les signes -H & —. Si PT — +x , 

lorsque le point T est au dessus du point A, c'est-

à-dire , au dessus du point de l'origine des x ; l'on 

aura PT — — x, lorsque le point T sera au des-

sous du point A. Ce font là des connoissances que 

l'on doit supposer dans tout homme qui entre-

prend de lire un Traité aussi difficile que celui des 

Infiniment Petits. 

Le num. 3 de Yarticle ij. demande un long 

Commentaire. Pour le rendre plus clair, nous al-

lons le renfermer dans les réponses aux questions 

suivantes. 
Première Question. De quelle efpéce de para-

bole parle-t-on au »«a 3 àeYarticle li. 
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Réponse. M. le Marquis de l'Hôpital parle, as 

num 3. de Yarticle 11 , des paraboles d'un genre 

supérieur, puisqu'il a parlé des paraboles ordi-

naires , au num. 1 du même article. 

Seconde Question. Pourquoi, dans ^équation 

générale ym — x, M. le Marquis de 1 Hôpital ne 

fait-il pas mention du paramètre de la courbe ? 

Réponse. Parce qu'il suppose ce paramètre = 1. 

Or ix.tszx: & comme toutes les puissances de 1 

donnent 1 ; si p = 1, l'on aura px x , p'x — x, 

p'x — x &c. 

Troisième Question. Comment l'équation gé-

nérale ym =z x peut-elîe convenir aux paraboles 

d'un genre supérieur , puisque nous avons assuré 

(num. 24 & 25 de la Note 5.) que ces courbes 

avoient pour équation générale ym~i"> = pm x", 

ouy"-4"' =p" x". 
Réponse. i°. Nous verrons dans la réponse à 

la question 5 e. , que lorsque l'exposant m est un 

nombre fractionnaire positif plus grand que l'uni-

té, l'équation ym = x équivaut à l'équation gé-

nérale .>>m-^n = pmxn. 

20. L'équation ym= x équivaudra à l'équa-

tion^""4""™ p" xm, si l'on suppose que l'expo-

sant m que donne à y M. Le Marquis de l'Hôpi-

tal , est égal à l'exposant de x qui est 1 , -t- à 

l'exposant du paramètre qui multiplie x. En effet, 

supposons m ~. 3 ; l'équation ym — x deviendra 

y* — i3, x", c'est-à-dire , le cube d'une ordon-

née quelconque est égal au produit de l'absciíís 

correspondante par le quarré du paramètre égal 
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à l'unité ; ce qui est en effet l'équation à une es-

pèce de paraboles cubiques. 
Quatrième Question. La valeur générale de la 

foutangente P T étant ̂ ~ , comment peut-il se 

faire que PT devienne = mx dans les courbes 

dont l'équation est/" === x. 
Réponse. Le calcul suivant va servir de solu-

tion à cette question. ym — x , donc la différence 

de ym sera égale à la différence de x , donc 

mym 1 dy = dx ; donc en faisant entrer la nou-

velle valeur de dx dans la formule générale-^ , 

l'on aura P T = J^J~~
I<

fr — Mais y
m 

= x , par hypothèse , donc mym === »?x ; donc 

PT === T?ÎX. 
j 

Cinquième Question. Comment l'équation y 1 

fc= x, peut-elle devenir yì — axx ? 
Réponse. Elle le devient par le calcul suivant. 

y * — x , donc VLV = x ( A
7cíe 4

E
. question 2.) 

doncjy3 == xx • donc_>-3 = ixx ; donc , en fai-

sant le paramètre 1 — a , l'on auray* = axx ; 

àoney'^:- = a'x* ; donc ym + a = am xn. 
4 

L'on trouvera par la même méthode que y}~ x, 

devient y* =z axxx. En effet, yi — x , donc 

|/j/4 == x , donc y4 = xxx ; donc y4, = ixxx , 

donc y* ~ axxx , donc y ,'+'S x* , donc 

ym-*~" = am

 x

a, donc nous avons eu raison d',1 f-
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surer dans la réponse à la troisième question , qtié 

lorsque l'exposant m est un nombre fractionnaire 

positif plus grand que F unité , l'équation ym = x 

équivaut à l'équation générale j'm"+ " = pm x". 

Sixième Question. Comment peut-on prouves 

que,> *= x donne l'équation «3 = xyy, la-

quelle équation convient à l'hyperboie cubique 

rapportée à ses assymptotes ? 

Réponse. i°, 11 faut se rappelîer que aa — xy 

est l'équation à l'hyperboie ordinaire rapportée 

, à ses assymptotes ( Note 5e. num. 20. ) 

20. y~* = x, donc \ = x ( Note 4
E

. ques-

tìon r. ) donc 1 === xyy ; mais dans le cas pré-

sent 1 - a1, puisqu'on ne peut pas avoir aa = xy, 

fans avoir a} — xyy , donc y 1 =z x équivaut 

à xyy — a}. 

Septième Ques ion. D'où est tirée la proportion 

dx : dy : : mym 1: 1 ? 

Réponse. Cette proportion est tirée de l'équa-

tion mym~~~tdy = dx. En effet, vous aurez cette 

équation , en multipliant d'un côté les extrêmes, 

de l'autre les moyennes de la proportion donnée. 

Huitième Question. Pourquoi, en supposant y 

— 0, la raison de dy à dx est-eile infiniment 

grande, lorsque m surpasse 1 ? . 

Réponse. Lorsque m surpasse 1 , l'exposant 

m— 1 est un exposant positif- Si y ~o , & que 

m — 1 soit un exposant positif, ìe terme mym 1 

devient 0 • donc la proportion dx : dy : : mym 

: i devient dx : dy : : 1 , ou dy : dx : :I '■ 0. 
Mais 
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Mais 1 est infiniment plus grand que 0, donc dy 

-est infiniment plus grand que dx ; donc , en suppo-

sant j' — 0 , la raison de dy à dx est infiniment 

grande , lorsque m surpasse 1. 

Neuvième Question. Pourquoi , en supposant 

y == 0
 3

 la raison de dy à dx est-elle infiniment 

petite, lorsque m est moindre que 1 ì 

Réponse. Lorsque m est moindre que 1 , l'ex-

posant m— 1 est un exposant négatif. Supposons 

m = \ , l'exposant m — 1 sera —& le terme 

my m 1 se changera en \y i = j-4— { Note 4e. 

quest. 1.) Supposons maintenant y = 0 , le ter-

me 7—^— fera - ; donc en supposant y -=. 0, & m 

moindre que 1 , le terme mym 1 deviendra - , 

& la proportion dx: dy : : my m
 * : 1 se changera 

en celle-ci dx : dy : : ~ : 1 , ou dy : dx : : 1 : |. 

Mais 1 est infiniment plus petit que \, parce que 

o est contenu une infinité de fois dans 1 ; donc , 

en supposant y = 0, la raison de dy à dx est infi-

niment petite, lorsque m est moindre que 1. 

NOTE VI11, 

L A formule générale PT = s'applique 

dans Yarticle 12 , pag. 17 , à des ellipses de tous 

les genres. La première ellipse à laquelle on Rap-

plique , est une ellipse ordinaire (Note 5, num. 6 )
S 

puisqu'on suppose que la courbe AMB, (Fig. 5. 
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VI. 1 ) , est telle que le rectangle sous les abscisses 

A P, PB est au quarré de l'ordonnée PM, comme 

le grand axe A B est au paramètre A D ; ce qui 

donne Péquation ~- =: ax — xx , en faisant le 

grand axe A B == a , & le paramètre A D = b. 

Cette équation différentiée devient
 2a

-
y
^

y
 —

 a
áx 

— zxdx ' donc dx ±= ?
aydy

-. Mettons cette 
' ab — 2bx 

nouvelle valeur de dx dans la formule générale 

V T = ~-, l'on trouvera P T ~ —^fyi^y . -
cy ab — ibx X dy 

aè — zïx'
 Mais

 équation de l'ellipse AMB donne 

ayy 1 zayv tax — zxx 
■^4- — ax - xx ; donc , JJ, =r — * 
b ab— 2bx a — 2x 3 

donc PT = aax ~ 2XX. Mais AT=PT-APc= 
a ~~2x 

2ax — 2xx 2ax — 2xx — ax ~\-2xx ax 

a-—■ 2x a—2X ~~ a — 2X ' 

i t r„ AB x AP 
donc A T = --5 —. 

AB — 2AP 

L'on apprend ensuite dans le même article 12 

à tirer une tangente à une ellipse d'un genre su-

périeur. L'ellipse qu'on suppose est telle , que le 

cube de AP X le quarré de PB est à la cinquième 

puissance de PM, comme le diamètre AB est au 

paramètre A D ; ce qui donne l'équation —-

~ X
3 X a—-x

1
, OU 2Ç- = X

3 X aa — 2ax-hxx 3 
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ou enfin a~ = aax5 — 2«x4-f- x5. Cette équation 

différentiée devient —— -ìaaxxdx— %ax3dx 

+ <x*dx ; donc dx = —,< _ ^
4
/j —. Fai-

sons entrer la nouvelle valeur de dans la for-

mule générale P T — 5 nous aurons 

$ay 5 dy _ 5^ ' 

Çjââbx* - Sabxì
 -f- j£x4 ) x áy ~~ ^aabx1 — -+ Jix4 

— P T. Mais -~ — ctctx3 —■ 2ctx4 ■+- xs ; donc en 

substituant cette nouvelle valeur, l'on aura P T 

E= = —5 j & en divilant le nume-
^aax1- ■— oax* —t- Sx 

rateur & le dénominateur de cette derniere frac-

tion par «xx — x5

 3
 l'on aura pour quotient P T 

= 5ax ~ sxx: Mais AT=PT- AP = tfLzJ^ 
%a — jx 34— $x 

$ax — $xx — %ax -f- $xx 2ax 

%a — $x %a — $x 3 

donc dans l'ellipse dont il s'agit, l'on aura A T 

__ 2AB x AP 

I" 3 AB —5 AP" 

L'on pourroit demander ici de prouver que le 

numérateur ^aax1 — loax* -t- 5X
5 divisé par axx 

—x3 donne pour quotient <^ax — 5XX. La preuve 

se présente d'elle-même. Multipliez le diviseur 

axx — x
3 par ^ax — 5XX, vous aurez pour produit 

le dividende ^aax% ■—• iOctx4-*-5xs; donc le nu-

mérateur 5«íix3 — ioctx4 -t- 5xs divisé par axx — x* 

donne pour quotient ^ax — 5XX. 
T a 
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L'on prouvera de la même manière que le dé-

nominateur ^aax* - 8ax3 -+• 5X
4 divisé par axx— x1 

donne pour quotient 3 a — 5X. 

M. le Marquis de l'Hôpital termine Yarticle 12 

par une formule générale appliquabìe à toutes les 

ellipses d'un genre supérieur. Cette formuie géné-

rale est (Note 5 , num. 25 , 24 , 25 ). 

m H-n 

b 

== xmXa — Tout ce qui peut arrêter un Com-

mençant dans le calcul de cette formule , est 

éclairci dans les questions luivantes. 

Première Question. Quelle est la division qui a 

donné le quotient m~ï~nx . a.~~zg
 t

j
r
^ d

e
 j

a
 fraction 

ma —x— nx 

nx x a x 

mx X a x — na x X X 

Réponse. i°. Le numérateur de la fraction d'où 

ce quotient est tiré , est m -+- nxm x a~ x". La 

quantité m ■+• «xm a été divisée par xm '. En effet 
' m 1 - ■ st m i 1 m m H— i 
m~h nx aiviie par x donne m nx 

r= m H- nx1 r- m -H «x. Pour la quantité ~â^-x
n

, 

elle a été divisée par
 tí

 — x"~~
 1 , puisque a — x" 

j- -rí a 1 n n 4- 1 i 
aivnepartí-x ^,a—je ' ^a-xz=a-x. 

20. Le dénominateur de la fraction qui a donné 

le quotient dont on parle , est mxm~*1 x a— 'x 

— na — x ' X xm. Ce dénominateur est comme 

composé de deux parties ; la première est mx"""1 

X a~^~x°- La première quantité de cette première 

partie, c'est-à-dire, mxm ~1 a été divisée par xm~", 
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ce qui a donné m pour quotient. La seconde quan> 

tité de cette même partie a été divisée par 

*' ; ce qui a donné pour quotient, com-
X 

me ci-defíus, a —x. Aussi le quotient total de 

cette première partie est-il m x
 a

. 
La ieconde partie du dénominateur en question 

1 x x". L'on a divisé est- na X /x A . i_i uu a. ui vnv, na — X 

, & l'on a eu pour quotient — n> 
1, & l'on a eu, 

x. Aussi le 

par a — x 

L'on a ensuite divisé xmpar 

comme ci-desius , pour quotient x' 

quotient total de cette seconde partie est-il 

— n Xx = — nx. 

SiPT = 
nx X a ■ 

ma 

— ; l'on aura évidem-

ment PT 
■ n x ax ■ nXax-

ma mx ■ nx ma 

Seconde Question. Comment a-t-on trouvé AT 

ma m — nx 

Réponse. AT = PT AP — 
■n X ax ■ ■ xx 

ma nx 

m -h- n ax — m — n XX 

ma — m — nX 

nax — nxx — max n X X 

m a n X 

nax à cause des quantités qui se dé-
ma — m — nX 

truisent dans le numérateur. 
Corollaire. Toutes les opérations que nous ve-

nons de faire dans cette Note 8 prouvent qu'il est 

S5 
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plus facile de manier une équation qui a des chif-, 

fres pour exposants
 3

 que d'en manier une dont les 

exposants íont des lettres. 

NOTE IX. 

X J' ARTICLE 13, pag. 18 est pour l'hyperbole, 

çe que Y article précédent a été pour l'ellipse. Voici 

quelques remarques qui serviront à l'éclaircir. 

i°. La lecture de la Note 5
 e , convaincra tout 

homme qui est au fait des Sections coniques, que 

ay m n
 n 

1 équation — = x X a -+ X elt une équation 
b 

générale à toute hyperbole dont on fàit le grand 

axe A B, ( Fig- 6. PI. 1 ) , — a , & le paramètre 

ç= b. Cette équation maniée comme celle de l'ei 

lipse dont elle ne diffère que par les signes , sert à 

çrouver les tangentes finies de l'hyperbole. 

20. L'asymptote est la tangente infinie.de l'hy* 

perbole , c'est-à-dire , la tangente d'une hyper-

bole qu'on suppose s'être élargie à l'infini. La \w 

gne C E, par exemple , ne peut être regardée corn? 

me tangente de l'hyperbole A M , {Fig. 6. PL 1 )» 

qu'autant qu on supposera infinies l'abscisse AP = M 

& l'ordonnée PM =y. Dans cette hypothèse Pé* 
nax j , , nax 

quation ==- devient d abord - , 
ma -1- "V L_„~ 

parce que ma est infiniment petit vis-à-vis 

( Note 2, num. 4 \ Mais J™fL — —-— a : 

4onc dans cette hypothèse A T devient —a. 
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Mais en considérant CE comme tangente , AT 

devient A C ; donc en considérant C E comme 

tangente, l'on aura A C = —-— a. 
° lìl —r- n 

3°. Par la même raison l'équation générale 
_-.ni-H—n sl 

——. = xm X a H- x deviendra , à cause du ter-
b 

me infiniment petit a vis-à-vis le terme infini-

ment grand x , —■ = x
m
 x x

n

5
 ou

 =
x

!a+n 

ou enfin aym^n = bx™^". 
4

0
. Si l'on fait m-\-n — p , Ton aura ay*'— bx

p
. 

5
0

. Si l'on extrait ía racine p des deux membres 
p 

de cette derniere équation , l'on aura \/ay* 

= ou ̂  y a = x ]/£ ; donc ̂  y« == dx y b, 
p p 

parce que les constantes y a & }/b n'ont point 

de différence ; donc dx : dy : :sya : y b. 
6°. En supposant la ligne CE prolongée à l'in-

fini, on concevra au point où l'asymptote C E 

rencontrera l'hyperbole A M, un triangle infini-

ment petit qui sera semblable au triangle C A E , 

c'est-à-dire, qui sera vis-à-vis le triangle C AE , 

ce que le triangle infiniment petit MR«,( Fig. 

3. PI. 1), est vis-à-vis le triangle TPM. L'on 

pourra donc dire du triangle infiniment petit idéal 

MR m & du triangle fini C AE, que ces deux 

triangles ont leurs côtés homologues proportion-

nels ; donc MR : : : CA : AE j donc dx : dy 
P P r 

: : C A : AE. Mais ( num. dx : dy : :ya: y b; 
S

4 
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P 

\/a 

P y P 

donc y a : y b : : C A : AE. Mais ( num. 2 ) C A 

— ——- a — - a ; donc 1/a : y b : : — a : AE : 
m -+- n p r y p 

doncAE^X- 5 donc AE = J 

Va 

71 ^ 

donc AE = — ybav 1 ; donc connoissant CA, 
p 

il fera très facile de trouver AE, & de tirer par les 

points C & E l'asymptote C E. 
7°. Dans l'hyperbole ordinaire où m = 1 & 

»=i,la formule A C = —— a — — a de-
m~\~ n p 

vient AC = ̂ =|AB, c'est-à-dire, l'asymp-

tote doit partir du centre du grand axe A B. 

8°. Dans l'hyperbole ordinaire , la formule AE 

= - {/ba
p
 —

1
 = —^— "\7ba

m n
 —

1
 devient 

p * m -f- 71 

9°. Dans l'hyperbole dont il s'agit ici, l'on a 

fait le grand axe = a & le paramètre = b ; donc 

le petit axe fera = \/a~6 1 parce que dans l'hyper-

bole le grand axe : au petit axe : : le petit axe : au 

paramètre ( Note 5. nu m. 19 ) ; donc en faisant le 

petit axe=c, l'on aura a : c : : c : b ; donc cc — ab\ 

donc c — ~]/ab; donc si A E — \ Y ab, il faudra 

que la ligne A E par l'extrêmité de laquelle pas-
sera l'asymptote C E , soit égale à la moitié du pe-

tit axe de l'hyperbole donnée. 

\ 
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NOTE X. 

f /o N suppose dans Y article 14 , pzg. 19 une 

courbe quelconque AM, (Fig- 6. P/. 1.) dont 

Téquation soit y1 — x3 = axy ; Ton apprend dans 

cet article à tirer à cette courbe des tangentes fi-

nies & infinies, les réponses aux questions suivantes 

le mettront à la portée de tout ìe monde, 

Vremiere Question. Comment a-t-on trouvé 

ydx 3yï—axy 

dy jxjf -+- ay' 

Réponse. La différence de l'équation donnée 

étant ^yydy — $xxdx == axdy -+- aydx , l'on aura 

ìyydy — axdy ==. ^xxdx -t- aydx ; donc dx 

== Ì20f
dy axdy^ jy[

ettons cette nouve
n

e
 valeur 

$xx -t- ay 

de dx dans l'équation P T , nous aurons PT 

%y^dy — axydy gy$ — axy 

yxx -i-ay x dy %xx -f- ay 

Seconde Quejlion. Comment a-t-on trouvé AT 

axy
 ? 

yxx -f- ay " 

&Wè. AT=PT-AP = ̂ ~^- x 
x -+- ay 

%y * — a,yy — 3xarx — axy %yl — 2x^ — 2axy 

%xx -h ay 3xx -f- ay 

Mais — 3x3= ^axy , puisque hypothèse 

Ì ? j t» — 3*
3—2_*y X .—• xJ = axy * donc 1 on aura — - -

3 %xx —f-

=
 =

 «y ,, -2
 AT

.
 Vo

_ià
 P

our 
2^ ay ^xx -h ay r 

les tangentes finies. 
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Troisième Question. En faisant t == —^— . 
$xx -+- ay 3 

comment a-t-on trouve y — -— ? 

Réponse. Le calcul suivant le fera toucher au 

doigt, t— - ̂ ^ ; donc 3?xx + ay = #xy ; 

donc 3íxx=ctxi/- «y/ ; donc j' —= ———. Mais en 
ax — at 

supposant x infini, l'on a ax — at = ax ( AW 2 , 
num. 4 ) j donc dans cette hypothèse l'on aura y 

*jtxx %tx 

ax a 

Quatrième Question. Comment a-t-on trouvé 
AC=Í = Í«? 

Réponse. On l'a trouvé par le calcul suivant. Par 

hypothèse l'on ay —x} — axy. Mais y =
 3 A 

j 27£3Jf? , ìatXX , 
donc Ion aura x* — 2 • donc 

a5 a 

27f^x^ ■—a^ 
—j — _ 3txx j donc 2jtixi —^3x} — 3ct3íxx; 

donc 27^'x5 — 3ct3/'xx.-—«'x'. Mais à cause de Tin-

fini du troisième ordre x5,l'on aura 27/'x3 — ^.ahxx 

~ 2jtìx,J ( Note 2. num. 4. ) ; donc 2jt3xì — <3
5x3; 

donc 3?x = ax, parce que les deux racines cubiques 

de deux cubes égaux font égales ; donc 3? -r a ; 

donc Í = ~ = donc le point d'où doit partir 

l'asymptote CE est trouvé, puisque A C doit être 

le tiers de la ligne donnée a. 
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Cinquième Question. Comment a-t-on trouvé 

Réponse. Au point où l'asymptote CE , (Fig. 

6. PI. 1 ), touchera la courbe. Imaginez , comme 

dans la Note précédente , num- 6 , un triangle in-

finiment petit M R m dont les deux côtés dx & dy 

seront en proportion avec les deux côtés AT & 

A S du triangle TAS. Mais AT=^ — x 

=
.ydx^ xdy _ ^

onc
 p

Qn
 p

0urra
 ^ire dx : dy: : 

yJ*-xdy.
AS donc

 £g£
 dn

 ̂
y
d*-*dyx dy 

dy dy 

donc AS X dx—ydx >—-xdy ; donc AS
 xd

~ 

xdy 

Sixième Question. Comment a-t-on trouvé AS 

ìyy — <** 
Réponse. i°. L'on a trouvé (quest. i. de cette 

note ) "$yydy — axdy z±z ^xxdx -fr- aydx j donc dy 
_ j>xxdx H- aydx 

3yy — ax 

2°. A S = y — S~ ( question précédente ) donc 

A c
 x , x • Sxxdx -+ aydx 

S —y ~~xdy—y _ — x — — 
dx dx %yy — ax 

^x^dx — axydx %xl — axy 

^ m — «* x dx ^ 3yy — ax 

v o, 
sa 

C >ç 
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_ jy* — a*y — 3xl — axy 3yl — — 2axy 
Jyy — ax 3yy — ~* 

3°. Par hypothèse , y1 — x3 — ctxj » donc iy* 
, i r AO ?y5 —7x^> — 2axy 

.— 3x3 = zaxyi donc íi AS = 3 ■> 3 2yy — ax 

l'on aura A S = ~ 2^ = ; donc 
3j7 — ax 3yy — ax 

en faisant A S = s, l'on aura s = —. 
3yy-~ax 

Septième Question. Comment a-t-on trouvé f 

Réponse. i°. s = ~ ^_
ax

; donc ^syy— asx 

■=. axy $ donc ^xj^ ■+■ ÍÎÍX = yyy ' donc x — '^y^-as 

2°. En supposants infini, l'on aura ct>'+ctí ~ay 

( AW 2. w««2. 4. ) donc x — —: 

3°. L'équation à la courbe en question esty 

— x3 r axy ? donc elle sera y — ̂
i

 y- = ^syy ; 

donc <a3y — 27í3y = ^alsyy ; donc #3y = 2jí3y 

-+- ^ahyy. Mais à côté de l'infini du troisième ordre 

y , le terme 3ct3íjy/ devient nul (Note 2. num. 4); 

donc l'on aura 27í3y = a'y ; donc l'on aura par 

l'extraction de la racine cubique, yy = ay ; donc 

3 donc 3J = a ; donc
 J
 — ^ i doncs = ia i 

donc lorsque AS devient AE, l'on aura AE == 

donc en prenant les lignes A C , AE égales cha-

cune au tiers de la ligne donnée a, & en menant 

par les points C & E la ligne indéfinie C E , l'on 

aura l'asymptote de la courbe A M. 
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Remarque. C'est ainsi qu'il faut lire les autres 

propositions de ce Livre, si l'on veut en saisir toute 

la beauté & toute l'utilité. Dans les Notes suivan-

tes nous nous occuperons moins à faire des cal-

culs , qu'à donner une idée nette de certaines 

courbes dont M. le Marquis de l'Hôpital suppose 
que son Lecteur a une connoissance parfaite. Ces 

courbes font la cycloide, la spirale, la conchoide, 

la ciífoide , la logarithmique , &c, 6rc. Par là 
nous rendrons un véritable service aux Commen-

çans qui ne scauroient trop s'exercer à trouver , 

fans le secours d'autrui, la marche que notre in-

comparable Auteur a suivie, pour arriver à telle 

ou telle équation. 

NOTE XI. 

v A N T que de lire Y article 15 , pag. 21, il est 
nécessaire de se former une idée nette de la Cycloi-

de que l'on appelle quelquefois Roulete, & quel-

quefois Trochoide. C'est une courbe produite par 

une entière révolution d'un globe ou d'un cercle 

fur une ligne droite. Imaginez-vous donc un cer-

cle qui roule fur une ligne droite , par exemple , 

fur une ligne horizontale. Lorsque tous les points 

de fa circonférence se seront exactement appliqué 

sur cette ligne, il aura décrit une courbe à laquelle 

on a donné le nom de Cycloide. Le P. Mersenne 

s'est apperçu le premier que le clou de l'une des 

roues d'une charéte décrivoit dans l'air une Cy-

cloide , parce qu'il étoit animé de deux mouve-

ments simultanés, l'un en avant en ligne droite > 
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l'autre circulaire autour de l'eíïleu de la roue. 

Cette découverte, fut faite en 1615 • La Figure 7 

de la Planche 1 représente une demi-cycloide. Sa 
demi-circonférence CM A a été produite par la 
révolution de la demi-circonférence circulaire 

A P B sur la ligne C B. Cette ligne CB , nécessai-
rement égale à la demi-circonférence APB , s'ap-

pelle la base de la demi-cycloide CM A. Elle a 

pour axe le diamètre AB du cercle générateur , 

c'est-à-dire, du cercle par la révolution duquel 

elle a été produite • pour sommet, le point A ; 

& pour tangente au point M , la ligne M T pa-

rallèle à la corde AP. II est démontré que le con-

tour de la cycloide est quadruple du diamètre de 

son cercle générateur ; l'on a donc la courbe 

CM A double du diamètre AB. II est encore 

démontré que si d'un point quelconque M de 

la cycloide C M A , on mene une ligne quelcon-

que M P Q parallèle à la base CB, & qui coupe 

en un point quelconque P le cercle générateur 

APB décrit sur Taxe AB, il est démontré , 

dis-je , que Tare de cercle A P qui dans cette oc-* 

casion prend le nom de coupée , est égal à la 

droite M P que l'on regarde comme Y appliquée 

correspondante de la coupée dont nous venons de 

parler. II est enfin démontré que la corde A P 

de la coupée A P est parallèle à la ligne M T 

tangente au point M de la cycloide CM A , & 

que cette même ligne MT a pour foutangente 

la ligne PT tangente du cercle au point P. 

Toutes ces vérités font démontrées dans tous 
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les Traités complets de Méchanique, & nom-

mément dans celui de M. l'Abbé de la Caille , 

pag. 180. art. 5 15 ô" suiv. Rien donc n'est plus 

facile que de trouver l'équation à la cycloide. 

Nommons pour cela x la coupée AP, j/ l'appìi-

quéc M P, b la base CB , & a la demi - cir-

conférence APB ; nous aurons x : y: : a : h , 

parce que x , &ca=zbi donc £x = «y 5 donc 

x = -y i & c'est là l'équation à la cycloide sim-

ple , dont il est question dans cette seconde pro-

position ; & en général dans toute cycloide la 

circonférence du cercle générateur est à la baie , 

comme la coupée est à Pappiiquée. 

NOTE XI l 

QUOIQU'IL ne s'agisse dans les articles 17 & 

18 , pag. 22 que de la cycloide simple , il est bon 

cependant de sçavoir ce qu'il faut entendre par cy-

cloide allongée, & par cycloide accourcie. Dans la 

première la base est plus longue, & dans la secon-

de elle est plus courte que la circonférence du cer-

cle générateur. Voyez-en la formation physique 

dans l'endroit de la Méchanique de M. l'Abbé de 

la Caille que nous avons indiqué dans la Note 

I précédente. Ce qu'il faut remarquer ici avec at-

tention , c'est que dans la cycloide simple l'on a 

nécessairement MP = PT , ( Fig. 7, PI. 1 ), parce 

que M P —y , & que PT = j- devient — y 

dans cette courbe, à cause àea—b.- Ni. le Mar-
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quis de l'Hôpital a donc raison de dire ( art. 18 ) 
que dans la cycloide simple le triangle MPT est 

isoscéle. II a encore raison de dire que l'angle 

A P Q., est mesuré par la moitié de Tare AP, 

parce que si le cercle APB étoit fini , sangle 

APQ.insisterait sur un arc de cercle égal à l'arc AP. 

NOTE XllL 

T / ARTICLE 21, page 25 présente deux dit 

ficultés. L'on dit i°. que puisque PT est
 s
-j^~ , il 

■ m -+- n 

r mst -+- nsty ^ i r 
sera ——:—^——. Cette valeur ne coûtera prêt 

mt^nxm— ns? x 1 

que rien à trouver, si l'on prend garde que l'équa-

m
_
t
_„_

I
, mt7nxm—1dx-nsfxm—1dx 

tion m*ny ^ ldy — -± ì ■ 

donne naturellement dx— 

t 

ml -f- ntym ~hn — 'dy 

Tíj
n
*

m
—' — nsfxm— 

L'onxfera entrer cette valeur de dx dans
 S1ÈL & 

xdy 

l'on trouvera à l'instant ce que l'on cherche. 

La seconde difficulté que présente Y article 21 

est beaucoup plus considérable. M. le Marquis de 

l'Hôpital y avance que si les courbes AQC, BCN, 

( Fig. 8 , PI. 1 ) , devenoient des lignes droites, 

la courbe MC, seroit alors une des Sections co-

niques à í'infini. M. Varignon a rendu cette re-

marque sensible par les Figures 163 & 164 de la 

PI. 8. fur lesquelles il faut continuellement avoir 

les yeux: Soit, dit il, un triangle quelconque rec 

tiligne ECF, dont C soit le sommet, EF la base, 
St 
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& CE , FC les deux côtés, lesquels représentent 

les deux courbes A Q.C , B C N dont ils étoient 

auparavant les tangentes. Des points N d'un des 

côtés C F, pris & prolongé à dilcrétion , soient 

autant de N P parallèles à CD, lesqueiles ren-

contrent la base E F en P , & l'autre côté en Q. 

Soit pris ensuite sur ces N P un point M , tel que 
——— m m n a 

l'on ait partout P Q. : P M : : PM : P N , je dis 

que la courbe MMC fera une des sections coni-

ques à l'infini. II n'est pas nécessaire de faire re-

marquer que m & n représentent des exposants 

quelconques. 

Dêm. A cause des parallèles P N , C D , l'on 

auraPQ: CD : : EP : ED , & PN : CD : : PF 
m . m m • m n 

:DF;doncPQ. : CD :: EP : ED , &PN : 
n n n 

C D : : P F : D F ; donc , en multipliant par or-
m . n — m -4— n 1— m 

dre, l'on aura P Q. x P N : C D : : E P x 

PF : E D'x DF
n

. Mais, par hypothèse , 'P*Q" : 

P M": : PM°: PN°; donc PQ.™ x PN* = 
1 m —j— n 

P M j donc la cinquième des proportions pré-
m -+- n 

cédentes se changera en celle-ci, P M : 
m —}— n 1 m 1 ' n -- —- m n 

CD : : E P x P F : E D x D F . 

Supposons maintenant W=I,&K=[, l'on 

aura PM1 : CD1 : : EP x P F : ED x DF , c'est-

à-dire , le quarré de l ordonnée P M : au quarré 

de 1 ordonnée C D : : le rectangle fous les abscis-

ses qui correspondent à l'ordonnée P M : au rec-

V 
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tangle qui correspondent à l'ordonnée CD; ce 

qui est le lieu à Pelîipse & à l'hyperbole ordinaires 
-m-)—n m-f-n 

(Note 5 ,num. 9 & 16); doncPM : CD 
— m n m —n 

: : EP x P F : ED x D F est le lieu à Pel-

îipse & à l'hyperbole de queîque genre qu'elles 

soient ; donc íì les courbes A Q,C, BCN, F/g. 

8. VI. f. deviennent des lignes droites, la courbe 

MC fera alors une des sections coniques à l'infini, 

sçavoir une ellipse , lorsque l'appliquée C D, qui 

part du point de rencontre C, tombe entre les 

extrémités A, B, & une hyperbole , lorsqu'elle 

tombe de part ou d'autre. 

En si n , M. le Marquis de l'Hôpital assure que si 

les courbes AQ.C , BCN deviennent des lignes 

droites, & que Tune des deux, par exemple, 

A Q.C soit parallèle au diamètre A B, la courbe 

M C sera une parábole, parce que dans cette 

courbe les diamètres font parallèles à l'axe, & 

que la courbe A Q, C transformée en ligne droite, 

deviendra diamètre de la courbe MC qui aura 

AB pour axe. 

NOTE XIV. 

T 1 A Proposition 5 , pag. 26 suppose la connais-

sance de la spirale d'Archiméde dont voici la 

construction & l'équation. Divisez la circonférence 

A B C D, Fig. 16 5. PI. 8, en un certain nombre de 

parties égales, par exemple , en 4. Faites-en de 

même pour son rayon ah. Imaginez-vous ensuite 

que le rayon ah parcourt en 4 instants égaux la 
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circonférence ABCD, tandis que dans le même 

tems le centre a monte de a en A. II est évident 

que par ce double mouvement ce centre décrira 

la première spirale a, b , c, d, A. La seconde 

AghiV sera décrite de la même manière. Le cen-

tre a devra monter jusqu'au point F, tandis que 

le rayon «F parcoura la circonférence F G HI. 

Pour avoir l'équation à la première spirale , 

nommons b la circonférence ABCD, a son ra-

yon a A, & supposons que le rayon a A parcoure 

í'arc AC , tandis que le centre a parcourt ctN = ac» 

Dans cette supposition nous aurons l'arc ACpour 

abscisse, & ac pour son appliquée correspondante. 

Si I on appelle cette abscisse x , & son appliquée 

correspondante y ; l'on dira la circonférence 

ABCD parcourue en 4 instants égaux : au rayon 

a A parcouru dans ce même tems : : l'abfcisse AC 

parcourue, par exemple , en 2 instants : à l'appli-

quèe ctN = ac parcourue aussi dans 2 instants , 

c'est-à-dire, b : a : : x : y , donc by = ax , donc 

> = y, & c'est là l'équation à la spirale d'Ar-

chiméde. Descartes prétend dans le livre 2 de fa 

Géométrie que cette courbe n'est que mécanique. 

Voyez la diicuílion de ce point de Mathématique 

dans la vie littéraire de ce grand Homme, pag, 

301 & suivantes ; elle forme le premier volume de 

notre Traité de paix entre Descartes & Newton
 y 

3 vol. in-12 imprimé à Avignon chez la Veuve 

GIRARD en Tannée 1763. 

vil 
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NOTE xv. 
T i A Proposition 6 , pag. 2 8 suppose la connois-
sance de la conchoide de Nicoméde ; aussi allons 

■nous en faire la description, & assigner ensuite 

l'équation de cette courbe. Imaginez-vous donc 

les lignes droites indéfinies AP, CBc, Fig. 166. 

PI. 8 , qui se coupent à angles droits au point B. 

Sur la première vous déterminerez A B & B P ; 

& après avoir pris le point P pour point fixe, vous 

ferez tourner autour de cette espéce de pôle la 
ligne B A , de telle sorte qu'elle passe toujours fur 

la directrice CBc. Dans toutes les positions que 

AP aura vis-à-vis CBr, vous couperez au dessus & 

au dessous deCBc les lignes CD, Cd, cD, cd 

égales à B A. La courbe qui joindra les points 

D , D fera la conchoide supérieure ; & celle qui 

joindra les points d, d fera la conchoide inférieu-

re. Si l'on nomme B A , a ; PD, y j PC, x • l'on aura 

nécessairement PD — P C = D C, donc P D - P C 

r=r B A , doncj — x = a ; & c'est-là l'équation 

à la conchoide de Nicoméde. 

NOTE XVI. 

L'A R T 1 c L E 26, page 3 o peut absolument se 
passer de commentaire. Si cependant l'on se trou-

voìt arrêté sur la fin de cet article, l'on pourroit 

consulter ,*non pas le livre 3 , mais la section 4 
de la partie 1 du livre 2 de la Géométrie de Des-
cartes commentée par le P. Rabuel Jésuite, & ira-
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primée en un vol. /rc-40. en 1730 à Lyon chez 

Duplain. Au reste la Paraboloide donc parle M. le 

Marquis de l'Hôpital, n'est pas le solide que les 

Géomètres appellent conoide paraboloide, c'est une 

ligne courbe du troisième degré formée par l'in-

tersection continuelle d'une ligne droite & d'une 

parabole ordinaire. Voye\ Descartes & son Com-

mentateur a Cendroit cité. 

NOTE XVII. 

P o u R comprendre sans peine la proposition 8 , 

pag. 3 1 , il faut se former auparavant une idée de 

la cissoide de Dioclés reprélentée par la figure 14 

de la planche 1. En voici la formation. L'on me 

donne le demi-cercle B A F avec la tangente infi-

nie Bb. Du point F, je tire jusqu'à la tangente Bb 

prolongée à volonté , les lignes F b, F A que je 

continue mentalement jusqu'en V, FR que je 

continue mentalement jusqu'en r &c. Parmi les 

lignes tirées du point F à la tangente B b , je fais 

ensorte qu'il y en ait une, comme FA , qui passe 

par le milieu A de la demi-circonférence B A F. 

Sur la ligne Fb , je prens FM=z £N. Sur la ligne 

F A prolongée mentalement jusqu'en V , je prens 

FA ~ AV. Sur la ligne FR prolongée mentale-

ment jusqu'en r, je prens Ft = Rr ; la courbe qui 

passera par les points F, M, A, t fera la cissoide de 

Dioclés. Dans cette courbe l'on a F M = £N , & 

par conséquent Fb = F N -+- F M. L'on a encore 

FP — ?b, & par conséquent F& ~ 2F P. Mais 
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Fb — FN + FM , donc FN+FM = 2FP. 

Nommons donc avec M. de 1 Hôpital F My, 

FNK,FPx,l'on aura y x = 2X ; & c est-là 

Téquation à la cissoide. 

NOTE XVIII. 

JTJ A connoissance de la quadratrice de Dinostra-

te est nécessaire pour l'intelligence parfaite de la 

Proposition 9e. pag. 34. Pour en saisir facilement 

la formation j imaginez-vous que tandis que le 

rayon AF
 3

 Fig. 17. PI. 1, parcourt par un 

mouvement uniforme le quart de cercle A B , la 

tangente A H va parallèlement à elle-même le 

long du même rayon AF, de telle forte que lors-

que le rayon A F se trouve avoir parcouru le 

quart, la moitié, les trois quarts de la circonfé-

rence A B, la tangente A H a parcouru le quart, 

la moitié , les trois quarts du rayon A F ; la 

courbe A M G qui passera par tous les points 

d'intersections du rayon A F & de la tangente 

AH , s'appelle quadratrice. Dinostrate son inven-

teur s'en servit pour trouver la quadrature appro-

chée du cercle. Pour avoir l'équation à cette cour-

be , nommons b le quart de cercle AB, a le ra-

yon A F , y une partie quelconque de la circon-

férence A B parcourue par le rayon A F , x une 

partie quelconque du rayon A B parcourue par 

la tangente AH, nous aurons par conjtruclion b : 

a : :y:x, donc ay =. bx, donc y = ~ , èqua-

%\on a la quadratrice. 
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NOTE XIX. 

L'ARTICLE 31 , pag. 36 a besoin de deux 

éclaircissements ; on les trouvera dans les répon-

ses aux questions suivantes. 

Question \. En mettant pour x fa valeur ̂ , & 

en divisant ensuite le tout par b —y 5 comment 
, bss — yss bss 

a-t-on trouve = — ? 
aa — ax aa 

Réponse. i°. En supposant x — ~
 3

 l'on aura 

» aay aab — aay 
aa — ax~aa ~- — —-• 

o b 

aab — aay , bss-—yss ,
r 

2°. aa — slxr= —— 5 donc -—■ sera 
b aa. — ax 

égal à bss —yss divisé par
 aab

-
 aay

-. 

3°. bss —yss divisé par
 aab aay

 donne évi-

, bbss — byss 
demment —: —. 

aab — aay 

4
0

. Divisez par b —y le numérateur & le déno-

minateur de cette derniere fraction, vous aurez 

bss 

a a 

Seconde Question. En supposant F T = ^ , 

comment peut-on prouver que FT est troisième 

proportionnelle à FG = y, & à FM=J2 

V4 
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Réponse. La troisième proportionnelle aux quan-

■ <
 A A

 Q~ n bSS
 T

 A A bss , 
tites— pc s elt — , puiíque — :s:: s: — ; donc 

b a a 1 1 b a a 

&c. 

NOTE XX. 

L E s remarques suivantes ne seront pas inutiles 

pour l'intelligence de l'article 3 2, pag. 37. 

i°. On peut regarder m R, Fig. 18. PI. 2, com-

me parallèle à MF , parce que l'angle M F R est 

est lupposé infiniment petit , & par conséquent 

sensiblement nul. Par la même raison les lignes 

m S & rn O peuvent être regardées comme pa-

rallèles , l'une à M G & l'autre à M H. 

20. Le centre commun de gravité des poids 

appliqués en C, D, E , que j'appellerai les poids 

C, D, E , est le point autour duquel ces poids 

étant íuspendus comme autour du point fixe d'un 

levier quelconque , resteroient dans un parfait 

équilibre. 

30. Pour trouver le centre commun de gravité 

des poids C , D , E, je cherche d'abord celui 

des poids D & E par la régie suivante i la somme 

des poids D & E : à la longueur de la ligne qui 

marque la distance de leurs centres : : le poids D 

: à la distance du poids E au centre commun de 

gravité que je cherche , & que je nomme x. Cette 

première opération faite, je rassemble mentale-

ment les poids D & E à leur centre commun de 

gravité x j & pour trouver le centre commun de 
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gravité des trois corps donnés, je dis, la somme 

des poids C, D , E : à la longueur de la ligne 

qui marque la distance du point x au centre du 

poids C : : le poids C : à la distance du point x au 

centre commun de gravité des poids C, D, E. Ce 

centre se trouvera dans la ligne M P à laquelle 

font perpendiculaires les lignes CL, K D , IE ; 

& comme la tangente au point M est parallèle aux 

lignes CL , K D , IE , il s'enfuit que MP est per-

pendiculaire à la tangente au point M ; donc la 

perpendiculaire que l'on cherche pour la solution 

du problême proposé, est cefle qui passe par le 

centre commun de gravité des poids C , D , E. 

NOTE XXI. 

D £ s lignes a, b dont il est parlé fur la fin de 

Yarticle 34 , pag. 44 , l'une b est tirée d'un point 

quelconque de la courbe perpendiculairement à la 

directrice , l'autre a est tirée du même point au 

foyer. Or il est évident que dans la parabole a est 

égal à b , que dans l'ellipie a est moindre , & que 

dans l'hyperbole a est plus grand que b. 

NOTE XXII. 

~NÍ. le Marquis de l'Hôpital assure à la fin de 

Yarticle 36 , page 45 , que M R , Fig. 25. PI. 2 , 

est egal a ^ ^ ~. Pour le faire 

toucher au doigt, il auroit dû tirer la ligne O V, 

parallèle à Q.P ; il a été absolument nécessaire
 3 
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pour nous rendre intelligible, d'ajouter cette ligne 

OV à la figure 25. Cela une fois fait, voici com-

ment je raisonne. 
i°. A cause des triangles semblables O VS , 

OLR, l'on aOV:OL:: VS:LR; l'on a 

donc PQ. : P M : : VS : LR. Mais VS t= QS - Q.V 

= QS — OP ; donc_PQ^ JPM : : QS — OP : LR i 
,
 T

 _ P M x Q S — OP 
donc LR = p-Q • 

2°. MR = LR + O P ; donc MR = 
PM XQS-OP + PQXOF 

PQ 

30. PQ — P M + M Ci ; donc MR = 
PMxQS — oV + OPxPM + MQ 1 

p-^- < j donc ion 

aura, en ôtant les quantités qui se détruisent 
MR = PMxQS + OPxMQ

D
 , x, 

—. Prenez garde a la 

faute qui se trouve à la page 46 ; elle est marquée 

dans Y errata. 

NOTE XXI11. 

POUR mettre à la portée de tout le monde 

Y article 3^9 , pag. 48 , il est nécessaire de faire 

connoître la logarithmique représentée par la 

Figure 8o de la Planche 5. C'est une courbe dont 

les abscisses font les logarithmes des ordonnées, 

c'est-à-dire , c'est une courbe dont les abscisses 

suivent la proportion arithmétique , ôc les or-

données la proportion géométrique. En voici la 

description. Sur la ligne KQ. qu'on pourra pro-

longer à volonté, élevez les deux perpendiculai-
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res PM, fn- Coupez Pf en deux parties égaies 

au point p. Elevez à ce point la perpendiculaire 

pm qui soit moyenne proportionnelle aux lignes 

PM & fn. Prenez fg === pf. Elevez au point g la 

perpendiculaire go qui soit troisième proportion-

nelle aux lignes pm , fn ; la courbe que vous 

tirerez par les points M , m , n, 0 fera une por-

tion de la logarithmique. En effet, tandis que les 

ordonnées PM , pm , fn , go gardent la propor-

tion géométrique continue, les abscisses corres-

pondantes Pp , f f, Pg gardent la proportion 

arithmétique continue ; donc Pp peut être re-

gardé comme le logarithme de pm F f comme le 

logarithme de fn ; Pg comme le logarithme de 

go , &c. Dans cette courbe, il est vrai, la ligne 

PM n'a point de logarithme ; mais dans le fait 

elle ne doit en avoir aucun , puisqu'elle est prise 

pour Y unité, & que le logarithme de Y unité est 0. 

Ce quil faut bien remarquer , c'est que dans 

toute logarithmique les soutangentes sont égales, 

par exemple , les soutangentes pb, fe, &c. sont 

égales. Cela vient de ce que Pp , pf, &c. sont 

des quantités égales entr'elles, de même que Mm, 

mn , &c. Voilà pourquoi M. le Marquis de l'Hô-

pital annonce que lorsque la soutangente de-

meurera par tout la même , la courbe LM , 

{Fig. 26. Pl. 2.) sera logarithmique. 

NOTE XXIV. 

ÇJOMME Y article 40 , page 49 sera appliqué à 

la logarithmique spirale, il est nécessaire de don-
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ner ici la description de cette courbe. Divisez lè 

quart de cercle BGD, {Fig. 87. PI. 5.) en un 

nombre quelconque de parties égales Bb , bG, 

Gg , gD. Sur les rayons Ob , OG , Og , prenez 

les parties ON, O», Or en proportion continue ; 

les points N , n , r appartiendront à la loga-

rithmique spirale. Cette courbe a pour appliquées 

les lignes ON, On, Or, ou fi l'on veut, b N, 

GH , gr qui font en proportion géométrique con-

tinue , & pour abscisses correspondantes les arcs 

Bb , BG, Bg qui font en proportion arithméti-

que continue. Auffi peut-on regarder celles-ci 

comme les logarithmes de celles-là. 

C'est dans l'article 42 que se fait l'application 

de ì'artitle 40 à la logarithmique spirale. L'on y 

suppose que la courbe F Q. ( Fig. 27. PI. 2.) est 

une hyperbole dont AB est l'une des assymptotes. 

Nous avons déja fait remarquer dans la Note 5. 

nu m. 20. que AGxGQ est un rectangle égal à un 

quarré constant que M. de l'Hôpital nomme ici 

fs; donc uy =ff; donc GQ (à )=- -; donc, 

en supposant le point G au point A , l'on aura 

f f 
GQ.=z —

 =
 oo ^ aussi GQ.devient-elle alors se-

conde assymptote de l'hyperbole FQ.. L'espace 

FEGQ est donc regardé comme infini à cause de 

son côté infini GQ.-

Lorsque A G devient = 0 , l'on a A M (y) 

■=. 0 ; donc uy = ff, devient //= 0 , & par la 

même AT (JM\ ) devient £-=,G : donc lorsque 
x cc ' cc 3 * 
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le point M de la courbe ML est arrivé au centre 

du cercle BN , c'est-à-dire ; lorsque A M — o , 

l'on a AT = «. D'ou l'on voit que la raison 

de AM à AT est constante ; ce qui est une pro-

priété de la logarithmique spirale. Tout ceci 

s'éclaircira encore plus par la lecture de Yarticle 

91 , pag 1 27, où l'on verra que AM : AT : : AC 

: CM , ( Fig. 81. PI. 5. ) Nous remarquerons en 

finissant cette Note , que l'on donne quelquefois 

le nom à'axe à la ligne des abscisses ; ce n'est 

qu'en ce sens que l'on peut regarder l'assymptote 

AB ( Fig. 27. PI. 2.) comme axe de l'hyper-

bole F a 

NOTE XXV. 

COMME la manière dont M. le Marquis de 

l'Hôpital tire dans la proposition 16 les tangen-

tes des courbes AM, BN , CO, ( Fig. 32. PI. 3.) 

n'a aucun rapport avec ce qu'il a dit dans toute 

fa seconde Section sur la méthode de trouver par 

le calcul différentiel les tangentes de toutes for-

tes de lignes courbes, nous ne donnerons aucun 

commentaire de cette proposition qui dans le 

fond nous paroit ici assez déplacée. Nous remar-

querons cependant que c'est par son inertie que 

le poids A s'oppose à la direction BF du poids B-

Nous remarquerons encore que ce qu'on a dit du 

poids A par rapport au poids B , doit se dire des 

poids A & B par rapport au poid C ; car A est 

sensiblement égal à la fraction ̂ TF- • 

SCD LYON 1



31B COMMENTAIRE 

NOTE XXVI. 

X i A régie générale dont on se sert, lorsqu'on 

veut trouver le maximum ou le minimum d'une 

courbe , est celle-ci : Dans le point ou la quan-

tité ejl devenue la plus grande , son accroissement 

ejì devenu nul, & dans le point où elle ejï devenue 

la plus petite , son décroijsement est aussi devenu 

nul. D'où il suit qu'ayant différentié l'équation qui 

exprime la quantité dont il s'agit, ou qui convient 

a la courbe dont il s'agit
 3

 il faut faire = o la dif-

férentielle de la variable qui va en croissant, puis 

en décroissant ; ou en décroissant, puis en croissant • 

& l'équation difsérentiée pouvant être réduite par 

ce moyen à des termes finis , elle exprimera le 

maximum , ou le minimum qu'on cherche. 

Pour trouver , par exemple , la plus grande 

ordonnée au grand axe AB de l'ellipse ADB 

( Fig. 30. VI. 2. ) nommons ia\ le grand axe AB ; 

ib , le petit axe , & par conséquent b , le demi-

petit axe DE ; nommons y , une ordonnée quel-

conque au grand axe ; & x , son abscisse corres-

pondante. Cela supposé, voici comment je rai-

sonne. 
i°. L'équation à l'ellipse est aayy = 2abbx—• 

bbxx {Note 5. num. 10). 
2

0
. Cette équation différentiée devient laaydy 

z=. 2abbdx — 2bbxdx. 
30. Comme l'ordonnée qu'on cherche, est sup-

posée arrivée à son maximum, elle aura à ce point 

sa différentielle dy ==. 0, donc 2aay xdy = taay^ 

♦ 
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X0,' donc 2aaydy = 0 • donc labbdx ■— ibbxdx 

^=o' donc 2abbdx = tbbxdx donc, en divisant 

tout par ibbdx , l'on aura#=x
)
* donc lorsque 

dans l'ellipse rabscisse x devient a , I'ordonnée 

correspondante y est arrivée à son maximum ; 

donc lorsque dans l'ellipse l'abscine devient la moi-

tié du grand axe , I'ordonnée correspondante est 

arrivée à son maximum. Mais le demi-petit axe 

DE a pour abscisse correspondante AE, moitié 

du grand axe AB ; donc dans une ellipse quel-

conque la moitié du petit axe est la plus grande 

ordonnée à Taxe principal. 

Voilà comment il faut opérer , lorsqu'on veut 

trouver le maximum ou le minimum d'une courbé 

quelconque dont l'équation est donnée. Voici 

ce que veut dire M. le Marquis de l'Hôpital, lors-

qu'il assure qu'il y a des occasions où une quan-

tité ne peut pas devenir de positive négative, 

fans passer par Pinfini. Toutes les tangentes TM, 

par exemple, tirées jusqu'au point D exclusive-

ment ( Fig. 30. PI. 2.) ont des soutangentes TP 

qui vont toujours en augmentant jusqu'au point 

E, & qui jusqu'à ce point sont regardées comme 

des quantités positives. Au point D la tangente 

T M devient infinie , & fa foutangente T P qui 

lui est parallèle, fuit nécessairement le même fort. 

Après le point D , les tangentes TM & les sou-

tangentes T P vont toujours en diminuant, & 

celles-ci font regardées comme des quantités né-

gatives , puisqu'elles changent de côté ; donc il y 

a des occasions où une quantité finie ne peut pas 
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devenir de positive négative , sans passer par Pin— 

fini. Ce que nous avons dit de la figure 30 par 

rapport au maximum DE , se vérifie dans la fi-

gure 31 par rapport au minimum D E. 

II y a des occasions où la tangente se confond 

avec I'ordonnée, c'est-à-dire, où la tangente de-

vient la prolongation de I'ordonnée , comme au 

point D de la figure 33 de la planche 3 , auquel 

il seroit impossible de tirer une tangente , sans 

qu'elle ne fît une même ligne avec le minimum 

DE. Alors la différentielle Km devient infinie. 

Mais avant que de devenir infinie , elle avoit 

été positive, & après être devenue infinie, elle est 
négative, parce qu'elle change de côté ; donc il 
y a des occasions où une quantité infiniment pe-

tite ne peut pas devenir de positive négative, fans 

passer par ì'infini. La figure 34 de la planche 3 , 

prête à un raisonnement íemblable ; tout le mon-

de voit que la tangente au point D se confondroit 

avec le maximum D E. Mais ce font là des raiíon-

nemens qu'il ne faut pas pousser trop loin , de 

peur de se perdre dans une métaphysique inin-

telligible. Contentons-nous de différenrier l'équa-

rion donnée
 ?

* de faire la différentielles 0 ; & so-
yons assuré que si la courbe à laquelle appartient 

l'équation donnée , a un maximum ou un mini-

mum , nous le trouverons par cette* méthode. Je 
dis, si la courbe dont il s'agit, a un maximum 

ou un minimum , parce que les courbes dont les 

appliquées croissent jusqu'à l'infini, n'ont point 

de maximum , & celles dont les appliquées dé-
croissent 
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croissent jusqu'à o, n'ont point de minimum. 

NOTE XX FIL 

COMME Y article 48 , pag. 59 , contient le pre-

mier des i 3 exemples auxquels M. le Marquis de 

l'Hôpital a appliqué la méthode de Maximis if 

Minimis , nous allons en donner le calcul, lans 

omettre la moindre des équations. Le voici ; il 
n'a besoin d'aucune explication. 

x3 + y '■— axy 

3 xxdx -4- ^yydy === aydx + axdy 

yxxdx —■ aydx =± axdy -— jyydy 

$xxdx— aydx rrr axXo—yyx® 

3 xxdx '—• aydx = 0 

^xxdx = aydx 
3 xx z=zay 
sxx , 

a ; . 

Mettons la nouvelle valeur de y dans Péquatiost 

#5 -t-ji/3 = axy, nous aurons 
' , 2.HX6 Zaxî 
x5 •+• -4- = — 

a* a. 

xi -V- = 3X 

a* 

anx6 » 
_ 2X' 

2<33XÎ 
^7X 

3x* ==3 yfiaìxí 

^x* = ^xV
2 

3* 

-= slX^ 2 
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NOTE xx vin. 

XJ* ARTICLE 49, pag. 60 a besoin du Com-

mentaire suivant. Pour trouver AE=<z , il n'é-

toit pas nécessaire de se jetter dans Pinfini ; il fal-

loit élever au cube les 2 membres de l'équation 

donnée, & opérer par la méthode ordinaire en la 

manière suivante : 

y — a ■= a* x a — * * 
? j . 

y — a =: \/a x yaa— lax -+- xx 

y* — ^ayy ■+■ ^aay — a} —aXaa — iax ■+■ xx-

y1 — ^ayy -+- x.aay — a' = a3 — 2aax axx 

En différenciant cette derniere équation, l'on aura 

Syydy — 6aydy 4- ^aady ~ — laadx + iaxdx 

^yyXo— 6 ay xo + ^aa xo—~ laadx ■+■ laxdx 

0 — •— iaadx •+■ zaxdx 

aaadx= 2axdx 

adx =3 xdx 

a =z x 

'—■ ■ — —— 

NOTE X XIX. 

T/ARTICLE 50, pag. 60 ne peut paroitre obs-

cur, qu'à ceux qui ne connoitroient pas la nature, 

ou les propriétés de la roulette •■> nous les avons ex-

pliquées dans les notes 11 & 12. 

NOTE XXX. 

T t'o N comprendra Y article 5 1
 3

 pag. 61, si l'on 

fait attention aux remarques suivantes. 

SCD LYON 1



DES INFINIMENT PETITS. 525 

i°. a — x" 1 multiplié par
 a

~- x donne évi-

demment pour produit a —
 x

tt
, parce que T-'

x
n~ 1 

multiplié par
 a

— x , c'est
 a

 — xa 1 élevé d'un 

degré; donc
 a

 — x" divisé par ~
u

 —
 x

n 1 doit 

donner pour quotient a — x , parce que le pro-

duit divisé par le multiplicande est toujours égal 

au multiplicateur. 

20. Par la même raison xm divisé par xm ~1 doit 

donner pour quotient x , car x m 1 multiplié par x 

donne pour produit xM. 

3°. En supposant x infinie, l'on aura 

m-* (Note 2. num. 4 ) ; donc en supposant x in-

finie, l'onauraj = ~, & par conséquents = x. 

NOTE XXXI. 

\j ARTICLE 52, pctg. 63 , est terminé par une 

équation du second degré qui demande les éclair-

cissements suivants. _______ 

i°. exx— <zxx •— bxx — xx X c — a — b ; donc 

en faisant c — a — b — e, l'on aura exx = cxx 

— axx— Z>xx ; & Péquation qui termine l'article 

5 2 se changera en celle-ci exx -+- iacx == 

7
 , lac abc 

2°. exx+ iacx=.abc% donc xx-i x= —. 
et 

30. Cette derniere équation maniée à la manie-

... , Us abc aacc ac 
re ordinaire, donnera x = if — -H « 

r e ee e 

40. Si e=,a^b > l'on aura c — a — b = o, de 
X 2 
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par conséquent exx — axx —• bxx = o ; donc l'é-

quation qui termine l'artic'e 52 deviendra lacx 

■=. abc ; donc 2X = b ; donc x= \ b. 

NOTE XXXI1. 

~S[ o 1 c 1 ce qui peut arrêter un commençant 

dans la lecture de Xarticle 5 3 , pag. 64. 

i°. Le cone que décrira le triangle rectangle 

A EF , F/g. 40. PI. 3 , aura pour base le cercle 

dont le rayon sera l'ordonnée F E, & pour hau-

teur la ligne E A. De même le cone que décrira 

le triangle rectangle A P N , aura pour base le cer-

cle dont le rayon sera l'ordonnée N P , & pour 

hauteur la ligne A P. Voyez la formation du cone 

dans les élémens de Géométrie de M. l'Abbé de la 

Caille, art. 658 de l'édition de 1764. 

20. Par la propriété du cercle, l'on aura A E : 

E F : : E F : E B ; donc E F2 = ax — xx ; donc 

E F \/ax — xx. 

3°. A F' = EF1 + AE1 ; donc AFl=« 

.— xx ■+- xx ; donc A F1 _= ax ; donc A F = ]/~a~x-

40. La fraction qui termine l'article 53 ne peut 

pas être == 0 , fans que l'on ait son numérateur 

jtaxdx ■— ^xxdx = 0 ; l'on aura donc alors 2axdx 

—z $xxdx ; donc 2ax—^xx ; donc 2*2 =3*," 

donc x _= | a. 

NOTE XXXII1. 

XJN parallélépipède est un solide terminé par 

six surfaces rectangles, dont les deux opposées 

sont égales & parallèles ; & un cube est un so-
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lide terminé par six quarrés égaux
 3

 qui font te 1s 
à angles droits, l'un fur l'autre. Tout cube est doífc 

un parallélépipède, mais tout parallélépipède n'est 

pas un cube. II s'agit maintenant de bien se con-

vaincre que si x — > l'on aura V'y i 

en voici la démonstration. 

**■ 1°. xx = —. 
b 

2°. Le quarré de ^- est — • donc —> 
1 bx bbxx 7 bbxx 

râ=Tidonc si le <iuarré de JÌ EST T » 

1 ^ ìA? 

1 on aura — = 1/ —. 
bx 7 b 

NOTE X X XIV. 

D ANS le triangle rectangle GIE , Fig. 41. 

PI. 3 , si l'on prend l'hypothénuse GE pour sinus 

total, le côté GI deviendra le sinus droit de l'an-

gle GEL Par la même raison dans le triangle rec-

tangle G L E, l'on ne peut pas prendre G E pour 

sinus total, fans avoir GLpour sinus droit de l'an-

gieGEL, & de son supplément GEC; ce sont là les 

premiers éléments de la Trigonométrie rectiligne. 

NOTE XXXV. 

L'ARTICLE 58 , pag. 69 me paroit traité 

avec moins d'exactitude que les autres ; ôc les 

preuves que j'ai à en apporter , ne font par mal-

heur que trop démonstratives. 
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/ ,o. L'angle FEG étant égal àsangle CEG, 

F'.g. 42, PI. 3 ; les angies en G étant droits, & 

le côté GE étant commun aux deux triangles 

FGE & CGE ; il falloit faire ces deux trian-

gles égaux en tout sens : c'est là une inadvertance 

qui choque la vue d'un lecteur exact & attentif. 

20. hn supposant que sangle FEG doive être 

égal à l'angle CEG, le problême est très facile à 

résoudre- Le point E que l'on cherche, fera celui 

par lequel passera le rayon du cercle A E B qui, 

après avoir été prolongé , ira couper perpendicu-

lairement la ligne C F , c'est-à-dire, la ligne qui 

joint les deux points donnés C, F. II ne fera pas 

donc nécessaire de chercher ce point par Tinter-

section du cercle & de l'hyperbole. 
3 °. La ligne 0 B ■==. a

 3
 & la ligne O C = b, 

ne sont pas les données a & b dont on parie dans 

îes articles 56 & 57. En effet l'angle FEG n'est 

égal à l'angle CEG, que lorsque a = b. Mais 

OB n'est pas égal à OC dans 1 'article 5 8 , & ce-

pendant dans cet article on supposé l'angle FEG 

égal à sangle ÇEG ; donc &c. 
40. Quoiqu'il me paroisse fort inutile de résou^ 

cire le problême de Y article 5 8 par l'intersection 

du cercle Si de l'hyperbole , nous remarquerons 
, aay aax rt 

cependant que yy — xx — ~ *t- — — 0 eít un 

lifu à une hyperbole équilatére , dont le grand 

g._e seroit 2^/^^ — ít. On trouvera ce grand 

axe en comparant, par la méthode ordinaire, l'é* 

(juapion donnée avec la fqrrnuîe général? <jui sf 
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trouve dans le Traité des Sections coniques de 

ví. le Marquis de THôpital, pag. 234, ou avec 

elle qui íe trouve dans le premier Tome du Cours 

e Mathématique de Wolf , pag. 382. Or le 

rand axe d'une hyperbole équilatére étant don-

é , la construction de î'hyperbole se présente 

'elle même , parce que dans cette courbe le 

rand axe, le petit axe & le paramètre ont la 

ême valeur. 

NOTE XXXVI. 

'ÉTAT de la question de Yanicle 59, pag» 

70 , est très mal énoncé. Aufíi les remarques sui-

vantes nous paroissent-elles abíolument nécessai-

res. 
i°. a & b ne marquent pas les espaces parcou-

rus dans un tems quelconque c, mais la nature des 

différents terreins qu'il faut parcourir endeça&en 

delà de la ligne A B. En effet puisqu'on suppose le 

tems c égal, ou plutôt constant de part 8c d'autre, 

& que l'on suppose inégaux les espaces parcourus 

CE & EF, on né peut pas supposer que la nature 

du terrein soit par tout la même. 
20. En examinant attentivement la F/V. 43 de 

la PI. 3 , vous vous convaincrez qu'en prenant 

CE pour sinus total dans le triangle rectangle 

C A E , & G E pour sinus total dans le trian-

gle rectangle GLE, AE&GL deviennent les 

íìnus droits de deux angles égaux ; donc A E 

~ G L. De même en prenant GE pour sinus to-

tal dans le triangle GIE
 3

 & E H pour sinus to-
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tal dans le triangle E D H , Gl&ED devien-

dront les sinus droits de deux angles égaux ; donc 

GI = E D. 

3°. Pour trouver la valeur de x, l'on opérera 

fur l'équation proposée suivant les règles mar-

quées dans tous les livres élémentaires d'algèbre ; 

nous avons droit de supposer qu'on ne lit pas les 

Infiniment Petits de M. le Marquis de 1 Hôpital, 

fans avoir appris auparavant à manier une équa-

tion du quatrième degré. 

4°. Pour manier plus facilement l'équation pro-

posée , vous ferez aa — hb m ; — iaaf-f- 2bbf 

=n « ; + aaff -+- aagg — bbss- bhhh = p
 5

* •—- zaafgg 

— -—• q ; aaffgg — r ; & l'équation proposée se 

transformera en celle-ci, mx* ■+• nxi -f~ pxì — qx 

«4- r = o ; donc x4 -+- " x? 4- — x1 — — x -h —■ == o* 
/n m m m 

Pour opérer plus facilement fur cette équation 

transformée , faites - ===a, ~b,-?- ^c> -r- — d, 
m m mm 

vous aurez x4 •+- <?Y
5
 -+- bx1 — çx -f- d ~ ». 

50. Vous ferez évanouir le second terme de cette 

derniere équation. en faisant x — \ — \ a, parce 

que fi dans une équation supérieure , le second 

terme ejl positif, l'on augmente la racine x d'une 

quantité fractionnaire qui ait pour numérateur k 

coéfficient du second terme
 5

 & pour dénominateur 

s exposant du premier terme de l'équation donnée 

l'on a par ce moyen une équation transformée dont 

le second terme es} évanoui. 

6°, Vous chercherez la nouvelle valeur de l'é-

SCD LYON 1



DES INFINIMENT PETITS. 329 

quation x4 + ax1, -+- &x* — cx -+-d — 0 , en suppo-

sant xr{ - íct; vous trouverez une nouvelle équa-

tion dans laquelle le second terme sera évanoui. 

70. Pour réduire cette nouvelle équation aux 

termes les plus simples, vous appellerez/'les diffé-

rents coefficients de vous appellerez g les dif-

férents coéfficients de \ ; vous appellerez enfin k 

láfTemblage des connues qui forment le dernier 

terme de l'équation ; & vous aurez <c4 *-+- sis ■+ g\ 
h = 0. 

8°. Vous opérerez fur cette équation du qua-

trième degré , comme ont fait en pareille occasion 

Wolf dans Ion cours de Mathématique, Tom. 1. 

pag. 336 ; Clairaut dans ses Éléments d'Algèbre , 

pag. 287 ; Rabuel dans son commentaire sur la 

géométrie de Descartes, pag. 473. Tout homme 

qui entreprend Pétude des infiniment petits doit, 

ou avoir lu les livres que nous venons de citer, ou 

être en état de les lire fans y rencontrer presque 

aucune difficulté. 

NOTE XXXV l ì. 
ífT • 
JU E s remarques suivantes jetteront un grand 

jour fur Y article 61., pag. 74. 

i°. L'on ne doit pas entreprendre la lecture de 

l'article 61 , fans s'etre auparavant formé une 

idée nette de la sphère. 

20. Le crépuscule est un jour imparfait que l'on 

a quelque tems avant le lever, & quelque tems 

après le coucher du Soleil. Voici la cause phy-

sique de ce phénomène. Lorsque le Soleil n'est 
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pas enfoncé fous notre horizon au dessous de 18 

degrés, plusieurs rayons de lumière rencontrent 

des couches assez denses de l'athmosphére terres-

tre. Quelques-uns s'y brisent assez , pour que leur 

réfraction les détermine à se porter vers la terre. 

Quelques autres ( & c'est le grand nombre ) s'y 

brisent assez pour pouvoir se rendre dans des cou-

ches composées de particules capables de les ré-

fléchir fur la surface de la terre ; donc nous devons 

avoir un jour imparfait, lorsque le Soleil n'est pas 

enfoncé au dessous de notre horizon de 18 degrés. 

Au reste lorsqu'on parle d'un enfoncement de 18 

degrés, on entend 18 degrés pris fur un cercle 

vertical, c'est-à-dire, fur un grand cercle que 

l'on imagine passer par le zénith, & couper per-

pendiculairement l'horizon. C'est pourquoi les 

habitans de la zone torride ont des crépuscules 

fort courts, parce que les cercles que parcourt 

le Soleil étant presque perpendiculaires à leur 

horizon, cet astre gagne fort vite le 18e. degré 

de son abaissement. 
3°. La ligne CK (%. 45. pl. 3) n'est pas 

précisément le sinus de Tare E M, mais elle est 

égale à ce sinus. Pour s'en convaincre , il faut 

chercher fur une sphère le sinus de l'arc de la 

déclinaison du Soleil pour tel ou tel jour. Vous 

trouverez qu'il est égal à la partie du diamètre du 

cercle de déclinaison , interceptée entre le centre 

de la sphère & le diamètre du parallèle que décrit 

ce jour là le Soleil. Mais CK est la partie du dia-

métré du cercle de la déclinaison du Soleil, in-
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terceptée entre le centre C de la sphère-, & la 

ligne F G , diamètre du parallèle que décrit le 

Soleil le1 jour du plus petit crépuscule donc la 

ligne C K est égale au sinus de l'arc de la décli-

naison du Soleil, le jour du plus petit crépuscule. 

40. Un des points les plus importants de la dé-

monstration de l'article 61 est que Dd soit égal à 

Ee . & que la différence entre G D , gd soit égale 

à la différence entre F E & se. Or toutes ces égali-

tés font nécessaires dans une figure où l'on a tiré 

les quarts de cercle Yem & Ydn infiniment proches 

des quarts de cercle PEM&PDN, & dans la-

quelle l'on suppose le pjan sedg parallèle au plan 

F E D G, & infinimen t près de ce plan. 

50. Par l'article 50, l'on a ces 2 proportions , 

CO : CG : : D d : à la différence entre DGôcdg; 

&IQ.:iF::Ee:àla différence entre FEôcfe; 

donc CO:CG:: IQ,:IF; donc CO: CG:; 

CÔH- IQ.:CGH-IF; doncCO : CG::OX: 

GL. Mais à cause des triangles rectangles sembla-

bles CVO, CK G , FLG, l'on a CO: CG 

: :OV : GK; donc OV : GK : : OX : GL ; donc 

OV : OX : : GK : GL. Mais G K : GL : : CK : 

FLou QX;doncOV:OX : : CK : QX;donc 

OV : CK : : OX : QX : : QX : XH ; donc O V 

:CK::QX:XH ; donc QX:XH:: OV : 

C K ; donc le sinus total : à la tangente de 9 de-

grés : : le sinus de l'élévation du pôle : au sinus de 

la déclinaison australe du Soleil dans le tems du 

plus petit crépuscule ; & voila le problème résolu. 

(5°. II est démontré dans tous les élémens de 
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Trigonométrie que le rayon ou sinus total : à la 

tangente : : la cotangente : au rayon donc la co-

tangente de 9 degrés : au rayon, que l'on suppose 

~ i , : : le sinus de l'élévation du pôle : au sinus 

de la déclinaison ; donc si Ton ôte du logarith-

me du sinus de l'élévation du pôle le logarith-

me de la cotangente de 9 degrés, le reste iera 

le logarithme du sinus cherché , parce que le 

logarithme de 1=0. II n'est pas nécessaire de 

faire remarquer que dans son calcul M. le Mar-

quis de l'Hôpital s'est servi de Tables qui don-

nent 0 pour caractéristique aux logarithmes dont 

la caractéristique est 10 dans les tables ordinaires. 

NOTE XXXVIII. 

I L fuit évidemment de la définition 1 qu'appor-

te M. le Marquis de l'Hôpital au commencement 

de la Section IV , que Sn (Fig. 46 , PI. 3 , ) est 

la différence de la différence wR, ou la différence 

seconde de P M. C'est cependant Un qui est la dif-

férence seconde de P M , comme notre Auteur en 

convient. Je voudrois donc dire que la différence 

seconde de P M n'est autre chose que la différen-

ce qui se trouve entre la différence première m&
} 

& son augmentation S n ; & qu'en général une' 

différence seconde quelconque n'est autre chose que 

la différence qui se trouve entre la différence pre-

mière & son augmentation ou diminution suivante. 

En effet Wn =— mK — Sn. 

II suit encore de la même définition que oT de-

vroit être la différence troisième de P M. Cepen-
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dant M. le Marquis de l'Hôpital nous avertit que 

la différence troisième de PM n'est autre chose que 

la différence qui se trouve entre H n & La. La 

différence troisième de P M est donc la différence 

qui se trouve entre sa différence seconde H n , & 

une ligne quelconque ho dont les propriétés sont 

1. d'être parallèle à H n , 2. d'être extérieure à la 

courbe AMD, 3. d'être terminée par la ligne «L 

parallèle à ST. II seroit bien difficile de donner 

une définition claire de la différence troisième con-

sidérée en général. 
1 

NOTE X X X IX. 

L' AVERTISSEMENT qui suit la définition 1 

de la Section IV, fait toujours quelque peine aux 

commençans., Ils s'imaginent que dy x dy doit 

donner ddy y ou d'yr' , & que par conséquent le 

quarré de dy doit être dzy1, & non pas dy* 5 son 

cube, á3y, & non pas df &c C'est là une erreur 

dont il est facile de se guérir, lorsqu'on fait atten-

tion que dy est une quantité très simple , & non 

pas une quantité composée de d multipliant y. 

Par la même raison le quarré de ddy sera ddy1, 

son cube ddy* &c. 

NOTE X L. 

P ou R comprendre l'article 65 , il saut fe rap-

peìler les régies que M. le Marquis de l'Hôpital a 

données à l'article 6 , & les calculs qu'il a faits 

fur la fin de l'article 7. II faut encore se rappelles 

SCD LYON 1



334 COMMENTAIRE 

ce que nous avons dit nous-mêmes dans les notes 

3 & 4. Comme il s'agit cependant de mettre au 

fait les commençans du calcul des différences se-

condes , troisièmes &c. nous allons commenter 

l'article 65 avec toute l'étendue dont il pourra 

être susceptible ; notre commentaire sera renfermé 

dans les réponses aux questions iuivantes. 

Première Question. Comment peut-on prouver, 

qu'en prenant dx pour constante , la différence de 

est
 dy% yiay

 ? 
dx dx 

Réponse. i°. La> différence de ydy est dyxdy 

>+-yddy = dy1 -+-yddy. 

2
0

. La différence de la fraction y~
:

 > en íuppó-

fant que dx est une grandeur constante
 3

 est 

dx x dy1 -f- dxxyddy dy7- —f- yddy , 
■ j ; ■ — . , Qonc occ* 

dX x dx dx 

Seconde Question. Comment peut-on prouver 

que la différence de
y
-^ est

 dxdy

 d
 3

 en 

prenant dy pour une quantité constante ? 

Réponse. 1 °. Quoique dy soit constante, y est 

variable ; la différence de ydy est donc dy x dy 

= ày\ 
20. La différence de dx est ak/x. 

3
0

. La différence de la fraction
 y
~-, en fuppo-

r

 ,
 n

 s. dx x dvx ■— vdv x ddx 

fant dy constante , est —— 

_dxdy* -ydyddx ^ ^ 

dx x dx 

dx2 
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Troisième Quejìion. Comment peut-on prou-

ver que la différence de ^ ~*~ ^
 e

^ 

dzdx2,
 -f- d-?dyx

 —f- rdyddy . 
——; , S=r—- , en prenant rfx pour une 

dx \/dxx -i- dy* r * 

quantité constante. 

Réponse. i°. La différence de ^ multipliée par 
s<.. i--/-/ 1 íi dxxd7X\Zdxx+dy% 

ydx2- -+- iy2 & divisée par dx est dxlTd^— 

2°. La différence de J/Jx1 <fyx, en supposant 

dx constant , est —^2
My

 =
 dyddy

 ; 

donc la différence de x/dx^+dy multipliée par^ & 

!../.< ,
 r

 dxxzxdyddy ydyddy 
diviíee par dx lera >—J—J—_ = —-^d==á====m 

dx1- x vdxz
 H- dy2- dxvdx ■+■ dy* 

3°. Pour avoir la différence de la fraction 

^~*,~
+

~
dy

 , il faut joindre les différences trou-

vées num. 1 & 2 ; donc la différence de la fraction 

proposée sera â\ y'dx
2
- -+■ dy

2
- ■+- -^^^===

 3
 le 

tout divisé par dx. 

4°. yVx* -4- dy2- -t 

d? x dx2, -f- c/y1 -h zdyddy
 r

, — 
-
1

 , A-, •— ■, parce que Vax2- -h dy2- X 
y dx2, -+- dy% 

%/dx*-tdy
%-=,dx'14- i donc la différence de la 
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fraction Sfof^r' s
era

 ^x^^L±i^ 
dxvdx1 ■+■ dy2-

d?dxr -f- d[dyr -f- ^dyddy 

dxVdx2- -i-dy2-

Quatrième Quejiion. Comment peut-on prou-

ver qu'en prenant í/y pour constante , l'on aurá 
drdxî ~h dfdxdy2- — 7dyíddx , i-rrv j 
-i 1 J J±4- pour la difterence de 

dx% vdxz —h dy2-

^l/dl^TdJ1 

dx 

Réponse. i°. La différence de ^ multipliée par 

"l/dx
2

- -+- <íy* == d< |/<A** 
2°. En supposant dy constant, la différence dg 

, 2 dxddx dxddx 
l/dx

2
- -+- dy

2
- ~ —-.. = -—===== ; 

donc cette même différence multipliée par \ lera 

—y—"
ddx

 — ; donc la différence totale de 

Tdxddn 

K ì/dx
2

- ~+- dy1 sera ̂  l/^1
 H- ^y2- -+- ,, 

r J r •> Vdx^-i-dy1-

dzxdx
2,
 -f- ífy

1
 -f- ^Sxddx drdx

2
- -

s
c-d^dy

%
 -f- \dxddx 

l/dx
2

- -ì- dy* \/d
X

x
 -H dy

2
" 

3°. La question seroit résolue , íì on ne deman-

doit que la différence de ç j/dV
1 -+- dy2-. Mais on 

demande la différence de ~
l
~
 dy

...
 4

 dans 

laquelle fraction oh suppose variable. 

Qu'on se rappelle les régies qu'il faut suivre-, 

lorsqu'il s'agit de différencier une fraction , à 
l'on 
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l'on trouvera que la différence de la fraction 

proposee^est — yt^J=T 

\\Zdx2- -+-

ctíx 

le tout divisé par dx% — 

■ dx x d?dxx -f- d^slíy3 ■ 7dxddx — ddx x ?dx'J 7df 

d?dxi 

dx* l/dx^-hdy1 

■ dçdxdy'1 -f- Tdx^ddx —■ çdx^ddx 7dyíddx 

dx* '\/dx'í -f- dy* 

4°. Otons les quantités qui se détruisent, nous 
i . i dVdxS-t- dzdxdy'1—-zdy^ddx 

aurons évidemment -1— .x■ ■-■ 

la différence de la fraction 

pour 

df 

dx 

Cinquième Que/lion. Comment peut-on prou-

Ver qu'en prenant dx pour constant, la différence 

d
e t

 yd7 . doit être d^ ̂  dy" ±ï^lJl
 ? j/dx* H- dy

-1
 dx

1
 -h dy

1
 \/dx* -4- dy

x 

Réponse. i°. La différence de la quantité ydy
 3 

solitairement prise, est dy1 -+-yddy. 

2°. La différence de j/ix%
 4- dy

1, est ■■■•dyddy, , 
v cíjf2—t- dy1 

m prenant dx pour Constant. 

3°. La différence de ydy, considéré comme nu-

mérateur d'une fraction, est dy*+-yddy X v'd^+dy* 

*•«-
 yd

J
 xdy

"
dy

 , le tout divisé par dx* -+- «^V , quar-

ré de j/dV H- dj* í donc cette différence sera 

dy* -hyddyxdx'1 ■•■ Ay% - ydy^ddy _ dxVy1
4-sÇy4

 4-ydx^ddy 

dat^-ï- 'dy v'dx
1
 H- c^

1 ~ dV -V- cíy1 Vd~x*-+- dy** 
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à cause des quantités qui se détruisent ; ce sont 

-}-ydy1ddy & —ydyzddy. 

4°. On prouvera par un calcul semblable 

qu'en prenant dy pour constant, la différence de 
ydy ç ^ dx^dy

1
 H- dy*

1
 —ydy dxddx 

\/dx
%
 -f- dp- dx

1
 + d f l/dx

1
 -h dy

%
 ' 

Sixième Question. Comment peut-on prouver 
Î 

que

 àx^rdyVdx^d'y
 est

 , j
 à

 dx^-t-dy*^ 

* — dxddy & — dxddy 

Réponse. I °. dx
1
 -+- dy* - d^-i-dy

1
' ^dx^+dy

1
 *» 

a°- j/dV -H dy* = dx1 -+- dj11 ,* donc la fraction 

» i J. 

s
, , . dx^dy^Xdx^dy** dx' + dy** 

proposée devient ^ = 

Septième Quefl. Comment peut-on prouver qu'en 
i 

prenants pour constant, la différence de ^ 

■ » j 

n ~ ydxdyddy* x dx1 -+- dy 1
 —f- dxdddy x dx* H- dy11 

Réponse, i °. En prenant dx pour constant, & 

en considérant dx
1

- -+- úíy* » comme une quantité 

isolée, sa différence est \ x idyddy x dVTdjp* "~ 

— ^dyddy x d"*-1
 -4- d"/- ». 

2
y

. En prenant dx pour constant, & en consi-

dérant— dxddy comme une quantité isolée , sa 
différence est — dxdddy. 

3°. En considérant ces deux quantités corn-
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me formant une fraction , leur différence sera 
1 j 

— dxddy x ydyddy x dx* -+- dy* * -f- dxdddy x dx* -f- dy* * _____ 

_ i 2 
— ydxdyddy* X dx* -f- c/y11

 -4- dxdddy x dx* -I- dy* * 

W ~lx~*7dy* ' 

Huitième Question. Comment peut-on trouver 

la différence seconde d'une quantité quelconque , 

élevée à une puissance quelconque s par exemple , 

quelle est la différence seconde de xm
 3
 ou la diffé-

rence première de mxm 'dx ? 

Réponse. La différence demandée est mm 

*~mxm ~ idxl -+■ mxm lddx. En voici la démons-

tration. Faisons xm~~ * =y , & dx — 1-

i°. Puisque xm 1 _: y , l'on aura d y = 

m — \xm *dx , parce que dans cette hypothèse 

la différence àey doit être égale à la différence 

de xm~ '. 

2°. Puisque dx—\ & xm~ * =y ; donc xm~~ldx 

=yXdonc mxm 'dx =_ my\ ; donc la différen-

ce de mxm~~ 'dx est égale à la différence du pro-

duit my\, dans lequel m est une quantité constan-

te qui n'a point de différence. 

3°. La différence de my\ est mxdy-k- myd\. 

4°. Mettons à la place de ^ fa valeur dx , à la 

place àedy fa valeurs.— ixm *dx, & à la place 

de y fa valeur xm_~1, nous aurons m\dy _= »?dx X 

m — i xm %dx = ?w»z —. wxm ~~ 1dx1, parce que 

tnxm — i r_ «w — m , & que dx x dx — dx1 

nous aurons encore myd\ = mxm 'ddx • donc 

m\dy -+- »?/d< -s «JT» —. ff7xhl 'dx* 4- mxm ~~' 'ddx> 
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Alais le premier membre de cette derniere équa-

tion est évidemment la différence du produit mjíù 

donc le second membre de !a même équation íera 

évidemment la différence de mxm ldx , ou la 

différence íeconde de xm, parce que ( num. 2) 

my\ mxm 'dx. 
Corollaire. La différence seconde de xm est une 

véritable formule pour quiconque prend garde 

que m vaut 2 , lorsque la grandeur qu'on veut 

différencier, est élevée au quarré ; que m vaut 3 , 

lorsqu'il s'agit du cube, &c. La différence seconde 

de x3 sera donc 9 - 3X
3 Vx1 + 3X

3 lddx = 6xdx* 

+ $xlddx ; celle de x1 sera 4 — 2X*
_ 1dx* + 2x1- 'ddx 

==t 2x°dx% -4- zxddx É_r zdx1 -+- ixddx , parce que 

x° = 1, celle de x4 sera 16 - 4x4~Vx1-t-4x4"" Wx 

— 1 2x1dx* 4- qx'ddx , &c. 

NOTE XL1. 

V o 1 c 1 comment on met en pratique les régies 

marquées dans 1W. 66, p_7g. 84. ï our trouver le 

point d'infìéxion ou celui de rebrouífement d'une 

courbe dont on a l'équation, i°. L'on prend les 

différences premières de l'équation propoiée, & 

l'on met dans un membre dy feule , & les autres 

quantités dans le second membre. Si l'on a , pat 

exemple, l'équation axx — xxy + aay , l'on fera 

y =55 —* —— , & par conséquent d y =£ 
A-x -4- da r 1 

__ . ^ . ; & voila 
JC* —t- aa arjf -4- aa 

ce qu'on nomme la seconde équation. 
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. 20. II faut différencier cette seconde équation , 

en regardant dx comme constante , & l'on aura 

■ 1 la^dx* x xx aa —8a7>xAdx"—8at>xxdx 
ddy = — 2 ■ = 

XX aa 

ía^dx*x xx — 8<Ï 3 xxdx1 y xx -f- ac 

30. ddy — 0 ; donc la fraction qui répond à dây 

sera __ 0 ; mais dans cette fraction , ce n'est pas 

le dénominateur xx 4- aa* qui est = 0 , car cette 

fraction feroit infinie ; donc ce fera son numéra-

teur qui sera 0 ; donc l'on aura 2aìdxi X 

xx -+-aa — Zaïxxdx
1 x xx -4- aa _ 0 ; donc 2a

1
dx* 

X xx 4- aa == 8ct3xxdx'' x xx-t- . donc , en divi-

sant tout par 2a? dx* x xx^~ââ., l'on aura xx-+-cttf 

__ 4xx ; donc 3xx = àa} donc xx __ — j donc x 

— ; donc x — a\/j. C'est ainsi qu'on opè-

re , lorsque l'on fait ddy -__ 0. 

40. Lorsque ddy — ont mene à rien, l'on fait 

alors ddy — co ; & l'on calcule de la manière qui 

fuit. L'on vous donne , par exemple , l'équation 

y—a =
 x

 — aK Vous aurez d'abords ~~ x - _~ 'dx 
1 

= \ x — a 1 dx. Vous différentierez cette secon-

de équation , & vous aurez, en prenant dx pour 

constante , ddy = — | x\x~ ~ ' dx x dx 

, parce que = — 77 x — a s dx1 

3j 
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x
 — a

 5 est évidemment égal à la fraction 

-—--y , & que cette fraction n'est pas différente 

w — a s 

de s 

5°. En supposant -Wj--~ o, l'on trouve— 6dx
% 

r_ o. Mais cela ne mene à rien, donc ìl faut 

supposer ddy = oo . 

6°. En supposant ddy oo , l'on aura le déno-

minateur de la fraction qui lui répond =o j l'on 

aura donc 25 y
 x

 — a7==o j donc x — a =. 0 ^ 

donc x — a. 
7

0
. Lorsque ddy 0 , l'on a le numérateur de 

ïa fraction qui lui répond = 0 ; & lorsque ddy 

:
—■ 00 , l'on a le dénominateur de la même fraction 

:=zo. C'est-là une régie qu'il ne faut jamais oublier. 

8°. Voici comment M. Varignon démontre 

que lorsque la différence de AL ( Fig. 5 2. PI. 3 , 

§1 Fig. 5 3 VI. 4 ) est ■—Z-j-? — 0, elle est néceífai-

rement ddy ==_ o- Dans la fraction — ce n'est 

pas dy
1
 qui est 0

}
 car cette fraction seroit infinie; 

ce n'est pas non plus +y ou —y, car ce font des 

quantités réelles ; c'est donc ddy. Le même Au~ 

teur paroit d'abord convenir avec M. le Marquis 

de l'Hôpital que, pour avoir le point d'inflexion , 

jl faut faire ddy — 0 , & que pour avoir le point 

de rebrouífement, il faut faire ddy — 00 nous 

examinerons cette régie dans la Note 45
e

. 
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9°. Voici une occasion où A L devient x —• 

au lieu d'être — x. La soutangente L M 
dy dy & 

( Fig. 63. PI. 4) est suivant la coutumes ; l'abs-

cisse A M estx; donc AL-AM-LM sera 

par la même x — Jusqu'à présent M. le Mar-

quis de l'Hôpital n'a parlé que des courbes dont 

les appliquées sont parallèles entr'elles. La régie 

que je vais commenter regarde les courbes dont 

les appliquées partent d'un même point ; cette ré-

gie eíìyddy dx1 ■+■ dyr. 

1 o°. Pour comprendre cette régie, il faut d'a-

bord bien se convaincre qu'à cause des angles in-

finiment petits HBT&MB». ( Fig. 56. PI. 4 ) , 

BT peut être regardée comme parallèle à B H, & 

B M à B m. L'on verra alors du premier coup d'œil 

que les triangles rectangles MKm, MBT , THO 

font équiangles. II faut encore bien se convaincre 

que MR : TH : :TH:HO;M. Crouzasnous en 

donne la démonstration en cette manière. A cause 

des triangles semblables m R M, H O T , l'on a 

m R : M R : : T H : H O , ou , dy : dx : : ̂  : HO 

— Mais dans la proportion MR : T H : : TH 

: HO, l'on trouve HO = ̂ ; donc cette propor-

tion n'a rien d'imaginaire. Enfin il faut se rappel-

ler que lorsque O í s'évanouit, comme il arrive au 

point d'infléxion ou de rebrouífement , l'on a 
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j
%

l + dxdy--ydxddy
 = &

 ^
 &
 ̂  ̂  

ydxMy__ dx^-^-dxdy _ ^om ydxddy - dx^dxdy* 

à cause du dénominateur commun ; donc , en divi-

sant tout par dx, l'on aura y ddy — dx1 dj/1- Nous 

fierons remarquer dans les Notes suivantes l'usage 

qu'il faut faire de cette équation. 

NOTE XLll 

L'A R TIC LE 67 , pag. 89 nous prouve que 

M. le Marquis de 'PHôpital pensoit que dans les 

courbes dont les appliquée? font parallèles, il fal-

loit faire ddy — 0, pour avoir le point d'infléxion ; 

& ddy ~z 00 , pour avoir le point de rebrouífe-

ment. Çe même AUÎX ur pensoit encore que pour 

les courbes dont les appliquées partent d'un même 

point , l'on a au point d'infléxion dx* ■+• dy* — 

yddy — 0, & au point de rebrouífement dx% + dy* 

^-r-yddy 00 . Nous allons voir dans les Notes 

suivantes ce qu'il faut penser 4e ces régies géné-

rales. 

NOTE XL I I L 

X_ES équations de Y article 68 , pag. 90 ont 

été calculées dans la JSIote 41 , num. 1. 2. 3. 

NOTE X L I V. 

X_ E s équations de Y article 69 , pag. 91 ont 

été calculées dans la Note 41 ? num. 4' 5< è> 
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NOTE X L V. 

PorjR comprendre Y article 70, pag. 92 , il 

faut d'abord relire les Notes 11 & 12. Cette lecture 

vous convaincra que la demi-circonférence ADB 

(Fig. 59- PI. 4.) : à la demi-base BK : : lacoupée 

AD : à l'appliquée DF, donc DF Mais DF 

E F — E D — y — \ ; donc y-— , 

, bu 
donc y—.^-\ , 

a 

II faut ensuite former mentalement un triangle 

des différences infiniment petites de A E , de E D 

& de A D & l'on verra que la différence de A D 

deviendra la base d'un triangle rectangle qui aura 

pour ses deux côtés les différences de AE & de ED ; 

donc du1 = dx1 ■+• d^ • donc du — ]/dx%
 -4- d?'1. 

Ainsi à l'article 70, du ( \/dx'
L

 ■+- d?
2

- ) signifie du 

~ l/dx* -+- d?
2

- , & non pas du X }/dx
x
 -+- d?

2
-. 

II faut enfin bien se convaincre que íi da 

== l/'dx
2

- H- df-, l'on aura du = • En 

voici le calcul : d^C 

donc âz?->rdx* 

^ 2cx— 

Ldxx — 2cxdxx -4- x^dx2 

2CX XX 

cxdxx — 2çxdxx 4- x^dx2. 

4- dx"" 
2cx — xx 

& en mettant dx* sous le dénominateur 2cx — xx, 

& ôtant ensuite les quantités qui se détruisent, 

c^dx2-
trouvera d^ 4- dx1 5? — — ; donç l'on 

2.CX XX 
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. cdx 1 , câx 
ydiz -t- dx2- = . s donc du = • 

\^2CX XX v/_cX — XX 

Le reste de Xarticle 70 ría. besoin d'aucun éclair-

cissement particulier. 

C'est ici que M. Varignon a remarqué qu'en 

faisant ddy __ oc , l'on avoit par là même %
C
x— xx 

X yixx—xx — 0 j donc 2cx X ]/ 2.cx—xx = xx 

X \/icx — xx \ donc 2cx -_- xx ,* donc 2c = x. 

II conclut de-là que ddy =_ 00 , n'est pas une mar-

que sûre du point de rebroussement , puisque la 

roulette allongée n'est pas une courbe rebroussée. 

M- Varignon a raison, & M- de PHôpital n'a pas 

tort. Pour les accorder ensemble, ii meparoit qu'il 

faut présenter ainsi la régie générale : ddy — 00 

est une marque sûre du point de rebroussement , 
lorsque ddy = o n a donné aucune valeur. Mais 

ddy __ 00 n'est pas une marque de rebroussement, 
lorsque ddy __ o a donné quelque chose- Or dans 

le cas présent ddy = 0 a donné x = c -+- ~i donc 

dans le cas présent ddy 00 peut donner une va-

leur de x, sans indiquer cependant aucun rebrous-

sement dans la roulette allongée. 

NOTE XLVl. 

.A v A N T que de lire Y article 71 , pag. 9 3 , il 

faudra relire auparavant la Note 15 dans la-

quelle se trouve expliquée la nature de la con-

choide. Vo'us chercherez ensuite la différence de 

b —f - x Vaa — xx — x^dx — aabdx 
'— ; vous trouverez T-—- ■ ■■-« 

* xx v aa — xx 
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M- le Marquis de PHôpital la suppose telle , 

puisqu'il lui assigne pour différence seconde 
%a^b—■ aax^> — 7aabxx x dxx

 n
 . 

—_______—=->-. C eit donc ou une 
aax2" — x"> X v aa — xx 

inattention , ou une faute d'impression qui a fait 

donner le signe -t- à un numérateur dont les deux 

termes doivent être affectés du signe —-. Cette 

seconde différence vous donnera l'équation incom-

plète du troisième degré x3
 -4- ~sbxx— 2aœb = 0. 

Pour mettre cette équation en état d'être calcu-

lée , vous ferez évanouir le second terme , en sup-

posant par la régie ordinaire x — y — b , & vous 

aurez pour votre équation transformée y3 — ^bby 

4- %V — laab. Vous ferez — ^bb = -—p , & 4- 2b* 

— iaab __ — _j, & vous aurez y3 — /y/—q—o, 

équation du troisième degré qui se trouve calcu-

lée dans tous les Livres élémentaires d'algèbre , 

& nommément dans notre Guide des jeunes Ma-

thématiciens dans l'étude des leçons élémentaires 

de M. l'Abbé de la Caille , pag. 32 & suivantes. 

La seconde manière dont M. le Marquis de 

PHôpital résout le même problême, apprend à 

un Commençant à se servir de la formule y ddy 

= dxz -t- dy*. Les calculs ne demandent qu'un 

peu d'attention, & l'on parvient comme natu-

rellement à l'équation du 3 e degré 2^3
 — $tfy( 

~~ abb = 0. Cette équation íé change en celle-ci, 
, 2,bb abb

 TT r
 - 2bb 

lJ — — z — — — í>.Vous faites —■ — = — p , 
; 2 * 2 2 r 

abb 

& —. — Œ— q s & vous avez \
3
 — p\ — q = o, 
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équation du troisième degré que tout Commen-

çant sçait résoudre. 

NOTE XLVIL 

T / ARTICLE 72 , pag. 95 a besoin , pour être 

compris, des remarques suivantes. 

y b 

V X 

X 
4-JíX 

V" ■X 
; donc y X 

-. Mais xx 

ç= \/ax — xx. donc y 

V a—x 

x 

a — x 

x 

xx. -*-\/ax— 

20. Pour trouver facilement la différence de 

cette derniere valeur de y , souvenez-vous d'a-

, , , \/a — x \/abb —bbx 
bord que b y ■ ^ _ y ——-— , parce 

que îe dénominateur x est auíïì bien affecté du 

signe radical , que le numérateur a—x. Souve-

nez-vous ensuite que la différence de^/ 

bbdx x Vx — dx x V'abb —bbx 

abb bbx 

Vx 

est , le tout divisé 
. 2\/'abb —bbx 2Vx 

parx. Réduisezcesdeuxfractionsàunmêmedénomi-

nateur, & ôtez les quantités qui se détruisent, vous 
— 2abbdx , 1 ■ • rt 

aurez = , le tout divise par x. 
zVxxzVabb 

Vous aurez donc 

bbx 

Ctabbdx 

_j.x Vabbx—-bbxx 
. Mais cette der-
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s CL- n 1 1 v — abbdx abdx 
niere traction eit égaie a — = —- - ■ 

2bxV ax — xx zxvax — xx 
9 

donc la différence de b V -— est 
2X \/j.X XX 

3°. Ajoutez à cette différence celle de Vax—xx ? 

,
 n

 \ 1. adx — 2xdx axdx — 2xxdx 
c est-à-dire ... __ -, — ; & vous 

2]/ ax — xx 2X y ax — xx 

trouverez , aux lignes près, la même chose que 

M. le Marquis de -Hôpital
 3

 c'est-à-dire , 

axdx — 2xxdx — abdx ^ , n • r 
■. Ce n est quen conlervant 

2X j/a> XX 

ces derniers lignes , que vous parviendrez à la 

seconde différence
 r

 telìe qu'elle est marquée dans 

í Analyse des Infiniment Petits. Austì ne voyons-

nous pas pourquoi M. le Marquis de THôpital n'a 

pas conservé les signes qui' se présentoient natu-

rellement. C'est ici le lieu de relever une faute qui 

s'est glissée dans les deux éditions, 8c qu'il est 

difficile de regarde- comme une faute d'impref-

íìon. M. le Marquis de l'Hôpital divisa d'abord 

i.aab - aux — /\abx X dx1 par qax — 4x3 X Vax — x1; 

& il avertit à la fin de son Ouvrage qu'il le falloir 

diviser par 4«x — 4X1. II ne faut faire ni l'un ni 

l'autre. Le vrai diviseur est 4-.xx — 4X3 , parce 

que le quarré de 2x|/_„ — xx est évidemment 

4«x3 — 4X4, & non pas qaxx — 4X3, comme ras-

sure M. Crouzas. Mais la faute que nous relevons 

ici
 f

 ne peut conduire dans aucune erreur , puis-

que c'est le numérateur de la fraction que l'on 

fait — 0. Nous aurions pu la corriger dans cette 
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troisième édition. Mais nous nous sommes fait ung 

loi inviolable de ne rien changer au texte de M. 

le Marquis de l'Hôpital. 

NOTE XLVlll. 

X_ ARTICLE 73 , pag. 97 est terminé par une 

équation du cinquième degré. L'on n'a qu'à ex-

primer en chiffres les valeurs de a & de b ; & alors 

cette équation ne fera pas bien difficile à résou-

dre. Si l'on suppose , par exemple , a =_ 2 , & b 

= 2 , l'équation proposée se changera en celle-

ci , y —• 6y* -+- í 2y} — -+- 12y — 16 = o ; & 

cette équation se résoudra par la seconde des mé-

thodes que donne M. l'Abbé de la Caille dans 

ses Elémens de Mathématique, pag. 89 & 90 , 

parce que dans cette supposition y est égal à un 

nombre entier joint à une fraction. 

NOTE XLIX. 

L'ARTICLE 74, pag. 98 a besoin des trois 

éclairciífemens suivants. 

i°. F B ^

dx
 ~*~..

dy
.. : en voici le calcul. 

dy 
A cause du triangle rectangle FEB , Fig. 64. PI. 

4, l'on a F B2 EF1
 -4- E B1 ; donc FW=yy + 

yyâx"" y ydy1 -^-yydx1- ^x^ + ̂ .j^, ___ _ _ — , donc 

FB==-^5__E_Ï 
dy 

20. A cause de l'équation à la courbe, l'on aura 
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mJ
dy
 =

 nxdy - nydx ^ ^ ̂  . | j
a 

nx my 

courbe donne m : n : : xdy •— ydx : ̂  v/V*2- -+• dy1 ; 

donc y
/
dx'

L
 -+-dy

l = nx^V •— nydx ; donc 

,—, nxdy —nyáx .
 / 

ydx

2

- -4- cfy
2

- s= -——• Mais ydx

x

 -+- ^

4 

mydy ^ fo^ç.
 m

y&y nxdy —■ nydx 

nx
 5

 nx my 

30. Pour trouver/ \/mm — nn — nx, voici les 

opérations qu'il faut faire. i°. Divisez par dy l'é-

dy \/mniyy — nnxx nnxxdy — m/nyydy 

quation ^ nnxy
 3 

ì/mmyy — nnxx nnxx ■— mmvv 
vous aurez — = ££. 

nx nnxy 

2°. Multipliez cette derniere équation par nx , & 

ôtez les quantités qui se détruisent, vous aurez 
. nnxx — mmyy , 

y mmyy — nnxx = ~ — • donc 
71 y 

ny y/mmyy — nnxx = nnxx — mmyy ; donc 

l/m^^y* — n^x'
1
y'

L =r nnxx — mmyy ; donc 

— n*xy* ■+■ mïníy* — nnjcx — mmyy ; donc , en 

divisant tout par, n V — , l'on aura — n*y% 

= w**1 — mzyl ; donc j-5,
 X mm — nn — ; 

donc / j/m/re — = nx. 

Remarque. Ceux qui nous ont suivi jusqu'à pré-

sent, sont en état de lire sans guide, à quelques 

points près, les 6 dernieres Sections del'Anaìyse 

des Infiniment Petits. Ce font ces quelques points 

que l'on trouvera éclaircis dans les 6 Notes sui-
vantes. 
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NOTE L. 

JL/A Section 5
e

, contient 34 articles. Ceux qui 

se rappellent nos notes 5, 7, 11, 12, 23, 24 

& 40 , ne peuvent être arrêtés que dans la lectu-

re des articles jj
 t

 , 84 , 86 , 87 , 89 , 90
 3 

93 , 101 , 103 , 105 , & 109. Voici Implica-
tion de ce qu'il y a de plus difficile dans ces 12 

articles. 
L'on assure fur la fin de Particle 77 que \ 

Pour trouver cette valeur, 
ydxx -ï-ydy* 

dy1- -yddy 

il faut manier suivant les régies ordinaires Féqua-
dy ■

 t
dy 

tlOn \ — dyddy 

2°. Pour trouver , au commencement de l'artí-

cle 79 , la valeur de R G ( Fi g. 67 , PI. 4 ) , Tort 

dira, MR: mK : : w R : R G. 

30. La valeur de PT (F/g. 72. PI. 4 ) est en 

général
y
-^. Cette valeur devient ix dans la pa-

rabole dont il s'agita Particle 84, parce que dans 

cette parabole l'on ax=p &cdx = -^-. Dans 

cette même parabole l'on a P Q. = v ct , parce 

qu'on a démontré ( article 79 ) que P Q.= 

40. En lisant l'article 86 , l'on pourra deman-

der comment se sont trouvées les valeurs de EC, de 

MS & de TQ. ( Fig. 74, PL 4 ). L'on aura la va-

leur de E C , en imaginant, suivant la coutume, 
un 
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tin triangle infiniment petit dont les deux côtés 

soient dx, dy , & qui soit équiangle au triangle 

MEC. L'on dira alors dx : dy : : ME : EC. 

Pour avoir la valeur de M S , vous direz, à cau-

"e de l'angie droit M T S , M P : PT : : PT : P S. 

Enfin pour avoir la valeur de TQ., vous direz, 

à cause de l'angie droit T M Q., PT : PM : : PM 

: P Q.. Il n'est pas nécessaire d'avertir que PM —y
f 

y 

50. L'article 87 auroit besoin d'un éclaircisse-

ment qui eut rapport à la différence seconde de 
ym, si cette différence seconde n'eut pas été cal-

culée fur la fin de la 40e. note. II y a encore fur 

la fin de cet article une phrase dont le sens ne se 
présente pas tout de fuite. La voici. Ou m esl 
moindre que 2 , $ alors ['exposant de y étant posi-
tifelle se trouvera dans le numérateur, &c. Pour 

que cette phrase & quelques autres suivantes 

ayent la clarté requise dans les ouvrages de Ma-

thématiques, il faut dire: Vappliquée y se trouve' 
ra dans le numérateur , &c. 

6°. L'ellipfe dont il s'agita l'article 89 , a 

évidemment pour petit axe ~)/âb, parce que son 
grand axe est a , 6c le paramétre de ce grand axe 

est b. Pour avoir le paramétre de}/ab, il faut dire, 

l/ab : a : : a*-, au paramétre du petit axedonc le 

paramètre du petit axe est —- =—-—— =3 —;— 
* Vab iabxyab ab 

a Vdb 

Z 
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7°. Pour trouver , à l'article 90 , la valeur de 

£C j vous direz d'abord PT («) : PM {y) : : 

PM (y) : PQ,r=^. Vous direz ensuite PM : PQ. 

: :ME:EC 
8°. L'article 93 a besoin des éclaircissemens 

suivans. i°. Pour trouver du =2 °"x- ■, il 
y lax — xx 

faut imaginer proche du point E, Fig. 83. PI. 5 , 

un triangle rectangle infiniment petit, semblable 

au triangle rectangle EPK , dont le côté dx , dif-

férence de A P , & la baie du , différence de l'are 

AE , soient homologues à EP & EK. L'on dira 

alors E P ( \Zzax — xx : EK (a ) : : dx : du. 2
0

. 

Pour trouver dy = dx —~—- , l'on a divisé par 

|/
2<Z

 — A; le numérateur & le dénominateur de la 

fraction %ai* 3 °. On aura la valeur de BE 
\/ 2ax — xx 

en faisant BE1 = AB' — AE1. 40. C'est au point 

A qu'onax=o; & c'est au point B qu'on trouve 

x™ ia. 
90. Pour comprendre la derniere conséquence 

de l'article 101 , il faut se rappeller que la por-

tion de la roulette A M n'est que la somme des 

arcs infiniment petits Mm , & que la corde AE 

n'est que la somme des E F. • 
io°. On avance, à l'article 103 , que l'efpace 

RGBQ.(F/g. 87, PI. 5 ) est égal à l'efpace MGBE. 

L'on a raison, puisqu'on a démontré dans la figure 

84 de la même planche que Tare MR - Parc EQ.» 
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par la même que l'angie MOK == l'angie ECK. 

Pour trouver , à la fin du même article
 4 

^ — zaa -t- zab -f- bb , il faut que í'arc M E Q,, 

(F/g- 87, VI. 5 ) coupe en '2 parties égales le 

demi-cercle AEB au point E. Alors l'angie EKO 

fera droit ; & en tirant le rayon OE = OQ,= ^[, 

l'on aura OE1 = EK1 -+- OK" ; donc \\ =^aa-h aa 

2ab -+- bb ; donc ̂  ^z=. iaa + 2#& -t- bb. 

II°. Pour trouver, à l'article 105, x~ \ a
 y 

il faut se rappel!er que xx étant nul vis-à-vis zbx
 4 

6c zaa vis-à-vis ^ab, , il reste zbx = ^ab, & paf 

conséquent x =^ a. II faut encore se rappeller 

qu'en faisant B P — \ A B , l'on fait par là même 

x = la
 }

 parce que BP = x, & AB = 2a. 

12
0

. Pour peu qu'on réfléchisse sur la figure 91 

citée à l'article 109, l'on verra que la courbe 

DE est formée par le développement de la con-

vexité A D ; la courbe E F par le développement 

de la convexité AB ; & la courbe D G par le dé-

veloppement de la convexité D C. 

NOTE L1. 

IL y a dans la sixième section quelques articles 

qui nous ont paru mériter quelques éclaircisse-

ments. Ce sont les articles 110, 113 , 118 , 

119 , 120, 121, 123 & 125. 

i°. L'angie de réfìéxion FmD ( Fig. 94^ PI. 5 , 

art. 110 ) est égal à sangle d'incidence BwM > 

& par conséquent à l'angie Km M. 

20. L'article 1 13 est un des plus importants du 

Traité des Infiniment Petits. II sert à démontrer 

Z a 
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que l'image d'un objet vû par le moyen d'un mi-

roir , ne paroit pas toujours au point de concours 

de la cathéte d'incidence & du rayon réfléchi ; 

cela n'est exactement vrai que pour les miroirs 

plans ; pour les autres il souffre bien des excep-

tions. Soit, par exemple, le miroir concave AMD, 

{ Fig. 97 , PI- 5 ). Soient les deux rayons de lu-

mière infiniment près l'un de l'autre B M , B m 

envoyés par le point B fur la concavité de ce mi-

roir , & réunis au point F après la réflexion. II est 

évident que ces deux rayons donneront, après leur 

réflexion, l'image de l'objet B au point F ; s'ils la 

donnoient ailleurs, par exemple, à leur point de 

concours avec la cathéte d'incidence , l'on auroit 

deux images de l'objet B > donc &c. Ce que l'on 

peut auancer en général pour toute forte de mi-

roirs , c'est que le lieu de l'image est toujours au 

point F où deux rayons incidents infiniment pro-

ches l'un de l'autre B M , B m viennent fe couper 

après la réfiéxion. 

3°. L'on assure (^w*r í 18 ) que lorsque M F est 

infini, l'on a MË == 2MB ( Fig. 98 VI. 5 ) ou a 

= 2ji. L'on a raison. La valeur de M F est ( art-

113) — ~zra' Lorsque MF est infini, l'on a 

M F — ̂  ; donc dans ce cas l'on a zy — a = 0 ; 

donc zy = a. Pour trouver la proportion indiquée 

à la fin de ce même article , il faut dire, la moi-

tié du grand axe : au rayon incident : : le rayon 

réfléchi : ME. Or par là même que les rayons 
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incident & réfléchi sont donnés, le grand axe l'est 

auíìî. Car dans la figure 99 de la planche 5 , l'on 

a A D = B M H- M F ; & dans la figure 100 de 

la planche 6 , l'on a Act — MF — MB, parce 

que les rayons incidens & réfléchi font tirés des 

deux foyers à un même point de la courbe ellip-
tique ou hyperbolique. 

40. L'article 119a besoin des écîaircissemens 

fuivans. L'on demande i°. Pourquoi MF == rMG , 

lorsque les rayons incidens PM font perpendicu-

laires fur Taxe AP , ( Fig. 101 PI. 6. ). L'on répond 

que lorsque les rayons incidens P M font perpen-

diculaires fur l'axe A P, ils font par là même pa-

rallèles entr'eux ; & puisqu'alors l'on a eu (art. 

113) MF = \ M G ; l'on doit avoir ( art. 119), 

en faisant îa même supposition , MF^^MG. 

L'on demande 2
0
. Si la construction abrégée 

dont parle M. le Marquis de l'Hôpitaî, est préfé-

rable à celle qu'il donne d'abord. L'on peut ré-

pondre hardiment que non. Cette construction 

n'est bonne que pour ceux qui voudroient s'épar-

gner la peine de chercher le rayon de la dévelop-

pée de la parabole. Ce rayon se trouve très-facile-

ment par l'article 84. 

L'on demande 3°. Pourquoi, lorsque le rayon 

réfléchi est parallèle à l'axe , l'on a M P = P Q, 

{Fig. 101.PI.6. ). Pour répondre à cette question, 

l'on n'a qu'à démontrer que dans la même figure 

l'on a ML = LQ. En effet l'angie QMA = l'an-

gie QMD
3
 puisque ce sont les deux angles droits 

formés par le rayon MC de la développée avec la 

25 
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courbe AMD. De plus, l'angie d'incidence AML 

est égal à l'angie de réfléxion NMD ; donc l'angie 

restant L M Q. est égal à l'angie restant Q.M N, 

Mais à cause des parallèles M N , A O, l'on a 

LQ.Mr- Q.MN; donc L M Q. — L Q. M ; donc 

les angles fur la base M Q, sont égaux ; donc ML 

■=. LQ.. Pour trouver dy =" dx , il faut imaginer 

au point M un triangle infiniment petit, sembla-

ble au triangle isoscéle MLQ, dont les 2 côtés dy, 

4,x soient homologues aux deux côtés ML , LQ. 

L'on demande 40. comment }/û —• y y divisé 

par t-k-y donne —L'on répond que ̂
n

 — 

— y^El x
 ̂  = y^JL. II n'est pas néceilai-

V H-yXt + y . V t -i-y 
re de faite remarquer que Ton trouve dy* — vyd'dy 

~ àx%, en maniant suivant les régies ordinaires 
t»J ■ ydx

1
- -t- ydy

2
- dx~ -h dy

2
- , n

 n équationZ——^^—-^. H n est pas 

plus nécessaire de faire remarquer que l'équation 

™ A. u1
 — ~uu + que l'on trouve fur la fin 

de l'article 119, n'est pas différente de l'équation 

aXi = ~ ûì
 — j ctwrí -4-1 aau , parce que « —: i. 

Ce n'est par la loi des homogènes qui exige 

que tous les termes de l'équation ayent les mêmes 

tfirneníìons, que l'on a fait entrer tantôt a , & 

tantôt aa dans l'équation primitive. 
50. Pour comprendre l'article 120 , .on fera 

attention à ce qui fuit. i°. Une perpendiculaire 

tirée du point G fur le rayon Kl F prolongé ( Fig, 
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102 , PL 6 ) couperait ce rayon réfléchi dans un 

point où il feroit égal à la ligne appellée a à l'ar-

ticle 113, comme il est aisé de s'en convaincre en 

examinant la figure 97 de la planche 5 ; donc une 

perpendiculaire tirée du milieu de M C fur le ra-

yon réfléchi M F rencontrera ce rayon dans un 

point où i! fera égal c'est-à-dire, le rencoí» 

trera au point F; car MF = lorsque les ra-

yons incidens P M font perpendiculaires fur J'axe"", 

comme nous venons de le remarquer au num\ pré-

cédent de cette note. 20. Si M F tm| a , l'on aura 

M F = M P, parce que la ligne M P de la figure 

t02 représente la ligne M E ou la ligne a de la fi-

gure 97. 3
0

. Pour se convaincre que la caustique 

A F est triple de M F , il faut se rappeller que A F 

(art. 1 1 o ) — P M -+- MF. Or P M — :M F ; 

donc AF — 3MF. 40. Si l'angie ACM ou PCM 

est de 450, l'angie d'incidence PMC sera de 450 ; 

donc l'angie de réflexion C M F sera de 45°.^ 

donc l'angie total P M F sera droit, & par con-
séquent M F sera parallèle à A C .■ p 5ÏCO 

6°. On peut demander en Usant l'article 121, 

pourquoi KD = |AD ( Fig. 103 , PL 6 ). Pour 

répondre à cette question, on fera remarquer que 

lorsque AD est le rayon incident, alors D K est 

le rayon réfléchi. Or de même que M F est j AMr, 

de même D K est 7 AD. On peut encore deman-

der pourquoi M F est parallèle à A D , lorsque 

A M est égal à A C. L'on répondra que lorsque 

AM=rAC, alors le triangle ACM est équi-

latéral ; donc chacun de ses angles vaut 60 -de-
Z 4 
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grés ; donc l'angie de réfléxion C M F nécessaire-

ment égal à l'angie d'incidence A M C , vaudra 

60 degrés j donc les angles alternes ACM , CMF 

seront égaux ; donc les lignes AD, MF feront 

parallèles. 

7°. L'article 122 n'a besoin d'aucun commen-

taire. II n'en est pas ainsi de l'article 123. En le 

lisant, on se souviendra d'abord que M G > {Fig. 

105. PI. 6 ) est une partie du rayon de la déve-

loppée, laquelle partie est parallèle & égale àNB, 

& que pour trouver MF = MQ.= P N , il faut 

imaginer une perpendiculaire tirée du point G au 

point F, pour avoir le triangle rectangle MF G 

égal au triangle rectangle M Q. G , à cause du 

côté commun MG & de l'angie de réfléxion GMF 

égal à l'angie d'incidence G M P. On se souvien-

dra ensuite que si le rayon incident P M partoit 

du centre C du cercle ANB , l'on auroit l'angie 

d'incidence PMG de 45 degrés, à cause du trian-

gle rectangle ifoscéle BPN. On se souviendra en-

core que, par la nature de la roulette , l'on a LI 

tte Aï, & que pour trouver du = ~ , il faut 

imaginer prés du point I un triangle rectangle in-

finiment petit , semblable au triangle rectangle 

CHI, dont la différence de AI & la différence de 

ïH feront en proportion avec CI & IH. L'on aura 

donc du idxn a: y ; donc du = ~. L'on se sou-
y 

viendra enfin queia nature du cercle donne AH 

1 IH ; ; Ifs ; FíBpu
 3

yy = %.ax — xx j donc zydy 
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çs 2ûdx — 2xdx j donc — 2yây ~ 2XÍ$/X — 2<2Í/X. 

Les défauts de proportion qui íe trouvent dans la 

figure 105 , se corrigent d'eux-mêmes, & ne íçau-

roient induire dans aucune erreur. 

8°. L'article 124 se présente de lui-même. Pour 

comprendre facilement l'article 125 , il faut relire 

l'article 100 dans lequel GG ——-—; M G. A 
1 2a -+■ o 

l'article r 25 l'on a. h = ak cause de l'égaîité des 

cercles mobile & immobile ; l'on aura donc G G 

= ~MG , ou G C = f M G ( Fig. 106. PI. 6). 

Les autres articles de la 6e. section ne font ni 

assez intéressants, ni assez difficiles pour mériter 

un commentaire. 

NOTE Lïí. 

DANS la section 7
e

. M. le Marquis de i'Hôpi-

tal se sert du calcul des différences pour trouver 

les caustiques par réfraction. II suppose que celui 

qui en entreprend la lecture , est au fait de ce 

qui arrive à la. lumière , lorsqu'elle traverse les ver-

res convexes & concaves. Nous le supposerons 

aufîl dans cette note. Ce qui nous engage à sup-

primer une pareille dissertation , c'est que nous 

avons déja traité cette matière aux articles de 

notre Dictionnaire de Physique qui commencent 

par les mots RéfraSlion, Dioptrique, Lunette , Mi-

croscope à Télescope. Cette note ne roulera donc 

que fur les articles 135,136,137,139,14F, 

142 & 144 j ce font les seuls qui ayent besoin de 
quelques éclaircissements, 
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I°. Pour comprendre la fin de l'article 135, 

vous remarquerez ce qui fuit. i°. m est infinie par 

rapport à n , lorsque n = o. 20. L'on a n —: 0, 

lorsqu'il n'y a point de réfraction, c'est-à-dire , 

lorsque le rayon incident B M ( Fig. 111, PL 6) 

est perpendiculaire à la courbe AMD. 30. Lorsque 

le rayon incident 8 M est perpendiculaire à la 

courbe AMD , il doit, après avoir traversé cette 

courbe, fe confondre avec MC , perpendiculaire 

à A M D. 40. Lorsque m est infinie par rapport à 

n, l'on a M F — b , parce que la formule MF — 

devient évidemment M F — 
bmy — any — aan 

hbmy ^ 

bmy 

2°. M. le Marquis de l'Hôpitaì suppose que ca-

lui qui lira l'article lí f* a présent à Pesprit ce 

qui arrive à un rayon de lumière qui passe obli-

quement , tantôt d'un milieu plus rare dans un 

milieu plus dense, tantôt d'un milieu plus dense 

dans un milfóti plus rare. Dans le premier cas m 

est plusvgrand que H; dans le second c'est « qui 

est plus grand que m. 

3°. En lisant l'article 137 , VOUS-VOUS souvien-

drez de ce qui fuit. i°. Lorsque les rayons inci-

dens B M (j/ ) sont parallèles entr'eux , alors ils 

font infinis ; donc la formule MF = —
r my — ny q: bit 

devient, à eau le du terme infiniment petit î£ In , 

|yjp bmy bm 

my — ny m 
TgÂ 2°. Lorsque les droi-
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tes a & b font infinies , alors les termes bmy , any 

font nuls par rapport aux termes aan, bbmy , par-

ce que ceux-ci font des infinis du second genre , 

Bí ceux4a ne sont que des infinis du premier genre, 

4e. L'article 139 demande, pour être compris, 

les remarques suivantes. i°. Dans la figure 115 

DNest par rapport à BD ce que dans la figure 1 í 1 

M G ( b ) est par rapport à B M. 2° La caustique 

entière HFN — AH — DN — f AG. Mais AH 

= 3AC , donc HFN = 3AC — \ AC —DN 

= f AC — \ AC — DN = f AC — DN. Mais 

DN1 = CD' — CN1 = CD* — l CD- , puisque 

par hypothèse CN=}CD; donc DN1 AC1 

— 4~ AC ; donc DN - ̂  \ AC15 donc DN — 

|/| A C1 ; donc DN == » AC j/5 ; donc si l'on a 

HFN=:^ AC^-DN, l'on aura par là même 

HFN = f AC— \ AC1/5 =ï^=p AC. Tout 

ce calcul se rapporte à la caustique HFN de la 

figure 115. 30. Pour ce qui regarde la caustique 

H F N de la fiVare 116, vous trouverez HFN =s 

AC , en vous rappellant que NK === § A C, 

& que la caustique HFN =3 2 <\ C •+■ \ AK. En effet, 

ÇK? ir= C N1 N K1 =■ A C1 — NK' = AC1-

\KV = 1 AC1; doncCK = V
/|Ac* j donc CK 

j AC Mais AK= AC —CK , donc: A K 

^AC-jACj/5. donc| AK == | AC-| AC1/5 

r;
ìAG-ìAC]/5. Mais la caustique HFN 

ë 2CA + Í A K ,donc HFN = f AC-j-? AC 

|sj | AC 1/5 =3 | AC — f AC 1/5 a %f AC. 

50. L'article 141 suppose que l'on a présent à 

l'esprit l'article 132. Il fuit de ce dernier article 
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que B M — B A : LM :\m:n. Mais l'on a dans la 

figure 118 PM = BM — B A , & AE = LM; l'on 

aura donc P M : A E : : m : n. 
6°. A la fin de l'article 142 , il est parlé des 

ovales de Descartes Cette matière est traitée dans 

la section seconde du livre 2 de sa Géométrie. Vo-

yez-en le Commentaire qu'en a fait le P. Rabuel 

Jésuite, pag, 340 & suivantes. 

7°. Pour comprendre la bonté de l'équation 

NF H- FH — - NC = HD - - D C de l'article 
m m 

144, il faut la transformer en celle-ci, FH — HD 

,— NF + - NC — - DC, & se rappeller ensuite 
m m .xi 

l'équation de l'article 132, où l'on lit FH ~~ AH 

— MF + -BM'—.-BA. II faut encore avoir 
m m 

en même tems fous les yeux les figures 121 & 112, 

parce que H D est pour la figure 1 21 ce qu'est AH 

pour la^figure 112. lien est de même de NF, 

— N C , — DC ; ils font dans la figure 121 ce c 
mm b 

font dans la figure 112 M F , % B M , " B A. 
0 mm 

NOTE LU 1. 

XJA Section-8
e

. contient 11 articles qu'il est 

nécessaire de commenter ; ce font les articles 

147, 148, 151,152, 155 , 156 , 158 , 159, 

Ï6O, 161 & 162. 

i°. L'article 147 est très- difficile ; en voici le 
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commentaire. i°. L'équation xx — qay— qyy 

est un lieu au petit axe A B de la demi-ellipse 

A iVî B , Fig- 122.Pl. 7. Ce petit axe a pour pa-

ramétre 4« , parce que le petit axe : au grand 

axe : : le grand axe : au paramétre du petit axe. 

L'équation a ce même petit axe est la suivante , 

A P1 : A Q.X B Q.: : le paramétre du petit axe : 

au petit axe ; donc xx : ay —■ yy : : ^a : a ; ce qui 

donne évidemment xx = /\ay — /\yy. Relisez la 

note 5e. 20. Pour trouver AK = á- , il faut 

t
 y 

d'abord tirer de l'équation xx = /\ay — qyy la 

valeur de 2xx = %ay — %yy> ; il saut ensuite con-

clure que dy = -
x

^
x

 par là même que xdx = 

iady — 4-ydy. Cela fait vous introduirez ces nou-

velles valeurs dans l'équation AK ~ íxxfy—-xyfx 
A xdy — 2ydx 

Sc vous trouverez après un très-grand nombre d'é-

quations & de transformations AK = —. 30. La 

parabole qui a pour sommet le point A est asymp-

totique de celle qui passe par tous les points C , 

parce que toutes ces paraboles ont, avec le même 

paramétre 4AB , différents sommets fur le même 

axe ; donc leurs différentes branches s'approche-

ront continuellement, fans pouvoir jamais se tou-
cher. 

20. L'article 148 ne demande que cette seuíe 

remarque : l'on trouvera PQ.( Fig. 12 3. PI. 7. ) == 

y
~~ , en imaginant au point M Un triangle infini-
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ment petit, semblable au triangle MPQ. dont lés 

deux côtés dx , ây seront homologues à PM , PQj, 

II n'est pas nécessaire d'avertir que dans ce même 

article l'on a PC1 = KG' PK1 par la 47
E

. propo* 

íìtion du livre 1 des élémens d'Euclide, & non pas 

par la propriété du cercle. 

3
0

. M. le Marquis de PHôpitaî a supposé dans 

son article 15 1 que Ton avoit présent à l'esprit 

l'articie 11. 

4
0

. A l'articie 15 2 l'on a AT ( F/g. 125. PI. 7 ) 

— — , parce que l'on a évidemment AP : A M : : 
a a 

x 
a a 

x 

a a 

A M : AT , ou x : a : : a : A T = —. Mais ( arU 
X ÌM 

15 o) AT : AP : : AP : AK , ou ̂  : x : : x : AK; 

donc AK == —. L'équation que l'on troUve à la 

fin de cet article prouve que la courbe B C D est 

une courbe du troisième genre. M. Varignon est 

parvenu d'une manière plus simple à une équa-

tion qui prouve la même vérité. Voici comment 

il raisonne : Puisque QC =± — , l'on aura C? = a 
a 

— ~. Ainsi QP O ) : QA O ) : : CP ( ct —- £ ) 

: CK (\) ; donc a\ —
 aay x

*
y

 ; doncaa\ =aay 

— xxy donc ct4^1 == ayz — 2alx'Ly'1' -t-x^y*-

Mais le cercle BMD donne AP x PT = PM% ou, 

a* - x' = yz ; donc^V — a6— -+- ^ctV - x6; 

donc l/a*?
2

- =a* — x". Mais u 7= — , donc x' 
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Ì 3 

c= aau
 3

 donc x = \Zaau ,* donc xx cfc ya^uu ; 

3 | 3 3 

donc y/a^i1 — ct1 — ; donc a y as — 
3 3 3 

aa — a y'
a
u% ; donc \/aj* ~ a — y'aux ; donc 

l'équation de la courbe B CD prouve que c'est ici 

une courbe du troisième genre. 

5
0

. La proposition énoncée par l'articie 155 est 

démontrée dans tous les Traités de Méchanique , 

& nommément dans celui de M. 1 Abbé de la 

Caille , art. 364 , pag. 113. 

6°. Le mot sesquialtere pourroit embarrasser un 

Commençant. Etre sesquialtere , c'est avoir la 

moitié en iìis; a fera seíquialtere de b, si l'on peut 

dire, a z \ h. Si la portion ND de la courbe DNF 

(Fig 1 25. PI. 7. ) étant multipliée par le rayon AB 

est sesquialtere du segment circulaire D M P, il 

s'ensuit que la courbe entière DNF est égale aux 

trois quarts de BMD , quatrième partie de la 

circonférence du cercle. En voici la démonstra-

tion , elle est de M. Crouzas. DNF x AB est trois 

moitié de l'espace B A DM B. Mais l'espace 

BADMB=ABx — , donc DNFxAB 

=
 UBx™=i ABDMB; donc DNF 

- JDM B. Ces deux remarques ont été nécessai-

res pour l'inteliigence de l'articie 15 6. 

70. L'articie 158 présente deux points qu'il 

faut nécessairement expliquer. 1 °. Pour suivre M. 

le Marquis de l'Hôpital , lorsqu'il parle de la 
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différence de uy. ~ xy. — y , il faut se rappelle! 
v aa — xx 

qu'àprès avoir cherché cette différence par les ré-

gies ordinaires, il parvient à une fraction dont il 

fait ie numérateur = o. 20. Après avoir trouvé 

?Y
i
=

mi
^-

mmx

 s
 il faudra chercher MC {Fig. 

aa 

\ij.Vl.yjz=z ™'
n

~^
mx

. Pour le trouver
 3

 il fau-

dra se souvenir que N K = PK — PN = 
rrô ~t-mmx m$ -4- mmx — aam 

m — • . 11 faudra 
aa aa 

faire ensuite la proportion suivante ; PN(«); 
» «• -».T / \ »T ir /

 m^ mmx — aam
 S

 •
 T M N ( a ) : : N K ( ) : N C = 

aa 

an* -f- ammx — alm mm -f- mx — aa 
. Mais M C 

aam a 

= MN+NC =
 a+

M+"~M; donc MC 
a 

mm -f- mx 

a 

8°. Prenez garde , en lisant l'articie 159 , que 

les lignes LM , lm ( Fig. 12S.PL 7 ) peuvent être 

considérées comme parallèles, parce qu'elles for-

ment un angle infiniment petit. II en est de même 

de plusieurs autres lignes qui se trouvent dans 
cette figure. 

9°. L'on aura la valeur de MC énoncée dans 

l'articie 160
 }

 en disant W-+-M:W::MC+CN 

(a) : M G. 

io°. Avant que de lire l'articie 161 du Traité 

des 
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des Infiniment Petits, il ne feroit pas mal de lire 

les articles 155 & 156 du Traité des Sections co-

niques de M. le Marquis de l'Hôpital. 

11°. Dans l'articie 162 l'on ne peut pas tirer 

M D parallèle à LN (F/g. 128. Pl. 7. ) fans avoir 

MD : ML : : EF : EG; ea voici la preuve. Si les 

lignes M D & L N font parallèles, l'on aura Pan-

gle MDL égal à son alterne ELG. Cela supposé
 3 

voici comment je raisonne : EF : E G : : ie sinus 

de l'angle ELF : au finus de l'angîe ELG. Mais 

MD : ML : : le sinus de l'angle DLM , ou ELF : 

au sinus de l'angle M DL ou ELG; donc si M D 

& L N sont parallèles , l'on aura M D : M L : : 

EF : EG : : bbgh : accf— ccfh ; donc MD : ML 

( h ) : : bbgh : accf— ccfh ; donc M D = ~~~J^~~fh ' 

donc par là même que M D fera parallèle à L N, 

l'on aura MD = —f
gh

 ,,. 
accf—ccjh. 

NOTE h IV. 

L A plupart des articles de la section neuvième 

que nous avons éclaircis , ne pouvoient gueres se 

passer de commentaire. Le Lecteur n'en sera que 

trop convaincu , en jettant les yeux fur les numzro 

6, 8 , 9 & 1 o de cette note. 

i°. L'équation que donne la supposition de 

l'articie 163 est P M — ( fig. 130. pl. 7). II 

S'ensuit de là que lorsque M. le Marquis de FHô-
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pital dit que PM =
 AB

p*-^^, il prend évidem-

ment la constante A B pour l'unité. 

2°. Dans les articles 164 & 165 M. le Mar-

quis de l'Hôpital différencie le numérateur de 

chaque fraction , en le considérant non pas com-

me numérateur, mais comme une quantité iío 

lée. Il tient la même conduite vis-à-vis le déno-

minateur. 
3

0
. Pour comprendre la fin de l'articie 169 , 

il faut relire la fin de l'articie 89. 

4
0

. C'est par l'articie 170 que l'on fait à l'ar-

ticie 171 y = — • 
' a 

5°. La proportion de l'articie 178 n'est bonne, 

que parce qu'on considère l'arc infiniment petit 

Mm ( fig. 135 , 136, pl. 7 ) comme la mesure 

de l'angle M G m. Or on a droit de le considé-

rer ainsi, puisqu'il feroit confondu avec un arc 

de cercle infiniment petit Mm qui auroit pour 

rayon GM, pour centre le point G , & qui par 

îà même feroit la mesure de l'angle M G m. 

6°. L'on a, à 1 article 180 , MI x M G = 

B M X MN, ( fig. 136. pl. 7 ) parce qu'il est 

démontré dans tous les élémens de Géom trie 

que, deux lignes qui se coupent dans un cercle, 

se coupent en raison réciproque. 

S'il s'agit de prouver dans ce même article 

qu'au point d'infléxion F , la ligne MR est plus 

grande que la ligne M G , il faudra d'abord sup-

poser pour un moment que ~^

aab
 ~~

 k
- = v/, 

10. 1 

aa - cc> 
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Cette supposition vous donnera a — c , ou KN 

= KM; ce qui est impossible. IIfaudra ensuite 

supposer que ^|/-f
a
~ ̂

g

 est plus grande que 

\/aa — cc i cette seconde supposition donnera c 

plus grand que a, ou KM plus grand que K N ; 

ce qui est encore impossible ; donc au point d'in-

flexion F l'on aura M G moindre que MR. Enfin 

l'on ne peut pas supposer, ainsi qu'on l'assure sur 

îa fin de l'articie 180, que |/^:~:*£í soit plus 

grand que a —c , fans avoir KM (c) plus grand 

que ~~-,< La preuve en est renfermée dans le 

calcul suivant II n'est pas nécessaire d'avertir que 

le signe > signifie plus grand» 

y "aab — bec 

aab ■ — bec 

> a 

> aa 

c par hypothèse. 

aa c cc 
2<2 -f- b 

aab — bec > 2a1 — /\aac + 2acc+aab — zabc+bec 

0 > 2aì — q,aac ■+■ 2acc •— zabc 2bcc, 

Cette derniere équation signifie que les quantités 

qaac & 2abc affectées du signe — surpassent les 

quantités 2aì, 2acc & 2bcc affectées du signe -K 

Reprenons ce calcul. 

qaac «4- 2abc > 2a1 -f- iacc ■+■ 2bcc 

2aac -f- abc > aì -t- acc -+- bec 

aac •+■ abc > ai — aac -+- acc -f- lec 

aac 4- abc — acc — bec > a1 — aac. 

Divisons ces deux quantités par a+b
9
 nous aurons 
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a} — aac 
ac — cc > 

a -4- b 

— cXO 

ç > 

aa x a — c 

aa 

a -+- b 

Donc si l'on suppose |/<^L=^Í plus grand que 

a — c, Ton trouvera r plus grand que — 

7°. L'on peut demander en lisant l'articie 182, 

pourquoi GMw + MGg (fig. 135. pl. 7 ) — 

K G g. L'on ré-

ib 

3.a 
— Mu.' 4-

£ ««ô 

pondra que GMw + MGg = 
2a 

MGg 
b x cc — aa 

aab 
KGg — 

2<z 

MGg + 

- 2Í 
MGg 

Hh | MGg 

h 

■ è X cc — aa 

aab 
K Gg , parce que 

2a -4-
= 1

 ?
 & que MGg — iM Gg. Mais 

M Gg-3-j MGg =r M G g ; donc &c, 

8Q. L'articie 183 présente une autre soUition 

du problême de l'articie 182. II se comprend à la 

première lecture , lorsqu'on se rappelle que, par 

Ja propriété du cercle , P E1 ( fig. 140. pl. 7 ) sa 

A F X P V = 2cu — w; & que EM (j/) = ~-

(art. 171)? = devient par ìà même ̂
9 
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parce que OB ( b ) : K B <> ) : : K B ( a ) : A K 

( c ) ; donc aa = £c ; donc si l'on a E M = 

b , l'on aura EM = ̂ . 

L'on assure à la fin du même article 183 que 

par là même que l'espace AE H = au rectangle 

P Q., moins le double de l'espace circulaire APE , 

l'on aura AEH=P£x KA + KPxAE. Le 

calcul suivant va mettre cette vérité dans tout 
son jour. 

Je nomme A K, a; KP,£jPE, cs EH, 

pu l'arc AE, ÍÍ. Cela fait, voici comment je raì-

sonne : le rectangle PQ.= AK + KtXPE + LH 

— X c-+- d =: ac -+- bc -\~ ad -h bd. 

L'espace circulaire APE = AKX;AE-t-KP 

XíPE = — «+- — ; donc 2 APE =<«/ ■+- bc ; 
2 2 

donc le rectangle P Q.— 2APE r=r w + fe+d 

Jrbd — ad — k = ac + W. Mais P E xAK + 

K P X A E = ae+ bd. Donc si l'espace A EH est 

égal au rectangle P Q, moins le double de l'espa-

ce circulaire APE, il sera par là même égal à 

PExKA + K P X A E. L'on a supposé dans ce 

calcul que le point P tomboit au dessous de K j 

car lorsqu'il tombe au dessus, l'on a AEH = 

PExKA — KPxAE, 

9°. Pour comprendre l'articie 185 , voici ce 

qu'il faut se rappeller. i°. L'espace AEM = 
m-1!-ab —— aa —f- ab

 M
 . „n 

—r— PE x K A H * Kl' x Ab. Mais KP 
oc . bc 

= KV~VP=?Í-ci donc —KP = c—«; 
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aa-4-ab ————— aac -+- abc — aau— abu 
donc —— KP x A E = ^— - x 

AE. 2°. Le secteur AKE= —x A E = - à 
2 2 

AE. 2°. L'espace A E M -+• le secteur AKE = 
aa -f- <Î5 ———■ aac -f- abc — aau — abu . _ 
__PhxKA+-_ _ AE 

Hf- c- x AE ; donc l'on aura l'espace AEM 

-i- le secteur AKE = aa 7^ P E x K A + 

id<z£ H- 2rfíc — 2a3« — 2abu -f- bec
 A

 „ 
,
 ;

 _ A E. A
0. On ne 

íbc 

peut pas faire dans ce même article 185 , « = 
2aac H- iaác -4- bec

 r r
 . , 

• , lans faire zaau -+- zabu = zaac 
2aa H- 2^0 

4- ictbc + £>cr, & par conséquent sans rendre nulle 
» < 2aac-+-2abc-hbec—~2aau-—Zabu . -r-. 
la valeur A E. 

26C 

io°. Le dernier article de la neuvième section, 

c'est-à-dire, l'articie 186 présente quelques diffi-

cultés que nous allons éclaircir en peu de mots. 

i°. Si x = j/ì
a<2

, l'on aura xx = {aa
t

8c2xx 

— aa i donc en faisant x = \/\aa, le dénomina-

teur de la fraction xx aa ,
:
 deviendra o , ce 

V 2xx -^-aa 

qui est une marque de l'infìni. 20. Lorsque le 

point M ( Fig. 141. VI. 7, ) tombe en D , l'on a 

A M = A D . ou x = ^ ; donc l'on a =? 
2tftf 

2rf« 
— ^61

 a
, 30, p

our t
i
rer

 ^
e
 l'

e
q

U
aticn / 
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■zzz x* -+• aaxx — b4 la valeur de D D ou 2 A D 

( Fig. 142. PL 7 ), M. le Marquis de PHôpital a 

fait P M— 0 , parce que dans cette supposition 

, l'on a A D = x. II a ensuite cherché la valeur de 

x, en maniant suivant les régies ordinaires , l'é-

quation x4 -+- aaxx — b* — 0 > & il a trouvé x = 

y — ~aa + \ y/a* -+- 40Ï , & par conséquent 

2AD ou 2X = J/ — zaa 4- 2 j/^ 434. 

NOTE L V. 

L A dixième section est sans contredit la moins 

importante de toutes. Elle n'apprend que ce que 

fçavent tous les Mathématiciens, c'est-à-dire , 

que par le calcul des différences on résout beau-

coup plus facilement que par toute autre métho-

de , les problêmes proposés dans les neuf sections 

précédentes. Pour se convaincre de cette vérité , 

il ne sera pas nécessaire de lire les 22 articles qui 

composent la dixième section ; on pourra se con-

tenter de la lecture de Y article 208 ; on verra 

combien compliquée est l'équation que donnent 

les méthodes qui ne font pas fondées fur le cal-

cul différentiel, dont M. le Marquis de l'Hôpi-

tal nous a donné les régies avec autant de clar-

té
 3

 que de précision dans son Analyse des Infini-

ment Petits. 
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TABLE. 
OECTION L Où Von donne les régies du calcul 

différentiel. page si 

PROPOSITION I. Où l'on enseigne à f rendre la diffé-

rence de plujìeurs quantités ajoutées ensemble , ou sous-
traites les unes des autres. '4 

PROPOSITION II. Où l'on enseigne à prendre la 

différence d'un produit fait de plusieurs quantités mul-

tipliées les unes par les autres. j 

PROPOSITION III. Où l'on enseigne à prendre la 

différence d'une sraâion quelconque. 6 

PROPOSITION IV. Où ton enseigne à prendre la 

différence d'une puissance quelconque parfaite ou impar-

faite (Tune quantité variable. J 

SECTION 11. Où Von fait usage da calcul des 

différences pour trouver les tangentes de toutes sortes 

de lignes courbes. 14 

PROPOSITION I. Où Von enseigne la méthode de 

tirer d'un point donné une tangente sur une courbe dont 

on connoit la relation qui règne entre la coupée & Vap-

pliquée. 14 

Les 15 Propositions suivantes de la même Section con* 

tiennent des Problêmes analogues aux tangentes* 

SECTION III. Où Von fait usage du calcul de 

différences pour trouver les plus grandes ou les moin 

dres appliquées. < 

PROPOSITION GÉNÉRAI, E. Où l'on enseigne U 

méthode de trouver la plus grande , ou la moindre ap-

pliquée , la nature de la ligne courbe étant donnée. $8 

SECTION IV. Où Von fait usage du calcul des 

différences pour trouver les points d'infléxiott & de re-

broujsement. 
PROPOSITION I-

7 

!-
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TABLE. 5
77 

PROPOSITION I. OU l'on enseigne à. prendre la 

différence d'une quantité composée de différences quelcon-

ques. 8z 
PROPOSITION 11. OU l'on apprend à déterminer le 

point d'infléxion ou de rebrouffement , la nature de la 

ligne courbe étant donnée. 84, 
SECTION V". Ou Von fait usage du calcul des diffé-

rences pour trouver les développées. zoz 

PROPOSITION I. OU Von apprend à déterminer la. 

longueur du rayon de la développée. zo$ 

PROPOSITION W. OU l'on apprend à trouver U 

point ou Vaxe. touche la développée. zz<f 

PROPOSITION III. OU Von apprend à trouver une 

infinité de lignes qui aient ìa même développée. l44 
SECTION VI. Ou Von fait usage du calcul des 

différences pour trouver les caustiques par réflexion. 148 
PROPOSITION I. OU Von enseigne à trouver sur le 

rayon réfléchi
 t

 donné de postiori, le point oU il touche 

la caustique. z$z 

PROPOSITION II. OU l'on résout li Problême sui-
vant : la caustique par réflexion étant donnée avec le 

point lumineux , trouver une infinité de courbes
 3

 dont 

elle soit caustique par réflexion. z6~y 
SECTION VII. OU Von fait usage du calcul des 

différences pour trouver les caustiques par réfraction, z y z 

PROPOSITION I. OU Von enseigne à trouver fur Is 
rayon rompu , donné de position , le point ou il touche 

la caustique par réfraction. l73 
PROPOSITION II. OU Von résout le Problême sui-

vant : la caustique par réfraction étant donnée , avec 

son point lumineux , & la raison de m à a ; trouver ' 

une infinité de courbes dont elle soit caustique par ré-

fraction. z8 z 
SECTIONVIIL ÒU l'on fait usage du calcul des 

différences pour trouver les points des lignes courbes 

qui touchent une infinité de lignes données de pojìtion, 

droites ou'courbes, l$7 
Sb 
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PROPOSITION I. Où l'on enseigne à trouver uni 
ligne couríe qui touche une infinité de paraboles qui 
postent toutes par un même point. z8 y 

Les $ Propositions suivantes contiennent des Problêmej 

analogues au sujet exposé au commencement de U 

Section VIII. 

SECTION IX. Où l'on trouve la Solution de 
quelques Problêmes quif dépendent des méthodes précé-
dentes. 206 

Les Problêmes résolus dans cette Section font au nom-

bre de S' 
SECTION X. Où l'on trouve une nouvelle manière 

de se servir du calcul des différences dans les courbes 
Géométriques , d'où l'on déduit la méthode de Mrs. Des-
cartes & Hudde. 233 

Cette nouvelle méthode est employée dans les 7 Propo-

sitions qui forment cette Section. 

COMMENTAIRE des articles les plus difficiles 
de VAnalyse des Infiniment Petits. 2$0 

NOTE I. Analogue à l'articie 2. 257 

NOTE II. Analogue à l'articie 238 
NOTE III. Analogue à l'articie 6. 262 
N o T B IV. Analogue à l'articie 7. 264 
N o T E V. Analogue à la Section seconde considérée en 

général. 2J3 
N o T B V I. Analogue à l'articie o. 283 
NOTE VII. Analogue à l'articie 11. 284 
NOTE VIII. Analogue à l'articie 12. 28$ 
NOTE IX. Analogue à l'articie 12, 234 
NOTE X. Analogue à l'articie 14. 2<)J 
N o T E X I. Analogue à Varticle 1 $. 301 
NOTE XII. Analogue aux articles 17 & 18. 303 
NOTE XIII. Analogue à l'articie 21. 304 
.NOTE XIV. Analogue à la Proposition S de la 2

S
. 

Seâion. joS 

N o T B XV. Analogue à la Propojìtion 6 de U même 
Seâion. 008 

SCD LYON 1



TABLE. 
N o T B XVI. Analogue à l'articie 26. 308 

NOTE XVII. Analogue à la Proposition 8 de la 2e. 

Section. 3°S 

NOTE XVIII. Analogue à la Proposition p de la 

même Section. 310 

NOTE XIX. Analogue à Varticle 31. 311 

N o T B XX. Analogue à l'articie 72. 312 

NOTE XXI. Analogue à l'articie 24. 313 

NOTE XXII. Analogue à Varticle 36. 313 

NOTE XXII1. Analogue à l'articie 29. 314 

NOTE XXIV. Analogue à l'articie 40. 315 

NOTE XXV. Analogue à la Proposition 16 de la 2e. 

Seâion. 317 

NOTE XXVI. Analogue à la troisième Seâion con-

sidérée en général. 31^ 

NOTE XXVII. Analogue à tarticle 48. 321 

NOTE XXVIII. Analogue à l'articie 40. 322 

NOTE XXIX. Analogue à l'articie jo. 322 

NOTE XXX. Analogue à l'articie $\. 322 

NOTE XXXI. Analogue à l'articie $2. 32 3 

NOTE XXXII. Analogue à l'articie $2. 324 

NOTE XXXIII. Analogue à l'articie 54. 324 

NOTE XXXI V. Analogue à l'articie $6. 325 

NOTJS XXXV. Analogue à l'articie 38. 325 

NOTE XXXVI. Analogue à l'articie 59. 32J 

NOTE XXXVII. Analogue à l'articie 61. 329 

NOTES XXXVIII. XXXIX- XL. Analogues à 

la Seâion 4e, considérée en général. 33^ 

NOTE X L 1. Analogue à l'articie 66. 340 

NOTE XLII. Analogue à l'articie 67. 344 

NOTE XLI1I. Analogue à l'articie 68. 344 

NOTE X L I V. Anal ogue à l'articie 69. 344 

NOTE X L V- Analogue à l'articie 70. 34$ 

NOTE X L V I. Analogue à l'articie 71. 346" 

NOTE XLVII. Analogue à l'articie 72. 348 

NOTE XLVII I. Analogue à ï'article 72. 330 

NOTE XLIX. Analogue à l'articie 74. 330 
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N o T B L. Analogue aux principaux artides de la $t. 

Seâion. 3 S2 

NOTE L I. Analogue aux principaux articles de la 6e. 

Section. 3Sâ 
N o T B L 11. Analogue aux principaux artides de la 

*]e section. 36't 
NOTE L 111. Analogue aux principaux articles de la 

8e. section. 3&4 
NOTE L I V. Analogue aux principaux articles de la 

9e. section. 36"$ 
NOTE L V. Analogue à la 16e. section considérée en 

général. 373 

F IN. 

Fautes à corriger* 

Page 6 ligne 20 ^ lise\ y 
page 12 ligne 4 ayypx lise\ ayydx. Ces 

deux fautes ne font que dans quelques exem-

plaires. 
page 38 ligne 20 de lise^ des 

page 46 ligne 24 N Q. UseK MQ, 

page 65 ligne 20 xx Hse\ xx 

page 133 ligne 23 sorre Hse\ sorte 

page 195 ligne 7 Q.C Use\ .QC 

page 297 ligne 19 axy UseK axy 

page 338 ligne 7 liseç dx^+dy
1
 l/dx^ + dy^ 

—. dxddy 
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