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PREFACE

DE LEDITEUR,

Oi Uon trouwvera ce qw’on doit penfer i
FAnalyfe des Infiniment Petits , &
des divers Commentaires qai en ont éré

faits;

L eft des hommes dont Te fioif

feul faic Iéloge. M. le Marquis
de I'Hépital eft de ce nombre. 5 auffi ;
en offrant au Public la troifierhe éditigh
du Traité¢ des Infiniment Petiss ; he nbiis
jetterons-nous point dans e panégyii-
que de P'Auteut. Pour donner feulé-
ment en deux mots I'idée la plus éeeri=
due de ce rare & prefond Génie ; fiods
ferons remarquer qu'il a véca dans i
ficcle ot les Mathématiciens & ptopo=
foient , pat maniere de défi | les pros=
blémes les plus embrouillés s & quil

a
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tellement rompus dans le calcul , qu'ils

i PREF ACE,
ne {e trouvoit dans le monde que
M. M. Nevuton. Leibnitz | les deux
Bernoully , Huyghens , & M. le Mart-
quis de PHipiral qui fuflent en- erat
d’en donner la folution. Nous ajoure-
rons que, lorfque M. Huygheas vou-
lut sadonner au calcul differentiel , il
gadreffa 2 M. le Marquis de I'Hépital ,
fous la conduite de qui il fic les pro-
grés les plus furprenants dans la Geéo-
métrie f{ublime. La route que cet ha-
bile Maicre lui fraya , nous la trou-
vons dans l’Ana{yﬁe des Inﬁm'mem Petits
aufli cet Ouvrage, que le monde {ca-
yant regardera toujours comme un
chef-d’ceuvre , eft-il le feul hivre que
Yon  puiffe metwe avec - fucces  en-
tre les mains de ceux qui ont appris
tout ce que lon comprend dans ce fie-
cle éclaire fous le nom délémens de
Geométrie & d Algébre, Je ne difli-
mulerai pas cependant quon a repro-
ché 2 M. le Marquis de I'Héopital de
navoir écrit que pour les Scavans ,




PREFACE, iij
entendent tout a demi mot. Ce  fur
pour mettre fon Ouvrage a la portée
des Commencans ordinaires ; que M,
Cronzas nous en donna, en 1721 e
Commentaire en un volume ini4°
precéde de deux amples difcours , dont
Pun eft fur la nature des Infinimene
Perits , & lautre fur le Caleul des’ Puif-
Jances.. A peine fon Commentaire vit-
il “le jour , quiil semprefla-den en-
voyer un exemplaire 2 M: Jean "Bere
noully.. Ce Scavant Pexamina '§ &
apres y avoir découvert des bévués
qu'on pardonneroit a peine ‘A un éfe=
lier , il lui dit en propres térmes ‘()
qu'il auroit mieux faic de ‘lui envoyer
fon Commentaire en manufcric , avane
que de le faire imprimer 5 qu'il 'y aa-
roit fait des remarques qui n'auroient
pas éte inutiles : il ajouta qu’il auroic
dt changer plufieurs de ‘fes manieres
de commenter ; & leur' donner’ un

(e) Les @uvres de Jean Bernoully , Tom. 4.
pag. 16o. & fuiv.

alij
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v PREF A4CE,

autre tour , de peur que les ignorans
ne prennent fes cxplications dans un
mauvais fens , & ne cherchent par la
loccafion de décrier 1'dnalyfe des Infi-
niment Petits,

Ce nelt pas la la feule critique
quait eu 2 efluyer le Commentaire de
M. Crouzas, M. Saurin , Membre de
I'Academie Royale des Sciences ,  dé-
montre dans les Mémoires de cette cé-
lebre . Compagnie (4) que le Com-
mentateur eft un guide dangereux dans
la grande & difhicile queftion de Ma-
ximis & Minimis | & il lexhorte a re-
toucher: fon Ouvrage dans une feconde
edition. Leicas qua faic le Public de
la.- premiere ; a difpenfé I'Auteur de
nous en donner une feconde.

A peine le Commentaire de M,
Crouzas  commengoit -l 4  paroitre
que la mort nous enleva le célébre
Varignon. . Ce grand Géométre , I'ami
intime de M. le Marquis de I'Hopital ,

(a) dnnée 1723 4 pag. 234 & fuir.




PREFACE, i
avoit lu Panalyfe des Infiniment  Petiss
avec lactention la plus réfléchie, On
lui trouva parmi fes papiers un ma-
nuferit contenant non-feulement des ex
plications des endroits les plus obfcurs
8 les plus difficiles de ce Traité, maie-
encore des Additions conflidérables, des
Propofitions nouvelles , des Problémes
ajoutés 2 ceux de M. le Marquis de
FHipital , des Régles , des Conftruce
tions , des Méthodes différences s &ec.
Ce précieux manufcric fue donné au
Public en [I'année 1725 en un volume
m-4°, , fous le ticre d’Eclairciffements [ur
VAnalyfe des Infiniment  Petiss, Cet Ou-
viage , tout excellent qu'il eft , ne peut
guere ére mis entre les maijns d'un
Commencant 5 M. Zarignon n'y eéclair-
cit pour l'ordinaire que les points qui
ont ¢eé capables de Parréeer lui-méme.
Diailleurs cer Ouvrage pofthume a écé
Imprimé avec fi pey d'exadtitude, quil
feroit prefque plus difficile de corriger les
fautes done il fourmille, que de lire fans
Commentaire I’zinabffé des Infiniment Petits,

alyj




& PREFA CE.

[’Ouvrage de M. le Marquis de
I'Hépital doit fe trouver comme necef-
airement dans la bibliotheque de tous
les Mathématiciens. Les Sgavants - en
ont befoin pour le confuleer , & pour
fe rappeller en peu de mots des pro-
pofitions rcs compliquées , quil n'eft
que trop facile d'oublier. Les Com-
mencans doivent en faire leur etude
journalicre , lorfqu'ils veulent paffer de
la Géométrie ordinaire i la Geometrie
{ublime : on ne peut fe regarder com-
me Mathématicien , que lor(quion a lu
avec gotr I'dnalyfe des Infiniment Petits,

11 nous paroit que Pedition que nous
en donnons , ne peut mangquer d’c-
ere favorablement accueillie. Les Sga-
vants , qui nont befoin que du texre .
de lAuteur , le trouveront au com-
mencement du Volume, imprime avec
Pexa@itude la plus fcrupuleufe. Les
Notes que nous y avons ajoutées , &
qui ne font quindiquees dans le corps
de I'Ouvrage , aideront les Commen-
gans 2 fe paffer de guide dans la route




PREFACE, vij

- épineufe du calcul différentiel. Ces No.
tes font au nombre de cinquante-cing.
Les quatre premicres font pour la pre-
miere fetion du Traite des Infiniment
Petsts,  Les 21 {uivantes fervent de
commentaire a la feconde feGion. L’im-
portante queftion' de Maximis & Mini.
mis que M. le Marquis de I'Hépital 3
traitée dans fa troifieme feGion , eft
éclaircie par 12 Notes confidérables.
Un pareil nombre de Notes eft deftiné
a commenter la matiere de a qua-
trieme fetion , ceft-a-dire , les diffé-
rences des différences | & les {ept exem-
ples qui y ont rapport. Enfin ce qu'il
y a de difhicile dans les fix dernieres
feCtions fe trouve expliqué dans les fix
dernieres Notes. Mais ce ne font I3
que des gencéralites , & il el né-
ceflaire dentrer ici dans un  déail
beaucoup plus circonftancié.

La premiecre fe&ion de Panalyfe des
Infinimens Petits préfente , il eft vrai |
les regles du calcul différentiel 5 mais
elle les préfente d’une maniere fi con-

aiv
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vili PREF ACE.
cife, qu'il elt prefque impoflible qu'un
homme qui les lit pour la premiere fois ,
apprenne , fans le fecours d’'un habile
Maitre , 2 différentier des produits
compliqués ,.des guantites fractionnai-
res, des nombres affe@é¢s d'un ou plu
fieurs fi ignes radicaux &c. Nous cfpe-
yons quon nous {caura quelque gré
davou: donné a ces régles, dans nos
quatre premieres Notes , une ctcnduc
fuﬁifantc , & de les avoir mifes a la
ortée de ceux qui ne fcavent que les
régles du calcul ordinaire.

M. le Marquis de I'Hépital fuppofe
dans fa feconde feGtion que le Leeur fe
;appcllc parfaitement , nan-feulement les
gquations de toutes les efpcces de fettions
ggniques , de quelque genre qulelles foient;
mais celles encore de la ¢ycloide , de la
{pirale , de la conchgide , de la czﬂ?izde :
de la quadratrice , de la lagarzz/’mzque or-
dinaive & [pirale &c. Nous avons cru
rendre un véritable fervice au commun

es Le&eurs , en leur donndnt une
idée netre des courbes que nous venons
de nommer , & en leur rappellant les




PREFA4CE, ix
demonttrations {ur lefquelles font fon-
dées les equations qui les diftinguent’
les unes des autres. Ceft-la ce qu’il y
a de plus intéreflant dans les 21 Notes
qui forment le commentaire de la fe-
conde feion.

Des 12 Notes que nous avons faites
pour eclaircir la queftion de Maximis &€
Minimis , celles qui font analogues aux
articles 49 , 58, 59 & 61, je veux
dire , les Notes 28¢, 34c, 36° & 37°,
nous paroiflent les plus imporrantes. En
lifant la Note 28° , on fe convaincra
de plus en plus qu’il eft bien rare qu'il
faille f¢ jetter dans linfini, pour trou-
ver le Maximam ou le Minimum d’une
courbe dont I'équartion eft donnée. M.
le Marquis de I'Hépital ne sy eft jete
quune fois dans tout le cours de fa
troifieme fetion , ceft & larticle 49 ;
& la Note qui fert de commentaire a
cet article , prouve qu’il pouvoit ayri-
ver a fon méme réfultat , en allant
par le chemin ordinaire.

La Note 35°, nous paroit prouver
gue M. le Marquis de I'Hépital . na




X  PREFACE,
pas toujours pris le chemin le plus
court , pour parvenir a la folution des
problémes qu’il propofe. Quoiqu’il ne
foit pas néceflaire d’avoir recours 3 I'in-
terfection du cercle & de I'hyperbole,
pour refoudre le probléme qui faic la
matiere de larticle §8, cependant nous
avons cru devoir chercher le grand axe
de la courbe dont Iéquation eft donnée
dans cet article. Quelque critique , dans
un moment de mauvaife humeur, auroit
pu fe croire en droit de nous reprocher
que nous ne rejettions la méthode propo-
{ce , que pour nous épargner la peine
de conftruire une hyperbole fur une
équation trouvée.

L’article §9 contient une équation
du quatrieme degré. Nous avons cal-
cule cette longue équation , & nous
lavons transformée en quelquune de
celles qui fe trouvent dans tous les li-
vres cléementaires d’Algébre qui traitent
des degrés fupérieurs. -Ces transforma-
tions ont fait la matiere de la 36° Nore.

Enfin la 37° Note'a rapport a I'ar-
ticle 61 , dans lequel on propofe de
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trouver le jour du plus petic crépuf-
cule , I'¢lévation du pole etant don-
née. Comme nous fcavions que. les
M. M. Bernoully avoient refté plus de
cing ans (4) a réfoudre ce fameux
probléme , nous navons rien oublie
pour donner a cette Note toute la per-
fetion dont elle éoic fufceprible.

Jufqua préfent M. le Marquis de
I'Hépital n’a employe que le calcul des
différences premiercs, 1l fait dans les fept
dernieres fetions de fon Ouvrage grand
ulage des différences des différences 5 aufli
n'a-t-il pas manqué d’afligner les regles
de ce calcul au commencement de fa
quatrieme feétion. Nous avons donne
aflez d’étendue a notre 40° Note , pour
mettre ces régles dans le plus grand
jour. Nous prions le Leéteur de I'exa-
‘miner avec foin, & d’appliguer 2 dif-
ferents cas particuliérs la formule ge-
nérale qui ferc a trouver la différence
feconde d’'une quantite quelconque ele-
vée 2 unc puiflance quelconque. Nous

(2) @uyres de Jean'Bernoully , Tom. 1. pag. 04

SCDLYON 1.




xij PREFACE,
le prions encore de faire une atten-
tion fpeciale aux Notes 41 , 45 &
48. La premicere nous paroit néceflaire
pour lintelligence de TParticle’ 66 , on
Fon propofe le probléme qui confifte 2
déterminer e point d’inflexion on de rebrouf:
fement dans ane courbe dont la narure eft
donnée. Dans la feconde nous démon-
trons que la marque que donne M. le
Marquis de I'Hépital pour trouver le point
de rebrouffement , n'eft rien moins qu’une
marque stre : celt M. rarignon qui
nous a fourni cette démonftration. Enfin
la rtroifieme apprend i calculer les
equations du cinquieme degré 5 larticle
73 auquel cetce Note a rapport, four-
nit une equation de certe efpéce. Voili
ce que nous avons fait , pour mettre a
la portee des Commencans ordinaires
les quatre premieres feGions du Trairé
de I'Adnalyfe des Infiniment Petits, Nous
fommes perfuadés que quiconque nous
aura fuivi julqu'a préfent , fera en érat
de lire prefque fans commentaire le
refte de I'Ouvrage. Aufli n’avons-nous
fair que 6 Notes pour les fix dernieres
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fetions.  L’on comprend que nous
navons pas oublie dans ces Notes les
développées , & les cauftiques par réflexion
& par refrattion s ce font la des cour-
bes de la derniere importance.

- Quoique nous ayons droit de regar-
der comme un ouvrage qui nous ap-
partienne en propre , les additions dont
nous venons de rendre compte au Pu-
blic 5 nous nous ferons cependant un
devoir de publier que la le@ure des
éclairciffemens  de M. Varignon  nous a
faic naitre la plupart des idées que
nous avons mis en ceuvre ;' & nous
ajouterons: que ‘nous’avons profité de
quelques bons endroits qui fe trouvent
dans le commentaire de M. Crouzas. (2)

Mais - quelles connoiffances faut - il

(a) Cet Auteir, quoigu’il n’ait pas réuffi a com-
menter M. le Marquis de PHépital., auroit di étre traité
avec un peu plus de ménagement par M. M. Bernoully
& Saurin, Ses Traités de Géometrie G d’ Algébre ne
Paffent pas pour mauvais ; & ce fur fon mérite réel qui
lut procura en differens tems les chaires de Philofophie
de  Groningue ¢ de Laufanne ; une placeé & Affocié
tranger 4 Pdcademie Royale des Sciences de. Paris, &
la charge de Gouverneur du Prince Frederic. de Heffe
Caffel , neyeu du Roi de Suéde.

SCDLYON 1 |
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avoir acquifes pour- lire avec: fucces
I’ 4nalyfe des Infiniment Petits 2 point d’au-
tees que celles qui font renfermees dans
les Traités  élémentaires de Mathemati-
ques. Ces Traites comprennent I’Arith-
métique ordinaire & algecbrique pouflce
jufqu'aucalcul des radicavx , aux pro-
greflions & proportions;, a la formation
& 3 la fommarion des fuites I Ana=
lyfe ou la fcience des equations ~de
toute fofte de degrés ¢ la Geometrie
{péculative & pratiqie = la “Frigono-
métrie au; moins rectiligne, en y com-
prenant la. maniere de calculer les lo-
garithmes non-feulement des finus , tan-
gentes 8 fécantes 5 .mais ceux;encore
des nombres enticrs 8 rompus ! enfin
le Traité des fe@ions coniques.: Tou-
tes ces connoiflances fe trouvent reu-
nies dans les élémens d’Algebre & de
Géométrie de M. I'Abbé de la Caille ,
& dans le commentaire que nous en
avons fous le titre : de Guide des jeunes
Mathémagiciens dans Vétude. des legons  de
Mathématique du méme Auteur. Ce n’eft
quapres la leGture de ces deux Ouvra-
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ges, que je voudrois qu’on sadonnit
au calcul differentiel. Tout bon efpric
fera alors en érat d'y faire , avec les
fecours que nous lui fourniffons » les
plus fenfibles progres.

Les Infiniment Petits de M. le Mar-
quis de I'Hépital ont déja eu deux é&di-
tions, I'nne en 1696 , & lautre en
1715. Celle-la fur faite fous les yeux
de I'Auteur avec toute I'exaitude ima-
ginable. Les 14 fautes qui s’y font glif-
fces ne peuvent induire le Le@eur en
aucune erreur 5 elles font indiquées
la fin du Volume. Pour I'édicion de

1715, elle a ete dirigée par un homme |

qui  n'avoit pas apparemment les pre-
mieres idées de I'Algébre. L'on y trouve
les faures les plus groflieres & les pluspro-
pres a deconcerter un Commencant. Je
poutrois en indiquer un trés grand nom-
bre ; je me contenterai d’avertir ceux qui
fe la font procurée, que les expofants qui
devroient éere négatifs , 0’y ont pour 'or-
dinaire aucun figne, ce qui les met dans
la clafle des expofanss poficifs. 11 fuffic
davoir la moindre idée de calcul, pour

SCD LYON 1 -



Xvj PREFACE,

fentir combien un pareil gui pro quo eft 2
craindre dans un livre d’Algebre.” L'unc
& lautre de ces éditions forment une bro-
chure i5-4°. de 181 pages | fur caratlere S,
Auguftin, L’on a fait la troifieme édition
fur le méme cara&ere. Mais le pea de ma-
tiere que fournit le textede I'Auteur, & le
defir que I'on a eu de procurer, a peu de
frais , a tous les Mathémarticiens un Ou-
vrage dont la néceflite eft univerfellement
reconnue , nous ont fait préferer le format
in.8°. 3 lancien format, C'eft rendre un
véritable fervice au Public ; que de lui
préfenter 3 un prix tres-modique, en un
volume d’environ 500 pages, orn¢ d'un
grand nombre de planches en taille dou-
ce , I'Analyfe des Infiniment Petits ; & lé
commentaire des endroits les plus difficiles
de cet Ouvrage immortel: L’Imprimeut
a fujet d’cfpérer que I'on fera content de
la partie typographique. Il n’a rien épar-
gné , pour que la beauté de I'edition re-
pondit 1 la beauté des chofes que le Livte
renferme. ’

PREFACE



PREFACE

DE LPAUTEUR

L’A NALYSE qu'on explique dans
cet Ouvrage , {uppofe la commune §
mais elle en eft fort differente. L’Analyfe
ordinaire ne traite que des grandeurs fi-
nies : celle-ci pénétre jufques dans I'infini
méme. Elle compare les différences infini-
ment petites des grandeurs finies ; elle dé-
couvre les rapports de ces différences ; &z
par-1a elle fait connoitre ceux des gran-
deurs finies , qui comparées avec ces in=
finiment petits font comme autant d’infi-
nis. On peut méme dire que cette Ana=
lyfe s’étend au-dela de l'infini : car elle né
{e borne pas aux différences infiniment
petites ; mais elle decouvre les rappotts
des differences de ces différences 5 ceus
encore desdifferences troifiemes, quatrie-
mes ; & ainfi de fuite , fans trouver
jamais de terme qui la puifle arréter. Deé
forte qu’clle n’embrafle pas fculenl;lcnt Vin:

SCDLYON 1 |



X Vi PRETF 4A4CE,
fini; mais I'infini de 'infini, ou une infi-
nite d'infinis.

Une Analyfe de cette nature pouvoit
feule nous conduire jufquiaux véritables
principes des fignes courbes. Car les cour-
bes n’étant que des polygones d’une infi-
nité de cbtés, & ne differant entr’elles que
par la différence des angles que ces cores
infiniment petits font entr’eux ; il n'ap-
partient qu'a I Analyfe des infiniment pe-
tits de déterminer la pofition de ces cotes
pour avoir la courbure quiils forment ,
C’efl-a-dire les rangentes de ces courbes,
leurs perpendiculaires , leurs points d'in-
fiéxion ou de rebrouflement , les rayons
qui s’y réfléchiffent , ceux qui sy rom-
pent, &c.
~ Les polygones infcrits ou circonferits
aux courbes, qui par la multiplication in-
finie de leurs cotés , fe confondent enfin
avec elles, ont éte pris de tout temps pour
les courbes mémes. Mais on en ¢roit de-
meuré 12 : ce n'eft que depuis la decou-
verte de I'Analyfe dont il sagit ici, que
I'on a bien fenti I'étendue & la fecondite
de cette idee.
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Ce que nous avons des Anciens fur ces
matieres , principalement d’Archimede , eft
affurément digne d’admiration. Mais ou-
tre quils n’ont touché qu’a fort peu de
courbes , qu’ils n’y ont méme touché que
legérement; ce ne font prefque par tout
que propofitions particulieres & fans or=
dre, qui ne font appercevoir aucune mé=
thode reguliere & fuivie. Ce n'eft pas ce«
pendant qu'on leur en puifle faire un re-
proche legitime : ils ont eu befoin d’'une
extréme force de génie (4) pour percer
a travers tant d’obfcuricés , & pour entrer
les premiers dans des pais entierement
inconnus. Sils n’ont pas été loin 5 s'ils ont
marche par de longs circuits ; du moins ,
quoi quen dife (b) Vietze, ils ne fe font
point egarcs : & plus les chemins qu'ils

(a) Archimedis de lineis fpiralibus tradtatum cium bis
terque legiffem , totafque animi vires inteadiffem , ut fub-
tiliffimarum demonflrationum de fpiralium tangentibus ar-
tificium adfequerer ; nufquam tamen , ingenué fatebor , ab
earum contemplatione ita certus receffi , quir [crupulus
animo [emper hareret , vim illius demonflrationis me nor
percepiffe totam , ¢c. Bullialdus Przf. de lineis fpira-
libus,

(8) S:i weré Archimedes , fallaciter conclufit Ewcii«

des ; &e. Supl, Geom. .
biy
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ont tenus ¢toient difficiles & épineux ,
plus ils font admirables de ne s’y pas étre
perdus. En un mot il ne paroit pas que les
Anciens en ayent pu faire davanrage pour
leur temps: ils ont fait ce que nos bons ef-
prits auroient faic en leur place ; & s’ils
ctoient a la notre , il eft a croire qu’ils au-
roient les mémes vies que nous. Tout
cela eft une fuite deI'egalite naturelle des
efprits & de la fucceflion neceflaire des
decouvertes.

Ainfi il n'eft pas f{urprenant que les
Anciens n’ayent pas ¢t¢ plus loin ; mais
on ne fcauroit aflez setonner que de
grands hommes > & fans doute daufli
- grandshommes queles Anciens, en {oient
f1 long-temps demeurés la 5 & que par
une admiration prefque fuperftitieufe pour
leurs ouvrages , ils {e foient contentes de
les lire & de les commenter , fans fe per-
mettre d’autre ufage de leurs lumieres ,
que ce qu’il en falloic pour les fuivre 5 fans
ofer commettre le crime de penfer quel-
quefois par eux-mémes, & de porter leur
vie au-dela de ce queles Anciensavoient
decouvert, De cette maniere bien des gens

SCD LYON 1
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eravailloient , ils écrivoient, les Livres fe
mulciplioient , 8 cependant rien n'avan-
gmt : tous les travaux de plufieurs fiécles
n'ont abouti qua remplir le monde de
rc(pe&ueux commentaires & de traduc-
tions repetces d'originaux fouvent aflez
meprifables.

Tel fur Pétat des Mathématiques, &
fur-tout de la Philofophie , jufqua M.
Defeartes. Ce grand homme poufle par fon
gemc & par la fupériorite qu'il fe fentoit ,
quitta lcs Anciens pour ne fuivre que
cette méme raifon que les Anciens avoient
{uivie ; & cette heureufe hardiefle, qui fuc
traitée de révolte, nous valut une infinité
de viies nouvelles & utiles fur la Phyfique
& fur la Géomeétrie. Alors on ouvrit les
yeux , & P'on savifa de penfer.

Pour ne parler que des Mathémati-
ques , dont 1l eft feulement ici queftion,
M. Defeartos commenca ot les Anciens
avoient fini, & il debuta par la folution
d’un Probléme ou Pappus dic (a) qu'ils
etoient tous demeurés. On (cait jufqu’ots

(a) Colled. Mathem. Lib. 7. initio. 4,
|].j
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il a porte I'Analyfe & la Géométric , &
combien l'alliage qu’il en a fait, rend fa-
cile la folution d’une infinité¢ de Problé-
mes qui paroifloient impénétrables avant
lui. Mais comme il sappliquoit principa-
lement a la refolution des égalités , il ne fic
d’attention aux courbes, qu'autant qu’elles
lui pouvoient fervir 2 en trouver les ra-
cines: de forte que I’ Analyfe ordinaire lui
{fufhfant pour cela, il ne savifa point
d’en chercher d’autre. Il na pourtant pas
laifle des’en fervir heureufement dans la
recherche des tangentes ; & la méthode
qu’il decouvrit pour cela lui parue fi belle,
quil ne fic point difficuleé de dire , (@)
que ce Problime éroit le plus utile & le. plus

¢ncral , non. (eulement qu’il (tie . mais méme
’ LU

qu'il edit jamais défiré de [ravoir en Géométrie,
 Cemme la Géométrie de M, Defeartes
avoit mis la conftru&ion des Problémes
par la refolution des égalités fore a la
mode s & qu’elle avoit donné de grandes
ouvertyres pour cela ; la plupart des Géo-
metres s’y appliquerent , ils y firent aufli

(o) Geomse. Liy. 3,
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de nouvelles découvertes , qui s'augmen-
tent & {e perfectionnent encore tous. les

jours.

Pour M. Pafcal , il tourna fes vues de

tout un autre coté : il examina les cour-
bes en ellessmémes , & fous la forme de
polygone ; il rechercha les longueurs de
quelques-unes , lefpace qu'elles renfer-
ment, le folide que ces efpaces decrivent,
les centres de gravice des unes & des au-
tres , &¢. Et par la confidération feule de
leurs élémens, ceft-2-dire des infiniment
petits , il découvrit des Méthodes genéra-
les & d’autant plus {urprenantes , qu’il ne
paroit y étre arrivé qu’a force de tére &
fans Analyfe.

Peu de temps apres la publication de la
Méthode de M. Defearzes pour les tangen-
tes , M. de Fermat en trouva aufliune, que
M. Defeartes a enfin avoué (@) lui-méme
¢ere plus fimple en bien des rencontres que
la fienne. 1l eft pourtant vrai qu’elle n’croit
pas encore auflt fimple que M. Barrovv I'a
rendue depuis en confiderant de plus pres

(e) Lett. 7z, Tom. 3. i
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la nature des polygones, qui préfente na-
turellement a Pefprit un petit triangle fait
d’'une particule de courbe, comprife entre
deux appliquées infiniment proches, dela
difference de ces deux appliquées, & de
celle des coupees correfpondantes; & ce
triangle eft femblable a celai qui fe doit
former de la tangente, de 'appliquée , &
de la foutangente : de forte que par une
fimple Analogie cette derniere Méthode
¢pargne taut le calcul que demande celle
de M. Defeartes , & que cette Méthode ,
clle-méme , demandoit auparavant.

M. Barrovv (4 ) n'en demeura pas la,
il inventa aufli une efpece de calcul pro-
pre a cette Methode ; mais il lui falloic ,
aufli-bien que dans celle de M. Pefeartes,
oter les fractions, & faire évanouir tous
les fignes radicaux pour s'en fervir:

Au défauc de ce caleul eft furvenu ce-
luidu celebre () M. Leibnitz; & ce fca-
vant Geométre 2 commencé ot M. Bar-
rovy, & les autres avoient fini. Son calcul
F'a mene dans des pays julqu’ici inconnus ;

(@) Led. Geomet. pag. So.
(8) dda Erud. Lipf an. :684. pag. 46 7.
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& il y a fait des decouvertes qui font I'é-
tonnement des plus habiles Machemati-
ciens de 'Europe. M". Bernoulli ont écé lés
premiers qui fe font appercus de la beauté
de ce calcul:ils 'ont porte a un point qui
les a misen etat de {urmonter des difficul-
tés qu'on n'auroit jamais ofé tenter au-
paravant.

L’etendue de ce calcul eft immentfe : il
convient aux courbes mécaniques, com-
me aux geometriques; les fignes radicaux
lui font indifférens 3 & méme fouvent
commodes ; il s’étend a tant d’indétermi-
nées quon voudra ; la comparaifon des
infiniment petits de tous les genres lui eft
¢galement facile. Et de la naiffent une in-
finite de découvertes furprenantes par rap-
port aux tangentes tant courbes que droi-
tes , aux queftions De maximis & minimis ,
aux points d’inflexion & de rebroufle-
ment des coutbes , aux developpées , aux
cauftiques par refléxion ou par réfraétion,
&c. comme on le verradans cet Ouvrage.

Je le divife en dix Seétions. La pre-
miere contient les principes du calcul des
differences. La feconde fait voir de quelle
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maniete 'on s’en doit fervir pour trouver
Ies tangentes de toutes fortes de courbes ,
quelque nombre d’indéterminées qu'il y
ait dans ['équation qui les exprime , quoi-
que M. Craige (a ) n'ait pas crli qu'il piic
sctendre jufqu’aux courbes mécaniques
ou tranfcendantes. La troifieme , com-
ment il fert a refoudre toutes les queltions
De maximis & minimis, La quatrieme, coms-
ment il donne les points d’infléxion & de
rebrouflement des courbes. La cinquieme
en découvre l'ufage pour trouver les déve-
loppeesde M. Hugens , dans toutes fortesde
courbes. La fixieme & la feptieme font
voir commentil donne les caultiques, tant
par reflexion que par refracion , dont l'il-
Iuftre M. Tfchirnhans eft linventeur , &
pour toutes fortes de courbes encore. La
huitieme en fait voir encore I'ufage pour
trouver . les points des lignes courbes qui
touchent une infinite de lignes données ,
de pofition, droites ou courbes. La neu-
vieme contient la folution de quelques
Problémes quidépendent des découvertes

(@) Defigurarum curyilinearum quadraturis , part. 2.
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PREFACE. XXVij
precedentes. Et la dixieme confifte dans
une nouvelle maniere de fe fervir du cal-
cul des différences pour les courbes géo-
metriques:d’ou 'on déduit la Méthode de
M?" Defeartes 8¢ Hudde , laquelle ne con-
vient qu'a ces fortes de courbes.

11 et a remarquer que dans les SeGions
2,354,5,6,7,8, il n’yaque tres-peu
de propofitions ; mais elles font toutes gé-
nérales , 8¢ comme autant de Methodes
dont il eft aife de faire I'application a tant
de propofitions particulieres qu’on vou-
dra : je la fais feulement fur quelques
exemples choifis, perfuadé quen fait de
Mathematique il n’y a A profiter que dans
les Methodes , & que les Livres qui ne
confiftent qu’en detail ou en propofitions
particulieres , ne font bons qua faire per-
dre du temps a ceux qui les font, & a ceux
qui les lifent. Aufli nai-je ajouté les Pro-
blémes de la Se¢tion neuvieme, que par-
ce qu’ils paffent pour curieux , & qu’ils
font tres-univerfels. Dans la dixieme Sec-
tion ce ne {ont encore que des Méthodes
que le calcul des differences donne a la
maniere de M" Defeartes & Hudde ; & i
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elles font fi limitées , on voit par toutes les
precedentes que ce n'eft pas un défaut de
ce calcul, mais de la Méthode Cartéfienne
a laquelle on l'aflujettit. Au contraire rien
ne prouve mieux l'ufage immenfe de ce
calcul, que toute cette variere de Métho-
des ; & pour peu d’attention qu'on y fafle,
Pon verra qu’il tire tout ce qu'on peut ti-
rer de celle de M® Defeartes & Hudde | &
que la preuve univerfelle qu’il donne de
I'ufage qu’on y fait des progreflions arith-
metiques, ne laifle plus rien & fouhaiter
pour l'infaillibilité de cetre detniere Mé-
thode.

Javois deflein d’y ajouter encore une
Section pour faire fentir aufli le merveil-
leux ufage de ce calcul dans la Phyfique,
jufqua quel point de précifion il la peut
porter , & combien les Mécaniques en
peuvent retirer d’utilite. Mais une maladie
m'en a2 empéché : Le Public n’y perdra
pourtant rien, & il I'aura quelque jour
méme avec ufure,

Dans toutcela il n’y a encore que la pre-
miere partic du calcul de M. Leibuitz | |a-
quelle confifte a defcendre des grandeurs
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entiéres a leurs differences infiniment pe-
tites, & a comparer entr'eux ces infini-
ment petits de quelque genre qu’ils {oient:
celt ce qu'on appelle Calcul différenticl,
Pour ['autre partie, qu’on appelle Caleul in.
tegral , & qui confifte a remonter de ces
infiniment petits aux grandeurs ou aux
touts dont ils font les différences, c’eft-a-
dire, a en trouver les fommes, y'avois aufe
fi deflein de le donner. Mais M. Leibnizz
m’ayant ecrit qu’il y travailloit dans un
Traite qu’il intitule De Scientid infiniti | je
n’ai eu garde de priver le Public d’'un f
bel Ouvrage qui doit renfermer tout ce
qu'll y ade plus curieux pour la Méthode
inverfe des tangentes, pour les reifica-
tions des courbes, pour la quadrature des
efpaces quelles renferment , pour celles
des furfaces des corps qu'elles decrivent ,
pour la dimenfion de ces corps , pour la
‘découverte des centres de gravite, &c.
Je ne rends méme ceci public, que parce
qu'ilm’ena prié par fes Lettres, & que je
le crois neceflaire pour prcparcr les ef'prxts
a comprendre tout ce qu’on pourra de-
couvrir dans la fuite {ur ces maticres.
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Au refte je reconnois devoir beaucoup
aux lumieres de M" Bernoalli , {ur-tout @
celles du jeune prefentement Profefleur &
Groningue. Je me fuis {ervi fans fagon de
leurs decouvertes & de celles de M. Leib-
nitz, C'eft pourquoi je confens qu’ilsenre-
vendiquent tout ce qu'il leur plaira , me
contentant de ce qu’ils voudront bien me
laifler.

Cleft encore une juftice die au {gavant
M. Nevuvton , & que M. Lesbnitz lui a ren-
due (2) lui-méme: Qu’il avoit aufli trou-
ve quelque chofe de femblable au calcul
differentiel , comme il paroit par 'excel-
lent Livre inticule , Philofophie naturalis
principia Mathematica , qu’il nous donna en
1687, lequel eft prefque tout de ce calcul.
Mais laCara&eriftiquede M. Leibnitz rend
le fien beaucoup plus facile & plus expe-
ditif 5 outre quelle et d’'un fecours mer~
veilleux en bien des rencontres. ‘

Comme l'on imprimoit la derniere
feuille de ce Traite , le Livre de M.
Nieuvventiit m’eft tombé entre les mains.
Son titre , Analyfis infinitoram , m’a donné

(@) Journal des Scavans du 30 Aoiit 26 9 4.
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la curiofice de le parcourir : mais jai
trouve quil eroit fort différent de celui-
ci; car outre que cet Auteur ne fe fere
point de la Cara&ériftique de M. Leibuitz
il rejette abfolument les différences {econ-
des, troifiemes, &¢. Comme j’ai biti |2
meilleure partie de cet Quvrage fur ce
fondement , je me croirois obligé de ré-
pondre a fes objections, & de faire voir
combien elles font peu folides , i M.
Lesbnitz 0’y avoit déja pleinement fatisfaic
dans les Aces (4) de Leypfick. D’ail-
leurs les deux demandes ou fuppofitions
que jai faites au commencement de ce
Traite, & fur lefquelles feules il eft ap-
puy¢ , me paroiffent fi évidentes , que je
ne crois pas qu’elles puiffent laiffer aucun
dourte dans I'efprit des Lecteurs attentifs.
Je les aurois méme pu démontrer facile-
ment a la maniere des Anciens, fi je ne
me fufle propofé d'éere court fur les chofes |
qui font déja connues , & de m’attacher | {:
principalement a celles qui font nou-
velles.

(o) Aéte Erud. an. 169 5. pag. 310 & 369,

|

.'

'l|:
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INFINIMENT PETITS.

DD @
DU CALCUL DES DIFFERENCES.

SECTION I
O Pon donne les Regles de ce” Caleul,

DErFiNiTION L

b3
o

o ""ft N appelle quantités variables celles quii
0O |ée augmentent ou diminuent continuelle-
#{—I4 ment; & au contraire quantités con/=~
# 4% ¢ n tantes celles qui demeurent les mémes
pendant que les autres changent. Ainfi dans une
parabole les appliquées & les coupées font des

_quantités variables, au lieu que le paramétre eft
une gmwantité conftante.

o

A
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2 ANALYSE
DérinrTion IL

La pottion infiniment petite dont une quantité
variable augmente ou diminue continuellement,
én eftappellée la Différence. Soit, par exemple, une
ligne courbe quelconque AMB, (Fig. 1. PL 1.) qui
ait pour axe ou diamétre la ligne AC , & pour une
de fes appliquées la droite PM ; & foit une autre
appliquée p» infiniment proche de la premiere.
Cela pofé, fi 'on méne MR paraliele d A C; les
cordes AM , Am ; & quon-deécrive du centre A,
de lintervalle A M le petit arc de cercle MS: Pp
fera 1a différencede AP ; Rz cellede PM; Sz
celle de AM, & Mm celle de 'arc AM. De
méme le petit triangle M A 7 qui a pour bile
Yarc M , fera la difference du fegment A M; &
Ie petit efpace M Py , celle de I'efpace compris
par les droites AP, PM, & par 'arc AN

COROLLAIRE.
1. I_'L_ eft évident que la différence d’une quantité
conftante eft nulle ou zero: ou (ce qui eft la méme
chofe ) que les quantités conftantes n'ont point de
différence.

AVERTISSEMENT.

On [e fervira dans la fuite de la note ou caraclé-
yiftique A pour marquer la différence dune quantiré
wariable que Pon exprime par une [eule lettre 3 &
pour éviter la confufion , cette note d w'aura point
A’ autre ufage dans la [uite de ce calcul. Si 'on nom-
me par .exemple les variables AP, x ; PM,y;
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AM,z; larc AM, u ; Vefpace mixtiligne AMP,
S; & le fegment AM, t:d x exprimera la valeyy
dePp, dycelle de Rm, dzcelle de Sm > du celle
du petit arc Mm , ds celle du perir efpace MPpm g
& dt celle du petit triangle mixtiligne M A m.

I. DEmMaNnDE ovw SUPPOSITION.

2.~ demande qu'on puiffe prendre indifférems.
ment 'une pour Pautre deux quantités qui ne dif-
férent entr’elles que d’une quantit¢ infiniment pe~
tite : ou ( ce qui eft la méme chofe ) qQu’une quan-
tit¢ qui n’eft augmentée ou diminude que d’une
autre quantité infiniment moindre quelle , puifle
€tre confidérée comme demeurant la méme. On
demande, par exemple,, qu'on puiffe prendre A P

pour AP, psm pour P M, l'efpace A pm pour Pef-’

pace AP M, le petit efpace M P p m pour le pe-
tit retangle MPpR | le petit feSteur A M 2
pour le petit triangle AMS, l'angle p A 7 pour
Yangle PA M, &c. (C onfultez la Note premiere. )

Il. DevMaNDE 0O SvurrosiTron,

3,ON demande quune ligne courbe puiff¢ &tre
confidérée comme laflemblage d’une infinité de
lignes droites , chacune infiniment petite : ou (ce
qui eft la méme chofe ) comme un polygone d’un
nombre infini de cdtés; chacun infiniment petit ,
lefquels déterminent par les angles qu’ils font en-
treux, la courbure de Ia ligne. On demande , par
exemple, que la portion de courbe Mm, &Tarc de
cercle MS, puiffent étre confidérés comme des lignes
droites & caufe.de leur infinje petitefle; enforte que
Az
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le petit triangle 7S M puiffe étre cenfé reiligne.

AVERTISSEMENT.

On fuppofe ordinairement dans la [uite que les
dernieres lcttres de Ualphabet , 2,y , X , &c. mar-
quent des quantité: variables ; & au contraire que
les premieres a, b, ¢, &co marquent des quantirés
conflantes : de forte que X devenant x4 dx;y, 2,
&c. deviennent y+dy,z+dz, &e. (Arr. 1.)
Eta, b, c, &c. deneurent les mémesa , b, ¢, &c.

PROPOSITION I
ProBLEME

4 P RENDRE /la différence de plufieurs quantités
ejoutées enfemble , on fouftraites les unes des autres. |

Soit 2 + x +y —z dont il faut prendre la dif- |
férence. Si I'on fuppofe que x foit augmentée |
d’une portion infiniment petite , C’eft-3-dire qu'elle
devienne x+d x ; y deviendra alors y 4+dy; &
353-+dz ; pour la conftante 2, ( Arz..1.) elle
demeurera la méme 4 : de forte que la quantité
propofée a + x4y —z deviendra a-+-x—+dx |
~+y-+dy —3—dz; & {a différence , que Yon
trouvera en la retranchant de cette derniere , fera
dx-+dy—dz. Ilen eft ainfi des autres ; ce qui
donne cette regle.

Rzecrze L
Pour les quantités ajoutées , ou foufiraites.

On prendra la difference de chaque terme dela-
quantit¢ propof¢e , & retenant les mémes fignes,
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on en compofera une autre quantité qui fera la
différence cherchée.

PROPOSITION 1L
PROBLE ME.

By P R END RE /a différence dun produit fair de
Plufieurs quantirés multipliées les unes par les autres.

19 La différence de xy eft yd x +xd y Car y
devient y+-d y, lorfque x devient x+d x 3 & par=
tantxy devientalorsx y +ydx+xdy+dx dy s
qui eft le produit de x+d x pary +dy , & fa dif-
ference fera ydx+xdy4dxdy, ceft-3-dire
CArt. 2.)ydx+xdy, puilque d x4 y eft une
quantité infiniment petite par rapport aux autres
termesy dx, & xd y ; carfi Pon divife , par exem-
ple,ydx & dxdy pardx, on trouve d’une part
7 » & de Pautre dy qui en eft la différence, & par
conféquent infiniment moindre quelle. D’ou il
fuit que la différence du produit de deux quan-
titcs eft égale au produit de la différence de Ia pre-
miere de ces quantités par la-feconde, plus au pro-
duit de la différence de la feconde par la premiere.

2°. La différence dexyz eft yzdx +x zdy
+xydz. Caren confidérant le produit x y com-
me une feule quantité, il faudra , comme Fop
vient de prouver, prendre le produit de fa diffé—
rence y d x +xdy par la feconde z ( ce qui don-
neyzdx—~+xzdy) plus le produit de la djffé—
rence 4z de la feconde £ par la premiere x 7 (ce
qui donne xy dz); & partant la différence de
xyz fera y{dx—t—x{dy-i-xyd{-A

3
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39. Ladifference dexyzueftu yzd x+uxzdy
+uxydi+xyzdu Ce qui {e prouve comme
dans lecas préccdent , en regardant le produit xyz
comme une feule quantité. Il en eft ainfi des au-
gres a linfini, d’oli 'on forme cette régle.

REeexr ¥ 1L
Pour les quantités multiplices.

La différence du produit de plufieurs quantités
multipli¢es les unes par les autres , eft égale 2 la
fomme des produirs de la difference de chacune
de ces quantités par le produit des autres.

' Ainfi la différencede ax et xo +adx, Ceft-

A-dite adx. Cellede a+xxb—yeftbdx —
ydx—ady—xdy. (Confultex la note feconde.)
PROPOSITION I1L

PrRoBLEME

6. Prex D R E la différence d’une fraétion quel-
conque.
La différence de % eft 222=—222, Car fuppofant
=y 0N QUrS K== y 7, & comme ces deux quan-
tltes variables x & y g doivent toujours étre égales
entr’elles, {oit qu’elles augmentent ou diminuent,
:sl senfuit que leur différence, c’eft-a-dire, leurs
accroiffemens ou diminutions {eront auffi égales en-
tr'elles; & partant (Arz. 5.)onaurad x — y d 3+
x4y, & dzx =252 —r2e—=U en mettant
pourg {a valeur 3. Ce qu’il falloit , &c, d'ou 'on
forme cette régle
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Receie IIL

Pour les quantités divifees , ou pour les fraélions.

“ La différence d’une fra&ion quelconque eft
égale au produit de la différence du numérateur
ar le dénominateur , moins le produit de la dif-
férence du dénominateur par le numérateur:le
tout divif¢é par le quarré du dénominateur.
Ainfi la différence de % fera =22 | celle de
o fera —22* .. (Confultez la note troifieme.)

Ad—t—2ax—1-ANX

PROPOSITION 1V.
ProsL EME.

7.P RENDRE/z différence d'une puiffance quelcon-
que parfaite ou imparfaite d'une quantité variable.

Il eft néceflaire afin de donner une régle géné-
rale qui ferve pour les puiffances parfaites & im-
parfaites , d’expliquer Panalogie qui fe rencontre
entre leurs expolants.

Si Yon propofe une progreflion géométrique
dont le premier terme foit I'unit¢, & le fecond
une quantité quelconque x , & quon difpofe par
ordre fous chaque terme fon expofant, il eft claix
que ces expofans formeront une progreflion arith-
métique.

2 Prog. ‘GEomi ¥, #y 2% y %P yxty it ol iy e
Prog. arith. 0, 1,2, 3, 45 55 6, 7, &c.
Et fi 'on continue la progreffion géomctrique

au deflous de 'unité , & "arithmétique an deflous

de zero , les termes de celle-ci feront les expo-

fans de ceux aufquels ils répondent dans lautre.
Ag

et

e W Meeem  m

SCD LYON ¢




3 Anavyse
Ainfi—1 eft Pexpofant de -, — 2 celuide L, &e.

Prog. gcom. x,1 , %, &, e b

Prog. arith. 1,0,-1,-2,—3,—-4, &e.

Mais fi lon introduit quelque nouveau terme
dans la progreflion géométrique , il faudra pour
avoir fon expofant, en introduire un femblable
dans l'arithmétique.

1 : - 3 - -

Ainfi yx aura pour expofant?: Jx, 1 ‘:/x4’%'7'£“

’_'}3 sl ’
Vs
; | N 4

expreflions J/x & x7, )/ x & %75 /x4 & x5, -

V’
&x  *,&c. ne fignifient que la méme chofe.

Prog. géom. 1 , )/ %% 1} ];/x, ],i/xx, X«
% ] 5 5
Fo V% VYV xxs V5 s )/ %5 %

Prog. arith. 0, 1, 1.

O,
.

- 1

— 3% 7 »— 5 &c. de forte que ces

Wiw

T 2
A LA

Pt 3
> [ 5

©s.53 5
=1 1 o —_—
R~ B R e

I -~
b . R o gt o v
Viatiaoilas i 2 YT 5
’ s Z
——?"—20 o i3 )'_—A—z,‘__4-

Qu l'en voit que de méme que }/xeft moyenne
géométrique entre 1 & x , de méme aufli ; eft mo-
yenne arithmetique entre leurs expofans zero &

1 : & de méme que Vxeft la premiere des deux
moyennes geometriquement proportionnelles en-
tre | & x, de méme aufli- eft la premiere des deux
moyennes arithm¢tiquement proportionnelles en-
tre leurs expofans zero& 1 : &ilen eft ainfi des au.

B = Wi
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DES INFAINIMENT PETITS 9
tres. Or il fuit de la nature de ces deux progref-
fions. '

1°. Que la fomme des expofans de deux termes
quelconques de la progreflion géométrique fera
Pexpofant du terme qui en eft le produit. Ainfi
x*7% ol x” eft le produit de x* par x* , & x> ol

] : & 5 & X
x5 eft le produit dex® par xi, & ¥ —37+5 od
1 I

x—Zeft leproduitde x5 par x5, &c. De méme

I 2 L L
xi 3 ol x3 eft le produit de x? par lui-méme ,
ceft-a-dire fon quarré , & x+*+*+2 ol xC eft le

produit de x* par x* par x*, c’eft-3-dire fon cube ,

_____ P T e :
& xT3T3TiT5 o x5 eft la quatrieme

puiffance de x — 7, & il en eft ainfi des autres
puiffances. D'olt il eft évident que le double, le
triple, &c. de Pexpofant d'un terme quelconque
de la progreflion géométrique eft I'expofant du
quarré, du cube , &c. de ce terme ; & partant que
la moitié, le tiers , &c. de Pexpofant d’un terme
quelconque de la progreflion géométrique fera
expofant de la racine quarrée , cubique , &c.
de ce terme.

2% Que la difference des expofans de deux
termes quelconques de la progreflion géométrique
fera I'expofant du quotient de la divifion de ces
termes. Ainfi x5 —3 = x¢ fera 'expofant du quo-

. . s X L
tient de la divifion de x par x1, & x5 4
7 - - -
&=x " » fera I'expofant du quotient de la divi-
fiondex 3 par xs ; oi 'on voit que ceft la
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10 ANALYSE
3

méme chofe de multiplier x— 5 par x—3 que

de divifer x— 7 par x3. 11 en eft ainfi des autres.
Ceci bien entendu ,4l peut arriver deux différens
cas

Premier cas, lorfque la puiffance eft parfaite,
c'eft-a-dire lorfque fon expofant eft un nombre
entier. La différence de xx eft 2xdx, de x* eft
3xxdx , de x* eft 4x’dx , &c. Car le quarré de x
n’¢tant autre chofe que le produit de x parx, fa
diffcrence ( Art. 5. ) fera xdx—+xdx , ceft--dire
2xdx. De méme le cube de x n'étant autre chofe

. que le produit de x par x par x, fa différence

(Are. 5.) fera xxdx 4-xxdx—xxdx , ceft-a-dire
3xxdx ; & comme il en eft ainfi des puiffances a
Pinfini, il s'enfuit que fi 'on fuppofe que 7 mar-
que un nombre entier tel que Pon voudra, la
difference de x" fera mx™ " dx.

Si Pexpofant eft négatif, on trouvera que Ia

— mx™ — Idx

diff‘rence de x~ " ou de :-‘:—,, e
—mx_ " 'dx.

Second cas , lorfque la puiffance eft imparfaite,
c’eft-a-dire lorfque fon expofant eft un nombre

rompu. Soit propof¢ de prendre la différence de

n, m " om 2
}x ou x (- exprime un nombre rompu quel-
m

conque ) on {uppofera x"==% , & en élevant cha-
que membre 2 la puiffance #» on aura x™ —=3", &
en prenant les différences comme 'on vient d’ex-
pliquer dans le premier cas, on trouvera mx™ ™ 'dx
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DES INFINIMENT PEv1TS. I

m—y m °
dx m g

= T A& A =" ="%"" " dx , ou

—
ny o

- dx /X" ", en mettant A la place de #* " fa

valeur nx™ 75, §i l’expdfant eft négatif , on

-

g i m
trouvera que la différence de x—nou de = fera
xli

-—T-Ex_“_"tfx m —T__ .
=-—75%% 8 ° dx. Cequidonne

2m
ax P

cette régle générale.
' Rzerir 1V

Pour les Paiffances parfaites on imparfaites.

La différence d’une puiffance quelconque par-
faite ou imparfaite d’une quantité variable, eft
égale au produit de Pexpofant de cetre puiffance,
par cette méme quantité ¢levéea une puiffance
moindre d’une unité , & multipliée par fa diffé-
rence.

Ainfi fi Pon fuppofe que 7 exprime tel nombre
entier ou rompu que l'on voudra , foit pofitif, {oit
négatif , & x une quantité variable quelconque ,
la différence de x™ fera toujours z2x™ " dx.

ExEmPLES.
La différence du cube de ay—xx, ceft-3-dire

e SRR ;.
de ay—xx, e 3xXay—xxxady —2xdx
—=3dyydy—6aaxxydy43ax*dy—é6a
ayyxdx—4-12ayx’dx—6x5dx.




1z Anavyse

La difference de }/xyryyoudexyryy 2, eft

ydx——xdy - Tﬂl
X ydx —xdy —-2ydy, 00 2y o5

.-

sxxy—yy

1
Celle de ],/a*l- -+ axyy ou de a% — axyy *y eft i x
i ) Y ayydx——2axydy
@%—-axyy *Xayydx —+2axydy , OU 2} 3" Jaxyy

Bttt R e
Celle de ]/ax+xx, oude sx+xx7, eft

3
FXax—+xx 3 xadx 4 2xdx , ou™rrxdx

3

3Vax oz *
La différence de ]/ax - X%~V g4 —+axyy ou
T

de"‘”“‘”-""“"\/a“r—%axy] gl i
1

ayydx = 2axydy
2V ¢ ~+axyy’

ax+ XXV 4 +axyy *x adx — 200d% —

ou == adx 4—2xdn ayyde—2axydy
2Vax-[—xx+ Vﬂ*+uxyj+‘ 'r/a*-}""'x}'yx’-Vﬂx‘f'xx'i-l/-u*i'axjy-

3
La différence de Y“22%" fera felon cette régle
%y~ yy

( Are. 7. 6.) & celle des fralions . . . . ..

adx —p-a1xdx ——— —ydx—xdy —a2:dy 3

I e gie) ) VA0 q2 === XV g5 - 20,

3Vax o+ xx : l/ e £ 2‘/"‘] ey ¢ i
XYty

(Confultez la note quatrieme.)

REMARQUE.

e.r et propos de bien remarquer que I'ona
toujours fuppof¢ en prenant les différences, quune
des variables x croiffant, les autres y, z, &c.

croiffoient auffi ;- c’eft-a-dire que les x deve-
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DES INFINIMENT PETITS, 13
nant x+dx, les y, 7, &c. devenoient y 4-
dy, z+dz, &c. Ceft pourquoi s’il arrive que
quelques-unes diminuent pendant que les au-
ares croiffent , il en faudra regarder les diffé-
rences comme des quantités négatives par rap-
port 2 celles des autres qu'on fuppofe croitre ;
& changer par conféquent les fignes des ter-
mes ou les différences de celles qui diminuent
fe rencontrent. Ainfi fi Pon fuppofe que les x
croiflant, les ¥ & les g diminuent , c’eft-a-dire
que les x devenant x+dx, les y & les g de-
viennent y —dy & {—d 3, & que 'on veuille
prendre la différence du produit xy 7 ; il faudra
changer dans la différence xydg + x3dy=e
y%dx wouvee ( Are. 5.) 5 les fignes des ter-
mes ol dy & dg {e rencontrent : ce qui donne
yzdx—x yd 3 — x3dy pour la difficrence
cherchée.

1
2(
l?‘*
&
)

S ¥ B R D

RIBFRSRER

2
4‘3,&
R S
*{'

e
# 3
@
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sl oI LEN. 11

Ufage du calcul des diffévences pour trouver les
Tangentes de toutes [ortes de lignes courbes.

DiériNIiTION

I Ton prolonge un des petits cdeés M
(Fig. 2. Pl. 1.) du poligone qui compofe
(Are. 3.) une ligne courbe ; ce petit cbté ainfi
prolongé fera appellé 1a Tangente de la courbe
au point M ou . ( Confultez la Note cinquieme. )

PROPOSITION L
PROBLEME.

9. S O1T une ligne courbe AM (Fig. 3. Pl 1.)

‘2elle que la relation de la coupée AP & Pappliquée
PM, foit exprimée par une équation quelconque ,
& qu'il faille du point donné M fur certe,courbe
mener la tangente MT.

Ayant men¢ Fappliquée M P , & fuppofé que
la droite MT qui rencontre le diametre au point
T, foit la tangente cherchée; on concevra une
autre appliquée #2p infiniment proche de la pre-
miere , avec une petite droite M R parallele 2
A P. Eten nommantlesdonnées AP, x ;PM, y;
(donc Ppou MR —=dx ,& Rm=—dy.) les
triangles femblables z R M & M P T donneront
mR (dy). RM (dx):: MP (). PT = 2 Or
par le moyen de la différence de I'équation don-
née, on trouvera une valeur de 4x en termes

SCD LYON 1
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DES INFINFMENT PETITS. 15
qui feront tous affeCtés par dy, laquelle étant
mulripliée par y & divifée par dy , donnera une
valeur de la foutangente PT en termes enticre~
ment connus & délivrés des differences, laquelle
fervira 3 mener la tangente cherchée MT.

( Confultex la Note fixieme.)
RENARQUE

jo. 1 jorsquek le point T (Fig. 4. Pl 1.)
tombe du cbté oppof¢ au point A origine des x ,
il eft clair que xcroiffant , y diminue , & qu’il
faut changer par conféquent ( Arz. 8.) dans la
différence de équation donnce les fignes de tous
Ies termes ou dy fe rencontre : autrement la va-
leur de dx en dy feroit négative ; & partant aufli
celle de PT (22). 11 eft micux cependant ,
pour ne {e point embarrafler , de prendre toujours

la différence de I'équation donnée par les regles

que P'on a preferites ( Seét. 1.) fans y rien chan-

er ; car $il arrive 4 Ja fin de Popération que la
valeur P T foit pofitive, il senfuivra qu’jl fau-
dra prendre le point T du méme cété que le point
A origine de x , comme T'on a fuppof¢ en faifant
le-calcul : & au contraire fi elle eft négative, il le
faudra prendre du c6té oppofé. Cect scclaircira
par les exemples fuivans.

Exegmezrze L

£ 1°.SI Ton veut que ax==yy exprime la
relation de AP 3 PM, (Fiz.3. PlL.1.) la
courbe A M f{era une parabole qui aura pour pa-

ramétre 1a droite donnée 4, & I'on aura en pre-
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16 ANALYSE i
nant de part & d’autre les différences , adx =3y,
& dx — 22 & PT (4*) = 22 = 2 x en mettant
pour yy fa valeur ax. Dot il {uit que fi 'on prend
PT double de AP, & qu'on méne la droite
MT, elle fera tangente au point M. Ce qui
étoit propofe.

. 2°. Soit I'équation za = xy qui exprime la
nature de Lhyperbole entre les afymptotes.
( Fig. 4. PL. 1.) On aura en prenant les différen-
ces xdy +ydx =0, & partant PT (%) — — x.
D’ouil fuit que fi I'on prend PT —=P A du c6eé
oppof¢ au point A , & qu'on méne ladroite MT ,
elle fera la tangente en M.

3. Soit 'équation generale y™ = x qui exprime
Ia nature detoutes les paraboles 3 I'infini , lorfque
Yexpofant 72 marque un nombre pofitif entier ou
rompu , & de toutes les hyperboles lorfqu’il mar-
que un nombre negatif. On aura en prenant les
différences my™'dy — dx ; & partant PT

Yx ) = my™ = m x en mettant pour y” fa va-
leur x. -

Sim —1, Péquation fera y* = ax x qui expri-
me la nature d’une des paraboles cubiques , & la
foutangente PT — i x. Si m —— 2, I'équation
fera @’ — xyy qui exprime la nature de I'une des
hyperboles cubiques, & la foutangente PT——2x.
1l en eft ainfi des autres.

Pour mener dans les paraboles la tangente au
point A origine des x., il faut chercher quelle
doit étre la raifon de dx 2 dy en ce point ; car
il eft vifible que cette raifon ¢tant connue, I'an-

gle
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DES INFINIMENT PETITS. 17
gle que la tangente fait avec I'axe ou le diame-
tre fera aufli déterminé. On a dans cet exemple
dx.dy::my™ " 1. D'olt I'on voit que y étant
zeroen A , la raifoh de dy A dx doit y étre infi-
niment grande lorfque 7 furpaffe 1 , & infiniment
petite lorfqu'elle eft moindre : c’eft-3-dire que la
tangente en A doit étre parallele aux appliquées
dans le premier cas , & fe confondré avec le dia-
metre dans le fecond. (Confultez la Note feptieme.)

Exemerpze 1L

128011 une ligne courbe AMB ( Fig. 5.PL 1)
telle qtie AP XP B (xxa—x ). PM (3y): : AB
(a). AD (b). Doncig:ax—-—xx, & en pre~

. rr 2a d -ty 4
nant les différences , —%—Z = adx — 2xdx , d’on

Bt i3 ydv~ __ wyy . _ - 24% —2%%
Ton tire P T ( 2 )—ab——sz*‘ —=

en mettant pout fi—y fa valeur a X—xx;8&P T
. ax e
~APou AT = —— (que.{!a notre 8. ) .
Suppofant A préfent que A7’ xPB  x3xa—n "):
PM’()*):: AB(a). AD(b); onaura %’-5:—_;

e T _ L s 4d
XXz — x ;&en prenant les différences Jaytey.

: z ’ | .
== 3xXAXX 4 —x — 2adx —+ 2xdx xx3 5 d’ol lon
tire yix 5x3xa—x* _ Sxxa—x

dy -_géci'xawx"——xu—k:xxxg _Hgaﬁgx-—zi}'
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18 ANALYSE _
- fr
ou S8 e S & AT — 22X (Poyerla Note 8.)
3a— % 2. 5F
Et généralement fi 'on veut que » marque

Pexpofant de la puiflance de AP , & =z celui
d“"m_}_n

de la puiflance de P B, on aura -1’—6-- e

X a — x" qui eft une equation générale pour tou-
tes les elliples A Pinfini , dont la diffirence eft
m~+ nay™ tT"""dy

b

n

na — x"— 'dxx x™ , d’olt I'on tire ( en mettant

p———— n
=t ’dxx.a——x_-

m =5
a e ) da
pour Z— fa valeurx"x z—2")P T (Z- )
b C‘y
m n I e
m—+nx Xa—x . m--nxXa—x
MY X g e T e T L e
—nXax — xx nax
ouPT=C O 4 i i H 41
mad — g — nx Mg —m-—nx

( Voyex la Note 8.)
Exemere TII

131 £s mémes chofes érant pofées que dans
Pexemple précédent , excepté que Yon fuppole
ici que le point B ( Fig. 6. P.L 1. ) tombe de

Pautre c6té du point A par rapport au point
m—=—n

. a m —— e -
P s ON aura l’équatlon Y 7 A X aex" qui

exprime la nature de toutes les hyperboles con-
fidérées par rapport & leurs diametres. Dot 'on

. . ——n X'ax 4 x2
tirera comme ci-deffus PT =22 ———
ma—t m — nx

&AT a N (Voyez la Note 9. num. 1. )

Mmad =t m-—-nx
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Maintenant fi Pon f{uppofe que A P foit infie
niment grande , la tangente TM ne rencontrera
la courbe qu'd une diftance infinie , Ceft-3-dire ,
quelle en deviendra lafymptote CE; & I'on

nax n
aura encecas AT ( ): a
ma—tm—— nx m~- 7

= A C; puifque a ¢tant infiniment moindre que
x5 le terme 7 a fera nul par rapport 3 m —+ na.
Par la méme raifon en ce cas I'¢quation 2 la
courbe deviendra 4y™ " * — bx™+", Ainfi en
faifant , pour abréger , m +n =p, & en extra-
yant de part & d’autre la racine p » On aura

¥ f/a —x ]P/ b , dont la différence eft 4y ]P/a =

dx ]}b : de forte quen menant A E parallele
aux appliquées , & en concevant un petit trian-
gle au point ou lafymptote CE rencontre- la
courbe , on formera cette proportion dx . dy ,

ou ];’a. {/b::AC.(;a). AE:E];’?M"—’.
Or les valeurs de CA & A E étant ainfi dé-
terminées , on menera la droite indéfinie C E
qui {era Pafymprote cherchée.

Sim = 1 &n=1, la courbe fera I'hyper-
bole ordinaire , & on aura AC=1a2,8& AE
= Vb, ceft-a-dire A la moiti¢ du diametre
conjugu¢ , ce que-l'on fcait d’ailleurs étre con=
forme 4 la vériee. ( Vopex la Note 9. num. 2.
& [uivants.)

Exemere IV

14. Sorr Péquation 3 — ' —axy (AP =x,
FM —y, a cft une ligne droite donnée ) & que
2




20 ANALYSE
cette équation exprime la nature de la courbe
AM, (Fiz 6. Pl 1.).fa différence fera 3yydy

J’if ot v <A ;0 6

— 3XXAX==0axdy ~+-gydx.Donc T e

g% L 3y3 —3x3=2axy ' axy
&AT(dy A)—'—- 3xx —+ ay _3.xx+r.-y

‘en mettant pour 3»° — 3x' fa valeur 3axy.

(Voyeg la Note 10. queft. 1. 2.)

Maintenant fi Pon fuppofe que AP & PM
foient chacune infiniment grande , la tangente
T M deviendra Pafymptote CE , & les droites
AT, AS deviendront AC, AE qui dé¢termi-
nent la pofition de Tafymptote. Or- AT que

= ax 3 i E txe
yappelle 2 — 2 d&od lon tire y S e i
gxx-—l— ay a.‘L"—'H;

i 3—? lorfque A T devient A C, parce qu'alors
at eft nulle par rapport & ax. Mertant donc
x ¥
cette valeur 9': A la place de y dans y? — ¥
=—axy , o aura 278%x’ — &'y’ = 3a’txx , d’'out
T'on tire (en effagant le terme 3a’zxx , parce
que x étant infinie, il eft nul par rapport aux
deux autres 272 & @’x’ ) AC(¢) ==ja. De
A xdy 3 axy
meme A -2 ):queJappelle fo=
S(»—"z) que japp comfrg
PR .- o SO o 4 %
T parce que y
étant infinie par rapport A s, le terme as fera
nul par rapport au terme ay ; & en mettant

cette valeur dans ’¢quation & la courbe , en
touvera AE (s)=:%a. Dou il fuit que fi

d’ol lon tire x =
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Pon prend les lignes A C, AE égales chacune

ata,& quon mene la droite indéfinie GE ,

elle fera I'afymptote de la courbe A M. ( Con-
fultex la Note dixieme 5 queft. 3. & fuiv.).

On fe réglera fur ces deux derniers exemples

pour trouver les afymptotes des autres lignes

courbes.

PROPOSLTION .}

PRrRoBLEME

15. St Pon Juppofe dans la propofition précédente
—que les coupées AP (Fig. 7. Pl 1.) foient des
portions dune ligne courbe dont Von fgache mener
les tangentes P'T , & qu'il faille du point donné
M fur la courbe A M mener la tangente MT.

Ayant men¢ appliquée M P avec la tangente.

PT, & fuppof¢ quela droite M T qui la rencon-
we en T, foit la tangente cherchée ; on -imagi-
nera uneautre appliquée  p infiniment proche

de la premiere , & une petite droite: MR parallele -

a PT : & en nommant les données AP, x;
PM, y; on aura comme auparavant Pp ou MR
= dx, Rm=dy, & les triangles femblables
mRM & MPT donneront 7z R (dp) . RM (dx): :

MP ()~ PT= ng_c On achevera enfuitele refte

par le moyen de I'équation: qui exprime la re-
lation des coupées AP (x) aux appliquées PM
(7)s comme l'on a vii dans les exemples qui
précédent , & comme lon verra encore dans
ceux qui fuivent, ( Confultez la Note 11. )

. B3
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EXEMPLE L

. P e aTr :
IE.S OIT y;y: ’i_‘!"a;*:!l ,dont la différence eft

. o AN 4 i O o
T b a aVaa — yy
en reduifant certe ¢galité X une proportion dy .
SMP.PT )i X b, 0 o o S
a FXir aVaa -y
Et partant le rapport de la donnée MP i [a
foutangente cherchée P T, fera exprimé en ter-
mes entierement connus & délivrés des diffé-

gences, Ce qui ¢toit propofe,
EXEMPLE IL

- on aura

17..S o1T x=2, dont la différence eft 4 x —

. AP
ady ydx ay Pt
=5 +onaura PT (— =-===x. Si I'on fup-

pofe que la ligne courbe A P B foit un demi-
cercle, & que les appliquées M P, étant pro-
longées en Q , foient perpendiculaires fur le
diametre A B; la courbe A M C fera une demi-
roulette ou cycloide : fimple lorfque b=a; al-
longée, lorfqu’elle eft plus grande 5 & accourcie ,
loriquelle eft moindre. ( Confultez la Note 12. )

€CoRoOLILAIRE

i8. SI la roulette érant fimple , I'on méne la
corde AP; jedis quelle fera parallele 3 Ia tan-
gente MT. Car le triangle MPT érant alors
ifolcele, I'angle externe T P Q fera double de’
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Pinterne oppofé TMQ. Or l'angle APQ eft
toal A Vangle APT, puifque I'un & Tautze a
p}aur melure la moitié de 'arc AP ; & partant il
eft 1a moitié de Pangle TPQ. Les angles TMQ,
AP Q feront donc égaux entr'eux ; & par confe-
quent les lignes MT , AP feront paralleles.
( Confultez la Note douzieme. )

PROPOSITION IIL
PROBLEME

19. So1t une ligne courbe quelconque AP qui
ait ( Fig. 7. PL 1.) pour diametre la droite
KN AQ , & dont lon [cache mener les rangentes
P K ; [oit de plus une autre courbe A M, relle que
menant . comme on voudra , Pappliquée M Q qui
coupe la premiere courbe au point P, la relation
de 'arc AP & l’appliq:.rée MQ foit exprimée par
une équation quelconque. 1L faut d'un point donné
M smener la tangente M N.

Avant nommé lesconnuesP K, 23 K Qy 33
Parc AP, x; MQ, y; onaura (en concevant
une autre appliquée 7 g infiniment proche de
MQ, &en tirant PO, MS parallelesa AQ)
Pp=dx, mS=dy ; & a caufe des triangles
femblables KPQ & PpO, mSM & MQN, Fon
aura PK (¢).KQ (s) 1: Pp (dx). PO ou MS

=% EtmS @) SM(2):: MQ () - QN

syd: : '
= f;;. Or par le moyen de la différence de
I'équation donnée, on trouvera une valeur de
Bl

SCD LYON




24 ANALYSE
dx en termes qui feront tous affe@és pardy ; &
partant fi Pon f{ubftitue cette valeur 3 la place de

1 I 33
dx dans J{—J;-, les dy fe détruiront, & la valeur

de la foutangente cherchée QN fera exprimée en
termes tous connus. Ce qu'il falloit trouver.

PROPOSITION 1IV.
PrRoBLEME

20. SOIENT deux lignes courbes AQC, BCN
( Fiz. 8. Pl 1.) qui apens pour diamétre la droite
TEABF . & dont lon Jvache mener les tangentes
QE, NF; foit de plus une autre ligne courbe
M C relle que la relation des appliquées M P
QP , NP, foit exprimée par une équation quel-
gonque. I faut d'un point donné M fur cette der-
aiere courbe lui mener la tangente M T.

Ayant imaginé aux points Q , M, N, les
petits triangles Qog, MR#, NSu#, & nom-
mé les connues PE,s ; PF, 2; PQ, x;PM,
Y3 PN, z; I'on aura og=—dx, Rim—=dy,
$n,3=—dz, (Ar. 8.) parce que x & y croif-
fant , z diminue. Et A caufe des triangles fem-
blables QPE & g0Q, NPF &nSN, MPT
& mRM; I'on aura QP (x). PE(s)::q0

(4¢). 0Q ou MR ou SN ==, Bt NP (3).
QE(:)::ns(_d{).sN::.éﬁf:Ldf

x

(d'ob T'on tire dz — "—_—Jﬁ) Et#R (dy) . RM

i
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DES INFINIMENT PETITS. 2§
(M—x)::MP(y).PT:Jyd{ Or fi 'on met
\ xdy
dans la difference de I’équation donnée, 3 la

szdx
place de dz, {a valeur — -~— > on trouvera une
valeur de dx en dy , laquelle étant fubftituée
dans 2. » les dy fe détruiront, & la valeur de la

xd ’
foutangente P T fera exprimée en termes tous

connus.
Exemp1ece

:ar.S_ OIT yy ==x3, dont la différence eft 2ydy

t7dx — s7dx

= 3dx 4+ xdy —= » €N mettant pour 4z
: 7d - ]

fa valeur négative — ‘f‘;f , Aol I'on tire dx =

2ydy o o | AL 1 g

o & partant PT, ( xdy)““ P e S

25t

> en mettant pour yy fa valeur xz.

&5
Soit maintenant 'équation generale y™ " =x"z",

dont la différence eft mny ™+ 'dy = mg®x™ " 'dx

A M=—T1 Jye e oM —— T 0
SR i€ ML i
— szdx
t

o+ nx"g , €n

, d’ou 'on tire

mettant pour 4z {a valeur

PT syds _ mst—nsty™ " mst—nst
‘i (.xd )_ AR oy AE T T Mg ER
ly me7"x nsy"x t— s

mettant pour »*™ " fa valeur x™z".

On peut remarquer que fi les courbes AQC,
BCN devenoient des lignes droites , la courbe
MC feroit alors une des Se@ions coniques a I'in-
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26 ANALYSE
fini ; {cavoir une Ellipfe-lorfque Pappliquée 7D,

‘qui part du point de ren‘ontre C, tombe enrre

les exttémités A, B; une Hyperbole, lorfqu’elle
tombe de part ou d’autre; & enfin une Parabole,
lorfque I'une des extrémités A ou B eft infiniment
éloignée de Pautre, ceft-i-dire, lorfqu’une des
lignes droites CA: ou CB eft paralicle au dia-
métre A B. ( Confultex la Note treiiieme, )

PROPOSITION V.
PROBLEME, {47
22.S017 ane ligne courbe APB ( Fig. 9. Pl 1.)

qui ait un commencement fixe & invariable au
point A, & dont Pon [gache méner les tangentes
P H'; [sit hors de cettelizgne un autre point fixe F ,
& une autre ligne courbe CMD telle qu’ayant
méné la droite quelconque FMP , la relation de [a
partie B M a la portion de courbe. A P [oit expri-
mée par telle équation qu'on woudra. On propofe
de méner du point donné M la tangente M .
Ayant méné fur FP fa perpendiculaire FH qui
rencontre Ja tangente donnée PH au point H , &
la cherchée MT au point T ; imagin¢ une droite
FR»Op qui faffe avec FP un angle infiniment
petit ; & décrit du centre F les petits arcs de
cercle PO, MR ; le petit triangle pOP fera
femblable au triangle retangle P F H ; car les
angles HPF , Hp F font ( Art. 2.) égaux ,

~ puifqu’ils. ne différent entr'eux que de l'angle

PEp que Pon fuppafe infiniment petit 5 & de plus
I'angle pOP eft droit , puifque la tangenteen ©
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DES INFINIMENT PETITS. = 27
( qui n’eft autre chole que la continuation du pe-
tit arc PO confidéré comme une droite) eft per-
pendiculaire fur le rayon FO. Par la méme rai-
fon ‘les triangles »RM , MFT feront femblables.
Or il eft clair que les petits triangles ou fecteurs
FPO & FMR f{ont femblables. Si donc on'nom-
me les connues PH, 25 HF , s ; EM , y ; FP, {,
& larc AP 5x ; on aura PH(r) HF(:)

(@) . FO="%Z Et FP'R). FM () :: PO
). MR = L. % Et mR (i) RM("’""’) s
FM (). FT = U “V 2 Et on achevera le refte

par le moyen de !a dlﬁ.r;ncc de I'équation don-
née. ( Confulrez la.Note quatorieme. )

ExegmMme L &

23. SI Pon veut que la-courbe AP B ( Fiz. 10.
P/ 1. ) foit un cercle quiaicpour centre I¢é point
fixe F; il eft clair que la tangente PH devient
parallele & égale a la foutangente FH , a caufe
que HP fera aufli perpendiculaire a. PF; &
oL M T
7dy ady ?
en-nommant la droite ¥P (), 2 parce qu elle

qu’ainfi on auraence cas FT —

devient conftante de variable quelle étoit aupa-.

ravant. Cela pofé, fi 'or’ nomme laicirconfé-
rence entiere ,. ou une de fes portxom d¢termi-
néesh ; & que on fafled.x::a.y; la courbe
CM D qui eft en ce cas F M D, fera la Spirale

d&'Archimede , & T'on aura y :%Jf qui-a pour fa

SCD LYON 1]




28 ANALYSE
: d PO byd
différence dy :::%i, d’ol Pon tire ydx — X

[

ax
= xdy en mettant pour y {a valeur 53 & par-

" tant FT (2225 =%, Ce qui donne cette conf-
ady Zoic}

trution.

Soit décrit du centre F & durayon F M, I'arc
de cercle M Q, terminé en Q par le rayon FA
qui joint les points fixes A , F ; foit pris FT égale
a larc MQ : je dis que la droxte MT fera tangente
en M, Car a caufe des [eGeurs femblables FPA ,
FMQ, 'onaura FP (4). FM(_y) AR

MQWJL_FT

Si 'on fa:t en gmeral b.x::av.ym, (Lexpo-
fant 7 decfigne un nombre entier ou rompu tel
que l'on veut ) la courbe FMD fera une des {pi-

m

rales A l'infini , & Pon aura ym :-‘33—, qui a pour

pape amdx 5 A\ '1s .
{a différence mym—1dy = 5 d’ot lon tire ydx

mby"™d
T _-'_-:m 2 — mxdy , en mettant pour y™ fa va-

leur-——ﬁ ; & partant FT (yydx) s M

><MQ
PROPOSITION VL

PrRosLEME.

24. Sorr une ligne courbe APB (Fig. 11. Pl 1.)
dont Pon [cache mener les tangentes PH , & un
point fixe ¥ hors de cetre ligne 5 fuit une autre

SCD LYON 1



DES INFINIMENT PETITS. 29
ligne courbe CM D telle que menant comme on
voudra , la droite FPM , la relation de FP a FM
Joit exprimée par une équation quelconque. 1l faue
du point donné M méner la tangente M T.

Ayant méné la droite FHT perpendiculaire
fur FM , & imaginé comme dans la propofition
precedente les petits triangles POp , MR fem-
blables aux triangles HFP , TFM , on nommera
les connues FH, s ; FP, x; FM, y; & l'on

>

aura PF (x) . FH () :: pO (dr) . OP ==, Ee .
FP (). FM(5):: OP (5%). RM= 2%, E

X%
»R (). RM (L) ::FM (). FT =222

On achevera enfuite le refte par le moyen de la
diffirence de Iéquation donnée. ( Confultex la
Note quinzieme. )

Exeme L E

25. §1 Ton veut que la courbe APB foit une
ligne droite PH, & que I'équation qui exprime
la relation de FP 4 FM foit y—x—a, ceft-3-
dire , que PM foit toujours égale 3 la méme
droite donnéea ; I'on aura pour différence dy—dx ;
& partant FT (%) = %if Ce qui donne
cette conftruction.

Soit mence ME paralleled PH, & MT paral-
lele 3 PE; je dis qu'elle fera tangente en M.

Car FP (x) . FH () : :FM (y) . FE=, Ee

__SCDLYON




30 ANALYSE
FP (x) - FE (2):: EM (o). FT =2, 1l eft
clair que la courbe CMD eft la Conchoide de
Nicomede , dont Tafymptote eft la droite PM,
& le pole eft le point fixe F.

PROPOSITION VIL
PRoOBLEME.

26.§ 01 1 une ligne courbe ARM (Fig. 12. Pl 1.)
dont Pon [gache mener les tangentes MH, & qui
ait pour diametre la droite E ¥ A H T ; foit hors
de ce diamétre un point fixe F , a’oi parte une li-
gne droite indéfinie F ¥ S M qui coupe le diaz: e~
tre en P & la courbe en M. Si Uon congoit main-
tenant que la droite ¥ P M , en tournant autour
du point ¥, faffe mouvoir le plan P AM toujours
parallélement & foi-méme le long de la ligne droite
ET immobile & indéfinie , enforte que la dif-
sance P A demeure par rour la méme il ¢ft clair
que Dinterfection continuelle M des lignes FM,
A M décrira dans ce mouwvement une ligne courbe
~ C M D. On propofe de mener dun point donné M
fur cette courbe la tangemre M T.

Ayant imaginé que le plan PAM foit par-
venu dans la fituation infiniment proche pan ,
& tiré la ligne »RS parallele 3 A P 5 il eft clair
par la génération que Pp—=Aa—Rm ; &
partant que RS=S8 — P p. Or nommant les
connues FP ou Fp,x; FM ou Fm , y; PH,
s; MH, z; & la différence Pp, 43 ; les trian-
gles femblables FPp & FSm , MPH & MSR ,

SCD LYON 1
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DES INFINIMENT PETITS, 31
MHT& MR, donneront ¥ p (x) . Fmz ()

SUD N e ab ydt R — Yo —wdy

v L ._L.()-b?h—-—- —:& (dODCSR-— """——x—-~— ).
Fe PH(s) HM(¢):: SR (ZL=2%y pym
5 PHTI, B MR (LI R

JX Sx

: A M HT ) oHib== -—J_f—k. Donc fi on mene

FFE parallele 2 MH', & qu'on prenne HT — PE;
Ya ligne M T fira la tangente cherchle.

Si la ligne A M ¢roit une ligne droite ; la
courbe CM D feroit une Hyperbole qui auroit
pour une de fes afymprotes la ligne ET. Ecfi
elle éroit un cercle qui elit fon centre au point
P; la cowbe CMD feroit la Conchoide de
Nicomede , qui auroit pour afymptote la ligne
ET, & pour pole le point F. Mais fi elle étoit
une paraboe; la courbe CMD feroit la com-
pagne de la Paraboloide de Defcarres ( Geom.
Liv. 3.), qui fe'décriroit en méme-tems au-

deffous de la droite ET par linterfetion de -

F P avec lautre moitié de la Parabole. ( Con-
[ultex la Note feizieme. )
PROPOSITION VIIL
PrRoBLEME.

27 S 01T une ligne courbe A N ( Fig. 13. Pl. 1.)
qui ait pour diamctre la ligne droite AP , avec
un point fixe ¥ hors de ces lignes ;ﬁ)ir une autre
ligne courbe CMD telle que menant-comme l'on

voudra., la droite ¥ MP N , la relation de fes
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3 ANAaLYSE
parties FN , FP , FM foit exprimée par une cqua=
tion quelconque. 11 eft queftion de tirer du point
donné M la tangente M T,

Soit menée par le point F la ligne HK per=
pendiculaire 3 FN , qui rencontre en K le dia-
metre A P, & en H la tangente donnée N H
foient décrits du centre F & des intervalles FN,
FP, FM de petits arcs de cercle NQ, Po,

MR terminés par la droite F = que I'on congoit

faire avec F N un angle infiniment petit.
Cela pofé.

Si Pon nomme les connues FK,s3 FH, 23
FP,x;FM,ys;FN, g ;les triangles fembla-
bles PFK & poP, FMR & FPo & FNQ,
HFN & NQ#u, » RM & MF T donneront PF

(x).FK(s):1po (dx).oP = Z=. Ex FP
(x).FM (p):: Po (M—J‘).MR"ydx.Et ER

: =
(). EN (x)::Po (). NQ=IZ. Et
HF (¢).FN () ::NQ(ZZ, Qu (— &)=
S5 ErmR (dy) . RM( 2%y FMAy)

FT :::j; Or par le moyen de la différence

de I'équation donnce , on trouvera une valeur de

dy en dx & dz , dans laquelle mettarit a la place
. —sz7dx

de dz fa valeur négative——-—., parce que X

croiffant , g diminue 5 tous les termes feront

affeétés

-
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affeCtés par dx ; de forte que cette valeur étang

; d , (i 3
enfin fubftituée dans %};T’f, les dx fe détruiront,

Et partant la valeur de F T fera exprimée en
termes connus & delivrés des différences.

Si I'on fuppofoit que la ligne droite AP fur
une ligne courbe, & quon menjt la tangente
PK, on trouveroit toujours pour FT la méme
valeur , & le raifonnement demeureroit le méme.
( Confultez la Note dix-feptieme, ) .

ExeEmpyieg

28.Surrosons que la lighe courbe A N
(Fig’ 14. Pl. 1.) foit un cercle qui pafle par
le point F ( tellement fitué 3 égard du dia-
métre AP que la ligne F B perpendiculaire 3
ce diamétre pafle par le centre G de ce cer-
cle), & que PM foit toujours égale 4 PN ;
il eft clair que la courbe CMD, qui devient
en ce cas FM A, fera la Ciffoide de Diocles
& que lon aura pour équation -y =— 2% 3
dont la différence eft Ay =l L P
2exxdx —-s77dx%

€n mettant pour 4z {4 valeur —
txx

S 1 ouvée ci.deffus (4re. 27.). Et partant FT

txx

( syydx o styy
xxdy ) i 210 —+ J{{.

$1 le point donné M tomboit fur Je point A,
les lignes FM, FN, FP feroient égales cha-

yCuncd FA, comme auffi les droites F K s FH;
C
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%

& partant on aurcit en cc cas FT — — =

: x, Ceft-2-dire que'fi 'on prend FT—=31 AF, &
qu’on 'mene la ligne AT, elle fera tangente en A.

On peut encore trouver les tangentes de la
Ciffoide par le moyen de la premiere Propofi-
tion , en menant les perpendiculaires NE, M L,
fur le diamétre F B, & cherchant Péquation qui
exprime le rapport de ia coupée FL. a I'appliquée
L M ; ce qui fe fait ainfi. Ayant nomm¢ les con~
nues FB, 243 FL ou BE, x; LM, y; les
triangles femblables FEN, FL M, & la pro-
prieté du cercle donneront FL (x) . LM (y): :
FE.EN::EN (}/2axs —=x ). EB (x). D'ous

3 foa
X, dont la difftrence eft 2ydy

Ton ti =
on tire yy — ——

Gaxxdx — oxidx
= . Et partant LO ( 4re. 9.)
y::-"x __yyx z.:-—-—xl__mx—xx
dy 47 Jaxx — %3 & 38—
m‘;

, en mettant

pour yp fa valeur §

22—

PROPOSITION IX

PROBLEME.

29.S O1ENT deux lignes courbes ANB, CPD,
& une ligne droite FKT , (Fig. 15. Pl 1.) fur
lefquelles foient marqués des points fixesA,C,Fs
foir ‘de plus une autre ligne courbe E MG zelle
qu’ayant mené par un de [es points ‘queleconques M
la droite EMN , & MP paralicle & KX 3 la ré- |
lation de Parc AN a Varc CP [oit exprimée par




DES INFINIMENT PETITS, 33
une équation quelconque. Il faut d’un point donné
M fur la courbe EG mener la tangente M T.

Ayant mené par le point cherché T la ligne
TH parallele 3 F M, & par le point donné M les
droites MRK , MOH paralleles aux tangentes
en P& en N, on tirera F# O » infiniment pro-
che de FM N, & R p parallele Y MP.

Cela pof¢ , fi Pon nomme les connues FM K
FN,:; MK, u3 CPx; AN, p; (donc Ppou
MR=dx,Nu—=dy ) les triangles femblables
FNn & FMO, MOm & MHT, MR» &
MKT donneront FN (). FM () :: Nz (dy).

MO="%, Et MR (ds). MO (%) : MK ()

MH -—— r%/ Or par le moyen de la différence

de I'équation donnée I'on aura une valeur de dy
en termes qui {tront tous affectés par dx , la=

p : d
quelle ¢tant fubflituée dans %-—y > les dx fe dé=
ax

truiront ; & partant la valeur de M H fera expri=
mée en termes entierement connus. Ce qui donne
cette conftrudion,

Soit men¢ M H parallele d a touchante en N
& ¢gale 2 la valeur que I'on vient de trouver -
foit tirte HT paraliele 3 FM qui rencontre
en T la droite FK, par ob & par le point
donné M foit menée la tangente cherchée M T.
( Confultez la Nore dix-huitieme. )

Cz
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EXEMPLE

30.8 1 Ton veut que la courbe AN B ( Fig. 16
PJ. 1.) foit un quart de cercle qui ait pour cen-
tre' le point fixe F; que la courbe CP D foit
le rayon APF perpendiculaire fur la droite
¥ K(}QT B, & que I'arc AN (y) foit tou-
joiirs 2 la droite AP (x), comme le quart de
cerecle AN B () au rayon AF (a); la courbe
E MG deviendra la quadratrice A M G de Di-

e g2t
noftrate , & Pon aura MH (mdy) == yadxm ;

puuque FP ou MK (¢) =a—x,& EN (?)

— a. -Mais P'analogie fuppofée donne ay —bx,
8.. ady == bdx. Mettant donc dans la valeur de
VIH 2 la place de x & de dy leurs valeurs

]

65~—~y.r

v E'('.Ix T <
- ;1-& — , on trouvera MH — e Ce qui .

dornc cette conftruction.

Soit menée M H perpendiculaire fur F M, &
égale a Parc M Q décrit du centre F, & foxt ti-
ree H'T parallele a ' M ; je dis que Ia ligneMT
fera tangente en M. Car X caufe des fefteurs
femblables FNB, FMQ, l'on aura FN (a).
FM(s)::NB (b—p) . MQ=2—%,

ia

CoOROLLAIRE.

31.5 1 Ton veut déterminer le point G ob Ia qua-
dratrice A MG rencontre le rayon F B, ( Fig.
17- Pl. 1.)) on imaginera un autre rayon Fgb
infiniment proche de FGB; & en menant gf
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paraliele 2 F B, la propri¢té de la quadratrice
& les triangles femblables F Bb, gfF reftangles
en B & en f, donneront AB.AF::Bb, Ff::
FBouAF.gfou FG. Dol I'on voit que fi I'on
prend une troifieme proportionnelle au quart de
cercle A B & au rayon A F, elle fera égaled FG,
ceft-a-dire que FG=— ‘1—:. Ce qui donne licu
d’abreger la conftrution des tangentes.

Car menant TE parallele 3 MH, ( Fiz. 16.
Pl. 1.) les triangles femblables FMK, FTE.
donneront MK (4—x) . MF (s)::ET ou

bs —sv bss —
M H ( : ) FT — i ‘y“:éi- En met-
aa

ia il — 4dx
ay
tant pour x {avaleur T

tout par b— y 5 d’ou il eft clair-que la ligne

F T eft troifieme proportionnelled F G & & K M.+

( Confultez la Nore dix-neuvieme.)

PROPOSITION X. -

€ M lan

Y elcon =
3 Sorrune ligne courbe AMB (Fig. 18.PL. 2.)
telle qu'ayant mené dun de [es. points quelconques
M aux foyers-F, G, Hy ¢e. les droites MF,
MG, MH, éc. leur relation foit exprimée par
une équation queleongue : & foit propefé de mener
du point donné M la perpendiculaire M P fur la
rangente en ce point.

Ayant pris fur la courbe AB I'arc M# infini-

ment petit , & men¢ les droites FR#z , GmS ,
C3

PROBLEME.

» & divifant enfluijte- le

i
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28 ANALYSE
HmO ; on décrira des centres F', G , H les petits
arcs de cercles MR , MS, MOy enfuite du cen-
tre M & d’un intervalle qu-.,lconqm, on d’crim
dé méme le cercle CDE qui Poupe les lignes M,
MG , MHaux points C, D, E, d'od lon abaif-
fora fur-MP les p»l’pC:ldlCuthS CL, DK , EI
Cette préparation €tant faite , je remarque

1°. Que les triangles retangles MR#» , MLC
font {emblables s ‘car en Otant des angles droits
LMz, RMC Pangle commun LMR, les reftes
RM , LMC feront égaux , & de plus ils font
reCtangles en R' & L. On prouvera de méme que
les mangles reGangles MS# & MKD, MO»'&
MIE font femblables. Partant, puilque 'hypo-
thenufe: My eft communé aux petits triangles
MR#, MSm, MOm ., & que les hypothenufes
MC, MD- » ME des triangles MLC , MKD ,
MIE font ¢gales entr’elles; il s’enfuit que les per-
pendiculaires CLi; DK, EI ont le méme rapport
entr’elles que les differences R 'S 5 Om.

2°. Que les lignes, qui partentd foyers fitucs
du méme cbté de Ia perpenawu!alre MP , croiffent
pendant que les autres diminuent ;- ou’ aw Con-
erairgs Comme dabgia figure: 18. FM crolvdefa
diffifence Rm ;> pendant que lesTautres GM
HM diminuent »deléurs. Smy Owm.

Si°Fon fuppofe 8 préfeney pour-fixer fesidees,
que Péquation qui exprime la relation des droites
FM (x) , GM \}’) H'\«‘l ), foitax 4 Xy ==X

Gl } L f Gy 1l L,PC w:d;nt que la tangente en
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M ( qui n’eft autre chofe que Ja continuation du
petit coté M du. poligone que Pon congoit
( Art. 3.) compofer la courbe A M B ) doit étre
tellement. placée quen menant d’un de fes points
quelconques des paralleles 7R , mS , mO aux
droites FM , GM , HM , termincesen R, S O
par des perpendiculaires MR, MS, MO 2 ces
mémes droites , on ait toujotirs Féquation a—+y
s¢ Rz r+ x X Sm—23 X O m2 == 0 ¢ ou (€€ qui re-
vient au méme , en mettant a la place de Rm,
Sm., Om leurs proportionnelies C L, DK, El)
que la perpendiculaire M F 4 courbe doit €tre
placée, enforte que a—yx CLi4xX DK —
2 7 x E1==10. Ce qui donne cette conftruction.
Que I’on congoive que le point C (Fig. 16+ 19-
Pl 2. ) foit chargé du poids a4y qui multiplie
la différence dx de la droite FM fur laquelle il
eft fitu¢ , & de méme le point D du poids x ,
& le point E pris de lautre cbté de M par rap-
port au foyer H ( parce que le terme — 274d%
eft négatif ) du poids 2%. Je dis que la droite
MP qui paffe par le commun centre de pefanteur
des poids fuppofés en C, D, E, fera la per-
pendiculaire requife. Car il eft clair par les prin-
cipes de la Mécanique , que toute ligne droite ,
qui paffe par le centrede pefanteur de phuficurs
poids , les f¢pare , enforte que les poids d’une
part multipliés chacun par {a diftance de cette
droite , font précifément égaux aux poids de Pau-
tre part multipliés auffi chacun par {a diftance de

cette méme droite. Donc pofant le cas que x croil-
_ ; s
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fant, y & g croiffent aufli , c’eft-3-dire, que fes
foyers F , G, H (Fig. 19. Pl 2.) tombent du
méme coté de M P, comme l'on fuppofe tou-
jours en prenant la différence de I'équation don-
n¢e felon les regles preferites ; il senfuit que la
ligne M P laiffera d’une part les poidsen C& D,
& de l'autre le poidsen E, & quainfi 'on aura
a+y XCL+xxDK — 23 X El=0, qui ¢toit
Péquation A conftruire.
* Or je dis maintenant que puifque la conftruc~
tion eft bonne dans ce cas, elle le fera aufli dans
tous les autres ; car fuppofant, par exemple, que
le point M change de fituation dans la courbe,
enforte que x croiflant, y & g diminuent , c’eft-
a-dire, queles foyers G, H (Fig. 18. PL 2.)
paflent de lautre c6té de MP | il senfuit 1°.
( Are. 8.) Qu'il faur changer dans la différence
' del'¢quation donnée les fignes des termes affetés
par dy, dz, ou par leurs proportionnelles DK,
EL; de forte que I'équation A conftruire fera
dans ce nouveau cas s+, X CL —x x DK
+ 23X El=0. 2% Que les poids en D & E
changeront de cbt¢ par rapport 2 MP; & qu'ainfi
Yon aura par la propriété du centre de pefanteur
a4+ yXCL—xXDK-+423xEl=0_quiett
Iéquation & conftruire. Et comme cela arrive tou-
jours dans tous les cas poffibles, il senfuit , &c.
Il eft évident que le méme raifonnement fub-
fiftera toujours, tel que foit le nombre des foyers,
& telle que puifle étre I'équation donnée 5 de
forte que I'on peut énoncer ainfi la conftruction
gén_éra_le.
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Soit prife la différence de I'équatien donnée
dont je fuppofe que I'un des membres {oit zero,
& foit décrit A difcrétion du centre M un cercle
C D E qui coupe les droites MF, MG, MH aux
points C, D, E, dans lefquels foient congus
des poids qui ayent entr'eux le méme rapport
que les quantités qui multiplient les différences

des lignes fur lefquelles ils font fitués. Je dis que -

la ligne MP qui pafle par leur commun centre
de pefanteur , fera la perpendiculaire requife. 11
eft 3 remarquer que fi Pun des poids eft négatif
dans la différence de P’équation donnée , il'le
faut concevoir de l'autre cote du point M par
rapport au foyer.

Si I'on veut que les foyers F , G, H ( Fig. 20
Pl. 2. ) foient des lignes droites ou courbes fur
qui les droites MF ,_ MG ; MH tombent 4 angles
droits, la méme conftrution aura toujours lieu.
Car menant du point 72 pris infiniment pres de
M les perpendiculaires 7f" 5 75 , mh {ur les foyers,
& du point M les petites perpendiculaires MR ,
MS, MO fur ces lignes ; il eft clair que Rz fera
la difference de MF, puifque les droites M F ,
Rf étant perpendiculaires entre les paralleles Ff,
MR, elles feront égales 3 & de méme que $m eft
la différence de MG, & O cellede MH ; & on
prouvera enfuite tout le refte comme ci-defius.

On peut encore concevoir que les foyers ', G,
H ( Fig. 21. PL 2.) foient tous ou en partic des
lignes courbes qui ayent des commencemens fixes
& invariables aux points F, G, H, & que la
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ligne courbe A M B foit telle qu’ayant mené, par
exemple, d'un de fes points quelconques M les
tangentes MV, M X & la droite MG ; larela-
tion des lignes mixtilignes FVM , HXM & de.
la droite: GM foit exprimée par une équation
quelconque. Carayant mené du point »2 pris in-

"finiment pres de M la tangente mu, il eft clair

qu'elle rencontrera autre tangente au point 'V
( puifqu’elle n’eft que la continuation du petit arc
Vu confidéré comme une petite droite ) ; & par-
tant que fi I'on décrit du centre V le petit arc de
cercle MR ; R fera la différence de la ligne mix-
tiligne FVM qui‘devient FVaRm. Et tour le
refte fe démontrera comme ci-devant. ( Confui-
tex la Note 20 ).

M. Tichirnhaus a donné la premiere idée de ce
Probléme dans fon Livre de la Medecine de Uef-
prit ;3 M. Fatio en a trouvé enfuite une [olution
tres-ingénieufe qu'il a fait inférer daps les Jour-
vaux d'Hollande : mais la maniere dont ils ons
congu., weft qu'un cas parviculier de la confiruétion
générale que je wviens de donner.

Exempre L

33. S 01T axx+byy+eczz—f =o (les droites
a, b, c, ffont données) dont la différence eft
axdx+bydy+czdz=—0. Ceft pourquoi conce-
vanten C ( Fig. 22. Pl. 2.) le poids ax, en D
le poids by, & en E le poids cg , Ceft-a-dire,
des poids qui foient entr'eux comme ces rean-
gles 5 la ligne MP qui paffe par leur commun
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centre de pefanteur , fera perpendiculaire ala
courbe au point M.

Mais {i on mene F O parallele 3 CL., & que
T'on prenne le rayon M C pour I'unité , les trian-
gles femblables MCL , MF O donneront F O

2 xxCL; & de méme menant GR parallcle a

DK, & HS parallele 2 EL, on trouvera queé
GR—yxDK&HS=zXxEI; de forte qu'en
imaginant aux foyers F, G, Hlespoids 4 ,b, ¢;
laligne MP, qui pafie par le centre de pefanteur
des poids ax, by , ¢ fuppolesen G, D, E,
paflera aufli par le centre de pefanteur de ces nou-
veaux poids. Or ce centre eft un point fixe, puif-
que les poidsenF, G, H , fcavoira, b, c, lont
des droites conftantes qui demeurent toujours les
mémes en quelque endroit que fe trouve le point
M. D’ob il fuit que la courbe A M B doit étre
telle que toutes fes perpendiculaires {e coupent
dans le méme point , c’eft-a-dire, qu’elle fera un
cercle qui aura pour centre ce point.. Voici donc
une propriété tres-remarquable du cercle que I'on
peut énoncer ainfi. :

Sil y a fur un méme plan autant de poids
a,b,c, &c. que Pon voudra, fituésen F, G,
H, &c & que l'on décrive de leur commun
centre de pefanteur un ‘cercle AMB ; je dis
qwayant mené d’un de fes points quelcongques
M, les droites MF, MG, MH, &c. la fomme
de leurs quarrés multipliés chacun par le poids
qui lui répond , fera toujours égale 2 une méme
quantite.

e S—— e
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34. Soir la courbe AMB ( Fig. 23. Plia)
telle quayant men¢ d’un de fes points quelcon-
ques M au foyer F' qui eft un point fixe, la droite
MF, & au foyer G qui eft une ligne droite la
perpendiculaire MG ; lerapportde MF a MG
foit toujours le méme, que de la donnée 4 ala
donnée b.

Ayant nommé FM , x; MG, y; on aurax.
yi:a.by & partantay = bx dont la différence
eft ady—bdx=—0. Ceft pourquoi concevant
en C pris au-dela de M par rapport a F le poids b,
& en D’ (& pareille diftance de M) le poids 2,
& menant par leur centre commun de pefanteur
la ligne M P, eile ferala perpendiculaire requife.

Il eft clair par le principe de la balance , que fi
I'on ‘divife la corde CD au point P, enforte que
CP.D¥::a.b; lepoint P,lerale céntre com-
mun de pefanteur des poids fuppofcs en C & D.

1 2 ‘courbe AMB eft une fection conique s {ga-
voir une Parabole lorfque 2=>b , une Hyperbole
lor{que a furpaffe b, & enfin une Ellipfe lor(qu’il
eft moindre. { Confultex la Note 21.)

Exegmere 1l1L

23, Si apres avoir attaché les extrémités d’un
fil FZVMGMXYH (Fig. 24. P/ 2.) en F & en
H , & avoir fich¢ une petite pointe en G, on
fait tendre également ce fil par le moyen d’un
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flile placc en M, enforte que les parties FZV,
HY X foient roulées autour des courbes qui ont
leur origine en F & H, que'la partic M G foit
double, ceft-3-dire, quelle foit repli¢e en G,
& que les chofes demeurant en cet ¢rat Pon fafle
mouvoir le flile M ; il eft clair qu’il decrira une
courbe A M B. 1l eft queftion de mener d'un
point donné M fur cette courbe la perpendicu-
laire M P, la pofition du fil qui ferca la décrire
étant donnée en ce point.

Je remarque que les parties droites MV, MX
du fil font toujours tangentesen V & X, &que
fi Yon nomme les lignes mixtilignes FZVM, x3;
HYXM, z; la droite MG, y; & une ligne
droite prife égale & la longueur du fil, a5 Ton
aura toujours x--2y-+g==a: d’ou je connois
que la courbe AMB eft comprife dans la coni-
truion générale. C'eft pourquoi prenant la dif-
ference d x + 2 dy 4+ d =0, & concevanten G
Je poids 1, en D le poids2, &en b le poids 1 3
je dis que la ligne M P, qui pafle par le centre
commun de pefanteur de ces poids , fera la per-
pendiculaire requife.

PROPOSITION XL
PROBLEME.

36.8 OIENT deux lignes quelconques AP B,
E QF (Fig. 25. Pl 2.) dont Pon [cache mener
les tangentes PG, QH ; & foit une ligne droite
P Q fur laquelle foit marqué un point M. Silon
congoit que les extrémirés P, Q de cette droite
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46 ANALYSE _
gliffent le long des lignes AB, EF , il eft claiy
que le point M. décrira dans ce mouvement une
ligne courbe CD: 1l eft queftion de mener dun
point douné M fur cette courbe la tangente M T.
Ayant imagin¢ que la droite mobile PM Q
foit parvenue dans la fituation infiniment proche
pmq ,on tirera les petites droites PO, MR ,
QS perpendiculaires fur PQ , ce qui formera
les petits triangles retangles pOP , R M , ¢SQ ;
& ayant pris PK ¢gale 3 MQ, on menera la
droite HK G perpendiculaire fur P Q’, & l'on
prolongera OP en T , ou je fuppofe quelle
rencontre la tangente cherchée M T. Cela po-
{¢, il eft clair que les petites droites Op , R,
Sq feront égales entr’elles , puilque par la conf=
trution PM & M Q font par tout les mémes.
Avant nommé les connues PM ou KQ, a3
MQouPK, b; KG, f; KH, g; &la petite
droite Op ou RuouSq , dy ; les triangles fem-
blables PKG & pOP, QKH & ¢SQ don-
neront PK (). KG (f)::p0(dy).OP =

Y, Bt QK (a) .KH (g):: ¢S (dy).SQ=

od : :
’ijzz. Or l'on {gait par la Géométrie commune que

I\IR:OPXNQ'+QSXPM :fafy-%-ga’y. Ainfi
PQ a—b

les triangles femblables #R M, M P T donneront
dy —+-gd
mR (dy) . RM (Y MP (o). PT =

af +ag » : :
—= Ce quiil falloit trouver. ( Confultex la

Note vingt-deuxieme.)
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PROPOSITION XIL

PROBLEME,

37.S O1ENT deux lignes quelconques BN ; F Q
(Fig. 26. PL. 2.) qui ayent pour axes les droites
BC , ED qui sentre-coupent & angles droits au
point A ; & [oit une ligne courbe LM telle qu’ayant
mené d'un de [es points quelconques M les droites
MGQ,MPN parallele 2 AB, AE; larelation
des efpaces EGQF (le point E eft un point fixe
donné fur la droite AE , & la ligne EF eft paral-
lele 2 AC) APND, & les drostes AP,PM,
PN, GQ, foit exprimée par une équarion quel-
conque. 1 eft queftion de mener dun point donné
M fur la courbe LM, la tangente M T.

Ayant nommé les données & variables A P
ot GM,x; PMouAG,y; PN,2;:GQ,535
Yefpace EGQF, 55 lefpace APND, #;& les
foutangentes données P H, 2 GK ,b; I'on aura
PpouNS ou MR =dx,GgouRmou0OQ=

~—dy ; S =—du = i—t , & caufe des triangles
femblables HPN , NS»n ; Og—=k—=— L ,
b

NPpn=—=dt—udx,&QG gq —ds—-—=2dy;
ol Ton doit obferver que les valeurs de Rz &
S # font négatives , parce que A P (x) croiffant,
PM(y)& PN (#) diminuent. Cela pofe , on
prendra la différence de I'équation donnée; dans

laquelle on mettra A la place de dz ,ds,du s d%

d> 7d
leurs valeurs adx , —zdy ; — f; y oy ny LEe
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qui donnera une nouvelle équation qui exprime-
ra le rapport cherché de dy & dx , oude MP a PT:

Exegmrre L

38.5 OIT §-33 =12~ ux,On aura eh prenant
les différences ds 4 234 == dt ~-udx - xdu ; &
mettant A la place de ds, dr, d3, du leurs va-

leurs, on trouvera — zdy — Eigfl = 2udx —

uxdx AR : . rydx __2ay1% ~+ ayby
s d’ol I'on tite P T (dy )_," e

Exegmepre 1L
39.8 o1t s—t¢, donc ds—=dt ; Ceft-a-dire,
— zdy = udx , & partant PT (Ef«) — 2%, Of
? dy u
comme cette quantité eft négative, il senfuit
( Art. 10.) que I'on doit prendre le point T du
cbté oppofé au point A origine des x: Si I'on fup-

pofe que la ligne F Q foit une hyperbole qui ait
pour afymptotes les droites AC, AE , enforte

que GQ({)-_—;—f, & que la ligne BN D foit

une droite paralleled A B, de maniere que PN
() foit par tout égale A la droite donnée ¢ ; il
eft clair que la courbe L M a pour afymptote la

droite A B, & que fa foutangente P T (— Jf—)

= — c: Ceft-A-dire qu’elle demeure par tout la
méme.
La courbe L. M eft appellée dans ce cas Lo-

garithmique. ( Confultez la Note vingt-troifieme. )
PROPOSITION
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PROPOSITION XIII.
PRoOBLEME.

4.-:).5 OIENT deux lignes quelconques BN , F Q.
(Fig. 27. Pl. 2.) qui ayent pour axe la méme
droite BA., fur laguelle foient marqués deux points
fixes A, B foit ‘une troifieme ligne courbe L M
telle qu’ayant mené. par ‘un de fes points quel-
conques M la droite A N, décrit du centre A
Parc de cercle MG, & tiré G Q parallele &
EF, perpendiculaire fur A B ; la relation des
efpaces EGQF (s), ANB(t), & des droi-
tes AMouw AG(y), AN(z),GQ(u",
Joit exprimée par unc équation quelconque. 1l faule
mener dun point donné M fur la courbe L M. la
tangente M T,

Apres avoir mené la droite A T H perpendi-
culaire fur A M N, foit imaginé une autre droite
A mn infiniment proche de A M N, un autte
arc mg , une autre perpendiculaire gg, & décrit
du centre A le ‘petit ar¢ NS : on nommera les
foutangentes données AH, 23 GK ;5 b; & on
aura Rm ou Gg=dy, Sn=—2dz; les triangles
femblables HAN & NS#,"KGQ & QOgq,

donneront aufli SN — ‘igf 5.0q=—"du—==
d

I%,Gqu:‘;—dJ_—._ady,ANnouAin
N 8§ = —dt =1Ladz. On mettra toutes ces va-

leurs dans la différence de I'équation donnée , &

Pon en formera une nouvelle , d’odt Pon tirera
D

|
|
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une valeur de dg en dy. Or A caufe des feCteurs &

des triangles femblables ANS& AMR,zRM |
M AT, on trouve ANQR.AM(y)::NS

%5

LY. MR =22 EvmR () RM("J"' )
A\I(y) A'I——dy”(” Si donc lon met |

dam cetre formule 3 la place de dz {a valeur en

, les différences fe détruiront, & la valeur de
1a f outangente cherchée AT fera exprimée en ter- |
mes entierement connus. Ce qu’il falloit trouver. '

: Exemrpre L

4I.SOIT uy — ¢ =23 —t, dont la différence

eft 2dy «+ ydu— ds = 23dy — dt , ce qui donne

46&0’_}(—- suydy.
4by —ab

(apres la fubftitution faite ) dz =

)

]
: ayydsy
& en mettant cette valeur dans _Kj , On trouve
i

_ 4abuyy — ’*'zuy; |
| AT_—_:.}:S”-—!—-;JE; -

Exeme2 e L [
42.S 01T §== 2t,donc ds==2dyr , ceft-d-dire ,
&
N Hudyzﬁad:(,oudzz%zg & partant AT
f'. ayydi N __ Yy
4 | ( {70’}/ )-_' 1z |
| Si la ligne BN eft un cercle qui ait pour centre

Ie point A, & pour rayon la droitte AB—=AN
== ¢, & que FQfoit une hyperbole, telle que GQ. |

()= f F, il eft clair que la courbe LM faitune |
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infinité deretours autour du centre A | avant que
d’y parvenir ( puifque lefpace F E G Q devient in-
fini, lorfque le point G tombeen A ), & que AT
— %}i D’ou I'on voit que la raifonde AM3 AT
eft conftante ; & partant que P'angle AM T eft
eft par tout le méme.

La courbe L M eft appellée en ce cas Logarith-
mique [pirale. (Confulteg la Note vingt-quatrieme.)

PROPOSITION XI1IV.

PR OBLEME b0 ol asm fsn

43. So1ext fur un méme plan deux courbes
quelconques AMD , BMC (Fig. 28. PL 2.)
qui [e touchent en un point M , & foit fur le plan
de la courbe BM C un point fixe L. Si lon congoir
a prefent que la courbe BMC royle fur la courbe
AMD en s’y appliquant continuellement , enforte
que les parties révolues A M, BM foient toujours
égales entrelles 5 il eft vifible que le plan B M C
emportant le point L, ce point décrira dans. ce
mouvement une efpéce de roulette VL K. Cela pofé ,
e dis que fi Pon mene dans chaque différente pofi-
tion de la courbe BM C ( du point décrivant L au
point touchant M) la droite LM ; elle fera per-
pendiculaire & la courbe 1 LK.

Car imaginant fur les deux courbes AMD,
BMC deux parties Mm , Mm ¢gales entr’elles
& infiniment petites , on les pourra confidérer
( Art. 3. ) comme deux petites droites qui font

au point M un angle infiniment petit. Or afin
D2
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que le. petit c6té M de la courbe ou poligone
BMC tombe fur le petit c6té M~ du poligone
AMD, il faut que le point L décrive autour
du point touchant M comme centre un petit
arc L /. Tl eft donc évident que ce petit arc fera
artie de la courbe 1L K ; & par conféquent que
la droite ML, qui lui eft perpendiculaire , fera
auffi perpendiculaire fur la courbe FLK au point
L. Ce quil falloit prouver.

[ hir

PROPOSITION XV. /b

ProBLEME

44. S 01T un angle reéliligne quelconque MLN ,
( Fig. 29. Pl. 2.) dont les cotés LM, LN touchent
deux courbes quelconques AM , BN. Si lon faiz
gliffer ces corés autour de ces courbes , enforte qu’ils
les touchent continuellement § il eft clair que le
fommer L décrira dans ce mouvement une courbe
1LK. I eft queftion de mener une perpendiculaire
LC fur certe courbe , la pofition de Vangle MLN
étant donnée. s

Soit decrit un cercle qui pafle par le fommet
L, & par les points touchans M, N ; foit menée
par le centre C de ce cerclela droite CL : je dis
qu'elle fera perpendiculaire 2 la courbe 1LK.

Car confidérant les courbes AM , BN comme
des poligones d’une infinité de cotés , tels que M,
Nan ; il eft évident que fi Pon fait gliffer les cotés
LM, LN, de l'angle reétiligne MLN , qu’on
{fuppofe demeurer toujours le méme , autour des
points fixes M, N, (‘on confidére les tangentes
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LM, LN comme la continuation des petits cotés
Mf, Ng ) jufqua ce que le c6té LM de l'angle
tombe {ur le petit c6té M» du poligone AM &
Fautre c6te LN fur le petit c6té N# du poligone
BN ; le fommet L décrira une petite partie L/ de
Parc de cercle ML N, puifque par la conftruc~
tion cet arc eft capable de I'angle donné MLN.
Cette petite partic L/ fera donc commune 4 la
courbe ILK 5 & par conféquent la droite CL,

~qui lui eft perpendiculaire , fera aufli perpendi-
culaire fur cette courbe au point L, Ce quiil fal-
loit démontrer.

PROPOSITION XVI. &lact
PROBLEME "/ ey
45. SOIT ABCD (Fig. 32. Pl. 3. ) une corde

parfaitement fléxible a laquelle foient attackés dif-
férens poids A, B, C, &c. qui ayent entreux
tels intervalles AB, BC, ovc. que lon voudra.
St Pon traine cette corde fur un plan horizontal
par lextrémité D , le long dune courbe donnée
DP ; il eft clair que ces poids fe difpoferont , enforte
qu'ils feront tendre la corde , & qu'ils décriront
enfuite des courbes AM , BN, CO, &c. On de-
mande la maniere d’en tirer les tangentes | la po-
fition de la corde A BCD étant donnée avec Iz
grandeur des poids.

Dans le premier inftant que Pextrémité D
avance vers P, les poids A, B, C, décrivent
ou tendent a décrire autant de petits cbtés Az,
B b, Cc des poligones qui compofent les courbes
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AM, BN, CO ; & par conféquent il ne faut pour
en mener les tangentes AB, BG, CK , que d¢-
terminer la direction des poids , A, B, C dans
ce premier inftant, c’eft-a-dire, la pofition des
droites qu’'ils tendent a décrire. Pour la trouver ,
je remarque

1°. Que le poids A eft tiré dans ce premier inf-
tant f{uivant la direGtion AB ; & comme il n’y a
aucun obftacle qui s'oppofe & cette direétion ,
puifqu’il ne traine apres lui aucun poids, il la doit
{uivre ; & partant la droite AB fera la tangente
en A de la courbe A M.

2°. Que le poids B eft tiré fuivant la direGtion
BC ; mais parce qu’il traine apres lui le poids A
qui n’eft pas dans cette diretion , & qui doit par
confcquent y apporter quelque changement, le
poids B n'aura pas fa dire¢tion fuivant BC , mais
{uivant une autre droite BG , dont il faut trouver
la pofition. Ce que je fais ainfi.

Je décris fur B C comme diagonale le reGtangle
EF , dont le coté BF eft {ur AB prolongée ; &
{uppofant que la force avec laquelle le poids B eft
tiré fuivant BC , s’exprime par BC, il eft vifible
par les regles de la Mécanique , que cette forcc
BC fe peut partager en deux autres BE & BF,
c’eft-a-dire,, que le poids B étant tiré fuivant la
dire@tion B C par la force BC, ceft la méme
chofe que s'il ¢toit tir¢ en méme tems par la force
BE fuivant la dire@ion BE , & par la force BF
fuivant la direction BF. Or le poids A ne s’oppofe
point 3 la direCtion BE , puilqu'elle lui eft per-
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pendiculaire ; & par conféquent la force BE
fuivant cette direction demeure toute entiere :
mais il soppofe avec toute fa pefanteur a la di-
re@ion BF. Afin donc que le poids B avec la
force BF vainque la refiftance du poids A , il faut
que cette force fe diftribue. dans ces poids & pro-
portion de leurs mafles ou grandeurs : c’eft pour-
quoi fi Yon divife EC au point G, enforte que
CG foit 3 GE comme le poids A au poids B
il eft clair que EG exprimera la force reftante
avec laguelle le poids B tend 2 fe mouvoir fuivant
la direGion BF , apres avoir vaincu la réfiftance
dupoids A. Il eft donc évident que le poids B eft
tiré en méme tems par la force B E fuivant la di-
reftion BE , & par la force EG fuivant la di-
re@tion BF ou EC ;s & partant qu'il tendra a
aller par BG avec la force BG: ceft-a-dire, que
BG fera fa direftion, & par conféquent tan-
gente en B de la courbe BN.

3°. Pour avoir la tangente CK, je forme fur
CD comme diagonale le retangle HI, dont le
cdté C1 eft fur B C prolongée ; & je vois que le
yoids B ne réfifte point 3 la force CH avec la-
quelle le poids C eft tiré fuivant fa direCtion CH,
mais bien. } la force C1 avec laquelle il eft tiré
fuivant la dire@&ion CI, & de plus qué le poids
A réfifte auffi) cette force. Pour fcavoir de com-
bien , je tire A L perpendiculaire fur CB pro-
longée du coté de B, & jeremarque que fi A B
exprime la force avec laquelle le poids A eft tiré
{uivant la dire@tion AB, BL exprimera celle avec

D4
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laqueile ce méme poids A eft tiré fuivant la
diretion BC ; de forte que le poids C avec
la force CI doit vaincre le poids entier B, &
.de plus une partie du poids A qui eft & ce poids
A comme BL eft 2 BA, ou BF ) BC. Si
donc l'on fait B+é§3k. C2 DX HER
eft clair que CK fera la dire@ion du poids C,
& par conféquent Ia tangente en C de la troi-
fieme courbe CO.

Si le nombre des courbes étoit plus grand ,
on trouveroit de la méme maniere la tangente
de la quatrieme , cinquieme , &c. Ft {i 'on
vouloit avoir les tangentes des courbes décri.
tes par les points moyens entre les poids, on
les trouveroit par lart. 36. ( Foyez la Note 25. ).
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S‘B ST HON I

Ufage du calcul des différences pour trouver les plus
grandes & les moindres appliquées 5 ol [e rédui-
Jent les queftions De maximis & minimis.

DériniTioN L

O 1 T une ligne courbe MD M ( Fig. 30. 31.
33.34. Pl. 2. & 3.) dont les appliquéesPM,
ED, P M foient paralleles entre’elles, & qui foit
telle que la coupée A P croiffant continuellement,
lappliquée P M croiffe auffi jufqua un certain
point E , apres lequel elle diminue ; ou au con-
traire qu’elle diminue jufqu’a un certain point E,
apres lequel elle croiffe. Cela pofé.
La ligne ED fera nommée la plus grande ou
la moindre appliquce.

Dirinition IL

Si 'on propofe une quantité telle que P M, qui
foit compofée d’une ou de plufieurs indéterminées
telles que AP, laquelle AP croiffant continuel-
lement, cette quantit¢ PM croiffe aufli julqu’a
un certain point E, apres lequel elle diminue, ou
au contraire ; & qu'il faille trouver pour A P, une
valeur AE telle que la quantité ED qui en eft
compolée , foit plus grande ou moindre que toute
autre quantit¢ P M femblablement formee de AP.
Cela s"appelle une queftion De maximis & minims.
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PROPOSITION
GENERALE.

46.L A nature de la ligne courbe M D M érant
donnée ; trouver pour AP une valeur AE zelle que
Vappliquée ED foit la plus grande ou la moindre
de fes fomblables P M.

Lorfque AP croiffant , P M croit auffi; il eft
evident ( Arz. 8. 10.) que fa différence R fera
pofitive par rapport 3 cellede AP ; & qu’au con-
traire lorfque P M diminue , la coupée A P croif-
fant toujours, fa différence fera négative. Or toute
quantite qui crolt ou diminue continuellement ,
ne peut devenir de pofitive négative , qu'elle ne
pafie par infini ou par le zero ; fcavoir par le zero
lor{qu’elle va d’abord en diminuant, & par I'infini
lorfqu'elle va d’abord en augmentant. Do il fuit
que la difference d’une quantité qui exprime un
plus grand ou un moindre , doit étre égale A zero
oua linfini. Or la nature de la courbe MD M
¢tant donnée , on trouvera ( Seft. 1. ou 2.) une
valeur de R, laquelle étant égalée d’abord
zero , & enfuite 3 infini, fervira & découvrir la
valeur cherchée de A E dans I'une ou Pautre de
ces fuppofitions.

REmMARQUE

47-LA tangente en D (Fig. 30, 31. Pl. 2.) eft
parallele d Paxe AB, lorfque la différence R
devient nulle dans ce point ; mais lor{qu’elle de-
vient infinie , la tangente {e confond ayec I'appli-
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quée ED. (Fig. 33. 34- Pl. 3.) D'ou l'on voit
que la raifon dezR 2 R M, qui exprime celle de
Yappliquée A la foutangente , eft nulle ou infinie
fous le point D.

On congoit aifément qu’une quantité , qui di-
minue continuellement , ne peut devenir de pofi-
tive négative fans pafler par le zero ; mais on ne
voit pas avec la méme ¢évidence que lorfquielle
augmente , elle doive paffer par linfini. Ceft
pourquoi pour aider I'imagination , {oient enten-
dues des tangentes aux points M, D, M ; ( Fig.
30. 31. Pl 2.) il eft clair dans les courbes ou
la tangente en D eft parallele 3 Paxe A B, que
la foutangente P T augmente continuellement 2
mefure que les points M, P, approchent des
points D, E; & quele point M tombant en D,
elle devient infinie ; & qu'enfin lorfque AP fur-
pafle A E, la foutangente P T devient ( Arz. 10.)
négative de pofitive qu’elle€toit, ou au contraire.
( Confultez la Note 26.)

Exemprpze L

48.SUPPOSONS‘ quex’ +y=axy (AP =x,
PM—y,AB=a) (Fig 35. PL. 3. ) exprime
la nature de la courbe M D M. On aura en pre-
nant les différences 3xxdx + 3yydy = axdy +aydx,
aydx — 3xxdx

& d e o 2 C 1

1y Dy — , 0, lorf\quc le It.aomt P
tombe {ur le point cherché E, d’ou 'on ‘tire y =
Jxx

=5 & fubftituant cette valeur A la place de y

dans Iéquation »’ -+’ =axy, on trouve pour

SCD LYON 1




€0 AxnavLyse

AE une valeur x= 14 ;2 telle que Pappliquée
ED fera plus grande que toutes fes femblables
P M. ( Confultez la Note vingt-feptieme. )

Exemepre IL
49.Sorry-—-a::a"">< s Péquation qui

exprime la nature de la courbe M D M. ( Fig 1%
P/ 3.) On aura en prenant les diffirences, dy =

.’-’.a’xl}a

;— quej'egaled’abord A zero ; mais parce que

Va-=x
cette fuppofition me donne - 24xy2 =10 quine peut

~ faire connoitre la valeur de AE, jégale enfuite

3
— adxvVa '\ 4. . : : RS H
i a l'infini, ce qui me donne 3V 2a—z=0;

4]/ P

ara d

d’ot I'on tire x —a, qui eft la valeur cherchée
de AE. ( Confultez le Note vingt-huitieme. )

Exemepre IIL

50.5 o1T une demie roulette accourcie A MF,
(Fige 36. Pl 3.) dont la bafe BF eft moindre
que la demi-circonférence A N B du cercle geé-
nérateur qui 2 pour centre le point C. Il faur dé-
terminer le point E fur le diamétre A B, en forte
que Pappliquée ED foit la plus grande qu’il eft
poflible.

Ayant mené A difcrétion Pappliquée P M qui
coupe le demi-cercle en N, on concevra ) I'ordi-
naire aux points M, N, les petits triangles MRz,
NS#», & nommant les indéterminées AP, x;
PN, z; Farc AN, 2; & les données ANB,a;
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BF,b;CA ou CN,c; lon aura par la pro-
priété de la roulette A NB (4). BF (L) : AN

(@) . NM:—— Donc PM = {+—- & fa dif-

ady —+ bdu
a

férence R m — - — o lor[que le point P

tombe au point cherché E. Or les triangles reCtan-
gles NSz, NP C font femblables ; car fi I'on ote
des angles droits CNz, PNS I’ang!e commun

CNS, les reftes S N #, PN C feront égaux. Et
partant CN (¢) .CP (c—x): :Nn(du).Sn

du
(dz) = “=—=2. Donc en mettant cette Va-
c

leur A la place de dz dans ad3 + bdu—o0 , on trou-

acdu— asdu =+ bedu 4
vera —o0 5, d’ou Pon tirera x
[

( qui eﬁencecasAE):c—{—é—;.

Ileft donc évident que fi l'on prend CE du
c6té de B quatrieme proportionnelle 3 la demi-
circonférence AN B, d1a bafe BF , & au ra-
yon C B, le point E.fera celui quon cherche,
( Confultez la Note vingt-neuvieme. )

Exemrpre IV
5I.C ouPER laligne donnée AB ( Fig. 35.
Pl 3.) en un point E , enforte que le produit
du quarr¢ de 'une des parties A E par lautre
EB , foit le plus grand de tous les autres produits
formés de la méme maniere.

Ayant nomm¢ I'inconue A E, x; & la don-

née AB, 2;on auraA]: ¥ EB==axx—¥x’,
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qui doit étre un plus grand. Ceft pourquoi on
imaginera une ligne courbe MDM, telle que la
relation de Pappliquée M P () ala coupée AP
axse — x?'

“‘-:&ﬁ_— ¢ &
on cherchera un point E tel que Iapplique¢ ED
foit la plus grande de toutes fes femblables P M ;
zaxdx——;xxdx___o &

(x) foit exprimée par I'é¢quation y —

ou 'on

ce qui donne dy =
tire AE (x) =2a. :

Si Pon veut en général que x™ X2 —x foit un
plus grand ( m & n peuvent marquer tels nombres

gwon voudra ), il faudra que la différence de ce
produit foit égale A zero ou a l'infini, ce qui don-
n

aa

l—1

nemx® ‘dxXa—x —na—x dx X x™ =

I r—

0, ovendivifant parx®'xa2—x  dx,lon

tire am — mx—nx =0, & AE (x) ::”-1—_% a
Sim—2,&n——1,lonaura AE = 2z,

& il faudra alors énoncer le Probléme ainfi.
Prolonger la ligne donnee A B ( Fig. 37. PL. 3-)

du cbté de Ben un point E, enforte que la quan-

ey :
tité g foit un moindre , & mon pas un plas

grand ; car Péquation a la courbe MD M fera

x“ja: y , dans laquelle fi I'on fuppofe x=2a ,

Pappliquée P M qui devient B C fera ﬂ—oi , Ceft-a«

dire, infinie ; & {uppofant x infinie, I'on aura y
—x, Ceft-A-dire , quelappliquée fera aufli infinic.
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Sim—1,&n=—2,lonaura AE= - a;
d'od il fuit que Pon doit énoncer le Probiéme
alors en cette forte.
Prolonger la droite donnée A B ( Fig. 38. P
3.) du cété de A enun point E , enforte que la

—

.1 AExAB .
quantité ——— foit plus grande que toute au-
BE

tre quantité femblable Apf_iﬁ. ( Confultez la

BP

Note trentieme.)

Exemrre V.

2. La ligne droite A B ( Fig. 39. PI. 3. ) étant
divifée en trois parties A C, CF, FB, il faut
couper fa partie du milieu CF au point E, en-
forte que le rapport du reftangle AE X EB au
retangle CE x EF foit moindre que tout au-
tre rapport formé de la méme maniere.

Ayant nommé les données AC,a; CF, b;
CB, ¢; & Pinconnue CE, x; I'on aura AE =
a+x, EB—c—x, EF =b—x, & partant
le rapport de AEx EB 2 CE X EF fera

ac - cx — ax — xXx & . b
qui doit étre un moindre. Ceft

bx —xx
pourquoi fi I'on imagine une ligne courbe MDM,
telle que la relation de Fappliquée PM (y)ala
coupée C P ¢ x) foit exprimée par I'équation y =
o 1 queflion  fe giduind

bx — xx
trouver pour x une valeur CE telle que PPappli-
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uée E D foit la moindre de toutes fes fembla-
bles P M. On formera donc ( en prenant les dif-
férences, & divifant enfuite par adx ) DPégalite
exx — axx — bxx + 2acx — abc = 0 , dont I'une
des racines réfout la queftion. :

Sic=a-b,'onaura x = % b. ( Confultex

la Note trente-unieme. )

"Exegmrix VL

53. E NTRE tous les Cones qui peuvent érre
infcrits dans une {phére déterminer celui qui a la
plus grande furface convexe.

La queftion fe réduit a déterminer fur le dia-
metre AB du demi-cercle AFB ( Fig. 40. Pl. 3.)
le point E ; enforte quayant mene la perpendi-
culaire EF, & joint. AF, le reCtangle AFXFE
foit Ie plus grand de tous fes femblables ANxNP.
Car fi Pon congoit que le demi-cercle AFB fafle
une révolution entiere autour du diametre AB, il

eft clair qu'il décrira une {phére, & que les trian-

oles reCtangles A EF, AP N décriront des cones
infcrits dans cetre {phére , dont les furfaces con-
vexes décrites par les cordes AF, AN, feront
entr’elles comme les re&angles AFXFE, ANXNP.

Soit donc linconnue A E — x, la donnée AB
—a,on aura par la propri¢t¢ du cercle AF =
Viax,EF =1 ax—ax; & partant AF X F E
= V/aanx —ax3 qui doit étre un plus grand.
C’eft pourquoi on imaginera une ligne courbe
MDM telle que la relation de Pappliquec P M
Cy )3 la coupée AP (x)foit exprimée par Ve~

quadon
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- aaxx — ax’ 13
quation — > = == y ; & Pon cherchera le

point E , enforte que P'appliquée ED foit plus

grande que toutes fes femblables P M., Q,n aura

donc en prenant la différence 2222 3T .
ZVaaxx —ax?

d'ou 'on tite A E (x) =1 4. ( Confulte3 la Note

trente-deuxiemes )

“+. ExeEmrre VIL .Gl

54. (O« demande entre tous les Parallélepipédes
€gaux 3 un cube donné 4’ , & qui ont pour un
de leurs cotés la droite donnée b, celui quia'la
moindre fuperficie.

Nommant x un des deux cotés que I'on cher-

3 .
che , l'autre fera Z—-; & prenant les plans alterna-
-

. . ' 3 4,
tifs des trois cotés b, x , g— du parallélepipéde ,

X
- 3 3
- . a a i1s
leur fomme {cavoir bx - = e fera la moiti&
de fa fuperficie qui doit étre un moindre. Ceft
pourquoi concevant a I'ordinaire une ligne courbe
aa e

831, N L a :
qui ait pour ¢quation — *+ —+ == ,l'on trou

. e bdx  aadx
vera en prenant la différence =——
@

0
xx% 7

\ g 3 a3
fl’ou 'on tire xx == ‘-;—-, &y ]/—%-.;.de forte
que les trois cotés du parallélepipéde qui fatisfaic
: : a’
4 la queftion, feront le premier &, le fecond \/—;— S
E
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. 3 ; :
& le troifieme }/=-. D’ol Ton voit que les deux

cbtés que P'on cherchoit , font égaux entr’eux.
( Confulrez la Note trente-troifieme. )

Exsmpi1e VIIL

55. () v demande préfentement entre tous les
Parallélepipédes qui {ont égaux 2 un cube donne
a’ , celui qui a la moindre fuperficie.

Nommant x un des cotés inconnus, il eft c'air
par I'exemple précédent, que les deux autres cotes

a2

feront chacun }/—; & partant la fomme des
x

plans alternatifs qui eft la moiti¢ de la fuperficie,,

3
a o 2 M
fera ik )/ @ x qui doit Etre un moindre. Ceft

- : 3d. 3dx :
a’ax a A
r {a différence — —— 4 —— =0, d’'ou
pourquoi S ka i Gy > d
Yon tire x = a; & par conféquent les deux autres
cbtés feront aufli chacun =—a ; de forte que le cu-

be méme donné fatisfait  la queftion.

Exempre 1X.

56. 1. A ligne AEB (Fig. 41. Pl 3.) étant
donnée de pofition fur un plan avec deux points
fixes C, F; & ayant mené¢ 2 un de {es points
quelconques P deux droites CP (), PF (3);
foit donnée une quantité compofée de ces inde-
terminées # & 7, & de telles autres droites don-
néesa, b ,&c. qu'on voudra. Cn demande qu'elle
doit &tre la pofition des droites CE , EF , afin
que la quantit¢ donn¢e, quien eft compof¢e 5
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foit plus grande ou. moindre que cetre quantité ,
lorlquelle eft compofée des droites CP , PF.
Suppofons que les lignes CE, KF ayent la
pofition requife ; & ayant joint CF, concevons
une ligne courbe DM , telle quayant mené 3
difcrétion PQM perpendiculaire fur CF, lap-
pliquée QM exprime la quantité donnée : il eft
clair que Ie point P tombant au point E, Pappli-
quée QM qui devient OD, doit étre la moin-
dre ou la plus grande de toutes fes femblables,
1l faudra donc que fa différence foit alors égale
a zero ou 4 Pinfini : ceft pourquoi fi la quantité
donnée eft , par exemple, au + 27, Yon aura
adu+23dz=0, & par conféquent du .
—dg::2%.a. Dol l'on voit d4ja que 47 doit
étre négative par rapport 3 du 5 Ceft-a-dire ,
que la pofition des droites CE , EF doit &tre
telle que z croiffant , z diminue.
Maintenant fi 'on mene E G perpendiculaire
2 laligne- AEB, & d’'un de fes points quel-
conques G les perpendiculaires G L > GI fur
CE, EF ; & quayant tiré par le point e
pris infiniment pres de E', les droites CKe .
FeH , on décrive des centres C, F les petits
arcs de cercle EX, EH :. on formera les trian-
gles retangles ELG & EKe » EIG & EHe,
qui feront femblables entr'eux ; car fi on &te
des angles droits GEe', LEK le méme angle
LEe, lesreftes LEG, KE¢ feront ¢gaux ;
on prouvera de méme que les angles 1EG,

HEe feront égaux. On aura dope GL.GI
E2
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2 Ke (du). He (—dg) :: 2% 4 D’ou il
fuit que la pofition des droites CE, EF doit
&tre telle quayant mené la perpendiculaire EG
fur la ligne A EB; le finus GL del'angle GEC
foit au finus GI de Pangle G EF, comme les
quantités qui multiplient 4z font & celles qui
multiplient dz. Ce quil falloit trouver. ( Con-
Jultex la Note trente-quatricme. ).

G oRio LK TR e

57 S1 ron veut A préfent que la droite CE
{oit. donnée de pofition & de grandeur, que la
droite EF le foit de grandeur feulement, &
quil faille trouver fa pofition, il eft clair que
Pangle G EC ¢tant donné, fon finus G L le
fera auffi, & par conféquent le finus G1I de
Iangle cherché GEF.. Donc fi I'on décrit un
cercle du diametre EG, & que l'on porte: la
valeur de G1 fur fa circonférence de. G en I3
la droite EF qui pafle par le point I aurala
pofition requile.

Soit az - b% la quantité donnce ; on trouvera

axGL
Gie= $

gueur quon donne 3 EC & a EF , la pofition
de cette derniere fera toujours la méme , puif-
qu’elles n’entrent point dans la valeur de GI, qui
par conféquent ne change point. Siza =50, ileft
clair que la pofition de E F doit étre fur CE pro-
longée du c6té de E ; puifque GL = G1, lorfque
les points C, F tombent de part & d’autre dela

; d’ott Pon voit que quelque lon-
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ligne A EB:mais lorfqu’ils tombent du méme
coté , langle F E G (Fig. 42, Pl. 3.)doit Ctre
pris ¢gal a angle CE G.

ExanmpietX

SS'LE cercle AEB ( Fig. 42. Pl. 3.) étant
donné de pofition avec les points C, F hors de
ce cercle; trouver fur fa circonférence le point E
tel que la fomme des droites CE, EF foit la
moindre qu’il eft poffible.

Suppofant que le point E foit celui que l'on
cherche ; & menant par le centre O la ligne
OEG, il eft clair quelle fera perpendiculaire
fur la circonférence AEB ; ‘& partant .( Arz.
57. ) que les angles FEG, CE G feront égaux
entr’eux. Sidonc I'on mene E H, enforte que
Pangle EH O foit ¢gal & P'angle CEO , &
de méme E K, enforte que l'angle E K O foit
égal A langle FEO , & les paralleless ED ,
EL 3 OF,0C; on formera les triangles {em-
blables OCE & OEH, OFE & OEK ,
HDE & KLE; & en nommant les connues
OEou OAouOB, a; OC,b;0F, ¢c; &
les inconnues ODou LE, x; DEou OL, »3

I'on aura OH:‘-’E—,OK:—:?,& HD (x —

).DE(y)::KL (y —=-) . LE (x).Donc xx

=y 2% ieft tquation A une
— == =yy—==, qui eft une cqu

hyperbole que lon conftruira facilement , &
qui coupera le cercle au point cherch¢ E.

a9

2
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¢ Confultex la Note trente-cinquicme- )

Exempre XL |

59.U N voyageur partant du'lieu C ( Fig 43. t

Pl. 3.) pour aller au lieu F, doit traverfer deux
campagnes {éparces par la ligne droite A E B.
i On fuppofe qu'il parcourt dans la campagne du
fi coté C Pefpace a dans le temps ¢ ; & dans l'autre
1 du c6re de F I'efpace b dans le méme tems c: on
A demande par quel point E de la droite AEB il
' doit paffer , afin qu’il employe le moins de tems
qu’il eft poffible pour parvenir de Cen F. Si l'on

faita.CE(u)::c.—cg-. Eoh BB () 26t ¢

Ebi. Il eft clair que cf exprime le temps que le vo-

yageur employe a parcourir la droite CE , & de

A cy . . . 1 A
méme que - exprime celui qu'il employe & par-

. cu 7 .
courir EF ; de forte que — +%L doit Ctre un
a

moindre. D'ou il fuit ( Art. 56. ) qu'ayant mené
E G perpendiculaire fur la ligne A B ; le finus de
Yangle GE C doit étre au finus de I'angle GEF ,
comme 4 eft 3 b.

Cela pofe, fi Pon décrit du point cherché E,
commeccntre, d2 intervalle EC, le cercle CGH,
& qu'on mene f{ur la droite A E B les perpendicu-
lairecs CA, HD, FB, & fur CE,EF les per-
pendicu'aires GL,GI ; 'onaura 4.b:: GL .
Gl.OrGL=AE, &GI=ED, parce que
les triangles retangles GEL& ECA, GEI |
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& E H D font égaux & femblables entr’eux, com-
me il eft facile a prouver. Ceft pourquoi fi I'on
nomme l'inconnue AE, x; on trouvera ED
::é‘-;—c . & nommant les connues AB, f5; AC, g3
BF, h; les triangles femblables EBF, EDH

donnerontEB(f——x).BF(h)::ED(?).
DH — bhs

af — ax

gles ED'H, E A C, qui ont leurs hypothenufes
EH,ECégales,’'onaura ED +DH1: tLAs

. Mais A caufe des triangles retan-

+ AC, ceft-A-dire, en termesanalytiques, %? N
bbhhxox
acqfru 2aafx + aaxx
fra@ions , & ordonnant enfuite I'égalite , il vien-
dra aax* — 2aaf5} + aaffxx — 2aafggx - aaffzg =o.

— bb 4 2bbf —+ aazg

— bbff
— bbhh

On peut encore trouver cette équation de la
maniere qui fuit, fans avoir recours a exemple g.
Ayant nomm¢ comme auparavant les connues
AB,f; AC, g;BF, h; & linconnue AE, x;
. Ty _— CV pg ——xx
onferaa.bﬁ(l/ggq-xx)::c._.'-"iu——
tems que le voyageur employe a parcourir la droi-
te CE. Et de méme b . EF (V/jf —2j% —+xx-+- hih )

C‘t/ﬁ'-— 2% == xX —= hh
5 b

— xx <+ gz : De forte que Otant les

= al

— au tems que le voya-
E 4

S
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geur employe a parcourir la droite EF. Ce qui fera

cVgg + xx C\/ff-v—— 2fx ~ xx — hh
a b

—aun moindre ; &

cxdx exdx —cfdx

partant {a différence

a'/gg + xx  BVff— i fx—xx—hh
 J '] - 4 = 3

=093 d’ou l'on tire, en divifant par cdx & en

dtant les incommenfurables, la méme ¢galité que

ci-devant , dont l'une des racines fournira pour

A E la valeur qu’on cherche. ( Confultez la Note

grente- fixieme. )

Exrgumpire XIL

60.So1T une poulic ¥ ( Fizg. 44. Pl. 3.} qui
pend librement au bout d’une corde CF atta-
chée en C, avec un plomb D fulpendu par la
corde DF B qui pafle au-deflus de la poulie F ,
& qui eft attachee en B, enforte que les points
C, B font fitueés dansla méme ligne horizontale
CB. On fuppofe que la pouliec & les cordes
n’ayent aucune pefanteur; & l'on demande en
quel endroit le plomb D, ou la poulic F doit
garréter.

Il eft clair par les principes de la Mccanique
que le plomb D defcendra le plus bas qu'il lui fera
poflible , au-deflous de I'horizontale C B; d’ou il
fuit que 1a ligne a plomb D F E doit étre un plus
grand. C'eft pourquoi nommantles données CF,
4;DFB,bs; CB,c;& VinconnueCE, x; 'on
aura EF =V s =5x5, FB =V 2+ ct— 2¢x,
& DFE —b — l/mz—i—rc—:.cx - Vm
qui doit ¢tre un plus grand 5 & partant fa diffé-
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cdx xdox . y

rence : — — o0, d’oli I'on tire

Vaa—= c¢ — 2cx Vaa — xx
20x’ — 200x% — Aaxx ~aacc = 0 , & divifant par
x—c 5 il vient 2cxx — aax — aac—o , dont 'une
des racines fournit pour C E une valeur telle que
la perpendiculaire E D pafle par la poulie F & le
plomb D , lorfqu’ils font en repos.

On pourroit encore réfoudre cette queftion
d’'une autre maniere que voici.

Nommant EF , y ; BF, z;l'on aura b
— X~y == a un plus grand ; & partantdy —dz.
Or il eft clair que la poulie F décrit le cer-
cle CFA autour du point C comme centre ;3
& partant fi du point f pris infiniment pres de
F, Pon mene fR parallele 3 CB, & fS per-
pendiculaire fur BF, Ton aura FR—=4dy, & FS
—dz. Elles feront donc ¢gales entr’elles ; & par
confequent les petits triangles rectangles FR £,
FSf, qui ont de plus ’hypothénufe Ff commune,
feront ¢gaux & femblables ; d’od Pon voit que
Pangle R Ff eft égal 4 langle SFf, ceft-a-
dire, que le point F doit étre tellement fitue
dans la circonférence FA , que les angles faits
par les droites EF , F'B fur les tangentes en F,,
{oient égaux entr’eux : ou bien ( ce qui revient
au méme ) que les angles BEFC, DF C foient
€gaux.

Cela pofé, fi 'on mene FH , enforte que I'an-
gle FHC foit ¢gal al'angle CEFBou CEF D5 les
manoh—.s CBF,CFH h.ront femblables ; comme
anfli les tl’I‘mO‘lCS réangles ECF, ELFH puif-
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que l'angle CF B eft égal A 'angle FHE, ¢tant
Pun & I'autre le complément 3 deux droits, des
angles égaux FHC, CFD ; & par conféquent

~on aura CH::EE, &HE(x—-i—a). EF (»)
:: EF(p). EC(x). Doncxx—‘i:::yy:m

— xx par la propri¢té du cercle, d’oli I'on tire
la méme égalite que ci-devant.

Exemerre XIIIL ‘
|

61. L’trEvaTion du pole érant donnée,
trouver le jour du plus petit crépufcule.

Soit C (Fig. 45. Pl 3.) le centre de la fphére ;
A PTOBHQ le méridien; HDd O Thorifon;
i QEeT le cercle crépufculaire parallele a 'ho-
rifon ; A MN B I'équateur; F ED G la portion
| du parallele a I'équateur, que décrit le Soleil le
, jour du plus petit crepufcule , renfermée entre les
| -'_ plans de I'horifon & du cercle crépufculaire; P le

pole auftral; PEM, PDN des quarts de cer-
cles de déclinaifon. L’'arc HQ ou O T du mé-
ridien compris entre I'horifon & le cercle crépuf-
| culaire, & l'arc O P de I'élévation du pole font
i donnés ; & par conféquent leurs finus droits
[ ‘ CI ou FL ou QX, & OV. L’on cherchele
e finus CK de Tarc EM ou DN de la décli- |
| naifon du Soleil, lorfqu’il décrit le parallele ED. |

i S’imaginant une autre portion fedg d'un !
E“ parallele & I'équateur , infiniment proche de
1 FEDG , avec les quarts de cercle Pem,
i Pdn ; il eft clair que le tems que le Soleil
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employe a parcourir arc ED, devant étre un
moindre , la difference de I'arc M N qui en eft
la mefure, & qui devient 7 # lorfque ED de-
vient ed, doit &tre nulle; dotr il fuit que les
petits arcs Mz , N» , & par conféquent les
petits arcs Re, S4, feront égaux entr’eux. Or
les arcs RE, SD étant renfermés entre les
mémes paralleles ED, ed, font aufli égaux ,
& les angles en S & en R font droits. Donc
les petits triangles re€tangles ER e, DSd (que
Pon confidére comme retilignes ( Art.3.) a
caufe de Iinfinie petitefle de leurs cotés ), fe-
ront ¢gaux & femblables ; & par conféquent les
hypothénufes Ee, D4 feront auffi égalesentr’elles.

Cela pof¢ , les droites D G, EF, dg , ef com-
mune feCtions des plans FED G, fedg paralleles
a I"équateur, avec | horizon & le cercle crépufcu-
laire , feront perpendiculaires {ur les diametres
HO, QT, puifque les plans de tous ces cercles fe-
ront perpendiculaires chacun fur le plan du méri-
dien ; & les petites droites Gg , F £ feront égales

entr’elles , puifque les droites FG, fg font paral- -

leles. Donc /D4 —Gg ou DG — dg =

VEe —Ff ou fe—FE. Or il eft clair par ce
que I'on a démontre dans l'article 50. que fi 'on
mene 2 difcrétion dans un demi-cercle deux ap-
pliquées infiniment proches , le petit arc qu’elles
renferment , fera A leur différence, comme le ra-
yon eft 2 la coupée depuis le centre , ce qui donne

ici (2 caufe des cercless HDO,QE T )CO. CG
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‘:DdouEe.DG—dgoufe—FE::TIQ.IF
-:CO+IQouOX.CG~+I1FouGL. Mais 2
caufe des triangles rectangles femblables G VO,
CKG,FLG,on aura CO.CG:: O0V.GK.
EtGK.GL::CK.FLou QX.Donc OV .
CK::0X.XQ::XQ.XH par 1apropriété
du cercle : c’eft-3-dire , que fi on prend Q X
pour le rayon ou finus total dans 1é triangle
reGtangle Q X H, dont I'angle HQ X eftde 9
degrés , parce que les Aftronomes font Parc HQ
de 18 degrés , lon aura comme le finus total
eft ) la tangente de g degrés, de méme le fi-
nus de Pélevation du pole eft au finus de la
déclinaifon auftrale du Soleil dans le tems du
plus petit crépufcule. Dol il fuit que fi Ton
dte 0.8002875 du logarithme du finus de Ie-
levation du pole; le refte fera le logarithme du
finus cherché. Ce quil falloit trouver. ( Con-
(ultez la Note trente-feptieme. )

e
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e S R TS SV L0 Ad G L L AR

SECTION 1V.

Ufage du calcul des différences pour trowver les
points d'inflexion & de rebroufJement.

O mmEe Ton fe fervira dans la fuite des
diffirences fecondes , troifiemes , &c. il
eft nécefaire d’en donner une idce avant que
daller plus loin.
DériNITION L

La portion infiniment petite dont la diffe-
rence d’'une quantit¢ variable augmente ou di-
minue continuellement , eft appellée la différence
de la différence de cette ‘quantité , ou bien fa
différence feconde. Ainfi {i 'on imagine une troi-
fieme appliquée nq (Fig. 46. PL.3.) infiniment
proche de la feconde mp, & quon mene mS
parallele 3 AB, & = H parallcle a2 RS; onap-
pellera Hu la différence de la différence Rm,
ou bien la différence feconde de P M.

De méme fi 'on imagine une quatrieme ap-
pliquée of infiniment proche de Ja troifieme
nq , & quwon mene n'T parallele 2 AB, &
n L parallele 3 ST ; on appellera la différence
des petites droites Hn , Lo, la différence de la
différence [econde, ou bien la difference troifieme

de P M. Et ainfi des autres, (Voyeg la Note 33.)

SCD LYON

i




78 ANALYSE

AVERTISSEMENT.

On marquera dans la [uite chaque différence
par un nombre de d qui en exprime lordre ou
le genre. Par exemple , on marquera par dd la
différence feconde ou du fecond genve ; par ddd,
la différence troifieme ou du troifieme genre ; par
dddd , la différence quatrieme ou dp quatrieme
genre , & de méme des autres. Ainfi ddy expri-
mera Ha ; dddy, Io—Hn o# Hn— Lo, &,

Ouant aux puiffances de ces difféerences , on les
marquera par des chiffres pofierieurs mis au-deffus ,
comme Lon fait ordivaircment celles des gran-
deurs entieres. Par exemple , le quarré , ou le
cube de dy fera dy*, ou dy’ ; le quarré , ou le
cube de ddy fera ddy’ , ou ddy’ ; celuide dddy
fera dddy* , ou dddy’ ; celui de ddddy fere
ddddy* , oz ddddy’, &e. ( Voyeg la Note 39. )

Clo'mo 2 A F rYEL L

62. S 1 I'on nomme chacune des coupées AP,
Ap, Aq, Af, x; chacune des appliquées

M, pm,qn, fo, y; & chacune des por-
tions courbes AM, Am, An, Ao, u; ileft
clair que dx exprimera les différences Pp, pq,
qf des coupées; dy les différences R, Sn ,
T o des appliquées ; & du les différences M 2,
mn , no des portions de la courbe A MD.
Or afin de prendre , par exemple , la différence
feconde H»n de la variable PM . il faut ima-

giner fur I'axe deux petites parties Pp, pq,
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& fur la courbe deux autres M , m 2 pour
avorr les deux differences R , S» 3 & par-
tant fi P'on fuppofe que les petites parties Pp,
pq foient égales entr’elles 5 il eft clair que dx
fera conftante par rapport 2 dy & a du, puif-
que Pp qui devient p g demeure la méme pen-
dant que R » qui devient S» , & Mm qui
devient z2n, varient. On pourroit fuppofer que
les petites parties de la courbe Mm , mn {e-
roient ¢gales entr’elles , & alors du feroit conf-
tante par rapport a dx & a dy ; & enfin fi
Pon fuppofoit que R» & Su fuflent égales ,
dy feroit conftante par rapport a dx & a du,
& fa dificrence Hn (ddy) feroit nulle.

De méme pour prendre la différence troifie-
me de PM, ou la diffirence de la différence
feconde H#, il faut imaginer fur I'axe trois pe-
tites parties Pp, pg, gf ; fur la courbe trois
autres M» , mn, no; & fur les appliquées
aufli trois autres R 2, Sn , To, & alors on
aura dx ou du ou dy pour conftante , felon
qu'on {uppofera que les petites parties P p, pq,
qfs ou Mm,mn,ne, ou R, Sn, T o font
egales entr'elles. 11 en eft de méme des diffé-
rences quatriemes , cinquiemes , &c.

Tout ceci fe doit auffi entendre des courbes
AMD, (Fig 47. Pl. 3.") dont les appliquées
BM, Bm, Bn partent toutes d’un point fixe
B ; car pour avoir , par exemple, la différence
feconde de B M , il faut imaginer deux autres
appliquées Bz , Bz qui faffent des angles MBm ,
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mBn infiniment petits , & ayant décrit du cen-
tre B les petits arcs de cercle MR, »S; la
différence des petites droites R 72, Sn, fera la
différence feconde de B M ; & l'on pourra prens
dre pour conftants. les petits arcs MR, mS,
ou les petites portions de la courbe Mz , mn ,
ou enfin les petites droites Rz, Su. Il en va
de méme pour les différences troifiemes , qua-

triemes 3 &c. de Pappliquée BM.

REMARQUE
Gg.ON doit bien remarquer , 1° Quil y a
differens. ordres d’infiniment petits : que R,
( Fig. 46. Pl 3.) pat exemple , eft infiniment
petite par rapport 3 P M, & infiniment grande
par rapport 2 Hz ; de méme que lefpace M Ppm
cft infiniment petit par rapport a I'efpace APM,
& infiniment grand pas rapport au triangle MR,
2°. Que la diffcrence entiere P feft encore in~
finiment petite par rapport a AP'; parce qué
toute quantité qui et la fomme d’'un nombre
fini de quantités infiniment_petites, telles que
Pp, pq ., qf par 1apport 3 ‘une autre AP,
demeure toujours, infiniment petite par rapport
) cette méme quantité : & qu'afin quelle de-
vienne du méme ordre , il faut que le nombre
des.quantités de Pordre inférieur qui la compole,,
foit infini.
Corortairng IL
64. O N peut marquer en cette {orte les différen=
ces fecondes dans toutes les fuppofitions poffibles.
10'
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1°. Dans les courbes ot les appliquées » R,
n S font paralleles entrelles , ( Fig. 48. 49. PL. 3.)
on prolongera la petite droite M en H op
elle rencontre P'appliquée S > & ayant décrit
du centre 7, de Iintervalle mn , larc nk, on
tirera les petites droites 7/ s b1, keg dont la
premiere foit parallele & 7S, & les deux autres
a Sn. Cela pofé, fi 'on veut que dx foit conf-
tante, c’eft-3-dire, que MR foit égale 3 mS ;
il eft clair que le triangle 7 SH eft femblable
& égal au triangle MR 7, & quainfi Hzn eft
ddy s c’eft-a-dire , la différence de R 7 & Sz,
& Hk=ddu. Mais fi I'on {uppofe que du foit
conftante , ceft-a-dire , que Mm —=mn ou i
mk 5 il eft évident alors que le triangle m g k
eft femblable & égal au triangle MR » , &
quainfi ke =ddy |, & Sg ou cn=—4ddyx.
Enfin fi 'on prend 4y pour conftante , clefi~
a-dire, mR= 1S, il fenfuic que le triangle
mil eft égal & femblable au triangle MR 7,
& quainfi 7 S oy nl—ddx, & lk—idu.
2°. Dans les courbes dont les appliquées BM,
B , Bn partent du méme point B, ( Fig. 50. 51.
PL 3.) Ton décrira du centre B les arcs MR,
78 , que Ton regardera ( Ars. 3.) comme de
petites droites perpendiculaires fur By s B,
& ayant prolongé M en E, & décrit du cen-
tre 72, de l'intervalle > le petit arc nkE,
on fera Pangle Esx H=— B » » & lon tirera
les petites droites nl,li, kcg dont la pre-

miere foit parallele 3 S, & les deux autres

E
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% S# Cela pofé , 3 caufe du triangle BS 7
reGtangleen S, Pangle BS + mBn , ou+ EmH
vaut un droit ; & partant angle B E vaut
un droit+Sz Hj il vaut auffi le droit MR 7
+ RMm , puifqu’il eft externe au triangle RMz.
Donc rangle S»H = RMm.

1l fuit de ceci, 1°° Que fi on veut que dx {oit
conftante , Ceft-a-dire que les petits arcs MR,
S foient égaux entr'eux , le triangle SmH fera
femblable & égal au triangle RMm , & quainfi
Hn'— ddy , & Bk=4ddu. 2°. Que fi on prend du
pour conftante, le triangle gmk fera femblable &
égal au triangle R M7z, & qu'ainfi ke exprimera
ddy , & Sg ou cn, ddx. Enfin, 3°. Quefilonprend
dy pour conftante, les triangles izl , R M feront
égaux & femblables ; & quainfi iS ou In=ddx
& Ik =ddu. :

PROPOSITION L
PROBLEME

65.P REN DR E la différence dune quantité corm-
pofée de différences quelconques.

On prendra pour conftante la différence que
Ton voudra , & traitant les autres comme des
quantités variables, on fe fervira des régles pref-
crites dans la Section premiere.

! yd
La différence de yz—y , en prenant dx pour conf-
1 %
dy*—+yddy o dxdy*
dx 3
nant dy pour conftante.

— ydydd
ydydd% o pre-

tante , fera
dx*
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Celle de W/ 3=~y

X

> €0 prenant dx pour

PO W B dydd
conftante , fera dz 1/ 7= s S e |
Conftante , fera dz }/ax ~+dy ~!-'de1+dyl,e

- - dpdx - dydyr 4 o dydd
‘tout divifé par dx, eft-3.dige X tdidy + 1dyddy 3
- _ dx)/ dx* +-dy*
& en prenant dy pour conflante , elle fera

aRdx )/ dx® dyl-;-vz x+dx =XddxVaxr STt e
i yﬂu
on 3 \ dydx? —- dydxdy® ydy*ddx
tout divifé par dx*, ¢.3d. L&%\W ‘
_ : 3 _
La différence de 2% on prenant dx pour

Vdx*~=dy*?

dv it vddoi/ TE ydy*ddy
conftante , fera dy’+yddyVdx* Ty R ey el
le tour divifg Pat dx® 4= dy? ceft-3 - dire ,
doc*dy® —- dyty dxdd
=L Y o yewiddy n our
&y Vie gy S & en prenantidy. p

dxtdy? dy* — ydydxdd.
conftante, elle fera 2"+ dx B o oy
dx* - a’y’]/dx‘—i—-d_y‘

La diffrence de &+ Viesap
."‘—‘dxddy

—— 1
£+ en” prenant d pour’ conftante , fera
— dxddy

__--_-_;dxa:«,/dcz:y’xdx’ +dy* > dxdddy x dx*—+dy* :
dx*ddy* < Ny
Mais il faut obferver que dans ce dernier cas i
Weft pas libre de prendre dy pour conflante, car dang
cetee fuppofition fa différence ady feroit nuile, &
Par conféquent elle ne devrojr Pas fe rencontrer
dans la quantité propof¢e, ( Confulrez Z;Tz Note 40.)
' 2
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Dégrxirion IL

Lorfqu’une ligne courbe AFK (Fig. 52.53
54. 55. PL. 3. 4.) eft en partie concave & en par-
tie convexe vers une ligne droite AB ou vers un.
point fixe B ; le point F qui {épare la partie con-
cave de la convexe , & qui par conféquent eft la
fin de 'une & le'.commencement de Pautre, eft
appellé point d’infléxion , lorfque la courbe étant

arvenue en F continue fon chemin vers le méme
cbté : & point derebrouffement, lors quelle re-
brouffe chemin du ¢bté de fon origine.

PROPOSITION IL
ProBLEME GENERAL.

66.L A nature de la ligne courbe AFK érant
donnde , déterminer le_point dinfléxion ou de re-
brouffement F.

Suppofons en premier lieu que la ligne courbe
AFK (Fig. 52.53- Pl. 3. 4-) ait pour diamétre
une ligne droite AB , & que fes appliquées P M,
EF, &c. foient toutes paralleles entr’elles. Si-Yon
mene par le point F, Pappliquée FE avecla tan-
gente FL; & parun point quelconque M de la
partic AF , une appliquée M P avec une tangen-
te MT :il eft clair,

10. Dans les courbes qui ont un point d’inflc-
xion , que la coupée AP croiffant continuelle-
ment , la partic AT du diametre, interceptce ene
tre Porigine des x & la rencontre de la tangente »
croit auffi jufqu’a ce que le point P tombe en E,
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apres quoi elle va.en diminuant; d’od Pon voit
que AT qui répond & Pappliquée en P, doit
devenir un plus grand AL , lorfque le point
P tombe fur le point cherché E.

2°. Dans celles qui ont un poing de rebroufle-
ment, que la partic AT croiflant continuelle-
ment, la coupée AP croitaufli julqu’d ce que le
point T tombe enIi, apres quoi elle va en dimi-
nuant; d’olt 'on voit que A P qui répond 4. AT,
doit devenit un plus grand A E , Jorfquele point
T tombe en L. ., B
~ Orfilon nommeAE, x; EF, y; Pon aura AL

— ;3—-::, dontladifférence, qui eft dl-f%———m
— dx (_en {uppofant dx conftante ), érant divifée
par dx diffirence de A E , doit Ewe ( Are..47.)
nulle ou infinie ; ce qui donne-—ﬁf{ i g PH-A
Pinfini : de forte que multipliant par'dy*; & divi-
fantpar—y il vient ddy =0, ou A I'infini ; ce qui
fervira dans la fuite de formule générale pour trou-
ver le point’ d’infiéxion ou’de rebrouflfeinent F.
Car la nature de la courbeA'F K érant donnée
Pon aura une valeur de dy en dx; & prenant la
différence de cette valeur, en fuppofant dx eonf-
tante, on trouvera unevaleur de ddy en d«* | la-
quelle étant égalée d’abord A zero , & enfuite 2
Pinfini , fervira dans 'une ou Pautre de ces {up-
pofitions a trouver pour AE une valeur , telle que
'appliquée E F aille couper la courbe AFK au
point d’infléxion ou de rebrouffement F.

F3
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ongme A des x ‘peut’ ctre te}lement fi tuée
d% ydx 1

que A L“‘xﬁ%,[au heude prk -—-x > & que

AL ou AE foitun moindre au licu d’8tre un plus

gmnd tnais commela conféquence efttoujours la

mbmé; & quecela nerpeut faire aucune difficuleé,

je nem y arrérerai pas Il eft 3 remarquer que AL

ydx
ne peut jamais ¢ t.tre =X car lorfque le
point-T tombe de Fautre 'cote dw point P, par

rapport 3 l'origing A desx, Ia va}eur de —é} fera

negative fulvant larticle 10, & par confcquent

......

celle de — —; fera poﬁtwe dc forte qu’on aura

encoré en ce cas AE +EL .%u AES xwy—if—
La ‘méme chofe f&'peut enceré trouver de cette
autre maniere, Il eft clair qu'en prenant dx pour
conftante , & fuppofant que. Fappliguée y. aug-
mente, Sn (Fig.48.:49- Ph 3i)elt moindre que
S H ou que R dansla parte,concave, & plus
grande dans la conyexer Dol Fon voit que la va-
Yeur. de Hz (ddy ) doit devenir de pofitive néga-
tive fous le point d’infléxion oy, de rebrouflement
¥ s & partant (Arz. 47.) quelle,y. doit Etre ou
nulle -ou infinie,
Suppofons. en fecond lieu que la,courbe -AFK
( Fig. 54 55 PL 4.)ait pour appliquées les droi-
ves BM, BF, BM, qui partent toutes. d’un
méme pomt B. Si lon mene. telle appliquée BM
( Fig. 56, 57. Pl. 4.) quon voudra , avec une
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tangente M T qui rencontre BT perpendiculaire
a BM au point T ; & qu’ayant pris le point #

infiniment pres de M, I'on tire Pappliquée Bz,

la tangente 7z , & la perpendiculaire Bt fur B,
qui rencontre M T en O il eft vifible ( en fuppo-
fant que I'appliquée B M, qui devient Bz, aug-
mente ) que dans la partie concave, Bz furpafle
BO , & qu’au contraire elle eft moindre dans la
partie convexe; de forte que fous le point d’in-
fléxion ou de rebrouflement F, la valeur de O
doit devenir de pofitive négative.

Cela pof¢, fi I'on décrit du centre B ( Fig. 56.
Pl. 4.) les petits arcs de cercle MR, TH, on
formera les triangles femblables 2R M, MBT,
THO, & les petits fc&teurs femblables BMR ,
BTH. Nommant donc BM, y; MR, dx; l'on

aura 2R (dy).RM (dx)::BM (y) - BT = .

L MR(dx).TH:{x—z::TH(%j).HO

dy flx
— g;-. Or fiI'on prend la différence de BT (J%’f)

en {uppofant dx conftante , il vient Bz— BT ou
T dxdy? —:‘-ydxddy
dy
A dx3 -—f—dxcji:- ——ydxddy. D’
tipliant par dy* , & divifant par dx , que la valeur
de dx*~+ dy* — yddy fera nulle ou infinie fous le
point d’infléxion ou de rebrouflement F. Or la
nature de la ligne AFK (Fig. 54. 55. Pl 4.)
étant donnée, 'on aura des valeurs de dy en dx ,
Fq

; & partant OH~+H:z ou

ou il fuit en mul-
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& de ddy endx®, lefquelles étant fubftituées dans
dx* 4 dy* — yddy , formeront une quantite , qui
étant égalée d’abord 2 zero, & énfuite 3 Vinfini,
fervira & trouver pour BF une valeur telle que
décrivant du centre B, & de ce rayon un cercle,
il coupera la courbe A FK au point d’infléxion ou
de rebrouffement F. Ce qui étoit propofé

Pour trouver encore la méme chofe d’une autre
manitre, il faut confidérer que dans la partie con-
cave, l'angle B»E ( Fig. 50. 51. Pl 3.) furpafle
Yangle Bmn, & qu'au contraire dans la convexe
il eft moindre; & partant que I'angle B#E — Bz
ou Ezm , ( Fig. 50. Pl 3.) ceft-a-dire , I'arc En
qui en eft la mefure, devient de pofitif négatif
fous le point cherché F. Or prenant dx pour conf
tante , les triangles reangles femblables H» S,

Hnk , donneront Hm (du) ., mS (dx): Hn

(—ddy).nk=— dz,idy . ot I’on doit obferver

que la valeur de Hn eft négative , parce que B
(») croiffant , R (dy) diminue. Mais 2 caufe

des fe€teurs femblables B#S , wEk , Fon aura B

(). mS (dx)::mE(du).Ek:‘—{i;f,&par-

dedit —ydvdly 1 o
ydu

{uit en multpliant par ydu , & divifant par dx,

que du’ —yddy ou dx* +dy* — yddy doit devenir

de pofitive , négative fous le point cherché F.

( Fig. 54.55. Pl 4.)

8i Yon fuppofe que y devienne infinie, les ter-

gant Ek 34-k» ou En —=
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mes dx* & dy* feront nuls par rapport au terme
yddy 3 & par conféquent la formule dx* 4- dy* —
yddy —o, ou a linfini, fe changera en cette autre
—yddy — 0, 0u A l'infini , c’eft-A-dire, en divifant
par—y , ddy = o, ou a Plinfini, quieft la formule
du premier cas. Ce qui doit auffi arriver , puifque
les appliquées BM, BF, BM deviennent ‘alors
paralleles. ( Confultez la Note quarante-unieme. )

LeRr oL sLlLRE

67.L ORSQUE ddy == o, il eft clair que la dif-
férence de A L ( Fig. 52. Pl 3.) doit étre nulle
par rapport a celle de A E; & partant que les
deux tangentes infiniment proches FL , fL doi-
vent tomber I'une {ur autre, en ne faifant qu'une
{feule ligne droite fF L. Mais lorfque ddy —a
Pinfini, la différence de AL (Fig 557 PLEE )
doit €tre infiniment grande par rapport 3 celle de
AE, ou (ce qui eft la méme chofe) la différence
de AE eft infiniment petite par rapport 3 celle
de AL; & par conféquent Pon peut mener par
le méme point F deux tangentes F L, F/, qui faf-
fent entr’elles un angle infiniment petit , L F /.
De méme lorfque ax* 4 dy* — yddy = o, il eft
vifible que Oz ( Fig. 56. 57. Pl. 4. ) doit devenir
nulle par rapport 3 MR ; & qu’ainfi les deux tan-
gentes infiniment proches M T, 7z, doivent tom-
ber T'une fur I'autre , lorfque le point M devient
un point d’infléxion ou de rebrouffement : mais
au contraire lorfque dx* + dy* — yddy =4 linfini,
Ot doit tre infinie par rapport A MR , ou (ce qui
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eft la méme chofe ) MR infiniment petite par-
rapport a O¢; & par conféquent le point 7z doit
tomber fur le point M , ceft-a-dire , qu'on peut
mener par le méme point M _deux tangentes qui
faffent entr'elles un angle infiniment petit,, lor{-
que ce point devient un point d’infléxion ou de
rebrouflement.

Il eft évident que la tangente au point d’inflé-
sion ou de rebrouffement F, étant prolongce ,
touche & coupe la courbe AF K dans ce méme
point. - ( Confultex la Note quarame—deuxieme.)

ExemprE L

63.S o011 une ligne courbe AFK (Fig. 58. Pl 4.)
qui ait pour diamétre la ligne droite AB, & qui
foit telle que la relation de la coupée AE (x) 2
T'appliquée EF () , foit exprimée par I'équation
axx — xxy + aay. 11 s°agit de trouver pour AE
une valeur, telle que 'appliquée EF rencontre la
courbe A F K au point d’infléxion F.

axx

B . \ S 2 s
L’¢quation a la courbe eft y = b & par

2a3xd .
ant dy = —2X% , & prenant la difference
1 ﬂwffa

de cette quantité, en fuppofant dx conftante,

& Dégalant enfuite A zero , on trouve

] —_—

2a3dx?t x %x ~aa —8a3 xxdx* x xx—aa
=—o03 ce

e T

xX—+aa

- - i 4 - -
qui multiphi¢ par xx-+aa, & divif¢ par
205 X st an » donne xx -+ aa — gxx =0, d'o0

Pontire AE (x) =4}/
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SiT'on met 4 la place de xx fa valeur ! 22 dans

axx : -~
on trouve EF

y.! = A\
r s
Pequation a la courbe y o e

(#)=1a; de forte qu'on’ peut déterminer le
point d’'infléxion F , fans fuppofer que la: courbe
A F K foit décrite.

Si'on mene A C parallele aux appliquées EF,
& ¢gale A la droite donnée 4, & quon tire' CG
paraliele 3 A B, elle fera alymprote de la courbe
~ AFK. Car fi Pon fuppofe x infinie, ‘on pourra

prendre xx pour xx+aa ; & partant I'équation &
axx

la courbe y = fe changera en  celleci

J=a. ( Confultez la Note quarante-troifieme. )

Exegmpzre 1L
3
5

69.501Ty — a=x—a . Donc dy —

2

1x—-a sdx,&ddy:_—--,%x——a “wdx? ==
— Gdx™ .

- » en prenant dx pour conftante. Or fi on
25Vx—a Y ¥ :
“fuppofe cette fraGtion égale & zero, on trouve
— 6dx> =0 ; ce qui ne faifant rien connoitre, il
la faut fuppofer infiniment grande ; & par con-

: S ", :
féquent fon dénominateur 25}/ /% —  infini-
ment petit ou zero. D'ott linconnue A E (x) = 4.
( Confultez la Note quarante-quatrieme. )
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Exegmrpre IIL

7o.S o1r une demi roulette allongée A FK
( Fig.59. Pl. 4.) dont la bafe BK furpafle la
demi-circonférence A DB du cercle géncrateur
qui a pour centre le point G. Il sagit de dé-
terminer fur le diamétre A B, le point E , en-
forte que lappliquée EF aille rencontrer la
roulette au point d'infléxion F.

Ayant nommé les connues ADB, 2; BK,
b; AB, 2c ; & les inconnues AE.x: 81k
z; Farc AD, 4; EF, yslon aura par la pro-

bl e b
priéee de la roulette y =X+ Tu ; & partant dy

= dk +’ii—u. Or par la propriet¢ du cercle Fon

edoe — xd_x , &

Yiex — xx

aura 3 = } 2ex—ax 5 =

cax

du(Vdx* +dy*) = Donc mettant pour dz &

V’}._cx——- xx i
acdx — ascdx +-bedx

du leurs valeurs, on trouve dy =

’
ayicx —xx

dont la différence ( en prenant dx pour conftante)

bex — ace — bee x dx* : = s
donne - =03 d'ou l'on tire
20 — xx X ’/ux —_— X

AE(x)=c+%,&CE=T.

Il eft clair quafin qu’il y ait un point d’infle- |
xion F , il faut que b furpaffe a ; car il ctoit |
moindre ;, C E furpafferoit CB. ( Confultex 14

Note quarante-cinquieme. )
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Exemeprse IV.

71 () n demande le point d'infléxion F ( Fig. 6o.
Pl 4.) de la Conchoide AF K de Nicomede ,
laquelle a pour pole le point P, & pour afymp-
tote la droite BC. Sa propriété eft telle, quayant
men¢ du pole P 3 un de fes points quelconques F
la droite P F, qui rencontre I'alymptote B C en
D ; la partie DF eft toujours égale 3 une méme
droite donn¢e a.

Ayant mené P A perpendiculaire, & FE pa-
rallele 3 B C, on nommera les connues AB ou
FD,a; BP, b; & lesinconnues BE, x;EF,
y; & tirant DL parallele 3 BA , les triangles
femblables DLF , PEF donneront DL (x ).
LF ( ]/aaw—-xx):: PE (b+x). EF (}’)
3 x)/ aa —

— i *% . dont la différence eft dy =

2x3dx —+ aabdx

XxYaa—xx
cette quantité , & qu'on I'égale A zero , on for-

. Si donc on prend la différence de

2a4b — aax3 — Jaabxz X dx*
aax3 — x5 X}/ aa— %x

qui fe réduit x* + 3bxx — 22ab — o, dont I'une

des racines fournit pour BE la valeur cherchée.
Sia =05, I'équation précédente fe changera

en cette autre x’ 4 3axx — 24’ = 0 , laquelle

étant divifée par x+a, doane xx -+ 2ax — 284 =2 0;

& partant BE (x) == —a ~+ }/ 3440

mera Iégalite >
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Aurrement.

En prenant pour appliquées les lignes PF qui
partent du pole P, & en fe fervant de la formule
(Art. 66.) yddy = dx* +dy*, dans laquelle dx
a ¢té fuppofee conftante. Ayant imaginé une au-
tre appliquee P £ qui faffe avec PF langle FP f
infiniment petit, & déctit du centre P les petits
arcs FG, DH , on nommera les connues A B,
a;BP, b; &les inconnues PF,y; PD,7;&
on aura par la propri¢te de la conchoide y = 7
+ a, ce qui donnedy — dz. Oracaufedutriangle
reCtangle DBP , DB =— }/7; — %5 ; & 4 caufe des
triangles femblables DBP & 4HD, PDH & PFG,
Pon aura DB (V7 —%). BP () :: dH (k).

HD= =L .EtPD().PF (t+a)::HD
q—b
bdy bydy ~ abdy T
(Vﬂ-—ﬁb ) FG(d)_mo Dou lon
_{Jx\/ﬂu—-bb oy
tire dz ou dy —=*—"—— | dont la différen-

by—~+ab
ce eft (en fuppofant dx conftante ) ddy —

b3 <+ 2ab77— abd x dyde Byt —- 24b73 — abd7x dx*

bz —i—abx\/{;{ — bb by + 2
en mettant pour dz fa valeur. Donc fi 'on fubfti-
tue dans la formule générale ( Arte 66.) yddy —
dx*-dy* ala place de y fa valeur 44, & de
dy & ddy les valeurs que Pon vient de trou-
ver en dx & dx* ; on formera cette ¢quation
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7% —+ 2;4{3 — abby x dx* it —+ 2abby = aabb x dx*

by —+ ab* by —+ ab*
qui fe réduit & 22> — 3bb3x — abb — 0, dont l'une
des racines augmentée de a fournit la valeur de
I'inconnue P F.
Sia==b, Ponaura 23> — 3447 — 4’ =0, qui

¢tant divifée par par g+ 2, donne 3z — azg — =

=— 0, dont la réfolution fournit PF (z+a)= 5;::
+1a /3= (Confultez la Note 46.)

2

Exemrre V.

72.8 o1 T une autre efpece de Conchoide AFK,
(Fig. 60. Pl. 4.) telle quayant mené d’un de fes
points quelconques F au pole P la droite P F qui
coupe I'afymptote BC en D, le rectangle P D x
D F foit toujours égal au méme re@®angle P B x
B A. On demande le point d’infléxion F.

Si Fon nomme les inconnues BE, x; EF , 7 ;
& les connues AB, a; BP, b; on aura PD x
DF —ab; & les paralleles BD, EF donne-

tont PDXDF (ab).PBXBE (bx)::PE"
(bb+2bx+xx+yy) .PE" (bb + 2bx + X%:) o

Donc bbx + 2bxx 4 x* + yyx—abb + 2abx ~+-axx ,
abb —~ 2abx — axx — bbx — 2bxx — 'x3

ou yy=— E > &

J—=b—+x Vﬂ—r:]/ax—-x.x—}-bv"_"‘s dont
x x

la différence donne dy — —=== T 2XXCXHaPx,

2X8Y axee— x%
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& prenant encore la différence , on forme Pégalité

gaab — aax — 4abx X dac*

— 0, quifercduitd x==

4ax — 4x* X Vax —x*
3ab
a-t+4
- Si ’'on fait

; valeur de linconnue BE.

— axdx —+ 2xxdx —+ abdx

T valeur dedy

égal a zero, Pon aura xx —* ax + 2ab=—0, dont

. a =+ Vaa — 8ab a — Vaa — S8ab
les deux racines TR & ;

fourniffent , lorfque 2 furpaffe 86 , deux valeurs
BH & BL, telles que l'appliquéce HM (Fig.
61. Pl. 4.) eft moindre que fes voifines , &
Tappliquée L N plus grande , c'eft-a-dire, que
les tangentes en M & N feront paralleles a I'axe
A B; & alors le point E tombera entre les points
H&L.

Mais lorfque 2 =85 , les lignes BH, BE, B L
( Fig. 62. Pl 4.) feront égales chacune a3a; &
alors la tangente au point d’infiéxion F fera pa-
rallele A 'axe A B. Et enfin lorfque 2 eft moindre
que 8%, les deux racines feront imaginaires; &
par conféquent il n’y aura aucunc tangente qui
puiffe étre parallele & T'axe,

On pourroit encore réfoudre cette queftion en
prenant pour applique'es les lignes PF , Pfs
( Fig. 60. Pl. 4.)qui partent du pole P, & en
fe fervant de la formule yddy — dx*+ dy*
comme lon a fait dans Pexemple précédent.
( Confulteg la Note 47.)

ExXEMPLE
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Exempre VI

7;.5 OI'Tun cercle AED (Fig. 63. Py, 4.) qui
ait pour centre le point B, avec une ligne courbe
AFK, telle quayant mené 3 diferétion le rayon
BFE, le quarré de F E foit ¢gal au rectangle de
Farc AE par une droite donnée b. 1] faut déter=
miner dans cette courbe le point d’infléxion F:
Ayant nommé l'arc A E, z; lerayon BA oy
BE,z; & Pappliquée BF, 3 on aura b3 = aa
— 2y + 3y, & ( en prenant les différences )

% e : A
EZ:JL?_Z‘EZ — a3z = Ee. Or 3 caufe des fe&eurs

femblables BE¢, BF G, on fera BE (a2):BE
:+ Bé ( ¥ 2ady —2yydy ~2aydy .

dont la différence > en fuppofant dx conftante 5
donne 4ydy* — 2ady” - 2yyddy — 20yddy = o ;
& partant yddy — ‘ﬁy—}giﬁé’_. Si donc on fubf:
titue a la place de dx* & yddy leurs valeurs en dy%
dans la formule générale (Are. 66:) jddy — dx*

2
“dy*, on formera l’équationw —
_;/‘*—a
‘.4}:4.:’;:" —8ay3dyr 4. 4aayydy* - aabbdy®
aabb :
duit 3 45— 1244 g 224y’ — 423 yy 3aabby
— 2a’bb — o0, dont la réfolution fournira pour
BE la valeur cherchée,
11 eft évident que la courbe A F k » que Ion
peut appeller une Spirale parabolique , doit avoir
G

qui fe ré=
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un point d’infléxion F. Car Ja circonférence AED
ne différant pas d’abord fenfiblement de la tan~
gente en A , il fuit de la nature dela parabole
qu'elle doit d’abord étre concave vers cette tan-
gente, & qu'enfuite la courbure de la circonfé-
rénce autour de fon centre devenantfenfible , elle
doit devenir concave vers le centre. ( Confultex la
Nate quarante-huitienze. )

Exemepire VIL

74 S.OIT une ligne courbe AFK ( Fig.: 64. Pl 4)
qui ait pour axe la droite AB, dontla proprieté
{oit telle quayant mené une tangente quelcon-
qué FB qui rencontre’ ABau point B, la partie
interceptée A B foit toujours 3 la tangente BF en
raifon donnée de m A n. 1l eft queftion de dlter-
miner le point de rebrouflement F.

Avyant nommé les inconnues & variables AE,

d

x;E F,y;l’onauraEB:w% ( parce que ¥
y-———w Or
par la proprieté de la courbe , A E -+ E BouAB

xdy — yéx yVdx' =y g
(—d;— )BF(T) SN W

e xd - !
Donc m]/dx*+dy1:rffc)-/—)"~ ndx , & fa diffe-

croiffant , y diminue), FB—=

dydd — nydxdy + ddv — nacdy ™

rence donnemZeLs = YOy +nEyday T Rrcy
de':—}'dy, y] v

en fuppofant dx conftante & négative ; d’oli T'on

S il iy VI o oy .
yaxdy — nxdy or 7Y . Maintenant

tire ddy =

myydy —nxyYdx* - dy*
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fi 'on fait cette fration égale A zero , on trouvera
—ydx — xdy = 0 ; ce qui ne fait rien connoitre.
Ceft pourquoi il faut fuppofer cette fra&ion ¢gale
a 'mfini, c’eft-A-dire, fon dénominateur égaly Zero;

: SRR iyt nxdy — nyds

ce qui donne }/dx* - dy? — TRt e O A

a caufe de I'équation A la courbe s d’ott Ton tire
— nnxxdy — mmyydy

s Ay civn X

membre de I'équation mydy —= nx)/ dx* + &t

d}"‘-”rrmz_;-y — ANXX ,

on trouve encore dx — i £

r quarrant chaque

nnxxdy — mmyydy &
) nnxy .
= nx; ce qui donne cette conftruction. _

Soit décrit du diametre AD == 72 , un démis
cercle A 1D; & ayant pris la corde D 1= #, foie
tirce lindéfinie A 1. Je dis quelle rencontrera la
courbe AFK au point de rebrouffement F. |

Car ayant mené I H perpendiculaire 3 AB |, les
triangles rectangles femblables D1 A, THA .
FE A donneront DI(#). LA (V'mm —nn)
*:IH.HA ::FE (y).EA (x). & partant
YV mm — nn==nx qui étoit le lieu } conftruire,

Il eft clair que BF eft parallele 3 DI, puifque
AB.BF::AD(m). DI(#).dou il fuit quz
Pangle AF B eft droit; & partant que les lignes
AB,BF,BE font en proportion continue.

On peut trouver cette méme proprieté fans au-
cun calcul, fi Pon imagine ( 4rz. 67. ) au méme

point de rebrouflement F deux tangentes F B , Fb
G2

ou 'on tite enfin ) mm —mm

{;.
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qui faffent entr’elles un angle BFb infiniment pe=
tit. Car décrivant du centre F le petitarc BL ,
onauraz.n:: Ab.bF:: AB.BF:: Ab— AB
ou Bb.bF—BFou bL::BF.BE . a caufe
des triangles reftangles femblables Bb L, FBE.
Donc ; &c.

Si m = mn, il eft évident que la droite AF de-
viendra perpendiculaire fur 'axe A B; & quainfi
la tangente F B fera parallele & cet axe; ce que
Pon fcait d’ailleurs devoir arriver, puifqu’en ce
cas la courbe A F doit étre un demi-cercle qui
ait fon diametre perpendiculaire fur I'axe A B.
Mais fi = étoit moindre que z, il eft évident
qu'il n’y auroit aucun point de rebrouflement ,
parce qu'alors I'équation y)/mm — nn == nx ren-
fermeroit une contradiction. ( Confultex la Note
quarante-neuvicme. )

&

& ]
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SECTION'.V.

Ufage du calcul des diffévences pour trouver
les Dévelopées.

DEriNiT10N,

S_I T'on congoit quune ligne courbe quelcon-
que DBF ( Fig. 65. PL. 4. ) concave vers
le méme cbté, foit enveloppée ou entourée d’un
fil ABDF, dontPune des extrémités foit fixe
en F', & lautre foit tendue Je long de la tangente
BA, & que I'on faffe mouvoir Pextrémité A en
la tenant toujours tendue & en développant conti-
nuellement la courbe BDF s il eft clair que I'ex-
tremité A de ce fil décrira dans ce mouvement une
ligne courbe A HK.

Cela pofé, la courbe BDF fera nomméela Dé-
velopée de la courbe A HK.

Les parties droites AB, HD, KF du fil ABDF

feront nommées les rayons de Ia dévelopée.

CoRrRorzarrce I

5. D= que la longueur du fil ABDF de-
meure toujours la méme, il fuit que la portion
de courbe B D eft égale 3 la différence des rayons
DH, BA qui partent de fes extrémités ; de méme
la portion D F fera égale A la différence des rayons
FK,DH; & la courbe entitre BDF a la diffé-
rence des rayons FK, BA. D'ou I'on voit que fi
G3
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le rayon B A de la courbe ctoit nul , c’eft-a-dire,
que fi Textrémité A du fil tomboit fur Porigine B
de la-courbe BDF , alors lesrayons de la déve-
lopte DH, F K {eroient égaux aux portions BED,
BDF dela courbe BDF.

CororriirEe IIL

76.S 1 P'on confidére la courbe BDF (Fig. 66,
Pl. 4) comme un poligone BCDEF d’une infi-
nité de cotés ; il eft clair que I'extrémité A du fil
ABCDEF décrit le petit arc A G qui a pour
centre le point C, julqu’a ce que le rayon CG ne
fafle plus quune ligne droite avec le petit coté
CD voifin de CB; & de méme qu'elle décrit le
petit arc GH qui a pour centre le point D, juf-
qu'a ce que le rayon DH ne faffe plus quune
droite avec le petit c6té D E; & ainfi de fuite
julqu’a ce que 1a courbe BCD E F foit entiére-
ment développée. La courbe AHK peut étre donc
confidérée comme l'affemblage d’une infinite de
petits arcs de cercle AG, GH, HI, IK , &c.
qui ont pour centre les points C, D, E, F, &c,
Dot il {uit.

1° Que les rayons de la dévelopée la touchent
continuellement comme DH en D, KF en F,
&c. Et quils font tous perpendiculaires 3 la
courbe AHK qu’ils décrivent, comme D H en
H, FKen K, &c. Car DH, par exemple ; eft
perpendiculaire fur le petit arc GH & fur le petit
arc H1, puifqu’elle pafle par leurs centres D, E.
Dol Pon voit , 1° que la déyelopée BD F ( Fig,
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65. Pl. 4 ) termine I'efpace ol tombent toutes les
perpendiculaires a la courbe A HK. 20, Que fi
Ton prolonge un rayon quelconque HD qui cou-

pele rayon A B en R, julqua ce qu’il rencontre -

un autre rayon quelconque K'F en §, I'on pourra
toujours mener de tous les points de la partie RS
deux perpendiculaires fur la courbe AHK , ex-
cepte du point touchant D duquel on n’en peut
mener quune feule , fcavoir D H. Car il eft clair
que linterfetion R des rayons AB, DH par-
court tous les points de la partic RS, pendant
que le rayon A B décrit par fon extrémicé A la
ligne AHK fur laquelle il eft continuellement
perpendiculaire: & que les rayons AB, HD ne
{fe confondent que lorfque linterfeftion R tombe

fur le poing touchant D.

2°. Que fi T'on prolonge les petits arcs HG
(Fig. 66.Pl. 4. )enl, IHenm ,KI enn, &c.
vers origine A du dévelopement , chaque petit
arc comme [ H touchera en dehors fon voifin HG,
parce que les rayons CA, DG, EH, F I vont
toujours en augmentant, a mefure que les petits
arcs qui compofent la courbe A HK , s’¢loignent
du point A. Par la méme raifon fi 'on prolonge
les petits arcs AG eno, GHenp, Hleng,
vers le coté oppof¢ au point A ; chaque petit
arc comme H1I touchera en deflous fon voifin
I K. Or puifque les points H & I, D & E peuvent
étre confidérés comme tombant Pun fur Pautre
a caufe de Pinfinie petitefle tant de Parc HI , que
du coté DE ; il s'enfuit que {i 'on décrit d'un

G4
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point quelconque moyen D de la dévelopée BDF
comme centre , & de fon rayon DH un cercle
»Hp il touchera en dehors la partie HA qui
tombera toute entiere au dedans de ce cercle , &
en dedans Pautre partie HK qui tombera tou-
te entiére au dehors de ce méme cercle : Ceft-a-
dire, quiltouchera & coupera la courbe A HK
au méme point H, de méme que la tangente au
point d’infléxion coupe la courbe dans ce point.
" 30. Lerayon HD du petit arc H G, ne diffé-
rant des rayons CG , EH des arcs voifins GA,
HI, que d’'une quantité infiniment petite CD ou
DE; il ‘genfuit que pour peu qu'on diminue le
rayon DH, il fera moindre que CG , & quainfi
fon cercle touchera en deflous la partie HA 5 &
qu'au contraire pour peu qu'on 'augmente, il fur-
paflera HE , & quainfi fon cercle touchera en
dehars la partie HK : de forte que le cercle zzH p
eft le plus petit de tous ceux qui touchent en de-
hors la partie HA , & au contraire le plus grand
de tous ceux qui touchent en dedans la partic
HK : c’eft-2-dire, qu’entre ce cercle & la courbe
on n'en peut faire paffer aucun autre.

4°. Comme la courbure des cercles augmente 2
proportion que leurs rayons diminuent , il s’enfuit
que la courbure du petit arc HI fera a la cour-
bure du petit arc A G réciproquement comme le
rayon BA ou CA de ce dernier eft a fon rayon
DHou EH : C’eft-a-dire, que la courbure en Hde
la courbe AHK fera a fa courbure en A , comme le
rayon BA au rayon DH; & de méme que I3
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courbure en K eft A la courbure en H, comme le
rayon D H eft au rayon FK. D'\ l'on voit que la
courbure de la ligne AHK diminue continuelle-
ment a mefure que la ligne BDF fe développe ;
de forte qu'au point A , ol commence le dévelo-
pement, elle eft la plus grande qu'il eft poffible ;
& au point K, ol je fuppofe qu'il cefle, la plus
petite

5° Que les points de la dévelopée ne font
autre chofe que le concours des perpendiculaires
mences par les extrémités des petits arcs qui com-
pofent la courbe A HK. Par exemple , le point
D ot E eft le concours des perpendiculaires HD 4
1E du petit arc HI; de forte que fi la courbe
AHK eft donnée avec la pofition d’une de fes
perpendiculaires HD , pour trouver le point D
ou E ,ou elle touche la developée , il ne faut que
chercher le point de concours des perpendiculaijres
infiniment proches HD , 1E: ceft ce qu'on va
enfeigner dans le Probléme qui fuit.

PROPOSTTEIEON I
PROBLEME GENER AL.

7.7.L A mature de la ligne courbe A M D ( Fig,
67.PL. 4.) étant donnée avec une de fes perpendicu-
laires quelconque M C 5 déterminer la longueur dy
rayon MC de [a dévelopée , ceft-d-dire , le concours
des perpendiculaires infiniment proches M C, m C,

Suppofons en premier lieu que la ligne courbe
A MD ait pour axe la ligne droite A B fur la-
quelle les appliquées P M foient perpendiculaires.
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On imaginera une autre appliquée »p , qui fera
infiniment proche de M P, puilque le point 7
eft fuppofé infiniment pres de M. On menera par
le poipt de concours Cune parallele CE i l'axe
A B, laquelle rencontre les appliquées M P, zzp
aux points E, e. Enfin menant MR parallele
3 AB, on_formera les triangles rectangles fem-
blables MR 7, M E C;; car les angles EMR,
C M 7 étant droits , & l'angle C MR leur ctant
commun , l'angle EMC fera égal a 'angle R M.
Si donc l'on nomme les données AP, x; PM,
3 3 Vinconnue M E , z; 'on aura Ee ouPp ou
MR —=dx , Rm=dy =—dg, Mm =}/ dx* +dy* ;
&MR (dx).Mm(yix +dy* ):: ME ).
¢ 4 S {-‘-fi’—‘?;—*'—d!- Or le point € étant le centre
du petit arc M, fon rayon C M qui devient Cz
lorfque E M augmente de fa diffcrence R,
demeure le méme. Sa différence fera donc nulle :
ce qui donne ( en fuppofant 4x conftante )

dydx® — dzdy* —+ zdyddy 0 d’ot Yon tire ME

dxVdx*—dy*
dydx® ~-dydy* 2 - dy?
(0:‘—’-———{-—}’— by Lo +4~y en mettant
— dyddy — ddy

pour dz fa valeur dy.

Suppofons en fecond lieu que les appliquées
BM, Bwm ( Fig. 68. Pl 4.) partent toutes d’un
méme point B. Ayant men¢ du point cherche C
fur les appliquées , que je fuppofe infiniment pro-
ches , les perpendiculaires CE , Ce, & décrit du

centre B le petit arc MR 3 on formera les trian-

—— e ———
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gles retangles femblables RMm & EMC ,
BMR, BEG & CeG. Ceft pourquoi nom-
mant BM, y; ME, z; MR, dx; on aura
Rm=—dy, Mm—=}/ dx*+dy*, CE on Ce
__7dv __ Vdx* 4 dy?
-mﬁE;J’ & MC= dx 2
enfuite , comme dans le premier cas , 3 =

(f@?’x"-l—-a"’ﬁy" ;’n’y ik

On trouvera

(dx).Ge“‘-”fyy & me— MEouRm —Ge

dy — zd
= dt — Y Y Donc en mettant cette va-

leur 3 la place de dz, l'on aura ME ()=
ydx® —~ ydy*
dx* —+ dy* —_yddy.

Si 'on fuppole que y foit infinie, les termes
dx* & dy* feront nuls par rapport a yddy ; & par
conféquent cette derniere formule fe changera en
celle du cas précedent. Ce qui doit aufli arriver g
puifque les appliquées deviennent alors paralleles
entrelles , & que I'arc MR devient une droite
perpendiculaire fur les appliquées.

Maintenant la nature de la courbe' AMD

¢tant donnée , on trouvera des valeurs de dy* &

ddy en dx*>, oude dx* & ddy en dy*, lefquelles
€tant fubftituées dans les formules précédentes,
donneront pour ME une valeur délivrée des dif-
férences, & entierement connue. Et menant EC

perpendiculaire fur ME, elle ira couper MC

SCD LYON
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perpendiculaire 3 la courbe , au point cherché

C. Ce qui étoit propof¢. )
Coragrraizas L

78. A caufe des triangles retangles femblables
MRm & MEC, (Fig. 67.68. Pl 4.) l'on

dx’ —- dy’Vdx* -+ dy*
~— dxddy X

aura dans le premier cas MC —=

do —ydy*Vdx? + dy*
& dans le fecond cas MC:zt i S R o
%3 — dxdy ——ydxddy

REMARGQUE

79+ I- y a encore plufieurs autres maniéres de
trouver les rayons de la développee. J'en mettrai
ici une partie, afin de donner différentes ouver-
tures A ceux qui ne pofledent pas encore ce calcul.

Premier cas pour les courbes dont les appliquées
Jont perpendiculaires a Uaxe.

Premicre manitre. Soit prolongée MR en G
ou elle rencontre la perpendiculaire m C. ( Fig.
67. Pl. 4.) Les angles droits MRz , Mm G

dy* :
donneront R G — 2 ; & par conféquent MG
dx P ‘.

b dx* —-dy*
4R dx

MR, MPQ (les points Q, g marquent les
interfeGtions des perpendiculaires infiniment pro-
ches MC, 2 C avec 'axe AB ) il vient MQ

. Or A caufe des triangles femblables

Vidx? dy? d
:y———g:--}—, PQ ::La% ; & partant AQ=1x
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J—; ;” dont la différence donne ( en prenant dx

+— ydd
pour conftante ) Q g =dx + __:.L_Jf 3 & A

caufe des triangles femblables CM G, CQgq,
J,F,LH 2
lonauraMG Qq( ;ddj) NG( V)

. }’Vn‘.x —dy* . odxt — dy‘"« dx' —-dy*
- MQ (_"“{-_;"""'_) . MC —— -

—dxdd
Seconde maniere. Ayant décrit du cent}r,e. Cle
petit arc Q O, les petits triangles rectangles
QO g, MR » feront femblables, puifque M,
QO & MR, Qg font paralleles; & partant M

(Vi 5457 ). MR (dx) :: Qg (”" s aesioyY

dx* < dy* - ydd
0 = adic BT o iy | -
Q " o Or les fe&eurs fe

blabless CM#» , CQO donnent M» — QO

yddy —_——
(\/dx +vy‘) i S e o M

(_y\/afx ~ dy* ) MC=S dx?* — G’yl\/d'x" — a’y".
— J’xds{y

Troxf‘eme maniére. Menant les tangentes infi-

niment proches M T, #7, onaura PT — AP

ouAT ——%‘j—f — x, dont Ia différence donne T

= —7Z Zxﬁy ; & décrivant du centre 2 le petit
arc T F , on formera le triangle reCtangle F T
femblable 3 R 7 M, car les angles F:T , RMn

ou PTM font égaux , ne différant entr’eux que
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de l'angle T m¢ qui eft infiniment petit ; ce qui
donne M (]/cx'-i—dy‘)- ARy )r: 1§
(— -Y—-——-dﬁ.c{fy LR = Z; 4 -ifc—'jdy—. Or les fe&teurs
ay yY dx® —-dy*
T mF., MCm font femblables, car 'angle T #
-+ M##C vaut un droit , & Pangle MmC +MCm
vaut auffi un droit A caufe du triangle CM
confideré comme reétangle en M. Donc TE

dxdds W
S d?)%:——%) Mm (V dx*—+dy* )i Tm ou

vz —+ dy* __ dx + dy*Vdx® 1 dy*

T My M e =
Quatrieme maniere. On marquera ( Art. 64. )
les différences fecondcs en prenant dx pour conf-
tante ; & les triangles rectangles {femblables HS,
Hnk (Fig. 69. Pl. 4.) donneront Hm ou Mm
(V&= ay* ). mS ou MR (dx) : : Hn (—ddy).

B4 dxddy
bk
lui que font entrelles les tangentes aux points M,
»1'; & partant comme l'on vient de prouver , égal
3 Iangle MCzm ; d'o il fuit que les fe&teurs nak,
MC{ont femblables,& quainfi zk (— ﬂ_-).
Vdx* —-dy*
mk ou(Art.2.) Mm (Vy/d=* + dy*):: Mm
(Vx> + dy*). M= ot +ji j.ifid;“ 2. On
prend zH ou M pour 7k, parce qu’elles ne dif-
férent entrelles que de la petite droite Hk infini-
ment moindre qu’elles ; de méme que Hn eft in-
finiment moindre que Rz ou Sn.

. Or langle kmn eft égala ce-
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Second cas pour les courbes dont les appliquées
partent d’un méme point fixe.

Premiere manicre. Ayant mené du point fixe B
(Fig. 68. Pl. 4. ) les perpendiculaires BE, B f
fur les rayons infiniment proches C M, Cm 5 les
triangles rectangles » MR , BMF, qui font
femblables ( puifqu’ajoutant aux angles MR,
BMF le méme angle F MR, ils compofent cha-
cun un angle droit) , donneront M F ou MH —

i & BF ==t don i
W — e tla dlﬂ‘é-
Vix® —+ dy* Vidx™ ~ dy*’

rence (en prenant dx pour conftante ) eft Bf— BF
ou Hf = i o e SR 229 Orycante
dx* —+-dy* x Vdx* —+ dy*
des feGeurs femblables CM 7., CHf, on forme
cette proportion Mz — Hf. Mm:: MH.MC,
dx* = ydy*V dx* < dy*
& partant MC :J;,x3 =5 nydy,__ydxddy v
Seconde manicre. On marquera ( Arz. 64, )
les differences fecondes en fuppofant dx conftante;
& les feGeurs femblables BS, mEk (Fig. 7o.
Pl. 4.) donneront B (y).mS (dx)::mE

(Vidx*+dy*) . Ekh = H—xt-/%"r—z— Or 2 caufe
des triangles reCtangles femblables H»S, Hu £,
Yon aura Hm ou Mm ()2 = dy° ) . mS ou MR

dxdd
dx ::Hn __dd .77—“.—---“——._-—._::..-:.—';}/___. Et
( ) ( y) Zk \/dxx i d)"
dx3 dxdy? — ydxdd
i if_hj-'____x y; & prenant
yVdx* == dy* '

partant En =—
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une troifieme proportionnelle 3 En, Ez ou Mnz'
les fecteurs femblables Emn, MC#z donneront
pour M C la mEme valeur qu’auparavant.

Si I'on nomme Mm (V/dx* +dy* ) , du; &
qu’on prenne dy pour conftante , au lieu de dx,

on trouvera dans le premier cas MC — s
P § i d)m.'dx &
du3
& dans le fecond MC — g .Eten-

dxdu® - ydyddx

fin fi Ton prend da pour conftante, il vient dans
A | dxdu dydu

le premier cas MC = — T <a, (parceque

la différence de dx* + dy* — du’ eft dxddx +

A E§h dx dy
dyddy = 0, & qu’ainfi b iy Tm) > & dans

: dxd dy
le fecond, MC = 1% ou yyd

X — yddy ~ dxdy— yddx"
CoroLrarRE 1L

80. { ommE on ne trouve pour ME ou MC
(Fig. 72. Pl 4.) qu'une feule valeur , il s’enfuit
qu'une ligne courbe A MD ne peut avoir quune
feule dévelopée BCG.

COROLI.AIREIII.

81.81 la valeur de M E ( Fig. 67. 68. Pl 4.5

dx* —+dy* dx* — ydy* g
( -:-d—j}—) ou (dxf+dylj-/—~yyddy ) eft pofiti-
ve , il faudra prendre le point E du méme coté de
Paxe AB oudu point B, comme l'on 2 {uppof¢ en
faifant le calcul; d'od Ton voit que la courbe

{era alors concave vers cet ase ou ce point. Mais
fi
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fila valeur de ME eft négative ; il faudra pren-
dre le point E du cbté oppole ; d’ov Pon voit
que la courbe fera alors convexe. De forte quau
point d’infléxion ou de rebrouflement qui {épare
la partie concave de la convexe , la valeur de
M E doit devenir de pofitive négative ; & partant
les perpendiculaires infiniment proches ou contis
guesdoivent devenir de convergentes divetgentes.
Or cela ne fe peut faire qu’en deux maniéres. Car
ou elles vonten croiffant , 3 mefure qu'elles appro-
chent du point d’infléxion ou de rebrouffement ;
& il faudra pour lors qu'elles deviennent paralle-
les , C’eft-d-dire, que le rayon de la développée foit

infini : ou elles vorit en diminuant 5 & il faudra

néceflairement alors qu’elles tombent l'une fur
Pautre, c’eft-A-dire, que lerayon de la développée
oit zero. Tout ceci s'accorde parfaitement avec
ceque I'on a démontré dans la fé&ion précédente,

REmarqQUE

82. C OMME 'ona cru jufquici que le rayon
de la développée étoit toujours infiniment grand.
au point d’infléxion , il eft 3 propos de faire voir
quilya, pour ainfi dire , uné infinité de genres
de courbes qui ont toutes dans leur point d’in-
fiéxion le rayon de la développée ¢gal A zero ;
au lieu quil n'y en a qu’un feul genre dans lequel
ce rayon foit infini.

Soit BAC ( Fig. 71. Pl 4. ) une des courbes
qui ont dans leur point d’infléxion A le rayon
de la développée infini, Sil’on developpe les parties

H
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BA, AC, encommengant au point A il eft
clair qu'on formera une ligne courbe D AE qui
aura auffi un point d’inflézion dans le méme point
A , mais dont le rayon de la développce en ce
point fera égal a zero. Et {i I'on formoit de la
méme forte une troifiéme courbe par le dévelo-

ement de la feconde D A E , & une quatriéme
par le dévelopement de la troifiéme , & ainfi de
fuite 3 Iinfini ; il eft clair que le rayon de la dé-
veloppée dans le point d’infléxion A de toutes
ces courbes , {eroit toujours égal 2 zero. Donc &c.

PROPOSITION 1L
PROBLEME.

g3. T & ov VER dans les courbes AMD, ( Fig.
72. Pl 4.) ot Vaxe A B fait avec la tangente en A
un angle droit , le point B oil cet axe touche la dé-
veloppée BC G.

Si I'on fuppofe que le point M devienne infini-
ment pres du fommet A , il eft clair que la per-
pendiculaire M Q rencontrera 'axe au point cher-
ché B: d’ou il fuit que fi Pon cherche en genc-

‘ ydy %
ralla valeurde PQ (2> ) enxoueny,& quon
fafle enfuite x ou y == o, on déterminera le point
P ) tomber fur le point A , & le point Q fur le
point cherché B; ceft-d-dire ; que PQ deviendra
alors égale A la cherchée AB. Ceci s'cclaircira par
les exemples qui fuivent.
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Exegmeprrg [

84.801'1“ la courbe AMD ( Fig: 72. Pl. 4.)
‘une Parabole qui ait pour parametre la droite
donnce a. L’¢quation a la parabole eft ax==yy
e ’ d dx
dont la différence donne dy — T E% ; &
2y 2Vax
prenant la différence de cette derniere ¢quation,
en fuppofant dx conflante; on trouve ddy =—
— adx?

—- Subflituant enfin ces valeurs 3 Ia place
4%V ax :

de dy.& de ddy dans la formule

dx? dy*
— ddy

5 on

2+ axV ax “
aura (Are. 77.) ME = —1"~‘§°__. ok Vet

d.x:f'{_f- - .
==, Ce qui donne cette conftru@ion.

Soit menée par le point T ol 1a tangente MT
rencontre I'axe, laligne TE parallele 3 MC :
je dis qu’elle rencontre M P prolongée au point
cherché E. Car les angles droits MP T, MTE
donnent M P (Vax).PT(2x) :5 PT LRt
PE— 7 4x:“x; & par conféquent M P

Vax

+PE = /x4 3oz

De plus A caufe des triangles rectangles MPQ,
MEC, ron aura PM (Vax).PQ(a):: ME

(Vax + f*—’g-‘_’—;).EC ouPK = 144-2x. &par.

tant QK = 2%, Ce qui donne cette nouvelle
conftruétion,

H=
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Soit prife QK double de AP, ou(ce qui re-
vient au méme ) foit prife PK égale a TQ, &
foit menée K C parallele 2 P M. Elle rencontrera
la perpendiculaire MC en un point C qui fera
A la développée BCG.

Autre manitre. yy = ax, & 2ydy = adx dont
1a différence ( en fuppofant dx conftante) donne

2 - dy*
2dy* 4 2yddy =05 d’olt l'on tire— ddy — ; Et

dx* =+ dy*
mettant cette valeur dans la formule — dyy >

dy* dx*
on trouve ( Are. 77-) ME :Z—-Z—J:%Z—x— ; & par-

VR . s st .5 S LoD
tant ECouPK —= . I - 5 =PQ

~+ PTou TQ. Ce quidonne les mémes conftrutions

quauparavant. Car MP.PT::dy. dx::PT (%’) :
_ ydx'  qxVax

S g N

Pour trouver A préfent le point B ou I'axe AB
touche la développée BCG. Ona PQ (%) =za,

Or comme cette quantité eft conftante, elle de-
meurera toujours la méme en quelque endroit que
fe trouve le point M. Et ainfi, lorfqu’il tombe {ur
le fommet A, l'ou aura encore PQ qui devient
énce casAB=3a.

Pour trouver la nature de la développée BCG
A la manitre de Defzartes. On nommera la coupée

BK , u; l'appliquée KCou PE, z; d’ou I'on.
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aura CI‘Z(z):‘Mf‘/‘“c & AP+PK—AB(a)
== 3x ; mettant donc pour x fa valeur ¢ 4 dans

Péquation 7 = 4x:‘m

» l'on en formera une nou-

velle 2741t — 164’ qul exprimera la relation de
BK 2 KC. Dol I'on voit que la développée BCG
de la parabole ordinaire eft une feconde parabole
cubique dont le paramétre eft égal 2 22 du pa-
ramétre de la parabole donnée.

Il eft vifible que la développée CBC ( Fig. 73.
Pl 4.)dela parabole commune entiere M A M
2 deux parties CB, BC qui ont leurs convexités
oppofées I'une & lautre, de forte quelles for-
ment en B un point de rebrouflement.

AVERTISSEMENT.

On entend par courbes geométriques AMD ,
BCG (Fig. 72. Pl 4.) celles dont la relation des
coupées AP, BK aux appliquées PM, KC, fe
peut exprimer par une équation oil il ne [e rencontre
point de différences ; & on prend pour geométrique
tout ce qu’on peut faire par le moyen de ces lignes.
L'on fuppofe ici que les coupées & les appliquées
Joient des lignes droires.

COROLLAIRE

85. | ,orsquela courbe donnée AMD eft

geometrique , il eft clair que lon pourra tou-

jours trouver ( comme dans cet exemple ) une

€quation qui exprime la nature de fa développée

BCG; & quainfi cette développée fera auffi geo-
H 3
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métrique. Mais je dis de plus quelle fera refti-
fiable , c'eft-3-dire , qu'on pourra trouver gco-=
métriquement des lignes droites égales A une de
fes portions quelconque BC ; car il eft évident
( Art. 75.) que Pon determinera avec le {ecours
de la ligne A MD, qui eft geométrique , fur
]a tangente CM de la portion BC, un point M
tel que la droite CM ne differera de la portion
BC que d'une droite donnée A B.

Exgmrie IL

86.S 017 la courbe donnée MDM ( Fig. 74
Pl 4 ) une hyperbole entre fes alymptotes 5
qui ait pour €quation 42 == XJ-
; — aady

Y — dx, & fuppofant

7y ’ PP

— qayyddy -+ 2aaydy*® £
Eo e T A =Ly

On a;um%‘z —x,

dx conftante, (Are. 1.) .
2 dy*
d’oll 'on tire ddy == 2—3—{— ; & mettant cette valeur

de* +—dy* o -
dans = _;,Ej;L’ il vient ( Arz. 77.) ME =

Z—'_i.,i:_—y,y—: de farte que EC ou PK&--ZQ
— 2dy 2d%

d . -
— 22X Ce qui donne ces conftructions.
2dy

Soit menée par le point T ot la tangente MT
gencontre I'afymptote AB, la ligne T s parallele
3 MC & qui rencontre MP prolongce en S; foit

tife M E égale 3 1a moitié de M5 de Pautre coté
de 'afymptote (que on regarde ici comme l'axe)
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parce que fa valeur eft négative; ou bien foit prife
PK ¢gale 2 la moiti¢ de TQ du méme cbte du
point T : je dis que fil’on mene EC parallele, ou
K C perpendiculaire a 'axe, elles couperont la
droite MC au point cherché C. Car il eft clair

dx* ~- ydy* d dx

que M S :LFU— , & que TQ::%-}-%}—.
Si Pon fait quelque attention fur la figure de
I'hyperbole MDM, on verra que fa développée
CL C doit avoir un point de rebrouflement L,
de méme quela développée de la parabole. Pour
le déterminer je remarque que le rayon DL de
la développée eft plus petit que tout autre rayon
MC;d’ou il fuit que la différence de fon expref-
:

dx® + dy'Vdx® —+ g dy* *

—dxddy — dxddy
fera ( Seét. 3. ) nulle ou infinie. Ce qui don-
ne, en prenant toujours dx pour conftante,

fion ( Arz. 78.)

LK =SSR
— 3dxdyddy®dx® = dy* * ~+ dxdddydx* + dy* *
dx’ddy*

=0 ou
oo ; d’out en divifant par dx* + dy** y & multi-
pliant enfuite par dxddy®, on tire cette équation
dx*dddy + dy® dddy — 3dyddy* — o ou o , qui
fervira a trouver pour x une valeur AH, telle que
menant l'appliquée HD & le rayon DL de la
developpée , le point L fera lepoint de rebrouffe-
ment cherché.

On a dans cet exemple y=="%, dy = el

XX ’

H 4

|
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do® = 3
ddyxzaax dddy:—_—#i’f—

x35E?
quoi mettant ces valeurs dans I'équation précé-
dente, on trouve AH (x)==4. Dol il fuitque
le point D eft le fommet de hyperbole , & que
les lignes AD , D L ne font qu'une méme droite
AL qui en cft T'axe.

Exemere JIL

87- S o1T l'equation générale y™ — x ( Fig. 72.
74Pl 4.) qui exprime la nature de toutes les
paraboles a V'infini, lorfque I'expofant » marque
un nombre pofitif entier on rompu, & de toutes
Ies hyperboles , Torfquil marque un nombre ne-
gatif. :
* On aura my™  'dy=—dx dont la différence don-

. Ceft pour~

ﬁe ’ en Pl‘enant dx Pour Conﬁante - ’;E;:'_’n}m—- zdy;
E’.l-m}'m——t ddy —=0, & €n divifant par my“‘— 1 4 11

E et 7 SR
yient —ddy =—" ;y ; d’o) mettant cette va-

leur dans %{L ,on tirera (Are. 77. YME

2 2
FM: & partant ECou PK= JY.

m— 1dy* m— 1dx
ydx . ! .
M ==, Ce qui donne ces conftruttions gé-
m=—1 y
nérales.

Soit mence par le point T ol la tangente M T
gencontre I'axe AP, la ligne TS parallele 2 MC
& qui rencontre M P prolongce au point S ; foig
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prife ME =— —— M, ou bien foit prife PK

m-—1

= — f_ 1 TQ.: il eft clair que fi Pon mene par le

point E une parallele , ou par le point K une
perpendiculaire 4 I'axe, elles rencontreront M C
au point cherché C.
- 8i m eft négatif, comme il arrive dans les
hyperboles, la valeur de ME ( Fig. 74. PL 4.)
fera négative ;. & par conféquent elles feront con-
vexes vers leur axe qui fera alors une afymptote.
Mais dans les paraboles ot 72 eft pofitif, il peut
arriver deux cas. Car ou m ( Fig. 75. Pl 4.)
fera moindre que 1, & alors elles feront conve-
xes du c6té de leur axe, qui fera une tangente
au fommet : ou 7 ( Fig. 72. Pl. 4.) furpafle 1,
& alors elles feront concaves vers leur axe qui
fera perpendiculaire au fommet.

Pour trouver dans ce dernier cas le point B
ou I'axe AB touche la développée. On a2 PQ

2 —m

d: \ o
11) =7 ; ce qui donne trois différens cas.
dx m

Car ou» =2, ce qui n’arrive que dans la para-
bole ordinaire , & alors I'expofant de y étant nul ,
cette inconnue s’évanouit ; & par conféquent AB
= 3, Ceft-a-dire , 3 la moiti¢ du parametre. Ou
m eft moindre que 2 , & alors 'expofant de y
étant pofitif , elle fe trouvera dans le numérateur,
ce qui rend (en Pégalant (Arz. 83.) A zero) la
fraction nulle: c’eft-3-dire, que le point B tombe
en ce cas fur le point A , comme dans la feconde

SCDLYON1 |
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parabole cubique axx = ’. Ou enfin 2 (Fig. 76,
Pl 4.) furpafle 2, & alors I'expofant de y étant
négatif, elle fera dans le dénominateur , ce qui
rend (lorfqu’elle devient zero) la fraction infinie:
c’eft-3-dire , que le point B eft infiniment éloigné
du point A, ou (ce qui eft la méme chofe) que
Faxe AB eft afymptote de la développée , comme
dans la premiere parabole cubique gaax =y*. On
peut remarquer dans ce dernier cas que la déve-
Toppée CLO (Fig. 77. Pl 4.) dela demi-parabo-
le AD M a un point de rebrouflement L; de forte
que par le dévelopement de la partie LO conti=
nuée A Pinfini , le point D ne décrit que 1a portion
déterminée D A ; au licu que par le dévelope-
ment de P'autre partic L C continuée auffi a I'in-
fini , il déerit la portion infinie D M.

On déterminera le point L de méme que dans

Phyperbole. Soit parexempleaax —y’,ouy = %

et e
on aura dy— Ydx, ddy =—2x 'dx*,

dddy =%x ’dx’ ;& ces valeurs ¢tant fubfti-
tuées dans 'équation dx’dddy +dy’dddy — 3dyddy*
=0, on trouvera ( Arz. 86. ) AH (x) = ]4/:1_:2?
Il en eft ainfi des autres.

REMARQUE.

33.Fox fuppefant que m furpafle 1, afin que les
paraboles foient toujours concavesdu coté de leur
axe, il peut arriver différens cas. Car file numéra-
teur de la fraftion marquée par 7 eft pair, & le
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dénominateur impair ; toutes les paraboles tom-
bent de part & d’autre de leur axe dans une po-
fition femblable 2 celle de la parabole ordinaire.
(Fig. 73. Pl. 4.) Mais fi le numérateur & le dé-
nominateur font chacun impair ; elles ont une po-
fition renverfée de part & d’autre de leur axe, en-
forte que leur fommet A (Fig. 77. Pl. 4. eft un

point d’infléxion , comme la premiere parabole
3

cubique x = y ' ou aax=—*. Enfin {i le numéra-
teur étant impair, le dénominateur eft pair ; elles
ont une pofition renverfée du méme cbté de leur
axe, enforte que leur fommet A (Fig. 76.Pl. 4.)

eft un point de rebrouflement, comme la feconde
3

parabole cubique x =y * ou axx = »°. Tout cela
{uit de ce qu'une puiffance paire ne peut pas avoir
une valeur négative. Cela pofé , il eft évident,
~ 1°% Quedans le point d’infléxion A , (Fig. 77.
Pl 4.)le rayon de la développée peut étre infini-

ment grand , comme dans aax = 3, ou infiniment
petit , comme dans gax® —y°.

2°. Que dans le point de rebrouflement A,
(Fig. 76. Pl. 4.) le rayon de la développée peut
étre ou infini comme dans a’xx = »*, ou zero
comme dans axx —y’.

3°. Qu’il ne g’enfuit pas ( Fig. 73. Pl. 4. ) de
ce que le rayon de la développée eft infini ou
zero, que les courbes ayent alors un point d’in-
- fléxion ou de rebrouflement. Car dans 4’ x = y*
il eft infini, dans ax? — y*il eft nul; & cepen-
dant ces paraboles tombent de part & d’autre de
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leur axe dans une pofition femblable a celle de
Ia parabole ordinaire.

Exempre 1IV.

89. Soir1a courbe AMD (Fig. 78.79.Pl. 4 &35.)
une hyperbole ou une ellipfe qui ait pour axe
AH (a), & pour parametre AF (b).
On aura par la propri¢te de ces lignes y =
abx Fhxx _ abdx 5 2bxdx &
V Ya 2 dy T 2Vaabx T abxx i % ddy il

— a3bbdx®

4aabx  4abxxVaabx I abxx
dx* —+ dy*Vdx* dy*
dans =2 " Toald
— dxddy
( Art. 78. ) MC, on trouvera dans ces deux

nabb =& aabbx —— 4bbxx — 4aabx I 4qabxx
courbes M C =22+ 27°F :4;:5 = X

Si donc 'on met ces valeurs

expreffion générale de

Viaahb & aabbx < abbwx + saabx 3 aabxx __ 4M Q’ puif-
2a3bb iy PAL T

Vdx* + dy*
Y Y
( xdx )

que de part & d’autre MQ

e V aabb F 4abbx —— 4bbxx—- qaabx T 4abx£
2a
ne cette conftruétion qui fert auffi pour la parabole.
Soit prife M C quadruple de la. quatri¢me con-
tinuellement proportionnelle au parametre AF &
3 la perpendiculaire M Q terminée par l'axe s le
point C fera A la développée.
Si l'on fait x =0, on aura (A4rz. 83.) AB
=—1b, Et fi l'on fait dans lelliple x =134, on

Ce qui don-
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avab
25 °

dire, égal 3 la moiti¢ du parametre du petit axe.

trouvera D G (Fig. 79. Pl. 5.) = Ceft-3-

- D'ou Ton voit que dans Pellipfe la développée

BCG fe termine en un point G du petit axe
DO, ol elle forme un point de rebrouflement ;
au lieu que dans la parabole & I'hyperbole elle
s'ctend A Pinfini.

Sia =b dans lellipfe, il vient MC = ! 4;
d’oliil fuit que tous les rayons de ladéveloppée font
égaux entreux , & qu'elle ne fera par conféquent
qu’un point : c’eft-a-dire , que lellipfe devient en
ce cas un cercle quia pour développée fon centre.
Ce que l'on fcait d’ailleurs étre véritable,

Exgmpre V.

go.Sorr 1a courbe AMD ( Fig. 80. Pl 5.)
une logarithmique ordinaire, dont la nature eft
telle quayant mené d’un de ces points quelcon-
que M Ia perpendiculaire MP fur Pafymptote
KP, & la tangente MT; la foutangente PT
foit toujours égale 3 la méme droite donnée a.

On adonc PT (J%i‘ )==a, d’ot Fon tire dy

dx At
:5’7 » dont la différence donne , en prenant dx

d. dx?
pour conftante , ddy — ¥2% — 2%

a

; & mettant

dox* —4- dy*
ces valeurs dans -f_—-_-—.g@ry— » on trouve ( Arz. 77.)

ME:-—_-‘I—:—T-'—JJ;& partant EC ou PK ==

: | I
¥ SCDLYON 1}
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— 22X Ce qui donne cette conftruétion.

a
Soit prife PK égalea TQ du méme cbeé dé
T, parce que fa valeur eft négative ; & foit me-
née K C parallele ¥ P M: je dis quelle rencon-
trera la perpendiculaire MC au point cherché
C. Cir TQ=2"X,

a
Si Pon veut que le point M foit celui de la plus
rande courbure , on fe fervira de la formule
dx*dddy + dy*dddy — 3dyddy* = o, que Ton a
trouvée ( Art. 86.) dans 'exemple fecond 5 &

mettant pour dy , ddy , dddy , leurs valeurs f? A

dx*  ydx3
rx Y=, on trouvera PM () 2}/

aa al
Il eft clair, en prenant dx pour conftante,
que les appliquées y font entr’elles comme leurs

différences dy ouy—a—x; dol il fuit quelles font
aufli une progreflion géométrique. Car fi Ton
congoit que Pafymptote ou I'axe PK foit divifé
en un nombre infini de petites parties ¢gales Pp
ou MR , pf ou »S, fg ounH, &c comprifes
entre les appliquées P M , pm , fn, go, &¢. I'on
auraPM. pm:: Rm.Sn:: PM +Rm ou pm.
pm +Sn ou fn. On prouve de méme que pz
fn::fn. go, & ainfi de fuite. Les appliquces PM,
pm , [, go, &c. feront dogc entr’elles une pro-

greflion géomérrique.
s
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B x %M PR - VL

91.801'1‘ la courbe AMD ( Fiz. 81. PL 2.3
une logarithmique {pirale, dont la nature eft telle
qu'ayant men¢ d’un de fes points quelconque M
au point fixe A § qui en eft le centre , la droite
M A & la tangente M T ; Pangle AMT foit par
tout le méme. /
L'angle AMT ou A»M étant conflant, la
raifon de mR (dy)a RM (dx) fera aufli conf-

: 8y - .
tante. 11 faut donc que la différence de o loit

nulle ; ce qui donne ( en fuppofant dx conflante )
ddy = o. C'eft pourquoi effagant le terme yddy
i = P R 2

dansdxf’f: d;f_di,dd expreflion ( 4re. 77.) gé-
nérale de ME, lorfque les appliquées partent tou-
tes d’un méme point, on trouve M E — ¥ 5 Ceft=
a-dire, ME — AM. Ce qui donne cette conftruc-
tion.

Soit menée A C perpendiculaire fur AM , &
qui rencontre en C la droite M C perpendiculaire
ala courbe ; le point C fera 3 la dévelopée A C B.

Les angles AMT, ACM font égaux, puil-
qu’etant joints Pun & I'autre au mémeangle AMC
ils font un angle droit. La développée ACG fera
donc la méme logarithmique fpirale que la donnée
AMD, & elle n’en différera que par fa pofition.

Si I'on fuppofe que le point C de la développée
A CG étant donné , il faille déterminer la lon-
gueur CM de fon rayon en ce point , qui ( A72. 75.)
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eftégall la portion AC qui fait une infinité de
retours avant que de parvenir en A il eft clair
quil n’y a qua mener AM perpendiculaire fur
AC. De forte que fi Fon mene AT perpendicu-
laire fur AM , la tangente MT fera auffi egale
3 la portion AMdela logarithmique {pirale don-~
née AM D. : _

Si 'on congoit une infinité d’appliquées AM,
Am, An, Ao, &c.qui faffent entr’elles des an-
gles infiniment petits & cgaux ; il eft clair que les
triangles M A, mAn, nAo, &c.feront fem-
blables , puifque les angles en A font égaux , &
que par la proprieté de la logarithmique , les an-
gles en m , n, 0, & le font auffi. Et partant
AM. Am:: Am An. Et Am. An :: An. Ao. &
ainfi de fuite. D’od Fon voit que les appliquées
AM, Am, An, Ao, &c. font une progreflion
geométrique , lorfquelles font entrellesdes angles
€gaux. .

Exemrpie VIL
9:.801'1*13. courbe AMD ( Fig. 82. Pl 5.)
une des fpirales 2 Vinfini, formée dans le fecteur
BAD avec une propriet¢ telle quayant mené
un rayon quelconque AMP, & ayant nommeé
Parc entier BP D, b; fa partie BP, z; le rayon
ABou AP, a; & fa partie AM, y; on ait
cette proportion b. g 13 4™ Y™

a™y

L’équation 2 la fpirale AMD eft ==t

dont la différence donne my™ ™ 'dy = “r:{{. Or 2

caufe

SCD LYO




DES INFINIMENT PETr7Ts 139
caufe des feGteurs femblables A MR , APp ;
Ion aura AM (y).AP(a)::MR(dx):Pp

(k) =% Mettasit donc cette valeur A Ia place

de dz dans I'équation que 'on vient de trouves 3

m == ld" A 4 . T
o — dont la différence ( et

on aura my"dy —
prenant dx pour conftante) eft mmy™—'4y* i
my"ddy = o0 5 d'olt en divifant par my™ " Poni
tire — yddy = mdy* ; & partant M E ( Ars. 77-)
ydx?* — ydy* Ll iydat s ydys
( dx"-—-l-dy"——yddy ) - 1 dx’-—i-r;:_xd_y
donne cette conftru@ion. : A
Soit menée par le centre A la droite T A Q
perpendiculaire fur A M, & qui rencontre en T
la tangente M T, & ed Q la perpendiculaire
MQ; foitfaitTA+;:Tx_A'Q-TQ: tMA.
ME. Je dis que menant E C parallele 2 TQ,
elle ira rencontrer M Q en un point C qui fera
a la développée, i o ki
Car 3 caufe des paralleles MRG, TAQ 3

Ton aura MR (dx) +nm = IRG(%)-MG
Cdx+ L)1 TA 4 s TAQ. TQr: AN

5 = iy __jdx’ ~{—-y_dy’
(y)'ME_“dx’-Fmdy"

;5 ce qui

Exemprg, VIII

93. Sorr AMD ( Fig. 83. PL 5. ) une derhi-

foulette fimple , dont la bafe BD eft egale 3 la

demi-circonférence BE A du cercle générateur.
1
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Ayant nommé AP, x; PM,y; Tarc AE ,
u 3 & le diametre A B, 24 ; 'on aura par la pro-
pricee du cercle P E = V 2a% —axx 3 & par celle

de 1a roulette y = # + )/ 2ax — xx, dont la dif-
adx - xdx __ zadx — xdx

firente donne dy —du+ ————— = ——==
i
Viax — x% Y zax — XX .

oudxV/ =, en mettant pour du fa valeur.

%% __ . en fuppofant dx conftante, ddy =

\/mx —_ XX

 adx*

: ectant ces valeurs da
e 0 S e mEttant 3. G308
dx?® - ’-v’H : dvt 4 X
it AL TRl , il vient ( Arz. 78.) MC

A g dxddy

— 2}/ F4a — 2a% » Ceft-3-dire, 2B Eou 2MG.
Si I'on fait x=o0, lon aura’ A N=4a pour
rayon de la développce dans le fommet A. Mais
§i Ton fait x= 2a, on trouvera que le rayon de
la développée au point D devient nul ou zero ;
d’od T'on voit que la développée a fon origine en
D, & quelle fe termine en N, enforte que
BN=BA. |
"~ “Pour feavoir la nature de cette développee , il
n'ya qua achever le retangle BS , décrire le
demi-cercle DIS qui a pour diametre DS , &
mener D1 parallele 2 MC ou 3 BE Cela fait,
il eft clair que Pangle BDI eft égal 2 Pangle
EBD; & par confequent que les arcs D1, BE
font ¢gaux entreux ; d'oli il fuit que leurs cor=
des DI, BE ou GC font auffi égales. Si donc
Fon tire 1C , elle fera égale & paralicle 2 DG
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qui par la génération de la roulette eft &gale a
larc BE ou DI; & partant la développée DCN
eft une demi-roulette qui a pour bafe 1a droite
NS égale a la demi - circonférence DIS de fon
cercle générateur : Ceft-d-dire , que Ceft la demi-
roulette méme AMDB, pofée dans une fitua=
tion renveriée.

L.ORO LY AR

94. It eft clair (drt. 75.) que la portion de
roulette DC eft double de fa tangente CG,
ou de la corde correfpondante DI. E la demi=
roulette DCN double du diamétre BN ou D S
de fon cercle générateur.

Avrre Sotvurtion

- 05- Ow peut encore trouver la longueur du 2+
yon MC fans aucun calcul , en cette forte,
. Ayant imaginé une autre perpendiculiire 7 G
infiniment proche de la premiere , une autre pa-
rallele e, une autre corde Be, & décrit des
. centres, C, B les petitsarcs GH, EF, on fora
- mera les triangles re@angles GHgz , EFe qui
. feront ¢gaux & femblables ; car G g=~Ee, puif
| ueBGou ME eft égale d I'arc AE, & de méme
Bgou me eft égal A Parc Ae; de plus Hg ou
! mg—MG=Fe¢ ouBe — BE; GH fera donc
¢gal 3 EF. Or les perpendiculaires MC, »C,
¢tant paralleles aux cordes E B » ¢eB, Pangle
. MCm fera égal A Pangle E Be. Donc puifque les
arcs GH, EF, qui mefurent ces angles , font
la
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égaux , il senfuit que leurs rayons CG , Bl
feront auffi égaux ; & partant que MC doit ére
prife double de MG ou de BE:

LeMmmMmE:

96. S'11. y a un nombre quelconque de quantités
a,b,c, d, e, &c foit que ce nombre foit fini
ou infini 5 [oit que ces quantités foient des lignes;
ou des [urfaces , ou des [olides ; la fomme a—Db
wb—ctc—d+4d—e, &c de foutes leurs
différences ¢ft égale o la plus grande a , moins la
plus petite € , ou fimplement & la plus grande 5 lorf:
que la plus petite eft zero. Ce qui eft vifible.

_ CorontalrE L
gy.LEs fe€teurs CM» ,- CGHj étant fem-
blables 4 il eft clair que M eft double de GH
ou de fon égale EF ; & comme cela arrive tou-
jours en quelque endroit que Pon fuppofe le point

M, il genfuit que la fomme de tous les petits |

arcs M, ceft adire, la portion Am dela de-
misroulette A M D, eft double de la fomme de
tous les petitsarcs EF. Or le petitarc EF fait
partie de la corde AE perpendiculaire fur BE,

sceft la différence des cordes AE, Ae, parce |
que la petite droite ¢ ¥ perpendiculaire fur Ae |

peut étre confiderée comme un petit arc décrit
du centre A ; & partant la fomme de tous les
petits arcs EF dans Parc AZE fera la fomme des
diffsrences de toutes les cordes AE , Ae, &¢|
.dans cet arc, Ceft-a-dire, parle Lemme quielle |
fera égale & la corde AE. Il'eft donc ¢vident
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que la portion A M de la demi-roulette A MD et
double de la corde correfpondante A E.

Conorzairne IL

98.L’ESPACE MGgm (Art. 2.) ou le tra-
péize MGH»m —=IMm++iGH XMG=1ZEF

XBE, c’eft-2 dire, qu'il eft triple du triangle EBF

ou EBe ;d’ot il fuit que I'efpace MGBA , fomme
de tous ces trapézes, eft triple de 'efpace circu-
laire BEZ A, fomme de tous ces triangles. |

Cororrairg JIL

99.N0MMAN'T BP, z; Firc AZEouEM
ou BG, u; & le rayon KA, a; I'on aura le
fa_rallelélogramiﬁe. MGBE =uz. Or I’efpace de
a roulette VGBA'— 3 BEZA —3EKB +1au;
& partant I'efpace A M E B renfermé par la por-
tion de roulette AM , la parallele ME, Ia corde
BE & le diametre AB, et =3EK B+ 1uu

. —uz. Dot il {uit que fi 'on prend BP (p)=igq,

Pefpace AM EB fera triple du triangle corref-
pondant EK B ; & aura/par conféquent fa, qua-
drature indépendante de celle du cercle. Ce que
M. Hugens a temarqué le premier. Voici ‘encore
une autre forre d’efpace qui a Ja méme propriété.

Silonretranche de Pefpace AMEB le feg-
ment BEZA , il reftera I'elpace AZEM — 2EKB
+ au — uz s d’olt Pon voit que fi le point P
tombe au centre K, Pefpace AZEM fera egal
au quarre du rayon. Il eft évident  qu'entre tous

Ies efpaces AMEB & AZEM, il n'y a, que
I3 Lo
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les deux que I'on vient de déterminer qui ayeng
Jeur quadrature ablolue indépendante de celle
du cercle.
Exemrre IX :

100.So17 la demi-roulette AMD ( Fig. 84.
Pl.5.) décrite par la révolution du demi-cercle
A E B autour d’un autre cercle immobile BGD;
& qu'il faille déterminer fur la perpendmulalre

M G donnée de pofition, le point oli elle touche |

la développée.

Pour fe fervirdes formules générales il faudroig

prendre pour les appliquées de 1a courbe AM D,
des lignes droites perpendlculmres fur Taxe O A

& chercher enfuite une équation qui exprimfg
la rélation des coupees aux appliquées, ou de |

leurs différences. Mais comme le calcul en feroit
fort pénible, il vaut beaucoup mieux dans ces

fortes de rencontres en tenter la folution en fg !

fervant de la génération méme,
Lorfque le demi-cercle AEB eft parvenu dans
la pofition M G B dans laquelle il touche en G

la bafe BD; & que le paint décrivant A tombe |
fur lg poing M de la demi-roulette. AMD : il |

eft clair,

19. Que Parc GM eft égal 3 Parc GD, com- |
me aufli 'arc GB du cercle mobile & larc GB |

du cercle immobile.
2°. Que MG eft (Are. 43.) perpendiculaire
fur la courbe ; car confidérant la demi- c:rconféc

|

tence MGB ou AEB, & la bafe BGD com- !

me la,ﬁ'crnblagP d’une mﬁm:é de petites droites ,
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égales chacune 2 fa corréfpondante, il eft mani.
fefte que la demi-roulette AMD fera l'affem-
blage d’une infinité de petits arcs qui auront
pour centre fucceflivement tous les points  tou-
chans G, & qui feront décrits chacun par le mé-
me point M ou A.

3°. Que fi on décrit du centre O du cercle
immobile I'arc concentrique M E ; lesarcs MG,
EB du cercle mobile feront égaux entreux,
aufli-bien que leurs cordes MG, EB, & les
angles OG M, OB E. Car les droitesOK, 0K,
qui joignent les centres des deux cercles font éga-
les , puilqu’elles paflfent par les points touchans
B, G; ceft pourquoi menant les rayons- OM,
OE, & KE, on formera les triangles CKM ,
OK E égaux & femblables. L’angle OKM ¢rant
donc égala l'angle OKE ; les arcs MG, BE
des demi-cercles ¢gaux MG B, BE A, qui me-
furent ces angles, feront égaux, comme: auffi
leurs cordes MG, EB; d’ou il fuit que lesan-
gles OGM, OBE le feront auffi.

Cela pof¢ , foit entendue une autre perpendi-
culaire 2 C ( Fig. 85. Pl 5.) infiniment proche
de la premiere, un autre arc concentrique e ,
& une autre corde Be ; foient décrits des centres
- C, B, lespetits arcs GH, EF. Les triangles
reGtangles GHg, EF e feront égaux & fembla-
bies; car GgouDg—DG = Ecou A larc Be
~~larc BE, de plusHgoumg— MG —Fe
oua Be —BE. Le petit arc GH fera donc ¢égal
au peticarc EF ; d’ou il fuitque P'angle GCH

Iq
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e{’c 3 Pangle ERF , comme BE eft 2 CG. Ainfi
toute la difficulté fe réduit A trouver le rapport
de ces angles. Ce qui fe fait en cette forte

Ayant ment les rayons OG, Oz, KE, Ke,
& nomme OGouOB, b; KE ou KBou KA
a’ 1! eft clair que Ian fﬂeEBe.._ OBe —OBE
=0z72—0GM—= (en menant GL , GV pa-
rillelesaCm Oz) LGM—-0OGV=GCH
— GOg. (,n aura donc T’ ancrlc GCH=GO z
+ EBF. Orlesarcs Gg, Ee étant égaux p lon
auraauﬂlGOg EKeou2EBF:: KE(a).

QG (k) ; & partant Pangle GOg = ~“EBF,

Q,G.QHM—IM:‘; EBE. Donc GCH . EBF oy

BE. C G ' M:—&. 1 . & partant linconnue
CG= ' 7 EEou MG. Ce qui donne cette
conﬁru&mn |

- Sait fait OA(Fxg 86. Pl. 5.) (22 + b).
OB(b) : MG. GC; le point C fera a la d¢-

yeloppée. « '

Il eft «clair 1°. Que cette développée commen-
ce au point D, & quelle y touche la bafe RGD
pulfque Parc G M devient en ce point infiniment
petit. 22, Qu'elle fe termine au point N, en-
forte-queOA.OB::AB.BN ::OA — AB
ouOB.OB — BN v’ ON; Cloft-A- dire , que
OA, OB, ON font continuellement propore.
tlonnellcs 3% Si I'on décrit 3 prefent le cercle
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NSQ du centre O, je dis que la développée
DCN eft formée par la révolution du cercle mo-
bile GCS , qui a pour diametre GS ou BN,
autour de I'immobile NS Q : c’eft-a-dire . qu'elle
eft une demi-roulette femblable 2 la propofée,
ou de méme efpece ( parce que les diametres AB,
BN des cercles mobiles ont entreux le méme
rapport que les rayons OB, ON des cercles
immobiles ) , & pofée dans une fituation renver-
{¢e , enforte que fon fommet eft en D. Pour le
prouyer , fuppofons que les diametres des cercles
mobiles fe trouvent fur la droite O T menée 3
difcrétion du centre O ; elle paffera par les
points touchans §, G; & faifant AB ou TG,
BNouGS::MG.GC, le point C fera 3 la
développée, & de plus & la circonférence du
cercle GCS; car I'angle GMT étant droit ,
angle GCS le fera auffi. Or & caufe des angles
égaux MGTyCGS, arc TM ou GB eft &
Parc CS, comme le diameétre GT au diametre
GS:: OG. OS::GB.NS : & partant les ‘arcs
CS, SN font égaux. Donc , &ec.

Cororzarre I.

to1. Ju eft clair (drt. 75.) que la portion de rou-

lette D C eft égale A la droite CM ; & partant
que DC eft'a fa tangente CG : : AB + BN.
BN:: OB4+ON . ON;; ceft A-dire, comme
lafomme des diametres des deux cercles géné-
rateurs , ou-des cercles mobile & immobile , eft
au rayon du cercle immobile. Cette veriré fe dé-
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couvre encore de la maniére qui fuit. A caufe
des triangles femblables CM», CGH, (Fig.
85. P/ 5. ) lonaura Mm. GHouEF:: MC.
GC:: OA+OB (2a+2b). OB (}). Dot
il fuit ( comme dans l'art. 97.) que la portion de
roulette AM eft A la corde correfpondante AE ,
comme la fomme des diametres du cercle gené-
rateur & de la bafe, eft au rayon de la bafe.

Corozratrie 1L

1oz Lk trapéze M GHm (Fig. 85. Pl.. 5.)
TS AT TR X MG. Or CG - MG ).

224+ b

CM (222 MG)::GH . Mm =2 GH.

Donc puifque GH=EF , &« MG —=EB, lon
aura MG H» — = __:; 36 EF x EB: ceft-a-dire,
que le trapéze MG H fera toujours au triangle
correfpondant EBF : : 2a~+ 3b . b. |

Dot il fuit que l'efpace M GB A renfermé par
MG, AB perpendiculaires 2 la roulette , par
Farc BG & par la portion de roulztte M A, eft
au fegment de cercle, correfpondant BEZ A : :
2z 4+ 3b. b.

Corornraire IIL

Iog.I L eft vifible que la quadrature indéfinie de
la roulette dépend de la quadrature du cercle ;
mais fi lon prend O Q ( Fig. 87. Pl 5. ) mo-
yenne proportionnelle entre OK, O A ; & qu'on
décrive de ce rayon I'arc QEM ; je dis que Vel
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pace A BE M renfermé par le diametre AB, la
corde BE, l'arc EM, & par la portion de rou-
lette AM, eft au triangle EKB: : 22+ 35.b.
Car nommant 'arc AEouGB, «; le rayon OQ,
g5 lon aura OB (b).0Q(z)::GB(#).RQ

ou ME— lzi. Et partant I'efpace RGB Q ou
MGBE, ceft-3-dire, IGB—+: RQ x BQ —

({u;ébu. Or ( Art. 102. ) l’efpace de la roulette
MGBA="7"xBEZA="22*% EKp
22 -+ 35

-

YR KEZA ( ‘—;—u ) Si donc l’on retranche

le précédent efpace de celui-ci, il reftera ABEM
g szu-i— ;uéu;— bbu — z7u o 2;:—;—;6 <« EKB

___2a--35
ey
= 2aa + 3ab + bb. D’oul l'on voit que cet el-
pace a fa quadrature indépendante de celle du
cercle , & qu'il eft le feul parmi tous fes fem-
blab'es.

En voici encore un autre qui a la méme pro-
priet¢. Si l'on retranche de I'efpace ABEM le
fegment BEZ A (fau + EKB,) il reftera Ief-
pace AZEM — 2aau—+—2a5£;:-56u——ggju e 2a -;— 25

EKB= M_:ﬁ E K B en faifant 3z = 2a4-+24b

~+bb : c’eft-a-dire , quie fi I'on divife la demi-cir-
conférence en deux également au point E , Tef-

EKB , puifque par la conftru@ion zz
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pace AZEM fera ap double du triangle EKB,
ceft-3-dire, au quarré durayon:: OK (a+5).
OB(b).

Cornornrtatre 1V,

104.S 1 le cercle mobile A E B (Fig. 88. Pl 5.)
roule au dedans de 'immobile BG D, fon dia=
metre A B devient négatif , de pofitif qu'il ¢roit
auparavant ; & partant il faut changer de fi
gnes les ‘termes ol il fe rencontre avec une di-
menfion impaire. Dol il fuit, 1°. Que fi I'on
mene 3 difcrétion ‘la perpendiculaire MG a la
roulette , & que Pon faffe OA (b—22)-OB
(®) :: MG .G C .le'point C fera ( Are. 100.) 2
Ja développée DCIN décrite par la révolution
du cercle qui a pour diamstre BN , au dedans
de la circonférence N'S concentrique 2 BD.
20. Que fi I'on décrit du centre; O T'arc ME,
la portion de roulette A M fera (Art.101.) 2la
corde AE:: 2b—2a.b. 3°. Que Pefpace MGBA
eft ( Art. 102.) au fegment BEZA :: 3b—z2a.bs
4°. Que fi Yon prend OQ = V/ 2ua— 346+ b5,
c'eft-3-dire , moyenne proportionnelle entre OK,
OA ; Iefpace ABEM renfermé par la portion de
roulette AM , l'ar¢ ME, la corde EB, & le dia-
métre A B, fera ( Are. 103.) au triangle
EKB::3b—2a.b. Mais que fi l'on fait O.(Q ou
OE = Viz: — 2ab—+ b6, ceft d-dire , que larc
AE foit le quart de la circonférence ; I'efpace
AZE M renfermé par la portion A M deroulette
& par les deux arcs ME, AE, fera (Ibid.) ay
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tnangle EKB qui eft en ce cas 1d moiti¢ du
quarré du rayon :: 25 — 2a. b,

CorRoLLAIRE V.
165. §1 T'on congoit que le rayon OB ( Fig. 86.
Pl. 5.) du cercle immobile devienne infini, I'arc
BGD devierdra une ligne droite, & la courbe
A M D deviendra la roulette ordinaire. Or coms
me dans ce cas le diametre AB du cercle mo-
bile eft nul par rapport a celui de 'immobile ; il
s'enfuit , 1°. Que MG . GC::b.b Puifque
bt r2a=—15, ceft-a-dire, que MG=GC; &
pattafit que ' fi T'on prend BN = AB, & qu ‘on
mene la droite NS parallelea BD , la developpec
DCN fera formée par la révolution du cercle,
qui a pour didmetre BN, fur la bafe NS. 20, Que
la portion de roulette A M ( Fig. 85: 88. PL 5.)
eft 2 la corde correfpondante AE :: 25 . b..3° Que
Iefpace M GB Aeit au fegment BEZ A ::3b . be
4°. Puifque BQ (Fig. 87. 88. Pl 5.) out OQ
¥ OB, que jappelle x, eft = Fbtv20ax5u6+5s,
d’on Von tire (en otant les incommenfurables )
xx T 2bx =244 T34b ; Tonaura x =—1a , en ef- i
fagant les termes ol b ne {e rencontre point , |8
parce qu’ils font nuls par rapport aux autres, Ceft- |
a-dire , que fi I'on prend dans la roulette ordi- ]
naire BP—3 AB, & quon mene la droite PEM [ I
{ Fig. 83.. Pl 5.) paraliele a la bafe BD; lef- 8
pacc AMEB fera triple du triangle EL KB. On |
trouvera en opérant de la méme maniére ; -que fi .}.!
le point P tombe au centre K , lelpace AZEM t
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renfermé par la portion de roulette AM , la
droite ME, & larc A E, fera égal au quarré
du rayon. Ce que l'on a déja démontré ci-
devant art. 99.

REMARQUE

106.C omme lesarcs DG, GM (Fig 84.PL s )
font toujours égaux-entr’eux, il s’enfuit que I'an-
gle DOG eft auffi toujours a I'angle GKM :: GK .
OG.Ceft pourquoi l'origine D de la roulette DMA,
les rayons O G , GK des cercles générateurs, &
le point touchant G étant donnés, fi 'on veut
déterminer dans cette pofition le point M qui dé-
crit la roulette, il ne faut que tirer le rayon
KM, enforte que I'angle GKM foit 4 I'angle donné
DOG:: 0G. GK. Or je dis maintenant que
cela fe peut toujours faire géométriquement , lorf-
que le rapport de ces rayons {e peut exprimer par
nombres ; & partant que la roulette DMA eft
alors géomeétrique.

Car fuppofant, par exemple, que OG .GK::
13. 5 ;ileft clair que 'angle MK G doit conte-
nir deux fois I'angle donné DOG , & de pluside
cet angle. Toute difficulté fe réduic donc & di-
vifer 'angle DOG en cinq parties égales. Or
c’eft une chofe connue par les Geométres , qu'on
peut toujours divifer géométriquement un angle
ou un arcdonné en tant de parties égales quon
voudra; puifqu’on arrive toujours & quelque équa-
tion qui ne renferme que des lignes droites.
Donc, &¢. :
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Je dis de plus que la roulette DMA eft mé-
canique, ou ce qui eft la méme chofe , quon
ne peut déterminer géométriquement fes points
M, lorfque la raifon de O G & K G ne {e peut ex~
primer par nombres, ceft-a-dire , lorfquelle
eft fourde.

Car (Fig. 89. Pl 5.) toute ligne, foit méca-
nique foit géométrique , ourentre en elle-méme
ou s’¢tend a linfini; puifquon peut toujours en
continuer la génération. Si donc le cercle mobile
ABC decrit par fon point A dans {a premiere
revolution la roulette AD E, cette roulette ne
fera pas encore finie , & continuant toujours de
rouler il décrira la feconde EF G , puis la troi-
fitme GHI, &ainfi de fuite julqua ce quele
point décrivant A retombe apres plufieurs révo-
lutions dans le méme point d’olt il étoit parti. Et
pour lors fi on recommence a faire rouler le cercle
mobile ABC, il décrira derechef la méme ligne
courbe , de forte que toutes ces roulettes pri-
fes enfemble ne compofent qu'une feule courbe
ADEFGHI, &c. Or les rayons des cercles
générateurs étant incommenfurables , leurs cir-
conférences le feront aufli ; & par conféquent le
point décrivant A du cercle mobile A BC ne
pourra jamais retomber dans le point A de I'im-
mobile , dou il étoit parti, fi grand que puifle
étre le nombre des révolutions. 11 y aura donc
une infinit¢ de roulettes qui ne formeront cepen-
dans qu'une méme ligne courbe ADEFGHI,
&c. Maintenant {i 'on mene au travers du cercle
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iinmobile une ligne droite indefinie, il eft clair
qu'eile coupera la courbe continuée 2 linfini en
une infinité de points. Or comme I'¢quation qui
exprime la nature d’une ligne géométrique doit
avoir au moins autant de dimenfions que cette li-
gne peut étre coupée en de différens points par une
droite ; il ¥enfuit que Péquation qui exprimeroit
Ja nature de cette courbe auroit une infinité de
dimenfions. Ce qui ne pouvant é&tre, on voit
évidemment que la courbe doit €tre mécanique
ou tranfcendente,

PROPOSITION IIL

PROBLEME
107. I, & ligne courbe BFC (Fiz. go. PL'S.)

érant domnée , trouver une infinité de lignes AM ,
BN, KEO, dont elle foit la développée communes

Si ’on développe la courbe BF € en commen-
gant par le point A, il eft clair que tous les
points’A, B, F, dufil A BF C décriront dans
ce mouvement des lignes courbes AM,BN,
FO, qui auront toutes pour développée com-
mune la courbe donnée B F C. Mais il faut obfer-
ver que la ligne F O n’ayant pour développée que
la partie F C, fon origine n'eft pasenFj; & que
pour la trouver , il faut développer la_partie ref-
tante B F, en commengant au point F , pour dé-
crire la portion E F de la courbe EFO dont Io-
rigine eft en E , & qui a pour d¢veloppée la courbe

enti¢re BI' G,
Si
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Si Pon veut trouver les points M , N, O fans
fefervirdu fil ABFC, i N’y a qua prendre fur
une tangente quelconque C M , autre que BA |
les parties CM, CN, CO ¢gales 4 ABFC,
BFC,FC.
Corotrarre

108. IL eft évident , po. Que les courbes A M y
BN, EFO font d’une nature tres-différente
entr’elles ; puifque'la courbe A M a dans fon
fommet A le rayon de fa développée egala AB,
au lieu que celui de la courbe BN eft nul. i1 eft
vifible auffi par la figure méme de Ia courbe EFO

qu'elle eft tres différente des courbes AM, BN.
- 2% Que les courbes AM, BN, EFO ne
font géométriques que lorfque la donnée BEC
eft géométrique & de plus rectifiable. Car fi e]le
nw'eft pas géométrique , en prenant BK pour Iz
coupée , on ne trouvera point géométriquement
Pappliquée KC: & fi elle neft pas rectifiable ,
ayant mené la tangente CM, on ne pourra dé-
terminer géométriquement les points M, N, O
des courbes AM, BN, EFO 5 puifqu'on ne
Peut trouver géométriquement des lignes droites
¢gales 2 la ligne coutbe BEFC » & a fes portions
BF, FC.

REMaARGUE

109.S1 Ton développe une ligne courbe BA C
(Fig.91.PL 5. ) qui aitun point d’infléxion en
» €0 commencant par le point D ,' autre que le

Point d’infléxion ; on formera par le développe-
K

SCD LYON 1




146 ANALYSE

ment de la partie BA D la partie DEF; & par
celui de la partie DC, la partie reftante DG:
de forte que F ED G lera la courbe entiere for-
mée par le développement de BAC. Orileft vi- :
fible que cette courbe rebrouffe chemin aux points
D & E, avec cette différence quau point de re~
brouffement D les parties DE, DG ont leur
convexité oppofée 'yne a l'autre 5 au lieu qu'an
point & les parties DE, EF font concaves Vers

e méme coté. On a enfeigné dans la feftion pre-

cédente ) trouver les points de rebrouffement tels
que D :ileft queftion maintenant de déterminer
les points E, quon peut appeller points de re-
brouffement de la feconde forte , & que perfonne,
que je fcache , n'a encore confidere.
Pour en venir a bout, on menera A difcrétion fur
la partic DE deux perpendiculaires MN, mmn,
terminées par la développte aux points N, n, par
lefquels on tirera deux autres perpendiculaires
NH , nH fur les premieres N M , n7 5 C€ qui for-
mera deux petits fe€eurs MN#, NH# qui feront
{emblables, puifque les angles MN 72, N H# font
égaux. On aura donc Nz : M : : NH.NM. Or
dans le point d'infléxion A lerayon N H devient
( Are. 81.) infini ou zero; & le rayon MN , qui
devient AE , demeure d’une grandeur finie. 11faut

« doncquau pointde rcbroutiement E de la feconde

forte, laraifondela différence N# durayon MN
de 1a développée, 2 ladifférence M 72 de la cour-
be , devienne ou infiniment grande ou infiniment
petite. Et partant puifque ( drz. 86.) Nn
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PRt e i X
'::_go’rdyddf *dx* ~+dy* 3+ dxdddyds *rdy® , & M
dx*ddy*

—— dx*dddy~+dyrdddy——nd, 14,5

—00u oo ; & multipliant par dxddy*, on trous
vera la formule dx’dddy dy*dddy — 3dyddy*
00U o, qui fervira 3 déterminer les points
de rebrouffement de la feconde forte. |

On peut encore concevoir qu’une rebrouflante
DEF | Fig. 92. 93. PL. 5:)ouHDEFGde la
feconde forte , ait pour développée une autre
rebrouffante BAC de la feconde forte , telle que
fon point de rebrouffement A reponde au poifie
de rebrouflement E, Ceft-i-dire , qu’il foit fitué
fur le rayon de Ia développée qui part du point E,
COr il eft clair dans cette fuppofition , que le
rayon EA de la développée fera toujours un plys
perit ou un plus grand ; & partant que la diffé-

e L
rence de %x*~+dy* * expreffion géncrale (Are. #8.)
—dxdd

des rayons de 1a développée , doit &tre nulle ou
infinie au point cherché E 5 ce qui donne la
méme formule quauparavane : de forte quelle
eft générale pour trouver les points de rebrotiffe~
ment de la feconde forte. ( Confultez pour toute
cette Seclion la Nete cinquantieme,

il
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M
SECTION VI

Ufage du calcul des différences pour trouver les

Cauftiques par réfléxion.

D'ER'I NIT 10N,

I Pon congoit qu'une infinité de rayons BA,

BM, BD, (Fig. 94. 95- Pl. 5.) qui par-
tent d’un point lumineux B, feréfléchiffent 2 Ia
rencontre d’une ligne courbe AMD enforte
que les angles de refléxion foient égaux aux- an-
gles d’incidence ; la ligne HEN, que touchent
les rayons réfléchis ou leur prolongement AH,
ME, DN, eft appelice Cauftique par réfléxion.

CoROLETAIRE L

110 S 1 Ton prolonge HA en I, (Fig. 94. PL 5. )
deforteque AT==AB, & que T'on développe
la cauftique HF N en commengant au point I 5
on décrira la courbe ILK , telle que la tangente
F L fera (Art. 75.) continuellement égalea la por-
tion EH de la cauftique , plus a la droite HI. Et
fi Yon congoit deux rayons incident & réflechi
Bm , mF infiniment pres de BM, MF, &
quayant prolong¢ F 2 en Z, on décrive des cen-
tres F, B les petits arcs MO, MR : on formera
les petits triangles rectangles M Om, MRm,
qui feront femblables & égaux ; car puifque I'an-
gle OmM—=— FmD=RmM , & que de plus
Phypotenufe M cft commune , les petits cOtés
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Om , Rm feront égaux entr’eux. Or puifque
Om eft la différence de LM, & Rz celle de
BM, & que cela arrive toujours en quelque en-
droit qu'on prenne le point M; il senfuit que
ML -—1A ou AH+ HF — MF fomme ( Arz.
96.) de toutes les différences Oz dans la por-
tion de courbe AM, eft — BM — B A fom-
me ( Art. 96.) de toutes les diffcrences Ri#z dans
la méme portion A M. Donc Ja portion HF de
la cauftique HEN fera égale 2 BM — BA
+ MF — AH.

11 peut arriver différens cas, felon que le ra-
yon incident B A eft plus grand ou moindre que
BM, & que le reflechi AH développe ou en-
veloppe la portion HF pour parvenir en MF:
mais 1'on prouvera toujours, comme l'on'vient
de faire, que la différence des rayons incidens
eft cgalea la différence des rayons réfléchis , en
joignant a Pun d’eux la portion de la cauftique
qu’il developpe , avant que de tomber fur Pautre.
Par exemple , BM — BA (Fig. 95. Pl.g.) =
MF+FH—AH; d’ot l'on tire FH=BM
— BA+~AH—MF.

Si I'on décrit du centre B Parcde cercle Ap;
( Fig. 94.95. Pl 5.) il eft clair que pM fera la
différence des rayons incidens BM, BA. Et fi
I'on fuppofe que le point lumineux B devienne
infiniment ¢loigné de la courbe AMD ; ( Fig.
96. Pl. 5.) les rayons incidens BA, BM de-
viendront paralleles , & V'arc AP deviendra une

ligne droite perpendiculaire {ur ces rayons.
g
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Cororratre. 1L

v11. St Ton congoit que la figure BAMD ( Fig.

94 Pl. 5.) foit renverfée fur le méme plan, en-
forte quele point B tombe fur le point 1, &
quainfi la tangente en A de la courbe AMD
dans fa premiere fituation , la touche encore
dans cette nouvelle ; & qu’on fafle rouler la courbe
aMd4d fur AMD, ceft-a-dire, fur elle-méme,
enforte que les portions aM, AM foient tou-
jours égales: je dis le point B décrira dans ce
mouvement une efpece de rouletre ILK qui aura
pour dévelappée la cauftique HE N.

Car il fuit de la génération , 1°. Que la ligne
L. M tirée du point décrivant L au point touchane
M fera ( Are. 43.) perpendiculaire a la courbe
JLK. 2°. Que LaoulA—=BA, & LM =
B M. 3°. Queles angles faits par les droites ML,
BM fur la rangente communeen M font égaux ;
& partant que fi I'on prolonge LM en F, lera-
yon MF fera le réfléchi de Pincident BM. Dol
I'on voit que la perpendiculaire L F touche la
cauftique HFN : & comme cela atrive toujours
en quelque endroit qu'on prenne le point L, il
s'enfuit que la courbe 1 LK eft formée par le dé-
veloppement de la cauflique HEN, plus la
droite HI. ' '

Il {uit de ceci que la portion FH ou FL —
HI=BM-+MF —BA — AH. Ce que l'on
vient de démontrer d’'une autre maniere dans le
Corollaire precedent,
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Colh @ ek g3 1L

112. S1 latangente D N devient infiniment pro-
che de la tangente F M 5 il eft clair que le point
touchant N, & celui d’interfeftion V fe confon-
dront avec lautre point touchant F : de forte
que pour trouver le point F ol le rayon réfléchi
MF touche la cauftique HF N, il ne faut que
chercher le point de concours des rayons réfiéchis
infiniment proches MF, mF. Et en effer, fi
I'on imagine une infinit¢ de rayons d’incidence
infiniment proches les uns des autres , on verra
naitre par les interfections des réfléchis un poli-
gone dune infinité de cotés dont I'aflemiblage
compofera la cauftique HF N.

PROPOSITION L
ProBLEME GENERAL.

ng.LA nature de la courbe AMD , ( Fig.
g7. Pl. 5.) le point lumineux B, & le rayon
incident BM érant donnés ; trouver fur le refléchi
MF donné de pofition s le point ¥ od il touche la
cauflique.

Avyant trouvé par la fe&ion précédente la lon-
gueur MC du rayon de la développee au point
M, & pris I'arc M infiniment petit, on tirera
les droites Bm , Cm, Fm; on décrira des
centres B, F les petits arcs MR, MO ; on me-
nera les perpendiculaires CE, Ce, CG, Cg
fur les rayons incidens & réflechis ; enfuite on

nommera les données BM,y; MEou MG, 4
K 4
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"Cela pofé, on prouvera, comme dans le Co-
rollaire premier ( Arz. 110.), que les triangles
MRz, MO font {emblables & égaux s &
quainfi MR =—=M O. Or i caufe de I'égalicé des
angles dincidence & de réflexion, 'on a auffi
CE=CG, Ce=Cg; &partant CE—Ceou
EQ=—CG— CgouSG. Donc i caufe des trian-
gles {emblables BMR & BEQ, FMO & FGS,
Ponaura BM + BE (2y —2). BM (y):: MR
+~EQouMO~+~GS.MRouMO:: MG (a)-
e

2y—a

Si le point lumineux B tomboit de Pautre c6té
du point E par rapport au point M, ou ( ce qui
eft la méme chofe ) fi 1a courbe A M D étoit
convexe vers le point lumineux B ; y deviendroit
n 'gative de pofitive qu’elle éroit, & lon auroit
par conféquent MF — -_;Jf— ou —~.,

—2y——g 2y~t-a

Si l'on fuppofe que y devienne infinie, c’eft-3-
dire, que le point B ( Fig. 96. Pl 5.) f{oit infi-
niment ¢loigné de la courbe AMD ; les rayons
incidens ieront paralleles entr’eux , & lon aura
MF ==ia, parce quea eft nule par rapporta 2y.

CiofRip L a1 REL

¥ E4-COMME Pon ne trouve poutr MF ( Fig,
94- 95- Pl 5.) qu'une feule valeur dans laquelle
entre le rayon de la développée; il senfuit
qu'une ligne courbe A M D ne peut avoir. qu'une
feu'e cauftiquec HF N par réfléxion 5 puifquielle
( dre. 8o. )n'a qu'une feule développée.
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CororzrairE 1L

115.LORSQUE AMD (Fig. 97. Pl.5.) eft
geométrique , il eft clair ( Arr 85.) que fa dé-
veloppée left auffi, c’eft-a-dire, que l'on trouve
géométriquement tous les points C. Dol il fuit
que tous les points F de fa cauftique feront aufli
déterminés géométriquement , ceft-a-dire, que
la cauftique HFN ( Fig. 94. 95.)fera géome-
trique. Mais je disde plus, que cette cauftique
fera toujours retifiable ; pufqu’il eft évident (Arz.
110. que on peut trouver avec le fecours de la
courbe AMD , quon fuppofe géométrique,
des lignes droites ¢galesa une de fes portions
quelconques.

CoroxlrareiE . yI1L

116.S1 Ia courbe AMD (Fig. 97.PL 5.) eft
convexe vers le point lumineux B ;la valeur de

MF (- ) fera toujours pofitive ; & il fau-
g IO B

dra prendre par conféquent le point F du cbté
du point C, par rapport au point M, comme l'on
a fuppof¢ en faifant le calcul. D’od 'on voit que
les rayons réfléchis infiniment proches feront di-
vergens.

Mais fi la courbe AMD eft concave vers le

point lumineux B, la valeur de MF (2;1‘1)

fera pofitive lorfque y furpafle 14 , négative lorf-
quil eft moindre , & infinie lorfquil eft égal.
D’ou il fuit que fi on décrit un cercle qui ait
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our diametre la moitié du rayon MC de la
développée , les rayons réfléchis infiniment pro-
ches feront convergens lorfque le point lumi-
neux B tombe au dehors de fa circonférence,
divergens lorfqu'il tombe au dedans , & enfin
paralleles lorfqu'il tombe deffus.

Cororralre IV.

117.S11e rayon incident BM touche la courbe
AMD au point M, 'on aura ME (a) = o
& partant MF = 0. Or comme le rayon réflécht
eft alors dans la dire®ion de Pincident, & que
la nature de la cauftique confifte 2 toucher tous
les rayons réfléchis ; il s'enfuit qu'elle touchera
auffi le rayon incident BM au point M : c’eft-3a-
dire, que la cauftique & la donnée auront la
méme tangente dans le point M qui leur fera
commun.

Sile rayon MC de la développée eft nul, on
aura encorée M E (a) =0 ; & partant MF —o.
Do) Pon voit que la donn‘e & la cauftique font
entr’elles dans le point M qui leur eft commun,
un angle égal 2 "angle d’incidence.

Silerayon CM dela développée eft infini, le
petit arc M deviendra une ligne droite, &
Yonaura MF == 7y ; puifque ME (2) étant
infinic , y fera nul par rapport 3 4. Cr comme
cette valeur eft négative lorfque le point B tombe
du cbté du point C par rapport 2 la ligne AMD,
& pofitive lorfqu’il tombe du cbte oppofe ; il
s'enfuit que les rayons réfléchis infiniment pro-
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ches feront toujours divergens lorfque la ligne
A M D eft droite.

CoroGQEATRZE V.

118. [ L eft évident que deux quelconques des
trois points B, C, F, étant donnés, on trou-
vera -facilement le troifieme.

Soit, 1°, la courbe AMD (Fig. 98. PL. §.)
une parabole qui ait pour foyer le point lumineux
B. Il eft clair par les élémens des feions coni-
ques, que tous les rayons réfléchis feront paral-
leles 3 axe ; & partant que MF fera toujours
infinie en quelque endroit que Pon fuppofe le
point M. On aura donc a=—= 2y : d’ou il fuit
que {i I'on prend ME double de MB, qu'on
mene la perpendiculaire EC ; elle ira couper
MC perpendiculaire 4 la courbe AMD , en un
point C qui fera a la développée de cette courbe.

Soit, 2°, la courbe AMD (Fig. 99.PL 5.)
une ellipfe qui ait pour un de fesfoyers le point
lumineux B. 1l eft encore clair que tous les rayons
reflecchis MF fe rencontreront dans un méme
point F qui fera l'autre foyer. Et fi I'on nomme

MF, z;Tonaura (Are. 113.7) 3= -2 ;' d'od

2y—a
Ton tire la cherchée ME (4) = 217‘_ L. Mais fi

la courbe AMD eft une hyperbole , le foyer F
tombera de I'autre c6té ; & partant M F () de.
viendra négative : d’ot il fuit qu’on aura alors
ME (a) :;_iyi ou 2L, Ce qui donne cette
conftruction qui fert aufli pour Iellipfe,
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Soit prife M E ( Fig. 99. Pl. 5. Fig. 100. PL. €.)
quatrieme proportionnelle au demi-axe traver-
fant, & aux rayons incident & reflechi ; foit
menée la perpendiculaire EC : elle ira couper
Ia ligne M C perpendiculaire 3 la {etion , en un
point C qui fera a la développée.

Exemere L

119. Sor1r la courbe AMD ( Fig. 101.PL 6.)
une parabole , dont les rayons incidens. PM
foient perpendiculaires fur fonaxe AP. 1l faut
trouver fur les réfléchis' M F les points F ot ils
touchent la cauftique AFK.

Il eft clair que fi Fon mene le rayon MC de
la développée , & qulon tire la perpendiculaire
CGfur lerayon reflechi MF, il faudra (Arez.
113.) prendre M F égale 3 la moitic de M G.
Mais cette conftruGtion fe peut abréger , en con-
fiderant que fi l'on mene MN paraliele a laxe
AP, &ladroite ML au foyer L; les angles
LMP , FMN feront égaux, puifque par la
proprieté de la parabole LMQ=QMN, &
par la fuppofition P MQ = QMF. Si donc l'on
ajoute de part & d’autre le méme angle PMF,
Tangle LMF fera égal A l'angle PMN, Cleft-
3-dire, droit. Or 'on vient de démontrer ( Arz.
118. num. 1.) que LH perpendiculaire fur M L
rencontre le rayon M C de la développée en fon
milieu H. Si donc 'on mene MF parallele &
égaled LH, ellefera un des rayons réflechis,
& touchera en F la cauftigue AFK. Ce quil
falloit trouver.
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Si 'on fuppofe que le rayon réfléchi M F foit
parallelea ’axe AP, il eft evident que le point F
de 'a cauftique fera le plus éloigné qu'il eft poffi-
ble de I'axe A P , puifque la tangente en ce
point fera parallele a I'axe. Afin donc de déter.
miner ce point dans toutes les cauftiques , telles
que  FK, formées par des rayons incidens per-
pendiculaires A I'axe de la courbe donnée, il n’y
a qua confidérer que M P doit étre alors égale 2
PQ. Ce qui donne dy=—dx. Soit ax—yy, on aura
=% —dx, d'od Ton tire AP (x) =1a:
c’eft-a-dire , que file point P tombe au foyer L,

dy:

le rayon refléchi MF fera parallele a ’axe. Ce

qui eft d’ailleurs vifible ; puifque dans ce cas MP
fe confondant avec LM, il faut aufli que M F fe
confonde avec MN, & LHavec LQ. Dol Fon
voit que M F eft alors égale 4 ML ; & partant
que fi 'on mene FR perpendiculaire {ur 'axe, on

~aura ARou AL+ MF==12. On voit auffi que

la portion AF de la cauftique eft égale en ce cas
au parametre, puifqu’elle eft toujours ( Arz. 110.)
égale 3 PM 4+ MF.

Pour déterminer le point K ou la cauftique
A FK rencontre I'axe A P, il faut chercher la
valeur de MO, & I'égaler a cellede MM F 5 car il
eft vifible que le point F tombant en K , les
lignes MF, MO deviennent égales entrelles.
Nommant donc I'inconnue MO , z ; 'angle PMO
coupé en deux également par M Q perpendicu-
laire & 1a courbe , donnera MP (). MO ()
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+:PQ (-"—’%). OQ:‘%. Et partant OP =

edy-tydy
d B s

tangle MPO; & divifant de part & d’autre par

dy_V:-—_y E S i :
t-+y, on trouve = = ke d’ou l'on tire

Vtt—yy, acaufe du triangle rec~

_ ydw*~tydyr N dxr=dy*
MO (¢) = g =MF (ia) = iyt

puifque ( A4rt. 77.) ME (a) = dx:ji . Ce qui

donne dy* — 2yddy — dx” qui fervira a trouver le
oint P, tel que menant le rayon incidentP M &

le réfléchi MF , ce dernier touche la cauftique

AFK au point K ol elle rencontre I'axe AP.

On a dans la parabole y = X, dy— ix—- *dx s
-

ddy——ix *dx’; & mettant ces valeurs dans
I'équation précédente , on trouve ix ' dx* ~
Ix ldx*=dx*; douTon tire AP (x) =3 du
parametre.

Pour trouver la nature de la cauftique AFK
A la maniere de Defcartes, il faut chercher une
équation qui exprime la relation de la coupee
AR (), A lappliquée RF (g); cequi fe fait

: dx*=+ydy™
en cette forte. Puifque MO (2) = Z d:L__J; y)”' ’
it tdy—+ydy N __ _2ydxdy '
Ton aura PO (%) = g &4 cau

fe des triangles femblabless MP O, MSF ; on
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: dx*—tydy?
formera ces proportions MO Zd—;;_-:—%%-) . MF

(dzir_dzi) ou — 2yddy . dx* —dy* :: MP ()

-—2dd_y
a'x"v—dy"” 2ydxd
.MS (Jf——-{).___."-—:;-d—c-f;-—.. PO(;,___‘___E)%—}) .

[oed
SF ou PR (#—x) = f;);y. On aura donc ces

ol
deux équations =y MH, R g i
dxd

z
~—2ddy
—_ , qui fervirontavec celle de la courbe don-

A

née 2 en former une nouvelle ol x & y ne fe trou-

veront plus, & qui exprimera par conféquent la

relation de AR (#) 2 FR (g).
Lorfque la courbe AMD eft une parabole ,
comme I'on a fuppofé dans cet exemple, on trou~

:
vera3—ix3 — 2x35 » ou (‘en quarrant chaque
membre ) 2x — 6xx 4+ 4x’ == 33, & u =— 3% ; d’olt
l'on tire I'équation cherchée azz — 20— 2auy 4
4au qui exprime la nature de la cauftique AFK.
On peut remarquer que PR eft toujours double
de AP, puifque AR (z) = 3x 5 ce qui fournit
€ncore une nouvelle mani¢re de déterminer fur
le rayon réfléchi MF le point cherché F.

Exemerze 1L

120. So1Tlacourbe AMD (Fig. 102. Pl 6.)
un demi-cercle qui ait pour diametre la ligne
AD, & pour centre le point C ; foient les rayons
incidens P M perpendiculaires fur A D.

= i e
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Comme la développée du cercle fe réunit es
un feul point qui en ¢ft le centre , il s’enfuit
( Arr. 113.) que fi’on coupe le rayon CM en
deux également au point H, & quon mene HF
perpendiculaire fur le rayon réfléchi MF, il
coupera cerayon en un point F, ou il touche
la cauftique AFK. Il eft clair que le rayon
réfléchi M F eft égal & la moitié de Vincident PM ;
d’ot il fuit, 1° Que le point P tombant en G,
le point F tombe en K, milieu de CB. 2° Quela
portion AF eft triple de MF, & la cauftique
AFK triple de BK. On voit auffi que fi I'on fait
I'angle ACM demi-droit , lerayon réfléchi MF
fera parallele 3 AC; & partant que le point F fera
plus élevé au deflus du diametre AD , que tout
autre point de la cauftique.

Le cercle qui a pour diamttre MH, pafle
par le point F; puifque I'angle HF M eft droit.
Et fi Yon décrit du centre C & du rayon CK
ou CH, moitié deCM, le cercle KHG ; larc
HF fera égal & larc HK:car Yangle CMF
étant égal ACMP ou HCK, les arcs;HF,
HK qui mefurent ces angles dans les cercles
MFH, KHG , feront entreux comme les
rayons : M H , HC de ces cercles. D’ott 'on voit
que la cauftique AFK eft une roulette formée

ar la révolution du cercle mobile MFH autour
de I'immobile KHG, dont lorigine eft en K,
& le fommet en A.

ExEMPLER
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Exsmepre II

121. §o17 la courbe AM D (Fig. 103.PL 6. )
un cercle qui ait pour diametre la ligne AD , &

~ pour centre le point C ; foit le point lumineux

A, d’od partent tous les rayons incidens A M ,
Pune des extrémités de ce diametre.

Si I'on mene du centre C fur le rayon inci-
dent AM la perpendiculaire CE : il eft clair
par la propriété du cercle , que le point E
coupe en deux parties égales la corde AM ; &
quainfi ME (4) = 2. On aura donc MF
(gy‘za): ;¥ % Ceft-a-dire,, quil faur pren-
dre le rayon réfléchi M F égal au tiers de Pin-
cident AM. Dol I'on voit que DK —:1AD,
CK=:CD, &que (4rz. 110.) la cauftique
AFK=1% AD, de méme que fa portion AF
=:§ AM. Si Pon prend AM — AC, le rayon
réflcchi MF fera parallele au diamdtre AD;
& par conféquent le point F fera le plus élevé
quil foit poffible au-deflus de ce diamerre.

Silonprend CH=:CM , & qu'on tire HF
perpendiculaire fur MF ; le point F fera 3 la
cauftique : ear menant HL perpendiculaire fur
AM, il eft clair que ML=2ME =:AM,
puifque MH =2 CM. Le cercle qui a pour dia~-
metre MH , paffera donc par le point F de la
cauftique ; & fi I'on décrit un autre cercle KHG
du centre C, & du rayon CK ou CH, il lui
fera égal, & larc HK fera égal 3 I'arc HFz
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car dans le triangle ifofcele CM A Pangle ex-
terne KCH =— 2CMA = AMF ; & partant les
arcs HK, HF mefures de ces angles dans des
cercles égaux , feront aufli égaux. Dot il fuit
que la cauftique AFK eft encore une roulette
décrite par la révolution du cercle mobile M FH
autour de limmobile KHG , dont lorigine eft
en K, & le fommet en A. :

On pourroit encore prouver ceci de cette autre

" manitre. Si Pon décrit une roulette par la révolu-

tion d'un cercle égal au cercle AMD autour de
celui-ci , en commengant au point A ; on a
démontré dans la Corollaire fecond (Arz. 111.)
qu'elle aura pour développée la cauftique AFK.
Or ( Are. 100.) cette développee eft une rou-
lette de méme efpece, ceft-a-dire, que les
diametres des cercles générateurs en feront ¢gaux;
& on déterminera le point K en prenant CK
ttoifiéme proportionnellea CD+DA & aCD,
Ceft-a-dire, égaled: CD. Donc, &c.

ExempLE 1V.

122.§ o171 la courbe AMD (Fig. 104. PL.6.)
une demi-roulette ordinaire décrite par la revolu-
tion du demi-cercle NGM fur la droite BD,
dont le fommet eft en A, & lorigine en D

b

foient les rayons incidens KM paralleles a
I'axe A B.

Puilque ( Art. 95.) MG eft égale A la moiti¢
du rayonde la développée ,il s’enfuit (Arz. 113.)
que fi 'on mene GF perpendiculaire fur le rayon
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reflechi MF | le point F fera 3 la cauftique DFB.
Dot I'on voit que M F doit étre prife égale 3 K M.

SiT'on mene du centre H du cercle générateur
MGN au point touchant G, & au point dé-
crivant M, lesrayons HG, HM ;s il eft clair
que HG fera perpendiculaire fur BD, & que
Pangle GMH=MGH = GMK : d’od l'on
voit que le rayon gcfléchi M F pafle par le cen-
tre H Orle cercle qui a pour diametre GH ,
pafle aufli par le point F , puifque Pangle GFH
eft droit. Donc lesarcs GN, :GF , mefures du
méme ang'e GHN , feront entreux comme les
diametres M N g G H de leurs cercles ; & par-
tant 'arc GF = GN =G B. 1l eft donc évi-
dent que la ‘cauftique DF B eft une roulette
décrite par la révolution entiere du cercle G F H
fur la droite BD.

Egentris V.
123. S o1T encore la courbe A M D ( Fiz. 105.
Pl. 6. ) une demi-roulette ordinaire , dont la
bafe BD eft égalea la demi-circonférence AN B
du cercle géncrateur. Et foient 3 préfent les
rayons incidens P M paralleles a la bafe B D.

Si 'on mene GQ perpendiculaire fur PM , les
triangles reCtangles GQM , BPN feront égaux
& femblables ; & partant MQ = PN. D’od ’on
voit ( Art. 95. 113.) qu’il faut prendre M F
égale 2 Papp'iquée correfpondante PN dans le
demi-cercle générateur A N B. :

Afin que le point F foit le plus ioigné qu’il

2
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eft poffible de 'axe AB , il faur que la tangente
MF en ce point foit parallele & cet axe. i’an-
gle P M F fera donc alors droit , fa moitic PMG
ou PN B demi-droit ; & partant le point P tom-
bera dans le centre du cercle AN D.

Ceft une chof¢ digne de remarque, que le
point P approchant enfuite continuellement de-
Pextrémité B, le point F approche aufli de I'axe
A B jufqu'a un certain point K, apres quoi il s’en
éloigne jufqu'en D 5 de forte que la cauftique
AFKFD a un point de rebrouflement en K.

Pour le déterminer , je remarque (Arz. 110.
111.) que la portion AF = P M + MF, la portion
AFK—HL+LK , & la ‘portion KF de la
partie KFD, et =HL+LK—PM— MF:
d’ott Yon voit que HL -+ L K doit ¢tre un plus
grand. Ceft pourquoi nommant AH, x; HI,y;
Parc Al, 2 ; Ponauwra RL+LK=—=ua+ 2y,

adx

dont la différence donne du +2dy =—o0 , & 5

- : adx
—+ 24y =0, en mettant pour dz ia valeur e :

d'od l'on tire adx —— 2pdy — 2xdx — 2adx 2
caufe du cercle ; & partant AH(x) =3a.

COROLLAIRE,

124 ] espace AFM ou AFKFM ren-
fermé par les portions de courbes AF ou AFKF,
AM, & par le rayon réfléchi MF, eft egal
3 la moitié de Pefpace circulaire APN. Car fa
différence, qui eft le feGteur FMO, eft ¢gale
3 la moiti¢ du re@angle PpSN , diffcrence de
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Pefpace APN ; puifque les triangles retangles
MO, MR étant égaux & femblables, MO fera
égalea MR ou NSou Pp, & quedeplus MF =PN.

Exemepie VI

125. So1T la courbe AMD ( Fig. 106. PL. 6.)
une demi-roulette formée par la révolution du
cercle MGN autour de fon égal AGK, dont
Torigine eft en A, & le fommet en D; foient
les rayons incidens A M qui partent tous du point
A. La ligne BH _qui joint les centres des: deux
cercles générateurs , pafle continuellement’ par
le point touchant G, & les arcs GM , GA
comme aufli leurs cordes , font toujours égaux ;
ainfi l'angle HGM —=BGA, & langle GM A
—=GAM,Otlangle HGM+BGA—=GMA
-+ GAM ; puifguajoutant de part & d’autre
le méme angle AGM , on en forme deux droits.
Donc I'angle HG M fera toujours égal a Tangle
GM A ; & partant auffli 3 I'angle de réflexion
GMF : dob il fuit que MF pafle toujours par
le centre H du cercle mobile.

Maintenant fi 'on mene les perpendiculaires
CE, GO fur le rayon incident A M : il eft clair
que MO =0A,& que OE =;OM ; puifl-
que ( Art. 100.) le point C étant 2 a develop-
pée, GC =+ GM. On auradonc ME =3} AM,
Ceft-3-dire, a =? y ; & par confcquent MF
( 2;_}; - Y=ty d’olt T'on voit que fi I'on mene
GF perpendiculaire fur MF, le point F feraa la
cauftique A F K. L3
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Le cercle qui a pour diamewre GH, paffe
par le point F 5 & les arcs GM,:GF , mefures
du méme angle GHM, ¢étant entr'eux comme
les diametres M N , GH de leurs cercles, larc
GF fera égal 2 Parc GM , & par confcquent
3 larc GA. Dot il eft évident que la cauﬂique
AF K eft une roulette décrite par la révolution
du cercle mobile HEG autourde 'immobile AGK,

COROLLAIRE.

126.§ 1 l'on décrit un cercle qui ait pour centre
le point B, & pour rayon une droite égale 3
BH oi AK ; & qu'il y ait une infinité de droites
paralleles & B D qui tombent fur fa circonférence :
il eft vifible ( Arz. 120.) qu'elles formeront en fe
réféchiffant la méme cauftique AFK.

Exempire VIL
117.8011’ la courbe AM D ( Fig. 107 Pl 6.)

une logarithmique fpirale , avec les rayons inci-
dens A M qui partent tous du centre A.

Si 'on mene par PextrémiteC du rayon de la
développée la droite C A perpendiculaire fur le
rayon incident AM , ellele rencontrera ( Art 91.)
dans le centre A. Ceft pourquoi AM (y)==4 ;

& partant M F ( Y __)=—y. Le triangle AMF

fera donc ifofcele ; & comme les angles d'inci-
dence & de réfléxion AMT , F MS font égaux
entr’eux , il senfuit que 'angle AFM eft égal 2
l’gnglﬁi AM T. Douil eft clair que la cauﬂiclue
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AEK fera une logarithmique fpirale qui ne diffe-
rera de la propofée AMD que par {a pofition.

PROPOSITION 1L

“PROBLEME.

128,14 cauftigue HF (Fig. 108. Pl 6.) par
réfléxion érant donnée avec le point lumineux B ;
trouver une infinité de courbes , relles que AM.,,
dont elle [oit cauflique par réfléxion.

Ayant pris A diferétion fur une tangente quel-
conque HA le point A pourun des pointsdela
courbe cherchée AM ; on décrira du centre B, de
Pintervalle BA, Parcde cercle AP , & d’un autre
intervalle quelconque BM ;. un -autre arc de cer-
cle. Et ayant pris AH+HE—=BM —BAou
PM , ondéveloppera la cauftique HF en commen-
gant au point: K j & on décrira dans ce mou-
vement une ligne courbe EM qui coupera- P'arc
de cercle décrit du rayon BM, en un point M
qui fera ( Arz. 110, )a la courbe AM. Car par
conftru®tion PM -+ MF — AH + HF.

Qu bien ayant attaché un fil BM F par fes ex-
trémités en B &en F, on fera tendre ce fil par le
moyen d’un flile placé en M, que I'on fera mou-
voir y enforte que Fon enveloppera parla partie
MF de cefilla cauftique HF ; il eft clair que
ce flile décrira dans ce mouvement la courbe
cherchée M A.

L
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AUTRE SOLUTION.

129. A vy ANT tir¢ 3 difcrétion une tangente
FM autre que HA, on cherchera fur elle un
point M, telle que BM+MF =BA+ AH
-+ HF. Ce qui fe fera en cette forte.

Soit prife FK—=BA +~ AH+HF, & divi-
fant BK par le milieu en G, foit tirée la perpen-
diculaire GM : elle rencontrera la rangente
F M au point cherche M. Car BM — M K.

Si le point B ( Fig. 109. PL. 6.) étoit infiniment
¢loigné de la courbe A M, ceft-a-dire, que les
rayons incidens BA, BM fuffent paralleles a
une ligne droite donn¢e de pofition ; la premiere
conftru@ion auroit toujours lieu , en confidérant
que les arcs de cercles décrits du centre B devien-
nent des lignes droites perpendiculaires fur les
rayons incidens. Mais cette derniere deviendroit
inutile ; c’eft pourquoi il faudroit lui fubftituer
celle qui fuit.

Soit prife FK = AH-+HF. Ayant trouvé
le point M tel que MP paralleled AB perpendi-
culaire fur AP, foit égale & MK : il eft clair
( Art, 110.) que ce point fera d la courbe cher-
chée AM; puifque PM +~MF=—=AH~+ HF.
Or cela fe fait ainfi.

Soit menée KG perpendiculaire fur AP ; &
ayant pris KO = K G, foient tirces KP paral-
lele 20G, & PM parallele 3 GK: je disque
le point M fera celui qu’on cherche. Car a cau'e
des triangles femblables GKO, PMK , T'on
aura PM — MK ; puifque GK =XKO.
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Si la cauftique HF fe réuniffoit en un point,
la courbe A M deviendroit une {ection conique.

CoprorrAaIre L

Igo.IL eft clair que la courbe qui pafie par
tous les points K, eft formee par le développe-
ment de la courbe HF en commengant en A,
& quelle change de nature 3 mefure que le
point A change de place fur la tangente AH,
Donc puifque les courbes AM naiflent toutes
de ces courbes par la méme conftruétion , qui
eft géométrique ; il S'enfuit ( Arz. 108.) quiel-
les font d’une nature différente entr'elles , &
quelles ne font géométriques que lorfque la
cauftique HE eft géométrique & rectifiable.

CeNMoxrarxzrze. 1]

13 U~ ligne courbe DN ( Fig. 110. PL6.)
étant donnée avec un point lumineux C; trou-
ver une infinité de lignes telles que AM , en-
forte que les rayonms réfléchis DA, NM fe
réuniffent en un point donné B , apres s'étre
réfléchis de nouveau 2 la rencontre de ces li~
gnes A M.

Si Ton imagine que la courbe HF foit Ia
cauftique de la donn¢e DN , formée par le point
lumineux C ; il eft clair que cette ligne HF
doit étre aufli la cauftique de la courbe AM
ayant pour point lumineux le point donne B ;
de forte que FK=—=BA + AH+HF, & NK
—BA+AH4+HF+FN=BA-+AD+DC
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— CN , puifque (Are. 110.) HD 4 DC=HF
+ FN 4+ N . Cequidonne cette conftruction.

Ayant pris a difcrétion fur un rayon rcflechi
quelconque le point A pour un des points de la
courbe cherchée A M, on prendra fur un au-
tre rayon réfléchi NM ; tel quon voudra, la
partie NK—=BA+4+AD+4+DUC-—~CN; &lon
trouvera le point cherché M comme ci-deflus,
art. 129. ( Confultez la Note cinquante-unieme.’)
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I G -

SE o O N VI

Ufage du Calcul des différences pour trouver
les Cauftiques par réfraétion.

DEfFINITION.

I Ton congoit qu'une infinit¢ de rayons BA ,
BM, BD,( Fig. 111. Pl. 6.) qui partent
d’un méme point lumineux B, fe rompent ala

. rencontre d’une ligne courbe A M D, en s’appro-

chant ou s’¢loignant de fes perpendiculaires MC,
enforte que les finus CE des angles d’incidence

- CME, foient toujours aux finus CG des angles

de réfraction CM G, en méme raifon donnée de
m 3 n ; la ligne courbe HFN que touchent tous
les rayons rompus ou leurs prolongemens AH,
MF,DN (Fig. 112. Pl. 6.") eftappellée Caufti-
que par réfraction.

Cio-f80 L L AlI:R E.

Igz.SI I'on enveloppe la cauftique HF N en
commengant au point A , P'on décrira la courbe
A LK telle que la tangente LE plus la portion
F H de la cauftique fera continuellement égale a
la. méme droite A H. Et fi 'on congoit une autre
tangente F »/ infiniment proche de FML , avec
un autre rayon dincidence B , & qu’on décrive
des centres F', B, les petits arcs MO, MR :
on formera deux petits triangles re&angles MR#z,
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MO 7 qui feront femblables aux deux autres
MEC, MGC, chacun i chacun ; puifque {i I'on
bte des angles droits R M E, C M le m¢me an-
gle EM , les angles reftans RM# , EMC
feront égaux ; & de méme fi l'on Ote des angles
droits GM O, CM 7 le méme angle G M7z, les
reftans O M 72, G'M C feront égaux. C’eft pour-
quoi R#.0m:: CE.CG:: s .n. Or puifque }
R eft ladifference de BM , & O m celle de LM;

il s’enfuit ( Art. 96, )que BM — B A fomme de |
toutes les différences Rz dans la portion de cour- |
be AM,eftAMLouAH—MF —FH fomme |
de toutes les différences O dans la méme por- |
tion AM, comme m eft 2 73 & partantque la |

portion FH:AH‘—-MF+-§ BAW—EBM.

11 peut arriver différens cas, felon que le rayon
incident B A eft plus grand ou moindre que BM,
& quele rompu A H enveloppe ou développe la
portion HF : mais on prouvera toujours , com-
me Pon vient de faire, quela différence des ra-
yons incidens eft a |a différence des rayons rom- |
pus (en joignant a I'un d’eux la portion de la
cauftique ‘qu’il développe avant que de tomber
fur l'aut.e) comme  eft i n. Par exemple , ( Fig.
112.PL. 6 YBA—BM.AH—MF —FH::

m . n.dolu l'on tire FH:AH——-MF—PEBM
i i [
m

I

SiPon décrit du centre B (Fig. 111. Pl 6.) |
Parc de cercle AP ; ileft clair que PM fera la |

SCD LYON 1
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différence des rayons incidens BM, BA. Et
fi Pon fuppofe que le point lumineux B devienne
infiniment ¢loigné de la courbe AMD | les
¥ rayons incidens B A, BM deviendront paralleles,
& l'arc AP deviendra une ligne droite perpen-
diculaire fur ces rayons.

PROPOSITION LI

PrROBLEME GENERAL.

1;3-LA nature de la courbe AMD , ( Fig.
v 111.PL 6.) le point lumineaux B, & le rayon
\ incident BM crant donnés ; trouver fur le rayon
\ rompu MF donné de pofition , le point F o il
touche la caufltique par réfraétion.

Avyant trouve ( Seét. 5.) la longueur MC du ra-
yon de la développée au point donné M, & pris
Parc M 7 infiniment petit , on tirera les droites
Bm, Cm, Fm; ondécrira des centres B, F,
les petits arcs MR , MO ; on menera les perpen-
diculaires CE, Ce; CG, Cg fur les rayons
incidens & rompus ; & 'on nommera les données
BM,y; ME,a; MG, b ; & le petit arc
MR , dx. Cela pofe,

Les triangles reGangles femblables ME C &
. MRm,MGC& MOz, BMR &BQe,don-
neront ME(2). MG (b):: MR (dx).MO
— % EtBM(y).BQouBE (y+a):: MR
| (dx).Qe= “dxjydx. Or par la propriété de

la réfration Ce. Cg::CE,CG::m.n Et
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adszx -F-yc.’x>
i~ L]
1
. Donc a caufe .

partant 72 .n:: Ce —CE ou Qe (

d d
Cz—CGou Sy = L2200
my

des triangles re¢tangles femblables FMO & F Sg,

bmydx — anydx — aandx
Pon aura MO — 80 —-teatX : )is
amy
bdx

MO(—) : :MSou MG (b) . MF =

Ce qui donne cette conftruction.
Soit fait vers CM ( Fig. 113. Pl 6.) l'angle

ECH-—=GCM, & foit prife vers B, MK —= & |

X
Je dis que fi 'on fait HK . HE : : MG.MF.le
point F fera 3 la cauftique par réfrattion.
Car A caule des triangles femblables CGM,
CEH, 'onauwra CG.CE::n.m:: MG (b).

El= %. D’od l'on tire HE — ME ou HM

bimy /
biny — any —aan

bm— an bmy — any —aan

= , HM—MKouHK— 3
n ;’I';V
o ¢ bmy — any — aan bm .
& partant HK ( > )-HE(—)::
MG (b).MF= o

bmy— any — aan
Il eft clair que fi la valeur de HK eft négative; -
cellede M F le fera aufli : d’on il fuit que le point |
I1 tombe entre les points G, F, lorfque le '
point H {e trouve entre les points K, E.
Si le point lumineux B (Fig. 111. 113.PL 6.)
tomboit du c6té du point E, ou ( ce qui eft la
méme chole ) fi la courbe A M D étoit concave du

SCD LYON 1
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c6té du point lumineux B ; y deviendroit négative
de pofitive qu’clie ¢toit auparavant, & l'on au-
— bbmy

. roit par conféquent MF =— : "
) — bmy = any — aqan

bb .
ou i . Et la conftrution demeure-
Imzy—- ay +aan

roit la méme.

Si Ion fuppo’e que » devienne infinie : c’eft-3-

dire , que le point lumineux B foit infiniment
eloigné de la courbe AMD ; les rayons inci-
dens feront paralleles entr’eux , & I'on aura MF

: bbm .
= ——, parceque le terme aan fera nul par

rapport aux deux autres bz , any ; & comme MK
( iyf) s’évanouit alors , il n’y aura qu faire
HM.HE:: MG.MF.

CoroEEAIRE. I

134. ()~ démontrera, de méme que dans les
cauftiques par réfiézion, ( Are. 114, 115. )
qu'une ligne courbe AMD n’a quune feule
cauftique par réfraGtion, la raifon de m a n
¢tant donnle ; laquelle cauftique eft toujours
geometrique & re&ifiable , lorfque la courbe
propofee A M D eft géométrique
Cororrarrs IL

135.5 1 le point E tombe de lautre c6té de la
perpendiculaire M C par rapport au point G , &
que CE foit égale 2 C G ; il eft clair que la cauf-
tique par rcfration fe changera en cauftique par

~ SCDLYON 1
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réfléxion. En effeton aura M F ( e )

bmy — any +aan
— 2;):; o3 puifque m=u , & que a devient né-
gative de pofitive quelle eroit, & de plus égale
3 b. Ce qui s'accorde avec ce quon a démontré
dans la feCtion précédente.

Si 7 eft infinie par rapport a # ; il eft clair que
le rayon rompu M tombera fur la perpendicu-
laire C M : de forte que la cauftique par réfrac-
tion deviendra la développée. En effet on aura
MF=10, qui devient en ce cas MC: ceft-a-
dire , que le point F tombera fur le point C,qui
eft 2 la développée.

Cororrarre IIL

136.81 la courbe AMD eft convexe vers le
point lumineux B, & que la valeur de MF

¢ <o ) foit pofitive ; il eft clair quil |

my — any — aan
fauc{;a prej;ldre Je point F du méme cté du point
G, par rapport au point M, comme on I'a fuppo-
{é en faifant le calcul : & qu’au contraire fi elle eft
négative , il le faudra prendre du cdte oppofé. 1l

en eft de méme lorfque la courbe A MD eft con- |

cave vers le point B ; mais il faut obferver quon

aura pour lors MF = i . D'od il

bmy — any — 4an
fuit que les rayons rompus infiniment proches
font convergens, lorfque la valeur de MF eft
pofitive dans le premier cas, & négative dans

le fecond ; & qu'au contraire ils font"divergens
loriqu’elle

SCD LYON 1
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lorfquelle eft négative dans le premier cas, &
pofitive dans le fecond. Cela pofé; il eft évident ,

1°. Que fila courbe AMD eft convexe vers le
point lumineux B, & que » foit moindre que
n ;ouque fi elie et concave vers ce point,
& que 72 furpafle 7 : les rayons rompus infiniment
proches feront toujours divergens.

2°. Que fi la courbe A M D eft convexe vers le
point lumineux B, & que 7 furpsffe #; ou que fi
elle eft concave vers ce point, & que 72 foit moin-
dre que # : les rayons rompus infiniment proches

feront convergens , lorfque MK ¢ ‘;—a ) eft moin-

dre que MH(%——aoua—u?) 5 divergens ,

lorfqu’elle eft plus grande ; & paralleles, lor{-
quelle eft égale. Or comme MK=o, lorfque
les rayons incidens font paralleles , il senfuie
quen ce cas les rayons rompus infiniment pro-
ches feront toujours convergens,

COROLLAIRE IN:

137. Sl le rayon incident BM touche la courbe
AMD au point M, lon auraME (a)=o0;
& partant MF = b. Ce qui fait voir que le point
F tombe alors fur le point G. :
Si le rayon incident BM eft perpendiculaire §
la courbe AMD, les droites M E (a) & MG
(b ) deviendront égales chacune au rayon C M
de la développée; puifqu’elles fe confondent avec

lui, On aura donc M F — g

my —ny g én’ e de-
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bm £l 3
lorfque les rayons incidens font pa-

vient
m—iun

ralleles entr’eux.
Si le rayon rompu MF touche la courbe

AMD au point M, I'on aura MG (b) = o. D’ou
Ton voit que la cauftique touche alors la courbe
donnée au point M.

Si le rayon C M de Ja développce eft nul; les
droites ME (a), MG (b) feront aufli ¢gales
3 zero ; & par conféquent les termes aan , bbmy
font nuls par rapport aux autres bmy , any. D’olt
il fuit que MF =0, & quainfi la cauftiquea
le point M commun avec la courbe donnée.

Si lerayon CM de la développee eft infini ; les
droites M E (a) , MG () feront auffi infinies ;
& par conféquent les termes bmy , any feront nuls
par rapport aux autres aan , bbmy : de forte quon
aura MF :j‘smyl. Or ( Art. 133. ) comme cette

F 4ar
quantité eft negative, lorfque I'on fuppofe que le

point F tombe de lautre cote du point B par rap-
port 3 la ligne AM D, & quau contraire elle eft
pofitive lorlquon {uppole qu’il tombe du méme
obté ; il senfuit ( Are. 136.) que Pon doit pren-
dre le point F du méme coté du point B, ceft-
3-dire , que les rayons rompus infiniment proches
font divergens. Il eft évident que le petit arc M
devient alors une ligne droite , & que la conftruc-
tion précédente n’a plus de lieu. On peut lui fubf-
rituer celle-ci, qui fervira 3 déterminer les points
des cauftiques par réfraction , lorfque la ligne
AMD eft droite.

SCD LYON 1
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Ayant mené BO ( Fig. 114. PL §. ) perpen-
diculaire fur le rayon incident BM , & qui ren-
contre en O la droite MC perpendiculaire fur
AD; on tirera O L perpendiculaire fur le rayon
rompu MG ; & ayant fait Pangle BOH ¢gal
alangle LOM, onfera BM.BH:: ML, MF.
Je dis quele point F fera A Ia cauftique par ré-
fraction.

Car les triangles reftangles MEC & M BO,
MGC& MLO feront toujours femblables de
quelque grandeur que I'on fuppofe CM ; & par-
tant lorfqu'elle devient infinie , I'on aura encore

ME(a).MG(b)::BM(y).ML::%Z. Et
a caufe des triangles femblables OL M, OBH 2
l’bnauraaufﬁOL.OB(ﬂ.m)::ML(aZ 3,

BH-_:{%Z. D'oll Ton voit que BM(y).BH

(@2):LML%§.MIW5th

an aan
Cororrairg V,

138. I L eft clair que deux quelconques des trojs
points B, C, F, étant donnés , on peut faci-
lement trouver le troifiéme.

Exempre 1.

139.801'1' la courbe AMD (Fig. 115. Pl 6.)

un quart de cercle qui ait pour centre le point C;

foient les rayons incidens BA , BM » BD paral-

leles entr'eux, & perpendiculaires fur CD ; foit
M2

SCD LYON
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enfin la raifon dem a », comme3 iz, quictt
celle que fouffrent les rayons de lumiere en paflant
de l'air dans le verre. Puifque la développée du
cetcle AMD fe réunit en un point C qui'en
eft le centre, il senfuit que fi Fon décrit une
demi-circonférence MEC qui ait pour diametre
le rayon CM, & quon prenne la cordeCG =
:CE; la ligne MG fera le rayon rompu , fur
lequel on déterminera le point F, comme on
a enfeigné ci-devantart. 133.

Pour trouver le point H ou le rayon incident
B A perpendiculaire fur A M D touche la caufti-
que par refraction , Fon aura C.Are 137 ) BEL

( A Y =3b= sCA: Bt fi 'on décrit une

demi-circonférence CND qui ait pour diametre le
rayon CD , & quon prenne la corde CN =;CD;
il eft clair ( Arz. 137.) que le point N fera a
la cauftique par réfration , puilque le rayon in-
cident BD touche le cercle AMD au point D.

Si on mene AP parallele 3 CD ; il eft vifible
( Art. 132.) que la portion FH=AH-—-MF
— 2P M : de forte que la cauftique enticre HFN

:;CAMDN:']:‘/SCA.

m—n

Si le quart de cercle AMD (Fig. 116. Pl 6.)
eft concave vers les rayons incidens BM, &
que la raifon de 7 a » foit de 223 ; on prendra
{ur 12 demi-circonférence CEM quia pour dia-
metre le rayon CM, la cordeCG = 1CE)
& on tirera le rayonrompu MG fur lequel on

SCD LYON
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déterminera le point F par la conftru@ion ge-
nérale art. 133

b
On aura (A4re. 137.) AH (ﬂ-z—-—ﬂ-_)-_—_._ 2b

ceft-3-dire, que AH fera du c6té ( Ars. 136.) de
la convexité du quart de cercle A M D s & dou~
ble du rayon-A/C. Et fi I'on fuppofe que CG on
1 CE foit égale 4 CM; il eft manifefte que le
rayon rompu MF :touchera le cercle A M'D en
M., puilqu'alors Je-point G fe confondra avec le
point M. Do il fuit que fi Pon prend CE = 1CD;
le point ‘M tombera au point N ou la cauftique
HEN ( Are. 137.) touche le quart de cercle
A M D. Mais-lorfque CE. furpaffe : CDhides
rayons. incidens BM ne poutront plus fe rompre
ceft-a-dire, paflerdu verre dans lair ; puifquil eft
impoflible que C G perpendiculaire fur le rayon
rompu M G , foit plus grande que C M : de forte
que tous les rayons qui tomberont fur la partie
N D fe réfiéchiront.

Si I'on mene AP parallele 2 CD ; il eft clair
(Are. 132.) que la portion FH—=AH—MF
+ 1P M: de forte que menant NK parallele i
CD, la caoftique entiere HFN —2C A s
LK — L= CA it

b

Exemrre IL L
140. S o17 la courbe AMD (Fig. 1 o
une logarithmique fpirale qui ait pour centre' le
point A , duquel partent tous les rayons inci-
dens A M.,
M3

SCD LYON
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1l eft clair ( Ar¢. 91.) que le point E tombe
{ur le point A , ceft-a-dire, que a =y- Si donc
Ton met A la place de a fa valeur y dans
A valeur (Art. 133.) de MF lor(-

bmy — any —+ aan
que la courbe eft concave du cbté du point lumi-

neux ; on aura MF =15 ; d’ou Ton voit que le
point F tombe fur le point G.

Si I'on mene la-droite AG, & la tangente
MT; l'angle AGO complément 2 deux droits
de angle A GM, fera égal 3 'angle A MT. Car
le cercle qui a pour diametre la ligne CM, pafl-
fant par les points A &G, les angles AGO,
AMT ont chacun pour mefure la'moitié du mé-
me arc A M. 1l eft donc évident que la cauftique
AGN eft la méme logarithmique fpirale que
laodonnée AMD , & quelle n'en differe que
par fapofition.

PROPOSITION 1L

PROBLEME.
141. LAcaaﬁiquc HF ( Fig. 118. Pl 6.) par

réfration étant donnce avec Jon: point lumineux

" B, & laraifmdem an j trouver une infinite de

courbes telles que A M, dont elle [oit cauftique
par réfraction.

Ayant pris & difcrétion {ur une tangente quel-
conque HA , le point A pour un des points de
la courbe A M, on décrira du centre B & de
Pintervalle B A Tarc de cercle AP, & d’un autré
intervalle quelconque BM un autre arc de cercle;
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& ayant pris AE:;?I—PM, on décrira en enve-

loppant la cauftique HF une ligne courbe EM,

qui coupera ['arc de cercle décrit de lintervalle

“BM, en un point M qui fera a la courbe cherchee.
Car (Art. 132.)PM.AEouML::m.n.

AUTRE SOLUTION.

142. (O ~ cherchera fur une tangente quelconque
F M, autre que HA , le point M tel'que H F +-

FM+£BM:HA+£ B A. Ceft pourquoi

fi 1’011prendFK:-;:—t BA+~AH -FH, &
qu’on trouve fur FK un point M tel que MK —
% BM, ilfera ( Arz. 132.) celui quon cherche.

Or cela fe peut faire en décriyant une ligne cour-
be GM( Fig. 119.PL 6.) telle que menant d’ua
de fes points quelconque M aux points donnés B,
K, lesdroites M B, MK, elles ayent toujours
entr’elles un méme rapport que 72 a #. 1l n’eft donc
queftion que de trouver la nature de ce lieu,

Soit pour cet effet menée MR perpendiculaire
fur BK, & nommée la donnée BK, a; & lesin-
déterminées BR , x; R M, y. Les triangles rec-
tangles BAM , KRM donneront BM = Vxx+yy,
& KM — V22— 2ax—+ xx+yy: de forte que
pour remplir la condition du Probléme, l’on aura
V xx S yy -V aa— 2ax—+xx—Hyy i 7. 1. Dol

2ammao; —aamnt

Pon tire yy — s g g, et By qui eft
M 4
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un, lieu au cercle que lon conflruira ainfi,
am

Soit prife BG== ——, & BQ = 1
m-—+n m—1n
foit décrit du diametre G Q la demi-circonférence

GMQ : je dis qu'elle fera le lieu requis, Car ayant
QRouBQ—BR = . iy '®%'RG ou

m-—1rn
BR— BG:x—rn-+-n
cle , qui donne QR XR G= RM’, donnera en -

2ammx — aamm

; la propriét¢ du cer-

termes analytiques yy——————— — xx.

Si les rayons incidens BA, BM (Fig. 120. PL.€.)
font paralleles 3 une droite donnée de pofition, la
premiere {olution aura toujours lieu ; mais celle-ci
deviendra inutile , & on pourra lui fubftituer la

fuivante.
Soit prife FL —AH —H F; & ayant mené

L G parallele 3 A B & perpendiculaire fur AP, on
prendra L O :% L G, &ontirera LP paral-

Jeled GO, & PM parallele 3 G L. 1l eft clair

(Art. 132.) que le point M fera celui qu’on cher-
che ; car puifque LO = —:LG, ML= _:: PM.

Si la cauftique F H par réfradion , fe réunit en
un point; les courbes A M deviennent les Ovales
de Defcartes , qui ont fait tant de bruit parmi les
Glométres.

CoRor L ALEE L
143 O N démontre de méme que dans les cauf-
tiques par réfiéxion , ( Arr. 130.) que les cour-
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bes A M font de nature diffcrente entr’elles, &
qu’elles ne font géométriques que lorfque la cauf-
tique HF par réfrattion eft géomctrique & rec-
tifiable.

Coroiixtne Tl

144. U NE ligne courbe AM ( Fig. 121..PL 7.)
étant donnée avec le point lumineux B, & la
raifon de 77 a n; trouver une infinit¢ de lignes
telles que DN , enforte que les rayons rompus
MN fe rompent de nouveau a la rencontre de
ces lignes DN pour fe réunir en un point donné C.
Si I'on imagine que la ligne courbe HF foit la
cauftique par réfrattion de 1a courbe donnée AM,
formée par le point lumineux B il eft clair que
cette méme ligne H F doit étre aufli la cauftique
par réfradtion de la courbe cherchée DN, ayant
pour point lumineux le point donné C. C’eft pour-

quoi ( Art. 132.)%BA+ AH:}: BM 4 MF
+FH,&NF+FH-£NC:HD---£DC;
&partant.ﬁBA-hAH:;EBM+MN+HD
— ZDC+2 NC; & tranfpofant A Pordinaire ,
4 m m

EBA -2 BM4 I B CFAD =M E
m m n .

n - .
—~NC. Ce qui donne cette conftruction.

Ayant pris & difcrétion fur un rayon rompu
quelconque A H le point D pour un de ceux de la
courbe cherchée D N, on prendra fur un autre
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rayon rompu quelconque M F la partie MK =

RN ELBM P EDCLAD & ayant trou-
m m mn

vé, comme ci-deflus ( Art. 142. ), le point N tel
que NK :,i,: N'C, ‘if eft “clair ( Are. 132.)
qu’il fera 3 la courbe D N.

CororLLAIRE GENERAL
Pour les trois Seélions précédentes.

145.11.. eft manifefte ( 4rz. 80. 85. 107. 108.
114, 115. 128. 129. 134. 143.) qu'une ligne
courbe n’a quune feule développée , quune feule
cauftique par réfiéxion , & qu'un feule par réfrac-
tion, le point lumineux & le rapport des finus
étant donnés , lefquelies lignes font toujours
géométriques & retifiables lorfque cette courbe
eft géométriqug. Au lieu quune méme ligne
courbe peut étre la développce , & I'une & l'autre
cauftique dans le méme rapport des finus, &
dans la méme pofition du point lumineux , com-
mune 3 une infinité de lignes tres differentes en-
tr'elles, & quine font géomeétriques que lorfque
cette courbe eft géométrique & redtifiable ( Con-
fulrez la Note cinquante-deuxieme.)

a5
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T R A R AT U T TR DA
SECTION VIIL

Ufage du Calcul des différences pour trouver les
points des lignes courbes qui touchent une infi-
nité de lignes domnées de pofition , droites ou
courbes.

PROPOSITION L
PROBLEME.

_ O1 T donnée une ligne quelconque AMB,
145 ( Fig. 122. Pl. 7. ) qui ait pour axe la
droite AP ; foient de plus entendues une infinité de
paraboles AMC , AmC, qui paffent toutes par
le point A , & qui ayent pour axes les appliquées
PM, pm. Il faut trouver la ligne courbe qui tou-
che toutes ces Paraboles.

1l eft clair que le point touchant de chaque
parabole AMC eft le point d'interfection G ol
la parabole A7 C, qui en eft infiniment pro-
che, la coupe. Cela pofé, & ayant mené CK
parallele 3 'MP, foient nommées les données
AP, x; PM, y; & les inconnues AK, #s
K C, z. On aura par la propriété de la parabole,
AP* (xx).PR*Cau — 2ux + xx):: MP (»).
MP — CK (y—z ). Ce qui donne gxx =— 2uxy
— uuy , qui eft Péquation commune a toutes les
paraboles , telles que AMC. Or je remarque que
lesinconnues AK (2) & KC (g) demeurent
les mémes , pendant que les données AP(x)
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& PM (p)varient en devenant Ap & pm; &,

qu’il n’arrive que KC (z) demeure la méme,
que lorfque le point C eft celui d’interfeGion :
car il eft vifible que par tout ailleurs la droite KC
coupera les deux paraboles AMC, AmC en
deux différens points, & qu’elle aura’ par con-
{équent deux valeurs qui répondront'a la méme
de A K. Ceft pourquoi fi 'on traite # & g comme
conftantes, en prenant la différence de I'équa-
tion que l'on vient de trouver, on déterminera
le point C & étre celui d’interfe®ion. On aura
donc 2zxdx = 2axdy + 2uydx — uudy ; d’oli Pon
2x%dy — 2yxdx

tire linconnue AK (z) = T e

2 —
mettant pour g fa valeur fﬂ}}—f—"—l ; & la nature

de la courbe A M B ¢tant donnée, on trouvera,
une valeur de dy en dx , laquelle étant {ubftituée
dans la valeur de A K, cette inconnue fera enfin
expriziée en termes entiérement connus & déli-
vres des différences. Ce qui étoit propofé.

Si au lieu des paraboles AMC , on propofoit
d’autres lignes droites ou courbes, dont la pofition
fir déterminée, on réfoudroit toujours le Pro-
bléme A peu prés. de la méme manitre : & ceft
ce que I'on verra dans: les Propofitions fuivantes.

ExEmPLE
1_47._'Q UE l'éqijat'idr; XX = 4ay — 4yy exprime
la nature de la courbe A M B : elle fera une demi-
ellipfe qui_aura pour petit axe, la droitc AB
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== a perpendiculaire fur AP, & dont le grand
axe fera double du petit.

On trouve xdx — 2ady —4ydy ; & partant AK

Qxxa’_y — 2xydx

. Y 2% 4. Drou il fuit que fi
x\f)/ —_— 2)/.:53.‘ b4

Yonprend A K quatrieme proportionnelle 8 MP,
PA, AB, & quon mene K C perpendiculaire
fur A K ; elle ira couper la parabole AMC au
point cherché C.

Pour avoir la nature de la courbe qui touche
toutes les paraboles, ou qui pafle par tous les
points C ainfi trouvés, on cherchera I'équation
qui gxprime la rélation de AK (#)a K C(z)en

cette forte. Mettant a la place de # fa valeur “y——x
bt

aa

dans 3xx = 2uxy —uuy , _I on en tire y = —— - s

au

& partant x ou-2 = . Si donc I'on met ces
il

22—z

valeurs ala placedex & y dans xx — 4ay — 4y »
on formera I'équation uu=— 4aa — 4az ol x & y
ne fe rencontrent plus, & qui exprime la rélation
de AKAKC. D’ouFon voit quela courbe cherchce
eft une parabole qui a pour axe la ligne BA, pour
fommet le point B, pour foyer le point A, & dont
- le paramétre par conféquent eft quadruple de AB.

da

On vient de trouver y == d’ou 'on tire

28— 7 °
22y — aa
KC(z)==2"—"22 Orcomme cette valeur eft

pofitive lorfque 2y furpafle a2 , negative lorfqu'il
 eft moindre , & nulle lorfqu’il Jui eft egal : il s'en-
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fuit que le point touchant C tombe au-deflus de
AP dans le premier cas , comme I'on avoit {uppo-
{¢ en faifant le calcul; au deflous dans le fecond ,
& enfin fur A P dans le troifieme.

Si 'on mene la droite A C qui coupe MP en G;
je dis que MG =BQ, & que le point G eft le

foyer de la parabole A M C, Car 1°. AK( f}-f-‘ ¥

KC(MJ/;M)::AP(JC).PG: 2 —a. &

partant MG—=a —y =B Q. 2°. Le parametre de
la parabole AMC, eft = 44— 4y en mettant
pour xx fa valeur 4ay — 4yy ; & partant MG
(a—y)eft la quatrieme partic du parametre:
d’ott ’on voit que le point G eft le foyer de la pa-
rabole ; & qu'ainfi angle BA C doit étre divifé
en deux également par la tangente en A. '

11 fuit de ce quele parametre de la parabole
AMC eft quadruple de BQ, que le fommet
M tombant en A, le parametre fera quadruple
de AB, & quainfi la parabole , qui a pour
fommet le point A, eft afymptotique de celle qui
pafle par tous les points C.

Comme la parabole BC touche toutes les para-
boles telles que AMC; il eft clair que toutes
ces paraboles couperont la ligne déterminée A C
en des points qui feront plus proches du point
A quele point C.Or I'on démontre dans la Ba-
liftique (en fuppofant que AK foit horizontale )
que toutes les paraboles , telles que AMC, mar-
quent le chemin que décrivent en air des Bom-

e ————— W

S ———
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D&ES INFINIMENT PETITS. 191
bes qui feroient jettces par un Mortier placé en
A dans toutes les élévations poflibles avec la mé-
me force. D’ot il fuit que fi Pon mene une droite
qui divife par le milieu I'angle BAC; elle mar-
quera la pofition que doit avoir le Mortier , afin
que Ja Bombe qu’il jette , tombe fur le plan
A C donné de pofition , en un point C plus éloi-
gn¢ du Mortier, qu’en toute autre élévation.

PROPOSITION 11
PR OBLEME.

148.8 OIT donnée une courbe quelconque AM ,
(Fig. 123. Pl 7.) qui ait pour axe la droite AP ;
trouver une qurre courbe BC relle qu’ayant mené
a difcrétion Vappliquée PM , & la perpendicu-
laire P C & cette courbe, ces deux lignes PM, PC
Joient toujours égales entr’elles.

Sil'on congoit une infinité de cercles décrits
des centres P, p, & des rayons PC, pC égaux
aPM, pm; ileft clair que la courbe cherchée
B C doit toucher tous ces cercles, & que le point
touchant C de chaque cercle eft le point d’inter-
fection ot le cercle qui en eft infiniment proche,
le coupe. Cela pofé , foit menée CK perpendicu-
laire fur” AP ; foient nommdes les données &
variables AP, x; PMouPC, y; les inconnues
& conftantes AK, 23 KC, 7; & 'on aura par
Ja propri¢te du cercle PC* = PK* +KC*, ceft-2-
dire , en termes analytiques yy — xx — 2ax+
uu =+ 3, quieft équation commune 3 tous ces
cercles, dont la différence eft 2ydy =— 2xdx —

SCDLYON 1 |
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2udx : doulon tire PK (x —u) = E—f-f—’ ; ce qui
donne cette conftru@ion générale. :
Soit menée MQ perpendiculaire 2 la courbe
AM; & ayant pris PK="PQ, foit tirce KC
arallele 3 P M : je dis qu'elle rencontrera le cer-
cle décrit du centre P & du rayon PC—=P M au
point C, ou il touche la courbe cherchée BC.
v,
dx
On peut encore trouver la valeur de PK de

Ce qui eft ¢vident ; puifque PQ =

" cette autre maniere.

Ayant mené P O perpendiculaire fur Cp, les
triangles retangles p O P, P K C feront fembla-
bles ; & partant Pp (dx).Op (dy):: BC

d
(7). PK=22Z. .

Lorfque PQ="PM, ileftclair que le cercle
décrit durayon PC, touchera KC au point K3
de forte que le point touchant C fe confondra
avecle point K, & tombera par conféquent fur
Faxe.

Mais lorfque PQ furpaflera PM , le cercle
décrit durayon PC ne pourra toucher la courbe
BC ; puifquil ne pourra rencontrer la droite
K C en aucun point.

ExemrLE
149. So1T la courbe donnée AM, (Fig. 123.
Pl 7.) une parabole qui ait pour équation ax =
yy.Onaura PQ ou PK(x—u )=3a; & par

conféquent x =14 +u, &py= 5 ad + K
caufe

SCDLYON1 4
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caufe du triangle reangle PKC. Or fi I'on met
ces valeursdans ax — yy, on formera I'¢quation
344 “+au —;aa 33 OU  da -+ au =— 3% , qui
exprime la naturede la courbe BC. Dol il eft
clair que cette courbe eft la méme parabole que
AM; puifqu'elles ont P'une & l'autre le méme
parametre 2, & que {on fommet B eft éloigné du
fommet A dela diftance BA — % 4.

PROPOSITION IIL

PROBLEME

150. So11 donnée une ligne courbe quelconque
AM , (Fig-124. Pl.7.) qui ait pour diamétre 4
drotte AP, & dont les appliquées PM , pm foient pas
ralleles a la droite A Q donnée de pofition ; & ayant
mené MQ 5 mq paralleles & AP, foient tirées les
droites FQC, pqC: On demande Ia courbe AC qui
4 pour tangentes toutes ces droires : ou , ce qui ¢ft
la méme chofe , il Sagit de déterminer fur chaque
droite P QC le point touchaur C. :
Ayant imaginé une autre tangente pgC in=
finiment proche de P Q C, & mené C K parallelé
2 AQ, on nommera les données & variables AP
x3; PMouAQ, y; lesinconnues & conftantes
AK, u; KC,z; & lestriangles femblables PAQ;
PK Cdonneront AP(x). AQ(»)::PK (x

+4). KC(z) :‘y-l-%}:. qui eft I'équation

commune i toutes les droites , telles que KC; Sa

différence eft dy +- M =0, dod I5h
N

x5
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tire AK (z) :ﬂ:i% . Ce qui donne cette
conftru@ion générale.

Soit menée la tangente MT , & foit prife AK
troifieme proportionnelled A T, A P : je dis que
fi 'on mene K C parallele 3 A Q, elle ira couper
la droite P Q C au point cherché C. ‘

carAT(J’"";"d)’). AP (x)::AP(x) .

xxdy
ydx‘ = xd‘y.

Exemere I 7-

151. S o1t lacourbe donnée AM , (Fig. 124
PL. 7.) une parabole qui ait pour cquation ax =
yy-Onaura AT = AP ; dolt il fuit que AK
(u)=1x, ceft-a-dire, que le point K tombe
{ur le point T. Si I'on veut 3 préfent avoir une
équation qui exprime la relation de AK(u)a
KC (g)5 on trouvera KC(z) =2y, puifque
Ton vient de trouver que PK eft double de AP.
Mettant donc 2 la place de x & y leurs valeurs
u &Lzdansax=—yy, onaura 4au = 3 : d’ou
I'on voit que la courbe AC eft une parabole
qui a pour fommet le point A , & pour parame-
wre une ligne quadruple du parametre de la para-
bole A M.

Al =

Exemrpire 1L

152. S o171 1a courbe donnée AM, ( Fig. 125.
Pl 7.) un quart de cercle BMD qui ait pour
centre le point A, & pour rayon la ligne AB ou
A D, que jappelle a. Heft clair que P Q eft tou-
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jours égale au rayon AMou AB , ceft-y-dire ,
quelle eft par-tout 1a méme :'de forte que lon
peut concevoir que fes extrémités P, Q gliflent le
long des cotés BA ; A D de I'angle droit B A D.

On aura AK(2)= :%, puifque AT —= 22, &

X

les paralleles K C, A Q donneront A P (] .0
(a): :AKCRE; YQC :x-?x. D’otl l'on voit que
pour avoir le point touchant C, il i’y a qu A pren-
dre QC troifieme proportionnelle 3 PQ & A P.
Si Pon cherche I'¢quation qui exprime la nature
de la courbe BCD; on trouvera celle=ci 3
#° — 3a0u* 4 3a%uu—  G°z=g

+ 3%+ 21488 +34'Q

-+ 33t —3aa3t

g o

CoiRoxtith's. L

153.S1 Pon veut chercher le rapport de 14 por=
tion D Cdelacourbe BCD A fa tangente C P
l'on imaginera une autre tangenté ¢p infiniment
proche de CP; & ayant décrit du centre C le perit
arc PO, T'on aurazp —CP ou Op—Ce=

25xdx% .2 - 2 ¥ X0
~ ——» pour la différence de CP =

a

axdx ]
. Ot 2 caule des

d'ol Pon tire Cc =0 P + =
triangles reftangles femblables QP A , Pp@, lon
aura PQ (2) . AP (x) : «Pp(dx).0P ::f-;f- e

Nz
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& partant Ce :—.i’:—df::DC — Dc.- 1l eft done

manifefte quen quelque endroit que lon preane
;xdx)
).

Je point C, l'on aura toujours D C—De¢(

2xdx gends p P
CP—ecp(—- D333 = 2 D’ou il fuit que la
(omme de toutes les différences DC — D ¢ qui ré-
pondent  la droite PD , c'eft-a-dire, (Art. 96.)
la portion D C de la courbe BCD, efta la fom-
me de toutes les differences CP — 'cp qui repon-
dent 3 la méme droite P D, c’eft-a-dire (A
96.)4 la tangente CP: : 3 . 2. Et de méme quela
courbe entiére BCD eft A fa tangente BA ::3. 2,

CoRrRoLrairE IL

154 SI Pon développe la courbe BCD en com-
mencant par le point D, on formera la ligne
courbe DNF telle que CN . CP:: 3. 2. puifque
CN eft toujours égale 3 la portion DC de la
courbe BC D. Dotil fuit que les fe€teurs fem-

blables CN»z , CPO font entreux::g .4. & |

_partant que I'efpace DCN renferme¢ par les «cour-
bes DC, DN , & par la droite CN qui eft
tangente en C, & perpendiculaire en N, efta
Pefpace D CP renferme par la courbe DC, & par
les deux tangentes DP , CP, comme 9. 2 4.

Cororvraire IIL
155 L g centre de pefanteur du fe€eur CN#
doit etre fitué fur Parc P O ; puilque CP == 2CN.
Et comme cet arc eft infiniment perit , il s’en-

%
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fuit que ce centre doit étre fur la droite AD ; &
artant que le centre de pefanteur des efpaces
DCN, BDF quifont compof¢s de tous ces fec-
teurs , doit étre fur certe.droite AD : de forte
que fi Pon décrivoit de Pautre cote de BF une
figure toutepareille 3 BDF , le centre de pe-
fanteur de la figure entiére feroit au point A.

CororrairE IV

156. A caufe des triangles re@angles femblables
PQA,pPO, l'on aura PQ (a). AQ ou PM

(I/M—xx) ulidp (dx) PO :G_m.__’x'!;‘z__“‘_", Et
3 caufe des feCeurs femblables CPO, CNa# ,

FonauraaufliCP.CN,ouz2.3:: P(,)(.‘?f.".'i*:.i‘ir ;

)
Bl i Or e reGtangle MPxPyp ,

24
ceft-A-dire, (Art. 2 ) le petit efpace circulaire
MPpm=—dx}/ aa— xz. On aura donc AB X
N#n =iMPpm: donil {uit quela portion ND
de la courbe D N F érant multipli¢e par le rayon
AB, eft fe[quialtére du fegment circu aire DMP,
& que la courbe enti¢re D N F eft égale aux trois
quartsde BM D, quatrieme partie de la circonfé-
rence du cercle.

PROPOSITION IV, i

(
PROBLEME. °°
157. So1r donnée une courbe quelconque AM ,

(Fig. 126. Pl. 7. ) qui ait pour axe la droite
N3

AR
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AP ; & foient entendues une infinité de perpen-
diculaires MC, mC 2 cette courbe. On demande
la courbe qui o pour tangentes toutes ces perpen=
diculaires : ou ce qui eft la méme chofe, il faur
trouver fur chaque perpendiculaire MC le poinz
touchant C. :

Avyant imaginé une autre perpendiculaire 7z C
infiniment proche de M C, avec une appliquée
MP, 'on menera par le point d’interfection C les
droites CK perpendiculaire, & CE parallele a I'axe:
ayant enfuite nomm¢ les données & variables AP,
x5 PM, y; lesinconnues & conftantes AK, #;

KC,g; lonauwra PQ==%%, PK ou CE=ux

—~x, ME=—y+4z%; & les triangles retangles
{femblables MPQ , ME C donneront MP ().

PQ(ZZ):: ME (y+7).EC (s—x)=

dy =+ 71 " .
}%Z qui eft une équation commune 3 tou-e

tes les perpendiculaires telles que MC, & dontla
différence ( en fuppofant dx conftante ) donng —

ddy + dyt <+ zd. g
dx =1 . c’; 1Y d'ov 'on tire ME ()

dx? dv?® :
== ———x__'-:dyy . Or la nature de 1a courbe AM
¢tant donnée, I'on aura des valeurs de dy* & ddy

.’fxl—{—{f)/z‘

en dx*, lefquelles érant fubflituées dans e
ey

donneront pour M E une valeur enti¢rement con-
nue& délivréedes différences, Ce qui éroit propofe.

SCD LYON 1 __
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Il eft évident que la courbe qui pafle par

tous les points C, eft la développée de la courbe

AM; & comme 'on en a traité exprés dans

]a Seion cinquiéme , il feroit inutile d’en donner
ici des exemples nouveaux.

PROPOSITION V.
: PROBLEME.
158.DEUX lignes quelconques AM , BN

(Fig. 127.Pl. 7. ) étant données avec une ligne
droite MN qui demeure toujours la méme ; on
Juppofe que les extrémités M, N de cette ligne
gliffent continuellement le long des deux autres,
& Uon demande la courbe qu'elle rouche toujours
dans ce mouyvement.

Ayant mené les tangentes MT , NT, &
imaginé une autre droite z#z infiniment proche
de MN, & qui la coupe par conféquent au
point C o elle touche la courbe dont il s'agit
de déterminer les points. 1l eft clair que la droite
MN, pour parvenir en zn , a parcouru par fes
extrémités les petites portions Mz , Nz des
lignes AM, BN, lefquelles font communes
caufe de leur infinie petitefle , aux tangentes
TM, TN : de forte que 'on peut concevoir
que la ligne MN pour parvenir dans la fituation
infiniment proche 727 , ait glifi¢ le long des droites
TM , TN données de pofition.

Cela bien entendu , foient menées fur N T les
perpendiculaires M P , CK ; foient nommées leg

Ng ooneu

Ty g
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données & variables TP, x; PM, y; les incon- |
nues & conftantes TK, z 3 KC 5 T3 & la donnce
MN qui demeure par-tout a méme , a. Le trian=

gle rc@ang'e MPN donnera PN =1}"2a—3y 3

& 2 caufe des triangles femblables NPM , NKC- b
Yonaura NP (Vae—yy) . PM (y) ::

(4 —x—1V 2a gt 9.5 KC(z) _?‘au—:«y_ﬂy’ |

dont la diff*rence donne aaudy — aaxdy — aaydx |
wyldx = agdy-;yydyl/gd%— yy - dol en faifant
V/ 2a—yy = m pour abréger , l'on tire PK (z—x)

__m3dy <+ mmydx __ m3 + mmx

——

 onn €n meéttan ur
aad aa 3 bRy

ydx {a valeur xdy, & caufe des triangles fembla-
blcstM,MPT;&partantMC:M: !

i ce qui donne cette conftrudtion.

i Soit menée TE perpendiculaire fur MN, &
foit prlfe MC=NE:je dis que le point C fera
celui qu’on cherche. Car  caufe des triangles rec-
" ';alngles femblables MN P, TN E, 'on aura MN
7# (a) NP (m): NT(m—[—x) NE ou MG

mm—+ mx

.I —— T

a

Autre manicre. Ayant mené T E perpendicu-
Yaire fur M N, & décrit du centre C les petits arcs
I MS., NO, on nommera les données NE, r;
| E'P,s,MN,a & linconnue CM, z. On
ﬁ_ aura S ou On —=dt ; & les triangles re&angles
| femblables MET & »SM, NET & nON,
CMS& CNO d.onneronl; ME(r--a) ET
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(sY::mS(de).SM=-2_. Et NE (r),

r

ET (s)::10 (d). ON="% E:MS—NO

(=22 MS(=Z2Y.: MN (a) . MC () =7.

Ce qui donne la méme conftruétion que ci-deflus.

Si I'on fuppofe que les lignes A M, BN foient
des droites qui faflent entr’elles un angle droit 5 il
eft vifible que la courbe cherchle eft l]a méme
que celle de l'art. 152,

PROPOSITION VL

PROBLEME,

159 SOIENT données trois lignes quelconques
L,M, N; (Fig. 128, Pl.7.) & foient enten-
dues de chacun des points L, 1 de la ligne L deux
tangentes LM & LN, Im & In, aux deux courbes
M & N, une a chacune. On demande la quatriéme
courbe C, qui ait pour tangentes toutes les droites
MN , mn qui joignent les points touchans des
courbes M, N. :

Avyant tiré la tangente LE , & men¢ parun de
fes points quelconque E les perpendiculaires EF ,
EG fur les deux autres tangentes ML, NL,
on concevra que le point / foit infiniment pres
du point L; on tirera les petites droitess LH,
LK perpendiculaires fur !/, nl; comme aufli
les perpendiculaires MP , P , NQ, »Q fur
les tangentes ML, m/ ; NL , nl , lefquelles
perpendiculaires s’entrecoupent aux points P &
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Q, Tout cela formera les triangles retangles
{femblables EFL , & LH/ , EGL & LK/;
comme auffi les triangles LMH & MP#, L2K
& NQnureGanglesenH& m , K & N, qui fe-
ront femblables entr’eux , puifque lesangles LMH,
MP 7 étant joints Pun ou Pautre au méme an-
ole P M 7 , font un droit. On prouvera de méme,
quelesanglesL.n K, NQn font égaux entr'eux.
Cela pofé, on nommera le petit cb6té M= du
polygone qui compofe la courbe M, du ; & les
données EF ,m;EG,n; MNouwmn,as ML
ouml,by NL ounl, c; MPoumP, f; NQ
ou 7Q, g (je prens ici les droites MP , N Q pour
données , parce que la nature des courbes M, N
étant donnée par la fuppofition , on les pourra

toujours trouver ( Arz. 78.); & Pon aura, 1o

MP(f).I\*lL(B)::Mm(du).LH:‘%—‘. 20,

L bdu ___bndu

EE(#).EG (#)::LH (-}--) X LK_ﬁunrf-.

30.LNOHL”(C).HQ(g)::LK(é:::ft) .o N

— 5?}?. 4°. ( menant M R parallele 2 NL ounl)

al(h)-In(c)::mM(de). MR = 2. 5o
edu

MR-;-Nn(C—iE.Hj;i").MR(T) . : MN

(a) MC= “ff—%%@—n. Ce qu'il falloit trouver.
Si la tangente EL tomboit {ur la tangente ML,
il eft clair que EF () deviendroit nulle ou zero ;
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& partant que le point cherché C tomberoit fur
le point M. De méme fila tangente EL fe con-
fondoit avec la rangente LN, alors E-G (#) de-

" viendroit nulle , & I'on aureit par conféquent MC

=—a: d’olt I'on voit que le point cherché’ C tom-

eroit auffi fur le point N. Et enfin fi la tangente
E L tomboit dans 'angle GLI; ence cas EG
( # ) deviendroit négative : ce qui donneroit alors

MC— S g ; & le point cherché C ne

ccfm — bbgn
tomberait plus entre les points M & N , mais de
part ou d’autre.

ExeEmeprre L

160.Svrrosons que les courbes M & N (Fig.
129. Pl 7.) ne faflent qu'un cercle. }1 eft clair
en ce cas que b = ¢, & f==g; ce qui donne MC

am : 4 A
= ——, d’oli Pon voit qu'il ne faut alors que
m '

couper la droite M N en raifon donnée de 7 3 =
pour avoir le point cherché C; ceft-3-dire , ¢n-
forte que MC.NC::.a.

Exenmrpre 1L

16:. Surrosons que les courbes M & N
foient une Sedtion conique quelconque. La conf-
truction générale fe peut changer en cette autre
qui eft beaucoup plus fimple, {i I'on fait attention
2 une propricté des SeCtions coniques, que l'on
trouve démontrée dans les Livres qui en traitent:
fcavoir que fi 'on mene de chacun des points
L, /d’une lignedroite EL deux tangentes LM
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& LN, Im & In 3 une. Setion conique ; toutes
les droites M N, 1 qui joignent les points tou-
chans , fe couperont dans le méme point C, |
par lequel paffe Je diam¢tre A C, dont les ordon-~

| nées font paralleles 3 la-droite EL. Car il fuit

i de Ia , que pour avoir le point C, il ne faut que
mener un diametre qui ait {es ordonnées paral-

‘ leles 2 la tangente EL. |
! 11 eft évident que dans le cercle, le diametre
{ déit étre perpendiculaire fur la tangente EL ;
f c'eft-i-dire, qu'en menant de fon centre A une
perpendiculaire A B fur cette tangente, elle cou~
pera la droite M N au point cherche¢ C.

REmMAarQUE

162. (D~ peut par le moyen de ce Probléme
i (Fig. 128.PL 7. ) réfoudre celui-ci qui dépend
de la Méthode des Tangentes.
Les trois courbes C, M , N, étant données,
W on fera rouler une ligne droite MN- autour de |
la courbe C, enforte quelle la touche continuel-
i lement ; on tirera par les points M, N, ol
elle coupe les courbes Ml & N , les tangentes
Fr_! ML , NL qui s’entrecoupent en un point L,
lequel décrit dans ce mouvement une quatri¢me

m courbe L2 Il s’agit de tirer la tangente LE de
i cette courbe , la pofition des droites MN , ML,
Wi N L étant donnée avec le point touchant C. A

|

' Car il eft vifible que ce Probléme n’eft que Fin-

1 verfe du précédent, & qu'ici M C eft donnée:ce |
" qu'on cherche, c’eft la raifon de EF , EG, qui

| :
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détermine la pofition de la tangente E L. Cleft
pourquoi fi 'on nomme la o’;bnnée MC, Ah;lon

bbghn

accfm It | :
— 4 :dou lon'tirem = ——53
accf—ccfh?

ccfm —+bbgn
& par conféquent la tangente L E doit éure telle-
ment fituée dans Panglé donné ML G, que filon
mene d’un de fcs points quelconque E les perpen-
diculaires B F , EG fur les cotés de cet angle ,
elles foient toujours entr’elles en raifon donnce de

aura

bbgh % accf — ccfh. Or cela fe fait en menant MD

3
paralleledN L, & égale 3 -

acc

Il eft &vident ( Are. 161.7) que fi les deux
courbes M & N (Fig. 129. Pl. 7.) nefont qu'une
Setion conique , il ne faudra que tirer la: tan-
gente LE parallele aux ordonnées du diametre

qui paffe par le point C. ( Confulrex la Nore 53%)
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SECTION IX.

Solution de quelques Problémes qui dépendent
des Meéthodes précédentes.

FROUOPOSITION L

PROBLEME.

iG;-SOI T ane ligne courbe AMD { Fig. 130:
P77 ) CARE=#7PM 'y AB 2=
telle que la valeur de Lappliquée y [oir exprimée par
une fraélion , dont le numérareur & le dénomina-

zteur deviennent chacun Zero lorfque x =a , c'¢ft-a-

dire y dor[que le point P tombe fur le poiny donné B.
On demande quelle doit étre alors la valeur de
Vappliquée BD.

Soient entendues deux lignes courbes AN B ;
COB, qui ayent pour axe commun la ligne A B,
& qui foient telles que 'appliquée P N exprime le
numérateur , & Pappliquée P O le dénominateur
de la fraltion genérale qui convient & toutes les

P M: de forte que PM = A—Bi%)ﬁ Il eft clair
que ces deux courbes fe rencontreront au point B;
puifque par la fuppofition PN & P O deviennent
chacune zero, lor{que le point P tombe en B. Cela
pofé, fi 'on imagine une appliquée bd infiniment
proche de BD, & qui rencontre les lignes cour-

bes ANB,COB aux points f, g ; lon aura bd
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:AE;X . > laquelle ( Arz. 2.). ne différe pas de
&

BD. Iln’eft donc queftion que de trouver le rap-
port de bg & bf. Or 1l eftvifible que la coupée AP
devenant A B, les appliquées PN , P O devien-
nent nulles, & que AP devenant A b, elles de-
viennent f, bg. Dol il fuit que ces appl.iqu'ées L
elles mémes bf',"bg , font la différence des appli-
quées en B & b par rapport aux courbes AN B,
( OB ; & partant que fi T'on ‘prend la différence
du numérateur s, & qu'on la divife par la diffe-
rence du denominateur s apres avoir fait w=a
— Abou A B, 'on aura la valeur cherchée de
Pappliquée b4 ou B D. Ce qu'il falloit trouver.

Bxewme s L

Po. S YA L Vgasx._x4—a]/aax il ot
A= ]/ax’

clair que lorfque x == 2, le numérateur & le dé-

nominateur de la fraction deviennent égaux cha-

dun A zero. Ceft pourquoiI'on prendra 1z diffé-

a3dx — ax3dx aadx

e & du numérateur, &
V 243% — x4 3yaxx

rence

du déno-

on la divifera par la différence — iadx

4vadx

minateur , apres avoir fait x =—a, c’eft-a-dire ,

qu on divifera — 4 adx par — 1 dx ; ce qui donne
®a pour la valeur cherchée de ’BD.

|
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Exemese IL

acz — ax

2 rouveé y — 2a ;
a—Vax ()n ¥ 4 ?

165. S OFT )=
lorque x — a.
On pourroit réfoudre cet exemple fans avoir
befoin du calcul des différences, en cette forte.
~ Avyant 6t¢ les incommenfurables , on aura
AAXX+ 244X ~aX)Y — 28°%X +a'~+aayy — 28’y =0,
qui étant divifé par x— 4, fe réduit 2 aax — a’
+ 2aay —ayy = o0; & {ubftituant a pour x, il
vient ‘comme auparavant y — 2a.

LzgumeE

166. S 01T une ligne courbe quelconque B CG ;
(Fig. 131. PL 7.) avec une ligne droite AE qui
la touche au point B, & fur laquelle foient marqués
a difcrétion deux points fixes A, E. §i Pon fait
rouler cette droite astour de la courbe , enforte
qu'elle la touche continuellement ; il eft clair .que
les points fixes A , E décriront dans ce mouvement
deux courbes A M D, EN H. SiVon mene a prée-
fent D'L parallele 2 AB, & qui faffe par confe-
guent avec D K ( fur laquelle je fuppofe la droite
AE lorfgu’elle touche la courbe BCG en' G) Vangle
KDL égal a Pangle A O D fait par les tangentes
en B, G; & que l'on décrive comme on voudrd ,
du centre D l'arc KF L. & hakhi :
Jedisque DK . KFL::AE. AMD * ENH.
J¢avoir < lorfque le point touchant rombe toujours
entre les points décrivans , & — lorfqu'sl les laiffe
toujours du méme coré. Cal
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Car fuppofant quela droite A E en roulant
autour dela courbe BC G foit parvenue dans
les pofitions MCN , 2 Cn infiniment proches
I'une de lautre, & menant lesrayons DF, D f
parallelesd CM, Cm : il eft clair que les fec-
teurs DFf, CM#m, CN »n feront {emblables ;
& quainfiDF. Ff::CM.Mm:: CN. N#::
CM*tCNouAE. M»* Nz Or comme cela
arrivera toujours en quelqu’endroit que fe trouve
le point touchant C, il s’enfuit que le rayon
DK eft 3 'arc KFL , {fomme de tous les petits
arcs Ff:: AE. AMD x ENH , fomme de tous
les petis arcs Mz + N n Ce qu’il falloit dé-
montrer.

CoRoOLLAIRE L

167.IL eft vifible que les courbes' AMD ,

EN H font formées par le développement de la
méme courbe BC G ; & qu’ainfila droite A E
“eft toujours perpendiculaire fur ces deux courbes
_ dans toutes les pofitions ou elle {e rencontre ;
de forte queleur diftance eft par-toutla méme ;
ce qui eft la propri¢té des lignes paralleles. Dot
Pon voit qu’une ligne courbe AMD ¢étant don-
née, on peut trouver une infinit¢ de points de
«la courbe ENH f{ans avoir befoin de fa déve-
loppée BCG, en menant autantde perpendicu-
culaires que l'on voudra a cette courbe , & les
prenant toutes ¢gales 2 la droite A E.

; ©
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Cozxozaearre 1L

163.81 1a courbe BCG a fes deux moitiés
BC, CG entié¢rement femblables & égales , &
que P'on prenne les droitess BA, G H égales
entr’elles ; il eft clair que les courbes A M D,
E N H feront femblables & égales, enforte qu’elles
ne différeront que par leur pofition. D’our il fuit
que la courbe AMD fera & Varc de cercle KFL
:: - A E. DK. ceft-3-dire , en raifon donnce.

PROPOSITION IL
PROBLEME.

169. S OIENT deux courbes quelconques AEV ,
BCG, (Fig. 132. Pl. 7.) avec une troifieme AMD,
telle quayant décrit par le développement de la
courbe BC G une portion de courbe EM , la réla-
zion des portions de courbes AE, EM, & des
rayons de la développée EC, M G [oit exprimée
par une équation quelconque donnée. On propofe de
mener dun point donné M fur la courbe AMD .
la tangente M T.

Avyant imaginé une autre portion de courbe
e infiniment proche de EM , & les rayonsde
1a développée CeF, Gm R ; Soit, 1°. CH per-
pendiculaire fur CE, & qui rencontre en H la
tangente EH de lacourbe ARV. 20. ML parallele
A CE, & qui rencontre en L l'arc GL décrit
du centre M & du rayon M G. 3°. GT per-
pendiculaire fur MG, & qui rencontre en T la
tangente cherchée M T.
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On nommera enfuite les données AE , x ;

EM, y; CE, a3 GM,z; CH, s; EH,;
Parc GL, r:d’ou I'on aura Ee=—=dx, Fe ou
Rm = du — dz; & les triangles re@angles fem-
blables e FE , ECH donneront CE (#).CH

sdy B .
(s)::Fe (d&g). FE=—"-Et CE (z). EH
(t)::Fe (a’{).Ec(dx):%i.OrparleLem.

me ( Art. 166.) RF—~me:$;&partantRM

CRT—on; +nc—Mh+Mb—Mb)——i“%+

Ay -+ ‘%E.I)onc a caufe des triangles re@angles
femblables mRM , MGT, lonauram R (dg).

RM( +—~+dy) MG(z).GT=r

f-i—+%. Mais fi 'on met dans la différence
T

.dc Iéquation donnée i la place de du & dx
leurs valeurs dz &’_‘ii , PPon trouvera une valeur
de dy en dz, laquelle étant fubflituée dans
i;y , il viendra pour la foutangente cherchée GT

une valeur cntié¢rement connue & délivrée des
difftrences. Ce qui éroit propofé.
O 2

SCD LYON 1




212 ~"ANALYSE

Si 'on fuppofe que la courbe BCG (Fig. 133.
Pl 7.) fe réunifle en un point O ; il eft vifible
que la portion de courbe ME () fe change
en un arc de cercle égal & Parc GL(r),
& que les rayons CE (z), GM (g) de la
développée deviennent ¢gaux entreux : de forte
que G I', quidevient en ce casO T, {e trou-
Yy
a7

vera =y = § -+

ExeEmp1n

Xz &
170. Sm T y = —= ; les différences donneront dy

9
(Fig. 133.Pl. 7)==S—% (o prend (472.8.)

— xdz au lieu de—+ xdz 5 parce quex & y croiffant,
td7 — xdy

a

z diminue ) = , en mettant pour dx fa

d ' d
valeurr—;— ; & partant OT (» +I+%) =J

I—x7' ___as—+ty

+ s+ , €n mettant pour ‘1;1 fa

valeur y.
REMARGQUE

171.S1le point O tombe fur I'axe AB, (Fig.
134. PL. 7.) & que la courbe AEV foit un
demi-cercle ; la courbe AM D fera une demi-
roulette , formée par la révolution d’un demi-
cercle BSN autour d’'un arc ¢gal BGN d'un cer-
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cle décrit du centre O, & dont le point géné-
rateur A tombera dehors, dedans, ou fur la
circonférence du demi-cercle mobile BS N, felon
que la donnée a fera plus grande , moindre , ou
¢gale 2 OV. Pour le prouver, & déterminer
en méme temps le point B.

Je fuppofe ce qui eft en queftion, fcavoir que
la courbe AMD eftune demi-roulette , formée
par la révolution du demi-cercle BSN, qui a pour
centre le point K centre dudemi-cercle AEV ,
autour de I'arc BGN décrit du centre O ; & con-
cevant que ce demi-cercle BSN sarréte dansla
firuation BGN , telle que le point décrivant
A tombe fur le point M , je mene par
les centres des cercles générateurs la droite OK
qui paffe par conféquent par le point touchant
G; & tirant KS E, jobferve que les trlangles
OKE OKM font égaux & femblables ) puif-
que leurs trois cotés font égaux chacun i cha-
cun. Dou il fuit 1o, Que les angles extrémes
MOK, EOK font égaux; & quainfiles angles
MO E G OB le font auffi: ce qui donne GB.
ME: OB OE. 2° Que les angles MKO .
EKO font encore ¢gaux ; & qu’ainﬁ les arcs
GN, BS, qui les mefurent, le font auffi: Ia
méme chofe fe doit dire de leurs complémens
GB SN, édeux droits ; puifqu’ils ~appartiennent
A7 des cercles égaux. Or par la génération de ]a.
roulette, Parc GB du cercle mobxle eft ¢gal a
Parc GB de limmobile. J'aurai donc SN,
ME:: OB. OE. Cela pof¢, s

3
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Je nomme les donnéesO V , b5 KV ouKA,
c; &linconnue KB, #. JaiOB=b+4c—u;"
& les fe@eurs femblables KEA, KSN me
donnent KE (¢).KS (u) :: AE (x).SN

:F;.]:Etpartant OB(b+c—u). OE (g)::

Rhoe 1 ] — ux;' __3'-_{ 3\
SN( ;—) EM(») = be—t-cc—cu~  a -Sigh
je tire KB () ::5::6: Il eft donc évident

be—- cc 4
—,&qu’on décrive

que fi I'on prend KB = —

des centres K & O le demi-cercle BSN & T'arc
BGN ; la courbe AMD fera une demi-roulette
d’écrite par la révolution du demi-cercle BSN,
autour de I'arc BGN , & dont le point décri-
vant ‘A tombe dchors, dedans , ou fur la cir-

conférence de ce cercle, felon que KV (¢)eft
be —ce
a—c¢ )>
ceft-Adire , felon que 4 eft plus grand , moindre,
ou égal A 0OV (b).

plus grand , moindre, ou ¢égal a KB(

CoRorrainy I

I72.IL eft clair que EM (»). AE (x) =
KBxOE (#3) . OB XKV (be+cc—uc).
Or fi I'on fuppofe que OB devienne infinie ;
1a droite OE le fera aufli , & deviendra paral-
lele a2 O B, puilqu’elle ne la rencontrera jamais ;
Yes arcs concentriques BGN, EM deviendront
des droites paralleles entr'elles, & perpendicu-
laires fur OB, O E: & alors la droite E M fera
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Y Tarc AE:: KB. KV. parce que les droites
infinies OE , OB ne différant entr’elles que
d’une grandeur finie, doivent étre regardées
comme egales.
Cororrarre. I

173 DE ce que les angles MKO , EKO font
égaux , il fuit que les triangles MKG, EKB.
feront égaux & femblables s & qu’ainfi les droites
MG, EB fontégales entr’elles. D’olt on voit
( Art. 43.) que pour mener d’un point donné
M fur la roulette , la perpendiculaire MG, il
n’ya qua décrire du centre O Farc ME, &
du centre M de l'intervalle E B un arc de cercle
qui coupera la bafe BGN en un point G, par
olt & par le point donné M lon tirera la per-
pendiculaire requife.
CororrLATRE 111

174.UN point G étant donn¢ f{ur la circon-
firence du demi-cercle mobile BGN ; fi 'on
veut trouver le point M de la roulette fur lequel
tombe le point décrivant A, lorfque le point
donné G touche la bafe, il ne faut que prendre
Parc SN égal 3 l'arc BG, & ayant tir¢ le
rayon KS qui rencontre en K la circonférance
A EV , décrire du centre O larc EM. Car il
eft évident que cet arc coupera la roulette au
point cherche M.

£
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PRoOBLEME.

175.801 T une demi-roulette AMD ( Fig. 135-
136. Pl 7.) décrite par la vévolution du demi~
cercle BGN autour d’un arc égal BGN d'un autre
cercle , enforte que les parties révolues BG , BG
foient toujours égales entr'elles ; foit le point dc-
crivant M pris fur le diametre BN dehors , de-
dans | ou fur la circonférence mobile BGN. On de-
mande le point M de la plus grandc largeur de
la demi-roulette par rapport a fon axe O A.
Suppofant que le point M foit celui quon
cherche, il eft claic ( Art. 47.) que la tangente
en M doit étre parallele 3 I'axe OA;& quainfi la
perpendiculaire MC 2 la roulette , doit-Etre aufli
perpendiculaire fur laxe quelle rencontre au

point P. Cela pofé¢, fi 'on mene OK par les,

centres des cercles générateurs, elle paflera par
Ie point touchant G; & fi P'on tire KL perpen-
diculaire fur MG, on formera les angles égaux

GKL, GOB; & partant larc 1G qui eft le.

double de la mefure de Pangle GKL , fera a I'arc
GB mefure de Pangle GO B , comme le dia-
métre BN eft au rayon O B. Dolt il fuit que
pour dérerminer fur le demi-cercle BGN le
point G, ot il touche Iarc qui lui fert de bafe
lorfque le point décrivant M tombe fur celui
de la plus grande largeur ; il faut couper le demi-
cercle BGN en un point G, enforte qu'ayant
tiré par le point donné¢ M la corde 1G, Parc

1G foit 3 Yarc BG en raifon donnée de BN 2

e —————
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OB.La queftion fe réduit donc 3 un Probléme
de la géométrie commune qui {e peut toujours
réfoudre géométriquement,, lorfque la raifon don-
née eft de nombre 2 nombre ; mais avec le fe-
cours des lignes dont I'quation eft plusou moins
élevée , felon que la raifon eft plus ou moins
compolée.

Si lon fuppofe que le rayon OB devienne
infini, comme il arrive lorfque la bafe BGN
devient une ligne droite ; il s'enfuit que I'arc IG

' fera infiniment petit par rapport 3 I'arc GB. D’olt

Ton voit que la fécante MIG devient alors la
tangente MT , lorfque le point décrivant M
tombe au dehors du cercle mobile ; & qu’il ne
peut y avoir de point de plus grande largeur ,
lorfqu’il tombe au dedans.

Lorfque le point M tombe fur la circon-
férence en N, il ne faut que divifer la demi-
circonfétence BGN en raifon donnée de BN 2
OB au point G. Car le point G ainfi trouve ,
fera celui ot le cercle mobile BGN touche la bafe,
lorfque le point décrivant tombe fur le point
cherche,

Lemme IL

176. E ~ tour triangle B A C,( Fig. 137. PL.7.)
dont les angles ABC, ACB, & CAD com-
plément & deux droits de langle obtus B AC, font
infiniment petits ; je dis que ces angles ont méme
rapport entr'eux que les corés AC, AB, BC,
aufquels ils font oppofés.

Car fi I'on circonferit un cercle autour du
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triangle BAC, les arcs AC, AB, BAC, qui

mefurent les doubles de ces angles, feront in-
finiment petits, & ne diffcreront ( Arz. 3.)) point
par conféquent de leurs cordes ou foutendantes.

Si les cotés AC, AB, BC du triangle BAC,
ne font pas infiniment petits , mais quils ayent
une grandeur finie : il senfuit que le cercle cir-
confcrit doit étre infiniment grand; puilque les
arcs AC, AB, BAC, qui ont une grandeur
finie , doivent étre infiniment petits par rapport
3 ce cercle, étant les mefures d'angles infini-
ment petits.

PROPOSITION 1IV.
PROBLEME.

¢ 1 es miémes chofes érant pofées ; il faut
déterminer fur chaque perpendiculaire MG,
( Fig. 135, 136. Pl.7.) le point C o elle touche
la développée de la rouletre.

Ayant imaginé une autre perpendiculaire 728
infiniment proche de MG, & qui la coupe par
conféquent au point cherché C , on tirera la
droite G 7 3 & ayant pris {ur la circonférence du
cercle mobile le petit arc Gg égala larc Ggde
Pimmobile , on menera les droites Mg, Iz, Kg»
Og. Cela pofé , fi I'on regarde les petits arcs Gg
Gg comme de petites droites perpendiculaires
fur les rayons Kg, Og, il eft clair que le petit
arc Gz du cercle mobile tombant fur I'arc Gg
de Pimmobile, le point décrivant M tombera fur
m o enforte que le triangle GMg fe confondra
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avec le triangle Grg, Dol 'on voit que I'angle
MGm eft égal i langle gGg = GKg+4GOg ;5
puifquajoutant de part & d'autre les mémes
angles KGg, OGg , 'on en compofe deux droits.

Or nommant les données OG, b; KG, a3
GM ou Gm , m 3 GI ou Ig, n; Pon trouve , Pre-
mievement OG. KG::GKg.GOg Et.OG
(b). 0G4 GK ou OK (b~+a):: GKg . GKg

+ GOz ou MGm = 2" GKg. 20.(4r.176.)lg.

MI :: GMg. Mgl. Et Iz £ MI ou MG ().
Ig. (n):: GMg + Mgl ou Glg ou ; GKg. GMg

ou Gmg = ;”; GKg. 3°. (Ibid) L’angle MCm

: a—+b n 7
ou MG — Gmg (—— — —GKg) . Gmg (-
g . bmn :
GKg) :: Gm (?’/J) - GC = 2am i~ 2bm —bn’ Et

par conféquent le rayon cherché MC de la dé-
2amm —+ 2bmm

veloppée fera — S
PP nam —— 2bm — bn

~ Si P'on fuppofe que le rayon OG(F) du cercle
immobile devienne infini, fa circonférence de-
viendra une ligne droite ; & en effagant les
termes 2amm , 2am , parce qu'ils font nuls par
rapport aux autres 2bmm 5 2bm — bn ; Pon aura
R

am —n

CororraiRe L

Q
178 De ce que l'angle MGm — “”’;6 GKg,
& dece que les arcs de différens cercles font
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entreux en raifon compofée des rayons & des
angles qu'ils mefurent; il fuit que Gg. M#z:: KG x
. a+b

GKg. MG x —
que KG x Mm:ah:‘;MGng ; ou (ce qui
eft la méme chofe ) que KG x Mz . MG x Gg::
OK (a~+5). OG (b). quieft uneraifon conf-
tante. D’ott on voit que la dimenfion de la por-
tion AM de la demi-roulette AMD, dépend
de la fomme des MG x Gg dans P’arc GB ; &
ceft ce que M. Pafcal a démontré A Pégard des
roulettes qui ont pour bafes des lignes droites,
M. Varignon eft tombé dans cette méme pro-

priéeé par une voie tres-différente de celle-ci.

GKg. Et par conféquentauffi

Corercrarar I'L

179. Lon sQUE le point décrivant M. ( Fig.
135. Pl 7.) tombe hors de la circonférence du
cercle mobile, il arrive néceflairement 'un des
trois cas fuivans. Car menant la tangente M T,
le point touchant G tombera 1°. Sur l'arc TB,

comme lon a fuppofé dans la figure en faifant
2gmm —— 2bmm
le calcul ; & alors MC ( T bn) {ur-

paffera toujours MG (). 2°. Sur le point tou=
2amm—+— 2bmm ) |

chant T;& 'onaura pour lors MC

2am —+ 2bm — bn” |
——m , puifque 1G ( 7 ) sévanouit. 3°. Sur Farc
T N, & alors la valeur de GI () devenant né-
gative de pofitive qu’elle ¢étoit, I'on aura MC

2amm — 2bmm J
o : dre
e o forte que MC fera moindre |
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que MG (=), & toujours pofitif. D’ol il eft
évident que dans tous ces cas , la valeur du
rayon MC de la développée eft toujours pofitive,

Cororraiias IIL
180. L orsQuE le point décrivant M ( Fig. 136.

Pl.7.) tombe au dedans de la circonférence du
2amm — 2bmm

cercle mobile, ona toujours MC— ;
2am—-2bm—bn

& il peut arriver que bn furpafle 2am—+2bm ,
& quainfi la valeur du rayon MC de la déeve-
loppée foit négative : d’ou l'on voit que lor(~
quelle ceffe d’étre pofitive pour devenir néga-
tive , comme il arrive (Are. 81.) lorfque le
point M devient un point d’inflexion , il faut

néceflairement alors que bn — 2am + 2bm 5 &
2 —+ b
partant que MI x MG(wmn—mm)— ﬂm—z—im.

Or fi 'on nomme la donnée KM, ¢ ; l'on aura
par la propriété du cercle MIx MG (z—‘iﬂz—;ﬂm )
=BMxMN (aa—cc), ce qui donne l'inconnue MG

() = V/“2=%¢ Donc fi Yon décrit du point

sa+b °
donné M comme centre , & de Pintervalle MG
aab — b, ;
“C—>¢ un cercle ; il coupera le cercle
22—+ b

mobile en un point G, ou il touchera le cercle
immobile qui lui fertde bafe , lorfque le point
décrivant M tombera fur le point d’inflexion F.

Si 'on mene MR perpendiculaire fur BN ; il

eft clair que cette MG ( V“:Z:_b;‘) {fera moindre
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que MR (Vaa—ec ), & quelle Jui doit étre égale
lorfque b devient infinic, ceft-3-dire , lor(que

1a bafe de la roulette devient une ligne droite.
Il eft & remarquer, quafin que le cercle de-
crit du rayon MG coupe le cercle mobile , il
faur que MG furpaffe MN , ceft-a-dire, que
y/ aab — e furpafle a —e; & quainfi KM (¢) fur.
2a~+ b
pafle :: 2 Dot il eft manifefte quafin quily
ait un point d’inflexion dans la roulette AMD ,
il faut que KM foit moindre que KN, & plus
aa |

a—+b
Lemwme I1L .

181. SotenT deux triangles ABD, CDd (Fig. 138 |
PL 8.) qui ayent chacun un de leurs cotés Bb , |
Dd infiniment petit par rapport aux autres : je
dis que le triangle ABb eft au triangle CDd en
raifon compofée de Vangle BADb i P'angle DCd , &
du quarré du cbré AB ou Ab au quarré du cott |
CD ou Cd. .

Car fi Ton décrit des centres A, C, & des |
intervalles AB , CD , les arcs de cercle BE, DF;
il eft clair (Are. 2.) que les triangles ABb ,
CDd ne diffireront point des fe€teurs de cercles
ABE, CDF. Donc, &c. ’.

Si les cbtés AB, CD font égaux , les triangles
ABb, CDd feront entr’eux comme leurs angles
BAb, DCd.

DDA

grande que
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PROPOSITION V.
PrRoBLEME.

182. L_Es mémes chofes étant toujours pofées 3
on demande la quadrature de I'efpace MGBA |
(Fig. 135. Pl. 7.) renfermé par les perpendiculaires
MG , BA a la roulette , par Varc GB, & par la
portion AM de la demi-roulette AMD , en fuppo-

Jant la quadrature du cercle.
L’angle GMg ( 5; GKg ) efta I'angle MG
(:z —+ b

GKg ), comme (A4re. 181.) le petit trian-

'_.gle MGg quia pour bafe Farc Gz du cercle mo-
bile , au petit triangle ou fe@eur GM#nz; & par-

2 ~+b 22425
tant le feGteur GMm — 32— MGg x "_Z- =3¢

b
2ap ;; Z‘FEXM(}g en nommant MI, p ,
& mettant pour 72 {a valeur p4n. Or (4re. 181.)
le petit triangle ou feteur KGg eft au petit
triangle MGg en raifon compofée du quarré de
KG au quarré de MG, & de l'angle GKg 3
langle GMg ; ceft-A-dire :: aa x GKg. mmx

XMGg—-{-

—GK72} & partant le petit triangle M Gg

2aa

place du triangle MGg dans 2Z ;:26’0 MGg,Ton

aura le fe&eur GMuwm -‘:M? 2 MGg +

KGg. Mettant donc cette valeur 3 la
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EL’%.”EKGg. Mais 3 caufe du cercle , GM

ML (pm)=BM x MN (ec — aa ) qui eft une
quantité conftante , & qui demeure toujours
1a méme en quelqu’endroit que {e trouve le point
décrivant M ; & par conféquent GMan2 + MGg
ou mGg , Ceft-a-dire, le petit efpace de la rou-
lette GMmg = = H: 38 MGg+ ch ——
KGg. Donc puifque GMmg eft la différence de
Pefpace de la roulette MGBA , & MGg , celle de
Pefpace circulaire MGB, renfermé par les droites
MG, MB , & parl'arcGB, & que de plus Je pe-
tit fe@eur KGg eft la différence du fe@eur KGB ;
il senfuit ( Arz. 96.) que lefpace de la roulette
MGBA — 223 MGB + - "—= KGB.
b

aab

Ce qu’il falloit trouver.

Lorfque le point décrivant M (Fig. 139- Pl.g.)
tombe hors la circonférence BGN du cercle mo-
bile , & que le point touchant G tombe fur P'arc
NT ; il eft vifible ( Arz. 180.) que les perpen-
diculaires MG , mg sentrecoupent en un point
C, & quon a pour lors m =p —n D’ou il

22— 2b MGg

fuit que le petit fefteur GMm=—
2ap —+ 2bp o~y 2a — 25
S MGg = — 5 MGg -+

amp —— bm
P“,g, = KGg , en mettant comme auparavant

pour le petit triangle MGg fa valeur 2m—;K Gg;
- &
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& partant que G Mm —MGgoum Gg , Ceft:

d-dire MCm ~GCg==— 2223 p G, 4.

;_;+ch-¢-—- aa
aab
leur cc — aa. Or fuppofant que T H foit la pofi-
tion de la tangente T M du cercle mobile , lorf=
que fon point T touche la bafe au point T ; il
eft clair que MCm — GCz— MGTH — mgTH,
Ceft-a-dire, la difference de I'efpace MGT H:&
que MGg eft celle de MGT , de méméd que KGg
celle de KGT. Donc ( Arr. 96. ) lefpace MGTH
=2 EMGT e e g G,
Mais, comme I'on vient de protuver ; Iefpace
HTBA — 223 MTB4“He—u g g,
Et partant on aura toujours & dans tous les cas

Felpace MGBA (MGTH+HTBA ) — 22+ 3¢

€6 —— aQ mo———

KG g, en mettant pour pm fa va~

MIB—-MGT ot MGB 4 4t X @ mat g

aab
+KTBouKGB. _ ' ad s
" Done efpace entier DN B A ( Fzg. 135. PL. 7.)
renferme par les deux perpendiculaires a la roulet-
1 DN, BA, par 'arc de cercle BGN, & parla de:

mi-roulette AMD, eft = 22 ‘1.- 36 . etk x:b i
XKNGB; puifque le feteur K G B & l'efpacé

circulaire M G B deviennent chacun le demi=

cercle KNGB , lorfque le point touchdnt G

|
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Lorfque le point décrivant M ( Fig. 136.
Pl. 7.) tombe au dedans du cercle mobile , il
faut mettre aa — ec A la place de cc—aa dans
les formules précédentes ; parce qualors B M
%X MN =aa —cc.

Si l'on fait e=a , 'on aura la quadrature
des rou'ettes qui ont leur point décrivant fur
1a circonférence du cercle mobile ; & fi 'on
fuppofe b infinie , l'on aura la quadrature de
celles qui ont pour bafes les lignes droites.

AUTRE SOLUTION.

183. O ~ décrit durayon OD (Fig. 140. PL.7.)
Parc DV, & des diamétres AV , BN les demi-
cercles AEV , BSN ; & ayant décrit a difcré-

- tion du centre O Parc EM renfermé entre le

demi-cercle AEV & la demi-roulette AMD ,
Yon mene Pappliquée EP. Il s'agit de trouver
la quadrature de Pefpace AEM compris entre
les arcs AE, EM , & la portion AM de la
demi-roulette A M D.

~ Pour cela, foit un autre arc ez concentrique
& infiniment proche de EM, une autre appli-
quée ep, une autre Oe qui rencontre I'arc M E
prolongé (il eft néceffaire ) au point F. Soient
nommeées les variables OE , 33 VP, # ; 'arc AE,
x : & comme auparavant les conftantes OB, b3
KBou KN,a; KVou KA, c: Fon aura Fe
=4, Pp=—1du, OP=a+b~c+u; PE

ax

= 2cu —ut , Vatc EM (4rz. 172. "—"755 &
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partant le re¢tangle fait de I'arc EM par la petite
droite Fe , c’eft-a-dire ( Art. 2. ) le petit efpace

ez ! : .
EM me = axﬁ; £, Ora caufe du triangle réGtan-

gle OPE ; 27 = aa + 2ab +bb — 28¢ — 2p¢
=+ ¢+ 2au -+ 2bu , dont la différence donne Az
== adua + bdu. Mettant donc cette valeur 3 la

4
place de zdz dans a’z“{ » on aura le petit efpace

aaxdu — abxdy
EMme— ¥

Maintenant fi l'on décric 1a demi-roulette
A HT par la révolution du demi-cercle A E V
fur la droite VT perpendiculaire 3 VA, & qu'on
prolonge les appliquées PE , pe julqu’a ce quelles
Ia rencontrent aux points H , 4 il eft clair (Are.
I72.) que EH x Pp, c’eft d-dire, le perit efpace
EHhe = xdu ; & quainfi EMme ( de“'ﬂsxdu) :

be
EHke (xdu): :aa +ab . bc . qui eft unhe raifon
conftante, Or puifque cela arrive toujours en quel-
qu’endroit que fe trouve 'arc EM » il s’enfuit que
la fomme de tous les petits efpaces EMsze , ceft-
a-dire lefpace AEM , eft & la fomme de tous les
petits efpaces EHke , c’eft-2 dire , 3 'efpace AEH
*1a@ +ab. be. Mais I'on a (Ars. 99.) la quadrature
delefpace AEH dépendamment de celle du cercle;
& partant auffi celle de I'efpace cherché A E M.
Ceci fe peut aufli démontrer fans aucun cal«
cul , comme jai fait voir dans les A&es de
Leypfic au mois d’Aofit de l’annéeplﬁgs.
2
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On peut encore trouver la quadrature de Pef-
pace AEH fans avoir recours a l'art. 99. Car fi
Ton acheve les re@angles PQ , pg, l'on aura
QqouHR.PpouRAE::EP.PAou )
puifque ( Arr. 18.) la tangente en H eft pa-
rallele 3 la corde AE ; & partant HQxQgq
— EPxPp, ceft-d-dire , que les petits elpa-
ces HQqh , EPpe font toujours égaux entr'eux.
Do il fuit que l'efpace AHQ renfermé par les
perpendiculaires A Q, QH, & par la portion
A H de la demi-roulette AHT , eft égal a
Pefpace APE renferme par les perpendiculaires
AP, PE, & par l'arc AE. L'efpace AEH
fera donc ¢égal au reftangle PQ moins le double
de Iefpace circulaire APE; c’eft-a dire, au re€tan-
gle fait de PE par KA plus ou moins le reCtangle

" fait de KP par I'arc AE, felon que le point P

tombe au deffous ou au deflus du centre.

F¢ par conféquent lefpace cherche A E M
aag ~ab ———: e '

- PExKAZXKPxAL

[

CoRoOLLAIRE L

184-LORSQU E le point P tombe en K, le
re@angle K P x A E s'¢vanouit, & le reCtangle
P E x K A devient égal au quarré de KA :d'ou

? . 3 - . b
T'on voit que 'efpace AFM eft alors = aac :— dbcy

& par conféquent il eft quarrable abfolument &
indépendamment de la quadrature du cercle.

SCD LYON 1 &
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Cororzratre IL

185.81 Pon ajoute a 'efpace AEM le feGeur
AKE, lefpacc AKE M renfermé par les ra~
yons AK ,KE, par Parc EM , & par la por-
tion A M de la demi-roulette A M D, fe trouve
(lorfque le point P tombe au deflus ducentre K )
B beec =4 2aac—+ 2abc — 2201 — zm‘fi AE +aa—-l— ab
2bc be
PEXKA; & partant fi 'on prend VP (u)
2aac —+ 2abc —+~ bee
2aa — 2ab

( ce qui rend nulle la valeur de

bee —~ 2aac -+ 2abe — 24411 — 2abu
ce aac zbc a A E), POI] aura

Pefpace AKEM =""7"% PEy KA. Doy

Ton voit que fa quadrature eft encore indépen-
dante de celle du cercle.

Il eft vifible quentre tous les efpaces AEM &
AKEM , il ne peut y avoir que les deux que I'on
vient de marquer, dont la quadrature f{oit abfolue,

AVERTISSEMENT,

Tout ce que Pon vient de démontrer & Pégard
des roulettes extérieures fe doit auffi entendre des
intérieures , Ceft-a-dire , de celles dont le cercle
mobile roule au dedans de l'immobile ; en obfer-
vant que les rayons KB (a), KV (¢) deviennent
négatifs de pofitifs qir'ils éroient. C'ef? pourquoi il
faudra changer dans les formules précédentes , les
fignes des termes o) a & ¢ [e rencontrent avee
une dimenfion impaire.,

3

SCD LYON 1




230 ANALYSE
ReEmarqQUueE

;86.1L y 2 certaines courbes qui paroiffent
avoir un point d'inflexion , & qui cependant
nen ont point ; ce que je crois 3 propos d’ex-
pliquer par un exemple, car cela pourroit faire
quelque difficult¢.

Soit la courbe géométrique ND N (Fig. 141.
Pl.7.), dont la nature eft exprimée par I'équa-

tion 3 = \%(AP:x,PN:{),dans

laquelle il eft clair 1°. Que x étant égaled a; PN
(z) 'évanouit. 2°. Que x furpaffant 4, la valeur
de zeft pofitive ; & qu'au contraire lorfqu’il eft
moindre , elle eft négative. 3°. Que lorfque x
|=}/%aa, la valeur de PN eft infinie. D’ou l'on
voit que la courbe NDN paffe de part & d’autre
de fon axe en le coupant en un point D tel que
AD —g; & qu'elle a pour afymptote la perpen-
diculaire BG menée par le point B tel que ADB
= }/;aa.

Si ’on décrit 4 prefent tine autre courbe EDF,
enforte quayant mené A difcrétion la perpendi-
culaire M P N, le re&angle fait de Pappliquée PM
par la conftante A D , foit toujours égal a I'efpace
correfpondant DPN 5 il eft vifible qu’en nommant
PM, y; & prenant les différences, Pon aura AD X

Rz (ady ) — NPpn ou NPXPP(M);
: 2Xx — aa

& partant Rz (dy ). Ppou RM (dx):: PN,
AD. Dou il fuit quela courbe EDF touche I'a-
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fymptote BG prolongée de 'autre cété de Ben
un point E, & I'axe AP au point D ; & quainfi
elle doit avoir un point d’infliéxion en D. Cepen-

dant on trouve ( Arz. 78.) — :?z pour la valeur

du rayon de fa développée , laquelle eft toujours
négative, & devient egalea— ;2 lorfque le point
M tombe en D :d’ott 'on doit conclure ( Arz. 81.)
que la courbe qui paffe par tous les points M eft
toujours convexe vers Vaxe A P, & quelle n’a pas
de point d’inflexion en D Comment donc accor-
der tout cela ? En voici le dénouement.

Si l'on prend PM du méme cote que PN,
on formera une autre courbe GDH qui fera
. toute pareille 3 EDF , & qui en doit faire par-
tie ; puifque fa génération eft la méme.. Cela
érant ainfi, 'on doit penfer que les parties qui
compofent la. courbe entiére ne font pas EDF,
GDH comme l'on sétoit imaginé , mais bien
EDH, GDF qui fe touchent au point D ; car
tout s'accorde parfaitement dans cette derniere
fuppofition. Ceci fe confirme encore par cet

exemple.
Soit la courbe D M G (Fig. 142. PL. 7.), qui
ait pour équation y* = x* 4+ aaxx — b*(AP=x,

P M —y ). 1l fuit de cette équation que Ja cour-
be entiére a deux parties EDH , G DF oppofées
Iune A 'autre comme Ihyperbole ordinaire ,
enforte que leur diftance DD ou 2AD =

V—— 204 == 2}/ a* ~+ 464

Py
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Si Ton fuppofe que b s’évanouifle , la dif-
tance DD ( Fiz. 143. Pl 7.) s'¢vanouira auffi ;
& partant les deux parties EDH , GDF fe tou-
ch ront au point D : de forte qu'on pourroit
penfer a préfent que cette courbe a un point
d’inflexion ou de rebrouffement en D , fclon
qu'on imagineroit que fes parties feroient EDF,
GDH ou DG, H 'F. Mais lon fe détrom-
peroit aifément , en cherchant le rayon de la
développe ; car Ion trouveroit qu’il feroit tou-
jours pofitif, & quiil deviendroit ¢gal a Ja dans
Ie point D.

On peut remarquer en paffant , (Fig. 141.
Pl 7.) que la quadrature de I’efpace DPN dé-
pend de celle de Phyperbole : ou ( ce qui re-
vient au méme ) de la reification de la pa-
rabole; & que la portion de courbe DMF fa-
tisfait au Probléme propofe par M. Bernoulls
dans le Tome fecond des Supplémens des Aétes
de Leipfic, page 291. ( Confulzez la Note 54°.)

Sty a0
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SECTTON "X

Nouvelle maniere de fe fervir du calcul des diffé~
rences dans les courbes géomérriques , d’on I'on

déduit la Méthode de M~ Defcartes & Hudde.

DEriNniTION

O1r une ligne courbe ADB ( Fig. 144.

145. 146. Pl 8. ) telle que les paralleles
KMN a fon diametre AB la rencontrent en
deux points M, N ; & foit entendue la partie
interceptée MN ou PQ devenir infiniment pe-
tite. Elle fera nommée alors la Différence dela
coupée AP, oy KM.

CororLraire L

187.LORSQU’E la partice MN ou PQ de-
vient infiniment petite ; il eft clair que les cou-
pées AP, AQ deviennent égales chacune 3 AE,
& que les points M , N fe réuniffent en un
point D : enforte que lappliquée ED eft I3
plus grande ou la moindre de toutes fes fem-
blables PM, NQ.

Coroxrarre IL
188. [ v eft clair qu'entre toutes les coupées

AP, ilny a que AE qui ait une différence ;
parce quil n'y a qu'en ce cas ol PQ de-

vienne infiniment petite.
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Cororraire ILIL

189. S: Pon nomme les indéterminées AP ou
KM,x;PMou AK, y; il eft évident que
AK (») demeurant la méme , il doit y avoir
deux valeurs différentes de x , fcavoir KM ,
KN ou AP, AQ. Ceeft pourquoi il faut que
I'équation qui exprime la nature de la courbe
ADB foit dtliviée d’incommenfurables, afin
que la méme inconnue x qui en marque les
racines ( car on regarde y comme connue ) puifle
avoir différentes valeurs. Ce qu'il faut obferver
dans la fuite.

PROPOSITION L ;

PROBLEME.

190. L A nature de la courbe géomérrique ADB |
étant donnée ; déterminer la plus grande ou la
moindre de [es appliquées E D. .
Si Pon prend la différence de I'équation qui
exprime la nature de Ja courbe, en traitant y
comme conftante, & x comme variable; il eft
clair ( Arr. 188.) qu'on formera une nouvelle
¢quation qui aura pour une de fes racines x 5
une valeur AE , telle que I'appliquée ED fera
Ja_ plus grande ou la moindre de toutes fes |
femblables. .'
Soit , par exemple , ¥ =} =axy , dont Ia,
différence, en traitant x comme variable , & J
comme conftante,, donne 3xxdx = aydx ; & Ppar
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tant y — 3—:—x Si Pon fubftitue cette valeur 3 la

place de y dans I'¢quation 2 la courbe ¥’ 4+ 52
=— axy ; l'on aura pour x une valeur AE

= }a]s/z , telle que I'appliquée E D fera la plus
grande de toutes fes femblables, de méme quon
Pa déja trouve art. 48.

Il eft évident que l'on détermine de méme
non-feulement les points D , lorfque les appli-
quées ED font perpendiculaires ou tangentes de
Ia courbe ADB ; mais aufli lorfqu’elles font
obliques fur la courbe , c’eft-a-dire, lor{que les
points D font des points de rebrouflement de la
premiere ou feconde forte. D’ou l'on voit que
cette nouvelle maniere de confidérer les diffé-
rences dans les courbes géométriques eft plus
fimple & moins embarraffante en quelques ren-
contres,, que la ( Seét. 3. ) premiere.

REMARQUE

191. Onx peut remarquer dans les courbes re-
brouffantes , que les PM ( Fig. 146. Pl. 8. ) pa-
ralleles 3 AK ; les rencontrent en deux points
M, O, de méme que les KM paralleles AP,
font en M, N : de forte que AP (x) demeu-
rant la méme , y a deux différentes valeurs PM,
P O. Ceft pourquoi I'on peut traiter x comme
conftante , & y comme variable , en prenant la
différence de I'équation qui exprime la nature
de cette courbe. D’ol I'on voit que fi 'on traite
x¥ &y comme variables, en prenant cette diffc-
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rence , il faudra que tous les termes qui mul-
tiplient dx d'une part, & tous ceux qui mul-
plient dy d’une autre part , foient égaux 2 zero..
Mais il faut bien prendre garde que dx & dy
marquent ici les différences de deux appliquces
qui partent d’un méme point, & non pas ( com-
me ci-devant Se@. 3.) la différence de deux
appliquées infiniment proches.

Ci o ROl L W I KR,

192. S apres avoir ordonné I’équation qui ex-
prime la nature de la courbe dans laquelle il
n’y a que linconnue x de variable , I'on en
prend la différence ; il eft clair 1°. Quon ne
fait autre chofe que de multiplier chaque terme
par lexpofant de la puiffance de x, & par la
différence dx , & le divifes enfuite par x. 2°. Que
cette divifion par x , auffi-bien que la multi-
plication par dx , peut éure negligée , parce
qu'elle eft la méme dans tous les termes. 3°. Que
les expofans des puiffances de x font une pro-
reflion arithmétique , dont le premier terme
eft lexpofant de fa plus grande puiffance , &
le dernier eft zero , car on fuppole quon ait
marqué par une étoile les termes qui peuvent
manquer dans I'équation.

Soit , par exemple , ¥* * —ayx + y’ —o. Si
Pon multiplie chaque terme par ceux de la
progreflion arithmétique 3,2, I, 03 I'on for-
mera I'équation nouvelle 3x* —ayx =o.
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X *e—ayx+y=—o.
gigiayh Fginbs

3%} ¥—ayx * =—o.

D’ol Yon tire y = , de méme que l'on au-

roit trouvé en prenant la différence 3 la maniére
accoutumce.

Cela fuppofé, je dis quau lieu de la pro-
greflion arithmétique 3, 2, 1, 0, Fon peut fe
fervir de telle autre progreflion arithmétique
quon voudra : m—3,m+ 2,m~ 1m0, 0U 7
( 'on défigne par » un nombre quelconque en~
tier ou rompu , pofitif ou negatif ). Car mul-
tipliant x'* — ayx ¥ = o par x", l'onaura
"% &c.—0, dont les termes doivent Etre
&tre multipliés par ceux de la progreflion 773 ,
m-2, m=+1, m. chacun par fon correfpondant
pour en avoir la difference.

xm—'r-j x --—a).-'x"’"" i +y3xm: 0.
m—3, m4+2  m—+1, .

m-—1

m—-3x"T3* —m+1 ayx

1
4y X" = 0.

Ce qui donnera m + 3x" " —m—+ 1 ay et

“+my'x" =03 & en divifant par x”, il viendra
7 3% — m—14ayx +my* = 0, comme l'on au-~
roit trouvé d’abord en multipliant fimplement
Pégalité propofée par la progreflion m—+3 ,
MA=2, M~ T, M

Si m = — 3, la progreflion ferao, — 1, — 2,
— 3 5 & Iéquation fera 2ayx — 3y’ = 0. Sim=
— 1, la progreffion feraz, 1, ©,— 15 & e~
quation 2x* —3* =o,
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On peut changer de fignes tous les termes de
la progreffion, c’eft-a-dire , quaulieu de o, — 1,
—2,—3,& 2, 1,0,— 1,l’0n peut prendre
051,253, —12,—1,0,1; parce quon
ne fait par 13 que changer de fignes tous les ter-
mes de la nouvelle équation qui doit étre égalée
a zero. Et en effer, au lieu de 2apx — 3= o0,
2x’ —y* = o0 , lon auroit — 2ayx 439’ =0,
— 2%’ + ' =0 ce qui eft ]a méme chofe.
Or il eft vifible que ce que l'on vient de 'dé-
montrer a I'égard de cet exemple, s’appliquera de
méme maniére & tous les autres. D’ol il fuit que fi
apres avoir ordonné une équation qui doit avoir
deux racines egales entr’elles , 'on en multiplie les
termes par ceux d’une progreflion arithmétique
arbitraire , 'on formera une nouvelle équation
qui renfermera entre fes racines une des deux éga-
les de la premiére. Par la méme raifon , fi cette
nouvelle ¢quation doit avoir encore deux racines
égales, & quon la multiplie par une progreflion
arithmétique , 'on en formera une troifieme qui
aura entre fes racines une des deux égales de la fe-
conde ; & ainfi de fuite. De forte que fi 'on mul-
tiplie une équation qui doit avoir trois racines
égales, par le produit de deux progreffions arith-
métiques , I’on en formera une nouvelle qui aura
entre fes racines une des trois ¢gales de la premie-
re; & de méme {i 'équation doit avoir quatre
racines égales , il la faudra multiplier par le pro-
duit de trois progreflions arithm¢tiques ; fi cing ,
par le produit de quatre , &c.
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C’eft 13 précifément en quoi confifte la Métho-
de de M. Hudde.

P ROPOSETION I

PROBLEME.

rgg.D’ U N point donné T (Fig. 147. Pl. 8. )fur
le diameétre AB , ou du point donné H fur AH pa=
rallele aux appliquées ; mener la tangente TH M.

Ayant mené par le point touchant M I'appli-
quée MP, & nommé AT, s; AH, 7 ; dont
I'une ou l'autre eft donnée ; & lesinconnues AP,
x5 PM, y: les triangles femblables TAH, TPM

St - 1% o ST St

donneront y — —, x== =——; & mettant

ces valeurs 2 la place de y ou de x dans Péquation
donn¢e , qui exprime la nature de la courbe
AMD, Tonen formera une nouvelle dans la-
quelle y ou x ne fe rencontrera plus.

Si 'on mene 3 préfent une ligne droite T D qui
coupe la droite A H en G, & la courbe AMD en
deux points N, D, defquels on abbaiffe les ap-
pliquées NQ, DB il eft évident quez expri-
mant AG dans I'équation précédente, x ou y
aura deux valeurs AQ, AB, ouNQ, DB,
lefquelles deviennent égales entr’elles , fcavoir 2
la cherchée A P ou P M lorfque # exprime AH ,

ceft-a-dire , lorfque la fécante TDN devient la/

tangente T M. D'ot il fuit que cette équation
doit avoir deux racines égales. Ceft pourquoi on
la multiplicra par une progreflion arithmétique
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arbitraire ; ce que l'on reiterera, ¢'il eft néceflaire;
en multipliant de nouveau cette méme ¢quationt
paj une autre progreflion arithmétique quelcon=
= , afin que par la comparaifon des ¢quations
qui en réfultent , I'on en puiffe trouver une qui
ne renfcrme que Pinconnue x ou y, avec la don-
nées ouz. L’exemple qui fuit eclaircira {uflifam-
ment cette Méthode.

ExemMPLE

I 94.8 o1T ax —yy I'équation qui exprime la na-
ture de la courbe A M D. Si I'on met a la place

de x fa valeur < T‘“ , on aura zyy , &c. qui

doit avoir deux racines égales.

t‘yy—-’aw = ast — 0.
i Y o0,— I

ryy * —ast—0.

Ceft pourquoi multipliant par ordre ces termes
par ceux de la progre{ﬁon arithmétique 1, 0,
— 1, on trouvera as = yy = ax ; & partant AP
( x) =+ Dolt l'on voit quen prenant AP = AT;
& menant Pappliquée PM, la ligne TM fera tan-
gente en M. Mais fiauliecude AT (s5), ceft AH
(t) qui eft donnée, l'on multipliera la méme
¢quation 1yy , &¢. par cette autre progreflion o 5
1,2, &lonaurala cherchée PM () = 2t

On auroit trouvé la méme conftruction en met=

St 1xi 2
tant pour y {a valeur ——— dans ax —yy. Caril
&

vient ztxx , &c. dont les termes multiplics par
1, 94
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1,0,~—1, donnent xx==ss5; & par confé-

quent AP (x)=zs.

s

EoRr ot ATRE

195. SI l'on veut 2 préi'en* que le point touchant
M foit donne, & qu’il faille trouver le point T
ou H, dans lequel la tangente MT rencontye le
dlametre A Boula parall llele AH aux anphqu s 4
il n’y a qu'a regarder dansladernicre équation
qui exprime Ll valeur de l]mommc X ou y par
rapport A la donnée s ou 7, cette derniere comme
Pinconnue, & x ou y comme connue.

PROPOSITION 1IL
PrRoBLEME.

196. L A nature de la courbe géomérrique AF D
(Fr‘g 148. Pl. 8.) étant donnée ; déterminer fon
point d’infléxion F.

Ayant men¢ par le pomtcherchel‘ Papp! ique 3
FE avec la tangente F L , par le point A (‘origine
des x) la parallele AK aux appliquées , & nommé
les inconnues LA, ss AK,z; AE, x; EF,
2 : les triangles femblables L AK , LEF don-

Jf‘f\:.)f,&x:i}’:.ffsde
forte que mettant ces valeurs a la place de y ou x
dans I’équation 4 la courbe, I'on en formera une
nouvelle dans laquelle y ou x ne fe rencontrera
pPlus . de méme que dans la propofition pn,uz-
dente,

neront €ncore y —
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Si T'on mene 3 préfent une ligne droite TD qui
coupe la droite AK en H, qui touche la courbe
AFDenM, & lacoupeen D, d’olt 'on abaiffe
les appliquées M P,DB:il eft évident 10 Que
s exprimant AT ; & z, AH; I'équation que
Pon vient de trouver , doit avoir deux racines
égales , fgavoir ( Art. 193.) chacunea AP ov a
P M felon qu'on a fait ¢vanouir y ou x, & une
autre AB, ou BD. 2% Ques exprimant AL
& . A K le point touchant Mfe réunit avec
le point d’interfection D dans le point cherche F:
puilque ( Arz. 67:) la tangente LF doit toucher
& couper la courbe dans le point d’inficxion F
& qu’ainfi Jes valeurs A P,AB dex,ouPM,
BD de ydeviennent ¢gales entrelles, {gavoir ,
Pune & lautre 3 la cherchée AE ou EF. Dot
il fuit que cette équation doit avoir trois raci-
nes égales. Ceft pourquoi on la mulipliera par
le praduit de deux progreflions arithmétiques ar-
bitraires ; ce que l'on réiterera, sl eft néceffaire,
en la multipliant de méme par un autre produit
de deux progreffions arithmériques quelconques ,
4fin que par la comparaifon des équations qui
¢n rétultent , on puiffe faire cvanouir le$ incon-
nues s & e

ExemPLE

197+ SOIT ayy =— XYy -+-aax i’équation qui ex~
prime la nature de la courbe A F D. Silon meta

3 sy — St
la-place de x fa valeur B

, on formera I'équa-

tion 5y’ —s 0 — G1)Y > &ec.
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5y} — sty - aasy — aast —o.

— at
I, 0}""""[, o %
scsind s L5 0.

— e

399 * —aasy %

qui érant multipliée par 3,0, —1, 0, produit
des deux progreflions arichmétiques 1, 05 ~ 1,
— 2,&3,2,1,0,donne yy—1aa; & mettant
cette valeur dans I'équation 2 la’ courbe , Pon

trouve l'inconnue AE (x) =1 4. Ce qui revieng

a l'art, 68.
AUTRE SOLUTION.

198. Ox peut encore refoudre ce Probléme ¢n
remarquant que du méme point L ou K ( Fig. 149.
150. Pl 8. ) on ne peut: mener qu'une. feule
tangente LF ou KF ; parce qu’elle touche en
dehors la partie concave AF, & en dedans la
convexe FD ; au lieu que de tout autre point T
ou H, pris fur ALou AK entre A &L ouA &
X', Ton peut mener deux tangentes TM, TD ou
HM, HD, TI'une de Ja partie concave , & 'autre
de la convexe : de forte quon peut confidérer le
point d’infléxion F comme la réunion des deux
points touchans M & D. Si donc l'on fuppofe
que AT (s) ou AH (#) foit donnce, & qu'on
cherche ( Art. 194. ) la valeur de x ou y par rap-
port & s ou ¢, Pon aura une équation qui aura
deux racines AP, AB, ou PM, BD qui de-
viennent egales chacune 2 la cherchée AE ou EF,;

el Qg
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lorfque s exprime A L' &z, A K. Ceft pourquoi
Ton multipliera cette équation par une progref-
fion arithmétique arbitraire , &c.

ExemPpLE

199. SOIT comme ci-deflus , ayy =xyy 4~ aax ;
Ton aura encore §3° — styy —atyy +aasy — aast
=0, qui étant multipli¢e par la progreflion arith-
métique 1,0, — I, = 2, donne yp? * —aay
—l2aat =0 , dans laquelle s ne fe rencontre plus,
& quia deux racines inégales , {cavoir PM , ED,
lorfque # exprime AH, & deux égales chacune 2
1a cherchée EF lorfque # exprime AK. Cleft pour-
quoi mu/tipliant de nouveau cette derniére équa-
tion par la progreflion arithmétique 3, 2, 1, 05
Ton -aira 3y — aa==o0; & partant EF ()
=1/%ua. Ce quil falloit trouver. :

PROPOSITION IV.

e ‘PROBLEME.
200. IVl ENER dun point downé C ( Fig. 151.
L. 8.) hors une ligne courbe AMD une perpendi-
culaire CM a certe courbe. .
Avyant mené les perpendiculaires MP , CK fur
le diamgtre A B, & décrit du centre C de l'in-
tervalle CM un cercle ; il eft clair qu’il touchera
la courbe AMD au point M. Nommant enfuite
ies inconnues AP , x; PM, y; CM, r; & les
connues AK,s3KC 2: T'on aura PK ou CE
== s—x, ME=p 47 &3 caufe du triangle
reCangle MEC, y = — 12 + V/r—ss + 255 — 5% 5
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X = — V/rr— tt— 2ty — yy : de forte que met-
tant ces valeurs a la place de y ou x dans I'¢qua-
tion 2 la courbe, I'on en formera une nouvelle
dans laquelle y ou x ne fe rencontrera plus,

Si 'on décrit & préfent du méme centre C un
autre cercle qui coupe la courbe en deux points
N, D, d’ol 'on abaiffe les perpendiculaires NQ,,
DB il eft évident que r exprimant le rayon CN
ou CD dans I'¢quation précedente , x ou y aura
deux valeurs AQ, ABouNQ, DB qui devien-
nent égales entr'elles, {cavoir 3 la cherchée AP
ou PM, lorfque  exprime le rayon CM. D’ou il
fuit que cette ¢quation doit avoir deux racines
égales. Cleft pourquoi on la multipliera, &c.

ExeEmepPpz1icE

201.801'1' ax=—= py I'équation qui exprime Ja

nature de la courbe AMD, dans laquelle metrant
pour x fa valeur s —y/rr— 1t —2ty—yy , lon
aurd as —yy—a ]/rr R tET AN T YN de forte
quen quarrant chaque membre, & ordonnant en-
{uite l'équation , I'cn trouvera y*, &c. qui doit
avoir deux racines égales lorique y exprime la
cherchée P M.

¥t *— 249y <+ 2aaty - aass = o,

+ aa —aarr
- aatt
45 35 2, I, .

4y** —gasyy =+ 2aaty ¥ — o.
-+ 244
Q3
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Ceft pourquoi on la multipliera par la progreffion
arithmétique 4, 3, 2, I, 0, ce qui donnera
4y — 4asy + 204y + 260t =0, dont la réfolu~
tion fournira pour y la valeur cherchée MP. .
Si le point donné C tomboit fur le diametre
AB (Fig. 152.PL 8.); on auroit alors z =0,
;'il & il faudroit effacer par conféquent tous les ter-
: mes ol ¢ fe rencontre ; ce¢ qui donneroit 4as
i - 244 = 4)y = 4ax , €n mettant pour yy fava-
1 Teur ax. D’ou P'on tireroit x = s — La ; Ceft-a-dire,
j“ que fi on prend CP égaleala moiti¢ du pa-
i ramétre , & quayant tiré Iappliquée PM per-
-’!" pendiculaire. fur A B, I'on mene la droite CM ,
|';! elle fera perpendiculaire fur la courbe A M D,
ﬁ COROLLAIRE
202.81 lon veut A préfent que le point M
E”; ( Fig. 152. PL 8.) loit donné , & que le point C
4 foit celui quon cherche ; il faudra dans la der-
i niere équation qui exprime la valeur de AC(s)

par rapport 3 AP (x ) ou PM (), regarder ces
dernicres comme connues , & l'autre comme lin-
]

[
‘|| connue.
i

DériniTtionx IL

l Si d’un rayon quelconque dela développée T'on

décrit un cercle, il fera nommé cercle baifant.
i Le point ou ce cercle touche ou -baife la ‘
i courbe , eft appellé point baifant.
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PROPOSITION V.

PROBLEME.

i
203. L 4 nature de la courbe AMD ( Fig. 153.
Pl. 8. étant donnée avec un de fes points quelcon-
ques M 5 trouver le centre C du cercle qui la baife
en ce point M.

Ayant mené les perpendiculaires MP, CK fur

Paxe, & nommé les lignes par les mémes lettres/

que dans le Probléme précedent 5 1on arrivera a
la méme équation dans laquelle il faut obferver
que la lettre x ouy, que Yon y regarde comme
Pinconnue , marque ici une grandeur donnée ;
& quau contraire s , ¢, que l'on y regarde com-
me connues , font en effet ici les inconnues aufli

bien que 7
Cela pofé, il eft clair 1°. Que le point cherché
Cfera fitué fur la perpendiculaire MG i la courbe.
2°, Que l'on pourra toujours décrire un cercle qui
touchera la courbe en M, & la coupera au moins
en deux points ( dont je fuppole que le plus proche
“eft D, d'olt 'on abaiflera la perpendiculaire DB );
puifque Yon’peut toujours trouver un cercle qui
coupe une ligne courbe quelconque ,’ autre qu'un
cercle,, au moins en quatre points, & que le point
touchant M néquivaut qua deux interfeCtions.
3°. Que plus fon centre G approche du point cher-
ché C, plus auffi le point d’interfection D appro-
che du point touchant M : de forte que le point
G tombant fur le point C, le point D {e réunit

Q4

SCD LYON 18



248 ANALYSE
avec le point M; puilque ( Arz. 76.) le cercle dé-
crit du rayon CM, doit toucher & couper la cour-
be au méme point M. D’on I'on voit que s ex-
primant AF, &z, F 3 . I'équation doit avoir
deux racines ¢gales , fcavoir ( Art. 200.) chacune
3 AP ou P M felon quon a fait évanouir y ou x,
& une autre A B ou BD qui devient aufli ¢gale
3 AP ou PM, lorfque s & expriment les cher-
chées A K, KC; & quainfi cette €quation doit
avoir trois racines ¢gales.

ExemPLE
204 S o171 ax=yy équation qui exprime la na-
ture de la courbe AMD,& Pon trouvera (Arz. 201,)
y*, &c. qui étant multiplice par 8 , 3 , o,
—1, 0, produit des deux progreflions arithme-
tiques 45 35, 25 1,0, K2y 190y~ T5~—13
donne 8y* = 2aaty.

y*  *—2a5yy 4 2aaty + aass —o.

~+ aa —aarr
E -+ aatt
4' ? 3 ? 2 9 I 3 0
gy T 10y N SRR AR
8})4 * * — 244ty * = 0

Dol l'on tire la cherchée KCouP E (2) = axs.
da

Si I'on veut avoir une équation qui exprime la
nature de la courbe qui pafle par tous les points
C ,-l’on mulcipliera encore y* , &c. par 0,3, 4
3, 0, produit des deux progreflions 4 , 3, 2,
I,0, &0, 1,2,3, 45 & l'ontrouvera 8ay

SCD LYON 1




DES INFINIMENT PETITS. . 249
— 4aay = 6aar: &0t , en fuppofant pour abréger
27a33
1623

£ S e S 3at
s—ia—u,lon tlreray:—u,&4y‘:

- —aat ; & partant 164° = 27arz. D’olt il {uit que

la courbe qui paffe par tous les points C, eft une
{feconde parabole cubique , dont le parametre
272

- — —, & dont le fommet eft éloigne de celui de

16
la parabole propofée de la; parce que u—s — !a.
Lor{que la pofition des parties de la courbe,
voifines du point donné M , eft entierement fem-

~ blable de part & d’autre de ce point , comme il

arrive lorfque la courbure y eft la plus grande
ou la moindre ; il s’enfuit que Pune des inter-
{ections du cercle touchant ne peut fe réunir
avec le point touchant, que P'autre ne s’y réunifle
en méme temps: de forte que I'équation doit avoir
alors quatre racines égales. En effet, fi on multi-
pliey*, &c. par 24,6, 0,0,0, produu: des trois
progreflions arlthnnnques L eaiga, 150, &
3s 2, I, a,-—l, CC 2Ty 0a— Tty —— 25
Ton aura 24y*=o0 : ce qui fait voir que le point
M doit tomber fur le fommet A de la parabole,
afin que la pofition des parties voifines de la cour-
be foit femblable de part & d’autre.

Avrr:e SoruvTIionN.

205. Ox peut encore ( Fig. 154. Pl. 8.) rélou-

dre ce Probléme en fe fouvenant que I'on a dé-
montré¢ dans larticle 76 quon ne peut mener
du point cherch¢ C qu'une feule perpendiculaire
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CM 3 la courbe AMD ; aulieu qu’il y a une
infinité d’autres points G fur cette perpendicu-
laire MC, d’olt I'on peut mener deux perpendi-
culaires MG, G D 2 la courbe. Si donc on fuppo-
fe que le point G foit donné , & que I'on cherche
( Art. 200 ) la valeur de x ou y par rapport aux
données s & r; il eft vifible que cette équation
doit avoir deux racines inégales, fcavoir A P,
A BouP M, BD qui deviennent égales entr’elles
lorfque le point G tombe fur le point cherche C.
C'eft pourquoi 'on multipliera cette ¢quation par
une progreflion arithmétique quelconque , &

ExEmpeprLE

206. S o011 comme ci-deffus ax = yy ; & l'on
aura ( Are. 201.) 49’ , &c.
4y * — 4a1y 4 2aat = o.

- 24a
2, I ] 0, _"Io
gy * *  —2aat = o.

qui étant multipliée par la progreffion arithmé-
tique 2, 1, 0,— I , donne comme ( Art. 204-)

473

auparavant P =

COROLLAIRE.
207.1 L eft évident qu'on peut ( Fig. 153. 154
Pl 8.) confidérer le point baifant comme ( Art.
203.) la réunion d’un point touchant avec un
point d'interfe®ion du méme cercle ; ou bien

comme ( Art. 205. ) la réunion de deux points |
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touchans de deux cercles diffcrens & concentri-
ues : de méme que le point d’infléxion peut étre
regardé (Art. 196.) comme la réunion d'un point
touchant avec un point d’interfection de la méme
droite, ou ( Art. 198.) comme la réunion de deux
points touchans de deux différentes droites qui
partent d'un méme point.
PROPOSITION VL
PRoBLEME.

208. T R O U V E R une équation qui exprime lana-
tare de la cauftique AF GK , (Fig. 155. PL 8.)

formée dans le quart de cercle CAMN B , parlés

vayons réfléchis MH , N L, é&c. dont les incidens
PM, QN, &c. font paralleles o CB,

Je remarque, 1°. Que fi I'on prolonge les rayons
réfléchis MF, NG , qui touchent la cauftique en
F , G, julqu? ce qu’ils rencontrent le rayon CB
aux points H, L ; 'on aura MH ¢égalea CH, & NL
égale 4 CL. Car I'angle CMH = CMP =MCH; &
de méme langle CNL—=CNQ=NCL.

20. Que d’un point donné F fur la cauftique

AFK , I'on ne peut mener qu'une feule droite MH

qui foit égale 3 CH; au lieu que d’un point donné

| D entre le quart de cercle A M B & la cauftique

AFK , I'on peut mener deux lignes MH , NL tel-
les que MH —CH & NL = CL. Caron nepeut
mener du point F' qu’une feule tangente MH ; au
lieu que du point D, on en peut mener deux MH,
N L. Ceci bjen entendu

Soit propof¢ de mener d’un point donné D la
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droite M 7, enforte qu'elle foit égale 2 la partie
CH, gwelle détermine fur le rayon CB. _
Ayant mené MP, 1O paralleles aCB, & MS
parallele 2 C A, foient nommées les donnees C O
ouRS, #; OD,z; ACouCB,a ;& les incon-
nues CP ou MS, x; PM ou CS, y s CH ou MH, 7,
Le triangle reCtangle MSH donnera rr=rr— 21y
—+yy 4 xx: d’ol 'on tire CH (7) -_:_—_.’fle?’l De
plus les triangles fepblables MRD , MSH donne-
ront MR (x-2).MS(x):: RD(x—»).SH
g ke partant CS+S$H ou CH= G,
x ~—u X — U

-t
— ﬂ;_ﬂ_’ = % en mettant pour xx -2 fa va-

leur aa. D’oli I'on forme ( en multipliant en croix’)
Péquation aax — aau = 23xy — 2uyy 5 & mettant
pour 3y fa valeur aa — xx , il vient 23xy — aax
~+ aau — 2uxx : quarrant enfuite chaque membre
pour oter les incommenf{urables, & mettant en-
core pour yy fa valeur az — xx, l'on aura enfin
4quux* — qaaux® — gaavuxx -+ 20*ux 4+ a*uu — o.
4% —4aazg
“+at

Or il eft clair que z exprimant CO ; & 3, OD;
cette ¢galité doit avoir deux racines inégales, {ga-
voir CP, CQ: & qu’au contraire » exprimant CE;
&z, EF; CQ devient égale 2 CP, de forte qu’elle
a pour lors deux racines egales. C’eft pourquoi fi |
Pon multiplie fes termes par ceux des deux progref |
fions arithmétiques 4, 3,2, 1,0, &0,1,25324 |
Yon formera deux égalités nouvelles par le moyen
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defquelles on trouvera , apres avoir fait ¢vanouir
Tinconnue x, cette équation.

643° — 4844t + 124'8 — s = s

4 1920y — gbaauy— 154*1U
~+ 19204* — 48aau’
+ 64u°
ui exprime la rélation de la coupée CE (u) a
Yappliquée EF (7). Ce quiil falioit trouver.
On peut déterminer le point touchant Fen fe
fervant de la méthode expliquée dans la huitieme

Se@ion. Car fi I'on imagine un autre rayon inci-,

dent p infiniment proche de PM ; il eft clair que
e réfléchi zh coupera M H au point cherche F,
par lequel ayant tiré FE parallele 2 P M, 'on
nommera CE, u; EF ,3; CP,x; PM, y;CM, a:

aax —— aaul — 2uxXx%

& 1’on trouvera comme ci-deflus x

— 2z. Or il eft vifible que CM, CE, EF demeu-
rent les mémes pendant que CP & P M varient.
C'eft pourquoi L'on prendra la difference de cette
équation en traitant a, # , 3, comme conftantes ,
& x ,y,comme variables ; ce qui donnera 2uyxxdx
- aauydx — aaxxdy — aauxdy + 2ux’dy =0, dans
laquelle mettant pour dx fa valeur — "%Z (quelon

trouve en prenant la diffirence de jy =42 —xx),
& enfuite pour yy fa valeur 4a — xx , il vient en-

fin CE (u) ="

Si P'on fuppofe que la courbe AMB ne foit plus
un quart de cercle , mais une autre courbe quel-
conque qui ait pour rayon de fa développeeau
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point M la droite MC3; il eft clair ( Arz. 76.) que
{a petite portion Mz peut étre regardée comme un
arc de cercle décrit du centre C. D’oll il fuit que
fi I'on mene par ce centre la perpendiculaire CP fur
it 3 g e
le rayon incident PM , & qu ayant pris CE= =3
( CP =x,CM=—2a)l'ontire EF parallele 2 PM;
elle ira couper le rayon réfléchi M H au point I,
ot il touche la cauftique A F K.

Si I'on tire par tous les points M, 72 d’une ligne
courbe quelconque AMB , des lignes droites MG,
mC 3 un point fixe G de fon axe AC , & d'autres
droites MH , mh terminées par la perpendiculaire
CB a I'axe, enforte que I'angle CMH =MCH, &
Cmh — mCh 3 & quil faille trouver fur chaque
M H le point F ou elle touche la courbe AFK,
formee par les interfeCtions continuelles de ces
droites MH , #A. On trouvera comme auparavant
CH=2"X _Z "% . dou lon tire :

2y x—u
x3 - uyy = xyy-— uxx
xy
( en traitant », 7 comme conflantes, & x , y
comme variables ) donne 2xydx — wxxydx
— x*dy < uxldy + xxyydy -+ uxyydy — wy’dx
== 0; & partant la cherchte CE (1)
— 2'?3)’ d’xf s o sz—,——. Or la nature

XXydx — X2dy — y2dx — xyyd
de la ligne AMB étant donnée , 'on 2ura une va-
leur de dy endx , laquelle étant fubftituée dans
Yexpreflion de CE, cette expreffion fera délivrée

des différences & entiérement connue,

— 27 ,dont la différence
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| & PROPOSITION‘VII.
PROBLEME

/ 3 <
i zog.SOIT une ligne droite indéfinie AO (Fig. 156, [.-- =
PL. 8.)qui ait un commencement fixe au point A; fore [u) '}}
entendue une infinité de paraboles BFD, CLG quz L[’:;/
ayent pour axe commun la droite AQ, & pour pa- "r ‘}f’! vl
rametres les droites AB, AC interceprées entre le ", ~")_
point fixe A, & leurs fommers B, C. Ondemande la l;-".f{'-' i{ 5

nature de la ligne AF Gqui touche toutes ces paraboles. /; | .+
Je remarque d'abord que deux quelconques de -
ces paraboles BFD, CDG {e couperont en un point
D fitue entre la ligne AFG & I'axe AO ; que AC
devenant égal 3 AB, le pointd'interfeGtion D tom-
. be fur le point touchant F. Ceci bien entendu,

. Soit propofé de mener par le point donné D une
parabole qui ait la propri¢té marquée. Si on mene
Fappliquee DO, & qu’on nomme les donnces AO,
#; OD, 75 & linconnue AB, x; la propriété de la
parabole donnera ABxBO (ux —xx)=D0’(23) ;
& ordonnant I'égalité, 'on aura xx —ux +33=0.
Or il eft évident que # exprimant AO ; & g, OD';
cette égalité a deux racines inégales, {gavoir AB,
CA : & qu’au contraire z exprimant AE; &3, EF 5
AC devient égale 3 A B, ceft-2-dire, quelle a
pour lors deux racines égales. C’eft pourquoi on la
multipliera par la progreflion arithmétique 1,0,
— 1:ce qui donne x — g ; & {ubftituant cette va-

. leur A la place de x, il vient I'équation » = 23 qui
doit exprimer la nature de la ligne AFG.D'otl'on
voit que A F G eft une ligne droite faifant avec
AQ rangle FAO tel que AE eft double de EF.
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Si I'on veut réfoudre cette queftion en général,
de quelque degré que puiffent €tre les paraboles
BFD, CDG; on fe fervira de la Méthode expliquée
dans la Se&tion huitieme, en cette forte. Nom-
mant AE, u; EF , 25 AB, x ; 'on aura 4 —x™ x X"
——z™ " qui exprime en général la nature de,la pa-
rabole BF, dont la difi¢rence donne ( en traitant
u & z comme conftantes , & x comme variable)

———m—1 n—1 e
—mXU— X dx X x" <+ nx dx x u—x™=0;
me~—1 iy
& divilant para—x  dxXxx il vient—amx
+nu—nx — o0 : d'ou l'on tire x = a3 &
m-r-n

m
partant # — x == u#. Mettant donc ces va-
m i

leurs 2 la place de #—x , & de x dans I’équation

générale ; & faifant ( pour abreger ) —— —p,
m—-?:—n =g, mt+n==1, I'on aura{:u]/qun.

D’oll I'on I'on voit que la ligne AFG ¢ft toujours
droite, fi compofées que puiflent étre les paraboles,
n’y ayant que la raifon de AE a EF qui change.

Onwvoit clairement par ce que 'on vientdexpliquer dans cette
Section , de quelle maniére U'on doit Je fervir de la Meéthode
de M. Defcartes ¢ Hudde pour réfoudre ees fortes de quef-
tions lor[que les Courbes font Géometriques. Mais Pon voit

iy 3 3 \
auffi en méme temps qu'elle n’eft pas comparable a celle de M.
Leibnits, gue ja: taché d’expliquer a fond dans ce Traité:

; qusJ ab L PEIRESES e :
puifque cette derniere donne des refolutions génerales , oi I'aus
tre n’en fournit que de particulicres ; qu'elle s'étend aux U=
gnes tranfcendantes, & qu'il neft point neceffaire d’éter les ine
commenfurables : ce qui feroit tres fouyent impraticable.

COMMENTAIRE,
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COMMENTAIRE

Des articles les plus difficiles de I’Analyfe
des Infiniment Petits, )

La Préface que nous avons mife & la rére de
P Analyfe des Infiniment Petits, nous difpenfe de
donner ici une idée générale du Commentaire que
nous mettons a la fuite de cet admirable Traité. Ce
Commentaire w'eft pas diftingué des Notes fuivantes.

N T i
I A demande, ou plutét. la fuppofition de

Varticle 2. pag. 3. que les Commengans n’ac-
cordent qu’avec peine, ne contient rien dans lg
fond qui ne foit bien raifonnable. o
. Eneffet, 'on regarde comme infiniment exaltes
les opérations des Géométres & des Aftronomes ;
ils font cependant tous les jours des omiffions
beaucoup plus confidérables que celles des Algé-
briftes. Lorfqu'un Géométre , par exemple , prend
la hauteur d’une montagne , fait-il attention 3 un
grain de fable que le vent enléve de deflus fon
fommet @ Lorfque les Aftronomes nous parlent
des ¢toiles fixes , ne négligent-ils pas le diametre
de la Terre dont la valeur eft d’environ trois mille
lieues 7 Lorfqu’ils calculent les éclipfes de Lune ,
ne regardent-ils pas la Terre comme fphérique ,
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8 par conféquent ont-ils égard aux maifons, aux
tours, aux montagnes qui fe trouvent fur fa furfa-
ce ? Or tout cela eft beaucoup moins 2 negliger
que dx , puifqu'il faur un nombre infini de dx,
sur faire x ; donc le calcul différentiel eft dans le
fond le plus flr des calculs; donc la demande de
Varticle 2. ne contient rien que de raifonnable.
Toutes ces comparaifons font tirées du Cours de
Mathématique de Wolf, To. 1. pag. 418.

NOTE IL

I articre 5. pag. 5. a befoin d'un Com-
mentaire dans toutes les formes, On convient que
la différence de xy eft ydx -+ xdy + dxdy 5 mais on
ajoute qu'on peut fans erreur fenfible omettre dans
12 pratique dxdy. L’on a raifon ; en voici la dé-
monftration la plus rigoureufe. Pour la mettre a
Ia portée de tout le monde , reprenons les chofes
d’'un peu loin. |

10, Toute grandeur infinie fe marque par quel-
qu'un des caraéteres oo, 07, oo’ &c.

2°. Le premier de ces caradtéres marque un in-
fini du premier ordre, le fecond un infini du fe-
cond ordre , le troifieme un infini du troifieme
ordre &c.

3°. Un infini du fecond ordre eft infiniment plus
grand qu'un infini du premier ordre, & ainfi d’un
infini du troifieme ordre par rapporta un infini
du fecond.

4°. Une quantité infinie ne peut pas €tre aug-
mentée par l'addition d’aucune quantité -finie,
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ni diminuée par la fouftradion d’aucune quantité
finie. Ainfi oo + 1 == 0;de méme oo —4 = 0.
Ce que I'on a dit de Pinfini par rapport au fini ,
on doit le dire de Finfini d’un ordre fupérieur vis-
a-vis I'infini d’un ordre inférieur. Ainfi o0 *+ oo

—o0*; de méme oo} — o' = o}, Voyez-en la

preuve dans la note précédente.
5° Toute grandeur infiniment petite eft repré-
fentée par une fraction dont le numérateur eft un

: 2 5 - - I I
fini & le dénominateur un infini. Ainfi —, .
® "o’

-0% &c. font des fraltions qui repréfentent des

grandeurs infiniment petites du premier , du
fecond & du troifieme ordre. Une grandeur infi-
niment petite eft encore reprefentée par une frac-

tion dont le numérateur eft un infini d’un ordre
& “ . o - (e s
inférieur A celui du dénominateur. Ainfi =50 fre-

)

préfente une grandeur infiniment petite. En effet,
AR
R
6°. Un infiniment petit du fecond ordre repré-
fente une grandeur infiniment plus petite qu’un
infiniment petit du premier ordre, & ainfi des
autres a I'infini,
7°. Une quantité infiniment petite n’eft rien

. - . . 4
ar 3 : . Ainfi o
par rapport a une quantit¢ finie. Ainfi 1 +—

1 Fava ) :
=il 1 De méme un infiniment petit

du fecond ordre n’eft rien vis-i-vis un infiniment
R 2
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dans la nore précédente.

8o, xy eft le produit de x multipliant y.

9% xy 4 ydx +xdy +dxdy eft le produit de
x -+ dx multipliant y +dy , Ceft- A-dire , eft le
produit de x augmente d’une quantité infiniment
petite ,'par y qui fe trouve auffi augment¢ d'une
quantité infiniment petite ; donc ydx + xdy +dxdy
eft la différence de xy.

10°. dxdy éft une quantité infiniment petite du
fecond ordre par rapport 3 ydx -+ xdy qu'on doit
regarder comme des quantitcs infiniment petites
du premier ordre. En effet , prenons le reftangle
ABCD ou xy, Fig. 157. PL. 3. Augmentons fa
bafe CD ou y de la quantit¢ infiniment petite
Dn ou dy , & fa hauteur BD ou x de la hauteur
infiniment petite Dp oft dx ; il eft évident que
le reangle infiniment petit Bz Dz ou xdy , &
le rectangle infiniment petit CD op ou ydx font des
re@angles infiniment plus grands que le rectan gle
Dnpr ou dxdy , parce que chacun des deux pre-
miers eft le produit d’une quantite finie par une

uantité infiniment petite , au lieu que le fecond
eft le produit de deux quantités infinimeut peti-
tes; donc dxdy eft une quantité infiniment plus
petite que ydx ou que xdy ; donc on peut fans er-
reur fenfible la négliger dans la’ pratique; donc fi |
la différence de xy eft ydx~ xdy - dxdy , elle fe-
1a ydx-+xdy.
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110. I1 eft donc vrai que la différence d’un
produit compofé de deux quantités contient la
différence de la premiere quantité multipliée par
la feconde , = la différence de la feconde quan-
tité multipliée par la premiere. Il n’eft pas moins
vrai que la différence d’un produit compof¢ de
trois quantités fe trouve en multipliant le pro-
duit des quantités pofées de deux en deux par
la différence de la troifieme. La difference, par
exemple , de xyz eft yzdx + xxdy 4+ xpdz 5 en voicl
la démonftration.

Je fais xp =2 ; donc la différence de # fera la
méme que la différence de xy ; donc ydx + xdy
— du.

De plus xy = u , donc xyz=1ug; doncla dif-

~ férence de xyz fera la méme que la difference de

uz 3 donc la différence de xp% eft zdu -+ udz. Mais
3du —yzdx + xzdy , parce que du = ydx =+ xdy ;
& udy =xpdz , parce que xy = u ; donc gdu -+ udg
— yzdx ~+ x3dy -+ xydz; donc fi la différence de
xyz eft zdu + udz , elle fera par-13 méme yzdx
+ xzdy + wdz ; donc la différence d’un produit
compof¢ de trois quantités {e trouve en multi-

pliant le produit des quantités pofées de deux en’

deux par la différence de la troifieme. Par 1a méme
raifon Pon aura la différence d’un produit com-
pof¢ de 4 quantités , en multipliant le produit
des quantités pofées de trois en trois par la diffe-
rence de la quatrieme: La diff¢rence du produit

‘uxyz eft donc xyzdu <+ uyzdx + ux3dy + uxydz. En

général la différence du produit de plufieurs quan-
R3
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tités multipliées les unes par les autres eft égale
la fomme des produits de la différence de chacune
de ces quantités par le produit des autres. M. de
I'Hobpital avance , par exemple , que la différence
de s+ xxb —y eft bdx —ady — ydx — xdy. 11 a
raifon. Eneffet, s + x X 5 — y =ab+bx—ay —xy.
Mais ab n’ayant point de différence , celle de ce
dernier produit eft évidemment bdx — ady —ydx
— xdy , donc &c.

NOTE IIL
M. e Marquis de I'Hobpital aflure, & Varticle 6,
pag. 6. que 7‘{”4?___;;_’5"’! eft la difference de ;—: Pour

le démontrer , je fais; = g; & javance que dans

dx — xd
=Y done
T'on aura par 1A méme Yo — 2y s wiir Ta. differens

P s i E

cette hipothéfe 'on aura dz

ce de la fration ; Le calcul fuivant en fera Ia

preuve €vidente.

1. ; = g par hypothefe.
2, x = Iz
3. dx = zdy + ydt
4 ydy = dx — zdy
dx 4
SR M LI x4
5, A% 5 7
6: Ay = deley s {d
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dx xd

cdy = — - —

7 x ¥ 24

g, d{ 2gl ydx — xdy
¢ b 4

ExPricaTioN.

1% La premiere équation eft une pure fuppo-
fition, qu’on ne peut accorder , qu'en accordant
que la fcconde équation eft inconteftable.

2°. La troifieme équation eft fondée fur ce
principe ; fi x— %, donc la diffé¢rence de x fera
égale 4 la différence de yg |

3°. La quatrieme équation a ¢té formée par les
régles ordinaires , c’eft-d-dire , en tranfportant
dans P'autre membre de P’équation la quantité
+ zdy , apres 'avoir affeCtée du figne —.

4° En divifant par y la quatrieme ¢quation,
I'on a eu la cinquieme équation, & en 6tant dans
celle-ci les lettres qui fe détruifent , T'on a eu la
fixieme ¢quation.

59, Pour trouver la feptieme ¢quation, Pon a
fubflitué dans le fecond membre de la fizieme

\ 9
a z {a valeur o

6°. La huitieme équation eft la méme que la
feptieme , aux yeux de quiconque fgait les pre-
miers éléments de 'Algébre ; donc fi celle-ci eft
bonne, celle-13 le fera aufli ; donc la différence
d’une fracion eft égale au produit de la diffé-
rence du numérateur par le dénominateur, — au
produit de la différence du d¢nominateur par le

numérateur, le tout divif¢ par le quarré du de-
R 4
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— adx

. « ot a
nominateur ; donc la différence de - eft .

parce que le numérateur  n’a point de différence;

x e adx —+ xdx — xdx
a -+ X aa — 24% —+ XX

donc la différence de

adx

G —

== 22 - 2ax + x%

NOTE 'IV.

L articLe 7, page 7, demande une foule
d’éclairciffements ; ils feront renfermés dans les
réponfes aux queftions fuivantes.

Premiere QOueftion. Comment pourroit-on prou

ver que — 1 eft expofant de -:-r 2

Réponfe. x—* == B0 elet f s e N =X
x
== x ; donc x eft le produit du multiplicande x

j E 3 = x
par le multiplicateur x " ; donc = y

parce que la divifion du produit par le multipli-
cande donne pour quotient le multiplicateur.

. X 1 e I
Mais £ —_; donc ¥ ' =— ; donc en genéral
x X X

une quantité élevée & une puiffance dont I'expo-
fant eft un nombre entier négatif, n’eft autre que
Punité divifée par la puiffance pofitive de cette

. el I s 1 d
quantite ; doncx ' = donc x T} = — &¢.
. x x

Seconde Queftion. Ef-il vrai que |}x ait pouy
expolant %?
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Réponfe. Cela e& vrai , & en voici Ja preuve.

]/x — x*; mais x* a pour expofant , donc ]/x
a pour expofant ;. Il sagit.donc de démontrer
I

que ]:/x =x*. La chofe n’eft pas difficile. Voici
comment il faut s’y prendre.

1 I 1 1 1
2

L !
XX x—ax" — x'—x;donc x* eft la ra-

cine quarrce de x. Mals ]/x eft la racine quarrée

de x; donc l/xﬁ x* 3 donc en général une
quantité quelconque élevée a une puiffance frac-
tionnaire n’eft autre chofe que la racine d’une
puiffance dont P’expofant eft le numérateur de la
frattion, & le dénommateur eft l’expofant de la

racine ; donc ]/x = x* ; donc ]/x

I
Troifieme Queltion. A quoi équivaut —— 2
V®
I -3 :
Réponfe. —=x *. Jele démontre. }/'¥°
3
1/ X

l;. Mais I—?
]/x3 i A
e I 3
=—x > (queftion 1r*¢. Ydonc —=x *;
V¥
I L 1 15k 054
donc 5—=x 3 j;donc o

V%’ V%
Quatrieme Queftion. Eft-il vrai que 1, /%, %
forment une progreflion géometrique 2
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Réponfa, 1l eft évident que1: ]/ % ]/ X%

car 1 Xx—x, &'l/xx]/x::x,donc I ,]/x,

x font trois termes en progrcﬂ' on géométrique.
Leurs trois expofants o, 1, 1 forment une pro-

greflion arlthmcuque caro+ 1=1,&i+i=1.

Corollaire 1. 1, ]/x : ]/xx S font en pro-
greflion géometrxque En effet, I ‘ it

car xx‘:x - &x’ x‘ - x’ De plus x’ :

2 2 | 1 2 E

- = +-_
x"' Soxt,carxd X x'=—=x' ’.._x‘ & X X%

l 3
v sdonc s , & s% 5. X jiou; 1, ]/x]/xx, x
font en progreflion géométnque.
Pour leurs expofants 053, %, 15ils font en
progreﬂion arithm<tique. En voici la preuve.

0.535.} 3 » puifque la fomme des extrémes o + 3
—2, & que la fomme des moyennes | Il ;
S Al 4
De plusi.2:2. 1, puifque; + =2, &que
P+2=%y donc les expofants 0,3, %, 1 font

en progreflion arithmétique.

e 5
Corollaire 11. Par la méme raifon, 1, }/'x,

H H 5 .S i 3 4
Vi s Yiuks VY ix, ou, I, x*, x5, %%, x°,x
font en progreflion géométrique ; & ieurs expo-
fants 0, 1, 2,4, 4, 1ou? fonten progreﬂion

$2 §33¢9 ¥
arithmétique.

. I I 1 i
Cmqmc;me Oucflion. “3m Sea on font-ils en

|

progreflion géométrique ¢
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— g o —

Réponfe. x TR font en progref-
gk Lk 2l b e o s

fion geometrique ; car x ) &) =t RN

' 3 3

po £
2

= 3
X *Xx t=—x =X ; donc x .

—2 Y I I I
X >X  ou—, 7; Dise-s font en progreflion
gcometrique.
11 n’eft pas ncceflaire de faire remarquer que
leurs expofants — 1 , — 2, — 2 font en progref-
fion arithmétique ; la chofe faute aux yeux. 1len

eft de méme des autres progreflions géoméeriques-

& arithmétiques que propofe M. le Marquis de
I'Hopital ; elles fe prefentent 4 tout Commengant
qui {cait délivrer une quantité quelconque de fon
figne radical , en lui donnant un expofant frac-
tionnaire.

Sixieme Queftion. Comment peut-on démontrer
que 2xdx eft la différence de xx.

Réponfe. xx eft le produit de x par x. La diffé-
rence d’un produit compofé de deux quantités
contient ( Noze 2¢.) la différence de la premiere
quantité multipliée par la feconde, <+ la diffcren-
ce de la feconde quantité multipliée par la pre-
miere ; donc la différence de xx eft xdx 4 xdx
= 2xdx.

L’on prouvera par la méme nore que la differen-
cede x* eft 3x’dx; que celle dex*eft g4x'dx; &
qu'en général la différence d’une puiffance quel-
conque parfaite ou imparfaite d’'une quantité va-
riable, eft égale au produit de 'expofant de cetre
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puiffance , par cette méme quantité élevée 2 une
puiffance moindre d’une unité , & multipli¢e par
fa différence. En nommant donc z un expofant
quelconque entier pofitif , I'on dira que la diffé-
rence de x"eft 2 x™ ' dx. De méme en nom-

mant —un expofant quelconque fractionnaire po-
s

m—n

- m B m —
firif, 'on aura — x * !dx,ou;x-ﬂ dx,

m
pour la différence de x*. Enfin en prenant —m
pour un expofant quelconque entier neégatif , &

— ™ pour un expofant quelconque frattionnaire ne-
n

gatif, 'on aura — z2x ™" ™ " dx pour la différence

n __l'l'l-—l'l.

., e
X—=——X o dx
n

dex ™", &——x o
L n

2|2

S

m
n

pour la différence de x ™ =.
Septieme Queftion. Comment peut-on démon-

—m—1 —mx ™ 'dx

trer que — mz2x dKi= T ?

Réponfe. Pour démontrer que —mx —m—* dx

—mx™  'dx

, multiplions les deux membres

xzm
de cette équation par x*™ , nous aurons

X T K ™ T 00— mx™ T AR
=— — mx™ " 'dx; donc, apres la multiplication ,
les deux produits fe font trouvés égaux ; donc les
deux multiplicandes I’étoient avant la multipli-

cation. Mais les deux multiplicandes ¢étoient les
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deux membres de Péquation — zzx ™ "7 " dx

m —= i

— mx dx :
— X ___ ™. donc ces deux membres ¢oient

x:m
réellement égaux.
Lon prouvera de la méme maniere que

e e
ot i 0 8 do .
n il i n de: d
nx X 3 onc €n

général la difference d’une puiffance quelconque
parfaite ou imparfaite d’une quantit¢ variable eft
égale au produit de Pexpofant de cette puiffance,,
par cette méme quantité élevée 2 une puiffance
moindre d’une unité, & multipliée par fa différen-
ce. Concluez de 1a qu’il n’eft pas néceflaire de fai-

re x" =g, pour trouver la différence d’une puif-

{ance quelconque imparfaite.

Huitieme Queftion, Quelle eft la difference du
cube de ay — xx?

Réponfe. La différence demandée eft 3a’yydy
— 6aaxxydy =+ 3ax*dy — 6aayyxdx = 12ayx’dx
— 6x%dx , parce que le cube de ay — xx eft a’y?
— 3aayyx® 4+ 3ayx* — x°. En effet,la difference de
a'y’ eft 3a°yydy (queftion 6.) La difference de
— 3aapyxx eft — 6aaxxydy — 6aayyxdx ( méme
queftion ). La différence de + 3ayx* eft + 3ax*dy
~+ 12ayx°dx ( méme queftion ). Enfin la différence
de — x° eft— 6x*dx , ( méme queftion) ; donc la
différence affignée eft la véritable diffcrence du
cube de ay — xx.
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Neuvieme Queftion. Quelle eft la différence du
radical V'xy =y ?
Réponfe. La difference demandée eft

da — xdy -+ 2yd s i
ydx ‘/x)’ Y, En voici la démonftration,
2 xXy =+ yy

Pour la mettre 4 la portée de tout le monde , je
fais J/ xy + yy = u. Cela fuppofé , voici comment
je raifonne.

19 u =1V xy +yy donc la difference de #
fera la méme que la différence de }/xy = yy.

20, 4 =V xy + yy5 doncuu=—xy +yy ; donc
la différence de uu fera la méme que la différence
de xy +yy ; donc 2udu — ydx 4 xdy -+ 2ydy.

3°. 2udu = ydx ~+ xdy 4+ 2ydy ; donc du
_ ydx—+ xdy — 2ydy f el _ ydx—+xdy —+ 2ydy
Vi 2u : . AV gy . &
parce que # =}/ %y —+ yy 5 donc dans Ihypothé-
ﬁydx-—i—xa’y —+ :'.yc_i)_r‘

2 ) xy—+yy
Mais dans cette méme hypothéfe la différence de

u eft 1a méme que la diférencede Viay + 5y 5 don¢
X~ xdy -+ 2ycfy

fe propofée la différence de z e

: S d

la différence de Viy + yy eft 2
9y T
Corollaire 1. En faifant Va4 - axyy = u, vous
trouverez par le méme calcul que la difference de

co-iadical . ol ~ - Dyl Al

2\/;;* —+axyy

Corollaire 11. En faifant ],3/ax == Uy lon
trouvera que la difference de ce radical eft

dx —+ 2xd i 3
22 T 2T envoici la preuve la plus détaillée,

3
3 Vax—+ xx*
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I

3 S L1 At D —
S e ]/ax —— %% donc U=—ax <+ xx? (quef.
2

tion 2¢) ; donc au = ax-+xx’; doncuu —
3 P -
V ax «+ =x* ( méme queftion ).
3

20. 0 ==1"ax + xx 3 AONC uny —ax -+ xx ; donc

3undu = adx + 2xdx ( queftion 6¢.)

ad d.
3°. 3uudu = adx + 2xdx ; donc du = M >

3\/;::: —+-xx*
3 e ————— -
parce que 24 =1} ux + xx* (num. 1.); mais la

différence du radical 13/“; —+ xx eft la méme que

celle de # ; donc elle fera M

3\/ax+xx"

Dixieme Oueftion. Quelle eft la différence du
radical Vax + X%+ }/ a% +axyy,

Réponfe. La différence demandée eft
adx - 2xdx ayydx -+ 2_::{62?’)/

2Vaidxx+ Vgaqa wyy Vet +axyy X 2Vax +xx V¢ L axyy

Pour le démontrer , faifons } ax —+ xx ~ Va+ ¢ axyy
=—u ; & voyons ce que vaudra du dans cette hy-
pothefe.

1%, U=/ (ax o %% £ Vet manyy 5 donc zuy — ax
=+ xx -+ V% axyy 3 donc 2udu = adx + 2xdx
ayydx —+ zaxydy
2 Vot —+ axyy
divifé par 22+ 3

; donc du fera égal A adx 4~ 2xdx

ayydx = 2ax ydy

2 ]/a‘* — axyy
par 2 Vax “+ X% =+ Ya* —+ axyy:

divif¢ par 24 ou
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20 adx 4+ 2xdx divilé par 22 =
adx - 2xdx

2 Vax — %% = Va* 4+ -axyy

d. dy qeise
g0, X \/f_tg_d’fl'_y divifé par 2z eft égal, par les
2 Vgt~ axyy

1vi - b 24 d
régles de ladivifion desfractionsa sy i 3ency
2\/44—#@):}7 X 2U

ayydx = 2axydy

Yo ]/a4 —+axyy X 2V ax +xx—+ Var +T")'J' 3

adsx 4~ 2xdx

donc du — A e
2 Vax"}'xx'!-]/a‘i'—f-axyy

ayydx =~ 2axydy

2V a* + axyy * 2}/ ax ~ x% —Va* —+ axyy
Je probléme a éte réfolu.
Corollaire. La différence que M. le Marquis de
3

],/ax e
e F% T A
roitra pas embrouillée 3 ceux qui fe rappelleront
ce qui fuit.
3
1°. La différence du numérateur J ax—+xx eft
gdx i Ao ( Cor. 11 de la queftion g ).

3
3‘/;19: -+ xx*
2°. La difference de Vixy +yy

; donc

’Hépital affigne 2 la fraction , ne pa-

eﬁya’x + xdy +2ya’y
2}/ xy ~+yy

( queftion g ).

3°. Le quarré de }/xy —+ yy eft w + .

4°. La différence d’une fra&ion quelconque eft
¢gale au produit de la différence du numerateur

paf
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par le dénominateur, — au produit de la différence
du dénominateur par le numérateur, le tout divifé
par le quarré du dénominateur ( Noze 3) 5 donc
la différence de la frattion propofée eft égale i la

3 ———— s - =
diffcrence du numérateur }/zx —+ x» multipliée
par le dénominateur /%y~ 5y , — a la difiéren-
ce du dénominateur }/xy —+ 5y multipliée par le

3 ——— - -
numérateut ) ax —+ xx 5 le tout divifé par xy 41,
quarré du dénominateur }/ xy 55 ; donc la frac-
tion propofée n’a pas d’autre différence que celle

que lui a affignée M. le Marquis de 'Hopital A la
fin de larticle 7. pag. 12.

NOTE ¥V

D sxs toute Ia Setion feconde M. le Mar-
quis de P’Hbpital fe fert du calcul différentiel
pour trouver les tangentes de toutes fortes de
lignes courbes. Il fuppofe que le Leeur a étu-
di¢ avec attention tout ce qui regarde les fec-
tions coniques ; nous le fuppofons aufli. Malgré
ccla cependant nous allons lui rappeller en peu
de mots les principales propriétés du Cercle , de
la Parabole, de 'Ellipfe & de I'Hyperbole. Cette
elpéce d’abrégé du Traité des feGions coniques
eft abfolument néceffaire pour rendre intelligi-
ble la plupart des problémes & des exemples que
contient cette feconde fedion:

1% Si l'on coupe le cone ABC , Fig. 158.
P, 8 , parallélement A fa bafe circulaire AIKC,

S
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& plus haut ou plus bas a volonté ; Pon aura un
cercle LTH , d’autant plus grand ou d’autant
plus petit , que la fection fera faite plus pres ou
plus loin de la bafe du cone. La propricte de
. cette courbe eft que le quarre d’une ordonnce
quelconque DF, Fig. 159. PL. 8, eft toujours
égal au produit des couptes ou abfcifles corref-
pondantes AF , FB. Nommons donc DFy,
AB2a, AF x ;’on aura AC ou CBa ,FB=—22
— x; & Péquation fera DF* = AFxFB, ou yy
— 2ax — xx ; ceft [d Péquation au cercle , en
prenant le fommet A pour Porigine des x ou des
abfciffes. SiI'on prenoit le centre C pour Torigine
des abfciffes , c’eft-2-dire , fi I'on faifoit CF — x;
Pon aurait Al 2 g iy "B == 4% 5 & P'cH
quation précédente fe changeroit en celle-ci , yy
== aa — xx.

20. Si Pon coupe le cone ABC, Fig. 158.
Pl. 8, obliquement 3 fa bafe & parallélement 2
un de fes cbtés AB; Ponaura la parabole IGK.
Une parabole quelconque MSm , Fig. 160. Pl. 8,
a pour fommet le point 8 ; pour foyer, le point F3
pour grand axe , SP 5 pour ordonnees au grand
axe , leslignes PM, FN, pR ; pour coupees ou
abfciffes correfpondantes, les lignes SP, SF, Sps )
pour parametre , unc ligne quelconque égale ala
double ordonnée N7 qui pafle par le foyer F. ||
La propriété de cette courbe, c'eft que le quarré
d’une ordonnée eft égal au produit de l'ablciffe
correfpondante & du parametre; ainfiPM* =

SP % N»n Nommons donc y une ordonnée quel-
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conque ; nommons x {on abfcifle correfpondante,
& p le parametre ; I'on aura pour équation ) la
parabole yy == px.

3¢. L’on a dans la parabole MS» I’équation
PM’ — PSx N#n; l'on a encore dans la méme
parabole PR = 7S x l\m ; donc 'on aura PM* -
pR* :: PS x Nz: pSX Nu 5 mais le parametre sN
eft une quantit¢ conftante ; donc l'on aura PM?
wpR>: 2 PS: ¢S 5 donc dans une parabole quel-
conque les quarrés des ordonnées font entr’eux
comme leurs abf{ciffes.

4°. L’on a dans la parabole yy — px; donc fi
p== 1, I'équation deviendra yy = 1x = x.

5°. L'on'a dans la parabole yy — px ; donc x
croiffant , y doit croitre aufli, parce que p eft
une quantité invariable. Mais les x peuvent croi-
tre a I'infini, parce quele grand axe de Ia para-
bole peut étre prolongé a I'infini; donc les y peu-
vent croitre & Uinfini ; donc la parabole ira tou-
jours en augmentant , & ne fe fermera jamais.

6°. §i 'on coupe le cone ABC, Fig. 158. P 8,
obliquement a {a bafe & a fes deux c6tés , de ma-
niere que la fe@ion coupe les deux cbtés du cone;
Pon aura une ellipfe DMN. Une ellipfe quelcon-
que , par exemple , Pelliple ABED , Fig. 161,
Pl. 8 , a pour grand axe , AB; pour petit axe,
ED; pour foyer, F, f; pour centre de figure, C;
pour ordonnée , PM , pm ; pour abfcifles corre(-
pondantes 4 I'ordonnée PM, les lignes AP , PB;
pour abfcifles correfpondantes A pas, les lignes Ap,
B ; pour parametre du grand axe, la double

Y3
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ordonnée Nn qui paffe parle foyer F. Dans cette
efpéce de courbe, 'on a toujours la proportion
fuivante, le quarré d’une ordonnée quelconque
eft au produit de fes abfcifles correfpondantes,
comme le parametre eft au grand axe, ou PM*
:APxPB::Nn: AB. Nommons donc A B,
2a; ED, 2b; Nn, p; PM, y; AP,x ; Ton
aura PB = 24 —x, & la proportion précédente
fe changera en celle-ci , yy: 2ax —xx :: p:2a;
Zapx—pxx
o Rl |

donc 2ayy = zapx — pxx; donc gy = ———

donc yy = px —-Pg ; & c’eft-1a équation au pa-

rametre de Pellipfe , en prenant 'un des fommets
A pour lorigine des ablciffes.

7°. Si Pon avoit pris I'origine des abfciffes au
centre C, ceft-a-dire , fi’on avoit CP =x , l'on
auroiteu AP =a—x, & PB=—a 4+ x. La pro-
portion précedente fe feroit donc changée en
celle-ciy py:aa—xx::p: 24 ; donc 2ayy — aap
aap ——

— pxx : donc py :-T‘mf; doncyy = { ap
Pl'x
o5 2a ;

I'ellipfe, en prenant les ablfciffes depuis le centre C.

8°. 2ayy = aap — pxx ; donc 2 —aa-— xx;

& ceft-1a I'équation au parametre de

donc x augmentant, le fecond membre aaz — xx
doit diminuer. Le fecond membre ne peut pas di-

. X 2a A 5
minuer , {ans que le premier membre 297 dimi-

: P
nue. M.ais dans ce premier membre , il n’y a que ¥
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qui puiffe diminuer , parce que le grand axe 24 &
Je parametre p font des quantités conftantes; donc
dans Pellipfe x augmentant , y doit diminuer.
Mais x ne peut augmenter que jufqua un certain
point , parce que le grand axe de cette courbe eft
déterminé 3 donc lellipfe fe fermera dans les deux
points obt les x ne feront plus fufceptibles d’aug-
mentation ; donc elle fe fermera aux deux fom-
mets A & B.

9°. L’on a dans I'ellipfe PM* : AP xPB:: N»
- AB;lonaencore pm*: ApxpB::Nn: AB
(num., 6 ) ; donc I'on aura PM* : AP x PB::
pm*:Apx pB ; donc PM*: pm*:: AP xPB:
A px pB; donc dans ellipfe les quarres des or-
données font entr'eux comme les produits des ab{-
ciffes correfpondantes.

10°. 1l eft encore démontré dans tous les Trai-
tés des Se@ions coniques, que dans toute ellipfe le
quarré d’une ordonnée quelconque eft au produit
des abfciffes correfpondantes , comme le quarré
du demi-petit axe eft au quarré du demi-grand
axe ; donc l'on aura, en prenant lorigine des abl{-
ciffes & I'un des fommets, la proportion fuivante ;
yy : 2ax—xx :: bb : aa 3 donc aagyy = 2abbx —bbxx ;
2abbx — bbxx 2bbx

~ s donc yy = — —

doncyy = — 3 S

56::: ; & Ceft-13 Iéquation aux axes de Pellipfe, en

prenant Lorigine des ablciffes 2 l'un des fommets.
11°. Dans toute ellipfe le quarre d’une ordon-
née quelconque eft au produit des abiciffes correi-

23

SCD LYON 1




278 COMMENTAIRE

pondantes,, comme le quarre du demi-petit axe
eft au quarr¢ du demi-grand axe ; donc, en pre-
nant Porigine des ablfcifles au centre C, I'on aura
yyiaa~—xx::bb:aa; donc aayy — aabb — bbxx;

bb — bb b
‘.I..J__.____..ff 5(10[1(.‘)-’)’:1?11-——5 1x,&
aa da

ceft-13 'équation aux axes de Iellipfe, en pre-
nant le centre de la courbe pour Porigine des
ab(ciffes.

129, 11 eft enfin démontré dans tous les Traités
des Setions coniques que dans une ellipfe quel-
conque le grand axe eft au petit axe, comme le
petit axe eft au parametre,

13° Si I'on coupe le cone ABC, ( Fig. 158.
Pl. 8) , obliquement a fa bafe, & aux deux cbtés
du cone, de maniere que la Setion prolongte en
haut, aille couper un des cotes A B, auffi prolon-
gé; Yon aura Phyperbole FHE, dont le grand
axe fera HR , 2 Pextrémité duquel on pourra for-
mer une feconde hyperbole égale a celle dont nous
venons de parler, afin d’avoir deux hyperboles op-

ofées fur un méme axe HR. L’hyperbole n A M,
( Fig. 162. Pl 8), a pour axe principal, A B;
pour petit axe , DE ; pour foyers, F, £, pour
centre commun aux deux hyperboles oppofces , le
point C ; pour ordonnée, P M, 2 laquelle correl-
pondent les abfciffes AP, BP ; pour parametre du
grand axe, la double ordonnée N7 qui pafle par
le foyer F. Faifons donc AB—=124, AC.ou CB
re=a, DE = 2b, BCouCE=—=),Nun—p, PM
==y, AP=x, Ton aura BP == 24 + x. Dans

donc yy=—
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cette e'péce de courbe l'on a toujours la propor-
tion fuivante , le quarré d’une ordonnée quelcon-
que eft au produit des abfciffes correfpondantes ,
comme le parametre eft 2 Paxe principal ; donc
PM:: AP x BP:: Nu: AB; doncjy : 2ax—+xx::
p : 2a; donc 2ayy = 2apx 4 pxX; donc yy =—
E‘U—x—iﬂxi donc yy = px —;—"—g ; & ceft-a Pe-
quation au parametre de Phyperbole , en. comp-
cant les abfciffes depuis le fommet.

14°. A quelques fignes pres , Péquation eft la
méme pour lellipfe & pour I'hyperbole. En effet,
P’équation commune 4 ces deux courbes eft 3y —

px:,t‘pf:. Dans les doubles fignes le fupérieur eft

pour elliple , & Pinférieur pour I'hyperbole.

15° En comptant les abfciffes depuis le centre
C, ceft-a-dire,, en nommant C P, x; 'on aura
AP -— x — a, & BP = x + a. Dans cette hypo-
théfe le produit des abfciffes correfpondantes fera
xx — aa 3 & la proportion de num. 13. fe change-
ra en celle=ci, yy:xx —aa:: p: 2a; donc 24)y

zayy

‘== pxX — aap: donc 22 — xx —aa 3 & Ceft-a

Iéquation au parametre de hyperbole, en comp-
tant les abfciffes depuis le centre C.

160, A caufe des quantités conftantes 22 & p ,
les quarrés des ordonnées PM, pz font entreux
comme les produits de leurs abiciffes correfpon-
dantes. Le calcul eft le méme que celui que nous
avons fait pour Ielliple , nuz2. 94

S 4
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179 L’hyperboie va toujours en s’élargiffant, &

elle ne doit jamais{e fermer. En effec, dans I'équa-

: 2a :
tion _*;LJI, = XX-—aa, x augmentant, y doit aufli

augmenter , parce que les quantités repréfentées
par a & par p font des quantités invariables. Mais
x peur augmenter A Pinfini, parce qu'on peut
proionger AP 4 Finfini; donc y peut augmenter 3
Vinfini ; donc les ordonnées & "hyperbole repré-
fentees par y, vont toujollrs en augmentant 3
mefure qu'elles s’cloignent du fommet A ; done
Phyperbole va toujours en s’élargiﬂ'ant ; done elle
ne doit jamais fe fermer.

18°. Dans I'hyperbole équilatere 24 = p ; donc

) ; 2a :
Iquation générale 22X —xy 44 fe réduit pour

Phyperbole équilatére 3 yy— xx —aa; ce qui
donnex—a:y ::y: x+ a; donc dans certe ef-
pece de courbe 'ordonnée eft moyenne propor-
tionnelle entre les abfciffes correfpondantes.

19°. Dans I'hyperbole comme dans Pellipfe, 24
:2b::2b:p, Ceft-a-dire, le paramétre eft une troi-
fieme proportionnelle au grand & au petit axe.

20°. Les lignes Qq, Gg, (Fig. 162. PL 8:)
qui fe coupent au centre C, & dont la premiere
eft parailéle 3 la ligne AE, & la feconde 4 la ligne
AD, font les affymptotes des deux hyperboles op-
pofeesnAM , zMB. 1l eft démontré dans tous les
Traités des Setions coniques que le retangle fous
Yordonnce hn & I'abliciffe Ck eft ¢gal au quarré de
AH. Fajfons donc 4n =1,Ch=x,& AH=a;

SCD LYON 1




S

PES INFINIMENTPETITS. 281
nous aurons xy — aa, & ceft-1a Péquation de
Thyperbole rapportée a fes affymptotes.

2 19, Tout ce que nous avons dit jufqua préfent
doit s’entendre des Setions coniques ordinaires’,
ceft-3-dire , des Sections coniques tirées d’un
cone qui 2 pour bafe un cercle ordinaire. L’on

trouvera zum. 1. ce qu'il faut entendre par cercle

ordinaire.

229. Les Sections coniques d’un genre fupérieur
font tirées d'un cone qui a pour bafe un cercle
d’un genre fupérieur , c’eft-a-dire , une courbe
dont les ordonnées & les abfciffes fourniflent une
équation d’un plus haut degré que celle que don-
nent les ordonnées & les abfcifles d’un cercle or-
dinaire.

23°. Suppofons que lecone ABC, (Fig. 158. PL.

8%, ait pour bafe une courbe dans laquelle le cu-
be de PQ foit égal au produit du quarré de A Q
multiplié¢ par QC ; ce cone donnera les Se&ions
fuivantes.

La parabole qui en fera tirée, aura pour équa-
IO =p

Lellipfe tirée de ce méme cone aura pour équa-

; 3

tion y} = px*—L= ', ou 24y’ = 2apx® —px’; ce

qui fe réduit & la proportion fuivante’, p* : x* X
(2a—x")::p:2a.
L’équation 4 Phyperbole tirée de ce méme cone
fera y? = px* + L34 , Ou 2ay’ = 2apx” + px* ; ce
ra

qui donne la-proportion fuivante, p*': x* X (24
w=x'):i1p:2a.
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24°. L’équation & la parabole cubique étant y*
= p'x*, elle fera fera par Ia mémey' * = p'x* 3
& clle fera en général pour toute parabole d’un

bt m —-d m_n A 5

genre fupérieur y —p"x". De méme I'équa-
tion du num. 23. fe changera , pour lellipfe &
pour I'hyperbole, en P'équation générale ™7 °

rL,xm—i-—n N

—5 i -

25°. 11 faut donc que dans I'équation géncrale
appliquable aux elliples & aux hyperboles d'un
genre fupérieur , l'expofant de y foit égal a la
fomme des expofants des deux abfcifles corref-
pondantes & Pordonnée y. 11 faut encore que dans
Péquation ‘générale appliquable & une parabole
quelconque d’un genre {upérieur , Iexpofant de p
foit ¢égal A la fomme des expofants de Pabicifle
correfpondante & du parametre. Auffi I'équation
' =p’x' eft-elle autant 'équation 2 une para-
bole cubique que y? = p'x*; parce que l'une &
lautre donnent Péquation généraley™ ™+ " =p"x"

26°, Tout ce que nous avons avancé dans cette
Note, eft dévelopé & démontré dans tout Traité
des Sections coniques. On peut confulter celuique
nous avons donné dans la troifiéme édition de no-
tre petit Ditionnaire de Phyfique en 2 volumes
in-8°, imprimé & Avignon chezla Veuve GIRARD
en 'année 1767. On peut encore confulter le
Traité des Setions coniques de PAbb¢ de la
Caille , & le Commentaire que nous avons donné

. de ce Traité dans notre Guide des jeunes Mathé-

maticiens , imptimé & Avignon chez la méme
Veuve GIRARD en I'année 1765.
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NOTE VI

] £s deux queftions {uivantes jetteront un grand
jour fur Varricle 9, page 14-

Premiere Queftion. Comment peut-on démon-
trer que les triangles 2R M, M PE; (Fige3 Pl
1.) font femblables 2

Réponfe. Les deux triangles mRM , MPT ont
d’abord un angle droit chacun, 'un en R, Pautre

_en P. 1ls ont enfuite Pangle T égala l'angle M,

parce que le coté infiniment petit M crant con-
fondu avec la ligne MT prolongée, & cette ligne
coupant les deux paralleles TP, MR il eft im-

. poflible que Fangle extérieur M ne foit pas ¢gal a

Vangle intérieur T'; donc les deux triangles mR M,
MPT font équiangles ; donc ils font femblables ;

~ donc ils ont leurs cbtés homologues proportionnels.

Seconde Queftion. Comment la connoiflance de
la foutangente PT, (Fig.3. Pl 1.), peut-elle con-
duire A la connoiffance de la tangente MT.

Réponfe. En connoiffant la longueur de la fou-
tangente PT , l'on a le point T auquel doit abou-
tir 12 tangente demandée. Le point M d’out cette
tangente doit partir , eft donn¢ de pofition; donc
en connoiffant la longueur de la foutangente PT,
Pon a les deux points extrémes de la tangente MT;
donc la connoifiance de la foutangente P'I" con-
duit néceffairement 2 la connoiffance de la tan-
gente MT, parce que d’un point quelconque aun
point quelconque on peut toujours tirer une ligne
droite. Pour trouver donc facilement une tangen-
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te quelconque M T, il ne sagit que de {cavoir

manier la formule générale J—?—x — PT, en diffé-

renciant équation de la courbe a laquelle on
veut tirer une tangente.

NOT E ik

L’ o N apprend dans Varticle 11 , pag. 15.2 tirer
des tangentes A des paraboles & a des hyperboles
de tous les genres. Il s’agit d’abord de tirer une
tangente a une courbe dont Iéquation eft ax = yy.
Cette courbe eft évidemment ( Noze 5. num. 2. )
une parabole ordinaire dont y eft une ordonnée
quelconque , x labfciffe correfpondante , & ale
parametre. En differentiant Péquation ax=yy,
T'on trouve tout de fuite que dans cette courbe dx

d f /
e 2J;y . La foutangente P T eft dans toutes les

courbes éoale A 9 Mais dans la parabole ordi-
g 3 P

naire dx — 2ydy s donc dans la parabole ordinaire
P

s 2yyd 2
Ion aura P T = 222 — 2Y% Dans cette méme
a@y a
: 2 2ax :
parabole I'on a yy =—ax ; donc %_ = — =X}
donc dans la parabole ordinaire la foutangente
PT — 2x — 2AP, ( Fig. 3. PL 1) ; ceft-la’le
num. 1. de Varticle 11.
Lenum. 2. du méme article apprend a tirer une
tangente 4 une courbe dont I'¢équation eft a2 =xy-

Ceft-14 ( Note 5 , num. 20.) équation de 'hy=
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perbole ordinaire rapportée 3 fes affymptotes.
* Cette équation différenti¢e devient, 4 caufede la
conftante a, ydx 4+ xdy — 0; donc ydx —=—xdy ;

donc d _—_——f‘y—@ La foutangente PT eft dans

toutes les courbes égale ﬁj—? ; donc Ton aura
: i LY
ydy
—: x; donc en prenant PT =PA, (Fizg. 4. Pl 1),
& en placant PT du c6té oppof¢ au point & , 'on
aura la longueur de la foutangente a laquelle ré-
pond la tangente MT. Iln’eft pasnéceffaire defaire
remarquer que le point A eft le point d’interfec-
tion des denx affymptotes de Phyperbole reprefen-
tée par la figure 4 dela planche 1. 1l eft encore
- moins néceffaire de faire remarquer que les Géome-
tres fontconvenus dedéfigner les pofitions oppofces
des lignes par les fignes + & — . Si PT = —+-x,
lorfque le point T eft au deffus du point A, Ceft-
3-dire . au deflus du point de lorigine des x ; I'on
aura PT — — x, lorfque le point T fera au-def-
fous du point A. Ce font 12 des connoiffances que
Ton doit fuppofer dans tout homme qui entre-
prend de lire un Traité auffi difficile que celui des
Infiniment Petits.

Le num. 3 de Varricle 11. demande un long
Commentaire. Pour le rendre plus clair, nous al-
lons le renfermer dans les réponfes aux queftions
[uivantes.

Premiere Queftion. De quelle efpece de para-
bole parle-t-on au num, 3 delarucle 11

dans 'hyperbole ordinaire PT — —
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Réponfe. M. le Marquis de 'Hopital parle, an
num. 3. de Varticle 11, des paraboles d’un genre
{upérieur , puilqu’il a parle des paraboles ordi~
naires , au zam. 1 du méme article.

Seconde Queftion. Pourquoi, dans Péquation
générale y™ = x, M. le Marquis de I Hopital ne
fait-il pas mention du parametre de la courbe?

Réponfe. Parce qu’il fuppole ce parametre — 1.
Or 1x ==x: & comme toutes les puiffances de 1
donnent 1 ; fip=—1,onaura px = x, p’x =x,

Yo —x &,

Troifieme Queftion. Comment 'équation gé-
nerale y™ = x peut-elle convenir aux paraboles
d’un genre fupérieur , puifque nous avons affuré
(num. 24 & 25 de la Note 5.) que ces courbes
avoient pour équation générale y= "= p"x",
ouy ® T St

Réponfe. 1°. Nous verrons dans la réponfe a
la queftion 5¢ , que lor{que I'expofant  eft un
nombre fradtionnaire pofitif plus grand que I'uni-
té, I'équation p™ — x équivaut A Péquation gé-
nérale y IS e

20. L’équation ™ = x équivaudra 2 I'équa-
tion y" "= p"»™, fi 'on fuppofe que l'expo-
fant 7 que donne 4 y M. Le Marquis de 'Hopi-
tal , eft égal A lexpofant de x quieft 1, + 2
Pexpofant du parametre qui multiplie x. En effet,
fuppolons 7= 3 ; I'équation y™ — x deviendra
»' = 1*x', ceft-a-dire, le cube d’une ordon-
née quelconque eft égal au produit de Pabfciffe
correfpondante par le quarré du parametre égal
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3 Punité 3 ce qui eft en effet 'équation  une el-
péce de paraboles cubiques.

Ouatrieme Queftion. La valeur générale de la

d :
foutangente PT étant =, comment peut-il fe
¥

faire que PT devienne = mx dans les courbes
dont I'équation eft y™ — x.

Réponfe. Le calcul fuivant va fervir de f{olu-
tion a cette queftion. y™ = x , donc la différence
de y™ fera ¢gale a la différence de x+, donc
my™ ' dy — dx ; donc en faifant entrer la nou-
dac

>

velle valeur de dx dans la formule générale Y

dy
yxmy "
_ dy

— x, par hypothéfe , donc my™ = mx ; donc
3 — mx.

: ‘g :
Yon aura PT — 24 == m)a'“, Mais J:"

_ , : A 3
Cinquieme Oueftion. Comment I'équation y*
= x, peut-elle devenir 3’ — axx?
Réponfe. Elle le devient par le calcul fuivant.
; z

y*=x, donc V3’ =x ( Note 4°. queftion 8.

donc y* = xx ; doncp’ = 1xx ; donc, en fai-
fant le parametre 1 =—a , 'on aura )’ = axx ;
done y' > —a'x*; doncy" T "= B X

4 .
L’on trouvera par la méme méthode quey ~x,
4

devient y* — axxx. En effet, y° = x , donc
3

V= x, donc y*= wxxx ; doncy* = Ixxx,
donc y* — axxx , donc y ' =a'x, donc

i (i o
y™ 2 gm " donc nous avons eu raifon d’2l-
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furer dans la réponfe a la troifieme queftion , gue
lorfque 'expofant #z eft un nombre fra&tionnairg
pofitif plus grand que I'unité , Péquation y™—x
équivaut a 'équation générale y™™* * — p™ x".
Sixieme Queftion. Comment peut-on prouver
quey > = x donne l'é¢quation 2’ = xyy, la-
quelle équation convient 2 hyperbole cubique
rapportce a fes affymptotes 3
Réponfe. 1°. 11 faut fe rappeller que 2z —xp
eft I'équation a I’hyperbole ordinaire rapportée

.2 fes aflymptotes ( INoze §°. num. 20.)

2. TN =X, dODCj;; = x ( Note 4°. quef*

tion 1.) donc 1 = xyy ; mais dans le cas pre-
fent 1 = 2} , puifqu’on ne peut pas avoir az — xy,
fans avoir 2’ —=xyy , donc y —* = x équivaut
Ay = a.

Seprzerre 0ueﬂwn Dol eft tirée la proportlon :
a¥ vy s

Répanﬁ:. Cette proportion eft tirée de 'equa-
tion my™ " "dy — dx. En effet, vous aurez cette
¢quation , en multipliant d’un cbté les extrémes,
de I'autre les moyennes de la proportion donnée.

Huitieme Queftion. Pourquoi, en fuppofant y
—o0 , la railon de dy 2 dx eft-elle infiniment
grande , lorfque 72 furpafle 12 _

Réponfe. Lorfque m furpafle 1 , I'expofant
m— 1 eft un expofant pofitif. Siy —o, & que
m— 1 foit un expofant pofitif , le terme 7™ ™"
devient o ; donc la propomon dx:dy::my™

5 devzentdx dy:ie:1 , oudy:dx:: 1108
. Mais
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Mais 1 eft infiniment plus grand que o, doncdy
eft infiniment plus grand que dx ; donc, en fuppo-
fant y — 0, la raifon de dy a dx eft infiniment
grande , lorfque 7 furpafle 1.

Neuvieme Queftion. Pourquoi , en fuppofant
y=—10, la raifon de dy i dx eft-clle infiniment
petite, lorfque 7 eft moindreque 1 7

Réponfe. Lotfque m eft moindre que 1, T'ex-
pofant »— 1 eft un expofant négatif. Suppofons

— 1%, lexpofant m — 1 fera —;, & le terme

my " '{echangeraen 1y = _;}-,i— ( Noze 45

queft. 1.) Suppofons maintenanty = o, le ter-
1

3
I -
- 3

2

. LB .  §
moindre que 1, le terme mp™ ' devnendra; .

me fera (—: ; donc en fuppofant y =0, &

I

& la proportion dx : dy : 2y ™ " : 1 fe changera
Bh celle~cide:dyssizr,oudytde::1:%
Mais 1 eft infiniment plus petit que }, parce que
o eft contenu une infinité de fois dans 1 ; donc ,
en fuppofant y =— 0, la railon de dy a dx eft infi-
_ niment petite, lorfque # eft moindre que 1.

NOTE FVili

L 4 formule générale PT = %‘ sapplique

dans l'article 12 , pag. 17, A des ellipfes de tous

les genres. La premiere ellipfe & laquelle on P'ap-

plique , eft une ellipfe ordinaire (Noze 5. num. 6),

puilqu’on fuppofe que la courbe AMB, (Fig. 5.
>
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Pl 1), eft telle que le reGangle fous les abfciffes
AP, PBeft au quarré de 'ordonnée PM, comme
le grand axe A B eft au parametre A D ; ce qui
donne I’équation “—;j —ax — xx, en faifant le
grandaxe AB=—a, & le paramétre AD =1

d
Cette équation différentiée devient =2 y L — adx

2 (%3
— 2xdx ; donc dx = ‘E—_‘I—_Z—f’g‘-. Mettons cette

nouvelle valeur de dx dans la formule générale
L 20y dy

PT—~-—-— Ion trouvera PT = —=2L
)’ ab—zfix)(dy

:ﬂ}’f . Mais I’équatjon de eflipfe AMB donne

a
DY — ax — xx 3donc

2ayy . 4% —2%% /8
b ab— 2bx " a2 — 2x 2

donc PT = 2 _—2_ Mais AT=PT — AP =

a —

2axXx —axx 24X — 2% — ax — 2xx% ax
N e Mo == 3
a—2x a—2X a—-:".x’
AB x AP
donc AT = ———.
AB — 2AP

L’on apprend enfuite dans le méme article 12
a tirer une tangente a une ellipfe d’un genre fu-
périeur. L’ellipfe qu’on ﬁlppoll, eft telle, que le
cube de AP X le quarré de PB eft 4 la cinquieme

puiflance de PM, comme le diametre AB eft au

\ A ay’?
parametre AD 5 ce qui donne Téquation <=

) owr g ‘ZJ"S et -
— X Xae—x 50U -;-——-l X aa— 2ax -+ x% 3
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ay’ ~ .
ou enfin —— = aax’ — 2ax*+x°. Cette équation

Say4dy
b

différentice devient = 3aaxxdx — 8ax’dx

aytd :
r“—jh-r-x— z"y.__ ——. Faij-
3aabx* — Sabx3 - §bxt
fons entrer la nouvelle valeur de dx dans la for-

+ 5x*dx ; donc dx —

L‘fx
mule générale PT = Jid;; nous aurons

Say’dy h Say’
( 32abx* — 8abx’ + 5bx* ) x dy = 3aabx® —8abx’ ~+ 5hx4

5
i L
— PT. Mais —Z— — aax} — 2ax*+4-x* 3 donc en

fubftituant cette nouvelle valeur, on aura PT
<30} Saax3 — 10ax4 —+ §x5 ;
T 3eax? — 8ax3 —+ 5x4’
rateur & le dénominateur de cette derniere frac-
tion par axx — x* , l'on aura pour quotient PT

IR N A AT SPT 2 A p = 28T >

& en divifant le numé-

3a— 5% 3a— 5=
3 Sax — Sxx — fax — Sxx = 2ax ;
20 34 — §%° T 3a—5x°
donc dans l'ellipfe dont il s’agit, Fon aura AT
_ 2ABx AP
T 3AB — 5AP°
L’on pourroit demander ici de prouver que le
numérateur §aax’ — 1oax* + 5x° divife par axx

—x’ donne pour quotient 5ax — 5xx. La preuve
fe préfente d’elle-méme. Multipliez le divifeur
axx — x’ par sax — §5xx, Vous aurez pour produit
le dividende 5aax’ — 10ax*+ 5x°; donc le nu-
mérateur 5aax’ — 1oax* + 5x° divif¢ par axx—x’

donne pour quotient 5ax — 5xx.
Tz
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L’on prouvera de la méme maniere que le dé-
nominateur 3aax’ — 8ax} -+ 5x* divif¢ par axx—
donne pour quotient 3a — §x.

M. le Marquis de 'Hopital termine Particle 12
ar une formule générale appliquable a toutes les
1 elliples d’'un genre fupérieur. Cette formule gené-

i gym 1

! rale et (Note 5, num. 235 245 25). =

— x"Xz —x . Tout ce qui peut arréter un Com-
mencant dans le calcul de cette formule , eft
éclairci dans les queftions fuivantes.
Premiere Queftion. Quelle eft la divifion quia
- X g =— . -
donné le quotient Z—22 %"= iré de la fraction

mg—x—1x

m n
Mm—t-nx Xa—x

m-—1 n n 1 m
mox Xa—x —na—=x X%

Réponfe. 1°. Le numérateur de la fraftion d’olt
ce quotient eft tiré, eft monx" X 2a—x . La
|. R — R fis. ¥ = ooty m—1
| quantité m + nx a eté divifce par x .Eneffet |
|

m -+ nx" divifé par x™ ' donne m—+nx B
: 3 R R

—m-+nX = m—+nx. Pour la quantlté a—xu 3

£ Beongl —— e ] ‘ .

elle a ¢te divilee par 2 — & , puifque o —x

o — 1 n—mn 1

dl\"lfé P&l’a—-x =a—x :ngI:a-—x-
2°. Le dénominateur de la fra&ion qui 2 donné

i le quotient dont on parle, eft mx" ' X i —#
n——7

| —na —= X x"» Ce dénominateur eft comme
) i . . e
! compofé de deux parties ; la premiere eft 72x™

| —_— : 3 :

i.'- X z—x - La premiere quantité de cette premiere
| . \ . iy e o

| partie, ceft-a-dire, mx™ ' a été divifée par X" I ;

&

."
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ce qui a donné 2 pour quotient. La feconde quan-
tite de cette méme partic 2 éeé divifee par
i—~ ;cequiadonnépour quotient , com-
me ci-deflus, 2 — x. Aufli le quotient total de
cette premiere partie eft-il 7 x a——x = Ma — x.

La feconde partie du dénominateur en queftion
% %™ L'on a divif¢ — na—=x

eﬁ —na — xﬁ—__. ¢
—_—T - -
par z — S , & l'on a eu pour quotient — 7-
L’on a enfuite divifé x™ parx™ — ', & 'ona ey,
comme ci-deffus , pour quotient x' = x. Aufli le
quotient total de cctte feconde partie - eft-il

_— 1 X =0

Y n—tnx Xa—=x M oy
29. 81 PR 'm ’--’F—i;;— ; Pon aura évidem-
i

ment PT S S L0 A —— X, oy m——nXax — X%
B L Bx . . WA g8 —— ¥,
Seconde Oueftion. Comment a-t-on trouve AT
nax
—_——?
ma — m —n¥
—n X ax —
Réponfé. AT — PT—-AP:: okt sl ) wdi = o
ma — m — n%
m—+ ndx — m — n XX
_—x == At —_ X
ma — m—nx
m —f—-—r;ax-—-m-—nX_X —_—max +m—+nXX
ma—m — nX
nax

— "% .3 caufe des quantités qui fe de-
ma — m — n¥X

truifent dans le numérateur.
Corollaire. Toutes les opérations qué nous ve-
nons de faire dans cette Note 8 prouvent quiil eft

53
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plus facile de manier-une équation qui a des chifs |
fres pour expofants , que d’en manier une dont leg
expofants font des lettres.

NOTGE 1LX

I, arTicLE 13, pag. 18 eft pour Phyperbole,
ce que Varticle précédent a éte pour Vellipfe. Voidi
quelques remarques qui ferviront a I'eclaircir.

i°. La le®ture de la Noze 5¢ ; convaincra tout

homme qui eft au fait des Seftions coniques, que

< I iy N M. o—rein ' ;
Péquation —— =x Xa-+ = eft une equation

oénérale A toute hyperbole dont on fait le grand
axe AB 3 (Plg 6. Pl 1 ) T & le param‘etm
— b. Cette équation manice comme celle de el
lipfe dont clle ne differe que par les fignes,, fercd
trouver les tangentes finies de I'hyperbole.

20, L’afymptote eft la tangente infinie de hy-
perbole , ceft-a-dire , la tangente d’une hyper-
bole qu'on fuppofe s’étre élargie A linfini. La lic
gne CE, par exemple , ne peut étre regardée come
me tangente de 'hyperbole AM, (Fig. 6. Pl 1 )s
qu'autantqu on {uppofera infinies'abicifle AP =%
& Pordonnée PM = y. Dans cette hypothéfe ¢~
quation nax -— devient d'abord ——— 3

ma =t m—+4 nx m—4-nx
parce que ma eft infiniment petit Vis-a-Vvis m—-nX

nax n

( Note 2, num. 4 ). Mais === a4

m——nX m-tn

donc dans cette-hypothéfe AT devient - -

m
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Mais en confidérant CE comme rangente , AT

devient A C; donc en !conﬁdérant CE comme
7 .

tangente,, on aura e =— a.

m—n
30, Par la méme railon Iéquation géncrale

I‘tym--}—-n % sl L iu 5 \
"« 7+~ deviendra , A caufe du ter-

me infiniment petit & vis-2-vis le terme infini-

i m~—— n m4=n

ay™ ay T ki
b

ment grand x , — x™ X x";0u =

ou enfin ay’"+ e
4°. SiYon fait m —4-n=1p, Ton aura ay® == bx".

5°. Si l'on extrait la racine p des deux membres
de cette derniere équation , Yon aura ]ﬁ/ ay®
B P B
— ]P/IF' ouy]/a:x]/b:,doncd}r]ﬁz:dxlp/b,
] P
parce que les conftantes }/a & }/b n'ont point
P 4

de différence ; donc dx: dy:: va:Vb.
6°. En fuppofant la ligne CE prolongce 2 Pin-
fini , on concevra au point od lafymptote CE
rencontrera l’hyperbole A M, un triangle infini-
ment petit qui (era femblable au triangle CAE,
ceft-3-dire , qui fera vis-2-vis le triangle CAE,
ce que le triangle infiniment petit MR ,*( Fig.
3.PL. 1), eft vis-3-vis le triangle TP M. L'on
ourra done dire du triangle infiniment petit idéal
R & du triangle fini CAE, que ces deux

triangles ont leurs cbtes homologues proportion-
nels ; donc MR : R :: CA:AE;doncdx: dy

::CA:AE.Mais(num.s)dx:dy::]P/Ez:]p/b;
S 4
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donC}Zz:]yb::CA:AE. Mais ( num. 2) CA

h n B P n
.._._m_|_na__._;ap,donC]/a.]/b..;al’.AE;
2axvb 8. \/ba®
donc AE="¢ Px ; donc AE = "P\/ ;
Va Va

donc AE = ?;T ]%a’ —1; donc connoiffant CA,

il fera tres facile de trouver AE, & de tirer par les.
points C & E I'afymptote CE.

70, Dans I'hyperbole ordinaire oum — 1 &

n T
a— — a de-

n— 1, la formule AC:»H-;;

vient AC — ta =1 AB, ceft-a-dire ,Pl’afymp-
tote doit partir du centre du grand axe A B.

8. Dans I'hyperbole ordinaire , la formule A E

T m-n
= ;— ]p/ba"_ f= :_ 2 Y ba® """ " devient
AE = Vba"’"-"'"':ﬂ/ba.

go. Dans I'hyperbole dont il sagit ici, I'on a
fait le grand axe—=a & le parametre =15 ; donc
le petit axe fera =1/as , parce que dans I'hyper-
bole le grand axe : au petit axe :: le petit axe : au
paramétre ( Note 5. num. 19 ) ; donc en faifant le
petit axe=c, lonauraa:c::c:b;donccc=ab;
donc ¢ =1/ab ; donc fi AE = ; y/ab, il faudra
que la ligne A E par l'extrémité de laquelle pal-
fera lafymptote CE , foit ¢gale 2 la moiti¢ du pe-
tit axe de I'hyperbole donnee.
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NOTE - X

I o~ fuppofe dans Particle 14 , pag. 19 une
courbe quelconque AM, (Fig. 6. Pl i.) dont
I'équation foit ! — ¥’ = axy P’on apprend dans
cet article A tirer & cette courbe des tangentes fi-
nies & infinies, les réponfes aux queftionsfuivantes
le mettront 3 la portée de tout le monde.
" Premiere Queftion. Comment a-t-on trouvé
yde  3y3 —axy
-Fyﬂ T 3xx =+ ay

Réponfe. La différence de I'équation donnée
dtant 3yydy — 3xxdx = axdy +aydx , Ion aura
3ydy — axdy = 3xxdx ~ aydx ; donc dx

dy — axd
— 3YY9Y —4%% Mettons cette nouvelle valeur
3xx-—|— ﬂy

~ de dx dans I'équation P T = J%‘;—x: , nous aurons PT
B gyidy ranydy- 950 ——axy

jex—+-ay xdy <~ 3xx—+ay
Seconde Oueftion. Comment a-t-on trouvé AT

ABHEN o ke
3%x —ay
Riiil AT PT AP =220
i y3 —axy—3xxx—axy __ 3y} — 3x3 — 2axy
3xx —+ ay L 3xx —+ ay -

"Mais 35 — 3% = 3axy , puifque par hypothéfe
3y3 — 3x3 — 2axy
3xx — ay

oy axy — 2axy ___ XY <1\
T AT AT. Voila pour
les tangentes finies.

»} —x* = axy ; donc I'on aura
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} 3 - iy ;
Troifieme Queftion. En faifant ¢ — FreETRA

’ 3t
comment a-t-on trouve y — ——a—?

Reéponfe. Le calcul {uivant le fera toucher au

doigt. 1 = ——f%{?, donc 3txx + aty = axy ;
j&

txx .
donc 3txx=axy — aty ; donc y — -g—dt. Maisen
ax —

il fuppofant x infini, I'on a ax — at — ax ( Noze 2 ,
' num. 4 ); donc dans cette hypothefe Pon aura p

__'_grxx DS 31‘.:\'.‘
=i =

Ouatrieme Queftion. Comment a-t-on trouvé
S iia ?

Réponfe. On I'a trouvé par le calcul fuivant. Par

P tx
hypothéfe I'on a 33 — x} = axy. Mais y — 3:— p
" 277t3 %3 atxx
donc l'on aura 2L Sx —_x = BT ; donc
a

27t3x3 — 343

= 3txx;donc 278%° —a’x® = 3a’txx;

23
donc 27#'x? — 3a’txx — a’x*. Mais 2 caufe de I'in-
fini du troifieme ordre x*,l'on aura 27#°x* — 3a%rxx
= 278°x’ ( Note 2. num. 4. ) ; donc 278%* = a’x’;
donc 3zx = ax, parce que les deux racines cubiques
de deux cubes égaux font égales ; donc 32 = 4 ;

a : x ; :
doncz =7 = 1a; donc le point d’olt doit partit

Pafymptote CE eft trouvé , puifque A C doit étre
le tiers de la ligne donnée a.
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Cinquieme Queftion. Comment ast-on trouvé

\ xd
AS—y— Zii ?

Réponfe. Au point o Pafymptote CE , (Fig.
6. PL. 1), touchera la courbe. Imaginez , comme |
dans la Note précédente , num. 6 , un triangle in-
finiment petit M R 7 dont les deux cbtés dx & dy
feront en proportion avec les deux cotés AT &

AS du triangle T AS. Mais AT :J—:-;f — X

— xd ;
s ol ; donc Pon pourra dire dx : dy::

dy
de — xd dx — xdy % d
MAS, donc ASde:)E'__,M;
dy dy
doc — xd

donc AS X dx = ydx — xdy ; donc AS :Ji-fc—dx—xl
1 xd
-—r-y e dx L]

Sixieme Queftion. Comment a-t-on trouvé AS

ax'y 5
— =}
Iy - a%

Réponfe. 1°. L'on a trouve (queft. 1. de cette
note ) 3yydy — axdy — 3xxdx - aydx ; donc dy
___ 3xxdx ~+ aydx
R L

20 AS —y— ﬁ(qaeﬂian précédente’) donc

dx

il X o % s 3xxdx -+ "J_"E
AS._-.}/-——-ddey._._dex)( r_g_y__—h_ax
e 3x3dx — axydx 3x3 — axy
g e N Y i
% =
>
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__3y3 —axy —3x3—axy __ 3y} —3x3 —2axy
g 3yy — ax T Y By SRR
3% Par hypothéfe , 3 — x* = axy 5 donc 3)?
3y3 — 3x3 —2axy

— 3x’ == 3axy; donc fi AS — promary s
Pon aura A S— 3% —2%%y _ _2X¥__.done¢
3yy — ax 3yy — ax’
dxy

en faifant AS —ys, 'onaura s — ———.
- 3yy —ax
Septieme Queftion. Comment a-t-on trouvé s .
=za?
4 s § b2
Réponfe. 10 s = gl donc 35y — asx
skt : o i RS 4 4
—axy ; donc axy 4 asx = 35yy ; donc x = s e

2°. En {uppofant y infini, 'on aura ay+as =ay
M =ty ﬂ-
a a
3°. L’¢quation a la courbe en queftion eft y?
275353
22 =395
donc @’y — 275} — 345y donc a’y? — 275}
-+ 34°syy. Mais a c6te de Pinfini du troifieme ordre
»?, le terme 34°syy devient nul ( Noze 2. num. 4);
donc 'on aura 275y* — a'y’ ; donc I'on aura par
Pextraion de la racine cubique, 357 =4y ; donc

( Note 2. num. 4.) donc x =

~— x’ = axy » donc elle fera y? —

i€ a
3 :—Z;donc 3F =5 doncs=—=>;doncs—=:42;
3 3

donclorfque AS devient AE, l'on aura AE =!2;
donc en prenant les lignes A C, AE égales cha-
cune au tiers de la ligne donné¢e 2, & en menant
par les points C & E la ligne indéfinie CE , l'on
aura 'afymptote de la courbe A M.
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Remarque. Ceft ainfi qu'il faut lire les autres
propofitions de ce Livre, {i Pon veut enfaifir toute
la beauté & toute I'utilité. Dans les Notes fuivan-
tes nous nous occuperons moins a faire des cal-
culs, qua donner une idée nette de certaines
courbes dont M. le Marquis de 'Hépital fuppofe
que fon Lelteur a une connoiffance parfaite. Ces
courbes font la cycloide , la fpirale, la conchoide,
la ciffoide, la logarithmique , &c, &c. Par 1a
nous rendrons un véritable fervice aux Commen-
cans qui ne {cauroient trop s'exercer A trouver ,
{ans le fecours d’autrui , la marche que notre in-
comparable Auteur a fuivie, pour arriver a telle
ou telle ¢quation.

NOTE XL

A v ANT que de lire larticle 15, pag. 21, il eft
néceflaire de fe former une idée nette de la Cyclos-
de que Ton appelle quelquefois Roulere, & quel-
quefois Trochoide. Ceft une courbe produite par
une entiere révolution d’un globe ou d’un cercle
fur une ligne droite. Imaginez-vous donc un cer-
cle qui roule fur une ligne droite , par exemple ,
fur une ligne horizontale. Lorfque tous les points
de fa circonférence fe feront exaétement appliqué
fur cette ligne, il aura décrit une courbe 2 laquelle
on a donné le nom de Cycloide. Le P. Merfenne
s'eft appercu le premier que le clou de I'une des
roues d’une charéte décrivoit dans lair une Cy-
eloide , parce qu’il étoit animé de deux mouve-
ments fimultanés, I'un en avant en ligne droite,
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Tautre circulaire autour de Peflieu de la roue.
Cette decouverte fut faite en 1615. La Figare 7
de la Planche 1 repréfente une demi-cycloide. Sa
demi-circonférence CM A a ¢te produite par la
révolution de la demi-circonférence circulaire
A PB fur la ligne CB. Cette ligne CB , néceflai-
rement ¢gale 3 la demi-circonférence APB , s'ap-
pelle la bafe de la demi-cycloide CM A. Ellea
pour axe le diametre AB du cercle générateur ,
ceft-a-dire, du cercle par la révolution duquel
elle a été produite ; pour fommet , le point A ;
& pour tangente au point M , la ligne MT pa-
rallele 2 la corde AP. Il eft démontre que le con.
tour de la cycloide eft quadruple du diametre de
fon cercle générateur 5 on a donc la courbe
CMA double dn diameétre A B. 1l eft encore
démontré que fi d’'un point quelconque M de
la cycloide CM A , on mene une ligne quelcon~
que M P Q parallele a la bafe CB, & qui coupe
en un point quelconque P le cercle géncratcur
AP B décrit fur 'axe AB, il eft démontre ,
dis-je , que P'arc de cercle A P qui dans cette oc-
cafion prend le nom de coupée , eft ¢gal a la
droite MP que l'on regarde comme Vappliquée
correfpondante de la coupée dont nous venons de
parler. 1l eft enfin démontré que la corde AP
de la coupée AP eft parallele a la ligne MT
tangente au point M de la cycloide CMA , &
que cette méme ligne MT a pour foutangente
la ligne PT tangente du cercle au point P.
Toutes ces vérités font démontrées dans tous
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les Traités complets de Méchanique , & nom-
mément dans celui de M. PAbbé de la Caille ,
pag. 180. art. 515 & fuiv. Rien donc n’eft plus
facile que de trouver I'équation A la cycloide.
Nommons pour cela x la coupée AP , y lappli-
quée MP, b la bafe CB, & a2 la demi - cir-
conférence APB ; nous aurons x:y::a:b,
parce que x =y , & a=—1b; donc bx=ay ;donc

e fgi ; & ceftla l"équation 4 la cycloide fim-

ple, dont il eft queftion dans cette feconde pro-
pofition ; & en général dans toute cycloide la
circonference du cercle générateur eft a la bafe,
comme la coupée eft a I'appliquée.

NOTE Xil

Q vo1Qu’iL ne s'agifle dans les articles 17 &
18 , pag. 22 que de la cycloide fimple , il eft bon
cependant de {cavoirce qu’il faut entendre par cy-
cloide allongée , & par cycloide accourcie. Dans la
premiere la bafe eft plus longue , & dans la fecon-
de elle eft plus courte que la circonférence du cer-
cle générateur. Voyez-en la formation phyfique
dans ’endroit de la Méchanique de M. PAbb¢ de
la Caille que nous avons indiqué dans la Note
précédente. Ce qu'il faut remarquer ici avec at-
tention , c'eft que dans la cycloide fimple I'on 2
neceflairement MP — PT , ( Fig. 7, PL. 1) , parce

Qe MP'—"% "8 que PT — ‘11 devient =
dans cette courbe, 3 caufe dea —b.- M. le Mar-
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quis de 'Hopital a donc raifon de dire (arz. 18)
que dans la cycloide fimple le triangle MPT eft
ifofcéle. 1 a encore raifon de dire que Pangle
APQ , eft mefuré par la moiti¢ de l'arc AP,
parce que fi le cercle APB ¢toit fini , Tangle
APQ infifteroit fur un arc de cercle égala l'arc AP.

NOTE XIIL
I AarTiCcLE 21, page 25 préfente deux dif
ficultés. L’on dit 1°. que puifque PT eft % > B

m-—n

mst —+ nst
fe —— Y Cette valeur ne coutera pref
mEg % — ﬂ.i'{ X
; 3
que rien 2 trouver , fi I'on prend garde que I'equa-
mt{,nxm—-— 1(1'.)("—'?1.)‘{“345“'_'_ 1w

tion m4+ny” " ldy—= .

me ~ ney™ " Idy

B, I..

donne naturellement dx————= -
m:{ x _ﬂJ‘{ x
sydx

L’on-fera entrer cette valeur de dx dans : s &

on trouvera i linftant ce que I'on cherche.

La feconde difficulté que préfente V'article 21
eft beaucoup plus confidérable. M. le Marquis de |
’Hépital y avance que filescourbes AQC, BCN, |
(Fig. 8, PL 1), devenoient des lignes droites,
la courbe M C, feroit alors une des Setions co-
niques  'infini. M. Varignon a rendu cette re-
marque fenfible par les Figures 163 & 164 de la
PL. 8. fur lefquelles il faut continuellement avoit
les yeux: Soit , dit-il, un triangle quelconque rec:
tiligne ECF, dont C foit le fommet, EF la bale,

&
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& CE , FC les deux c6tés , lefquels repréfentenr
les dcux courbes A QC, BCN dont ils étoient
auparavant les tangentes. Des points N d’un des
cotés CF, pris & prolonge a dilcrétion , foient
autant de NP paralléles 2 CD, lefqueiles ren-
contrent la bafe EF en P, & Pautre c6té en Q.
Soit pris enfuite fur ces N P un point M, tel que

Ton ait partoutPQ PM :: PM : PN , je dis
que la courbe MM C fera une des fections coni-
ques A Pinfini. Il n’eft pas néceflaire de faire re-
marquer que » & z reprefentent des expofants
quelconques.

Dém. A caufe des paralléles PN ,CD, T'on
e PO =G < : EP-ED S &EN: CD s

LN doncP_Q'“ CD :: EPm ED ,&PN :

CD: h‘ITI:“l DF’ ;donc, en mulnpllant t par or-
dre, lonauraPQ_xPNnE-f) EP 1

PF:ED xDF 'Vfals parhyparr’zeﬁ,P*Q_
PM : : PM : PN ; donc PQ_ 5 PN

S— 0

PM  ;doncla cinquieme des proportions pré-—

Cedentes {e chanoera en celle -ciy, P M
+ A
CD :: EP xPl-* “ED XDF.

Suppofons maimcnant m==158&mn=1,lon
aura PM*:CD* : : EPxPF : EDxDF, ceft-
a-dire, le quarre de Tordonnée:P' M. sau quarré
delorc‘onnce CD: : le rettangle fous les abfcif-
{es qui correlpondenr a I'ordonnée PM : au rec-

Vv
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tangle qui correfpondent & Pordonnée CD s ce
qui eft le lieu a Pellipfe & 2 1’hyperbole ordinaires
(Noteg num. 9&16) doncPM R vy
:EP xPF : ED x DF eftle lieu & lel-
llpfe & a lhyperbole de quelque genre qu’elles
foient ; donc fi les courbes A QC, BCN, Fig.
8. PL. 1. deviennent des lignes droites, la courbe
MC fera alors une des fections coniques a I'infini,
feavoir une ellipfe , lorfque I'appliquée CD, qui
part du point de rencontre C, tombe entre les
extrémités A , B, & une hyperbole , lorfquelle
tombe de part ou d’autre,
. Enfin ,M. le Marquis de I'Hopital affure que fi
Tes courbes AQC , BCN deviennent des lignes |
droites; & que llme des deux , par exemple,
AQC foit paralléle au diametre AB la courbe |
MC fera une parabole, parce que dans cette
courbe les diametres font paralléles 2 P'axe, &
que la-courbe A QC transformée en ligne droite,,
deviendra diametre de la courbe MC qui aura
A B pour axe.

NOTE XI1V.

J 9 Propofition 5 , pag. 26 fuppofe la connoif-
fance de la fplrale d’Archiméde dont voici la
conftruction & I’équation. Divifez la circonférence
ABCD, Fig. 165. P..8, en un certain nombrede
parties €gales, par exemple , en 4. Faites-en de
méme pour fon rayon 4A. Imaginez-vous enfuite
que le rayen aA parcourt en 4 inftants ¢gaux Ia
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circonférence ABCD , tandis que dans le méme
tems le centre 2 monte de 2 en A. 1l eft évident
que par ce double mouvement ce centre décrira
la premiere fpirale 2, b, ¢, 4, A. La feconde
A ghiF fera décrite de la méme maniere. Le cen-
tre 2 devra monter julqu’au point F', tandis que
le rayon aF parcoura la circonférence FGHI.

Pour avoir I'équation a la premiere f{pirale ,
nommons b la circonférence ABCD, a fon ra-
yon a A, & fuppofons que le rayon 2 A parcoure
Farc AC, tandis que le centre 2 parcourt aN = ac.
Dans cette {uppofition nous aurons I’arc AC pour
ablciffe, & ac pour fon appliquée correfpondante,
Si lon appelle cette abfcifle x, & fon appliquée
correfpondante y ; Pon dira la circonférence
A B CD parcourueen 4 inftants égaux : au rayon
a A parcouru dans ce méme tems : : 'abfciffe AC
parcourue , par exemple , en 2 inftants : a Pappli-

ute aN = ac parcourue auffi dans 2 inflants,
c’eft-a-dire, b:a::x:y, donc by =—ax, donc

y:% > & c’eft 1a I'équation a la fpirale d’Ar-

chiméde. Defcartes prétend dans le livre 2 de fa
Géometrie que cette courbe n’eft que mécanique.
Voyez la difcuffion de ce point de Mathématique
dans la vie littéraire de ce grand Homme, pag.
301 & fusvantes ; elle forme le premier volume de
notre Traité de paix entre Defeartes & Nevvton ,

3 vol. in-12 imprimé a Avignon chez la Veuve

~ GrarD enl'année 1763.

V2
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NOTE XV.

T A Propofition 6, pag. 28 fuppofe la connoif-
{ance de la conchoide de Nicoméde ; aufli allons
nous en faire la defcription, & affigner enfuite

Iéquation de cette courbe. Imaginez-vous donc,

les lignes droites indéfinies AP, CBc, Fig. 166.
PL 8, qui fe coupent A angles droits au point B.
Sur la premiere vous déterminerez AB& BP ;
& apres avoir pris le point P pour point fixe , vous
ferez tourner autour de cette efpéce de pole la
ligne BA , de telle forte qu’elle paffe toujours fur
la direcirice CBc. Dans toutes les pofitions que
* AP aura vis-3-vis CBe, vous couperez au deflus &
au deffous de CBc les lignes CD, Cd, cD,cd
égales 3 BA. La courbe qui joindra les points
D, D fera la conchoide fupérieure ; & celle qui
joindra les points 4, 4 fera la conchoide inferieu-
re. Si l'on nomme BA , 2 ;PD, y ;PC, x;1'on aura
néceflairement PD— PC—=DC,donc PD-PC
—BA, doncy —x —a; & c’eft-1a 'équation
3 la conchoide de Nicoméde.

NOTE XVLI

L’ARTICL E 26, page 30 peut abfolument fe
pafler de commentaire. Si cependant I'on fe trou-
voit arrété fur la fin de cet article, I'on pourroit
confulter 5 non pas le livre 3, mais la fettion 4
de la partie 1 du livre 2 de la Géométrie de Del-
cartes commentée par le P. Rabuel Jéfuite , & im-
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rimée en un vol. 7-4°. en 1730 A Lyonchez
Duplain, Au refte la Paraboloide dont parle M. le
Marquis de I'Hopital,, n’eft pas le folide que les
Géométres appellent conoide paraboloide , c’eft une
ligne courbe du troifieme degré formée par in-
terfe@ion continuelle d’une ligne droite & d’une
parabole ordinaire. Voyex Defcartes & Jon Com-
mentateur a Vendroit cité.

Nio'TiE - XK d:

P o v & comprendre fans peine la propofition 8,
pag. 31, il faut fe former auparavant une idce de
la ciffoide de Dioclés repréfentée par la figure 14
de la planche 1. En voici la formation. L'on me
donne le demi-cercle BAF avec la tangente infi-
nie Bb. Du point F, je tire jufqu’a la tangente Bb
prolongée a volonté , les lignes Fb, F A que je
continue mentalement jufqu’en V , FR que je
continue mentalement jufquen r &c. Parmi les
lignes tirées du point F 2 la tangente Bb, je fais
enforte qu'il y en ait une, comme F A, qui paffe
ar le milieu A de la demi-circonférence BAF.
Sur Ja ligne Fb , je prens F M = &N. Sur la ligne
F A prolongée mentalement jufqu'en V', je prens
FA — AV. Sur la ligne FR prolongée mentale-
ment jufqu’en r, je prens Fr = Rr; la courbe qui
paffera par les points F, M, A,z ferala ciffoide de
Dioclés. Dans cette courbe 'ona FM=5N, &
ar confé¢quent Fb = F N +F M. L'on a encore
— Pb, & par confequent Fb — \;}F P. Mais
3 ;
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Ft=FN +FM, donc FN4+FM—2FP,
Nommons donc avec M. de I'Hépital FMy,
FNz, FPx, l'on aura y 43— 2x ; & ceft-i
Yéquation 2 la ciffoide.

NOTE  X¥ ILL

. L A connoiffance de la quadratrice de Dinoftra-
I te eft neceflaire pour Pintelligence parfaite dela
A Propofition g¢. pag. 34. Pour en faifir facilement
fi la formanon, imaginez-vous que tandis que le
rayon AF , Fig. 17. Pl 1, parcourt par un
mouvement uniforme le quart de cercle A B, la
tangente A H va parallélement 3 elle-méme le
long du méme rayon AF, de telle forte que lorf
que le rayon AF fe trouve avoir parcouru le
quart , la moitié, les trois quarts de la circonfé-
rence A B, la tangente A H a parcouru le quart,
- la moiti¢ , les trois quarts du rayon AF ; la |
m courbe AM G qui paffera par tous les points
i d’intcrfections du rayon AF & de la tangente
i A H , sappelle quadratrice. Dinoftrate fon inven-
Hin teur s’en {ervit pour trouver la quadrature appro-
A chée du cercle. Pour avoir ’équation a cette cour-
i be , nommons b le quart de cercle AB, 4 le ra- |
il yon A F, y une partie quelconque de la circon-
1 férence A B parcourue par le rayon AF, x une
partie quelconque du rayon A F parcourue par
ji la tangente A H, nous aurons par conftruétion b:

w g xydancay=1x, doncy-..—:%f, equa-

tion a la quadratrice.

SCDLYON1




pes INFINIMENT PeTrTs. 311

N B X L X,

L’ARTICLE 31, pag. 36 a befoin de deux
&clairciffements; on les trouvera dans les répon-
fes aux queftions {fuivantes.

Oueflion 1. En mettant pour x fa valeur sz -

en divifant enfuite le tout par b —y ; comment
bss — yss$ gl 6_‘;{_?
aa — ax aa

a-t-on trouve

Réponfe. 1°. En fuppofant x:% , lon aura

\ aa aab—aa
aa—ax — aa — —EZ — _T_Z

aah — aa bss— :
20, aa — ax— 24 3 dOﬂC ———l{{ fera.
b aa — ax

&gal A bss — pss divife par fff—-—:—ﬂ .

« ot b S -
30, bss — yss divifc par E——bﬁl donne ¢vi-

bbss — byss
aab — aay ;

4°. Divifez parb —y le numérateur & le déno-
minateur de cette derniere fraction, vous aurez
bss
e

demment

bss

Seconde Queftion. En fuppofant FT ==
comment peut-on prouver que FT eft troifieme
proportionnelle AFG = ‘if- ,&aFM=s2

V4
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Réponfe. Latroifieme proportionnelle aux quans

: aa bss : aa bss
s & seft — el il e
tises - & s eft — , puifque - :5:: 5 — ; done
&c.

NOTE :%X

LES remarques {uivantes ne {eront pas inutiles
pour lintelligence de larticle 32, pag. 37.

1° On peut regarder m R, Fig. 18. PL. 2, com-
me paralléle 2 MF , parce que I'angle MFR eft
eft fuppof¢ infiniment petit , & par conféquent
fenfiblement nul. Par la méme raifon les- lignes
mS & m O peuvent ctre regardées comme pa-
rallcles, 'une 3 MG & Pautre 3 MH.

2°. Le centre commun de gravité des poids
appliquésen C, D, E, que jappellerai les poids
C,D,E, eft le point autour duquel ces poids
¢tant fufpendus comme autour du point.fixe d'un
Yevier quelconque , refteroient dans un parfait
équilibre.

3°. Pour trouver le centre commun de gravité
des poids C, D, E, je cherche d'abord celui
des poids D & E par la régle fuivante ; la fomme
des poids D & E: 2 la longueur de la ligne qui
marque la diftance de leurs centres : : le poids D
: 2 la diftance du poids E au centre commun de
gravite que je cherche , & que je nomme x. Cette
premiere opération faite, je raflemble mentale-
ment les poids D & E 2 leur centre commun de
gravité x ; & pour trouver le centre commun de
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ravité des trois corps donnés, je dis, la fomme
des poids C, D, E: 2 la longueur de la ligne
qui marque la diftance du point x au centre du
poids C: : le poids C: a la diftance du point x au
centre commun de gravité des poids C, D, E. Ce
centre fe trouvera dans la ligne MP a laquelle
font perpendiculaires les lignes CL, KD, 1E;
& comme la tangente au point M eft paralléle aux
lignes CL , KD, IE, il s’enfuit que MP eft per-
pendiculaire 2 la tangente au point M ; donc la
perpendiculaire que 'on cherche pour la folution
du probléme propof¢, eft celle qui paflfe par le
centre commun de gravité des poids C, D, E.

— e s

N.OTE,;. ;X AL

D:s lignes a, b dont il eft parlé furla fin de
Yarticle 34 , pag. 44 , Tune b eft tirée d’un point
quelconque de la courbe perpendiculairement a la
direélrice , Tautre a eft tirte du méme point au
foyer. Or il eft évident que dans la parabole 2 cft
égala b, que dans l'elliple 2 eft moindre , & que
dans I’hyperbole  eft plus grand que .

NOT E! XX L1

M. Marquis de I'Hopital affure 2 la fin de
Yarticle 36 , page 45 , que MR , Fig. 25. Pl 2,
o 621 éOPxMQP-;(—QQSxPM
_touche;r au doigt, il auroit dd tirerla ligne OV,
parallclea QP ; il a été abfolument néceffaire ,

. Pour le faire
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pour nous rendre intelligible , d’ajouter cette ligne

OV 2 la figure 25. Cela une fois fait, voici com-
ment je raifonne.
1°. A caufe des triangles femblables OV S ,
OLR, 'ona OV :0OL :: VS:LR; l'on a
doncPQ:PM::Vs5:LR. Mais VS=QS — QV
— QS—OP;donc PQ:PM:: QS—OP: LR;
donc LR — i xl?é-_ =
20. MR —= LR 4 OP ; donc MR =
PMxq5—0P+PQxOP
0 . _
3, PQ —=PM 4+ MQ; donc MR —
PMx35—0F+OPxPN-MQ .
. PQ 1
aura, en Otant les quantités qui fe détruifent
MR—=PMxQS—+OPxMQ
rQ .
faute qui {e trouve & la page 46 ; elle eft marquée
dans Verraza.

donc lon

Prenez garde A la

NOTE XXIIL

Povuxr mettre 2 Ia portée de tout le monde
Varticle 39 5 pag. 48, il eft néceflaire de faire
connoitre la logarithmique reprefentée par la
Figure 80 de la Planche 5. C'eft une courbe dont
les abfciffes font les logarithmes des ordonnées ,
ceft-a-dire , c’eft une courbe dont les abfcifes
fuivent la proportion arithmétique , & les or-
données la proportion géométrique. En voici la
defcription. Sur la ligne KQ qu’on pourra pro-
longer a volonté , ¢élevez les deux perpendiculais
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res PM, fu. Coupez Pf en deux parties égales
au point p. Elevez a ce point la perpendiculaire
p qui foit moyenne proportionnelle aux lignes
PM & fun. Prenez fz— pf. Elevez au point g la
perpendiculaire go qui foit troifieme proportion-
nelle aux lignes pm , fn ; la courbe que vous
tirerez par les points M , # , », o fera une por-
tion de la logarithmique. En effet, tandis que les
ordonné¢es PM, pm , fn , go gardent la propor-
tion géométrique continue , les abfciffes corref-
pondantes Pp , Pf, Pg gardent la proportion
arithmetique continue ; donc Pp peut €tre re-
gardé comme le logarithme de pz ; Pf comme le
logarithme de f# ; Pz comme le logarithme de
go , &c. Dans cette courbe, il eft vrai, la ligne
PM n’a point de logarithme ; mais dans le fait
elle ne doit en avoir aucun , puifquelle eft prife
pour unité , & que lelogarithme de V'anizé eft o.

Ce quil faut bien remarquer , c’eft que dans
toute logarithmique les foutangentes font égales,
par exemple , les foutangentes pb, fe, &c. font
¢cgales. Cela vient de ce que Pp, pf, &c. font
des quantités ¢gales entr’elles, de méme que Mz,
mn , &c. Voila pourquoi M. le Marquis de 'H6-
pital annonce que lorfque la foutangente de-
meurera par tout la méme , la courbe LM,
(Fig. 26. Pl. 2.) f{era logarithmique.

N'OT E"XX1V,

Conwme Varricle 40, page 49 fera appliqué 2
la logarithinique [pirale, il eft néceffaire de don-
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ner ici la defcription de cette courbe, Divifez le
quart de cercle BGD, (Fig. 87. Pl.5.) en un
nombre quelconque de parties ¢égales Bb, b G,
Gg , gD. Sur lesrayons Ob , OG, Og, prenez
les parties ON, On, Or en proportion continue;
les points N , # , r appartiendront a la loga-
rithmique [pirale. Cette courbe a pour appliquées
les lignes ON, On, Or, oufi I'on veut, b N,
Gn, gr qui font en proportion géometrique con=
tinue , & pour abfcifles correfpondantes les arcs
Bb, BG, Bg qui font en proportion arithmeti-
que continue. Aufli peut-on regarder celles-ci
comme les logarithmes de celles-la.

Ceft dans Particle 42 que fe fait I'application
de Fartitle 40 & la logarithmique {pirale. L'ony
fuppofe que la courbe F Q ( Fig. 27. Pl. 2.) eft
une hyperbole dont AB eft I'une des affymptotes.
Nous avons déja fait remarquer dans la Noze 5.
num. 20. que AGxGQ eft un reGtangle égal a un

-quarré conftant que M. de 'Hopital nomme ici

ff; doncuy =ff; donc GQ (z)= j}f, donc,
en fuppofant le point G au point A , l'on aura
GO = g — o ; aufli GQ devient-elle alors fe-

conde affymptote de I'hyperbole FQ. L’efpace
FEGQ eft donc regardé comme infini & caufe de
fon coeé infini GQ.

Lorfque A G devient=—0, on 2 AM (»)
=0 ; donc uy = ff, devient ff—o0, & par la

méme AT (£22) devient = =0 ; donc lorfque
cc cc ’
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le point M de la courbe ML eft arrivé au centre
du cercle BN , c’eft-a-dire , lorfque AM —o,
Pon a AT = 0. D’olt Ton voit que la raifon
de AM 3 AT eft conftante ; ce qui eft une pro-
pri¢té de la logarithmique fpirale. Tout ceci
séclaircira encore plus par la leGure de Varzicle
91, pag 127,0u l'on verra que AM: AT :: AC
:CM, (Fig. 81. Pl. 5.) Nous remarquerons en
finiffant cette Note , que 'on donne quelquefois
le nom d’axe A la ligne des ablciffes ; ce neft
quen ce fens que P'on peut regarder 'aflymptote
AB ( Fig. 27. Pl. 2.) comme axe de 'hyper-
bole F Q.

NOTE XXV

C omuE 1a maniere dont M. le Marquis de
IHépital tire dans la propofition 16 les tangen-
tes des courbes AM, BN , CO, ( Fig. 32. PL. 3.)
n’a aucun rapport avec ce quil a dit dans toute
fa feconde Se@ion fur la méthode de trouver par
le calcul différentiel les tangentes de toutes for-
tes de lignes courbes , nous ne donnerons aucun
commentaire de cette propofition qui-dans le
fond nous paroit ici affez déplacée. Nous remar-
querons cependant que c’eft par fon inertie que
le poids A soppofe & la direction BF du poids B-
Nous remarquerons encore que cc quon a dit du
poids A parrapport au poids B, doit fe diredes
poids A & B par rapport au poid C; car A eft

{fenfiblement ¢gal a la fraftion AE?‘I—;
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| NAQLE, XXih
L régle générale dont on fe fert, lorfqu'on

veut trouver le maximum ou le minimum d’une
courbe , eft celle-ci : Dans le point oi la quan-
tité eft devenue la plus grande , fon accroiffement
eft devenu nul , & dans le point ou elle ¢ft devenue
la plus petite , fon décroiffement eft auffi devenu
nal. D'oi il fuir qu’ayant différentié Uéquation qui
exprime la quantité dont il sagit 5 ou qui convient
% la courbe dont il sagit , il faut faive = o la dif-
férentielle de lavariable qui va en croiffant o puis
en décroiffant ; ou en décroiffant , puis en croiffant ;
& Péquation différentiée pouvant érre réduite par
ce woyen O des termes finis , elle exprimera le
maximum , oz le minimum q«’on cherche.

Pour trouver , par exemple , la plus grande
ordonnée au grand axe AB de lelliple ADB
( Fig. 30. Pl 2.) nommons 24, le grand axe AB;
2b , le petit axe , & par conféquent b, le demi-
petit axe DE ; nommonsy , une ordonnée quel-
conque au grand axe ; & x , fon abfciffe corref-
pondante. Cela fuppof¢, voici comment je rai-
fonne.

1°. L’équation 2 Pellipfe eft aayy = 2abbx —
bbxx ( Note 5. num. 10).

20, Cette équation différentiée devient 2aaydy
= 2abbdx — 2bbxdx.

3°. Comme I’ordonnée qu’on cherche, eft {up-
ofée arrivée A fon maximum , elle aura a ce point
fa différentielle dy —= 0, donc 2aay X dy = 244)
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%03 donc zaaydy — o ; donc 2abbdx — 2bbxdx
—03 donc 2abbdx — 2bbxdx ; donc, en divifant
tout par 2bbdx , P'on aura a —x; done lorfque
dans Pellipfe I'abfciffe x devient . , l'ordonnée
correfpondante y eft arrivée A fon maximum ;
donc lorfque dans I'ellipfe 'abfciflfe devient la moi-
tic du grand axe , Pordonnée correfpondante eft
arrivée a fon maximum. Mais le demi-petit axe
DE a pour abfciffe correfpondante AE, moitié
du grand axe AB; donc dans une ellipfe quel-
conque la moiti¢ du petit axe eft la plus grande
ordonnée a I'axe principal.

Voild comment il faut opcrer » lorfqu’on veut
trouver le maximum ou le minimum d’une courbe
quelconque dont I'équation eft donnce. Voici
ce que veut dire M. le Marquis de I’Hépital lorf-
quil affure qu'il y a des occafions oll une quan-
tité ne peut pas devenir de pofitive négative,
fans paffer par I'infini. Toutes les tangentes TM ,
par exemple , tirées jufgu’au point D exclufive-
ment ( Fig.30. Pl 2.) ont des foutangentes TP
qui vont toujours en augmentant jufqu’au point
E, & qui jufqu’a ce point font regardées comme
des quantités pofitives. Au point D la tangente
TM devient infinie , & fa foutangente TP qui
lui eft paralléle, fuit néceflairement le méme fort.
Apres le point D , les tangentes TM & les fou-
tangentes T P vont toujours en diminuant, &
celles-ci font regardées comme des quantités né-
gatives , puifqu’elles changent de c6t¢ ; doncil y
a des occafions ol ung quantite finie ne peut pas
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devenir de pofitive négative , fans paffer par Pin-
fini. Ce que. nous avons dit de la figure 30 par
rapport au maximum DE , {e virifie dans la fi-
gure 31 par rapport au minimum D E. ;
Il y a des occafions olt la tangente {e confond
avec lordonnée, c’eft-3-dire , ol la. tangente de-
vient la prolongation de l'ordonnce , comme au
point D de la figure 33:de la planche 3 , auquel
il feroit impoffible de tirer une tangente , fans
quelle ne fit une méme ligne avec le minimum
DE. Alors la différentielle Rz devient infinie.
Mais avant que de devenir infinie , elle avoit
été pofitive, & apres étre devenue infinie, elle eft
tgative, parce qu'elle change de cbté ; donc il
y a des occafions ol une quantité infiniment pe-
tite ne peut pas devenir de pofitive négative,, fans
paffer par liofini. La figure 34 de la planche 3,
préte 3 un raifonnement femblable ; tout le mon-
de voit que la tangente au point D fe confondroit
avec le maximum D E."Mais ce font 12 des raifon=
nemens qu'il ne faut pas poufler trop loin , de
peur de fe perdre dans une métaphyfique inin=
telligible. Contentons-nous de différentier I'¢qua-
rion donnée ; de faire la différentielle == 0 ; & fo-
yons affuré que fi la courbe alaquelle appartient
I'équation donnée , a un maximum ou un mini-
mum 5 nous le trouverons par cettesméthode. Je
dis , fi la courbe dont il s’agit, a un maximum
ou un minimum , parce que les courbes dont les
appliquées croiffent jufqu’a linfini, n’ont point
de maximum , & celles dont les appliquées dé-
croiffent
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¢roiffent jufqu'a o, n’ont point de minimum.,

NOTE XXV1l

C omME Varticle 48 , pag. 59 , contient le pre-
mier des i3 exemples auxquels M. le Marquis de
PHopital a appliqué la méthode de Maximis &
Minimis , nous allons en donner le calcul , {ans
omettre la moindre des equations. Le voici; il
n'a befoin d'aucune explication,
X} 43 = axy

3xxdx ~~ 3yydy = aydx -+ axdy

3xxdx —aydx — axdy —3yydy

3xxdx — aydx —= axXo—3)yXo

3xxdx —aydx —o

3xxdx — aydx

3xx =—=ay

S AR

RN --

Mettons la nouvelle valeur de y dans I'équation
¥ -+’ — axy , nous aurons

' 217x° ax3
X =+ 13 i a
x} -+ AR 3%
21’3;6_ == 2x}
27)(6 — 24’x}
3x* — '|3/m’x3
3x* -“a;f‘r}z
3x — aV2
x —1g4V32 X
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NOT B XEdidil

L’ ARTICLE 49, pag. 60 a befoin du Com~
mentaire {uivant. Pour trouver AE —a , il n¢é-
toit pas néceflaire de fe jetter dans Pinfini ; il fal-
Ioit élever au cube les 2 membres de I’équation
donnée, & operer par la méthode ordinaire en la
maniere fuivante :

4
Yy —a—aXa—x

=
3

Y — a — \3/61 X]s/aa—zax-{— xx
Y — 3apy + 3aay — & — 4 X aa — 24% + %X
Y} — 3ayy -+ 3aay — & == &’ — 244X + aXX
En différenciant cette derniere ¢quation, 'on aura
2yydy — 6aydy -+ 34ady = — 24adx + 2axdx
33y X0 — 6ay X 0 4 344X 0 = ~ 24adx -t 2axdx
0 = — 2aadx - 2axdx
2aadx — 2axdx
adx =— xdx
o s

NOTE XXIX
T arTicLE 50, pag. 60 ne peut paroitre obi-
cur, qu'd ceux qui ne connoitroient pas la nature,
ou les proprietés de la roulette ; nous les avons ex-
pliquees dans les notes 11 & 12,

NOTE XXX

L’ON comprendra Particle 51 5 pag. 61, fi I'on
fait attention aux remarques fuivantes,
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1°.2—x  multiplié par 2— < donne évi-
demment pour produit z — x", parce que z—»"
multiplié par z—x , ceft z—x ' élevé d’un
degré ; donc z— " divifé par 2—x"7"" doit
donner pour quotient 4 — x , parce que le pro-
duit divifé¢ par le multiplicande eft toujours égal
au multiplicateur.
20. Par la méme raifon x™ divifé par x® — doit
donner pour quotient x , car x ® ' multiplié par x
donne pour produit x™.

0 1 1 * i e
3°. En fuppofant x infinie, I'on aura — - =

x X -
— (Note 2. num. 4); donc en fuppofant x in-

5 " AR XX [ i
finie, Ponauray — —, & par confequent y = x.

NOTE XXX

Liarricee 52, pag. 63 , eft terminé par une
équation du fecond degré qui demande les éclair-
ciffements f{uivants.

19, exx— axx — bxx — xxX ¢ — a—5 3 donc
en faifantc —a — b — e, l'on aura exx — cxx
— axx — bxx 3 & I'équation qui termine larticle
52 {e changera en celle-ci exx + 2acx = abe.

e R abe

2
20. exx+ 2acx = abe, donc xx -+ — x — s

30 Cette derniere ¢ equatlon maniée 2 la manie-

Jbt.
re ordinaire, donnera x — V

4° Slc:a-i—b,lonaurac—a———b-—-—-a: &
X2

aacce ac

— ey

e
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par conféquent cxx — axx — bxx =03 donc Pé-
quation qui termine l'article 52 deviendra 2acx
— abc ; donc 2x =0 s doncx = ;

it N Ok B X XFd1
il WV o1c1 ce qui peut arrérer un commengant
il dans la leGure de Yarticle 53, pag. 64
i 1o, Le cone que décrira le triangle reftangle
r AEF, Fig. 40.PL 3, aura pour bafe le cercle
i dont le rayon fera Pordonnée FE, & pour hau-
1 teur la ligne EA. De méme le cone que dccrira
-." le triangle reftangle AP N , aura pour bafe le cer-
§ cle dont le rayon fera I'ordonnée NP, & pout
1 hauteur la ligne A P. Voyez la formation du cone
il dans les élémens de Géométrie de M. PAbbe de la
Caille, art. 658 de I'edition de 1764.

20, Par la propriété du cercle, I'on aura AE:
EF :: EF : EB; donc EF* = ax — xx; don¢

Eg BE= ]/ux — X%,
1| 30. AP = BE + AE; donc AF> —ax
i — %% +xx ; donc AF* —ax ; donc AF =}/ ax.

i 4°. La fraftion qui termine larticle 53 ne peut
' as étre — 0 , fans que l'on ait fon numerateut
2axdx — 3xxdx = 0 ; Pon aura donc alors 2axdx
— 3xxdx ; donc 2ax = 3xx ; donc 24 =3Xj
donc x —a.

NOT E"SXXXL1E

! U n parallélepipéde eft un folide terminé pat
{ix furfaces reCtangles, dont les deux oppofcesy
font égales & paralléles ; & un cube eft un fo-
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Jide terminé par fix quarrés égaux , qui font tcs
1 1 angles droits, I'un {ur I'autre. Tout cube eft doifc

‘un parallélepipéde , mais tout parall¢lepipéde n’eft
pas un cube. Il s'agit maintenant de bien f{e con-

MVaincre ueﬁwc*VJg l’onaura“g ‘/“3
iR SRR of Vool el

en voici la démonftration.

&
19, xx =g

b 2% Le quarre de :—i eft ﬁ% 3 donc 5;;

= f%%- = f‘;;donc fi le quarre de ‘;—i eft -a—; 3
Blon aura 2 — =

bx b
NOT E. XX XLV,
ID axs le triangle re@angle GIE, Fig. 41.

" Pl. 3, fi lon prend 'hypothénufe GE pour finus
" total , le cbté GI deviendra le finus droit de I'an-
L gle GEI. Par la méme raifon dans le triangle rec-
# tangle GLE, P'on ne peut pas prendre G £ pour
finus toral, fans avoir GL pour finus droit de I'an-
gle GEL, & defon{upplément GEC; cefont lales
premiers éléments de la Trigonométrie reétiligne.

NOTE XXXV .
I_;’ART[CLE 58 , pag. 69 me paroit traité
4 avec moins d’exattitude que les autres ; & les
 preuves que j'ai i en apporter , ne font par mal-

heur que trop démonfiratives.
X3
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1. Langle FEG éant égal a I'angle CEG,,

-. Fig. 42, Pl 3; les angles en G ¢tant droits , & |
i '| le c6té GE étant commun aux deux triangles |
il FGE & CGE; il falloit faire ces deux trian-§
gles égaux en tout fens : c'eft 14 une inadvertance
qui choque la vue d’un leteur exact & attentif.

2°. En fuppofant que I'angle FEG doive tre
iy égal A I'angle CEG, le probléme eft tres facile a f

"Hi |,g réfoudre. Le point E que I'on cherche, fera celui |
il par lequel pafiera le rayon du cercle A EB qui, |
{ apres avoir ¢cte prolonge, ira couper perpendicu- |
bl lairement la ligne CF , ceft-a-dire, la ligne qui |

joint les deux points donnés C, F. Il ne fera pas |
donc néceflaire de chercher ce point par linter-
H fection du cercle & de hyperbole.
il 3°. La ligne OB=a, & la ligne OC =54,
| ne font pas les données 2 & b dont on parle dans
| les arricles 56 & 57. En effer langle FEG n'eft
l-; égal 4 langle CEG, que lorfque 2 =15. Mais
OB n'eft pas égal & OC dans Particle 58, & ce=
pendant dans cet article on fuppoie I'angle FEG
¢gal 2 'angle CEG ; donc &c.
" 4°. Quoiqu’il me paroifle fort inutile de réfous

fﬁ:| dre le probléms de Darricle 58 par linterfection
,l![l__l' du cercle & de I'hyperbole , nous remarquerons
i cependant que yy — xx — fi::y 4 a? —oeft un

all ligu 3 une hyperbole équilatére , dont le grand

et . at at

|:&1' axe fermt 2V—- — —. On trouwvera ce grand
466 4¢ ‘

1 i . 3 51

I axe en comparant , par la méthode ordinaire , I

guation donnée avec la formyle géncrale qui {g

1y
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A rouve dans le Traite des Setions coniques de
| M. le Marquisde PHépital , pag. 234, ou avec
| celle qui fe trouve dans le premier Tome du Cours
| de Mathématique de Wolf , pag. 382. Or le
| orand axe d’une hyperbole équilatcre ¢tant don-
‘n¢ , la conftru@ion de Phyperbole fe préfente
delle méme , parce que dans cette courbe le
grand axe, le petit axe & le parametre ont la

1 méme valeur.

NOTE - XXXVI

L’ETAT de la queftion de Yarticle 59 , pag.
70 , eft tres mal ¢énoncé. Aufli les remarques fui-
. vantes nous paroiffent-elles abiolument neceflai~
res.

19, 2 & b ne marquent pas les efpaces parcou-
tus dans un tems quelconque ¢ , mais la nature des
diffirents terreins qu’il faut parcourir endeca & en
dela delaligne A B. En effet puifqu’on fuppofe le
tems ¢ égal, ou plutot conftant de part & d’autre,
& que I'on fuppofe incgaux les efpaces parcourus

'CE & EF, on né peut pas fuppofer que la nature
du terrein foit par tout la méme.

»0. En examinant attentivement la Fig. 43 de
la Pl. 3 , vous vous convaincrez quen prenant
CE pour finus toral dans le triangle rectangle
CAE, & GE pour finus total dans le trian-
gle reGtangle GLE, AE & GL deviennent les
finus droits de deux angles égaux ; donc AE
— GL. De méme en prenant GE pour finus to-

tal dans le triangle GIE , & EH pou}r; finus to-
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tal dans le triangle EDH, GI & ED devien- §
dront les finus droits de deux angles égaux ; donc
GI=ED.

3°. Pour trouver la valeur de x, 'on opérera
fur I'équation propofee fuivant les regles mar-
quées dans tous les livres ¢lémentaires d’algébre ;
nous avons droit de fuppofer quon ne lit pas les
Infiniment Petits de M. le Marquis de 'Hopital ,
{ans avoir appris auparavant a manier une ¢qua-
tion du quatrieme degré.

4°. Pour manier plus facilement '¢quation pro-
polée , vous ferez ae—bb=—=m ; — 2¢:raf+ 2Lbf
= F +aa_,f—i-aaﬂg — bbff - bbhh — p ; — 2aafzg

—qsaqaffgg =r; & I'¢ tquanon propoﬁ_e ie
aranﬂfurmera en cel Ie*a s XY 4 nx} - px° — gx
w7 —0; donc x¥ 4 ° x’ + Ll gyl —o

m m i3

Pour operer plus faulement fur cette ¢quation

transformée , faites = --::a, L ob,L }% ==y

vous aurez x* =4 gx} 4+ bx* — cx 4 d == 0,

5°. Vous ferez évanouir le fecond terme dz cette
derniere équation , en faifant x =z — 2, parce
que fi dans une équation fupérieure , le fecond
rerme fﬂ pofitif, Lon augmente la racine X d’une
quantité fractionnaire qui ait pour numérateur le
coéfficient du fecond terme , & pour dénominateur |
Vexpofant du premicr terme de Péquation donnée;
Von a par ce moyen une équarion transformée dont
Je [econd terme eft évanoui.

6°. Vous chercherez 1a nouvelle valeur de I'c-
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quation x* + ax’ + bx* — ex+d = o, en [uppo-
fant x =z — 1a; vous trouverez une nouvelle ¢qua-
tion dans laquelle le fecond terme fera évanoui.
7°. Pour réduire cette nouvelle équation aux
termes les piuq fimples , vous appellerez f les diffe-
rents coefficients de 27 ; vous appellerez g les dif-
férents coéfficients de g ; vous appellerez enfin &
Faffemblage des connues qui forment le dernier
| terme de I'équation; & vousaurezg* * + f3* + g%
I -+ /= o.
! 8°. Vous opererez fur cette équation du qua-
\trieme degr¢ , comme ont fait en pareille occaﬁon
Wolf dans fon cours de Mathemanque ,- Tom.
pag.336 ; Clairaut dans fes Eléments d’Algebre 5
pag. 287 5 Rabuel dans fon commentaire fur la
geometrie de Defcartes , pag. 473. Tout homme
qui entreprend I'¢tude des infiniment petits doit ,
ou avoir lu les livres que nous venons de citer, ou
€tre en ctat de les lire fans y rencontrer prefque
aucune difficuleé.

l NOTE XXXVII.

L-'Es remarques fuivantes jetteront un grand
jour fur Particle 61, pag. 74.
1 1°. L’on ne doit pas entreprendre la leCture de
larticle 61, fans s’ére auparavant formé une
idce nette de la fphcre.

2°. Le crépulcule eft un jour imparfait que I'on
- a quelque tems avant le lever , & qudque tems
h apres le coucher du Soleil. Voici la caufe phy-
i fique de ce phénoméne, Lorfque le Soleil n’eft
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pas enfoncé fous notre horizon au deffous de 18
degrés, plufieurs rayons de lumiere rencontrent
des couches affez denfes de Iathmofphére terref-
tre. Quelques-uns sy brifent affez , pour que leur
réfracion les détermine a fe porter vers la terre.
Quelques autres ( & c’eft le grand nombre ) s’y
brifent affez pour pouvoir fe rendre dans des cou-
ches compoftes de particules capables de les ré-
flechir fur la furface de la terre ; donc nous devons
avoir un jour imparfait , lorfque le Soleil n’eft pas
enfoncé au deffous de notre horizon de 18 degres.
Au refte lorfqu’on parle d'un enfoncement de 13
degrés , on entend 18 degrés pris fur un cercle
. vertical , c’eft-d-dire, fur un grand cercle que-
i Pon imagine paffer par le zénith, & couper per-
11 pendiculairement Thorizon. Ceft pourquoi les
i habitans de la zone torride ont des crépufcules
i fort courts, parce que les cercles que parcourt
le Soleil étant prefque perpendiculaires 3 leur
horizon , cet aftre gagne fort vite le 18¢. degré
i de fon abaiffement.

' 3°. La ligne CK (fig. 45. pl. 3) n’eft pas
précifément le finus de 'arc EM, mais elle eft |
égale 4 ce finus. Pour s’en convaincre , il faut
chercher fur une {phére le finus de Parc de la
déclinaifon du Soleil pour tel ou tel jour. Vous
trouverez qu'il eft égal A la partie du diamétre du
cercle de déclinaifon , interceptée entre le centre
de la fphére & le diamétre du paralléle que décrit
ce jour la le Soleil. Mais CK eft la partie du dia-
métre du cercle de la déclinaifon du Soleil , in-
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'~ terceptée entre le centre C de la fphére, & la
- ligne FG , diamétre du paralléle que décrit le
. Soleil le' jour du plus petit crépulcule 5 donc la
.~ ligne CK eft ¢gale au finus de 'arc de Ja décli-
~ naifon du Soleil, le jour du plus petit crépufcule.
* 4° Un des points les plus importants de la dé-
" monftration de larticle 61 eft que Dd foit ¢gal a
" Ee, & que la diffcrence entre GD , gd foit cgale
* 2 la différence entre F E & fe. Or toutes ces égali-
. tés font néceflaires dans une figure ou l'on a tiré
.~ les quarts de cercle Pes & Pdn infiniment proches
. des quarts de cercle PEM & PD N, & dans la-
| quelle Pon fuppofe le plan fedg paralléle au plan
. FEDG, & infiniment pres de ce plan.
. 590 Parlarticle 50, 'ona ces 2 proportions ,
. CO:CG::Dd: A la différence entre DG & dg 5
& I1Q:1F::Ee: aladifférence entre FE & fe
" donc CO:CG::IQ:IF; donc CO:CG::
CO+1Q:CG+1F;doncCO:CG::0X:
G L. Mais i caufe des triangles reGtangles fembla-

Bbles CYO, CKG, FLG,l'on 2 CO:CG

::0V:GK; doncOV:GK :: OX: GL ; donc
§ OV:0X::GK:GL. Mais GK:GL::CK:

‘FLouQX;doncOV:0X::CK:QX;donc
ODV:CK::0X:QX::QX:XH;doncOV
:CK::QX:XH ; donc QX:XH:: OV :
CK ; donc le finus total : 2 ]a tangente de g de-
grés : : le finus de I'¢lévation du pole : au finus de
la déclinaifon auftrale du Soleil dans le tems du
plus petit crépufcule 5 & voila le probl¢me refolu.

6°. 1l eft démontré dans tous les élémens de
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Trigonométrie que le rayon ou finus total : 2 la
tangente : : la cotangente : au rayon ; donc la co-
tangente de g degrés: au rayon, que on fuppofe:

— 1, :: le finus de I’élévation du pole : au finus: =
de la déclinaifon ; donc fi I'on ote du logarith- 3

me du finus de I'élévation du pole le logarith-
me de la cotangente de 9 degrés, le refte fera
le logarithme du finus cherché, parce que le 1
logarithme de 1 =o. Il neft pas néceffaire de
faire remarquer que dans fon calcul M. le Mar-
quis de 'Hopital s'eft fervi de Tables qui don-
nent o pour cara&ériftique aux logarithmes dont §
la cara&riftique eft 10 dans les tables ordinaires.

i

N O CiEs X XX 1T
IL fuit évidemment de la définition 1 qu’appor-

te M. le Marquis de ’'Hopital au commencement
de la Setion 1V , que Sn (Fig. 46, Pl 3, ) eft
la différence de la différence mR , oula différence
feconde de P M. C’eft cependant Hz qui eft la dif=
férence [econde de F M , comme notre Auteur en
convient. Je voudrois donc dire que la difference
feconde de P M n’eft autre chofe que la diffcren-
ce qui fe trouve entre la différence premiere mR.,
& fon augmentation Sz ; & quen général une
différence feconde queleonque n’eft autre chofe que
la difference qui fe trouve entre la différence pre-
miere & {on augmentation ou diminution {uivante.
En effet Hz —= »R — Sn.

1] fuit encore de la méme définition que oT de-
vroit étre la différence troifieme de P M, Cepen-
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dant M. le Marquis de 'Hbpital nous avertit que

L la différence troifieme de PM n’eft autre chofe que

la diffcrence qui fe trouve entre Hn & Lo. La

" différence troifieme de P M eft donc la différence

¥ qui fe trouve entre fa différence feconde Hn, &

¥ une ligne quelconque Lo dont les propriétés font

1. d’etre paralléle a Hu , 2. d’étre extérieure i la
§ courbe AMD, 3. d’¢tre terminée par la ligne nL
* paralléle 2 ST. 11 feroit bien difficile de donner
* une définition claire de la différence troifieme con-
§ fidérée en général,

-

NaTE XX X TE

P L’AVERTISSEMENT qui fuit la définition x
de la Settion 1V, fait toujours quelque peine aux
commencans. Ils simaginent que 4y X dy doit
" donner ddyy ou &’y* , & que par conféquent le
¥ quarré de dy doit étre d*p” , & non pas dy*; fon
" cube, )’ , & non pas dy’ &c. Celt |2 une erreur
& dont il eft facile de fe guerir, lorfqu’on fait atten-
" tion que dy eft une quantit¢ tres fimple , & non
~ pas une quantité compolée de 4 multipliant y.
§ Par la méme raifon le quarr¢ de ddy fera ddy’,
1 fon cube ddy’ &c.

—_—

NOTE XL

Pou R comprendre l'article 65, il faut fg rap-
peller les régles que M. le Marquis de 'Hopital a
données 3 Particle 6, & les calculs qu'il a faits

fur la fin de article 7. 11 faut encore fe rappeller
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ce que nous avons dit nous-mémes dans les notes.
3 & 4. Comme il s’agit cependant de mettre au |
fait les commencans du calcul des différences fe-
condes , troifiemes &c. nous allons commenter
Tarticle 65 avec toute Pétendue dont il pourra
2ere fufceptible ; notre commentaire fera renfermé
dans les réponfes aux queftions fuivantes.

Premiere Queftion. Comment peut-on prouver,
qu'en prenant dx pour conftante , la difference de
ﬂ eft dy?* —+ yday 2
dx dx

Réponfe. 1°. La différence de ydy eft dyxdy
- yddy = dy* + yddy.

20. La différence de la fraction J% , en fuppo-

fant que dx eft une grandeur conftante , eft

dx x dy* —+ dx x yddy ___ dy* —+ yddy’
dx x dx TR R

Seconde Queftion. Comment peut-on prouver

e dy . dxdy® —yipdd
que ladlﬁerencede% eft =X dx,,y et 5

; donc &ec.

prenant dy pour une quantit¢ conftante?

Réponfe. 1°. Quoique dy foit conftante, 7 eft
variable ; la différence de ydy et donc dyxdy
= dy‘.

2°. La différence de dx eft ddx.

3°. La différence de la fraction ’% , en {uppo-
dxxdy"—ya’yx&
fant dy conftante , eft — S L -

___dxdy* — ydyddx

P dx*

; donc &c.
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 Troifieme Queftion. Comment peut-on prou-
dx* —+ dy*

]/ ¥ et

ver que la difffrence de 3 =

a’{dxz -+ d{dy" - ';_'d‘ydcfy
dx l/dxz' -+ d_y’:

quantité conftante.
Réponfe. 1°. La différence de 7 multipliée par

Nl it dxxdyx Vdx* +dy*
V/ &x* +dy* & divifée par dx eft T2 T

» €n prenant 4x pour une

. 3 dx x dx
e d{\/dx?‘ —+ dy*
AT
2°. La difference de }/dx* —+ dy* , en [uppofant
2d)‘rfdy 55 dyddy s

dx conftant , eft L 2
% 2Vdx* —+ dy" Vdx* dy" ?

* donc la difference de Vdx* +4;* multiplice parg &
dxxyxdyddy _ zdyddy

divifée par dx fera = A

P dx* x Vdx* —+ dy* dxV dx* +dy*

3°. Pour avoir la différence de la fra&ion
Vdx*® . M 3

iwi%;t‘-ij—’- , il faut joindre les differences trou-

vées num. 1 & 2 ; donc la différence de la fra&ion

. I R zdydd
! EY T ——_}__},2)'/: lc
. propofée fera dz }/dx* «+ dy Vidx* +dy*’

tout divifé par dx. |
— gdyddy
(o] ) 2 2 ot Sl e TR AT
4°. d3 Vdx* = dy* + Vs
el z z o .9’ Culiot, W et
dmxd;:/:- dy “;‘lzdvdy , parce que Vet 4 dy* X
x* =+ dy
i V/ ix +dy' =dx* + dy* ; donc la difiérence dela
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(\/dgj—kdy‘ (ora dy x dx* + dy* —+ {a’jda’_;
%

fration
dxVdx* —~ dy*

__ dydx® —dydy* = 7dyddy
e dxVdx* =+ dy* : i
Ouatrieme Quefiion. Comment peut-on prous
ver qu'en prenant «y pour conflante , on aura
d7dx3 — dydxdy* — zdy*dd :
gdo? —+ dydxey” — 1Y ¥ pour la difference de
dx* Vdx* —+ dy*
IV dx* = dy*
dx :
Réponfe. 1°. La différence de 2 multiplice pat

]/;fx" gy == daz l/da:" ~ dy*e
2°. En fuppofant dy conftant, la différence de
2dxddx dxddx

T - dyt o= ——e—————— T
Vs Y 2V dx* —+ dy* V dx* =+ dy*
donc cette méme différence multipliée par g fera
dxdd . fr
{¢*4%% _ ; donc la différence totale de
]/cx" —+dy*
— — zdxddx
IV dx* + ay* lera‘dy }/ d=* —+ dy* &
V&t fera Ry d o+ b RS S

 dyxda® + dy? +7dnddx _ dydx? - dydy?® ~+ gdxddz

3

V dx* —+ dy* T Vdxt =+ dy*
3°. La queftion feroit réfolue, fi on ne deman-

doit que la différence de g}/ dx* —+ dy*- Mais on

demande la différence de M—%ﬁ-ﬂ , dans
laquelle fradtion oh fuppofe dx variable.
Quon fe rappelle les régles quil faut fuivres

lorfqu’il s°agit de diffirencier une fraction , &
Yon
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Pon trouvera que la différence de la fra&ion
dxx dydx* + dydy* + 7dxdd
xayax + ,’{){ fax x,_...ddx >
]/d'x" ~+ dy*
1V dx* + dy* , le tout divifé par dy* —

propofée , eft

‘dx x dydx* R dydy* —+ :{dxdd::: — ddx x m
dx* )/ dx* + dy*
dyde —+ didedy’ - pdx'ddx — ydx'dde — gdy*dd |
dx* )/ dx* + dy’
4°. Orons les quantités qui {e détruifent , nous
dydx3—+ dydxdy®— ydy*ddx
dx* V/ dx* —+ dy*
Y d=" =+ dy*
———,
. Cinquieme Qucftion. Comment peut-on prou-
ver qu’en prenant dx pour conftant , la différence
g ydy Cdoid dx*dy* + dy4 —+ ydx’ddy
de" - dy“ dx? —}-dy Vdx® - 1’}‘3
~ Réponfe. 1°. La différence de la quantité ydy
folitairement prife , eft dy* + yddy.

2. La différence de V2 + 457 eft —

en prenant dx pour conftant.
30 La difference de ydy , confidéré comme nu-
mérateur d’une fraction, eft 4"+ yddy X Vdx* + dy*
L Ydy x dyddy
b Vi ody
¢ de V& dy* 5 donc cette différence fera

tfl +-yd'dyxux “ ‘:’y Jid_y ddy d’x‘o’y +§}r +ydx’ddy

.._._,.._...___..... —ae
L doe® -i—d] Vit ~- dy* dx’ -+ dy* Vdx? +dj
' ‘ §

- aurons évidemment

pour

la différence de la fra&ion

-—-—l’
x*i*d})

» le tout divif€ par dx*+4dy* , quar-

SCD LYON 1



338 COMMENTAIRE
3" caufe des quantités qui fe détruifent ; ce font
-+ ydy*ddy & — ydy*ddy.

4°. On prouvera par un calcul femblable
qu'en prenant dy pour conftant, la différence de

ydy iy dx*dy* -—+—jy“‘ -—ydydxddx'

V dx* + dy* dx* + dy* YV dx* + dy*

Sixieme Queftion. Comment peut-on prouver

3

dz - dy'*
— dxddy ~

a dx, +dy V dx* —+ dy

qu peny = 11 eft cgal a

Répanjé. 10, dx* - dy*= dx*—+ dy‘l =dx"* +dy* .,

20}/ dx + dy: = dx* + dy* > ; doncla fraction
' 3

2

’ - dx'+dy’;><dx‘+dy‘;’dx’+dy‘
propofée devient sy S
Septieme Queft. Comment peut-on prouver qu’en

L
. dx*+ dy: 3
prenant dx pour conftant, la différencede gy =

Ll G 530
— 3dxdyddy® x dx* + dy * <+ dxdddy x dx* —+ dy**
dx*ddy* v
Réponfe. 1°, En prenant dx pour conftant , &
3

eft

en confidérant J»* - dy** comme une quantité
Pt 85 s 3ol
ifolee, fa différence eft I X 2dyddy X dx* + dy** '

— 3dyddy X dx* —+ dy* *.

2°. En prenant dx pour conftant , & en confi-
dérant — dxddy comme une quantité ifolée, fa
différence eft -—- dxdddy. '
3% En confidérant ces deux quantités com-
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me formant une fra&ion , leur difference fera
1

dx*ddy®
i ¥
_ —3dxdyddy® x dx* +dy* * - dxdddy x dx* —+ dy* *
- dx*ddy* .

Huitieme Queftion. Comment peut-on trouvet
la différence feconde d’une quantité quelconque ,
élevée A une puiffance quelconque 5 par exemple ,
quelle eft la difference feconde de x™, ou la diffé-
rence premiere de mx™ " 'dx 2

Réponfe. La difference demandée eft mm
—mx™ " ’dx* 4 mx™ " 'ddx. En voici la démonf-
ftation. Faifons x® —'—y, & dx = 1.

19, Puifgue »* liz==yp.o Yon/ auta dy ==
m—1x"" *dx , parce que dans cette hypothcfe
la différence de y doit étre égale A la différence
gl

20, Puifque dx=3 & "~ '=y; donc x™ " 'dx
=z 3 donc mx™ " 'dx =—myz; donc la différen-
ce de mx™ 'dx eft égale A la différence du pro-
duit #2y% , dans lequel 7 eft une quantité conftan-
te qui n’a point de différence.

3°. La difference de 7291 eft mzdy + mydz.

4°. Mettons 2 la place de 7 fa valeur dx, 3 la
place dedy fa valeur m— 1x™ —*dx, & 4 la place
de y {a valeur ™", nous aurons 73dy = mdx X
m— 1x" 7 *dx == mm — mx" " *dx* , parce que
MXm—1 == mm—m , & que dx Xdx = dx*
hous aurons encore mydg — mx™ " 'ddx ; donc

w3dy - myd = mm — mx™ " dx* 4 m::;“  'ddx
2




340 COMMENTAIRE

Mais le premier membre de cette derniere équa-
tion eft évidemment la différence du produit 7z,
donc le fecond membre de la méme ¢quation fera
évidemment la différence de mx™ " 'dx , ou la
difftrence feconde de x™, parce que (num. 2)
mI == mx. ., A%

_Corollaire. La différence feconde de x™ eft une
véritable formule pour quiconque prend garde
que 7 vaut 2z, lorfque la grandcur qu'on veut
différencier, eft élevée au quarré 5 que 7 vaut 3,
lorfqu’il sagit ducube, &c. La différence feconde
de % fera donc 9 — 3x* 77 %dx* +3x* T 'ddx = 6xdx’
+ 3xddx ; celle de x* fera 4 — 2x* 7dx* + 2x> 7 'ddx
== 2x°dx* 4+ 2xddx = 2dx* + 2xddx , parce que
x° =1, celle de x* fera 16 — 4x*"dx* + 4x*~ 'ddx
= 12x°dx* + 4x’ddx , &c.

NOTE XLI

V o1c1 comment on met en pratique les régles
marquées dans V'arz. 66, pag. 84. Four trouverle
point d’infléxion ou celui de rebrouflement d’une
courbe dont on a Péquation, 1°. L’on prend les
differences premieres de I'équation propoice , &
Pon met dans un membre dy feule, & les autres
quantités dans le fecond membre. Sil'ona , par
exemple , V'équation axx = xxy +aay , l'on fera

axx ;
e s & par conféquent dy =
Y X% —+ aa P q Jf
26x3dx -+ 243 xdx — 2ax3dx 2ad3xdx

e e s 2 e ray 3 8{ \‘ollé
XK —T dd XX ~+ ad
; ;
ce quon nomme la feconde ¢quation.
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, 20, Il faur différencier cette feconde ¢quation ,
en regardant dx comme conftante , & l'on aura

®

dd 2a3dx® x xx 4 ve — Sadxtdx® — Qzsxxdx” .
iy = e 7 —
xx —+ aa
—— = T = —————
223dx* x xx + aa — Sa3xxdx® % xx —+ aa

—_—
xx —- aa

3°. ddy =0 ; donc la fraltion qui répond 3 ddy
fera = 0 ; mais dans cette fra&ion , ce n’cft pas

' - —_—G -
le dénominateur xx +aa qui eft =0 , car cette
- v i . !
fraction {eroit infinie ; donc ce fera fon numera-
teur qui fera — o ; donc l'on aura 24’dx” X

X% ~+aa — 8a3xxdx* X xx+aa—o0; donc 24°dx*

Pt — . =
X xx+aa — Salxxdx® X xx—+ aa 3 donc , €N divi-
fant tout par 24°dx> X xx +- aa , 'On aura xx -+ aa

! aq i
= 4xx; donc 3xx =—4aa ; donc.xx — 9 donc x

:V“; ; donc x = a)/%. Ceft ainfi qu’on ope-

re , lorfque I'on fait ddy —o.
4°. Lor{que ddy — o ne mene a rien, I'on fait
alors ddy = oo ; & l'on calcule de la maniere qui

fuit. L’on vous donne , par exemple , I'équation
RSy .
y—a=x—a%Vousaurezd’aborddy =% x —2 5 "dx

2
=132 sdx Vous diff¢rentierez cette fecon-
de équation , & vous aurez, en prenant dx pour

conftante , ddy:-—-%)(%x-“g_;_——[ dx X dx
— Bdx?

7
—— 6 oy 2
w4 W =

» parce que

5
25Vx —a’
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;‘:’;“"% eft évidemment égal A la fraction

--—I-—E , & que cette frattion n’eft pas differente

% — a3

de

L §
- :
\/x —— d7
5. En fuppofant ddy == o0, I'on trouve — 6dx’
— . Mais cela ne mene 2 rien, donc il faut
fuppoler ddy = co.
6°. En fuppofant ddy — o , P'on aura le déno-
minateur de la fraGion qui lui répond =0 ; Yon

aura donc 25 ]s/x--—a?:a ; doncx—a=—o0;
donc x —=a.

7. Lorfque ddy =0, l'onale numérateur de
Ja fration qui lui répond == 0 ; & lorlque ddy
— oo, 'on a le dénominateur de la méme fraction
'—o. C’eft-1A une régle quil ne faut jamais oublier.

80, Voici comment M. Varignon demontre
que lorfque la différence de AL ( Fig. 52.Pl. 3,

& Fig. 53 Pl. 4)efk -—3%5? —o0, elle eft néceffai

s gudil
rement ddy = o. Dans la fraction — 2=2, ce n'eft

pas dy” qui eft o, car cette fra&tion feroit infinie ;
ce n’eft pas non plus 4y ou —y, car ce font des
quantités reelles; ceft donc ddy. Le méme Au-
teur paroit d’abord convenir avec M. le Marquis
de PHopital que, pour avoir le point d’inflexion.,
il faut faire ddy == o, & que pour avoir l¢ point
de rebrouffement, il faut faire ddy = oo 5 nous
examinerons cette régle dans la Note 45°
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9% Voici une occafion ot AL devient x —

! d
il au lieu d'étre 7= — x. La foutangente LM
dy % dy

(Fig. 63. Pl 4) eft fuivant la coutume-% ; Pabf-
cffet AM eftx; donc AL—=AM —LM fera
par la méme X — Z"fj’i Jufqu’a préfent M. le Mar-

quis de I'Hopital n’a parle que des courbes dont
les appliquées font parallcles entr’elles. La régle
que je vais commenter regarde les courbes dont
les appliquées partent d’un méme point ; cette ré-
gle eft yddy — dx’ +dy™.

10°. Pour comprendre cette régle, il faut d’a-
bord bien fe convaincre qu'a caufe des angles in-
finiment petits HBT & MBm (Fig.56.Pl. 4),
BT peut étre regardée comme parallclea BH , &
BM i B Lon verra alors du premier coup d’ceil
que les triangles reCtangles MR 72, MBT , THO
font équiangles. Il faut encore bien {e convaincre
que MR:TH::TH: HO; M. Crouzas nous en
donne la démonflration en cette maniere. A caufe
des triangles femblables »RM, HOT, Fon a

mR:MR:: TH:HO,ou,dy:dx:: %:HO

S ;i’f-; Mais dans la proportion MR : TH :: TH
L}’ 3

:HO, I'on trouve HO = ?—; ; donc cette propor-

tion n’a rien d’imaginaire. Enfin il faut fe rappel-
ler que lorfque O s’évanouit , comme il arrive au

point d’infléxion on de rebrouflement , I'on 2
Y4
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dx3 = dxdy? — ydxddy e
P .

ydxddy __ dx3 —-dxdy*

o 3 l'on a donc alors

; donc ydxddy = dx® +dxdy*

T T
A caufe du dénominateur commun ; donc , en divi-
fant tout par dx,'onaura yddy — dx* +dy*. Nous
ferons remarquer dans les Notes fuivantes I'ufage
quil faut faire de cette équation.

NOTE XLIL

L'ARTICLE 67 , pag. 89 nous prouve que
M. le Marquis de THoépital penfoit que dans les
courbes dont les zppliquées font paralléles, il fal-
loit faire ddy = 0, pour avoir le point d'infléxion 5
& ddy = = , pour avoir le point de rebroufle-
ment. Ce méme Autcur penfoit encore que pour
les courbes dont les appliquées partent d’un méme
point , T'on a au point d’inflexion dx* +dy” —
yddy =0, & au point de rebrouflement dx’ + 4
== yddy =— oo. Nous allons voir dans les Notes
fuilvam;es ce qu’il faut penfer de ces régles géné~
rales,

N OTE X -EIEL
LES équations de Varricle 68 , pag. 9o ont
¢té calculées dans la Note 41, num. 1. 2. 3.

e s

NOTE - XEI1V,

L_p:s équations de l'article 69 , pag. 91 ont.
¢e¢ caleulées dans la Nove 41, num. 4. 5. 6
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—

NOTE XLV

Pouvr comprendre Parricle 70, pag. 92 , il
faut d’abord relire les Notes 1 1 & 12. Cette leCture
vous convaincra que la demi-circonférence A D B

(Fig.59. Pl. 4.): 3 ]a demi-bafe BK :: la coupée

AD : i Fappliquee DF, donc DF — éff. Mais DF

gy Sy oA B O

a
bu
donc y — 7 y

Il faut enfuite former mentalement un triangle
des différences infiniment petitesde AE , de ED
&de AD ; &T'on verra que la différence de A D
deviendra la bafe d’un triangle re¢tangle qui aura
pour fes deux cotés les différences de AE& de ED
donc du® = dx* + dg* ; donc du — V/dx* + ;2.
Ainfi a T'article 70, du (}/dx* + dz* ) fignifie du
=)/ dx* +d;* , & non pas du X )/ dx* + di*.

Il faut enfin bien {e convaincre que {i da

Ay 3 cdx
=)/ dx* + d;*,l'onauradu — ————, En
\/ch—-xx

voici le calcul : 47— e dwd’ Gty -
et o' o 20X — xx >

erdx? — 2exdxt + xrdx? .
dOI’lC d(’+dx’ — + dx® 5

2CE-—XN
& en mettant dx* fous le dénominateur 2¢cx — xx,
& otant enfuite les quantités qui fe détruifent,
crdx?

Fon trouvera a3’ + dx* = i donc

SCD LYON 1




346 COMMENTAIRE
e cdx cdx
dz* dx* == ;donCdu ——
l/ t g \/2616 5% \/2(,‘34‘—.76.‘&'

Le refte de Particle 70 n’a befoin d’aucun éclair-
ciffement particulier.

Ceft ici que M. Varignon a remarqué qu'en
faifant ddy = o , Fon avoit par 1a méme 2cx — xx
X Y 2ex— wx = 03 donc 2ex X )/ 2cx —xx = XX
X V/ 7ex —xx 3 donc 2cx=—xx 5 donc 2c=x.
1l conclut de-13 que ddy — o , n’eft pas une mar-
que fire du point de rebrouflement , puifque la
roulette allongée n’cft pas une courbe rebrouflée.
M- Varignon a raifon , & M. de 'Ho6pital n'a pas
tort. Pour les accorder enfemble, il me paroit qu’il
faut préfenter ainfi la régle générale : ddy = o
eft une marque [iire du point de rebrouffement
lorfque ddy = o w'a donné aucune valeur. Mais
ddy == oo n’efl pas une marque de rebrouffement

lorfque ddy == o a donné quelque chofe. Or dans

le cas préfent ddy = o a donnéx — ¢+ ‘%‘E;donc

dans le cas préfent ddy = <o peut donner une va-
leur de x, fans indiquer cependant aucun rebrouf-
fement dans la roulette allongée.

NOTE XLVI

A vANT que de lire Varricle 71, pag. 93 5 il
faudra relire auparavant la Note 15 dans la-
quelle fe trouve expliquée la nature de la con-
choide. Vus chercherez enfuite la différence de

Pt e Vi — %o — x3dx — aabdx
5 Vous trouverez
~ xx Vg — x%
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" M. le Marquis de I’'Hopital la fuppofe telle ,
puifquil lui affigne pour différence feconde

2ath— aax3 — Jaabxx x dx* :
3 ~. C’eft donc ou une

aax3 — x5 X Vaa — xx
inattention , ou une faute d’'impreffion qui a fait
donner le figne + 2 un numérateur dont les deux
termes doivent érre affc@®és du figne — . Cette
feconde difference vous donnera I'équation incom-
pléte du troifieme degré x* + 3bxx — 24ab = o.
Pour mettre cette équation en érat d’étre calcu-
lée, vous ferez évanouir le fecond terme, en fup-
polant par la régle ordinaire x = y — b, & vous
aurez pour votre ¢quation transformée y® — 3bby
+ 2b* — 2aab. Vous ferez—3bb= —p , & + 25}
— 2aab = —gq, & vous aurez y’ — py —q =o,
équation du troifieme degré qui fe trouve calcu-
Iée dans tous les Livres ¢lémentaires d’algébre ,
& nommement dans notre Guide des jeunes Ma-
thématiciens dans Uétude des lecons élémentaires
de M.’ Abbé de la Caille , pag. 32 & fuivantes.

La feconde maniere dont M. le Marquis de
PHoépital rélout le méme probléme, apprend 3
un Commencant 2 fe fervir de la formule yddy
== dx" +dy’. Les calculs ne demandent qu’un
pcu d’artention, & l'on parvient comme natu-
rellement 3 Péquation du 3° degré 23° — 3big
~ abb — 0. Cette équation fe change en celle-ci,

bb bh : bb
¢ — 3 8% Vous faltes—ui—:—p,
2 2 2
abb

— =g, & vous avez P —pg —q =0,
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équation du troifieme degré que tout Commen-
cant fcait réfoudre.

NOTE X ELETE

L’AKTICLE 72, pag. 95 a befoin , pour étre
compris , des remarques {uivantes.

1°.y:b+x’/"r ; done’ yi=="p"rg
I/‘z - x+xxva—*——_x. Mais x X Va——--_x
x x x
s iare o
V‘L{-:Vax—xxidoncy:bva 3
x x

7 ]/ax — Xx.

20, Pour trouver facilement la différence de
cette derniere valeur de y , fouvenez-vous d’a-

bord que b Vﬂﬁx - Vﬂﬁ et L parce

que le dénominateur x eft aufli blbn affe&é du

fiecne radical , que le numérateur 2 — x. Souve-
» 9

abh — bbx

nez-vous enfuite que Ja différence deV“

t — bbdx X Vi — dx s V abb — bbx
.2V abb — bbx 2Vx
parx. Réduifezcesdeux fra®tions un mémedénomi-

nateur , & tez les quantités qui fe détruifent,, vous
— 2abbdx

2vxx2V abb — bbx
s 24550&
4% Vabbx— bbxx

Vx

, le tout divifé

aurez , le tout divife par x.

. Mais cette der-

Vous aurez donc
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. - ] ﬂbb.’fx — 6‘:;
niere frattion eft égalea o I
26xVax —xx  2xVex— xx
s — 0 — abdx
donc la différence de b ‘I/‘l eft —e——,
) X ax ax — xx
30 Ajoutez A cette différence celle de Vax —xx»
. adx — a2xd dx — 2xxdx
B et i r - Y 2R s & vous
21/ ax — XX 22X l/ux —

trouverez , aux fignes pres, la méme chofe que
M. le Marquis de I'Hépital , ceft-a-dire ,

RN JY, :
axdx 2xxA% ab x. Ce neft qu'en confervant

2x Y ax — xx
ces derniers fignes , que vous parviendrez 2 la
feconde différence , telle qu’elle eft marquée dans
I Analyfe des Infiniment Petits. Aufli ne voyons-
nous pas pourquoi M. le Marquis de I'Hopital n’a
pas confervé les fignes qui‘ fe préfentoient natu-
rellement. Ceft ici le lieu de relever une faute qui
seft glifiée dans les deux éditions, & qu'il eft
difficile de regarder comme une faute d’imprel-
fion. M. le Marquis de I'Hépital divifa d’abord
3aab — aax — 4abx X dx” par 4ax — 4x* X Vax—x*;
& il avertit & la fin de fon Ouvrage qu’il lefalloit
divifer par 4ax — 4x*. 1l ne faur faire ni 'un ni
Pautre. Le vrai divileur eft 4axx — 4x* , parce
que le quarré de 2x )}/ ax — xx eft évidemment
4ax’ — 4x*, & non pas 4axx — 4x’ , comme P'af-
fure M. Crouzas. Mais la faute que nous relevons
ici , ne peut conduire dans aucune erreur , puif-
que ceft le numérateur de la fra&ion que l'on
fait — 0. Nous aurions pu la corriger dans cette
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troifieme ¢dition. Mais nous nous fommaes fait une
loi inviolable de ne rien changer au texte de M.

le Marquis de I'Hoépital.

NOTE XLVI1IL

I/ arTicLE 73, pag. 97 eft terminé par une
équation du cinquieme degré. L'on n'a qu'a ex-
primer en chiffres les valeurs dea & deb ; & alors
cette équation ne fera pas bien difficile 3 réfou-
dre. Si c%’on fuppole , par exemple , a=2 , &b
— 2, 'équation propofée fe changera en celle-
ci, pS— 6yt 412 — 8+ 127—16=03 &
cette équation fe réfoudra par la feconde des mé-
thodes que donne M. PAbbé de la Caille dans
fes Flémens de Mathématique , pag. 89 & 90,
parce que dans cette fuppafition y eft égal a un
nombre entier joint 2 une fraétion.

NOTE XLIX

L arTicLE 74, pag. 98 a beloin' des trois
éclairciffemens fuivants.
Y pr oo ari %
1o.FB _—_-J’_‘fi@i_‘ff_
A caufe du triangle retangle FEB, Fig. 64. Pl
4, onaFB=EF+EB*; donc FB* =+
yydet __ yydy* —yyds® __ yyxdet et dyl,
% i v = 7 ;done
FB s Vidx* —+ dy*
ST T
2°. A caufe de I'équationa la courbe , 'on aur2

; en voici le calcul.
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R o - mdy m_ iy effer , Péquation A la
nx

courbe donne 72 : n 2 : xdy — ydx : yVIx* + dy*;
donc my }/dx* o~ dy* = nxdy — nydx ; donc

AR dy — nydx 3
de’- g d]’- = - }'my”}’ 2'. M_:us V dx* — dy*
d dy — nydx
& 2y 2 done 717 — P0G
nx nx my

3°. Pour trouver y V/mm — ns — nx, voici les
opérations qu'il faut faire. 1°. Divifez par dy I'é-

Ay V/ mmyy — nnxx% __ nnxxdy — miny yd
7y __nnxxdy L

\ nx anxy

quation

]//mmy_y — nnxx . hnxx — mmyy
nx rmxy

2°. Multipliez cette derniere équation par nx , &

otez les quantités qui fe dérruifent, vous aurez

vous aurez

o IRXE — mmyy £
meyy — Rnxx —— —_n)-;_-‘ > donc
ny V mmyy — nnxx = nnxx — mmyy 5 donc
V m*n*y4 —nixtyT = mnxx — mmyy ; done

— 1*xy* = m*n*y* — pnzx — mmyy ; donc, en
divifant tout par, n’x*— m%"*, Ton aura — n’y*
=n'x"— m’y*; donc y* X mm — nn — nnxx ;
donc y V/'mm — nn — nx.

Remarque. Ceux qui nous ont fuivi jufqu’ pré-
fent, font en état de lire fans guide, 3 quelques
points pres, les 6 dernieres Setions de I'Analyfe
des Infiniment Petits. Ce font ces quelques points

que I'on trouvera éclaircis dans les 6 Notes fui-
vantes,
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NOTE L

L A Se&ion 5¢, contient 34 articles. Ceux qui |
fe rappellent nos notes 5, 7, 11, 12, 23, 24
& 40 , ne peuvent étre arrétés que dans la lectus
re des articles 77, 79, 84, 86, 87, 89, 90,
93, 101, 103, 105, & 109. Voici Iexplica~
tion de ce qu’il y a de plus difficile dans ces 12
articles.

1°. L’on affure fur la fin de Particle 77 que g
W ya’x" —i-—ya'y‘ %
T dx* 4 dy* —yddy
il faur manier fuivant les régles ordinaires 'équa-
dxlmkdyl y4y~—g4y
— dyddy For-os _

2°. Pour trouver , au commencement de l'arti-
cle 79, la valeurde RG (Fig. 67, Pl 4),1on
dira, MR: =R ::mR:RG.

30. La valeurde PT (Fig. 72. Pl. 4) eft en

; d b . 4
géneral"-:-f--)-c . Cette valeur devient 2x dans la pi-

Pour trouver cette valeur,

tion 7 =

rabole dont il ’agita 'article 84, parce que dans
cette parabole I'on a x :,lii y R dX= # Dans

cette méme parabole 'on 2 PQ =3a , parc
quon a démontré (article 79 ) que PQ = 5;—5_:".
4°. En lifant Particle 86, Ion pourra deman-
der comment fe font trouvées lesvaleursde EC , de
MS & de TQ ( Fig. 74, Pl. 4). L'on aura la va-

eur de E C, en imaginant, fuivant la coutume,
un
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un triangle infiniment petit dont les deux cBtés
foient dx , dy , & qui foit équiangle au triangle
MEC. L’on dira alors dx:dy:: ME: EC.

Pour avoir la valeurde M S, vous direz, 3 cau-
fede l'angle droit M TS, MP:PT::PT:PS.

Enfin pour avoir la valeur de T Q , vous direz,
a caufe de I'angle droit TMQ, PT : PM :: PM
: P Q. Il n'eft pas neceflaire d’avertir que PM =y,
& PT—1%, |

Y

50. L'article 87 auroit befoin d'un éclairciffe~
ment qui eut rapport a la différence feconde de
)", i cette différence feconde n’eut pas été cal-
culée fur la fin de la 40, note. 11 Y a encore fur
la fin de cet article une phrafe dont le fens ne fe
prefente pas tout de fuite. La voici. Oz m ef?
moindre que 2 5 & alors Uexpofant de Y €tant pofi-
tif , elle [e trouvera dans le numérateur , &c. Pour
que cette phrafe & quelques autres fuivantes
ayent la clarté requife dans les ouvrages de Ma~
thématiques, il faut dire: Pappliquée y fe trouve-
ra dans le numératenr , &c.

6°. L'ellipfe dont il s’agit a larticle 89, 2 -

€videmment pour petit axe 1/, parce que fon
grand axe eft 2, & le paramétre de ce grand axe
eft b. Pour avoir le paramétre de V/ab, il faut dire,
Viab:a::a" au paramétre du petit axe ; donc le

aa aaVab = aay:5

] -
arameétre du peti eft —— =
P ; il e Yab  YabxVab ab
avVab

— 6 s

Z
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7. Pour trouver , & l'article 9o, la valeur de

EC, vous direz d’abord PT (a2): PM (yp)::
PM (»): PQ:Z“Z. Vous direz enfuite PM: PQ

:: ME:EC.
go. L’article 93 a befoin des éclairciffemens
=, it
24X ——— XX

faut imaginer proche du point E, Fig. 83. Pl.5,
un triangle reftangle infiniment petit , {emblable
au triangle re®angle EPK , dont le coté dx o dif-
férence de AP , & labale du , différence de lare
AE, foient homologues 2 EP & EK. L'on dira
alors EP (}/2ax —xx: EK (a) ::dx ¢ du. 2°
Pour trouver dy = dx —-%F
Viza—zle numérateur & le dénominateur de la
2ad: — xdx

3 ad
fuivans. 1°. Pour trouver du — C:

, Pon a divifé par

. 3°. On aura la valeur de BE

frattion

24X — XX

en faifant BE* =— A B*— AE". 4°. Ceft au point
A quona x=o0; & c’eft au point B:qu'on trouve
XS 24-

g°. Pour comprendre la derniere conf¢quence
de Tarticle 101 , il faut fe rappeller que Ja por-
tion de la roulette AM n’eft que la fomme des
arcs infiniment petits M , & que la corde AE
n’eft que la fomme des EF. .

ro°. On avance, & larticle 103 , que Iefpace
RGBQ (Fig. 87, Pl. 5 ) eft égal alefpace M GBE.
I’on a raifon, puifqu’on a démontre dans la figure

¢4 de la méme planche que I'arc MR =Parc EQ,
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par la méme que 'angle MOK — l'angle ECK,

Pour trouver , a la fin du méme article ,
] = 24a ~+ 2ab -+ bb , il faut que l'arc MEQ ,
(Fig- 87, Pl. 5 ) coupe en 2 parties égales le
demi-cercle AEB au point E. Alors Pangle EKO
fera droit ; & en tirant le rayon OE—=0Q —z¢,
Fon aura OE* = EK* + OK* ; donc 3z = 4z + a2
4 2ab + bb ; donc 3z = 244 + 20k + bb.
. 11° Pour trouver, a l'article 105, x = la,
ilfaut fe rappeller que xx étant nul vis-3-vis 25x ,
& 242 vis-d-vis 3ab, il refte 2bx — 3ab , & par
conféquent x =2 4. Il faut encore fe rappeller
quen faifant BP =1 A B, l'on fait par 1A méme
¥=3a , parceque BP — x, & AB — 2a.

12°. Pour peu qu’on réfléchifle fur la figure 91
- citée a larticle 109, Pon verra que la courbe
DE eft formée par le développement de la con-
vexit¢ AD ; la courbe EF par le développement
dela convexité AB; & la courbe DG par le dé-
veloppement de la convexité DC.

5 e T P

I. y 2 dans la fixieme fetion quelques articles
qui nous ont paru mériter quelques éclairciffe~
ments. Ce font les articles 110, B89 I8 4
119, 120, 121, 123 & 125.

1°. L’angle de réflexion F m D ( Fig. g4- Pl. 8.,
art. 110 ) eft ¢gal a I'angle d'incidence B2 M ,
& par conféquent i I'angle R 7 M.

2% Llarticle 113 eft un des plus importants du
Trait¢ des Infinimen t Petits. I fert A démontrer

Z2a
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que l'image d’un objet vil par le moyen d’un mi.
roir, ne paroit pas toujours au point de concours
de la cathéte d’incidence & du rayon refléchi;

cela neft exaCtement vrai que pour les miroirs §

plans; pour les autres il fouffre bien des excep-
tions. Soit, par exemple, le miroir concave AMD,
(Fig. 97, Pl 5). Soient les deux rayons de lu-
miere infiniment pres 'un de Pautre BM., Bm
envoyés par le point B fur la concavite de ce mi-
roir , & réunis au point F apres la réfiexion. Il ef
¢évident que cesdeux rayons donneront , apres leur
réfléxion , Pimage de I'objet B au point F ; silsla
" donnoient ailleurs, par exemple, a leur point de
concours avec la cathéte d’incidence , I'on auroit
deux images de I'objet B 5'donc &c. Ce que 'on
peut auancer en genéral pour toute forte de mi-
roirs, c'eft que le lieu de 'image eft toujours au
point F ol deux rayons incidents infiniment pro-
ches I'un de I'autre BM , B viennent fe couper
apres la réflexion. gy

3°. L’on affure (g#: 118 ) que lorfque MF eft
infini , Yona ME — 2MB ( Fig. 98 PL. 5 You 4
== 2y. L’on a raifon. La valeurde MF eft (art.
113) = —%—. Lorfque MF eft infini, I'on &

2y —a

a
MF — —C)Z;donc dans ce cas 'on a 2y — g —0;

donc 2y = a. Pour trouver la proportionindiquée
alafin de ce méme article , il faut dire, la moi-
ti¢ du grand axe: au rayon incident: : le rayon
réflechi : ME. Or par la méme que les rayons
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incident & réfléchi font donnés, le grand axe Peft |
auffi. Car dans la figure 99 de la planche 5, 'on
a AD=BM + MF ; & dansla figure 1co de
la planche 6, 'ona Au — MF —MB » parce i
que les rayons incidens & réfléchi font tirés des |
deux foyers 3 un méme point de Ia courbe ellip-
tigue ou hyperbolique. b

4°. Larticle 119 a befoin des éclairciffemens i
fuivans. L'on demande ;e. Pourquoi MF = I MG , B

=

I v . o &

lorfque les rayons incidens PM font perpendicu-
laires{ur 'axe AP, (Fig.101 PL €.). L’on répond |
que lorfque les rayons incidens PM font perpen=
diculaires fur 'axe AP, ils font par Ia méme 'pa-
ralleles entr'eux ; & puifqu’alors I'on a eu (arre. i
113) MF:—;’WG;l’ondoitavoir(ar:.:19), E
en faifant la méme fuppofition , MF = 1 M G. ’
L’on demande 2°. Sila conftruion abrégée i
dont parle M. le Marquis de IHopital, eft préfe- i
rable a celle qu’il donne d’abord. L’on peut ré- LF
|

- I = § =~ ™ D & g e~ ] == ]

4| Pondre hardiment que non. Cette confiru@ion
n'eft bonne que pour ceux qui voudroient s’¢par- i
gner la peine de chercher le rayon de la dévelop-
pée de la parabole. Ce rayon fe trouve trés-facile- l
ment par l'article 84. i
L’on demande 3°. Pourquoi, lorfque le rayon d

1| refléchi eft paralléled I'axe, Fon a MP — P Q
e| (Fig. 101. PL 6. ). Pour répondre A cette queftion,
-| Yon n’a qu'd démontrer que dans la méme fioure .r
1| fon a ML — LQ. En effet 'angle QMA — Pan. o
s| 8le QMD, puifque ce font les deux angles droits i
formés par le rayon MC de la développée avec la ie
3

-
——_—
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358 COMMENTAIRE
courbe AMD. De plus, Fangle d'incidence AML
eft égal A I'angle de réfiéxion NMD ; donc 'angle
reftant L M Q eft égal A Pangle reftant QM N,
Mais A caufe des paralléles MN , AO, l'on 2
LQM-—QMN;donc LMQ—=LQM; dong
les angles fur la bafe M Q font égaux; donc ML
— L.Q. Pour trouver dy = dx , il faut imaginer
au point M un triangle infiniment petit , {embla-
ble au triangle ifofccle ML Q dont les 2 coeés dy,
dx foient homologues aux deux cotés ML, LQ.
L’on demande 4°. comment 3/ — yy divilé

Vi Eara 1 ]/rt -y
pat 2+ y donne i L’on répond que ———= s

/: —y Xt il o .
Y — i A ]/-———:' Il n’eft pas néceffai
ViityXt—+y /t-%-y

re de faire remarquer que l'on trouve dy* — 2yddy
—dx*, en maniant {uivant les régles ordinaires
Py . yde* - ydy*  dx® - dy? 2

ion ————= = 2o o fll ft pas
Péquation ————=-3 ia ik II n'eft p

i = o s [ .
plus néceflaire de faire remarquer que 'equation
77 ==+’ — uu + tu que 'on trouve fur la fin
de T'article 119, n’eft pas différente de Pequation
Ay i; 0 — ’: auu +_§aaa ” parcr:e que 4 = 1.
Ce n'efbsgas par la loi des homogenes qui exige
que tous les rermes de I'équation ayent les mémes
dimenfions, que Ton a fait entrer tantot a , &
gantdt a2 dans I'équation primitive.

5, Pour comprendre larticle 120, on fera

attention & ce qui fuit. 1% Upe perpendiculaire

tirée du point C lur le rayon XE prolonge (Fig:
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102, Pl 6) couperoit cerayon réflechi dans un
point ol il feroit égal a la ligne appellée 2 4 Par=
ticle 1 13, comme il eft aife des’en convaincre en
examinant la figure 97 de la planche 5 ; doncune
perpendiculaire tirée du milieu de M C fur leras
yon réfléchi MF rencontrera ce rayon dans un
point ol il fera égaldja, c’eft-a-dire, le rencons
trera au point F3 car M F =4y, lorfque les rad
yons incidens P M font perpendiculaires furi’axe;,
comme nous venons de le remarquer au nuzzpre-
cident de cette note. 2°. Si MF ==1 2, Ponausa
MF — : MP, parce que la ligne MP de lafigure
102 repréfente la ligne M E ou la‘ligne 2.de la fi-
gure g7. 3°. Pour {e convaincre que la cauftique
AF eft triple de MT, il faut fe rappeller que AF
(art. 110)=PM + MF.. Or PM="2MF:3
donc A F — 3MF. 4°. Si 'angle! ACM ou PCM
et de 45°, l'angle d’incidence PMC fera'de 450
donc Vangle de réfiéxion' CMF fera de” g¢0.5
donc I'angle total PMF fera droit , & par cons
féquent M F fera paralléle a°A C. S

6°, On peut demander en lifant Particle 121,
pourquoi KD —=2:AD (Fig. 103, PL.6). Pour
répondre & cette queftion , on fera remarquer. que
lorfque AD eftle rayon incident, alors DK eft
Ie rayon réfléchi. Orde méme'que MFeft : AM,
de m&me DK eft ¢ AD. On peut éncore deman-
der pourquoi MF eft parallélea AD, lorfque
AM eft bgald AC. L’on répondra que lorfque
AM — AC, alors le triangle ACM eft équi-

lateral ; donc chacun de fes angles vaut 6o-de-
Z 4
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grés 3 donc I'angle de réfiéxion C M F néceflaire-
ment ¢gal 2 Pangle d’incidence AMC, vaudra
60 degres; donc les angles alternes ACM , CMF
- {eront égaux ; donc les lignes A D, MF feront
paralicles. '
7°. L’article 122 n’a befoin d’aucun commen-
taire: Il n’en eft pas ainfi de article 123. En le
lifant, on fe fouviendra d’abord que MG, ( Fig.
105. Pl 6) eft une partie du rayon de la deve-
loppée,laquelle partie eft paralléle & égale A NB,
& que-pour trouver MF=MQ=PN , il faut
imaginer une perpendiculaire tiree du point G au
point ¥, pour avoir le triangle re¢tangle MF G
¢gal au triangle re@angle M QG , & caufe du
coté commun MG & de V’angle de réfléxion GMF
égal 4 I'angle d’incidence GMP. On fe fouvien-
dra enfuite que fi le rayon incident PM partoit
du centre C du cercle ANB, I’on auroit Pangle
d’incidence PMG de 45 degres, a caufe du trian-
gle retangle ifofcéle BPN. On {e fouviendra en-

core que , par la nature de la roulette, 'on a LI
adx

= A, & que pour trouver du — — , il faut
imaginer prés du point I un triangle reftangle in-
finiment petit , {femblable au triangle rectangle
CHI, dont la différence de A1 & la différence de
1H {eront en proportion avec CI & IH. L'on aura
doncdu:dx::a:yp; doncda = 4% :Faon {e {ou-

‘ >4
viendra enfin que la nature du cercle donne AH

¢ ¥ TH; BB, ou, yy == 245 —xx 3 donc 2pdy
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— 2adx — 2xdx 3 donc — 2ydy =— axdx — 2adx.

Les defauts de proportion qui {e trouvent dans la

figure 105 , fe corrigent d’eux-mémes, & ne fgau-
roient induire dans aucune erreur.

80, L’article 124 {e préfente de lui-méme. Pour

comprendre facilement Particlé 125 , il faut relire

Particle 100 dans lequel GC:2 $ MG. A

a—+ b
Particle 125 lon a b ==z & caule de I’égalité des
cercles mobile & immobile ; 'on aura donc G C

b b .
Y3 MG ,0u GC=1:MG ( Fig. 106.PL. 6).

Les autres articles de'la 6¢ fe@ion ne font ni
affez intéreflants, ni affez difficiles pour mériter
un commentaire.

' NOTE™LIL

D axs 1a fion 7% M. le Marquis de 'Hopi-
tal fe fert du calcul des diférences pour trouver
les cauftiques par réfraction. Il fuppofe que celui
qui en entreprend la le@ure , eft au fair de ce
qui arrive 2a la lumiere , lorfqu’elle traverfe les ver-
1¢s convexes & concaves. Nous le fuppoferons
aufli dans cetre note. Ce qui nous engage 4 fup-
primer une pareille differtation , ceft que nous
avons déja trairé cette matiere aux articles de
notre Dictionnaire de Phyfique qui commencent
par les mots Réfraétion, Dioprrique , Lunette , Mi-
craj}if;e & Telefcope. Cette note ne roulera donc
que lur les articles 135,136, 137,139, 1471,
142 & 144 ; ce font les feuls qui ayent befoin de
quelques éclairciffements.
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19, Pour comprendre-la fin de Tarticle 135,
vous remarquerez ce qui fuit. 1° m eft infinie par
rapport & n, lorfque n==0. 20 L'on a n =uo,
lorfqu’il n'y a pdintde réfradtion ; ceft-a-dire,
lorfque le rayon incident BM ( Fig. 17171, Pl 6)
eft perpendiculaire ¥1a courbe AMD. 3°. Lor{que
le rayon incident B M eft perpendiculaire 2 la
courbe AMD | il doit, apres avoir traverfe cette
courbe , fe confondre avec M C , perpendiculaire
a2 A M'D. 49, Lorfque »2-eft infinie par rapport &
n, Pona M F ==b, parceque la formule M F=

bdmy

devient . évidemment MF =

bmy —any — aan
bbmy ke
bmy 3
20. M. Te Marquis de 'Hépital {uppofe que ce-
lui qui lira Parvicle ‘136, a préfenta Pefpric ce
qui arrive’d un rayon de’lumiere qui pafle obli-
quement , tantdt d’'un milieu plus rare ' dans un
milieu plus denfe, rantdt d’un milieu plus denfe
dans un milteu plus rare”"Dans le premier cas m
eft plus.grand que n'; dans le fecond c’eft # qui
eft plus-grand que 7. ~
3°. En lifant I'article 137, vous=vous fouvien-
drez de'ce qui-fuit. 1o Lorfque les rayons inci-
dens B M ("y) font paralléles entr’eux , alors ils
by

font infinis ; donc la formule MF = St
my — ny I on

devient ; 3-caufe du terme infiniment petit 5 b7,

& . .
ME S (e OB ¢ 20, Lor{que les droi-
3 my > % i ﬂ}’ m—~n
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tes a & b font infinies , alors les termes bmy , any
font nuls par rapport aux termes aan , bbnyy , par-
ce que ceux-ci font des infinis du fecond genre ,
& ceux.la ne font que des infinis du premier genre,

4°. L’article 139 demande, pour étre compris,
les remarques fuivantes, 1°. Dans la figure 115
DN eft parrapporta BD ce que dans la figure 111
MG (b )eft par rapport 2 B M. 2°. La cauftique
entiere HFN = AH — DN — 2 AC. Maijs AH
= 3AC , donc HFN — 3AC — * AC—DN
— AC—:AC— DN = Z AC— DN. Mais
D\I‘::: CD i ON? == CD* s + CD* ; puifque
par hypothé¢fe CN —:CD; donc DN* = AC’
— £ AC?; donc DN*=3"AC’; donc DN =
ViAC ;donc DN = AC}/ 5 don¢ fi Ton 2
HFN =2 AC-- DN, 'on aurapar 13 méme
HEN —"A(“——A(‘ 1/5 2—vs AC. Tout
e¢ calcul fe rapporte A Ta cauftique HFN de Ia
figure 115. 39. Pour ce qui regarde la cauflique
HEN de Ia hfrure 116 , vous trouverez HF‘\I
2=X5 AC; en vous rappelant que NK =; \C
&que la cauftique HFN = 2AC+ AK.En effer ;
CKZ=—=CN*<NK'= AC* =NK'—=AC" —
s AC* =3 AC?; donc CK =)/ AC?*; donc CK
= : AC /5. Mais AK—= AC —CK, donc AK
=AC—1ACy/5,donc;AK=2AC—3AC1/5
= 1AC—:AC1/s5. Mais la cauihque HFN
“2CA+-AK donc HEN = 2AC+42 AC
B L ACY A s =1 AC 2 AC ;/5——’-'“ AC.
so. Larticle 141 fuppofe que 'on a préfent 3
Iefprlt Particle 132. Il fuig de¢ ce dernier: article
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que BM-—BA:LM:: m:n. Mais 'on a dans a
figure 118 PM — BM — BA,& AE =LM; 'on
auradonc PM:AE::m:n. :

6°. A la fin de Particle 142, il eft parlé des
ovales de Defcartes. Cette matiere eft traitée dans
1a {eGtion {econde du livre 2 de fa Géométrie. Vo-
yez-en le Commentaire qu’en a fait le P. Rabuel
Jéfuite 5 pag. 340 & fuivantes.

79. Pour comprendre la bonté de I'équation
NF+FH— ~NC= I—ID—;E DC de Particle
144 ,ilfaue la transformer en celle-ci , FH=—HD |
— NF i NC— E; DC, & fe rappeller enfuite
Péquationde l'article 132, 0l Pon lit FH == AH
— MF 4+ %BM AF % BA. 1l faut encore avoir

en méme tems fous les yeux les figures 121 & 112,
parce que H D eft pour la figure 121 ce qu'eft AH
pour la'figure 112.1len eft de méme de NF,

ﬂ 5 o i1 s -
— N C , —DCj ilsfont dans la figure 121 ce que
n n

font dans la figure 172/ MF,~BM, - BA.

NOTE L1,
LA Section -8¢. contient 11 articles qu'il eft

néceflaire de commenter 3 ce font les articles
147, 148, 151,152, 155, 156, 158, 159,
160, 161 & 162.

1°, L’article 147 eft tres-difficile ; en voici e
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commentaite. 1°. L’¢quation xx == gay — 4y
elt un lieu au petit axe AB de la demi-ellipfe
AMB, Fig. 122. Pl 7. Ce petit axe a pour pa-
ramétre 44 , parce que le petit axe : au grand
axe: : le grand axe : au paramétre du petit axe.
L’¢quation a ce méme petit axe eft la fuivante,
AP*: AQxBQ::le paramétre du petit axe:
au petit axe ; doncxx:ay —yy::4a:a; ce qui
donne ¢videmment xx — 44y — 4yy. Relifez la
ax

note 5¢. 2°. Pour trouver AKX —="= | il faut

d’abord tirer de I'équation xx =42y — 43y la
valeur de 2xx — 84y — 8yp; il faut enfuite con-

xdx B bing S
72— par laméme que xdx =
2ady — 4ydy. Cela fait vous introduirez ces nou-
2xxdy — 2xydx

clure que dy —

velles valeursdans 'équation AK = 222X 7 2% e
xdy — 2ydx

& vous trouverez apres un tres-grand nombre d’é-

quations & de transformations AK —=2%, 30. La

parabole qui a pour fommet le point A eft afymp-
totique de celle qui paffe par tous les points C ,
parce que toutes ces paraboles ont, avec le méme
parametre 4AB , differents fommets fur le méme
axe ; donc leurs différentes branches s’approche-
ront continuellement , {ans pouvoir jamais fe tou-
cher.

2°. L’article 148 ne demande que cette feule
remarque : 'on trouvera PQ ( Fig. 123.P/ 7.) =

dy : : . g : S
% » €N Imaginant au point M un sriangle infini-

|
|
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ment petit, femblable au triangle MPQ dont les
deux cOtés dx , dy feront homologues a PM , PQ,
Il weft pas néceffaire d’avertir que dans ce méme
article l'on a PC* = KC* <+ PK* par la 47°. propos
fition du livre 1 des ¢1émens d’Euclide, & non pas
par la propriété du cercle.

3°. M. le Marquis de I'Hopital a {fuppofé dans
fon article 151 que l'on avoit préfent a Velprit
Particle 11.

4°. A Tarticle 152 lona AT (Fig. 125. PL. 7]

aa

= —, parce que ’on a évidemment AP: AM::

AM:AT,oux:a::a: AT :df. Mais (art.
150) AT: AP :: AP: AK, ou %f:x::x:AK;

3
x i . b
donc AK = = L'équation que 'on trouve ala

fin de cet article prouve que la courbe BCD eft
une courbe du troifieme genre. M. Varignon eft
parvenu d’une maniere plus fimple 3 une équa-
tion qui prouve la méme vérité. Voici comment

il raifonne: Puifque QC = x—: ,Ton aura CP =4
— = Ainfi QP (4): QA (1) 1 CP(a—=" )

: CK (z) 3 donc ag :?—‘L}-ﬂ—y; donc aaz —aay
— xxy donc a*3* = a%y* — 2a°x*y* -+ 58
Mais le cercle BMD donne AP x PT —PM*, ou,

2 £ 2 ’ G,
a* —x*=y*; donca'ys’ = a’— 3a*x* + 3a’x" — X3

k] Y Bl a 2 - x; }
donc }/aig* =a* —x". Mais u = S donc #

i
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3

R, ]
= aau , donc x = } aau ; donc xx = Y}/ a%un ;

donc ];/E:-{—l — g — E,J/.-;‘i-mz 3 donc ‘ﬂ "ii/:: o
aa — a )}/ au* 5 donc } a7* = a — }/au* 5 donc
Iéquation de la courbe BCD prouve que ceft ici
une courbe du troifieme genre.

5. Lia propofition énoncée par Farticle 155 eft
démontrée dans tous les Traités de Méchanique,
& nommément dans celui de M. I'Abbé de la
Caille , art. 364, pag. 113.

6°. Le mot fe/quialmere pourroit embarraffer un
Commencant, Etre fefquialtere , ceft avoir la
moiti¢ en fus; a {era fefquialtere de b, fi 'on peut
dire , 4 = 2 b. Si la portion ND de la courbe DNF
(Fig 125.Pl. 7. ) ¢tant multipliée par le rayon AB
eft {ciquialtere du fegment circulaire DM P, il
senfuit que la courbe entiere DNF ‘eft égale aux
trois quarts de. BM D , quatrieme partie de la
circonférence du cercle. En voici- la démonftra-
tion , elle eft de M. Crouzas. DNF x AB eft trois
moitic de l'efpace BADMB. Mais lefpace
BADMB =ABx">2, donc DNFxAB

DMB ~
=}!ABX——=1 ABDMB; donc DNF
= 1 DM B. Ces deux remarques ont été néceffai-
res pour l'intelligence de P'article 156.

7. 'L’art_icle 158 préfente deux points qu'il
faut néceflairement expliquer. 1°. Pour fuivre M.
le Marquis de I'Hépital , lorfqu’il parle de la
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A Y= - ]
différence de \j’ Ly, il faut fe rappeller
aa—xx
quapres avoir cherché cette différence par les ré-
gles ordinaires , il parvient 3 une fradtion dont il
fait le numérateur =—o0. 2°. Aprés avoir trouvé

A , il faudra chercher MC ( Fiz.

aa

127. Pl.7 ) = "% Pour e trouver , il faus
dra fe fouvenir que NK —=PK — PN =

3 3 =
m? —+—mmx m? ——mmx aam
———— e — e - Il faudra
aa aa

faire enfuite la proportion fuivante; PN ( m):
MNi(s)s: NE(EEmne —dan'y': N Gl

aa

3 AT =t
am? —+ammx am mm —-mx aa .
Ses . Mais MC

aam [

=~ MN +NC=a .;.’“”‘““”;”—‘”; donc MC

mm ——-mx

—

a

8°. Prenez garde , en lifant l'article 159, que
les lignes LM, /m ( Fig. 128. PL. 7)) peuvent étre
confidérées comme paralléles, parce qu'elles for-
ment un angle infiniment petit. 1l en eft de méme
de plufieurs autres lignes qui fe trouvent dans
cette figure,

9°. L’on aura la valeur de M C énoncée dans |
Particle 160 , en difant m —+n:m:: MC4CN
(a):MC.
10°% Avant que de lire I'article 161 du Traité
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des Infiniment Petits, il ne feroit pas mal de lire
les articles 155 & 156 du Traité des SeGtions co-
niques de M. le Marquis de 'Hépital.

11°. Dans Particle 162 I'on ne peut pas tirer
MD paralléle 3 LN ( Fig. 128. PL 7. ) fans avoir
MD:ML::EF : EG; ea voici la preuve. Si les
lignes MD & L N font paraliléles, 'on aura 'an-
gle MDL ¢égal 2 fon alterne ELG. Cela fuppofé ,
voici comment je raifonne: EF : EG : : le finug
de angle ELF : au finus de 'angle EL G. Mais
MD : ML:: le finus de I'angle DLM, ou ELF :
au finus de I'angle MDL ou ELG ; doncfi MD
& LN font paralléles, Pon aura MD: ML ::
EF : EG::bbgh: accf— ccfh ; doncMD: ML
(b)::bbgh : accf—ccflh; donc MD = Z.;E;‘i—gj;_fk-s
donc par 1d méme que M D fera paralléle AL N,
b3gh

l,on aura MD — m.

NOTLE . .LI1E

B plupart des articles de la fe@ion neuvieme
que nous avons ¢claircis , ne pouvoient gueres fe
- paffer de commentaire. Le Leeur n’en fera que
| trop convaincu, en jettant les yeux fur les numero
6,8, 9 & 10 de cette note. '

1°. L’¢quation que donne la fuppofition de

- PN _

Farticle 163 eft PM =55 (fig. 130. pl. 7). 11

Senfuit de 13 que lorfque M. le Marquis de I'Hb-
Aa
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ABxPN
PO

ment la conftante A B pour l'unite.
20. Dans les articles 164 & 165 M. le Mar-
quis de I'Hbpital différencie le numérateur de

pital dit que PM — » il prend évidem.

chaque fration , en le confiderant non' pas com-

me numérateur , mais comme une quantité ifo-
1ée. 1l tient la méme conduite vis-a-vis le déno-
minateur.
o, Pour comprendre la fin de [article 169,
il faut relire la fin de Particle 89.
4°. Ceeft par larticle 170 que l'on fait a I'ar-
x7

eI Iy |y — =5

5°. La proportion de Particle 178 n’eft bonne,
que parce qu'on confidére I'arc infiniment petit
M (fig. 135, 136, pl. 7 ) comme la mefure
de I'angle MG. Or on a droit de le confidé-
rer ainfi, puifqu’il feroit confondu avec un arc
de cercle infiniment petit M qui auroit pout
rayon GM, pour centre le point G , & qui par
13 méme feroit la mefure de I'angle M G .

6°.. L’on a, a larticle 180, MIXMG =
BM x MN, ( fig.'136. pl. 7 ) parce qu'il eft

démontré dans tous les élémens de Géometrie

que, deux lignes qui fe coupent dans un cercle,

{e coupent en raifon réciproque.

il sagit de prouver dans ce méme article
quau point d’infléxion F, la ligne MR eft plus
grande que la ligne MG, il faudra d’abord fup-

pofer pour un moment que V‘”Z z{i" =Vas-cér
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Cetre fuppofition vous donnera a—¢, ou KN
— K M; ce qui eft impoffible. Il faudra enfuite

{fuppofer que V‘E—d’j%‘- eft plus grande que

V 22— cc; cette feconde fuppofition donnera ¢
plus grand que 2, ou K M plus grand que KN ;
ce qui eft encore impofiible ; donc au point d’in-

flexion F I'on aura M G moindre que MR. Enfin

Pon ne peut pas fuppofer, ainfi qu’on Faflure fur
la fin de Iarticle 180, que V‘_ﬁ_—_ % foit plus
grand que a —c , fansavoir KM (¢) plus grand

. La preuve en eft renfermée dans le

AT
calcul fuivant. Il n’eft pas néceffaire d’avertir que
le figne > fignifie plus grand.

V‘M > a —c par hypothéfe.

2a—+ b
aab — bec

2¢ — b
aab — bee Y 2a° — 4aac + 2acc+aab — 2abc+bee

0 > 24° — 4aac + 2acc — 2abc - 2bce.

Cette derniere équation fignifie que les quantités
4aac & 24bc affe@ées du figne — furpaflfent les
quantités 24’ , 2acc & 2bee affediées du figne +.
Reprenons ce calcul.
4aac = 2abc y 24’ -+ 2acc + 2bec
24ac 4+ abe > a* - acc —+ bee
aac + abe > @ —aac - acc 4 kbee
aac -+ abe — acc— bce > a2 —aac.

Diyifons ces deux quantités para-+b, nous aurons
Aaz

Y. 4g — I4C = (C
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ad — aae

ac — c¢
? a4+ b

By aaxa—e
a=—p K Ey s F

a-+ b
aa

& a-+b

Donc fi 'on fuppofe V‘”b —% plus grand que

20 b
aac

a -+ b
7° L’on peut demander en lifant Particle 182,
pourquoi G Mz +MGg (fig. 135. pl. 7 )=
fm_;" ?6MGg = "““bx?_MKGg. L’on ré.
aa

pondra que GMm +MGg = e _;_ 2‘SMGg -+

a — ¢, l'on trouvera ¢ plus grand que

2 = —;aa a b
MGg + - : ;;c KGg = - “: - MGg
b a4 cc — aa
2 MGg ~+ é:‘;b KGg, parce que

:: i, 8& que MGg— IMGg. Mais = j_ .

M Gg+§ MGz = ?_“,'bi'_ifM Gg ; donc &c,
89. L article 183 préfente une autre {o'ution
du probléme de l'article 182. Il fe comprend 2 l2

premiere le€ture , lorfqu'on fe rappelle que , par
la propriété du cercle , P E’ (fig. 140. pl. 7)=

APXPY —=2cu—ua; & que EM(}):J—:-:;

- \ & -
(art. 171), =fg—, devient par 13 méme -"3;1, |
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DES INFINIMENT PETITS. 3
parce que OB (5):KB(2)::KB(#): A
(¢); donc aa =bc ; donc fi on a EM

L | Yon aura EM = £,
aa

N

l

bc

L'on affure 2 la fin du méme article 183 que
par 13 méme que I'efpace AE H = au re@®angle
PQ , moins le double de I'efpace circulaire APE ,
fonaura AEH—=PEXKA+KPXAE. Le
calcul {uivant va mettre certe vérité dans tout
fon jour.

Je nomme AK,s2; KP,5; PE, ¢5s EH,
ou I'arc AE, d. Cela fait , voici comment je rai-
fonne : le retangle PQ — AR+ K XPE + B H
=a-+bXc—+d=—ac~+ bc + ad + bd.

L'efpace circulaire APE —=AKx!AE+KP

><;PE=:£—;+%E ; donc 2APE —ad + be ;

donc le re@angle PQ — 2APE = ac+be+ad
4 bd — ad — bc — ac +bd. Mais PE x AK +
KP X AE = ac+ bd. Donc fi Pefpace A EH eft
¢gal au re@angle P Q, moins le double de Pefpa-
ce circulaire APE, il fera par A méme égal A
PEXKA+KPxAE. Lon a fuppofé dans ce
calcul que le point P tomboit au deffous de K ;
car lorfqu’il tombe au deflus, 'on 2a AEH —
PExKA —KPxAE,

9°. Pour comprendre larticle 1 85 , voici ce

qu'il fauc fe rappeller. 1°. L’efpace AEM —
‘i—Z-g PExKA & ;:“b —~KFr x A . Mais KP

=KV—-VP —=§~C; donc——-KP:c:u;
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a2~ ab  ——————  aac—abc— aau—abu
donCT— KPxAE= e

AE. 20 Lefe@our AKE=25x AE="¢ x |

AE. 3°. L’efpace AEM + le fecteur AKE=
aa;:aém_!_ aa.c—l—abc-;aa.u-—aﬁu AE

+ E x AE ; donc Pon aura l'efpace AEM

ag —— ab

+le feteur AKE — - PExK A B
8aac - 2abhc — 2aau — 2abu —+ bec AE. 49. On ol

rbe
peut pas faire dans ce méme article 185, s =
2aac -~ 2abe —+ bec
2aa —+ 2ab
4 2abc + bee, & par conféquent fans rendre nulle
24ac—+ 2abc —+-bec— 2aau — 2abu AE.
2bc {
10° Le dernier article de la neuvieme fection,
ceft-a-dire, I'article 186 préfente quelques diffi-
cultés que nous allons éclaircir en peu de mots.
1°. Siix.a=} iac, Von aura xx=—;aa, & 2x%
=aa; done en faifant x = /5 aa , le dénomina-

x

. Lot gy — o - -
teur de la fraGion S2—2%_ deviendra o , c€

Vioxx ——aa %
qui eft une marque de linfini. 2°. Lorfque le
point M ( Fig. 141. Pl. 7.) tombe en D, 'on 2

i

AM =AD, oux=4; donc lopa— ==

{ans faire 244y -+ 2abu — 2aa¢

Ia valeur

b |
——% T e 1 o T 2 +1 4
o 1 a. 3°. Pour tirer de I'cquation J




pEs INFINIMENT PETITS) 37§
— x* + aaxx — b* la valeut de DD ou 2AD
( Fig. 142. Pl 7)), M. le Marquis de I'Hobpital a
fait PM — o, parce que dans cette {uppofition
'on a A D — x. 11 a enfuite cherché la valeur de
x, en maniant fuivant les régles ordinaires , I'é-
quation x* + aaxx — b* =0 ;5 & il a trouvé x =

|/ —iaa+1) et 444t , & par conféquent

2

2AD ou 2x = J/ — 2aa + 2 V/a* + 4p%.

NOTE L7.

I, A dixieme fe@tion eft fans contredit la moins
importante de toutes. Elle n’apprend que ce que
fcavent tous les Mathématiciens , c’eft-a-dire ,
que par le calcul des différences on réfout beau-
coup plus facilement que par toute autre métho-
de , les problémes propofés dans les neuf fections
. précédentes. Pour fe convaincre de cette vérité,
il ne fera pasnéceflaire de lire les 22 articles qui
compofent la dixieme fetion ; on pourra fe con-
tenter de la leGture de larticle 208 ; on verra
combien compliquée eft I'équation que donnent
les méthodes qui ne font pas fondées fur le cal-
cul différentiel , dont M. le Marquis de 'Hopi-
tal nous a donné les régles avec autant de clar-
t¢ , que de précifion dans fon Analyfe des Infini-
ment Petits.
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SECTION 1. Oiz Pon donne les régles du caleul
: d{fe’remiel. page «
ProrosrTioN L Oi Pon enfeigne a prendre la diffé-
rence de plufieurs quantites ajoutees enfemble , ou fouf
traites les unes des autres. y
Prorosition Il Qi Pon enfeigne & prendre la
différence d’un produit fait de plufieurs quantités mul-
tiplices les unes par les autres.
Prorositron 111 Oi lon enfeigne a prendre la
différence d'une fradion gquelconque. 6
ProrosiTioN 1V. Oi Pon enfeigne a prendre la
différence d'une puiffance quelconque parfaite ou mpar-
faite dune quantité variable. 7
SECTION 1L Oi Pon fait ufage du calcul des
differences pour trouver les tangentes de toutes fortes
de lignes courbes. 14
ProrosiTioN L Oit Pon enfeigne la méthode de
tirer dun poine donné une tangente fur une courbe dont
on connoit la relation qui regne entre la coupce & Pap
pliquée. 24
Les 15 Propofitions fuivantes de la méme Sedtion cope
tiennent des Problémes analogues aux tangentes.
SECTION 111 Oi Pon fait ufage du calcul des
différences pour trouver les plus grandes ou les moin-
dres appliquées. 37
PRoPOSITION GENERALE. O Uon enfeigne lé
methode de trouver la plus grande , ou la moindre ap-
liquée , la nature de la ligne courbe ¢tant donnée. 3

SECTION 1V. Oiz Pon fait ufage du calcul des

différences pour trouver les points dinfléxion & de re-) |
7781

ProposiTiON b

brouffement.
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TABLE. 577

ProrosiTioN L Oi Pon enfeigne a prendre la
différence dune quantité compofée de différences quelcon-
- ques. 8z
ProrositioN 1L Oi Pon apprend i determiner le
point dinfléxion on de rebrouffement , la nature de Ia

Ligne courbe étant donnée. 84
SECTION V. Ou Pon fait ufage du calcul des diffe-
rences pour trouver les deéveloppées. 0z
ProrosiTtroN L Oi Fon apprend a determiner la
 longueur du rayon de la déyeloppee. 204
Prorosition 1L Oi Pon apprend a trouver le
point eiz Uaxe. touche la developpée. 224
Prorosition 111 Oi Pon apprend a trouyer une
infinité de lignes qui aient la méme développce. 244

SECTION V1 Oi Pon fait ufage du calcul des
 différences pour trouver les caufliques par réflexion. 748
ProrosirioN 1. Oi Pon enfeigne a trouver fur le
rayon réfléchi , donné de pofition, le point oi il touche
la cauftique. z4z
Prorostirtron IL Oi Pon réfout le Probléme fui-

vant : la cauflique par réflexion etant donnée avec le

point lumineux , trouyer une infinité de courbes , dont
elle foit cauflique par réflexion. 6’y
SECTION V1L OiPon fait ufage du calcul des
différences pour trouver les caufliques par réfraétion. 17z
Prorositron L Oii Pon enfeigne a trouver fur le
rayon rompu , donné de pofition , le point o il touche
la cauflique par réfraction. 273
Prorosirion 11 Oi Pon réfout le Probléme fui-
vant : la cauflique par réfraction érant donnée , avec
Jon point lumineusx , & la raifon de m a n; trouver
une infinité de courbes dont elle foit cauflique par ré-
fradion. 82
SECTION VIIL 0& Pon fait ufage du calcul des
d{ffe’rmcu‘ pour trouver les points des lignes courbes
qui touchent une infinité de lignes données de pofition ,

droites ou coyrbes. Bb 97
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/8 TABLE
Provrositiown L. Ou Pon enfeigne & trouver une
ligne courbe gqui touche une infinité de paraboles qui
paffent toutes par un méme point. 8y
Les 5 Propofitions fuivantes contiennent des Problémes
analoges au fujet expofé au commencement de la *
Se&ion VIIL

SECTION IX. 0Oit Pon trouve la Solution de
quelques Problémes quiy dépendent des methodes préce-
dentes. 206

Les Problémes réfolus dans cette Se&ion font au nom-
bre de 5.

SECTION X. Oi Pon trouve une nouvelle maniere
de fe fervir du calcul des differences dans les courbes ||
Geometrigues , doie Uon déduir la méthode de Mrs. Def-
cartes ¢ Hudde. 233

Cette nouvelle méthode eft employée dans les 7 Propo-
fitions qui forment cette Settion.

COMMENTAIRE des articles les plus difficiles

de UAnalyfe des Infiniment Petits. 247
Norte I Analogue a Varticle 2. 247
. Nore 11 Analogue a Particle §. 248
Nor e 111 Analogue a Particle 6, 262 |
Norr 1V. Analogue a Pariicle 7. 264
NoTE V. Analogue i la Sedion [econde confidérée en
" genéral. 273
Nortr VI Analogue a Particle 9. 283
Nore VI Analogue a Uarticle 11. 284 |
Norte VIIL Analogue a Particle 12. 289
Norte 1X Analogue a Larticle 13. 294
No e X, Analogue & Particle 14. 297
WNor e X1 Anaogued larticle 15. 301
No1e XII. Analogue aux articles 17 & 18. 303
Note X111 Anaogue a Particle 21. 304
Norte XIV. Adnalogue a la Propofition 5 de la 2"
Section. 306
Norer XV. Analogue a la Propofition 6 de la méme
Sediop, 308
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TABLE 559
Note XV Anaclogue & Particle 26. o8&
Nort e XVII Analogue a la Propofitien 8 de la 2°.

Section. 309
Note XVIIL Analogue & la Propofition 9 de la
méme Section. 320
Nort e X1X. Analogue a Uarticle 31. 32z
Nort g X X. Analogue & Particle 32. 322
Nor e XX Analogue a Particle 34. 323
No 1 e XXIL Analogue ¢ Uarticle 36. 323
Nore XXI11) Analogue a Particle 39. 314
Nore XX1V. Analogue a Particle 40. 325
Nor e XXV. Analogue a la Propofition 16 de la 2e.
Section. 327
Nore XXV Analogue & la troifieme Section con-
Jidérée en genéral. 38
Note XXV 1L Analogue a Carticle 48. 32z
Note XXVIIL Analogue é Particle 49. 222
Nore XXIX. Analogue a Varticle 50. 322
Norte XXX. Analogue a larsicle 51. 322
Not e XXXI. Analogue a larticle 2. 323

Nore XXXI1I Analogue & Partisle 53. 324
Nore XXXII1I Analogue a Varticle 54 324
Nore XXX 1V. Analogue & Uarticle 56. 324
Nor e XXXV. 4dnalogue a Particle §8. 325
Note XXX VI Analogue a Particle 59. 327
Nore XXX VI Analogue a larticle 61. 329
Nortes XXXVIIL XXXIX. X L. Analogues &

la Section 4, confidérée en general. 332
Nore XL Analogue a Larticle 66. 340
Nore XLI1I Analogue a4 Varticle 67. 344
Nore XLI1L Analogue a Particle 68. 344
Nor e XLIV. Analogue a4 Particle 69. 344
Nore XLV- Analogue & Particle 0. 345
Nore XLV I Analogue & Particle 71. 346
Nore XLVIL Analogue a Particle 72. 348
Norr XLV IILL Analogue a Particle 73. 340
Nore XLIX. Analogue é Particle 74. 3350
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[ N ortr L. Analogue aux principaux articles de la Se.
' Section. e
"t Nor e LI Analogue aux principaux articles de la Ge.
| __Section. : 335
]i f Nore LIL Analogue aux principaux articles de la
i ! 7e fection. 362
li i Norte LIIL Analogue aux principaux articles de la
' 8e. fection. 364
il ’ Nor e LIV. Adnalogue aux principaux articles de la
| ge. feétion. 369
’;I‘ Nor & LV. Anslogue & la 16e. feition confiderce en
L ' genéral. 374
i FIN.
|
l[ Fautes a corriger.
R | . x . x
"g Page 6 ligne 20 = lifez 2
i page 12 ligne 4 ayypx lifez ayydx. Ces
| deux fautes ne font que dans quelques exems
i | plaires. :
; page 38 ligne 20 de lifex  des
; page 46 ligne 24 NQ lifex MQ

page 65 ligne 20 xX lifex  xx
page 133 ligne 23 forre lifez forte
page 195 ligne 7 QC lifez .QQC

e page 297 ligne 19 axy lifex ay _
| page 338 ligne 7 /lifeg dx*+dy* Vi +dy
f — dxddy
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