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PREFACE.

v adoptant les Legons de Mathématiques de M. I’ 4bbé Dz 7.4
Carzig pour les expliquer dans le Cours de mes Exercices ,
je me propofai de les rendre plus complettes lorfqu'il s'en feroit
une nouvelle Edition. Aujourd’hui que ce projet eft executé , il
ne me refte qu’a rendre compte du plan que jai fuivi, & des

principaux changemens que jai faits dans I'Ouvrage de ce célebre
Auteur.

Les Elémens d’Arithmétique , d’Algebre , de Géométrie & de
Trigonométrie rectiligne fe {uccedent a ordinaire. Vient enfuite
un Traité Analytique des Seftions Coniques , fuivi de la Def-
cription & des principales propriétés de plufieurs autres courbes:
puis les principes du Calcul différentiel avec des applications a la
Théorie des courbes , & enfin les principes du Calcul intégral
appliqués aux Quadratures , aux Reéifications , aux Soliditcs ,
& a la méthode inverfe des Tangentes.

L Dans I'Arithmétique , les changemens ne pouvoient étre
confidérables ; aufli fe réduifent-ils a quelques mérhodes ajoutces,
& a un petit nombre de détails utiles que I'on diftinguera facile-
ment , au moyen de la Table des Numéros ajoutés ou changés.

IL. Les Elémens d’Algebre ont été augmentés de plus de Ia
moitié ; & les additions principales font, 1.° La réfolumion des
problémes indéterminés du premier degré. 2.° Une introduétion
a la théorie des Equations , dans laquelle on trouvera la formule
du Binome fous les trois différentes formes connues , la méthods
des divifeurs , celles des transformations ,la réfolution des Equa-
tions du troifieme & du quatrieme dégré, une Methode d'ap-
proximation , & celle de I'extraétion des racines en partie ration-
nelles , en partie radicales. 3.° La Regle de Trois, & fes appli-
cations les plus utiles, telles que la Regle de Compagnie,
Regle d’Alliage , celle de Fauffe Pofition & celle d'Interét. 4.
L’ufage des coefficiens indéterminés dans les Séries. 5.% Lague-
thode inverfe des Séries. 6.° Trois Chapitres fur le Calcul'Ana-
Iytique des Logarithmes.

la
o

1. Tous les Maitres de Mathématiques favent que lor{que des
Eleves ont pris gofit a 'Analyfe , les Elémens de Géometrie lzur
paroiffent infipides. Ceft pour obvier en partie i cet inconve-
nient , que j'ai rappellé , le plutdt qu'il m’a été poffible , T'ufage

b
de 'Algebre. Mais pour ne pas tomber dans le defaut contraire ,

& ij
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o PREFACE

y'ai mis en petit caraftere ce qui m’a paru moins utile ou mojns
aifé , afin que les perfonnes qui ne voudront prendre dans ce
livre que les premieres notions de Géométrie , ne foient pas ar-
récrces par une Algebre importune. )

IV. Pour traiter d’'une maniere plus générale le calcul des Sinus
dont I'ufage eft fi étendu, il étoit néceflaire d’en démontrer ana-
Iytiquement les principales formules. On les trouvera raffemblées
ici avec leurs démonfirations prefque toutes analytiques.

A la Théorie des Sinus fuccedent trois applications ; I'une
pour la divifion des Arcs de cercle ; Pautre pour la réfolution
des Equations du troifieme degré , lorfquelles font dans le cas
irredudlible ; la troifieme pour la réfolution des Triangles re&i-
lignes. -

Si je n’ai point parlé de 'ufage du Graphométre & du Niveau,
ceft que je ne connois rien de mieux fur cette maticre , que I'u-
fage méme de ces inftrumens , dirigé en pleine campagne par des
perionnes exercees.

V. Dans le Trait¢ des Sections Coniques, on verra d’abord
comment la defcription des courbes , leur figure , & leurs pro-
prietes {e déduifent de leurs Equartions ; comment enfuite Iequa-
tion générale de la Se&ion faite dans un Céne droit par un plan
quelconque , exprime les différentes Se@ions Coniques, fuivant
les diverfes pofitions du plan coupant.

De cette Equation fimplifiée découlent fucceffivement les pro-
prietés les plus remarquables de la Parabole , de PEllipfe , & de
PHyperbole. Le chapitre de leurs Quadratures eft deftiné 4 faire
connoitre la Méthode des Indivifibles , en attendant que l'on
})u]iffe s'affurer , par le Calcul Intégral, de la vérité de fes ré-

ultats,

VI. Les Géométres fuppofent ordinairement dans leurs éctits
Ia connoiffance de plufieurs autres courbes » telles , par exemple,
que la Conchoide , la Cifloide, la Logarithmique, la Cycloide,
la Quadratrice, la Spirale &’ 4rchimede | les Spirales Parabolique,
Hyperbolique , Logarithmique , dont néanmoins peu d’Auteurs
ont donne la defcription, les Equations, & les propriétés les
plus utiles. Il ¢toit donc & propos dy fuppléer par un petit
Abrégé ; & c’eft ce que I'on trouvera dans cet Ouvrage.

VIL Les principes du Calcul Différentiel font diftribués en
quatre Chapitres. Le premier a pour objet quelques difcuflions
métaphyfiques. Le fecond apprend & différentier les Quantités
Algebriques. Le fuivant eft pour les différences fecondes » Troi-
fiemes , &c. Le dernier, pour la différentiation des Quantités




PREFACE. v

Logarithmiques , des Exponentielles , & de celles ol il entre des
Sinus , des Cofinus , &c.

Le détail de ces regles eft fuivi de quelques applications , foit
3 la méthode dire@te des Tangentes, foit a la recherche des
rayons de Courbure , des points ddnflexion, des Maxima & des
Minimz » & des valeurs des fraftions dont le Numerateur & le
Dénominateur s'évanouiffent en méme temps.

VIIL. Dans les Elémens du Calcul intégral, on trouvera d'a-
bord des regles , comme dans le Calcul Differentiel , puis des
applications. Les regles s’¢ctendent depuis Pintégration des Diffé-
rentielles Algébriques Monomes , jufqu’a celle des Differentielles
Logarithmiques , Exponentielles , &c. Les applications ont pour

_objet les quadratures & les reé&tifications des Courbes , les foli-
dicés & les {urfaces des folides de révolution , la méthode inverfe
des Tangentes , & quelques notions fur les Equations differen-
tielles , fuivies de la réfolution de plufieurs problémes qui en de-
pendent.

Tel eft, en général , le plan de cet Ouvrage ; ceux qui ne
voudront y apprendre que les premiers Elémens des Mathémari-
ques, pourront fe borner a ce qui eft en gros caraltere. Mais
ceux qui voudront poufler plus loin cette étude , doivent, aprés
avoir lu une premiere fois ce qui eft en gros caraltere, reprendre
dans une feconde le@ure tout le fil de ces Legons, & fur-tout
ne pafler C'une partie 3 une autre , qu'a mefure qu’ils auront bien
compris celle qui précede.
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DES NUMEROS AJOUTES.

Depuis le Numéro 5 jufqu’au
Numéro 15.
18
27
40 .
53
70 ..
95 -
112
119
122,
144
146 .
150,
156
) e i i e < T S
224
’."__’_7
230
241K

v
2'7"')'
280
287

2.93

333

406 . .
442

455

r4

ghg W

DES NUMEROS CHHANGES.

Depuis le Numéro 20 jufqu’an
Numéro 26.
28
38.
42
110

118

120 ,

Depuis le commencemert de la
Géométrie, Numéro 483 , juf-
qua la fin de I'Quvrage , Nu-
mero 7o, tout a été ajouté ,
ou entierement changé, i
exception des Numéros 648 ,
7225 744, 745 : enforte que
ce qui a ete confervé de I'Edi-
tion de M. pE LA CarLLE, fait
toutau plus le quart de celle-ci.
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TABLE DES CHAPITRES,

Er de quelques Methodes principales.

S LEMENS DPARITHMETIQUE,
Des Regles de U Arithmétique ,
De ' Addition ,
De la Souftradion ,
Dela Mu'l.fipiim:ion h
Dela Divifion ,

DES'FRACTIONS.

Dela nature des Fraflions , &c.

De I’ Addition des Fraflions ,

De la Souftraction des Fraélions ,
De la Multiplication des Fra&tions ,
De la Divifion des Fradtions ,

DES FRACTIONS DECIMALES.

De leur nature 35
Des opérations [ur les Frafions décimales , 39
Des autres efpeces de Fradlions , 44

ELEMENS D’ALGEBRE, 51

Deéfinitions de quelques termes ufités en Algebre 52
Réduétion , 54
Addition , 55
Des Opérations Algébriques ,< Souflraction , ibid.
Multiplication , 56
Divifion , 59
‘Methode pour trouver le plus grand commun divifeur de deuse guantités, 65
Des Puiffances & des Racines ,

Des différentes expreffions des Puiffances & des Racines , 7
De Extraftion des Racines - 73

Des !Jrirzcipa{e: propriétés des Puiffances en nontbre , 79
De UExtradtion de l2 Racine cubigue 81

Méthode générale pour extraire par approximation kes Racines d’un degré
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Des Problémes indéterminés
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ELEMENTATRES

DE MATHEMATIQUES.

o ]

T O N appelle Mathématiques 5 toutes les Sciences qui ont
pour objet la quantité.

2. Etpar ce mot, guantité , on entend tout ce qui eft flif~
ceptible d’augmentation & de diminution,

3. Lorfque les parties de la quantité font exprimées par deg
nombres , la Science qui a pour objet le Calcul de ces parties,
sappelle Arithmérigue.

4. Et quandelles font repréfentées par-des lignes;, par des
figures, &c. la Science qui Soccupe de leurs rapposts, s'ap-
pelle Geometrie,

5. Mais parce que ce calcul & ces rapports peuvent érre gé~
néralifés , en fubftituant aux nombres. & aux lignes , des carac=
teres qui n’aient aucune fignification, Jpas meéme arbitraire , on
congoit que I'efprit humain a di s'élever a une fcience plug
€tendue que I'Arithmétique & la Géomgétrie ordinaires,

A




2 LECONS ELEMENTAIRES

6. Car telle eft communément la marche de notre efprit. Ti
cherche d’abord les vérités de dérail , il les amafle , les com.
pare, les applique a divcfs cas; & le fucces de ces diverfes
applications, Penhardir enfin 2 tirer de ces vérités particulieres, |
des principes généraux.

7. Abandonnant alors les dérails, il s’¢leve 3 des confidéra-
tions indépendantes de tous les cas particuliers, d’ott il décous
vre un vafte champ de vérités nouvelles,  Cleft ainfi qu’aprés
avoir compté & mefuré long-temps telle ou telle quantité , leg
Inventeurs parvinrent fans doure i traiter la quantité en général,

8. On appelle Algebre , la {cience qui contient leurs décou- |
vertes fur cet objet. Cleften quelque forte une Arithmétique |
& une Géométrie univerfelles. j

9. Aurefte, ce n’eft pas dans un Livre élémentaire, qu'il §
faut chercher les différentes roures que ces hommes rares fz |
font frayées. Une bonne Hiftoire des Mathématiques eft le feul
Livee & confulter en pareille matiere , & nous citons avec aue |
tant de plaifir que de juftice, celle de M. Montucia;

10. Ce que I'on peut faire de mieux, en rédigeant des Elé~ |
mens , celt Iy mettre la précifion , Poidre & la clarté nécef-
faires, pour faire apprendre en peu de temps les vérités fonda-
mentales de la {cience que 'on traite.

11, Comme FArithmétique eft la partie la plus utile des
Mathématiques,, & que Ceft 2 elle qu’il faut en revenir prefque
toujours , powr avoir le réfultat d’un calcul, ceft par elle que
10US commencerons.

La Géométrie élémentaire devroit naturellement la fuivre s
mais comme PAlgebre’ demontre fort briévement toute la
Théorie des proportions, dont Pufage eft £ fréquent en Géo~
métiie ; nous placerons les élémens d’Algebre apres ceux d’A-
rithmétique,

S St
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DE MATHEMATIQUES. 3

ELEMENS D’ARITHMETIQUE.

12. N tout eft égal A toutes fes parties prifes enfemble ,

& il peut érre divifé en ces parties. Cela eft évident 3
mais ces parties doivent étre plus grandes ou plus‘petites, fui-
vant le nombre des Divifions que 'on en aura faites: & alors,
plusil y aura de ces parties, plus elles feront petites. Cela eft
encore évident.

13. Or le nombre & la grandeur de ces parties variant &
chaque divifion , il faut bien les défigner par quelque figne qui
leur {oit propre: fans cela, comment pourroit-on les diftinguer
dans tous les cas ?

14. Mais faudra-t-il donc introduire un nouveau f{igne ,
pour chaque nombre différent > Alors, quelle multiplicité de
fignes, & par conféquent quel embarras! Il feroit bien plus
fimple d’exprimer toute forte de nombres, en n’employant que
peu de fignes, que l'on conbineroit diverfement.

15. Ceft a quoi'on eft parvenu par un procédé tout-a-faic
ingénieux. Depuis un jufqud dix, on a repréfenté chaque
nombre par un figne différent; & par-13, depuis dix julqu’a
I'infini, il n’eft pas de nombre que I'on ne puifle exprimer par
une combinaifon facile de ces fignes. On les appelle commu-
nément Chiffres , Caradleres y Figures 3 &e. Voici leur forme:
& leur valeur, :

1...feprononce...Un.|6...eprononce,..Six.
i

& Lo iy Deas Prrpesiov P odiSet
B e S Y TroRa M8 TRAY vt 4 SER0EILY
divvasvsivavavQuatre. 9 v v v vie s Ntk
5...............Cinq.1 ey e g IO

_ 16. Quand o n'eft précédé d’aucun nombre, il ne fignifie
rien ; quand un autre chiffre le précede , alors ce chifire vaut
dix fois plus qu'il n’auroit valu fans le zéro. Ainfi, pour

Ajj
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exprimer dix, il faut écrire 105 & pour foixante, il faus
€crire 6O.

17. Pareillement tour chiffre placé 3 la droite d’un autre , le
rend dix fois plus grand. Ainfi 16 vaur feize ; §9 vaut cin-
quante-neuf, &c.

18. Kt ceft-1a le principe fimple & fécond du fyftéme
de numération adopté par tant de Peuples. Ce principe une
fois pofé, on prononcera facilement tout nombre écrit en
chifites, & on €crira avec la méme facilité tout nombre pro-
noncé.

19. Mais il faut bien remarquer que ce principe eft de pure
convention , ainfi que la forme & le nombre des différens chif-
fres. SiPon naveit voulu employer que detix chiffres, 1 & 6
par exemple, on auroit eu une Avrithmétque Binaire , au liey
de I'Arithmétique Decuple dont nous nous fervons. Avec
douze ou vingt chiffies différens, on auroit eu d’autres facons
de compter , & chacune auroit eu fes avantages & fes incon~ |
veniens.

20. Puifqu'yn chiffre placé 3 1a droite d’unautre, le rend
dix fois plus grand , une unité fimple peut donc devenir une
dixaine, -une centaine »un mille, &c. en 'mettant un, deux,
wois ; &c, zéros , ou tout autre chiffre, 3 la droite de 1. Cela
pofé , nous diftinguerons dans un nombre la colonne , ou le
rang des unités fimples , celui des dixaines, & celui des cen—
taines des mémes unités fimples. Ces trois rangs formeront la
Premiere eranche 3 droite.

21. La tranche fuivante fera compofée de trois autres rangs,
celul des unitds de mille » celul des dixaines de mille, & celui
des centaines de mille. La ranche qui fuivra, contiendra les
millions. Celle qui viendra enfui-e , fora pour les billions, &c.
Le nombre 254678 319, fe prononcera donc, deux cents
cinguante- quaire millions JSix cents foixante-dix-huit mille trois
cents dix-neuf,

22. Dot il fuit en général, que pour exprimer des centai-
nes, il faur, ou trois chiffres, .on fix , ou nenf , &c. de trois
en trois. Anfi pour écrire quatre cents units {imples , on mer-
tra 400, & pour &crire quatre cents unit’s de mille , on mettra
400 000, '
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22, Pour exprimer des dixaines, il faudra donc ou deux’
chiffres , ou cing; ou huit, &c. Le nombre \.ringt—‘quafre,
par exemple , sécrira 24 5 \_ringt - quatre mille ,_s‘lécru-a,
24000} & 24000000 , exprimera vingt-quatre _m‘11hons.

24. Enfin pour exprimer des unités , un feul chiffre fuffira,
quand ce {eront des unités fimples; il en faudra. quatre, qgand
ce {eront des unités de mille 5 fept pour des unités de million ;
& ainfi de fuite , de trois en trois. :

o5, D’apres cela, il ne faut gn'un pen d’ufage pour pro-
noncer un nombre écrit, ou pour écrire un nombre prononceé.
$'il eft écrit , on. le partagera en tranches de trois chiffres cha- .
cune , en allant de droite & gauche , jufqua Ia derniere tranche
qui pourra avoir qu'un ou deux chifires. Puis on donnera au
premier chiffre 3 gauche'la dénomination qui lul convient.
Celle des chiffres fuivans fe prélentera d'elle - méme. Par
exemple , 4 5§27, {e prononce, quatre mille cing cents vingt-
fept.

724965 , ... fept cents vingt-quatre mille neuf cents
foixante-cing.

12000071 ... ...douze millions foixante-onze.

Au lieu de partager le nombre en tranches , il eft plus com-
mode de compter feulement les chifires. '

26. Réciproquement pour écrire tout nombre prononcé, it
fuffit de favoir combien il faut de chiffres, & quels font ceux
qu’il faut. Or pour cela, il n’y a qui faire attention aux diffé-
rentes parties de ce nombre , 2 mefure qu'on le prononce.
Qu’il Sagifle , par exemple , d’exprimer en chiffres fept mille
deux cents vingt-un , on voit d’abord qu'il faut quatre chifires
(24), & que ces quatre chiffres font 7221.

Pour exprimer huit cents cinquante-neuf millions {ept cents
quatre-vingts-quinze milles , fix cents cinquante-trois, il faue
les neuf chiffres fuivants 859795 653.

27. Les Commencants trouvent quelquefois de la difficuleé
3 mettre en chifftes certains nombres , les uns parce quiils fe
prononcent diverfement , tel eft le nombre onze cents onze,
les autres parce qu'il doit entrer des zéros dans leur expreflion,
tel eft le nombre un million trois mille deux. Mais un pe
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d’habirude les mettra bien-t6t au-deflus de ces petits embarras,
I1 fuffira donc de les prévenir, 1.° que pour acquérir promp-
tement cette habitude , il faut calculer beaucoup dans les com-
mencemens; 2.° que pour calculer avec fucces, il faut fur-tout
de la newte:é daus Parrangement des chiffres. Car fi les unités
d’un nombre répondent aux dixaines d’un autre , ou fi les chif-
fres ne font pas bien diftinéts, on fera fréquemment obligé de
recommencer le calcul,

Des Regles de [’Arithmf’rigue.

28. Uifque les Mathématiciens confiderent la quantité en

tant quelle eft fufceptible d’augmentation ou de dimi-
nution, il fuic gilon peut faire deux: fortes dopérations fur les
nombres 3 I'une par laguelle on augmente une ou plufieurs quan-
zites données 4 ce qui sappelle faire une Addition ; Pautre par
laquelle on diminue une grandeur donnee d'une certaine quaniite
ce gu'on appelle Souftrattion. Toutes les autres opérations peu-
vent {e réduire  ces deux-13.

On diftingue deux fortes de Nombres , les entiers & les frac-
tionnaires. Les premiers font ceux qui contiennent Junité fans
refle, tels que deux, fept, mille &c. les autres ne contien-
nent que des parties de 'unité, tels qu'une demi, qu’un ders,
qu'un vingtieme , &c. & il eft clair que ces ‘deux efpeces de
nombres, étant €galement fufceptibles d’accroiffement ou de
diminution , om peut les affujettir aux mémes opérations,
Nous parlerons d’abord de celles que on peut faire fur les
entiers,

Si ces nombres ne paflznt pas dix, auquel cas on les appelle
nombres fimples 5 on n'a pas befoin de regles pour les calculer,
parce qu’on opete alors trés-facilement. Mais lor{qu’il s'agit de
nombres compofés , il faut avoir recours & des regles, quine
font autre chofe que I'art de faire par parties, ce que nous ne
pouvons faire tout d’un coup, 4 caufe du peu d’étendue de no-
we efprit.
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De I’ Addition.

29. L’Addition fert 3 trouver la Jomme de plufieurs gran=
deurs données.

30. 1.° Sices grandeurs font des nombres fimples , on n’a
pas befoin de Regle pour en avoir la fomme; en effer, pet-
fonne n’ignore que la fomme de 2 ajoutés 2 2, eft 4; ce qui
sexprime ainft pour abréger; 2 — > ==4 (ce figne —+ fi-
gnifie plus , & ce figne == fignifie ¢gal ). On fait de méme
que 3, 6 & 8, ajoutés enfemble, font 17, ou 3-+~6-+8

175 &e.

31. 2.° Si les grandeurs données font des nombres com=-
polés, comme fi l'on demundpit la fomme de ces grandeurs
432 & 363, voici la Regle qu'il faut fuivre. Eerivey ces gran-
deurs Uune au-deffous de Lautre , enforte que les unités foient fous
les unites o les dizaines fous les dixaines s les centaines fous.les
centaines 4 &e. tirey un trait au-deffous ; & allipe de
droite ¢ gauche, prenez la fomme des unitds 5 enfuite 432
celle des dixaines o puis celle des cantaines s &e. éeri- 36 3
vey ces fommes fucceffivement au-deffous du traif dans e o7
les colonnes correfpondantes. Ainfy dans la premiere
colonne jedis, 2 + 3 =7, j'écris 5 au-deffous 5 dans la fes

conde, 3+ 6= 95 je pofe 95 dans la troifieme s 4+ 3
==17, jécris 7, & jai la fomme cherchée S50

32. Lorfque la fomme d'une des colonnes farpalle 9, Ceft-i-
dire , t'o.'_';’c?zz’eilf eff compofée de dixaines & d'unites , il Jaur
ecrire feulement les unirs au-deffous de la colonne s & ajouter &
la colonne fuivante le nombre do dixzainés qui reffent. Les exem-
ples {uivants éclairciront ceci, '

Qu'il faille ajourer enfemble ces trois nombres 6078, 9198,
483, je les écris en colonne » {uivant Ia Regle , & je dis,
§—¢;——8:I6,-_—i—-g:~:19;c’cﬁ—ﬁ—dire,la :
iomme de la premiere colonne eft 19 ou 1 dixaine
&9 unités; je n’éeris que 9 au-deflous de 13 ¢o-
lonse des unirés | & je tiendrai compte de la dixaine
dans Ia fomme de I3 colonne fuivante, Je dig donc,
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8 LEGONS ELEMENTAIRES
-1+7=-_—8,+9:_—-.17,+8 25 ; par la méme
_méthode , je n’écris que 5 fous la feconde colonne, & je re-
tiens les deux dixaines pour la colonne {uivante. Je dis donc,
2402, a1 == 3t == je pofle 75 enfin
je dis, 6 4 9'== 1y ; & parcg que ceft la derniere colonne,
Jécris 15 tout de fuite. Ainfi la fomme cherchée eft 15759-
; 1Voici quelques Additions toutes faites pour fervir de mo-
ele.

147 40000
4950 101740 45 59697
5050 270 312 190
10000 21909 56 100

;23919 200 08a7

760 110793

33. On voit bien qw'en ajoutant fucceflivement toutes les
parties des Nombres donnés , on doit trouver leur fommes
Ainfi cette Regle eft infaillible. ) o vy na

34. Toute infaillible quelle eft, cependant il n’elt pasrare’§
de {e tromper en la pratiquant. 11 eft donc & propos de la véri=
fier , en recommengant opération 5 ce que Fon peut faire, en
prenant la fomme des colonnes de bas en haut; car il eft évis
dent quielle doit étre la méme.

S’il failloit ajouter un nombre 2 lul-méme piuﬁem‘s fois 4
comme 6, 8, 20 ou 100 fois, &c. alors on (e ferviroit d'une
Addinon abrégée , qu'on appelie la Mulziplicazion 5 nous i
parlerons, bientot.

De Iz So!.'ﬂmc'?ion.

35. LaSouftrattion {ert 3 trouver la différence de deux gran- |
deurs données. ~Or cette différence eft toujours égale 2 ce |
qua refte de I'une de ces grandeurs, quand on en a retranché |
laewre. |
36. On la trouve fans calcul dans les nombres fimplesas
11 &l clair, par exemple, queft Pon dte 2 de § 5 il refle 35 864
qainfi 3 eft la difiérence quiil y a entre 2 & 5, Ceute opé- |

: rauon §
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ration sexprime ainfl en abrégé, y —2 —3; (Cew,
ﬁgngﬁemoip.'c); de méme 9 — 4=—7; &"8 — =T

37. Voici la Regle des nombres compofés. Pour fouflraire
un nombre d'un autre 5 mertey le plus petit au-deffous du plus
grand 5 comme dans [ Addition y & tirey un trair au-deffous ;
puis écrives Jous chague colonne fucceffivement ,‘Ie: exces des uni-
25 5 dixaines , centaines y &c. du nombre fuperieur , fur les
unités o dixaines’, centaines , &e. du nombre inférieur , & vous
aurey Pexcés total 5 oula différence entre ces deux nombres. :

Ainfi pour {ouftraire le nombre 243, du nombre 695 , je les
écris d’abord comme vous le voyeZ .o . viiiiaiiinl . 69§
je disenfuite § — 3 =2, queje pofe fous la colonne ~ 243
des unités: 9 — 4 =1, que jécris fous la colonne 452
des dixaines: 6 —2=—24, que je pofe au rang des
centaines, La différence cherchée eft donc 4.5 2.

38. Il eft bien clair qu'en prennant toutes les différences
partielles, on doit avoir pour réfultat la dificrence totale: &
c’eft-13 rout le fondement de cette Regle.

39. Lorfque le chiffie inférieur eft plus grand que le chiffre
Jupérieur qut lu: repond 4 il faut d’{lbom’ ajouter a ce chiffre fi~
périeur une dixaine prife fur le chifire qui le fuit & gauche ; écrire
enfuite Pexcés du fuperieur ainft augmenté y fur Linférieur 5 & fé
Souyenir que par-la on a diminué d'une unite le chiffre fupérieur
Suivane, ‘Ainfi pour oter 38 de 64, je dis 4 —8, cela ne fe
peut.’ Je détache une unité du 6, que je tranfporte fur la co-
lonne des unités imples, ol elle vaur dix, & ajoutant ces dix
unités aux quatre autres , je dis 14— 8 == 6, que je pofe
au rang des unités : puis § — 3 == 2. La différence efl'dong .
26. ¢ G
_ Par tine fouftration femblable i celle-Ia , on trouveroit que
NewroN, cet homme a jamais célebre, a vécu €4 ans, Il
€oitnéen 1643, & il mouraten 1727, ; :

40. Si le chiffre qui fuit & gauche éroit un zéro 4 ou il éroit
{uivi lui-méme. d'autres zéros, on iroit de proche en proche,
]quu’é ce qu’on elit trouvé un chiffre dont on plt ‘pr'er;d’ré une
unité, Par la décompofition de cette unité Fots s '{er:'}
précédens deyiendroient des 9 , & il refteroit une dixawg

B
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pour lajouter au chifffe plus petit que le chiffre inférieur.

Si Pon vouloit, pat exemple, fouftraire 18 de 200 , on di-
- roit O — &, cela ne fe peut. Alors il faudroit détacher
une unité du 2 , que 'on décompoferoit en dix dixai- 200
nes , & de ces dix dixaines, on en laifferoit 9 3 la place 18
du fecond zéro, La dixieme tranfportée fur le pre- 182
mier, rendroit praticable la fouftraction, & on diroit,
10—8=—23; 9—1=8; 1—0=—1, ce qui donneroit
182 pour refte.

Un homme qui devoit 3000%, en a payé 1296, -
que luirefte-t-il 3 payer? 0 — 6, cela ne fe peut. Je 3000
détache une unité du 3. Cette unité vaur 1000 1296
=990 + 10. Jedisdonc, 10—~6=—4;9—9g 1704
=03;9—2=1732—1I=—1. Il lui refte donc :
17044 3 payer.

41. Lorfque le chiffre fupérieur n’eft pas aflez grand, on
peut, fans avoir recours d ceux qui le fuivent , lui ajouter une
dixaine ; mais alors, pour compenfer cette Addition, il faut
fuppofer que le chiffre fuivant du nombre inféricur eft aug-
menté d’'une unité, On voit bien que cela revient au méme,

Voici quelques autres exemples.

6000 1798 6532 5002 150001 |
4000 1653 5421 4573 76385 -
2000 145 1111 429 73616

¥ 42. Quand une Souftrailion eft bien faite , il faut néceffaire-
anent que le reffe ajoute au nombre fouftrait , foit egal ai nombre
" dont on avoit & le fouftraire. Car un tout doit étre égal a fes
parties priles enfemble: & c’eft de-1d que I'on a déduit un
moyen prompt & facile de vérifier les Souftra&ions. Ajoutez
donc chaque fois le refte au plus petit nombre, & voyez {1 leur
fomme eft égale au plus grand.
43. S'il falloit fouftraire plufieurs fois le méme nombre d’un
autre , on le feroit plus brievement par la Diyifion , dont nous
parlerons dans peu,




b MATHEMATIQUES, ¥1
De la Multiplication.

44. On fe fert de la Multiplication pour trouver fans beau-=
coup de calcul la fomme d’un nombre que Fon veur ajouter
lufieurs fois & lui-méme. Pour trouver, par exemple , la fom-
me de 12 ajouté neuf fois, il faudroit (31) faire une colonne
de neuf 12, & en prendre la fomme 108 ; par fa Multiplica=-
tion, on trouve tout de fuite cette méme fomme 108.

45. Dans cet Exemple, on appelle 12 le Multiplicande , 9
le Mulriplicateur , & 1 08 le Produit ; en général le multipli-
cande & le multiplicateur , s’appellentles racines ou les faieurs
du produit.

46. Le produit eft donc une fomme du multiplicande pris au-
tant de fois qu'il y a d'unités dans le muliiplicateur : ou ce qui
eft le méme, le produit contient autant de fois le mulniplicande,
que le multiplicateur’contiént de fois 'unité.

Dot il faur conclure , que dans chaque multiplication, Pu-
nite ¢oft au multiplicateur , comme le multiplicande eff an produit.
(Souvenez-vous-en bien).

47. Si au lieu d’écrire neuf 12 en colonne pouren prendre
la fomme , on écrivoit douze 9, il eft clair qu'on trouveroit Iz
méme fomme 108 ; d’olt il fuic que lor/ge’on @ dewx nombres &
multiplier , on peut indifféremment prendre celui qi’ on yvoudra pour
multiplicande , & autre fera le multiplicatenr.

48. Iln’y a pas de Regle pour la Maltiplication des nom-
bres fimples ; on voit facilement que le produir de 2 multiplié
par 3, eft 6; ce qui s'exprime en abrégé 2 x 3 ==6, (lefigns
X {ignifie multiplic par); de méme 3 X 4 ="12,7 X §== 353
&c. Il faur méme favoir par mémoire les produits des nombres
fimples , pour pratiquer facilement lés Regles de la Multiplica-
tion,

Voici ceux qui font un peu grands,
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RFAGET0
BIX4=12
3 x5 =15
3X6=—18
RN W= Y
B X 8=24
I X9==27

%X‘)‘::IZ
4 X4=16
2 OCIE =0y
4 X 6=24
§x7:28
4 X 8= 32
4X9=36

LECONS ELEMENTAIRES:

6X3=—18
6 X4 =24
6X §=—230
6X6=36
6 X 7==42
6}(8:41.8
6X9=754

01
’7}(%:28
7%y =35
TR0 =42
7T XT =49

S X3 =3,
X4 =—32
ij'—_.-q.o
8x6:‘4.8
9 X Fe=nth

9 X 3=27
9 X4=36
9 X5 =45
9X6=7s54
9X7=63

7Xx8=5356 8X8=64 9x8=12
7X9=6063 8x9=—72 9x9=28I

49. Lorfqu’on a deux nombres compofés, comme 32 & |
24, a multiplier I'un par Pautre , il faur , 1.° pofer celui guon |
& choiff pour multiplicateur , ( Ceft ordinairement le plus petit ) |
ai-deffous du multiplicande , comme dans 'Addition ; ainfi je |
pofe 24 fous 32.

2.° 1l faut éerire an-deffous y en allant de droite &
gauche y 'le produit de. chague chiffre du multiplicande
par chague chiffre (:"tf mudtiplicateur, Ainfi jéeris d'a-
bord le produre de chaque chiffre du multiplicande par
des unires du multiplicateur , en difant, 2 X 4—==8.]e
pole 85 3% 4=12, jepole 12 : aprescela, j'seris auffi de
droite & gauche , en commencant Par la colonne des dixaines 5 le |
produit des chiffres du multiplicande pares dixaines du multi-
plicateur , en difant, 2 X 2==4, je pofe 4 au rang des
dixaifies; 3 X2 == G, je pofe 6 2 gauche. 3.° Enfin il faut
prendre la fomme de ces deux produits , & j'ai 768 pour produit
toral.

$0. Pour concevoir cette opération, on peut , en la faifant,
railonner de 14 forte : le produit de 32 par 24. elt évidemment
€gal aux dixaines & aux unités de 32, prifes autant de fois
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qu"d y a d’un_ités dans 243 C’t;ﬂ:—?i:dire : pri{'es.é}: fois, & 2
dixaines de fois. Il faut donc dire d’abord , les unités du mul-
tipiicande = pri‘fes 4 fois, RI‘O‘dUI{G'ﬂt 8 unités, que }’égrm. _En—
fuite les 3 dixaines du multiplicande , prifes 4 fois, produifent
12 dixaines ; jécris I2 4 gauche de 8. Ainfi les 3 dixaines &
les 2 unités de 32, prifes 4 fois, produifent 128.

Je viens maintenant aux 2 dixaines du multiplicateur , & je
dis, les 2 unités du multiplicande , prifes 2 dixaines de fois
produifent 4 dixaines. Jécris 4 dans la feconde colonne a
gauche , ou, ce qui revient au méme , j'écris 4 dans la co-
lonne de fon muluplicateur , parce que 4 exprime des dixai-
nes, & quiainfi il doit étre dans la colonne des dixaines.
Enfin je dis, les 3 dixaines du multiplicande , prifes 2 dixaines
de fois, produifent 6 dixaines de dixaines; ceft-a-dire, 6
centaines ; jécris 6 & gauche de 4, afin qu’il {e trouve dans le
ang des centaines. Donc les 3 dixaines & les 2 unités du mul-
tiplicande, prifes 2 dixaines de fois, produifent {oixante-quatre
dixaines , ou 6 centaines & 4 dixaines. J'ajoute ce produit a
celui que j'ai trouvé plus haut , afin davoir le produit de toutes
les parties du multiplicande par toutes celles du multiplicateur.
Ce produit total eft donc 768.

ExempLE de la Multiplication des nombres un 564
peu compofés. On cherche le produit de 564 par 249
249. Ayant difpofé ces nombres fuivant la Re- = 5076
gle , je multiplie d’abord 564 parles 9 unités- - 2256
du multiplicateur, en difant 4 X 9==36, je¢ 1128
pole 6, & retiens '3 ;-6 X 9 ===547 :_nais a W
caufe de 3 que je viens de retenir, je dis; 54
~+ 3 == §7, je pofe 7, & retiens 5 : § X9 ==4§: or
45 =+ 5, que j’ai retenus, = 50, je pofe 5o de fuite, parce
quiln’y a plus rien & multiplier par 9.

Je viens enfuite aux 4 gixaines du multiplicateur , par lef-
quelles je multiplie 564, en difant, 4 X 4==16; je pofe
6 au rang des dixaines, & retiens 1; 6 X 4==24, = I
??Y:iePofe;, & retiens 23 § X 4 == 20, + 2 ==22,
jécris 22.

Enfin, je multiplie 564 par les 2 centaines du multiplica-

- g
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teur, endifant 4 X2 =—238, je pofe 8 au rang des centai-
nes: 6 X2=—12, je pofe 2, & retiens 1; et — .
~+I1==1IT:jepoflerr,

Je prends la fomme de ces différens produits, & jai
140436 pour produit rotal,

51. Lorfqu’il y a un ou plufieurs zéros 2 la fin de Pun ou
des deux nombres donnés , on abrege beaucoup 'opération,,
en ne multipliant que les chiffres, & mettant & Ia fuite de leur
produit autant de zéros quil y en a au bout des nombres
donnés, .

Par exemple , pour multiplier 120 par 120, on mettra
deux zéros a la fuite de 144, produit de 12 par 12. Caril
eft bien évident, que de dixaines, multiplides par des dixaines,
produifent des centaines. Or ce font 12 dixaines que l'ona
icl a multiplier par 12 dixaines. Leur produit doit donc étre
144 centaines == 14400. On trouveroit de méme que
406000 X 10700 == 4 344 200 000.

Voici quelques autres exemples de Mulciplication,

466 65464

1002 I 000 000 4053

932 I 000 196392
466 1 000 000 000 327320
266933 261856

265325592

2, Pour connoitre fi on ne s'eft pas trompé dans la
p

mulriplication , on peut changer ordre des nombres donnés 3
ceft-a-dire, du multiplicateur, en faire le multiplicande , &
réciproquement ; car on doit toujours trouver le méme pro-
duit (47).

53. On peut aufli e fervir de ce qu'on appelle Ia preuve par
9. Clelt une opération ingénieufe & prompte, qu’il eft bon de
favoir. Voici en quoi elle confifte.

1.° Ajourez les chiffres du multiplicande, comme s’ils ex—
primoient tous des unités fimples , & de leur fomme retranchez

SCD Lyon
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o aufli fouvent que faire fe pourra. Ou il ne vous reftera rien
aprés cette fouftraction , ou fI vous re’ﬁera un nombre mou’]dl:e
que 9. Dans le premier cas écrivez z€ro. Dans le fecond, écri-
vez le chifire qui vous refte.

2.° Faites de méme pour les chiffres du multiplicateur, &
vous aurez un fecond refte que vous pourrez écrire au-deflous
dupremier. ;

3.° Multipliez ces deux reftes, & de leur produit, retranchez
9 auffi fouvent que vous Ie’pourrez. Vous aurez un troifieme
refte , que vous mettrez a coté des de_ux premiers, ‘

4° Ajourgz 1e_: chiffres du prOdUIE , COmme ceux des raci=
nes, retranchez de leur fomme tous les 9 quelle contient , &
mettez le quatrieme refte au-deffous du précédent.

Si la multiplication que vous voulez vérifier eft bonne , ce
dernier refte doit ¢tre le méme que lavant-dernier.

Je voudrois favoir, par exemple, fi 97 350 eft le véritable
produit de 354 par 275. s ‘

Jajoute les chiffres du multiplicande , en difant ilﬁ.
3= 5 —+4==12; jen Ote 9; refle 3 que je mets 5|6
ainfi en réferve.

Jécris au-deflous le refte § provenant des chiffres du multi-
plicateur, -

Je multiplie le premier refte 3 par le fecond refte 5, &du
produit 15 y'éte 9. Refte 6, que jécris vis-3-vis de o

Enfin y’ajoute de méme les chiffres du produit 97350, &
Je trouve qu'aprés en avoir retranché deux fois 9, il refte en-
core 6, comme dans la derniere fouftra&ion. D’on je conclus
que l'opération eft bonne. Et voici fur quoi eft fondée cette
conclufion, _

§4- Si jote de 10, de 100, de 1000, &c. tous les 9
qui y font contenus, il eft évident par la nature méme de
notre Arithméiique, qu'il reftera toujours ¥. En faifant la
méme opération fur 20, fur 200 , fur 2000, &c. je trouverat
conftamment le refte 2. En général tout nombre exprimé
par un chiffre, fuivi d’un ou de plufieurs zeros , donnera tou-
jours ce chiffre pour refte aprés la fuppreflion des 9 qu’il con-
tient,
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55, Oril n’eft aucun nombre que 'on ne puille décompo- |
er, aux feules unités pres’, en nombres entiers & décimaux,
{Notre multiplicande , parexemple, 354 300 ~+ 50—~ 4a|
On trouvera donc le méme refte, apres avoir 6té les 9 dela
fomme de 3 4 § =~ 4, ajoutés comme unités fimples, que fi
on les avoit 6tés fucceflivement de 300+ 50 + 2. Ileneft]
de méme pour le multiplicateur 275 5 & ceft-1a lefondement
des deux premieres parties dela Regle.

56. Celapofé, je remarque qu'en multipliant un nombre, |
dans lequel ¢ eft contenu un certain nombre de fois fans refte |
par un autre nombre qui contienne aufli 9 fans refte, le produit|
doit pareillement le contenir fans refte. :

57. Si donc 354 le contient avec unrefte 3, & fi 275 le}
contient avec un refte 5, leur produit doit évidemment le con- L
tenir avec un refte 15. Supprimant donc le 9 contenu dans ce§
refte 15, il doit refter 6 ; & et effeCtivement ce qui eft refté}
aprés avoir 6té tous les 9 de 97350. f

Voild le fondement de la quatrieme partie de laRegle, Voicif
celui de la troifieme. '

§8. Pour favoir ce qui refte du produit de deux nombres
quelconques , apres la fuppreflion detousles 9, il n'y a qui|
multiplier le refe du multiplicande par celui du multiplicateur, §
& fouftraire de ce produit les 9 qu’il contient, le refte {era tou-|
jours celui que I'on cherche. : ¥

s9. On peut le démontrer généralement de cette maniere. Soitlef
multiplicande == 9B + m ; & le multiplicateur = ¢C+ 7. (m &aj
font les deux reftes ). Le produit fera 81BC <+ gCm—+ Bn —+ mai]
Or les trois premiers termes de ce produit font’ évidemment divife|
bles fans refte par 9. Sile quatrieme I'eft aufli, tout le produit I'eft§
de méme. S'il provient un refte de la divifion de mn par 9, ce refte]
fera celui que on cherche. Donc pour favoir, &c. !

Achevons d’éclaircir cette méthode par un autre exemple. -

65464 X 4053 ,nous a donné (51) 265 325 592
pour produit. Il fautle vérifier. Je dis'donc. Lepre- 73}
mier refte eft 7 ; le fecond eft 3 ;5 leur produit eft 21 3 ?;_-3— I
fon refte eft 3 5 celui du produit total I'eft auffi, L'opé- ‘
ration eft donc bonne.

6o. Obfervez, 1.° qwon peut fouftraire les 9 3 mefure

quon
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qu’on en trouve dans le cours de led_dition des chiﬁ‘res.j_Cela
abrege. 2.° \Que' 3 pourroit fervir ainfi que 9. 3.° Quiil ya
deux erreurs 3 éviter.  L’une qui confifte dans la tranfpofition
des chiffres du produit total, comme i an lieu d’écrire 947350,
on -écrivoit 79350, ou 57903, Lautre, qui eft de mertre
dans ce produit un zéro au lien d’un 9. Car alors, le réfuleat
de la vérificarion feroit le méme , & cependant les produirs fe-
roient bien différens. Mais des erreurs difficiles & commettre,,
ne doivent pas empécher de fe fervir d’ine regle aufli expédi-
tive. Aurefte la divifion tend directement & vérifier la mulri=
plication.
De la Diyifion.

61. La Divifion fert & trouver combien de fois un nombre
eft contenu dans un autre ;- & comme il ne peut y étre contenu
qu'autant de fois qull peut en étre fouftrait, la divifion eft un
moyen abrégé de faire ces fouftractions.

Ainfi pour favoir combien 12 contient de fois 4., la maniere
la plus naturelie eft d’6rer 4 de 12 5 refte § : enfuite 4 de 83
refte 4.: enfin 4. de 45 refte zéro : d’olt 'on voit que la quan-
tité 12 eft épuilée, aprés que 4 en a éé retranché 3 fois, &
qu'amfi 12 contient 4 précifément 3 fois. Mais cette méthode
feroit trop longue , {1 les nombres éroient-fort grands. On a
donc imaginé un moyen de trouver en peu de remps combien
de fois une quantité appellée le dividende ; contient une autre
quantité appellée le divifeur. On appelle Quotient le nom-
bre qui exprime combien de fois le dividende contieut le divi-
feur.

Dans cet exemple 12 eft le dividende, 4le divifeur , & 3
le quotient.

62. Il fuit clairement de ces notions, I.° que ls dividende
contient autant de fois le divifeur , que le quotient contient de
Jois Lunize, A

03 Lt par conféquent on a toujours:: Lunité eft au quotient 5
comme le divifcur eff au dividende.

64. IL° Que le divifeur pris autant de fois quele quotient
contient Punité, doit étre égal au dividende , ( car alors ¢'cfé

e
S
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remettre le divifeur autant de fois qu'on a 6té, ce qui doit re-
tablir le dividende ) : ou, ce qui eft la méme chofe, le pro-
dusz du divifeur par le quotient eft egal au dividende. .

65. Donc, 1.° pour favoir J£ un quotient eft exadl 5 il faue
le multiplier par le divifeur y & en comparer le produit avec le
dividende,

66. On peut regarder le dividende comme le produit d’une
multiplication , dont le divifeur & le quotient font-les racines,
Ainfi divifer le dividende par le divifeur pour avoir un quo=
tent, et la méme chofe que de divifer un produit par une
de fes racines pour trouver Pautre racine. Donc :

2.° Quand on connolt un produit & une racine de ce produit ,
pour trouver Lautre racine , il faue divifer le produit par la racine
COnNTiiie,

67. IIL.° Par Popération précédente, 12 fe trouve par-
tagé en trois parties égales, dont chacune eft 4, ou en 4 par-
ties €gales, dont chacune eft 3. Donc, pour partager une
quantité en autant de parties égales qiton veut o il faur la divifer
par ce nombre de parties , & e quotient exprime de quelle gran-
deur eff chacune de ces pariies.

68. L. Cas. Lorfgue le dividende & Ie divifeur font des nom-
bres fimples 5 on en trouve le quotient fans opérations., Par
exemple, on voit que 3 contlent 4 précifément 2 fois, ou que
le quotient de 8 divil€ par 4 eft 2, Pour abréger, on fe fert de
cette expreflion 2 ==2. On écrit le divifeur immédiatement
au-deflous du dividende , & on les {épare par un trair, qui figni-
he divifé par. De meme 3= 3, puifque 3 X 3 == 9, Et 2y
35 pullque .2 . 5. =—= 6,

69. Quand on ne trouve pas un quotient exat ; comme {1
Pon vouloit divifer 9 par 4., oti 'on voit que 9 contient 4 plus
de deux fois , mais moins que 3 fois, & qulainfi le quotient

ble eft entre 2 & 3 5 alors on écrir pour quotient le plus

it des dzux nombres enere lefquels le vrai quotient doit [ tron-
© on mmudtiplie ce nombre par le divifeur o on retranche di di-
e le produit de cetre multiplication , & on aun refle gilon
@ cGie' du guorient y en mettant le divifeur au-defous de ce
¢y dont onle [pare par un trait. Par exemple , il faut dire,

(7
¢/l
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® contient 4 deux fois & plus , mais non pas trois fois : Jécris
donc 2 pour quotient, je fais 2 X 4==8; enfuiteg — 8 =13
& jai 2==27%; cequi {ignifie que 9 d"vfﬁf par 4 , a 2 pour
quotient , & qu il refte encore’une d?s unités dg 9 a partager
en quatre parties. Deméme f=—=37;3==273 =11}

70. REMARQUES. I. La divifion confifte donc en trois
opérations. 1.° On divife le devidende par le divifeur , pour
avoir un quotient : 2.° on multiplie le divifeur par le quotient ,
pour avoir un produit 5 3.° on bte ce produit du dividende 5 pour
avoir un refle. -

71, II. Si le divifeur eft plus grand que le dividende,
comme sl falloit divifer 4. par 7, alors on fe contente d’é-
crire ¥ comme un refte de divifion , & cette exprellion repré-
{ente le quotient.

72. Ces fortes de Quotiens , ou ces reftes de divifions, ou
méme , en général , toute expreflion qui indique une divifion
par un trait qui fépare deux quantités écrites Pune au-deflus de
Uautre , s'appellent des fraétions , ou des nombres rompus : &
par oppofition , on appelle des entiers ou nombres entiers  les
nombres ou les éxpreflions qui font fans ce trait.

73. IIL Une Quantité qui peut fe divifer exaftement &
fans refte par un nombre , Sappelle un muleiple de ce nombre,
parce qu'elle eft égale au produit de ce nombre par le Quotient
de la divifion. Ainfi 8 eft un multple de 4 & de 2, & 12 ¢ft
un multiplede 6 ,de 4., de 3, & de 2: tout nombre eft un
multiple de Punité : mais 8 n’eft pas un multiple de 7, nide 6,
nide 5, nide 3. De méme 11, n'eft multiple d'aucun nom-
bre entier plus grand que 1.

74. IV. La Quantité dont une autre eft multiple, sappelle
une aliguote ou une partie aliquote de ce multiple : ainfi 4 & 2
font les aliquotes de 8.

75. V. Tout nombre entier qui n’elt multiple d’aucun nom-
bre entier plus grand que unité , S'appelle rombre premier. On
trouve dans différens Auteurs des Tables de tous cés nombres.
Voici ceux qui font moindres que 100.

15253,5,7,11, 13517, 19,23,29, 31, 37:4%, 43»
475 535 595 61, 67, 715 73, 79, 83, 89, 97

Cj
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20 LEGONS ¥LEMENTAIRES ,
le dividende eft un nombre compofé , &
Je cherche combien de
wvifeur ¢ atenu dans le premier chiffre du dividende, |
1 allant de ganche 4 droite, ( car la divifion fe fait toujours §
: 2.° Fécris le chifire qui exprime ce
fois, & je multiplie.le divifeur par ce chifire. 3.2
feur produit du premier chiffre du dividende; &
fecond chiffre & ¢6té du refte, sl y en a. Aprés
mmence les meémes opérations, jufqu’a ce que j
wvifer {ucceflivement tous les chiffres du divi-

vour divifer 795 3 par 3, j’lécri':ai d’a-
bord le divifeur & droite du dividende, comme
an le voit ici. .

P b
re je diral, en 7 combien de fois 3?
i écris donc 2 au quotient. Je mul-
» & je fouftrais le produit 6 5 de

:Welo quel jabaitle g.

) combien de fois 32 fix
Je mers G au quotient. Je maltiplie 3 par

T {ze 1 ,
St S ot 3 : Lo
Je louirals € procuit Ié, de ig. il me
i
TEo7s i

N . : 2 M
}'(ZEEL-) encore 1, qut , ajoulc au chiflre [‘Uz\"ﬁﬂt

fair 1 §

,
. Le méme procédé dans cette troifieme divifion me fait trous
pour guotient, I pour produit, o pour refte.
il le 3 , & je divife.comme a Pordinaire. Le quotient
le produit 3, le refte 0, D’oli je conclus que 3 eft con-
’5 1 fois exaCtement dans 79¢37 Pour nven aflurer, je |
u'tiphie 2651 par 3, je retrouve le dividende. Lopération
1L Aonc bonne,

77 Quand le divifeur eft fi petit, on a plutér faic dé pren-
dre fur chaque chiffte du dividende la partie délignée par le
l:m-,.f:cur. Oa auroit pu dire, par exemple , dans la derniere
divifion, le tiers de 7 eft 25 il refte 1, qui, ajouté & 9, fait
19, Letersde 19 eft 6 ; le ters de I5elt 5; celuide 3 eft 13
donc 2651 eft le tiers cherché de 7953, -

Voici quelques autres exemples de cette abréviation,
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(139417

97593€7
2

. On commence la divifion par la gau-

s reftes dans les premiers chiffres, on

puiffe les joindre aux chifires fuivants. En commencgant par
Ia droite , on f¢ prefque toujours obligé de revenir fur fes

ne
JdJda

79. II. Si le premier chiffre du dividende eft plus petit que
le divifeur, il faut chercher combien de fois celui-ci eft con-
tenu dans les'deux premiers du dividende. :

8o. HI. Lorfqu’aprés une fouftra&tion il ne refte rien, &
ue le chiffre abaiflé eft moindre que le divifeur, il faut mettre
éro au guotient , & abaiffer le chiffre fuivant , §'il yen a.

81. IV. Quand apreés une fouftraction, il fe trouve un refte,
ce refte doit toujours érre plus petit que le divifeur, S'il Iui
étoit méme €gal, Ceft qu'alors le chiffre mis en dernier lieu au
quotient feroit trop petit d’une unité.

82. V. Amefure que 'on abaiffeun chiffre, il eft 3 propos de
le marquer par un point : cela fert & reconnoirre chaque fois ot
Yon en eft, & de coinbien de chiffres le quotient doit étre com-

L1
{2
aile.

q
z

83. VL. On ne peut jamais'mettre plus de 9 au quotient,
parce que P'Arichmétique dont nous nous fervons eft -déci-
male,

84, VII. Aunlieu d’écrire le divifeur 2 droite du dividende,
d"autrcs]’gcrivcnt a gauche , & mettent le quotient 3 droite,
QeI MAIHETE « o % o'uiv s« s v o s v s 3)7953(2651.

&ec.
: o . : :
% D’autres mettent le divifeur fous le dividende » & le quotient
a coté. Ils écriroient, par exemple , 222 N
les dl_fpofent ainf1, 7953 :3 ==2651. :
au meme ; feulement, il paroit que la premie;
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22 LECONS ELEMENTAIRES
tions eft plus commode pour multiplier & fouftraire dans le
cours de la divifion. i

85. IIL Cas. i le dividende & le divifeur font des nombres|
compofés , par exemple, s'il faut divifer 147475 par 362, je
confidere dabord en combien des premiers chiffres du dividende ,§
Ie divifeur peut étre contenu 3 & parce que 362 ne peuvent étref
contenus dans les trois premiers chiffres 147, mais feulement
dans les quatre premiers 1474 , je mets un point fous le 4, &
Jéeris le divifeur 362 & coté du dividende
Le premier membre de la divifion confifte 147475
donc a divifer 1474 par 362. i

, Comme cette divifion ne {e peut faire 1448

tout d’un coup , je divife feulement les - 2675
centaines de 1474 par les centaines de 2534

362, en difant, en 14 combien de fois iy

3? 4 fois & plus; je multiplie le divifeur i

362 par le quotient trouvé 4., pour favoir fi le produir peut]
étre fouftrait du dividende 1474. Je vois que ce produi eft]
1448 , plus petit que 1474. Je mets donc 4. au quotient. Jei
fouftrais enfuite 1448 de 1474, Il me refte 26, & la premiere]
partie de la divifion eft faite. \

Fabaiffe & coce du refte 26 le premier chiffre7 5 que je marque
d'un point ; & le fecond membre de la divifion confifte a divifer
267 par 362: je divife de méme les centaines de 267 pat
celles de 362, en difant, en deux combien de fois 32 Il n'yp
eft pas contenu méme une fois 5 je pofe donc o au quotient , jei
multiplie 362 par 0, & J6te le produit, quieltauflio, du di- ‘[
vidende 267 , reftent 2677 : & la feconde partie eft finie. '

Sabaiffes cote de ce refle le dernier chiffre 6 L tro frem |
membre de la divifion confifte a devifer 267§%Par 362. Jedis)
donc, en 26 combien de fois 3? 8 fois; je multiplie 362 par7
8, & je trouve le produit 2896 , lequel érant plus grand que
le dividende 2675 , me fait connoitre que’8 eft trop grand. Je
le diminue donc d’une unité; & apres avoir multiphié 362 parg
7, j& vois que le produit 2534 peut ére foufiraic de 2675
Souftraction faite, refte 141 : & parce quil n’y a plus de chif-
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fres & abaifler, la divifion eft finie. Ainfile quotient eft 407 —~
la fradtion - , que je mets A cOté.

86. La preuve de Pexalitude de ces operations [e fait en
ajoutant le dernier refle de la a{z’i}iﬁon au p:ro_duit du divifeur par
le quotient. Leur fomme doit éure le dividende. Caxj sit eft
vrai, par exemple, que 362 foit contenu 407 fois dans
147475 » avec le refte 141, ne faut-il pas néceflzirement que
362 X 407+ 141 == 1474752

87. On peut aufii s’aflurer qu'une divifion eft exaGe en fup-
primant les 9 contenus; 1.° dans le divifeur ; 2.° dans le quo-
tient ; 3.° dans le produit de leurs refles ; 4.° dans le dividende.
Car aprés ces fouftractions , les deux derniers reftes doivent étre
égaux , comme dans la multiplication,

88. Obfervez feulement que lorfque la divifion na pu fe
faire fans refte , il faut ajouter les chiffres de ce refte comme des
unités fimples , au produit du refte du divifeur par celui du quo-
tient , & oter de cetre fomme tous les 9 qu’elle contient.

Vérifions le dernier quotient par cette méthode. Le refte du

divifeur 362 eft 2; celui du quotient 407 eft 2 aufli. Leur -

produiteft 4. Le refte 141 de la divifion == 6, que jajoute
44. Lafommeeft 10. Jen bte 95 refte 1 , qui doicrefter aufli
du dividende 147475, {i l'opération eft bonne ; &
Ceft effectivement ce qui refte,

89. REmarques. I. Au lieu de demander com-
bien de fois tout le divifeur eft contenu dans tout le dividende ;
on demande feulement. combien de fois le premier chiffre 3

21X
2|1

i-§ gauche du divifeur , eft contenu dans le premier ,’ ou dans les

deux premiers chiffres du dividende. Cleft que le produit de ce
premierchiffie du divifeur par le quotient , décide communé-
} ment dunombre de fois que tout le divifeur eft contenu dans
' le dividende.

90. IL Je dis communément ; car il arrive plufieurs fois que

ce produit peut érre fouftrait du premicr ou des deux premiers
| chiffres du dividende, & que lorfqulon vient & comparer le
! produit total du divifeur par le méme quotient , avec la partie

Fggrefpondamc du dividende , la fouftraGion n’eft plus pof=
1Dle,
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91, ITl. Cela arrive fur-tout, lorfque le fecond chiffre dy
divifeur eft au-deflus de 5, & que le premier eft au-deflous,
Mais alors , on voit ce que donne le produit de ces deux pre-
miers chiffres par celui que on veut mettre au quotient, & on
ne tarde pas a reconnoitre le chiffre qui convient.

92. IV. Quand le divifeur eft terminé par des zéros, on
abrege la divifion , en féparant 2 la fin du dividende autant de
chiffres qu'il y a de zéros 4 la fin du divifeur; on divife enfuite
les autres par les chiffres feuls du divifeur ; on joint le refte de
la divifion, il sen trouve, a la gauche des chiffres qu'on a
féparés , & on en fait une fraction : Par exemple, ayant a di-
vifer 238873 par 3600, je divife 2388 par 36, je trouve
le quotient 66, & un refle 12 : je dis donc que le quorient
cherché eft 66 372, Le quotient de 324755 divifé par 300,
eft 1082 =22, Le quotient.de 843554, divifé par 1000, eft
843 ;

93. V. Enfin quand le dividende & le divifeur {ont termi-§
nés par des zéros , on peut abfolument effacer le méme nombre
de zéros dans 'un & dans lautre , & faire le refte de la divifion
fuivant les Regles & les Remarques précédentes. Ainfi ayant
a divifer 417000 par 25005 je divife feulement 4170 par 25,
& le quotienteft 166 22, Pour divifer 4349 y000 par 2 8 50000,
je divife feulement 43495 par 28505 & j'ai 15 -, De mémef,
le quotient de 100000 divilé par 1700 eft 58 .

94. VL. On a da voir par ce qui précede, que la divifion
elt I'fiverfe de la multiplication, & que par conféquent caf
deux regles peuveat {e {ervir mutuellement de preuve.

95+ VIL. Ainfi pour apprendre en peu de temps la pratiqué
de la divifion, commencez par multiplier un nombre par u
autre. Divifez enfuite leur produit par Pun des deux ( pat o
plus grand ordinairement , pour avorr plutét fait ) : vous devel
trouver I'autre pour quotient, fans refte. Vous {aurez doncd
chaque fois quel chiffre il faut mettre au quotient, & par-lifs
vous acquerrez promptement la facilité de divifer tous les ate
tres nombres, Voici deux exemples,

R T

Mudriply

SCD Lyon




DeE MATHEMATIQUES:

Miudeipl. Divif. Mulripl. Divif.

625 46250C625 394 '790758§ 394
o5 ik, ado7 it

—_— 4375 & T4 —— . 7788 2007
S500 -TET 2758 3:
4375 2500 788co 2758
2500 — 2758

750758
Q

DES FRACTIONS.

. De la nature des Fradtions en gumal, de leurs yaleurs g
€ de leurs compara:fons.

96. N Tout, quel quiil foit, peut éwe divifé en deux

moitiés , en quatre quarts, en cing cinguiemes , &c.
& la réunion de ces parties doit reproduire le to e ais 1 on
ne les réunit pas t()uteq , il manquera m\dqve chofe 3 la forma-
tion du tout. On nen aura qu'une portion plus ou moins
grande , & Ceft cette portion que 'on déligne en général par
le mot defr‘.c?’on.

97. L'idée defr fmon comprend donc lefpece & le nombre
de parties que P on veu Pl‘el.dlf_. pour avoir une portion plus ou
moins grande d’un certain tout que Pon appelle unizd, Amfi ;
fs_,mhe que P'unité étant divifée ‘en 3 parties égales, on én a
pris une : la fraétion = =, exprime que 1Lli(: t..ntdivifée en §
parties égales, on en a pris 4., &¢. :

Le nombre o ou terme (Lyul"‘df sappel elle le numerareur de la
fraction , & Pinférieur su}"pe,. le denominatenr ; ;.1.{: dans la
fﬁ-“:ﬂﬂ <, le numérateur eft 4., & le dénomi ur eft L5

8. Une fraGion proprement dite , eft donc une quantieé
moindre que l'unité , parce que fon numératcur eft plus petit
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que fon dénominateur. Cependant , il arrive fouvent qu’on
rencontre des expreflions en forme de frations , dont le numé-
rateur eft égal , ou méme plus grand que le dénominateur. Or
quand le numérateur eft égal au dénominateur , la fraCtion eft
€gale 2 lunité; car 3, fignifiant que d’une unité divifée en 4.
parties égales , on en a pris 4, il eft clair quon a pris I'unité
entiere , & quainfi 2==1. Pour la méme raifon o =—=1;
P=—1; &c. Et quand le numérateur furpaffe le dénomina-
teur , la valeur de la fraction furpafle I'unité: anfiZz =3
& 4_;, —— e &cCe

99. On ne peut diftinguer facilemént quelle eft la plus grande
de deusx frattions 5 a moins qilelles naient o un méme numera=
teur 5 ou un méme denominateur ; ainfi on ne voit pas d’abord
gw’elle eft la plus grande de ces deux frattions 3, . Mais, 1.°
St elles ont un méme numérateur y celle qui a un dénominateur
plus petit eft la plus grande : 2infiil eft clair que la fraltion - eft
plus grande que la fraction ;5 la fraction : eft plus grande que
2, &

3.° §i deux fraitions ont le méme dénominateur 5 alors la
plus grande eff celle qui ale plus grand numerateur. Ainfi il eft
clair que 2 font plus que ; la fraction 2 eft plus grande que 3.

100, Les valeurs des fra@ions qui ont un méme numérateur, font
entre elles réciproquement comme les dénominateurs ; & celles
des fraltions qui ont un méme dénominateur , {font entre elles di-
reftement comme leurs numérateuss.

101. Lavaleur dune fraétion ne change pas 5 foit qu'on mul-

tiplie , foit qu'on divife fes deux termes par une méme gquantie,
Caril eft évident que celuiqui a ; ,a autantque celui quia s, ou |

e el 3 Ol RSB IR WS B 5 i
?\_‘l’f ceill qu P Our ) &c. .Or; T— —-_.;—S‘E’i' 3. FTTmT ';—55')3 3 g‘ e
Ax%, &c. Ue meme celul quia;, na pas plus que celui qut

ouj, ouz, &c Si donc on divile les deux termes de la
fraction £ par 2 oupar 4, on a des fractions de méme valeur

@ =

que % On trouvera une démonfiration générale de cette pro- |
ideé , dans Particle des raifons géométriques.

Tl fuit de-1& qu'ily a une infinité de fractions de méme yaleur s
quoique EXPrimess er termes differens,
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Des Operations arithimetiques qi'on peut faire Jur les Fradions
en general,

I Es Opérations arithmétiques fur les Fra&ions font de deux
efpeces; les unes sappellent Rédudions , les auwes font
les quatre Regles ordinaires.

Des rédudtions des Fraikions.

102, Les réductions des FraQions font différentes transfor-
mations qu'on leur fait fubir, fans changer leur valeur, pour
rendre les autres opérations plus commodes.

103. I. Pour réduire les entiers en fradions.

1.° On peut réduire en général tout nombre en forme de
fraction , en lui mettant 1 pour dénominateur ; ainfi 6 mis en
forme de fracion , eft Z .

2.° Pour réduire un nombre entier en une fraGion qui ait un
dénominateur 4 volonté, on multiplie le nombre entier par le
dénominateur qu'on a choifi 5 le produit eft le numérateur de
la fraltion; ainfi pour réduire 6 4 une fraction, dont le déno-
minateur {oit 7, on écrit 2 r car en faifant la divifion de 42
par 7, ona 6 au quotient , donc =* & 6 font deux expreflions
équivalentes.

3.° Pour réduire en une frafion feule un nombre entier
joint & une fration , il faut multiplier le nombre entier par le
dénominateur de la fra&ion, en ajouter le numérateur i ce
produit, & de la fomme faire le numérateur de la fradtion
cherchée ; ainfi 6 £ fe réduit 3 la fraction 22, 3 £ fe réduit 3 2.

104, IL. Pour réduire plufteurs fraifions au méme dénomina-
reur,

Multipliez le numérateur , puis le dénominateur de chaque
fraGion , par chacun des dénominateurs de toutes les autres
fractions, g

Par exemple, pour réduire ; & : au méme dénominateur , je
multiplic les deux termes de § par 4, & J'aif 3 je multiplic e

Dij
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fuite les deux tewus de: par 2, &] al £ : les deux fra&tions
xéduites font done $ & &,

&duire les  fralions > 2, 2, 1, au méme dénomina-
liplie les deux termes de 2 par 7> puis par 4, &
¢ Je malaplie ceux de 2 par 3, puis par
Je multiplie erlh ceux de 2 ; par
) 1 33X =2 & les trois fractions ré-
duites foat 22, £ & qui fon les aux trois propofées
if : té multiplié par les mé=

5

mes q‘]a.]t

r05. On pom‘roir réduire par la méme méthode tant de fra&ions |
qu’on voudra au méme numerareur , en multipliant les deux termes
de chacum par chaque numérateur des autres. Ainfi les trois frac- §
tions ; , 2, £, fe réduifenta celles-ci, %—j > 2,45

1“6 . Pour réduire une frastion donnée 4 un numérateur ou & ur dé- |

ifque ¢ des fraltions font des ra Apports géomeétriques , on peut |
ois changer une fradtion donnee . en une autre dont le nu-

‘rateur on le dénominatreur foir donné , & cela par une fimple re- |
gle deitrois. Par excrmple , la frattion  fe peut reduire a une frac-
tion dont le d'nf\ ninateur foit 20, en difant ; i § ont 3 pour nu-

crs'-’m' qirauront 20 pour num: rageur ? on trouvera 12. Donc
i= t)u mene on peur réduire ceire fraltion a une autre qui ait,
par exemple , 18 8 pour numeratevt , en difanr, fi 3-ont 5 pour déno-
minaieur, ;ta auront 18?2 on trouve 30. Donc $== . Cette reduc- |
tion n'elt poflible , que quand le nombre donné eft un multiple de |
fon h )moiug. ieidans la fraétion donnée.

C’eft par ces fortes de rédu&ions qu’on évalue les fra&ions , parb
exemple , celles des livres en fols, ou en parties vmrvf'ernu; ; celles
des fols en deniers ou en douziemes ; celles des degrés en minutes §
ou {oixantiemes , &c.

10 7. IV. Pour réduire une fradtion & Lexpreffion la plus)

examiner d’abord, fi le nu'ﬂﬂxat..m eft plus grand
iénominateur'; car alors, il faut divifer le numérateut
nominateur : ainfi 2 fe réduic 3 3, onl=—3;:fe

s i 3
J.2.-.

H fhir voir enfuite , {i le numérateur & le dénominateur ne
f"":L:FI‘JIE".t pas étre dm[‘es tous deux fansrefte par un méme |
nombre ; car alors U'expreffion deviendroit plus fimple , fans
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changer de valeur. Elle deviendra d’autant plus fimple, que
fes deux termes feront divifés par un plus grand nombre.

108. Cette forte de réduction eft fouvent difficile , & méme
impofiible; on {e contente ordinairement d’en faire Peffai par
la connoiflance de certaines propriétés des nombres.

1.° Tout nombre pair ¢ff un multiple de 2 ou eft divifible par
2: donc tant que les termes d'une fradtion feront des nombres
pairs, ils pourront tonjours éwe réduits 3 leur moitié, Par

exemple , la fraGion 222 fe réduir 3 £ en divifant toujeurs par
2o & failant = o 3 o eag L.

2.2 Tout nombre terminé par O, ¢ft divifible par § &par 10.
Ainfi la fraction 22 fe réduit A 2.

3.° Tout nombre terminé par 5, eff un multiple de 5. Ainfi
35 [e réduir 3 . De méme 22 fe rédui

4.° Tout nombre 4 tel que la formme de fos chiffres eft un mul-
tz'fu[;e de 3, eft lui-méme un multiple de 3 , & par conféquent divi-
JSible par 3. Ainfi la fraction 3% eft divifible par 3, & fe réduit
d'abord 2 2%, puis 2 22, parce que la fomme des chifires du

24
I el

numérateur eft 18 , & celle des chifftes du dénominateur elto;
& quapres la premiere divifion, la fomme des chiffres 96 du
numérateur éroit 15, & celle des chiffres du dénominateur

117 ot 9. La divifion par 9 auroit également réuffi dans cet
exemple,

Voici la méthode générale pour trouver le plus grand com-
mun divifeur poffible de denx nombres quelconques : divifer le
Plus grand par le plus petit; & fi la divifion f¢ fait fans
refle 5 le plus petit nombre ¢ft le plus grand divifeur cherche.

8z aprés la divifion , il fe trouve un reffe , divifey le plus petit
nombre donné par cerefle ; & ff la divifion f¢ fait fans un nou-
veaurefle , le premier refle ¢ft le plus grand divifeur cherché.

§’iL [z trouve un fecond réfle 5 divifey le premier refle par ce fo-
cond refle ; & [f la divifion fe fait fans troifieme refte 5 le fecond
refle eff I Plus grand commun divifeur chercheé.

En général s le refte qui divife exadement le refte précedent , ef?
le plus grand commun divifeur cherché,

EXEMPLE. On veur réduire 1a fra&ion == & l'expreflion la
Plus fimple quil foic poflible. Pour cela, 1.° divifez 2 94 par
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91, vous trouverez 3 pous quotient , 273 pour produit, & 21
pour refte. '

2.° Divifez 91 par ce premier refte 21 : le quotient fera 4,
Ie produit 84 , & le fecond refte 7. :

3. Divifez le premier refte 21 par le fecond 7, & vous au-
rez 3 pour quotient exat. D’oll vous conclurez que 7 eftle
plus grand commun divifeur de 294 & de 91.

4.° Divifant donc ces deux nombres par 77, vous aurez, {ous
P'expreflion la plus fimple , une fraftion & == .

110. Reprenons ces diverfes opérations, & faifons voir,
1.° que 7 eft un divifeur commun des nombres propofés; 2.
qu'il eft le plus grand de tous leurs divifeurs.

Puifque 7 divife 21 , il doit donc divifer 21 X 4=—=84., &
par conféquent 84 -7 ==91. Mais sl divife 91, il doit
divifer aufli 91 X 3==273, & par conféquent 273 =4~ 21

294. 1l eft donc divileur commun,

1l eft aufli le plus grand : car tout autre nombre qui divife-
roit 91 & 294, devroit divifer 21 qui refte de 294 apres en
avoir fouftrait 91 X 3 ==273: il devroit également divifer
7, refle de 01, aprés en avoir fouftrait 21 X 4 = 84. Mais
un nombre plus grand que 7 peut-il le divifer 2

Pour démontrer cette regle d'une maniere générale , il faut ob-
ferver que deux quantités ne font divifibles fans refte par un méme
nombre , que quand elles font .des produits exats de ce nombre. |
La plus grande quantité eft produite par ce nombre pris plus de fois |
que dans la plus petite quantité. Or deux quantités A & B érant
ainfi compoftes , fi ayant oté la plus petite B de la plus grande A,
autant de fois qu'il eft pofiible, par exemple trois fois, il n'y 2 pas
dz refte , il eft clair que A eft compofe de B pris trois fois , & B eft |
compofé de B pris une fois , & que par conféquent B eft dans ce |
cas le plus grand commun divifeur des quantités A & B.

2.° Mais fi ayant retranché B de A autant de fois qu'il eft poffi-§
ble, ( Ceft-a-dice , trois fois dans cet exemple) il fe trouve un
refle C. Alors A — C eft une quantité compofée de B pris 3 fois §
juftes ; ou A — C =3B ; par conféquentfi C eft contenu un cer-§
tain nombre de fois juite , par exemple, 4 fois dans B, il fera aufli
contenu un nombre jufte de fois dans A—C, Il eft clair en effet]
qu'onaura B:=4C, & A—C=1B deviendra A— C=3 X 4G, |
d’ot Ton tire A = 13C. 1l faut donc dter C de B autant de fois qu'il
eft pofbble , & fi cela fe fait fans refte, Ceftla quantité qui a fervi
2 compofer les quantités A & B.
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3.° Mais fi ayant 6t¢ C de B autant de fois qu’il eft poffible par
exemple, 4 fois, il fq trouve un refte D: alors B— D eft une
quantité compofée de C pris jute 4 fois, ou B— D= 4C. Donc
1 D eft contenu un certain nombre de fois jufte, par exemple, 3 fois
dans C, il fera juftement auffi dans A & dans B, il fera le nombre

ui aura fervi a compofer les quantités A & B. Car on aura C —
3D : donc dans I'équation B—D = 4C, on aura B—D =4 X
3D, & par conféquent B=13D ; & l'équation A — C = 3B, de-
viendra A — 3D =3 X 13D ; donc A = 42D. _

En continuant ce raifonnement, on verra que le dernier refte qui
fe peut retrancher un certain nombre de fois juftes du refte précé-
dent , eft la quantit¢ qui a fervi a former les deux quantités A& B,
& par confequent qu'il eft leur plus grand commun divifeur.

1l eft évident aufli que ceft la méme chofe de divifer une quan-
tité par une autre , que d’en retrancher cette autre autant de fois qu’il
eft poffible.

111, Quand la fraction ne fe peur réduire 3 une expreffion
plus fimple , ces divifions donnent enfin Punité pour dernier
refte. Car I'unité eft un divifeur commun 2 tous les nombres.

112. On peut {e rendre familiere la pratique de cette regle,
en multipliant par difiérents nombres quelques fraGions irréduc-
tibles. On verra que le plus grand divifeur commun des frac-
tions provenues de ces multiplications, fera toujours le produit
des multiplicateurs. '

Par exemple , s X g =1 ; X3 ==28{ 20y 'y o isf
Et pour ramener cette derniere fraction 2 la premiefe >, je di-
vife d’abord 252 par 168. Enfuite 168 par €4, refte de la
premiere diyifion. Et parce que la feconde fe fait exa&ement,
Je conclus que le plus grand commun divifeur cherché eft 84,
o e AR

Vgici quelques unes de ces fractions toutes réduites. < —=

567
et s
L

—— Ty e
17 1848 1

De P Addition des Fraitions.

113. Pour ajouter enfemble des fractions, réduifez-les au
méme dénominateur 4 & de la fomme d: tous les numérateurs des
ffac?iom reduites , faites-en le numérateur dune nouvelle Jrac-
&on qui ait le denominaseur commun,

SCD Lyon 1
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Ainfi pour ajouter les fractions ¢ & 1, réduifez-les 2 celles:
cil &z, leur fommeeft 2.

Pour ajouter enfemble les fraGions 3, 1, I, je les réduisd
gel_les—m (104) =, =, i , la fomme des numérateurs eft 46,
jai donc %, & en réduifant 3 P'expreflion la plus-fimple,

11

32*
S’il y a des nombres entiers joints aux frations, il faut ajou= |
ter leur fomme 2 celle des fra&tions; ainfi 4 4+ 2;== 62
deméme 3%—!—4_(:: 87’-_-

De la Souffraiion des Fraitions.

114. Pour {ouftraire une fraction d’une autre , reduifeg-les §
au méme dénominateur 4 preney la différence entre les denx nu-
merateurs 5 & faites-en le numérateur d'une nouvelle fradlion qui
ait le denominateur commun. ]

Voulez-vous, par exemple , fouftraire ; de 3 ? réduifez ces|

o A v i3 g ity A 4 2 00 |
fractions 3 celles- ci =, %, il eft clair que la diffiérence]
eft =, ‘

115. S’il y a des nombres entiers 3 la téte des fractions , il |
faut les fouftraire & Pordinaire , & mettre leur difiérence a la|
téte de la nouvelle fraction; ainfi pour oter 3 ; de 4. -, il faue
€crire 1., ou(107) I 3.

116. Mais i la fration de la quantité a fouftraire eft plus}

d fir fradtion a fouftraire d’ mbre ¢

rande , ou {i 'on a une fraction a fouftraire d'un nombre en-§
tier , alors il faut réduire en fracion une unité de ce nombre}
entier. Par exemple, pour ter 33 de 6 3, je réduis la quan-|
v X~ o 5 il : 5 , ‘ . A
e B Bk, & réduifant > & ; au mcme dénominateur, |
Fai L & 22, P6te = de 12, reftent;, J'6te 3 de g, reftent 25
enforte que la différence cherchée eft 2 Z. ‘

De méme ; pour bter + de 4., je réduis 4 & cette expreflion

2, de forte que retranchant > de 3 7, reftent 3 & Pour &ter

de2, jeréduis2d 13, & ladifiérence eft 1 3, ‘
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De la Multiplication des Fraitions.

117. Pour multiplier deux termes, ou tous deux fra&ion-
naires , ou en partie fractionnaires; il faut fuivre cetre regle
générale. §: quel‘que terme wef? pas }wre/z;emf}ac?imnairc 5 ré-
duifez-le tout en fraition ou en forme de fraétion. Fuaites enfiite
une nouvelle fraction y done le numerateur Joit le produit des nu=
merateurs du multiplicande & du multiplicateur ; & dont le déro=
minateur [oit le produit de leurs dinominateurs, Enfin réduifey
cetee fraition & Lexpreffion la plus fimple. Par exemples

Pour multiplier  par Ecrivez *  produit - Expreflion Ia
plus fimple

| &)

OF: Ay bl
LR Y R )

= -

3

X

X
47 ?X'—

X

1

3 3i i

I

&)

Pour concevoir la raifon de cette Regle , il faut f& reffou
venir que multiplier 2 par =, par exemple , n’eft autre chofe
que de prendre 2 autant de fois que Punité eft contenue dans <3
or 'unité n’eft quune demi=fois dans$, donc il ne faut pren-
dre > qu'une demi-fois ; donc *X5 L. Doncanflil x2—:
1 » ;' 1 1 1 ¥ s B .
+y &?X;—-—;; &c. -

118. REMARQUEs. L. Par le fecond Exemple , onvoit que lorf
g% on doit multiplier un entier, par une frallion , ou réciproguement , il faue
oumultiplier le numérateur de la fradion , ou divifer (on denominateur par
cet entier ; car on a le méme réfultat 2 £, foit quon dife 4 X 7= 28,
& qu'on écrive 2, ou qu'on dife =3z, & qu'on écrive I. Mais

: 173 q 3 3 i e
cette feconde maniere n'eft pas toujours poflible comme Iautre.

_H. Lor{gue le nombre qui doit multiplier une fra&ion , eft le
meme que (on dénominateur , le produit eft le numérateur méme,
Ainfifx 66— :

HL Si Pon avoit plufieurs fraions 4 multiplier les unes par les
autres, il faudroit effacer les termes communs au numerareur & au
dénominateur. Par-a , on trouveroit tout de fuite que 2 xixIx+

o 1 i 3 5 ")
=T=0 quedxixi=1; &

%

119, Le produiv de deux fractions proprement dites, eft
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donc toujours moindre que chacune des racines ; car tout pro= |
duit doit étre 3 Pune de fes racines , comme l'antre racine eft 3 |
Punité ( 46 ), Or une fraction proprement dite eft moindre que §
Punité,

De la Divifion des Fradions.

120, La Divifion des fractions ne differe de leur Multiplica-

_tion, qu’en ce qu’il faut renverfer les termes du divifeur , en

mettant {on numérateur en-bas , & fon dénominateur en-haut,
Rarexemplot. juvve s i

Pour divifer par Ecrivez enfuite Quotient Expreflionla]
d’abord , plus fimple,

1 §
s

[ PP I ey v
wlap o]
O PP AR Y VIR [
S, P
TS ETR T RN

W lhufuapa

13
Cleft-3-dire, 1.° multiplicz le numérateur du dividende pat}
le dénominateur du divifeur , & faites de ce produit le numé-|
rateur du quotient. _ ‘
2.° Muitipliez le dénominateur du dividende par le numé- §
rateur du divifeur ; leur produit fera le dénominateur du quo- |
tient. [
Pour concevoir cette regle, il faut fe rappeller que le quo-§
tient doit étre contenu autant de fois dans le dividende que}
Punité P'eft dans le divifeur. Or Punité neft contenue qu’une
demi-fols dans 2, par exemple ; donc le quotient de 1 divifés
par =, ne doit étre contenu qu’une demi-fois dans . Mais une
quantité qui n’eft contenue qu'une demi-fois dans une autre, eft
double de' cet autre ; donc le quotient de 7 par.eft double
del, ceft-3-dire, eft four 2.
On vérifiera le quotient, en le multipliant & Pordinaire pat'}
le divifeur , pour retrouver le dividende. Ainfi1 I x;=1X
ot

3

& 2
. Rem. L. Une portion de fraftion , par exemple , les 3 de3
une fraction de fraction. 1l eft ¢vident que $ de 3 fignifie qu'il
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faut prendre 3 fois le quart de 3. 11 faut donc divifer 3 par 4,cequi
donne 75 » & en n}ulnpher le quotient par 3 ,°ce qui donne 5 ou .
Or Seftle produit de  par 3 ; dong, 1. gd mi!u‘.‘.'r d'une ‘{‘}.1\?‘:0;1 de
frattion eft le produiz de ces deux fradtions: 2.° les 2de3, ouleside2
{ont de méme valeur.
Ainfi on trouveroit que les * des 2 des £ d’un de nos petits écus
2 =24 fous (118). ] 02118

122, I Il arrive fouvent que 'on a un entier a divifer par une frac~
tion. Alors on multiplie cet entier par lé dénominateur de I fraétion,
& le produit fert de numérateur a une nouvelle fra_é on, qui, pour
dénominateur,doit avoir le numérateur de la premiere. Par exemp.

pour divifer 6 par , on écriroit d’abord £ : enfuite 5 =9. En di-

vifant 10 par £ on auroit £ = 12 ; &c. Ce n'eft qu’une application
de laregle générale.

123. 1. Quand le numérateur du dividende peut fe divifer fans
refte par celui du divifeur , & qu’il en eft de méme des deux deno-
minateurs , on a bientot la plus fimple expreffion du quotient, en
effeCtuant les divifions. &, parex. divifés par s =:=1.

124. IV. Quelquefois les deux numérateurs , ou les deux deno-
minateurs , font divifibles par un méme nombre. il convient alors
d’exécuter cette divifion. Soit donc 2 4 divifer par 3, je divife les
numérateurs par 5 , & les dénominateurs par 8. Le quotient cher=-
che fera 11

125. V. Quelquefois aufli le dénominateur eft le méme dans les
deux fraftions. Alors on a pour quotientla fraltion des deux nume-
rateurs. Ainfi pour divifer { par *, on écriroit 2.

126. Ileft clair que le quotient d’une quantité divifée par
une fraction proprement dite, doit étre toujours plus grand
que le dividende. Car le quotient eft d’autant plus graud, que
e divifeur eft plus petit. Puis donc qu'il eft égal au dividende,
quand le divifeur eft 1 , il fera plus grand que lui, lorfque le
divifeur fera moindre que 'unité.

DES FRACTIONS DECIMALES.

De leur narure.

127. § "Ufage des frations décimales eft trés-fréquent & fore
commode. Ce font des frations qui ont toujours
pour dénominateur I"unité fuivie d’autant de-zéros qu'il yade

1
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chiffres dans le numérateur ; Ceft pour cela qu’on n’écrit pas ca
dénominateur , mais feulement le numérateur dont les chiffreg
font précédés d’un point ou d’une virgule , pour les diftinguer
des nombres entiers. Par exemple, pour exprimer 19 %, on
écrit 19, 4 ; pour exprimer 19 ~—,-on écrit 19, 04 ; afin que
par le zéro mis devant le 4., on connoifle que le dénominateug
eft 100 : pour exprimer 19 -, on écrit 19, 004 ; de méme

oco ?
49,01742 ==49 .53 0,035 == .

On peut ne pas mettre de zéro avant le point ou la virgule,
pour exprimer une fraction {eule : pour marquer, par exemple,
Tes5» ON peut écrire 035, 0u. 035 ; & —i—=—, 0004 =4
0004.

128. La premiere des décimales , c’eft-d-dire, le premiet
chiffre a droite apres la virgule , exprime des dixiemes ; la fe-
conde décimale exprime des centiemes ; la troifieme, des mil«
liemes , &c. Ainfi 4,217 eft la méme chofe que 4+ = —
) § 200 i1e

7 ) A ~
es + e Car Ceft la méme chofe que 4 + i

TR T
o> qui fe réduit 3 4 22, Parzillement 57,863 exprel=
honabrégée de 57 50 =574 £ 4 el
129. Pour multiplier un nombre entier par 10, 100,§
1000, &c. il fuffit d’y mettre i droite un, deux, trois, &c,
zéros. Sidonc on met un, deux, trois, &c. zéros i la droitel
des chiffres d’une fraction décimale, le numérateur & le déno=t
minateur de cette fraction {ont alors multipliés tous deux pac}
X0, 100, &c. Donc la valeur de cette fra&ion eft encore lal
merze, Ainhles fractions 0,1 ; 0, 1003 0, 1000 font égales.§
De méme 4,7=——4,7000,.&¢. '
130. De-a il fuit que 4,7 eft plus grand que 4,69, ou
méme que 4,600999, &c. car 4,7=—4= T

1
Joocoo 50 oo

r e R . - 699999 7
4 oeoes s X 4:69=—=14:754,690999=—4 — :

100

1000000 ? 100

eft plus grand que -2 (99 ), & 22°% o4 plus grand qu

Temeaes ¢+ donc 4., 7 eft plus grand que ;O,ogic) ou que 4,699999,
ou enfin que 4 fuivi d’'une fraGtion d’autant de chiffres qu’on §
voudra, dont le premier fera moindre que 7.

131. Mais on veit que 4,69999¢ approche plus’ d’étre |
€gal & 4,7 que 4,69, ou que 4,6999 5 que 4,6999 approche |
plus de la valeur de 4,7 que 4,69 5 parce qu'il ne Sen faut que




DE MATHEMATIQUES, 37
de ——, que 4.659999 ne foit ==4,,700000==4, 7,
b2 1",?,}3;3’“ s’en faut de —— que 43,6999 ne foit = 4, 7000
-4, 7> & quil sen faur de 5 que 4,69 ne foit=—=4,70
— 4, :
- 4,75 O —— eft beaucoup plus petit que —1_, & 1
— 4 ATI t o V.
eft beaucoup plus petit que -5 ; donc la différence entre 4,7 &
1., 60999 eft beaucoup plus petite que la différence entre 4,7
X2 A 1 . AP Ve -
& 4,09995 & celle qui eft entre 4.,6009 & 4,7, eft b]eau—
. 1 & i
coup plus petite que celle qui eft entre 4,69 & 4,7 ; donc
y9 approche beaucoup plus d'étre égal 4 4,7 que
o 3 & 4., 6999 approche beaucoup plus de la valeur de
P g | 4’ 3 ~
4,09, !
. Une fraiion décimalé eff done plus grande qu une autre ,
i fes premiers chiffres font precifément les mémes que tous ceux
de cette autre y & flelle a outre cela quelques autres chiffres qui
ne foient pas tous des 7éros.
132. Lorfgu'on a une fraition décimale compofée de plufieurs
! 33 ¥ pa) {3
chiffres 5 or en peut retrancher quelques-uns fur la droite 5 fans
beaucoup diminuer lavaleur de la fraélion.
Par exemple , le réfultar d’un calcul donnant 2,4546 toifes, fije
I : w5, e AR EOLES ]
retranche le dernier chiffre , en n’écrivant que 2,454 , je diminue la
! i vantq 2 J& Gl
valeur de la fraétion de =% d'une toife , ce gui vaut environ une
q

demi-ligne ; fi j’en rerranche les deux derniers , en n’écrivant que
2,454 Je diminue la valeur de la fraftion de %5 d’une toife, ce

10000

qui vaut environ 4 lignes.
134. Il ne faur donc employer beaucoup.de chiffres dans le
calcul des decimales , comme cing ou {ix, que lorfgu’on a befoin
d'une grande precifion ; il fuffie ordinairement den employer un
ou deux , ou tout au plus trois. :
Car , par exemple, fi I'on ne payoit que 3 livres la toife d’ou-=
vrage, il eft clair que la %~ , ou méme la -
fcr_oit de peu de conféquence, puifque la =t
quenviron 7 deniers £, & que par conféquent dans ce cas on peut
negliger les deux derniers chifires de la fradion . 2,4546 : mais fi
o1 payoit 10000 1. la toife, alors la % vaudroit 6 L. & la —2°

19500 Goo

vaudroit 46 1. ce qui pourroit étre de conféquence ; donc en ce cas
il faut fe fervir de plufieurs chiffres.

I35. Quand on veut fupprimer les derniers chiffres d’une
ﬂ'ed’f?:xo:.l décimale , 71 faur ajouter une unité au chiffre quz refle
le dernier o fi le premicr des chiffres giton néglige furpaffe 5. Par
exemple, fi dans la fracion 0,4804 je néglige les deux der-
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niers chiffres, je dois écrire 0,49 , & non pas 0,48 5 car 0,49
=— 0,4900, & 0,48 =0,4800: or 0,4900 approche plus}
de la valeur de 0,4.864, que 0,4800 n’en approche ; doncil}
faur écrire 0,49 , & non pas 0,48 : de méme, ayant i retran- §
cher les deux derniers chiffres de 0,195 3, je dois écrire 0,20, |
& non pas 0,19 ; mais fi j'ai, par exemple, 0,455, je peux}
€crire a mon gré, 0,45 0ou 0,46.

136. Comme les frattions ne font fouvent que des reftes de|
divifions, {i aprés avoir fait une divifion, on veut avoir au}
quotient une fraction décimale, au lieu d’une fra&tion ordinaire, §
il faut ajouter 0 au refte , & continuer la divifion par le méme
divifeur ; le chifire qu’on trouvera au'quotient fera la premiere
décimale; il y a encore un refte, on y ajoutera encore 0,
& continuant la divifion , on aura une {econde décimale , &
ainfi de fuite julqu’a ce qu’il n'y ait plus de refte, ou qu'on ait
fufifamment de décimales.

Par exemple , ayant divilé 147475 par 362, & trouvéle
quotient 407 avec le refte 141, ajoute o a ce refte, & je di-
vife 1410 par 362, Jai 3 au quotient & un nouveau refte
3245 J'y ajoute 0, & divifant 3240 par 362, jai au quotient
8 & un relte 344.: )’y ajoute encore 0, & j'al au quotiont 9,
& le refte 182 que je néglige , parce qu'il vaut moins d’un dix-
millieme; j"ai trois décimales qui me fuffifent. Ainfi le quotient
de 147475 divilé par 362, eft 407, 389.

37. Par la méme méthode , on réduit une fraGion ordis
naire en fraction décimale. Par exemple , .pour y réduire 3,
j'ajoute 0 au numérateur 3 , & je divife 30 par 4., le quotieit
elt 7 &lerefte 2 : iy ajoute 0, je divife 20 par 4., le quotient
eft 5 fans refte, d’ou je conclus que 2 == 0,75. Il eft évident
en effet que 25 étant le quart de 100, les trois quarts font

75 (8)-

(§) Pour convertir une fralion décimale en une autre de dénominateur ufité, il
* faur multiplier 1a fraction décimale par le dénominateur de celle en laquelle on veit
la changer. Je fuppofc qu'apris un ealeul on ait pour réfulcar 1 toife 0423 , on'rés
duira ces 0423 d'abord en pieds, en malcipliant par 7 , le produit 2438 appr_eﬂd
quil y.a 2 pieds 0438, £438 mulciplié par 12 donnera § pouces 0256+ Par la meme
méthode on trouvera combien il refte de lignes dans o256, qui font des partiesds
pouce. Laraifon de cette pratique eft manifeftes Sil'on veut confidérer la quantiee
comme divifée en des parties fix fois plus petites, {ans ["augmenter ni la diminuers
il faur done la muliiplier par fix , &c. '
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138. Ilyaun grand nombre de fraétions qui ne peuvent fe
réduire exactement en décimales, quelque nombre de fois qu'on
aioute o aux reftes fucceflifs des divifions. Cela fe reconnoit fa=
cilement, ou lorfqu'on parvient 3 avoir toujours un méme refte,
ou lorfqu’on voit revenir les mémes chiffres dans le méme ordre,
Par exemple , {i 'on vouloit réduire X en fra&tion décimale,
on trouveroit éternellement , 0,3333335, &c. En y réduifanc
~ on auroit 0,41 6666, &c.
i - A A
On trouveroit de méme que % == 0,230769 | 230769 |
> = ®
230, &C....... QUe;==0,571428 | 571428 | 571428 |
5, &c. On ne prend alors que les deux ou trois premieres dé-
cimales, & on néglige lesreﬁe : ainfi on regarde la fraction 2
comme égale 20,575 & 5 ==0,417.
139. REM. Les chiffres quireviennent dans le méme ordre, y revien-
nent au plus tard au rang exprimé par le dénominateur de la fra@ion.

Des Operations fur les Fradions décimales.

140. Les opérations de I’ Arithmétique fur les fraGions dé-
cimales, font précifément les mémes que celles qui fe font fur
les nombres entiers , il y a feulement quelques précautions
prendre pour placer la virgule qui {épare les nombres entiers
des décimales, lorfqu’on a achevé une opération. \

141. L. Pour ajouter enfemble ces quantités 48527913
4.00745 3 2,7; 0,0049, il faut écrire en colonne les nom=
bres entiers fuivant leur valeur, enforte que les virgules foient
aufli en colonne ; il faut écrire tout de fuite leurs fractions ;, &
prendre la fomme du tout, comme on voit ici.

4852,791 4852,79100
$E0T7 45 Zesamk 4:00745
2.7 car ces quantités équivalent 2,70000
0,004.0 a celles—ci, 0,004.00

B

485950335 ‘ 4859,50335%

142. IL. La fouftra@ion fe fait en arrangeant les quantités
¢ la méme maniere , & en opérant a 'ordinaire.

3702 4,8274 = 6,00435 3,842
481 12,0139 0,17 1,0045 54
92 28135 53435 2537440
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143. III. La multplication fe fait précifément commel
celle des nombres entiers , fans prendre garde d’abord 2 1a po-!
fition des virgules ; mais lorfqu'on a pris la fomme de chaqug!
produit, pour avoir un produic total, i/ faur fiparer par ung
virgule autant de chiffres fur la droite , qu'il y a de décimales)
dans les fraitions , rant du multiplicande que diu multiplicateur 3§
enforte que fi cette fomme n’étoit pas exprimée par autant dl
chiffres qu'il y a de décimales dans le multiplicande & dans Jg}
multiplicateur , il faudroir mettre fur la gauche un nombre fuffis
fantde zéros : voyez le fecond exemple.

437 245 42 3,7 21,32
I3 0,00%3 3,92 0,I00103

1311 73626 74 6396
437 122710 X 2132
148 2132

568,1 0,01300726
o e 2,13419596

144. Ces multiplications' fe vérifient promptement en fupa
primant les 9 ( 53 ). Mais voici comment on peut démontrer
ce que la regle a de particulier.  Le produit eft toujoursa
muitip]icands, comme le maultiplicateur eft a Punité (406)
Donc fi le multiplicateur exprime des dixiemes, ou de centigs
mes de 'unité, le produit doit exprimer des dixiemes ou de
centiemes du multiplicande. Donc {i le muldiplicande exprimg
aufli lui-méme des dixiemes ou des centiemes de Vunité; kb
produit doit alors donner des centiemes ou de milliemes d
Punicé. Ainfi % X = == 75 == 0,01 — X === — 0,008
Or il eft clair que pour avoir dans le produit ces centicmes &
ces milliemes d'unité, il faur lui donner autant de décimales
qu'il y en a dans les deux racines.

145. Lorfque le multiplicande a des’décimales, & quele
muluplicateur eft 10, ou Too, ou 1000, &c. il fuffic de reti
rer la virgule vers la droite, d’autant de rangs qu'il y a de zéros
dans le multiplicatenr.  Ainfi 45,3289 X 100 = 4.532.89i}
0,007854% 10000 =78,54; 30,5 X 1000 == 35§60 6E

145
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146. Si le muIriplica.:zde' & le multiplicateur avoient un grand
nombre de décimales , Poperation ,ferosf fort longue , & donneroit
un réfultat beaucoup plus exa&t qu'on n’en a befoin communement,
Alors on peut la fimplifier ; & voici comment. :

1.° Multipliez tous les chiffres du multiplicande par le premier §
oguche du multiphcareur._ ) $
° 2.° Multipliez-les enfuite par le fecond chiffre 2 gauche du multi-
plicateur 3 mais en écrivant ce produit, ne tenez compte que des
dixaines que la multiplication du premier chifire a droite du multi-
plicande pourra donner , ajoutez-les au produit de fon fecond chif-
fre , & conféquemment ecrivez ce praduit total fous le premier.

3.° Servez-vous du troifieme chiffre du multiplicateur pour mul-
tiplier ceux du multiplicande , a ne commencer qu'au fecond : en-
core faudra-t-il ne retenir que les dixaines de ce produit pour les
ajouter aux unités du {uivant. Vous écrivez ce troifieme produit
total fous les deux autres.

4.° A mefure que vous avancerez vers la droite du multiplica<
teur , vous commencerez la multiplication par un chiffre plus
avancé vers la gauche du multiplicande , & retenant les dixaines de
ce premier produit, vous les ajouterez aux unites du {uivant, juf-
qua ce que vous foyez parvenu au dernier chiffre du multiplicateur.

5.° Ajoutez tous les produits,, & dans leur fomme {éparez autant
de décimales qu'il y en avoit dans le multiplicande , lor{que vous
Yavez multipli¢ par les unit¢s du multiplicateur , ou, ce qui eft plus
general , voyez quel rang tiennent dans les deux racines » 1a déci-
male par laquelle vous multipliez chaque fois , & celle par laquelle
commence alors la multiplication. La fomme de ces deux rangs in-
diquera toujours le nombre de décimales que doit avoir le produit
général.

Deux ou trois exemples rendront cette méthode familiere,

2.302585/09 0.234567 *
0.984977 0.003431

20723266 703701
1842068 93827
92103 7937
20723 234
1611 e S e

161 0.000804799

2.267993=

Dans le premier , je multiplie d’abord par 3 , & écris le produit :
enfiiite par 4, en difant 4 fois 8 =32, que je n'¢ccris pas: majs je
E
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tetiens ces trois dixaines pour les ajouter au produit fuivant. Je digf+
donc 4 fois 2:==8, & 3 de rerenues font 11. Jécris 1 fousle 4, &}
je continue 2 I'ordinaire. "

Puis je multiplie par le fecond 4, en commencant par le 2 dy}
multiplicande. 4 fois 2 font 8. Je retiens 1, parce que 3 approche]
plus de 1o que de 1. 4 fois § font 20, & 1 deretenu font 21. Fécrig
2 dans le méme rang que les premiers chiffres des autres produits,
e, &c.

Aprés avoir fait toutes ces multiplications , j'ajoute les produits,
& je fépare cinq décimales, parce qu’il y en avoit 5 au mulrpli.
cande , lorfque j'ai multiplié par les 3 unités du multiplicateur ; ou,
parce qwen mulripliant par la premiere décimale du multiplicateur |
7'ai commencé par la quatrieme du multiplicande. !

En faifant tout au long cette multiplication on auroit trouve 32,
2202825728 , Ceft-a-dire, que le produit trouvé par la methode]
abrégée ne differe pas du produit exadt de 5. i

Afin de reconnoitre & quelles décimales du multiplicande & du
multiplicateur on en eft chaque fois , il eft bon de les marquer d'un
point a mefure qu'on s’en fert. Voyez les exemples.

147. W eft aifé de {e rendre raifon des différentes parties de cette
méthode. Tl eft aifé aufli de voir qu’en retranchant les deux derniers
chifires du multiplicande dans le {econd exemple, il faur ajouter
une unité au produit de § par 9. Enfin on voit bien , que dans Ie
produit du troifieme exemple , il faut ajouter trois zéros , puifque}
3 étant au troifieme rang des décimales dans le multiplicateur, &7
au fixieme du multiplicande , le produit doit avoir g decimales.  §

148. IV. La divifion eft aufli la méme que celle des nom-|
bres entiers ; mais ayant trouve le quotient o il en faut feparer
par une yirgule autant de chiffres fur la droite , qii'ily a plus a’:E

décimales dans le dividende que dans le dryifeur.

6.9345 (3 844;5332 49,1 20,074
a % ale — Dee: 401*8 ——
6 2,3115. 644 a,LG 2,44
0,9 —r e
200§ 89520
1932 80296

ey

’75’ 92240
80296

11944
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Aiafi dans le fecond exemple , on a procédé i la divifion,
comme fi lon efit eu 8445 2 divifer par 322. Le quotient s’eft
trouvé 26. Mais parce que le dividende avoit trois décimales,
& que le divifeur p’en avoir que deux, on en a mifje une au
quotient, en plagant la virgule avent le 6. La multiplication
du divifeur par le quotient reproduira le dividende.

149. Slily aplusde décimales dans le d.m{eur que dans le
dividende , ( voyez le 3¢ exemple ) alors il faut ajouter aux
décimales du dividende aurant de zéros qu'on voudra 3 enforte
cependant que ccla rende le nombre des décimales du divi=
dende un peu plus grand que celui des décimales du divifeur,
afin d’en avoir quelques-unes au quotient. Ici on en a ajouté
quatre au dividende ; car {i l'on divife 49,10000 par 20,074,
on trouvera le quotient 2,4.4.

Si I’on veut avoir égard aux reftes de ces fortes de divifions ,
il faut leur ajouter autant de zéros qu'on voudra , & les quotiens
qu’on en tirera , en continuant la divifion par le méme divifeur,
{eront autant de décimales;ainfi dans le fecond exemple , ajou-
tant trois zéros au refte 73 , on aura le quotient 2,6226 , avec
un autre refte 228 , qu'on peut négliger.

150. Cette regle eft fondée fur ce que dans toutes les divi-
fions le quotient eft 2 Punité, comme le dividende eft au divi-
feur (63 ). D’aprés ce principe’, il eft clair en effet que le quo-
tient doit exprimer des dixiemes ou des centiemes de l'unité,
par exemple, toutes les fois que le dividende exprime des
dixiemes ou des centiemes du divifeur. Or pour exprimer des
dixiemes ou des centiemes du divifeur, il faut que le dividende
ait une ou deux décimales de plus que lui. Il faur donc alors
que le quotient ait une ou deux décimales, c’eft- a-dire , autant
qn'il y en a de plus dans le dividende que dans le divifeur.

Quand il faut divifer par 10, par 100, oupar 1000, &c.
il 'y a qu'a.avancer la virgule d’'un, de deux, ou de trois
rangs, vers la gauche. Ainfi 222 —=—1,24675; -2 ==
0,008 34.

151. Lorfque par cette méthode les divifions feroient trop lon-
gues , 4 caufe du grand nombre de décimales, on peut abréger le
calcul de la maniere {uivante.

Ye fuppofe que I'on yeut vérifier le produit 3z,zzo¥.§rouvé ci-

1
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deflus , en le divifant par 9.34528. Aprés avoir difpofé ces deux
nombres comme dans la divifion ordinaire , je demande en 32 com-
bien de fois 9 ? Je mets 5 au quotient. Enfuite je multiplie toutla
divifeur par 3 , & je fouftraisle produit du dividende ; refte's18443.
Je divife ce refte , en difant, combien de fois g efl-il conteny
dans 41?2 Je mets 4 au quotient ; & je multiplie le divifeur par 4;
je dis donc 4 fois 8 font 52, que je n’ecris pas. Je retiens feulement
%es trois dixaines que j'ajoute au produit {uivant, comme onl'a vu
dans la multiplication. Car ce n’eft ici que I'opération inverfe.
Souftrayant de 418443 ce qui provient de cette multiplication, je
divife le refte 44632 par le meéme divifeur, & je mets au quotient un
fecond 4 par lequel je multiplie le divifeur, & commencerau 2. 4
fois 2 font 8. Jeretiens 1, que jajonte d 20=75x4; & ainfi de
fuite , julqu’a ce que j'aie retrouve 3,44776.

32,22027 £9,34528
28 035849 —
pomm £.3,44776

418443

Des autres efpeces de Fradtions.

Omme on eft obligé d’employer dans les différentes par-
ties des Mathématiques , & dans le Commerce, diverfes
fortes de mefures , les parties de ces mefures font autant d’efpe-
ces de frattions. Voici les mefures les plus en ufage.
152. Le Cercle fe divife en 360 parties égales, qu'on ap-
pelle degres ; le degré fe divife en 6o minutes , chaque minute |
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en 6o fecondes 5 chaque feconde en 60 tierces , &c. de forte

quun degré, 10 degrés, 20 degeés, &c. font .2, =

d’un cercle ; une minute , 15 minutes, &c. font -,

d’un degré ; une feconde, dix ﬁ:cgndes » &c. fone %, 2=

minute, &c. Ces parties s'expriment ainfi: 1°, 10°,
r r rr rr

T SR v R S ot o

Un cercle eft donc de 21600" , de 1296000"7, de
77760000""”, &c. un degré eft de 3600”7, de 216000""7,
&c.

Le Temps fe divife en jours, chaque jour en 24 parties éga-
les appellées heures ; chaque heure en 60 minutes , chaque mi-
nute en 60 fecondes, &c. Un efpace detemps, par exemple,
de 10 heures 177 minutes 44 fecondes, eft égal 3 25 d’un jour
—~ 2~ d’une heure ~+ ; d’'une minute ; on Pexprime ainfi, 10k
1 7/ (},,1" f.

Un jour eft de 1440", de 86400"", de 5184000""", &c.
une heure eft de 3600”7, de 216000 tierces, &c. une minute
eftde 3600”7, &c.

Les diftances terreftres {e mefurent en toifes ; chaque toife a
6 pieds, chaque pied 2 12 pouces , chaque pouce a 12 lignes,
& chaque ligne a 12 points ; de forte qu'un efpace de 4 toifes
2 pieds 4. pouces 6 lignes 3 points, fe peut exprimer par 4
toifes + : de toife, + = de pied , + % de pouce , + = de
ligne.

Une toife contient 72 pouces, ou 864 lignes, ou 10368
points: un pied eft de 144 lignes, de 1728 points : un pouce
eft de 144 points.

La Monnoie fe divife chez nous en livres, fous & deniers ;
la livre contient 20 fous, le fou 12 deniers; enforte qu’une
fomme de 19 I. 15 {. 10 d. eft égale 3 19 1. + = de livre,
~+ 22 de fol.

Une livre de monnoie eft done de 240 deniers.

Les poids s’expriment par des livres ; la livre contient 16
onces , 'once 8 gros, le gros 72 grains. Un poidsde 15 Ii-
Vres 4 onces 7 gros 60 grains, eft donc égala 151, <+ = de
livie 4+ 7 d'once <+ 2 de gros, &c.

Le poids d’une livre eft de 128 gros, de 9216 grains, Celui
d’une once eft de 576 grains, '
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153. D’oltl'on peut conclure en général, 1.° que dans une |
mefiire quelcongue les parties qui Ont un méme nom , Jont des

fraétions qui ont un méme dénominateur. 2.° Que ce dénomina-
zeur eft égal au nombre des parties egales que contient la partie ou |
1z mefiire qui précede immédiazement 5 ainfl toutes les onces font
des fraGions , dont le dénominateur eft toujours 16, & eft
égal au nombre des parties que contient la partie qui précede
immédiatement 'once. Tous les pouces font des fractions dont
le dénominateur eft 12 ; parce que le pied qui eft la mefure}
qui précede immédiatement le pouce , eft divil€ en 12 partes |
égales; il en eft ainfi des autres mefures.

154. I Pour ajouter ces frations, il faut les difpofer en co- §
lonnes, chacune felon leur dénomination, prendre la fomme de
chaque colonne, en allant de droite & gauche ; divifer cette fom-
me par le dénominateur commun, lor{qu’elle eft plus grande que
ce dénominateur; écrire le refte de la divifion au-deflous de
cette colonne , & garder le quotient pour I'ajouter a la colonne
fuivante. |

S

C

.,fu r 7 17 iy '-f r rr
5 3 aghig2” 16

2 I3 84 233

1323+ 37 - 42
Fan TOunnl

(A O
v NS

(CTRE TN S ]
-y )

Sod
[S5N
ri
L
i

LRSS o e

toifes. pieds. pouces, lignes. points.
9 3 1X 2 7
100 (@] O O 0]
P 573 TR SN
TR0 4

I 6

grains. livres.  fous.
70 325 17
18 1§y
40 0 1
5§ 4 10

39 oL VA ®
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155. Pour fouﬂrairc une de ces frg&ions d’une autre, il faue
Pécrire fous celle-ci en Folonnes 3 fun_vant les noms de chaque
pardie. 1l faut faire enfuite la fouftraction de chaque colonne &
I'ordinaire 5 mais il faut remarquer que , quand un terme infé-
rieur furpafle le fupérieur , il faut ajouter & ce fupérieur fon dé-
nominateur , puis faire la fouftraétion, & alors il faur retran-
cher une unité du nombre fupérieur de la colonne qui fuit 3
gauche. Ainfi dans le fecond exemple, pour dter 4.3 minutes
de 19 minutes , j'ajoute 6o minutes & 19 minutes, & j'6te 4.3
minutes de la fomme 79 minutes ; jécris au-deffous le refte 36
minutes 3 mais dans la colonne {utvante, au lieu de 14 heures
je ne compte plus que 13 heures. La raifon en eft, que retran-
cher 11 heures 4.3 minutes de 14 heures 19 minutes, cleft la
méme chofe que d’6ter 11 heures 4.3 minutes de 13 heures 79
minutes. Voici des exemples.

4‘80 16, 17’,
g3 g
T 5

17 11h
T 15

DA d Tl 7
toifes. pieds. pouces, ligness points,
100 o} O () O
i ot e g e L 3

T T et 0 4

livres. onces, gros. grains, livees, fous. deniers.

i ol Ter O §11 g nay
12 12 j 3 ) :’,’O o O

e N —

34 13 5§ 43 625 |36, 4

156, Lamultiplication & la divifion de ces fortes de frac-
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tions, n’ont gueres lieu dans les Mathématiques , excepté pour
_les fraGions de mefures de longueur ou largeur, Cependant
comme elles font d’ufzaze dans la Société , il ne fera pas inutile |
de les traiter {fuccintement.

157. On voudroit favoir, par exemple, le prix de Jaf /
aunes + d’une certaine éroffe, 4 raifon de 6L 12f 6.d
Paune.

Il eft clair que la valeur de 34 aunesa
OesEmaonli .o baabiEaeee e it i 204k
que celle de 34 aunesa 2 {. quifontla dixie-
me partie de la livie, ==31.8{ Donca
raifonde 12 f. elle doit ére =201 8(.... 20l. 8f
Mais {i a raifon de 2 {. 34 aunes valent 3 1.
8 {. elles ne doivent valoirque 171{.......
a raifon de 6 d. qui font le quartde 2{, En
réuniflant ces trois valeurs on auroit donc
cellede 34amesa 61, 12 {. 6 d. l'aune.

Refte encore a trouver celle desZ d’aune

=l Or la valeur d’une demi-aune

eft évidemment 3 16f3d............. _ :
Donc celle de ; dauneeﬁli 13f.12d.... .1:d]
Ajoutant ces deux valeurs & celles que Fon a ;
déja trouvées,lafommeeft 2301 141 42d. 2301 14{ 4:d]

Chagque opération dans cette regle porte {a preuve avec elle.}
Tout lartifice confifte 3 dé ompoi\,r les quantités de différent tef
dénomination en parnes aliquotes de Pentier qui les pr\,gcde
immédiatement : & ceft de l'nfage, qu'il faut aendre la faci-
lité de faire ces decompoﬁuo_b. Les deux exemples fuivans
acheveront d’éclaircir cette méthode.

Dans le premier on demande ce qu’il fant payer pour 42
toifes § pieds 9 pouces, 2 raifonde 12 1. 19 {. 8 d. la toife.

On demande dans le fecond quel eft le prix de 36 marcs 6
onces 4 gros d'argenta 51 liv, 15 {. 9 d. le marc,
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12 liv, 19 fols. 8 d.
42 toif, 5 pieds g p.

g2 toill 221 48 . «pour42toiflat2ld
valent41. 41 37 a18f
2 s a
I a
a

Le pied vaut 10 ' .S prix de 5 pieds
2k3635d I s de 6 pouc.
- de 3 pouc.

sy7l14{103d.

s1liv. 15fols 9d.
36m. Gonc. 48

pour 36 m. 3

al
Y
a
\,
a
by
ad

Une once vaut 38 . prix de 6 onc.
6loflszd > de 4 gros.

1906 1. 8f.6=4d.

158. Remarquez en paflant, que pour prendre le dixieme
~ d’un nombre de livres, 1l 0’y a qu'a doubler le chiffre des uni-
tés, & le regarder enfuite comme expriman: des fous. Les
chiffres qui refteront 3 gauche exprimeront des livres. Ainfi
mlh=1l4f; T ==341 14 { &c, &c. Laraifon en'cft
évidente.
159, Aulieu de fe fervir des parties aliquotes , on auroit pu
réduire le multiplicande & le multiplicateur ¥ leus plus petite

P

G
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efpece aGuelle, & apres avoir multiplié Pune par lautre les
fommes réduites , divifer le produit par le nombre qui marque}
combien de fois la plus perite efpece du multiplicateur eft con- |
tenue dans la plus grande ; mais cette méthode eft moins di-|
réfte que la premiere,, quoiqu’elle {oit également {ure. |

160, Quant 3 la divifion de ces fortes de quantités , on n'y &4
trouve gueres de difficulté dans le cas oit le divifeur ne contient
gi'une feule efpece de grandeur, Suppofons, par exemple , qu'un
ouvrier aitrecu 151 L 14 . 6 d. pour 42 jours de travail, &
que Pon veaille favoit ce qu’il gagnoit par jour.

On divifera d’abord 151 par 42. Le quotient fera 3, le
produit 126 , & le refte 25 ; réduifant ce refte de livres en fous,
on en aura 500, qui avec les 14 du dividende, formeront le
fecond membre de divifion, & ainfi des autres. Le quotient
cherché fera donc 3 1. 121, 3 d.

161. Mais 5'il enere dans le divifeur des quantités de diffé-
rente efpece , alors il faut le réduire a la plus perite de celles qu'il
contient dans 'exemple propofé ; & apres avoir réduit de mé-|
me le dividende 3 fa plus petite efpece , il faut le divifer 3 oz}
dinaire.

Il eft vrai que par cette réduction , le quotient fera beaucoup
trop petit. Mais onle rendra tel qu’il doit étre, enle multipliant}
par le nombre qui marque combien de fois la plus petite efpece]
du divifeur eft contenue dans la plus grande. Le refte va de
fuite. ¢
Appliquons cette Regle & la recherche du prix de la toife, §
dans la fuppofition que 4.2 toifes § pieds 9 pouces aient cotité §
5571 141 103 d. comme nous I'avons déja trouvé, '

Sk 133680d.
14 L 168 d.
10d. 7
s571. 140 10d.2==133858 : =23* de denier.
Voil le dividende réduit 2 fa plus petite efpece.
42 tc?iﬁl:s == 3024 points.
5 pieds= 60 ; C

;
&

i
42 toif, 5 pieds 9 pouc. = 3093. Voilaledivifeur réduit auffi,
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Pour fimplifier , je le multiplie par 6 , dénominateur du di-
vidende , & jai: :
80314918558
74232 43 viswe e
60829
55674

S155

Le quotient trouvé efl le prix du pouce. Pour avoir celui de
la toife , il faut donc le multiplier par 72, qui marque combien
il y a de pouces dans la Toifg. Multipliant d’abord la fraction,
je trouve 222 d.==204d... ... multipliant enfuite I'entier
43 par 72, le produit eft 3096 d. ajoutant 20, fai 3116 d.
pour le prix de la toife; & divifant ce nombre par 240, it
vientenfin 12 1. 19 {. 8 d. qu'il falloit trouver.

162. Voild & peu prés dquoi fe réduifent les principales Re-
gles &’ Arithmétique.  Pour traiter d’une maniere plus générale
la formation des puiffances , Pextraction des racines, la Regle
de Trois, & celles qui en dépendent, il eft & propos d’expofer
auparavant les principes du Calcul Algébrique. '

ELEMENS DALGEBRE.

16 3.U N chiffre peut bien, i la vérité , repréfenter indif=
féremment toute forte de grandeurs. Le chiffre 3,
par exemple , peut aufli-bien exprimer 3 pouces, que 3 toifes,
que 3 licues, que 3 heurés, &c. mais a quelque efpece de
quantité qu’on I'applique , fa valeur eft déterminée par la con-
vention générale des Peuples qui 'emploient. On neft plus le
maitre de lui faire {ignifier 4 ou 2, &c. . .
164. Un des moyens, par conféquent, de donner 2 la
{cience de la grandeur toute la généralité dont elle eft fufcepti-
ble, eft demployer des fignes qui waient ancune valeur , ni pat

G ij
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leur nature , ni par l'ufage. Par-li on s’éleve d une Arithméti=f
‘que univerfelle, dont la fécondité plait de plus en plus & mefure}
que l'on y fair des progres.

165. Certte Arithmétique univerfelle eft généralement con-
nue fous le nom & Algebre. Il eft aflez indifiérent de favoir'y
I’étymologie de ce nom, quand on fait ce qu'il fignifie. Cleft
la {cience de la quantité en général.

166. Les premieres notions de cette fcience ont quelque
chofe de rebutant , il eft vrai. Un efprit peu accoutumé aux
abftractions , trouve d’abord de la difficulté dans ce nouveay
langage; mais on peut aflurer que I'Algebre élémentaire eft fort
aifée. ,

Elle ne devient intéreffante cependant , que lorfqu’on Pap-
plique 2 la folution de quelque probléme, Aufli,quand onale
génie des Mathématiques en partage , eft-ce alors communé|
ment que I'on en fent les premieres impulfions,

Definitions de quelques termes ufites en Algebre.

167. Une expreflion algébrique, ou une quantité algébri-
ques eft une ou plufieurs grandeurs, défignées par une ou plu-}
fieurs lettres de Palphabet ; ce font ordinairement des leteres!
minufcules.

163. Une quantité algébrique peut étre complexe ou incoms
plexce. ’

Une quantité incomplexe eft celle qui n’eft ni précédée nif
fuivie d’aucune autre quantité jointe par le figne -, ou {éparéef
parle figne —, ainfiz , b, acd, — b, — abd, 3abe , font)
des quantités incomplexes. :

169. Une quantité complexe, eft celle qui et compofée def
plufieurs quantités jointes ou f{éparées par les fignes - ou —
Par exemple,, ¢ + 5 , a2 — b ~+ cdd, &c. fon des quantités
complexes. : i

170. Une quantité incomplexe sappelle un Monome. Une?
quantité complexe s'appelle un Polynome ; elle sappelle Bi-}
#ome ; Trinome , &c. fuivant le nombre de fes termes.
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171. On appelle zermes les parties comprifes entre les l:igftesj

d’un polynome: & on appelle zerme pofirif celui qui eft précédé

du figne + , & terme negarif celui qui eft précédé du figne — 3

ainfi la quantité + 2 — b — ¢ — dd eft un quadrinome , dont

deux termes font pofitifs, favoir, 4~ , & —~ ¢ ; & deux font
négatifs, — b, & —dd. o

172. Le premier terme d’une quantité complexe, ou le
terme d’une quantité incomplexe , n’étant précédé d’aycuu
figne , eft cenfé pofitif: ainfi' 2 —+ & font deux termes pofitifs :
ceft la méme chofe que ~+ 2 —+ 5.

173. Un chiffre qui précede un terme quelconque , par
exemple, 3 dans cette quantité 3abc , S'appelle Ze Cocfficient
de ce terme , & fignifie que le terme abe eft pris trois fois. La
quantité 2b — 3cc ~+ 2dd a deux coefficiens, favoir, 3823
— 3cc fignifie que le fecond terme — cc eft wiplé, & ~ 2dd,,
fignifie que le troifieme terme — ddeft doublé,

174. Un terme qui n'eft precéde d’aucun coefficient , eft fup-
Pofé avoir Punité pour coefficient ; par exemple, 2z — 14a.

175 Un chifire mis au-deflus d’une lettre , comme 3 dans
cette expreflion a3, sappelle un Expofan: ; il {ignifie que cette
lettre devroit étre écrite autant de fois de fuite que cet expofant
contient d’unités,  Ainfi 23 eft mis au lieu de 22z 5 de méme
at b3 ¢* eft mis pour aaaa bbb cc.

Une lettre qui n'a pas d’expofant , ¢ft fuppofee avoir Lunité
pour expofant. Par exemple, ab eft la méme chofe que 2 41 ;
de méme asbee eft la méme chofe que a3 b c2,

La différence qu’il y a entre un expofant & un coefficient eft
fenfible ; 42 eft mis pour 2 =4z - a~a, mais atelt mis
pour azza. Nous verrons bientt que le coeflicient exprime
une fomme , & que I'expofant indique un produit.

176. On appelle termes femblables , ceux qui contiennent les
mémes lettres écrites le méme nombre de fois , de quelques
fignes, & de quelques coefficiens qu'ils foient d’ailleurs précé-
dés, Par exemple,, 2bc—~ 3bc font deux termes femblables.
2be < 3bbe ne le font pas.” 4a3 — a3 le font. 443 — 5a* ne
e font pas. 2mnp -+ 7mpn — Gpnm {ont tous trois femblables,
Dans ab — cd - a3p — c2d> - xy — xy*, il 0’y en a point,

SCD Lyon 1




LEGONS ELEMENTAIRES

Des Opérations Algebriques,

L Es Opérations algébriques font la Réduttion , PAddition, |
la Souftraction , la Multiplication , & la Divifion. "

De Iz Réduéion.

177. LaRédudtion eft I'art d’arranger les termes des quan-
tités algébriques , & de les exprimer le plus fimplement qu'il eft
poffible , ce quil faur toujours faire apres quelques opéra-
tions. :

178. I REGLE. Il faut que les termes & les lettres de cha|
que terme gardent 5 autant qu'il eft poffible , Lordre alphabeti-
que ; ainfi la quantité complexe ab ~-¢ — b =+ ed —— db— cba}
doit éure arrangée de cette forte , ab— abe — b — bd ¢
—+ de. i

179. IL. REGLE. Quand il y a plufienrs termesﬁmblablex?
dans une expreffion » il faut les réduire a un feul terme o ou les
effacer ils [e detruifenz. Cette Regle renferme trofs cas.

1. Tous les termes femblables préceédés du méme figne fe rédui-;

fent & un feul précede aufJi du méme figne & d'un coefficient égali

la fomme des coefficiens de tous ces termes. Ainfi au licu de
ab - ab— cd , on écrira 2ab — cd 5 au lieu de aa + 2a¢ 4}
3ac , on écrira aa <+ yac 5 au lieu de bb— 3bc — bc + bd,
on écrira bb — 4.bc ~+ bd.

180: II. Quand ces. termes femblables font précédés de diffes
rents fignes., alors il faue fouflraire le plus petit coefficient di
plus grand , & éerire da différence avec. le Jigne du plus grant
coefficient. Par exemple , la quantité 3ab —+ 24bb — ab fe ré-
duit 3 2ab —+ 2abb. La quantité 7bb — 3bb — 855 — 185bfe
xéduit & — Gbb. La quantité ab —— 4ad — add + 2ad— 3adé
. giad fe réduit 3 celle-ci, ab ~+ 22d ~ 2add ; de méme o1
réduira la quantité bd'— 2bd ~ bdd — 3bdd 3 celle-ci — b}
— 2bdd, ’ i

181. II1. Quand des termes femblables précédes de ﬁgﬂﬂi
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contraires s ont des coefficiens égaux 5 on efface entierement ces
sermes 3 ainfl la quantité 2z -+ 2ab — 22b —+ b4 , fe réduita
celle-¢i aa —+bb. De méme bd — bdf —~ 2bd ~ 2bdf — 3bd
devient feulement df.

De I’ Addition.

182, Pour ajouter les quantités algébriques , on les éerit tou-
tes de fuite avec leurs mémes fignes , & on fait enfuite les réduc-
tions necefjaires.

Ainfi pour ajouter ab a bc , on écrit ab —+ be.

Lafommede ab -+ c, & deb—c,eltab4+c+b—c,
& en réduifant 26 —+ 5. '

Lafommede — b, & de a, eft 2 — 5.

Pour ajouter ab — ad —+ 3bd dad — bd , & & ab — ad—-dd,
on écrit ab — ed —+ 3bd —+ ad — bd - ab — ad 4+ dd , ce qui
fe réduit 2 2ab — ad - 2bd + dd. i

183. Si on avoit des fraltions algébriques a ajouter avec des
quantités entieres ou fractionnaires , on fuivroit les regles déja
prefcrites pour les réduire au méme dénominateur dans le be-

] I a-+m a ") ad —+be
foin, Ainfi — +1 = P RS = i et
a a b d bd o

De la Souftraition.

184. La Souftradion [e fait en écrivant a la fuite de la quan-
titd donnée 5 celle qi'on veut fouflraire o aprés en ayoir change
les fignes = en — , & les fignes — en —,

Par exemple , pour oter b de 2 , écrivez 2 — b.

Pour ter b6 —cdea —+ ¢, onécrite +c—b—+c, & en
réduifant 2 — 5 —+ 2¢. L

Pour 6ter ab — be 4+ dd de ab = abb — dd , il faut écrire
ab ~ abb — dd — ab -+ bec — dd ; & en réduifant , la diffé-
rence eft 2bb - bc — 2dd, -

185. Cleft par uue compenfation néceflaire, qu'on change
— en —+ dans la quantité qu'on fouftrait. Car lorfque pour re-
trancher 6 —d de @, on écrit d’abord & — 5, on retranche
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trop ; puifque ce n’eft pas 4 tout entier , mais 5 — d qu’il faue
{ouftraire ; on ote donc trop de toute la quantité d: & par
conféquent, pour que la fonftraction foit exacte , il faut ajouter
daec—b, &écrire a — b+ d.

On peut fe convaincre plus aifément de cette vérité dans leg
nombres : Si je veux retrancher § — 3 de 6, fuivant cere
regle , je dois écrire 6 — § + 3, & enréduifant, la différence
eft 4, ce qui eft évident; car {1 j'écrivois 6 —§5—3, je re-
teancherois 8 de 6, ce qui n'eft pas ce qu'on fe propofe de
faire; car § — 3 éant == 2, 1l ne faut retrancher de 6
que 2.

186. Lorfque les quantités que I'on fouftrait, ont une forme
fractionnaire , ainf1 que celles dont on les fouftrait, il faut fuivre
les regles de la fouftraction des fraGions. On voudroit, par ex.)

P—+q He 2c : 20— 3dr—p—gq

— — 3d ; on écrira. —————— )

7 T ¥ . I

fouftraire

De la Multiplication.

187. Pour multiplier deux termes algébriques, il faut opé-
rer fur quatre chofes ; fur les fignes, fur les coefficiens, fur les |
lettres , & fur les expofans.

La Ra?gle des Signes fﬁ s quele prola’zzit des mémes.ﬁgne.f doit
étre pofitif 5 & le produit des fignes différens 4 négatif.

Al -y =
—X—==

La Regle des Coefficients eft de les multiplier l'un par Pautre.

La Regle des Lettres eft de les écrire toutes de fuite par ordre
alphabétique 5 fans mettre de fignes entr elles.

La Regle des Expofans eff que fi on a & multiplier une lettre
qui ait un excpofant par la méme lettre qui en ait awffi , il ne fawt
ecrire au produit cette lettre quiune feule fois , mais avec un ex-
pofant égal a la fomme des deusx expofants.

ExempLEs. Pour multiplier 4b% par — 3dd , je dis

+ X —=—==—, 4 X3=12, b*cXdd =b*cdd, Donc ke
produit eft — 125%d4, Pour
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Pour multiplier — 366 par— 83, je dis — X —==~+,
8 x 1 =3, (cartout tcrme qui n’a pas de coefficient expri~
mé, en a un fous-entendu quieflt 1) 5 b5 X b3 oud? X bi==153;
donc lé produit eft +~ 355, ou fimplement 355,

On trouvera de méme que.....

a X b=—ab.

—= be3 X 3b3d =—— 3b4c3d,

3aac X — 2bc = — Ga*bc*.

23 X a¥=—aq7. Car a} aaz 4 & at—aaaa ; donc
a3 X a% = aaa X aaca agaaaaa = a7, Ce qui démon~
tre la Regle des expofans.

1 I
i i b=
abe X 3133536(1’— g;ﬁb-‘rczd’. x% ¥ xi —
4a3b5 X — 7a*bicd* = — 28a56%:d,

Lz multiptication des Polynomes [é fait y comme dans I'A=~
rithmétique ordinaire ; en faijant des produits partiaux de chague
terme , fuivant les regles prefcrites ci-deflus (187) 5 & en pre-
nant la formme de ces produits pour le produit total. Toute la
différence qu'il y a entre la multiplication des nombres & celle

es polynomes , c’eft que dans celle-ci il n'eft pas néceflaire de
fuivre 'ordre des termes, il fuffic qu'on ait la {fomme des pro-
duits de chaque terme du multiplicande par chaque terme du
multiplicateur. :

Par exemple , pour multiplier 2~ 3¢ —d par 2a—d, je
difpofe ces termes comme dans I'Arithmétique , je multiplie
d’abord 2 par 22, le
produit eft 222 ; en- 2+ 3c—d
fuite -+ 3cpar 2z, le 2@ —=d
produit eft —+ 6ac ; :
puig il par 2z, le 2424 <+ Gac — 2ad
produit elt — 244, Je — ad — 3cd +-dd

afle au fecond terme Ty
E{u mulaplicateur, & Red. 2422 —+ Gac'— 3ad = 3¢d~+-dd
& je multplie 2 par
—d, le produit eft — ad ; je muliiplie =~ 3¢ par —d, le
produit eft — 3ed ; enfin je multiplie — d par— 4, le produit
eft + dd ; fajoute tous ces produits enfemble, & ayant fait
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1a réduétion ; j'ai le prodait total == 22a < 6ac— 3ad —

3ed =4 dd. !
Autres exemples.

a3 — 3abt—= bb 22 — 2b
aabb — b3 224 2b

ashh — 3a~‘55 — aabt 4aa — 4ab
— 23b3 = 3ab7 — b5 - qab — 4bb

4aa — 4bb

aa—+— 2ac —be a—+ x
a—b a—x

&3~ 24ac — abc 2% —+ ax
— aah — 2abc <+ bbe —ax — XX

a3 — aab ~~ 2aac — 3abc + bbe 2 —x

185. Les fractions algébriques fe. multiplient comme. les
RNy = 5 % X 15 o AREES R % m—n cm—cn  a-+b

Eriques: = X === — 3 - X —— == ;
d 1 yz’ 4 p+4 dp—4-dqg = 1—%

a—b a* —b*
X —

1+x I—%x"»

186. Tl arrive fouvent quau lien deffectuer la multiplis
cation ; on ne fait que Pindiquer , en écrivant le figne X entre
le multiplicande & le multiplicateur. Alors on les couvre
chacun d’un trait. Par ‘exemple , pour exprimer le produir de
a ~+ 3¢ — dd pat bb— 6dd, onécrita —+ 3¢— dd X bb— Gdd,
D’autves les écrivent fans les joindre par le figne.x, mais
renfermés entre deux parenthefes, de cette forte (a—+ 3c—dd)
(b5— 6dd). Ces parenthefes font fort commodes. D’autres
enfin fe fervent d’autres expreffions qu'on apprendra par Pufage.

187. II. Démonfiration dz la Regle des fignes. Il faut dés
montrer que —+ X —==—, & qu& — X —= s

o IRT AR d: di
1.° Quand pour mulupher 2 parb —c , on &crit abord |
¢ produit de & par b quieftab, 1 eft clair que ce produit eft |
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etop grand 5 car ce weft pas b en entier , mais b— ¢ par lequel
on veut multiplier 2. Donc ¢ entre.autant de fois de trop dans
le produit @b , que la quantité 5 y entre de fois. Or 2 exprime
combien de tois b entre dans le produit b , done il en faut re-
wrancher ¢ autant de fols que 2 contient d’unités’; ou ce qui eft
le méme , il en faut retrancher ¢ X @ ou zc. Doncle produit de
aparb—c elt ub —ac. :

Autrement . b—b==0 . donc b—bx¢ doit étre aufla
—— 03 ce quine peut avoir lieu , qu'autant que — b X ¢ ==
= b :

Par les nombres: Quand pour multiplier 5§ par.6 —4 on
dit d'abord, § X 6 ==30; ce produit 30 eft trop grands
car 6 — 4ine vautque 2 ¢ & il eft trop grand , parce quon y
a fait entrer § fois le npmbre 4 qui eft retranché de 6. Pour
avoir un produit jufte il faur'donc de 30 oter § fois 4, celt-
3-dire, 20, & le refte 10 elt .le vrai produit; donc pout
écrire le produit de § par 6 —4, 1l faut mettre 30 — 20.

2.° Quand on multiplie 2 — 5 par ¢ — d, ileft conftant
que le premier produit de cette multiplication , {avoir zc—bc o
eft trop grand , parce que o eft diminué de la quantité d ; il faut
donc de ce produit ac — b¢ , Oter autant de fois 4, que ¢ y en-
tre de fois: or @ — b marque combien de fois ¢ elt entré dans
le produit ac — be' donc il faut en éter 4 multiplié para —5 5
Celt-3-dire , il faut dter ad — bd de ac— bc: or pout oter ad
— bd de ac— be, il faut écrire ac — bec — ad —+ bd ; donc
dans la multiplication de 2 — & par c—d, le produit de — &

ar — d , doit par compenfation , étre —+ bd.

Sidlaplacedez, b, ¢, d, on met des nombres, comme:
6, 4,7, 3,on feralaméme démonfiration fur ces nombres.

On peut aufli multipher (5— b) par (¢—c). Le produit
doit étre 0. 11 faut donc que — b X — ¢ ==+ bc.

De la Diyifion.

188. Quand on veut divifer une quantité algébrique par une:

autre , on les met ordinairement en fraction, Ainfi pour divi—
2bc

fer 2bc par mn 5 onécrit — , & parce que le numérateur de

Hij

mn
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cette fracion n’a rien de commun avec fon dénominateur, ellg
“eft cenféeirréductible & de moindres termes.  Onfe comente
alors d'indiquer la divifion.

189. ' Mais lorfqulon’ peut réduire la fraction “dwébriqueé'\
dne plus fimple ex rmiuon ; il ne faut pas manquer de le faire, |
On 'y réullira’ communément au moyen des quatre tu‘llLS {ui- f

vantes. ( Je dis communément , parce qulil faL.t cmpioycr quel- |
quefois outre cela la méthode du plus grand commun dm-k
{eur.)
* 1. Pour les Signes. Le q.zone“f de deusx termes gzu ont ua|
méme fisne o ef f.»rj uf 3 & le quotient de deuzetermes qui ont dif~
ferens fisnes o eff neg fzf ‘
" “IL Pour les Coeff ciens, 8i Fon peut les divifer fans refle Pun

ar L autre y il faut les (’J z2C2r TolLs :{Lzzx s & mettre leur quotient
a la place du plus grand co ?‘,,Jﬂwr : §'Hs ne font pas dn«fﬁules
SJans rg/fa, il fau: les laif jer en fraction tels qu zt’;_/ofzr 3 enfin s'ils] !

ont dgaux o il faut les effacer,

IIL. Pour les Leteres. Ej ;lzc" celles qui ctant communes auf
dividende & an divifeur'y ontle méme expofant dans les deux
Zermes 3 & ft elles y font faulss 5 éer rivey 1 pour quotient,

IV. Pour les ix p\)x aus. Quand une méme lettre fe trouve avee
des expofans a{gj‘rm: dans le dividende & dans le divifeur , on

ej}"zc‘ﬁ darns le terme oit elle a £ e xpofant le plus petit , o on met

I & fa place s fielley eft feule', & dans Uautre terme 5 on ne i
daiffe pour expofane que la '.-'!‘* rence d= ces fx,:f‘ﬁ ns,

Cette Regle a lieu, quand méme la lettre n’aurdit pas dex-
pofant, puifqualors fon exp f)i"']t eﬁ &

ExempLes. Pour divifer 4.,_ e3 par — 2bd3e3f , je dis d’a-
bord, - divifé par — == —; enfuite , *==12 que je mets au
quotient, dont il ferale coefficient. Je pafle & la Regle des
letrres , .en difant, les lettres 2 & ¢ ne fe trouvent que dans e
dividende, & les letres b & f ne fe trouvent que dans le
divifaur , il faudra donc les mettre au quotient , chacung

2 leur place. Puis, _je vois par la Regle des expofans que
d I e3 '

e e ity e __ 3N s A v . o |
A g &que s =1, Dot je conclus que le quotient

3
24ac
cherché elt — o

bd fu
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= . ?113 . I
Pareillement, je trouveraique =— —— _ ——__:

— 12a%h3 4ab3

-+ 2 ~ A
endifant — =—= —; 5 ==4. Jefface 3 dansle dividende,
& je mets 3 & la place de 12 dansle divifeur : puis je vois que
felon la Regle des expofans, il faut mettre 1 dans le dividende
3 la place de 3, & laifler 2 ou 2 feulement dans le divifeur.

. L 1 A
Ainfi le quotient eft — Sox On trouvera de méme que

440° o

2abc L5 saab
i g sl 2 sugliess
abe jac
5 abd 2a3kbd aab
3ab ab: bl : 44 iR
—que—————— T —— ug——— = ==
s’ q i i qabd I
aab , &c.

189. La Regle des coefficiens & celle des expofans, ne
font que des réductions de fractions aux expreflions les plus
fimples ; celle des expofans eft fondée fur ce que , quand une
méme quantité fe trouve dans le dividende & dans le divifeur,
leur quotienteft 1 (98).

Ainfi :1—7 étant la méme chofe que- —»z:-—— » il eft évident que

a aac ad

aaa ’ g i 1
— =1, 0u3;, on peut donc écrire — ou fimplement —
aaa 1Xaa az

I X ; Fromgg '3 ; :
ou — ; d’oti 'on voit que cette réduétion exige qu’on ne laiffe
a”

que la différence des expofans a la lettre dont Pexpofant eft le

plus grand , & qu’on fubftitue 1 3 celle dont Pexpofant eft le
Flus petit.

190. Ces Regles ou réductions fe peuvent appliquer aux
frattions des polynomes, lorfquil fe trouve une ou plufieurs
mémes quantités dans tous les termes , tant du dividende que
du divifeur, Ainfi 22298 fe réduir a I_w, en effacant

ax - axx I -
ax dans tous les termes , & metant 1 & (a place dans ceux-oli
1l fe trouve feul, De méme L fe réduit 3
Javx -+ 3bbxx @ bbe
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4a xx =+ 3a3bbx Ly - s 4% 3abb b
7 {eréduite —-—-—3—[7—— Celle-ci

aax — aabx 11— .
2x% — 1

Cetteexpreflion

L ek fe réduit a -
2gabb—— 2abb ab 4 2be

191. On divife aufli les polynomes comme dans I’ Arith-
métique ordinaire 3 & quoiquiil arrive rarement que cette di-
vifion fe puifle faire , il faut cependant Peffayer avant que de
{e contenter de faire quelques-unes des réductions précédentes,

192. Mais pour s'épargner bien des titonnemens, il faut ar-
ranger les termes du dividende & ceux du divifeur , de facon
que de part & d’autre , celui-la foit le premier, ou une lettre
commune 3 tous les deux ait le plus grand expofant : que celus
13 foit le fecond , ou la méme lettre ait Pexpofant prochaine-
ment moindre , & ainfi de fuite, Cela s'appeile ordonner ung
quantité. Voici un exemple dans lequel le dividende & le divi-
feur font ordonnés par rapport & la lettre 2.

at + 4a3b —+ Ga*b? —+ 4ab’ =5t $ @ + 2ab + B>

On auroit pu lordonner de méme par rapport a la lettre &
Quelquefois cependant il eft plus commode de préférer une
Jettre 4 un autre. Ceft lorfque celle-ci fe rouve avec le méme
expofant dans pluficurs termes,, par exemple , on a préféré la
lettre o aux lettres b & ¢ , dans cette divihion , dont nous allons

. dérailler le procédé.
Qb8 — 3b ext — sbiead +b*c*x* —3 iy

— gb®x’ 4+ 3b%cxt

18 i
o —3bca¥-bicPx?
“-3brexd—b3c*x®

o]

z 9b*xS

Je disdonc-——
e '35,‘ x )

J& multiplie le divifeur par ce terme, & je {ouftrais le produt
gb*xS — 3b2cx4 des deux premiers termes du dividende. Il
me refte rien. Jabaiffe les deux termes fuivans, & je d
— 3b%cxd

J

—— — 3x3 que je mets au quotient

o —= - cx, que je mets au quotient. Muleipliat
iy
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enfuite le divifeur par ce nouveau terme, je fouftrais le pro-
duit — 3b%cx3 =+ b*c*x* des deux termes abaiffés, refte zéro.
Il ne reffe plus rien au dividende. La divifion eft donc finie ,
& le quotient exact eft — 3203 —+ cov. :]e- PR R
tipliant par le divifeur ; je retrouve le dividende, I'opération eft
donc bonne. Au refte, pour acquérir de Ia facilité dans ces for—
tes de calculs, il 0’y a qu’a multplier d’abord deux quantités
algébriques I'une par Fautre , & qu’a divifer enfuite lear produic
par I'une des deux. Le quotient doit étre 'autre quantité,

193. On peur aufli Sexercer fur des expreflions femblables
« Ca’s 4 mb ]
a celle-ci

a—m e
On trouvera pour : ,;: +:z? a—-m
. — gy —g {355
quotient a* — aim i s e
—atmP—ami-=mt | refre, o gt m—iemS — a3 4 m%
En divifant 1 — 22 b Ao
par 1 —x , le quo- —_— i
tient fera 1 —+ x -+ 2. 1. 0~ am* SR
— B m®— a¥m3

X~ x3 4 x4+
K5 6 T A x8 3. 1. 0 a*m3 - m$
e e NN i ~+a*m3 - am®

Il en feroit de Sl F

3 g
méme pour les ex- 4. 1. 0 +t7m4+ﬂ~;
pofans plus élevés, T
}Eulh avec un peu 5. 1. ¥
d’ufage voit-on fans
ﬁi"l‘)[;‘)“ quels doivent étre les quotiens dans tous les cas fem-

ables.

& A I
On trouveroit de méme que —— == 1 + x < x* .
I ==

I §
x3 —+, &c. &c. fans fin ; &que —— =—=1T1 — x% - x4 _,
. 1= xx
268 - 28 — | &c. <4, &c. 2 l'infini pareillement.

. 194. La divifion des fracions algébriques par des ‘en-
: ) P ) . ;-
tiers ou par d'autres fractions, ou d’un entier par

i

par une frac-
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¢ b
! ) —_— b
tion , ne peut fouffrir aucune difficulté. 1.° ¢ = ——3
b

41 Tt 4cm
e 4cm 4”;

== ——, On peut sen affu~§
b

rer , évn {ubftituant des nombres 2 ces lettres. Mais il eft bon dé
s’accoutumer aux expreflions générales. Rien ne plait davans
tage aux Mathématiciens que la généralité dans les opérations.

195. Jaidit(189) que pour réduire certaines expreflions
algébriques 2 leurs moindres termes , il falloit fe fervir de leuffs
plus grand divifeur. Voici la maniere de le wouver. Elle ng
differe de celle qui a éié prefcrite pour les nombres , que dang
quelques cas particuliers.

Aprés avoir ordonné les deux quantitds, il faut divifer la
plus grande par la plus petite. Sila divifion fe fait fans refte, Iz
plus petite eft le divifeur cherché : auquel cas il faut effectuetds
les deux divifions , & fubftituer les deux quotiens aux quantité
propofées.
; atx pr-txx L

Ex. 3 L=t

aa—xx a—x bmp “+bmx b

En divifant 2z — xx par @ -+ x , la divifion fe fait exaces
ment. Donc a =+ x eft le plus grand commun divifeur. Quel
plus grand divifeur en effet pourroit avoir =+ x que liif
méme > Mais =& — ; & 2 — 4 — x, Dont

a—+-x a—+x
a—4-x 1

aa—xx ad—Xe

Si toutefois la plus grande quantité ne pouvoit fe divifer fanf
refte par Ja plus petite , on divifzroit & fon tour celle-ci park
refte de la premiere; & ce refte feroit le plus grand commut
divifeur , s'il divifoit exactement fa plus petite , &c.

Jufques-1a C’eft la méme méthode pour les lettres & pour les nom
bres : ‘mais cette méthode ne.s’étend pas a tous les cas , comik
nous allons le faire voir , apres ces deux remarques, 196
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196, 1.2 1l n'eft pas rare de trouver dans I'unt des deux quantités
propofées un divifeur commun a tous {es termes. Qu_‘dl?l;! on en
trouve , il faut effacer avant que de commencer la divifion. Le
calcul n'en fera que plus fimple ; & le plus grand commun divifeur
m'en fera point altére:

xh— gt .
Par cxemple , dans ——je vois que x3 eft commun aux
Xat—a3y®
deux termes du divifeur , & qu'il ne Peft pas a ceux du dividende:
Il ne peut donc pas faire partie du plus granci comq_mnn divifeur que
 Sdeat
je cherche. Je I'efface donc, & par-la jai - = x* 4+ 3* f{ans
x%—
refte. D'out je conclus que x> — 7* eft le divifeur cherché. Effec-
a7
tuant dornc les deux divifions, je trouve ; expreflion bien
x'-‘—
plus fimple que la premiere,
: b 4~ mx
197. En géneral , toute quantité femblable & ———— aura I¢
b~ x b*n — nx*

méme plus grand divifeur que ; & réciprogquement. Ainfi §
Z.'& ’_"'."{';
foit que I'on divife , {oit que I'on multiplie I'une des deux quantités
données , par une grandeur qui n’ait aucun divifeur commun avec
Yautre , les réfulrats auront toujours le méme plus grand commun
divifeur que les deux quantités données.

198. 2.° Le changement de fignes dans une de ces quantités n’ecix
produit aucun dans leur divileur commun, pourvu qu'on les
change tous a Ia fois dans cette quantité. Il eft clair, par exemple,

ue {1 2* — b* eft divifible par 2— 4, il le fera ericore par — 25,
oute la diffi¢rence fera dans les fignes des quotiens.

199. Cela pofe, cherchons le plus grand dvifeur commun de
61 — 6xiy + 2xy® — 233

< On voit d'abord que tous les termes
12x% — 15xy =+ 3y°
du dividende peuvent étre divifés exa&tement par 2 ; mais non ceux
du divifeur. On peut donc fimplifier I'opération , en les divitant
par 2 ( 196).

Pir la méme raifon , on peut divifer par 3 les termes du divifeut.

Ainfi tout {e réduit a trouver le plus grand divifeur commun de
313—}x:y-j—-xy:' ---_;\/3 '

4% —gxy 4y

Flais ici la méthcde eft en défaue, parce que le coeflicient 3 wefk
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pas divifible par 4. Pour ¥ fuppléer , on multipliera tout le divis
dende par 4 (197), & Pon divifera 1253 — 12x%y =~ 4xy* — 4y’ par
yx®— sxy <-y>. Le quotient fera 3x , que l'on négligeraa 'ordi-
naire : lerefte fera 72ty - xy* — 493.

Suivant la méchode, il faudroit divifer 4x* — §xy =4~ ¥ par ce
refte. Mais avant de procéder a cetre divifion , on effacera d’abord |
dans tous les termes de ce refte la lettre y , qui leur eft commune , |
& qui ne I'eft pas a tous ceux du nouveau dividende. On aura dong |
3%% - xy — 4y pour divifeur. i

On remarquera enfuite que cette quantité ne peut pas divifer
4x* — sxy +y* , 4 caufe des coefliciens. On multipliera done
celle-ci par § , & on effaiera Ia divifion. Le quorient {era 4, & le |
refie fera — 19xy == 19y.

Ce fecond refte {fervira de divifeur 4 3x* - xy — 4y* : mais au-
paravant on effacera dans les deux termes la quantité 19y qui leur
eft commune. Procédant alors 4 une troifieme divifion , oh aura
3x% —-xy — 4y*> pour dividende , — x 4y pour divifeur , — 3x
— 4y pour quotient exaét. — x -y fera donc le plus grand com-

6x3 — 62y + 22y* — 293 :
‘mun divifeur cherché ; & fe changera
125% — 155y + 37>

—fx*—2y* 6x* 4 2y* \

en — = qu’il n'eft plus poflible de réduire.
— 12x -3y 12% — 3y

Soit propofé¢ maintenant de trouver le plus grand divifeur coms

3bcqg < 30mp = 18bc 4~ smpq

mun de

24ad — 7feq — 42z + 4ady
(35¢ =+ smp) q =+ 18bc~+ 30mp

1.° Jordonne ainfi la quantité , a
; (4ad—7fz) 9+ 24ad — 42f3
2.° Pour rendre la divifion poffible , il faudroit multiplier tout le
dividende par (4ad—7fg): mais auparavant il faut étre stir que
cette quantité ne divife pas exaltement le divifeur propofé (197).
Or je vois qu'elle le divife , & que le quotient exa& eft g + 6, que
je {ubflitue au premier divifeur. :
3. La difficulté eft donc réduite a trouver le plus grand commun
(3bc 4+ s5mp) 9=+ 18bc—+30mp .
divifeur de = : & il eft vifible que ceft
+
g <+ 6 lui-méme , pui(q‘uqe la divifion réuffit.
3bc 4 smp
Ainfi Pexpreflion propofée peut fe réduire a —. On trou-
gad —
vera d’autres exemples dans les Elémens d’Algebre defM. Clairaut,
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Ouvrage intéreflant par i’gdr_eﬁ'e analytique qui y regne, &parla
clarté avec laquelle il eft ecrir.

»00. Nous placerons ici la méthode de trouver tous les divifeurs
d'une quantité {oit numérique , f{oit algébrique. Elle nous fervira
pour la réfolution des Equations. -

1. S’il s'agit d’un nombre , il faut effayer de le diviler fucceflive-
ment par tous les nombres premiers, jufqu’a ce qu'on trouve un
quotient fans refte ; il faur enfuite effayer de diviler ce premier

aotient encore par quelques-uns des nombres premiers julqu'a ce
qu'on trouve un {econd quotient jufte ou fans refte , qu'on tachera
de divifer par les mémes nombres , jufqua ce qu'enfin on trouve
un quotient qui {oit I'enit¢, ceft-a-dire, jufqu’a ce qu'on fie trouve
plus d’autre divifeur plus petit que le dernier quotient. Ayant écrit

tous les divifeurs dont on {e fera fervi, on les multipliera deux a
deux , puis trois a trois , enfuire quatre a quawe , 8. 8¢ les pro-
duits feront , avec ces divifeurs , tous les divifeursdu nombre pro-
pofe. :

Exempre, On demande tous les divifeurs du nombre 630. Te le
divife par 2, le premier quotient eft 315, quejene puis plus divi-
fer {ans refte par 2 , mais par 3 , le fecond quotient eft 105 ; je puis
encore le divifer par 3 ; le troifieme quotient efl 35 ; je ne puis le
divifer par 2 nipar 3 , mais par 5 , le quatrieme quotient eft 7. Je
ne puis divifer ce quatrieme quotient par 2, 3, § mais {eulement
par 7, & le dernier quotient eft 1. Les divifeurs donr je me fuis
fervi, fontdonc2, 3,3, 557 J¢ les multiplie deux a deux,
2X3==6, 2X =10, 2X7=145FKIF=9 » 3365 == 15,43 0|
7=a1, §X7=35. Puis troisa trois, 2X3%3 = 18, 2%X3%X3
=30, 2XJX7 =42, 2X§X7=270, 3X3XT=45, 3X3X7
=63, 3 X § X7 = 105. Enfuitequatre a quatre, 2X3 X3 X 5 =90,
2X3X3X7=126,2X3X§X7=210; 3X3X5X7==315. En-
fin cing & cing; 2X3X3X5X7="0630. Tous les divifeurs {ont
doncr, 2,355,657, 9,105 14, 15,18, 21530, 355423
45, 63 5, 70, 90, 105, 126, 210, 315, 630.

La raifon en eft fimple. Puifque le nombre propofe eft égal aun
produit des cing divifeurs 2X3X3X§X7. il eft clair que dans ce
nombre font renfermés tous les produits poflibles de déux, trois ou
quatre , &c. de ces divifeurs.

T Ceft la méme chofe pour les quantités algébriques. On de-
mande , par exemple , tous les divifeurs de bbdd --b3d. Je divife
d’abord par b, & jai le premier quotient bdd + bbd, je le divife
encore par b, & jai le fecond quotient dd +bd, je le divife par
b+ d, & yaile troifieme quotient 4, je le divife par ds 8 jai1
pour le dernier quotient. Les divifeurs dont je me fuis fervi, {ont
donch, b, b4d, d: jeles muliplie deux a deux, & jai bb , bb
< bd, bd , bd+ dd ; puis trois 4 trois, & jai b3 + bbd, bdd 4=

13
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bdd, bbd ; enfin quatre a quatre, & jai 534 - bbdd. Done tous
les divifeurs cherchés font 1 , b,b-d,d,bb,bbd, bd, bb -+ bd,
bd - dd ; b33 bbd | bbd - bdd 5 b3d —+ bbdd,

Des Puiflances & des Racines,

O N appelle Puiffance d’une quantité, le produit de cette
quantité par I'unité, ou par elle-méme; & on diftingue
les degrés des puiffances par les expolans de cette quantité,
Aiufiz, ou 4t eftla premiere puiffance dé 2. La feconde eft
a*, latroifieme eft 23, &c. En geénéral o™ eft la puiffance 2 de
.2, quelle que foir la valeur de /.

Cette quantité z eft la racine de ces divers produits; & Ia
dénomination de cette racing dépend de la puiflance qui lui
répond.

202.  Par analogie aux dimenfions du corps, Ia feconde
puiffance d’une quantité comme b2, sappelle le guarre de b
la troifieme puiffance é3, sappelle le cube de b ; les puiflances
qui font au-deflus, fe défignent fimplement par leurs expofans,
Ainfi b, 45, &c, font la quatrieme , cinquieme , &c, puiflance
de 6.

Réciproquement la racine feconde , ou la racine quarree de
b2 eft 5, La racine troifieme , ou la racine cubigue de b3 efk
by bec, :

203. Puifque la premiere puiffance de z eft z ou 41, que la
feconde puiffance eft 2* ou z % 2 » que la rroifieme puiflance
eltazongxaxa s> que la quatrieme eft 24 oue X2 Xz x @ .
&c. on en peut tirer cette Regle générale,

204, Pour élever une quantité & une puiffance donnée o il fau
la multiplier par elle-méme autant de Jois moins une , que lex~
pofant de lg puifflance contient dunitds, Ainfi pour élever 9 3 la
troifieme puiffance, il faur le multiplier deux fois par lui-méme,
en difant 9 x 9 =— 81, 81 X9 =="29,
De méme le quarré de telt:x I==1: fon cube eftsx X
=73 fa quatrieme puiffance eft XX N =
L? quarré de 5 eft -, fon cube ==, fa quatrieme puiflance
Fe000 2 &¢a
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20%. Dol Pon voit que la valeur d'une fradion diminue a
mefare gilon Plleve & de plus hautes puifjances , & que cette dimi~
pution eff dauzant plus rapide 5 que le démominateur ¢ft plus
J parrapport ai MUMeratenr,

grand p s PP 3 e o o

206. Quant aux expreiiions algebriques , voicl comment
LY T ). 3 -
on Jes éleve @ leurs dificrentes puiflances. I.° §'il s'agit d’'un
monome , on et & toutes [es lettres Pexpofant de la puiffance
propofee. Ainfi la cinquieme puiflance de abc eft 2555 c5.
b Ve xiid i

a . .
La puiffance m de =3 eft =— Sile monome a un coefficient,
W

LDE __m.

) 1 e [ 2abh
on éleve 3 Ia puilance indiquée. Le Cube de i’ par exems-
J&

ple, C&—Bﬁb; :

2a7. 1L° Sl y a déja dans le monome quelque expofant,
on Iz multiplie par celu: de la putfJance a laquelle on veut Lélever.
Ainfi la quatrieme puiffance de a35* eft ar3b8 5 & en général la

; a3t? a3mpmr . S
puiffance m de —= eft —2— Tout cela {uit de Particle 204.

ca cTaT g .

208. II1.° Pour un polynome , il fuffic quelquefois d’indi-
quer la puiffance a laquelle on veut 'élever. Cela fe fait, ouen
le couvrant d’un trait, au bout duquel on écrit Pexpofant, ou

Fiia
en le renfermant entre deux parenthefes. Ainfi aa— 86 , &
(a2 — bc )m défignent également la puiffance m du binome
aa — be.

Quand on veut avoir en détail tous les termes de la puiffance
d’un polynome, on fait tout au long les multiplications indi-
quées ( 204) , ou Pon fe fert d'une formule générale que nous
démontrerons plus bas. Par formule, on entend énoncé fuc-
cint d’une vérité ou d’'une méthode démontrée généralement.
On trouve par ex, que (a5 )3 — a3 -+ 3a2*b + 32b* 4 B3.

Mais comme on a fouvent befoin du quarré & du cube des
binomes , il eft & propos d’examiner les termes qui entrent dans
la formation de ces puiffances,

209. Sidonc on éleve au quarré la quantité 2 +5 , ou—
@—>5, on trouve gz —+ 2eb~+bb ; & fion y €leve 2 — b ou
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— a =+ b, on trouve 2z — 2ab —+ bb. Le quarré d’un binome
contient donc, 1.° Ze quarre du premier terme ;3 2.° le doubl,
du premicr terme multiplié par le fecond ; 3.° le quarre du fecond,
1! y a donc néceflairement trois termes dans le quarré d’un bij-
nome,

Quant aux {ignes, ils font tous pofitifs lorfque les termes dy
binome ont le méme figne 5 & lorfque ceux~ci ont des fignes dif-
ferens , I produit du double du premier par le Jecond eft Ie feu]
terme negatif dans le quarre,

En élevant au quarré le trinome 2 —+ 5 ——¢, on trouvera,
rédultion faite, @ —+~ 2ab - b* + 2ac —+ 2bc =+ 2. Clelk
a-dive,, que le quarre d'un trinome contient les quarres de chaque
terme en particulier o plus le double du premier par le  fecond , plus
le double du premier & du fecond par le troifieme.

Dlapits cela, il eft ailé de voir que le quarté de ( ax —+ ¥7)
S=a*xt == 2axy7 —+y*7* o . oo que celui de ( 3mn— 4m?)

N
== 9m’n* — 24m3n —-16m+. ., . & que (x-—i——):x*
2

~+ ax -~ —~ On voit aufli que (b—42c—y ) =—b*+ .
4 L]
4bc + 4c* — 2by — 4ey iy,
 210. Remarquez que pour compléter le quarré d’un bino-
me , lorfgu’on a déja les deux premiers termes , il ne faut que
leur ajouter le quarré de la moitié du coefficient du fecond. §i
javois , par exemple, x* — 222, je prendrois la moitié de 22
que j'appelle le coeflicient du fecond terme , & j'ajouterois foa
quarré 2* a x* = 22x, ce qui me donneroit alors le quar
parfait du binome x =+ 2 (209). Donc toutes les fois qu'on §
voudra compléter un quarré, ayant déja deux termes de cetté
forme, x* —-ax, il 0’y aura qui écrire x* ~+ ax -+
—  Ceci trouvera plus d’une fois fon application.
L ] d
i/ 211. Enélevant le binome 2 =+ 5 & fon cube, on trouve §
a3 —+ 3a*b < 3ab* 4 43, Ce qui fait voir que le cube d'un
binome quelconque eft compofé des cubes de fes deux termesy
& des produits de trois fois le quarré de chaque terme pat
Tautre.
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Quant aux fignes, ils font tous pofitifs quand ceux du binos
me le foat ; lorfque ceux-ci font tous les deux négatifs, tous
ceux du cube le font de méme ; & lorfqu’il y en a un de pofitif
& un de négatif dans le binome , ceux du cube font alternatifs.
On trouvera donc que ( 2ax — ¥ )3 == 84357 — 1242 x4
-+ Gax’ — x6,

212. Enfin, en élevant de méme un polynome 3 {es puif-
fances fucceflives, on remarquera facilement de quelles parties
chacune eft compofée. Mais pour s’épargner ces multiplica-
tions réitérées , & pour avoir direGtement une puiffance quel-
conque , les Mathématiciens emploient la formule du binome,
trouvée par NEWTON, Cleft bien une des plus utiles inventions
de I'analyfe. Nous la donnerons aprés avoir détaillé les pringci=
pes qui doivent nous fervir i la démontrer.

Des différentes expreffions des Puiffances & des Racines.

213. N congoit facilement qu’une quantité comme « eft élevée
O a aurant de fes puiffances fucceflives , qu’on ajoute d’uni-
t¢s 4 fon expofant. Ainfi 2' érant la premiere puiflance , 2" 4+ oy
a* eft la feconde, a* 4T ouddeft la troifieme , @ =" ou ¥ eft
la quatrieme, &c. En généralifant cette idée , on voit qu'zne quan-
tité pent avoir autant de puiffances polfibles , qu'il y a d’expofans poffebles
cefi-d-dire , de nombres poffibles , [foit entiers , foit rompus , foir pofitifs ,
Joit négarifs. Et quoiqu’on n'ait d’abord d'idée claire que des puiflan-
ces dont I'expofant eft un nombre entier pofitif, comme de la puif-
" ”
fance a7 , cependant on voit qu'on peut imaginer a# , a—m, g— 7,
& méme 4°, ce qui doit former autant de différentes efpeces de
puiffances’, dont on peut connoitre la nature en les rappellant 2
Texpreffion am . ]

214. L? Pour réduire 4° & Pexpreffion om j¢ veis qu’il faut mul-
tiplier 2° par am ; car le produit eft 2®—m —— ym Donc 2° eft un
multiplicateur qui naugme: te ni ne diminue le multiplicande , ce
qui ne convienr qua I'unité, Donc 2° — 1. Autrement , 2% =

amn
s ok = 1. Doncs®=1. Donc en géné-
. .
tal , une quantiré quelconque élevée & la puiffance z€ro

[‘ n'eft autre chofe
que Lunizé,
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"
215. IL° Pour réduire a# & I'expreflion a7, je vois qu'il fayg
3 »
€lever I'expreflion 2# 3 la puiffance # , ce qui fe fait (207) e
» mXn mn
multipliant 'expofant # par n; caralors jaias  =—a7 = gm
7L 7
Donc am eft la puiffance n de a# , donca# eft la racine » de om
7t 7
oua” — y/am, Donc en général, une quantité quelconque élevée 4
une puiffance frallionnaire , wefl ‘autre chofe que bz racine d'une puiffanc
dont l'expofant eft le numérateur d’une fradtion 5 qui a pour dénominaten
I 2
z N
Pexpofant de la racine. Ainfia = y/a, &a = yaa, &t.
216. 111.° Pour réduire ea— a lexpreflion a7, je vois quil
faut multiplier e—#, par a2m; car alors on @27 “—» = am, Don¢
am at* I " I
— ot A ) 4 = —. Donce—#n= —,
am arie am an
Donc en genéral , une grantité élevée @ une puiffance dont Iexpofans
e} un nombre entier négatif , weft autre chofe que Punité divifee par la puif-
I a
Jance pofitive de cette quantitd, Ainfia— 2 = — ,ab— 5 = —, &@
aa b5
" 1 3

217. IV.® Et voild pourquoia— =" = — 2
an V am, :
218. 1l fuit de-1a , 1.° que pour changer un figne radical en ex:
preflion de puiffance , il n’y a qu’a divifer par 'expofant du radical
2
celui de la quantité qui eft fousle figne. Ainfi ya* =a =a...,
;e - 1 3 *

AR : e Fis
O N T gab3ctySi— ayb: ¢ e

2.° Que pour ramener a une forme radicale une puiffance frac
tionnaire , il n’y a qu'a donner pour expofant au radical , le deno

minateur de la fraGtion. Par exemple, ¢ " =yaid=aya.....

= 4 r—
y =vy

= 5
...ZJfL’cszzy\/l-"c“' ..... 3
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De PExtraiion des Racines.

v19. L° F ) Our extraire une racine quelconque d'un monome ;

_i. Zl faur diy.fr ququﬁmt de ch.czqzze lettre de ce

monome p ar l e,r},o&zrza de la racine. Cette opération rend frac-

nommue ex PO[dl t de cette lettre; mais {i cette fraftion fe peut

réduire 3 un entier , Pextraction de la racine eft parfaite, {inon
elle n’eft qu 111d1quce.

Par emmp(c pour avoir la racine gquarrée de 225%, il

faut écrirea b, & en réduifant , on a la vraie racine cher=
chée abs. Cal ab3 X ab3 =—= q*bs.
z

3

k]
Pour avoir la mcm(_ cubique de 284, il fautécriree " & , & en

réduifant , aab * , ce qui ne donne une extraltion parfaite qu'en

partie. En généralla racine m de - . ‘Car (215) cettg
car

n
expreflion eft 1a méme chofe que y/
cdn
220, IL.° Sile monome a un coefficient , il faut en extraire
la racine fuivant les regles qu’on va donner pour les nombres.
221. IIL.° Pour extraire une racine d’un po?ynome , i
faut que ce pol.nome foit réellement une puiflance de cette
acine, ce qe eft aflfez rare; Ceft poulqum on fe contente
fouvent d’indiquer cette extraction, en é&crivant ce " poly-
nome couvert dun trait & la fuite du figne radical V fur
lequel on met 'expofant de la racine; ou bien l'on écrit au
bout du trait qui couvre ce polynome, la plhﬂ‘mce frac-
tionnaire qui en exprime la racioe. Ainfi. novr défnera ra-

cine quarrée de az— bb, on écrit ¥ aw —~ b0y OU bien

I
—

az — bb '; dautres écrivent V" ( az — bb.), ou bien
{ae — bb )3, Pour indiquer la racine cubique e polynome

SCD Lyon 1!
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3

3
az~—3b—+c P 12 — 3b—4-¢ 3 13-~
___'j'___ s On ecrit V:?___E— s OU blcn Z_f S H_":
3

‘6 — dd €C —dd ?

Vee—dd

-__.._._‘_.._.__;
a2 — 3b ~+ ¢ az =— 3b - ¢ N X :
ouben™ —— —r { e}’ g Ou bien,
6t ——dd cc — dd

I
(a2 —3b4-c)’ : : :
—_— - Les extractions des racines des puiffances in-

{(cc— da’)s
diquées de la forte, ne fe font réellement qulaprés quon g
fubflicué des nombres 2 la place des lettres.

222, Quand on eft verfédans les calculs algébriques , on
voit facilement fi un polynome eft une puiffance parfaite de la
racine qu’on veut extraire ; & par conféquent il faur réelle-
ment extraire cette racine, ou {e contenter de Pindiquer. Voici
la méthode de I'exrraire.

223. Soit le polynome 22 =+ 2ax —+ x% , dont on cher
che la racine quarrée. D’abord il eft évident que fi cette quan-
tit€, qui w'a que trois termes, eft un quarré parfait, fa racine
ne peut €tre qu'un binome ( 209). -

Il n’eft pas moins évident enfuite , que le premier de ces ter-
mes doit étre un quarré ; que le fecond doit étre le double du
produit des deux termes de la racine , & que le troifieme doit
etre encotre un quarré.

D’apres cela, je prendsla @ 4-2ax 42> a+x.... Rac
racine de 2*, quielt 2, & je —2* 3
1a mets & c6té. Je fouﬁr;?is ST v e Zm S,
fon quarré 42 de la quantité e o
propolée. Il me refte 24x —_—
=t e, o

Mais puifque 24x doit étre le produit du double du premier

terme . de la racine par le fecond , il eft clair que pour con-

noitre ce fecond terme , il 'y a qu divifer 2¢x par 24. Le
quotient fera — .,

Maintenant , il eft vrai que =+ x foit le fecond terme de la
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sacine , fon produit par 22, plus fon quarré x2 étant fouftraits
du refte trouvé, il ne doit rien refter. Pour avoir ce produit &
ce quarré a la fois, je multiplie (2a~+2) par x ; & je trouve
en effer qu'il ne reftera rien; d’ou je conclus que a - eft la
racine cherchée.

224. De-la on peut déduire cette regle générale , pour ex-
traire la racine d'un quarré parfait ( n’'importe de combien de
termes il foit compofé). L° Ordonnez d’abord fes termes,
extrayez en fuite la racine du premier, & {ouftrayez de la quan-
tité le quarré de cette racine.

I1.° Abaiffez le fecond & le troifieme termes de la quantité,
& divifant le fecond par le double de celui qui eft déja 2 la-
racine , VOyezZ {i le quotient qui réfultera de cette divifion,
mulriplié par le divifeur & par lni-méme, peut étre {ouftrait des
deux termes abaiflés.

TIL° Effe@uez cette fouftraGion, au cas qu’elle {oit poffi-
ble, & mettez le quotient a la racine. S%il ne refte rien dans le
polynome, Popération eft finie.

IV.° Sily refte encore quelques termes, divifez les deux
premier: par le double de ceux qui font déja 3 la racine; &
voyez {i le quotient multipli€ par ce divifeur & par lui-méme ,
peut étre fouftrait des termes qui reftent.

V.2 Si la fouftraction les déeruic tous, la racine exale fera
un trinome.

S'il en refte encore , on divifera les trois premiers par le dou-
ble de tout ce qui eft a la racine, & on achevera le refte
comme ci-deflus.

EXEMPLE.* .
Quelleeftla
racine de. . . . . #¥-22*b*~-b%-2a% 3425 3fc© ga’—-b’_-cS oy
Celle du—4* b g e
. e s 24
PISHUEEICE: . o5 2g¥propo bt { 20%—2b* . 11 Dive
me eft 2 {

-+ 2a%b* —b*
dontlequar-

ré a4 étant o—aa>c3—2b?B—4-c6
foultrait de t2a*e3—ab*3—c6
la quantité,

o
Kij
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il refte — 242%5* 4~ b4, &c. 22 eft donc le premier terme de I3
racine.

Pour trouver le fecond , jabaifle — 2425° - 34, & je di-
vife — 242252 par 242, Le quotient eft — 42, qui multiplié par
(2a* — 5*) donne — 24%4* —+ b4 pour produit. Je fouftrais
ce produit, & mettant — 4% 3 la racine, je vois que 2* -—— b en
Tont les deux premieres parties.

Pour trouver la woifieme , j’abaiffe les trois termes qui ref~
tent, & je divife les deux premiers par 24% — 252, Le quotient
elt — c2, que je multiplie par ( 24* — 28* — ¢3). Souftrac-
tion faite, il ne refte rien, 2 — 52— ¢35 ¢ft donc la racine
cherchée,

225. Quand on opere fur les nombres, il n’y a prefque
rien 4 ajouter aux regles prefcrites pour les lettres, Seulement
il faur partager le nombre danné en tranches de deux chiffres
chacune 5 en allant de droite 3 gauche. Sile nombre des chif-
fres eft impair , la derniere tranche #"aura qu'un chiffre.

226. Pour rendre raifon de ce partage , il faut obferver que
les racines
guarréesde s .. 1. 4.0, 16.25.36.49.64.81.100
- AT e R B e ol s S
& que par conféquent un nombre Jimple ne peut avoir plus de
deux chiffres & fon guarré ; puifque 10, qui'eft le premier des
nombres compof€s, a pour quarré 100, qui eft le premier
nombre de trois chiffres, En examinant les quarrés fuivans, on
trouvera qu'un nombre compofé de deuse chiffres , w'en peut avoir
plus de quatre & fon quarre ; car 100 premier des nombres 3
trois chiffres , a pour quarré 10000 premier de ceux 2 cing
chifftes. En général , un nombre quelcongue ne peut ayoir plus
que le double de fes chiffres & fon quarre.

Il doit donc y avoir autant dz chiffres & la racine quarrée d urn
nombre 5 qi'il y a de tranches dans ce nowmbre. Dans celle da
1764, par exemple, il doir y en avoir deux que 'on détermi-
nera de cette maniere.

On cherchera d’abord le plus grand quarré contenu ‘dans
27. Ceft 16, dont on mertra 3 Pécart Ia racine 4. On fouf-
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traira enfuite 16 de 17, & on écrira 17,64€42.:.... Rac,
le refte 1 au-deflous. 16 —

A coé d,ceuﬁu, on abaiffera la — 8ot Divy
tranche fuivante 64, & on mettra un If_s‘l'

oint { le 6, pour fixer le divi- 164
{ende 16, Le dl.‘LiL i fera 8§, ceft- ——
i e de ce quieft déja a o

) 'utf ra,2.

On mettra ce quotient 2 fa fuite du divifeur , pour voirfi le
produit de 82 par 2 )LUQIL{UL traire de 164, (223). Lafouf-
traction fa fait fans re ﬂe. 42 eft donc la racine exacte de 1764.
Eneffet 42 X 42 — ‘76.1

Nous n’entendrons déformais par le mot feul de racine, que
la racine quarrée. Pour c‘euffncx les autres, nous ajouterons
cubique , ou quatrieme , &c.

227. Quoique le quarré d’'un nombre n'offre pas auffi clai-
rement les parties dont il eft formé, que le quarré d’une quan-
tité algébrique, il eft ailé cependant de les y trouver. Par
exemple, le quarré de 6, quieft 36, doit éwe le méme que
celui de 4. ~+-2. Soitdoncz=—4, & b==2. Alorsa*=16;

eb=—=—16;P—a. Te toutﬁ_ 36. Cleft-a-dire, que pour
€lever au quarré un nombre decompoﬁ* en deux parties, on
na qu'a prendre , 1.%1e quarré de la mumele s le doub[c,
de la premiere multipliée par la feconde, 3.% le quarré de la
feconde , comme pour un binome algcbuque (209).

Cleft ainfi que décompofant 42 en 40{ 2*=— 1600
=2, & faifant 40=—=g; 2==bontrouverag 2ab=— 160

[ fe— 4

1794

Décompofant 27535529
aufli §23 en 500 250000 2§

2 20020
-4—{._2c-7—{;& fup — 235
polant 2 =003 ) P s 204
b=203 c=—3, &
Onaura.......u. ‘— 9 31 29
31 29

o
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* " Vérifions maintenant ce quarré par U'extradtion de fa racine;

- Je vois d’abord qu'elle doit avoir trois chifires (226), &
que le premier fera un 5 , parce que le plus grand quarré con-
tenu dans 27 eft 25. Je mets donc 5 4 la racine , & je fouftraig §
fon quarré de 27. Refte 2, 3 ¢6té duquel jabaiffe 35, &
metraat un point fous le 3, je divife 23 par 10. Le quotient
efl 2.

Mais avant que de le mettre 2 la racine, je le place 2 la {uite
de 10, & je multplie 102 par 2. Le produit 204 pouvant
étre fouftrait de 235 , j'écris 2 4 la racine, & je foultrais 204
de 25. Refte 31. :

A c6té de 31 jabaifle 29, pour divifer 312 par 104. Le
quotient eft 3 que je mets 2 la fuite de 104. Multipliant enfuite §
. 1043 par 3, je retrouve 3129, L’opération eft donc finie , &
la racine telle que nous la demandions.

228. Souvent il arrive qu’aprés avoir abaiflé toutes les tran-
ches, il y a un refte de la deriere fouftradtion. Cleft qu'a-
lors le nombre propof€ neft pas un quarré partait. Si le calcl
ne demande pas beaucoup d’exactitude , on peut négliger ce
refte. Jamais il ne peut valoir une unité. Si 'on veut en tenit
compte , on cherchera les décimales de laracine , en ajoutant
{ucceflivement deux zéros & chaque refte , & en continuant
Iextraction.

Aprés avoir trouvé, par exemple , que 624 eft la racime
approchée de 389489, & qu'il refte 113, Jajoute deux zéros
3 ce refte 5 & regardant 624 comme la premiere partie d'um
racine compofée de deux termes, je le double, pour avoir le
troifieme divifeur 1248.

Le dividende qui lui correfpond, eft 11303 le quotient
qui en réfulte eft 0, que je mets'au premier rang des déck
males. _

Jajoute deux autres zéros & 11300, & je prends II;OOT"-
pour dividende. Le divifeur eft 12480. Le quotient eft 9.

Avant de le mettre 3 la racine, je le place a la fuite de
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12480 , & je multiplie 3%94;‘89 624,09 &c.730
124809 par 9. Le pro- 32 SR iy
duit 1123 281 pouvant 94 IL. Div.
étre fouftrait de 1130000, P B 1L Div.
je mets 9 au fecond rang 5o 89 12480 ......1. IV. Diy.
des décimales. 49 76 | &«

S’il falloit encore plus 1130000
d’exatitude , on conti- AR -
nueroit d’ajouter deux zé- 1”3_ 251
ros chaque fois. Le calcul
n’a plus de difficulté.

229. On extrait la racine d’une fra&ion, en extrayant celle
de chacun de fes termes. Ainfip/T—2, puifque 2 x > — *

3 =73 pullque 3 X ;

P | T TN

6719 &c.

— - 5“
De méme 1" —=. Mais quand les termes ne font pas des

nombres quarrés, on ne faic gu'indiquer 'extraion, en met-
tant le figne radical avant la fra&ion, ou bien on réduit 1a frac-
tion en décimale, & I'on fair Pextraction de la racine, de la ma-
niere quw’on vient de le pratiquer pour le refte des quarrés im-=
parfaits.

230, Par tout ce détail, on voit affez que PextraGion des
racines {e rapporte 2 la divifion , comme la formarion des puif-
{ances (e rapporte 2 la multiplication.

On doit voir aufli que I'algebre fimplifie beaucoup les rai-
fonnemens qu'il faudroit faire pour démontrer par Iarithmé-
tique feule les regles de extration , celle fur-tout qui prefcrit
de divifer chaque fois par le double de ce qui eft a la racine,
Mais ce n’eft encore 13 qu’unie foible preuve de la fupériorité de
Falgebre fur Parithmétique.

Des prineipales proprietes des Puiffances en nombre,

33k E produir fune puif
L une puiffance impa;
Jance parfaite de ce deoré.
Si-z%i’tuncubcpur“"?" &buncubei

ity

imparfait. Car fi ¢’¢roit un cube pa
I

ite dun nombre quelcongue par
TE , ne pent étre upe puif~

e 23b eft un cube
ne feroit exa®ement -
& {ans refte —

=ab "’ , &en divifant 26 ° . par 4 » viaie valeur de la

SCD Lyon 1




80 LEGgoNS ELEMENTAIRES

facine cubique de &3 , onauroits ~ vraie valeur & fans refte de l3
racine cubique de & ; donc b ne feroit pas un cube imparfait , ce qui
eft contre la fuppofition.

232. Il weft donc pas poffible qi’un nombre quarré foit double , triple;
quintuple , &e. d'un nombre quarre , puifque 2, 3 , 5, &ec. font
des quarrés imparfaits : de méme un nombre cubique ne pént étre double,
triple , quadrupke , &e. d'un autre nombre cubique , puilque z, 3, 4,
&c. font des cubes imparfaits. En général , les puiffances pa Zites ne
peuvent étre mudtiples des puiffances du_méme degré , fice r'eft de celles qui
font patfaites.

250, H. A4 quelgue pui_,_f]fmce qzz"ozz éleve un nontbre qui n'a gue certaing
nombres premiers pour divifeurs exalls , il wacquicrt pas pour cela d’autres
rombres premiers pour divifeurs.

Ti eft clair , par exemple , que {i abc n'a pour divifeurs exals que
les nombres premiers a, &, ¢, il n'en a pas d'autres lorfqu’il eft
élevé au quarré aabbee , ou au cube a3b3c3 , 8.

234. Deux nombres qui n'ont pas de commins divifenrs ,’( on en ex=
cepte toujours Punité , qui eft contenue dans tous les nombres e
tiers , fans étre proprement leur divifeur ), z'en penvent donc acqués
rir aucun. & quelque méme puiffance guon les éleve tous denz. Car les divi-
feurs exa@s ne peuvent étre que des nombres premiers ou des mul-
tiples de nombres premiers. Or deux nombres qui n'ont point de
commun divifeur , n’ont point de nombres premiers pour divifeurs
communs : donc ils n'enacquierent pas pour étre éleves a la méme
puiffance ; donc & plus forte raifon ils n'acquierent pas de-multiples
de nombres premiers pour commun divifeur : donc ils n'en ont au-
cum.

235. L) Un nombre entier joint & une fraion réiduite d Pexpreffion la
plus fimple', ne: peut devenir rombre entier feul , par fon élevation a une
puiffance.

Car une fraltion réduite 4 Iexpreflion la plus fimple , eft celle
dans laquelle les deux termes n'ont pas de commun divifeur ; orle
nombre entier joint 4 une telle fraltion érant réduit A une fration
feule , cette nouvelle fraltion n'a pas pour cela de commun divi-
feur : car fi elle en avoit alors, fon dénominateur ( qui eft le meme
qu'avant la rédu@ion ) en deviendroit plus petit , & par confequent
la fraftion n’auroit pas réellement ¢ré réduite a lexpreffion la plus
fimple’, ce qui eft contre lhypothefe. Donc fes deux termes d’une
fra@ion qui réunit un nombre entier & une fradtion réduite a I'exs
preffion 1a plus fimple, n'ont pas de commun divifeur ; donc ils
men peuvent acquérir par aucune ¢lévation a une puiffance. Orune
fraftion ne fe réduit en entier, que lorique e dénominateur eftun
commun divifeur des deux termes ; donc une fradtion qui réunitps
nombre entier joint 2 une fradtion réduite a exprefiion la plus fim-

pli;
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ple , ne peut jamais {e réduire &,un nombre entier , 4 quelque mé-
me puiflance qu'on eleve {es deux rermes.

236. On ne peut donc affigner aucun nomntbre pour exprimer exallement Iz
racine d'un nombre qui ne feroit pas une puiffance parfaite du méme degré que
laracine demandée. Car {i ce nombre dont on demande la-racine ef
un nombre entier , fuppofons que {a racine exatte foir un entier
joint a une fraltion, il faudroit qu’en-¢levant certe racine a {a puif-
fance , on retrouvit le nombre entier donné, ce qui vient d'étre
démontre impoflible : c’eft la inéme chofe fi le nombre dont on de-
mande la racine eft une fraltion, ou un entier joint a une fraltion,
telle que ce nombre & fa fraftion étant réduits 4 une fraétion {eule,
chaque terme ne {oit pas une puiflance parfaite du méme degré que
la racine demandée ; car alors on peut confidérer chague terme de

lafrattion comme un nombre entier & part, dont on ne peut afli-
gner la racine.

237. Les expraflions des racines des nombres qui {ont des puif-
fances imparfaites , s'appellent des incommenfurables. Tels {font y'2,
2
3

3 ‘
V35 V55 V4s Vs, &c

1] - . .
De U Extraflion de la Racine cubique.

238, N trouve des Regles pour extraire la racine cubique , &

0 méme celle des autres puifiances, en raifonnant fur la
nature des Polynomes élevés & ces puiffances, comme nous avons
fait pour la racine quarrée.. Mais ces Regles deviennent d’autant
plus compliquées , que la puiffance eft plus elevee.

Soit propofe dextraire la racine cubique de 23 4= 6zab-+ 122bb <
843, Je dis, la racine de cette quantité eft un polynome. Suppo-
fons que ce foit un binome , fon cube doit éire compofe (211) du
cube de chague termé, & du triple produit de chaque terme par le
quarré de l'autre.

Cela pofé , je vois que le premier terme 2% eft un cube , j'en écris
Ia racine @ a Pécart, yen prends le cube &3, & je I'dte de la quantité
propofée , refent Gaab - 12abb —+ 853,

Je dis enfuite , dans cerefte’il v a un produit du triple du quarré
du premier terme « que je viens de trouver , par le fecond terme

* que je cherche : Jéleve donc 2 an quarre az, je le triple & jai 342,
62k

par lequel je commence 2 divifer le relte, en difant, t=inh 2
Jaa

je pofe + 26 3 la racine , & je dis : fi-+ 25 eft le fecond terme , la-
fomme de {on produit par 322 , plus le produit de fon quarré par

SCD Lyon 1




82 LEGCONS ELEMENTAIRES

32, plus fon cube , doit étre égale au refte. Or cette fomme eft
Gaab + 12abb ~+ 853 précifément égale au refte: donc la racine cu-
bique cherchée et a —+ 24,

279. Pour les nombres , il faut d'abord connoitre les dix premierg
cubes parfaits.

Cubes; . 71258, 270 6419572160 34351§12: 1729, 1000.

Bacings: Sosaider 4 3ol oy s 1 6 ol T8 @ ooy

D’ou I'on peut remarquer , qu'un nombre ne peut avoir a fon
cube plus que le triple de fes chiffres ; car 10 premier dss nombres
compofés de deux chiffres , a pour cube 1000 , premier des noms-
bres compofés de 4 chiffres. 100 premier des nombres de 3 chiffres,
a pour cube 1ocoooo premier des nombres de 7 chiffres , &c. On
peut méme , par une femblable induétion , conclure en général ,

Qu’un nombre compofé de n de chiffres 5 n’en peut avoir a fa puiffancep
plis que pn @en exprime. ‘

Cela pofé , {oit le nombre 74088 dont on demande la racine cu-
bique. i faut le partager en tranches de trois en trois , en allant de
droire a gau-
che: enfuite 74,088 42 .. Rac.
dire,la racine 64 ?
cebique la —
plus prochai- 10 088
ne de la pre- 10 088
miere tran-
che 74 eft 4, o
jécris g4ale-
cart , je I'éleve au cube 64, & je I'dte de 74, refte 10. Jabaifle Ja
{econde tranche 088 a cote du refte ro. Jéleve au quarré la pre-
miere partie trouvée 4 , laquelle doit valoir 4o a I'égard du {econd
chiffre que nous cherchons , j’ai 1600 que-je triple , & j’écris le pro-
duit 4800 pour divifeur; puis, je dis 5375 = 2, Jécris 2 a la racing,
je multiplic le divifeur 4800 par la {econde partie trouvée , le pro-
duit eft gGoo , que j'écris a I'ecart ; j'éleve 2 au quarre 4, je le mul
tiplie par 40, qui eft la premiere partie de laracine, yen multiplie
le produit 160 par 3 , & j'écris le nouveau produit 480 au-deffous de
g6oo. Enfin je cube 2, & jai 8 que j'écris au-deflous de 480. Ja-
joute enfemble les deux produits & cube, & parce que leur fomme
. 10088 eft égale au refte 10088, & qu'il n’y a plus de tranchesd
abaiffer , je dis que la racine cubique de 74088 eft 42 précifément.

AvutrE ExeMpLE. Soit propofe d’extraire la racine cubique du

nombre §305472. Je le divife par tranches de trois en trois; & je
dis ; la racine cubique la plus proche de la tranche 5, eft 1; le
cube de 1eft 1, jel'dte de s, refte 4. Jabaifle la fecondetranche
& j'ai 4305. Je dis 1 érant [a premiere parfie de laracine , vaut 10
a I'égard de la feconde ; le quarré de 10 eft 100, fon triple eft 300,

3ah = g6og

L\ @740
Seity, — % Donc b 480

4800 Div. =
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je divife 4305 par 300, en difant , en 43 combien de fois 3 ? il doit

v érre 14 fois; mais parce qu’
& méme qu'eny mettant 9, d

on ne met jamais plus de g au quotient,
ans le cas préicm , ON y MEtroit trop,

comme il eft aif¢ de s’en affurer par les regles précédentes , je trouve
apres avoir affayé 9 & 8, qu'il ne faut prendre que 7 pour guotient.
Je pole donc 7 a la racine. Je mulciplie 300 par 7 , jai le produit

2100 , je dis 7X7 =49 ,en-
fuire 49X 10 == 490 5 enfin
490X 3 = 1470, jecris 1470
au-defious de 2100. Je dis,
7X7X7 =343 5 J° Pécris
au-deflous de 1470, j'ajoute
enfemble 2100, 1470 & 343,
& jote la fomme 3913 du
membre 4305 , refte 392
Tabaiffe 2 ¢oté la troifieme
tranche 472 , je regarde 17
que j'ai deja trouve , comme
la premiere partic de la ra-
cine , elle vaut donc 170 a
Pégard de la feconde partie
que je cherche ; jen prends
le quarré 2800, je le triple,
& j'ai 86700 par lequel je di-

174,41 8civ .. oo« Rac.

5539554

I
500 55 3aih bk wo s NYy
86700 I1. Div.
goS:SOO......IH.[ﬁV.
912460800 . .. 1V. Div.

302472 e
355024

37448000
36414784

1033216000
912513121

120762879 &¢.

vife le troifieme membre 392572 , j'ai le quotient 4, je Iécris a la

racine ; je multip'ie le divifeur 86700 par 4., & jeer

; au-deflous

le produit 346800. Je fais 4X 4 == 16, 16X 170X 3 == 8160- Jécris
8160 au-deflous de 3468c0. Jécris au-deflous le cube de 4 , qui eft
64. Jajoute ces trois quanrites, & yote leur fomme 355024 du troi-

fieme membre 392472, refte

37448. Etparce quil ny a plus de

tranches 4 abaifier , je dis que la racine cubique demandée eft 174,
& que le nombre donné n’eit pas cubique , mais qu’il a 37448 uni-

tés de trop.

Si'on veut avoir égard 4 ce refte, il faut chercher des décimales

pour la racine. On lzs trouve

en ajoutant aux reftes aurant de fois

000 qu'on voudra avoir de deécimales , & en continuant I'extrac-
tion, regardant chaque fois tout ce qui aura été trouve a la racine
comme une premiere partie dont on cherche la {econde. L'exemple

fera entendre ceci.

La longueur des opérations qu'il faut faire ici,eft caufe que la plu-
part des Mathématiciens fe contentent d’extraire les racines cubis
ques 2 l'aide des logarithmes ou de la méthede fuivante.

Lij
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\Methode génerale pour extraire par approximation les racineg
; dun dégre quelcongue.

240. Dans la pratique des Mathématiques , lor{qu'il faut extraire
une racine troifieme , quatrieme , &c. on fe fert avantageufemeng
des logarithmes ; mais il arrive quelquefois qu'on a befoin d’avoir
un grand.nombre de décimales 4 la racine , ce que les logarithmes
ordinaires ne peuvent donner. On fe ferr alors des formules {ui-
vantes , qui{ont de M. Halley ( Tranf. Philof. de 1694, pag. 141).

b

3 L <o L
V(asi5)=§a+;/<+ e,
4 b

4 : Zaa
V(at2=b)=—2a+17\" bza

) - ok ot o o Faied
V(asib)::itz—i—y i8% — oaond
6 b

3 (—-'—c:.z =4 —
Vi(ef=b)="ta V" i 15a*
7 ( L ga —— &
V (a7 h)=zla+ 7”‘1‘2__ 214y ) &c.
Soit propofé, par exemple, de trouver Ia racine cinquieme de 161900
avec 12 décimales. Je divife par 5.1e logarithme de 161900, qui eft
5»20924%8 : j'ai 1,0418454 logarithme de 11,012 racine approchée;
jefais 11,012 = a: j'éleve 11,0124 1a cinquieme puiffance, & jai
a’ = 161931 , 378732020728832 , qui excede 161900 de 31,
378732020728832. Je fais cet excis = b, & jaia® — b=161900;
donc parlaformule\,} (¢S—b)=laty/ (ﬁmz—u -1';;), jai en fubftix

tuantlesnombres,y/ (;ﬁ—ls}:?,.:gg%—g/(ff,:_VQ,OOQ-%:-;—,?-;-‘?—;;;:?—?“T—? 223iz)
=8,259~-v/ (7,579009 — 0,002340831828824315932711 ) =8,20
=V (7:576659163 1'?12175684067289 =28,259 —+ 2,7525731603 39=
11,011573160339 racine cherchée,

Le calcul pour treuver ces formules ef facile , & Ton peuten
continuer !a Table pour des puiffances élevées au.deflus de la {ep-
tieme, foit par indu@ion , en obfervant la loj que ces formules {ui-

vent, foiten les calculant expres, felon exemple fuivant, quila
€té pour la racine cinquieme.

Soit / (a5 +b)=a—+d, oud exprime une fra@ion : on a done
&% b =ja’ + 5a*d + 1043dd 4~ 100ad> + yad* ~ d5. Et parce que
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¢ 203 ) les valeurs des fraltions diminuent & proportion qu'on les
éleve 4 des plus hautes p\J]fr.l'!'!CeS > On peut regarder comme tres-
petits 5 ( & par conféquent nggf_liger) les termes qui font multipliés
par les puiflances de d qui paflent le quarré. On peut donc {uppofer
oS +b=2a% + 5a*I+4-104dd , ou b=j5a*d—+ 1023dd, Divifant tout

1043 . 1043
/

b : Y. b
par 1043, ona = 1 ad-+dd, donc V/K—,‘srmq- >=§‘a
f b
—d: ajoutant de part & d'autre 2, onala-- \/l\fa aa - )

5 1043
—a-d=y (aS+b".

241. Mais pour avoir tout de fuite une formule générale, dont
le developpement puiffe au befoin donner telle formule particuliere
que 'on voudra, {oit @ -+ dla racine m d’'une quantité am 45, aex-
primant un nombre enrier , & 4 une fraltion décimale.

n
On aura donc a4~d=v/a” 4 b. Donc (a—d)m=—=a» b,
M. —1 Ty
Donc a” = mamn —1d -4 am—2d 4= .... &c.=am4-b.

1
Négligeant les termes ou la fraltion d eft élevée aux puiffances fu-
périeures au-quarré , effagant de part & d’autre a7, & divifant le
H—1 b
refte par m , onaura am — 1d 4 g — 2d¥ = —.,
2 m "
Multipliant enfuite par 2, divifant par m—1 a»—2, & ordon-
24a 2b
nant , on trouvera d* -4 d= 4 — . Complétant
m—1 (mm—m)am—a2
e <
le quarré, extrayant la racine, & tran{pofant, il viendra d =

a 2b
- -

(m—1)* (mnit—n ) @2
Enfin fi I'on ajoute 2 aux deux membres de cette équation, on aura
genéralement pour U'extraftion d’une racine approchée quelconque,
Mmp——  m—2 4 a* 2
a—{—dz,‘/,;mib: d-—f—\/\ m )
2

m=—x

=1 s(m—1)* (mm—m) am—
Veut-on voir naitre de cette formule géhérale celles de M. Halley,

par exemple , celle du quatrieme degré ? On fera m = 4, & fubfli-.
4—2

a -~
4—I

4
fuont cete valeur, on trouvera v/ (a*=-4), oua—+4d
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‘g 25 b
\/( == )“—“?“+\/(%44i >,Com-
6

(4—1)* *(16——4).14'" e
me ci-deflus.

Calcul des incommenfurables.

242. 11y a peu d’¢quations ou I'on ne rencontre des incommen_T
furables ; cleft-a-dire, desracines de puiflances imparfaites , {ur lef.
quelles cependant il faut faire toutes les opérarions qu'exigent leg
différentes regles de la folution des équations. Ce calcul {e pey
faire de deux manigres , I'une qui s’appelle le Calcul des Radicaux, egf
laiffant le figne radical aux termes dont on exprime les racines; &
Yautre qu'on nomme le celcul des puiffances par leurs expofans , en {ubfs
tituant des expofans fraCtionnaires 4 la place des fignes radicaux.

Calcul des puiffances par leurs expofans.

243. Lorfqu’on connoit la nature des expofans des puiffances, on
ne trouve aucune difficulté dans leur calcul.

Ainfi, pour les ajouter , il faut les joindre avec leurs fignes;
pour les fouitraire, il faut changer les fignes des coefficiens ( & noa
des expofans ) de celles qu’on veur retrancher. Pour les mulriplier,
il faut ajouter leurs expofans,#i le mulriplicateur & le multipli-
cande fon: des termes {femblables , finon il faut les écrire a coté les
uns des autres , {ans mertre des fignes entr'eux. Pour les divifer, fi
ce font des termes (emblables , il faur fouftraire I'expofant du divi-
feur de celui du dividende ; s’ils ne font pas femblables , il faut les
mettre en frafrion. Enfin, pourles élever a des puiflances quelcon:
ques , ou pour en extraire une racine quelconque, il faut multiplier
leurs expofans par 'expofant entier ou fra&tionnaire qui répond a la |
puiffance cu a la racine en queftion. 1 I

m m
Par exemple ; la fomme de a7 & dea eftar+a2 |, leurdiffe-
1 n4-=* i B
rence eft as — a: leur produit eft 2 ™, leur quotienteft 2 %
J)
leur puiffance p eft a7, a7 : leur racine g, c’eft-dire , leur puif-
I 7] ) 4
fancez etz g, agm,
La fomme de a» & de b eft a# + b—m, la différence eft o# — ¥,
an 1
le produit eft a# b—m ou — , parce que (216) b~ = -1;— Leur
§ B 3
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”
quotient eft ;m ou a» b par laméme raifon. (Remarquez bien ces
deux dernieres expreflions ). Leur puiffance m eft ams , b—mm, leur
3 —T 1
racinepefta? , b ou bien?.
P

Du calcul des Radicaux.

244. Pour abréger , nous mettrons ici des formules {eulement,
au lieu de regles exprimées en longs difcours ; elles n’en feront que
lus claires. En fe rendant ces formules familieres, on retiendra
plus aifément la pra:igue du calcul , & alors ou les démonftrations
dont nous navons indiqué que quelques-unes , fe préfenteront d’el«
les-mémes 3 Pefprit, pour peu qu'on y faffe réflexion ; ou bien en
fubftituant des expofans aux radicaux , on trouvera facilement que
Jes opérations fur les radicaux , reviennent a celles que I'on faitdans
le calcul des puiffances par leurs expofans. :

Il faut remarquer d’abord , que lorique I'expreflion d’un incom-
men(urable eft telle , qu'elle puifle érre divifée fans refte par quelque
quantité élevée a une puiffance indiquée par I'expofant de la racine,
alors on peut réduire cette exprefliona une plus fimple,, en ecrivant
cette quantité comme un coefiicient de la racine , & en mettant feu-
lement le quotient fous le figne radical.

Par exemple , I'expreflion y/aab eft telle , que le quarré de 2 peut

s 3
divifer aab ; je mets donc ay/b 4 la place dg y/aab ; 'expreflion v/
432 eft telle, que 432 peut étre divifé fans refte par le cube de {
qui eft 27 , par le cube de 6 qui eft 216 , & par le cube de 2 qui'ef

& %31 — 2: on peut donc reduire V/
g 3 3
432 4 Tune de ces trois expreflions 3 /16, 2 V/ 54, 6 2. De

4
méme dans v/ a5 &%, la quantité 25 5%, peut étre divifée par la qua-
q 2P P q

3 a g ] G Mo 4
tt;lime puiffance de 25 ; je_puis donc mettre b /2 alaplacede v/
ad) pt,

b3d  by/bd ay/ 48bcc

On trouvera de méme que — = Pque ———— =%
aag ay'g 3

2y/16dgt
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245. Pour faire entrer une expreffion quelcongue -f- dans un radical
5 9
N i A
quelconque — — [ans en changer la valeur,
dn n n
apy e ag'y"ep” PV p
Formule..,,. — =—, oubiecn — —— Car— —=
b/ qii};ﬂ bg ,_j:g)ﬂ bp d‘jﬁ .D ‘Iﬂ
_— — i I
q?! i n
a a y c
246. Pour éter le coefficient — du radical —  —
7 b b d
vV arc’

brd =
247. Pour réduire en entier la fraflion — qui eft fous le figne radical
n d

v

Formule

[
s

a
Formule.... —
i bd

Formule
q b
Quand il y en a plufieurs, on lesréduit fucceflivement deux a deux.
249. Pour ajouter enfemble deux radicaux , on les écrit a la fuite
I'un de I'autre avec leurs fignes. Mais s’ils étoient tels, qu’ayant

un méme expofant , la quantite fous le figne fiit auffi la méme , par

by n
PVa yvVa

exemple , fi on avoit a ajouter — — — , la fomme feroit
g by Gk
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250. Pour {ouftraire deux radicaux , il faut changer le figne du
coeflicient de celui qon veut {ouitraire; & s’ii.ﬁ; ont le méme cxy
fant & la méme quantité fous le figne, alors on doit prendre la
n n 7
73 R o N #
; . PV oa y ¥V a Pi—qy v a
rence des coefliciens, Ainfi — +— — — — = ——mu
g b z b
PV oa
25 1. Pour multiplicr deux radicaux , par ex. —
ni .7
PY \/ aucn
Formule.... — :
93 bugdn 7 -
S . PR P Y E
a§2. Pour divifer les radicaux , par ex. —  —par— '
nit q b z d
PRy, ardn
Formule.. oo 4
qy bucn

b /4
Ve
253+ Pour élever un radical , par exemple , &h
. u d
Jance quelconque ; comme a la puiffance —,
ns 5

%
Vv o atic T
Formule. .. . Car en Otant le figne radical ; cette'formulé
B bnd %I
; ns
& ¢

a
evient — > & le radical preppfe —
b

s @ ane puifs

2

V ¢

nu o

B RS
b

d

dont la puiffance — eft

u AT
8i — =, la formule devient ~r-car alors l'expofant —,qui
s bud - :

M
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u
- weft que » divifé par —, feroit n divifé par 2, ce qui le reduiroit
§
3 P'uniré : Or toute quantité qui a 1 pour Pexpofant de fa puiffance
ou de fa racine eft une quantice fimple.
254. Pour extraire une racine quelconque d’un radical , par exemple,
b3
n ay ¢
la racine — duradical — —.
b d

Formule.... ~—-= Quife démontre comme la precédente.

bnd

Lot{qu’on aura fait quelque opération en fuivant une de ces for-
mules ; il faudra, s'il eft poffible , en réduire’le refultat aux termes
les plus fimples , fuivant ce qui a éré dit ci-deffus.

255. Il ne fera pas difficile d’appliquer ces formules aux quanti'és
exprimées par des nombres , non plus qu'a celles qui font exprimees
par des lertres. Car, 1.° comme ces %ormulcs ont été¢ conftruites
pour des quantités fraétionnaires , elles ne laiffent aucune difficulic
pour les fra&tions : 2.° Elles fervenr ¢galement aux entiers, puifque
tout entier peut étre fuppofé une fraltion dont le denominateur eft
1 : 3.° Siles radicaux n'ont pas de coefficiens , on peut {uppofer
qu'ils ont le coeflicient +. 4.° Si les quantites {ont complexes, on
pourra les fuppofer ézales 4 des quantités incomplexes prifes 2 vo-
6uré , & pac des fubftitutions , on leur appliquera les formules
précédentes. Quelques exemples eclairciront ceci.

Vz — 4 ——
Soit propof¢ de multiplier 4 par } v aa +bb, jere

3.‘3(1‘

—— B

2 aa —+ bb
duiscesdeux radicauxa cetteforme ¥ V-—-— L V..__.__ !

235
v ad 1
& prenant les deux radicaux propofés dans len.® 251 je fais 4=
, 2=n , a—b=a, Jad=b , enfuite 1=y , 3= , 4=u , aa-+-bb==
=d.De {orte que par la fubftitution,la formule de cet article quieft
ni 2 X4
ancn AXT —— —2
g deviendra — aied X aa-+-bb, & en réduifant]

W bugn 143

1
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4
i e
a—b X aa—+tb 41/(2--—5)’ (aa - Eb)

Bratd+ ga*d*
On veut divifer 4 y/ 5 par v/ 4. Je mets ces deux radicaux fous

catte forme 4 y/ 3 i Je prends les deux radicaux propofés

dans le n.° TS e e T = e i
¢, 7=d : alors par la {ubftitution la formule

ne 2X/2
' wed X1 52X 72 4

Pz I/a d A 4 5 7 2 5

s — gevient —— e (e rédnit 235

: ui {e réduit a

9 bis cn 1X1 I‘X;‘q SEMCI A g

enfuite 3 4 v/ 2%, en faifant extraltion de la racine quarrce de

chaque terme {ous le figne.

De I'z_’f.'zal:yfé.

256. T ’Analyfe eft Part de réfoudre par le calcul algébrique
les problémes quon peut propofer tur les grandeurs.

257, Propofer un Probiéme 4 ¢'eft demander qu'on trouve la
valeur d’'une ou de plufieurs quantités inconnues : or oo con~
¢oit que cela n'eft pas poffible, 2 moins quen propofant le
probi¢me , on n’afligne quelque rapport que ces quantités in=
connues ont avec des quantités connues ; lefquelles sappellent
les données du probléme..

258. Chacun des rapports qu'on affigne entre les données
& les inconnues , sappelle une condizion du probléme , parce
que ces rapports expriment a quelle condition il y a égalité en-
tre les inconnues & les données.

259. Lexpreflion algébrique d’une condition d’'un problé-
me s'appelle une Equation.

260. Une Equation eft donc un aflemblage de termes algé-
briques joints par le figne ==, & compolés de quantités con-
nues & inconnues.

261. On 2 coutume d’exprimer les données par les premie-
res lettres de l'alphaber , & les inconnues par les dernieres,
comme x , ¥, 7= Cela fert & les diftinguer au premier coup

deeil. My
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Tons les re: mes qui font'a gauche du figne =—, for-
ment ce quon apx.,g, [,, fnngr membre de | F{iuauon s & tous
ceux qui r\}.u a droite en tor s_,'hcomf mentbre.
_'1(, Q 3 avm_,lk en { V- Eguation du P?‘emzfr dﬁgrr’ce”e
{ emiere puiffance. O
celle ot linconnue eft
- ax == b, aayy ~-bg==c, &
.-U) 1d degré. On appelle Equation du
ot la plus lmum puiffance de I'inconnue eft
g ax3 — b —== ¢ Il en eft ainfi des autres de=

264, ' Refordre un probléme 5 c’eft trouver la valeur de cha-
cune des quantités inconnues qu'on a demandées’s ou el faire
voir qu'il ¢ t impofl la trouver 3 ce qui ariive lor{que les
1‘1?3}.;,;‘{{; impliquent que ique ¢ adiction. Oll €n

aleur dune Erzmr‘f’f ey ceft la réduire 2
"une équation , do rhu_tre] embre f{oit
quantités toutes connues. Quand oneneft parvenu

1

ue linconnite eft ofe; & ceft 4 quoi doivent
1 .lm]

266, Or pour y parveuir , -l muc t,_..c {ucceflivement fur
que'‘équation diverfes opcrarlws , felon P'érat ou les incon-
: 7iGes opuauuinbnt ]d Lrun.[-poilcion la Divi-
lriplication , 'Extraction des racines & la Subfticu-

les €as ou il faut'yavoir recours.
Dans une 6 juation , ou il 'y ‘a qu'une lettre inconnue, ou

il } -,1 1y plufieurs, !

A zl n’\ a qu'une inconnue, ou bicn elle fait' dans un
ZIIISI.TIIL*FE une ."");T’me Ol ufie (l’ﬂu; ence avec des oliﬁ»‘u Py comme fi
on avoit g - x — b=—=c; alors on fe fert de la tranfpolition.
Ou bien cereé tconmue fait un produtt ayec une ou plufieurs don=
;u; , comme ax - ha—==cd ;-alors on e {ert de la divifion.

nconnue fatt z;;;cj.;xu‘?iorf avec une ou plufieurs donnéesy
g a—4-b
==¢d, oublen —— == ¢; & alors on fe fert
X

ds la multiplication,  Ou enfint ceree inconmue ¢ff elevee & quelque
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wiffance , COMME 2% — X% ==C} & alors on {e fert de 'ex-
traction des racines. Tout cela va étre éclairci par des exemples.

[1.° S’il y a plufieurs inconnues , il faut aufli qu’il y ait dans
Pexpreflion du méme probléme d’autr‘es équations qui contien-
nent les mémes inconnues ; comme {1 on avoit les deux équa-
dons du méme probléme x— ay=—10b, & bx +cy=—4d.
Dans ce cas on fe fert de la fubftitution.

De forte qu'on doit voir dans tous les cas, quelle eft celle
des cing regles fuivantes qu'il faut d’abord appliquer a I'équa-
tion qu'on veut réfoudre , pour trouver la valeur de I'incon-
fiue qui s’y trouve.

Regles pour dégager I'Inconnue.

267. I. ReGLE. Lorfque dans un membre de Péquation,
Iinconnue que Pon veut dégager fait une fomme ou une diffé-
rence avec d’autres quantités connues ou inconnues , on tran{-
pofe toutes ces quantités dans Paurre membre, afin de laiffer
l'inconnue toute feule dans le fien.

Et pour cela, voici le principe dont on {e fert. Ileftévident.
Lorfque des quantités font égales, on a beau leur ajouter ou
leur retrancher d’autres quantités égales, I'égalité fubfifte tou-
jours entre les fommes ou les reftes.

Voici maintenant I'application de ce principe. Soit x — 3
== 8. Donc x + 3 — 3 == 8 — 3. Doncen réduifant, »
== 8 — 3=17, & x fe trouve dégagé. Donc fix + ac=
b, onaura de méme x —~+ ac — ac b — ac, & par con-
féquent ;e =—= b — ac.

268. 1l eft clair par la méme railon que x — ac==15 peut
fe réduire & x = b = ac ; & qu'en général,, fix Z—ac=—1"5
on doit conclure que x = b == 6. Cleft-3-dire, que pour
faire paffer un terme d’'un membre dans un autre, il faur effacer
ce terme dans le membre ol il ¢fF 4 & Pécrire dans Uautre membre
avec un figne contratre.

On peut donc par la tranfpofition rendre pofitif un terme nega-
ufy & réciproquement.

“269. Par la tranfpofition on peut prendre la valeur d'un terme
quelcongue 5 en le laiflant feul dans un membre,

SCD Lyon 1
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270. Remarquez que nous diftinguons ici entre prendre la-
valeur d’un terme, & trouver fa valeur. Prendre la valeur dun
terme ou d’une lettre , Ceft faire enforte que ce terme ou cetre
lettre fafle feule un membre d’une équation, de quelques quan<
tités connues ou inconnues que l'autre membre {oit compofg,
Trouver lz valeur dun terme ou d’une lettre , ceft en faire ua
membre d’une équation, dont 'autre foit compofé de quantités
toutes connues (2075 ).

271. II. ReGre. Lorfque inconnue eft multipli€e par une
ou plufieurs quantités , on la dégage en la divifant par tout ce
qui la multiplie : & pour ne pas détruire Uégalite , on divife les
deusx membres de I'équation parle multiplicateur de Uinconnue.

Par exemple , {i 40==28, il eft clair que x =3 == 72
& fi am*y —=a3m+—a*m?, il n’eft pas moins clair que y ==
admt —a*m*
—_—— —=a'm* —a.

am-

272. Remarques. I.° Quand la méme quantité eft mulii-
plide par plufieurs termes, on ne Lécrie gu'une fois o & on la mul-
ziplie par la_fomme des multiplicateurs particuliers, Ainfi fuppo-
fant que ax — bx ~ 35 ==d, Jécris d'abord x (e —5 + 3)

=—d; enfiitex == — & linconnue elt dégagée.
a— b+ 3
b

An lien &écrire 2 — x =— b, on écriroit x =——= 3 &es
@ v=— 3

Ces décompofitions fervent a fimplifier le calcul , & on trouve

fouvent I'occafion d’en faire.

273. IL° Quand une méme lettre fe trouve dans tous les
termes d’une équation , on doit les divifer tous par cette lettre,
ce qui rend Péquation plus fimple. Ainfi 2bb — bxx = bd de-
vient b — xx =—d , en divifant tout par . De meme aac —
aa — dabd , devient ¢ — 1 == bd , en divifant tout par za.

Que 'on me demande par exemple le nombre dont le cube
eft égal 2 wois fois le quarré, Appellant & ce nombre quel
qu’il foit, jexprime ainfi I'état de la queftion x3 == 3x2, &
divifant par x* , jai x == 3, nombre demandé,

274. L. ReGLE. Silinconnue eft divifée par une ou plu+
fieurs quantités , on la dégagera en multipliant les deux mem-
bres de Uéquation par ces quantites mémes.
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Parexemp]e,ﬁ;—c'—p, onawrax =9 X 6 =y4:&fi

x et " Y
- —=c,onamtax=——c (a4 §) —=——ac—+ b
a+b
En général, routes les fois qi'il’y a des fraiions dans une

equation , il ¢fl a propos de les Jaire difparoiire y en multipliant

tous [.:.J‘ Lermes Pd?‘ (.F (2( e dLHOﬁII.’I(’E EUT.

Exemple. Soit = = b, Tj == p. Je multiplic d’abord par m,

M 27m% ™ :

& jai — ou x - e A Enfuite par 2, ce qui me
: - n - am

donne nx —+ 2mx == mnp , que je réduis d x = el

275. IV. ReGLE! Si inconnue eft élevée 3 quelqu’une de
fes puiflances , i faut fe fervir de Uextradion des racines pour la
degager. :

ParFx, S1 w287 onamd r =1 3; =29 ah==

T 4 5
162552, on aura x—=—1" 16a5b* == 22 |/ ab>.

Il arrive fouvent que Pextraction de la racine eft fujette 3 de
grandes difficultés. Cleft lorfqu’il sagit des racines cubiques,
qLatriemes & au-deflus. Car pour l'extraction de la racine
quarrée , on la mawqucu facilement en obfervant ce qui fuit,

Lorfque ddﬂb une L,ulUurl()ﬂ Vinconnue eft élevée au quarré ,
il faut voir, 1.° {i ce quarré n'eft pas multiplié ou divifé par
quelqu’autre quamhe 5 car dans le premler cas ,. il faut le dEgd—
ger par la divifion , ou par la mulnp ication dans le fecond cas.*

IL.° Il faut voir fi ce quarré eft pofinf; car s'il étoit neg,at:f
il faudroir le rendre poimf par la tranfpofition, parce qu'un
quarré ne peur étre négauf: — wx neft que le produlr de + x
par—u; on n'en peut extraire la racine quarrée , puifguelle
ne peut Ctie nl = l]l e it

Iil.° II faut mercre dans un feul membre tous les termes ou
cette inconnue fe trouve.

IV.” 1l faut voir enfuite fi ce membre eft un quarré complet,
¢e qui n’arrive que lorfque 'inconnue ne fe trouve que dans un
feul terme (comme xx==a—5). Si outre le quarré de l'in~
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connue , ce membre contenoit un ou plufieurs produits de U'jns
connue, par quelques autres quantités connues ( comme xx —,
24x —= b ) alors ce membre {eroit un quarré incomplet, & il
faudroit le compléter, en ajoutant a chaque membre de l’o’quation
le quarré de la moitid de la quantite connue , qui multiplie lin-
connue ( 210).

V.? Il faut extraire la racine quarrée de chaque membre de
P'équation, & on trouvera par la ranfpolition la valeur de I'in-
connue.

Soit par exemple I'équation ,—ﬂfﬂ;—xf =225, 1.7 Jog
la fraltion , & j'ai ez — xx = 2ab — bb3'2.° je rends — xx
pofitif, en mettant az = xx — 2ab— bb; i laiffe xx feul
dans un membre, j'al 22 — 22b - bb == xx: 4.° i caufede
xxfeul, le quarré eft compler. 5.° Jextrais la racine de chas
que membre , & jai 2 — b=,

Soit maintenant a—+ 2xx =5, Je dégage 2 du quarré de

b
Pinconnue, &’ al Sy ===t tranfpofe , & j'al xx =

; Jextrais la racine quieft x —: V"’___'i

Soit la propofée zx — pec e AET LR jai, en 6tant la fracs
1

tion, 2ax — xx -+ 2dd = 2¢ ; puis en tran{pofant pour ren-
dre xx poftlf & pour mettre . feul membre tous les
termes ot l'inconnue {e trouve , 2dd — 2¢ = — 22x ~+ 2%
'Or il eft facile de voir que ce focond membre n'cft pas le quarré
complet d’un binome ; car il ne contient que le quarré xx du
fecond terme de ce bmome, & le produit 24x du fecond termg
&y par — 2a qui eft vifiblement le double du premier terme,
lequel par conféquent eft 2, & dont le quarré aa mangye dans
ce fecond membre. Donc pour en faire un quarré complet il
faut ajouter a ce membre gz, (ceft-d-dire, le quarré dela
moitié de — 24 quantité connue qui muldplie Pinconnue dang
le terme — 2:zx) : & pour conferver 'égalité; il faut ajouter
ce méme quarré 3 autre membre. Aiofi Péquation devient
aa~-2dd—2c==aa— 2ax 4+ xx, & extrayant les racines
]/ﬁa+ 2dd— 2c=—=a— %, Soit
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Soit ericore 9abxx — 3bbx = ad , fai ; en dégageant par
3 9 y 3e 1% .
1a divifion le quarré de l'inconnue, xx — — — o puisen
3@ 9
kb

: g L 9 b .
ajoutant de pare & dautre —— quatré de — moitié de — , qui
362z 6a 32
i I
N an 15T bb ox !,1
multiplie  dans le fecond terme , —_ =
304a 14 36az

d b 7~ bb a

< — , &extrayant les racines, = —x= — 4 —
gb 7 30aa 9be
De méme 'équation x — xx =z, deviendra — 2 = ax

—2%, PUlS ;—a=—=xx—x—+:: (car —ux eft cenfé le
produit de x'par — 1 )5 enfin ' s —a=—=x —3; & ¥ =
+V ;—a.

L’équation xx 4 ax — & == 22, deviendra xx — ax —
x--{-%(.',g—%;z-—' Bietant —i—{;aa—%ﬁﬂﬂ -, & par com-
féquent * + 14 —1=—1 aa =+ ; aa —a +

A b T
V §2a— 22+ 1

it
_

i
4

2

276. REmArQUE., Quand une inconnue eft dans une équa-~
tion fous le figne /7, comme fion avoit e — 3} % ==5, onla
dégage, en la mertant d’abord dans un membre feul , puis
6tant fon {igne radical, & élevant 'autre membre au quarré,
Ainfi il faut écrire d’abord 2 — b=—=1"x, puis az — 2ab + bb
= x. De méme {i on avoit ex — V"x =15, on la réduiroit
i aaxx — 2abx —bb=—2. Mais {i on avoit xx—~ }/ x=—25,
«alors ce probléme deviendroit du quatrieme degré , parce qu'on
auroit x+ — 2bxx —~ bb == x.

277. V. REGLE. Enfin, fi on a plufieurs inconnues &
plufieurs équations en méme temps, on les fair difparoitre fuc~
ceffivement en fubfirtuant & chacune fa valeur.

Par exemple, fil'on a ces deux équations ax 4y ===0F,
% = by = a , dans chacune defquelles il y a deux inconnues
x & y , on pourra en faire evanouir unedes deux, par exemple
¥, en preaant par la tranfpofitton la valeur de y dans la pre-
miere équation ; & en fubftituant cette valeur 4 y dansla fe~
conde équation. Je tranfpofe donc ax , & Jaiy=—=5 —ax§

N
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'L équ ; ation , je mettrai b— ax ala'place de_y
wleiplié par &, je mu ‘Hp b—axparb, &
Donc cette n,(f‘w*de équation c’evicndra

2, daus laquelle il n'y a plus y.
ila faire évanouir x de la feconde équation,
leur dans la premiere ; en tranfpofant d’ '*.bord
nt ax = b — v, enfuite en divifant tout pargf
valeur de Tinconnue x qui devient x ==

T . . NP . E’_'1' 5
ffe mis daws la feconde équation —= 4 la place de
a

; ; b=y
x , ce quim'elrdonné — — by = a dans laquelle x ne f¢
@

trouve plus,
Soient données trois Lqu’ttlons X '_L"J’_!_f. et AL -—!-_y
), & —y — g ==¢;3 on pourra faire évanouir denx
: chacune par la fubftitution, en cette manierg,
Prenez dans la premiere la valeur de x , & vous aurez x =g
——:\,r 73 mettez g — y — 7 a la place de x dans les deux
utres €quations, & vous aurez ¢ —y —g —+y—zy=—»5, &
@—y—7—y—7=c, qui fe redmfent aa —-—2{__..5
& a — 2y ==, danslefquelles il n’y a plus qu’une mconnu&:'
{i vous voulez maintenant réduire la premiere équation 2 n’a-
voir que I'inconnue x , prenez la valeur de y & de 7 dans les
deux équations e —27=—=5, a — 2v.._c vous aurez d’abord
en n:m{pofam a—b=—27, & a — c= 2y; enfuite divi-
fant par 2 , vous aurez E - Y = 1 & —-2-.6 ==y - fubft-

tuant enfin ces valeurs a la place de y & de 7, dans la premiere
a=—C a—b
€quation , vous aurez x + —— —+ ==g; & tranf
2 2

i a—c a—b c+b
pmant, X T @~ — bl s
2 2 2 o

De la réfolution des Problémes par I Analyfe.

2~8. Pour réfoudre un Probléme, il faut d’abord confidé-
V4¢r Arsentivement I'état de la queftion, en diftinguer les condi-




De MATHEMATIQUES.
sions & les données d’avec les inconnues , exprimer le problé-
me généralement par le moyen des lettres , faifant enforte qu’il
en ait le moins qu'il eft poflible; & pour cela , il ne faut pas
défigner par difiérentes lettres des quantités €gales ou les parties
de quantit€s égales , mais feulement par une meme lettre avec
des dénominareurs ou des coefficiens, s'il eft 1 aire 3 il faut
enfuite exprimer chaque condition par une équation, Or pour
avoir une folution complette , il doit y avoiraurant d’équations
quily a d’inconnues. 1 faut enfin trouver par les Regles pré-
cédentes la valeur de chacune des inconnues. Les exemples

auront bientdt rendu familieres toutes ces regles.

279. I. Soit donc propofée cette queftion: Un pere & un
fils ont 100 ans entre eux ; lefils en a 30 moins que leperes
quel ¢ff Phge de chacun ?

Dans cette queftion je remarque det
voir 100 & 30, & deux incoi | :

Iige du fils. Yy remarque aufl . conditions ; Pune quela
fomme de ces deux Ages inconnus et 100, & l'antre que leur
différence eft 30. Ilfaur donc les exprin ‘

& ayant fuppofé 100 ==2, 30==14, I'}

Pige du fils ==y, je réduisle probléme a cetre que

nérale. Erant données la fomme & la différence de dena

titds 5 trouver chaque quantité. Je 'exprime ain i

Probléme exprimé en paroles. Probléme exprimé algébri=
quement,

On demande deux dges..... I %,y
dont la fommeeft 100==a.. [x+y=—¢a

& dont ladifférenceelt 30==b, | ¥ —y=—5

Jai donc les deux équations & +y=—a, X x —y=—5,
dans chacune defquelles il y a deux inconnues ; c’elt pourquot
je dois employer la fubftitution , pour avoir la valeur d’une des
deux , comme de y, & dire, puifque x —-y===4, done
(267) x—a—y, & en fubfticuant ¢ — y a la place de x
dans la feconde équation, jaiz —y — y == b, ou g — 2y==
b, & en tranfpofant ¢ — b=— 2y, enfin en divifant (271 )
A
~2—b == y: ainfi je connois la valeur de y, ce qui {uffit poug
répondre 2 la queftion.
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Par une opération femblable, on peut faire c’vanoufrj/ poue

S 1 ' a-b <o
avolr la valeur de »» , & on trouvera x=— — Ainfi I3

2 L]
queftion eft parfaitement rélolue ; car fi 3 la place de 2 & de
5. je fubflitue 100 & 30, jaurai o 109D e T30
s ] b 2z
Z et R Ve goll_ s
()y.\_h-yn-_- > ===3
ans, & lefils 37,

280. Obfervez que dans plufieurs cas, & nommément
dans celui-ci, on peut trouver la valeur de x en ajoutant les
deux équations du probléme; fi on fouftrait Pune de Pautre,
on trouve la valeur de y , & cela de la maniere la plus fimple,
Car en les ajoutant on a 2x=—a—+}, doli lon tire x ==
a—=&

§ 5 donc le pere avoit Gy

comme ci-deffus. En fouftrayant la feconde de la pre-
X :

: e a—b
miere, ona 2y —=g—05b; douy—
3 Y 3 Y 2
281. Puifque certe queftion particuliere a &té réduite &
n , . . » ' a—+
une queftion générale, il fuit que les équations & == "~
7
a—>b : 20 . 2
& y == ~— endonnent une folution générale; caril eft clair
2

que ces lettres repréfentant tous les nombres poffibles, toutes
Yes fois qu’on propdfera de trouver deux quantités x & y , dont
on connoit fa fomme 2, & la difiérence 5 , on verra quela plus
grande de ces deux quantités, qui eft ici défignée par «, fera
€zale 2 la moiti€ de la fomme 2—- 5 des deux quantirés done
8 a plus petite ','marqué;- par y, lera égale a la moi-
nce ¢ — & de ces mémes quantités,
Les &quations qui donnent la folution générale d'un
hi des Formules, parce 'f'.g!_l,-i)”:.li. repré-
le de réfoudre tous les problémes
qui ont les t ditions que celui qu'on a réfolu par ces
€quations.
: (oit cette queftion :
ont doniné er ts-aux pauvres 3 Pierre
plus que Jean ; c ont-ils denné checun?

5 Rt ‘ f ; A e
1l eft évident que ce probléme a les mémes condition

TE
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Je précédent , puifgu'on y dpq}andc deux quantités’, dont on
connoit la fomme 14 & la différence 4.5 Ceft pourquoi expri-
mant l'aumoéne de Pierre par x , celle de Jean par y, la
fomme 14 par 2, la différence 4 par 5, on trouy
a--b a—b

i :Eth‘;“'_“-::g, &_7:'__ —— e sl B 5. Donc

s 2

€ra x —

Pierre a donné 9 fous, & Jean e

Une formule exprimes en paroles y donne done une regle
a—-b a—b

genérale. Par exemple, les formules x — oK =y
quifont la méme' chofe que x =— ;a4 b, Gy=1Ip—=
2 b, donnent cette regle générale : Quand on connott la fomme
& la differenice de deuor quantites inconnues pour avoir la plus
grande o il faut ajouter la moitié de la difference & la moitié de Iz
Jormme 5 & pour avoir la Plus petite y il faut bter la moitid de la
difference de la moitid'de la _fomme. Plos d’une fois nous nous
feryirons de ce principe : & c’eft ainfi qu'en réfolvant par I'ana-
Iyfe des problémes particuliers ,”on découvre les proprictés gé-
nérales de la grandeur.

Nous avons difcuté cette queftion tout au long , afin qu'elle
puille fervir de modele pour les queftions fuivantes, Nous fe-
rons déformais plus fuccinéts.

IL. Exempre. Pierre & Jean ayant enfemble. 36 1. ont perdu
une piflole au jeur ; Pierre a perdu le tiers de ce gu'il avoir , &
Jean le cinguieme ; on demande ce que chacun avoit ayant Ie jeu ,
& ce gue chacun a perdu ? ;

Dans cet exemple, il femble d’abord quil y ait quatre incon-
nues, quoiqu’il n'y en 2it réellement que deux. Car quand on
connoitra ce que Pierre avoit avant le jeu, le tiers de cette
fomme fera fa perte, laquelle par’ conféquent ne fait pas pro-

ent une quantit€inconnue : il en eft de méme de la perte
de Jean, D’oti on peut faire cette remarque.

284. Le nombre des inconnues ne deépend pas di nombre des
demandss gifon fait dans un probiéme 5 mais il faur voir avane
que de determiner le nombre des inconnues s J£ la folution dune
demande ne donne pas la folution d'une autre,
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Queftion cxpmmee en paroles.

On demande deux qv.lam’.-'_és =
dont fa fommeelt 36 oua.
& dont le tiers de la pu,r‘wn, -
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Queftion exprimée algébri-
guement.

x4 97

X ty=—=a

X

X

pll.!b! \,ux I-’J.I.,ﬂ'!t.. de la fecon- S P Y

dc,t!’t L AR | PP A T e 5
Il faur d’abord delm de fractions la feconde équation
(2'7 1) qui d"\m}dna e 3y = — 155, &alors {1 on prend
Nt sy d dans la premiere équation, & fi on fubftitue cette
ur dans §x —+ J_y—ljb on aura ya — §y —+ 3y ==
156, & en rédufant, pus t1anfpoﬁ12t , 2y == ya— 15b,
§&i— 1

& ea divifaot (271), y== » ce qui fuifit pour la

2
{olution du probléme : car fi on fait les fubflitutions marquées
dans cette forr ““‘L , on trouvera y == 15 L. Jean avoit dong
15 1. & ena perdu 3, qui eft le cinquieme de 15 ; par confé-
quent Pierre avoit 21 L puifque Iy +21==306, & ila
perdu 7 L qm {ont le tiers de 21.
Si cependant on vouloit une formule par o , on trouvera e

p 156 — 32
faifant évanouir y , que x=— ———

-
III. ExemeLE. Un pere dans ﬁn zeflament partage tout Jfon

bien entre fes enfans : il donne ;z mzﬂ!j ainé 1000 écus avecle
fixieme de ce qui reflera apres g gu'tl les aura preleves ; au fecond
2000 deus dvec le fixieme de ce qui uﬂwa ai zrozfeme 3000
auf & le fixieme de ce qui rgﬂam_ s & ainft dejumjuf]u au der-
s qUi aura pour lui le refle de la pzzn' d'eﬁs_;nrej. Cette dif-
ition ayant été exécutee 5 chacun Seft trouve r:g.,lemsm par-
tagé. On demande combien ils étoient d enfants ? COIIIu.i:Is zls omt
eir chacun ? & combien le pere avort lzuﬁ dargent?

Quoiqu’il femble quil y ait ici ois inconnues, cepcndant
oa VoIt , en examinant de pres cette queltion , qu il n’y ena
qu’une , favoir le bien du pere: car quand il fera connu , on ef
Otera 1000 €cus, & on leus ajoutera le {ixieme du refte , ce
qui donnera la part de chacun; & en divifant le bien du peré
P T une L‘E, CCS n&lts Oon aura IC ﬂoﬂlble dLS p'll S, C‘ L- ‘d"‘)
celui des enfants,
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Je fais donc le bien du pere ==, les 1000 écus =4, &

je dis, quand lainé aura pris fes 1000 écus , le refte du

bien fera x—a; fur cela il prendra le fixieme, qui eft
B x—a PPy g g

— & fa part fera @ —+ —— » ouréduifant tout en fraction

Sa~-x

6
f;:f > fur quoi le fecond prend 2. s & le bien qui refte de=

(181), L'ayant 6tée de tout le bien, on a x —
Ll

2 §a - x 4 o] el S — Frg
vient & — = — —2a, qui fe réduit 3 e, dont

il doit encore prendre le fixieme , lequel par conféquent eft

X — 17a
De forte que la part du fecond eft 22—+ -‘;——(—7-
- 3)

arce que les parts fe font trouvées égales, on a équation
“g.z—l—g.a: §524 4+ 5x ¥ c,
- == _—»—?.., d'on 'on tire x ==
6X6

o it . :
25a. Ceft-i-dire, que le bien du pere étoit de 25000 écus :

chacun de fes enfans eur 15000 livres, & ils étoient au nombre
de cing.

IV. EXEMPLE. Trouver un nombre tel i'btant fan quadruple

IPLE 7 quadrup

de fon quarré s il refle 21,

Ce probléme eft évidemment du tecond degré, & Ia condi-
tion qu'il renferme , eft des plus aifées 3 exprimer,

L'équation eft xx—yx—11, & pour la rendre géné-
rale, foita =—=o21, b=—=4. Onauraa?®— jhx = 4. Com-

s - b2
plétant le quarré (275) , on trouvera &3 — px - — =, e

4

L ; e b b*
= 3 extrayant la racine, il viendra » — = — Va LAt
4 2 4
Tranfpofant & liul)f}imanr e N T
28y, Mais il faut bien remarquer que laracine de x3 — fx ~
B s b b :
5 et pas plutde x — S 2 que —x - -(209); puilque

P A - A -
fune & I'autre de es qUanuees ont exaltement le méme quarré.

3
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Ainfi route équation du fecond dégre donne toujours dewx valeury
di érentes de Tinconnue.

On les exprime toutes deux i la fois en mettant le figne ==
( qui fe prononce plus ou mozm) devant le radical. 11 auroit
donc fallu écrire Fata e B 3SR expre‘hon qui en
prenant le figne +-, devient x:'-::’] , & qui en prenant le
figne — , fe change en x =— — 3. Ces deux valeurs, quois
que fort différentes » n’en fatisfont pas moins au probléme :
1.°1e qua: ré de 7 eft 29, le quadruple de 7eft 28, & 4 49

2.° Le quarré de — 3 eft 9. Le quadruple d

ePf— 12 qm étant fouftrait de 9, donne auﬁi 5 (I‘{’A 3

286. De méme, {i on avoit p"opofe de trouver deux nom-
bres, dont la fomme ==17 ou 2, & le produit == 6o ou
b;oneten x+y=—=z, & xy==1», d’ot on efit con-
clig=—g & y=—=12, ot x=—12 & y=—4..Oril ¢
clair que foit qu'on fafle y=—5, & ¥ =—12; ou y =13
& x =5, les conditions du probléme font remplies. Dol
il fuit que zouz probléme dans lequel une des deux inconniies. peut
étre zndzﬁremmmr plﬂ" grande ou F[(fa.‘],m te que Lautre  eff un
probléme qui a deux [olutions , & qui eff par confequent du fecond
dfgrd

287. llarrive quelquefois qu'on peut 1-5;"0';;’1-;. par les mé-

thodes du premier degr pmbu:'n,a dont

"énoncé ferolt
croire qu'ils font du !

o:xd. Envoiciune *'p';.

Oﬂ Veut mettre -uUn corps ﬁ’d ffcfl'}).’f.f en L‘ﬂf."i.s’i O (’ arre , L'L'?.;!S
par une premiere di "*;; tion y il refle 124 fz_,f'mks a placer. On
en met donc un de plus fur chaque ligne , & il s'en fu:zt de 129
que le bataillon quarré ne foit com}iet. Quel ¢ft I nombre de ces
troupes ?

Commencons par généralifer ce probume. Nous aurots
par ce moyen la folution de tous ceux qui feront affujettis aux
mémes conditions,

Soit donc 2 1243 b=——= 1293 x—=1le nombre d’hom=
mes placés d’abord fur chaque coté; x—+ 1 exprimera [¢
nombre de ceux qui s’y trouvent aprés la feconde difpofition:
& nous aurons ces deux manieres d’exprimer le nombre cherché

%% +a== (¥ —+1 )* — b, Dongc réduifant, ranfpofants
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&2y 24b—1 b S ZLLY
& divifant, x == ————, formule qui fervira § réfoudre

o

tous les cas femblables. Car tel elt, encore une fois > le pré<

tage des formules, ‘
ons maintenant les valeurs de z & de 4 ;' nous trou-
rerons x == 126. Donc xx == 15870, Donc xx 42—
376 — 124 — 16000 hommes.
Pour picquer encore un peu la curiofité des commen-
leur quelques autres problémes; les
; es , les autres{ans {olation ,:afin

a0

L. Quel efl Ie nombre done le cinguieme éeant fouflrait 'du tiersy

: X
donne 8 pour refle ?

Soit 2 ==8 ;.2

==a, D'otx== —— Formule qui nous apprend
M=zl

que pour la folution de tous les cas femblables , il fuffit de mul-
tiplier ce qui refte par
fer enfuite par leur différence. En fubftirsant les valéurs don-
nées, on trouvera pour le cas préfent, x — 6o*

I. On a divifé un nombre par 6 , & Ie quotient s'efF trouvé
tel y gilen Uajontant au divifeur & ‘au dividende 5 on a en 69,
Quel ¢ft ce nombre?

s . X
Généralement. Soit e=—=6; s=0609. Donc x 4+ =~ =+ &
a

—b: doncorms i (_f;—f)_J : doncici, X S
a1 a——b

III. A& B Je font mis au jeu avec la méme fomme. La perte
de A oft de 12 1 celle de B eft de 57.- Enforte gr’a i fin du jew
Bra plus que le quare de Largent quirefle 2 A, Combien avoient
tls chacun avane que de jouer ? :

La réponfe eft aifée. Caronad'abord,, x» — 12— 57
X 4 ; & enfuite x =72.

En fubfticuant des lettres aux nombrés, on trouvera une {o<
lution générale ; & il eft utile de s’exercer & ces fortes de fublti-
tutions. '

8]
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IV. B, C& D on: mis feparément a la loterie. La mife de B
- celle de C=21 [ la mife de B + celle de D=— 241 Celles
de C& de D == 27. Trouver chague mife.

Soita=—=21; b=—24; ¢==27. Il femble qu'il y aitigj
trois inconnues , & en effet les trois équations conduiroient par
la voie des fubftitutions (577) a trouver leurs valeurs: maisil
eft plus fimple d’y parvenir par la voie [uivante.

Jappelle x la mife de B ; donc a—x eft lamifede €,
& b—x eft cellede D. Or pai la troifieme condition , 2 —zx

D) J0i Pt e e BohE S e e

2 2
91 Dot ontire 12 & 15 1, pour les mifes relpectives de C&
de D,

V. Une perfonne ayant de }zzm:.r dans fes deux mains , en
}‘n nd un de la droite i;.ur les mcm ra ceusrde la gauc he, LJ;ar-
1z il Sen crouve autant dans I'une (;zze .::z.zs Lautre. St elle en elit
_]:zztquﬂr deux de la gauche dans la droite 5 cette derniere main
en elit contenu le double de ce qui ferott reflé dans U'autre y combien
¥ en ayoit-il d abord dans chague main ?

Soit x le nombre dLS}UOI‘S de la droite , ¥ de ceux dela
gauche. Pul la premiere condition , ¥ — 1 ==y~ 1; parla
{econde , & —+ 2 2y — 43 & fOLﬂhuV ant ie”uanﬂn pré-
cédente de celle-ci, ona 3=—=y — : 4 oly=—=8, & pat
conféquent x==10.

VL. .Un Orfevre achete pour 318 livres une mzzﬁ:z de metal
eompofee de 3 onces d'or & de § onces d"..zrgerzr: : il achete 5‘22 L
une aiire m;:j"c cnr’/:-n ¢e de 5 oncesdor & de 77 onces d Pargent,
On dcmm;c’c lavaleur de Ponce d'or & celle de Ponce d’argent.

r &y, les valeurs cherchées; 318 25832 = b done

3:» ~+ gy =—a; 2.° s¥ ~~7y==>. Je multiplie la pre=
miere équation par § , la feconde par 3, & je fouftrais le fe-
cond produit du pla,migr. It me rcﬁu 4y=—=75a— 3b; d'ol

Gd8e v == 06 1,

289. (_:" trouvera le méme réfultat par la fubflirution : mais
ul w’en eft pas i prompt que par ;a méthode abrégée dont
cnons »er ous Li\ e .1':.!t.' C “:‘

tions par des nombres tels quen

SCD Lyog
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un produit & Pautre , Pune des deux inconnues difparoiffe aufii-
16t. Or ces nombres font faciles a trouver. Ici, par exemple,
il éoit évident que la premiere équation multipliée pary, &la
feconde par 3, contiendroient Pune & autre — Isx. Donc
par la fouftraction, il ne devoit refter que des_y.

2¢0. Remarquez maintenant que § & 3 font les coefficiens
réciproques de x dans les ‘deux équations, & que fi on les eiit
multipli¢es par 7 & par 5, qui, font les deux coefficiens de y,
on auroit eu 35y dans chaque produic, & par conféquent il he
feroit refté que des x apres la fouftra&ion.

Nous donnerons encore un exemple de cette abréviation.

VIL. Quel efl le prize de trois chevaux , dontie premier plus
la mottié du prix du fecond & du troifieme === 25 piffoles ; dont
le fecond plus le tiers du prix des deusx autres == 26 piffoles ;
dont enfin le troifieme plus la moitid du prix des deux autres =
29 pifloles ?

Afin d’évirter les fra&tions, j'appelle 6x le prix du premier,
Gy celui du fecond, 67 celui du troifieme , & pour abréger, je
faisa::zy X b:26, c==29,

Yai donc ces trois équations,

Ajoutant la premiere 2 la troifie-¢ L 6w 4 3y 4 37===4
me, je trouve 9x — Gy — 97 < I 6y 4 206 - 27==4
= a —+ ¢, que je multiplie par 2. § IIL. 67 4 3% 4 3y==¢
Le produit eft 18x =+ 12y

187 = 2a -+ 2¢. Ce produit comparé i celui de la feconde
¢quation primitive multiplide par 9 , peut en ére fouftrair, &
du méme coup les x & les 7 difparoitront.

Le refte fera 42y == 9b — 22 — 2¢ ; d'ottje tire Gy
g9p—22—2c __  234— 50— 8

‘ == 18 piftoles. Cleftle pri:
B+ 7 7
du fecond cheval.

Pour avoir celui du premier , je fubftitue la valeur trouvée
dans les équations I & II, ce qui,
les change en celles-civouuenn..

Et multipliant la premiere par 2, la )
feconde par 3, il vient........
D'ot je tire,, par la fonftraction 6

— 36 =24 — 3b; donc 6x=—=328, Ojj

63,+9~1—3L_—__.:.
18 —+ 20— 27 ;

12 ~ I8 ~= Gy
G —— 54 0y —= 34

SCD Lyon




108 LEcONS ELEMENTAIRES
Donc 6= 16. Les prix demandés font donc 8 piftoles
our le premier, 13 pour le fecond; & 16 pour le troifieme,
VI1II. P[’fct.lr.r Perfonnes voyageant enfemble 5 Jprm.ﬁ ent une
youture qui leur cotlite 3421 Le v oyage fc;ur 5 trois de ces voya-
geurs s dchappent f'ns p’}f ; enforte que ceux qui rjzf‘ht fong
obligds de payer 19 L de p‘.‘.r chacun , pour faire le prix convenn,
ét it ..’ ctozeni-ils .c, ;lug.u’f ¢

342
, leur nombre ; donc 22 la part de chacun, fi rtoug

avoient payé. Mais tr fo 1t enfuis 3 ceux qui reftent
{ont donc au nombre de’ x — 3, & leur part doit érre 347
X
~ 19, Celapofé, ileft clair que toutes ces parts réunies dois
AR )
342

vent faire 342 1. “On aura donc | L) & 3

apres avoir réduie & divilé, xov — 3%

tions, la premiere .,i1

) wsétolent do c
X. On demande il y a x nombres tels que _’e Hui de leur ﬁxn‘me

foit éxal an triple de | : > en fuppofant que le triple de leur produit
¢t luz-méme égal

Soit x , le plus
fa prcm:cr; CC ~'1d itio
¥t — e,

L‘E cette dernte XE=Y - 23 G
la p!'\n:.dt:" : A

1 dl:‘ el {: Lﬁhu. Il-[ f{}"cnf{:
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ﬁ vous ajoutey enfemble la moitié y le rz'ars, & le quart de ce que
Jen ai, l/zjommz_’/urp.’l fJera d'un le nombre que vous demandeg,
XI. Un pere a 5O ans fm fh en @ 12, Quand eff-ce que
I mg m: pere pr‘ﬁr.z e le triple de celui (’Uﬁh
XII. Une perfonne ch Grinhlih voulut un jour faire laumbne &
pl ﬁ urs pauyvres y & donner ¢ ‘valement a tous. IDabord elle avoit
pr }_“v de donner 3 _,ﬁ:-':; & chacun > mais il lui auroit fallu g
Jou de plus > elle ne leur en donna done que 2 4 & il lui en
”f(‘z 2. Combie evoit-il de pauvres 2 combien cette perfonne
;zy.).ff elle dy.. :

XIIL. Un ouvrier navoit plus que 6 1. iﬂr@.z on lui paya cing
ﬁ:u‘.u.:::r de travail. Quinge jours a apres il avoit déja d;})en_[& les
tois quarts de mf'f/én argent : mais ayant recu le prix de fon
n':-:f:zit' ] ur ces quinge jours o il fe trouva avoir 21 1, Que
agnott-il par femaine?

XI \ Le [cﬁ.uu:.’:: un oncle porte que chacun de fes nevenx
atra 120001, & chacune de /74‘ nieces 9000 fur /;vﬁ}mmv de
120000 /. qu "1l leur las /e apre ’J‘J‘.L mort. Par cette vz; (pofition il

ne réfle ri uz (":, cette fomme. 51 a cof'f«‘.me c:'mﬂue niece eur e
"’“‘“O! & ch 2giie nevei Q Of‘o s i feroir rc/'f’ }UJO! Trouyer
le nombre des neyvenx & celui des nieces.

XY Un chaffeur promet & un autre de lui aa,’:wr une fomme

b, routzes les fois qu’il manqguera fa prece de gibrer. Cet atitre &
jc”z tour §ern u.’.*c’ & lui kayer une fomme c

2L toutes les fois gizzl
coups de S fufil 5 il pert rzr'.:wr,

Jetrs ne _/a doiine rien s ou que le premier
fw redey 7’41{. 1211_/:.£01sz ou le fecond au bzr d’une guanticd d,
mehr une formule q i faffe connoiire ?

.«J
I!J/ a en de COUPS mnar. _r‘,;.‘ £8.

n de

1
nere N ae

5.
!z ft.‘f.’."u A pre

ans les trozs cas combien

f}c.fi

Orfque dans un Probléme, il v a une inconnue de plus que
de ch'\nr-us > on ]ﬂnwi indéterminé, Si le rm‘*b:e des

1017
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récédentes , que réduire ch:lqu° équation 4 n'avoir plus que deuk
inconnues , & alors on eft obligé de fuppofer une valeur a uns de
ces deux inconnues, afin que la valeur de lautre foit détermi.
née en vertu de cetre {fuppofition & des ccnduons du p‘obu.,ve-
de forte que Ie probléme peut avoir autant de folurions , qu'on peut
fuppofer de valeurs différentes 4 I'une des dem: inconnues.

Soit , par exemple, cette quemon : Trouver trois nombres X , YalZs
dont [z fon ..'"ju,. 105 5 & qui aicnt entr'eux une méme différence.

Les conditions de ce pr obléme ne peuvent s’exprimer que par ces
deux equafions, x +y 4+ =105, & x—y=y—z. Prenap
donc dans lafeconde la \-'.11-'—3:.1“ dex=2y—7, & fllbfhtuarr danslg
pre:nigru, ontrouveia y =35, & par con( quent x ~135 <75
105 , doulonrire x + 7 =70, de laquelle equation on ne peu

vanouir ni x ni z. 11 faut donc {uppofer quelque valeur a uae
Anues commea x, & on en aura une de g: faifant par exems
pie, £=10, omauray _60 & les trois nombres 10 2 35,6
L faire a'la queft 1051.. Etfion fait x =12/, on aura 73
&: les trois nombres , 12, 35, 58y {‘a.isxa;rfmt aufli.

On voit :1"”“*" que ce prohIcm\, peut avoir 69 folutions en notm.
bres entiers & pofitifs , parce qu'on peut {uppofer x égal fucceflives
ment 4 toy ISLDDOH:‘)I‘LS depuis 1 jufqu’a 69 , mais non au- de‘a,
parce gue la fomme des deux inconnues eft 7a. 1l peut cepend dam
avoir une infinit¢ de folutions, en fuppofant x égal a tel nombre

dl. e que 70, pThs telle fraétion qu’on voudra.
a folution de ces fortes de problemes foit plus cus
e qu’v e, il eft bon cmmdum de connoitre un peu plus en de-
maniere de f s réfoudre 3 & comme il eft rare que Fon ait hes
{oin des valeurs négatives ou fraftionnaires des i mconnues, nous ne
ch:rcherons ici que leurs valeurs pofitives & en nombres entiers.

Soit donc , en general , I'équarion ax == by —+ ¢, a laquelle tout
]‘m“' dme indérerminé du premier dégré peut étre rcdmt z,b,cen
priment des nombres entiers & connus. On mettra d’abord certe

by -c¢
¢quationfous cette forme x— —— , & puifque x doit étre un
by ¢ a
nombre entier , doit Pétre aufli. Mais au lieu d’acrire tout
. a
au long ces mots , nombre entier , nous les défignerons par Ja lettre E.
b_y —+c
Cn aura donc — 5

a

fu ite on chhng*ra cette expreflion en une autre , ou y ait pout
“Cette transformation peut fe fa:re en divifant,

ant , fouftrayant, ou ajoutant felon les divers cas , comme

a ."' le voir ; & par ces opérations on paryiendra bient6r a une e
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y+d :
Prg{i";on de cette forme, = E, dou l'on tire y=aE —d.
a

Maintenant , prenons pour E telle quantité numérique que 'on

voudra , pourvu qu'elle {oit entiere & pofitive , 4 commencer mé-

me par zéro , lorique — 4 eft un nombre pofitif. Il eft clair qu'on

trouvera les différentes valeurs de y, 4 comprer de Ia plus petite.

Ces valeurs , on les fubftituera dans Péquation du probléme , &

chaque fubftitution donnera une valeur correfpondante pour -x.

Queiques exemples vontrendre cetre mérhode fore intelligible:

Je fuppofe donc que l'on cherche toutes les valeurs entieres &

pofitives de x & de y dans I'équation 3x == 4y + 5. Je fais d’abord

4Y 5 y+=2
r— =y —+1+ (en divifant par 3. Mais cette va-
3 y-t2
leur de x doit étre un nombre entier. Donc y+1-+———=FE;
3

& puilque y doit étre auffi un nombre entier , il faut bien que
42 Y2

le {oit de méme. Jaurai donc =E; d'oliy=3E

—_,

34

2

ela pofé, je fais E==1 ( & non paso, afin d’éviter la valeur
negative — 2 pour y ). J'ai donc y==1. Donc x= 3. Je faisenfuite
E=2, donc y=4, ce qui donne x==7. Fallant E=3, je
trouve y =7, d’ou la valeur correfpondante de x eft 11,

Je difpofe ainfi ces valeurs; & ¢ y==1. .. 4. .. SRR o
je remarque qu'elles font en pro- 1x=3. . . 7+ 5 Wil &e.
greffion arithmétique.

La différence de la premiere progreflion eft 3, coeflicient de x.
Celle de la feconde eft 4, coefficient de y. Rien donc n'eft plus aifé
que de trouver la fuite de ces valeurs, & de voir gue ce probléme
a une infinité de folurions.

294. Et qu'on ne penfe pas que Pon {oit tombé par hafard fur des
progreflions arthmeriqies. En y réfléchiffant un peu, on verra
bien que c’eft une fuire néceffaire ¢ la méthode. Ces progiefiions
ne font cependant pas infinies dans tous les cas, dans ceux s par
exemple , ou le coefiicient d’une des deux inconnues eft négatif.

Exempre. On demande , en nombres enticrs » toutes les valeurs

pofitives de x & de y dans Péquarion 9x = 2000 — 13y

S00—13v 2 4

2
On a dabord x — ——-- =E ; enfuite, 22K, éa

o

S
. ., » + = -
divifant par 9 , ou ce qui eft plus fimple , en fupprimant tous les g
: 2= 4y 4—8y
{54). Maisfi —— " eft un nombre entier , doit en étre
9 9
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- : 9y :

un aufli. Ajoutant donc — , qui en eft unautre, a cetre derniera
o s g o '

quantité , & réduifant , on aura =E; dolt I'on tire y =¢E

9
~— 4. Pour avoir mamteqwr toutes les valeurs de ¥, &4 commencer
par la plus punte » je fuppofe E=1; donc By fiE=2,/§
Co e (L y—..),&\..&c.
2000—13y
Subftituant ces valeurs dans Péquation x = » 2 trouve
6]

2x=18¢, &c. &c. & difpofang

LS sl il a0y e g s gl
ainfi toutes ces quantites ,

s ML & SR

XF==215. . . 202 139. & . .
Je ne tarde pas & ruon*‘omc que les differefice
greflions font les coefficients T(‘C‘rjlot’L"&a des deu
que par conféquent celui de y étant né
fe trouveront en foultrayan 3de la valeur pr._.,,:fg: 3
fouftradtions réitérées doivent eiifin épuifer le nombre des valeugs
pofitives , & on voit b“_ n dan3 cet exemple , qu'il n’eit pas pofiible
d’en trouver au-defious de 7.

Bien loin donc que les deux progreflions {oientinfinies , on trou-
vera tout de {uite le nor bre d Teurs termes, en divifant la plus
grande valeur de x prtis le coefiicient de y , & en ajoutant une unité
au ('[1.10’1"1' . Ainfi 25 = 16 ¢avecunrefte 7 quieft, & qui doit étre,
la plus petite valeur d\. 2 1l v a donc 17 valeurs de ces inconnues
qui fatisfont au probléme.

Cela eft géncral pour toutes les équations {emblables , dont les
coefiiciens {ont des nom! res premiers entr'eux.

On appelle ainfi les nombres qui n’ont d’autre divifeur commua
que I'unité. Et comme toutes les autres équations peuvent étre ri
menées a cetre forme , en Ic divifant par le plus grand commun di»
vifeur des coefliciens, > il eft clair que la méthode eft generale.

Ces détails {uflifent pour Pinteiligence des deux ex u‘.n'es {fuivans.
1.° Un marchand doit 1200 L. & au défaut &’ argent,'il ofire deux for
tes de marchandifes en paiement. La premiere vaut 7 1. aune , &
feconde 5 1. Trouver de combien de manieres il peut acquitter 2
dette.

Soit x le nombre d’aunes de la premiere marchandife, & y celui
des aunss de la feconde. On aura yx 4+ 5y = 12001. doit =
1200 —35¥ el 1, I 12 — 20f
————; d'oltencore, =E; &par conféquent —_

7 7 /_—_'E;
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21y 12 — 20¥ 12y
= E ; donc — - = E. Donc enfin y=7E
/i 7. 7

— 12.

S$iE=12,y =2, & c’eft Ia plus petite valeur pofitive dey. En
1a fubflituant , on trouve x =170, ceft {a plus grande. Apres quoi,
£ on fuppofe E=13, onaura y =9, & x = 165, Le refte va de
{uite. Les deux progreflions ont 35 termes chacune ; il y a donc 35
manieres différentes de faire la fomme de 1200 1. avec des effets dont
les uns valent 7 1. & les aurres .

[1.° Un laboureur a donné des agneaux en échange pour des bres
bis. 11 eftimoit 4 . chaque agneau , 91. chaque brebis, & il a donne
15 L en fus. Trouver de combien de facons il a pu varier fon mar-
che.

x , nombre des agneaux , y , celui des brebis. Donc 4x+ 1513

9y—15 <8
= gy. Donc x = ; donc :=E; doncy=4E+3; &

4 4
fiE=o0, y=13. C'eft le moins qu'il ait pu prendre de brebis , aud
quel cas il a dit livrer trois agneaux. Si F=1, v—7 0 x—1%
La marche des deux progreflions eft manifefte , & puifqu’elles vont
toutes deux en croiffant, on peut varier a l'infini les {olutions de ce
petit probléme.

295. Quand ces fortes de queftions renferment quelque abfurdite,
on la découvre bientdt par le dernier réfultat du caleul. Cleft alors,
ou un nombre impair a divifer par un nombre pair, ou un plus petit
nombre a divifer par un plus grand , ce qui ne pourroit donner
pour quotient un nombre entier. 6x= 6y +7 eft dans le premier
cas. 14x = 4y — 11 eft dans le fecond. On n’a pas méme befoin de
galcul pour le voir. :

296. On voit bien auffi que la méthode prefcrite pour la folution
des problémes indétermines du premier degré, eft fondée fur cet
unique principe , que des nombres entiers , ajoutés ou foufiraits ,
ou multipliés par d’autres nombres entiers , doivent toujours don-
ner des entiers pour réfultat. Or ce principe eft évident.

297. Ajoutons a cette méthode celle de réfoudre les problemes
femblables au fuivant. Trouver un nombre x qui étant divifé par
des nombres connus 2, b, ¢, &c.donne pour reftes d'autres nom-
bres connus auflim, n, p, &c.

x—n
Il eft clair , d’apres cet expofe, que eft un entier , ainfi
b o

a
que , &c. On a donc x=4E +m(293), & fubftituant
b
R
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aE —4-m—n
cette valeur dans la feconde quantité , on aura =5

( On prononce E prime, & par cette lettre on entend ici un nombrg
entier en geéneral , comme par la letrre E). Cherchant enfuite [
valeur de E par Ia méthode qui a fait trouver ci-deffus la valeur da-
¥ » on la fubftituera dans I'équation x = 2E -+ m , & cette nouvells
expreflion de la valeur de’x , étant une fois mife dans la troifiems
.'X"-"P ]
quantiteé » Ofl trouvera encore un nombre entier que nous dé.
c

fignerons par E' (E feconde). Le premier membre de cette équatiog
contiendra E', qu’'il faudra déterminer comme ci-deffus , & Von ap-
ra enfin la valeur de x en nombres connus & enE", ouen E" (!
tierce ) , ou, &c. felonle nombre des divifeurs. On prendra alors
pour le dernier E relle quantité entiere que I'on voudra , & bientit
on aura déterming Ia fuite des nombres qui peuvent fatisfaire aug
copditions du probléme.

ExemprEs. Quels font les nombres qui étant divifes par 5 & par
7 donnent 4 & 2 pour refles.

X—mig P sE-42
Ona———=E, & =E. Doncx=3E-+4; donc--——..‘

2 7
15E+4-6 14E
= E'; donc = E'; & fouftrayant —— , on aura E=7E

4 7
— 6. Sionfuppofe E'=1,onaura auiE=1, donc x=¢; &
c’eft le plus petir des nombres cherchés.
Pour avoir les aurres , on fuppofera E'=12, ¢e qui donnera x=

44. SiE' =3, x=79 ; & ainfi de fuite, en ajoutant a chaque va
leur l:récé te le produit 25 des deux divifeurs 5 & 7 : car puifque
35 elt divifible fans refte par § & par 7, il eft clair que 35+ ¢ ou
44, que 70 -+ 9 ou 79, &c. donneront les mémes reftes que le
plus petit nombre g,

Un avare a dans fon coffre fort plufieurs facs de 1200 L. chacun.
En les comprant un jour trois 4 trois , il men trouva aucun de refle.
1l les’compta un autre jour fepe a fept, il nen refta qu'un. Les
comptant 1ne auntre fois dix par. dix, il en trouve fix de refle.
Ne pourroit-on pas deviner combien il en avoit, fachant d'ailleurs
qu’il en avoit plus de ceng, mais moins de trois cents ?

g Soitx le'nombre de ces facs: E, E', E' défigneront 2 Tordinaire
x x—1 G
des entiers 3 &l'on aura = =E;

a

P
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3E—1
' miere expreflion donne x = 3E. La feconde , — FE': done
15E—5 : 24k Fiay s
_/__ fera un entier , & fouftrayant —— de ce dernier nombre ,

; 7
le er’:e en fera un aufi. On aura donc E =: 7E' =+5. D'oux =
21E' =4 15.

Subftituant cette valeur dans la troifieme expreflion , il viendra
21E'-49 y
————=F'. Dou E'=10E' —g. Si on fait E¥==1, on aura

10 ' .
x=16; 8 ce fera le plus petit des nombres qui divif¢s par 3, par
7, & par 10, auront pour reftes, o, 1, & 6. Pour trouver le
fecond nombre , on fuppofera E'== 2, doux=1246. Si E'=3,
x = 456. Donc le nombre cherché de facs eft 246.

298. Remarquez que la fuite des nombres 36, 246 5 456 , &c. fe
forme en ajoutant au nombre qui précede, le produir 210 des trois
divifeurs 3 , 7, 10, & cela aura lieu toutes les fois que les divifeurs
feront des nombres premiers entr’eux, (297). $'ils nel'éroient
pas , la progreflion formee par 'addition de leur produit, ne con-
tiendroit 2 la vérité que des nombres propres a fatisfaire au pro=
bléme : mais elle ne les contiendroit pas tous.

29g9: Dans les problémes indéterminés du premier degré, on peut
donner & I'une des deux inconnues une valeur arbitraire, a moins
que I'état de la queflion ne le comporte pas ; comme s’1l sagifioit de
trouver un nombre de chofes quon ne plit repréfenter par des frac=
tions , un nombre hommes , par exemple , &c. Mais dans les pro=
blémes indéterminés du fecond degré , on n’eft pas libre de donner a
une inconnue telle valeur que 'on veut. Il faut que cette valeur ne
rende pas négatif le quarré de Pautre inconnue : car un quarré néga=
tif eft une quantité impoffible

300. On appelle racines imaginaires , célles des puiffances impof-
fibles. Ainfi y/—xx, y/—x* font des racines imaginaires ; & c’eft
avoir démoniré qu'un probléme eft impoffible , que davoir trouve
imaginaires toutes les racines de fon équation. En géneral, un pro-
bléme contient autant de cas impoffibles , qu'il y a de racines-imaginaires
dans Péquation qui Uexprime.

Si quelqu'un , par exemple , demandoit deux nombres quarrés
dont la fomme fit égale 4 une quan:ite entiere, pofitive , & connue,
il feroit aifé de lui faire voir que cela eft impoffible , .a moins que
chacun de ces nombres quarrés ne foit plus perit que la quantite
donnée , & que leur différence ne foit un quarré. En effer I'équa-
tion x* 4y* —a, donne x=y/z—y*, dol on ne tirera jamais
une valeur entiere & pofitive de x, tant que — y* ne {era pas un
quarré parfait.

A
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Je fuppofe donc y =1, & a=17. Alors x fera=4. Siy=3;
6u 3 , point de valeur enticre pour x. Siy =4, x fera=1. Au-
deld de cette valeur de y , toutes celles de x feront imaginaires.

301. Mais fi on cherchoit deux nombres quarrés dont la difi¢-
rence fit entiere, politive & connue, I’équation x* —y® =gz,
donneroit x =y/a-y*: auquel cas les valeurs de x dependroieng
de celles de y* qui érant ajoutées a a formeroient des quarrés par-
faits. Par exemple , i a=17, y* doit étre == 64, ce qui donnera
W ==0.

Or’pour trouver facilement ces valeurs, fuppofons que la {omme
des racines cherchées foit x, & que leur diffcrence {foity. Done

x=+y Xy
(283) la plus grande fera ———, la plus petite ———; &
2 2

par conféquent au lieu de l'¢quation x* — y* = a, nous aurons
x° 4 2xy - y* — aF - 2xy —y?

) '_}/:H.

4

302. D’outil fuit, 1.° que la différence donnée eft toujours égale
au produit de la fomme’des racines par leur différence. 2.° Que
pour avoir ces racines en nombres entiers , il faut que leur fomme
& leur différence f{oient deux nombres pairs ou deux nombres im-

airs. Si l'une étoit paire & lautre impaire, on trouveroit des va-
eurs fra&ionnaires dont la différence des quarrés fatisfairoit encore
au probléme.

Cherchons maintenant deux quarrés dont la différence ("1 X 6o
foit 60, & pour cela fuppofons x==la fomme de leurs | 2X 30
racines , y = leur différence , 2= 60. Nous aurons xy = [ 3 X 20
a = 60. Or 6o peut également provenir de % 4X 15

Et parmi ces fateurs, il 0’y 3 que 2X 30, & 6X10 qui | §X12
{oient tous les deux pairs. 6X10

x4y

Je fais donc x =2, y=j30; donc =R
[x—y 2

=14. Voila déja deux nombres dont les quarrés diffcrent

2
de 6o. Je fais enfuite x =6, y=10; donc 8 & 2 ont la méme pro-
priété , ce qui dailleurs eft évident. En fubftituant les autres fac-
teurs , on trouveroit les valeurs fracionnaires,

W o
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Introduction & la Réfolution des Equations des degrés
Juperieurs,

303 L Es plus célebres Analyftes {e font occupés fucceffi-

vement de la rélolution des Equations, comme
d’une théorie fort utile. Mais lorfqu’ils ont voulu la traiter dans
toute fon étendue , elle leur a paru {i compliquée , qu'ils y ont
prefque tous renoncé pour fe livrer & des dérails. Au défaut
des méthodes directes, ils ont eu recours aux méthodes d’ap-
proximation ; & lorfque les regles générales fe font refufées a
leurs efforts , ils en ont accumulé tant de particulieres, que
Pon peut déformais avoir , finon des racines exactes, au moins
des racines trés-approchées de toutes les équations. Nous al-
lons faire connoitre quelques unes de ces regles , aprés avoir
fait fur la nature des €quations en général les remarques fui-
vantes.

304. Il eft clair quen tranfpofant tous les termes d’une
équation dans un feul membre, ces termes fe détruiront mu-
wellement. Ainfi toute équation peut étre réduite & navoir que
zéro pour fecond membre. Si on a, par exemple, x? 4 a2? —
2ax , on peut en déduire x* — 2ax —+ a* == 0. Or dans cet
€tat, le premier membre peut étre regardé comme le produit
de x — a par x — 2 ; & puifque ce premier membre fe réduit
i zéro , il faut bien quex = a, ou, ce quirevient au méme,
gue oc — 2 =—0.

305. Mais parce que ceft ici un quarré parfait, un de fes
facteurs ne peut étre égal & zéro , que Pautre ne le foit aufli : an
lieu que {1 on efit eu x* — ax —- 2b = 0, un feul des facteurs

— bx
% —a, x — b égalé a zéro et {ufli pour réduire i zéro le pre-
mier membre. Les fuppofer tous les deux & la fois égaux &
Z%ro, ce feroit regarder 2 & b comme néceflairement égaux
entr’eux, ce qui ne feroit pas exact. _

306. Le premier membre d'une équation’ tran/pofée eff donc le
produit de plufieurs fadtenrs égaux ou indgaux. Lorfqu'ils fone

SCD Lyon 1
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tous égaux y ils [e réduifent tous @ 7éro 3 & quand ils font iné=
gaux 5 un feul doit étre egal a zéro,

307. Cherchons d’apres cela le produit des quatre fadteurs
x—a,x—b, x—c, x—d, en fuppofant que I'un d’eux,
wimporte lequel , foit égal & zéro. Nous trouverons,

x+—ax3? -+ abx*— abcx —+ abed == 0.
—b —ac —abd
—c¢ +ad —acd
—d —bc —bcd
~+bd
‘ —cd

Or de cette équation & de toutes celles que P'on peut former
de la méme maniere , on doit conclure qu'une équation dont le
degré eft généralement exprimé par m, a pour premier terme
%™ , Ceft-a-dire , 'inconnue élevée a la puiflance que déligne
le nombre des facteurs de cette équation.

Le fecond eft x»— avec un coefficient égal i la fomme de
toutes lesracinesa, b, ¢, d, &c.

Le troifieme eft x™—2 avec un coefficient égal 2 la fomme
des produits 26 , ac , ad bc, &c.de ces racines prifes deuxd

1
deux.

Le quatrieme eft x”—3 avec un coefficient égal i la fomme
des produits abc , abd , &c. des mémes racines prifes trois a
trois ; & ainfi de fuite jufqu’au dernier terme qui eft toujours le
produit de toutes les racines.

508. Il n'en faut pas davantage pour trouver la formule qui
fert 3 élever un binome quelconque x ~- 2 & une puiflance
quelconque m. Il eft & propos de lu bien comprendre , & de
sen rendre 'ufage familier. ‘

Pour élever le binome x 42 2 la puiffance m, il fautle
multiplier m — 1 de fois par lui-méme (204.). Ainfi le dé-
veloppement de cette puiffance doit étre regardé comme le
produit d’un nombre m de faGeurs tous égaux ; & fi x4
—— 0, tout ce que nous venons de dire dune équation du de-
gré m aura lieu pour la puiffance m de o —+ a.

Enforte donc que le premier terme fera x™ 5 que le fecond
fera x™—* précédé d’un coeflicient égal  la fomme de toutes
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fes racines. Or dans ce cas, chaque racine eft 2 s leur nombre
eft m. Donc leur fomme eft ma. Le fecond terme {era dong
m‘zxm—l. p

Le troifieme doit ére sm—: pécédé d’un coefficient égal 3
la fomme des produits de toutes les racines prifes deux 3 deux.
Ce coefficient fera.donc 22 multiplié¢ par le nombre des produirs
que peut donner un nombre 7 de letrres a,b,c,d, &c. pri-
fes deux i deux. Pour le trouver, ce nombre , remarquez, 1.°
qu’il doit érre la moitié de celui des letrres qui fervent 2 for-
mer tous ces produits. 2.° Qu'il faur répéter chacune de ces
lettres le méme nombre de fois, ceft-3-dire, m —1 de tois,
puifqu’il faur les multiplier chacune ¢parément par toutes les au-
tres. Lesnombres des lettres qui forment ces produitseft donc
(m—1), & par conféquent celui de leurs produits deux & deux eft
g Ainfi le troifieme terme fera f:nl:l-) @ W,
L]

~

Le quatrieme doit avoir pour coefficient la fomme des pro-
duits que l'on peut faire avec lés racines prifes trois & trois; &
comme ici toures les racines {one €gales, ce coefficient doit
étre 23 multiplié par le nombre de produits qui peuvent réfulter
d’un nombre m de Jettres a,b,c,d, &c. prifes troisa trois,
Or, 1.° le nombre de ces produits ne doit étre que le ters de
celui des lettres dont ils Tont compofés. 2.° [l faut répéter cha~
que lettre le méme nombre de fois » & ce nombre ef défigné
par celui des produiss des autres lettres prifes deu ; 3 deux, Puis

5 . M1 - :
donc que le nombre de ces produitseft ~—- ) lorfque celui
)

5 . s n—x (rfr =2
des lettres eft /7 s 1l eft clair qu'il fera (————}-—-—)
2
celui des lettres fera 1, comme dans le cas préfent. Le

nombre des lettres qui forment tous Jes produits abe , abd, &c.
mim— 1Y (mieg

lorfque

doit donc étre

m ( m— 1 ) M—n ) 7

‘—————X~(--—-—— > de forte que le quatrieme terme fera
Gk

Bim—y .

— TR s,

2«3

. Celuides produits fera done

SCD Lyon 1“
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Formant de méme les termes fuivants, on trouvera que

m.m—1
e B B T e T VoL A e
2
m.m—1m—2 M.om—T .M —2 . m—2
—_ ad3x”T 3 atx—4
244 ) 274
+ &c. & quen général (a==b )" —=a" ma™ b —~
m.m—1 m.me— 1 .M—=2
: am=2bi= a”=3b3+ &c. == &c.
2 2.3
Pour faire quelqu’application de cette formule, cherchons
d’abord la cinquieme puiffance du binome 2 ~+ 4. Nous trou-
verons a5 —— §ath -~ 10a36* — 104b3 —~ gabt + LS. Car
m = 5 dans ce cas; donc a” =45 ; donc ma”"1b = 5ath;
m.,m=—1 - LA .
donc am=2b> = 10a3b* 3 ainfi de fuite julqu’an fixie-
2

o it maome—1. r.r; 3,,:1:5 3.4 am=sbs qui fe rédtil
3 #5. Le calcul ne peut s’étendre plus loin dans cet exemple,
parce que tous les termes qui fuivent, ayant au nombre des
faceurs de leurs coefficiens 7z — 5 lequel {e réduit ici a zéro,
ils 8’y réduifent auffi.

Cette formule peut également fervir & élever un polynome
quelconque & une puiflance quelconque. Soit propolé , par
exemple , d’élever le trinome n—+-p—+¢ 2 fon cube. Je fais
a=n3b=—p—+q; m=—3. Donc a®=—n3 ; ma” b=

o ===
3n"(p—|—-q);i—-2~——1-a’”_"b" —3n (p+ql; &

m.m—1.Mm—2

2.
=g h :3.113 —~= 3n*p —+ 3n*q —+ 3np* Gnpg - 3ng* =+
Pl omapy S p0NR g

La méme formule s'étend encore aux puiffances négatives,
& aux puiffances fraGtionnaires de tousles genres. Par elle, on
trouve les racines exa&es des quantités qui en ont, & les raci-
nes approchées de celles qui n’en ont pas d’exactes. En un
mot , 1l n’y a rien de plus généralement utile dans I’ Analyfe
que cette formule (212 ):

Lorfqu'une expreflion n’eft pas fort compliquée, & qu’ellz

¢

an—3b3 = ( p—=4-¢)3; enforte que (n—+p
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eft en méme temps une puiffance parfaite, on en cherche la
racine en fuivant les regles ordinaires pour Pextra@ion des ra<
cines. On pourroit bien la trouver par la formule du binome .

{

fait qu’on ne s’en fert

mais le calcul en feroit plus long. Ce qui
: ]

communément que pour avoir des racines approchées. Voici
quelques €xemples.

On demande la racine quarrée de 2*—x2? Je voisda<
bord quelle ne’peut éwre- exacte, & qu'sinfi je' dois' me
borner a en trouver une approchée. Je fuppofe donc que

) 4

(aa —xx) == (a—5)", ce qui medonne aa=—4¢ ;—

wx == b ; ; == m. Je fubftitue ces valeurs refpectives dans la
: o Ui x% L

formule ™ + ma™ 1% + &c. &faie — — — — — ——

2a 843 164Y

.8 10 2 P & S
X 7% &3 4 i

B — — &, pour la racine cherchéey
12847 25629 1024a™"

N x> x%

On trouvera de méme que J/ 2> +x* =—a—+ — — ——

2a 8a¥

»6 o Bl - L yi 3&

R — & Equep 1 —yIi =/ —"——"=

16a q ¥ 3 2

-
—%— — &ec.

Nous avons vu ( 193 ) que ———— donnoit une fuite infinie de
1+ xx
termes ; la formule va nous les faire retrouver. Je fais d’zbord
1
= (1—xx)"1(216) = (a=+b)*; enfuite, e=1, b=
L=txx
xx, m=— 1, & la fubflitution de ces valeurs produit aufli-td¢
T—x* o4 x% — %8 428 — &ec. Tl ne feroir guere -plus difficile de
1
1 Sz
trouver que la valeur de : = (2ax —xx) eft
V zax—zx V24%
&% 3xx 15x3 105x*
Fo—— - -+ -+
4aV2x 324y 2ax 384a3 v/ 2ax 6144a*y/ 7=+
L x 3a* 3. §x3 3.5.7xF
i e e
V Zax \ 4a  4.8a* - 4.8 1248 48.12.162%
e8¢, ). Q

Bic, v

L
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Et I'on voit bien que s'il falloit un plus grand nombre des termes;
on les trouveroit fans calcul, en obfervant la loi qu'ils doiveng
fuivre.
i
11 feroit encore plus aifé de faire voir que — =143y
Voaroa)
o1yt 3y6 3598 4 &c. Enfin il n'eft point de quantitg
algcbricue , quelque compliquée & embarraffée de radicaux quielle
{oit , qui ne puifie en érre délivrée en les réduifant en férie par Je
moyen de la formule. Par exemple, s'il falloit oter tous les radicauy
5

Sl g
a+Vp+9-+Vatob

de cette expreflion , on la mettroit

i SRS I A L
V. (et satb)?

1 3

¢ 1 —
2 : b2
dabord fous cette forme (a=-p=-g° +a-+5") "o (at=+5a%b) 2
on ajouteroir enfuite a la quantité a la fomme des {éries provenues
1 T

de (p-+q)° &de(a—+b) *. Cette addition faite , on cleveroit
le tout a la puiffance £ , & multipliant la {érie qui en réfulteroit par
3

celle de (at 4-52%b) ' on auroit une feule & unique {érie débar-
rallée de tous les radicaux, ce qui eft toujours fort commode &
{fouvent néceflaire. /
309. Au refte, on peut exprimer la formule du binome
&une maniere encore plus fimple. En effet, de ce que (a—+b)
7 b e —1h — (Cuaeees; il fuit que (P4+PQ )" =
; m.m—1 m.m—i.m—2
P2t nPP Q- —— P7Q* + ——— P (s
2 2.
—+ &c. Donc fi on repréfente par la letire A le premier terme §
P~ le fecond fera mAQ, & fi le fecond eft repréfenté 2 fon

2

- : m—1 il
tour par lalettre B, le troifieme fera — BQ. Celui-ci érant
2

repréfenté par C, le quatrieme fera—— CQ , &c. &c. On
g 3

aura donc, )
A He C D E

m—73

(P4-PQ)y" —P" 4+ mAQ + ”i-}‘ BQ+ ”1‘32 €Q+—=
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DO + &c. Or il eft évident que cette formule eft plus fimple
que la premiere , puifque le cinquieme terme , par exemple, fe
wrouve tout de fuite en multipliant D terme déja calculé par

73 O, & que la quantité Q n’eft autre chofe que le fecond
! q q

terme PQ du binome donné, divifé par le premier terme P.
ArpricatioN. On demande la quatrieme puiflance de 22

4377 Je faisin ==4.. P =522, PQ=—=37.d0u Q==

3 Jaidonc P» —==16a*; mAQ=—24. 16a*. 3 96a3z;

2de 2a

m—1

-'_'BQ:%°96‘13{'3_'{' FoEan :-’}
3

2 2a

52 3 —_—
817+ Donc (22— 37)' == 16at—+ 96a3z —+ &c.

310. Enfin pour rendre cette formule plus commude , fup=
pofons que Pexpofant de la puiffance a laquelle on veut élever

2162’7 . i = 216273 ; "? DQ:#.sza{S.z—{
@

; o R
le binome P+ PQ foit — , & nous aurons généralement
. n

A B G
(P-+PQ); =P; —+ %’ AQ +

m—rnn
—— BQ +
2n
E
CQ + =3% DQ + &c.
4an a

ArpricaTioN. Il g'agit de trouver la racine cinquieme de
u*— 7, ou, ce qui eft la méme chofe , la valeur approchée
de(u*—7z*)°. Pour cela, je fuppole P==1u?, Q=—=—
L, m=—1,n=—y5, A== le premier terme, H=—sile
-
fecond , C le troifieme , &c. Etje trouve que (u*—7?) i

32"
%

C+ —
3

r25u°
Venons maintenant aux €quations.
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311 Lorfque parmi les facteurs d’une équation #r ahfpofee,
fI'n’y en a pomnt @’ !ﬂ‘laf"‘" ires, & ‘que fes termes font préeés
dés alrernativement u, fignes différens; toutes les'racines da
cette équation font pofitives. -S'ils font tous précédés du figne
~+, toutes les racines font négatives. Er en general , ily a aus
tant de racines pofitives y que de changemens de figne dun terme
&u furvant'y & aurant de racines negatives que de répetitions ks
médiates dw méms figne. ‘Celt une exception ficheufe que celle
des facteurs imaginaires. Elle met en défaut la regle précés
dente , lorfquil y a de ces facteurs; & lors méme qu’il n’yen

a pas, cette ;Lgle devient inutile {i on ne l¢ {air pas déja.

j I2. LOI’ (?.I urie F?Hu“t".’] ﬂlcl.?’ﬂ.u'l. 1'1[L_/LCFIA( ierine o ul/;‘fT’mg
des racines p _ﬁzwu eff egalea celle des negatives 5 fans.quoi lg
fecond terme , qui i a pour coeflicient la fomme des: unes & des
autres , ne fe fi !umt Pas évanoui ¢ 307): : Ee puifqu
terme elt tcm]oms le pmdn:r de toutes lesiraciae
conclure it J:y en e aimoins une égale a zerotou
qﬂ'" ce ‘g‘.’"h :t" terte N "'-':’!.‘3.

1%

313. Certe propriéié qua le dernier terme 'd’étre le produit
de toutes les racines , a donaé lien 3 une/ méthode pour trou-

ver celles quifont-commegofurables. En effet, “fi aprés avoir

chesché tous les divileurs du dernier terme;, on &ffaie de divie
fer Péquation par l'inconnue x :_: Om.lclulu de ces diViﬂiu"S
& que la divifion réuffifle , on a des-lors un faCteur de l équa-
tion , & par conféquent une de fes racines.” Si on divife, pat
exum"l‘e i 12._11!3"11,)” xh— a.xi ~= &c. dup.® 307 par x —
on trouveta pour quotient 43 — &, lequel divilé a fon tour par
o — b, 'donnera x* — &c. & anl(' de fuite jufqu’a ce qu'on
git trouve tots les fatteurs deT’équation x¢ — 23 == &ci
Sion ploncﬁnt donc de trouver ceux de I'équation x3 =
3% =0, dans laquelle il doit’ y avoir deux
racines poﬁt, & une négative ; au cas toutefois qu'il n’y en
ait pas d’imaginaires { 31 1), on commenceroit par cheuhet
( 200) tous les divifeurs de 2%, & ongrouveroit =1 , & 3,
sy azel, On effaieroit enfnre la divifion par x =~ 1,
qui ne réufliffant pas’; feroit exclure ce divifeur du nombre des
faGeurs cherchés, On elfaieroit, donc para — I, qui divifant
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fans refte équation propofée , feroit regardé comme un de fes
falteurs. En rdtonnant de méme on trouveroit que x—3 & x
— 7 font les deux autres facteurs 5 d’oti 'on concluroit que les
trois racines font 1, 3 & — 77, enforte que 'une de ces trois
valeurs indifféremment fubfticuée dans U'équation au lieu de x,
rendront fon premier membre égal a zéro.

La pratique de cette méthode , ( appellée communément la
méthode des divifeurs ) n’a pas &€ bien longue dans cet exem-
ple, parce que 21 ayant un petit nombre de divifeurs , il 'y a
pas eu beaucoup de divifions & tenter. Mais lor{que le dernier
terme a un grand nombre de divifeurs, cette méthode devient
fatignante. Rebutés de fes longueurs, les Analyftes ont ima-
giné un expédient aflez prompt pour écarter les divifions inu-
tiles. Voici en quoi il confifte.

314. Soit 2 'un des divifeurs du dernier terme., qui étant ajouté
a x forme le faGteur x <+ 2-d'une équation . quelconque. - 1l eft cer-
tain que {i dans cette équation on fuppofe fucceflivementx =1, x
=0, x=—1, &c. les quantités dans lefquelles fe changera le
premier membre par ces differentes fuppofitions , feront {ucceflive~
ment divifibles par 1-+a, par 2, par — 1+, &c. dans lef=
quelles fe changera le faéteur x + 4. '

Ori-+a, a, — 1+ a fonten progreflion arithmetique. Done
aucun des divifeurs du dernier terme , auquel feul I'équation fe re-
duit par la fuppefition de x = o, ne peur étre le nombre cherché 4,
sl n'eft moyen proportionnel entre deux autres,divifeurs des nom-
bres provenus, 'unde la {uppofition x== 1, l'autre de la fuppo-
fition x = — 1. Et comme la différence de cette progreflioneft 1,
il faur que le divifeur qui répond a-la fuppofition x =o f{urpafle
d'une uniré le divifeur correfpondant a la fuppofition x =—1, &
foit furpaflé a fon rour d'une unité par le divifeur qui répond ala
fuppofition x — 1.

Si on fait enfuite , x — 2, x==13, &c. on doit trouver parmi
Ies divifeurs qui ep proviendront, des termes qui {oient en pro-
greflion arithmetique avec les précédents. Au moyen de cette con-
dition , il eft aifé de connoirrs les faéteurs qui divifent exaltement
Péquation. On veir bien au refte que chacun des divifeurs du der-
nier terme doit étre pris {ucceflivement ¢n —- & en —.

Pour faire que quapplication de cette méthode , cherchons les
racines commenfurables de I'équation 13 +-3x* —8x - 10=0. Je
fuppofe d’abord x = 1 ; le premier membre fe réduita 6: ix=o,
il fe réduit a 10: & fi x=—1, le réiultar eft 20. Je cherche tous
les divifeurs de 6 , de xo, & de 20. Enfuite, je regarde fi parmi
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ceux de 10, il en eft qui érant pris en + ou en — , furpaflent d'ung
pnité quelqu’on de ceux du nombre 20, & foient furpaflés a leyr
tour de la méme quantité par quelqu’un de ceux du nombre 6. Je
trouve que + 2 & — 5 ont ces conditions. Car 3 & 6, divifeurs
du nombre 6 furpaffent d’une unité 2 & §, divifeurs de 10; &
ceux-ci furpaflent de la méme quantité 1 & 4, divifeurs de 20. Pour
plus de clarté , on peut difpofer ainfi les {uppofitions, les refultars,
les divifeurs , & les progreflions.
Supp. Réful, "Div.

Do ) P e Sl e o

Aty 110 F o e 0

TRl g T30 I E R i S gl o

Ces deux progreflions me font déja connoitre qu'il {feroit inutile
de tenter la divifion de I'équation propofée par d’autre faéteur que
x =+ 2, ou x+ 5. Elles ne m’apprennent pas cependant {1 ces deux
faGeurs réufliront. Je ne puis m'en affurer qu'en les effayant, ou
plutdt qu'en faifant une nouvelle {uppofition , par exemple x =2,
laquelle donne 14 pour réfultat; d'ou je conclus que la premiere
progreflion 1, 2, 3 exigeant pour étre continuee , que 4 {oit un
des divifeurs de 14, ce qui n'eft pas, x + 2 ne peut étre undes §
fa@eurs de mon équation. Mais la progreflion 4, 5, 6 exigeanty
pour érre continuee , 8 14 étant divifible par 7, je fuis sir quefi
I'équation a un falteur commenfurable , elle n’en a point d’autre
que x -+ 5. Je la divife donc par x + 5, & la divifion me réuffi.
Le quotient x* — 2x + 2 n'eft plus que du fecond degré, & fes
deux fa&eurs imaginaires x — 1 o y/—1 fe trouvent tout de fuite
en réfolvant I'equation x* — 2x 4+ 2 —o.

Soit pris pour fecond exemple , x* — 13— 16x7 4 §5x — 75 =
o. Je fuppofe x=1, x=0, x =— 1, & Jécris comme ci-deflns
tous les divifeurs des réfultats 36 , 75 8 144 provenus de ces trois §
fuppofitions.

Supp. Réful. Div.

x=1| 36| 1.2:3.46.9.12.18.36

x=o| 75| 1.3.5.15.25.75

x=-1 | 144 | 1.2.3.4.6.8.9.12.16.18.24.36.48.72.144

Je cherche enfuite parmi les divifeurs de 75, ceux qui furpaffent
d’une unité quelqu’un des divifeurs de 144, & qui font furpaffés de
la méme quantité par quelqu’un de ceux de 36. Les nombres 3 &35
pris tant en -+ qu’en — ont cette propriété, ce qui forme quatre
progreflions.

Pour connoitre maintenant celles qu'il faut exclure , ( car le der-
nier terme n'étant que — 75 , il ne peut étre le produit de ces qua-
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tre nombres ) , je fuppofe x = 2. Le réfultat eft 21, qui n'eft pas
divifible par 5 , comme la premiere progreflion Texigeroit. Donc =
+ 3 n'eft pas un des fa&eurs cherchés.

Pour vérifier les trois autres progreﬂions » jefuppofe x =—2,
ce qui donne pour réfultat 225. Or 225 n'eft pas divifible par7,
comme il le faudroit pour continuer la quatrieme progreflion , + 4,
—s, &—6: x—5 doit donc étre rejetre. Mais 225 eft divifible
par s & par 3, comme la feconde & la troifieme progreflion Yexi-

ent. Les feals fadteurs 4 effayer font donc x — 3, & x 5.

Feflaie le premier. 1l réuflit, & donne pour quotient 23 4 2x* —
10x - 25 , que jeflaie de divifer par Je fecond. La divifion réuflit
encore , & le quotient x* —3x —+ § n’a plus de fafteurs commen-
furables.

On voit par ces exemples avec quelle facilité on trouve les fac-
teurs fimples d’une équation numérique ; lorfqu’elle en a. La me-
thode en eft aifée , & quoiqu'elle ne foit pas exempte de taronne-
ment, elle n'en eft pas moins précieufe par tous ceux quelle fait
éviter.

Si Péquation 4 réfoudre paffoit le troifieme degré, elle pourroit
bien n'étre décompofable qu'en falteurs du fecond. Voici en peu
de mots la maniere de trouver ces fafteurs. On peut la voir bien
détaillée dans les Elémens d’Algebre de M. Clairaut.

315. Sionrepréfente par xx —+ bx +cle divifeur 4 deux dimen- .
fions d’une quantité donnée , il eft clair qu'en faifant {uccefivement
e R B R el U R dans I'équarion, les
quantités dans lefquelles elle fe changera , feront divifibles fuccef-
fivement par 4 - 2b +c¢, par 1 +b—c, par ¢, rar 1 —b—+c,
& par 4 — 2b + ¢ que devient alors le divifeur x* + bx +-c. Iy
aura donc parmi les divileurs du réfultarde x =2, un nombre qui
repréfentera 4+ 26 +c¢; & i de chacun de ces divifeurs pris en
~+ & en — on retranche 4, quelqu'un de leurs refles repréfentera
2b - c.

Il y aura aufli parmi les divifeurs du réfultat de x =1, un noms-
bre qui repréfentera 1 + b—-c. Donc fi on bte Tunité de tous ces
divifeurs pris tant en == qu'en — , ce fera parmi ces refies que fe
trouvera b —+c.

Parmi les divifeurs du dernier terme de I'équation auquel elle fe
réduit lorfque x = o, on trouvera un nombre qui repréfentera c.

Parmi ceux du réfultat de x=~— 1 , on trouvera —b ¢ en
retranchant lunité de chacun de fes divifeurs. Enfin on trouvera 4
— 2b =+ ¢ dans la {uite des divifeurs du réfultat de x—=—2, & fi
on bte 4 de chacun de ces divifeurs pris en + & en —, quelquun
de leurs reftes repréfenrera — 26 +-c.

Remarquez mainteflant que 2b—4-c, b+c, ¢, — b4c, —2b
+ ¢ forment une progreffion arithmétique, & que par coniéquent
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dans les {uites des nombres qui repréfenteront 26 +c, b-+¢ ¢,
b—+c, — 2b+¢, il ne faudra prendre que des proportionnelg
arithmétiques. Celui quirépondra a la fuppofition de x ==o, repré.
{entera c; celui qui répondraa x=1, fera b + ¢; donc fi I'on 6te
celui qui repréfente ¢ de celui qui repréfente & ~+c, on aura la va.
leur de &, & par-la, le fateur xx —+ bx —+ ¢ fera derermineé.

Dans 'application de cette meéthode , il pourra arriver qu'il y ait
des progreflions a rejetter. On le connoitra bientot par une nou-
velle fuppofition , x = 3 ou — 3 : car {i de tous les divifeurs pofi-
tifs & négatifs du nouveau réfultar on ote g9, il doit y avoir parmj
leurs reftes des nombres propres a continuer les progreflions quiil
faut admetire, Toutes celles qui ne pourront étre continuées, font
dans le cas d’étre exclues.

Remarquez {eulement que la quantité a retrancher chaque fois
des divifeurs eft le quarré de la valeur correfpondante de x. D’aprés
cela, il eft aifé de faifir I'efprit ‘de la methode, & den faire des
applications. Deux {uffiront. '

On demande fi Péquation x% — 3x* — 12x -+ 5 =0 a des faleurs
commenfurables du {econd degré? :

Fécris les {fuppofitions dans une premiere colonne , les réfultats®
dans la {uivante ; la troifieme eft pour les divifeurs ; la quatrieme
pour leurs reftes ; la derniere pour les progreflions.

Supp. Réful. Div. Q Reft.
2| 15 | 130 5.3514]-19, 957, 55- 3, 11,411 -
; '1 ~10,- Ay=24-0y~2,-+8
O}~ 51' .I>+Ia+s
|1 ‘-16,- 64-45- 25-0y 2,44, -14]-
[41-375=15575= 55" 35~ LiH75H29|-

o
I 3. 5.1
2 I

Celle des reftes fe forme, comme nous 'avons dit , en retran-
chant de tous les divifeurs correfpondants pris en + & en—Ie
quarre de la valeur correfpondante de x. La premiere ligne , par
exemple, fe forme en difant , — 15— 4=-—19; — 5 —4=—=—
9; —3—4=—7; —1—4==—75. Voila tous les reftes des
divifeurs de 15 pris en —. Pour les trouver quand on prend ces dis
vifeursen—+, iln’yaquadire, +1—4=—13; +3 —4=—
1; +5§5—4==-+1; -+ 15— 4 =+ 11. Leslignes {uivantes fa
forment de méme. 1l n’y a que la quantit¢ a tewrancher , qui varie
dans: chacune.

Comparons maintenant les reftes de la troifieme ligne qui répond
Ax=—o0, avec ceux des lignes fupérieures & inférieures . afin dd
trouver des progreflions. Je vois d’'abord que — 5 elt moyen pro-
portionnel entre — 4 & — 3 qni {ont au-deflas , & — 6 & —7 qui
font dans les deux derpieres lignes, Jécris cette premiere pro=

grethion
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areflion , & je compare {ucceflivement — 5 a rous les autres nom=
sres {upérieurs & inférieurs, pour favoir s'il i’y en a pas d’autre.
Je n’en trouve point.

Je paffe donc & — 1 qui n'en donne qu’une aufld dont la différence
eft 1. Enfuite a 41 qui en donne une aurre dont la différence cft 3.
Enfin 4 + § qui en donne une quatrieme. Mais il eft bien évident
que ces quatre progreflions ne peuvent étre admiles routes i la fois,
puilque le dernier terme de 'équation n’eft que 5 (307).

Pour en exclure quelqu’une, je fuppofle x==13, & Jai pour ré-
fulrat 23 , dont les diviteurs font 1 & 23. Souflrayant eniuite de ces
divifeurs pris en -~ & en ~ le quarré de 3, ie rrouve ces quatre
reftes, — 32, — 10, — 8, <4 14, parmi lefquels manquent — z
& -+ 2 qui feroient néceflaires pour continuer les deux premieres
progreflions. Il faut donc les rejztrer.

A Pégard des deux dernieres, on voit qu'elles peuvent étre con-
tinuces par — 8 & par 14. Ainfi je prends dans avanr-derniere le
terme —+ 1 qui rcpond a x =o , pour repréfenier.c, & le terme — 2
qui réponda x = 1 , pour reprefenter b=-c. J'en conclus (31%)
que b = —3 , & que par conféquent le premier fafteur a eflayer
eft x* — 3x + 1, Je Peflaie, & la divifion qui réuflit. me donne
pour quotient x* 4+ 3x + 5. Les deux fa&teurs de I'équarion propo-
fée font donc x* —3x+ 1, & x° —=13x + 5, quiileft aifé deré=
foirdre fi I'on veut par les méthodes du fecond degré.

Soit pris pour fecond exemple , %5 — 2x% 4 x5 — gx" — 8x— 2
=0. Ayant faita lordinaire x =2, x =1, x =0, &k ——1, &
——2, je cherche tous les divifeurs des réfultats 4051l yc2 -3
& 78 ; le refte s'entend affez par le dérail {uivant,

Supp. Reéf. Div. Q
x=12(30|1.4.3. 5. 6.10.15.30]4]
w=-1l15/1 9051 1
A g b |O|
x==-1| 3|1 1
x=-2|78|1.2:3. 6.13.16.39.78‘41

Refles. Prog.
1-34,210,-14,~10,-0,-7,-6, §,-3 - 24~ 1,41 ;4 2,~63-1 X ,=2.€|—E|4-2] ]
“10y= 65 4,72,-0,2,44,414 4o
= 2 I, 1,2 2—2 2
= 4s= 24=4-0,~+2 o—40
8 25,°435°305 17:‘109‘71'6:'3,'3:" 2:'19+2’+95+ 21?+3 $’+74'+2 ()1-3

Des trois progreffions que m’offire cet exemple, je vois qu'il faut
rejetrer les deux dernieres , en {uppofant x = 3; car le rétultar 37

Dayant pour divifeurs que 1 & 37 , il eft clair qu'en rant g de ces
B
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deux divifeurs pris pofitivement & négativement, les reftes — 46
— 16, — 8, =+ 28 ne permetiront de continuer que la premiere
progreffion par — 8.

J'ai donc — 2 peur repréfenter ¢, & — 4 pour repréfenter b—+c:
d'ol1 je tire b =— 2. Ainfi, il y a un fafteur commeniurable 3
deux dimenfions dans I'équation propofée, ce doir étre x” — 22—
2, je tente donc la divifion, & je trouve pour quotient gxadt &% -
3% =+ 1. ;

Ces principes fuffifent pour trouver les divifeurs commenfurables
du premier & du fecond degreé , dans les équations qui ne paflent
pas Je cinquieme. Celles qui fonr plus ¢levées pourroient bien n’é-
tre divifibles que par des faieurs du troifieme , quatrieme., &ec.
Mais nous ne nous arréterons pas 2 expliquer la maniere de les trou-
ver, tant 4 caule de la longueur des calculs , qu'a caufe du peu
d'utiliré qui en réfulre.

Nous ne nous arréterons pas non plus a4 expliquer comment on
décompofe une equation purement algébrique en fes facteurs de
deux ou de plufieurs lettres, du premier ou du fecond degre. Quoi-
que fort ingénieufes , toutes ces mé¢thodes {e reflentent pourtant un
peu du taronnemenr.

Maniere de transformer les Equations y & den faire
eévanouir le fecond terme,

316. Tl eft fouvent utile de faire {fubir aux équations certains
changements , de fuppofer , par exemple , linconmie égaled une
autre inconnue —— 1 antité indéterminée, Cette fuppofition fa-
cilite beaucoup en certains cas la réfolurion des équations.

Lorfque , par exemple , elles font affelices de coeflicients frac-

b ¢
tionnaires , comme x3 = —— &% +—x + —=0, & qu’on veut
a d & ¥
bter toutes ces fraftions , il i’y a qu'a fuppofer x=— , (y étant
n
une nouvelle inconnue , & m une quantité que I'on déterminera
par les conditions du probléme ). En {ubftituant cette valeur a %,
yqsohy? ¢y
Péquation propofée deviendra — —+ -+ + — =0,
ms am® dm g
biny® emy fm3
ou y3 = - -+ ==c. Or cette derniere équas
a d g
tion n’aura plus de coeflicients fraltionnaires , fi m eft divifible tout
4 Ta fois par a, par d ; & par g. Refte don¢ a trouver un nombre
qui puiffe étre divifé exallement par les trois nombres 4, &, g » €8
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qui eft bien aifé , puiflqu’il 'y a qu'a prendre pour m leur produie
adg , ou méme un plus petit nombre que ce produit, quand les di-
vileurs ne font pas premiers entr’eux. Subftituant donc adg, au lieu

7y z
de m dans 33 4 —— - &c. on aura léquation 33 = bdgy? -

aZ

a*edry 4+ B3dz* = o0 , ou il n'y a plus de fradtions.
Mais n'eft-il pas évident que les racines de cetre équation une fois

b

trouvées , celles de %3 + — x> + &c. {e préfenteront d’elles-mé-
a

mes , en divifant les premiefes par m que nous venons de détermi.

ner ? Toute la difficuité confifte donc a ouver ces premieres raci-

nes. Pour y réuffir, on a im ¢ de faire évanouir le fecond rerme

des équations a réfoundre. Voici comment on fait cette transforma-

tion. Elle nous fervira bientot.

317. Soit I'équation générale, 1% — qzm—1 o pxm=—2 - 8., ]
-+ o = o. Je {uppole x ==y -+ f (¥ ¢rant une autre inconnue , & f
une indéterminée A laquelle on donnera telle valeur qu’il convien-
dra, pour faire évanouir le fecond terme ). Fai donc la transformee.,

m.n—1 ']
W i e 3 o B S S
» ¢ 2
b ays——1f 4 m—1 " aywaf - e F =
- e S
&c.
Que faut-il maintenant pour que le fecond terme de cette équation
sevanouiffe ? Il faut que my»—:if 4 gym—1 =o. Il faut donc
a
qu'apres avoir divife par my»—r1 , & tranfpofé , on ait fr=F —.
mn

Ce qui nous fait voir d’'une maniere générale , que pour chaffer le fe-
cond terme d’une équation quelcongue , il n'y a qu'a fuppofer fon inconnue
dgale & une autre inconnue moins ou plns le coefficient du fecond terme de
cette équation divifé par le nombre quien exprime le depré. On mermoins,
lor{que le fecond terme eft pofitif; & plus , gnand il eft négarif.

Toute équation du fecond degré femblable a celle-ci x* 4- ax =16
fe réfour promptement par certe transformation , en faifant x ==y

a

=~ —, & en {ubftituant. Nous ne nous y arréterons pas. Soit donc

”

#3 — 6x% 4 4x — 7= o0, que 'on voudroit changer en une équa-
tion équivalente , dans laquelle il n'y eur plus de {fecond rerme.

Pour cela, je fuppofe x =y + § =y + 2; & f(ubftituant, il
vient y3§8—8y — 15 =0, qui n'a pas de {fecond tarme , ceft-a~
dire, de y* dans cet exemple, Rij
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Pour transformer x* - 1x>-—4__o, je fais x=y—2=y
— “\]aw“_'——---v +y—f=o0, dont le fecond terme eft
évanoui.- On transformeroir {‘—f—a —b{ +cz+d=o0, ey
. a

duppofant 1 =x — — ; & ainfi des autres.

La méme méthode {erviroit également 3 faire évanouir le troifies
me terme d'une équation ﬂndnonque 3 car en remontant a la trang.
formée o‘_n rale Jm - mym—1f 4~ &c. il 0’y auroit qua fuppofer
m, —1

.-_._.jm"—-zf —+m—1, ay H—’f+ bym—~—z2:=o0. On trouveroit

2b
f_“—,—-_+ V — =+ ———_, Mais comme la {ubflitutiop
m.m-—i
de cetre vakur de f'm*ro duiroir des radicaux dans la transformée,
on aime mieunx ne faire évanouir que le fecond rerme. Le calcul de.

viendroit encore plus compliqué, fi on vouloit faire évanouir k
fquatrieme ou le cinquieme , &c.

Refolution des Equations du troifieme degre,

318. Pour rg,o'mre une equation du troifieme degré, on coms
mepcera par en faire évanouir le fecond terme , ce qui la réduirad
une équation de cepgre forme 3 -+ px 4+ g=o0. On fuppofera en-
fnite x =y + 7, & on déterminera les valeurs de ces nouvelles
inconnues de la mamug. fuiv ante,

Par la fubftitution de y -7 & la place de x dans I'equation x3 +
px —}—q =0, elle u;vn.ndra Y3431 4 3yz* 73 ~+py +pg +
g==o0; & fi on fuppofle , comme on en eft bien le maitre , quey
v-l—{’—!—g—o » i ne reftera que 3y° -3y +py--p; =0, ou nime

1

3

{que 3yz +p == o (en divifant par y~+;), ce qui donne y=

{
Subf tuons cette valeur de y dans y3 + 13 + 9= o, nous aurons

1 + 93 — & p? =0 : équation du fixie-

me degré , mais qui fe réfout parles vah:v]Ps du fecond, & qui donne

et

P =—394Vvigq +3573. Dolug= E —%q—_&:\/ﬁql—hi?_ps.
Maintenantdey +; +g¢=o0, on peut tirery’=—223 o=
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3
Doncy-+{,0Ux=— V—iqi Vi Ap3-

= V——%H— Vig+5p+ V— g—V §q “37p3 Car
13 premiere expreflion (e rédult dans les deux cas a la derniere.
319. A la vue de cette valeur générale de x , on ne croiroit pas
&abord qu’il fut poflible d'en tirer trois pour {atisfaire 4 I'équarion
»3 + px + g=o0. Mais fi Pon divife cetre équation par la valeur
gén-rale tranfpofée dans un feul membre , on verra bientor qu'elle
T réduit 2 ine équation du fec nd degre , laquelle a fon tour fe dé-
compofera facilement en {es deux fateurs.
Soit en effer fubftitué dans I’équation x3 —+px <=9 =0, —3)%
et
auliendep, ( puifquion a trouvé y = i ) ; &—y3—z3aulien
3% il
de g, (puifqu’onafuppofe y3-+¢3-+g=0). Soit auffifubflitué dansla

=

valeur générale de x, y au lieu de y_%(3+ Vit +— P, &z
3

au lieu de E — g2\ Eq +%pi. Léquationdeviendra 23—

gypx —y3 — 1 =o0; & la valeur gencrale rranfpofée donnera‘x
— — 7 ==0.

Divifons 4 préfent Péquation par la valeur. Nous trouverons
pour quotient exalt, x* 4 xy +xz+y* —y+ g¥==0,; Rqua
tion du fecond degré, qui donnera pour les deux autres yaleurs de

. B =1 YV S5y
Pinconnue , x :& S gl (AR ) y— ( Poenid S ){; & par
2

2

+ V=5—1 : —
conféquent x = .__f._..> V'—'Efl—- \/_;:]_-—Ft—:r‘—,_}’-

2

3
1hvV—3 V——--——*—-—-—-———
s o ) — g4V g% 475 p3. Or cette derniere

formule donne deux valeurs imaeinaires de x, foutes les fois que
V " + - p3 eft une quantité réelle. refte donc 2 favoir ce que
deviennent ces valeurs , lorfque v/ 5 ¢° & 7 p° eft imaginaire,
olt, ce quirevientau méme , lorfque 75 p3 eft négatif & plus grand
que 3 9>
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Je fuppofe , pour abréger, que la valeur générale de x foit ex

2 ———— a——_‘_'____—_..— ~
priméepar V' — ft o/ =14y —f— g v/—3, ce qui donne
f:v::ql, & g‘/——l.:‘:’—;[g"-i—?%}?j. J’ai donc x::(—f+g

WA L S 5 i e n
V—i) —(f+gv=) " ; &réduifant en férie la premiere partjs
1 I x

de ccrresvafeur, j’aix( —f+gva)? :’f'-—fs +1if gV}

—3f e =Ef B VIEaF g%+ &c. .. Réduifans
1 2

auffi la feconde , je trouve (f+ gy =7)° =f" +3f ;g Vi
s 2

—_11
3

+3f < g:__-ﬁLl_ 1 gt VETY Tlf’f g% + &c. Donc (—
: . f «
PRy = f¢ '/:—1)‘, (}ler.—zfs ( ;

o+ &
IOC; Ir)‘ tel

e, e g &c.) » expreflion qui ne contienat aucun
L

terme imaginaire,

Et fi nous reprenons les deux autres valeurs de x={ — ——
2

3 i 3
Vﬂ—— ST e I V‘ ——
—.fii‘i‘"‘v/i'&*"‘*‘?',;‘5+(“‘——‘) 9+ V ig 5P
=

i\/—_;-—r)

HV—1\ 3 R o L N S
Ouxm( ‘/—_J—g—gv_;‘*—(—-—_‘-—-—)‘/f—'—g‘/:’
2 / 2

: g* 10g* 15486
nous aurons x = f I -+ - — e — o &C.

of*  243f%  6561f°
T

gy 74 22g%
i TR K o R + &C- - s w ) ’
f5vs 27 243f*  6561fF

nouvelle expreflion qui n’a point de rerme imaginaire. Lors done
que = p3 eft névarif & plus grand que } q* , les trois valeurs de x font
toujours réelles , encore gi'elles fe préfentent fous une forme imaginée.

Il n’y a guere d’effort que I'on n’ait fait pour déterminer ces trois
valeurs rcelles autrement que par des {éries: mais on n'a pu en ve-

nir a bour. La difficulté attachée 4 ce cas lui a fait donner le nomde
cas irrédulfible.
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320. Cependant quoique la valeur générale de x contienne alors

Jdesimaginaires ; on peut en déduire les trofs valeurs de x, lor{fqu'une

de ces valeurs ou toutes les trois font des nombres entiers.Voicicom-

ment. Les trois valeurs de x font exprimees a la fois par laformule x
3 3

2 1L 5
vV .V g

=V —ig+ VI + Y ==V id 52l

oft donc néceffaire que cette formule fe réduife & un nombre entier,

Jorfqu'une des valeurs de x eft un nombre entier. Or elle ne peut

¥ . p———1 1 .
g’y réduire qu'autant que —39-+V/ 59" 45707 eft un cube parfait,
dont la racine eft compofée d’une partie reelle que j'appelle m , &
3

e { e : s
d'une partic imaginairen. Ceft donc-a-direque/” - Loy tr 3
y 3

¥
—m-+n , & que par conféquent / —lg— i+ pi =m
=7 DDonc x == amn.
Donc lor{que dans le cas irrédu&ible une des valeurs de x eft un
pombre entier , on trouvera exaf@tement certe valeur en doublant la

e ————

partie réelle de la racine cube de — 59—+ V' iq =+, p3. Bt parce

que — % g+ V/ 1 g* -5 p3 a trois racines cubes (337 , ileft clair
ue pour avoir les trois valeurs de x dans ce cas, il fufiit de pren-
dre le double des trois parties reelles de ces racines.
Soit pris pour exemple , x3 — 395 — 70 == 0, qui ¢étant compa-
fée 4 x5 —+ px +¢ =0, donne p =— 39, g =— 70. Donc (320)

Mais 35 +-18 yv—37a 338)

iy TP =358 VA
pour {es trois racines cubes —r—2y -:—_5,'5—2—-;4, —3;—i1y—3;
dont les parties réelles font — 1, I, —% les trois valeurs dex
font dong —2, +7, —§-

Soit encore %3 — 17x—4 =03 doUp=—17 §=—4, &

—lg4+ Vi +HpP =1 Ly =2 Lestrois racines cubes de
cette derniere quantiré font —2-+y —3; 11V 5+HV—5+Vs3
1—1v/3+y/ = i—v 5. Donc les trois racines cherchees font — 4,
24y 5 ,2—y/ 5. D'oulon voit quiil eft inurile de chercher les par-

fies imaeinaires des frofs racines cubes de — g+ V1 g° + 5P,
quand on en connoit unc fols les parries reelles.

Si p eft pofitif, ou fi étant néparif , il eft tel que ;% p? foit moin-
dre que £ ¢, alors une des trois valeurs de x eft réelle,, & les deux
autres font imasinaires. Alnfi toute équation du troifieme degié & au
moins une racine réelle,

— .

SCD Lyon
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Appliquons maintenant ces principes i un ou deux exemples s &
d'abord propofons nous de trouver les trois racines de I'équation
y3_3.,’,z+11y—4:0. : )

Je fais y==x-+1, & le fecond terme difparoit dans la transformée
a3+ gx +6 = o, qui étant compareée 2 23 4 px 4-¢9==0, donne
=9, g ==6. Et parce que p {e trouve ici pofitif , j’en conclus que
des troisracines que jecherche, une feule eft réelle. Pour ]a'trouver,
je fubfiirue les valeurs.de p & de 4 dans la formule générale x=

5

J

e e, : 3. w3 i
V-—-:‘-q—i—\/ cm......—I—-\/&C....S:}’aix:vg—v9=\/3

3 3
(1—173). Donc x+1ouy=1+4+v7; (1—y/3). Ceflla valeu
réelle ley. Il eft aife de trouver fes deux valeurs imaginaires.

Propofons-nous enfuite Péquation 3 — 3x — 18 =0, qui donne
P=——13, & ¢g=—18. Or quoique p foit negarif ici , il eft tel ce-
pendant que 55 p? eft moindre que ; ¢*. La propofée 2 donc une ra-

3
cine reelle & deux imaginaires. La premiereeft x=y/ g4y 5
S ST B
Vo—ay 5=%-+1yi+i—21y5=13. Les deux autres ne
font pas difficiles 4 trouver.

Dans ce dernier exemple , il elit ¢té plus fimple de chercher les
divifeurs commenf{urables de la propofée 23 — 3x — 18 — 0. Cleft
méme, engéntral, ce qu'on doir faire lor(qu'on a une équation du
troifieme degré a réfoudre, fur-tout lorfque certe équation eft dans:
le cas irredudtible. Au défaut de ces divifeurs, on peut avoir re-
cours a une méthode d'approximation que nous expliquerons dans
peu. On peut auffi fe fervir des féries trouvées ci-deflus ; mais elles
{ont ordinairement {i peu convergentes , que pour en tirer des va-
leurs {uftifamment exaé&es , il faut en calculer un grand nombre dg
termes , ce qui devient fort long.

Réfolution des E quations du quatrieme degre,

321. Une ¢quation du quatrieme degré érant propofée 4 réfous
dre , on commencera par en faire évanouir I¢ {acond terme , ce qui
la changera en ure autre de cette forme x%— px® —+ gx = r=0:
Enfuite , on regardera la transformée comme le produit de deus
équations du fecond degré chacune , telles que x* - zx 4y =03
& x* —zx - [=o0. Onfuppofe que 1, ¥, & [ font des indéter-
minees. D'ailleurs le fecond terme deces équations eft le méme aux
fignes prés , afin que leur produit puifle donner une ¢

quation qui
5t
nait pas de fecos

1d terme.  Ce-produit en effet donne . . . - -+
: X3+
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a4 fx* - frxfy=o0
e
ey
Or de cette equation comparge terme A terme avec x% - px® -
g +r=0, ontitep=[—* +y, g=(f—y)7, r=fv. La
premiere de ces valeurs donne [~y =p-1¢ , & la feconde,
q ik it o q e 9
[—y=— Don¢ f= —ug —; y= 5 8 par
2 27 2 23
\ (P_i_{l)‘.‘, z .
conféquent [y ou r= — d'olt 'on tire g8 —+ 2p7#
‘ _ 4
~+p’y* — ¢* =0, equation du fixieme degré , mais qui n’a d'au-
AT /
tre difficulté que celle du troifieme , en faifant *=u On appelle
cette équation /z Réduite , parce que fes racines une fois trouvées ,
on ne tarde pas a connoitre celles de la propofée x% 4-px* 4 &e.
Effeftivement , fi dans les équations x* 4 zx 4 y=o0 &
x*—qx~-/=o0 on fubftitue pour f&y leurs valeurs en 7, & qu’enfuite
on réfolve ces equations , on aura pour la‘premiere , x =— ir4

q
V——--};{’——-ép—i-——, & pour la feconde, x = £ 7 4«

2z 25

9 £t
— 17" —1p— —. Réuniflant donc ces deux formules on
2%

S

aura x=-1z7 -+ V-—- 30" —3ip~+—, dolt I'on tire les qua-
2

tre valeurs cherchées de x , dans lefquelles il n’y a plus qu’a fubftis

tuer la valeur de 7 que donne la Réduite. Ces quatre valeurs font p

 § 1 I q
x:-__c_V_ =P D -
2 T -}{ zP 2{

Dioutil fuit, en général , que les racines d'une équation du quas
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trieme degré font toutes quatre reelles ou toures quatre imaginaires,

ou que deux érant reelles , les deux aurres font imaginaires. Il ng
eut jamais y avoir un nombre impair des unes ni des autres, parce

que {1 des quatre valeurs précédentes de x , trois par exemple font

réelles , la quatrieme doit néceffairement Iétre anfli , & silyena

trois, d'imaginaires , il faut ablolument que la quarrieme le foit.

: q
322. Suppofons, pour abréger , a=33,0= V —lyi—ip— =

g

c:V——iT.‘f —ip- —, & nous auronsx=—a-b,x=a—4
oz
i

ste——a = ¢ , % ==— a— ¢ , ou bien en tran{pofant, x— 4 —b
—o0,x—a+b=o0,x+a—Cc=0, x4 2 4+ ¢ =o0. Multi
pliant ces quatre équations les unes par les autres ,, nous trouverons,

xt — oatx® +2ac’x4+a* =0
— b% v 2gb* —a*b?
— (_"' —*:’I"Cz

s bict

quation qui eft précifément la méme que x# - px* —+ gx = r =g,
qui donne p = — 22* — b* — ¢ , g = 2ac® — 2ab* ; r—at —
13 -

24— 220 - b*c®. Subftituant ces valeurs de p, ¢, r dans It
Réduite 76 + &ec. elle AOVACHAYE L ' i s msited e iniss sy K

26 — qa’y*t + 8a25** + 8a7b*c* =o.
—ob* 4 8a%c* — 4a*b%*
—2c% = bt e gac®
— 2b*c?

“+  c*

Or les trois fa@eurs de cette derniere équation font 7 — 4a%
7% b e abe — ¢, 3F — b* <2k — ¢*. D’otiil fuit.
1.° Que la Réduite confidéree comme une équation du troifieme
degré n'a qu'une racine réelle, toutes les fois que l'une des deux
quantités b & ¢ eft imaginaire , ou ce gui revient au méme , toutes
les fois que Péquation x+ = px* - gx = r== 0a deux racines reel-
les & deux imaginaires. On peut donc avoir dans ce cds la folution
de la Réduite , & par conféquent celle de la propofée.
. 2.° Que fi b & ¢ font routes deux réelles ou toutes deux
ginaires , Ceft-3-dire, fi la propofce x4 4 px? -+ &c. a {6
racines ou toutes quatre réelles , ou toutes quatre imaginaires ,alors
onfidéré ¢ comme du troifieme degré eft dansle
¥ ois racines réelles, Et fi ces trois racls
nes font toutes pofit ¢quation propefée a fes quatre racines

L
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gdelles. Car alors, 22, b~c, b—c font des guantités réelles,
Soit donc la premiere = M, la feconde N, & la troifieme P, on
aura 26 =N+ P, & 2c=N—P. Donc 24 + 26 =M+ N+ P,
2a—2b=M—N—P, —2z+420=N—P—-M, —og—a¢
=P—N—M, & puifque 22+ 25, 26— 25, — 22420, — 2z
— 2¢, font les quatre valeurs de 2x, il eft clair que les quatre va-
leurs de x font toutes réelles dans ce cas.

Mais {1 la Reduite n’a qu'une de fes racines pofitive, toutes celles
de la propofce font imaginaires. Suppofons en effet que 7* — 44*
foit la feule racine pofitive de la Réduite , nous aurons 22 == M
quantité pofitive , b+c =Ny "5, & b —c=Pyv "7 :dolt &
=Ny —1+:PVv—, &c=:INy——1iPy=,. Donc
puifque & & ¢ entrent dans les quatre valeurs de x , ces quatre va=
leurs doivent étre imaginaires.

Sil'une des deux autres racines de la Réduite efit été fuppofée
pofitive, 22 efit ¢ré imaginaire , & par conféquent les quatre valeurd

e x qui renferment toutes la quantité 2 eaffent encore été imaginai-
res. La refolution des équations du quatrieme degre a donc alors le
méme inconvenient que celle du troifieme dans le cas irrédu&ible.

Pour faire quelquapplication de ces principes , cherchons les ras
cines de l'equation x*—3x* —g2x—40:=0. Onap=—3,
g==— 42, r==-—40, ce qui change la Réduite en 36 —6;%
1697* — 1764 = 0. Or cette équation traitée 4 la maniere-de celles
du troifieme degré, en faifant {2 = u -+ 2 devient 43 4 1§72—
1442 =0, & comme celle-ci n'a qu’une racine réelle, j'en conclus
que la propolée en a deux , & que les deux autres {ont imaginaires.
Pour les trouver , je réfous d'abord I'equation u3 41572 — 1442
=o, & faiz=17. Donc + y/ % -+ 2, ou 7 =—--14. En fubflituant
'uhe de ces deux valeurs dans la formule générale x==—17—4-

97
V— 3 —3pT —, je trouve les quatre valeurs fuivantes x
27
=4, x=—1, x=—1, L1/ 57 Ce {ont les quatre racine
cherchées. La méthode des divifeurs m’auroit donné le méme ré-
fultat,

§’il falloit trouver les racines de x* —-32* + 2x — 5 =o0, je
ferois d’abord p=3,9=2.r=—s3,& laRéduite ;6 +2py ‘+-&c. fe chan-
geroit en 18 + 61% + 202> — 4 — 0. Je ferois enfuite ;*=u—2,ce
qui transformeroit la Reéduite en #3+172—46=0 , équation qui
nayantqu’uneracineréelle, m’apprendroit que lapropofée en a deux,
& que les deuxautres fontimaginaires. Jeleschercheroisdoncen réfol-
vant cette equation #3 -+ 172 — 46 = o, par la formule générale du

3

woifieme degré. Cette formule donne u= I/ 23 =5
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3

23—ty Donc+y z—z2, ou ==

V +V~" sy ZE + V as—1TE Ecfubk

tituant certe valenr de ; dans la formule générale x =374

scingh Tl A
V._.‘;{z —%p— — , je trouve pour les quatre racines de la pro.
g

V-—z+ V°3 +

Vs

3

Ty
= e St VﬂS-i-%\/'f’-"';@-—%V”s—

pofée, x=-A-1

Dl ¢ ;

J
¥ et

...n;.y 23 -2/ 20 /ﬂ3+. v 222, Expreflion

fort compliquée, dans laquelie pourtant les deux racines imaginai-

ves fe reconnoiffent facilement. 1l ne faut, pour les avoir , que

Whs

prendre le fig lans la quantité = A3

324 Rema
trieme de

! g T\

fois que la T

natre racines d’une Lqmnon du qua-

rof 'V"’IOH {ans peine toures les

tier pour Pune de fes racl-

nes. Il o'y 3:"0‘r' I !;1 :“'lm'-g, qui nous a fait

trouv PH 'S rois I s réelles d'une éq 1ation du nmﬁ..im, degré

dans le casi Ac’hwu e I'une de ces racines étoit un nom-
bre -:‘.3-‘i".=..

LXEMP es quatre racines réelles de I'équation x*

A F'J CO]‘! arane terme Z.? terme 1;.‘5 C(\'efﬁ‘

cients de cette ¢ Glsdholl a ceux de l'equation generale x¥ + px® &

onapr=— 25, g=—60, r—=—136, ce¢ qui cllange la Réduite ¢n

U =50
— §or* == 7691 — 9600 =50, Je fais ;* = , & mnot

&
%

a
2
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7" =1+ 32, afin deviter les fraltions. Jaiu3— §79u — 1150 =0,
Je réfous certe transformée (118). Ses racines font Um=28 , U= ——

% -~ 50
g, e==—23. Donc 4 ——— , OU{=r-§ , ou bien 4
3 :

4,0u encore - 3. Et {i je fubftitue I'une quelconque de ces valeurs

; 9
de 7 dans la formule x=—-17 V —i 0 —ip+ —,jetrou-

. 2%
verai également les quatre valeurs {uivantes, x — 3 A=2,x=1,

=

On a dans cet exemple fix différentes valeurs de 7, & la raifon
en eft bien fimple. Ceft qu'une équation du quatrieme degré pou-
vant étre regardée comme le produit de quatre facteurs du premier,
(x+a) (x-+5)(a~c) (x=+d), elle eft divifible par fix fac-
reurs du fecond. Voici ces facteurs, (x—4-a) (x -+ & ), (x=+2)
(x4¢),(x4a)(x—+d),(x+b)(x4¢), (x—4b) (x+4-4d),
(x—+c¢)( x~d). Et comme ils ont chacun un fecond terme dont le
coeflicient eft généralement repréfenté par ¢, il eft clair que 7 doit
avoir fix différentes valeurs. Voila pourquoi Féquation en g eft du
fixieme degré.

Mais parce que la propofée manque de fecond terme , il faut
bien que fi une des valeurs de 1 eft exprimée par g, une autre le {oit
Blr —g- Donc ;>—g* doit étre un des falteurs de la Réduite.

onc i les quatre aurres valeurs de 7 font exprimées par b, —h, i,
— i, la Réduire doit avoir , 1* —£*, & t* — i* au nombre de {es
fateurs. Non feulement donc elle doit étre du fixieme degré , mais
encore elle ne doit avoir que des puiffances paires , comme elle lesa
en effet.

Autre Ex. On voudroit-avoir les quatre racines de Péquation x*

== 20x* — 12% 4= 13 =0 qui donne p==— 20, g =12, r=1 >
& pour Reduite , 76 — 4or* + 348> — 144 =o0. Soit donc e
z —+ 40

» la ransformée fera 13 — 16684—6608=0, dont les raci-

nes font u==-—4, u==2-4-61/ ;5. Subfituant cesvaleursde dansI'équa-

_ u—40

tiony—-- -——, onauray=-2y/3, —+ V:q =+ z Ve
3

& fubftituant celle des valeurs de 7 que I'on voudra, la premiere

par exemple, dans la formule x = %74 &c. on trouvera x

EVi+ VIV, 2= Vi— VT H+ Vi 2= m— Vi

V7i—Vi, s==—Vi—Vy7=—yi
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r
Des Eguations plus élevées que celles du quatrieme degre.

325. Apres avoir réfolu les équations du troifieme & du quas
trieme degré , il pous refteroit a indiquer les moyens de réfoudre
celles des degrés plus elevés. Mais les méthodes générales nous
manquent , & ce defaut joint aux exceptions nombreufes du cas ir-
rédudlible, fait prefque defefpérer de la perfeltion de cette théorie.
Voici cependant deux méthodes qui pourrcnr étre utiles.

La premiere fert a trouver les équations plus fimples dont une
equation compofce eft le produit. Siune équation du fixieme degré,
par exemple , eft le produirt des deux équations du troifieme, cette
methode apprendra a trouver ces deux équations. On appelle Ré-
dudlibles toutes les équations qui peuvent étre ainfi décompofées en
d’autres ¢quations plusfimples. Celles qui échappent a cette décom-
pofition's'appelient rréduéfibles. Quand on en trouve, il faut avoir
recours 4 Ia feconde méthode quiapprend 4 trouver des racines ap-
prochées. Les Analyfles I'ont retournée de bien des facons , & il
faut avouer que leurs travaux fur les approximations ont eu beay-
coup de {uccés.

PremiErRE MEéTHODE. Pour favoir fi une équation propofée
& == axM—1 = bam—2 - &c, ... + o = o peut étre divilee fans
refte par une ¢quation du degre 2, on {fuppofera que la propofée eft
le produit de ces deux équations , x# == Ax#—1 + Ban—2 - &c...
~+ T=o0, & am—n 4 pym—n—r 4 gaxm—n—2 4 &C. .0
=o0 , dont tous les coeflicients font indéterminés. On prendra en-
fuite le produit de ces deux équations , qui en donneront une du de-
‘gre m , dont on comparera les termes avec ceux de la propofée,, afin
d’avoir les equations néceffaires pour déterminer les coefficiens A ,
B, Cé&c.p, 9, r, &c. Enfin on réduira toutes ces équations a
une feule , qui ne renferme plus que l'une quelconque des indérer-
minces A, B, C&c.oup, q,r, &c. 1l ne s’agira plus alors que
de chercher les divifeurs commenfurables de cette équation. ( Elle
doit en avoir puifque tous ces coefficients font des nombres entiers);
& on aura la valeur de'ces coefficients , ce qui rendra déterminées

es equations qui les renferment.

Arprications. On demande i I'équation x4+ a3 4+ 23* — %
15 =0 ne pourroit pas fe décompofer en deux autres, cha-
cune du fecond degré ?

Je fuppofe que cette équation eft le produit des deux équations
indérerminées x* —+px -9 =0, x* - mx 4 n=o0, que je mul
tiplie I'une par l'autre. Le produiteft. . . .. ..

x% = pxd - gx* 4+ mgx 4-ng = o,
~+m -+ mp - np
-+
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Je le compare a la propofee , &jaip+m =1, g+mp+n=a2,
mg “+ap=-—1, f:g —= 15. Or ces quatre equarions réduites a une
{zule , dont g foirl'inconnue, donnent 46 — 245 — 16¢*—4-449° —
240¢> — 4509 <+ 3375 =0. Les divifeurs cera‘.\mcniu-’ar_\!ef {}e ce:rre
équation font g — 3 & ¢ —5. Donc ¢ peut etre {uppofe egala 3
oud s, & par coniéquent n==g50uj,p=—20u-+3, m=3
ou — 2. Les deux falteud@cherchés font donc x* — 2x +3=o,
& x* +3x+ 5 =0.

On demande aufli fi Péquation x6 — 7a% 4 83 L ax-1=—0
peut fe déecompofer en deux fafteurs du troifieme deg:'é? :

Suppofons , pour le favoir , que cette équation eit le produit de
23 + px* o+ gx + r==0 par 1% + fa* -+ mx 4 n=0. Ul eft clair
que le fecond terme devant manquer dans ce produit, f doit étre
— — p. Tleft clair aufli que le produitde » parr devant étre =1,
onan=—-r1 & r=-1. Servons nous d’abord de leur valeur
pofitive , & {fubMituons-la dans les fatteurs indérermines 43 + px®
&c. lls deviendront x3 4px*+4gx 41 =0 & 23 —pa* 4+ mx
~ 1 == 0. Leur produit fera

26 - gx% — 223 - mgx* +mx - 1=03

S Py o q
—+m - mp

lequel étant compare a la propof¢e , donne g +m =pp—7, 2 —
pg+mp =18, mg=0, m~+g=2 Egalant les deux valeurs de
g -+ m tirées de la premiere & de la derniere equation , nous aurons
pp=9, doit p=—413; & par confequent m =141, g=1-
1. Ceft-a-dire, quefip=-+3,onam=2 & g==o:fip=—3,
onaura m=o0 & g=2. Les deux fa&teurs cherchés font donc x3

32 41 =0, & 23— 3x* 4+ 22 4~ 1 dans les deux cas.

Prenons maintenant la valeur — 1de n & de r, & f{ubflituons-la
dans les falteurs indéterminés x3 -+ px* <+ &c. Leur produit alors
fera.... 28 4~ (g—pp4-m) x* 4+ (pm—pg — 2 ) =% 4 mgx* —
x(m—4q)-+—1=0. Dol g4+m=pp—7, p(m—gq)=10,
mg=0, m—+g=—2; & par conféequent pp —7=—2, ou
p=- V5. Dailleurs mj==o0 & m 4+ g=—2; doncg=0, on
g=—2, & m=—2ouwo. Mais comme ces valeurs {ubftitu¢es
dans la {feconde équationp (m—g) =10 donnent 2/ 5 =10, ce
qui eft abfurde , il faut en conclure que I'équation propofée n'eft
divifible par aucune équation du troifieme degré dontle dernier
terme {oit — 1.

327. SEcONDE METHODE. Quand on a épuifé les moyens qui
tendent dire@tement a trouver les racines exaftes , ona recours a
ceux qui en donnent d’approchées. Celui qui fuit nous a paruun
des meilleurs. Pour le faire mieux comprendre , nous I'applique-
rons a un exemple,

SCD Lyon
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Soit 3 — 4x — 2 =0, équartion qui eft dans le cas irrédu&ible
(319 # & dont on demande les racines approchées.

Je commence par {uppofer fucceflivement x—=o0,x—1,x = 2,
&c. La premiere de ces {uppofitions réduir la propofée au dernier
terme — 2 qui ne peut érre égal a zéro , x doit donc érre quelque
chofe de réel. La feconde {uppofition donne pour réfulrat — 5 ; cea
lui de la troifieme eft encore — 2 : cedvaleurs de x ne font done
pas aflez grandes. Je fuppofe x = 3 ; I'équation devient + 13 =
o; d’oli je conclus que la valeur de x eft entre 2 & 3. Cela pofe,

Fappelle 4 la frattion qu’il faut ajouter a 2 pour avoir une valeur
approchée de x . jaidoncx =244, & faifant e =2, x=a+4,
Je fubftitue cette derniere valeur dans I'équation 23— 4x — 2 =0,
Elle devient en tranfpofant , d3 + 3ad* 4+ (3a® — 4 ) d =422
—a3, & en négligeant <3 qui eft une fort petite quantité, il refie
3ad*4-(3a*—4)d=4a-+2—a3. Cette équation réfolue donne d=

R

4—ga* - E 16 + 2404242 — jat

Donc a—4-d ou x=..}

6a

244

T,
'3:1"—|—- 4—5—/16+z4‘z+u i*—3a%

» & puifquici a=2, J'ai =
6a
4=+ V'7

ol oy,

3

§'il falloit une valeur plus approchée, je prendrois 2, 21 pour 2;
& pour les nouvelles decimales Ia quantité , enforte que x = 2~
d feroir 'expreffion algébrique de x =12, 21 ~~ les décimales que je
cherche. Cette exprefiion , jela fubftiruerois dans la propofée,, &
jeretrouverois la méme équation que ci-deflus, en négligeant 43 qui
a prefent eft bien plus négligeable quauparavant. Jaurois donc la
méme formule pour la valeur de x dans laquelle fubftituant 2, 21
au lieu de @, le refultat feroit x =2, 21432 , valeur plus exafle
que la premiere.

S'il falloit encore une plus grande exa&itude, on fe la procure-
roit en prenant pour « la valeur 2 , 21432 , & pour 4 les nouvelles
décimales cherchées , aprés quoi on détermineroit d par la formule,
& on ne tarderoit pas a trouver pour x une valeur beaucoup plus
approchee que les deux autres. La méme méthode ferviroita appro=
cher de plus en plus de la vraie valeur de », s’il en étoit befoin.

328. Quand on a une des racines de 'équation propofée ,” il faut
divifer I'¢quation par la racine déja trouvée. Cette divifion faite
avec d’autant plus d’exaltitude que la valeur de x fera plus appro-
chée , abaiffera 'équation d'un degré ; & fi on a le temps & la pa-

: tience
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tience de traiter 'équation abaiffée comme la propofée , & ainfi de
fuite , on parviendra enfin 4 connoitre toutes les valeurs de x.

Prenons pour f{econd exemple "équation x* 4= 2.3 — 36x* = 52
— 116 = 0, qui échappe 4 la réfolurion de celles du quarrieme de-

ré , & cherchons-en une racine approchée.

En donnant {ucceffive-
ment 2 x les valeurs que  Suppof; Réfulr.
T'on voit ici, I'équation fe 1 e T B 1161
réduit aux quantités qui i 144 |
font vis-a-vis. Les fix pre- == TR 218
mieres font voir clairement x% =3 290 }:x"—l-&c.’
que x doit étre au-deflus R A0 Sk 288
de 5. La derniere indique | — 116
que x eft'moins que 6. Sa = 346
vraie valeur eft donc entre
5 & 6. Pour la trouver, je fuppofe x =5 d=a-d, & je
fubftitue cette valeur dans la propofée. Cette fubftitution donne .
en rejettant les termes affeQés de 43 & de d+:, (62> = 6a — B b
o+ (463 4+ 62> — 724 4~ 5) d=36a* — §a+— 2a3 — g%+ 116. Ja
tefous cette équation, & jai de== . . . . o0

=T |

)
36::—34"-2{13-%—}-/- 2a8-6254-105a% 45243468 14> +-66a— 1478

6a* 4 62— 36

Il ne refte plus qu’a mettre 5 au lieu de 2 dans cette valeur de
pour avoir x =4,337. Sil'on veur une racine plus approchee , il
n'y a qu'a fubftituer 5,337 a la place de 2 dans la méme formule de
d. Le réfulrar du calcul fera » = 5,335438, valeur beaucoup plus
exalte que la premiere. Elle le deviendroit encore davanrage en ré-
pétant le méme procédé.

On trouveroit les racines négatives en {ubftituant o, — 1, — 23
&c. au lieu de x. Les réfultars feroient comnoitre par le chan-
gement de figne entre quels nombres négarifs eft la valeur cherchée,
& on en approcheroit enfuite , aurant quon le jugeroira propos.

329. Mais lorfqu'aprés les {ubftitutions des nombes pofirifs & né-
gatifs compris entre zéro & le dernier rerme de I'équation, on ne
trouve aucun changement de figne il faut en conclure que les raci-
nes font égales deux a deux, ou quatre a quatre, &c. ou bien

welles font routes imaginaires , ou enfin quelies font en partie
egales deux a deux & en partie imaginaires.

On voit bien en effer que fi les racines font ¢gales deux 3 deux ,
quatre a quatre, 8cc. comme dans ces équations, x—a)? (x—b)*
=0, (x—a)*(x—b)" (x—c)* =0, &c. les réfulrars doivent
toujours étre pofitifs quelque valeur que I'on prenne pour x. On
voit bien auffi que fi toutes les racines font imaginairesT » les fignes
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ne doivertt jamais changer; puifque s'ils changeoient , la valeur da
x fe trouvant alors entre deux nombres réels, ne feroit plus imagi.
naire. On voir enfin que fi les racines font en partie égales & op
partie imaginaires , On ne peut s'attendre a aucun chaqgem'em de
figne. Refte donc  faire voir comment on trouve les racines egales,
Car pour les imaginaires , nous ajouterons fimplement quelques
remarques a ce que nous en avons deja dit.

330. Pour avoir les racines égales d’une équation , on mul ipliers
chacun de fes termes par expofant qu'a linconnue dansce terme .
& on diminuera cet expofant d’une unité. Cela donnera une autre
equarion dont le plus grand commun divifeur avec la propofée,
congiendra les racines egales que Pon cherche , élevées {feulementi
une puiflance moindre d’une unité. En voici la démonfiration.

Lor{que toutes les racines d’une equation font égales; on peut

m.,m—1
répréfenter cette équation par x7 - maxm—1 a¥am—

2
= a7 == 0 ; & {i l'on multiplie chaque terme de la formule par Iex-
pofant de x dans ce terme, ona ( en remarquant que dans le dernier
Texpofant de x eft 0) cette nouvelle équation , mxm — (m . m— 1)

eili=—1,Mm—2

p 12 S S e S )a’xm—z-—f—&c.. ..=o0: laquelle étant
2

M1 .72
divifée par mx , donne xw—1 - (me—1) axm—z =

a2

a*xi——2 - &c.== 0. Or cette expreflion eft le developpement du
binome ( = - )»—1 == 0 & le plus grand divifeur commun de ce
binome & de I'eqnation propofée, (x—a)m =o , eft évidemment
(% -+a .1 lui-méme. La méthode eft done démontrée pour le
€as-ou toutes les racines {ont égales entr'elles.

Si elles ne I'étoient que deux a deux, comme dans I'equation
(% ~j-va )7 ( x < b )7 = o, on multiplieroit 'un par l'aurre les deux
binomes développés , ce qui donneroit une nouvelle équation dont
les termes étant multipliés chacun. par Pexpofant refpectif de x pro-
duiroient m  x g W1 (x5 )% -7 . xedmb H—1 (x~4-a m=
5. Or e plus grand commun divifeur de cette derniere €quation &
de la propofée eft ( -z m—1 (% - b #—1, :

APPLICATIONS. 1.° Trouver les racines égales del'équation x+—

A 12% —= ==L g
plie chaque ternie par Pexpofant de x, & j'ai 4x% — 1223
— 4x* %= 12w —=o0. Divifant par 4z, il vient »3 — 3 — 3 =
0. Je cherche ( 195) le plos grand commun divifeur de certe der-
niere équarion & de la propofie. Je trouve que ceft x* — 2x —3y
produit de x =~ 3 par x4~ 1. Les racines ¢gales de Ia propofée font
aone \x~—73)* & (x - 1%
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I1.° Trouver les racines égales de 26 — 6x+ — 423 - gx* - 12x
o 4 = o. Multipliez par les expofans refpedifs & divifez enfuire
par 6x , vous au:_-e.z_xi — 43 — 25? +3x42=0, dont le’plus
grand commua divifeur avec la propofée fera se* 4 x3 — 753 — g
w2, ou =~ 133 (&—2). Vous conclurez de-la que (x <41 )%
& (= — 2 )* {ont les racines cherchées.

331. Quant aux immaginaires, nous obferverons {-iulement,. 7.
que les racines quarrees de s fontia remment ‘/.z & —y adant
le produit y/aX— ya=—2a, de méme que celuide yaXy'z ou
de — VaxX— Vaelt = a; 2.° qué par la méme raifon — a2 doit
avoir pour racines quarrées les deux quantités imaginaires v —a,
& — y/—a , de forte que leur produir v/— aX —="y/— a doit étre
=4 a, & que celuide y—aXy'—z, ou de — y—axX—y
— a doit étre = — @. D’ou l'on voit en général’, quele produit des
quantités imaginaires , peut {e préfenter fousla forme'd’une quan-
tité réelle , & qu'ainfi une équation dont les coefficients font tous
réels peut avoir des racines imaginaires.

332. Or dans la multiplication des radicaux de:cetrecefpece , le
figne radical ne s'évanouit que lorfqu’on multiplie deux a deux ceux
qui ont les mémes guantites fous le figne : ainfi — Vo= #X— /=
a=-—a, mais —y—aX— Vr—aX—y—e=day—a, &
—V—aX—y—aX—V—aX—y—a=—uas , mais— V=
X~V —a X —Y—aX — Y —aX—y/—a=m-—aiVi—a,
&c. De méme VaxyaXyvb=ay b, mas,yveXNmxXy b x
Vi=ab, & VaxXvaexXveXVbxvib=abya5de. Do il
fuit qu'une quantité réelle ne peut repréfenter le produit des radi-
caux imaginaires , §'ils n’ont e¢te multipliés entr’eux chacun en nom-
bre pair. , i

Si un des termes d’un polynome eft un radical imaginaire , com-
me fi on a x—a— V—b, le figne radical pourra sevanouir
pourvu qu'on multiplie ce polynome par un autre qui n'en differg
que par le figne du radical. Iln’y a, par exemple, que le produit
de & — o= y/“L b par x—a—+ V— b qui puille’taire évanouir
le figne radical dans le polynome propofe, en donpant xx== 22
= az + b, parceque ce n'eft que dans-ce cas ou les produits parg-
culiers de chaque terme réel par le terme ou entre lé radical , fe dé-
truifent par des fignes contraires: ainfi les produits de » — @ par
vV — b font détruirs par les fignes contraires des produits de x—a
par — v'— 4 ; & dans ce méme cas, il eft clair que le terme & qui
contient le produit des deux radicaux v —bxX—/'— £ eft né-
ceflairement pofitif. : S

Cela pofé, 1.° les racines imaginaires qui {e trouvent dans une
¢quation , y font toujours en nombre pair. S

2.% Les racines-imaginaires qu'en rencontre dans lafolution d'une
¢quation ont deux a deux la méme quantité {fous le figne radical , &
ne difféerent que par les fignes -+ & —. Tij
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3.° Toute équation d'un degré impair , a au moins une racina
réelle. OnI'a vu dans les ¢quations du troifieme degreé.

4.° Toute équation d’un dégré pair dont le dernier terme eft ng.
garif , a au moins deux racines réelles : puifque le produit réel deg
radicanx imaginaires qui font alors parrie des deux polynomes myl.
tiplics I'un par l'autre , ne peut étre qu'une quantité pofitive (332)

Methode pour extraire les racines des quantités en partie
ratjonnelles & en partie incommenfirables.

333- Les équations qui fe réfolvent par les méthodes du- fecond
degre offrent-louvent a exrraire des racines de quaniités en partie ra-
tionnelles & en parrie radicales. Ces équations font généralement re-
prefentées par- 22 —+-poxm =g, & leur {olution générale eft coute-

”m

T
nye dans cette formule x =~ /-—:‘pi‘fépl-f—q. Il importe donc
m

a la réfolution complete de ceséquations , que V——%pi Vir*+g
{oit réduire , lorfque cela eft poffible, 4 une expreflion plus fimple,
dans laquelle il n’entre qu’une quantité rationnelle, avec un radical
du fecond degré.’ C'eft pourquoi nous allons donner la méthode de
faire certe rédu@ion.

Prenons d’abord le cas ou m= 2, ceft-a-dire » cherchons la ra-
cine quarrée dés quantités en pattie rationnelles , en partie radica-
les. Nous repréfenterons géneralement ces quantités par p —+ y/ g,
& leur racine par v/ =+ y/y. Sil n'y a qu'un feul radical dans la
racine que I'on’ cherche , I’line de ces deux quautités y/x, /'y fera
commenfiirable. *

On aura doney/ % Vy=Vp-+y g, dol l'on tirera » 4y

oV Fy = p 4L E Poalant énfuite Ta partie commenfurable du pre-

mier membré'a celie du fecond ; on aura x=-y=p. Leurs parties
i g g

incommen{urables donneront #y==—; d'ou ¥=— —p—x; & par

Ak - 4%

4 i 7 : 7
coni'equ"en: 2 —px——'__: d’ol1 encore e=ipiy e

4 4

i - 5 ;. 2k
&_y::%p—? Vﬁp’—-——. Donc yx+ vy, ou VP"‘\/q:
4 D 5t
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R

V it vP=g+ Vi Vi —¢

Or quoique cette derniere quantit¢ paroifle aufli compliquée que

— 3P+ V 3 p* +q, cependant lorfque celle-ci fera fufceptible
d'une racine exa&te , l'autre pourra {e réduire a une expreffion plus
fimple. Il eft aifé de voir en effet, que fi x4+ vy eft la racine
quarrée de p—+y/g, celle de p + /g doit étre Vi — vy , & que

par confequent (Vx—+Vy) (Va—yy) ou x—y= Vi*t—gq,
quantité commen{urable toutes les fois que -+ /¢ a une racine
quarree exalte.

AprLICATIONS. 1.° On demande fi 4 + 2 /3 a une racine quar-

rée exalte ? Pour le favoir, je fais 4=z, 2 /3 ou / 12 — Ve

Jaidonc g=12, y%?‘*—% VP —g= V?:& -y

V;‘ —3iVP —g=1;doljetirey T +2y 3 =143
ou— 1 —y/ 3. Ceftlaracine demandée.
IL° On demande encore laracine de 8 4+ 2/ 15 ?

SR R

Viip—g VP —g9=v 3 Doncy8§42 Vis=vi+ys
i e R T s ;

I fuit de-la que V4—2 v 3=1-—y 3 0w y3—1, & que
V8—2v 15 = V3—V50u V55—V 3. Engénéral, Vr—vy
=V 55 virsi—=V 13 VP —1, ou
V%P—%\/p‘—-q—V%P—!—:ft/P“:?-

334. La méme formule peut fervir i extraire la racine quarrée

d'une quantité en partie rationnelle & en partie imaginaire. Soit,
par exemple , — 142 y/ — 2, qui étant comparée avecp—+v g,

donne p=—1, q='—-8:V%P+§VP"“9:\/—%+%: &

V%P-—%\/P‘—-q =y —31—3; d’oﬂj —Id2y —2 =1
™ V' —: ou bien — 1 — /.
335. On trouve quelquefois des quantités imaginaires monomes
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qui ont des racines binomes. Telle eft la quantité 2 v =7 dont [y

racine eft 1 + v — . Pour extraire ces {ortes de racines s 0ong
rendra de la méme maniere que dans les exemples précédents, Si

Ib)n vouloit donc avoir celle de m y—5 | ( m étant une quantité

: e

réelle quelconque ) , ‘on fuppoferoit v/ m y/—— g = x -+ y V=

ce qui donneroit m V=T = x* — y¥ o axy VIIT s dont x? e

y*=p. ce qui donne x=y, & 2xy=m, dou Von tire y=

- n ; —— m
—. Dong, en geneéral , my —y= — (14
; 2
N

366. Cherchons i préfent la racine cube de p+4-v/7, & repréfens

2

R T i
tons-la par ( =-y/v ) v/ 7. Nous mettons *4V'y,& non pas vz
-+ vy, parce que le cube de ces deux deraieres quantités ne con.
tiendroit aucun terme commenfurable. Nous mettons auffi (x4
ey :

V7 ) ¥ ¢, parce que dans le cube de cette expreflion il entre aufl

bien une quansité commenfurable, que dans celuide x4/ 7, &
parce que cette indéterminée 7 nous fera utile.

5 3 A
Nous aurong donc( x +-v'y) V= Vp+vy q, & par confequent
3 3

b g —— - . - > >
(2— VIV i=yp—V7- 1‘.1T.qulrlplion; 'une par Iautre ces deux

L= —
émations , il viendra (x* —y ) v/ 2 =/p* — ¢; dou x* —y=

3

V {pF—4)z :

— Doncfix®—y eft commenfurable, c’eft-i-dire, fi on
i : oy Ly

peut avoir [a racine cube exalte de la quantité propofée p+ /7,

ij/fp‘—_q){

Iexpreflion —— doit aufli étre commenfurable. Mais il

i A : kel

faut pour cela, que ( p*—¢)7 foit un cube parfait ; il faut done
que ;=1 , toutes les fois que p*—g fera un cube parfait ; ou sil
ne Ieft pas ; il faut que 'on prenne pour g un nombre propre a le
rendre sel,

5 v
_ V& —11
Soit pour abreger ; = a; 10us aurons x> —y=—a;
{
. s A1 1ot . e T
& puifque d’un coté Péquation. (x4 v y )y L=V P <=y g etant
¢leves a fon cube, donne 37 - 3xyz 4 32% Vi+yvy=p+
Vg, & que de l'autre 'équation x> —y'= 2 donne y==x*—a,
il weft pas difficile de voir, 1.°que 37 4 3xyr=p, doi 23+
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i P o
gxy =—; 2.° quen {ubfhtuant ici la valeur dey, ona 453 —3ax
{

P P :
LRI ) 4_’:3— 3axX ~— — = 0.

Il{ne sagit plus maintcn{ang que de trouver les divifeurs commen-
furables de cetté derniere équation. Elle doit en avoir fi P++ga
une racine cube exale. On connoirra donc x , ce qui déterminera
aufli-tot la valeur de y ; & comme z eft déja connu , la racine cube
gue I'on cherche ne peut pas manquer de I'érre.

ArpricaTions. L° Quelle et la racine cube de 16 4 € AL
Onap=10, y=108. Donc p*—g=—38 cube parfait

1, =2 , & I'équation 423 — 345 — — —¢ devient 4x* - 6x

- {
—10=o0. Or x—1 eft un divifeur commenfurable de cette der-
niere €quation; on a donc x=1, dou y=x'—a=3, &

‘/:o—‘ré Vi=1-4yVv ;. :

IL” Quelle eft la racine cube de 8 + .4 / §2... Icip=8,4=380,
don¢ p* —g=—16 qui n’eft pas un cube. Pour quil le devienne,

3
: Vip* =gy
onfuppofera ;=—4, ce qui donnera — e e =Ry,
{
A P :

Alors I'équation 443 —3ax———0 fe change en celle-ci,4x3~3x—a

Y, i 1 "
=0, dontle divifeur 2x— 1, donne « =1, & par conféquent y=
G o A
3 La racine cherchée eft donec ————.

A aat

V o a
337. Nous remarquerons ici quune quantité quelconque a tou-
jours rois racines cubes. Cela fuir de ce que la valeur de x fe rire
P

d’une équation du troifieme degré , 433 —3ax — — — o » & de ce

que Ia valeur de ¥ dépend de celle de x. Sur quoi\il faue obferver
que fi la quantité propofée eft réelle, elle a une feule racine cube
reelle, & que fi elle eft imaginaire , fes trois racines cubes le {ont
auffi.

Dans Ia premiere application , par exemple, que nous venons de
faire , nous avons trouve que 13/ 3 etoit la racine cube exa@e
& réelle de 1o 4-6y/5. il Eilloit maintenant trouver fes deux ra-
¢ines imaginaires , je chercherois les trois racines de I’équation 443

£
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~+ 6x—10=0, qui font (318) x=1, x=—143y/="1. Cas
trois valeurs de x donneroient y =13, & y=F3iy=7; don je
corclurois que les trois racines cubes cherchées font 1 4 v/, —1
i V=iV F V== VI VT (ViR
338. II'ne feroit guere plus difficile d’extraire les trois racines cy.
I?eg des quantités en partie commenfurables & en partie imaginaires,
Soit, par exemple, la quantité — 10 + 9 y—3, qui donne p=—
10, g==—243, & p*—g=1343 cube parfair; doncy=1, &¢
=yin=7, y=x"—7, & 423— 21x + 10=o0. Cette der
niere eéquarion donne x =2, x=1%, x =— ¥ (318), & par con-
féquenty = — 3, y==—21, y=— i Les trois racines cubes de
—10-+¢gy—jfontdonc 2 +vy—3, i —iyv—3,i+3ivV—3
Soit encore — 11— 2 y—1quidonne p=— 11, g=— 4, p*
—g=n125,1=1,a=5, & 483 —15x+11=0. Dela der-
niere equation on tirera x =1, x=—3+y 3 Doncy=—4,

= - 5 ‘2'_‘___,___—___ —
=—I3y3: Doncy —11—a2y—i=14+2V—1, on

1 - T e —
AN RN My
Pour extraire des racines plus élevées , dans le méme genre , on
foivroita peu-prés le méme procédé.

Des Raifons & des Proportions,

339. N appelle en général Raifon ou Rapport , la com-
paraifon des deux quantités ; ou bien, la maniere
dont l'une eft a 'égard de l'autre,

On compare deux quantités pour favoir de combien Pune
furpafle I'autre , ou combien de fois 'une contient I'autre. Par
exemple, je puis comparer 4.3 12, pour favoir de combien 4
eft furpaflé par 12, ou combien de fois 4 eft contenu dans 12,

Le premier des deux termes que I'on compare s appelle I'an-
técédent ; Pautre sappelle le confequene,

340. Quand on compare deux quantités pour connoitre de
combien l'une furpafle I'autre, on appelle cette comparaifon un
rapport ou une raifon arithmetique ; & quand on cherche com-
bien de fois 'une contient I'autre , on en appelle la comparaifon
un rapport Ou Une raifon geometrique.

Il eft aifé de voir que tout rapport confifte dans une quantité
qui exprime la maniere dont I'antécédent eft & Iégard de fon
conféquent; d'ouilfuit + . . & 341,
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341. L° Quun rapport arithmétique conhifte dans la diffé~
rence qu'il y a entre 'antécédent & le conféquents & quun
rapport géométrique confifte dans le quotient de I'antécédent
divif# par le conféquent, ou du conféquent divifé par 'antécé-
dent.

342. 11.° Que deux termes” font en méme raifon avec deus
autres 5 ol que dewx rapports font egaux y quand les differences
o les quotients font egaux. Ainfi de ce que I'exces de 7 fur 3
elt le meme que celui de 9 fur 5, favoir 4, il eft clair que le
rapport arithmétique de7a jeftégalaceluide 9d g, ou que
7 eft & 3 en meme raifon arithmétique que 9 2 5. Pareillement,
de ce que 3 eft contenu dans 12 avtant de fois 3 favoir 4 ;que
2 dans 8 5 & quainfi le quorient de la raifon de 33 12, ¢ft le
meme que celui de laraifon de 2.3 85 1l fuit que 3 eftd 12 en
meme raifon géométrique que 248, ou que ces raifons font
égales.-

34.3. Lorfque dans deux raifons géomérriques le premier
antécédent eft a fon conféquent, comme le fecond antécédent
eft 3 fon conféquent, on dit que ces termes font en raifon di-
rete : & lorfque le premier antécédent eft 3 fon conféquent,
comme le fecond conféquent eft a fon antécédent , on dit alors
qu'ils font en reifon inverfe ou réciprogue. Ces quatre nombres
2,6: 3, 9 font en raifon direéte, Ceux-ci, 2, 6: 9, 3 font
enraifon inverfe.

D’ou il fuit que les quatre termes de deusx raifons inverfes per=,
vent étre mis en raifon direde , en changeane de place lun des
déux termes d'une de ces raifons.

344- Deux raifons égales forment wne proportion , laquelle
eft arithmétique ou géométrique felon l'efpece de ces deux rai-
fons. Ain{i les quatre termes 7, 3, ¢, 5 formentune pro—~
portion arithmérique 5 & pour défigner que ces termes font une
telle proportion , oo lesécricainfi 7.5:9. 5. De méme les
quatre termes 3, 12, 2, &, forment une proportion géomé -
trique 5 & pour la défigner , onéaiit 3: 12::2:8, ou 312
2.8, 0u3:12==2:8; &c &c. &c.

34.5. Lepremier & le dernier terme d’une proportion §'ap=
pellent les ewzrémes 5 le fecond & le troificme s'appellent /es
fROY TS,

I
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346. Il arrive fouvent que le conféquent de la premiere raj-
fon d’une proportion eft Pantécédent de la feconde raifon; par
exemple, on peut avoir cette proportion arithmétique 6 . 4.: ¢4
. 2 ou cette géomérrique 2 . 4:: 4.8 :: 8. 16; ces fortes de
proportions s'appellent conzinues. La proportion arithmétique
continue s’écrit ainfi = 6 . 4. 2, & la géométrique,, = 4.8
. 16 ; le fecond terme sappelle le moyen proportionnel,

347. Lorfqu’on écrit de fuite plus de deux raifons égales,
on forme ce qu'on appelle une fuite des quantités proportion=
nelles. Ainfi Pexpreflion 7.3::9.5:11.7 eft celle d’une
{uite de quantités arithmétiquement proportionnelles; & 3 : 12
212:8:: 5:20::7:28 eft Pexpreflion d’une fuite de quan-
tités géomeétriquement proportionnelles. Mais {1 les raifons qui
fervent A former ces fuites font telles, que le conféquent de I'une
ferve d’antécédent a Vautre , elles forment alors une progreffion,
Ainfi3.6:6.9:9.12:12. 15 elt une progrefion arithmé-
tique : & pour en abréger Pexpreffion, on I'écrit ainfi = 3.6
«9.12.15. Deméme 32 :16::16:8::8:4::4:2::2:
1 eft une progreflion géométrique 3 on I'écrit ainfi pour abré-
ger,; $+32.16.8.4.2.1.

348. Donc, en général, une progreffion arithmerique eft une
SJuite de termes qui pris confécutivement 5 ont toujours une méme
différence 5 & une progreffion géométrique eft une fuite de termes
qui divifés confécutivement I'un par Cautre , ont toujours um
méme quotient,

Proprictes des Raifons , Proportions & Progreffions
Arithmétiques.

349. Tout rapport arithmetique peut fe réduire a cette formule
générale , a.a==d. Ou, cequieltlec méme , le conféquent
d’une raifon arithmetique off toujours égal & Lantéeédent a plus ou
moins leur différence d. ;

Car toute quantité peut s'exprimer par 2 & étre I'antécédent
d’une raifon arithmétique s or o étant Panécédent, il eft ou
plus grand ou plus petic que fon conféquent. Si 2 eft plus
grand, il furpafle fon conféquent d’'une quantité ou différence
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qu'on peut appeller d ; donc alors le conféquent efta—d - fi
a eft plus petit que fon conféquent, il en eft furpalléd’une
quantité qu'on peut appeller 4, & en ce cas, le conféquent eft
a —+d ; donc, dans rout rapport arithmetique 5 le confequent
off égal a Pantécédent plus ou moins leur différence : donc tout
rapport arithmétique peut érre reprélenté par 2. a == d.

On démontre de méme quen appellant 5 une quantité quel-
conque , & d fa différence avec une autre quantité quelconque,
le rapport arithmétique entre ces deux quantités eft & .5 ==4d ;
& f{i on appelloit ¢ un antécédent quelconque, & f fa diffé-
rence avec {on conféquent , la formule de leur rapport feroit
R

350. Toute proportion arithmétique peut donc éire reprefentée
parcelle-ci 4 a . az=d:b.b=z=d.

Car deux rapports arithmétiques étant {fuppofés égaux, la
différence de chacun doit étre exprimée par la méme quantité
d: {i donc 2 & b expriment en général les antécédents de ces
deux rapports, e ==d & b=t=d en doivent exprimer les
conféquents (349). Donca.a==d: b.b==d reprélentent
en général les quatre termes de deux raifons arithmétiques éga-
les, & par conféquent une proportion arithmétique quel-
conque,

351. Dans une proportion arithmétique la fomme des extré-
mes ¢ff égale @ la fomme des moyens. Cela eft évident dans la
proportion @.a==d:b.b==d, puifque la fomme des ex-
trémes eft 2 4 6 2= d, & que celle des moyenseft 2 ==d ~~
b ; or cette proportion eft une formule générale dontla vérité
s’étend 2 tous les cas particuliers. Ainfi une proportion arith-
métique érant exprimée par des termes différents entr'eux, com=
me a. b : ¢. d. on a toujours 'équation ¢ +d =15 + <.

352. Donc I°. Dans une proportion comiinue la fomme des
extrémes eff égale au double du moyen ; car —— a. b. c. eft le
méme chofe que 2. 4: 5, ¢, donc 2 4+ c == 25,

353. Donc dans une proportion arithmétique , quand ily e
un terme inconnu o il eft aifé den trouver la valeur. Par exem-
ple, {i je veux avoir le quatrieme terme d’une proportion
arithmétique dont je connois les trois premiers , 5, ¢, je fais

Vij
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a.bicoa, donc (351)a—+x==»5—+c, & en tranfpofang
% == b~ ¢ —a, formule qui {ignifie que le quatrieme terme
-d une proportion arithmetique eft egal a la différence entre Iy
Sfomme des movens & le premier terme.

Si on demande quel eft le moyen proportionnel arithméti.

queentrea &b, jefais—a.x.b; donca+b=—2x, &
a—+b s : .

par conféquent, » = ——  Ce qui s'exprime ainfi: Lg

moitié de la fomme des extrémes ¢ft égale a leur moyen proportion-

nel arithmeeigue.

354 Toute progreffion arithmeétiqne peut J’exprimfr)ua,r celle-
ci, —a.az=d.az=2d.azd=3d.azzygdiaz=yd.a
o= 6d & ainfi de fuite.

Car une progreflion arithmétique érant une fuite de termes
qui, pris confécutivement , ont toujours une meme diffSrence,
il fuir que la différence eatre le premier terme 2 & le {econd
a == d ne peut &re == 4, que la différence entre le fecond &
le troifieme ne foit aufli == 4 5 donc le troifieme terme doi étre
a=dz=d, celt-a-dire, 2 == 245 de méme, la différence
eutre le rroifieme & le quatrieme doit étre == d'; donc le qua-
trieme terme doit erre 2 == 2d == d, ou @ == 34, & ainfi des
autres,

355. REMARQUE. Cette formule générale comprend les
deux forres de progrefiions arithmétiques qu'on appelle croif
Jantes ou décroiffantes. La progreflion croiffante eft = 2.2
- d.a-+2d.a+ 3d.a—+ 4d, &c. La décroiflante eft
~—a.a—d.a—2d.a— 3d.a— 4d, &c.

3576, Il fuit de-1a, L° Que dans toute progreffion arithme-
tique y la fomme des termes également dloignes des extrémes eff
toujours conflante 5 c'eft d-dire 5 qu'elle eft €gale & la fomme de
ces exerémes , ot a la fomme de deux autres rermes quelcongues
également eloignés de ces extrémes , ou au double du terme moyeny
Ji la progreffion aun nombre impair de termes.

Ainfi daos la progreflion de la formule qui a 7 termes, la
fomme du troifieme & du cinquieme terme, favoir ¢ == 2d
~+ a == 4d, ou bien 24 == 6d, eft égale 3 la fomme des
extremes, quifont 2 & ¢ == 64, ceft-a-dire, a 24 == 64,




- DE MATHEMATIQUES. : 8174
& 1 la fomme du fecond & du {ixieme qui eft auffi 22 == 643
ou enfin au double du terme moyen 2 == 34.

357- I1.° Dans une prugnﬂz‘am arit.ﬁmét.".:;:zs , Un terme quelcangue eﬂ
égal a la fomme du premier terme & du produit de la différence commune par
le nombre des termes précédents. Car le fixieme terme, par exemple,
qui eft 2 454, eft la fomme du premier @ & du produir de la diffé-
rence - d par le nombre 5 des termes qui précedent le fixieme.

558. HL° Dans une progrelfion arithmctique la différence entre le pre-
mier & le dernier terme eff égale au produir de la difference commune par le
nombre des termes de toute la progreffion moins un. Ainfi dans la méme
progieffion, il eft clair que la différence entre 2 & a—7d, eft +7d.

359. IV." La fomme de tous les termes d'une progreffion
arithmetique ¢fl egale a la moitié du produit de la fomme des ex-
trémes multiplice par le nombre de tous les termes , ou , au pro-
duit entier de la fomme des extrémes par la moitié du nombre des
termes 5 ou au produit du terme moyen ( {i le nombre des termes
eft impair ) par le nombre de tous les termes : expreflions toutes
équivalentes & qui {e démontrent de la méme maniere. Ainfi
{i 'on multiplie 22 == 64, fomme des extrémes de la méme
progreflion par 7, nombre de fes termes, on aura 142 2=
42d , dont la moitié 72 == 21d =— a2 4+ az=d + a == 2d
s o 3d b arE 4d + aF §d 4 a 784 2 ocar par'la
réduction , ce dernier membre deviendra 72 == 214,

’-‘ [ ¢ LI,

Il eft donc bien aifé de favoir le nombre de coups qu’une
horloge frappe a chaque tour du cadran,

360. Une progreffion arithmérique peut ayoir 7éro pour un de
Jes termes.

Car entre zéro & un nombre quelconque, il v a toujours

G e J

une différence égale & ce nombre.

361. On peut donc continuer une progreflion décroiffante autant

qu’on voudra : par exemple, fi ona la progreflion =16 .12.8. 4.
o, on pourra la continuer ainfi <16 .12.8.4.0.—4.—8.—
12.— 16. &c laprogreflion ~11.6. 1. peut étre continuee en
mettant ~11.6.1.—4.—9.—14.—19. &c.

362. REM. Le zéro abfolu ne peut entrer daps aucun ragport géométrique,
parce qu'il ne peut contenir ni étre contenu.

363. De ces proprieteés des progreflions arithmetiques , on déduit
aifement des formules , pour réfoudre ce probléme général : Etant
données trois de ces cing chofes , le premier terme == a ; le dernier terme =
® ; lz différence commune = d ; le nombre des termes —n 3 la fomme de
tous les termes =S , trouver immédiatement une des deux autres. Caren
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fuppofant que la progreflion foit croiffante, ( on peut traiter comme
croiffante toute progrefiion décroiffante, en appellant fon premier
terme o, & fon dernier terme 2 ), 1.° {i I'on exprime algébrigue.
ment la propricté énoncée (358), on aura o —a=dn—d, &
dans cette équation prenant {fucceflivement les valeurs de » , de a,
de d & de 7, on aura quatre formules. 2.° La propriété démontrée
(354 ) donne an -+ wn = 25, d'ou I'on pourra eucore déduire quatre
formules. 3.° Sidans cette derniere équation on fubftitue la valeus
de @ == a —+dn—d tirée de la premiere , on aura 2an—+ dnn—dp
=25, d'oi 'on pourra déduire quatre autres formules.

4.° Si dans la méme équation an + wn= 25, on {ubftitue Ia va-
leur de 2 == @ — dn —+d prife dans la premiere , on aura 202 — dnn
~+dn=2s, d'oul'on pourra encore déduire quatre formules.

5.° Enfin {i dans an—+wn =25, on fubflitue la valeur de » = 1 4
@ —a @ &—4aaq

- prife dans la premiere équation, on aura 2s==g—t=w - —_

¢

d’ols on tirera encore quatre formules. Er ces vingt formules réfou-
dront tous les cas poffibles du probléme énoncé ci-deffus.

364. PROBLEME. Inferer un nombre m de moyens propor=
tionnels entre deux termes donnés , enforte qu'zl en refulte une
Progrejfion arithmétique. Pz

Sorution. Divifez la différence de ces deux termes pat
m =1, le quotient fera la différence qui doit régner dans la
progreflion cherchée. Ainfi pour inférer 4 moyens propor-
tionnels entre 7 & 13, la différence qui doit régner dans la
progreflion eft =11 On a donc =—7.8%,92,10%.
1rs.13.

Car en inférant quatre moyens proportionnelsentre 7 & 13,
il en réfulte une progreflion qui a fix termes, & qui a par con-
féquent cing différences égales. Or la différence du premiet
terme 7 au dernier 13, contient évidemment ces cing différen-
ces prifes enfemble : il faur donc en prendre la cinquieme par~
tie, ou la divifer par 5, pour avoir la différence qui doit ré=
goer entre deux termes quelconques de la progreffion.

Des Raifons, Proportions & Progreffions géometriques.

365. Les rapports géométriques font ceux dont on fait le
plus fouvent ufage ; ceft pourquoi par ces termes de Raifon,
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Proportion ou Analogie , & Progreflion , nous défignerons
feulement les géométriques. ;

Nous fuppoferons toujours dans la fuite, que le quotient
d’une raifon direéte réfulte de la divifion du conféquent par
lantécédent.

366. Il fuit de-13, & .de la notion des raifons géométri-
ques , quune fradion eft uneraifon géomérrique 3 {on numéra-
teur en eft le conféquent, & fon dénominateur I'antécédent.

367. On appelle raifon de nombre a nombre , celles dont le quotient
n'eft pas une quantité inexprimable ou incommenfurable : & raifon
irrationnelle ox raifon fourde , celle dont le quotient ne peut s'expri-
mer exaftement ni par des entiers, ni par des fraftions. Ainfila
raifon de 74 11, celle de 4 24+, font des raifons de nombre a

nombre , parce que leurs quotients font exaftement 4%, 4, &ec.

fais la raifon de 4 a v/ 3, cellede v/ § 4 8, font des raifons four-

des , parce qu'il eft impofiible de trouver un nombre entier ou frac-
8

tionnaire qui exprime la valeur exadte de ou de (236).

4
Il ne fuit pas de-la que deux incommenfurables foient toujours
enraifon fourde ; parce que I'un peut étre exaltement double , tri-
ple , &c. parrapportalautre. On a par exemple, y/28 . /175 ::
2.5%.
368. Quand 'antecedent contient deux fois , trois fois, &c. exac-
tement fon conféquent , on appelle leur rapport une raifon double ,
triple , 8c. & quand il eft contenu exaltement deux fois , trois fois,
&c. dans le conféquent, leur rapport s’appelle une raifon foudouble ,
foutriple ; 8ic.

369. Quand on multiplie par ordre les termes de plufieurs
raifons , c’eft-i-dire, les antécédens par les antécédents, & les
conféquents par les conféquents , les produits forment une rai-
Jon compofée de chacune de ces raifons; par exemple , les trois
raifons a:d, b:e, c:f, étant données, la raifon qui en eft
compofée, eft abe : def , & chacune de ces trois raifons s’ap-
pelle une des racines de la raifon compofée.

370. Une raifon compofée de raifons égales s'appelle une
ratfon doublée , triplee 5 quadruplee , &c. {i elle a deux, trois,
quatre , &c. racines : ainfl fi on compofe les raifons égales 2 :
4, 6:12, 3:6, on aura la raifon triplée 36 : 288.’

371. Cela pofé , toute raifon géometrigue peit J’:’xpn‘nerfmr
cetre formule a : aq , ou par celle-¢i y b:bq, &c. Ou, ce qui
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eftle méme , le conféguent dune raifon geometrique eff toujours
égal au produit de Funtécédent parleur quotient.

Car puifque le quotient d'une raifon eft ce qui réfulte dela
divifion du conféquent par Pamtécédent , ik elt clair (64) que
ce conféquent, qui eft le dividende, doit étre égal au produit
du quotient par Pantécédent qui eft Ie divifeur: donc en 2¢énéral
tout rapport géomérrique dont lantécédenteft 2 , & le quotient
g5 a pour conféquent 2 , & peut s’exprimer par a:ag. Tout
rapport dont lantécédent eft & & le quotient ¢, peut s'exprimer
par b:bg, &c.

372. REMARQUES. L Si on avoit {fuppofé que le quotient de Iy
raifon réfultat toujours de 'antécédent divifé par le confequent, i

 §
auroit fallu fuppofer ce quotient = — ( expreflion qui peut repré-

q

fenter auffi tous les nombres , {oit entiers , foit fraétionnaires),
afin d’exprimer les rapports géometriques par les mémes formules
ataq, 8&b:bg, &c

373- IL Quand l'antécédent eft plus grand que le confé-
quent, le quotient ¢ eft une fraction moindre que Punité : &
quand Pantécédent eft plus petit, ¢ eft un nombre plus grand
que l'unité. Par exemple , dans la raifon de 44782 g ===21

.

ainfi antécédent érant « 4, le conféquent eft ag==24'%33

\

& dans la raifon de 12 3 4., g==1 3 ainfi Pantécédent étant
«==12, le conféquent eft dg===12 X ; ==4.

374~ Toute proportion geéometrique peut étre repréfentée par
cette formulg a :aq:: b: bq.

En effet les quatre termes de deux raifons égales forment une
proportion ( 344); & deux raifons égales ont un méme quo-
tient g. Sidonc a & b font les antécédents de deux raifons éga-
les quelconques, 2g & bg en doivent étre les conféquents,
L’expreflion générale 2 : aqi:b:bg , peut donc repréfenter
toute proportion géométrigue,

375 La valeur d'une raifon ne change pas par la multiplica=
tion ou par la divifion de  [es deus termes par uie méme quantite.
Autrement. Les produits ou les quottents de deux quantités iné-
gales par une méme quantité , font en méme raifon que ces quan-
1ieds inegales,

Car
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Car une raifon confifte dans fon quotient ; or fi on multiplie
fa raifon a : zg dont le quotient eft ¢, par une quantité quel-
conque /2, la raifon des produits am : amg , n’aura point d’au-
tre quotient que la quantité ¢ comme avant la multiplication ;
donc am & amg feront en méme raifon que & : ag. On prou-
yera de méme qucf— & 2 font en méme raifon que a:ag.
13 m
a ﬂq
Donc a:ag:tam:amg:: —:—, &c.
m m
Les raifons géométriques & les fractions étant une méme
chofe , on voit maintenant pourguoz une Jradion ne change pas
dewaleur 5 foit qu'on en multiplie ou qion en divife les deux ter-
mes par une méme quantite (101 ).

376. 1 fuit de- 13 que deux guantitds quelconques font en
bme raifon que leurs doubles 5 leurs triples 5 leurs quadrup es o
Ge. que leurs moitiés 5 leurs tiers 5 leurs quarts &c. Ou, ce
qui eft la méme chofe , que les valeurs des frailions qui ont mé=
me denominateur font entr’elles comme leurs numeérateurs ; ainfi

b [ b a b
a:b::f;— e R o7
2" ¥ pSuptip Up
377, Une raifon doublée eft égale & celle des quarrés des termes

Lune des deux raifons qui en jont les racines. Une ratfon triplée
eft la méme que celle des cubes des termes d'une des trois ratfons
qui en font les racines 5 & ainfi de fuite des autres puiflances.

Car , 1.° Soient les deux raifons égales a:aq, &b:bg,
dont la raifon doublée eft ab : abgq. Il eft évident que ab : abgg
s:aa:aagq i bb:bbyq, puifque ces raifons ont le méme quo=
tient ¢g.

2.% Soient les trois raifons égalesa: ag; bibgs c:cq s dont
la raifon triplée elt abc : abeg3. Or il eft clair de méme que
abc: abegs iz a3 adgd i b3 1 b3g3 i ed i cigi.

378. Deux termes en raifon reciproque avec deux autres ter-
mes , peuvent étre mis en raifon direite fans deéranger leur ordre 5
pourvi gion mette les deux termes d'une de ces raifons en fraétion
dont le numerateur foit 1, ou méme une quantité quelconque m.

En effet la raifon de bg 2 b eft inverfe par rapporr 3 cellede
g 5 & pour les mettre en raifon direte, il faudroi écrire 5 4

X
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bg:iatag, ou bg:b::ag:a. Orjedis que {i on met la raifoy
bg: b, par exemple , en fraction dont le numérateur {oit 1 , op

1 I 4 I PR 1
aura - : - ::1a:ag ; car le quotient de ~ divifé par — eft
b a?-’ q . b v p bg 93

aufli bien que celui de 2q divifé par 2.

Proprietés des Proportions géometriques.

379. PROPRIETE FONDAMENTALE. [ans toute proportion
géometrique le produit des extrémes ¢ft egal au produit des moyens,
Cela eft évident par la formule 2 : g :2 5 : bg.

380. Si donc une proportion eft exprimée par des termes
différents ent’'eux, comme 2, bycs dyoufia:biic:d,on
a toujours I'équation ad=—bc.

381. Réciproguement , toutes les fois que lon a deusx produiis
€gauzx 5 on peut en tirer une proportion. 1l fuffit pour cela de
prendre les deux racines d’un de ces produits pour extrémes, &
les racines de 'autre pour moyens.

382. Ainfi toute équation peut'ére changée en proportion. §i
ad=—bc , par exemple, on peut en conclure que z.5::¢.d
Siad —bd==cg—+c, on peuten déduirea—b.g -+ I::c,
d. L'équation I—xx=——=z donne 1 —x.a::1.14%
L'équation x? — y> ==1. donne += x +y oI x—%
&ec. &c.

383. On peut donc faire fubir divers changemens 3 des
quantités proportionnelles, pourva que la proportion fubfifte,
Par exemple, {1 ad = bc , on peut en conclure indifférems
ment.

atbic:d
C

c:d. b:a::d:ie. e:
sbadey b c

giidab. dibwe:
o sdiva by ode ot

2 b Ze

Et méme on peut en former encore tant d’autres proportions
quon voudia, en combinant ces termes par voie d’addition &
de fouftraction, pourvu qu'on fafle dans les deux raifons les
mémes opérations & dans le méme ordre , de forte que le pro=
duit des extrémes , & cglui des moyens de ces nouvelles pro-
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poriions, fe réduifent 3 I'équation primitive ed==dc. Ainfi

a—b:biic+did. a—b:biic—d:d
a:a—biicie+d a:a—bi:c:ec—d.
abia—bucdie—d. a—b:a+biic—dicd, &c,

384. Si Lon multiplie , ou fi Pon divife deux ou plufieurs
Prapor‘tionx quelconques 5 terme par terme , les produits ou les
quotients feront LOUJOUTS €Tl PTOPOTtLOTs

1.° Si on multiplie terme par terme les deux proportions a :
aqiib:bq, c:icpiididp,ileftclair que les produits ac : 2cpq
21 bd : bdpg forment une proportion , a caule du meme quo-
tient pq.

2.° 'Si on divife a:ag::bibgparc: cpi:d:dp ; ileftclair
que e Y 2 : by , puifque l¢ quotient de chaque raifoneft 4

oeep d  dp Pe

385, Il fuit de-la que les mémes puiffances des quantités pro-
portionnelles font proportionnelles & que leurs mémes racines
Jfont proportionnelles auffi.

Carfig . Bi:ic.d, on a gd ==bc, & a®d"==10b"c"}

= o %, 7”
donc (382) @™, bmaicm . d” y&a”n b7 i ¢* wd”s0uy as
7 n - ”
VbV eV d.

386. Silon aune fuite de termes proportionnels,, la Jomme
des antecédents eft a la fomme des confequents 5 comme un anté=
cgdent quelconque ¢ft & [fon conféquent 5 o comme un nombre quel-
congue d antécédents eft au méme nombre des confequents.

Soit a.ag::b.bg:ic.cqiid.dy; je dis que a+b-+¢
—+ d, {fomme de tous les antécédents, eft a ag —+ bg =+ cq —+
dg fomme de tous les conféquents, comme un feul antécédent
quelconque « eft a fon conféquent 2g ; ou encore,, comme un
nombre quelconque 2 —+— b —+ ¢ d’antécédents eft au méme
nombre ag ~+ bg —+ cg de leurs conféquents. 11 fuffic pour s'en
convaincre , de voir quil regne un méme quotient ¢ dans les
raifons fuivantes.

@op-bp-cd (apb-cd) g a. dgiia-=b-¢. (a==bc)g

X]J
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Propriciés des Progreffions géométriques.

387. Toute progreffion geometrique “peut fe réduire a cety
Jormule 2= a . ag . ag* . ags . agt . ags. agt . &e.
- Car une progreflion eft une fuite de termes alternativemeny
antécédents & conléquents qui ont toujours urrmeme quotient
(348). Or il eltévident qu'une telle fuite eft repréfentée par
@.ag.aq*. ag?.agt, &c. puifque chaque terme étant divifg
par celui qui le précede immédiatement fur la gauche , ou qui
eft fon antécédent , a toujours ¢ pour quotient. .
388. Remarquez que les expofans de' ¢ dans cette formuls
font eux-mémes en progreflion arithmétique & que I'on pent
exprimer ainfi- toute progreflion: géométrique , -+ ag° . ag,
ag*.agi.agt. &c.
" “4” exprime la puiffance zéro de la quantité 4. Or la puiflance zér
d’une quantité quelconque eft toujours égale A 'unité ( 214 )
389. Remarquez aufli qu’en fuppofant e==1 . la formule
devient -+ ¢ ¢* . g* g3 &c. Alors elle repréfente la {uite des
puilfances-d’une quantité quelconque, Do il fuit que les puif-
Jances fircesffives'€ non fradtionnaires dune quantite font en pro-

gr&/f'mn geometrique y &-que deurs expofans font en progreffion
arithmetique. : ; 0
Les puiflances fucceffives & fraGionnaires font exceptées,
parce que'leurs expofans 1, %, 1, &c. ne forment'pas de pro-
greflion arithmérigue, ;
390, Dans toute, progreffion les” prodiits "des extrbmes ou
cene des termes dgalement eloignds’ des “extrémies y font eganx

E.TUF‘!L’[L}: 3 QU au ¢
¢ft impair. :
Cela eft vrai pour la formule == 2, aq . ag*lagt Cagt &
Cela eft donc vrai pour tous Testas. o dol 25k :
391, N el donc vrai aufli que dans une Froportion contine
le quarre du moyen off dzal au produit de§ extrémes s puifque
Celt une-prozreifion de'thoi¥ retmes. - j
392. Dans une progreffion quelconque le premier terme ¢ft an
troifieme 5 comme le quarré-du premier eff du quarre du_fecond,

quarre du termeé moyen , f8'le ngmbre ‘des termes
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Le premier terme ¢ff an quatrieme 5 comme le cube du premier ¢ff

au cube du fecond » & ainft de fuite.

Il ne faut pour sen convaincre que regarder la formule
2z g.ag.agt cagi e,

393. Des termes exprimés par les mémes lettres avee des ex-
pojans en proportion ou en progreffion arithmetique , font en pro-
portion o en progreffion grometrique.

Car il eft clair que ag™ . agm—+4::ag” . ag®+*, puifque le
quotient de ces deux raifons eft g% Pareillement, - ag™.
aiprisd aq iy agm3d, &c. puifque le quotient eft tou-
jours g%,

394. Dans toute progreffion 5 un terme quelconque eft egal au
produit du premier par le quotient élevé a une puiffance du méme
ordre que le nombre des termes precédents.

Cela eft évident par la progreflion -2 . ag . a¢* . a3 . agh.
ags .« ag® . &c. ot l'on voit que le cinquieme terme ag* eft égal
auproduit du premier & par le quotient ¢ élevé ala quatrieme
puiffance.

On peut exprimer cette propriété par la formule x ==
2¢g"—* , ot x lignifie un terme quelconque , & 7 lexang de ce
terme,

195. Les fommes ou différences entre les termes confécutifs d'une progref-
fion géométrique font en progreffion géométrique. Les {fommes ou les diffe-
rences entre les termesdela progreflion = 4 ..aq . aq*.. g3 . ag*.
2g%".'ag8, font d ¢ ag . aqg—-aq” . ag* - agd . ag3 - ag*  agtd-ags
<ag’=+agb, &c. Oril eft clair que ces termes font ensprogreifion
géometrique , puifque chacun eft le produit du premier multiplie
par le quotient ¢levé & une puiffance de lordre du nombre des ter-
mes précédents. Par exemple, eg*—-ag%, qui eft le cinquieme
terme , eft le produit du premier a=-aq . par e
“"'966. Dans une progre[fion quelconque < @ . aq . ag® . ag3, & fi q=
o, ou="=2, ladifférenceentre le premier. & le dernier terme eft égalea la
fomme de tous les termes, , excepté le plus grand. Si q=3 ou Sl
différence entre le premier & le dernier terme ¢ft égale au double de la fomme de
tous les termes , excepté ke plus grand. Siq=4 ou=z, la différence
entre les extrémes eft le triple de la fomme de tous les rermes excepte le plus
gr-rm'd o

Car fi g= 2, la progreffion = 2. ag . ag” . 24> . &c. deviendra
= a.2a.4a.8a, dans laquelle 82 —a différence entre les extré-
mes eft 72 = 2 + 24+ 44 {omme de tous les termes qui precedent
le plus grand. Si g=13, la progreflion deviendra = 4. 3¢ .92.274.
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ol 272 — a== 26z double de 2 4- 32 +9a = 132. llenecft de més
me, ig=ZIous, &c. ;

Différents Problimes fur les Proportions & Progreffions

feoinetrl gu 85w

- 397. ProBLEME. L. Etant donnés trois termes dune pro-
portion y trouver le quatrieme. '

Sorutron. Appellez x le terme inconnu.. Mettez-le en
proportion avec les trois autres , {elon le rang qu’il doic-avoir;
faites une équation du produit des extrémes, & de celui deg
moyens'y x {e trouvera dans 'un de ces produits , & vous en
aurez facilemeut la valeur, parla divifion, En genéral o dang
toute proportion , un terme quelconque 5 5'il eft moyen eft €gal
au produit des extrémes divifé par L autre moyen = §'ileft extréme,
il eft égal au produit des moyens divifé par Uaiitre extréme. ‘

Parexemple , foient donnés 2, b, ¢: on cherche le qua-
trieme proportionnel, onadoncz: b:: ¢ : ». Doncax=— be,
X x— ;c Mais {1 le terme cherché efit di étre mis au troifie-
mie rang, on et eu alors, @.b::x.c; d’olt on el tiré »

ac
ke ‘

La Regle générale contenue dans la folution de ce Probléme
s'appelle a Regle de Trois. Comme elle eft d’'un grand ufage,
nous eferons plufieurs applications dans le chapitre fuivant.

398. ProsL. IL. Etran: donnés le premier terme & le quiotient
ti’une progn:ﬂfon 3 trouyver un terme qu.elconque s Xo .

Formule; % == 2¢*—* (394). Ainfi {i'on demande P'on-
zieme tetme d’une progreflion , dont I eft le premier terme , &
4 le.quotient, on aura =1, g=—u4, =113 le terme
cherché =~ , & en faifant Ies fubftitutions; %= 1 X fro==
4'? ==1048576. ,

399. ProeL. III. Trouver la Jomme s de tous les termes
dune progreffion géometrique y dont on connoit le premier terme
a, Iederniero , & Ie guotient q.

SoLUTION. Dans une progreflion tous 1¢s termes font antés
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cédents , excepté le dernier, & tous les termes font confé-
nents , excepté le premier. Donc la fomme des antécédents
et s —a, la fomme des conféquents eft s—a3 or (386)
s—w: s—a:ia:ag. Donc saq— awqg==sa—aa, ou 5q
@ —a
—eg=—4—a. Donc g — s ==aq9—a. Doncs— o4 1
g—1 »
400. PROBLEME. IV. Trouver la fomme S étant donnés le premier
rerme @ 5 le nombre des termesn, & le quotient q.
‘zqn_ a 5;% -— T
Formule , s= U te=1
o R g—1 .

Car le dernier terme de cette progreffion eft agn—*: ona donc,
comme ci-deflus , s — ag#—1:s—a::a: aq. Donc sag—aaqy”=t=
sa—aa : divifant tout par 2 , & mettant ¢# a laplace de gg7~1, on

(I(fn——d
a:q—-aq-”f:.r-—a. Doncs=
—1
401. PrOBLEME. V. Trouver sous les termes d'une progreffion dont
on connoit le quotient q , le nombre des termes n & la fomme s.
sq—s g—1
Formule. = , Ol a=s . Cette formule tirée de
g — 1 !
Péquation précédente,donne le premier terme; & en le multipliant
par les puiflances fucceffives du quotient , on aura tous les autres,

: _ Wk AN i T St . Sheni 5

qui {eront par confequent s e o = =
g—1 s % gae=1 liha it 3
gl g gred gk
&zc. ou bien s s 58 -8cc.
” : "2 : -3 2 7 %
R e bl i T — Y e S e e
% q A=y ;e

¢ 7 ¢

402. PROBLEME. VI. Trouver le quotient q d'une progreffion dont on
connoit le premier terme a , le dernier @ 5 & le nombre 0 des termes.
n—1

w
Formule,, g= V——— Car o =ag?-v.
a

~ 403. ProBL. VIL Trouver le nombre n des termes d’une progreffion
dont on connoit le premicr a , le dernier @ , & le quotient q.
» g
Sorut. Léquation — = ¢#-1 étant multipli¢e par ¢, devient —
a a
==, Ce qui fait voir qu’ divife 1 i
=¢». Ce qui fait voir quayant divifé par le premier terme le pro-




168 LEGCONS ELEMENTAIRES
duit du dernier par le quotient, on a une puiffance de ce quotiene
dont I'expofant eft égal au nombre des termes qu’on cherche : &
quainfi en élevant le quotient 4 toutes fes puiflances fucceflives 2
on trouvera aif¢ment le nombre des termes. Soit , par exemple , g
=75 9=3, @==13645 ; je multiplie 3645 par 3, & j'en divifels
produit 1035 par 5 ,je trouve 2187. Jéleve le quotient 3 4 toutes
fes puiffances jufqu’a c2 que J'en rencontre une egaled 2187, & jaj
3295 27,81, 243,729, 2187, & je vois que 2187 eft la {eptieme
puiflance de 3 : donc le nombre des termes cherché eft 7: En effer,
= 5 .15 .45 .135.405 . 1215 . 3645. On auroit trouve facilement
cet expofant , en divifant le logarithme de 2187 par celui de 3.

404. ProsLeme VIIL. Inferer des moyens proportionnels
entre deux termes donné's,

1.° Quil faille inférer unmoyen proportionnel entre z & &3
onaura ~=a.x.b, donc (391) 26 == xx, donc x =—
V ab.

2.” Qu'entre 2 & 5 il faille inférer deux moyens propor-
tionnels, onaura == 2 . x .y-bydonc (392)a2:8::a3: 41,
Donc a3b=—=2ax3, & en divifant, 2eb=— x3; donc x —

]}:mb. Or ayant le premier & le fecogd terme, il fera aifé da

- |
trouver le troifieme ; car on aura = 1V aab iy b & enéle-

adk3
vant tout au cube , 43 : aab :: y3: 83, Donc y3 ==

3
abb: & y — 1 abb.
3.° En général,, quentre 2 & 5 il faille inférer un nombre » de
moyens proportionnels, I'intervalle des termes 2 & & fera 7 —- 1 ,on
an~t-1p
aura donc (392) a#—rx:an—d1:: 5.} sidonc sntor = 5
" a
en réduifarﬁ, x—1—=unb; & en extrayant la racine, on aura x
n—41 ”» I
= va"h, oubien x =ss+1ps+1 Et et I3 Ia valeur du pre-
mier des moyens proportionnels demandés. Par un calcul femblable
Frept
au précédent , on trouvera que le fecond moyen eft y/an—157, le
n—41 =1
woifieme y/a7-243, le quatrieme y/a#-36%. Er ainfi de {uire jufqu’a
ce que I'expofant de 4 {oit devenu=rn-1, auquel cas celui de @
n=1
fera = o, & le terme vV a®bn—1 {e réduira 3 5.

405, PrOBLEME IX, Inférer un nombrem de moyens propor=
: tionnels
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pionnels entre les termes confécutifs d une progreffion geomerrique 5
comme ~— 2¢° . aq* . ag* . agd , &c.

SoruTioN. Inférez ( 364 ) un nombre m de moyens pro-
portionnels arithmétiques entre les expofans confécutifs des ter~
mes de la progreflion donnée , & vous aurez les expofans de la
progre{ﬁon cherchée (393). Par exemple, {i on veut intérer 3
termes entre tous ceux de la progreflion précédente , on aurg

a I 1 3 I ¢ 3
. et dohit SRR Bl DR el e
ST A] s 2] e 4] & 49 « 2] & 2] e 27 e 4 » &,

De la Regle de Trois 5 & de quelques autres Regles d ufage,

406. Je fuppofe que 6 Ouvriers aient fait 15 Toifes d'ou=
vrage dans un certain temps , & que 'on demande combien en
auroient fait 18 Quvriers dans le méme temps. Il eft clair que
plusil y aura d’Ouvriers , plus ils feront d’ouvrage, & que leur
wavail {era proporfio.nnsl a leur nombre. Ici, par exemple, on
en emploie trois fois plus 3 ils feront donc trois fois plus d’ou-
vrage , & I’on voit bien fans calcul , que puifque fix Ouv. ont
fait 15 T. 18 Ouv. doivent en faire 45 dans le méme temps.

Mais il n’eft pas toujours auffi aifé de connoitre le rapport
des termes qui forment ces fortes de proportions. Pour le fixer
dans rous les cas , on fe fert d'une regle généralement connug
fous le nom de Regle de Trois. Ce n’eft qu'une application de
1a propriété fondamentale des proportions ( 379 ).

407. On diftingue. deux efpeces de Regle de Trois, 'une
direéte , Vautre indireie ou inverfe. Voici comment on peut les
reconnoitre Pune & Pautre ; car c’eft la feule petite difficulté qug
les Commencants trouvent icl.

Mettez d’abord en proportion les termes donnés & celui que
vous cherchez. Ecrivez, par ex. 693, 180 11 15T . xT,
Remarquez enfuite que les 6 Quv. & les 15 Toifes qu'ils ont
faites , font deux rermes correfpondants 3 & qu'il en eft de méme
des 18 autres Quvriers & du nombre des toifes qu'ils feront,
En général la caufe & l'effet font les termes correfpondants dang
ges fortes d’exemples. :

408, Celapofé, Une Regle de Trois eft diredte , lorfque lgs

2 'Y‘

SCD Lyon 1.
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termes correfpondants vont de plus au plus. Plus il y aura d’Qy.
vriers, plus ils feront d’ouvrage. Voild une regle directe.

La EKegle de Trois ¢ft inverfe y lorfque les termes correfpon~
dants von: du plus au moins. Par exemple, plus il y aura ¢'Qy.
vriers , moins il leur faudra de temps pour faire le méme oy-
vrage.

409. Dans les deux cas on peut difpofer de la méme ma-
niere le nombre des Ouvriers; mais dars la Regle de Trois di-
rete , le terme que I'on cherche fera mis le quatrieme , & op
le déterminera en divifant par le premier extréme le produit des
deux moyens. :

“xEMPLE. 51 Ouvriers ont fait 39 Toifes, combien 17
Quvriers en feront-ils dans le méme temps ?

Je difpofe ainfi les termes, 510-. 170 :: 30T 2T, Jo
muluplie 39 par 17 le produit eft 663 que je divife par 513
le quotient eft 13, Cleft le nombre cherché. Il eft évident en
effer que trois fois plus d’Ouvriers doivent faire trois fois plus
d’ouvrage ; or 51 eft triple de 17.

410. Dans la Regle de Trois inverfe, le terme inconnu doit
étre mis au troilieme rang de la proportion ; & pour le déter-
miner ; il faut divifer le produit des extrémes par le moyen
terme connu (397 )-

Ex. g1 Ouvriers ont fait un eertain ouvrage en § jours;
combien en ent-il falla & 17 Quvriers pour le faire ?

Fécris, 519 17058 ghagi s puis, S1 X5 ==255 ;- 848
= 15. Donc x == 15 jours, comme cela doit étre. Voici
quelques autres exemples.

14 Marcs d’argent ont colité 714 liv.’combien cofiteront
70 marcs ?

La regle eft évidemment dire&e. Je difpofe donc ainfi les
termes , I4m, J0™ 1 714 ot Pai enfuite 714 X 70==
49980 que je divife par 14; le quotient eft 3570. Cleltla
velenr de 5.

J’aurois pu décompofer les deux premiers termes , & mettre
2 X 7+30 X7 ::714 . % D'owfauroisticé ¢ 375) 2. 108
714 . x. Mais 10 elt cing fois plus grand que 5 ; donc poue
avoir x , il 0’y a qu'a muldiplier 714 par §.
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211. On abrege fouvent le calcul par cetre décompofition.
{l eft méme plus fimple ordinairement de divifer le fecond
terme de la proportion par le premier , & de multiplier le troi-
fieme par le quotient. Le produit {era toujours le terme que
Ton cherche dans les Regles de Trois direétes. Pour avoir ce
rerme dans les Regles de Trois inverfes , il faut multiplier le
quatrieme par le quotient de la divifion du premier par le fe-
cond. Tout cela eft fondé fur les mémes principes. 11 ne faut
qu'un peu d’ufage pour fimplifier ainf1 les opérations.

‘6 Compagnies de Cavalerie ont confommé un Magafin de
fourage en 54 jours ; en combien de jours Peuffent confommé
9 Compagnies?

Plus il y a de chevaux, & moins il faur de temps pour la
méme confommation. La regle eft donc indirecte. Alnft 6%+,
9% :: &1 . g4). Donc x== %8 361,

Autrement. 2X 3 .3X3::%. 54 Dioll 2. 3312, 543
¥x=—3.54=—36: '

Il a éé donné 36 L. pour érre diftribuées 3 32 Pauvress
combien faudroit-il donner pour 72 Pauvres & qui on voudroit
faire la méme charité ?

On a d’abord 32. 36::72 .x. Enfuite (375), 8.9::
72 . %, Puis, I . 951 0L S B

§’il faut pour un meuble 6 aunes d’une éroffe large de?
combien en faut-il d'une étoffe large de ;2

Il eft clair que plus Pétoffe eft large , moins il en faut. Ona
donci.i::x.6, & ‘véduifant aun méme dénominateut , - .
9

2.6 Dob,8.9::x.6,0ubien 8.x::9.6.(383),

7
ouencore 8. x:: 3.2, cequi donne x =3 = ghAd 2,

412. Soit propofé maintenant de réfoudre cette queflion.
20 hommes ont fait 160 Toilcs en 15 jours; combien 30
hommes en feront-ils en 12 jours?

On appelle Regles de Trois compofees , toutes celles ot il
entre plus de trois termes connus , comme dans cet exemple.
Pour trouver alors le terme que Pon cherche, on réduira la
queftion i des Regles de Trois fimples. On dira , par exemple;
£ 20 hommes ont fait 160 Toifes, combien 30 hommes er
feront-ils dans le méme temps ¢ . .+« Y i
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20.30:: 160.x30u, 2, 3::160. x =240,
Donc en 15 jours 30 hommes feront 240 To;fes: Mais op
fuppofe qu'ils ne doivent travailler que pendant 12 jours. QOp
aura donc 15, 12::240.x30u §.4::240.%, ou meéme,
X 4:048 ,x — 1927, Cleft le nombre cherché.
. Il etit été facile de le trouver en
difpofant ainfi les termes. .. ... (20*_’ L9 R
& en multipliant 20 par 15 & 30\157 " 12i"" N
par 12¢ Car 20 hommes qui tra-
vailleat 1y jours, font 300 journées de travail pendant que 30
hommes qui travailleront 12 jours en feront 360. Mais {i 306
jouméss de travail ont produit 160 Toiles, il eft clair que 360
journes en produiront 192, parce que 300, 360, ou 30,
36, 0u§.6::160. 192. :
On peut méme réfoudre certe queftion fans employer
Regle de Trois, en difant; 160 toifes en 1 5 jours font == pa
1o

0 . v s
jour; dont la vingtieme partie,, ou :

eflt "Touvrage que
fait chague homme par jour. 30 hommes feront donc 30%
25620 30X 160 St be ) (<

o » O =——— chaque jour; & par conféquent en 12

160 1520
s { 12..30.. 160 12.2.8
jours ils ferone -~ — 192,
155 20 _ Tl

Nous n’infifterons pas fur des chofes aufli aif¥es, Quand on
a quelque habitude de calcul , ces regles fe préfentent naturels
lement & Pefprit, ou on en imagine d’autres qui valent quelque-
fois mieux,

La Regle de Trois eft du plus grand ufage dans toutes les
parties de Mathématiques. Elle fert beaucoup aufli dans quel-
ques autres regles que nous allons parcourir,

413. Regle de Compagnie. Deux Négociants ont mis
12000 L en fociété dans le commerce, & ils ont gagné
X350 L s veulent partager ce gain 3 raifon de leurs mifes, qui
font 8000 L pour le premier Négociant, & 4000 L. pourle
fecond. Que doit-il revenir 3 chacun ?

Dites, la mife totale 12000 1. eft au gain total 1350l

Comme la mife de chaque Négociant eft au gain qu’il doit faires
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2000 . 1350 :: 8000 . x5 OU 1200.135 :: 8000 .x5 ou
encore , 400.45 i1 8000, % ; ou bien 80.9::8000.x;
ouenfin, I.9 ::100.x==2900L Ceft le gain du premier.
Ce qui refte de 1350 L eft le gain du fecond. Tont cela eft
aifé.
Trois amis ont fait une bourfe commune pour le jeu. Le
remier a donné 117 1. le fecond 72 ; le troifieme 54. Ils ont
perdu 93 1. Quelle eft la perte de chacun?
' ( 117 X 93
I 17‘ TS ——
| 243
2 X
- -{ T2 X — 23 93
243
34293

l i
==

On eiit pu divifer d’abord les deux premiers termes par 3 ,
& divifer enfuite par 9 le quotient du premier & chacun des
troifiemes termes , en difant ;.

L117. 2
Sl.31::€ 72.%
§54.x

Ig.x:q.d:—-l-
Yuis -9=21 " Sl =0

R it

wlwe|ovo |+

B
@]
+

On vérifie ces fortes de regles en ajoutant les pertes ou les
gains de tous les affociés. La fomme doit toujours étre la perte
totale ou le gain total.

414. Lorfquoutre les mifes particulieres , il y a encore des
temps différens , la regle de compagnie s'appelle compofee.

ExemprLE. A,B & C ont gagné 1660 L. 12 {. avec un
fonds qu'ils avoient mis en fociété. 1l s'agic de partager ce gain
en raifon des mifes, Celle de A eft de 4500 pendant 6 mois;
celle de B eft de 3000 L. pendant 8 mois. C amis 2250 pen-
dant dix mois.
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Multipliez d’abord chaque mife par le temps quelle a &g
employée, & dites enfuite ; la fomme de tous ces produits eff
au gain total, comme chaque produit en particulier eft 3 |
partie proportionnelle de gain que je cherche.

4500 3000
6 .

Rocis
27000 24000 22500

La fomme de ces produits eft 73500 ; d’ailleurs 12 (=4
de livre. J'ai donc,

73500.1660,6 :: & 24000 . x
ou bien, divifantpar 22500, x
300 le premier terme & chacun des troifiemes.

%‘27000 e

(_90..:\:'::6101.-—1—:—_:—;
245 . 1660,6 :: $80. 0 =542 -4 St

La fraction 237 fe réduit
3 147
(109)a;=—=r12f. 1660 L, +

245

415- La Regle & Alliage confifle’, ou 3 trouver le prix
moyen d’'un mélange formé de- plufieurs chofes différentes,
dont les quantités & les prix font donnés ; ou i trouver dans
quelle proportion il faut prendre de chacune de ces chofes,
lorfque leurs prix & le prix moyen font connus.

PREMIER Cas. A quel prix faudroit-il vendre le marc d’un
alliage formé avec 6 marcs dargent & 48 1. & 12 marcs dar-
gentd 36 L pour n’y rien perdre , ni gagner ?

Multipliez chaque partie de I'alliage par fon prix refpedtif,
& divifez la fomme des produits par celle des quantités mélées;
le quotient fera le prix moyen.

6 X481 =288 720 == 40 1, prix cherché,
12 X36 =432 -———8—-
—_— —m 1

18 720
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Cette méthode eft fondée fur la Regle de Trois que voici.
La fomme des marcs eft A celle de leurs prix, comme un feul
marc de alliage eft au prix moyen. Cette proportion, qui eft
évidemment jufte , donne 18,720 1.2 == L8 0

416. Remarquez en paflant que outes les fois que Lunité eff
un des termes de la Regle de Trois 5 le terme que Con cherche eff
le produit ou le quotient des deux autres.

On vérifie le premier cas de la Regle d’alliage , en évaluant
tout le mélange au prix moyen. Sa valeur doit ére égale ala
fomme des valeurs particulieres.

Il eiit &6 facile de trouver une formule algébrique qui efit
indiqué la méthode dont nous venons de nous fervir.

SECOND caAs. Le prix moyen , & celul de chaque partie de
Palliage étant connus , il peut arriver , 1.° quaucune des quan-
tités dont le mélange doit étre formé , ne {oit fixée. 2.° Quily
en ait une qui le foit. 3.° ‘Que I'on foit reftraint i une certaine
quantité d’alliage. Les exemples vont éclaicir cela.

1.° Un Marchand de vin voudroit méler du vina 15 f.la
pinte avec du vin & 8 {. pour en avoir quiil pht vendre 12 (L 1a
pinte. Combien doit-il prendre de chaque efpece pour faire ce
méelange ?

o
je prends la différence 3de 123 15, & 9%
je la mets vis-a-vis 8. Je place réciproquement vis-a-vis 15 la
différence 4 de 1223 8, & je conclus que trois pintes de vin a
8 {. mélées avec 4 pintes de vina 1§ feront duvin 2 12 f. Cela
eft évident par la compenfation qui fe fait des deux prix, un
{upérieur, I'autre inférieur au prix moyen.

417. Il ne faur cependant pas conclure de cette compenfa-
tion , que les nombres 4, & 3 foient les feuls qui fatisfaffent aux
conditions du probléme. Car c’eft ici une queftion iedérermi-
née qui a une infinité de folutions, méme en nombres entiers.
11 fuffit pour les trouver , de prendre deux nombres qui foient
dans le méme rapport que 4 & 3; & pour cela, il o’y a qua
les doubler, tripler , 8.

418. Sile mélange devoit étre fait avecdu vina 15 L 2 10
& 3 8, pour avoir encore du vin & 12, on s’y prendroit a peu

Aprés avoir ainfi difpofé les trois prix. .. ..., 12 % 1§ .4
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pres de la méme maniere. Cleft-a-dire, qu'aprés avoir come
paré 15 & 8 avec le prix moyen 12, & difpofé réciproque-
ment les différences 3 & 4, on compareroit 15 & 10 avec le
méme prix moyen 12, & on difpoferoit réciproquement auffi
leurs différences 3 & 2. Voyez Pexemple.

Six pintes de vin d 15 {, 3 pintes 11; oo 4. 250
ad 10, & 3 pintesde vin3 g, 12 |10 .. 3
mélées enfemble, feroient donc 12 8i= 3
pintesde vina 12 {, La preuve en S
eflt aifée, I2

S'il devoit entrer dans le mélange quatre, cing, ou fix fortes
de vin 2 différens prix, on les compareroit {ucceflivement deuy
a deux avec le prix moyen , en obfervant feulement de ne
comparer 2 la fois que deux prix dont I'un feroit plus fort, Paus
tre plus foible que le prix moyen,

2.° Dans un temps de difette un Boulanger veur faire dy
pain avec de 'orge, du feigle & du froment, & le vendreq_,
fous la livre, Ila 8 boiffeaux & demi de froment qui feroient
dupaind 5 { lalivre. Le pain fait avec le feigle feul revien-
droita 3 { 8 d. Celui qu'il feroit avec Porge cotiteroit 1 f, 6 d,
la livre. On demande combien il doit méler de feigle & d’orge
avec ces 8 boifleaux & demi de froment pour faire du pain 3
41 1alivre ? ;

Le prixmoyen eftici 48 d. J’en prends 48 J60..30..4
les différences avec les autres prix, comme 44..12
dans Pexemple précédent, & je dis; 18.:12

Pour faire du pain 2 4 {. la livre avec les prix marqués, on
pourrait donc prendre 34 boiffeaux de froment, & les méler
avec 12 boifleaux de feigle & 12 boiffeaux dorge. Mais puif-
que la quantité de froment eft fixée, il eft clair que sl faue 12
boiffeaux de feigle & 12 d’orge fur 34 de froment , il en fau-
dra fur 8 ; une quantité proportionnelle que je déterminera
par cette Regle de Trois ,

34.85::12.3&'"——“:_3; boiﬂ‘eaux(dorge.

Il en eft de méme pour un plus grand nombre de¢ chofesd
meler,
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méler , quand on connoit leurs prix & la quantité delune d’en=
tr'elles.

© On a trois fortes de caffé. La livre du premier vaut
5o f. celle du fecond en vaut 38, celle du wroifieme 24, Trou-
ver dans quelle proportion 1l faut les meler pour en faire 64
livres que I'on puifle vendre 30 {.2 i
Prencz les différences comme ci-deflus, & apres les avoir
ajoutées , dites : la fomme des différences eft 2 la quantité de
mélange que I'on veut faire , comme chaque différence en pai=
siculier eft 3 la quantité qu'il faut en prendre.

FO 16 6.x== 93
30138.. 6 40.64::§ 6.x=— 91
24.+20.8 28 . x==443

3

] ——

40 - 64

419. On peut varier cette folution par la méthode des problémes
sndéterminés ¢ 293 ). Car il ne faur pas croire que arithmetique
fatisfafle pleinement a ces fortes de queftions , quoiqu’il femble d’a-
bord qu'il n’y ait pas d’autre maniere de remplir les conditions du
dernier probléme. Elle weft ni la feule , nous allons en trouver
dautres , nila plus commode , elle exige des fractions.

Pexprime ainfi ces conditions ; x -y 3= 64 , & 50x~+ 38y
247 = 64X 30 ,'00 25% = 19y + IH = 96o. La premiere quas

640—6y
¢ion donne x=64—y—z3 doll 1= ——
13
Bornons-nous & déterminer en nombres entiers les valeurs de ces
g 640 - 6)/
trois inconnues. 7 doit donc étre un entier, ainfi que —_—
1920—18y 13
& que . 1 faut donc que le quotient 147 — ¥ -
D=5 13 9T=H¥
en foit un auffi, de méme que {a partie . Mais cette
13 45— 25y 13
partie multipliée par 5, ou ———— doit en étre encore un , ainfi
26y 13
que ——, Ajoutant donc ces deux dernieres quantités , leur fomme
3

{era un nombre enticr. Je le défigne par E , & jaiy = 13K

13
=45 Z
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Suppofons a préfent , pour éviter' les valeurs négatives , queR
= Done yi==75 ¢ "eft le moins que I'on puiile prendre de café}
38 {. la livre pour faire la quantité propofee de mélange. Subflituant
640 — 6y
cette valeur de y dans I'équation ;= , On trouve ;== 46;

13
c’eft le plus qu'on puiile prendre de café a 24 {. La valeur corref-
pondante de x eft 11 ; & ces trois quantités rempliffent les deux

conditions du probléme.

Supp ofons enfuite E=5; nous aurons y = 20, { e
qui les remyp liront auffi. En continuant 1és progreflions arithmeéti-
ques (204 , nous trouverions dés le troifieme terme, y =33, &
{= 34, Ce quine peut étre. Onne peut donc faire 64 llvres de café
a 301. avec ducafé 2 50, a 38, & a 24 {. pris en nombres entiers,

que de deux manicres.

420. La Regle de fauffe pofition fert a trouver un nombre
inconnu par le moyen d’'un nombre fuppofé. Soit propofé,
par exemple , de trouver un nombre dont la moitié , le quart
& le cinquieme faflent 456.

Je fuppofe que ce nombre eft 20. Mais il eft clair que la
moitié , le quart & le cinquieme de 20 ne font que 19. Ma
fuppafrion eft donc faufle. Elle n’en fervira pas moins cepen-
dant 2 me faire connoitre le nombre demandé. Car puifque
deux quantités font toujours entr’elies comme leurs parties fem-
blables (376), on peut les regarder 'une comme la fomme
des antécédens d’une fuite de termes proportionnels , Pautre
comme la fomme des con{é€quens. Or ces deux fommes font
entr'elles (386) comme un nombre qL.du)nque d’antécé-
dents eft au méme nombre de LOﬂf(_qUBUS & recszoquemem 3
donc la moiti€ plus le quart plus le cinquieme de 20, fontala
moitié plus au quart plus au unqmeme du nombre que je cher-
che, comme le nombre 20 lui-méme eft au nombre cherché.
Jaidonc, 19,456 :: 20. x==480.

Trois Ne?omans ont perdu 24001, en fociéeé, Cette perte
devant étre :cpartu: a pru'l()l‘“lOl‘l des mifes, & celle du pre-
mier Négociant étant égale 4 'la fomme des deux autres , pen-
dant que il e du fecond eft double de celle du troxﬁ;me on
demande quelle doit étre la perte de chacun?

" Bi je fuppofe que la mife du troifieme eft de 3 L. celle du fe-
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cond doit étre de 6, & celle du premier , de 9. D’oi je con-
clus que

3.x == 400
18 .2400, ou 3 .400:: Zé.x:: 800
9 < == 2350

Une infinité d’autres nombres formés fuivant les mémes con-
ditions que 18 , auroient donné le méme réfultat.

Combien faudroit-il de temps pour remwplir un baffin, en
ouvrant tout i la fois quatre robinetsgidont le premier feul le
rempliroit en 2 heures , le fecond en 3 , le troifieme en 5, &
le quatrieme en 62

Suppofons qu’il fallut une heure, & voyons {i le baflin fe
trouveroit rempii. Il eft clair que dans cet intervalle le premier
robinet en rempliroit la moiti€ , que le {econd en rempliroit le
tiers , &c. & qu’'aini les quatre 3 la fois fourniroient dans une
heure de quoi remplir £ ou ¢ du baffin. Il ne faut donc pasune

5

heure. Poar déterminer au jufte ce qu'il faut , on dira....
f.i,0ub.5: 1B, setes B e O
421. Il armve {ouvent qu'une premiere fuppolition ne fuffe

pas pour réfoudre des queftions & peu-pres femblables. Onen

fair alors une feconde. Cleft ce quion appelle la Regle de dou=
ble fauffe pofition..

ExemprE. Pour engager un ouvrier pareffeux 2 travailler,
on lui promet un écu par jour , 3 condition que les jours ou il
ne travaillera pas, il ne recevra rien, & qu’il perdra au con-
traire, 24, I. chaque fois. Au bout de 15 jours Pouvrier ne regoit
que 24 1. Combien de jours a-t-1l travaillé?

© Je {uppofe qu’il a travaillé pendant 6 3 mais je vOis que dans
cette fuppofition il n’auroit dit recevoir que71.4{. Tleaace-
pendant regu 24. Je {uis donc en erreur de 161 16 (. oude
16, 8 1. en moins ; d’ou je conclus que cet ouvrier a travaillé
plus de 6 jours. _

Suppofons donc qu'il en a travaillé 12, & voyons quel en
fera le réfultat. L ouvrier auroit di recevoir 321. 8 {. Lierreur
eft doncde 81. 8 £, oude 8,41 en plus: ce quieft d'ailleurs
évident.

Zij
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Je difpofe ainft les deux nombres fuppofés & les erreurs cors
refpondantes;

Gi 12f
—16,84-8,4

Puis je multiplie le premier nombre par la feconde etreur, &
le fecond nombre par la premiere. Les produits {ont 50,4 &
201,6. Jeles ajoute, & divifant leur fomme 252 par celle deg
erreurs 25,2 je grouve 10 pour quotient. C'eft le nombre
cherché. :

Siles deux nombres fuppofés avoient donné deux erreers en
plus ou en moins, jaurois divifé feulement la difiérence des
produits par celle des erreurs.

Ex. Apres avoir trouvé par la premiere fuppofition que
cet ouvrier a travaillé pendant plus de 6 jours; je fuppofe quiil
a travaillé pendant 9. L'erreur fera encore en moins, de
4, 4° == 4., 2%, Jaidonc

6. 9
16,8 4,2

puls, 6 X 4,2=2¢,2; IRT6,8 ==T50 ;03 151 20
2§,2==1265 16,8 —4,2=12,6; & %= 10y com®
me ci-deffus.
. 422. Rapprochons maintenant les diverfes opérations de
la regle de double fauffe pofition. Elles confiftent 3 {uppofer
un nombre que on aflujettit aux conditions du probléme. S'il
y_ fatisfait, comme cela arrive quelquefois, le probléme eft
rélolu. S’il a’y fatisfair pas, on marque Lerreur {oit pofitive,
{oit négative , & on fuppofe un autre nombre, dont on marque
aufli erreur. Eafuire , on multiplie-la premiere erreur par le
fecond nombre, & la feconde erreur par le premier. Cela fait,
on divife la fomme des deux produits par celle des deux er-
reurs , lorfque leurs figaes font différens, S’ils font les mémes 3
ceft la différence des produits qu'il faue divifer par la différence
des erreurs. Le quotient eft le nombre cherché,

AUTRE Ex. Deux amis jouant enfemble , celui qui joue le
mieux parie 12, contre 8§ & chaque partie, Apres en avoit
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joué dix, Pautre lui paie 20 {. Combien a-t-il gagné de par-
ties ? 3
S’il en efit gagné 6 , lautre en et gagné 4 & ils euffent été
quittes. La premierc erreur eft donc — 20. S’ en efit gagné
8, Pautre lui auroit dii 40 {. La feconde erreureft donc —+ 20.
D’ou on voit fans autre calcul qu'il en a gagné 7.

6 8 fom. desprod. . . 280

—7

— oo b0 fom, deserr. . .. 40

423. On peut appliquer la Regle de faufle pofition 3 plu~
fieurs des problémes que nous avons déja réfolus ou propofés
(288 & 261 ). On peut aufli 'abréger de la maniere {uivante.

Apreés avoir {uppofé deux nombres, & déterminé leurs er-
reurs , comme ci-deflus, multipliez la différence des deux nom-
bres par la plus petite erreur, & divifez-en le produit par la
fomme des erreurs, {i lune eft gn plus & l'autre en moins, ou
par leur différence fi elles font toutes deux de méme figne. Le
quotient eft ce qu'il faut ajouter ou fouflraire 2u nombre qui a
donné la plus petite erreur. On V'ajoute , quand ce nombre eft
le plus petit des deux, & que les fignes des erreurs font diffé-
rents. On le fouftrait , quand ce nombre eft le plus peut & que
les deux erreurs font de méme figne. La fomme ou le refte
donnent le nombre cherché. Cleft tout le contraire, lorfque
le nombre qui répond 2 la plus petite errevr eft le plus grand.
Un ou deux exemples fuffiront. Voyez d’abord celut qui pré-
cede. '

Les deux nombres pris & volonté font 6 & 8; leur difiérence
eft 2. Je Ia muliiplie par — 20 ou par —+ 20, ( il ’importe
puifque les deux erreurs font égales aux fignes prés, & que Pon
ne tient ici aucun compte des {ignes feit en multipliant foit en
ajoutant ): puis je divife le produit 40 par la fomme des erreurs
qui eft aufli 40. Le quotient 1 eft la correétion qu'il fau faire 2
Pun des deux nombres fuppofés.

Pour la faire au nombre 6 qui répond & — 20, je remarque,
1.° que 6 eft plus petit que 8; 2.° que les fignes des errcurs
font différens. Il faut donc ajouter 1 3 6 pour avoir le nombre
demandé , &c,
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Quatre Domeftiques ont recu des gratifications apres la more
de leur maitre. Le plus ancien a eu 2&0 l. de plus que le fui-
vant ; celui-ci a eu 300 l. plus que le troifieme , & le troifieme
400 . plus que le dernier ; enforte que la gratification du der-
nier n’a été que le quart de celle du premier. On demande ce
qu’ils ont eu chacun 2

Je fuppofe d’abord que le premiera eu 2000 1. auquel cas le
dernier a di avoir 17001, Mais le quart de 2000 1. n'eft que
soo 1. La premiere erreur eft donc 4+ 600.

Je fuppofe enfuite que le premier n’a eu que 1600 1. dont
le quart eft 400. Mais dans cette fuppofition le dernier auroit
eu700l. La feconde erreur eft donc + 300. Je multiplie la
différence des deux nombres fuppofés par
la plus petite erreur. Le produit eft 2000 1600
120000 L. que je divile par 300 (difié- -+ 600 - 300
rence des deux erreurs ).

Le quotient eft 400 1. ‘Or le nombre qui répond 2 la plus
petite erreur eft le plus pertit, & les fignes font les mémes; il
faut donc fouftraire 400 1. de 1600 pour avoir le nombre
cherché, Cleft 12001,

424. La regle de double fauffe pofition n’eft, comme I'on
voit , q'un titonnement ; mais un titonnement précieux , au-
quel on eft obligé d’avoir fouvent recours dans les équations
de la haute géoméurie, dans les calculs aftronomiques , &c.
Voyons fur quoi elle eft fondée. Pour me rendre plus intelli-
gible, je prends de tous les exemples le plus aifé.

On demande deux nombres dont la fomme foit 13, & Ia
différence 5 ? je fuppofe que le plus petit eft 25 ¢ plus grand
fera 7, & leur fomme ¢ ; la premiere erreur eft donc — 4. Je
fappofe eafuite que le plus petit nombre eft 3. Le plus grand
fera 8, la fomme 11, la feconde erreur — 2. Je fais d’ailleurs
( 283 ) que le nombre cherché eft 4., & je vois que la premiere
erreur eft 3 lafeconde , comme la différence entre le premier
nombre fuppofé & le nombre cherché eft a la différence entre
le fecond nombre {uppofé & le méme nombre cherché; car —
4.—2:: 2.1, Refte donc & chercher une méthode générale
pour trouver en pareil cas le nombre inconnu,
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Soir x le nombre cherché, a le premier nombre {uppofé,
b le fecond, ¢ la premiere.erreur, d la feconde. Je dis que
toutes les fois quil y aura proportion entre les erreurs & les dif-
férences indiquées, onaurac.d:: x—a.x—b; & que par
conféquent x — lifc—: Zd‘ Il faut donc multiplier chaque nombre
ﬁppqﬁf’]mr Perreur qui répond a Pautre s & d{véﬁ'r la différence
de ces produits par celles des erreurs , lozﬁru’ailef ont le mém_e
Sfigne. Siles deusc erreurs avoient g’e:_ﬁg.rzpfs contraires , ce feroiz
la fomme des produits g1l faudroir divifer par la_[cr:zme des er-
reurs 3 puifquc d, par exemple , €tant une quantité négative,
ja formule devient o =— E_-id (185). Laregle eft donc dé-

c+d
montrée. Paffons a 'abrégé.

425. Quand aucun des deux nombres {fuppofés n’eft celui
que P'on cherche, il ne s'agit que de trouver la correction né-
ceffaire pour le réduire au nombre cherché. Soit donc y cette
correction , d la plus petite erreur , b le nombre qui I'a pro-
duite , & le refte comme ci-deflus. Il eft clair que {1 5 eft plus

’ bec — ad
petit que %, onaura b+ y ==x=——- Dans ce cas, y

L [
b—a)d s
_ g ) : maisfibeftplusgrandquex , alors b—y —=x
A
be — ad (‘z—b)d > \ 1.
L e o —  Clelt-a-dire, que dans
c—d c—d e

les deus cas il faut multiplier la différence des deux nombres
Jfuppofés par la plus petite erreur & divifer ce produit par la diffé-
rence des erreurs lorfqil’elles ont le méme Signe 5 ou par leur fomme
lorfqilelles en ont de differens. Le quotient eft zoujours la correc-

tion cherchée.

426. REMARQUE. Quand on applique cette regle 2 la recherche
desracines des équations & des logarithmes des perits nombres, on
eft d'abord étonné que le réfultar ne {oit pas bien exaét. Mais cCeft
qu'alors les erreurs ne font pas exaftement comme les différences ,
& que cette regle fuppofe toujours cette proportion. Ainfile réful-
tat fera plus ou moins conforme i la vérite , fuivant que le rap-
port des erreurs approchera plus ou moins de celui des, différences.
Voila pourquoi dans les équations, il faut tacher de prendre ponr
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x deux nombres peu éloignés de celui que l'on cherche (537 )
Voila pourquoi aufli les logorithmes des petits nombres doivent fa
prendre avec des cara@ériftiques un peu fortes , comme 3 ou 4.

427. IV, La Regle d'inteérér a pour but de fixer la fomme
due pour de P'argent prété {ous certaines conditions.

On peut les varier & U'infini, & c’eft ce qui rend aflez com
pliqué le calcul néceflaire en plufiéurs cas. Nous nous bornes
rons & ceux qui font le plus en ufage; & comme la Regle de
Trois réfout prefque tous ceux-1a, nous laiflons 3 chacun fe
foin de Pappliquer aux queftions fuivantes. Confidérons la
chofe un peu plus généralement. :

1.° Un vieux vfurier préte 156001, & 8 pour cent par an,
Quelle fomme faudra-t-il Iui donner dans cing ans pour le
rembourfer & lui payer en méme temps l'intérét de fon argent?

Soit p==156001. que 'an appelle le Principal, ou le
Fonds ou le Capital. Soit ¢ = 5 ans, ou le temps pendant le-
quel lintérét court. Soit = ce que rapporte 1 I dans un an,
ou en général dans le temps que 1001, en rapportent 8. (On
trouve la valeur de r en difant f1 1001, en rapportent 8 , que
rapportera 1 1. dans e méme temps? 100. 8 I .r=—0,00
Soit enfin 5 == la fomme due tant pour le fonds que pour les
intérérs.

Cela pofé , nous aurons 14, r:: pt, o= pr=—= Fintérét du
principal pour un an. Mais {i an bout d’un an Vintérét eft pr, il
fera prz au bout d’un temps ¢: car 12. pri: # . & ==pre. Réun
niffant donc le principal (p) & lintérét (pre)son (68
aura généralement la fomme demandée (s)=—= |~ 741
p—l—})rt;d’Ol\ll‘Ontire e SLaslilr S TR S % N

Subftituons les valeurs, & nous trouverons

i
§ ==15600 ~+ 15600% 0,08 x y ==218401 | S A

Si la queftion efit été énoncée de cette maniere, P
Au bout de cing ansil a été payé tant pour le fonds que pour
les intérérs 2 § pour cent, lafomme de 21 8401 Quel éoitle
fonds? On et fubftitué ces valeurs dans la formule p=

5 . 1 - . A
——= qui efit donné 15600 1, On trouveroit de méme le
Tt 1

temps ou lintérét d’une livre, connoiffant les trois autres chofes.
428
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428. 2.° Un Commercant doit payer cent piftoles chaque
annde 3 un de fes confreres ; mais comme il a befoin de fon"ar~
ent, il le prie de ne pas en exiger pendant 8 ans, & lui promet
de payer tous les arrérages avec les intéréts & § pour 100.
Jappelle 2 ce qui eft dii chaque année, foit Renze , ou An-
nuité 5 foit Penfion 5 &c. Jappelle r Pintérér de 1 L pendant
un an; ¢ le temps apres lequel feront payés les intéréts & les
arrérages dont je défigne la fomme par 55 & je dis. La rente
ne doit étre payée qu’a la fin de 'année. Le Commercant ne
devra donc aucun intérét pour la premiere année. Mais a la {in
de la feconde il en devra ar ; 4 la fin de la trotfieme , 2ar; &
ainfi de fuite julqu’i la fin de la derniere , ot les intécérs dus fe -
ront exprimés par ar (z—1 ).
Or ces intéréts forment une progreflion arithmétique , dont
le premier terme elt zéro, le dernier, ar (z— 1) & le nombre
F o z
des termes , ¢. Leur fomme eft donc (359) b S

-

cette fomme réunie 3 ce qui eft da pour la rente doit former la
fomme des -arrérages & des intérets. On a donc s =——are
(r—1) at

= 4 at=—r(f—1)+ 2X~- , quidonne.,e==
2 2

25 ns— 243t 3 Z5 | pr—r\% . re—a
= —— = —-+('—“‘-) LR
T(t—1) =2 X at t—1) ar ar 27
Subflituant les valeurs, on trouvera /=——0,05§ X7 +2X
=—=9400 . Et{ion connoifloits , r, 7, on trouveroit &
' 2s
parla formule ¢ — —— — — &c. &c.
: ; (rit—1})4+2)¢

429. Ces fortes de queftions appartiennent a ce que lon
appelle Regle d'intérét fimple. Les deux fuivantes fe réfolvent
par la Regle d’intérét compofé ou redouble. On appelle ainfi Fin-
térét qui fe prend fur le fonds & fur les intéréts de ce fonds,
quand on ne les paie pas a leur échéance. La loi, a laquelle
feule il appartient de fixer le taux de l'intérét, profcrit Pintéréc
redoublé. TI peut arriver cependant que ufage en foit légi-
time. Voici deux exemples.

3.2 Une partie des biens d’un Pupille confilte dans ung

: Aa

|
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fomme de 20000 l. que fon Tuteur a placéed 5 pour 100,
Autbout d’un an la perfonne qui avoit emprunté cette fomme ,
la rembourfe & en paie I'intérét convenu. Le Tuteur trouvant
aufli-tét une occafion de placer cet argent au méme intérée
forme un nouveau principal de la fomme des 20000 1. & de
I'intérét qu'elle-a produit pendant unan , & place ce principal,
1! place de méme 2 la fin de la troifieme I'intérét de la feconde,
& ainfi de fuite pendant {ix ans. Que doit-il 2 fon Pupille pour
cete partie de fon adminiftration ?

Soit p==20000!. qui {ont ici le principal ; foit #==A6 ang;
= la fomme due par le Tuteur ; r== l'intérét imple d’une
livre ; g == 1#—+ r=—une livre plus fon intérct. On trouve
¢ par cette proportion. Si 100 L. en produifent 105 au bout
d’'un an, que produira 1 L.? ou100. 105 :: 1.9=1,0y,

Il eft clair maintenant que fi 1 1. produit ¢ dans un an, g pro-
duira la feconde année ¢* ; car I.¢::¢.4¢% La fomme due

our 1 L. & pour fon intérét redoublé pendant deux ans fera
donc ¢*. Elle fera ¢3 pour trois ans, & ¢* pour un nombre¢
d’années. Mais puilque 1 1. produit ¢* dansuntempsz, pl,
produiront pg* dansle méme temps. Onaura donc f=—pg* —
20000 X I,0§5=—=20000X1, 3401 —= 26802 l. dont le
Tureur eft redevable & quatre ou cing fous de moins.

2
: s =, 1
La formule = p¢* donne 1.° p=— ; z.°q=V —ou Lg
P

(I‘s
Lf—L.p L.[~Lp
_—— 30— . Les Logarithmes abregent beaus<
t L.q
coup le calcul dans les problémes de ce genre. 1l y ‘en a méme qui
ne peuvent {e refoudre autrement.

430. 4.° Un Banquier percoit en 1769 une Rente de
2400 L. & il place ce revenu a 4 pour 100 en 1770. Il rece=
vra donc a la finde 1770, 2400 1. pour fa Rente & ¢61,
pour P'intérét de celle qu'il avoit pergue en 1769. Son projet
eft de placer ainfi tous les ans julqu’en 1777 la Rente de I'an-
née précédente avec les intéréts des autres années. On de-
mande combien il recevroit d’argent, {1 a la fin de 1776 les
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perfonnes qui lui ont emprunté , le rembourfoient toutes a la
fois 2

Soit a==2400L. 1= g ans; r=0,04 = Pintérét an-
el d’une livre 3 g== 1# 7= 1,043/ —=lafomme de-
mandée; & nous aurons @=== € qui eft di au Banquier en
e il - ag = ce qui lui eft dl_.i. en 17705
42— ag -+ ag> =¢ce qui lui eft dien 1771 5 & ainfi de fuite
jufqu’a ce qui lui fera dd 3 la fin d’'un pombre £ d’années , dont
la valeur eft a—-2q—+ag*« .« ag—*. Or la fomme de
Xg k gf= L

q
cette progreflion eft (399) X 4.
La fomme due apres un nombre z d’années eft donc générale-

Yiniop qE el . ..
ment exprimée pat /5= - X a 3 formule qui donne ici/
r
. (1,04)8—1 ; T
e kY X 2400 == 221401 2 bien peu de chofe
0,04

pres.

rs rs 5
Elle donne aufli L TSRt ot (I g ) ; —g— g =
gF—1 a a
—a L.
, en {ubftituant g—1au fieu de r. Or cette derniere équation
a

donnera au moins une valeur approchée pour g, fi elle n’a pas de
divifeur commenfurable. On pourrd donc en déduire la valeur der
qui érant multiplice par 100 fora connoitre le raux de lintéret tou-
tes les fois que £, s, & & {eront connus.

Quelgues notions fur les Séries.

431. On appelle Série ou Suite un aflemblage de termes
qui pris confécutivement croiffent ou décroiffent fuivant une
méme loi : telles font les progrefiions arithmétiques & géomé-
triques.

532. On appelle fuite finie celle dont le nombre des termes
e’ﬁ liité , & fuite infinie celle qwon fuppofe continuce jufga'a
Vinfini. p

433- Les fuites dont les termes vont en augmentant de

Aajj
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grandeur , sappellent divergentes , & celles dont les termes.
décroiffent de grandeur savpellent convergentes. Une {uitg
diverge ou converge d’autant Plus que chaque terme croit oy
décroit plus rapidement 3 Pégard de celui qui le précede.

434. Il y a trois principales fuites de nombres. Celles des
nombres figurés ou de différens ordres > celles des nombreg
Polygones , & celles des puiflances.

L. Les fuites des nombres figurés commencent ainfi , , . ,

Conftants ou du premierordre...... 1,1, 1, Lh 15 0o O
Naturels ou dufecond ordre . .. ... 1,2, 3, 4, 5, 6, &c,
Triangulaires ou du troifieme ordre..1,3, 6,10,1 5,21, 8c.
Pyramidaux ou du quatrieme ordre. .. 1,4,10,20,3 5,56, &c.

.3 : 5
de leurs termes doit étre Ja fomme des termes correfpondants

de la fuite précédente. Ainfi la feconde fuite eft formée de
Paddition continuelle des unités ; les termes de la troifieme
fuite font formés de I'addition continuelle de ceux de la fe-
conde. Par exemple, I+ 2==3, 1 4 2+ E——ve
a8 Ll =10, VSl e 354 g g o Sl
436. II. Lesnombres polygones font des nombres formés
paria fomme des termes confécutifs d’une progrefiion arith-
métique qui commence par 1. Et ces nombres sappellent
triangulaires , quarrés, pentagones , hexagones,&c. felon que
la difiérence qui regne dansla progreflioneft 1, 2, 3, 4, &c.

435. La loi des fuites des nombres fizurés eft que chacun

Progreflions Arithmétiques, Nombres Polygones.

2,3, 45 5. &c. Diff. . 1 . . 1,3, 6,10,15 &c. Triangulaires,
1,35 7, 9, &e. Diff. . 2 . ., 1.4, 9,16,25 &c. Quarrés.
$:4:7510,13, SeeDIfE - 3, ., 1,5.12,22,35, &c. Pentagones.
1,5:9:13,17, &c. Diff. *5 . | . 1,0,15,28,45, &c. Hexagones.

On les appelle polygones , parce qu'ils repréfentent le nom-
bre de points néceffaires pour remplir les efpaces des polygones
réguliers , en difpofant ces points en fymmétrie fur des lignes
tirées parallélement aux c6tés de ce polygone. Mais cela eft
peu importart. .

437. HI. Les fuites des puiflances des nombres font celles
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des quarrés, des cubes , &c. des termes confécutifs de la fuite
des nombresnaturels I . 2. 3. 4.5 . &c

38. Outre ces différentes fuites de nombres, on en ren-
contre fouvent d’autres. Par exemple, une fraction décimale ,
comme 0,3543 » nelt autre chofe quela fuite & —+ = —+
+ =iz Un méme nombre diviié {fucceffivement par les ter-
mes d'une progreflion arithmétique , comme £.3.5.3.7.3,

&c. forme une {uite qu'on appelle une progreffion harmonique.

N., Il y a proportion harmonique eatre quatre quantités , lorf-
que la différence entre les deux premieres eft a la différence entre
Jes deux dernieres , comme la premiere eft a la derniere. Ainft
2.3.6.12 font quatre termes en proportion harmonique ; cat
4—2:12—6 :: 21 12. 5ileterme du milien eft réperé deux fois,
fa proportion (qui w'eft alors compofée que de trois termes) eft
continue. Ainfi 2 .3 .6 font trois termes en proportion harmo-

rique continué. Toute proportion harmonique continue peut de-
croitre 4 Tlinfini & former une progreflion harmonique décroif-
{fante {ans fin. Ainfi donc fi dans la proportion harmonique conti-
nue 2. 3 . 6 Pon cherche 1€ terme {uivant en decroiffant , ceft-a-
dire , celui qui doit précéder 2, l'on dira, 3.2., & I'on trou-
vera x en difant §—2 1 2—x 1313 donc gx— 230 =—16 — 3¢ ;
donc %= 6— 3x; donc 4x=06; donc enfin x—=%=—4%. L'on
aura donc la progreflion harmonique decroiffante 6.3 .2.%. L'on
trouveroit les.termes {uivanrs par la méme regle.

Mais on ne peut pas augmenter ainfi fans fin la progreflion croif-
fante , & l'on connoit que I'on eft arrivé au dernier terme, dés que
l'on tombe dans une équation impoflible , en {uivant, pour cher-
cher un nouveau terme , la regle que nous venons de dire. Ainfi fi
T'on veut dans la progreflion ci-defius chercher un nouveau termre
au-deflus de 6, l'ondira 6 —3 :x—6::3:2, ce qui donneroit
6% — 32 =3 — 18 , ou 3x == 3% — 18 , ce qui eft impofible.

Nous dirons en paflant , que I’harmonie des fons eft déterminée
par des regles fondées fur des expériences phifiques , indépendam-
ment de loreille. Entr'autres phénomenes du fon, onaobferve
que fi P'on pince trois cordes d’'un Infitrument également tendues &
également grofles , ayant leur longeur dans le rapport des nombres
3, 4. 6, des deux qui font I'une 4 Tautre comme 6 : 3 ( ou com-
me 2:1), la plus courte fait deux vibrations, dans le temps que
Ia plus longue nen faif qu'une ( la plus courte fait Fo&tave que les
Muficiens appellent d’en-haut , & que les Mathématiciens appelle-
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On peut méme faire 3 volonté des fuites compofées de plufieurs
autres , en leur faifant rerme 3 terme quelqu’une des opérations
de Varithmétique. Telle feroit, par exemple, la fuite £ . 2. 1,
=5 .50, &c. quon a formée en mettant pour numérateurs les
termes d'une progreflion géométrique double, & pour déno-
minateurs les produits du premier , des deux premiers , des trois
premiers, des quatre premiers, &c. nombres impairs. Mais
lorfque la lo fuivant laquelle une fuite ¢ff compofee ne f¢ prefente
pas tout de fuite 5 il faur Décrire fous une forme qui la faffe re-
connoitre. Par exemple, & linfpection de la fuite précédente,
on reconnoit facilement que les numérateurs font en progref-
fion géométrique ; mais on ne voit pas comment les dénomi-~
nateurs ont été formés. Si donc on la met fous cette forme. .,
Sy % : % s &c. rien
1,) 1.3.9.1.3.5. 9 1.3-5-7.9 1.3-5-7+9-
n'eft plus facile que d’en reconnoitre la loi.

439. On réduit fouvent en fuites infinies les quantités qu’on
ne peut décompofer fans refte: telles font les quotiens des
termes qui ne font pas multiples du d'ivifeur » & les racines des:

puiflances imparfaites. Par exemple, nous avons trouvé (19 3)

I
que = =\1-—-—x’—+—-x4—'-x‘ '—{—xs--&c.—!-&c.
xx

ax

. < a
cc. {ans fin. On trouveroit de méme que = -
b x b b

ront d’en-bas , le terme y étant décroiffant ). Des deux cordes qui
font comme 6 : 4 (ou comme 3:2), la plus courte fait trois yi-
brations tandis que la plus longue en fait deux ; cet accord eft
nomme quinte. Enfin les deux cordes ,-dont I'une fait quatre vibra-
tions, tandis que I'autre n’en fait que trois , formenr , étant pincées,
Paccord qu'on appelle quarte. Donc par expérience , ces trois
nombres 3, 4, 6, expriment des quantités d’ou dépendent des
fons qui donnent des principaux accords de la Mufique, & ces
nombres font en proportion harmonique continue ; car la diffé-
rence du premier au fecond eft 4 la différence du fecond au troifie-
me , comme le premier eft au dernier ; 6 —4: 4=—3::6:3,

On peut obferver que dans la proportion harmonique , il entre
Ia raifon arithmerique & la géométrique, '
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ax3 ax* a*
- 4 — —&c.que —— =—
b bs x—b
bz
— 5 &C.
3
x ; i
440. Nous avons trouvé auffi ( 308) que la racine quarrée
* 4 wb -8
de a> — x* étoit 2 — upabie s i S
22 823 162’ 12847 #
rc. Cette Série peut également fe déduire des regles de 'ex-
&c = 5
traction des racines.

Car la racine quarrée du premier terme a? eft 2 ; Otant 2 de
- 5+ J - -
“aquantité donnée a* — x?, refte —x?, qu'il faue divifer par

XX .
22(224) &ona— — , fecond terme de la racine; fon
24

. + .
quarté eft-— , & fon produit par 22 eft —xx ; Stant
444

donc cela du premier refte — xx, on a un fecond refte —
et : i xx -

=, qu'il faut divifer par le double de e — -- , quieft 22 —
4aa : 2a

oL

ot :
~— ;onadonc d’abord — s Pour troifieme terme de la ra-
a a

3
. 4 x 5 FL2
cine ; fon quarré eft o fon produit par 22— == eft —
44

a

2ax% %0 5 x4 :
—- __ ; I'6tant du fecond refte— —, & réduifant,
8at 8at 4aa

; : 28 > .

on a un troifieme refte — = En continuant le méme pro-
d"e
cédé , on a les autres termes.
f R AL T .?C-“' ac‘*‘ :4:6
Onaurade méme J/ @* + 2> =g+ — — — = ——
22 843 16a?
2 b 2
X — e >

o s &c. EtYae+bx —x*—a—+ — — -

12847 ¢ 24
bbx*

8a3

s

441, De-la on voit que lor{qu’on a les premiers termes
3 - - A ” - .
d’une fuite ; il faut ticher de découvrir la loi de leur marche;
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car alors on peut cefler d’opérer, & continuer la fuite en obfer-
vant cette loi, pourvu qu’on s'en foir afluré par un nombre
{uffifant de termes.

Par exemple , en examinant la fuite qui exprime la racine
de 2> — x?, on voit aifément qu'elle £ft égale a 2 plus tous les

produits des termes d’une progreflion géomérrique ( dontle
i 2

premier eft — , & le quotient — ) » multipliés confécutive-
a e

mentpar — = — s ——-y — 17y — 705 &c. Il ne Sagie
donc que de trouver laloi de ces coefficiens , laquelle eft —
1 ¥ e e ) S 8 1.5, 3. 57
;9 :._._;43_—3.4.6‘} 2.4 6.89_—2.4.6.8.163
&c. Les numérateurs {ont les termes de la {uite naturelle des
nombres impairs croiflants, & les dénominateurs font les ter-
mes de la fuite naturelle des nombres pairs croiffants. On mul-
tiplie fucceflivement deux , trois, quatre, &c. de ces termes,
& on réduit 2 I'exprellion la plus fimple les fradtions qui en ré-
fultent,

442. Nous avons déja’vu (308) que la formule du bino-
me étoit un moyen aflez prompt pour réduire en {érie les reftes
des divifions , & les racines des puiffances imparfaites. Il ne
faut donc pas fe fervir en pareil cas des regles de la divifion &
de 'extraction qui font longues & ennuieufes. Si nous avons
patlé de cette méthode, Ceft quelle a été la premiere inven-
tée , & que la grande wtilité de cette invention a déterminé les
Analyftes a la perfectionner. Voici un des moyens les plus in-
génieux qu'ils aient imaginé,

443. On fuppofe que la quantité & réduire eff égale & ung
Jferie dont tous les coefficiens font indéterminds ; & on détermine
enfuite ces coefficiens par autant d équations.

. a . a
ExempLE. Quelle fuite donne o P Je fais —

e b—+x

== A + Bx -+ Cx* + Dx3 + &c. d’olt je conclus (64)

—bA—+bBx + bCx* + bDx3 + &c. Or pour que
+ Ax—+ Bax*—+ Cux3 4+ &c.

cette équation ait lieu, il faut que le premier terme 5A du fe-

cond membre étant égalé au feul terme @ du premier, tous les

autres
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aurres termes du fecond fe détruifent ; 5 & certainement ils {g
détruiront tous , fi IES coetficiens des mémes puiffances de x fe
réduifent 3 zéro. Iln'y a donc qu’a fuppofer que la partle indé-
terminée de ces coefliciens eft telle quelle puifle opérer cette
réducion. Et pour déterminer dans tous les cas la valeur de
cette partie, on égalera fucceflivement a zéro la fomme des
coefficiens de chaque puiffance de . ( On appelle ces coeffi-
cient8 Homogenes , ou Homologues ).
Jaidonc, 1.° 2 ="5A, quidonne A — 2:2°8B4+A

=—o0, doljetire B—=— ; 5 3.6C+HB—0, dowC=

e 4.° 8D+ C==o0, & par conféquent D——__b:;’

&c. Je fubftitue ces valeursde A, B, C, D, &c. dansI'équation

T

b=
a a ax ax® ax?

e DT T 4 &rc. comme nous la-
b+x [y i b3 A%

vions déja trouvé par la divifion (439).
Cette méthode eft aufli fimple qu'utile. ADphquouq la donc

encore 3 deux exemples. Soit propofé de réduire en {érie
3

=— A 4+ Bx -+ Cx?* + Dx3 + &c. & je trouve

a* +42ax— X"

a

Je {uppofe que - —A-+Bx—+Cx*=+-Dax3-+&ci

& -20%-x*
Tai donc 2* = (2* + 2ax—x*)A-+Bx—+Cx? +Dox3 <8¢,
2 A+ a2Bx 4+ a2Cxr+2>Dax’ 4+ &ec.

— 1 22Ax =+ 2aBx?* + 2aCx? + &c.
— Ax*— Baxi— &c.

d’ot je conclus s> ==2*A , & par conféquent A==1; en-

! i 2 5
fuite 2* B + 2¢A —0, quidonne B=— 7 Le méme

5 12 5
procédé me fait trouver C—= — , D=—=— 5, &c. d’oli

Bb
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a? 12%3

2 2 = s &C.
a® - pax—x?* a

443. Quand il y a deux termes dans le numérateur , on les
égale refpetivement aux deux termes homogenes de la férie
déja multipliée par le dénominateur. Ainfi pour avoir la fuite
i - , on fuppoferoit d’abord 1 —+ x ==

T ——00

(1 —x—x?) (A~ Bx—+ Cx? 4+ &c.); on effeGderoir
enfuite la multiplication, & aprés avoir fait A—1, &
trouvé que B == 3 par I'équation 2 == Bx — Ax, on
détermineroit 2 lordinaire C, D , &c. dou réfulteroit

1+2x
S —+ 3% - 4% =~ 7x3 - T1x4 —+ 18x5,
{érie bien aifée A continuer, puifque chaque coefficient eftla
fomme des deux qui le précedent , & que x eft élevée fuccel-
fivement a toutes les puiflances. Cette férie eft du nombre de’
celles que Pon appelle Reécurrentes , parce que pour former
chaque terme , il faut avoir recours 2 ceux qui le précedent.

444. Soit propofé d’extraire par certe méthode la racine
quarrée de a*—x* que nous connoiffons déja... Suppofez

e R

vV ar—x? A — Bx*~+Cx4+Dxf~+ &c. qui donne d’a-
bord 2* —x*=—=A2~ 2ABx? + B? x4 4+ 2ADx¢ + &c.

~+ 2ACx# <+ 2BCx¢ 4 &c.
enfuite A2=¢*, 2ABx*=—x?; ol A—y4q, B——

que donne

1 L. Y -~ I I .
— 3 quia leur tour donnent C=—=— — , D ——_ 5
22 a3 1648
enforte que la {érie fuppofée A 4+ Bx* 4+ Cx#¢ + Daf—+ &ec.

. 2 o xﬁ'
devient g—— — — — —— , &c. On calculera de méme
24 843 164’

E, ¥, &c. fil'on veut un plus grand nombre de termes.

De la formmation des Séries.

+ On peut faire fur les fuites toutes les opérations de

métique ; mais la plus utile de toutes, & en méme temps

*] s difficile confifte 3 les Jommer , c’eft-a-dire, 3 réduire
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en une feule expreffion finie tous les termes d’une fuite donnée.
Car ceft ordinairement en cette expreflion que confifte la folu-
tion des Problémes dans lefquels les {uites entrent , & il eft ailé
de réduire la plipart des Problémes a trouver la fomme d’une
{uire infinie, puifque la folution d’un Probléme dépend de lu
décompofition des termes de Péquation qui l'exprime.

446. Tl eft clair que fi une fuire infinie efl toujours diver-
gente , la fomme n’en peut ére finie ; mais {1 elle eft conver-
gente, la {fomme el fouvent finie , comme on le verra dans la
fuite.

Nous ne pouvons pas entrer dans un grand détail fur ce fujet,
qui fait une des plus confidérables parties de 'Analyfe; nous
expliquerons feulement la maniere de fommer quelques-unes
des fuites les plus en ufage.

447. L'art de fommer les fuites en général confifte d trouver
une méthode d’en fommer quelques-unes , gv'on prend enfuite
pour formules , auxquelles il faut réduire, §'il eft poflible , les
fuites qu'on veut fommer ; ou bien il faur décompofer ces fuites
en plufieurs autres réduifibles 2 quelquune des formules , & par
conféquent fommables, puis ajouter enfemble les fommies de
chacune de ces {uites.

448. 1. Ayant trouvé, par exemple , une formule pour
fommer tous les termes d’une progreflion géométrique dé-
croiffante A linfini , on pourra toujours fommer lés fuites qu'on
décompofera en plufieurs autres fuites dont les termes {eront en
progreflion géomérique décroiflante. (On défigne infini par

i3 e KL a
cefigne, oo dot . _ —
r L d :
Soit S+ = — — o ... —— , une progreflion in-
b9bg9be* 9te> Pbg bgeo
. . 3 N ~ ’ . .
finie qui décroit 2 caufe que les' dénominateurs vont toujours
en croiffant, (en fuppofant ¢ plus grand que I'unité ). En écri-
d d d

&c. font des infinimens petits ).

vant - — ,, ... — — — — —_on la rend croiflante ,
bgoo bg*9bg> 9bg* 9bgHt9

& en y appliquant la formule s =— ’ff':lf (399) danslaquelles

Bbij

SCD Lyon 1§
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d :
onaurd s=— — — — , nécligeant
2 B b baeo ? 518

s ¥ e
bges

- I
me infiniment pem » & réduifant, ona s=—
i

f
10

eft-13 une formule pour fommer toute progrefiion

byg—b
geéométrique décrioffante 3 Pinfini,

449. Soit propoté maintenant de fommer une fuite de frac-
tions dont les numérateurs foient en progrel fTion arithmétique ,
& les dénominateurs en progreflion géoméurique. Cette fuite eft
a a+(l u-r—uﬂ’ (1+)
59 by 9 bg* 9 bf
a a . d dv g 11 d d d
- - -t = —_——t - = T
b%bg bff}bq" bg? Exq" 8 bg° bg;_-" : bqf' b?s,
&c. De-la, vous pourrez déduire les {éries fuivantes, quine
font que des progreflions géométriques.

a

b3kg9

&c. Mettez-la d’abord fous cette forme,

a
—-ﬂ &c. la fomme eft -
d
&c. la fommeeflt — -
G V) ‘]—j-
—  &c. lafommeeft —

7 3 ‘} [7.:]' -—(J bgn
 &c. lafommeelt — -
L‘f‘a} [J-}J — bg*e

i3
J
[

Or ces fommes ( excepté la premiere ) forment la progref-
d d d

fion>= ——— &c, dont la fomme eft
b.?»—!:i g’ ba ?’;3 [:,71‘}

aq
bg—b%
ag = dg < A %
— pour la fomme des fommes, c’eft-a-
— b
N fr " - 3

dire, pour la fomme de toute la f&érie propofée. Er c’eff une for-

mule generale pour fommer zouzes les fuites des fradtions dont les

numeérateurs frr‘ ne en progreffion (’I’LL"rnﬁfth, & les deénemina-~

feurs en ]JIO‘ (.,‘]L g:,O/}’lf.,'" Jilg,

{i donc on y ajoute la premiere fomme
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450. REMARQUE. Lorfqu'on ne peut fommer en termes

finis une {uite infinie , il faut ticher de la mertre fous une forme

telle quelle foitda plus convergente q_p’i] eft poffible 5 car lorf~

qu’aneﬁzite converge tres-vite o il fuffir de Jommer effeiivement

quelques-uns de fes premiers termes  on peut enfuite négliger les
autres fans erreur fenfible.

Par exemple, dans 1/ 2z -+ xx , plus la valeur de x fera

R T s
petite & 'égard de 2, plusla fue a—~ = — 75 o
_ . &c. convergera vite, parce que les numérateurs devien-
nent trés-petits a ézard des dénominateurs. Soit g —1@,; &
w=—1, alors 1 101 = 10+ 3 — oo+ 755u5ss.0 &G ol
Pon voit que le quatrieme terme eft déja comme infiniment
petit, & que par conféquent les trois premiers termes {uffifent
pour avoir 2 trés- pet1 - prés la racine de 101, laquelle eft
10z oss

45 1. IL. Soit propofé de trouver des formules pour fom-
mer tant de termes confécutifs qu'on voudra des nombres na-
turels. Pour y parvenir, je raifonne ainfl. .

Puilque les termes confécutifs de la fuite des nombres diffé-
rent toujours d’une unité, il eft clair que fi on en prend quel-
ques - uns comme lymany,psy g, r, Onaura r=g-—+1,
g=—p+1, p=—n—+1, n=m—+1, m=—I0- I.
Or fi on €leve ces termes A leurs puiffances confécutives, on
e e e R

=g 4 2g 1P =439 +39+ 1|+ =g% 4443 +64>449+1
g*=p*~+ap-1|g3=p3+3p* +3p+1|gt=p*tapi+-6p’tapt1
p"‘:n’—t—z;:—t—l|p3zn3—f—3n"'+3n+1 pé=n*+-4n34-6n*4-4n—+1
nEr—=m*—-2m-1 |n3-—_~m 34-gm*—+4-3m—1 11:4=rrz4+4n13+6m1+4m—|—1
mr =l 2l 41| m3 =B 3l 1|m* =4 44 B4 61F 4 4l+1

Et fi enfuite on joint chacune de ces puiffances en une feule
€quation, on aura, .+ .+ .

=29+ 1|r3=+3q“+3q+1ir4'=+493+6q’+44+1
tapt1l  A3pripil  AapdCptgpx
“+2n+1 ~+3n* 4-3n-1 443+ 6n 4-4n -1
“2m—+1 +3m‘+3m+1| ~ gm3—-6m*—-4m—+1
Paal4-1| B4-3h 4-3l4-1] 14 - 43 - 61 +41+x




198 LEGoNs ELEMENTAIRES

452. D’oli 'on déduira en général que, lorfgu’on a plufieurs
termes confécutifs de la fuite des nombres naturels > 1.° le quarré
Y* du dernier de ces termes eft egal au quarre 1> du premier de ceg
terines 5 plus 2 fois la fomme Q == p =+ n—~—m ~~ | des termeg
qui precedent iz dernier 5 plus le nombre I -1 —1 41 -3
de ces mémes termes précedents. 2.° Le cube v3 du dernier de ces
termes , eft egal au cube 13 du premier 4 plus 3 fois la fomme deg
quarres des rermes precédents 5 plus 3 fois la fomme de ces mé-
mes termes 5 plus leur nombre. 3.° La quatrieme puiffance 4 dy
dernier , eft egale a la quatrieme puifjance du premier 5 plus
fois la fomme des cubes des termes precédents 5 plus 6 fois g
Jomme de leurs quarrés , plus 4 fois la fomme de ces termes , plus
leur nombre. Il en elt ainfi des autres puiffances plus élevées.

453. Dot il fuit que nommant 2 un premier terme quel-
conque, » un dernier terme , le nombre des termes qui précé-
dent le dernier, ferao — 4 ; fi donc on appelle / la fomme de
tous ces termes, /2 la fomme de tous leurs quarrés, /3 Ia fom-
me de leurs cubes, &c. on aura /— o pour la fomme de tous
les termes qui précedent le dernier, /2 — 2 pour la fomme de
tous leurs quarrés /3 — «3 pour la fomme de tous leurs cubes,
&c. Er la premiere des conclufions que nous avons déduites
ci-deffus, fera exprimée par cette formule #*==4a* + 2/ — 20
+e-—g, ouen rédufant, v*=—=4s* — 2+ 2/—o0, la
feconde, par @3 =— a3 —-3/* — 36 4 3/ — 30 40 —g,
ou bien w3 ==a3—z—+ 3/* — 30? 4 3 /—20. La troi-
fieme, paret==a% —4-4/3 — 403 + 6 [* — 6o* —- 4. [ —
4o —a— g, ou bien «t at—a—-4ff — 403462
— 604 4/ = 30, &c.

De la premiere formule on tire f=="X0* 4 Lo —I g2 4
;2. Subfticuant cette valeur dans la feconde , on a &3 — 43 4+
3/* —je*—lo—ia 4 1g,8& par conféquent /2 =—=2u
et te 1ty a1y

Subftituant les valeurs de /» & de /"dans la troifieme for-
mule , on a en réduifant , ot == gt —+ 4./3 — 207 —ou3 — 243
T a*, & par conféquent /3 =2 w# ==L 03 4 1 6 — L gt 4~
sad — S

1l en eft de méme des autres puiflances.
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454. Sile premier terme des fuites et o,ou I,onaf

4 8 . >
—_%ﬁ,: _+__2.-a)sf-‘___‘%wi "‘i"_%fuz -}w;{d,&fg :—‘l;rov'-_!_.:_&n
+ 1w, Etfila chofe en valoit la peine, on trouveroit par la
formule du binome une {érie générale, pour {fommer tant 'de
termes que l'on voudroit des puiffances des nombres naturels,

De la Méthode inverfe des Series ou du Retour des fuites.

455. Etant donneeune équarion de cette forme x = ay” -+ bym—»
o cym—2% dym—t38 4 &ec. on dcnna[:dc comment on pourroit
exprimer en termes de » la valeur dey? Laméthode qui apprend
3 faire cette rédudtion s'appelle Méthode inverfe des firies 5 voici en
quoi elle confifte. ! ot

456. 1. Prenons d’abord le cas le plus fimple', qui eft celuion
m=—n= 1, ce qui changera 'équation propofee en celle-ci, »=
ay + by* +¢ 34 dy*, &c. 1l s'agit de trouver la valeur de y en x.

Je fuppofe o= A - Bx? + Co? - Dac# &c.
y1= A* +2AB+ B* &C.
—+3AC
D'oit je conclus , 1.° 393 A3 1 A*B&e.
Ly At &c.

oy =aAx ~+ aBx? 4 aCx3 4 aDx* &c.
Lyt Ab +2ABb+ B &c.
n= -+ 2AChH
o —] A3 4-3A*Be&ec.
| dyr = A+d &e.
L &ec. &c.

[

Or cette derniere équation dommne (443) x == aAx, d'oll 1 =4A,

1
& A — —. Elle donne aufli 4B+ A*b =0 ; donc B =——. En-
a ab*—ac ad
fuite, 2C+ 2ABb + A3c=o0; dou C= , & ainfi des
as

autres. Cela pofé , nous aurons la formule fuivante pour changer

une {érie des puzffances fucceffives de y , en une autre férie compoi¢e

des mémes puiflances de x. 110’y aura qu’a fubftituer les valeurs des

coefliciens 2, b, ¢, 4, &c.

Je dis donc que fi x=ay 4 by* + cy3, &c. on a dans tous les cas

I b 2b*—ac §abe—a*d—5b3

femblables y = — x =— =— x* 4~ a3 - x%
a a3 as e
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14b% — 21ab%c + 6a*bd + ja*c® — ade
-+ x5 -+ &ec.
L
APPLICAT. x=y —y 43—y " +y’ —y® 4+ &c. Quelle
eft la valeur de y exprimée en x? Onaicie=1,b=—1,
c=1, d=—1,e=1, &c. Doac y=x—+ x* 43 + x* &c.
},‘- yi 3,4 ‘,i
Si on avoit x =y 4+ — =4 — -+ — + — &c. alors 2 feroit=i,
2

Q.

s
x 3

&c.=x — —
2
X
Etﬂ{:-—-—:—

a 24* 3a3

* T &
o e =t o e e i &c.
a 2 308 e
457. I Sinous{uppofons m==1, & n=12, la férie propolce
n'aura que des puiffances impaires , & I'équation deviendra x = ay
= by3 —+ ¢y’ <+ dy? &c. Pour avoir une formule dans ce cas-la,

Soit y = Awx-+Bxd+ Cx% 4 Do &c.
y3 = A3 +3A*B +3A*Céc.

On aura ;. 1.28 y¥=—
5 s

r4zy1 = Aax 4 aBx3 4 aCx5 —+ aDx7 &c.
by-’ — Asb — BA'BIJ—«{-— 3A‘15C
Bis— ~+ 3AB?*b
oyt = ASc —+5A4Bc
Ldy’ = A7d
&c. &e.

I
De cette derniere équation je tire %= Aax, ou A = —; aB+
a
—b 3b*—ac 8abc—a*d — 1203
‘A3b=o0, ouB= 5phis G= b —
a* a7 ar®
I b 3b*—ac
&c. enforte que la formule eft y = — % — — x3 4 —— 2’ +

a a* a7
Babe
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Lo — a¥d — 1263
Aot : f______—-x7 -+ &ec.
le
Avpric. Exprimer en r la valeur de ¢ dans lequation r ==t w=

3

9 5

icia=1, &
r—x , 8(.

1

S—— s —

5 . 4p*
3
A

ts 87

——

23 L4 ept
1

~+ &c?... Ona
2.%.4.8.0.9p8
X

s &

—_—— C = smmce—

2.3.4.5p*
frouvera t =7 -

>
2

— &ec. ¢ :‘.._y;

2. 'jP ) :
{ubftituant , on 73 =
1

S ey
r7 &ec.

1
34

78 = &c. =r--
ne
/o

2.4.5p4

2.3

: 5

2.4:6 . 7p8
458. 1IL. Suppofons maintenant que m & » foient des nombres
quelconques , entiers ou fradtionnaires ; & cherchons une formule
x
pour ce cas qui contient les deux autres. Je fais a=— ,y=
> . a

1 I 1-+-2n

m

1-+37n

m

2™ 4+Bu ™ 4 Cu ~+ Dz ~+ &e. & divifant par 2 Id
x

— U=

férie propofée se == ay” - by™=# — cymr2n + 8. jai
b c a

¥ — ym o — e st o &c.
a a

ym

m—n

m-+an

&c;
m—-2n

= u -+ mBu " 4 mCu

m.m=—1

.

m

—— Bu

2

m=27

&c:

m-+-n

01’(310)1 5 ;
—ymepr= — Xy " e(m=n)Bu

=21
g ——

_—

“

i

&el

SCD Lyon
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b & b
Donc (443) mB 4+ — =0, qui donne B=——; donc auffi
3 a ma
. m—1 B ¢ :
mC =+~ B*+(m+nr)—+—=0, qui donne C=—
2 b & a ‘
(m -1t 27) b* — 2mac

» & ainfi des autres; enforte que la formule
T

am*a®
| I—t-n 127

= b = mn Fain)bt——omac T
e o ( ~—-1=1-2. ) amac £

généraleelly—=n — —u -+ % L
ma 2m*a*

(2m* 4 gmn <+~ gn* 4 3m —+ 6+ 1) b3 (m—4-3n+41) ke )

( i
‘\ 6m3ad m*a®

1431
d ey
m i o
— X u ;3 & ainfi de fuite.
rma
Appric. Soit e =1y* 4+ 143 4 Ly* 4 &c. On demande la
valeurde y enx=, Yaidaborde=i,b =i, c=i,m=2,n=1,
1 3

=22 Puis, y=u2 —tu-4Hu 5
3
Soit encore ¢
Onauta’; 1.2
1

y=—r—— e — — — , &c. Voyez le favant Traité d’Al-
at ok %6 Sad

2-0

DES LOGARITHMES.

T Es Géomérres fe plaignoient depuis long-temps de la fon-=
-4 gueur ducalcul dans la multiplication & dans la divifion
des grands nombres , & fur-tout de la difficulté de Pextraéion
des racines un peu élevées , lor{qu’enfin un Géométre Ecoflois
eut une de ces idées heureufes dont le développerzent fubit

hdte plus en vingt ans le progres des fsionges , que les ravaux
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fucceffifs de plufieurs fiecles. Certe idée fuc de réduire toutes
les multiplications & divifions 3 de fimples additions & fouf-
tractions., & de changeren fimple multiplication & divifion,
toure formation de puiflances , toute extraction de racines,
Nous regrettons de ne pouvair faire fentir ici toute la beauté de
cette découverte. Ceux de nos lecteurs qui liront un jour les
ouvrages des Géométres modernes, verront avec plaifir le
parti qu'ils en ont tiré, A peine pouvons-nous, dans un Livre
élémentaire , développer les principes d’une {i belle Théorie.
Effayons cependant.

459. On a vu (389) que les expofdns d’'une progreflion
I sroient toujours en progreflion arithmétique 5 &

géométrique €
Ton fait que dans les progreffions arichmériques, on fait par
a2ddition & fouftraction , ce qui ne fe fait dans les géométriques
que par muldiplication & divifion. On fait aufli que dans une

rogreflion géométrique quelconque == &.adcatxad iats
a5 . af, &c. le produit de deux termes cuels qu'ils foient, a
pour expofant la fomme de letrs expofants (187). a* X &+,
par exemple , = ar—+4—=——=ab. Si lon veut donc favoir quel
eff le terme de cette progreffion 5 qut eft égal au produit des deuse
autres 5 il faut chercher quel ¢ft celii qui a pour expojant la
Jfomme de leurs expofans.

460. Et puifque le quotient de deux termes quelconques de
cette progreflion eft le terme qui a pour expofant la diffiérence
des leurs, que 2%, par exemple, divilé par a* ==af2=—=at,
il eft clair que pour avoir le quotient de deus de ces termes 5 il
faur prendre la différence de leurs expofans , & en faire Lex-
pofant du quotient que Lon cherche.

461. Or ces expofans font ce que Pon appelle des Loga-
rithmes. Enforte que fi =10, la formule donnant alors
YO IO FOR B0, TO4 S &, —— 2L T, TO 100,

1000 . 10000 . &c. Pexpofant o eft le logarithme de P'unité;
Pexpofant I elt le toganthme de 103 2 eft le logarithme de
100, &c.

462. Mais parce que ces expofans ne donnént que les loga-
vithmes des nombres qui font dans la progreflion décuple
== 1, 10, 1004 1000, &c. & que I'on a tres-fouvent be-

Ccij

SCD Lyon
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foin des logarithmes des nombres intermédiaires , 2 , 3543
AT Py 5l U IR I £ R IR ERS 102 50
999 ..1001, 1002, &c.ainfi que de ceux des frattions, on
a ajouté fept décimales 3 chacun de ces expofans, ce qui a
changé la forme de la progreffion en celle-ci.

_}% ICO [s167a e 16T 181 . IQt:0700000 . 102 occooco i Iogzcoooooo X &C.

Or (393) tant que ces expofans feront en progreflion arith=
métique , les valeurs de 10 élevé aux puiffances qu'ils dé-
fignent, feront des nombres en progreflion géométrique , &
ces mcmes expofans feront les logarithmes de ces nome-
bres. Donc en faifant croitre ces décimales confécutivement
de —'—, ou, ce qui revient au méme, en inférant
9999999 moyens proportionnels arithmétiques entre chacun
des expofans de la progreflion (364.), on a une nouvelle pro-
greflion géométrique qui commence ainfi . . . . .

> I(Q9:70500c0 . 1(Q9:9000001 ~ 7~0,0000002 . IQ9 2000003 | &’C.:
Et les valeurs correfpondantes de chacun de ces termes fone
des nombres qui vont en croiffant fore lentement depuis P'u-
nité 5 puifque le premier terme vaut 1, & que le dix-million-
unieme ne vaut que 10. Il y a donc parmi ces termes in=
termédiaires , un terme qui vaut 2, un autre qui vaut 3, un
autre 4, &ec. Ainfion a trouvé que 2 étoit la valeur du terme
QO 3010300, que 3 éroit === 10°4771213 que 4 === J(°:00*06008
&e. de forte que ces expofans font les logarithmes de 2 , de 3,
de 4, &c. :

403. Par des calculs fondés fur cette idée, mais dont les dé-
tails font immenfes , on a conftruit des Tables de Logarithmes
pour tous les nombres depuis 1 jufqu’a 106000, & qui fervent
a trouver ceux des nombres plus grands. Tl y a de ces Tables
ou pour une plus grande précifion , les Logarithmes ont dix,
quinze, vingt décimales. Les cing premieres fuffifent ordinai-
rement. Quant 2 la maniere de sen fervir, on peut la voic
aflez déillée dans la nouvelle édition des Tables de logarith-
mes avec fix décimales ( chez Defaint 1768 ) ; car pour en
bien comprendre Pufage, il faut les avoir fous les yeux.

464. On peut concevoir cependant , fans ¥ avoir recours,
1.° que les Logarithmes de tous les nombres compris entre I,
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& 10 doivent commencer par O, que ceux de tous les nom—
bres qui font entre 10 & 100 commencent par 1, que le pre-
mier chiffre des logarithmes des nombres compris entre 100 &
1000 eft 2, &c. Ce premier chiffre, ( quieft lentier de I'ex-
pofant ) , s'appelle caradériflique dulogarithme , parce qu'il
fert a faire connoitre de combien de caracteres eft compofé Je
nombre qui répond 3 un logarithme donné. Car il eft évident
qu’il doit y en avoir un de plus que la cara&ériftique ne con-
tient d’unités. Ainfi je vois tout d’un coup que ce logarithme
4,8145 605 appartienta un nombre de cing chiffres, parce que
{a caraétériftique eft 4.

465. 2.° Que le produit de deux nombres répond 3 la
fomme de leurs logarithmes , & que leur quotient répond 4 la
différence de leurs logarithmes. Ainfi, pour multiplier 48 par
166., jajoute leurs logarithmes, qui font, 1,6812412 &
2,2201081 ; la fomme eft 3,9013493; ceft un logarithme
qui répond dans les Tables au nombre 7968, lequel eftle
produit de 48 X 166. Pour divifer 7336 par 56 ; 1l faut re-
trancher le logarithme de 56, qui.eft 1,7481880, dulo-
garithme de 7336, qui elt 3,8654593, & la différence
2,1172713 eft un logarithme, qui répond dans les Tables a
131. Donc 131 eft le quotient de 7336 divifé par 56.

466. 3.° Que pour faire une Regle de Trois par les loga-
rithmes 5 il faut ajouter enfemble les logarithmes des termes qu'il
eit fallu multiplier , & de la fomme retrancher le logarithme de
celur par lequel il elir fallu divifer le produit ; le refte eff le loga-
rithme du terme cherche. Par exemple, foient donnés 2843 .
8529:: 3147 . x. Il faudroit pour avoir la valeur de x , mul-
tiplier 3147 par 8529, & divifer leur produit 26840763
par 2843, le quotient feroit 9441 == x. Cette opération elt
longue, & par conféquent fujette 3 erreur, fi 'on n’y préte
quelque attention ; mais par les logarithmes , il fuffic d’ajouter
enfemble les logarithmes de 8529 & de 3147, qui font
3,93090 & 3,49790, & de la fomme 7,42880, Oter
3:45378 logarithme de 2843 ; le refte 3,97502 eft le loga-
rithme de x, lequel répond dans les Tables 3 9441.

467, 4.° Que pour élever une quantité a une puifance quel-
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congue 5 il faut en ajouter le logarithme 4 lui- méme autant de
fois qu'on auroit multiplié cetre quantité ; c’eft-a-dire, quil
faut mzu’tz'f[f'erﬁm logarithime par Uexpofant de la puiffance,
Ainfi pour élever 8 3 Ia quatrieme pu‘ﬂurce il faut muldplier
{on logarithme o, 90309 par 4., & le produit 3,61236 eft le
lofrm:;; me de 4096 , quatrieme puiffance de 8.

4,5 8 Qu’enhn St on a"w[e l'e logarithme d'une quantite don-
nee J rle =v“nfy.mf de la racine gt ‘on en veut exrr.zre 5 le quotieng
‘fm [e loga nmvw de cette racine ; ainfi pour extraire la racine
cubique de 6859, divifez fon logarithme 3,83 ”O 20par3, &

le ql'o*wnt T52 1675‘ fera le logarithme de 19, quieft la racing
'\ﬂi'cl

Des Propricies des Logarithmes en géneral.

469. Soit ¢ un nombre plus grand que T'unité ; foit m expofant
de la pmfi‘nu. a laquelle il faut élever a pour avoir un nombre
donne & , enforte quu Ion ait am—b. On eft convenu d’appeller
m le Logarithme de &, 8 de lécrire ainfi, m=Ls, oun Log. &,

‘umwhm donc a = 10, 86 =100, il faut que m== po ur que
I'on ait a” = b, & pour que 2 foit'dans cette {uppofition , le loga-
rithme de 100. Teleft , comme on Ya vu(460), le {yfi¢me des
Tables ordinaires. '

470. Il fuit de-la que les Logarithmes ordinaires ﬂ,n.t les exepofans des
puiff Tances auxquelles il fandroit élever 10 , pour avoir les nombres dont on
he les Lo«* rrithmes.

Et puifque d'un coté , tous les nombres, peuvent étre regardés
comme des puiflances différentes de 10, & que de I'autre le produit
ou le quotient des puiffances {e trouve en ajoutant ou en fouf=
tl"[_y‘"lﬂ'f leurs expofans , il eft clair que la fomme ou la différence

s Logarithmes de deux nombres doit répondre dans les Tables au
nombre qm eft le produit ou le quotient des deux autres. Nous
avons dLJ ¢duit de ce principe les propri¢tes du Cal cul Jogarith-
mique , dans le difcours qui et 4 la {uite des Tables deja citees,
Voici une autre maniere de les demontrer.

471. Siam=5, il eft évident que Lam =1T1b; & fia®» =c, on
aura de méme Lm—' = L¢; donc bo==am X a» =.c?»’+ﬂ & Lhe=
Lam=en==m—-n = Lb— L r C’eft-a-dire, que le Lownmme d'un
produit quelconque réfulte de la fomme des Logarithmes de fes fac-
teurs. Voila donc toutes les multiplications reduites 4 de fimples
additions.

Soit p le produit; F, fles faleurs, & nous aurons généralement
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Ip=LF+ Lf; 08 LF=Lp — Lf; cefi-i-dire, qu'étant don-
nés le produit & un de fes taﬁ‘reurs » On trouvera toujours l'autre,
en otant le Logarithme du fa&eur connu de celui du produit ; ce
qui réduit toutes les divifions a de fimples fouftra&ions.

De ce'que Lp = LF +- Lf, il {uit que dans le cas ou et B
— LF* =a2LF, & que par confequent LF3 — 3LF, que LF+—
4LF, ou en general , que LFm = mLF. Donc pour élever un nom-
bre 4 quelqu'une de [es puiffances, il fuffic de multiplier {on Loga-
rithme par Pexpofant de la puiffance propoiée. Le Logarithme qui
en réfulte eft celui de la puiffance que I'on cherche.

Et comme les racines ne font que des puiflances fraGionnaires
(215 ), il eft clair qu'en multipliant le Logarithme d'un nombre
par la fradtion indiquée , ou, ce quirevient au méme , en 1¢ divi-
fant par 'expofant de la racine , on aura teujours le Logarithme de

cette racine. .
EaX E=MIPLEE S;

Lab—=La-3 Lb Labed &c. = La -4 Lb -+ Lc + Ld -+ &c.
a abe
' L—=La—Lb L
b de
Lom —= mLa o
|y S Lam [P & — mla pLb +-qLc
m mn axm

s e [ L — =ZLa~nLx—zLr
o3
ab -+ bc
i :Zb—}—L(.z-}—c)-—L(m-—%—n]
==

=Lz Lb 4 TL¢cw Id— Le

L‘/;—.;—r—y"-:%L(Xz-i—yz)
a - x
L =L(a-+x)—L(a—x)

& —
Le* —x* =L(a—+x)+L{a—x)
L‘,/.;"——x:'zlLL(a-J;—x,‘ﬁ-gL(a—-x)

15
+

4—
=L v

L3+t =Y Ir=1I;
]zr——m-—-—:— m m

Ly (a-’-—-;'3)m_—_—-l}(‘a‘—-—x)—}———L(d’-{-ax-—t-x’)
ik n n

Ly a* —x* =1L({a—x)—3iL(atx)

( @~ x_t." 3

L3a* + La*+ 513 =6Lya=L(3a)5




LEgoNs ELEMENTAIRES
Du Calcul des Logarithmes par les Séries.

472. Les premiers Calculateurs des Tables avoient déja fini tous
leurs calculs , lorfqu’on inventa des méthodes pour les fimplifier.
Mais {i ces méthodes vinrent un peu tard , elles ne meérirerent pas
moins d’érre accueillies. Celles des fuites entr’autres réunit tous les
{uffrages par l'application que l'on en fit,

Soit propofe de trouver le logarithme d’un nombre quelconque
exprime par 1-+x. Je fais (1-+x)m =147, L(1+x) = Ax 4 Bx*
- Ca3 =4 Dat &c. Dou L ( 1+4+3) = Ay + B*+Cp3 +8&¢c. Or

m,m— 1
Téquation (1~ x )» == 1 4 ¢ donne ; =mx - 2 o
2
m.me—1.Mm—2
—_— 234 &ec. & mL(14+x)=L(1+3), oumAx
2,05
~ mBx* + mCa3 + &c. = Ay~-Bz* + C;3 -+ &c. {ubftituant donc
dans ce dernier membre la valeur de 7 en x, jaurai mAx -+ mBx? s
i, m=—1 m.m—1.m—2
mCx3+4-8&c.= Amx -+ Ax? Ax3 4 &,
2 2%
-+ Bm*x*—4 m*.m 2- 1 Bx3 + &ql
-+ Cridx3 - &e.

Réduifant & comparant ( 443 ), je trouverai, 1.°que B=—2A;
2.%que C =1 A;3.° que D= —} A; & ainfi des autres , enforte
que route rédudtion faite, jaurai L(1 +x) = A (x— I x>+ 13
— x4 Iaf — 2 a6 - &cl).

473. Je remarque maintenant que la quantite A eft indéterminée,
& que par confequent le méme nombre 1 —+ X peut avoir une infinité de
Logarithmes différens. Or’le plus fimple , le plus naturel de tous les
fyftémes logarithmiques , eft celui ou I'on {fuppofe A —= 1. Auflt
appelle-t-on Logarithmes naturels ceux qui ont été calculés d'apres
cette fuppofition. Ce fut {ur cette efpece de Logarithmes que tomba
d’'abord le Géométre Ecoflois, quoiqu’en fuivant une route bien
différente. On peut voir dans {on propre Ouvrage ( Mirifici Loga-
rithmorum canonis Defcriptio ) comment il y parvint. Neéper, c'étoit
fon nom, ne s’y explique pas bien clairement ; mais enfin on y dé-
couvre I’Analyfe qui le conduifit & cette découverte.

Les Logarithmes de Neéper s’appellent encore Logarithmes Ayperbos
ligues. On en verra la raifon dans fon temps.

474. 1l eft evident que tous les {yftémes poflibles de Logarithmes
peuvent étre ramenes a celui des Logarithmes naturels , puifque

dans
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dans tout fyftéme , le Logarithme de 1 + x eft égal au produit de
{on Logarithme naturel par la quantite conflante A que I'onappelle
Je Module , & que nous déterminerons bientdt. Ainfi toute la diffi-
culté du calcul des Logarithmes fe reduit a celle du calcul des Loga-
rithmes naturéls ou hyperboliques. Or voici comment on peut fa-
ciliter le calcul de ceux-ci.

475. Reprenons I'équation L(14x%)=A(x—tx>+ja3—1r $4-8c))
qui_en fuppolant A=1, devient L (1+x)=2x— x>+ 13
__ &c. Il s’agit maintenant d'avoir une fuite convergente , celle-
I3 érant d’autant plus convergente , que x eft plus grand ; &
ajoutons de part & d’autre La, nousaurons L (a—+ax)=La-4+

{
se—ix?+1x3—8c. Soitax=y, & onaurax=—; d'ok L{e-+7)=
a
gnntgt iy
La 4 — — — = — — &c. Faifant donc 7 négative, nous aurong
a4 vady et :
_ bt g w
I(e—p)=La——— s — &c. Donc L(ag-7)—
a 22" g3a3
a+g\ 2% i s y
L¢a—z), oul | — =—(I—I——-—-+——+-——+&C.>
g a—z a $a% 05 qat| .7aff 3
férie toujours convergente , parce qu'il faut que 7 foit plus peritg
. a4z :
que a pour que {oit une quantite pofitive.
£ — { 3
476. Appliquons maintenant cette {erie au calcul des Logaritii<
a+z m
mes , & pour cela {uppofons que —. . Nous au:
a—z m—1
Ed X m 2
Tons — == . &L(-—-—- ou Lmw—L (m—1) = ——
a  am—1 m—1x 2m—E

1 1 "
(I T s — - &c. ).’
3(am—1)*  s(am—1)4  7(2m—1)° L

5 1 1
DOHCLm:L(m.—.I)-}_ (1 -+ e el
3

2m— 1 (am—1)* §(2m—1)%
= &¢.). Mais lorfqu’on cherche le Logarithme du nombre =, on
ef’c cenfé avoir celui de m — 1 ; on aura donc celui de m par une
férie trés-convergente , dans les cas {ur-tout ou m fera un nombre

un peu grand, o
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Veut-on, par exemple , avoir le Logarithme hyperbolique da
I
2? On auram=2, & par confequent L2 =3 ( I+ — 5
314308
1 I

S 5 82¢. ) = 0,69314718 &c. Veut-on avoir en-
il L : .

{uite le Logarithme de 5 , il n'y aura qu’a {ubftituer 9 au lien de%
dans Péquation Lm = L (m— 1)+ &c. & onaura Ly =2L2 +2

I 1
e “+ =+ &ec. ) = 1,60943791.
358 ;§-9%

1l eft donc aifede trouver ‘par cette méthode, ( la méme quant
au fonds que celle de M. Huiley , mais déemontrée d’une maniere
bien plus claire) les Logarithmes des nombres premiers. Or ceux-
ci une fois calculés , il eft trés-facile de trouver ceux de tous les
autres nombres. Car ¢tant donnés les Logarithmes de 2 & de 3, on
éaura cglui de 6, en ajoutant les deux autres ( 465 ). Celui de 4 fera
le double de celui de 2 , comme celui de g {era le double du Loga-
risghme de 3%-8& ainft des anrres.

477. Dérerminons a préfeat le Module A pour un autre {y{téme
logarithmique:, pour celui des Tables, par exemple , dans lequel
w5510 5 & par confequent Lio==1. 1l faudra d’abord prendre lg
Logdrithme hyperbolique de 10 en ajoutant ceux de 5§ & de
2; on aura 2,30258509. Puis (474) Logarithme ordinaire de
10, ou 1=A{2,30258509 &c.); dolt Lon tire aufli-tdér A=

: 1
= 0,43429448 8c. Cefl lz valenr du Module des Tables)
2,30258509 &c.

Il fvit de-la, que pour ramener les Logarithmes hyperboliques aux
Logarithmes tabulaires , il faur multiplier les premicrs par la frafion
#0,43 420448,

Et reciproquement , pour changer les Logarithmes des Tables en Loga-
rithmes hyperboliques , il faut multiplier les premiers pary 2,30258509.
Si on les multiplioif par 3,3219277, on auroit des Logarithmes cor
Yefpondants a la fuppofition a = 2.

478. On détermineroit de la méme maniere le Module A dans
toutautre {yitéme.  Mais on ne {e fert que des deux dont nous ve-
nons de parler, Celui des Tables, autrement appellé cetui de Briggs,
parce quil les calcula le premier, fert pour les calculs courants de
la Trigonomérrie. " Celii des Logarithmes “hyperboliques eft d'us
‘grand ufage'dans le Caleul inségral.

Le nombre dérerm it ce que I'on appelle la Bafe logarith
migue dans chaque fyfiéme. Ajafi 10 eft la Bafe du fyfiéme ordi
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‘anire. Celle du fyftéme de Néper eft 2,71828183 , comme nous le
verrons bientOt.
eEn général ; Iz Bafe d’u.r;fxﬂéme quelconque de Logarithmes cft tou-
jours Le nombre dont le Logan.rh:'ne ffft’ ¥ :

479. Aprés avolr réfolu généralement ce probléme , étant donné
un rombre 5 trouver fon Logarithme , il etoit important de réfoudre le
probléme inverfe , étant donné un Logarithme , trouver a qucl nombre il

. répord. On en eft venu a bout par le Retour des fuites de la manicre
{uivante.

5i le Logarithme donné eft du nombre des Logarithmes ordinai-
res, on commence par le reduire aux hyperboliques ; apreés quoi
1 difficulté ne confifte plus qu'a trouver le nombre qui répond a un
Logarithme hyperbolique donné.

Soit donc 7 ce Logarithme , foit 1 +x le nombre cherché , & en
aura par ce qui precede, (=ax—ixt a3 — gt &ec. 11
sagit de trouver (456) la valeur de x en 1.

Pour cela, je fuppofe . ... x=Ag-+Bi* -+ C;:3 +Dg*, &c.
_ ce qui me donne 7 g Az 4 Br” o Ci3 + Di# &c.
Donc (443 ) A=1,B=3, —iA* — AB—IB* &c. -«
C=1%,D=x, &c.donca—¢+ ' —AC
T 3 1* -+ A3 4 A’B &ec.
—_— — -+ — 1A% &ec.
2 3 %5 2.3 .4
i
— 4+ &e.
2.3:4.5 -
: {2- {3 .
Donc enfin 1+ , ou le nombre cherche =143+ — 4+ ——
5 SAE
~

- &c. En général , un nombre quelconque » =1+ Ln
2.3.4 ‘
L?*n L3n L4n
=+ -+ -+ &c. férie convergente dans tous les
2 243 2.3 .4

cas, & par conféquent propre a réfoudre généralement la queftion
propofee. .

480. Appliquons-la 4 la recherche de Ia Bafe des Log. hyp. c'eft-
3-dire,, cherchons quel eft le nombre dont le Log. hyp. eft 1. Ici
1 1 1 1 :
AT 41— -+ — - - &c. donc »
2 Zte 3 2304 SR L,
== 2,71828183. C¢ nombre fert trés-fouvent dans le Calcul intégral.
Le voila calculé d’avance. Ddij

SCD Lyon 1
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De Fufage des Logarithmes dans lz réfolution de plu Feurs
1fag garithmes da P
Eguauon;.

481. Souvent il arrive quune équation échappe 4 toutes les Re.
gles de PAlgebre ordinaire , & qu’elle fe réfout avec la plus grande
acilité par le moyen des Logarithmes.” En voici plufieurs exemples *
generaux ; viendront enfuite quelques exemples particuliers.

L. Soit propof¢ de trouver la valeur de x dans I'équation ax = 5,

Lb
Ona(471) Lax ouxLa=Lb; donc x — 3
La
amx .
Soit —— —¢. " On aura mxLa ~+(1—ax)Lb=1ILc; donc
bwx—1
Le
Le—T1b b
«wxlo—nxlb—=FLc—Lb; & %= =
mLa — nLb L _am_

Lo

brax——n
Soit encot®ier tn o _ Yoi jacla — mixLE e nd b — gxLcy
cin
Lin
nLb Lin e i
d’ou x = — =1, bm

mLb—glc—La Lim—] cT—1.a

act
£

et

Enfin {oit 'équation 8 = x = fx—p. Nousaurons d’abord nLé—
omx

a

— L — male = xLf— pLf; puis (mLc -+ Lf) %* — ( nLb -+ pLf)
x

*=—alb, ou x"Lomf — xLinfp = — Li# , qui donne B7s) x==
Linfp vV ( LL*ﬁ;_,‘-.-” Lba

— -+ =, 5

2]_.cmf . 4‘]_.(7?1_,")’ Lcmf

IL. Suppofons qu'il y ait cent mille habitans dans une Province, &

que la population y augmente tous les ans de la trentieme partie 3
on demande quel fera le nombre des habitans de la méme Province
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au bout d'un fiecle ? Ce Probléme & les fuivants font tirés d’un des
meilleurs Ouvrages que nous connoiffions. Il a pour titre Introduc-
tio in Analyfin Infinitorum. L' Auteur eft M. Euler, ce Géomérre fi fa-
vant & fi modefte !

Soir 2 — 100000. Cleft le nombre donné des habitans, lequel par
12 condition du Probléme fera n—4-35r, 0un (14352, oun ()
3 1a fin de la premiere année. Il deviendra enfuite » ($£)* 4 lafin
de la feconde; 2 (3:)3 4 la fin de la troifieme , & ainfi de fuite
jufqu’au bout du fiecle, ou fon expreflion fera » ($3)'°°, ou
100000 {£1)1“°, " On aura donc 1000004( $5)'°° ==, nombre
cherche.

Or il eft vifible que I'extraltion de la racine centieme n’eft pas
pratiquable par les voies ordinaires , & que c’eft un jeu de la faire

ar les'Logarithmes. Car on a tout de fuite L 100000 +- 100 L4 =
Ex ; puis, Lit=L31 —L jo=(par des Tables qui aient dix
décimales , celles d’'TUlacq , par exemple ) 0,014240439 ; donc 100
L i = 1,4240439. Dailleurs L 100000—=75;donc Lx—=6,4240439,
& » = 2654874. Il y auroit donc aprés 100 ans deux millions fix
cents cinquante - quatre mille huit cents foixante- quarorze habirans
dans cette Provinee. ;

La Terre n'ayant été repeuplce apres le Déluge que par les trois
enfans de Noé¢ & par leurs trois femmes ; on demande dans quel
rapport la population auroit dii croitre chaque annee , pour qu'il y,
efit un million ¢’ hommes au bout de 200 ans.

1 I = x%\ 200
Soit — I'accroiflement annuel ; & nous aurons 6 (—_-) =
o< X

ftocoooo , quidonne =
o=

1+ (wooooo o3

— ,. & parconféquent
6

1 [ zesesee — _Xo | 5,2218487 = 0,0261092; d'olt

puis, 1000000= ¢1963x. Enfin x = 16 envi-

ron. Il efit donc fallu que le genre humain fe fiit accru tous les ans
de %, ce que la fanté robufte, & les longs jours de nos premiers
Peres rendent aflez vraifemblable.

Cherchons maintenant la quantité dont il faudroit qu'un peuple
s'accriit tous les ans , pour étre deux fois plus nombreux 4 la fin de
chaque fiecle.

I
Soit  le nombre de ceux qui le compolent , foit — la quantité
S
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que nous cherchons , & nous aurons a chaque époque féculaire 7

I--x\ 100 1 ~~x
( ==an, qui donne L =z L2a=—0 ,0030107 &

x x
1= 22
d'ou —¢ == 12282513 & x = A peu-pres 144. Ainfl, ajoute ce
x

refpe&ub}_ Auteur, on doit regarder pomme bien ridicules les objeltions
de ces incrédules rm nient qﬂe !-1 terre entiere ait pu étre }"mp;e; [4/] at.ﬂ‘
pex de temps par notre pr;mfer Pere,

Suppofons enfin qu’un certain nombre d’hommes augmerite tous
les ans de la centieme partie , combien faudra-t-il années pour
qu’il foit dix fois plus grand ?

Appellant 2 ce nombre d’ hommeq x le nombre cherché d mnces

on aura au bout de x d’années , n (421 )x = 101, ou (1% )*¥ = 10,
Lio

qui donne x = — == 1328999° — 231. Doncil y aura dix
Lioi—Lioo
fois plus d'habitans & chaque époque de 231 ans,




DE MATHEMATIQUES.

ELEMENS

GEOMETRIE.

482. T L eft fi naturel @ Thomme d’aimer ce qui lui appar-

tient, & de s'occuper de ce qu'il aime , quwon ne peut
guere douter que des les premiers temps , ot les moiffons & les
piturages étotent fes principales richefles, il n’ait cherché a
connoitre Pétendue de fes pofleflions. A ce premier motif dut
fe joindre bientdt le motif prefque aufli naturel de la curiofité.
‘On voulut mefurer la largeur d’une riviere , la hauteur d’une
montagne , la {olidité d’une-muraille ; on titonna long-temps ,
on réuflit quelquefois', & ce ne fut fans donte qu’apres bien des
efforts que I'on parvint a réduire ces pratiques groflieresa des
principes lumineux.,

Ainfi les premieres ébauches de la Géométrie durent étre
bien lentes & bien imparfaites. Aprés qwon eut trouvé des
méthodes pour mefurer les diftances , les terreins & les {olidités,
il reftoit encose & former un enfemble des principes fur lefquels
ces méthodes éroient fondées, Ce pas €toit peut-éure le plus
difficile i franchir. L’Hiftoire rapporte qu’Euclide fut le pre-
mier qui en eut la gloire, il y a environ deux mille ans. Son
Ouvrage , confacré par U'eftime générale de tous les fiecles
éclairés , eft un de ces monumens précieux & rares qui ont
échappé aux injures du temps,
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Euclide y confidere I'étendue dans fa premiere origine , &
procédant toujours du plus fimple au plus compofé , il Séleye
par une gradation conftante depuis le point qu'il fuppofe n’a-
voir pas de parties , jufqu’aux folides qui réuniffent les trois di
menfions de I'étendue, la longueur, la largeur & la profon-
deur. Il ne sarréte pas a difcuter s'il“exifte dans la pature des
points fans parties , des lignes fans largeur , des furfaces fang
€paifleur. Ces fortes de difcuflions ne furent jamais du gofit des
Géométres.

Peu leur importe apres tout qu'il y ait ou qu'il n'y ait pasde
lignes fans largeur , pourvu qu’on ne leur contefte pas la poffi-
bilité d’en fuppofer dont Ia largeur foit fi petite, que I'on puifle
1’en tenir aucun compte. Car enfin, il faut bien partir d’up
terme fixe; & les Géométres ont mieux aimé partir avec
Euclide de celui qui n’admet aucune largeur dans les lignes,
que de démontrer en particulier les propriétés de celles qui en
auroient une plus ou moins grande. - Ils ont confidéré les fur-
faces fous le méme point de vue, & par-la ils font parvenus 3
connoitre , 3 développer les dimenfions & les rapports des fo-
lides, d’'une maniere que Pexpérience n’a jamais démentie,
Tel eft en abrégé I'objet qui va nous accuper,
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Des Lignes,

483, O N peut aller de A en B par une infinité de che- FIG.
\_/ mins : mais il en eft un plus court que tous les au- I+
tres; & Ceft celui-la que 'on appelle en général la Ligne
Iroize. Telle eft la ligne AB. Archimede n'en connoiflojt pas
de meilleure defcription.

484. Douc , 1% la ligne droite eft la vraie mefure de la
diftance d’un point a un autre.

485. 2.° Deux points feuls déterminent la pofition d’une
droite. .

486. 3.° Deux hgnes droites ne peuvent fe couper que
dans un point.

487. On appelle Ligne brifée toute ligne femblable 4
ADB. La ligne ACB eit du nombre de celles que 'on ap-

elle Lignes courbes.

Dou il fuit, 1.° qu’il ya une infinité de lignes brifées tou=
tes différentes les unes des autres, qui peuvent aboutir aux
mémes points A & B, au lieu qu'on ne peut mener qu'une
feule ligne droite du point A au point B.

° Quiil peut y avoir aufli une infinité de lignes courbes
qui toutes palleroient par les mémes points A & B, Mais en-
tre toutes ces courbes , voici la plus aifée a décrire.

488. Soit la droite AC mobile autour du point A. Tleft
clair que {1 elle fait une révolution entiere , {on extrémité C
décrira une courbe fermée CEBFDC, L dpace terminé pat
cette courbe fe nomme Cercle. La courbe qui le termine

sappelle la circonférence du cercle, (Il ne faut pas coufondre
_ces deux chofes ).

Le point A eft le centre du cercle. Toute ligne droire me~
née du centre A un des points de la circonférence , fe nomme
Rayon ; & tout rayon prolongé au-del du centre jufqu’a la

circonférence, fe nomme Diamére, Ainfi AB eft un rayon;
BD eft un diamérre, Ee
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. I fuic de Ia defcription du cercle, 1.° que tous fes
. Tay ons fonr égaux; 2.° que tous fes du.fnerres le font auffi;
3.° que chaque diamétre divife le cercle & la circonférence
en deux par ties L\ ales.

490. Une portion quelconque CEB de circonférence fp
nomme arc de cercle. L'efpace ACEBA renfermé eptre Pare
CEB & les deux 1.1yo.15 CA,AB, fe nomme Seeur. Lefe
pace CEBC compris entre le méme arc CEB & la droite CRB

= nomme Tmn,u ; enfin la droite CB fe nomme la cords

i

ut conclure , 1.° qu'une corde quelcon-
tite que le diamétre DB. Car fi on mege
gne brifée CAB ou DB plus grande que

> 3
CB. ;

2.° Que dar : rcle rcs égaux ont des cor
les égales, & r 'c iproquement.

3.0 Que les plus grands arcs font foutenus par les plus
grandes cordes, & que les plus petits arcs font {outenus pas
es p lus petites cordes; ce qui eft :“Ipmqu

® Que la co rde L d'un arc quelconque CEB eft Ia

méme que celle du refte CBFB de la ci :coau,w‘ce. Mais

quand on patle de luu foutenu par une corde, on entend
toujours le plus peut.

Les Géométres Gmfswt la circonférence de chaque cercle
en 360 parties Lgalc; q vils nomment degrés. Ils foudivifent
chaque degré en 60 minutes, chaque minute en 60 {econdes,
&c. Cete divifion purement arbitraire , n’a d’autre fonde-
ment que le grand nombre de divifeurs du nombre 360.

492. Il {Git de-13 que les degiés, & lf..s minutes de cercle
ne {ont pas de quartités abfolues & déterminées comme un
pied, une toife, &c. Leur grandeur varie d'ms le méme
rapport que celles des circonférences auxquelles ils appartien=

nent, puifqu’ils en font des parties femblables (376)

i

Des A ngles,

Si deux lignes droites AC, CD fe coupent dans un
» lewr dnclinaifon. ou leur oupermure ACD sappelle
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angle. Le point d’interfeGtion C fe nomme le fommet de cet FIG
angle, & les lignes AC, CD en font les céeds. Quand on
défigne un angle par tro's lettres, on place au fecond rang
celle qui eft 2 fon fommet. Si on ne le défigne que par une
feule lettre , c’eft toujours par celle qui eft au fommet.

Décrivons du centre C & d’un rayon quelconque CK Parc
KL ; le nombre de degrés de cet arc fera la mefure de Pan-
gle ACD. Mais abfervons, 1.° que cette mefure n’eft point
arbitraire. Elle eft déduite immédiatement de la nature de
Iangle ; puifque {1 'on concoit que 'angle ACD augmente
en devenant ACd , ou diminue en devenant ACI, il eft évi-
dent que 'arc AD augmentera ou diminuera précifément
dans le méme rapport en devenant Kd ou KL

Qbfervons, 2.° que cette mefure eft fixe & conftante. Car
quoiqu’on puiffe décrire du centre C une infinité d’arcs de
cercle compris entre les c6tés AC, DC, cependant rous ces
arcs font du méme nombre de degrés, puifqu’ils font ton
des parties femblables de leurs circonférences. Cleit pour-

quoi, lorfque nous dirons par la fuite que l'angle ACD ==

Farc KL, nous entendrons toujours le nombre de degrés de
I'arc KL, & non la longucur abfolue de cet arc.

494. Cela pofé, on voit que la grandeur dun angle ¢ff
tout-a-fait indépendante de la longueur de fzs coees. Puifqu'on
auroit beau prolonger ou diminuer les c6tés AC, CD, la
mefure de I'angle ACD ou KCL refteroit toujours la méme.

495+ On diftingue trois fortes d’angles, I'angle aigu,
Pangle droit , & 'angle obrus. L’angleaigu a pour mefure un
arc moindre que de 9o°. Tel eft l'angle BC4. L’angle droit
a pour mefure 90°, ou le quart de la circonférence. Tel eft
langle ACL. ‘Enfin 'angle obtus eft mefuré par un arc plus
grand que de 90°. Ainfi 'angle ACD eft un angle obtus.

496. On nomme le Complément d'un angle ou d'un arc,
ce qui manque 2 cet angle ou 2 cet arc pour qu'il foit de 90°.
D’oli Pon voit que le complément d’un angle aigu eft pofi-
tif , & que celui d’un angle obtus eft négatif. Ainfi le com-
plément d'un angle ou d’un arc de §7° . 317 eft un angle ou
un arc de 32°. 29", De méme, le complément d’un angle
oudunarede 119°. 11”7 , 36" eft un angle ou un arc de
—29°.117,36”7,

-

-
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FIG. 497. On nomme Supplémen: d’un angle ou d’un arc g
3. quil faudroit leur ajouter pour avoir 180° Ainfj,1.° tout
angle aigu a pour fupplément un angle obtus. 2.° Un angle
droit eft lui-méme fon {upplément. 3.> Un angle obtug 3
pour {upplément un angle aizu.
498. SiPon prolonge les deux cdtés AC, DC d’un angle
quelconque ACD, je dis que /es angles ACD , GCH 0ppo-
Ses au fommee fons egaux. Cela fe réduit 3 prouver que Farg
sH == KL. Or LHG eft 1a moitié de la circonférence , 01
130° aufli-bien que KLH. Donc en rerranchant Parc come
mumiLH ; il refte KL == GH.

499. Une droite CD qui coupe une autre droite AR , fajt
avec elle deux angles ACD, DCB dont la fomme =— 1 809,
ou €quivaut a deux angles droits ; ce qui eft évident, puifque
KL -+ LH ==180° Donc la fomme ACD —+ DCB -
BCF —+ ACF des angles faits tant en deffus quen deffous de
Ia ligne AB — 3606°,

En général, {i tant de droites ACB, DCI , ECH, que
Pon voudra viennent f& c@uper au méme point C, la fomme
des angles ACD —+ DCE —+ &c. qu'elles feront toutes en=
femble d’un feul c6té de AB fera de 180° . & la fomme des
angles quelles feront tant cn deffus qu’en deffous de AR fera
de 360°,

Des Lignes perpendiculajres,

s00. On appelle Lignes perpendiculaires celles qui par
leur rencontre forment des angles droits. Ainfi AB eft per=
pendiculaire 2 DF, & réciproquement.

501. Si Fon prend fur la perpendiculaire DF deux points
D & F également éloignés du point d’interfection C, je dis
que tous les points de AB feront chacun €galement €loignés
de D & de F. Car fiPon décrit du centre G & du rayon CD
ou CF Ia circonfére FGD, TYarc DE ferade 90° &
Parc EF. Donc leurs cordes ED, EF feront égales
(4291 ). Doncle point E fera i égale diftance de D & de F.
D’ailleurs le point C I'eft par la fuppofition. Donc la ligne
AB a deux de fes points chacun également éloignés de D &
gle F, Tous fes autres points doivent donc étre aufli 3 Ja més

me dif¥anre
418 dlitgnce

ézal 3
9
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Réciproquement, fi les deux points A, E de la ligne droite FIG.
'AB font chacun également éloignésde D& F, je dis que gy,
AB fera perpendiculaire a DF, Car deux des points de la
ligne AB étant chacun 3 égale diftance de D & de F, tous
Jes points de la ligne AB ont cette méme propriété. Donc
DC==CF; par conféquent la ligne AB divife en deux
également la ligne DF. De plus ED == EF. Donc les arcs
ED, EF font égaux, & par conféquent chacun de 90”3
donc AB eft perpendiculaire 3 DF.

Enfin fi AB eft perpendiculaire 3 DF, & fi dailleurs fon
point A eft également €loigné des points D & F , tous les
autres points de la ligne AB auront la méme propriété que le
point A ; fans quoi cette ligne ne feroit plus perpendiculaire &
Jaligne DF. Un feul point fuffit donc pour déterminer la
pofition d’une perpendiculaire, quand on a déja la ligne fur
laquelle on veut la mener.

502, La perpendiculaire DC e¢ff plus courte que toutes les
obliques DE , DA , &c. & par conféquent elle mefure la vraie
diftance du point D 2 la ligne AB. Car DCF eft plus courte
que DEF. Donc DC moitié de DCF eft plus courte que
DE moitié de DEF.

§03. D’aprés ce que nousvenons de dire , il eft facile de
réfoudre les Problémes fuivans. ‘

I. Divifer la ligne donnée DC en deux parties égales au
point F. ;

Je décris des centres D & C, & du méme rayon DC deux
arcs de cercle, qui fe coupent aux points G & H par lefquels
je mene GFH qui divifera la ligne DC en deux également
au point F. Cela eft évident.

II. Mener d’un point donné G hors d’une droite AB une
perpendiculaire GF fur cette ligne.

Je décris du centre G un arc DC qui coupe la ligne AB
aux points D & C. Je divife enfuite DC en deux parties éga-
les au point F, & par les points F & G je mene FG qui fera
la perpendiculaire demandée. Car deux de fes points , favoir
F & G font chacun 3 égale diftance des deux points D& G
de laligne AB. Donc (501) FG eft perpendiculaire 2 AB.

504. Comme il n’y a qu'un feul point F qui foit le milien
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FIG.de laligne DC, & qu'on ne peut mener d’un point 3 un aus
6. tre quune feule ligne droite , on en doit conclure que dug
point pris hors d’une droite , on ne peut mener qu'une feule
perpendiculaire i cette droite.
III. Mener par un point donné F de la ligne AB une per-
pendiculaire 3 cette ligne.
Je prends DF == FC. Enfuite des centres D & C, & dy
méme intervalle DC je décris deux arcs qui fe coupent en G,
& ayant mené FG, je dis quelle fera la perpendiculaire
cherchée. Car deux de fes points font chacuna égale diftance
de D & de C.
Il eft donc évident que d’un point pris fur une ligne , on
ne peut €lever qu'une feule perpendiculaire A cette ligne.
Si le point donné F étoit a Pextrémité de la ligne AB, on
prolongeroit cette ligne, & on éleveroit la perpendiculaire,
comme il vient d’étre dit. Mais {i on ne pouvoit pas la pros
longer , on {& ferviroit d'une méthode que nous indiquerons
bientét. i

Des Lignes perpendiculaires confidérées dans le Cercles

505. Soit le rayon CM perpendiculaire 3 1a corde FG3
jedis, 1.°quela corde FG fera coupée en deux également
au point D : 2.° que l'arc FMG foutendu par cette corde,
fera divifé en deux parties égales, auffi-bien que Pangle
FCG, parle rayon CM.

Car le point C de Ia perpendiculaire CM étant également
€loigné de F & de G, tous fes points ont la méme propriété,
Donc FD DG, & FM == MG, L’arc FIM eft donc
égal a I'arc MLG, oulangle FCM i Fangle MCG.

Réciproquement,, filacorde FG eft divifée en deux éga-
lement par le rayon CM , ce rayon fera perpendiculaire 3 la
corde FG, & divifera en deux ¢galement Parc FMG ou’
Iangle FCG.

Car ce rayon a deux points C & D également éloignés de
F &de G, donc il eft perpendiculaire 3 FG, & par confé-
quent FM ==MG. Par une femblable raifon on prouveroit
que fi Ie rayon CM divife en deux également I'arc FMG , ce
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rayon eft perpendiculaire a la corde FG, & quiii la divife en FIG.
deux également. 7

Enfin fi la corde FG eft divifée en deux également & per-
pendiculairement pac la ligne DM, cette ligne pafle par le
centre C.

Car le point D de la perpendiculaire DM érant & égale
diftance de F & de G, tous fes points ont la mémé propriété.
Donc puifque le point C eft 3 égale diftance de F & de G,
Ja perpendiculaire DM pafle par ce point.

506. De-la il fuit que de ces trois chofes, étre perpendicu-
laire & une corde s la divifer en deus également 5 paffer parle
centre 5 deux érant pofées 5 la troifieme fuit nécefJairement.

Pour faire quelque application de ces principes, propo-
{ons-nous de divifer 'arc DMC en deux également.

On menera lacorde DC, & on divifera cette corde en
deux également & perpendiculairement par la ligne GM qut
coupera 'are DMC en deux parties €gales au point M.

Donc il falloit divifer Pangle DGC en deux parties éga-
les, on décriroit du fommet G comme centre , & d’un in-
tervalle quelconque GD I'arc DMC. On diviferoit enfuite
cet arc en deux également au point M, & ayant mené MG,
il eft évident que cette ligne diviferoit en deux €également
Pangle BGC.

Si on divife de 1a méme manizre Pangle DGM en deux
parties égales , on aura le quart de I'angle DGC, enfuite le
huitieme , le feizieme , &c. Il eft donc facile de divifer par
la Géométrie élémentaire un angle quelconque en 2.4..8,
16. 32 . &c. parties égales. Mais lorfqu’il s'agit de divifer
un angle en 3.5 .7.9.&c. parties égales, c’eft un pro-
bléme dont on ne peut venir & bout que par la réfolution d’é-
quations algébriques d’un degré d’autant plus élevé que le
nombre de divifions 4 faire eft grand.

507. Soit propofé maintenant de faire paffer une circon-
férence de cercle par les trois points A, B, D gui ne foient
pas en ligne drotze.

Ayant mené AB, BD, on divifera ces deux lignes en deux
également & perpendiculairement par FL & GI, dont le
point de concours C fera le centre du cercle cherché, Donc
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fidu rayon CA , CB ou CD on décrit une circonférence de
cercle , elle paffera par les trois points A, B, D. Car AC
== CB, & CB=CD. Donc AC—CB == (Y

508. De lail fuit que trois poines A, B, D déterminen
la pofition d'un cercle. 1l eft donc impoffible que deux ci-
conférences de cercle fe coupent en plus de deux points. Car
11 elles fe coupoient en trois , elles auroient le méme centre,
& ne feroient plus qu'une feule & méme circonférence.

Nous avons fuppofé que les trois poins A, B, D n'é
toient pas en ligne droite,, parce que {i on pouvoit faire paf~
fer une circonférence par trois points en ligne droite, il feroit
poflible de mener deux perpendiculaires du méme point fug
une droite ; ce qui ne peut jamais étre ( 502 ),

509. Si I'on vouloit trouver le centre dune circonfZ-
rence , ou d’un arc de cercle donné, on prendroit 2 volonté
dans cette circonférence ou dans cet arc, trois points que Pon
joindroit par deux cordes ; & I’on diviferoit ces cordes com:
me ci-deflus. Le centre cherché fe trouvera toujours au point
de concours de deux lignes de divifion,

Des Tangentes.

s10. Une droite MT, qui n’a qu'un feul point M de come
mun avec la circonférence FMG fe nomme Tangente , &g
point commun M fe nomme poinr de Conzad.

Sidu centre C on mene au point de conta& M Je rayo
CM, je dis qu'il fera perpendiculaire 3 Ia tangente MT. Ca:
CM eft plus courte que toute autre ligne COK menée du
centre C a quelque point de Ia ligne MT. Donc elle mefire
la diftance du centre C 3 la ligne MT. Donc (502) ellelu
eft perpendiculaire.

Réciproquement , une droite quelconque MT perpendi-
culaire 3 Pextrémité M du rayon CM touche la circonfé-
rence en M. Car MT étant perptndiculaire au rayon CM,
tous les points de la droite TM {ont plus €loignés du centre
C que le point M. Donc ils font tous hors du cercle 3 Pex-
ception du feul point M.

511, Il eft donc facile de mener la tangente TM en un

point
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point donné M fur la circonférence FMG, puilqu'aprés avoir
mené le rayon CM, Iz perpendiculaire & lextrémite du rayon
¢ft tangente en M. :

Il eit évident qw'une droite MT ne peut toucher qu'en un
feul point M la circonférence FMG. Car fi elle touchoit
cetre circonférence en pluheurs poims » ON POUIToIt mener
utane de perpendiculaires diffiérentes du centre G fur la ligne
MT ., ce qui eft impoflible.

g12. Sideux, ou un plus grand nombre de cerclesfe
couchent en un méme point , foit en dehors foit en dedans,
la ligne qui pafle par leurs centres pafle aufli par leur point de
contact. =

Car la méme tangente MT eft perpendiculaire aux rayons
CM, AM. Donc ces rayons ne font qu'une feule ligne
droite qui aboutit aux deux centres, & qui pafle néceflaire-
ment par le point de contact. On a donc CA = CM =
AM.

Des Lignes paralleles.

s13. Deux lignes AB, CD font paralleles lorfque leur
diftance eft par-tout la méme. Ainfi, fi toutes les perpendi-
culaires EG , FH, &c. mendes des poins E, F, &c. de la
ligne AB fur CD font égeles , les lignes AB, CD font paral-
leles. Mais puifque deux points fuffifent pour déterminer la
pofition d’une droite, il fuffic que deux de ces perpendicu-
laires foient égales, EG, par exemple, & FH, pounr que
la droite CD qui pafle par les deux points G, H foit paral=
lele 2 AB. :

514. De-1a il fuit que dewx lignes paralleles ne peuvent ja-
mais [e rencontrer quelques prolongées qion les fuppofe.

- 515. Siune ligne quelconque GF coupe deux paralleles
AB, CD, les angles alternes internes AFG , FGD f{eront
égaux.

Pour le prouver , imaginons deux arcs de cercle indéfinis
FLM, GKI décrits des centres G & F, & du méme inter-
valle GF , & prolongeons les perpendiculaires EG, FH juf=
qu’a ce qu'elles rencontrent les arcs GKI, FLM aux potits
I, M. Celapofé, par lanature des paralleles , EG ==FG.

Ff

FIG.
7 L]
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FIG. Donc 2EG =2FH, ou(506) GI=FM. Orle arcq
10, FLM, GKI font décrits du méme rayon ; donc, puifque
leurs cordes font égales, ils font égaux, ainfi que leurs moi-
tiés GK, FL. Donc l'angle AFG, qui a pour mefure GK
eft égal a I'angle FGD, dont la mefure eft FL,

D’ou on peut conclure, 1.° que les angles GFB, CGF
font égaux.

516. 2.° Que les angles eorrefpondants NFB, NGD fon
ézaux, ainfi que NFA,NGC. Car (498 ) NFB = AFG,
& AFG =FGD ou NGD. Il en eft de méme pour tous
les autres angles correfpondants,

3% Que les angles alternes externes CGQ, NFB fon
€gaux. Car CGQ == FGD = NFB. Deméme QGD —
AFN.

Réciproquement, fi les angles alternes internes AFG,
FGD font égaux, les lignes AB, CD font paralleles. On
en trouvera aifément la démonftration.

Si les angles correfpendants , alternes externes , &e. étoient
€gaux, les angles alternes internes le feroient. Donc les
lignes {eroient encore paralleles.

517. Celapofé, il eft facile de mener du point donné G
la parallele GD 2 1a ligne AB.

On décrira du centre G & d’un intervalle quelconque GF
un arc indéfini FLM , enfuite du point d'interfection F pris |
pour centre & du méme intervalle FG , on décrira Parc GK,
On préndra FL=—GK , & par les points G & L ayant
mené GL, je dis quelle fera la parallele den;audée. Car les
angles alternes internes AFG , FGD font égaux, puifqu’on
apris GK =—FL.

De I'égalit€ des angles correfpondants, il fuit, 1.° quefi
deux angles BAC , NLM ont leurs cdtés AB ,» LN, &A@
LM paralleles , ces deux angles font égaux. Car fi Pon pro-
longe NL jufqu’a la rencontre D de la lighe AC, on aura
(516 ) NLM — NDC—=—BAC. .

2. Que pour mener une perpendiculaire AF & Pextrémité
A delaligne AB (504), on peut mener d’abord la pet-
pendiculaire CD fur la ligne AB, & mener enfuite parle
point A la ligne AF parallele 3 DC. Elle fera la perpendicu-
laire demandée. Car FAB = DCB,
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g18. 3.° Que deux paralleles FG, IL qui traverfent un FIG.
cercle coupent fur {a circonférence deux arcs égaux FI, LG.
Car {i on mene le rayon CM perpendiculaire fur FG, il fera
anfli perpendiculaire fur IL, 2 caufe des angles cor;‘sr

{
dants CDF , CHIL Or (506) FIM=—MLG , & IM

‘n'.

pOil-‘

ML, donc FIM —IM =MLG — ML, ou FI==06GL.

Il en feroit de méme fi une de ces paralleles éroit angen-
te, ou fi elles Pétoient toutes les deux. Jufqu’ici nous n’avons
confidéré que deux paralleles 5 §'il y en avoit un plus grand
nombre , elles auroient les mémes propriétés.

De la mefure des Angles.

s14. Sitous lesangles avoient leur fommet au centre d’un
cercle , leur mefure feroit toujours Parc entier compris entre
leurs cotés ; mais on en rencontre fouvent dont le {fommet
eft 4 la circonférence , & dont on a befoin de connoitre la
grandeur. Quelquefois aufli on en trouve qui ont leur fom~
met au-dehors du cercle, ou au-dedans, mais non an cen=
tre 3 il Sagit de déterminer leur mefure dans tous les cas.

520. Propofons-nous d’abord de mefurer Pangle BAD
formé par la tangente AB & par la corde AD. (Onlenom-
me angle du fegment). ;

Du centre C je mene le diamétre HCG parallele 2 AD, &
le rayon CF perpendiculaire fur AD, enfin le rayon CA au
point A de contact. Cela pofé, BAC fera un angle droit
ainfi que FCG. On aura donc FCG BAC ==larc
FAG. Or ACG=—=DAC((s515) =— AG; donc BAC
—DAC, ou BAD =FAG —AG=—FA=—=1AFD;
donc Vangle du fegment BAD & pour mefure la moitié de Pare
Joutendu par la corde AD.

§21, De-1i il fuit que Pangle infcrie DAK compris entre
deux cordes DA, AK, @ pour mefure la moiti¢ de Pare DK
intercepté par fes cotés. Car BAK = I AK,BAD=:AD.
Donc BAK — BAD, cu DAK — AK—:AD=—1 DK.

s22. Donc, 1.° Vangle central DCK e¢ft double de Langle
infcrit DAK appuyé fur le méme arc DX.

523, 2.° Tout angle inferie appuye fur le diamétre eft un

: Ffij
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FIG. angle droit , & tous les angles infcrits appuyés fur le méme

1y,
10,

arc dans le méme cercle font égaux.

524. Heftaifg, d’apres cela, de mener d’un point donng

hors d’un cercle une tangente A fa circonférence. En effer
11 on mene du point A au centre C la droite CA , & qu’apres
2voir divif¢ cette droite-en deux parties égales au point B,
on décrive du rayon BC & du point B comme centre une
circonférence , je dis qu’elle coupera le cercle donné aux
points M & M” par lefquels & par le point A fi Pon mene les
lignes MA , AM’, elles feront tangentes aux points M & M.

Car fi on mene CM, Pangle CMA fera droit (5230
Donc MA eft perpendiculaire 3 CM & par conféquent tan-
genteen M (511). On voit donc que ce probléme a deux
folutions, & qu'il eft toujours poflible de mener du méme
point A hors d’une circonfétence deux tangentes AM, AM/,
a certe circonférence, '

525. Propofons-nous maintenant de mefurer Pangle excentrique

" BAD dont le fommet A eft au-dedans du cercle.

Je fuppofe d'abord que 'angle BAD eft aigu, & ayant pro-
longé BA & AD jufquen G & en T, je mene GE parallele 3 AD, |
Cela pofé ; on aura BAD = BGE = 1 BD +DE=1BD~+42
FG. SiI'angle excentrique et obtus comme BAF » on aura BAF
== 180° — BAD = { BFGDB — £ BD — 1 FG — $BF+1GD.
Donc I'angle excentrique a pour mefure la moitié de Parc Compris entre
fes cords plus la moitié de Parc compris entre ces mémes ctés prolongés.

526. Soit 'angle circonferit BAD dont le fommet A eft hors du
cercle, & dont les cotés AB, AD quion nomme fécantes abous
tiffent & deux points de la circomférence, je dis que fa mefure
fera la moiri¢ de la différence des arcs convexe & concave inter-
cG,\Ls par {es cotés. C'efl-a-dire , qu'on aura BAD =1 ( BD —

!

Car 00 Thene GF parallele 3 AD, on aura BAD =BGE=2
BE=IBE+1ED — { ED = +BD — i Gl Car ED = GI
(518). '

Si la fécante AR devient la tangente AF, on aura FAB —=+FB
— X FG; doncfi AM eft 'autre rangentg menée du point A , on

" aura de méme FAM = ; (FEM—FGM ),

DES FIGURES,

§27. On appelle Figure tout efpace terminé de tout coté
par des lignes.
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Si ces lignes font droites , la figure qu'elles forment elt
rectiligne ; 1i elles font courbes, la figure fe nomme curvi-
Jiene. Elles font dans les deux cas les cézés de la figure, &
lgin‘ {omme en eft le contour ou le perimétre.

Nous ne parlerons ici que des figures rectilignes ou des
polygones. Or il eft aifé de voir qu’il faut au moins trois li-
gnes pour renfermer un efpace. Ainfi le premier, & le plus
{imple de tous les polygones eft Ze eriangle , ou une figure de
trois angles & de trois cotés.

Apres le wriangle vient le guadrilatere , ou une figure de
quatre cotés ; enfuite le pentagone , de cinq , Phexagone de
6, heptagone de 7,Vodogonede 8 . . . le décagone de 10...
le dodecagone de 12 ... . le pentédécagone de 15 , &c. Nous
infifterons principalement {ur le triangle , parce que les autres
polygones s’y rapportent immédiatement,

Du Triangle.

§28. Un triangle dont les trois cétés font égaux, {e nom-
me équilatéral. S'il n’a que deux cotés €gaux, il fe nomme
ifofcele. Enfin {i tous ces cbtés font inégaux, il fe nomme
Jealene.

Un triangle qui a un angle droit fe nomme reiangle , & le
c6té oppofé 2 Pangle droit fe nomme hypozenu/e.

Le c6té oppofé 2 un angle quelconque d'un triangle fe
nomme la bafe de cet angle.

Deux cbtés quelconques d’un triangle font une ligne brifée.
Leur fomme eft donc plus grande que le troifieme coté.

Si on fait paffer une circonférence de cercle par les fom-

mets A , B, C des trois angles d’un triangle ABC, ce trian—
gle s'appelle inferie dens la circonférence ABC. Or (507)
on peut toujours faire paffer une circonférence par trois
points dennés; il eft donc toujours poffible d’inE:rire un
triangle donné dans un cercle.
529, Cela pofé, I'angle ABC==3; AC (521), l'angle
ACB —Z:AB, & BAC=—1:BC. Donc ABC + ACB +
B’AC =— L ABC == 180°. Donc Iz fomme des trots angles
d'un triangle quelconque eff torjours égale a 150°,

FIG.
18.
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FIG. 5309. De-la on peut conclure , 1.° que fi on prolonge yy §

19. cOt€ quelconque AC, langle extéricur BAF off égal 4 Iy

Jomme des deux angles intéricurs oppofes ABC, ACB. Car

la fomme de ces deux angles -+ l'angle BAC = 180°; ds
méme l'angle FAB + BAC = 180° ( 499 ).

§31. 2.% Que I'un quelconque des angles d’un triangle eff
le {upplément de la fomme des deux autres, & que par cop-
{équent /£ on connoit deux angles dun triangle y ou_feulemen
leur fomme y on aura le troifieme o en drane cetce Jomme de 1 80%

3." Qu'un triangle quelconque ne peut avoir qu'un feyl
angle droit ou quun feul angle obrus ; auxquels cas les deuy
autres font néceflairement aigus.

4+° Que dans un triangle reGangle , un des angles aigw
eft complément de l'autre ; d’oti il eft facile de conclurels
valeur de 'un, quand on connoit celle de I'autre.

5+° Que dans un triangle quelconque les cdtés oppofés |
aux angles égaux font égaux , & réciproquement. Car lis
cordes égales AC, BC, foutendent des arcs égaux , & réc |
proquement, ;

- 6.° Que dans un triangle quelconque le plus grand angle
eft oppofé au plus grand c6té, le plus petit angle au plus petit
cOté ; & réciproquement. Il ne faut pas croire cependant
que les cordes croiflent dans le méme rapport que les angles,
enforte qu'un angle double, par exemple, foit oppofé & une
corde double. Nous verrons dans la Trigonométrie le rap- |
port de leurs accroiffemens.

7-° Que dans un triangle ifofcele un feul des angles étant
connu , les deux autres le font immédiatement. Car fi on
connoit 'angle A ou fon égal C, on aura Pangle B==18¢"
— 2A. Sion donne au contraire I'an gle B, onaura A=
C=—=90°—1B.

8.° Que les angles oppofés aux cotés égaux dans les trian-
gles ifofceles font toujours aigus. :

9-" Que chaque angle d’un triangle équilatéral 60"
Car fes angles font tous égaux ; leur fomme ==180°. Do
chacun == 60°,

' 532. Si du fommet B d’un triangle ifofcele ABC o
abaifle la perpendiculaire BF fur la bafe AC, je dis que tous




DeE MATHEMATIQUES. 231

Jes points de cette perpendiculaire BF feront chacun 2 égale FIG,
diftance de A & de C, & que par conféquent la bafe AC fera 20,

divifée en deux également au point F. Car AB=—=BC, a
caufe du triangle ifofcelle ABC. Donc, &c. (506 ).
RemARQUE. Toutes les fois que les deux angles de la bafe
d’un triangle font aigus, la perpendiculaire abaiflée de fon
fommet tombe en dedans du triangle ; mais {i Pun des deux
eft obtus, cette perpendiculaire tombe en dehors. Foyey les
Triangles ACB , FCB. La démonftration eft aifée.

De légalité & de la fimilicude des Triangles,

$33. Onappelle triangles femblables ceux dont tous les
angles font refpeétivement égaux. Ainfi, fiVangle ABC =
dbf, & fi en méme temps BAC=—=15df, & ACB =4dfb,
les triangles ABC , dbf font femblables.

Si deux triangles font femblables, les c6tés oppofés aux
angles égaux fe nomment céees homologues. En général, on
appelle dimenfions homologues de deux figures les lignes de
méme dénomination dans 'une & dans I'autre , ou méme des
lignes tirées de la méme maniere dans I'une & dans lantre.
Par exemple , dans deux cercles, les rayons, les diamétres,
les circonférences, les arcs d’'un égal nombre de degrés, ainfi
que leurs cordes, &c. font des dimenfions homologues.

Cela pofé , nous allons faire connoftre les cas dans lefquels
.on peut conclure la {imilitude ou I'égalité de denx triangles.

§34. L. Deuwx triangles qui ont deux angles refpectivement
égaux font femblables. Car le troifieme eft égal de part &
d’autre ( §31 ). '
 Donc £ deux triangles redlangles ont chacun un angle aigu
€gal de part & dautre o ces deusx triangles feront femblables.

535. II. Deux triangles font femblables, lorfque tous
leurs c6tés homologues font paralleles. Car alors tous leurs
angles font refpectivement égaux.

536. III. Deux triangles Jont ﬁmbhzbl&f . lo.r_'fgzte tous
les cotés de Pun font perpendiculaires aux cotés homologues de
Cautre , ou lorfqu’étant prolongés, ils fe rencontrent @ angles
droits, Il fuffit, pour sen convaincre , de faire faire un quart
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FIG, de révolation autour d'un point fixe a 'un de ces triangleg 3
22, car alors fes c6tés homologues feront tous paralleles & ceux
de l'autre triangle.

§37. IV. Si un nombre quelconque de paralleles DF,
IL, AC, coupent les cotés d'un angle ABC, tous les trian-
gles BDF, BiL, BAC feront femblables. Car outre qu'ils
ont I'angle B de commun, tous les angles BDF, BIL,
BAC font égaux ( 516 ); il en eft de méme des angles BFD,
BLI, BCA,

Si les deux triangles ABC, 8df font femblables, & que
Pon imagine le triangle bdf pofé fur le triangle ABC de ma-
niere que P'angle b tombe fur fon égal B, & le c6té 45 fur
fon homologue AB, je dis que le c6té df repréfenté alors
par DF fera parallele & la bafe AC. Car le triangle BDE
€gal 3 bdf, fera femblable au triangle ABC. Donc I'angle
BDF ==BAC. Donc les lignes DF, AC font paralleles,
(516).

538. V. Sideux triangles ont un angle égal , & les cotés
qui comprennent cet angle égaux de part & d’autre, ils font
€égaux & femblables.

En effet , {1 le tiangle BDF avoit, outre Iangle commun
B avec le triangle ABC, les deux cotés BD, BF, égaux
refpectivement 2 AB , BC, il eft évident que ces deux trian-
gles fe confondroient.

539. VL. Deux tiangles ABC, abc, qui ont tous leurs
cotés homologues €gaux, font égaux & femblables.

Pour le prouver , imaginons le triangle abe pofé fur ABC,
de maniere que le c6té ac tombe fur AC; il eft clair que
puifque AB =—uab, & que BC="5c, le point 5 doit fe
trouver {ur les deux arcs décrits, 'un du centre A & du rayon
AB , l'autre du centre C & du rayon CB. Donc il fe trou-
vera fur leur interfection B. Le triangle abc {e confondra
donc avec ABC, & luifera par conféquent égal & femblable.

540. VIL Si deux Triangles abc, ABC ont deux cOtés homo-
logues égaux ab , AB, & BC, bcavec les angles A & 2 oppoles
a I'un de ces cotes egaux de part & dautre, je disque ces triangles
feront égaux & {emblables , pourvu que les angles C, ¢ oppofés
aux autres’'cotés cgaux AB, ab foient de méme efpece , cleft-a-
dire , ou tous deux aigus ou tous deux obtus,

Pofons
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Pofons I'angle bac fur I'angle BAC , e point b tombera fur le FIG,
point B, a caufe de AB =4 , & le point ¢ {ur quelque point ge
AC 4 caufe de 'angle BAC = bac. Mais be = BC ; donc le point =iy
¢ doit tomber auffi fur quelque point de I'arc CE decrit du centre
B & durayon BC. Doncileftouen E, ouen C. Or le triangle
BEC étant ifofcele, les angles égaux C, E font aigusi¢531), &
par conféquent 'angle AER eft obtus. Donc fi les angles C& ¢
{ont tous deux aigus , le point ¢ tombera fur le point C. Le trian-

le abc fera donc confondu avec ABC & lui fera par conféquent
femblable. Mais fi les angles ¢ , C, ou plutdt e, £ font obtus,
le point ¢ tombera en E & par conféquent le triangle aeb fera'con-
fondu avec AEB & lui fera ¢gal & femblable.

s41. De ce que nous venons de dire fur Pégalité des trian- :
gles , il fuit, 1 ©que deux paralleles AB , CD comprifes en-
e deux autres paralleles AD , BC font égales,

Car {i Pon mene AF, DE perpendiculaires fur BC, le
triangle ABE {era femblable au triangle CDE. Or par la
nature des paralleles AF == DE. Donc le triangle ABF eft
égal au triangle CDE ; donc AB==CD: on prouveroit
de méme que AD == BC.

§42. 2.° Que tout triangle ABD peut étre circonforit 3
un cercle’, c’eft-a-dire , que l'on peut décrire au-dedans de
ce triangle une circonférence qui touche tous fes ciés.

1! fuffit pour cela de divifer deux de fes angles en deux
parties égales, & de mener du point de concours des deux
lignes de divifion une perpendiculaire fur 'un des trois cotés,
nimporte lequel. Cette perpendiculaire fera le rayon de la
circonférence cherchée. Car les triangles ACE, ACG font
égaux. Donc CE=CG; & CG==CH, a caule de I'éga-
lité des triangles BCG , BCH. Donc les trois, perpendicu-
laires CF , CG, CH peuvent étre rayons d’un méme cercle
infcrit dans le triangle propofé.

543. On a auffi BG=BH , HD==FD ; AF=AG. Etappellant
p le périmétre du triangle ABD , on aura p=2AF+ 2ED~+-2BH
== 2AD —+ 2BH = 2BD + 2AF = 2AB + 2ED. Donc AF=
AD + AB—BD

; le point F eft donc détermine. Les points G

”

& H peuvent I'étre de méme. Il n’y aura donc qu'a faire pafler
une circonférence par ces trois points.

544. Sile triangle étoit reétangle en B, Tangle CBH. moitie de

o

@
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ABD feroit de 45°; (on complément BCH feroit donc aufli de
45°; & le wriangle BCH feroit ifofcele. Donc CH=BH = P
AD. Donc le rayon du cercle inferit dans un triangle reGangle eft
¢€gal a la moitié de fon périmétre moins 'hypoténufe.

Des autres P olygones & de leurs principales proprictés,

545 On diftingue trois fortes de Polygones, les irrégu~

liers o les fymmetriques , & les réguliers.,

es polygones irréguliers font ceux qui ont des angles &
des cotés inégaux. Onappelle polygones fymmétriques ceux
dont tous les cotés oppolés font paralleles & égaux. Les po-
lygones réguliers ont tous leurs c6tés & tous leurs angles
cgaux.

Un' quadrilatere fymmérrique fe nomme un Parallelo-
+ gramme, “Un quadrilatere régulier s’appelle un Quarré, Un
quadrilatere qui a deux coés paralleles fe nomme Trapepa
Un parali¢logramme dont tous les c6tés font égaux, maig
dont les angles font inégaux fe nomme Rhombe ou Loyange,
Enfin un parallélogramme dont les c6tés ne font pas tous
égaux , mais dont tous les angles font droits, fe nomme un
Parallelogramme reifangle 5 ou {implement un Reangle.

On appelle angle failiant celui dont le fommet fort de la
figure, comme ABC, & on nomme angle rentrant celui
dont le fommet rentre dans la figure. Tel eft langle CDE.

Une ligne quelconque’ AD qui traverle un polygone en
paffant d’un angle & unautre; fe nomme Diagonale.

546. Siun polygone n’a pas d’angles rentrants, la fomme
des angles intérieurs , ABC, BCD, CDE, &c. eft égaled
180° multipliés par le nombre des c6tés moins deux , enforte
que {1 on appellé s la fomme- des angles intérieurs , & nle
nombre.des c6tés du polygone | on aura’ s==180° (n—2).

Car de 'utr quelconque A des angles de cé polygone , on
peut'mener les diagonales AC, AD, AE qui divifent le po-
lygone en autant de triangles qu’il a des cétés moins deux.
Or i eft évident que la fomme de tous les angles de ces trian-
gles eft égale 2 celle des angles intérieurs du polygone. On
aura donc 180° (n— 2 ) pour la fomme de tous ces angles.

1 Done 5 1.° la fomme des angles d'un quadsilatere quel-
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eonque == 360° La fomme des angles d’un pentagone —FIG.
4}0" e :

2.° L’un quelconque des angles d’un polygone régulier

32

~

dont le nombre de cbtés eft n, =180 ( g ) Car
n a

b /

alors tous les angles intérieurs font égaux. Donc leur fomme
eft égale au produit de 'un quelconque de ces angles par leur

z 5
nombre , par conféquent 'un de ces angles, ou = == 1 80
n

2 : : :

I—- ) On voit donc que les angles d’un polygone
n;/e

régulier font d’autant plus obtus , ou approchent d’autant plus

de 180° que ce polygone a de corés.

De-13 il fuit que chacun des angles du triangle équilatéral
= t?o" , que celui du‘quarré =00 cel_ui du pentagone
régulier — 108°, celui de 'hexagone réeulier = 120°, ce-

: i b 47 > e
lui E!’Br Pheptagone régulier = 128" ~-7 == 128%, 34 . 17
-t s Ay &c. &c.

547. Siun polygone n’a pas d’angles rentrans, la fomme
de tous les fupplémens de fes angles intérieurs fera de 360°,

Car chaque fupplément == 180° moins Pangle faillaat du
polygone ; donc la fomme de tous les fupplémens ==180°
M7 — la fomme des angles intérienrs == 180° ¥ 7.— 180°
(n—2) =360

548. Si un polygone a des angles rentrans la fomme de tous
les fupplémens des angles faillans plus tous les angles rentrants
— 360° + 180° pris autant de fois gue le polygone a d'angles
rentrans.

Car la fomme de tous les fupplémens des angles faillans du po-
lygone ABCEFI = 360°. Or 4 on fait un angle rentrant CDE,
la fomme des {upplémens augmente de ECD + DEC ou de 180°
— Tl'angle rentrant CED. De méme fi on faifoit un autre angle
rentrant FHI , la fomme des fupplémens feroit §60° — 180° X 2
— CDE — FHI. Donc en général la fomme des fupplémens des
angles faillans plus la fomme des angles rentrans == 360° - au=
tant de fois 180° que le polygone a d’angles rentrans.

Des Polygones jj/mme?rigucs.

549, Puifque tous les cotés oppofés d’un polygone {fym-
Ggij
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FIG, métrique doivent étre paralleles & égaux, il eft clair, 1.9 que
33. le nombre de leurs c6tés eft toujours pair ; 2.° que tout poly-
gone régulier d’'un nombre pair de c6tés eft en méme temps
{ymmétrique.
34.  Cela polé, fi de chaque angle d’un polygone fymmétri-
& que, on mene aux angles oppolés des diagonales , les trian-
35+ gles oppofés au fommer, comme AFB, DFC feront égaux,

Car le c6té AB eft égal & parallele au coté homologue
DC; donc Tangle FDC=—FBA, FCD — FAB. Les
tiiangles AEB , DFC font denc femblables. Mai; ils ont de
plus un 6t homologue égal de part & d'autre, favoir, AB,
DC. Donc ils font égaux,

De-1a il fuit que’ AF=FC, BF ==FD, &c. Donc
toutes les diagonales AC, DB, &c. fe coupent en deux par-
ties €gales au meéme point F qu’on peut appeller a caufeds
cela le centre du polygone fymmétrique. Une diagonale
AC, BD, &c. divife donc le polygone {ymmétrique en
deux parties égales & femblables, puifqu’il y a de part &
d’aurre de cette diagonale -autant de triangles égaux & fem-
blables.

550. En général toute droite IL pallant par le centre F
d’un polygone fymmétrique eft divifée en deux €galement au
point F, & partage le polygone en deux parties égales &
femblables. Cela-fe prouve par égalité & la fimilitude des
triangles FIB, DFL & AIF , LCF.

55 1. De ces propriétés on peut déduire une maniere fa
cile de décrire un polygone fymmétrique d’un nombre de
céeés donné.  Veut-on, par exemple , décrire un’polygone
fymméitique’ dé fix cotés, ‘on menera par le point F trois
droites EFG, DFB , AFC qui falent entrelles des angles
quelcongues. Oun prendra enfuie FB=—DF , & d'une
grandeur arbitraire ; de méme AF =—=FC, EF— FG . 8
par-lespoints A, B, G, C, D, F ainfi trouvés , on me-
nera AB, BG | &c. qui-feront les fix cotéedu polygzone de-
mandé. Céla eft évident, puifque les triangles AFB, DFC
ayant denx cdrés éganx autour d’angles égaux, doivent érre
€gaux & femblablesy( 533). Donc AB eft égale & parallele
aDC, &,




DE MATHEMATIQUES.
Des Polygones réguliers.

552, Tout polygone régulier peut étre inferit & circonf-
crit a un cercle,

Cela fe réduit 3 prouver qu'il y-a au-dedans de ce poly-
gone un point C également éloigné des fommets de tous les
angles ; & tel en méme temps que les perpendiculaires me-
nées de ce point fur chaque c6:¢é du polygone foient égales
entrelles & divifent chague c6té en deux parties égales.

Ot fi on divife en deux également tous les angles ABD ,
BDF, &c. par les lignes CB, CD, &c. je dis que toutes
ces lignes fe rencontreront au point cherché C. En effet les
angles ABD , BDF, &c. étant égaux, leurs moitiés ABC,
CBD, CDF, CFD, &c. {ont égales. Donc tous les trian-
gles ABC, BCD, DCF, &c. font ifofceles & femblables.
Mais les bales AB , BD, DF, font toutes égales. Donc ces
triangles font ifofceles, égaux & femblables. Donc AC ==
BC = CD =CF, &c. Donc le cercle déerit du rayon
CB paffe par tous les fommets des angles du polygone donné.

Pour prouver maintenant que Pon peut circonfcrire tout
polygone régulier & un cercle, il faut faire voir que les per-
pendiculaires CK , CL, CM , &c. font égales. Or les trian-
gles ACB , BCD, &c. éant ifofceles, les perpendiculaires
CK, CL, CM, &c. divifent en deux également les cotés
furlefquels elles tombent ( 532). De plus langle CBL ==
CBK. Donc les triangles rectangles CBK , CBL font égaux
& femblables ( 534). Donc CK = CL; on prouvera de
méme que CL == GM =— CN == &c. Donc toutes ces
perpendiculaires font égales.

553. De-lail fuit que le c6té d’un polygone quelconque

S L & L i o
régulier infcrit dans un cercle eft la corde d’un arc de 2
n

n érant le nombre des c6tés du polygone. Ainfile c6té d'un
triangle équilatéral infcrit , eft lacorde d’un arc de 120°.
On voit par ce qui précede , qu'il eft facile d’infcrire dans
un cercle un polygone régulier donné, Mais lorfqu’il s'agit
d'infcrire dans un cercle donné un polygone régulier d’un
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.nombre de c6tés donné ; c’eft un probléme que la Géomérrie
. €lémentaire ne peur réfoudre que dans trés- peu de cas,
Nous allons les expofer briévement.

5'54. L Infcrire dans un cercle donné un triangle équila-
téral. ' D’un point quelconque B pris fur la circonférence
donnée, comme centre, & du rayon BC, je décris Pare
ACD qui coupe en A en D la circonférence ; par les poing
A & Djemene AD qui fera le ¢6té du triangle équilatéra]
démandé. Donc f{i on prend AG , DG égaux chacuna AD,
le triangle équilatéral fera décrit en entier. Pour le prouver
imaginons les deux cordes AB, BD , & les triangles ACB,
BCD feront équilatéraux. Donc les angles ACB, BCD oy
les arcs AB, BD feront chacun de 60°, & par conféquent
Yarc total ABD fera de 120°. Or la corde de 120° eft égale
au coté du triangle équilatéral. Donc, &c.

555. Puifque I'arc AB eft de 60°, fa corde AB eft le céié
de 'hexagone régulier infcrit. Or AB=CB. Donc le cté
de Lhexagone régulier inferit eff égal au rayon.

Si on divife I'arc AB en deux parties égales, la corde de
la moiiié de cetarc fera le c6té du dodécagone régulier ; on
peut donc par la Géomérie élémentaire infcrire dans un cer-
cle les po'ygones réguliers de 3, 6, 12, 24, 48, &c. cotés,

556. Soit propofé maintenant de trouver 'expreflion analytis
Eue du cbte du triangle equilatéral. A caufe du triangle ifofeele

AC la perpendiculaire AQ menée du fommet A fur la bafe CB
divifera certe bafe en deux parties égales au point Q (532)
Donec CQ =QB =1 CB. Soitle rayon CB = 2. On aura CQ
=za, & YAL* —CQ*, ouy 2’ —1s°,0u AQ =14V
Donc 2AQ ou le coté AD du triangle équilatéral =« /3.

§57- Pour trouver les expreflions des ¢dtés des polygones ré-
guliersde 6, 12, 24, &ec. cOtés, nous allons chercher une for-
mule génerale qui fafle connoitre la corde de la moitié d’unarc
donné,

Soit donc ABD I'arc qu'il s'agit de divifer en deux parties éga:
les , afin d’avoir la corde AB de la moitié de cet arc, je fais

=}, lerayon CA =2, & 72i'CQ=\/ &* — 1 b5, QB=a—

hao s ol oo ol ile ——
V a- —38b. Donc v AQ* +-BQ*, ou AB=......- et

Vz.z“—a\/4.zz s B,
YAQ eftici s
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Soit b=—ay/3 , O aura AB cote d? E‘hexagogc ==a, comme ci- FIC.
defus. Soit b=—a , on aura pour le cot¢ du dodécagone regulier x 36

5‘,,/;7‘7?. Soit b—ay/ 2—y/ 3 , & on aura pour le c6té d’'un poly-

' e T - A e ey
gone de 24 cd15 , x:ag 2—y/ 2+ /3 ; de méme celui d’un

polygone de 48 cbtes=a V’A = Vz+\/9.+ V 3,celuidun

S —

polygone régulier de o6 cotés=2 Vz—l 2+ ;‘i';h VZey 3,

&ec. Bc.

558. TL. Infcrire dansun cercle donné un quarré.

Si on mene les diamétres AD , BF perpendiculaires 'un &
Pautee , je dis quils couperont la circonférence donnée aux
points ACB 1), B par lefquels {1 on mene AB, ED, DF,
AF, elles feront les quatre cOtés du quarré demandé, puifque
(523 ) lesarcs AB, BD, DF, AF font chacun de 90°.

s59. De-la il fuit que {i on nomme le rayon AC,a, onaurale
cdte du quarré = a y/2. Car ALY ER? — AR s A==t

Sion fubftitue ay/2 i la place de 4 dans la formule dun.® 557,01

aura pour le cote de l'o&togone régulier AK=ay 2—y/ 2; de mé-

me le ¢Hté d’un polygone régulier de 16 corés =a; 2-y/ 24V 2,

- iy e ety !/ I/ ST ae
celui d’un polygone régulierde 32 cotes=a V' 2-F 2+y2ty 2,
&ec. &c. .

séo. TI1. Inferire dans un cercle donné un décagone régulier.

Suppofons que AB foit le coté cherche , & menons les rayons
AC, BC avec la ligne BE , de maniere qu’elle divife en deux
également Pangle ABC. L'angle ACB eft de 36°; carileftla
dixieme partie de 360°. Donc les angles du triangle ifofcele ABC
font chacun de 72°. Or par la fuppofition BE divife en deux éga-
lement Pangle ABC. Donc langle ABE == 36°= ACB. Le
triangle ABE eft donc ifofcele & femblable au triangle ACB.
Donc AE . AB :: AB . AC ; mais l'angle EBC=3; ABC=136° =
ACB. Donc le triangle ECB eft ifofcele. Donc EB ou AB=EC,
& AE .EC:: EC. AC. Doncfi on divife le rayon AC en moyenne
& extréme raifon au point E , le plus grand fegment EC fera égal
au coté AB du décagone régulier.

Soit AC=1a, EC= AB = x, AE feraa—x, onaura donc

g%, x::x.a Dol lontire xx 4 ax =aa, &x=%a(—
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FIG.:+ V §)- Ceft-la l'expreflion analytique du c6té du décagona;
g 1 eft evident que fi AB & BD font deux cotés confécutifs dy
3%+ décagone, en menant AD , cette ligne fera le coré du pentagong
regulier ADGIL.
561. Pour en trouver Pexpreflion, {oit AD =x, AC=a, oq
awraAN=zix, CN=y &* —ix*, NB=a—1y 4a* —»7
(.'Z;
NB* 4+ AN®, ou AB*=1' —sy/ 4’ —x* = — (— 148
4

-

a®

Vi5)y=ia——v5 Doncy s’ —zi=1a(1+v5)
2.

&x=iay 10 —2y 5, expreflion du cbt¢ du pentagone ré.
gulier.

Si duns la formule du n.° 557 , on fubftitue £ a (— 1+ y/5);"
au lieu de &, on trouvera que le coté d'un polygone régulier e

20 COtés —a Vz —ivio+2v 5 ; que celui d'un polygone

de4oc6tés=al; z——Vg+§v 10+2y 5, &c.

39,  562. IV. Infcrire dans un cercle un Pentédécagone régulier , ou
un polygone régulier de quinze cdrés.

On prendra d’abord AB égal au rayon AC, ceft-3-dire , Iaw
ADS3 de 60° ; enfuite on fera AD ¢égal an coté du décagone , &
la corde DB menée parles extrémités des deux arcs AB, AD fen
le coeeé du pentedécagone cherché. Car I'arc ADB =1 de ladir-
conférence , & l'arc AD =L de cette méme circonférence, Of
% 75 — 75. Nous donnerons dans un autre endroit ( 589 ) llex:
preflion du coté du pestédécagone regulier ; obfervons feulement
ici quil eft aif¢ d’infcrire par fon moyen les polygones de 30,69,
120, 8. cotes.

563. On peut donc par la Géométrie ¢lémentaire infcrire dans
un cercle les polygones réguliers de3.6. 12.24, &c. 4.8
16.32, &c. 5.10.20.40, &¢. 15 .30 .60.120, &c. COWS
Pour les autres, on ne peut les infcrire qu'en réfolvant des équas
tions d’'un degré d'autant plus ¢levé que le nombre de leurs cots
eft grand , ainfi qu'on le verra dans la fuite.

§64. Lorfqu'on voudra circonfcrire 3 un cercle donnéua
polygone régulier, on commencera par infcrire dans ce et

40. cle un polygone d’un égal nombre de c6tés que’ celui quon
veut circonlcrire. Cela fait, du centre C on abaiflera fut
chaque ¢6té , comme AD, une perpendiculaire CB. Eo-
fuice par le poiat B , on fera paffer la tengente EBF ( 524)

qul
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qui rencontrera en E & F lesrayons CA, CD prolongés,FIG.

& on aura EF pour I'un des cotés du polygone cherché. On
fera la méme chofe pour les autres cotéss FG, GH, &c. &
par-1a le polygone cherché fe trouvera décrit.
On voit en efiet, que les triangles ECB, FCB, FCM,
MCG , &c. font tous égaux entr eux. Donc EF =—=FG=—
Be . &c. X EB —=BF — EF=—FM &c. Doncle cercle
donné touche chaque c6té du polygone EFGH, &c. parle
milien.. Ce polygone eft donc circonfcrit au cercle donné.
s65. Si on veut avoir Pexpreflion du coté d’un polygone cir-
conferit , on nommera CA , a, le c6té -AD du polygone d'un
méme nombre de cbrés inferit =5, & on aura AQ =3 b, QC
=/ @z — } bb, & 2 caufe des triangles femblables CAQ , CEB,

(LSRR
QCy aa—1%bb). AQ(38):: CB (). EB. Donc 2EB ou le
2ab
£oté cherche = =FF. Onnepeutdonccirconfcrired
V 4aa—ob

an cercle, par la Géométrie élementaire, que les polygones
qu'on y peut inferire.

On peut déduire de la formule précedente, en'y {ubftituant &
b les expreflions que nous avons trouvées pour la valeur des co-
tés des polygones inferits du méme nombre de cores, 1.2 Quele
cbté du quarré circomfcrit = 24, ce -qui d’ailleurs eft évident.
2.° Que le coté du triangle équilaréra circonfcrit = 2a /' 3 =
le double du cbté du triangle équilatéral inferit. 3.7 Que le cote

S —————
. 2z y10—2y }
du pentagone régulier circonferit = ——-—— 4.° Que
1+ Vs

celui de 'hexagone circon{crit eft les deux tiers du coOté du trian<
gle équilatéral inferit , &c. &c.

Des Lignes proportionnelles.

§66. Lorfquune premiere ligne eft i une feconde , com-
me une troifieme eft a une quarrieme , ces lignes {ont propor-
tionnelles entr’elles.

Si la premiere eft i la feconde , comme la guatrieme 2 1a

troifieme, les deux premieres font reciproquement propor-
tionnelles aux deux autres.

Dans I'un & dans Yautre cas, celles-la {onf reciproques
; Hb

%O,
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FIG.aux deux amreh, qui font les deux extremes ou les deux
« moyens de la méme pxopomon.

$ila premiere eft 2 la feconde , comme la feconde i1z

troifieme , on a une proportion continue dont la feconde’
ligne eft 1a moyene proporrzorzne[le.

CE*F‘c proportion continue devient une progreflion , lorf=
que la premiere ligne eft 2 la feconde, ‘comme la feconde §
la troifieme, comme celle ci a la quatrieme, & ainf1 de fuite,

Toutes les propriétés que nous avons démontrées généra-
Tement pour les quantités proportionnelles, conviennent dong
aux lignes .qui le font. Ainfi nous {uppoferons toujours la
démonflration de ces propriétés. Au refte , il ne s'agitici
que des proportions & progrei’fons géométriques; & ceftla
pame la plus effentielle des Elémens de Géométrie.

41. §67. Pour latraiter avec ordre, fuppofons d’2bord que
{ur la droite AB on prenne des parties égales AD, DG, GI,
&c. & que 'on mene les paralleles DF,GH, IK, &c. fur
la droite AC, il eft clair que les parties AF, FH , HK , de
cette droite feront égales entr'elles : car {1 on mene paralléle-
ment 32 AC les lignes DE , GR, IS, les triangles ADF,
DGE, GIR feront égaux. Donc AF == DE =GR =
FH==FHK —= &e. ;

On aura donc AD .AF::DG.FH::GI.HK; & par
conféquent AP fomme de tous les antécédens eft aAQ fom-
me de tous les conféquents (386 ), comme un feul antéeé-
dent AD eft 2 fon conféquent AF, comme un nombre quel-
conque de parties de AB eft au méme nombre de parties de
AC. Par exemple:: AG.AH :: AI. AK:: DI. FK, &c

568. Donc, 1.° 8: deux droites AE, AD fon: coupees
par denzx ou par un plus grand nombre de e paralleles ED, CB,
leurs parties CE , BD ﬁrcnt proportionnelles aux Lanes entie-
res AE, AD,

43+ 569, 2.° Si deux triangles ABC, abe font femblables,
tous leurs cHtés homolooves font ploportmnne!a.

Carfil ang!e = b & {i on prend fur AB la parne DB
€gale au coté homolooue ab , en menant DF parallele 3 AG,
le triangle BDF fera egql au manqh, abe,

©Or AB .BC::BD.BE .Donc AB, BC;:igb, bc, On

.
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prouvera de méme que AB.AC::ab.ac; &que AC .FIG.
CB:: ac . cb. Doncles eriangles femblables ont tous leurs co- 43
1¢s homologues proportimzne[ .

570 Réciproquement , {i les deux triangles ABC, abe
ont tous leurs cotés homologues proportionnels , je dis qu'ils
{eront femblables.

Pour le prouver , prenons fur AB la partie DB égale au
coré homologue ab, & menons DF parallele 2 AC. Le
wiangle BDF fera femblable au triangle ABC. Donc (569)
AB.BD:: AC.DF::CB.BF. Mais par la_fuppofition
AB .2bon DB :: AC _ac::BC.bc; donc DF =—=ac, &
BF — bc. ‘Le triangle BDF eft danc égal & {emblable au

" triangle abe ; & puiflque le premier eft femblablea ABC, le
fecond left aufli.

s71. Si deux triangles ABC, abc, ont unangle égal B, b & les
chres autour de cet angle proportionnels , je dis qu’ils feront
femblables.

Soit encore pris BD == ab, & on aura AB.BC::ab. bc:: BD
ou ab : BE. Donc BF = bc; de méme DF == ac. Le triangle abc
eft donc égal & femblable au triangle BDF , & par confequent
femblable au triangle ABC. On prouvera de meéme que fi les trian-
gles ABC , abc ont un angle égal , B=0, & deux autres cotés
homologues AB, AC, & ab, ac proportionnels , ils feront fem-~
blables.

La propriété des triangles femblables que nous venons
dexpofer, eft un principe fondamental de la Géométrie. En
voici une application.

§72. Le point B étant fuppofé inacceflible , on demande
1a diftance de ce point 3 un autre point donné D.

Du point D ayant vifé le point B, on marquera {ur le
rayon vifuel BD un point quelconque G, & on conftruira fur
le terrein le triangle AGD dont on mefurera exactement les
trois cOtés 3 cela fait, d’un point quelcongue C de la bafe
AD on vifera de nouveau 'objet B, & on obferverale point
E ou le rayon vifuel BC coupe le coté AG; la diftance EG
¢rant mefirée , voici comment on trouvera la diftance in—-
conaue BD que j’appelle x.

Imaginons la ligne EF parallele 3 AD, & nommons AD
(z), AG(b), GD (¢), CD(d),EG(f) A caufe des
wriangles femblables AGD , GEF , on aura AG (b).EG

Hhij
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[

(f)::AD(a).EF::%::GD(c).GF:{ Dol
' BFE=BD—FD=—BD — (GD—GF)=BD-1.GF
GD=—x+ %’r —¢ Or 2 caufe des triangles femblables

BEF, BCD, on aBD (). CD (4)::BF x-;-‘-{_c) :
EF (J-;) sy d’ou 'on tire dxq—%f—cd:ﬁ;, &x=§

BDe=od, 5-'-_—:: Il n’y aura donc plus qu’3 fubfituer les ‘.
d = Jde 3

valeurs dans cette formule,

573 De la propriéié des triangles femblables il fuit, que §
fi on divife un angle quelconque A d’un triangle ABC en §
deux parties égales par la droite AD , les cdtés BA s AC fe-
ront proportionnels aux fegimens BD , DC.

Car foit BF parallele a AD & qui rencontre en Fle cbté
AC prolongé, on aura BD. DC:: FA .AC. Or Pangle
DAC =DAB =— ABF — BFC. Doncle triangle FAB
eft ifofcele, & par conféquent FA == AB. Donc BD .DC
:: BA.AC.

574~ Il fuit auffi que les parties de denx drojtes qui fe
coupent entre paralleles, font proportionnelles. Poyey les
Fig. 34 & 35.

575~ Sidu fommet de Fangle droit A d’un triangle rec-
tangle.BAC on abaifle fur Chypothénufe BC la perpendicu-
laire AD.

1.° Les triangles BAD, ADC feront femblables entr’eux
& au triangle toral BAC. ,

5776, 2.° La perpendiculaire AD Jera moyenne proportion-
nelle entre les fegmens BD |, DC.

577 3.° Chague c6té AB, ouw-AC du triangle re@angle
BAC fera moyen proportionnel entre hypoténufe entiere
BC & le fegment adjacent 3 ce c6té, Ceft-a-dire , qu’on
aura BC. AB:: AB.BD, & BC +AC:AC:DC,

578. Dot Fon conclud que Z quarré BC* de Phypoténufe
eff egal @ la fomme AB* 4~ AC* des quarres des deusx qutres
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¢btes 3 propricté du triangle rectangle au moins aufli utile
que celle des triangles {femblables.

Reprenons toutes ces chofes. 1.° Le triangle reGtangle
BAD a un angle aigu B de commun avec le triangle BAC.
Donc (534 11 lui elt femblable. Le triangle rectangle ADC
a aufli un angle aigu C de commun avec le triangle BAC;
i1 lui eft donc femblable auffi. Or deux triangles {emblables
3 un méme triangle , font femblables entr’eux. Donc , &e.

FIG.

2.2 De la fimilitude des triangles BAD, ADC, on dé- '

duit BD : AD :: AD : DC. Donc AD*=—=BD X DC.

3.° A caufe des triangles femblables BAD , BAC, ona
BD.BA :: BA.BC, & par la méme raifon les triangles
BAC, ADC donnent DC. AC:: AC. BG,

Or de ces deux dernieres proportions, on tire ACy =
DC x BC, & BA:=BD x BC. Donc BA? + AC> =
(DC—+BD) x BC=—=BC x BE=—BC*

579. Soit AB=a, AC=—5,BC=—=c,onaurac*=—a*
>, don il fuit que deux quelconques des cbtés d'un
ariangle reCtangle étant connus, le troifieme Peft immédiate-

- o TN Y T
ment. Ainfic=1a* +b* b=V c*—a?, a=} c*—b*

Siz—bh,onac=—a}/ 2. Ordanscecas BC eft la diago-
nale du quarré ABCD dont le c6té AB ==a. Donc l2 dia-
gonale eff incommenfirable ayec le coté du quarre.

Remarquez en paflant,, que Pincommenfurabilité n’a pas

" lieu dans la Géométrie , comme dans les nombres. En effet,
il feroit impoflible d’exprimer en nombres la valeur exacte de
AB 1/ 7, au lieu que par la Géométrie ontrouve exactement
fa valeur en prenant la diagonale d’un quarré conftrui fur le
c6té AB.

580, De ce qui précede, on peut conclure que fi du
fommet A d’un triangle quelconque ABC on abaifle furla
bafe BC la perpendiculaire AD , on aura cette proportion
L2 bafe BC eft 2 1a fomme AC —+ AB des deux autres cotés,
comme leur différence AC — AB eft 3 la fomme ou 2 la
différence DC == DB des fegmens DC, BD. ( On doit
prendre la fomme des fegmens lorfque la perpendiculaire
tombe au dehors du triangle , & la différence lorfque cette
perpendiculaire tombe en dedans),
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5

Car AB? — DB? = AD2? — AC: — DC=. Donc AC:

L AR =D DB ; dou 'on tire BC. AC + AB.::

AC—AB ,DC =% DB.
Des Lignes proportionnelles confidérées dans le Cercle,

§81. 8:i dun point quelcongue M pris fur la demi-circon-
férence AMB , on mene la penpendiculaire MP fur le diamén
AB, certe perpendiculaire fera toujours moyenne proportions
nelle entre les deusx fegmens ou abfciffes AP, BP ; enforte que
I'on aura toujours PM* = AP x PB.

Car {i on mene AM, MB, le triangle AMB fera reGtan-
gle (523). Donc MP2 =—= AP xPB'( §76). On a auflile
quatré AM? de la corde AM —= AP x AB.

§82. Soit le diamétre AB = 22, 'ablcifle AP —x,
ce qui donne 22 — x pour l'autre ablcifle BP. Soit la per-
pendiculaire ou Pordonnee PM ==y , & nous aurons géné-
ralement yy == (22— x ) x == 2ax — xx ; équation fon-
damentale que nous retrouverons fouvent, & qui exprimela
propriété {i connue du cercle, d’avoir toujours le quarré de
chacune de fes ordonnées égal au produit de leurs abfciffes,
On l'appelle 4 caufe de cela Véguation au cercle.

Si on efit fait CP==x, c’eft-a-dire, fi on elit mis lorigine des
ablciffes au centre du cercle , alors on'efit trouvé par le triangle
refiangle CPM , I'équation yy =z — xx, laquelle exprime la
méme propriete du cercle.

Et fi au lieu d'appeller 2z le diamétre, on I'appelloit , les
deux équations précédentes deviendroient yy = ax — xx, 83y
= ; aa— xx ; ce quireviendroit toujours au meéme.

583. Imaginons maintenant la tangente MT , & prolongeons
T'axe AB jufqu’a ce qu'il rencontre cette tangente au point T , la
ligne PT eft ce qu’on appelle la foutangente.

Pour en trouver I'expreffion, rappellons-nous que le triangle
CMT eft reétangle en M (523). Ona donc TP X PC =PM%

PM?* ag—xx
Donc PT = . Soit CP—x. & on aura PT — e
CP

x
aa
Done PT + CP=CT = —. Ce qui donne cette proportions
X

CP.CA :: CA.CT. Douil eft facile de connoitre le point Ts
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& par conféquent de mener la tangente TM, le point M etant
donng.

Veut-on maintenant avoir expreflion de la tangente TM ? Le

triangle TMC refangie en M donnera TM=y CT* —CM*=

e
e gt i AT G
illigadiading o A Pyl T RERE 2o
e %

§84. Sideux cordes [& coupent dans un cercle leurs par-
ties feront réciproquement proportionnelles ceft-a-dire, qu'on
aura CF . AF :: FB.FD, ou CF x FD=—=AF x FB.

Car fi on mene AC, BD, les triangles ACF , FBD feront
femblables, puifque l'angle CFA = DFB, & quel'angle
CDB = CAB (523). Donc CF.AF :: FB.FD.

s8s. Par-li on peur réfoudre les deux Problémes {uivants.

1. Mener par le point donné A la corde BAD de maniere que
ADfoita AB::m.nm.

Par le point A & par le point C je mene d'abord le diamétre FG;

uis je remarque que le point A etant donné., on connoit fadifiance
AC au centre C. Soit donc AC=b, CF=a, AD=x, & on

. ; 2

nx nx
aura AB=~——,BAX AD=——=FAXAG=20a—Fb. Donc

7 m

kg :
i n

x,0uAD= V 2 (aa-—bb}, & AB= V—-— ( gz — bb ).
n m

i e
i

Doncfidupoint A comme centre & d'unrayon V — (aa—1bb)
n

on décrit un arc de cercle, cet arc coupera la circonférence en un

FIG.
o

point D par lequel & par le point A, fi on mene DAB , elle fera

la corde demandze.

IL. Par le point A mener la corde BAD égale a une droite
donnée c. En gardant les mémes dénominations , on aura AB=¢
—x, & ABXAD = cx —xx==aa—bb. D'ou Pon tire AD ou =

e TR T ———————
=ic+y jec—-bb—aa, & AB=1c—y jcc—+bb—aa.

586, Si du méme point B pris hors la circonférence d’un
cercle , on mene les deux f{écantes AD, AC, leurs parties
extérieures AD, AE feront réciproquement proportionnelles
aux fécantes entieres 3 enforte que L'on aura AD.AE:: AC.
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.AB. Car i on mene BE, DC, les triangles ABE, ADg

feront femblables » ayant, outre I'angle commun A | les an
gles DBE, DCE égaux (523). Donc AD. AE :+ AGH
AB. Donc ADx AB=—AE « AC.

587. Silune des fécantes devient 1a tangentc AM, cetga
tangente fera moyenne propertionnelle entre la fécante en-
tiere AB & fa partie extérieure AD.,

Car fi on mene MD, MB ., Ies triangles AMD , AMB f.
ront femblables, puilqu’outre Pangle commun A | les angles
AMP, ABM fon: ¢gaux , ayant chacun pour mefure |3
moitié de 'arc MD. Donc AD, AM :: AM.AB, & Al
== AD X AB. Donc les deux tan gentes AM, AN menge

§88. Si quatre cordes forment un quadrilatere infcrit , le pro.
duit des deux diagonales BD , AC fera ¢gal a Ja fomme des deyy
produits de chaque c4té par le chté oppofé , c'eft-a-dire , qu'on
aura AC X BD =BC x AD+ AB x €D.

Menons DF de maniere que I'angle ADF = BDC, les triangles
AFD , BCD feront femblables » puilque par la fuppofition ADR
=BDC, & que angle DAF ==DBC. Donc BD . BC:: AD,

BCXAD ‘ ;

AF = Orles triangles BAD , FDC font auffi {embla-
BD -

bles , puifque ABD = ACD » & que ADB=CDF ( car ADB

= ADF ~ BDF = BRDC — BDF — CDF ). Donc BD.AB:

AB x CD ABX CD--BC % AD

CDCE e s DoncAF-4-CF=AC— .

BD ED

Dot 'on tire AC x BD=AB % CD -~ BC x AD.

§85. Pour faire quelquapplication de cette propriété , {ojent
les deux arcs AC, CB, & ayant mené AB » propofons-nous da
trouver une équation générale qui exprime le rapport quilya
entre AC, CB, AB & le rayen du cercle.

Je mene par lepoint C le diamétre CD & les cordes AD, DB;
je nomme enfuite CD (22), AC(4), CB(c), AB (d); cela

pofe, le quadrilatere infcrit ACBD donne 24d=CB x AD+
ACXBD: or AD=\/CD* — AC? » & BD =y CD? — CB%

ST Y T ST TR . vy
Donc 2ed=c v/ ga*— 42y 3 V 4a*—c*, équation générale par
le moyen de laquelle on peut réfoudre les problémes fuivans.

I Erant donnée I3 corde AC d'unarc, trouver la corde AB du
double de cet arc, Op
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On a dans ce cas b=c. Doncd = AB —= — ‘/"—‘_45,,:_”;""
a
L. Etant donnée la corde AB d’un arc, trouver la corde AC
de Ia moirie de cet arc.
Soit » la corde cherchée AC, on aura ad=xy/ 42" —x*,

B el T TS
Donc =z= /z:z'—‘/4a4'—.1"d‘:\/a"+§.zd-—-\/.z"—§.:d~
Til. Etant données les cordes AC, CB de deuxarcs, trouvet
1a corde AB d'un arc ACE égal a leur fomme.
€ P e b e
Ona AB=d==— {/ 44* —b* | — y/ 4a* — .
24 24a
1V. Etant données les cordes AB , AC de deux arcs , trouver
Ja corde CB d’un arc égal a lzur diftérence.
Soit CB==c=x,0naura 22d=x y/ 42> — 0> 4-by/ 3a* —x"s

d b
Doulontirex=— y 42 —0"—— V 4u"— d2.
24 24a
Nous avons vu ( 562) que AB étant le coté de I'hexagone re<
gulier , & AC celui du décagone, la corde CB ¢roit la corde du
pentédécagone. Or le cOté de 'hexagone AB=a, & le cit¢ du

a
décagone =AC=b=— (—1-+V/5 ). Doncle cot¢ du pentedéca=

2
d b
gofe = — Y qui— o ——y ga*—u =za(Vio+ay ;1
2a 2&
V 3— 1V 15), obfervant qu'ici i=a. D’olril eft facile de con-
noitre les corés des polygones reguliers de 30, 60, 120 cotes, &c
Puifgu’on peut infcrire un pentédécagone régulier , on peut
avoir dans un cercle un arc de 24 degrés , enfuite un arc de 12%
de 6°, & de 3°. On peut donc divifer par la Giomerrie élémen-
taire une circonférence de cercle en 120 parties de trois degrés
chacune.
V. Etant donnés trois points A, C, B, trouver le rayon du
cercle qui pafferoit par ces trois points.
En regardant 2 comme linconnue dans I'équation 2ad=
el bed
CV"‘}"‘"'_U; ~+& V qu"=—" y ON trouve ¢ == i _—:f—_—t—"'
Vacdi-(d +ca-br 3,
Si le triangle ABC eft reftangle , ona 2=1%4. Donc le centre du
sercle tombe alors au milieu de AB ; ce qui d'ailleurs eft evidents

L

FIG.
b 1
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" Solutions de quelques problémes fur les lignes proportionnelles,

590. Etant données trois droites 2, b, ¢, trouver une

: - be
quatrieme proportionnelle —

Ayant mené deux droites AD , AE qui faffent entr’elles un
angle quelconque, je prends fur AD la partie AB=—1¢2, &
AD ¢, je preads enfuite fur AE la ligne AC==5, &
ayant mené CB , je tire DE parallele 3 CB. .Cela pofé, je
dis que AE eft la quatrieme proportionnelle demandée,

Car les triangles ACB, AED font femblables, Donc AB

b

(a).AC(b)::AD(c).AE:l—" On eiit trouvé la

da
méme chofe par l'interfection de deux droites entre paralle-
es ( 5774 ) ;

Sl falloit trouver une troifleme proportionnelle a deux
droites données 2 & b, il eft évident que la conftruction fe-
roit toujours la méme. 1l faudroit feulement prendre AD =
AC,

591. II. Trouver entre deux droites 2 & b une moyenne
proportionnelle 3/ 25,

Ayant mené la ligne indéfinie APB, je prends {ur cette
Ligne AP ==« , PB=—5 & je décris une demi-circonté~
Tence qui ait pour rayoen AC—:AB. Cela pofé , il eft
clair que la perpendiculaire PM menée par le pomt de divi-
fionP fera la moyenne proportionnelle demandée. Car (576)
PM:—— AP x PB.

s92. III, Divifer une droite donnée 2 de la méme ma-
niere qu'une autre droite AB eft divifée. ;

Par Pune des extrémités A de la droite AB je mene AGC
égale 2 la droite donnée 2 & qui faffe avec AB un angle
quelconque. Enfuite , je tire CB, & des peints de divifion
I,F, D delaligne AB, je mene paraliélement a CB'IGS
lignes DE, FG, TH qui diviferont AC de la méme maniere
que la droite AB eft divifée. Car les lignes BC, DE, FG,
TH érant paralleles, on a (568) AB.AC:: Al. AH
IF .HG;; FD .GE;: DB.EC.,
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§93. IV. Divifer une droite AB en un nombre quelcon-
que n de parties égales. #ds

Par le point A on menera la ligne indéfinie AC furlaquelle

i
e i
ayant pris un nombre n de parties égales de telle granaeur

Vextrémité C & par le point B la ligne CB. Cela poi¢, les
paralleles EK , IH , &c. a GB diviferont la ligne AB enun
nombre 7 de portions égales. Car AB.AC:: AD. Al
DF.EG::FH.GI, &c, Or AE —FG—=—GI=IL, &c.

__1 AC. Donc AD — DF =FH, &c,— - AB.
7l I

que Pon voudra AE, EG, &c..... LC, on menera par

594. V. Divifer une droite donnée AB en moyenne & extréme
raifon au point F; c’eft-a-dire , de maniere que le plus grand
{egment FB {oit moyen proportionnel entre la ligne entierc AB
& le plus petit fegment AF.

Par Pextrémicé A de la ligne AB élevez la perpendiculaire AC
=1 AB & ayant mené¢ CB, prenez FB=CB— AC; la ligne
AB fera divifée en moyenne & extréme raifon au point F.

Car CB* ou FB* 4+ 2AC x FB 4-AC*> = AC*+ AB* Done
FB* — AB? — 2AC x FB == AB* — AB X FB == AB X AF,
Donc AB.FB:: FB . AT,

Confiruition géometrique des Equations détermineées dus premier
& du fecond degré.

Parmi les découvertes qui ont rendu Defcarres fi célebre, il
ren eft point qui ait plus contribue aux progres des Mathémati-
ques , que celle de 'application de PAlgebrea la Géométrie. Les
conftruétions géometriques font partie de certe application ; mais
nous nous bornerons ici & celles des équations du premier & du
fecond degre. J :

595. Conftruire géometriquement une équation , c'eft trouver
en lignes les valeurs de I'inconnue.

_Si Péquation n'eft que linéaire , ou du premier degré, on déter-

inera toujours la valeur de linconnue par la feule interfection
des lignes droites.

Sil'équarion eft quadratique , ou du fecond degré , auquel cas
Iinconnue doit avoir deux valeurs , on les trouvera par l'iater-
fe@ion de la circonférence du cercle avec une ligne droite.

Mais fi 'équation  confiruire eft plus élevée , il faut alors f&
fe fervir de différentes courbes dont le choix 8 l'ufage entrainent
beaucoup de difficultés : car il eft fi difficile de les décrire exatte~
ment , que les réfultats dounent des racines bien moins appros

5y




6o.

on prendroit uneligne f—=1i —— & on auroit x— ——
. o ]

252 LEGoNs ELEMENTAIRES,
FIG,.chées que ceux des méthodes purement algebriques:
ac
596. 51 on a — =x, on prendra (590 une quatrieme pro3
b

porrionnelled b, a, ¢, & on aura la valeur dex. Sion ax =
aosc a cm
——, on prendra m== —, enfuite n=— , & onaura n = i
de d €
abed ab
De méme {e conftruit en prenant une ligne m = —, enfuite
efg €
cmd abed
une ligne = —— ;& onauran » & ainfi des autres. Cg
fs efg
aa a3 g4
feroit Ia méme chofe, i on avoit i conftruire — y— , — , &¢
b 13 A
597- Mais fi on a une fradtion 4 conftruire doat le aumérateus
abe —f-ced ~=mnp
foit complexe , comme ——. » on prendra , par ce qui
q
abe ccd
précede » une ligne k = » une ligne i= » enfin une
q X 9
mfzp
ligne I=——, & enajoutantk, i, /, on aura une ligne egalé
e
ala f'raé%ioni:rc)pofe’e.
598. Silenumerateur & le dénominateur etoient complexes,com«
dﬁ';‘-}—cﬁ; nh
me dans —— , on prendroit une ligne / = k- —, & la fracs
mk=-nh m
abe cfg
tion propofée deviendroit ——— —jm o . que I'on conftruiroit;
ml ml
abec—-g3 h-t-uoqk-m3p
comme ci-deflus. Demémefi on avoir se—— SR
g*i—klg—4-cmd
kil cmd abece

q 99 f12

s que I'on conftruiroit comme ci-deflus.

i fug

599 Aurefte, il y a plufienrs cas ot la conftruion eft plus

facile que par les méthodes precedentes ; nous en ajlons donner
quelques exemples,

3
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ab —+ be
Soit == ———- Au lieu de décompofer cette fraftion en
c+d
ab ke
deux autres , =——— , On prendra une quatrieme pro-
c+d c—+d
portionnelle dc+d,a+c, &b, & onaura la valeur de .
aa — bb :
Soit x = ; on prendra une quatrieme proportionnelle
c
dc, a0t a— b, & on aura x.
abc* — aabb ab
Soit encore ——— ; on prendra une ligne m=-—, &
abc 4¢3 c
Cm —— i
on aura x = ——; d’oll en prenant une quatrieme propor=
metc
tionnelle 4 m —+c¢, ¢c—m , m, onaura la valeur de x.
Nous ne nous arrétons pas a éclaircir ces exemples par des fi-
gures ; cela ne peut avoir aucune difficulte.
¢oo. Voyons donc comment on peut conftruire les radicaux
du fecond degre.
$i on avoit d’abord xx=am, ou x ==/ am , il faudroit pren-
dre une moyenne proportionnelle entre 2 & m, & ce feroitla

~. - R R i -
valeur de . Si onavoit x=y/ ab—-bc, on prendroit entre & &

4+ ¢ une moyenne proportionnelle qui feroit egale a v ab-tbe.
be

A " T i TR . .

De méme {i on avoit x = y/ a* +bc, on prendroitm = —,
a

- o A T N - . -
& on auroit x = y/ @ (a-tm) qui {e confiruiroit comme dansle
cas precedent.

bd
6o1. Soit maintenant x = y/ ac—+ bd , on prendram = — &

a
onaurax—y/ a(c+m).
Si on avoit x = y/a*—4*, on prendroit une moyenne pro-
portionnelle entre a~+» & a—b , & on auroit la valeur de x. On
. T T . . '
peut auffi conftruire /' a*— & de cette autre maniere. Soit de-
crite du diamétre AB =2 une demi-circonférence ACB , je dis
que fi on y infcrit la corde AC=#4, en menant CB, cette ligne
AR, S T
fera = \/a* — b*. Car le triangle ACB eft re&tangle.
e
Si on avoit 2 conftrui DRy ; '
a conftruire y/ a* - 4%, on prendroit m= — , 0=
a
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FIC. fuire une moyenne proportionnelle entre 2 & a~m ; mais il ¢f
61 plus fimplede confiruire un triangle retangle ACB, dont les cotés
" AC, CB foient 2 & & ; I'hypothénufe AB fera égale /& 7%,
Si on avoit fous le radical propofé plus de deux termes, comme
ab be
dans v/ ab—+bc+df, on prendroit ( 598) m =; =i .; +f£ &le,

radical deviendioit /7w, quantité facile 2 conftruire. Sionavoit

e L e T 1 f&e mg rnd
%=/ ac — fz + mq +rd on prendroit n=c— " — < — -
; @ a a

& on auroit x = y/za. — —

602. Soit 'expreflion 4 conftruire y/ a* +-4* 4 ¢* 4 f* - &,

b c*
au lieu de faire comme dans la méthode preécedente m = — - —
a a
&c. on prendra AB =4 ; enfuite on mencra BC =& perpendicu.
lairea AB, & on aura CA* —a* 5% Sion mene CD —¢ per-
pendiculaire 2 CA, on aura AD® = a* 4 b* 4 c*. En menant
DE = d perpendiculaire 3 DA, on aura AE? = 4% - 5 - ¢* .
d*, &c. &ec. douil eft évident que la derniere hypoténufe AR
P
o TR TN Y
{era v/ a* -+ 6>+ &e.

§'il y avoit dans cette expreflion quelques quarrés négatifs , on
prendroit, par ce qui precede , un feul quarreé m* égal 4 la fomme
des quarrés pofitifs , un autre quarrén® égal 4 Ia fomme des

T I3 - . . \ 3 - - -
quarres neégatifs , onauroit enfuite a conftruire Vv m* —n*, ce
qui eft facile,

603. On peut réduire 3 la conftruéion que nous venons de
donner toutes les autres quantites radicales. Siona, par exemple,

V b+ am—-dn—cq, on prendra be=i*, am = k*, dn =B,

¢¢g=p*, & on aura 4 conftruire y/7* =4 k> 4 > — p>.
Sil'y a des fra&tions fous le radical propofé, il fera aifé de s'en
. ab® —-cd*
debarrafler. Qu'on ait, par exemple, x = V( ——r
b—c
b od il
on prendra T =n, & on aura x =/ bm --dn,
b=t-c bc
quantité facile 4 conftruire.

: i e 7 ceff— ddffs
Suppofons maintenant quon ait x =" ( az — —
Cab - cd £
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; /_.—-——_~ 3y =
je prends cedd=mm, V ab 4 cd = n, & jai x =

ffmm : fm T
V(‘m__._—— ., jeprends p=—, & jai x=\/ aa—pp.
nn n

6o4. Nous avons fuppofé jufqu’ici , 1.% que la quantité donnece
ad b

&toit homogene , fi elle ne I'étoit pas comme — , on la ren-
a* ¢

droit telle, en mulripliant {es termes par différentes puiffances

June ligne £ qu'on regarderoit comme I'unité , ce quine change-

as + Pb
roit pas fa valeur. On auroit donc dans cet exemple .
o e
quamicé homogene & de méme valeur que la propofée. Sion
are -+ abd — d
avoit ———=—— , on rendroit cette expreflion homogene
bt a3 —c¢
a¥ct-albi—Itd
en Pécrivant ainfi 50,
bt a31—Be
605. Nous avons fuppofe , 2.% que la quantité donnée n’¢toit
e dune dimenfion ; fi elle en avoit plufieurs, il ne {eroit pas
Jifficile de la réduire a une feule quantité monome de la méme
dimenfion.

>

abc —+cfg
Qu’on ait, par exemple, . Je prendrois ¢ 598) p =
P m==n
ab - fg abe 4+~ cfg
, & jaurois pc = ot A
m-t+n m=n
" 6ob. Sl entroit deux radicaux dans la quantité propofée, com-~

. d_-_" - B e
me dans ¥ ff+gv/ kx—ob, on prendroit v/ kk—bb=c¢,

enfuite v/ ff+ge=n= Vﬁ"+g vV kk—bb. Si on avoit a

FRr = ¥ T 7 e
conftruire v/ a3¢, on feroit ac =m?*, & on auroit y/ a*m* =
4T A o ?

Vam= y/dc. De méme / abed fe conftruit en prenant ab=m*,
] 7 v Lok z .
ed=n*, ce qui donne y/ abed= v'mn. Enfin, fi on avoit
g I e : g befk
V @ fz—+ befk — a3f,0on prendroit m= — —+- —f, &lera:
2
a a-

4
dical propofé deviendroit y/ &3m , quantit¢ facile a confiruire.

FIG.
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FIG. Engeénéral, on voit que toute quantité ‘dans laguelle il n'entrg
3 que des radicaux du fecond degreé , ou méme du quatrieme , gy

du huitieme , &c. peut toujours étre conflruite par le moyen dy
cercle, '

6o7. De-la il fuit que toute équation du fecond degré peyg
étre réfolue par le moyen du cercle. En effet Iéquation xx — px
=44 , qui peut reprefenter toutes celles du fecond degré , donne
x=3p4V 3pp—+99, quantité facile a4 conftruire par ce qui
précede.

6¢8. Pour donner quelques exemples, propofons-nous de me.
ner du point donné A hors des paralleles EB, CD la droite A
de maniere que la partie KI interceptée par ces paraileles {oj
€gale 4 une droite donnée c.

Soit menée AF perpendiculaire fur les paralleles AB , CD , &
foit AF=u4, FG=4}, FKk—=x On aura AK (Y at =y,

ac

s
AF (2)::IKc) . FG (5), Dol 'on tire — =/ a* + x*, &
b

a —

par conféquent x==-—y/ ¢* — b*, ce qui donne cette conftruce
7 :

tion,

Du point G comme centre & d’un rayon égal 4 la droite dons
née ¢, {oir décrit un arc de cercle » qui coupe en H Ia ligne FB, *
je dis que AK parallele & GH fera la higne demandée.

e a e

Car FG (8) . AF (2) :: FH (v cc—bb) . FK (2) = — y/cc—bh,

b

ac r—
1l eft 3 remarquer que Péquation — = y/ a* 4-x* , donne %=
: b

= —V cc—bb aufli bien que x= — y/ cc— b5, Que fignifie
b b

a R a

a ————
donc cette valeur neégative — — v/ cc—bb ? Le voici.
b
L'arc de cercle décrit du centre G & du rayon GH=—¢ coupe
I ligne FB en deux points M & H. D’ou il fait que AK' parallele
a MG n’eft pas moins propre 2 réfoudre le proble¢me propofe qua
AK; ceft donc FK' égale & direftement oppofée a FK, quex
a
prime la valeur négative — — y/ c*—4%, Dol l'on peut con=
b
clure en général , que lorfgue Je réfultar d’un caleul donne une valeut
: Tegative
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nlgative de Pinconniie 5 cela fignifie quon doit prendre cette tnconnue P13y
dans un [ens oppofé & celui ol on Lavoit prife &'abord.

6og. Soit propofé maintenant de decrire un cercle qui pafle par
1es deux points donnés A & B, & qui touche la droite CF don- 6:1!.-
née de pofition.

Le probléme fe réduit a trouver le point M ou le cercle touche
la droite CF ; car ce point etant trouvé , fi on fair paflfer une
circonférence de cercle par A, B, M, elle fera la circonférence
cherchée. : %

Soit menée par les points A & B la droite ABF qui rencontre
en F la droire CF , & foit divifée AB en deux également au point
D ; en nommant FM (%), FD (2, AD=DB=5, on aura
wx—BF X AF = 4> — (3. D'oux= v @ —b*. Ce qui donne
cette conftrudtion.

Sur le diamérre DF foit décrite la demi-circonférence DGFE
dans laquelle fi on infcrit la corde DG=D3, je dis que GF {zra
&oale s FM, car FG =/ a* —b* =FM. Or le point M ¢tant
déterminé , le probléme eft réfolu.

Des Figures ﬁmblaéle.f.

610. Deux figures font femblables , lorfquayant un égal
nombre de cotés , tous les cbtés del'une font proportionnels
aux cbrés homologues de Pautre, & que de plus tous les an-

les de Pune font refpectivement égaux a ceux de lautre.

Dot il faut conclure que tous les polygones réguliers d'unt
égal nombre de cbrés font de figures femblables , & que pat
conféquent les cercles font tous {emblables entr’eux , puif=
qu'on peut les regarder comme des polygones réguliers d’une
ifinité de cAtés.

611. Sideux fizures ABCDE, abcde font femblables, le
contour ou le périmétre de la premiere figure fera au contour
dz la feconde , comme un c6té quelconque AB pris dans la
premiere figure eft au coté homologue ab pris dansla feconde
ou comme un nombre quelconque de corés AB + AE —+=
DE pris dans la premiere, eft au méme nombre ab —+ ae =
de de cotés homologues pris dans I'autre. 5

Car AB.ab:: BC. bc:: DC.dc:: DE. de, &c. doncla
fomme des antécédents , ou le périmetre de la premiere fi-
gure eft 3 la fomme des conféquens, ou au périmerre de la
feconde,, comme AB . ab, ou comme AB—+ AE-+ DE
&cCu ab—ae +de , &c. Kk
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FIG. « De-la il fuit que les contours de chx po ygones régulierg
65. ABDEFG , abdefi font entr'eux :: le c6té AG ..au c6t€ ho=
mologue 2g:: la f'mt' on BAGF du p::’"m.etre du premier po~
lygone eft & la portion homologue bagf du fecond. Orfi@G
eﬂ le centre de ces polygones , 2 caufe des triangles ifefceles
& f{emblables an A\,(_r on aura AG.ag:: CG. Ce.
Donc AR F(J.nlmurr::“r’ GF . bagf:: CG . Cg.

Glz s c;rcor;j.nnca.r de deutxe cercle .:ﬁmz done enzr’c!le,p
comme leurs rayons, comme deux arcs quelconques AN,
BN compris entre deux rayons CA . CM, MaisCM . CN
:: AM . BN. Donc-AMF. BND :: larc AM . Varc BN
la corde AM . la corde AN :: CM . CN. Dailleurs les cir-
conférences AMEF , BND contiennent chacune le méme
nombre de degrés. Donc les arcs AM, BN fonr aufli du
méme nombre de degrés. On voit donc 2 préfent que la
mefure d’'un angle en degrés eft toujours 1.‘ méme de quelque
rayon que 'on décrive I'arc qui doit mefurer cet angle.

613. Sidans deux figures femblables ABCDE abcde on
mene les diagonales AD, & AC, ad & ac, e!E::, {eront
Pr oDomOnnﬂlles entr’elles & aux cotés homologues AE, aa
Car les triangles ADE | ade font ﬂ,n‘blublcs , ayant un angle
égal E,e & les cOtés aurour de cet wf’f]r, proport rionnels. On
a donc AD : ad :: AE : ze, On prouvera de méme que AG;

:BC:bc:: AE:ae:: AD:2d, En général, la proprieté
deyﬁgure;ﬁmblables eft d avoir toutes lczzv.r mzm‘r_ﬁo:u homon
logues })mportmnnellw. *

CL a pofé , sl Sagilloir de décrire un pol ygone femblable
au polygone donné ABCDEF ,» & dont le c6té homologues
a AB fc donné, on prendroit fur AB prolon_,p,» g'il éroit'né=
geflaire , la ligne Ab égale au c6té homologue @ AB donné
par la fuppofition. On meneroit enfuite du point A les dia=
gonales AC,AD, AE & les }*ar;‘l]cl\,s bea BC, ed 3 CD;
de i DE , ¢f & EF formeroient le poly /gone demandé.

Car, par la conftruétion, les angles des figures ABCDEE,
abedef font refgecnvemcnt égaux. “Dailleurs leurs corés fong
proportionnels a caufe des triangles femblables ABC, abe,
& ACD, Acd, &c. Donc les figures gbedef, ABCDEE
font f; mblabl»s.
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SECONDE RARTIE

Des Surfaces.

'GIA}.ON appelle Surface , Aire, ou Superficie 5 tout
ce qui a que deux dimenfions de Pétendue , la
longueur & la largeur.

Mais pour nous former une idée plus précife des furfaces,
concevons un corps quel qu’il foit, ce livre , par exemple ,
partagé en deux moiés, chacune de ces moitiés en deux au-
tres . & ainfi de fuite. i eft clair que chaque feuillet peut fe
divifer de méme 3 & qu'apres avoir épuifé tous les procédés
des Arts pour le divifer & le {oudivifer, on congoit encore
poflibles de divifions fans fin, d’ott réfulteroient & chaque

fois des feuillets de plus en plus minces, quoique toujours
égaux en longueur & en Jargeur au premier.

Mais comme 3 Pimage diftinéte des premieres divifions
fuccedent des iddes vagues & confufes d’un nombre de feuil-
Jets quiva toujours croiffant , & dune épzifleur qui diminue

. dans le méme rapport, lefpric {e perd bient6t au milieu de
cette confufion. f

Revenant alors fur {es pas /il n'emporte avec lui que T'idée
bien imparfaite de ce que Pon appelle infiniment grand & in-
finiment petit. It congoit cependant d’une maniere fort claire,
1.° qu'a force de divifer & de foudivifer, on approche de
plus en plus du terme ot le feuillet n’auroit aucune épaifleur;:
2.° Que pour atteindre ce terme , il faudroit un nombre
vraiment infini de divifions: 3.°° Que ce nombre eft impoffi-
ble , & que par conféquent on n'arrivera jamais a ce terme,
quoique 'on en approche de plusen plus.

615: On appelle Limites ces fortes de quantités vers lef-
quelles dautres tendent fans pouvoir jamais y atteindre.
Ainfi on peut dire que la furface ¢fl la Limite du corps 5 que
Ja ligne eft la limite de la furface , & que le point eft la limite
delaligne,

Kk
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FIG. La furface d'un corps eft donc cette enveloppe extérieurs
dont il eft revétu, & fur laquelle tombent nos regards. Cleft
de cette enveloppe qu'il faut trouver la mefure. Or pourla
déterminer avec plus de facilité, voyons quelle eft en géné-
ral la mefure la plus naturelle des furfaces, & COmmeint on
€value en particulier celles des différens polygones qui peu~
vent fervir de faces aux corps.

616, Il eft clair, 1.° que la mefure des furfaces doit étra

, elle-méme une furface & laquelle on puiffe rapporter celles
que Pon veut évaluer,

2.> Que cetre melure devant étre la plus fimple de toutes,
fa longneur & fa largeur doivent ére égales entrelles, &
chacune égule afunité, Or fa largeur fe mefure en prenang
la diftance de fes extrémités paralleles, & la mefure de cette
diftance eft la perpendiculaire qui les joint (515 )3 donc Iz
mefure la plus naturelle des furfaces eff un quarré plus ou moins
grand , gue Lon prend toujours pour Lunité,

Une furface d’un pouce de long fur un pouce de large;
par exemple, eltla me[:ure commune des furfaces eftimées
en pouces quarrés, Ainfi on dit qu'il y a 144 pouces quarrés
dans une furface d’un pied de long fur un pied de large, &
qu'il y ena 5184 dans une roife quarrée.

617. Ceft parce que la mefure commune des furfaces
doit toujours étre un. quarré, que I'on nomme Quadrature
Tévaluation d’une furface. Ainfi le probléme fi connu de la
quadrarure du cercle confifte i trouver un quarré égal en {ur=
face 3 un cercle doané, ou qui renferme précifément autant

d’efpace que ce cercle.

Lors donc que I'on fe propofe de mefurer une furface, il
faur chercher combien de fois elle contient le quarré que Pon
prend alors pour Puniré. Or cette recherche eft aifée dans
toutes les figures rectilignes , comme on va le voir.

o. . Commencons par le quarré ABCD, autre que celui qui
~7" lui doit fervir de mefure , & que nous repréfenterons par
abed. Tl eft certain que fur la bale AB on peut mettre autant

de quarrés égqux au quarré 2bed , que cette bafe contient de

fois le c6t¢ ab , ou I'unité.de longueur. Donc AB érant la
fomme de ces unités, fi on exprime par /la furface du peut
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quarré , on aura AB X /'pour celle de tous les petits quarrés FIG,
qui peuvent ére mis fur AB, & qui forment le rectangle 6o,

ABFE. Mais neft-il pas évident que la furface du quarré
total ABCD contient autant de fois celle de ce reGangle,

que la ligne AD ou AB contient AE ou ad, unité de lar-

geur > Donc ABCD , ou AC ( car on défigne fouvent ainfi
les quarrés & les rectangles ) = AB*x/, & comme /=1,
ona AC=AB?; ceft a-dire, que pour avoir la furface
dun quarré , il faut multiplier Funite de furface par le quarré
du nombre des unités fimples contenues dans un de fes cotés o
& non par le quarré d’un de fes cotés.

Remarquez en effet que cette derniere expreflion t’eft pas
exacte, puifqu’on ne muliiplie jamais une ligne par une au-
tre. Mais comme elle eft ufitée , nous nous en fervirons dans
le fens que nous venons d'indiquer.

618. Cela pofé, la furface d'un reifangle ABCD eff égale
au produit de [a bafe AB par fa hauteur AD.

Car {i on décrit fur fon plus grand c6té AB le quarré
ABEF, ce quarré contiendra autant de reftangles égaux i
ABCD, que AF contient de fois AD. 1l en contiendra

: AF AB
donc un nombre exprimé par s Ol i {i on appelle
AR

# la furface du re@angle , onaura AB* = __x ; dolix

AD
= AB x AD.

Par exemple , {1 un rectangle a 7 pouces de long, fur 3
pouces de large , fa {urface contient 21 pouces quarrés. Ce
que nous difons des pouces quarrés peut sappliquer a toute
autre mefure femblable.

619. 1l fuit de ce que nous venons de prouver, 1.° que
la furface du triangle rectangle ACB eft égale au produit de
fa hauteur par la moitié de fa bafe. Car le triangle eft la moi-
ti€ du rectangle ABCD, puifque le triangle ADC = ABC.

2.° Que la furface dun triangle quelconque ABC eff égale
au produit de l'un quelconque AC de fes cbtés par la moitié de
la perpendiculaire menée de angle oppofé B fur cete bafe pro-
longée , 51l ¢ff neceffaire.

Car le triangle ABD=—2BD x AD, & le triangle CDB

SCD Lyon
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.—:-BD xDC. Donc CDB == ABD, ou la furface dy
riangle ABC=—=:BD (DC == AD) - BD x AC.

620. Donc lz furface dun parallélogramme quelcongue
ADBDF eff égale au produit de la bafe AF parda diftance des
¢corés paralleles AF , BD, —=AFxBC. Car {i on mene I3
diagonale BF, le triangle. ABF fera égal au triangle BFD,
Donc la furface du parallélogramme ABDF eft double det
celle du triangle AFB —BC x AF. ;

621. La furface d'un trapeze quelconque ABCD eft égale
au produit de la demi-fomme de fes bafes fupérieure & infé-
rieure par la diftance CF des deux c6tés paralleles AD , BG;
= -CFx(AD +BC). "~

Car {i on mene la diagonale AC, on aura ABC=—

AExB BC x CF
v e D e L NS O, S e

2

2
ABC + ACD ==:CF x (BC+ AD)— AEBCD.

622, La furface d’un polygone quelconque régulier eff
égale au produit de la moitié de fon périmétre par la perpen=
diculaire menée de fon centre fur 'un quelconque de fes c6tés,
ou par le rayon du cercle auquel on peut le fuppofer circonf=
crit. ; _

Car fi du centre de ce polygone on imagine des rayons
menés a tous fes angles, .ces rayons diviferont le polygone
en autant de triangles égaux & femblables qu'il a de corés
Or la furface de 'un quelconque de ces triangles eft égale au
produit du ¢6té du polygone par le rayon du cercle inferit
Donc la furface totale du polygone eft égale & la moitié du
périmctre multipliée par le rayon du cercle inferit,

Donc la furface d'une portion BCF de polygone régulier
comprife entre deux rayons CB, CG & les cHtés BA +

. < 8o BA ARG e Pt
AG eft égale i la portion —— du périmétre multiplice
2

pat le rayon du cercle infcrit,

Donc la furface d'un cercle eff dgale au produit de ia eircon=
Jeérence par la moitie du rayon , & la furface d’un feteur quek
conque eft égale_au produit de fon rayon par la moitié de
I'arc qui le termine. :

Pour avoir la furface ou la quadrature d’un cercle , il faus
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droit connoitrg le rapport du rayon 2 la circonférence. Mais FIG,
on p’a. pu le déterminer que par approximation; & oh a §6,
trouvé que le diamétfe d’un cercle eft 4 fa circonférence, i-
peu-pres comme 7 a 22, ou comme 113 a 355, ouplus
exadtement, comme 1 a 3. 1415926535897932 avec
cent onze autres décimales, ce qui fait une approximation
prefque infinie.

623. Soit ¢ cette quantité 5 on aura I : ¢ pour le apport
du diamétre a la circonférence. Or {1 on appelle r le rayon
d’vn cercle quelconque, onaura 1:c::2r: 2rc pour la cir-
conférence de ce cercle. Sa furface fera donc 2rc x3r, on
¢r* , expreflion dont nous nous fervirons fouvent.

624. Soit propofé maintenant de mefurer la furface d’un
polygone quelconque irrégulier.

On le divifera d’abord en triangles ; on prendra enfuite la
furface de chacun de ces triangles , & la fomme de ces fur-
faces fera celle du polygone propofé. Cela eft évident ; mais
s'il s’agiffoit de trouver immédiatement un feul triangle égal
en furface a un polygone donné, par exemple , au pentagone
ABCDE, on meneroit la diagonale CE pour retrancher
Pangle D; enfuite par le point D on meneroit DG parallele
a cette diagonale & qui rencontre en G le coté AE prolongé,
Cela pofé, je dis gne {i on mene CG, le quadrilatere ABCG
fera égal en furface au pentagone ABCDE. Cela fe réduit 2
prouver que le triangle CKD—=EKG. Or le triangle CGE
eft €zal au triangle CDE, puifque leurs bafes & leurs hauteurs
font refpectivement €gales. Donc en retranchant le triangle
commun CKE , 1l relte CKD —— EKG.

Si on mene 2 préfent la diagonale CA , & BF parallele
cette diagonale , on prouvera de méme que le triangle FCG
eft égal en furface au quadrilatere BCGA , & par conféquent
au pentagone propofé qui fe trouvera par ce moyen réduit en
un triangle de méme furface.

Par cette méthode on peut réduire un polygone quelcon-
que en un triangle de méme furface , doa 1l fuit quion peue
erouyer la quadrature exale de toutes les figures rectilignes.




.FIG.

264 LEGONS ELEMENTAIRES
De la Comparaifon des Surfaces.

625. SiB repréfente la bafe & Hla hauteur d’un triangle
quelconque, fa furface fera S=:BH: de méme, fi og
nomme 6 & h la bafe & lahauteur d’un autre triangle dont g
furface eft 5, onaura s =12 4h, Donc S.s::BH . bh; d'oj
IR . < e

L°® Que les furfaces de deux triangles quelconques fons
entr’elles en railon compofée de leurs bafes & de leurs haye
teurs. '

I1.° Que deux triangles qui ont la méme bafe ou des bafes
€gales font entr’eux comme leurs hauteurs. Car alors B ==
b. DoncS.s::H.h.

IIT.° Que deux triangles qui ont des hauteurs égales font
comme leurs bafes, puifque H étantégala H, ona S. s
B.s.

IV.> Que deux triangles font égaux en furface, lorfque
leurs bafes & leurs haureurs font en raifon inverfe. Car fi B,
b::h.H, onabh=—BH, & par conféquent S — s. ‘

V.2 Que les furfaces de deux triangles femblables font B
comme les quarres de leurs dimenfions homologues. Car dansce §
casB.b::H.h; dailleurs S.5:: BH. k. Donc (377)§
S.s::B2.p2:: H* . b, comme le quarré d’une dimenfion
prife dans I'un eft au quarré de la dimenfion homologue de
Tautre, -

626. De-1a il fuit, 1.° Que la furface du triangle équilatéral
circonferit eft quadruple de celle du triangle équilatéral inferit
Car le co6té de I'un eft double du coté de Mautre ¢ 565 ).

2. Que le quarré circonfcrit eft double du quarré inferit. Car
en appellant 2 le rayon du cercle, leurs cotés font 22 , 4 y/3. OF
le quarré de 24 eft double de celui de 2 /3.

627. Si deux triangles BAC, bac ont chacun un angle égal A,
a; je dis que leurs furfaces feront comme les produits des cotés
qui entourent I'angle égal dans chacun. Ainfi on aura BAC, ba
11 A3XAC:abXac,

Car fi on mene les perpendiculaires BD , 4d fur les cotés AC,

bd
ac,onaura BAC. bac:: BDXAC. bdXac:: AC.acX i Or

i
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bd

BD
: ac ¥ ab
Donc BAC . bac :: AC, 1: ACXAB . ac X ab.
AB

Pour faire quelqu’application deggeette propricte propofons- =4
nous de mf:mz:'I du point donne B?ﬁ: droite BF fur le ?riangic 76:
ACD , de maniere quil foit divife en deux parties AEF , EFDC
dont les furfaces foient dans le rapport de m a 2.

Puifque AEF . EFDC :: m .. Donc AFF+EFDC,ou ACD:
AEF ::m=+n.m. Or ACD ., AEF:: ACXAD . AEXAF, Donc
m=-n.m:: ACXAD . AEXAF. Cela pofé, foit mene BI pa-
rallele 3 AC , & foient nommées les connues Bl (2), Alcc),

*ACib:, AD (d), & linconnue AF (=x :;a caufe des trians
gles femblables AEF, BIF, on aura FI (x ¢ ,.BI a :: AF
ax ax?
(), AE = . Donc m=t=-n.m::bd. . Dot
x-tc x =c
bdmoae bedm
Ton tite xx — = S Ponecke =27
a(m=F2n) a(m=p=n)

3 caufe des triangles femblables ABD , aéd, ona

—
bdm =/ E*d*m® - qabdme (m+n)

De ces deux valeurs]
24 ( m =t )
T'une pofitive , l'autre négative, il n'y a que la pofitive x =
bdm + v/ &ec. ;
e qui foir propre & réfoudre la queftion propofce.
22(m—+n) :

Pour favoir ce que l'autre fignifie , il faut obferver que fi AC,
AD (b, d) éroient toutes deux négatives, c'eft-a-dire, dove-
noient AC’', AD', cela ne changeroit rien du tout a Péquation
trouvée ¢i-deflus; d’ou il fuit que cette équarion doit donaer aufli
Ia folution du cas ol il s'agiroit de mener du point B la droite
BF'E' qui divife le triangle AD C' én deux portions dont le rap-

™
port foit —, Cleft donc AF' que fignifie la valeur négative trouvée

n
ci-deffus, Or AF' eft dire@tement oppofée 2 AF. On voit dong
fe confirmer ce que nous avons déja dit des quanrirés négatis
ves ( 608), .
Si le point donné B étoit fur le c6té AC comme en E, on au-
bdm

voitalors Al (¢ j=o, & AF= , & fi ce poing

g(metn)
| 9
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FIG, éroir au - dedans du triangle ACD, on auroit, en faifant ¢ nés
G garif dans la formule trouvée ci-deffus , la folution de ce cas.

628, Lc.f/é'ue d'ez.cxﬁgures_/éntﬁmblab[e.r y leurs ﬁnfacg;
Jfont toujours proportionnelles aux quarrés de leurs dimenfions
homa[ogufs.

Car foient A & B les"@tux dimenfions dont le produit
donne la furfate S de la premiere figure, & a, & les deux
dimenfions homologues dont le produit donne la furface 5 de
la feconde. On.aura S. s:: AB . gb. Mais par la nature des
figures femblablesona, A.a::B.5; danc (377)S: 52
A?; a2 :: B2 : 62 Donc les furfaces des figures femblables
font comme les quarrés de leurs dimenfions homologues. o8

629, De-1a il fuit, 1.° que les furfaces des cercles font
comme les quarrés de leurs rayons , comme les quarres de leurs
diamétres y comme les quarrés de letirs circonférences 5 & en
genéral comme les quarrés de leurs dimenfions homologues.

2.° Qulune figure quelconque ALMNC conftruite fur
Phypoténufe AC d’un triangle rectangle eft égale 4 la fomme
des deux figures femblables ADFGB, BEHIKC conftruites
{ur les deux antres cotes.

Car ALMNC . ADFGB .BHIKC:: AC2.ABz.BCza,
Dounc ALMNC ., ADFGB =+ BHIKC :: AC:, AB> 4~
BC:. Or AC>—=AB*-+BC?, Douc ALMNC=—ADFGH
- BHIKC. i

Doac fi fur lhypothénufe AB on décrit un demi-cercle
ACS il fera égal en furfzce 2 la fomme des demi-cercles
ACD, CFB conftruits fur les deux autres cétés AC, CB.
Cn aura donc AECGB =—ADC —+ CFB, & en retran-
chant les parties communes AECA + CGBC, refteront Jes
efpaces curvilignes ADCEA ~+ CFBGC égaux en furface
eu triangle ABC, Si AC éroit == CB, chaque efpace feroit
égzal au triangle ACK , ou KCB., On nomme ces efpaces les
Lunules d’Hippocmte. : :

630. Nous allons terminer cette matiere par la réfolution
de quelques problemes.

. L Eant données les deux figures femblables ADFGB,
BRIKC, rrouver une troifieme figure ALMNC egale q leyr
Jomme 5 & qui leur foit en iméme temps Jambigble,
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On difpofera a angles droits les deux co6eés homeélogues FIG,
AB, BC, & ACfera(629) le c6té homologue du poly= =77
gone demandé. Il fera donc facile dé le décrire (613).

Donc pour trouver un cercle égala la fomme de deug
autres cercles, il faut difpofer les diameétres ou les rayons de
ceux-ci 4 angles droits, !"’hypﬁnu[‘c AC fera le diamérre
ou le rayon du cercle demandé. o

II. Trouver une figure ADFGB femblable @ dens avrres
figures ALMNC, BHIKC, & qui Joit égale a leur differences

De l'un quelconque AC des cotés de la plus grande figure
comme diamétre , on décrira un demi-cercle dans lequel ‘on
infcrira la corde BC#égale au c6té homologue @ AC dans la
feconde figure. Cela pof€, je dis que AB fera le ¢6té homo-
logue du polygone demandé. Car AB>— AC: — BC:. [i
eft donc facile de décrire un cercle égal a la différence de
deux autres cercles donnés.

1II. Trouver une feule fioure e'ga'[c & la fomme ou i la difference de
tant de figures (emblables qu'on voudra , & qui lenr [oit'en méme temps
Jemblable. : ;

Soient A, B, D, 8&c. les cOtés homologues des figures quiil
faut ajouter , 2, b,d, &c. les cotés homologues des figures qu'il
faut foufiraire, enfin = le cdré homologue du volygone demandé,
onaura x* =A*-+B*4-D*+-&ec..... —a*—b*—d* ... &e.
quantité facile a conftruire (602 ). On peut donc trouver un feul
cercle égal 4 la fomme ou 2 Ia différence de vant de cercles qu'on
voudra. :

; IV. Trouver une fioure femblable & wune autre figure donnve & qui foit
‘avecelle dans-e rapport de m a n.

Je nomme 2 un €6t¢ quelconque de la figure donnée, & xle

cote homologue dans la figure cherchée. Jaidonc a® 1a* nim:a.

s n ) n ‘z f———‘
Doux= —al=—a — == — \/ mn, quantité facile
m m

(]

-a conftruire.

On peut donc trouver deux cercles qui foient entr’eux ::m: ns
‘quel que {oit ce rapport , fiit - il méme incommenfurable.

V. Trouver la furface & les cdrés d'un reclangle dont on ne connoit 206
que le périmétre (p)-, & la diagonale AC (a ),
" SoitAB=x, AD—=y, onaurax -y =&p, & x> +y* =
<*. La premiere équation donne s =t~ 2xy - yy = L pp. P'olt
%y » oula furface-cherchée =i pp—ta®, & == AB=}p =+

vid‘—.%P‘sy=AD=%.P—\/"§_’P“‘Tl“"f"4;--
L1ij
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I:TG; VL. Trouver la furface d’un triangle dont on ne connoit que les #ropd

79+

coles. :
Soit AC=a, AB=#, BC=c,1a perpendiculaire BD =x, on
aura AD=+y/ bb-xx, DC= V cc-xx. Donc AD +~DC =40 —
£ EAR T e i ST e
WV bb-xx4-y/ cc-xx. D'oul'ontire x=-my/ 4a%b*-(a*+b>-c? )2,
p 2a
ax ‘ ———

=, % - { il
Doiic—, ou la furface demandée ($) =%/ 42b*-(at +-b*- (3 )8

2 - -
=1y 1{5'—4‘).1’—1—(20‘—-5")1;‘-{-(_2.1:‘-—-.:‘};;’_—:__;
%V-—(zdﬁ—(d’—i—i‘—c'))(zab-‘-l-t at s brme) )=, ..,
3

. .—,\/(c’—-'-fa—é)‘)((a'-'f—bJ"-'—C")=. IR

iV (btc—a)(atc—b) (asrb—c) (a+b+e¢). Soit
; as4-b—c
¢ la demi-fomme des trois cotés , ou g= — , om aura
2
29 —2a=bd¢—a, 2g—ab=—a+d-c—b,29—2c=a-h

—c. Donclafurfaces=1y q.g—a.q—b.qg—c.

Si €N eft e rayon du cercle inferit dans le triangle ABC;
en menint OB, C'A, C C & les perpendiculaires M , CP,
on aura le triangle ABC'=C'N x £AB, BC'C =:CP x
BC=:CN x BC, ACC=21CN x ACj; donc la {urface s du
triangle ABC =C'N x % (a-b+-c . Doncle rayon C'N =

z me—i——_b":c’:)‘ V g=—a.q—b.g—c
A bt-c 7

Sile triangle ABC eft re@ancle en A on a co=a® 4 §*, &

ab ab(ra=++b—1¢)

CN= e —_1

a—=b=fc (a=-ba4c)(lad-tb—1ic)

£ S C (5440

VIL Erant donnés Uhypoténufe d'un triangle reflangle & le rapport

des denx cbtés o trouver fa furface.

LS

mx
Soit AC=a, BC: AB::m:n, AR =30 BC forg walll &
i
m* s 7 a*n® mx*
on aura x* x*==a%, Dol x* == = 5 & , ot
n* mi=n* 7

* Car le produit de @ 4=b+-c par 2 a—4-Lb—Lc=—uab dans
Ie cas ol ¢* = a* - b2,
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a’nm an
1a furface cherchée = . Onaaui AB=——
m? -+-n3 V"__m;_l_nz‘
am
BC = — .
‘/‘mz_i_nz

VIIL. Etant donnés le rapport des troigcotés d'un triangle quelconque ,
& leur fomme , trouver la furface. "

Soit AC=x, AB=y ,BC=¢, le périmétre =p=—1t o}y
+ %, le rapport des trois cotés x:y:z:tatb:ec. Doncx -
y+goupia—tb—acirxtaity:biizic; dou lon tire x=

ap bp p
— 3 = y 2= . Or les trois cotés
a4+ b—+c a—4bc a--b-4¢
érant connus , on a la furface.

IX. Le périmétre dun triangle re@angie étant donné , avec le rapport
de Lhypoténufe & la fomme des deux: autres cbtés , déterminer fu ﬁzgézce.

Soit p le périmétre donné , AC: AB4+-BC::m:n, AC=x,
AB=y, BC=z, onaurax:y < ¢::m:n Doncx—4y-z,

fﬂp J'IP
oup:x:tm=n:m Doncx= e i
m—=n m—-n
) ?I' Pl m'.PS
o2y - = — 5t OF ¥ 2% = o N
(m—+n)* (m=-n)*
n—m
Donc Ia furface cherchée y; =1pp( —— ). Sionveutavoir
me=n
- ; o
Ies totés du triangle, on trouvera que le plus petit =
=t

e : iP =
n-y am? - n‘) » & le plus grand = -—(n-i—\/zm‘- n’)-
‘ m=-n

Des § urﬁzc.e: planes ou des Plans.,

631. Suppofons un miroir parfaitement poli , enforte que
tous les points d’une ligne droite quelconque étendue fur fa
fuff&_ce » Ia touchent en méme temps ; & alors nous aurons
une idée de ce que I'on appelle Surface plane , ou Plan. On
Vappelle ainfi par oppofition aux furfaces convexes ou con-
caves ; telles font Ia {urface d’une boule , la furface intérieure
d’un vafe, &¢,

79+
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632. Le plan elt donc parmi les furfaces ce que la drois
eft parmi les lignes, Mais pour nous en former une idée plis
géomérrique, concevons un triangle reftangle ABF, qui
tourne autour de la perpendiculaire immobile AB: il eft claj
que {1 dans fa révolution la ligne BF laifle-des traces de foq
paflage , elles feront touges dans un plan circulaire , pendant
que celles de 'oblique AF coincideront fur une furface con-
vexe, _

633. Or de cette defcription du plan il réfulte, 1.° que
i1 une droite quelconque a deux points communs avec ug
plan, tous les autres points‘de cette droite font dans le méme
plan, & que par conféquent {i on prolonge tout i la fois g
plan & cette droite , ils refteront toujours confondus.

634. 2.° Qu'une droite AB perpendiculaire & un plan ef
néceflairement perpendiculaire 3 toutes les droites FB, GB,
DB, NB, HB, LB qui éaant dans le méme plan, pallem
par lextrémité B de cette droite.  On ne peut donc menes
d’un point donné A hors d’'un plan, qu'une feale perpendi-
culaire AB fur ce plan.

Car fi on en pouvoit mener une autre comme AF, 'ans
gle AFB feroit droit ainfi que I'angle FBA ; on pourroit
donc mener du méme point A deux perpendiculaires furla
mére ligne FB , ce qui eft impoflible. On provveroit de
me¢me que d’un point donné B dans un plan, on ne peut éle<
ver qu'une feule perpendiculaire a ce plan.

3.° Que la diftance d’un point 2 un plan eft la perpendi=
culaire menée de ce point fur le plan. ,

4" Que deux droites AB, MN perpendiculaires a uft
méme.plan font paralleles entr’elles. Car alors les angles
ABC , MNC font tous deux droits. On’ voit méme que fi
ces droites étoient également inclinées & dans le méme fens
fur le plan PQ, elles feroient encore paralleles’, puifque les
angles ABC, MNC feroient égaux. :

635, Sideux plans fe coupent o leur interfecion communt
¢t une ligne droite. Cette interfeion doit étre une ligne,
puifque les deux plans fonit des furfaces, & n’ont par confé=
quent pas d’épaifleur. De plus, elle doit étre droite: car ft
par deux quelconques A & B de fes points on mene la droite
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AB, cette droite doit étre en méme temps dans 'un & dans FIG.

I'autre plan. Donc elle eft leur interfection commune.

636. Il eft donc évident que rroig points , non en ligne g,

droite , déterminent la pofition d’'un plan.

On voit bien, eneffet, qu'une infinité de plans différens,
comme HD, CG, peuvent avoir les deux points A & B
communs entreux ; mals on Voit en méme temps qu’il n’y a
qu’un feul de ces plans qui puifle paffer par le point déterminé
C. Donc les trois points A, B, C déterminent la pofition
du plan CG.

Donc, 1.° trois points ne peuvent étre communs 3 deux
plans différens , {1 ces points ne font pas en ligne droite.

637. 2.° Deux droites CA, AD qui fe coupent font
dans un méme plan PQ. Car les trois points C, A , D déter—
-minent la pofition des deux droites CA, AD. D’ou il fuie
qu'un angle quelconque CAD détermine la pofition d’un plan.

638. 3.° Si une droite AB eft perpendiculaire 3 deux
droites FB , GB.dans leur point d’interfe@ion B, elle fera
perpendiculaire 4 leur plan PQ.

Car fi on congoit que FB tourne autour de la ligne immo-
bile AB, elle décrira dans ce mouvement un plan perpendi-
culaire 8 AB. Or il eft clair que ce plan eft celui des deux
droites FB, GB, puifque GB eft perpendiculaire 3 BA.

639. Suppofons maintenant que deux plans DH & CG fe
coupent dans la ligne AB , & menons AC dans le plan CG,
perpendiculaire 3 AB, & AD perpendiculaire 3 AB dans le
plan DH ; alors 'angle CAD fera la mefure de Pinclinaifon
des deux plans DH , CG. Dot I'on voit que les inclinaifons
des plans les uns a I'égard des autres , fo mefurent comme
celles des lignes droites ; enforte IS

1.° Un plan qui rencontre un autre plan fait avec Iui deux
angles dont la fomme eft de 180°,

2. Dans Uinterfection de deux plans les angles oppofés
au fommet{ont égaux.

3. Siun nombre quelconque de plans fe coupent fur une
meéme ligne, la fomme de tous les angles qu'ils feront deux

& deux tant en-deflus quau-deffous de leur commune inter-
fection fera de 360°,
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¥IG. 4.° Un plan qui coupe deux ou plufieurs plans paralleles
fait avec eux des angles correfpondants , égaux , &c. &c,

640. Si un plan coupe deux ou plufieurs paralleles, leg
lignes droites qui naitront de leurs interfeGions feront toutes
paralleles. Car {i elles ne I'étoient pas, elles fe rencontre.
roient en les prolongeant. Les plans dans lefquels elles font
{e rencontreroient donc auffi. Ils ne feroient donc pas paral-
leles.

641. Sile plan CG eft perpendiculaire au plan PQ, &f§
I'on mene d’un point quelconque B du plan CG la perpendi-
culaire BA fur la commune interfection CF, je dis que BA
BA fera perpendiculaire au plan PQ.

Car fi dans le plan PQ on mene DA perpendiculaired
CA, 'angle BAD feradroit 3 caufe des plans perpendicu-
laires. Donc BA fera perpendiculaire aux deux droites CA
& AD, & par conféquent (638) a leur plan PQ.

642. 8¢ deux plans DH, CG fon: perpendiculairg.f aun
troifieme plan PQ , leur interfcition BA ferasauffi perpendicu-
laire & ce troifieme plan. Car BA eft alors perpendiculaire
aux deux droites CA, AD, Donc elle eft perpendiculaired
leur plan PQ.

Des Lignes droites coupées par des Plans paralleles.

643. Sid’'un méme point A on mene 2 travers deux plans
paraligles PQ, ({aq tant de droites que I'on voudra , AdD,
is,

AfF, &c. je 1.° que toutes ces droites feront coupées |
proportionnellement. 2.° Que les figures DFGEH, dfgeh
feront femblables.

Car {i on fait paffer un plan par les trois points A, D, F,
fes interfections avec les plans paralleles PQ, pg feront
( 640) les droites paralleles DF, df. Donc les triangles
ADF, Adfferont femblables. On prouvera la meme chofe
des triangles AFG & Afg , AEG & Acg, &c..don il fui
que AD : Ad::DF:df:: AF: Af:: FG: fg :: AG : Ag)
&c. :: la perpendiculaire AB menée du point A fur le plan
PQ : la perpendiculaire Ab menée du point A fur le plan pf
Donc, 1.” toutes les droites AD, AF, AG,, &c, font coupees
proportionnellement par les plans PQ, pg. 2v
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2.° Puifque DF: a’f :AF: Af::FG: fp, &c. ona DF: EIG,
df:: FG :fg:: EG:eg, &c. or {i on mene DG, dz, on S')
prouvera comme c:—deﬂLs que les triangles ADG , An’rr font *%
femblabfec Donc AD: Ad:: DG:dg:: DF: df :: FG: tfg s
les griangles DFG, dfg ont donc tous leurs cotés homologues
pvopomomels & fonr par cor-iequem {femblables. Doii il
{uit que les angles F', f font égaux. On prouvera la méme
chofe des angles G&g, E & e » &c. Donc tous les angles
de la figure DFGEH font 1efp»&wement égaux a ceux de la
figure dfgeh. Dlailleurs tous leurs cotés hornolo“ues font
proportlonnel Donc elles font femblables.

644. De ce que I'angle F eft égal i angle £, il fuit que
{i deux angles DFG , dfg ont leurs ¢6iés lelpwtfi vement pa-
ralleles , ils {eront égaux quoique fitués dans différens p‘ms
ce que nous avons de;a démontré (517 ) pour le casou ces
angles font dans le méme plan.
- Si les lignes AdD, AfF, &c, au lieu de partir d'un
méme point A étoient para]]eles , 1l eft clair que toutes les
lignes dD, fF, G, &c feroient égales entr'elles, & que
les figures DFGEH , dfgeh feroient égales & {emblables.
" De ce que les figures DFGEH , dfgek font ﬂmb!hb \.ﬂ; iI
fuit que leurs furfaces font entr'elles :: DF? sdfr:
Ad2 :: le quarré BA? de la diftance du point A au p]an PQ
quarré bA? de la diftance du méme point A au-plan pg. Or
le rapport de AB? a Ab* eft conftant ou invariable pour un
méme point A. Donc quel que foit le nombre des droites
AD, AF, &c. des furfaces les figures DEGEH , dfgeh feront
entr'elles dans le rapport conftant de AB: , & leurs périmé-
tres feront aufli dans la raifon conftante de AB a Ab.

S'il y avoit un pius grand nombre de plans paralleles, 1[
auroient tous les mémes propriétés.
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TROISTEME PARTIE
Pes Solides,

~ 645, 4 Y N appelle Solide tout ce qui réunit les rrois di-
ot menfions de 'étendue.

H y a wrois manieres de former des folides. Voicila pre-
miere, Concevons que plufieurs plans foient tellement unis
par levrs angles, qu'ils enferment de tout c6té un certain ef-
pace ; alors on aura un folide généralement appellé Polyedre
done ! eU:z‘,M feront les plans qui concourent & le former , &
ann les angles folides Lcﬁ.lteront du concours des angles

ans.

‘31 le po! yedre n'a que quatre faces planes, on le nomme
Tetraedre. Sil en a {ix, ceft un Hexaedre , &c. &c. Lot{que
gous les ar !“lL,S d'un Don,fcdle font égaux, & que toutes fes
faces font Ces plans égaux & fembiables, ce polyedre eft ré-
gwei.

" 646. Qn mefuro les angles folides en prenant la fomme
des angles plans qui les forment. L’angle folide B, par exem-
ple, a pour mefure la fomme des d%.es des angles plans
ABC, CBD, DBE, EBA,

Or il ePc aifé de voir qu’il faut au moins trois angles plans
pour former un angle folide , & que la fomme de deux quel-
conques de ces anqies‘ elt fou;oms plus grande que: le trotfieme.

64.‘7 D'ou il fuit quiun angle folide eff moindre qgue 350 ]
Car foit la pyramide guadrangulaire BACDE , do'ﬁt les faces
{ont les quarre triangles ABE , EBD , &c. & dont la bafe
et le quadrilatere ACDE, Il eft clair que les deux angles
AEB ~ DEB font plus grands que l'angle AED ayec lequel
ils forment I'angle folide E ; dogc leur fupplemenr eft moin-
dre que celui de? angle AEB, Par la meme raifon , le f{up-
plémentdes deux anb]u EARB + CAB eft moindre que celul
de I'angle CAE, & ain{i de {uite. Donclafommedes fupplé-
imens des huit angles inférieurs des faces de la pyramide , la=
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Guette fomme eft Pangle folide B feul (646), elt moindre
que la fomme des fupplémens des quatre angles de la bafe, § 1
qui eft de 360°. L’angle folide eft donc moindre que 360%

648. Et par conféquent il ne peut y avoir que cing Polyedres regus
liers, favoir , trois dont les faces foient des triangles équilatéraux ; un
dont les faces foient de quarrés, & un dont les faces foient 'des Pentan
gones réguliers. : Figdoe

‘Car puifqu’il faut au moins trois dngles plans pour formet un
angle {olide , qu’un angle {olide ne peut étre de 360 degres, il eft

€3

clair qu'il @'y a que cing cas ou on puiffe faire un angle folide
avec des plans des Polygones réguliers. 1.° L’angle d’un trianglé
équilatéral érant de 60 degrds, trois joints enfemble féont un ans
gle folide de 180 degrés ; & par conféquent quatre triangles d&
cette efpece peuvent faire un Terraedre. 2.° Quarre triangles equi>
latéraux joints enfemble , peuvent faire un angle folide de 240
degrés , & former un corps régulier 2 huit faces , appelle Odae-
dre. '3.° Cing de ces triangles joints énfemble péuvent former un
angle de 300°, & par conféquent on en peut compofer Un corps
regulier 4 20 faces , appellé Icofaedrey mais {ix joints enfemble
feroiént 360° ; ce qui ne peut étre un angle folide. 4.° Chaqué
angle d’un quarré valant go°, trois joints enfemble feront un an-
gle folide de 270°, & par conféquent o én pourra compolér ui
corps régulier 4 fix faces , appelle Hexaedre:; mais quatré deces
engles feroient 360%, ce qui ne peéut faire un angle folide. 5.°
Chaque angle du Pentagone régulier valant 108°; trois joints
enfemble pourront faire un angle folide de 324° ; & on en pourra
faire un corps régulier a douze faces , appellé Dodécaedr: ; mais
fi bn joignoit quarre de ces angles, on auroit 432° , argle folide
impoifible. Enfin I'anple de I'hexagone régulier crant de 120°,
on en ajoute trois enfemble , la {fomme 360° montre qu'on me
peut faire d’angles folides , ni par conféquent de corps régulicrs
avec des hexagones , & 2 plus forte raifon n’en pourra-t-on pds
faire avec des Hepragones , des Ofogones , &ic. doric il ne’peut
avoir que cing corps réguliers.

649. Comme 1l faut au moins trois angles plans pout for
mer un angle {olide , & qu’alors méme ces angles laiflent uh
vuide a 1a bafe, il faur un autre plan pour le fermer. Cleft
pourquoi de tous les polyedres, le plus fimple eft la pyramide
triangulaire , ou le tétraedre. s R

Siau lieu d'un triangle ou d’un quadrilatere, ‘on fuppole
que la bafe d’une pyramide eft dn polygone d’un plus grand
nombre de c6tés , les faces de cette pyramide fe multiplie=
Tont dans le méme rapport ; Julqu’a ce que la bale érantdes

Muh i
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¥IG, venue un cercle, Ia pyramide alors devienne un Céng,
8. Silaperpendiculaire abaiffée du fommet de la pyramide
fur fa bafe, pafle par le centre de cette bafe » la pyramide eft
drozze. 1l en eft de méme pour le cbne: on Pappelle drois
ou oblique , {elon que la perpendiculaire menée de fon fom-
met pafle, ou ne pafle pas par le centre de {2 bafe.
., 050. Autre. maniere de concevoir la formation des foli.
des. Sila bafe ADHG monte parallélement i elle-méme g
longde DCou AB, la fomme de tous les élémens €gaux 3
cette bafe forme un folide que Pon appelle Prifine. 1l eft
droit ou oblique , fuivant que DC eft perpendiculaire ou in~
cliné fur la bafe, :
Le prifine eft donc un Jolide termine par des bafes égales &
\paralleles , & par des fuces qui fone des paraliédlogrammes. Sa
e=  groflevs eft donc uniforme. On Pappelle prifme triangulaire,
90. lorfque le polygone générateur eft un triangle 3 prifme qua-
drangulaire , Jorfquil a pour bafe un quadrilatere : & fice
quadrilatere eft un parallélogramme , le prifme alors fe nom=
me Pamﬂekpz}m’e. X :

Ce fera un parallélepipede rectangle , toutes les fois que la
bafe fera un reftangle , & que de plus la ligne le long de la*
quelle e fait le mouvement fera perpendiculaire i cette bafe.
_ Stla bale éeoit un quarié , dontle céié fac égal 2 la ligne

; de hauteur | le prifme engendré par fon mouvement f{eroit

94+ un hexaedre régulier, que 'on appelle aufli cube. Le cubs
elt doncun prifme 3 fix faces toues €gales & routes quarrdes.
Un dez 3 jouer, par exemple , eft un cube.

Lorfque le polygone générateur eft un cercle , le prifme
devient rond , & on Yappelle cyiindre, 1l eft droit ou obligue
felon la pofition de la ligne de mouvement ou de fes cotés fur

_ fa bafe. _ *

89. 951, Troifieme maniere de former des folides. Siautout
d’une ligne immobile CA , on fait tourner une figure quel-
conque AFBC, elle engendrera un folide appellé folide de
revolution. Son axe eft la ligne immabile CA.

1 fuiz de certe defcription quun point quelconque B de
cette figure trace dans fon mouvement la circonférence d'un
cercle dont le rayon BP eft perpendiculaire & I'axe, & dont
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lie centre eft P: ce qui fait voir que zoutes les feitions faites
dans un folide de revolution par des plans perpendiculaires i
fon axe, font des cercles. :

* Sile polygone générateur eft un re@angle, il engendrera
un cylindre droit. Si ce n’eft qu'un wiangle re@angle, le fo-
lide de révolation fera un cone droit.  Si cC’eftla moitié d’un
polygone d’un grand ; nombre de f:é:és , elle produira un
{phéroide. Enfin le folide de révolution fera une /phere, file
aemi-polygone qui Pengendre eft un demi=cercle.

652. La fphere eft donc un folide tel Gue tours les points de
la furface jont cgalement éloignes d’uin point en dedens, 'gu’o;z
nomme cerizre, 1’0t il fuit que route ligne droite qui pafle
par fon centre, & qui eft terminée de part & d'autre 2 fa fur-
face, eft égale a fon axe. ; :

On peut donc prendre pour axe de la fphere toute droite
quipafle par fon centre. Donc toutes les fections faites dans
une {phere par des plans qui paffent par fon centre’, font des
cercles de méme grandeur, puifque leurs diaméwes font
égaux. ; _

653. En général, {i on coupe une fphere par un plan
quelconque;, la fection fera toujours un cercle. Car fi du cen-
tre on mene un diamétre perpendiculaire au plan coupant,
on pourra regarder ce diamétre commie I'axe , autour duquel
la fphere a été engendrée. Or dans ce cas la feion eft un
cercle (651 )

On appelle grands cercles d’une fphere tous ceux dont les
plans paffent par {on centre , & ils {ont tous égaux entr’eux.
On appelle perirs cercles ceux dont les plans paflent au-deffiss
ou au-deflous du centre, & il eft évident qu'ils font d’autant
plus petits qu'ils'en font plus éloignés.

De la mefuire des Szzgfaces des Solides.

654. Nous appellerons dans la fuite la furface d’un folide
celle de fes faces feulement , en exceptant fes bales, s'ilen
a, & nous appellerons furface totale d'un folide celle de fes
‘bafes & de fes faces,

Un-polyedre étant terminé par des faces planes, il gltaifé

FIG:

92,
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d’en avoir la furface. Cleft pourquol nous ne nous y arrétes
rons pas. _ :

655. Lafurface d'un prifme quelconque eft égale a I3
longueur BC multipliée par le contour GIH de la {eciion
faite dans ce prifie par un plan perpendiculaire 3 BC.

Car la furface du parallélogramme BCED =—DE x1a
perpendiculaire GI == BC x GI; celle du parallélogramme
ABCF —BC x IH; enfin celle du parallélogramme AFDE
— AF x GH=—BC x GH. Donc la fomme de tous ces
parallélogrammes, ou la furface du prifme == BC x GIH,

656. De-1ail fuit que le furface dun prifme droit , & par
confequent celle dun cylindre droit 5 eft égnle au-produit dy
contour de fa bafe par fa hauteur 5 ou par la diftance de fes
bafes paralleles. : :

La furface du cylindre 6blique ABCD eft donc aufli egale a fa
longueur AB multipliée par le.contour GMIMG de la {eltion
faite par un plan perpendiculaire a AB.

Or il eft aifé de saffurer que cette fe&ion eft un ellypfe; e
effet par un point quelconque P de laxe GI, faifons paflerun
plan parallele a la bafe du cylindre , fon interfeition avec la fur
face courbe fera un'cercle , & fon interfeétion avec le plan Gill
{era la droit= MPM perpendiculaire a I'axe GI. Cela pofe¢ , foird
GP=x ,PM=y,LP=7,Gl=42,LK=BC=AD =}; & o
aura par la propriété du cercle yy =b;—z1’, & a caufe des triag

' bx bb
gles femblables LPG, PKI, y=—. Donc yy = — (ax —x?)
a aa .
équation A Iellipfe, dontle grand axe eft 2 & dont le petit efth
Voyez les Seftions coniques. ‘ i

657. La furface d'une pyramide réguliere eft égale ala
moiti€ du périmétre du polygone régulier qui lui fert de bafe;
multipliée par la perpendiculaire menée de fon fommet fur §
Yun quelconque des cotés de la bafe, & que I'on nomme
Apothéme. Cela eft trop évident pour avoir befoin de dé-
monftration.

Dot il fuit que la furface du cone drojt eft égale au prodlﬁl
de la demi-circonférence de fa bafe par fon apothéme ou p
la diftance de fon fommet & Pun quelconque des poiats dels

bafe.
658. Suppofons le cone droit ABC coupé par un plat
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DE parallele & fa bafe AC, & propofons-nous de mefurer FIG.
la furface du céne trongue ACDE. O¥el
Soit DE=4, AC==4, ce qui refte de P'apothéme
BC—=d; BE=—ux,onaurax +d:z2:: x:5. Dolx—

5 or fi 1 : ceftle rapport du rayon 2 la circonférence 2
be

s & Z feront les circanférences des bafes DE, AC (612),
2 2 : -

L 7
Donc BC x = , &BE x = feront les furfaces des cones
: .

4
droits ABC , BDE, & par conféquent leur différence ou la

2 i —_— ac bc cd
furface du céne tronqué == 5% = d x = — X — =— &

4 + 4

e c e 5 -

XeHb=——dx - (a—=b). Or & X a —+ b eftla circonfé-
e :

rence du cercle qui tient le ‘milien entre ceux des bafes DE,
AC. Donc la furface du céne tronqué eft égale au produir de
ce qui refle de Dapothéme par la circonference moyenne propor=
tionnelle arithmetique entre celles des bafes fuperienre & infé-
Fleure.

659, Imagingns maintenant que Je demi-polygone régu-
lier NAS tourne autour de P'axe SN qui paffe par fon centre
C, & cherchons la furface du (phéroide que ce demi-poly-
gone engendrera par fa révolution.

Il faur d’abord obferyer qu'yn c6té quelconque de ce po-
lygone décrit un céne, lorlqu’ll fe trouve le dernier comme
8BS, IN, ou un cylindre comme AE, ou enfin un cone
tronqué comme AB, Or il fuit de ce qui précede que la fur-
face de I'un quelconque de ces folides eft €gale au c6té géné-
rateur , comme AB , multiplié par la circonférence du cer-
cle décrite par le milieu M de ce cété. Cela pofé, foit CM
le rayon du cercle infcrit dans le polygone donné, & foient
abaiflées les perpendiculaires BT, MP, AG , &c. fur axe
SN, & foit meng BD) patallélement 2 QR , les triangles rec-
tangles ABD, CMP font femblables, puifqu’ils ont leurs
cotés homologues perpendiculaires. Donc AB : BD ou QR
3 CI\iI.: PM ::1a circonférence quia pour rayon CM : la cir-
£onférence quiapour rayon PM :: cire, CM : circ, PM. Donc
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. FIG. AB x circ. PM, ou la furface du cone tronqué décrit pag
""" AB = QR x circ. CM.
~ On prouvera la méme chofe & Pégard des folides décrits
par les autres carés du polygone. [’olt il fuit que la furface
du fphéroide eft égale 3 SQ -+ QR +RK + KL + LN
ou SN X cire. CM. Danc la furface d'un fphéroide quelconque
eff égale au produir de Jfon axe par la circonference du cercle
auguel il eff circonferiz. Or la fphere peut étre regardée
comme un {phéroide d'une infinité de corés. Donc ia fir-
face de la fphere eff égale au produit de fon axe par la circon-
férence de Pun quelconque de fes grands cercles.

Et la furface d'une calotte {phérique produite par la révolu-
tion du demi-fegment BCP eff égale a Pepaiffeur CP de cette
calotte multiplice par la circonférence de Lun des grands cercles
de la fphere. : ‘

660, Donc, 1.°la furface de la fphere eft quadruple de
celle de T'un quelconque de fes grands cercles, puifqu'un
grand cercle n’a pour {urface que la moitié de 'axe mulriplice
par la demi-circonférence. ' ‘ i

2.° Lafurface de la fphere eft égale 3 la furface convexe
du cylindre circonfcrit, puifqu’elles ont toutes deux pout
mefure le produit de I'axe EK ou FA , parla circonférence
d’un des grands cercles de la fphere , ou par la circonférence
qui a pour diamétre AB. § '

3° Lafurface de la fphere eft 3 la furface totale du cylin-
dre circonferit :: 2: 3, 'Car les deux bafes du cylindre font
chacune égales 3 un grand cercle de la fphere. Doncles
deux bafes du cylindre valent deux grands cercles de la
fphere , ou la moitié de fa furface. Donc la furface deld
fphere eft ¥ la furface totale du cylindre circonferit:: 1:1
i s i

661. Si. on congoit un cbne équilatéral DIL circonferit 4 la
{phere , fa {urface totale fera & celle de la {phere :: 9 : 4. - '

Car foit S la furface d’'un des grands cercles de la {phere , &2
fondiamétre, on aura (565) IL—=ay/3, & AB*? (a‘{) : 113 (32%) 115
l1a furface de la bafe du cone = 35. Or la furface du coné
é;[(il)]'tlatél‘al eft rriplei Lde celle de {a ‘bafe , puifqu'elle eft égaled

— ¥ cire. ILop= — X cire. IL=3 X § IL circ. IL. Cette fur:
gl 4

face |
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face eft donc égale 4 ¢S. Drailleurs la {urface de la fphere et 45. FF(S
Donc , &c. : (\’)‘t

Les {urfaces totales de la fphere, du cylindre circonferit & du < 2%
cone équilatéral circonferit, font donc iz 4:6: 9. D'ouil fuis

ne la furface du cylindre circonfcrit eft moyerne proportions
nelle entre celle de la {phere & celle du céne équilatéral circonf-
crit ; on trouveroit de la méme maniere que la furface de la
{phere eft a celle du cylindre infcrir, & & celle du cone gquilaré-
ral infcrit 2 16 ¢ 12 : 9. Donc la furface totale du cylindre inferit
et aufli moyenne proporrionnelle entre celle de la {phere & cellg
du cone équilaréral inferir. :

662, La comparaifon des furfaces de deux folides quel-
conques elt , en général , fort aifée. Car appellant S, s ces
furfaces , A, B les facteurs de la premiere, a, & les fadteurs
de la feconde , on aura toujours S. s :: AB . ab.

Dot il fuic, 1,° queliA=—a, S.s::B.5 2.° Que
B b, B, S=—s 32 Quefi A.qi:Bsbid %
Az, a?:: B2, b2 Ce dernier cas a toujours lieu dans les fo=
lides femblables, Or on appelle ain{i ceux dont toures les di-
menfions homologues font proportionnelles; Les {pheres,
par exemple , fonr toutes des folides femblables. Ainfi leurs
furfaces font entr’elles, comme les quarrés de lears rayons ,
ou de leurs diamétres , ou des circonférences de leurs grands
cercles, ou en général, comme les quarrés de leurs dimen=
fions homologues, ‘

De la mefure des Solidités,

663. La folidité d’un corps eft 1a portion d’étendue com
prife entre fes faces, Ainfi deux cylindres de meme groffens
& de méme haureur ont une méme folidité, de quelque ma=
tiere qu'on les fuppofe , 'un de plomb maflif, par exemple ,
I'autre creux fait en carton. Il ne faur douc pas contondre Ig
maffe ni le poids d’un corps avec fa folidité,

_ 664. On a vu, 1, que pour mefurer la longueur deg
lignes, on fe fert d’une mefure que P'on regarde comme Fu-
nité & que c’eft une ligne droite, comme érant la plus fimple
de toures, 2.° Que pour mefurer-les furfaces, on a recours
aufli a la plus imple d’entr’elles, quieft le quarré zujuel on
sapporte toutes les autres comme a leur unité. On n'aurg

Nn

SCD Lyon 1
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FIG, douc pas de peine & concevoir que pour mefurer les folidi-
tés, il faut {e fervir du plus fimple des folides , & le prendre
pour 'unité commune a tous. Or le plus {imple des {olides
eft celui dont les trois dimenfions font égales entrelles , &
chacune égale a 'unité de longueur. C’eft donc le cube qui
eft la mefure la plus naturelle des folidités. Aufli dit- on in-
difiéremiment la cubarure ou la folidité d’un corps.

La recherche de la folidité d’un corps fe réduit donc3
trouver le nombre de fois qu’un cube d’une grandeur déter-
minée, que Pon prend alors pour I'unité de folidité, eft
contenu dans ce corps. Si 'on veut, par exemple , eftimer
un folide en pieds cubes, on en imaginera un plus petit dont
la longueur, la largeur, & Pépaiffeur foient chacune d’un
pied; ce fera un pied cube, ou Punité 3 laquelle il n’y aura
plus qu'a rapporter le folide propofé, pour favoir combien
de foisil la contient. Ainfi quoique la grandeur de la mefure
des {olides foit arbitraire , comme celle des mefures des lon-
gueurs & des furfaces, fa forme n’elt pourtant pas indifié-
rente. Celle d’un cube, grand ou petit, eft toujours la plus
fimple.

665. Celapofé, on trouvera la folidit€ d’un cube autre
que celui que Fon prend pour unité, en multipliant fon cété
deux fois par lui-méme. Car fuppofons que le cube 3 mefu-

* rer foit ABCDF, & que celui que on veur prendre pour fa
mefure foit abcdf', il eft clair, 1.° que fur la bafe ABCD on

* pourra mettre un nombre de ces petits cubes exprimé par
st i 2.° qu'il dans | d cube autant
— == —= ; 2.° qu'il y aura dans le grand cube au
abed ab* ? wty s

) AB* .
de tranches compofées d’un nombre = de petits cubes,
i

yuw'on pourra en mettre fur la hauteur AE; 3.° que le nombre
AE
de ces tranches fera — 1l y aura donc dans ABCDF un
)

dg e
. AB* AE AB3
nombre de petits cubes abedfrepréfenté par s X == S
ab” ae a.

& puifque ab =1, P'expreflion de la folidité€ du grand cube
{era fimplement AB3,
Ileft ailé maintenant de voir que le nombre des parties
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@une mefure en folidité eft la troifieme puiflance du nombre FIG,
des parties de la méme mefure en longueur ; qu'un pied cube ,
par exemple, contient 1728 pouces cubes ; qu’une toife sube
=— 216 pieds cubes == 216 X 1728 pouces cubes ; &c.

666. Ces principes une fois bien compris, I'application
que nous allons en faire & difiérens folides n’aura point de
difficulté, Propofons - nous d’abord de mefurer la folidité
d’un parallelepipede rectangle HDMPI.

Pour cet effet , je {uppofe que fur le plus grand coté DI
de ce parallelepipede , on ait conftruit le cube ABCDF ; il
eft clair, 1.° que ce cube doit contenir le parallelepipede
propofé , autant de fois que fa bafe contient celle du paral-
lelepipede 5 2.° que ce nombre de fois eft exprimé par
ABCD DI
HDMP  HDMP
égale 2 celle du parallelepipede, prife ce nombre de fois. Ap-

pellant donc x la folidité du parallelepipede , on aura & X
DI

; 3.° que la folidit¢ du cube doit étre

- =—DI3; dott x=DIxHDMP=DIxXx DH X
HDMP .

DM — le produit de la furface de {a bafe par fa hauteur.
667. Tl fuit de-1a que la folidité d'un prifme quelconque

droit ou oblique eft égale au produit de fa bafe , par la perpen~
diculaire abaiffée dun des points de la bafe fupérieure furla
bafe inférieure 5 prolongée s'il eff nécefjaire.

Car foit le prifme ABCDEF, droit ou oblique, il n’'im=
porte. On peut réduire fa bafe a celle d'un rectangle abed ,
fur leqiel on peut former un parallelepipede rectangle abedf
dont la hauteur {oir égale & la hauteur GO du prifme. On
peut aufli divifer ces deux folides par des plans paralleles
leurs bafes , & former ainfi des fections IKLMN , iklm qui
feront routes égales aux bafes , & par conféquent égales en-
tr'elles. Or ces fections auront toujours la méme prioprité,
a quelque point de la hauteur qu'on les fafle , & leur {fomme
eft €gale dans les deux folides. Donc la folidité du prifme eft
€gale a celle du parallelepipede ; elle Sexprime donc en mul-
tipliant la furface de fa bale par fa hauteur.

- Le cercle pouvant étre regardé comme un polygone d’'une
infinité de cOtés, le cylindre peur éue regardé aufli comme
Na i
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FIG. un prifme dont la bafe feroit un cercle; ainfi la mefure de fj

{olidité eft la meéme. Clelt toujours le produit de {a bafe pat
{a hauteur.

66¢&. Soient a préfent deux pyramides SABCDE, sabe
dont les havteurs SE , sf foient égales ; je dis que leurs foli-
dizés feront entrelles comme leurs bafes ABCLE, abe. Car
{i I'on coupe ces pyramides par un plan parallele & celuide
leurs bales, Jes fections feront deux polygones IKLMN,
k! également €loignés des fommets S, 5. On aura dong
Sk2. 5P2:: ABCDE . IKLMN :: sf2. sp* i abe . ikl ; d'ol
Yon tire ABCDE . abc it IKLMN , ikl; & par conféquent
la fomme de rous les €lémens IKLMN , ou la folidité de la
premicre pyranide eft & la fomme de tous les ik, ou 3 la
{olidité de la feconde , comme la bafe AECDE eft a la bafe
abe,

Cela pofé, foient deux pyramides d’une méme hauteur 2,
& appelions & la folidicé de la premiere , B fa bafe ; « la fo-
lidité de la feconde , & {a bale : nous aurons donc X . x:: B,

3 B i ;
b , & par conféquent X === 5 ¥ 3 cequi fait voir que la fo=

lidizé d'une feule pyramide une fois connue, celle de toutes
les autres le fera immédiatement. Cherchons donc & connoi=
tre celle d'une feule pyramide. ‘ A
609. Je me repréfeate un cube comme formé par I'af-
femblage de fix pyramides égales, qui toutes vont IE:: réunit
par leur fommet a fon centre, & qui ont chacune pour bafe
une de fes fix faces. La hauteur de ces pyrawides fera donc
€gale a la moitié du ¢6té du cube; & appellant ce c6té 24 4
jaurai €a3 pour Pexpreflion de la folidité du cube, & pat
: 3
conféquent % 5 ou t » pour l'expreflion de la folidité »

de chacune de ces pyramides. D’ailleurs leur bafe & ==}

o

donc la formule X == 3% devient X ==:4B ; c'eft-a-

dire, que Iz folidité dune pyramide quelconque ¢ft égale ant
2ters du produit de fa bafe par [a hauteur.

. Donc, 1.° la pyramide eft le tiers du prifme de méme
bale & de méme hauteur ; 2,° la folidité du cone eft aufli
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fe tiers de celle du cylindre qui lui eft circonfcrit.

670. Pour trouver celle du cone tronqué ADEC, me-
nons la perpendiculaire BF fur fes bafes, & fuppofons AC
=—ua, DE=15, GF =4, le rapport du diamétre a la
circonférence =—1.c, & la partie BG == x. Nous aurons
donc, x.x +di:bh.a Dolx— o Or les furfaces

d—pe
descercles dont DE,AC font les diamétres,ont pour expreflions
f...c,a_f Donc les folidités des cénes ABC , BDE font
494

atc b*cx

x 4+d) — —- &npar conléquent leur diffiérence ou la
( 34934 9 P 1 e

folidité du céne tronqué ACDE = — ((d’——b")x—l—a'd)
3-4

ed bd
= — (2*—+b* -+ ab ), en mettant pour x fa valeur —
3 4 a=—De

671. Pour mefurer la {6lidité d’'un polyedre , on le divi=
fera en pyramides , dont on calculera (éparément les {olidités.
Leur fomme fera celle du polyedre propofé. Sice polyedre
eft régulier, on multipliera le rayon de la {phere 2 laquelle
on peut le concevoir circonfcrit par le tiers de fa {urface, &
on aura {a folidité. Car on peut concevoir que du centre de
la {phere infcrite on ait mené des lignes droites a tous les an=
gles du polyedre, qui le divifent en autant de pyramides
€gales qu'il a de faces. Or la folidité de Pune quelconque de
ces pyramidles eft égale au tiers de fa bafe, quieft une des
faces du polyedre , multipliée par la perpendiculaire menée
de fon centre fur cette face, c’eft-a-dire, par le rayon de la
iphere infcrite,

672. A T'égard de la fphere méme, fa folidité eft égale
au tiers de fa {urface multipliée par fon rayon.

. Car on peut concevoir la {phere divifée en un nombre
infini de petites pyramides , qui ont toutes pour fommet le
centre meme de cette fphere , & pour bale une portion infi-
mment petite de fa furface. Or la {olidité de Pune de ces
pyramides eft égale au produit du rayon par le tiers de la
portion infiniment petite de la furface de la fphere, quilui
{ert de bafe, Dong la fomme de toutes ces petites pyramides,

FIG,

9Iy
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.oula foiidite de la fphere eft égale au produit de fon rayon par
le tiers de fa furface.
= 3. Soit s la furface d’un des grands cercles de la fphere

& a fon rayon, fa folidité fera  2s. Or le cylindre circonf-
crit 3 la fphere a pour folidité 24s. Donc la folidité de I
fphere eft & celle du cylindre circonfcrit:: 3 as. 2as::2 . 3,
rapport qui eft le méme que celui de leurs {urfaces, & qui fit
autrefois Padmiration d’Archimede, auteur de cette décou-
verte.

La furface de la bafe du cone equilateral etant 3s, & {a hauteyr.
3z, {a folidite eft 3as. Donc la fphere eft au cdne equilatéral ::
4 .9 , rapport qui eft encore le méme que celui de leurs furfaces,

Si Pon congoit un céne AEB qui ait menfe bafe & méme
hauteur que le cylindre circonferit 2 la fphere, la folidité de
ce cone fera le tiers de celle du cyiindrc. D’ou il fuit quele
cylindre , la fphere & le cone font alors:: 3. 2. 1.

674. Siunfe&eur circulaire BCD tourne autour du rayon
DC, il décrira un fecteur fphérique dont la folidité eft égale
au produit de la furface décrite par BC, multipliée’parle
tiers du rayon BD. Car foit BD =« , x == CP, ou I'épail-
feur de la Calorze BCM, foit 1 : ¢ le rapport du diamétre a la
circonférence ; & on aura 2ac pour la circonférence d’un des
grands cercles de la {phere, & 2acx fera la furface décrite
par BC. Donc la folidité du fecteur {phérique BCDM ==
B

== Do l'on voit que dans la méme fphere les fecteurs
{phériques font entr’eux comme les épaifeurs des calottes fut
lefqueiles ils font appuyés.

675. A 'égard de la calotte décrite par le demi-fegment

BCP, fa folidité eft égale a celle du fecteur {phérique BCMD
moins celle du cone droit décrit par le triangle BPD. Oril

eft aifé de trouver que ce cdne a pour folidité - ( 22x —xx

(a—x); donc une calotte fphérique dont I'épaiffeur eft

a pour exprellion de fafolidité S ( 2a*% - (2ax-%x%) (a-X) )
3

& 1
ext(a—=x).

676. De cette derniere expreflion on déduit facilement
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celle de la folidieé de la portion fphérique engendrée par la FIG,
révolurion du trapeze circulaire DPBF ; car en nommant 7 89.

fon épaiffeur DP, on a tout de fuite ¢ (227 —173) pour fa
folidité, On trouve de méme qu'en nommant z Pépaifleur
DQ, la portion fphérique décrite par le trapeze DQNF a
pour expreflion ¢ (aau — 2 u3),

Il n’eft donc pas difficile de connoitre la folidité de Ia
Zone engendrée par le trapeze QPBN. Son expreflion eft ¢

3l
(aaxlv—u i > Or appellant ¢ {on épaiffeur PQ,
3 L]

y fon plus grand rayon, ou la plus grande ordonnée NQ , 3"

la plus petite BP, onay=—=wu—¢; ce qui donne d’abord

ce( aa —uu— eu—-%ee") sona enfuite yy =—aa — uu ; d’ott

Jy +un as=—y y —+ un — 2eu —+ ee. Donc eu ==

e
2

5. & par conféquent la folidité d’une zone quel-

i~y e ee ce
conque — ce ji—i":%{j; = ?> =7 (3yy+35"y ~ee).
Ainfi quand méme on ne conuoitroit pas le rayon de la
fphere dont cette zone fait partie , on n’en détermineroit pas
moins la folidité,

677. Maintenant pour comparer deux {olides enfemble ,
appellons S la folidité du premier, & A, B, C, fes trois
facteurs ; s la folidité du fecond , «, 4, ¢ fes faGeurs. Nous
aurons donc S. s:: ABC . abe. D'ouil fuity 1.°que i A —
a,S.5::BC . be. 2.° Que lorfque A, z:: bc,BC, on a
S=ys. 3.° Que dans les folides femblables, S.s:: Az,
a3:: B3, 83 :: C3y 3 ; enforte; par exemple, que les folidités
des [pheres font entr’elles comme les cubes de leurs rayons o on
de leurs diamétres y ou de leurs dimenfions homologues quelcon-
gu!J‘.

Rapprochant donc de ce rapport ceux des circonférences
& des cercles, on aura les circonférences proportionnelles &
leurs rayons, les cercles proportionnels aux guarrés de leurs
rayons, & les fpheres aux cubes de leurs rayons,

SCD Lyon 1
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APPLICATION DES PRINCIPES
DE GEOMETRIE ET D’ALGEBRE

Avu CaLcuL pEs SINUS ET A LA TRIGONOMETRIE,
ek e P

E defir de connoitre les diftances, & de mefurer les ter-

reins ayant été le principal motif desrecherches que nous
venons d’analyfer, on ne doit pas étre furpris de trouver dang
les plus anciens Géamérres des traces aflez diftintes de ' Ar-
pencage. Ilsimaginerent de réduire cette {cience & la fimple
mefure des triangles; & c’eft de-13 que lui vient le nom de
TrigoNomMETRIE., Or ils remarquerent que le plus grand
angle étant toujours oppaf€ au plus grand coté dans un trian-
gle, toute la difficulté confiftoir 2 mefurer les angles & a dé-
couvrir leur rapport avec les c6tés qui leur étoient oppofés,
Les infirumens pouvoient bien donner la mefure des angles
avec aflez de précifion : mais rien ne put donner leur rappott
exa@ avec les cdtés. On chercha donc a le connoitre pat
approximation ; & pour cela, on fubftitua aux angles de
certaines lignes, connues dans la {uite fous le nom de fnus,
Cléroient , comme on va le voir, les moitiés des diftérentes
cordes du cercle ; & comme les cordes s’appelloient en latin
inferipre , on délignoit ces lignes {fous le nom de femiffes
infeript 5 que 'on avoit coutume dabrézer ainfi 8. infh
D’oi Seft formé, dit-on, le mot finus , dans le temps ol
tout finiffoit en ws.

Les Géomérres modernes ont tiré le plus grand parti de
ces lignes & de celles qui en dépendent: On ne peutlire leurs
Ouvrages fans avoir bien compris le calcul des finus. Ainfi
nous nous attacherons & en faire connoitre les formules s
plus utiles. Nous les appliquerons enfuite a la réfolution des
m.;;;-t-,les.

D




DE MATHEMATIQUES.

Du Caleul des Sinus.

678. L A perpendiculaire BD menée de Pextrémité B de 98,

Parc BA fur le rayon CA qui pafle parl'autre ex- ~
trémité A, fe nomme le finus de Parc AB, ou de l'angle
ACB que cer arc mefure. :

679. St EB eft le complément de 'arc BA , {on {finus GB
eft le {inus de complément , ou le cofinus de 'arc AB. Oril
eft clair que CD=BG , & que BD=—=GC. :

680, La perpendiculaire AT menée par le point A fur le
rayon CA jufqu’a la rencontre du rayon CB prolongé, fe
nomme la tangente de I'arc AB, & CT en eft la {écante,
De méme la tangente EM de P'arc EB eft la tangente de
complément , ou la cotangente de 'arc AB, & CM eneltla
cofécante, 2

On nomme encore finus verfe & cofinus verfe les lignes
AD, EG ; mais on s’en fert trés-rarement.

Afin d’abréger , nous écrirons fin , cos , tang 5 cot 5 fec s
cofec , finv , cos v, au lieu de finus, cofious, tangente, ca-
tangente , {écante, colécante, finus verfe , & cofinus verfe,

681. Il fuit de ces notions , 1.° que ke finus d'un arc quel-
conque ¢ff la moitié de la corde d un arc double. Car fi on pro~
longe BD jufqu’en F, BD fera la moitié de BF corde du
double de 'arc BA, Donc le finus de 30° ¢ff la moitid du
rayon. Caril eft la moitié de la corde de 60°, laquelle eft
€gale au rayon, '

682. 2.° Que le finus d'un angle quelconque BCA, on
de l'arc BA eft le méme que celui de 'angle 2CB ou de I'arg
@B qui lui fert de fupplément.

683. 3.° Que le cofinus d’un angle obtus eft négadif, Il
en eft de méme de fa tangente , cotangente, {écante , &c.

684. 4.° Que les finus croiffent depuis 0, auquel cas
leur cofinus eft égal au rayon, jufqua ¢o® Alors le fmus
devient égal au rayon , & le cofinus s’évanouit, Ils décroil-
fent enfuite depuis 90 jufqu’a 180°, ou ils deviennent nuls
pendant que leur cofinus devient égal au rayon pris négatiz
vement, ' " Oo
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FIG, 685. 5.° Que lestangentes & les {écantes croiflent depuis
g3, 0°, oulartangente eft nulle & la {écante égale aurayon,
" jufqu’a 90°, ot la tangente & la fécante deviennent égales,
paralleles & par conféquent infinies. La cotangente eft alors
nulle, & la cofécante égale au rayon.

Depuis 9o jufqu'a 180° elles décroiffent de plus en plus;
mais elles font négatives. Lor{qu’elles ont atteint 180°, Ia
tangente sévanouit , & la {écante devient égale au rayon pris
négativement. Dans ce méme point la cotangente & la cofé-
cante deviennent égales & infinies négatives.

686, 6.° Que la tangente de 45° ¢ft égale au rayon , ainfi
que la cotangente. Car alors les triangles rectangles CEM,
CTA deviennent égaux & ifofceles.

687. Cela pofé, foit 'arc BA=—A, le rayon CB—CA
=1 ( fuppofition que nous ferons déformais, afin de rendre
le calcul plus facile ) ; on aura & caufe des triangles rectan-
gles & femblables CBD, CGB, CTA, CEM, les propor-
tions & les équations fuivantes,

I. CD?»+BD>=CB?; ou fin*A +co/*A—=—1—/in*R
=+ cof B (B étant un autre arc quelconque ). Donc fin A 4~
Jin B icof B~4-cof Ai:cof B—cof A : finA—finB,& finA
~+cofB:fin B ——cofA:: fin B—cof'A: fin A — cofB.

II. CT>— TA* = CA:*..., fec’A —tang*A = 1.
DOHCﬁCA-—!—mngA: f EEL :fecA—-mng.A.

. CE?=CM* —EM2.... 1=cofec* A —corrA
= fec* A—zang* A, Donc cofec A —cot. A:1::1 :cofecA
~cor A, & cofec. A—cot A : fec A —tang A :: fec A +
tang A : cofec A = cot A.

IV.CD:BD:: CA: AT... cofA:finA:: 1 : tang A

Donc fin A=cof AXtang A ..cof A= ﬁﬂAA oo otang A

tdfx'g £
fin A '

(‘L“_,'Au .
V. CB:BD::CT:AT... 1 : finA :: foc A: tang A
- fn A tang A
DOncﬂnAXﬁ;A:mngA: v . .ﬁsz: fecA--
f«'.'!'.",o,' I

Jec :E_A_zm'“ﬁCAXGQ[AZL
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VI. CG:GB :: CE:EM...../in A: cofA:: 1: cot A=TFIG.
%%:;é—A. Donc cot A X tang A =1 =/ec A x cof A. 98-
VII. CG.CB::CE:CM.../imA:1::1:cofecA=—=
A DoncﬁnAqufecAzl:...—-cozAangA:

fin Ao

Jee A X cof A.

688. Soit propof€ maintenant de déterminer le finus & le
cofinus de la fomme de deux arcs donnés AB , BE.

Je nomme s le {inus BD de Parc AB, ¢ fon cofinus CD,
s le finus EG de larc EB, ¢ fon cofinus CG; enfin x le
cofinus cherché CF = cof' ( AB + BE ), &y le {inus EE
= fin (AB + BE).

Cela pofé, 2 caufe des triangles femblables CBD,, CFH,
EGH , on aura CD (¢) : CF (% ):CB(1):CH=—=

;::BD(J):FH:% Enfuite CD (x): EG(s )z

BD (s): GH (cr_’cf ) ::CB (1): EH (y——'%c)--

Donc s s=——cc’ —x 5 & & ==cy—sx; la premiere
équation donne x == cc’ —s5’, & {ubftituant cette valeur
dans la feconde , on a , ( en faifant attention que' I —s* ==
¢)y==sc’ -+ c. Doncen général a & b crant deux arcs
quelconques , on a fin (a—+b) = fin a cof b —+finbegfas
&cq[‘(zz—!—b)—::cofacq/'b——ﬁnaﬁn b,

689. Soita 4+ b==c, on aurafinc = fin aeof (¢ —
a)+cofafin(c—a), & cofcﬁccj‘acof(c-—a)—-
finafin(é— a). Or en traitant de ces équations Jin (¢ —
a)& cof (c—a) comme des inconnues, Oft (rouve Sire
(C—a):::ﬁnccafa-—-—_ﬁnacofc, & cof (e—a) =—=
cof ¢ cof a =+ fin a fin'c. Donc en général fin(a—b)=—
Jinacof b — finbcofa, & cof (a—b)==cofacofb=
Jin afinb. De ces formules on déduit facilement toutes cel-
les qui fuivent,

En faifant ¢ = b, on a fin 2a == 2cof a fina, X cof 22
= cof* a — fin*a == 2cof* @ — I (enmettant pour fin*a
{a valeur 1 — cof™ a ).

Oojj
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Soit 22=¢, on aurafinc=—afinlc cof zcy &cof et
- : 1--cofc inc
=2cof*ic. Donccof;c:V— . / 3 & f
2

2¢of2c? A

Fomp . fine V 1—cof*c Vx-——cojc
ﬁﬂ:c: — L —_— — e

® Vo I-cufc) 2 (14-cofc) 2 o
11 ¢ft donc faciie davoir le finus & le cofinus de la moitie , og
du double d'un arc donne,

690. Soit 2 = 30°, on aura fin (30° < ) =fin 30°
€of b ~cof 30°finb. Orfin30°=", & cof 30° ==/ 7' =8

=) 3 Dunf—ﬁn(gof’-l—b):;ﬁnbi/j —+ %cofb:
&fin (30’ —b) ==73¢cofb—1%fin b} 3. Doncfin( 30°
—+6)==cofb —in (30°—54) =n (30°— ) %
Ui b Y75, Dot il fuit que fi on connoifloit ‘tous les {inus de-
puis o° julqua 30°, on auroit immédiatement tous ceux qui -
font depuis 30" jufqu’a 60°, ‘ .
., 691. Silon fait 3 préfent 2= 60°, on aura fin ( 60° 4~
b) }ccfb-pfgnl—%ﬁrzb,&ﬁn(GDc-—b)zfcafﬁ
V3 —:i/fmb. Doncfin (00° —+5) ==4in (60°— b )
in b, Par exemple, fin Go° == fin 54 —+ fin 6°. Con=
noiffant donc les finus des arcs qui font entre 30° & 60°, on
aura tout de fuite ceuk qui font depuis 60° jufqu’a ¢0°. D’od
Yo voit qu'ayant calculé tous les finus depuis o° jufqu’a 30%
on aura immediatement ceux de tous les autres arcs,

. 692. Reprenons maintenant les deux équations fin ( @ ==
“5):ﬁrzacry'b+ﬁnbcqfa, & fin (a—b) = finz
€ofb—fin b cof 2 ; fi Pon ajoute d’abord la feconde 3 I pre-
miere , & fi on l'en foaftrair enfuite ,

Rl i it a cof B =="2 in(a=+8)—+1 fin(a—b)
“”"ﬁnbco/zz:%ﬁn(a—l—b}——;‘ﬁn(a—b)
_ SiTon fait les mémes opérations fur les deux équations cof
‘(a-f—b):co/:zcnfb—-ﬁnaﬁnb, & cof (a —b) =
':cofacqu-—i—_ﬁ'u:zﬁ‘!zb,
Qi cof @ cofb===:cof (a5 )~4Zcof(2a—b)
Dntrouvera....ﬁn aﬁnb:%cq]‘(a-—b)—-}cq[(n-—é—b)
# 593. Soit cz-—i—b—._—}:, a—-—ﬁ:::g, on aura g ==
S P

: e
— 3 b= ~—— Donc..\3
2 T
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; e R ) 3 B L
Jin pfin g == 2 fin = — cof —

cof p~+cofg==12cf P21 cof 11
" 2 2
cc_)fq—'cqu: 2_/1',:1 P_-_P-—qﬁll P-——-—‘-;
2 2 .
694. Suppofons dans les deux premieres formules fp A
90°, & dans les deux dernieres ¢ == o , nous aurons celles
qui fuivent. . .,
1+/g==2[in (45°41¢) cof (45° —1g) =12 fin* (45°+1q)
I—finq=2fin(45°—21q cof 45°=-39) =2fin® (45°—1q)
=200f*(45°+2g)=cofv.q
i+cofp=12cof*ip
1—cofp‘=:‘z_./in‘—;-})=-_ﬁnv.p
695 Divifons maintenant les formules du n.® 693 lesunes
fucceffivement par les autres , nous aurons. .
s | % F+e
Jfin (] L 1ang —
finp+-fing 2 3
— X
finp—fing pre - p—g
COf ———  fi7t e

2 2
Jinp=-fing p=+q | finp—fing

=£Gﬂg

2 ] cofp-t-cofyg
p—q | finp—fing

cot
2 cof g—cofp

I

¢of] P~+-cofy fecqg Jeeptfeeq

B = C0F

&'Ofg—-cofp

r feep—feq

feq  feep
699. En divifant de méme les unes par les autres, quel-
ques - unes des formules du n° 694, ON trOUVE « 4% 4 v'e
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1fing  fin*(45°+1q) _ fin® (45°+39)
1—fing — fin*(45°—39) ~ cof*(45°+39)
1—+cofp eofip
T—cofp — fin* ip
1=+ fing fin* (45° +39)
cof*3p
fing _ cofv.q fin* (45°—39)

1—cofq finv.q T2 fin* 3q g

697. Reprenons encore une fois les valeurs de fin (a-+8),
fin(a—b)y cof (a=+b),cof(a—b), & divifons les ungs
par les autres,, nous aurons . . .

=tang* (45°+g)

— col* 3p

finacofb  finbcofa
QIS TOETEE
fin(a4b) fina cof b+ finbeofa finafink finafinb

ﬁn(a———b)_ﬁnacofb——ﬁnbcofg finacofb finbcofa

fnafink finafink
cofb  cofa 1 I

— o

+,_.
finb fina cotb--cota tang b . tanga  tang a-i mngi‘

cofb  cofa cothb—wcota I 1 tang a == tangb

—— — — —

fink fina tangb  tanga
cofb  cofa

—_— ) —
fin(a+b) finacofb-+finbeofa finb fina cotb == cora

— —
e R S, _—=

cof (a—b) cofacofb-l—ﬁn afinb cofacofb 1--cotbcota
.__——-+ i
tang a —+ tang b finafinb

"y~ tangatangb
fin(a—b) finacofb—finbcofa  cotb—cota tang a— tangh

— —

cof (a+b)  cofacofb—finafinb cotbcota-1 1-tang a tangb

cof(a+b)  cofacofb—finafinb  cotb—tanga 1—tangatangh

—— - —— = —
cof(a—b)  cofacofb—+finafinh  cotb--tanga 1--tanga rangh
cot @ — tang b

cot a -+ tang be
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ﬁ:z{d—!-i’) tang a-4—tangb eota—coth
— = tang{ a-tb)= = . Donc
cofta—+b) I—tang atangb  cot a cot b—1

1 1—tang a tang b cotacorbh—x
cor(a—+b)= = — ;

tang(a—-b) tang a - tang b cot a ——cot b 3

fin (a—8) tang a — tang b cot b—cota

———— =tang(a—b) = = 2

cof (a—b) 1-t-tangatang b cot b cora—+1

I--tanga tangb cot b cot a1

Donceot (a—5b)=

tang a — tangb coth —cota

698. Soit a=—=45°, & on aura zang ( 45°~b) ==

1+ tang b cotb -+ 1 I — tang b
ey s &tang (45° —b) == L

1— tang b cotb+ 1-tangh
e (455t 5) coth — 1
Bevicor (45 coth -+ 1e

1

. : 3 tanga
Silon fait e==b==2c, on aura zang 22 = e

1 —tang*a®

I— tang® a
T s SCLOE DT —— e

I‘—fdﬂ.g c 2tcmg i
Xcota — % tang a. Donccorc.__—cot~c——mng c, &
cor—c_zcorc—l—tang Cs

2tangic
ou tﬂﬂg ==

i I
699. Puifque fec @ = ——, & cofec a= Jiola ;Y
cof a fin a
1

1 cof acofb fecafeck
fee(at-b)= —~ = =
cofacofb-finafinb [fnafinb = 1-tangatangh
i

cofec @ cofec b cofacofh
g

i P——s

cotacoth—1

ecafech
ﬁﬁ'(ﬂ'——:b)-—- f-'—'f—-  —
1~ tang a tang b
cofec a mfec

‘%C(d+b) T cot b:;ic_oz g
eofeca cofec b

¢ofec (a—b) = ——————

cat b =—cot a
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cofec*a  1--cor*a

=
2 cota 2cota
¢ot a —+ tang @ cotya-i-tanga
—_— . Dong cofec a= ——— ——. Orcotia=1cora
2 2

700. Soit 2 =15, on aura cofec 22 =

cotza—-tangly
2

= cotLa— cota, { en mettant pour teng+ z {a valeur coz 2 —
2c0ta)

H-rang £ 2 (698). Donc ‘coﬁc'cz =cota—tangia=

fecta 1-+tang®a (14 tanga
On a aufli fecc 2= e = .

1—tang*a 1—tang®a 1 — tangta

2tang a 1-ttanga 2 tang a 1-~tanga
— = — —. Mais
1—tang*a 1—tanga 1—tang® a 1—tang a
2 Idﬂgtl
gang (45°+a), & — = tang 24, Donc fec 2a == tang
1—tang® a
(45°+a) —tangaa, &feca=tang(45°+3a)—tanga=
ot ( 45° — T @ ) — tang a,
; I I
De ce que fec a = s 8 cofeca= » onafeca=tanga
] cofa fina
¢ofec 2, & en {ubftituant toutes les valeurs de cofec 2 trouvees cis
Id!Ig a
deflus, on ama fec a = - (cotta-ttangta) = tanga
2

(cota-tangia ) =1-tangatang; a == tang a (cot ta—cota)=
!dﬂg a
tangacot zar—m1— ———— — 1,
tangza
Au refte toutes ces formules peuvent étre variées d’une in=
finité de manieres, en les ajoutant, fouftrayant, divifant,
#cc. Nous ne nous y arreterons pas davantage , ce qui a déja
gié dit pouvant {uthire pour les trouver au befoin,

De la maniere de calculer les Tables des Sinus 5 Cofinus &

701, Silon remontedla valeur desang (e—+5),0n es dé-
uird
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e : . : tang (A +BY3-targ C
duira facilement zang (A+B+C)— — :

1—rang Crang (A ~+ Bs
Soient donc @, b, ¢ les tangentes refpectives des arcg

‘A, B, C, &on aura tang (A—G—B—-l—-C) ==

a4 b ~-¢e— glc
1 —ab—ac-—bce
Pareillement fia, &, ¢, d font les tangentes refpeciives de
quatre arcs A, B, G, D, on aura zang (A+B+C+D)
a—4b~c~4d —abe — abd—bcd—acd

= —b—ac — ad — bc—bd—cdet-abed.
que fi 'on a un nombre quelconque d’arcs A, B, C, D, &o,
& que 'on nomme s la fomme de leurs tangentes, s' leurs
produits deux 3 deux, s™ leurs produits trois a trois, &c. on
‘;__51!:_+_‘;v7_5vn+&c

D’ouil fuit,en général,

aura tang (A+B+C+D—+&c.)—
I-§Ti—stv -_;n..i_.&c.
702, Suppofons maintenant que tous les ares A, B, C,
&cc. foient égaux ; {i 'on nomme # leur nombre, & zang A
la tangente de I'un quelconque de ces arcs, on aura (308)
n.n—jx n.A=1.7-2
g = ————rang* A, s = ————== tang3 A ,sI¥ ==
e 2.3
R.A=1.n-2.0n~ (g8
sz L e rangtA , &c. On a donc généralement ..,y
2.3.4
: Al n.n-1.7-2.0-3.0-4
ntang A- tang3 A - tangS A- &g
2.3 Flglunle
fang nA = =
n.n=~% n.n-1.n-2.71-%
I — tang" A -+ —_— mng"’ A— &Cg
2 el ;

fnA  n.n-1.n-2. fid A
n —— ~+ &ec.
cofA 2.9 cof3 A
n.n—1. fin* A
g o o 4
2 cof*A

n.n-1.7-2

peof#1 A fin A — —— cofB—3 A [in3 Ad-&¢,

_ i ol

; n.n-1 RA-La-2n-% - :

€0 A - —— of 2 A fin® A e e cOf #—1 A fin* A - &g,
2 2:3+4 Pp
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Soit N le numérateur & D le dénominateur,, on-aura » e
faifant le calcul, n* 4+ D2 =rco/* A =1 cof*"—32 fn2 A 5
nn=x

—— C(?f"‘""_%ﬂ"'A.—i-—. ale —-l'*ﬁlz”“%:(cquA-}—ﬁnlA\j":L
2

I nn A N /
Or = = rang nA — [(—Ji._ RO o _ﬁf_fl_a___

D cofn A VI—NN T V'l__j_rﬂ.n“"A.
Donc N=/innA, & D==cofn A ; on a donc el
e R G T

n.Aa-1.1-2
Sinn A=ncofn—1 Afin A— cof n—3 Aﬁn-”A-*-_’_’:
2.3

n.-1.7-2.7-%.0-4

cof i—5 A finS A — &c.
S 1
1 | H.H-I.!Z-z.!l—'}
A N T Ep—— cf =2 A fin A e N
& 2. %0d

cofn—4 A fin* A — &c.

703. Suppofons maintenant que 'arc A foit infinimen
petit fenforre qu’il faille que n foit infini pour que Pare nA fok
d’ure grandeur finilez , onavra fin A=——A ; parce que lare
infiniment petit ne différe pas de fon finus : enfuite cof A=
1, n—Il==n==n—2==n— 3, &c. parce que nel
g a : g
infim ; enfin fin A=~ Ces valeurs étant fubftiruées dans

Tle
les formules précédentes donnent

. - - L] . . - . L] - - L
a3 a¥ a?

ﬁ”ﬂ:dh—-—- — e —
2.8 2 2.3:4.5 - 24 8:8.6;

a® at al
€of A== T e e - -+
2 23448 2.34.5.6

a3 a’ a’?

A= v——— i

fina : LT B 3.4.5.6.7.8.9
=langa= el
cofa a® a* ab a8
s T — &
2 25 234,50 2.3:4:5:6:7.8
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:1

-+ &ec!

2.3.4 2.3.4.5.6

L —cota=
a3 at a’

fin 2
e e ——————— = &C.
23 2345 234567

: ; . i
704. Soit maintenant arc 2 une partie quelconque ~
i

de 90°; comme l'arc de 90°=1.570796326794896 , en
apgcllantcce AombIe ; O AULA - 5 eialare d

go?:Fiic 3 s e7 fiad
fin = — - s e - — - &
momola.gmd 254 5m8 23%.67m? | 2.3.0.9.m2

1 1
o —— . 1,§70796326794896 ~ ——. 0,645964097506246
nit n
I «1
H—.0 oygr-’y( 6246167 — ——— , 0,004681754155318
ms m?
T I
B —— . 0,000160441184787 =— ~— 1/0,000003 598843235
m? mix
I I :
- —— 0,000000056921729 — . 0,000000000668803
mt3 mrs
I

. 0,000000000006066 — . 0,000000000000043
m*? w! 3

go® ct ch b :
o &c. & cof —— =T — - - + &c.=t1
m am? 25 .4m* | 2.3:4.5.6.m8

I I

—— , 1,233700550136169 4 —= . 0,253669507901048
=2 s :

1 I
. 0,020863480763352 = ——. 0,000919260274839
ms . m
T A -5 1
= T 05000025202042373 == ——— 0,000900471087477
m mt

Ppjj
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I
= —— . '0,0000000063 86603 - . ©,00000000006565§
m' m' 6 i
1 I
E— —— , 0,0000C0000000§29 - . 0,000000C0000000%
mi8 me
= &c.
i o 90? g0t
705. Ileneft de méme pour zang — , & pour cor =~
m me
©On peut donc par le moyen de ces ﬁ_rles calculer les finus;
cofinus , &c. de’ tous les arcs; il n'y a qu'a fubfhituer des
valeurs a /4 Mais comme il fuffit de calculer les {inus jul
i : =43
qua 30% (690) peur aveir tous les autres ; la fraltion =
n
fera toujours plus petite que ;: enforte que la férie égale /i
o

“ fera tres - convergente. Veut-on, par exemple, avoir
m

le imus de 9°2 On fera m =103 & on trouvera aufli-tot
Sits 9% ==0.156434465040314. Si 'on propofoit de trou
ver le finus d’un arc d’un certain nombre de degrés , avee
des minutes y des fecondes, & il éft clair qu’on pourroit le
trouver par la méme méthode.

706, Les {inus qu'on a par ce calcul conviennent 2 ua
cercle'dont fe fayon =1, & par con{équent pour avoi
ceux qui conviennent a un cercle dont le rayon =« , il faut
les multiplier, par a.

- o7 Dans les Tables otdinaires on {uppofe que le rayon
== 10000000000, & pour plus grande commodité’on ¥
4 1ms les 100ar1mmcs des finus; cofinus’; tangentés , cotan
entes , du;ms ¥ ]uilu a2 9o°, en exceptant ceux des arcs
fu; entie des fecondes , p:n(,e gu’il eft facile d’en trouvet
Ii figs, cofimus, &c. comme-on peut e voir dans les Taz

€5 dem citées (463 Je
¥ ,;GS Quant aux fecames & cofécantes- on n'en a pomt
fait de Tables particulieres , parce que leur ufage eft peu fré-
-‘q ent, & qu'il eft aifé d’ailleurs de les calculer par le moyen

.I. I (J ¢-,-—4-
d & b s v 81005 e
del mfmulesfc i mf&_, cioofer d_fq 3 qiti devien
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z )

aent pour le rayon R des tables fec ¢ == R cofeca= —

cof a9 finz
d’oti Pon tire Log. fec a = 2 LR — L cof’'a = 20.0000000
— L cofa, & L cofec a =— 20.0000000 — L fin a.

709. Apres avoir réfolu généralement ce probléme:
&ant donné un arc, trouver fon finus, fon cofinus, fa tan-
gente, &c. il nous refte & donner la folution du probléme in~
verfe : étant donné l¢ finus, ou le cofinus , latangente oula
cotangente d'un arc, trouver la longueur de cet arc.

Sil’on donne le cofinus oula cotangente, on aimmédiate~
mentle finus &latangente. Ainfi le probléme e réduita trouver
la longueur d'un arc dont on donne le finus ou la tangente.

Ot, 1.° fi 'on remonte i la valeur de finz, on en déduira parf
laméthode inverfe des féries (457) , :z:ﬁfz:z—t—fif.f - w

in® a s M
3:5:7 /774 | g 2.°SiPonnomme tla

2.4.6.8.9
3 b
a—-—a-—+ i R
s 2.3.4-5

tangente de l'ar¢ a5 o0f aura (703) 1=
a* a*
e T = L
2 2 L
a’t a3 att

Rt . O ara e ol oy B, Boit o= An-BAR
2 2. Ay

Ct5 - &c. on aura en fubftituant & déterminant les inconnues
A,B,C,&c.A=1,B=—1,C=}, &c. Dot a=tanga—
fa 3 e /) Al fe ‘0'7
-‘-ﬂi_f_-}_fdt'g'!_l_flﬂn—.f_r_&c.

3 7
710. Ces deux féries donnent doac la folution du probléme
propofé. Appliquons-les maintenant a Ia recherche du rapport du
diamétre A la circonférence.

1

Sil'on fait fin @ =%, on aura la longueur de I'arc de 30° = 7 +

T
> (S g TN W e de SO fone

2.9 54 G Ay 5T 5 a4 bre.al

gueur multipli¢e par 6 donneroit la demi-circonférence , & par

conféquent Ie rapport cherché ; mais comme cette {éri¢ , toute

convergente qu’elle eft, eft affez difficile a calculer, il vaut mieux

fe fervir de la feconde qui donne , en fuppofant 'arc 2 de 45°,0ou

tanga=1, a==1===% o L— 1 4 — L~ &c. Erparce quela

3 3 It
marche de celle-ci eft trop lente , on a imaginé un moyen beau-

<oup plus expéditif pour avoir la longueur de ce méme arc de 45°%

SCD Lyon 1



302 Lecons ﬂ:LﬁMEITTMRrs

711. Cemoyenconfifte decompofer I'arc de 45° en deux autres
arcs que nous appellerons 2& b, & a chercher {éparémentleur lon-
tang a - tang b

.

1—tanga mngb

gueur. Or dans cette fuppofition rang(a+-b)=1=

1 — tangh
Donc tanga = —— . Soit tangb=7%, on aura tanga==%. La
1 —-tanghb
fomme desarcs 28 b,0ule quart dela demi-circonférencecferadone

4+ ——=8c
B L = e85 358 163 387
5 — ca785 398 163 357 4483
ity oo S mie
BTN ZANE YO
d’oul'on tire c=3.1415926535897932, & le rapport du diamétre
a la circonférence , comme on I'a donné (622).

712. Avant de terminer cette matiere , nous remarquerons que
les formul&.s deja trouvees pour les valeurs de rang nA , fin nA,
&c. peuvent {ervir a4 trouver les finus , cofinus , tangentes , con
tangentes des arcs multiples. Car fmfunt fing =5, cof a =t}
tang a =, on aura la table {uivante.

g e R

e

fin 2 =s fp T P
Ie

| fin 20 = 2cs cof 2a=c*—s*
|fm":z"-*4;c —s cof 32 =3 — 3¢5t
Efn 4&:850—-455 cofq,.z*-c"'——()c" e

fin §a=16sct—125¢* 45 | cof ja=cT—1063 s 455t
&ec.

J

E r—
K e e g
l fdflg a—=—t

hmg 2=

at
1 —t
3t — 13
tang 3a=— 1_3;5
4t - 413
=6 =4-t* At = 473
1 — 101 —+52#
- |COL§8 ——
st — 301315
j&c.

e
== e

713. ‘On peut anffi , par le moyen des mémes formules ; trou-
ver les ¢quations qui fervent a divifer un arc ou un angle quel-
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eonque en un nombre donné de parries égales. Car alors fin (nA)
eft connu , & on cherche fin A. Soitdonc fin (zA) =8, fin A=x,
8t cof A =1 ; onaura cette ¢quation a réfoudre , b =ny#—1 x —
n.n—I1.n—2 nfl=——1.1——2 .ﬁ-—-g.ﬂ——‘;

— 32 =5 x5 —

2.3 2.3.4.5

&c. Ainfi en donnant 4 n les valeurs fucceflives 2, 3, 4, 5, &c!

les équations fuivantes ferviront a divifer un arc en autanr de
parties égales.

b— azx—ox VW F—xX . : . . . . pour 2 parties.
b= 37pin — 3 = 30— 443 3
be=s4Px — 43 = (42 —8x3) /1 — xx .
b= 51*x — 107*53 4 x5 = 52— 2053 4 162
&e.

714. Pour faire quelqu’application de ces principes, nous al-
lons donner la methode de réfoudre par approximation toute
équation du troifieme degré dans le cas irrédudtible.

Selon ce que nous venons de voir , fi  eft un arc dont le finus
=, onaurafin { a,o0u », en réfolvant cette ¢quation »3 —3 x
~+:b==0, & lorlque le rayon du cercle, au lien d’étre =1,
fera—1r, onaurax3d — 3 r* x - ; br* =o.

715. Obfervons maintenant que les arcs 180° — 2, — ( 1802
~+ 2 ) ont le méme finus que I'arc 2 enforte que pour les divifer
en trois parties égales, on a la méme équation x3 — § r*x —- b
=oarefoudre; d’ou il {uit que les trois racines de cette equation,

180° — 2 180% 4=

fontfint a, fin —_— —fin s OU finta, fin (6%

3

—ta), —fin(60°+412a).

716. Cela pofe , {oit I'équation 4 réfoudre 53 —px 4-g=o0
{ f1 elle étoit %3 — px — ¢ — o, il {eroir facile de la ramenerala
forme précedente , en faifant x =—y ) ; en comparant cette
équation a 3 —irx+4-1b*=o0, onair*=p, tbri=g,

39
d'oulontire r=2 v $p, b=—. Donc fi 'on décrit un cercle
74

39
dont le rayon foir 2 y/ $p, I'arc de ce cercle qui aura pour finus —

P
étant nommé z , finta, fin(60°—%a), —fin (6o°++a),
- {feront les trois valeurs de x. Mais le finus doit étre plus petit que

3q ,
le rayon , il faut don¢ que 2 v/ § p furpaffe — , ou que = p? foit
; B
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plus grand que £ g*. D’ou il {uit que toutes les équations du troiffense
degré dans le cas irrédudible font réfolubles par cette méthode.
~717. Reprélentons par R le rayon des tables , & nous aurong
RXx39 V3 _ RX39v/3
—_— pout le finus tabulaire de Parcz, ou fina = el
2pV'p 2pV'p
Or z étant connu, finta, fin(60°—La), — fin(60°++a)le
{eront aufli, & par conféquent les trois racines de la propofée,
{eront ( en ramenant ces finus a ceux qui conviennent au rayon
2v/5p 2Vip :
2V ip),x= T R fin (60°—%a),x
R

S

2y Ip

:——-;-ﬁzt(60°+§a).

Ex. 1. Soit I"équation x3— 334 1=o0 qui donne p=3 , 9=
y; doufira=:R, 8ca=30° Les trois valeurs de x font
2 fin 1Q° 2 fin §0°
donc x = —— Oig AT a0 e = 1.5320888 ,
R
2 fin70°
= = —1.8703852

R
Ex.IL Soitx3—x-+j=o0,0onaurap=1,g==%, fine=

R - 2 fin 20°
— v/ 3. Donc a=(€o, & les trois valeurs de x font x = ———

2 }_{\/3

£=0.394931 5 x =
Rv3
{7.137158.
Ex. IIL Soit encore I'équation x3—5x~-3=0, qui donne p=j

R 5
—3 ,ﬁ;za:——V-g—:, &L fina=LR—+:L3-L2-2L5=0.843318
n 53

=Lfin44°11' §2",donca=44°11'52", &les trois valeurs de x font,
2V 5fn(14° 43 57") 2V/'5 fin (45°16'3')
== - . Xi= s N5
Rv3 Ry3
— 2V 8/in(74° 43 57"}
Ry/3
%=.0.656625 , x == 1.8542358 , % == 2.490863.

. En faifant le calcul on trouvera ..:+

REM:
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Rem. Quoiqu’il y ait une infinité d'autres arcs dont les finus FI G,
font les mémes que celui de Farc 2, ils font tels cependant, que -
les finus de leurs tiers peuvent {e ramener a I'une de ces trois for=
mes, finta, fin( 60°—2%a), — fin (60°—+ % 2). Ainfi I'équa-
tion du troifieme degré refolue par cette méthode , n'aura jamais
gue trois racines , comme cela doit étre,

Réfolution des Triangles par les Sinus 5 Cofinus 5 &e.
718, I ’Objet de la Trigonométrie eft de réfoudre ce Pro-<

bléme général, Etant données dans un triangle
trois de ces cing chofes, deux angles & trois cotés, trouver
immédiatement 'une des deux autres.

719. Lafolution de ce probléme eft entierement fondée
fur le principe {uivant : Dans tout triangle les finus des angles
font entr’eux comme les cotes oppofés. Or voici la démonttra-
tion de ce principe.

Si Pon infcrit un triangle dans un cercle , chaque c6té fera
la corde d’un arc double de celui qui mefure I'angle oppolé,
celt-a-dire , le double de fon finus mefuré dans ce cercle 3
donc les c6tés du triangle feront entreux comme les finus
des angles oppofés, mefurés dans ce méme cercle, & par
conféquent comme les finus des mémes angles meflurés dans
Ie cercle qui a pour rayon celui des Tables.

720, Donc, 1.° dans le triangle reGangle BAC, le {inus
de P'angle droit A, ou le rayon, eft & Ihypoténufe BC::
JinC.AB:: finB.AC.

721. 2.° Puifque /in B==1cofC, & réciproquement,
ona/mB.cofB:: AC.AB. Or(687)co/B JmnB:ile
rayon R . zang B. Donc AB.AC::R . zangB :: R .cot C;
& AC,AB::R.ung C:: R .cot B,

722. Il n’en faut pas davantage pour réfoudre dans tous
les cas le triangle rectangle ABC, lorlqu’outre Pangle droit
A on connoit deux de ces cinq chofes, B, C, AB, AC,
BC; pourvu cependant que ce ne foient pas les deux angles,
Car alors on ne peut connoitre que le rapport des trois cotes,
YVoyez la Table fuivante, :

Q9
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R T T T

@' Etant donnés Trouver RMULES.

BC
AB, AC AB:AC::R :tangB.
AC:AB::R:ungC,

—

AC — v/ BC —ABs-
BC:AB.‘:R:me.
BC:AB:R:fnC,

AB, BC

AB=y BC*—=AC?, 1!
AC, BC BC:AC::R:/mB.
BC:AC::R:cwfC.

AB, B AC R:zang B:: AB: AC,
BC cof/ B:R:: AB:BC.

AC, B AB R:cotB:: AC: AB
BC S/nB:R :: AC:BC.

AR C AC R:cotC:: AB: AC.
BCIEY Gt -G

AEE R: tang C:: AC: AB.
BC cof C:R:: AC:BC,
AB R:cafB::Bé:AB.
AC R:finB::BC: AC.

AB R:/inC:: BC: AB.
AC R:cofC:: BC: AC.

Quant aux triangles obliguangles , ou qui n’ont pas d'an-
gle droit, leur folution fe réduit i celle des problémes fui-
yants.

723. 1. Etant donnés deux angles quelconques B, A,
& un cot€ BC , trouver les deux autres cotés BA. , AC.

s ? BCx/inB

Faites la proportion fin A . BC :: fin B, AC=— o

in
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E:ﬁnC.AB::ﬁn(A-—I——B).A

Si BA efit été le c6té donné , on auroit eufin (A—+B).
BA::ﬁnB.AC::ﬁnA.BC. .

Suppofons, par exemple, A==88", B = 36°, & BG
de 56 toifes, on trouvera Log. AB=—=L 56—+ L fin 56°
— L fin 88° = 1.667027 ; d'out AB = 46*, 454,0n trou-
vera de méme AC = 32¢, 936.

724. II. Etant donnés deux c6tés & un angle, trouver
Pautre cbté & les deux autres angles, fachant d’ailleurs de
quelle efpece ils font . . .. L’angie donné peut étre oppolé a
Pun des cdtés donnés ou compris entre ces mémes cOwés , ce
qui fait deux cas différens.

L Cas. Soit donné I'angle B & les c6tés AB, AC, on
aura BC, & lesangles A & C par ces proportions; AC./nB
:: AB . fin C. Connoiffant les angles C & B, on connoitra
angle A, fupplément de leur fomme; & en faifant /in B .

z2h ACx fin(B+C)
AC::fin A .BC, on aurale c6té BC== e

Mais pour trouver immédiatement le coté BC, foit menee la
perpendiculaire AD fur le coté BC, & foit nommé AB (z2), AC
(b),finB(s),cofB(c),onauraR.AB(a)::/fin By A=

‘-’Rf:.-cofB(c).BD—_—fRf Done DC = ]/ AC*—AD* =

—_—

V”’_ ‘3_‘__ . &DC—+BD=BC= %f
- 725, IL Cas. On donne Pangle A & les deux c6tés AB,
AC qui comprennent cet angle ; il Sagit de trouver les deux
autres angles B & C, & le troifieme c6té BC.

On a AB.AC:: /i C./inB. Donc AC—+ AB. AC
}—- AB :: fin B =+ fin C . fin B — fin G, Or (695 )
ili—l_—;ﬁ_n_i] tangt (B+C) = Pk
ﬁr’l B --—-ﬁ.rz C — ;@‘?T(B_:_C_). Donc A\J == AB . A.C
AB::tang 2 (B—+C).tang 2 (B —C). Maiszang ; (B
—+ C ) = tang (90° —= A ) ( puifque B 4+~ C=—= 180"
—~A)=cot: A. Donc AC+ AB.AC—AB::cor; A.

1 AC—AB
tang 2 (B—~C)———— cor = A. e %
ang ; ( C) ACTAB cor - A Counm{.f-mt B==C
Qq1
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&B-I—C:ISO — A, il fera facile d’avoir les angles

B&C, & onaurafmnB.AC:: /i A .BC— AC/2A

& par-1a le wroifieme c6té BC fera déterminé.
On peut encore réfoudre ce probléme de la maniere {uivante,
Soit menée la perpendiculaire BF fur le ¢oté AC, & foit AB=a;

as
AC=1h fin A=s,c0of A=c,onauraR:a::s: BF=—::c: AF
R
ac ac

=—. Donc FC=4-— —. Or dans le triangle rectangle BFC;
R

R
/[ ac as aRs
on a FC b————).BF(—)::R.:.mgC: D
\ R R bR—ac
bR s
méme rang B = . Silangle A eft obtus, c devient négas
aR—bc
; cRs . bR s
tif, & on a tang C = » & tang B = :
. ER~+-ac aR~4-be

Le triangle re@angle BFC donne BC—V b-— )

S EAERT 2abc “5 2abc¢
= , ou § i PR s fi I'angle
R

A eft obtus.

726. Rem: De ce que AC+AB.AC— AB::rangt
(B+C).tang2 (B—C), il fuir que dans tout triangle
la fomme de d'mx cotés quelconques: _ﬁ a leur ’l’lﬁuf"ﬂcﬂ s COMmme
la tangente de la demi-fomme des angles oppofes a ces cotes eft
@ la tangente de leur demi-difference.

Soit donc AC ==« > AB =4, l'angle B—14, l'angle
C==c; on aura rang; (b—+c). r.z.’.gg (b—c)iza —4ds

Z
— R—R
a—d d
whedi: R . R-R.
k-4 a

d
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a A
Doncfi 5 R repréfente la tangente d’un arc quelconque ,

R tang v — RR
namta B, ——=— = ou R.eang (m-e-a5>)z:: tang
Rk tang n + R ? 5 ( 257 &

L(b—+c).tang:(b—c). Dot il fuit que fi on faic la
proportion , le plus petit c6té ABeft au plus grand AC::R.
Ja tangente d’un arc quelconque z, & fi on 6te 45° de cet an-
gle, le rayon fera 2 la tangente du refte :: zang ; (b—+c¢).
tang s (b—c).

=27, III. Etantdonnés les trois cotés d’un triangle , trou~
ver fes trois angles.

Soit BC=—=2, AR —%, AC=d, cof/B=—C, onaura

A s s s

(727) d=— Va’ —+ b — %—bc 3 d’ou 'on tire c == '2%6-
(a*—+ b*—d* ): ce qui donne cette regle générale pout
trouver un angle quelconque du triangle ABC: de la fomme
des quarrés des cotés qui comprennent angle cherché, ‘re-
tranchez le quarré du troifieme coté, vous aurez un refte 3
faites enfuite la proportion : le double du rectangle des cotés
qui comprennent langle cherché eft a ce refte , comme le
rayon eft au cofinus de cet angle.

Silangle cherchéeft obtus, on aura c= >y (d* - a* - b*),

24

Suppofons, par exemple, 2= 25%, 5= 36", d =40,
@* <+ b* — d* =321, 22b =—=50Xx 36. Donc 50X 36.
321,0u6.1,07::R.co/B,& L cof B=10.0000000-+
Li, 07 —L6=9.251233. DonclangleB eft de 79°

_728. On auroit pu trouver la meme formule d’une autre ma-
niere,

Soit F le centre du cercle infcrit dans le triangle ABC, & FG
fon rayon , en gardant les mémes dénominations que ci-deflus ,
faifant de plus ¢= la moiti¢ du périmétre a—+56—+c, on aura

; g—a.q——b.g——d

€630) BG=¢g—d, &lerayon FG = ——
4

Or dans le triangle re&tangle BFG, on a BG : FG :: R : tang FBG

=itangz B , ou BG* : FG*:: R*:rang® ;Brigd.g—d. g}

FIG.

A ¢ 02-
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FIG.9—4-9—b.q—d, oubieng.g—d:g—~a.g—b:: R*: tang8
1B ; formule qui donneroit Fangle B. Mais comme elle eft moing
102‘{'1mple que celle que nous avons i demontrer , nous ne nousy
arréterons pas. :
a-b-4-d
Sil'on {ubftitue 4 la place de g {a valeur > On aura
2
(a+b)?—d*:d* —(a—b)*::R¥:rang*1B. Donc (a—45)?
— (a—b)*, ou 4ab: a® 4 2ab —+ bb—dd :: R* +rang® 1 B:
R % (R—+-cof' B)
R¥*::fec*2B:R*::R*:cof* LB :: R?*: m——r s aRg
2
R +cof B, ou 2ab:a® 4 2a0b~+bb—dd :: R: R~4-cof B. Dong
R 3
2ab:a* 4-b*—d* ::R ie0of B= ¢ a* 4= b*—d?*), comme
2ab
ci - deffus.

729. Tels font les principes de la Trigonométrie. On
peut les appliquer 2 plufieurs autres problémes fur les trian-
gles : mais pour ne pas multiplier les exemples, nous n'en
ferons quune feule application.

Etant donné I'un des angles aigus d’un triangle rectangle

avec fa {urface, trouver fes trois coOtés.
Soit 2 I'angle donné, x le c6té oppolé, y l'autre coté, ¢
la furface du triangle ; on aura xy=—255 & x .y /il

y*fina -
cos @ Doncxy=—"—-—=—2s, & y=—

TR m——— —————
2s5cota Vzmmga
R cof a R
gete

% — 25K ? §
oténufe =1/ x? 4+ y2— V R e iy
P l/~ J cofafina — fin 248
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E MM R M KN
TRAITE ANALYTIQUE
DES SECTIONS CONIQUES.

730. O N appelle en géneral Sefions conignes les {etions faites
dans un cone par un plan.

Le cercle , par exemple, eft une feftion conique , parce qu'en
coupant un cone droit par un plan parallele a {a bafe , la fection
eft un cercle.

Le triangle eft aufli une fe@ion conique, puifquen coupant un
cone par le fommet, la fe€tion eft triangulaire.

Mais on a donné {pécialement le nom de {eftions coniques 3
trois autres feftions du cone, dont nous allons faire connoitre
Porigine & les propriétés , aprés avoir indiqué la maniere de les
traiter analytiquement.

Notions preliminaires fur lufage de I'Algebre dans lz
Defcription des Courbes.

Epuis que Deftartes imagina d’appliquer I’Algebre 4 la Géo-

métrie , on a vu les plus grands Geométres cultiver 4 lenvi
la Théorie des courbes. C'eft qu’ils 'ont tous regardée comme
des plus fécondes en découvertes, & comme des plus néceflai-
res pour approfondir les {¢ieuces Phyfico-Mathématiques.

731. Son objet eft d’exprimer par des équations les loix {uivant
lefquelles on fuppofe que des courbes données ont été décrites ,
& réciproquement de diriger I'Analyfte ‘dans la defcription des
courbes dont il a les équarions , & dans la recherche de leurs
propriétés.

Pour cela, on rapporte chaque point de la courbe a deux droi-
tes, dont l'une s'appelle la Ligne ou IAdxe des abfeiffes , Tautre
la Ligne ou I’ Axe des ordonnées. On cherche enfuire le rapport qui
fe trouve entre les abfcifles & les ordonnées , & I'exprefiion ana-
lytique de ce rapport donne 'équation de la courbe.

Cleft ainfi, par exemple, que yy = 24% — xx exprimant le
rapport conftant d’égalité entre le quarré de chaque ordonnée du
cercle , & le reftangle de fes abfcifles , on a dit (582) que cette
€quation appartenoit au cercle.
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732. Afin I'abréger , on eft convenu d’appeller fondion dune
quantité toute expreflion algébrique ot cette quantit¢ entre. Ainfy
les puiffances & les racines , les fommes & les reftes, les pro-
duits & les quotients d’une quantité en {ont tout autant de fonc.
tions. On dira donc que I'équation au cercle exprime I'¢galid
conftante d'une méme fonéion de chaque ordonnée ( c’eit {on

uarré ) & d’une méme fonétion de chaque ab{ciffe correfpon-
ante ( ceit {fon produit par le refte du diamétre )

733. On appelle en général coordonnces les abfcifles & les or
données corre{pondantes d'une courbe ; & comme la longueur dg
ces lignes varie & chaque inftant, on les nomme variables ou in.
déterminées , par oppofition aux quantités conflantes on déterminées,

Le point d’olt 'on commence a compter les abfcifles s'appells
Porigine des abftiffes. On eft le maitre de la fuppofer ot I'on veut,
avant de chercher 'équation des coordonnées : mais fa pofiriog
une fois déterminée , il faur la fuppofer toujours la méme dang
les détails du méme calcul. Ordinairement on met lorigine des
abfcifTes au fommet , ou au centre de la courbe.

Et comme en partant de leur origine , on peut les prendre des
deux cbtés oppofés de leur axe, on eft convenu de les defigner
par les fignes + & —, Ainfi on dit qu'une abfcille eft pofitive,
lorfqu'elle eft fur la partie de laxe que I'on regarde comme pofis
tive. Le choix de cette partie n'eft pas moins arbitraire que celui
de I'origine ; mais il doit étre invariable comme lui, quand il efs
une fois fait.

734. Les ordonnées peuvent étre perpeudiculaires ou obliques
fur Ia ligne des abfciffes , pourvu qu’elles foient paralleles en-
tr'elles. Communément on les fuppofe perpendiculaires , 8con
en diﬁiﬂgue de pofitives & de négatives, fuivant qu'eljes font
d’un coté ou de Pautre de Paxe des abfcifles. Quelquefois cepens
dant elles partent d'un point fixe.

Cela pofé , décrivons la courbs qui a pour ¢quation e
— xx. On fait déja que Ceft la circonférence d'un cercle dont le
diamétre eft 22; mais quand méme on ne le fauroit pas, la conf:
tru@ion de cette équation le feroit bientét connoitre.

a eft une quantité conftante ; je la fuppofe =y, & menantuné
ligne indéfinie BD , je prends AD = 10 = 22, que je fuppofe
divifée en dix parties égales AP, PP, &c. Jemets en A l'origing
des abfciffes ; BD en fera axe. Soit AD la dire@ion des pofitis
ves , AB fera donc celle des négatives, fi la courbe cherchéeend
Soit menée enfuite au point A la perpendiculaire indcfinie EF,
que je prends pour l'axe des ordonnées , & dont je fuppole g
Ia partie pofitive eft AE. Soit aufli AP=x, & PM=y. Il ek

3 1 4 4 I 5 lorfe x =
clair par I'équation méme, y ==/ 2¢x —xi, que lorique ]
o, onay==0; donc la courbe a l¢ point A de commun avee @

ligng
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ligne des abfciffes. Si on faitx=1, y devient +-3 : Si 2=2.FIC
y devient -+ 4 ; enforte que les valeurs correfpondantes de x & o 3
de y font 3

X—=0y 15 25, 31 C L) 6, T8, g, 10
J"‘—‘—o:i'ia:t“hi\/“siV24ai‘isi\/1£=i\’/“ai‘4:i3ao'

Or ces valeurs de y déterminent la longueur d’autant d’ordon-
nées, dont les extrémités M font des points de la courbe que I'on
cherche ; & parce que ces valeurs font a la fois pofitives & néga-
tives , il eft clair qu'en menant du point A deux branches égales ,
dont I'une paffe par les points M qui font au-deffus de I'axe des
abfciffes , & lautre par les points correfpondants qui font au-def-
fous , on aura la courbe demandce. :

735. Quant a fa defeription , elle fera d’autant plus exadle ,
que I'on multipliera davantage les divifions de la ligne AD, Cleft
ainfi que on peut décrire une courbe en rapportant chacun de
fes points M a deux lignes BD , FF données de pofition : car 11
Pon acheve le parallélogramme APMN , dont on connoit les
deux cotés AP ou NM, & PM , linterfe@ion de ces deux der-
nieres lignes donanera le point M de la courbe. Ondpy elle ce
parallélogramme , le pargllélogramme des coordonnées.

736. Les valeurs de y croiffant ici de plus en plus jufgu’a un
cerrain terme qui eft 5, & décroiffant enfuite dans le méme rap-
port jufqu’a zéro , on doit en conclure qu'il y a une ordonnee
PM plus grande que toutes les autres ; c'eit ce que Ion appelle
le Maximum de Pordonnée. La recherche des Maximum & des
Minimum éft une des plus curieufes de I'analyfe ; nous en donne-
rons les principes dans Ja fuite.

Concluons , en attendant , que la courbe exprimée par cette
équation yy = 2ax — xx eft une courbe rentrante & fermée. Elle ne
g'étend pas au-dela du point A ; car alors fes abfcifles ¢tant nega-
tives , les valeurs de y feroient imaginaires , ce qui indique qu'il
ne peut y avoiraucune de fes branches au-dela de I'origine des
abfciffes. Cherchons maintenant quelques-unes de fes proprictés.
737~ Pour cet effet , du milieu C de la ligne AD , je mene des
droites CM , & j’ai autant de wriangles retangles CPM , dans lef~
guels CM?* = PM?* - CP* =y* ~+ a* — 2ax—2x* ; donc puifque
y*=2ax—x*, on aura toujours CM =a; ceft-a-dire, que
tous les points M font a eégale diftance du centre C, propriété
diftin&ive de la circonference du cercle.

Drailleurs léquation y* = 2ax — xx , donne x . y 11 ¥ . 26 —X,
ou = AP.PM.PD: donc chaque perpendiculaire PM elt moyenne
proportionnelle entre les deux fegmens du diamétre AD , autre
propriété du diamétre du cercle. i

Menant enfuite une corde AM, on aura AM? = 24:¢; donc > ,
AM:: AM . 22; ce qui fait veir que dans la courbe demandée

Re
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. toutes les cordes menées du point A 3 un des points M font
moyennes propertionnelles entre la ligne entiere AD & le f{ep.
ment correfpondant AP, ce qui convient encore au cercle.

5i I'on mene la corde MD, on aura AM? -+ MD?* = 4a2* —
AD? , propriété du triangle reftangle. Donc tous les angles
AMD font droits , comme ils doivent Pétre dans le cercle.

Infcrivant le quadrilatere AMDM', on trouvera de méme que
AM X MD+AM' x MD =AD x MM’ (588). Et ainfi des
autres propriétés.

737. Soit propofé maintenant de décrire la courbe dont 'équa-
ticn aux coordonnées eft y* = ax. On voir d’abord qu’elle cou-
pera la ligne des abicifles & leur origine , ou’ x==0; on voit en-
fuite qu'elle aura deux branches egales , 'une pofitive,, l'autre
negative. Ces branches s'¢tendront a Iinfini en s'écartant de leur
axe , a mefure que I'on fuppofera des valeurs plus grandes pour
#. Mais ces valeurs doivent toutes étre pofitives , autrement les
ordonnees deviendroient imaginaires. La courbe aura donc Ia

- forme MAM', :

738. Soit aufli yy = xx — 24, 1l eft clair premierement que fi
la courbe a laquelle appartient cette ¢quation , coupe la ligne des
abfcifies , ou ne fait méme que Ia toucher en quelques points ,
on les déterminera auffi-tot, en fuppofant ¥ =o. Or dans cette
fuppofition on a x=—4-4. Ainfi en prenant fur une droite indé-

" finie BD un point A pour l'origine des abfciflfes, & deux' parties
AS, As égales 4 la quantité donnée 2 > la courbe doit paffer par
les points S, s que 'on appelle fes formmets. :

Pour connoitre enfuite la direétion de {es branches , foit AD

le coté des abiciffes pofitives ; on aura Y=y at —at =

v (x+a) (x—a), ce qui donne deux branches infinies, I'une

SM, lautre SM'. Mais , pour cela, il faut que x {oit toujours
plus grande que a. Si elle éroit plus petite , y feroit imaginaire ;
Ia courbe ne pafle donc pas Ie point S , tant que I'on ne prend que
des abfcifles pofitives,

Suppofons maintenant qu'on les prenne négatives, ou dans la di-

rcétion de AB ; I’équation deviendray—=--v/(-x42) (-x-2)
Or rant que les x feront plus petites que a, les valeurs de y feront
imaginaires. Il n’y aura donc aucune partie de la courbe entre les
points A & 5. Six==a, y =0, comme on Ia déja trouvé : {1
x> a, (lefigne > exprime plus grand,; le figne <<, plus petit )
alors y a deux valeurs réelles » I'ine pofitive , autre négative ;
& ces valeurs croiffant de plus en plus, la courbe aura deux nou-
velles branches oppofées , mais ¢gales aux deux premieres. L'axe
des ablcifles eft BD , celui des ordonnées eft EF ; fuppofant donc
des valeurs pour x , on déterminera les ¥ oules PM, & les pa-
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rallélogrammes des coordonnées donneront les points M, 1, &e. FI1G.
par lefquels doit paffer Ia courbe demandée. Nous aurons bienttt
accafion d’examiner fes propriéres. :

739. Cherchons encore la figure de la courbe exprimée par r'e-
= = bx* —— %3 5 ‘.
quation y>*= __— " Jeprends BD pour la ligne des ab{cif-
d—23X e
fes , AD =2 pourla dire®ion des pofitives, le point A pour
leur origine , EF pour l'axe des ordonnées, & jai y =z«

b4+ x :
V T2, ce qui donne, 1.° y=o0, lorfque x=0; la

a— x

courbe doit donc paffer au point A. 2.° Pour chaque valeur de
%, je trouve deux valeurs dey. Il'y a donc des ordonnées pofi-
tives & des négarives. Refte 2 déterminer les points o elles cef-
feront d’étre reelles.

3.° Je prends donc x pofitive , mais moindre que a ou AD , &
jai pour y deux valeurs PM, PM qui croiffent de plus en plus,
jufgu’a ce qwayanr pris x =a, elles deviennent infinies ; car

fitrs 1
ain R i
alors jai y == ———; {uppofant donc, comme on i¢
o]

fait ordinairement , que z€ro €x rime une quantiié infiniment
petite , ou que o=z, y eft infinie. Ceft-a-dire qu'il faudroit
prolonger A V'infini la ligne GH pour qu'elle rencortrat les deux
branches de la courbe. }

740. On appelle Afymptotes ces lignes qui s'approchant de plus
en plus des branches d’une courbe, ne peuvent cependant les
rencontrer jamais.

4.° Six>a, y devient imaginaire. La courbe ne peut donc
paffer au-dela de GH.

5.° Six eft négative , ¥ a deux valeurs, pourvu que x {oit
moindre que b. La courbe a donc aufli deux branches dans le {ens
negatif.

6.° Si x=bh, y=o0; la courbe doit donc paffer au point B.
Mais elle ne peut defcendre plus bas, puifque x> b rend les y
imaginaires.

7.° Faifant y==0, dans la fuppofition de x négative & =14,

b—z

onay‘r_xx( )::o;d’oil Ion tire x* (b—x) =0,
a—rx

qui donne x=o0, x =0, x=—b. La courbe paffera donc une

fois au point'B , & deux fois au point A, ou elle formera un
nceud.

741. Lorfque plufieurs branches de la méme courbe paffent
par le méme point , on l'appelle en général point muliiple , & <
RRjj
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FI1G. parculier, point double , triple , &c, lorfque deux ou trois brancheg
viennear s’y réunir. L’algebre apprend encore 4 difcerner ces
points , & a connoirre leur mulriplicieé ; mais cette recherche eft
fouvenr difiicile. :
8.2 8i b=o0, le neeud s’évanouit, & I'equation y* = x*
bz x3
), devient y* = —— ', que nous retrouverons bientds
a—Xx
dans une courbe ancienne nommée Ciffoide.

a—x

742. Outre les points multiples, il y a encore des points Pips

flexion & des points de rebrouffeméne. Les premiers {ont ceux oula
7. courbe , apreés avoir tourné fa convexité dans un fens s com-

mence a la tourner dans le {ens oppofe. Par exemple, la courbe

MAM' doart I'équation eft y3 = a4*x a un point d’inflexion en A.

Les points d= rebrouffement font ceux ou deux Lranches de la
méme courbe {& touchent , fans paffer au-dela du point de con-
tatt. Voyez la courbe mAm' dont Péquarion et yietant,

743. Sil'équation des coordonnées eit du premier degre, elle
appartient toujours a une ligne droite; & ceit pour cela quon
defigne les droites par le nom des lignes du premier genre ou du pre-
Inier grdre,

. Si dans I'¢quation des coordonnées , il n’entre que des yy ou
des xx, ou des xy, les lignes qu'elle repréfente , s'appellent
lignes du fecond genre.

Lorfque cecte équation eft du troifieme degre, les lignes qui en
Yefulrent font du troifieme genre , &c. Et comue les lignes du fe-
cond font les courbes les plus fimples , on les appelle aufli cour-
bes du premier genre , enforte que des lignes du troifieme font des
courbes' du fecond ; & ainfi de fuite. Les Auteurs varient fur la
maniere de les compter ; mais rout cela revient au méme. Il n’y
aquelaligne droite quif{oit du premier genre. Ily enaquatre dufe-
cond ; ce font les quatre fections coniques, ed y comprenant le
cercle. 11 yena 72 du troifieme , comme on peut le voir dans les
Opufcules de Newton ( Enumeratio linearum tertii ordinis) , & dans
les Ouvrages des Géométres plus récents ; MM. Euler, Cramer,
8:c. 11y en a un bien plus grand nombre du quatrieme genre.

744+ Mais il faut remarquer que dans cetre divifion de lignes en

ifférens ordres, on ne comprend que les courbes géomerrigues.
On nomme ainfi celles qui ont pour abfcifles & pour ordonnées
des lignes droites dont le rapport peut etre déterminé géométri-
quement. Ainfi une courbe qui auroit pour ablcifles des arcs de
cercle , ou des lignes droites égales A des finus » ne.feroit pas une -
courbe géometrique. Ce feroit une des courbes appellées mecia-

nigues ou tranfeendantes, Les premieres {e nomment aufli courbes
elgébrigues,
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w45. Or cequi fait le principal objet de 'Analy{e dans ’'examen FIG;

@une courbe , c’2ft:, 1.° dem trouver I'équarion, lorfque la
courbe eft donnée , ou de decrire la courbe fi on a déja fon équa-
tion. 2.° D’en dererminer la tangente. 3.° D’en connoitre la
courbure dans un point donné , ce qui fe fair enimaginant un perit
arc de cercle qui fe confond en ce point avec la courbe , & dont
on détermine le rayon par le moyen de I'équation de cette courbe.
Le cercle s’appelle ofculazenr , & fon rayon sappelle rayon de cour-
bure, rayon ofculateur , rayon de la développée. 4.° De chercher les
lus grandes ou les plus petites ordonnées de cette courbe , par
fa méthode de maximis & minimis. 3.° De trouver {a quadrature
exalle ; fi elle en eft fufceptible, ou du moins, fa quadrature
approchée. 6.° D’en trouver la re@ification , ou de déterminer la
Jongueur d'une ligne droite égale a 'un quelconque de fes ares, &
Le calcul algébrique ordinaire peut abfolument fuffire pour
toutes ces recherches ; mas le calcul différentiel & intégral eit beau-
coup plus expéditif. '

Origine des Seitions Conigques y & leur Equation generale.

746. S oit coupé un cone droit BCD par un plan quelconque
") AMP ; on demande l'équation de la courbe MAm qui ré-
fulte de cette fe@ion,

Si par le fommet B on fait paffer un plan BCD perpendiculaire
fur la bafe du cone & fur le plan coupant AMP , linter{ettion de
ces deux plans fera une droite Az ; & fi on coupe le cone paral-
lélement a la bafe par un plan FMG , on aura un cercle dont le
plan fera perpendiculaire au triangle BCD , & dont linter{eétion
avec le plan AMP {era une droite PM perpendiculaire aux droites

» FG ( 642). Laligne PM {era donc une ordonnée commune
au cercle & a la fe&ion MAm.

Cela pofe , foit AP=x,PM =y, AB=d, l'angle ABa =B,
Iingle BAz = A ; la propriéte du cercle donne yy =FP X PG.
Cherchons d’abord lexpreflion analytique deslignes FP & PG. Je
mene AE parallele & CD), & PK parallelea BD, I'une &Tautre
dans le plan BCD , &j'ai AB . fin AEB :: AE . fin B. Or AEB=
180°-B
——— = 90° — I B, donc fin AER =/in ( 90°—1B)=cof1 B,

%
dXfinB * dxa2finiBeof:B
& AE= == (689) =24fin:B. Dkil-
cof3B cof 3B 7
;eurs le triangle APK donne fin AKP . fin APK, ou fin AEB.
Jin AaE , ou encore cof tB.fin (A4 B):: x ., AK =

SCD Lyon



218 LEGONS ELEMENTAIRES
. x fin (A+B) xfin(A4B)
; donc KE ou PG=124in B — e
cof 1 B ? cof T B
Quant a I'expreflion de la partie FP, on a dans le rriangle APF;
fin AFP , ou fin BFG, ou fin BGF, oucof ;B.x:: fin A.FPx

—
—_

——;doncyy—-—— 2dx fin 2 BeoftB—xx fin A—-B
cof B cof*1B
fin A —
( dx fin B —xx fin A4B ) ; ¢quation demandée,

cof 3B

. 747. Maintenant , il ne peut arriver que trois cas, 1.° qued

-+B=180?, c'eft-a-dire, que le plan coupant AMP {oit paral

lele au cote BD ;.alors la feétion conique {fe nomme Parabole , &
finA X finB fin* B

fon équation eft yy = ——— dx = ———— dx = 4d fin}

cof *1 B cof* &

B, ouy==2/n<By dx. La parabole eft donc une courbe

formée par deux branches égales & femblables qui ont un cours

infini.

748. IL° Si A—4B eft moindre que 180°, il eft aifé de voir quele
plan AMP prolongé doit rencontrer I'autrecoté BD ; ainfi la {efion
conique qui en réfulte, 8 qui Sappelle Ellipfe, eft une courbe ren-
trante formée par deux branches égales, femblables & finies AMy,

f JSin A
Ama.- Son équation eft yy = (dxﬁn B — ¢ fin A+B).
. cof* +B

749 TIL° Si A+-B furpafle 180°, Ia fe&tion s'appelle Hyperbole&

fin A 4 —
fon equation eft yy = (a.’x_{z‘n B-xx fin A+B-——180°),
cof *3 B

~ Orfi on imagine un cone Bdc égal & oppofe par le {fommet au
» ~cone BCD, il eft clair que le plan coupant AMP prolongé lere-
contrera ,.& que de leur interfe@ion réfultera une courbe Mam
égale , femblable & oppofée a la courbe inférieure MAm; ol
plutét ces deux courbes que I'on appelle Hvperboles oppofées, 1€
feront qu'une feule & méme courbe généralement repréfentes
par la méme équation. .

750. Il w'en eft pas de méme pour les feftions paraboliques &
elliptiques. On auroit beau imaginer des cones gppofes au fom=
met ., jamais les plans coupants ne pourroient les rencontrer tows
les deux a la fois. Ainfi la parabole, I'ellipfe & I'hyperbole ot
des marques trés-diftinQives. La parabole a deux branches égales
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& infinies ; Pellipfe eft une courbe fermée ; hyperbole eft com- FIG:

pofée de deux courbes egales , {emblables & oppofées, dont la
diftance eft une ligne conftante Aez. Et comme chacune de ces
courbes a deux branches égales & infinies, il fuit que I'hyper-
pole en a quatre. L'ufage eft cependant d'appeller fimplement hy-
perbole I'une quelconque de ces courbes, & de defigner par le
pom d’hyperboles oppofées les deux courbes a la fois.

On a vu l'origine des trois fetions coniques ; voyons mainte-
nant quelles font leurs principales propriétes ; & afin de fimplifier
cette recherche , fuppofons-les décrites fur un plan.

De la Parabole.

7s1. L'équation 4 cette courbe eft yy=—4dx fin*1B; doncfi
on fait la quantir¢ conftante 4d in* 1B =p, on aura yy =px.
D'ou il fuit que les quarrés des ordonnées MQ?® & la parabole, font en-
tr'eux: comme leurs abfciffes AQ.

La ligne indefinie AL fe nomme I'axe de la parabole , le point *

A origine des ab{ciffes en eft le fommet ,. & la quantité couftante
p fe nomme le paramétre de 'axe. :

752. Sionprendl'abfciffe AF = :p, le point F {era ce qu'onap-

pelle le foyer , & Pordonnée DF paflant par ce point=y/7 pp
=1p. Don¢ lz double ordonnée Dd paffant par le foyer eft ésale an
paramétre. v

Sifur LA prolongée , onprend AG=AF =%p, & fi parle
point G on mene la ligne indé¢finie EGe parallele a I'ordonnée MQ:
ou perpehdiculaire a 'axe , cette ligne EGe {e nomme diredrice.

75%. Lz diffance d'un point quelconque M de la parabole a la direc-
trice EG, eft égale ¢ la diftance de ce méme point au foyer F. Car FM =
Viy+(x—sp) =V px+(x—3p ) =x+3p =06 =
MH. De cette propriété on déduit une maniere facile de décrire
Ia parabole par un mouvement continu.

754. Soit I'équerre EHO dont le c6t¢ EH puifle fe meuvoir
librement le long de la dire@rice AH, & {oit un fil OMF égal en
longueur a Fautre c6té HO ; fi ayant fixé Pune des extrémités de
ce fil au point O , & l'autre au foyer F, on approche I'équerre
de 'axe, pour I'en éloigner enfuite en tenant toujours le fil tendu
par le moyen d’un ftyle M qui defcende le long de HO ; je dis que
la courbe décrite dans ce mouvement par le ftyle M fera une pa-
rabole, puifque la diftance MH 2 la dire&rice fera par-tout égale
a la diftance MF au foyer F.

755- Propofons-nous maintenant de mener par le point donné

fur la parabole AM la tangente MT.

Ayant imaginé I'arc Mn infiniment petit, fon prolongement
MnT fera la tangente demandée. Or G on mene les perpendicus
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, laires MQ , mg fur la dire@trice , & les droites MF , mF au foyep
F, enfin my parallele 4 Qg, & fi on décrit du centre F & dy
rayon mF le petit arc mr, on aura MQ = MF , mg =mF : dong
MQ — mg, ou Mg= MF — mF , ou Mr. Les triangles re&an-
gles Mmg , Mumr font donc égaux & f{emblables, & par confé.
quent l'angle mMr ou TMF = gMmn = QMT = MTF. Doncle
triangle MTF eft ifofcele , & par confequent , fi on prend FT=

. ¥M, la ligne MT mené¢e par les points T & M fera la tangents

demandee.

L'angle MTF = LMO = FMT. Donc rous les rayons lumineus
oy fonores OM paralleles a Paxe AP doivent a la rencontre de Iz para-
bole AM , fe réfléchir & fon foyer F. -

756. Puifgne FM=x—+%p, onaFT—1p—=AT=x. Donch

foutangente PT=2x; la tangente MT=y/px—+qxx—=y/ 4 ME Xa;

fi on mene la ligne MN perpendiculaire 2 la parabole ou a {a tan-
PM*  px

gente MT au point M, on aura PN = ——= =—= —— =1 p. Done
: PE 2y

dans la parabole la fodnormale eft toujours égale 4 la moitié du

paramétre. La normale MN = v/ px 3 pp = v Mk X p.

757. Une ligne quelconque MO parallele a 'axe d’une parabole
fe nomme en general un diamétre. Le point M en eft Porigine; e
quadguple de la diftance de ¢e point au foyer F en eft le paraméire
g 3 {es ordonnées font des droites NP paralleles a la tangenteen
M , & les abfcifles de ces ordonnées {ont les lignes MP.

Pour trouver l'é¢guation aux coordonnées du diamétre MO,
nommons MP(x),PN(y),AQ=AT=a, onauraMQ=y/zp, MT=
Viag s g=p—+4a ; & 11 on mene NL perpendiculaire 4 I'axe , les
triengles femblables NRL, MTQ donneronty/z3. y—+v ag :: Vap,

1 T 2ay
NL=——+ V% :: 2¢ . RL=—— 22, Or AR=RT —AI
Vg ' Vg ‘
2ay
=x—a. Donc AL=—=x—+a- » & par la propriété de la para-
" Vg i)

yVap\2 24py
bole, NL‘:pXAL,ou(\/H: == ap ~+px -+ —}

. Vag V4
d'oui Pon tire en réduifant, yy =gx , équation femblable i celle
que nous avons trouvég pour les axes: d’ou il faut conclure
qu'un diamétre quelconque MO divife en deux également routes
les ordonnées Nz. Par le moyen de ces principes , il eft facile @

réfoudre les problémes {uivants. .

758. 1. L'axe AL érant donné¢ avec fon paramétre p, trouv::l'




De MATHEMATIQUES, 321
un diamétre MO qui fafle avec fes ordonnées un angle donné
MPn—=—a. :

Le probléme {e réduir a trouver le point Q ol la perpendicu-
laire MQ rencontre Vaxe. Soit donc AQ = x, le triangle MTQ

L P
donnera 2x . Vpx i: 1. tang a. D'olt xx = — cot* a, 8 le paramée
4

P . -
tre du diamétre MO =p + 4x = . 11 eft aifé de voir que ce
probléme a deux folutions.

1L Le paramétre 4 du diamétre MO étant donné avec Porigine
M de ce diamétre & Pangle « qu'il fait avec fes ordonnees, trou-
ver 'axe AL , fon origine A & fon paramétre p.

Le probléme fe réduit encore i trouver la diftance MQ) de l'axe
au diamétre , enfuite la diftance AQ afin d’avoir le fommer A &
le paramérre p. Or en gardant les mémes dénominations que dans
le probléme précédent, on a MQ = vipx, §=p +4x =

7 gcof*a
——. D'ou lon tire p==g fin* a, x= , MQ=1¢
fin* a 4
fnacof a==-1%qfin 22.

Les propriétés de la parabole trouvent fouvent leur application
dans les Arts & dans les Sciences. .

De PElipfe.

fin A
759. L'équationa Pelliple eftyy=— (dx finB-xx in{A+-B)),
cof* 1B
dout il fuit qu'a chaque abfciffe AP répondent deux ordonnées
Sl e, & L TR pt
PM, PM' égales & oppofées. Si l'on fait y == o, on aura les
points oir la courbe rencontre la ligne des abfciffes, ou le grand
axe Ag. Le premier lorfque x ==0, au point A ; le {fecond lor{-
P 1 [ 5
dfnB
que Age=—= ——— . Soit donc le grand axe == 24, & onaura
fin( A+B)
finAfin ( A+B)
¥y = —— ( 2ax — xX ).
cof* 1B
~60. La double ordonnée BCh paffant par le milieu C de 'axe
Az , ou par le centre de Pellipfe , fe nomme le petit axe. Pour
faire entrer fon expreflion dans 'équation a I'ellipie, nommons-le
Ss
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! fin A fin (A+-B) 2
2b,& nous aurons bb— — az., D'oul'ontire yy = __
cof* 1B s
- (2ax—xx). Ce qui donne cette proportion Yy - 2ax — xx ;2 bp
.aa . ouPM?* . AP x Pz :: CB*:CA*. Donc dans Pellipfe les qugy.
rés des ordonnées au grand axe font aux produits de leurs abfciffes | come
me le quarré du petit axe eft au quarré du grand,
St on décrit un cercle dont le centre foit C & Je rayon CA, o
aura PN* = AP X Pz DoncPN.PM::a.5:: CB'. CB.
761. Sion elit compté les abicifles du centre C, en faifant CP=
bb
¥, Onaurcit eu yy = — (ae—xx), équarion plus fimple que
aa

la précedente , & dont nous nous fervirons le plus fouvent.

Si b toit égal 2 2, on aureit yy = za — xx équation au ceps
cle; on peut donc regarder un cercle comme une ellipfe dont les
deux axes font égaux.

bb
L'cquation yy = — (az ~xx) donne .xx. bb— yy :: aa;
az
&b, ou MQ?*.BQ % Qb:: CA* . CB>. Donc les quarrés des gpa
données -aw petit axe de Pellipfe font anx reélangles de leurs abfciffes
comme le quarré du grand axe eff au guarré du petit,

762. Si de I'une des extrémités B du petit axe & d’un rayon BE

¢gal au demi-grand axe CA , on décrit un arc de cercle , il cour

pera le grand axe en deux points F, f qu'on appelle Foyers, Ia
diftance CF eft donc égale 3 v 2z — 45, d'oir il fuit que AF xFa
=(z+ Var—bb) (a—y/ aa — bb ) = bb= CBz, Doncle

petit demi-axe eft moyen proportionnel entre les diftances de I'm
des foyers aux deux fommets de Lellipfe.

b*
763. L'ordonnée DF paffant par le foyer = — , & fon double
a

2bb 4bb

—_———

Dd que Ton appelle le paramétre | 12 grand axe =

a 24
Donc aa: 2b:: 2b: p 5 e paramiétre off done une troifieme proportions
nelle au grand & au petit axe. Par analogie a cette propriété, om
2aa
appelle paramétre du petitaxe de Pellipfe une ligne ¢ = 50U
troilieme proportionnelle au petit & au grand axe, b
2bb

Puifque e = P> onabb=3ap; mettant domc cette valeur
W
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fans les équations a lellipfe trouvées ci-deflus, on a yy==px — FIG.

e

P
— &yy=—(a2—xx), felon que l'origine des abfcifles
2.4 24

et 2 'un des fommets , ou au centre.

764. Les lignes FM, fM mences des foyers a quelque point
de Tellipfe fe nomment Rayons veeurs, & leur expreflion eft,

en nommant FC (¢), FM = y/ Jy = ¢ — 2¢c> 4 xx =

: 4 B
bix* - P
b — a¥ — bt xx—acx== 42— 20X e =
a*

(Z’

X €x
4——, & FM=a-+—. Donc fM+FM =1za=Aa; Iz
a a
fomme des rayons vefteurs dans Uellipfe eft done toujours égale au grand
axe ; propriéete reiarquable d’ou Pon peut deduire une maniere
facile de décrire I'ellipfe.

Ayant attaché A deux points fixes F , f un fil FMf plus grand
que Ff, on tendra ce fil par le moyen d’un ftile M , avec lequel
on décrira autour des foyers F, f une courbe qui fera une ellipfe,
puifque la fomme des rayons ve&eurs {era par-tout la meme.

765. Soit propofé maintenant de mener par le point donné M
la tangente MT.

Ayant imaginé I'arc Mm infiniment petit, on menera des foyers
F, f les rayons ve&eurs fin , fM; Fu, FM, & on decrira des
centres F & f & des rayons FM, fi les petits arcs Mg, mr, & on
aura fin +mF —=FM - Mf, oufM --ﬁ.'z — Mr—=mF — FM =
mg : donc les triangles reGangles mMg , mMr font égaux & {em-~
blables , & par conféquent Fangle gmM, ou FMT = mMr=LMT.
Donc fi on prolonge le rayon veéteur fM , la ligne MT qui divi-
fera I'angle LMF en deux également fera la tangente demandee.

L'angle LMT == OMf=FMT. Donc tous les rayons partant
dun foyer lumineux ¥ doivent  la rencontre de Uellipfe AM (e
réflechir A I'autre foyer f.

266. Si on mene la normale MN , Tangle fMN fera égal 4
Tangle NMF. On aura donc fM : MF :: fN: NF, ou fM + MF

o cx
(1~?)=F1\1(a——- i fN+4NF(2c):FN=¢m —=¢
a aa
b bbxe - px
— % o ——. Donc FN + x = c¢=——=— =PN. Ceft-la

5

aa 2a

Pexpreflion de la founormale dans Iellipfe lor{que Yorigine des
abicifles eft au centre. Si elle étoir au fommet, en nommant AP
Ssij
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bb bby 73

- (), on aurOitPNE_"'—,—=§"p-—-—-.

& a ? 2z
I — e

bax* bt
La Normale NM =Vyy -+ ::Vb'— S (a*-2%)
a

a%

(it
=’ I— A

a%
bb
—(aa-xx)
PM* az : aaxx  2ay——gp
LaSoutangente PT = — == ———etee r— e
PN bb x
— 02

aa

aa
Donc CT = —, ce qui donne cette proportion CP.CA :: CA}

X
CT, par le moyen de laquelle il eft facile de déterminer le pointT
par ou pafle la tangente ; & comme on a d’ailleurs le point M,
il eft facile de mener la tangente MT.
L’exprefiion de la tangente MT {e trouve par le moyen du
triangle re@angle PMT.
767. Une droite quelconque nCN qui pafle par le centre de

" Pellipfe fe nomme diamétre , & fi 'on mene DCd, parallele 2 Ia

tangente en N, les diamétres DCd, nCN font nommés Conjugués;
les lignes comme MP paralleles a la tangente en N font les ordon-
nées du diamétre CN , & les parties CP en font les ab(ciffes. En-
fin le paraméire d'un diamétre quelconque eft une ligne troifieme
proportionnelle a ce diamétre & a fon conjugué.

768. Soient menées des extrémités D & N les deux ordonnées
NQ,DIau grandaxe Az, & foit CQ =22, DI=x; 1 caufe des trian-
gles femblables DIC, NQT, onaura NQ?*. QT2 :: DI* . I1C* , on
b ( 2a-xx)* FAEL bx
— (az-xx). — 11?2z — ———. D’olu l'on tire = —,
ea 030 b* a
ce quidonne CQ . DI:: 2. k; on trouveroit de méme CI . NQ ::
a.b. Donc CQ.DL:: CL.NQ :: 2. 5. Dou il {uit que les trians
gles DIC, CNQ font ézaux en furface.

BZCQI
Donc, 1.° DI* = e =/ — NQ*, ouDi* + NQ?* =
az
ﬂ3
bb. 2.° IC* = — NQ?*=as — CQ?*, oulC* 4 CQ*=a%
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29 ot 4 32 =1C*+ CQ*+NQ?*+ DI* = CD* 4 CN?*; Cleft-

i-dire , que dans Iellipfe la fomme des quarrés de deux diamétres

conjugués quelconques eft toujours égale 4 la fomme des quarrés
des deux axes. ; .

4.° Si Pon mene ND, la furface du triangle NCD aura pour ex-

preflion 3 (DI4+NQ) (IC+CQ) — :1ICXID—3CQXNQ =

a b
1IC x NQ+3:CQ X DI=3 ( — NQ*+—CQ* ) —
b a

a Fi b
.;.(_ X _,.(a’—-'CQ‘)—i—-—CQ' ):}ab. Donc la fur-
b a

a

face du paraliélopramme CDEN fera ab, & celle du parallélo-
gramme entier FEHG fera 4ab = 22 X 2b. D’ou il {uit que sous
les parallélogrammes circonferits & Uellipfe font égaux entr’eux & au rec-
tafzg!e des deusx axes.

=6g. Soit maintenant le diamétre CN=m, CD=n, l'angle
CPM=DCr=p; & onaura, 1.°m* +n*=a*+*;2.ab=
mn finp qui eft Pexpreflion de la furface du parallélogramme
DCNE. Or ces deux équations donnent immediatement les dia-
métres conjugués & égaux de lellipfe: car alors on a 2m* =a* =+

— —_— 2ab
BP,oum==-y L(a*+b*), &finp= . Donc puif-
a* bt

que ces quantités font toujours réelles , chaque ellipfe doit avoir
deux diamérres conjugués égaux.

Quant a leur pofition, elle dépend de la valeur de CQ. Or

a% —b*
CQ*+NQ*,ou(768,1.°) 6+ , CQr*=i(a*+4b%)*%;
a
a

donc CQ = , valeur indépendante de &, & qui fait voir

2

que 'ordonnée NQ prolongée déterminera les diamétres conju-
gués égaux dans routes les ellipfes qui auront 'axe Az commun.
770. Cherchons a préfent 'équation aux coordonnees CP, PM,
& faifons CP =x,PM =y, NT=¢,NQ=r, QT =s, CQ
=1t; fi 'on mene PK, MO perpendiculaires a I'axe & LP perpen-

,‘ Qbfervant quici 2NQ?* + 2CQ* = a* + 1* , & faifant,
d b le n.° 768, les fubftitutions pour trouver a* - 5* == 26*
a* — |t
=2 - CcQe.

a
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, diculaire & MO, on aura par les triangles {femblables MQT,

Y Sy ;
MLP , ML= —, PL=—; & les deux autres triangles CPE,
78 q :
rx ix ix sy
CNQ donneront PK = —, CK= — ; do11 CO = — — — . &
m mn (2 q
Ty X a*
OM = — + —. Or par la propriété de I’ellipfe ( 760 ) on a —
ey A
MO?® =4 — CO?. Subftituant donc & ordonnant, on aura

2 s 2.0y ok o
(-——-—r—*— y‘+( — 15 4+ ——
RN b* g b*m*  m®
(Z= r?—
#% = 4% ; & puifque =4* — CQ* =¢s, on aura

b
oY 5 L £
—_— — y’+( +—-)x’- 2 a?,
Hear q* b m* m*

Obfervons maintenant que lor{que x==0, y=n ; ainfi le coef-

3

ar
ficient de y2 , =—; lorfqu'au contraire y =o, alors x=m , ot
s
az a2 a2
le coefficient de x2 , == —. L’équation devient donic — y2 4 —
mz ne me
nz
x2 =a2, qui donne y2 ==— (m2—=x2), réfultat parfaitement
2

conforme i celui de I'équation aux axes.

11 fuit de-1a , 1.° que tout diamétre NCr divife en deux parties
¢gales les ordonnées MPm , & par conféquent Iellipfe entiere.
2.° Qu'un diamétre quelconque N» eft divifé en deux également
au centre C; car aux points N & 7 on a x2—=m2; d’olt x=—4-m,

771. ProBL. I. Etant donnés les deux demi-axes z , b, trouver
deux diamétres qui faffent entr’eux un angle donné p=DCN.

ab
Onami4-nr=a2=-b2, mp= ——; donc m2 = n2 + 271 =

finn

2ab LY
aa=Fbb—+4 s & 112 112 e 2 = a2 b2 — e ; doncm -1
ﬁfiP finp
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e e R O : 2ab  FIG.
— ar b3+ s &m—n= G- s Bt 5
Sinp finp

;! P 248 2ab
donc m=—z az = hz -4 =t Vﬁi"-i—bz-—-—-—-, &

Sin p finp

=2/ &C.
Il ne refte plus maintenant qu’a détermin

er la dire&ion de I'un
des diamétres , ou I'angle ACN que jappelle c. QOr le trianele
> S que japp g

—]

CQ  fn(p—e)

5 on a donc dans le triangle

aa m fin p
CNT donne fin(p—c).m ifinp. CT =

at fin (p—c)

d'olt 'on tire CQ = e
m fin p
afin(p—-c)
reftangle CNQ, 1\ m::cofc, ——
m fin p
A2 e T %
finp=a®fin(pr—c)=a>finp cof ¢ — a2 fin ¢ cofp , OU —

ad

» qui donne m2 cof ¢

tange  fin ¢ cof p
Jinpcofic = fin ¢ cof p; donc puifque ~—— =—

»'on aurg
tangp JSinpcofc

al—ma
tang ¢ — t:mg P
az

772. PROBL.IL. Les deux diamétresm & n, & I'angle p quils

font entr’eux érant donné » trouver les deux axes , & leur direc-
tion.

Des équations mnfinp=ab, & a2 + b2 = m2 4 , on dé-

duit en faifant un calcul femblable 4 celui du probléme précédent,

a—=2IvV m:—+4 n» amn fin p — £ V' m: = pr — zmﬂﬁnp e
b=1v m 0t amn finp— i/t o s 2mn fin p. L'an-

gle C qui donne la dire®ion des axes {e trouve comme dans le
probléme précédent,

De I’H_yperboie.

finA
773~ L'équation yy == (dxfinB4-xx fin ( A-B- 180%)),
cof21B
fait voir que hyperbole rencontre fon axe AP en deux points,
le Premier a lorigine A, le fecond 3 un point ou x == s

SCD Lyon
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dfinB dfinB
— ;ainfienf{uppofantqueAafoirégala —
fin(A+B-1807) fin(A-+B-180%
le point 2 fera a I'hyperbole oppofée M'ar'. Or les points A , ¢
fe nomment les fommets de 'hyperbole, la ligne Az (22) eneft
I'axe , fon milieu C en eft le centre ; enfin une droite Bb = 2CB
bb finA fin (A+B-180°)
= 2b, telle que — = , menée perpen-
aa cofr LB
diculairement i I'axe , & paffant par le centre C, fe nommele
fecond axe.
774. Les valeurs de b & de & étant fubftituées dans 'équation
bb
de I'hyperbole , donnent yy = ( 2ax=4xx). Or cette équa-
aa

tion fait voir que la courbe a deux branches égales & infinies
AM , Am dans le {ens pofitif. Mais fi x eft négarif, il n’y aurade
courbe que lor{que x fera devenue égale a 223 les ordonneées fe-
ront alors réelles , & la courbe aura encore du coté de x negatif
deux branches qui s'en iront a linfini. 11 eft aifc de prouver que
ces deux branches font égales i ceiles de 'hyperbole pofitive MAm,

" Car puifqu’en appeliant AP (x), PM'=Pnm'=y, ona

azx

— gy == == 2ax == x% , 1t Pon fait aP'=2x", on aura alors x =
) Yy >
2

aiy?»
o', & par conféquent = 2ax' - »'x', équation precifés
b2
ment la méme que celle de 'hyperbole MAm.
bb
275. Puifqueyy = ( 2a%—xx)on a PMs . APxPa:: Cls
aaa
. CAz. Donc dans Phyperbole les quarrés des ordonnées au grand axe
fone aux rectangles de leurs abfciffes ou de leurs diftances aux deux font
mes , comme le quarré du petit axe eft au quarré du grand.
Si 'on fait CP = x , ou fi 'on met l'origine de x au centre C,
bb
alors on aura yy = — ( %% — aa) ; équation un peu plus fimple
aa
que la précédente, Auffi I'emploierons-nous plus fouvent. Elle
aa
donne xx = — (b +-yy); donc fi on mene MQ pcrpcndicula}:‘;
bé
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fur le petit axe CB prolongé , & fi on nomme les coordonnées FIG.

aa

CQ& QM, x&y, on aurayy=~£(xx+bb), pour I'équa-

tion aux coordonnées du petit axe.

776. Si a =14, alors hyperbole {e nomme équilatere , & ona
pour fes équations yy = 2ax —xx , yy = xx—aa, felon gque
Porigine des abfcifles ¢ft au fommer ou au centre , & 'équatisn
au petit axe , qui devient alors égal au grand , eft yy = a2+ xx.
On peut remarquer , en paflant, I'analogie qui {e trouve entre
cette courbe & le cercle dont les equations {font yy = 2ax — xx,
yy — ad =—— XX,

m77. Si, ayant mené BA, on prend de part & d'autre du cen-
wre C, CF=Cf=BA, les points F, f feront ce qu'on appelle
les Foyers. La double ordonnée Dd paffant par I'un des foyers, fe
nomme le paramétre , & les lignes FM, fF menées de ces points
4 quelqu'un de ceux de la courbe, {e nomment Rayons vedeurs.

Cela pofé, la diftance FC=y/ a2+ 4. Donc FA X Fe =

(v aa+bb—a) (V aa—+bb~+a)=>bb. Le petit demi-axe eft
donc moyen proportionnel entre les deux diftances de I'un des
foyers aux deux fommets.
b § s bb
L’ordonnée DF = — y/ a* + 2 —a2=— donc le paramétre
d <
2bb 4bb
p=Dd = = . Il'eft donc troifieme proportionnel au
a 2a
grand & au petit axe. On appelle paramétre du petitaxe une ligne
4 rroifieme proportionnelle au petit & au grand axe.
778. Silon fait entrer I'expreflion du paramétre dans les ¢qua-~
bb bb
tions 4 I'hyperbole yy =— (2ax+2xx) , yy =— (xx—a2);
aa aa

P
on aura yy == — (2ax = xx) , yy = — ( xx —aa). De méme
1 24 24
az
I'équation yy=— ( bb - 2x) qui convient au petit axe, fe
bb

b* 22
change en celle-ci yy = —— (bb + xx) =— (J ap+xx )-
s P
779. Soit CF = Cf=¢, onauraFM = v/ yy'*:lff— 2054 X%
Tt
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cx X
=~——a, & fM=—+a. DoncfM—FM=2a. Ainfi dans

a a

l’fzyperbalc la différence des rayons veéleurs eﬂ par-tour égale au prand
axe.

780. On tire de-13 une maniere facile de décrire une hyperbols
dont les axes foient 24 & 24. 1l faudra prendre un intervalle Ff—=

2V aa = bb , fe fervir dune regle fMO d’autant plus longue que
I'on voudra avoir une plus grande portion d’yperbole ; on en
fixera une extrémite 4 'un des foyers F, f'de maniere quelle
puifle tourner librement autour de ce point. On prendra enfuite
un fil FMO égal en longueur a fMO — 24, On fixera I'une des
extremites de ce fil au bout de la regle, & l'autre au foyer F,
Cela fair, on écartera la regle de I'axe, & on I'en approchera
enfuite, ayant foin de tenir toujours le fil tendu par le moyen
d’un ftyle M qui ne forte pas de laligne fMO. 1l eft évident que
Ia courbe decrite dans ce mouvement par le ftyle M {era une
branche hyperbolique AM, puifque Ia différence des rayons
vetleurs {era par-tout ¢gale au grand axe.

781. Cette méme propriété peut fervir & mener la tangente MT
en un point quelconque M de I'yperbole. En effet, fi 'on imagine
Yarc Mm infiniment petit, en menant les rayons vefteurs f M,
S, FM, Fm, on prouvera, a peu-prés comme dans lellipfe,
que les angles fmM , MmF font égaux, & que par conféquent fi
Pon divife I'angle f MF en deux ¢galement par la ligne MT , cette
ligne fera la tangente demandée.

Cela pofe , dans le triangle fMF ; ona, fM : MF :: fT:TF,

20X aa -+ cx
ou fM~+FM -—-):f'M(-——- 1 fT+TF (2¢) : fT
a a
aqa—cx aa aa
= = — 4+ ¢ DoncfT—c, ouCT= —, cequi
X X X
donne cette proportion CP: CA :: CA : CT, avec laquelle il eft
facile de trouver le point T, & par conféquent de mener la ran-
gente MT.
aa
782. On peut remarquer que CT étant égal & — , il eft tou-
o<

jours pofitif rant que » 'eft. Ainfi toutes les tangentes a ['hyper-
bole coupent I'axe en des points T firués entre A & C. Mais plus
Fabftifle et grande , plus la ligne CT diminue , enforre qu'elle
eft infiniment petite ou nulle lorfque Pabfciffe eft infiniment
graode. D’ou l'on voit qu'en peut mener par le centre C deux
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droites AX, Ax qui feront les limites des tangentes de’hyperbole. FIG.
Ces droites.dont nous allons bientdt déterminer la pofition, {ont
nommees les Afymptotes de Phyperbole.
aa RX—aa
»83. La foutangente PT = ——— —, & la tangente
x x

—

ob a®
MT—.._'-V (xx——cza)-i—xx—za"-i—-—-—-ﬂ.....'
a

a x*

aa =+ bb a*
e ) pda b ey St 108 BIRIE B normale

aa Xz

bb
— (xx—-aa)
aa bbx
MN , on aura la founormale PN = , &la
y XX—a& aa

e

x

b¥x2 b2
, normale MN = —_——(x2—ar)

at ar

aa

=84, La ligne AT=¢—=CT=a——; & fi I'on mene AS
o
ARl aa dy
parallele a MP , on aura yna——.SA=
x® x X=-a

xX—a X =L
=5 . Or fi » eft infinie ne différera pas
a+t+x x-+a

de Punité. Os aura donc alors AS = 5. D’ou il fuit que fi on
mene DA & Ad perpendiculaires 3 CA & égales chacune an
demi-petit axe 4, les lignes CD, Cd qui pafleront par les points
D, d & par le centre C, ferent les afymptotes de Phyperbole
MAM', & en les prolongeant elles feront celles de 'hyperbole
oppofée.

Si Thyperbole eft équilatere, Fangle DCJ fait par les afymp-
totes fera droir. Car alors DA = Ad = CA.

L’hyperbole rapportée a fes afymptotes a beaucoup de pro-
prietés ; en voici quelgues-unes.

785. Si par un point quelconque N de ’afymptote , on mene
1a droite N» parallele a la ligne Dd, ou perpendiculuite 4 Paxz

Ty

|
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FIG. bx
AP, onauraCA(a).DA(5)::CP (x). NP=—. Donc NM

a
bx bax P
=——y, & Mn=—<+y. Par conféquent NM x Mn = —_

a a a?
— y? =bb=DA3.

786. Menons MQ & AL paralleles 3 Pafymptote C4. 1 eft fas
cile de voir que les triangles DLA , LCA font ifofceles. Sojt
donc AL=I1C=m, CQ=x, QM=y, fi 'on mene MK,
parallele & ¢cale 4 QC, on aura , par les triangles femblables
DLA, NQM, MKzn, les proportions NM . DA :: QM. LA,
Mz . DA :: MK . DL. Donc Mz x MN .DA? - QMxMK . AL,
Or Mz x MN = DA*. Donc xy = mm, equation & Lhyperbole entre
fes Afymptotes , dans laquelle mm =% (ga -+ bb) eft ce qu’on ap-
pelle Lz puiffance de Phyperbole.

787. Si deux paralleles Ff, Gg terminées aux afymptotes cous

" pent une hyperbole aux points m, h, p, K, je dis qu'on aura
Gp X pg=Fm X mf. Car fi 'on mene MmN, PpQ perpendicu-
laires @ Paxe, on aura Fm.Mm:: Gp.Pp, mf.mN :: pg.pQ.
Donc Fm X mf: Mm x mN :: Gp Xpg:Pp x pQ. Or (785
Pp x pQ =tb=Mm x mN. Donc Fm X mf=Gp X pg. Ona
donc auffi Kg x KG =f#4 x AF.

788. Sil'on fuppofe que les points p, K coincident en un feul
point D, Ialigne TDt fera tangente au point D , & on aura Fm
X mf=Dt X DT ,8&fh x "F =Dt x DT —=Fm x mf ; done
fﬁ(:’zm-{-Fm):Fm(mﬁ—i—ixf); donc fA=Fm, & par con-
féquent TD =Dr. Or fi I'on mene DE parallele a CT , ou or-
donnée a 'afymptote CT, les triangles fembiables TDE, T:G,
donneron: TE =EC. Donc pour mener une tangente en un
point D fur 'hyperbole, correfpondant a l'ordonnée DE, il
faut prendre ET = EC, & mener par les points T, D la tan-
gente TDe.

739, Puifqu'on a fh==Tm il eft clair que de quelque maniere
que 'on mene la droite Ff, les deux parties Fm, fh interceptees
entre la courbe & les afymptotes’, feront toujours égales.

790. On tire de-la une maniere facile de décrire une hyper-
bole entre deux afymptotes données CT, C & qui pafle par un
point donné m.

On menera par ce point les droites Ff, MN, &c. on prendra
{;le_—.. Fm, aN=Mm ; & les points z , & , 8. {eronta I’hyper-

ole.

791. Selon ce que nous avons vu (788) une tangente TM: ter-
minee aux afymptotes eft divifée en deux également au point de
contatt M. Or fi 'on mene MCM , eette ligne fe nomme un dia-
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métre ; 1a tangente TMt en eft le diamétre conjugué. Ses ordon- FIG!

nées font des droites MQM' paralleles au diamétre conjugue TM:
ou DCd, & le paramétre d'un diamétre quelconque eft une
ligne troifieme proportionnelle a ce diamétre & a {on conjugus.
On nomme encore premier diamétre la ligne MCM'=2CM, &
fecond diamétre la ligne TM: = 2 TM = DCd = 2DC.

792. Cela pofé , il eft facile de voir qu'un diamétre divife tou-
tes {es ordonnées en deux parties égales. Car NQ : Qn:: TM:
M:, & Nn=m'n. Soit donc CM=m, CD=MT ==, CQ

nx
—x, Qu=y,on auram:n::x:NQ= . OrNm X mn
m
nix: nz
— TM:. Donc 2= —yy, & yy=—— (x2—m2),
mz m2
équation femblable a celle qui convient aux axes.

mz
Cette equation donne x2 = (y* 4-23). Donc fi on fait
n:
me
Cp=2, pn=y, onaurayy =—— ( x* --n*) ; pour I'équa-
nx

fion aux coordonnées du fecond diamétre CD.

793. Soit maintenant 2CA le grand axe de I’hyperbole , BA Ia

moitié du petit , fi d'un point on mene DE, TG, MPK perpendicu-
laires 4 cet axe , & ML, K qui lui foient paralleles , les triangles
MTL , M:K , CDE feront égaux & femblables. Or fi 'on nomme
CP(xz),PM(z), CE=tK=ML—=r, MK=DE=TL=s, & comme
auparavant CM (m), TM(n), CA(a), AB(b),onaura TG =
t+s, CG=u—+r, g+s.u—+rib.a, & par conféquent
ay = as = bu —+ br ; d’ailleurs TL (). ML(r):: MP(z).PS=
rg ut—ag2 aazz I aas
—; &PS= (783)= —=—. Donc r= ; fubf-
s u b2y $ bru
tituant cette valeur dans équation 27 —+-as=bu - br, on 2
(bu—as) (bu— ag) =o. Or bu— ag ne peut pas étre z€ro ; il
faut donc que bu — as=o. Donc bu=uas, & par conféquent
ag=br. OnadoncCP .DE:: 2.6 :: CE.MP.
794 Donc, 1.° les triangles CED, CMP font égaux en furface.
2.° Sil'on mene DM , on aura DMC, ou ; CDTM = le trapeze

u—r SuU - g —Ssr—rg
DENIP:(;_]._{) ( ik i { r { o
2 Z
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FIG. su—r% b a bbuu — aazyy azbz

—_— e Ul — 7= . —

2 2a 2b 2ab

donc le parallélogramme TT' conflruit fur les diaméires conjugués ef
égal au reflangle des axes.
b b2
3.° DE = — CP. Donc DE2 = — CP2 =452+ PM=2* §&
a az
a a2
DEz — PMz2=1}2. 4.° CE=— MP, & CE: = — MP: =CP:
b b2 :
== a2, Donc CP2— CE2=—ua2. g.o a2 —b2—=CP2 4+ PM: —DE:
— CE2 = CM2 — CDz=. La différence des quarrés de deux diamétre
conjugués eft donc égale a la différence des quarres des deux axes. Dol
il {uit que dans 'hyperbole equilatere un diamétre quelconque ef
egal 4 {on conjugue.
795. Soit p I'angle DCM compris par les deux diamétres con.
jugués ; on aura les deux équations mn fin p == ab , m*—n2=n

— b2, par le moyen defquelles on peut réfoudre les deux pro.
blémes fuivants.

ProsL. I. Etant donnés les deux axes 2, b, trouver deux dia
, métres qui faflent entr’eux un angle donng p.
Les équations précédentes donnent

—
a2 — b2 V (az.__b:)r. axbhz

e — -t 5 s« rand
2 4 fin2p

e
ar — b2 (41_,5;): arbz

T —_— -+ . 1l ne refte
2 fin p

donc plus qu’'a trouver la dire@ion de I'un de ces diamétres , ou

Yangle MCP que j’appelle C. Or dans le triangle CMP, onar.

am fin C
m:: finC.MP=mfinC. Donc CE= , & dans [
b

amfinC

triangle DCE , on a 1.n::cof (p+C). . Dol l'on

o bn cof p

tire fin C=cofpcof C— finp finC, & tang C= ——
bn am =bn finp

=5 mn. fin p '

= ——— coL p , parce que 2 ==
b2—-mz b
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7¢6. PrOB. II. Erant donnés les diamétres conjugués 7, n , &

l'angle p qu’ils font entr’eux , trouver les deux axes & leur direc+
tion.

mé—p2 e
Bt — —_— 1 mE-nt —am2n2 cof 2p , . .
2

“n2 e—m2 —
b= V —_— 1V m* 4+t — 2m2ntcof 2p, & la di-
2
reftion des axes, ou l'angle C fe trouve comme dans le pro-
bléme précédent. Mais il eft plus fimple de fe fervir des afymp-
tores. Par lextrémite M du premier diameétre CM, on menera
TM: qui faffe avec MQ l'angle TMQ ==p, & ayant pris TM =
M:=n, on menera CT, Cr. Alors fi on divife I'angle TC: en

deux ¢galement par la ligne CA , on aura la direftion du grand
axe.

De la Quadrature des Seitions Coniques.

797. LA Quadrature exacte de la pliipart des efpaces curvilignes

* ¢tant fort difficile 4 trouver, (i meme elle n'eft pas
quelquefois impoffible , comme quelques Auteurs I'ont penfé),
on a cherché leur quadrature approchce. Les féries ont éte d'un
grand ufage dans cette recherche ; & C'eft pour pouvoir nous en
fervir que nous ajouterons quelque chofe a ce qui ena éré dic
dans les Elémens d’Algebre.

798. On appelle Terme général d’une férie 'expreffion algébrique
qui donne généralement tous {es termes, par la fimple fubflitu-
tion des valeurs correfpondantes de la lettre z que I'on fuppofe
repréfenter le nomure des termes. Par exemple , le terme géné-
ral de la férie 1.6.21.52.105.&¢c eft »3—n3 4 n, parce
quen faifantn =1, = 2, =3 , &c. on a immediatement cha-
que terme 1, 6, 21, &c.

799. On appelle Somme générale ou Terme fommatoire d'une [erie ,
Texpreflion qui donne géncralement la fomme d’un nombre quel-

agh—a 7
congque de fes termes. Par exemple , eft le terme fomma-
g 1
toire de toute progreflion géométrique dont on connoit le pre~
mier terme @, le quotient ¢, & le nombre z des termes.
_800. Or la fomme générale S d'une férie érant donnée , il efk
aif¢ d’en trouver le terme général T. Car fi dans cette fomme on
fubflitue 7~ 13 5 , on aura celle de tous les termes de la ferie
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jufqu’a celui dont le rang eft » — 1, inclufivement. *Donc fi ¢y
{outtrait certe fomme que j'appelle s de la fomme générale S , o
n* —=p
aura le terme géneral T=S$—s. Parexemple, i $ = ———
2

agh—a
onaura T=z. SiS=r—, T = agn—1,
ge=a

8or. Mais il n'eft pas a beaucoup prés auffi facile de trouver ;§
fomme generale, quand on connoit le terme général. Voici com.
ment on peut réfoudre ce probléme dans un cas aflez étendu dog
nous aurons befoin.

Soit T une fonélion quelconque rationnelle du nombre 7 dg
termes, ou T —=an7 ++bpm—1 4+ &c... 4+ @3 pour trouver la fomme
S, je fuppofe S = Anm—+1 4+ Bum 4 Com—14 Dpm—r1 , 4,
R; & fubftituant » — rau lieuden, jai.. ..

A.msr.mameL.
ssAnm—1- A mer.am EA mom+1.am—1- =2
24y &
~+ Bam — Bmnm—1 +iB.m.m— 1. nm—2—gy
—~+Cn72—1 —C.m—r1.pm—2 4 &
~+D.p—:z &
DoncS—s, ou an - bpm—r1 - cpm—is 4 &, .
: M1 1.
A.m1.0m =LA mm—-1.nm—1 LA nm—2 — &
3
- Bm —IB.m.m—1 =+ &
+ C.m—1 — &
a
Et comparant les termes correfpondants , 61 aura A = :

m=+1
b ¢

B=la+—,C=—4-2b4+Luam, &c. ce qui donne S=

v m oy

m m—1

a b ¢
——-nm+1+(—+§a)nm+ -—.--;-;b-[-x—‘;am)
m—1I mn Mm—1

1 4 &c,

Ex. 1. On demande la fomme de la férie 1. 2 . 2
dont le terme pénéraleft n? Icia=1,b=o0, m :
=zr—+3n2(359).

Ex.IL Ils’agit de trouver la fomme de la férie 1. 4.9.16 . 2§
dont le terme général n2 donne m = 2 ; enfuite , puifque 2=1;
b=o0, c=0, & onaSe=ind-Lnd 4L, - 8oz
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802. En général foit la férie 1. 2. g gm 5w &c. dont le FIG;
- 1
terme général eft n7 , on aura la fomme S= =14 I om

m—4-1 3
o L mnm—1 4 &c. Or fi on fuppofe 2 infini , alors »m , pm—1,
&c. feront infiniment petits par rapport a n#»—+1, & par confé-
quent fi on néglige tous ces termes , ON aura 1% —= 27 —- 37 =
a1
A = 5™ . Mais pour que cectte
m— 1
formule ait lieu, il faut obferver, 1.° que 2 doit étre vraiment
infini. 2.° Qu'il doit étre pofitif. Car s'il étoit négatif , la fomme
feroit finie , excepte le cas ou m = — 1.

803. 1l n’eft pas difficile maintenant de trouver par approxima-
tion la quadrature de I'efpace circulaire CBMP compris entre le
rayon CB, I'ordonnée MP parallele a ce rayon , I'arc EM, &
T'abfcifle CP ( ). ,

Car fi on imagine cet efpace décompofé en une infinite de pe-
tits reGtangles C, ¢, &c. qui aient des bafes égales & infini~
ment petites Cg , gg , &c. & f1 on fait le rayon =2, Cg, ougg,

ou&c.=¢, on aura ey/aa—-ec pour I'expreflion du petit rec-

tangle Ch 5 ey/ aa—4e¢ fera celle du fuivant , ey sa— gee celle
du iroifieme , & ainfi de fuite. Donc la fomme de tous ces rec-

gangles , ou I'efpace CBMP = e v/ aa —ce+¢ V a4 — 4ee 4+
gV sa—gee e v aa— 16¢e + &c.

Et fi on développe toutes ces expreflions, on aura CBMP =
3
€
s(t14141+1+ &) —— (1*+2*+3*+4"H
2a

£ a7

52 o 8ic.) — —— (1* - 24 3% 44t 4 54 &e ) — —
8‘13 [63“
5¢? .
(16 4 26 436 - 48 + 56 ~+ &c) — (18 =4 28 438
12847
M- 43 4 58 4 &c.) — &c. Or le nombre desreGtangles qui com-
pofent Pefpace cherché , ou le nombre » des termes de ces {uites

x
de nombres, eft la quantité infiniment grande —. Donc puifque
(4

» étant infini, on a généralement 17 4= 27 ~- 3m - 4% .., , =41

\'A'S




338 LeEcoNs ELEMENTAIRES
’n?ﬂ"’!—l

x N\D
Cpm= ,onaurax+1+1+1+&c...+(-——)-—_«
o oE e

x

x 2 x 3
— s 1t 2 gt gt 5L L (-——) = (.—)2
(4 (4 T
3

%3 xN\4 x5
—_— !4+24'+34'+44‘+&C,..:..+(-— = — &a
3e3 € 5ev
23 af x7 5x9
Doncl'efpace cherché¢ CBMP=ax - — - - —_—
6a 4023 11245 115247
~— , &c. férie convergente & qui ne renferme que des quantitds
finies.
804. Sion fait dans cette fuite x = 2, on aura le quart de cer-
cle AMBC. 1l fera donc facile d’avoir le demi-fegment AMP, a.

BT
‘quel fi on ajoute le triangle CPM = —\/ 2z — xx , on aurale
2
fe&teur AMC. Enfin, fi on divife Pexpreflion de ce fe@eur par Ls,
le quotient fera 'arc AM, & fi on {ubftitue dans 'expreffion de

cetarc, y/ aa—yy ou a &ec. a la place de

x , on aura la {érie déja trouvee ( 709 ). .

8o5. Soit maintenant I'efpace elliptique CBMP compris entre

le petit demi-axe CB=24 , 'ordonnée MP =y, I'abfciffe CP=

A :

x, & larc elliptique MB. Puifqu'on ay=—y/ aa—xx,en
a

raifonnant comme pour le cercle, on trouvera que cet efpace =

b x3 x5

— ( ax — —— — — &c. ) Or fi on décrit une demit

a 6a 4043 ¢

circonférence ANB'a dont le rayon =2, on aura I’efpace CBNP
x3 x)

= ax — - — &c. Donc CBMP : CB'NP::5:a::
6a 40a3

AMP : ANP. D'ou il fuit que la furface de Pellipfe eft 2 celle du

cercle confiruit fur fon grand axe comme diamétre :: 4. 2. Orl2

furface du cercle = 4*c , en fuppofant le rapport du diamétred
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fi clréonfarence ;¢ 1 : c. Doncla furface de lellipfe entiere =—abc, FIG.
ceft-a-dire , eft égale 4 la furface d’un cercle dont le diamétre fe-
roit moyen proportionnel entre les axes de Uellipfe.
On voit aufli qu'un {e&eur quelconque SAM eft au {eéteur cir-
culaire correfpondant SAN :: b: z, puifque l&s triangles SPM,
SNP font entr’eux:: PM: PN :: b : 4.

806. Propofons-nous maintenant de quarrer 1’elpace paraboli-
que AMP.

Sionnomme AP (x), PM (y), le paramétre (p), e une por-
tion infiniment petite de labiciffe AP, on trouvera par le meéme
raifonnement que ci-deflus , Uefpace APM =c¢/ pe—+c v/ 2pe +=

1 1 1 1 i

R O 5T . ey
;\/3pe+e‘/4pz...+s\/px:e\/pe(1 2 -3 44 +5 +
A\E e\ s
-J,-(-—-—) ) :(—) Xey/ pe=3
c €

Donc efpace parabolique AMP eft les deux tiers du reftangle
circonfcrit APMN , & par conféquent efpace AMN en eft le tiers.
807. Il nous refte a rrouver la quadrarure de 'hyperbole. Or f2
on rapporte les coordonnées CP , PM(x,y)au petitaxe CB, onaura
W ey
y=—V/ bb-+xx , 8 en faifant le méme calcul que dans le cercle,
b

a %3 x5 o
ontrouve que I'efpace ACPM = — (6x—+—-——- — B —
b 6b  40b3 1125
— &c. ). 1l eft donc facile d’avoir I'efpace AMQ.
808. SiTlhyperbole eft équilatere , alors b=« , & la ferie que
x3 o’
Ton vient de calculer fe réduit 4 bx +—— ——+&c. Il ya
6b  40b3
donc la méme analogie entre ’hyperbole équilatere & une hyper-
bole quelconque , qu’entre le cercle & l'ellipfe. Enforte que fi
on avoit la quadrature d’une feule hyperbole , on auroit auffi-tot
celle de toutes les autres.

809. Soit a préfent CQ I'afymptote de 'hyperbole AM, CD*
= AD?* = m? fa puiffance , MP une ordonnée y a l'alymptote
CQ , ou une parallele a 'autre afymptote CO, il s’agit de trou-
ver la quadrature de lefpace afymptotique ADMP, en {uppo-
fant d’abord I'angle fait par les afymptotes , droit.

Je fais DP = x , & jimagine I'efpace cherché décompofé en
une infinité de petits reftangles dont les bafes foient des portions

Vvij
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_ infiniment petites & égales de I'abfciffe . En nommant T'uné dé
ces petites portions e, I'ordonnée correfpondante a la premiere

mz

au point D fera —— , & le premier refangle aura pour exs
m—e
em® em®
preflion , le fecond , &ec. Donc I'efpace ADMP
m=-e m—-2¢
1 1 I
=em? ( =} -+ -+ &ec. ) Et fi on ré-
m-1 m=-2¢ m=3e ¥

duit en {éries routes ces fradions ,.on aura ADMP —em (1 4+ ¥
=11 =1 &C ) —e* (1 ~+ 23 4 4+ &¢

x S 7 XN 2
’—)—i——- K 142t 3t 4R 6 (-—) ) ~
€ m c

s x? & 3 et at
&e.—emxX— -2 X e X - —— X —— - &c, = mxd
e Ao amanaed . cptie 4o
2 x3 x4 x5 x e x3
— - == —&c.:m’(—-— =, —
2 3m 4m* sm3 \ m zamm 3m3

m=x

at

x
— - &c.) = m* log. (1 “+ — ) =m* log. . 'Done
mn

4m* it
r { .
fi on fait CP =7z, I'efpace ADMP fera égal a m* log. — ; & fi

m
Yangle fait par les afymptotes , au lieu d’étre droit , étoit en ge-

néral ¢, on auroit ADMP = m? fin a log. —{—
m

8ro. SiI'hyperbole eft équilatere, & fi la puiffance =1, alors
'efpace ADPM = log. 7 ; ceft-a-dire , qu'il eft le logarithme na-
turel de I'abfcifle' CP ; & voila pourquoi on appelle logarithmes
hyperboliques ceux dont le module eft 1.

Ce méme efpace feroit le logarithme tabulaire de I'abfciffe CP4
fi 'angle des afymptotes étoit de 25° 44’ 25" ; car appellant A le

i
module 0,43420448 &c. il faut que lon ait m? fin 2 log —=A
m

fog 7; or cette équarion ne peut avoir lieu que lorfque m=1; &
alors on a /i 2= A==0,43429448 &c. qui dans les Tables des fi-
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fius naturels répond & 25° 44’ 25". Les logarithmes ordinaires re- FIG,

préfentent donc les aires afymptotiques d’une hyperbole dont la
puiffance eft 1, & dont I'angle des afymptotes eft tel que nous
venons de le déterminer.

811. Si on prend fur 'afymptote d'ure hyperbole quelconque
une fuite d’ablcifles en progreflion géométrique = z7.497. 9%7. ¢%¢.
&c. les aires correfpondantes formeront la progreflion arithmeri=

z Z
que =-m* fin a log — . m* fin a log — ++m* finalogqg.m® fina

m m

: i
Iogi-i- am? fin a log q . m® fin a log — ~3m® fin alog g . 8c. Lors
m m
donc que les abfcifles afymptotiques font en progreflion géomé-
trique , les aires correfpondantes font en progreflion arithméti-
que ; & puifque la progreflion des abfciffes peut étre continuée &
Tinfini, il fuit que Pefpace compris entre I'hyperbole & fon
afymptote eft infiniment grand.

§'il falloit déterminer un trapeze hyperbolique ADNQ qui fiit
au trapeze ADPM dans le rapport de pa g, on nommeroit CP

x

i
(z)s CQ(x); & on aurdit m®finalog—.m* finalog—::p
m m

m n mn

P 2 x T\
bgitlog — . log — 5 donc g log — =p log — , ou log —
m m

g ok

x P z
=log(—-) ; équation qui donne x = = m ¥ ==
= g

A e Smx
-Ver P—9q o
{m )

DE QUELQUES AUTRES COURBES.

P Armi les courbes qui font le plus en ufage dansla Géométrie ;
les Seftions coniques tiennent fans doute le premier rang :
mais il en eft plufieurs autres dont il eft a propos de faire mention.
. 812. I°. LA ConcHOiDE DE NICOMEDE. Si par un point B pris
4 volonté hors d’une droite GH on mene des lignes BQM, BAD,
&c. telles que leurs parties QM , AD, &c. {oient égales, la

€ourbe MDM' qni pafle par les points M, D, &c. {fe nomme
Conchoide,
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Le point B en eft le Pole, 1a ligne GH en eft la Direrice; & f{
on prend au-deflous de GH des parties égales Qm , Ad, &c. la
courbe qui paflera par les points m , 4, &c. ainfi déterminés , fera
la conchoide inférieure mdm', ou plutodt la partie inférieure de la
méme conchoide.

813. Il fuit de fa conftruétion , 1.° que GH en eft 'afymptote ;
2.2 que ¢D en mefure la plus grande largeur, lor{que BA eft per-
pendiculaire fur GH. Mais comme BA peut étre plus grande , ou
plus petite , ou égale a JA , voyons quelle fera la figure de la
courbe dans ces trois cas.

Dans le premier , elle fera telle que la repréfente la Figure
126 ; dans le fecond, elle aura un neeud Brdr' comme dansla
Figure 127, & alors on I'appelle conchoide nouée. Dans le troi-
fieme le nceud s’évanouit , & il ne refte qu'un point de rebroufle-
ment ea B, jigz. 128.

814. Pour favoir fi la conchoide eft du nombre des courbes
algebriques , {oit mene PM perpendiculairement fur AP , & foie
ADouQM =z, AB=},PM =y, AP=x; on aura PQ,
PM:: AQ.AB,ou yaa—yy .y :: x—V aa—yy.b; done
xy=(b+y) Vaa—yy; & eeft la I'équation aux coordon-
nées de la conchoide {upérieure. Le méme calcul donne xy=
(b—y) / aa—yy pour linferieure. L'équation eft encorela
méme pour la conchoide & nceud. Cette courbe eft donc algebri-
que , & en débaraffant fon équation du radical’, on trouvera que
c’eft une ligne du quatrieme ordre , ou une courbe du troifieme,
laquelle a pour équation y* - 2by3 4 (b —a* 42 ) y* &
2a*by = a*b3.

On peur la décrire par Pinterfeftion continuelle d’une regle
BCM mobile autour du point B, & d’un cercle décrit du rayon
CM =« , quelon fera mouvoir le long de GH , de maniere que
1e centre C {oit toujours {ur cette ligne. 1l fuffit pour cela quela
regle pafle conftamment par le centre du cercle.

815. On peut méme former ainfi une infinité de conchoides

. différentes. Car fi au lieu du cercle on fait mouvoir une courbe
quelconque CM le long de GH , fon interfettion avec une regle
BEM mobile autour du point B, & aflujettie 4 pafler par un point
fixe Q de la courbe CM , décrira une efpece de conchoide dontil
eft aif¢ de trouver I'équation. En effet, fi on mene MP & AB
perpendiculaires fur la dire@rice , & fi on fuppofe AP =, PM
=y, CP=z,CQ=a, AB=4,0nauraPQ (7-2).PM(y)

=
2 AQ (x+a—z). AB(b);dot y=a—4- 4 . Subftituant
b

donc cette valeur dans équation 2 la courbe CM , onaura celle
de la conchoide MD.,
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Par exemple , fi la courbe CM eft un cercle , dont Q foit Ie FIG;

centre , ona yy =24y - 17, quidonne xy=(b—+y)yaa-yy,
pour P'équation a la conchoide ordinaire.

816. Mais fi la courbe mobile eft une parabole dont Péquation
fott y* = pz, alors y3 4 by* - apy - apb

= pxy devient Péquation
de la conchoide parabolique dont Defeartes s'eft fervi pour refoudre

une ¢quation générale du fixieme degré. Voyez fa Géométrie,
& les Setions coniques du Marquis de I'Hipital.

817. 11.° La CissoinE pe DiocLis. Soit le cercle ANBz dont
le diamétre eft AB, & dont QBy eft tangente au point B. Siaprés
avoir mene du point A des droites AQ a différens points de la
tangente , on prend QM = AN, la courbe MAm qui paflera par
les points M, m ainfi déterminés fe nomme Ciffoide.

Elle eft compofée,, comme I'on voit , de deux parties {fembla=
bles & égales AM , Am qui forment en A un point de rebroufle-
ment , & qui aprés avoir coupé la circonférence aux points C, ¢
egalement ¢loignés de A & de B, s'écarrent toutes les deux 4 I'in-
fini , fans pouvoir jamais atteindre la tangente QBg , qui eft par
confequent leur afymptote.

818. Pour trouver I'équation de la Ciffoide , je mene OM pa-
raliele d AP, & MP, NG perpendiculaires. Je fais AP=—=:,PM =
¥, & AB ou le diamétre du cercle geénérateur == a. Pui{'quc AN =

MQ,jaiAG =PB, & AG (a-x).GN (v aaz-xx):: AP (x)

x V= x3

PM (y) =

; douyy= , équation cherchée.
a-x a-x

819. Or Cette équation fait voir, 1.° que la ciffoide eft une
9 q (3

courbe algebrique du fecond ordre. 2.° Qu’a chaque abfcifle AP,
répondent deux ordonnées égales PM , Pm, I'une pofitive , I'au-
tre négative , & qu'ainfi la courbe a deux branches parfaitement
egales & femblables. 3.° Que lorfque x=o0, yeft aufi=o0;la
courbe paffe donc a Porigine des abfciffes. 4.° Quefix=ia,
alors y =1 2; c’eft-a-dire, que les deux branches de la ciffoide
coupent la circonférence en des points C, ¢ également ¢loignés
de A& deB. 5. Quefi x=a, yeft infinie, & que par confé-
quent la tangente BQ eft I'alymprote de cette courbe, comme
mous 'avions déja conclu de fa defcription.

La conchoide & la ciffoide furent employées par leurs inven-
teurs Nicomede & Dioclés 4 trouver la Duplication du cube, Pro-
bléme célebre parmi les anciens Géométres , mais qui n’a plus de
celebrité parmi les nouveaux.

820. T11.° LA LOGARITEMIQUE. Si aprés avoir pris un point
A fur la droite indéfinie GH, on éleve des ordonnées PM qui
aient pour logarithmes leurs abfciffes AP, la courbe BMm qui
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. pafle par les extrémités de ces ordonnées, s’appelle Logarithmigue;
821. Soit donc AP=x, PM =y, A=—lemodule, Ix=1e
log. hyper. de x, e = le nombre 2.7182818 , dout le log. hyp. et

1; onaura x=Aly=xle, ou _yA = ¢*, qui donne y=¢%, équa-
tion de la logarithmique.

Elle fait voir , 1.° que cette courbe eft du nombre des tranfcen-
.dentes ; 2.° que lorfque x=0, y ou AB=1; 3.°que i x=

I
AE=AB=1, y ou EF=¢", & qu'ainfi en faifant EF =4, on
aura toujours y ==a* ; d’olt il fuit que fi les abfcifles forment Ia
progreflion arithmétique = 1.2 .3 . 4. &c. les ordonnees forme-
ront la progreflion géométrique =a' . a*.a3.a*&c. La loga-
rithmique s'étend donc a I'infini au-deffus de AP.

Mais fi on prend fur AQ des abfcifles négatives x—=—1,
=—2, x=—13, &c. les ordonnées deviendront f{ucceflive.

LY R ,
ment — , — , — , &¢. ceft-a-dire, que la courbe a une branche
a a* a3 e
infinie BO , qui s'approche de plus en plus de la direétrice ou de
Taxe GH, fans pouvoir jamais I'atteindre.

822, La propri¢té la plus remarquable de la logarithmique eft
que fa foutangente eft toujours de la méme grandeur. On le
prouve avec la plus grande facilité -par le calcul différentiel:
voici , en attendant , une démonfiration a peu prés femblable.

Soit menée 'ordonnée mp infiniment proche de MP, & foit pro-
longé le petit cbté Mm pour avoir la tangente MT. Cela pofe,fion
mene Mr parallelea I'axe , & fi onnomme Pp(e) ,mr(i),onaura

2

I3 it i3
xe=A:l(y+i)=Aly+A (— -—t —- &c.) ; don¢
s D e | 0l

Ai i £y
puifque x=Aly, il faut que e=— (1 - — e — &c.).MaisIz
4 ¥ i 0300
quantité i étant infiniment petite , fes puiffances i*, 3, &c. doi-
£y
vent étre rejettées ; ona donc— ou PT=A. La foutangente ¢ft
L
donc toujours égale au module 5 & puifqu’en genéral x = A%}f ,ileft
clair que dans deux logarithmiques différentes , les abfciffes des
mémes ordonnées {ont comme les foutangentes, ou , ce qui rés
vient au méme , les logarithmes des mémes nombres dans diffe-
rents {yftémes font entr’eux comme les modules : on peut VOIf
dans un petit traité de Keill {ur la logarithmique, comment ilend
déduit les regles du calcul des logarithmes. 133
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823. IV.° La CycLoiDE. Si un cercle AG roule {ur une droite FIG.

‘Aa , jufqu’a ce que le ppint qui touchoit d'abord cette droite en
A, la touche encore en z, ce point de conra&- décrira une
courbe appellée Cycloide ou Roulette. Les travaux de Pafchal,
d'Hughens , des Bernoulli , 8. 'ont rendue fort célebre.

Ce fera une cycloide ordinaire , lorfque le cercle genérateur
p'aura d’autre mouvement que celui de fa révolution. Mais s'il a
de plus un mouvement de tranflarion dans le méme fens, le point
A décrira une cycloide accourcze. Si ce mouvement eft en fens
contraire , la cycloide fera allongée.

Or il eft clair que dans la cycloide ordinaire la Bafe Az eft
égale & la circonférence du cercle générateur ; qu'elle eft plus
courte dans la cycloide accourcie , & qu’elle eft plus grande dans
la cycloide allongée.

Le diamérre BC du cercle générateur {fe nomme I'4xe de la cy-
cloide, loriqu'il eft perpendiculaire au milieu de fa bafe. Le point
B en eft le Sommer: ainfi BC eft fa plus grande haureur.

824. Cela pofé, menons MP perpendiculaire {ur BC, & tirons
Jes cordes égales MF & OC; nous aurons FC=MO ; donc puif-
que FC = AC — AF =BOC —FKM =BOC — OLC=BIO,
il eft clair que la partie MO de Pordonnée MP eft toujours egale
3 Iarc correfpondant BIO du cercle générareur. Drailleurs lautre
partie OP eft le finus du méme arc; donc appellant MP (y ), BIO
(%), onaura pour¥équation a la cycloide ordinaire y__b— u—finu.

Et pour la rendre plus générale , on fera MO =—BIO, qui
a
convient 4 la cycloide ordinaire, ou accourcie ou allongee , {ui-
vant que 4 eft égal ou plus petit, ou plus grand que 2; enforte
b

que I'on aura y=—uz— finu. La cycloide eft donc une courbe
tranfcendente. a

825. Pour mener au point M la tangente MT , on imaginera
Tarc infiniment petit Mm , 'ordonnée mp , & la petite ligne Mr
parallele 4 la tangente OT au point O de la circonférence du cercle

b b
générateur. On auradonc MO =—BIO , & mo=— Blo, ce qui
@& a

b
donne * mr=— Qo. D’ailleurs par les triangles femblables ona

MO x Mr a
mr . Mr:: MO . OT = ———— =~ MO =BIO. Il faut donc

l:()o b
_<

*Obfervant quemr=mo-MO,8&Qo=Blo-BIO. Xx
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FIG. prendre {ur la rangente au cercle générateur la partie OT=BIQ;
& mener par les points M, T la ligne MT qui fera la tangente de
la cycloide , {oit ordinaire , foit accourcie , foit allongée. Dang
la premiere cependant la conftru&ion peut étre fimplifiée * ; car
puifque MO =BIO =0T, on a langle TOP, ou 2BOP —
2TMO ; C'eft-a-dire, gu'une droite MT parallele & la corde OB eff
nécefJairement tangente au point M de la cycloide ordinaire.

§26. Maintenant foient menées la ligne indéfinie BQQ' perpen-
diculaire a l'axe BC, & Qg, Qm paralleles au méme axe; on
aura par les triangfes femblables , mg . Mg, ou Q'Q. Ig: o OR
BP ; donc QQ x BP=Pp x OP, ou MmQ'Q —Ppo0:; & par
cenféquent lefpace circulaire BIOP = BMQ , & le demi-cercle
BOCB =BDAB. Orle reftangle AB dans la cycloide ordinaire
eft quadruple de ce demi-cercle ; donc Lefpace cycloidal eft triple du
cercle géncrateur.

827. 5iau lieu de prendre un point de la circonférence du cen
cle poyr déerive la cycloide , on efit pris au-dedans ou au-de-
hors du cercle , alors la courbe décrite efit été une autre efpece
de cycloide ; & {i au lieu de faire rouler un cercle fur une droite,
on I'efit fait rouler {ur la circonférence d'un autre cercle , alorsla
courbe décrite par un de fes points efit été du genre de celles que
Yon appelle Epycycloides. Nous ne pouvons quindiquer tous ces
objets. !

§28. V.° LA QUADRATRICE DE DINOSTRATE. Suppofons
qu’une droite AG fe meuve uniformément & parallélement 2 elle-
méme le long du diamétre Ae , & qu'au méme inftant qu’elle part
du point A, le rayon, AC tourne uniformément autour du centre
C vers le point E, de maniere qu’il fe confonde avec CE au mo-
ment ou la droite' AG ¢’y confondra aufli, & nous aurons par
Tinter{eftion continuelle de ces deux lignes une courbe AMD,
appellée Quadratrice, .

829. 1l fuit de cette defcription qu'une efpace quelconque AP
parcouru par la droite AG eft 4 Parc circulaire AB décrit dans le
méme temps par lextrémité durayon, comme un autre efpace
AC parcouru par cetie droite eft a 'arc correfpondant ABE décrit
par le rayon. Faifant donc AP =x,PM =y,AB=u,AC=a,
ABE=g¢0°=c, on auwra, 1.° % ,a::u.c:; langle ACB, P'ag-

cx
gle ACE; doncu=—; 2.°CP.PM:: CA. AT, ouaz-x,y::
Z
a—x cx
tang — ; & ce fera I'équarion aux
a a

* Obfervez que langle TOP = TOB -+ BOP , & BOP=

OBQ ; mais TOB & OBQ font manifeftement €gaux , erant
chaqu’un mefurés par la moitié de Farc OB.
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coordonnées de la quadratrice , lorfque le point A fera lorigine FIG.
des abfcifles. 1

830. Mais fi on met leur origine au centre C, enfaifant CP =

x cx x cx
%, 0N auray = — tang :—--—-\ = (697) — cot — == (703)
a \ a.t a a
3

3

2 c¥et
== —&C.) a-

2.8 el a?

c3xd 3’

= - :
i R AT R U g, e AR R v e £
Donc lorfque x fera zéro , y deviendra la bafe CD, & fon expref-

a®

fion fera — 3 d’ot il fuit que fi la bafe de la quadratrice ¢toit une
c

fois connue , on auroit auffi-rdt la quadrature du cercle. Ceft ce
qui luia fait donner le nom de quadratrice.

831. Si on deécrit du centre C & du rayon CD le quart de cer-
cle DLK , falongueur fera égale au rayon CA; puifque par la
aa
gature de la quadratrice ona —.a2:DLK . ¢, proportion qui
(4

aa
donne DLK = 2. On aura auffi PC="TarcLD,en faifant —. 2::
c
ABou KL .z; dou KL=x=AP, & PC=1D.
832. Prenons maintenant des abfcifles néoatives AP', & fubfii-
tuons leur valeur dans la premiere équation. Elle deviendray =

(a4=x) cx
— - tang — , ce qui donne des ordonnées négatives P'M.
a a
Ainfi la courbe a une branche AM', dont on trouvera que la
droite QN menée 2 la diftance AQ = eft I'afymprote , en fup-
) [
pofant y infinie; car alors tang — =0, & par conféquent x == a.
a
Si aprés sétre confondus avec CE, Ja droite AG & lerayon
CA continuent de {e mouvoir I'une en defcendant vers 4 l'auwre
en tournant dans le méme fens , i et vifible que leur interfedtion
décrira la partie Dz de la quadratrice.
11 eft vifible aufli que fi on pouvoit décrire géometriquement
Xx i
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FIG. cette courbe, on auroit immédiatement tous les angles dun

Y I
nombre donné de degrés , par exemple , de — 90° 11 n’y auroit
n
pour cela , qu'a divifer AC au point P, de forte que AP fiit 3
AC:: 1 :m; car alors menant Pordonnée PM » & lerayon CB,

I
Pangle ACB feroit = — go°,
y m
833. VL° LA SPIRALE D'ARCHIMEDE. On appelle ainfi Ia
" courbe CKMA décrite par un point C qui fe meut uniformément
le long du rayon CA, pendant la révolution uniforme de ce
rayon autour du centre C, de maniere que lorfque le rayona
parcouru la circonférence entiere , ce point fe trouve confondy
avec le point A.

Si aprés avoir prolongé le rayon CA on i fait faire une fe-
conde révolution, le point C continuant de s’eloigner de l'ori-
gine de fon mouvement, décrira une feconde Spirale , puis une
zroifieme , & ainfi de fuite , ou plutdr toutes ces {pirales ne fer it
qu'une feule & méme courbe , dont les révolutions peuvent fe
multiplier 4 I'infini.

834. Celapofé,lordonnée CM (y) eft aurayon CA (a) :: I'arc
ABN qui eft I'abfcifle correfpondante , & que yappelle x , eft 4 Ia
circonférence emiiere ABNA, que jappellec. On a donc y =
ax .

— pour I'équation a /a fpirale &’ drchimede. Dot il fuit s 1.° que
<

c'eft une courbe tranfcendente 5 2.° Qu’elle paffe par le centre
du cercle générateur ; 3.° Quelle pafle aufli par le point A ; 4.°

r

ax
Que fi on fait » = ¢ 4", Péquation deviendra y — 2 <4 s
. c
& quainfi en donnant 3 ' les valeurs qui fontentreo & ¢, la
ipirale fera une fecoade révolution quelle termineraa 'extrémité
d’'un rayon double du premier. Elle en fera une troifieme , une
quatrieme , &c. fi on fait x = 2¢ + 2", xe= je—+2", &e.

835. Pour mener 4 fon point M la tangente MT . on imagi-
nera le rayon Cumn infiniment proche du rayon CMN , & aprés
avoir decrit un cercle du rayon CM, on menera CT perpendicu-
laire 3 CM ; puis on aura par les triangles {femblables Mmr, MTC,

CMXMr a
wr . Mr:: CM . CT ==.————=; Or CM = —ABN s & Cm=

mr 4
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£ a
— ABn. Donc Cm—CM, oumr=—Nn; & puifque«.y::
< (%

Mr y.Nn cy x !
Nz .Mr, onaura — — =—, & lafoutan-

mr a &a a

a.—Nn
[4
AT xy

gente CT = —— == —; maisz.y:: x. larc OQM=—; done

a? a a

1a foutangente CT doit étre prife egale a I'arc circulaire oQM.

836. VIL. LA SPIRALE PARABOLIQUE. Si on prend fur un
rayon quelconque CN une partie CM moyenne proportionnelle
entre 'arc AN & une ligne donnée p , la courbe qui paflera par
tous les points M ainfi détermines , Ezra la Spirale paraboligue.

Soit donc AN=x, NM=y, AC=¢, & onaurgy =2 —
V5%, équation qui en fubftiruant c~4x, 2c -, &c. au lieu
de », fait voir que cette courbe peut faire une infinité de revo-
lutions autour du centre C, & que par conféquent clle eft du
nombre des {pirales.

837. VIII. LA SPIRALE HYPERBOLIQUE. Je {uppofe que du
point C pris-pour centre {ur I'indéfinie CP, on décrive des arcs
AG, QM, PO, &c. égaux entr'eux , & que par leurs extré-
mités G, M, O, &c. on.faffe pafler une courbe CKGMO. Ce
fera une Spirale hyperbolique.

Il eft aifé de voir que fi on éleve une droite BR parallcle i 'axe
CP, & qui en foit ¢loignée d’une quantit¢ CB=AG=QM=
PO, &c. cette droite fera I'afymptote de la {pirale hyperbolique,
Pa;lce qu’elle ne peut la rencontrer que lorfque le rayon CM eit
infini.

818, Soit le rayon CA =z, AN=x, CM =y, AG=QM,
&c. —=b; on aura x.b::a.y, qui donne xy = ab, eéquation
femblable 4 celle de I'hyperbole entre les afymptotes. Or fi on
appelle ¢ la circonférence dont le rayon = 2, & f{i on {ubftitue 3
% des valeurs ¢c+x, 26—+ X....mc—x, on aura {ucceffive-

ab ab ab
ment y = Sy y . D’ouon
ctx 20 == me—-x

voit que plus I'abfcifle eft grande , plus Pordonnée eft petite , &
que celle-ci ne devient nulle que lorfque m eft infini. La fpirale
hyperboliyue fait donc une infinité de révolutions autour de fon
centre , avant que-d’y arriver.

839. Cherchons maintenant la valeur de la foutangente Gy
& pour cela imaginons la ligne Crm infiniment proche de CM, &
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FIG. l'arc mg ; menons enfuite CT perpendiculaire 4 CM, qui rencon3
140. tre en T latangente TM, & nommons Qg =rm =i ; nous au-

by by
rons y—i.b:ty.Qr= . Donc M=4— — ==
3 el y i
b bi

o= or rm,tM::Cmn .CT; donc:. iy +1.CT

: e 2 ¥ i

= b, Ainfi dans la [pirale hyperbolique la Joutangente eft conflante ;

comme dans la logarithmique ( 822).

840. IX.° LA SPIRALE LOGARITHMIQUE. On nomme Spirale
logarithmigue la courbe qui coupe fous un méme angle tous les
rayons CM tirés de fon centre C, enforte que la tangente MT
fait toujours un angle égal avec le rayon CM, de quelque coré
qu’on le fuppofe. Cette courbe a plufieurs belles proprictés que
T'on ne peut bien détailler que par les méthodes du calcul différen
tiel & intggral dont nous allons faire connoitre les principes.

PRINCIPES DU CALCUL DIFFERENTIEL
Notions Préliminaires.

842. N corps qui fe meut avec une vitefle toujours égale]

U doit néceffairement parcourir des efpaces égaux en
temps égaux : mais fi fa viteffe varie a chaque inftant, les efpaces
qu'il parcourra varieront de méme.

Chacun de ces points fera denc parcouru avec une vitefle qui
lui fera propre, & qui dépendra roujours de la loi fuivant la=
quelle ce mouvement variera. Or fi 'on peut aflujettir 4 un cal-
cul exadt les rapports de ces différentes vitefles , 'on pourra dé-
terminer celles qui conviennent a chaque point de Vefpace par-
couru.

Appliquons maintenant 4 une variable quelconque x ce qui
vient d'érre dit du mouvement en particulier , & {uppofons que
cette variable recevant dans un temps déterminé un accroiffement
finie, devienne, aprés I'avoirrecu, x~e¢, on demande quels
doivent étre les accroiflemens correfpondants de toutes fes fonc-
tions ?

842. D'abord il eft clair que fi  devient x + ¢ , fon quarré xx
deviendra xx + 2ex —+-ee ; ainfi le rapport de ces deux accroifle-

I

mens fera ~———. Mais fi e diminue , ce rapport augmentera , &
e
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I
il approchera de plus en plus de celui de . Cependantil ne lui
2x

I
deviendra egal quau moment ou ¢ s’évanouira. Le rapport de —
2.2
eft donc la limite de ceux que les accroiffemens finis de x & de xx
peuvent avoir entr'eux. On trouvera de méme que la limite de

I

ceux de x & de x# eft —
nxi——1 -

Or le calcul différentiel a pour objet de déterminer ces limites
dans tous les cas. Voyez ce que M. d dlembert a écrit {ur cette
matiere ; vous y trouverez les vraies notions de ce calcul. §’il
refte encore des difficultés, c’eft qu'elles font inféparables des
idees abftraites de limite & d’infini, c’ef que pour entendre la
definition de ce calcul , il faut déja y avoir fait des progrés.

Mais puifqu’on ne peut avoir la limite de ces rapports, qu'en
{uppofant nuls l¢s accroiffemens que 'on compare , ne {emble-t-
il pas que leur comparaifon devient alors impofiihle ? Les Géo-
metres {e {ont partages fur la maniere de réfoudre cette difliculté
Les uns ont dit que ces accroiflemens étoient toujours quelque
chofe de réel , & au défaut dexpreflions plus claires , ils les onr
appelles des incomparables , des infiniment petits., &c. Enfin des
quantites plus perites que toute autre quantité , quelque petire
qu'on la {upposat.

Les autres ont perfifté a dire que ces accroiffemens qui d’abord
etoient finis, diminuoient de plus en plus en confervant toujours
un cerrain rapport , dont on cherchoit la limite, & qu'alors ils
étoient vraiment nuls. Pour éclaircir & confirmer en meme temps
leurs idées , ils ont eu recours aux exemples. En voici un,

843. Soit propofé-de mener une tangente au point M de la
courbe AMm , ou, ce qui revient au méme, de déterminer la
foutangente PT.

On {uppofera que I'abfciffe AP==x croit d’'une quantité finie

p=c¢; on menera 'ordonnée PM =y , & on déterminera l'or-
donnée mp , en fubflituant x + e au lieu de > dans I’équation de
la courbe. Quelle que foit fa valeur, on pourra toujours la re-
préfenter par y + Pe—+ Qe* + Red + &ec. (P, Q, R, &c. érant
des fonftions de =) ; on aura donc pour lexprefiion de rm,
accroiflement corre(pondant de lordonnée PM, la quantité
Pet Qe® 4+~ Re3 + &c. Cela pofé, foient menéss la fécante
SMm, & la ligne M parallele & égale 2 Pp; on aura PS=

3
P+ Qe+Re* + &

. Rapprochons maintenant le point p du

FIG:
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point P ; le point m s’approchera du point M, & le point S dy
2

point T : mais oz aura toujours PS = BN

P+Qe-+Re?* +8&c

la quantité¢ Pp diminue encore & devient trés-petite, il ne s’ep

faudra que de tres-peu que M fe confonde avec M , & que la £

cante ne devienne tangente. Mais fi e s’évanouit , le rapport déja

b
trouvé fe réduit a — , PS devient PT, Sm devient TM qui na
p B

plus gt le point M de commun avec la courbe, & la foutangente
eft déterminée par cetre limite.
Par Ex. §i AMm eft une parabole ,” on fubftituera x—4easn

i I 1

: = 2 2y
dansl’équationy=1y/ px, &conauray=p (x-4¢) =p x -+

e it
-P P Vpx
——e¢—3&c. quidonneP=1} V—-; ot PT= — =2z,
x I 5 x P

3
comme cela doit étre.

Or dans ce procédé il n'y a rien que de trés-exa® , & il eft aife
de voir cependant qu'il fuppofe les accroiffemens de I’abfcifle &
de 'ordonnée réduits 4 zéro. Mais pour fuivre dans tous les cas
un pareil procédé , il faudroit beaucoup d'adrefle , & les plus ha-
biles s’y font quelquefois trompés.

844. MM. Leibnitz & Bernoulli envifagerent la chofe fous un
point de vue purement métaphyfique , & fuppofant qu’une varia-
ble x croifloit d'une quantite infiniment petite qu'ils appellerent
dx , ils chercherent quels devoient étre les accroiffemens de fes
autres fonctions. xx, par exemple, devenant alors x? -+ 2xdx+
dxdx , ils rejetterent dxdx comme un infiniment petit du {econd
ordre , dont on ne devoit tenir aucun compte , & ils trouverent
que la difiérence de xx 3 xx - axdz étant 2xdx, 'accroiflfement
correfpondant du quarré de la variable étoit le double du produit
de cette variable par fon accroiffement. Ils nommerent calcul
différentiel la méthode de déterminer ces différences dans tous les
cas.

Newton, ce rigide obfervateur des préceptes de P'ancienné |
Géomeétrie , rappelloit tout aux rapports des lignes & des figures.
Euclide avoit deja congu la ligne comme décrite par le mouver H
ment du point ( linea eft fluttus punéli , avoit-il dit); & Newton
concevant de méme que tout ce qui croit ou diminue dans la na-
ture , regoit ces accroiflemens ou ¢¢s diminutions par le mouve-

ment
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ment continuel d'un de fes ¢léments , appella calcul des fluxions 5
la méthode qu'il inventa pour déterminer les rapports de ces va-
riations ; elle ne difiere pas au fonds de celle de M. Leibnitz &
Bernoulli. Ce que les autres appellerent variables , il l'appella
fluentes 5 & ce que les aurres défignerent par dx , il le defigna par

un point mis fur 2 , enforte qué x oudx fignifient la méme chofe.
Mais Newton ne {e permit point de confidérer dx independam-
ment de quelquautre différentielle. C’eft par certe raifon qu'il ne
diffiérentia que des équations qui_expriment toujours le rapport
de quelques fon&ions d’une variable avec quelque fon&ion d'une
autre variable.

Aurefte, il y aunavantage & fe fervir de la lettre d au licu
dun point pour marquer la différentielle ou la fluxion d'une va-
riable , en ce quelle la fair mieux reconnoitre parmi d’auires
quantites.

L accord fingulier qu'il y eut toujours entre les réfultats de ces

rands Géométres éronna Newton lui-méme ; car il étoit pers
fuadé que les principes dont Leibnitz & Pernoulli éroient partis,
pechoient contre la rigueur géométrique , & que ce n'etoit qu’en
corrigeant une premiere erreur par une feconde qu'ils avoient
srouve la vérite. Voyez i ce fujet une note de M. D¢ la Grange
dans les Mélanges de la Sociéié Royale de Turin , an. 1760 - 1761,

On a beaucoup difpute {ur la métaphyfique du Caleul differen-
giel, & il faut convenir qu'elle prére & la chicane. Nous allons
donner les regles de ce calcul, comme ¢'il éroit fonde {ur des
principes unanimement admis, fans nous embarratfer aujourdhui
des difficultés qu'on peut leur oppofer. On n'auroir point établi
les regles du mouvement , fi on {e flit arrété aux objections que
faifoit Zénon contre le mouvement.

845. Non-feulement les quantités variables ont pour différen-
tielles ou pour fluxions des infiniment petits felon les uns, - des
accroiflemens nuls felon les autres , mais ces premicres différences
ont auffi leurs différentielles , que 'on nomme différences fecon-
des , & qui 4 leur tour ont des differences troifiemes , & ainfi de
fuite. ddx, dddx, ou d*x , d3x, oubien % , = font les différens
ces feconde & troilieme de .

2.9 Ces darnieres diffirences doivent étre négligees fuivant
tous les Géométres , lorfquelles font partie d’un calcul ou les
premieres {e trouvent. 1l o’y a pas d’inconvenient , ditent les
uns , puilque ce font des quantités infiniment petites, msme par
rapport 4 celles d’un dégre moindre. Cette omiffion ne peut étre
fujette a erreur , difent les autres , puifqu’lle n'a point pour ob-
jet _des quantites reelles : d'autres ajoutent : Ceci n'eft pas une
omiffion ; on doit négliger ces quantites , parce qu’&:{lles font d'ug
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crdre différent de celles dont ona 4 s’occuper,& que confequems
ment elles ne peuvent en augmenter ni la {omme ni la différence;
Ainf ils s'accordent tous 4 dire que dx + dxdx =dx , que ddx -4
dddx = ddx ; &c.

5.% Les differentielles du méme degré , quoique infiniment pe-
tites , ou quoique nulles , ne font pourtant pas égales; mais
elles ont des rapports dépendans de ceux des quantités qui les ont
produires ; & c’efl la détermination de ces rapports , encore ung
feis , qui fait lobjet du calcul différentiel,

Si on demande de nouveau quel rapport il peut y avoir entre
dx & Jy, dans la fuppofirion que les différentielles foient nulles,
il eft aif¢ de faire voir qu'il y en a un , & en attendant que nous

da— XX
enfeignions la maniere d’en trouver Pexpreflion , foit 5il
a=—x
eft certain, que @ -+ x exprime la valeur de cette fraQion , quelle
que foit celle de > ; mais i x=2, la fra®ion fe réduir 3 2, &
de quotient devient 22. Il n’eft pas rare de trouver ces fortes da
frattions dont le numérateur & le dénominateur s'évanouiffenten
mcme temps, & qui cependant ont des valeurs bien différentes,
4.° On peur regarder une quantité infiniment petite comme le
quotient d'une quantir¢ finie divifée par une quantité infiniment
grande, dx, par exemple, peut étre regardée comme le réfultat
& ¥ dx )
de —, & dy comme celuide —; on aura dong — — —,

5. Sion {uppofe réellement infinie la quantité qui divife, le
quotient qui eft toujours en raifon inverfe du divifeur doir étre
y X
vraiment nul, ce qui donne 0=—, ou o0Xoo= 2 ; d'oi il {uit

L]
que zéro , multiplié par une quantiié infinie , peut étre ¢gal ine
différemment 4 toute forte de guantités finies, & réciproquement,
que toute quantite finie divifée par zéro a pour quotient Vins
fini.

6.° Sl pouvoit y avoir une quantité infinie , I'addition ou la
fouftrattion d’aucune quantité finie ne pourroient Faugmenter ni

la diminuer. Ainfi 0 == I == 00 ~f= 2 ==00 —= 100 == 00 — & ¢
b5 &c.
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Regles du Calcul Différentiel.

846. S 1 les regles prefcrites par Leibnity , pour trouver les dif-.

férences des variables , {femblent moins rigoureufes que
celles de Newton, il faut avouer qu'elles font plus faciles 4 faifir.
Les infiniment petits une fois admis , & leur fubordination éta-
blie , le refte va de fuite. Voici donc ces regles.

Soit d’abord y = ax; on {uppofera que x recoit un accroiffe-
ment infiniment petit defigne par dx , y enrecevia donc un aufii

ue nous défignerons par dy , & nous aurons y 4 dy = ax —+adx,

ot dy = adax ; c’eft la difiérentielle de Péquation propofée. Elle
elit 616 la méme , s'il y eflit eu des conftantes non affettées de va-
riables ; car lee conflantes wont point de differentielle. Ainfi b +y =
ax — ¢ donne également dy = adx.

847. Lors donc que les variables ne paffent pas le premier degré , fub-
ftituez leurs différences , effacez les termes conftans , & vous aureg les
différentielles des quantités propofeées. §'il falloit , par exemple , diffe=

m m
rentier b 4 cy —a=—71 f> VOUS &cririez bdx = cdy = — dg.
n n

Mais s'il entre d’autres puiffances des variables dans la qnantité
propofée , fi on a, par exemple, y =7 , alors en {uppofant
que x devient x—+dx,onay—dy= (ot =4 d)m == 2% - mxm-1dx

m.m—1
g xm—2dx® &, & puifque dx®, dx3 , s'évanouiflent
2

par rapfport a dx ,A refte dy = mam—1dx; donc fim=2,dy=
2xdx ; i m=73, dy = gxidx 5 &c.

848. En général, routes les fois que la variable ft élevce a quelgiune
de fes puiffances , diminuez fon expofant d'une unité & multiplier-la
enfuite par U'ex;pofant qu’elle avoit dabord , & par [a différentielle.

On auroit pu déduire cette regle par indu&ion, fansy em-
ployer la formule du binome , & alors on eiit trouve cette for-
mule méme avec plus de facilite que par I’Algebre ordinaire. Sup-
pofons en effet que I'on demande la valeur genérale ( 143 ™. 1k
eft clair qu'elle doit reufermer Punité , avec toutes les puiffances
fucceffives de 7 jufqua fa puiffance m. On peut donc la reprefcn-
ter en général par 1 + A+ By* + C3+ &c. Celapofe, diffe-
rentions en fuivant la regle précédente , & nous aurons m(1 =
g m—1dy = Ady + 2Brdy+ 3Cy*dz , qui en divifant par dy fe re-
duitdm (1 4 7mi= A+ 2Bz -+ 3C¢° ~+ &c.

Yyij
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Or cette équation doit avoir lieu quelle que foit la valeur de Fé |
fuppofons-la donc —=o; alorsm = A sdonem (14-7im—1—=p
—+ 2B7 + 3C;* +- &c. Différentions de nouveau, & divifons ene
fuite pardy; il viendra m .m — 1 (1 g2 =3B 42, 3Cy

ne.m-x
=3 4D+ &c: foit g==o0, donc B=—o| & m.m—7
2
(I —2=m.m—1-2.3C; 4 &c. Le méme calcul don-
m,pi—1.Mm—z

nera = —————— | & ainfi des autres coefliciens indeter-

==

m.m-1

minés D, E , &c. On oura donc (14-5)” =1 ~ mg - 3
2

b \m b
- &c. &(ad-b)mn, 011(1”’( I—f—--—-—) :am( 1~-m.—=

. a a

m.m-1 b _ mom-1

-+ =+ &) =am e man—thpe | gm——2}2 o

2 a* 2

&c. Revenons aux différentielles.

Toutes les fois qu'on aura des variables de cette forme y%, )
&ec. a différentier, la formule déja trouvée pour la différentielle
de xm donnera immédiatement celles de ces variables ; il n’y aura
qu'a fubflituer. Si ’on avoit, par exemple, y* = px, on trou~
veroit 2ydy ==pdx , & fi 'on avoit &® 4 y¥ =4?, la différen-
tielle {croit 22dx + 2ydy = o. Remarquez ‘que la lettre d mife
avant une quantité indique qu’il faut la différencier ; ainfi d ( 4% ~
¥*) == 2xdx 4 2ydy 3 d (%m ) = mam—idx , &c.

849. Mais fi les deux variables x & y fe fe trouvent multi
plices P'une par Tautre, alors d( vy )= (x=4dx) (y-t+dyl—
®y == ydx - xdy + dxdy = ydx -+ xdy , parce que dxdy Séva-
nouit. :

De méme d ¢ xyz )l =zd ( xy ) - xydy = xydy ~++ xzdy ~+ yidx;
d(ueyr ) =+ ux ) used ¥ )= uxydy -+ z:x{:iy —+ uyzdx -

' ené tier le produit de tant de varid-

er gitune 4 la fols o comme fi

toutes les avtres éoient conflantes : rés avoir fait la méme chofe pour
chacune , il fan raffe es différentielles,

Soit , par ex. la quantité x3y. Je fais varier ¥ s &jai x3dy ; je
fais ‘.'Z—l\l‘"iitl‘ %, & ;j‘ui 3yxddx, ')‘cnc d (rﬁyﬂj = x3dy - syxidx
De mémed Lt y3rt ) = 3x% 4y dy 4= 4x zvy?’{3c2’{ —+ 2xy3x%dx,

X
850, Soit maintenant la fra&ion —sjelécris ainfi xy—%, & en
¥
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différentiant jai d (—) = y=1dx = xy~2dy
Y

ydx—xdy _ . ; {

————. Donc ponr diférentier une fraétion quelconque , il faut |
iy

1.° multiplier le dénominateur par la diffrenticlle du numérateur, 2.°

Multiplier le numérateur par la différenticlle du dénominateur. 3.° Res

trancher le dernier produir du premier , & divifer le refie par le quarré du
dénominateur. ‘

Avec ces regles feales il n’eft pas de quantité algébrique qu'on
ne puiffe différentier. Nous en allons parcourir quelques-unes.

1 1 dy
1. Soit ¥ =—, on aura dx—=d (-—) —_——
Y & ¥y
; = 5 2
IL Soit =V qy+yy=1{(qy+yy) , on aura dx =17 (gy
I (39+y)dy
SR Yy ) =" e
V 9y +¥¥
TIL. Soit x =(a~ by -cyy)™, on aura dx=m (a by
ey® yn—=1 (b—+2cy) dy.

7 — m 1
IV. Siy=V (ax 4 bwx —+cx3)m, dy = — (ax ~ bxx -+
n

m
a3 )71 e (@ == 2bx = gex? ) dol
P 2 - ——
W Soitr— = (X aa-xx), 0R
a’(x—i—\/.m—i-xx)-l aa
axdx dx - s*dx 2xd% |
aurad{=——-+—-‘/m+xx+ — 4=
aa aa aay a*+x* aa
aad == 25esedx

aav‘z‘—i—mi

Des différences fecondes o troifiemes 5 &e.

851. La différence feconde d'une quantité eft la différentielle
de {a premicre différence. La différence troifieme eft la_diﬁ:éren-
tielle de la feconde , & ainfi de fuite. Or nous avons deja dit que

SCD Lyon 1
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ddx ou d*x fignifioit la différence feconde de » , que d3s ou dddss
marquoit la toifieme , &c. Le quarré de la différentielle dx s'dcrie
ainfi, dx*, & fa puifiance m, dom , &c. 1l ne faur pas confon.
dre d ( xm ) avecdx™, d (=m) deéfigne la premiere différence de
%™ que nous avons dit étre mxm—1idx. Mais dxm défigne la puif-
fance m de d» . dy* =dydy. 1l ne faut pas aufli confondre dy*
avec ddy. Certe derniere expreflion fignifie Ia différence {econde
de y. D’aprés ce que nous venons de dire fur les différences pre-
mieres , il eft facile d’avoir les différences fecondes, &c. Soit
»* dont on demande la différence feconde. Puifque la premiere eft
axdx , la {econde fera 2dxdx =+ 2xddx = axddx - 2d%*. De
méme ; puifque d ( x% ) = mam—1dx , on a dd (27 ) = mxm-1dds
~+m.mi—1.xm—2dx* Onaaufii d(xy )= xdy
ydx; donc dd(xy)=xddy +yddx—+2dydx. De ce que

% xdy b ddx
d (-—) , on tire dd (—- —y—
Y dii i i

dedy. - xddy dady 2xdy* 23dy* ddx
—_— - -+ = ~+
R ¥y ' i ¥
2dxdy  2xdy*~y*ddx—syddy —aydxdy

—

, & ainfi des autres.
g 2
On voit que par les mémes principes on peut trouver les diffé-
vences troifiemes , quatriemes, &c. & en général les différentielles
de toutes fortes de quantités affe&tées de dx & de dy. Par exemple,la

différenticlle de ydx eft yddx —+dyd, celle de v/ dx* +dy* , eft

dxddx - dyddy ydoe yddx  ydxddy

—_— — , celle de —— , eft dx -+ —— — , celle
V dx* - dy* dy dy dy?®

' a addsx

de la quantité infiniment grande — , eft — ——, &c. &c.

ds dx*

852. Lotfqu’on cherche les fecondes différences de plufieurs
variables , on {fuppofe communément une des premieres différen-
ces conftante , quelquefois méme on en {uppofe deux ; cleft-d-
dire , que I'on rapporte les autres différentielles a celle-la , com-
me a un terme fixe de comparaifon ; on en verra bientor des
exemples. Or cette fuppofition abrege beaucoup le calcul , parce
gu’elle fait difparoitre rous les termes affeétés de la différentielle
de la quantité que I'on a prife pour conftante.

ydx :
Si on cherchoit , par exemple , la différence de , en fup+

dy




DE MATHEMATIQUES. 359
ydxddy
pofant dx conftante , on trouveroit dx — ; 11 on elit fait
dy*
yddx
dy conflante , on auroit eu dx 4 ———
dy
Rem. Nous avons {uppofé jufqu'ici que les variables qu’on
avoit 4 différentier , augmentoient toutes ¢n méme temps. Si les
unes augmentant , les autres diminuoient, il faudroit rendre la
différentielle de celles-ci négative , écrire , par exemple , —dy au
lieu de + dy , &

Des Differentielles Logarithmiques & Exponentielles , &
de la différentiation des Sinus 5 Coftnus 5 &e.

853. Soit propofé i différentier le logarithme hyperbolique de
la variable x. Je défigne ce logarithme par /x , & faifantlx=z,
j’ni{—|—a’{:l(x—|—dx) s &dy,ond(Ix)=I(x—+dx)—Iix

dx dx® dx
=1(1+_ — &c.=—; donc Iz
= 33 s
la différentielle du logarithme hyperbolique d’une quantité quelconque eft
égale i la différentielle de cette quantité divifée par elle-méme. Par con-

mdx
féquent pour un {yfiéme dont le module=m,onad(lx)=—-
>
Mais nous ne parlerons dans la fuite que des logarithmes hyper-
boliques dont le module = 1.
Cette regle pofée, il eft facile d’entendre les exemples fuivans,

nxn-idx ndx dx dy . ydx—xdy %
for® = =— iy = — o — = 5 dl—

xh x x Y Vi xy 4
dx dy ydx — xdy — axdx
— — = 5dl(aa—xx) = =
x ¥ xy aa — xx
— dx dx me— r
—_— sdly (abxn)p = —. dl(a-bxr)=
a=—x a4=x 2 m
bpn _
— f—Idx F dx
% e

xdx dsx

Sl St e i e ]

T e Vissx #  1-4axx  x(14=zK)
@~ bxn
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854. Si on a des puiflances de logarithmes , ou méme des logas
rithmes de logarithmes , leur différentiation fera aifée. Soit > par
dx
exemple , y =(I/x)m, onaurady=m (Ix y»—1——. Si on 3
g =
y=zxm(L<)2, il viendra dy — mxm—adx (Ix )1 4= nam—1dy
(Ix jp—r=am—1dx (Ix #—1(n+ mlx ) &c. Soit enfuite y =
dz d=
lix'y onferale—z, &onaurady — — ————
z el
dx
855. L'¢quation d (Ix ) =——, donne dx=xd (Ix). Donc
X
ladifférentielle d'une quantité quelconque ef? égale au produit de cette quan-
tité par la différenticlle de [on logarithme.” Cette regle peut fervir 4
trouver facilement les différentielles des quantités méme algébri-

mxmdx
ques. Par exemple, d(am )= xmdlxm = = mxm—1dx}

x
; dx dy x %
d(xy)=xy —+—) =ydw - xdy 3 d (_) o

2 7 ¥

e &c. On Tlapplique fur-tout avee
x

( dx= dy ydx—xdy
X

Yy
fuccés a la différentiation des quantités exponentielles. On nomme
ainfi celles qui ont des expofans variables. Telles font a*, 27, &

qui font du premier ordre ; 7% eft du fecond 5 &c.

La différentielle de «* , ou d (a¥) fera axdlax—axd(xla)=
a*dxla. Donc fi e eft le nombre dont le logarithme =1 , on
aura d(ex) =exds. De méme d( W )=tdyls)y="1/ (dylx

d
e i s &c.
X

856. On auroit pu trouver ces différentielles de cette autre
Clny® . i{laR
maniere. Nous avons vu (479 ) que n==1 - ln + -+ —

. 2 2.3
=+ &c. Soitdoncln=7. Si on nomme e le nombre 2.7182818
dont le logarithme = 1, alors In — gle—=1le};, Scn=ch=1H

3 3 +

1+ -+ — - &c, Soit el = a¥, onaura {=

: 2 23 2,304 xla
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22z 33
gla; & ax=1+4xla+ -+ + &¢. Donc 4
2 2.3
x*dxBa
(4r)=d:lrx—|—xd:¢£'a+——- = &e=drla(14=xla
o

X2l 2353,
+ 4+ &c. ) =axdsla.
2 2.3

A I'égard des exponentielles telles que *7 3 leur différenticlleeft
ifée 3 . :Jm\ o T i e 7( 3 E
aifée 3 trouver : caronad (') =" d(yxlx) =+ (¥ 7

- dy 3 dx dy
+yxlx(d{ly+—-—-) =y —t Ly —-dzixly ) s
if % Y
fix=y=¢,0nace eidg pour la différentielle de . Oa trou-
veroit de méme les différentielles fecondes , troifiemes, &c. des
quantités logarithmiques & exponentielles , mais nous ne nous y

arréterons pas. 1l nous refte a faire voir comment on différentie
les finus , cofinus , &c.

857. Soit finx =y, on auray+dy=ﬁn(x+dx)=_ﬁnx
cof d — fin dx cof x. Or d« etant un arc infiniment petit , on au-
ra, 1.° cofdx=1. 2.° find»==dx. Donc y =+ dy =finx +d=
cof x, oudy =d fin x=dx cof x. La différentielle du finus d’un arc
quelcongue eft donc égale d la différentielle de cet arc multiplié par Jon co=
fenus.

858. Pareillement , puifque dx cofx=dfinx, fi on fait x =
go° —y,onauradx = —dy , & d'cof y=—dy finy, ce quon
auroit pu trouver de ces deux autres manieres. 1.° fin* ¥ = cof %

in x

#=1. Donc fin xdﬁnx—i—cofx dcofx:o,&dcofx-_—_—-{—-

cof *

dfing=—dxfinx. 2.° dcofx:cof(x—l—dx)—-cvfx:cofx

cof dx — find 5 fin ¥~ cof x = —d " fin x. Concluons donc que

Iz différentielle du cofinus dun arc queleonque eft égale 4 la différentielle
négative de cet arc multiplié par [on finus.

fin x cofxdfinx-dcofx X fin%
859. Soitrang ¥ == , onaurady = et
L X cof'x cof* %
dxcof* x~4-d x fin* x dx
= - = d tang ». La différentielle de
cof * x cof® x ,
la tangente dun arc eft donc égale & la différenticlle de cet arc divifée par
& quarré de fon cofinus, Zz
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. =4y
860. Soit x==90°—y, onaura dcoty = » de méme
fin*y
I -deofy  dyfiny dytangy
dfecy=d. o = — ,8cd(eofecy)
cof ¥ cof*y cof*y cof y
1 -dfiny -dycofy -dycoty
e=d == — 2= s
finy, . fn*y . frly finy
Ces regles fuflifent pour trouver les différences premieres;
fecondes , &c. de toure quantité dans laquelie entrent des finus,
des cofinus, &c. Voici quelques exemples.  (finx ,» =m (fin
x yn—1dx cof x == m ( fin x )P dx cot x ; dd ( finx ) = ddx cof x —
dx® finx 5 dd (cof x ) = d{ —dx fin x ) =—ddx fin x — dx* cof
%3 d (fin mx ) = mdr cofmx 3 d cof mx = —md fin mx ; d ( fin

l—i—coix

2

 cof ) =dx cof * ®x —dx fin* x = dx cof 25 ; dV

I z weci?
=——d(14cof 2 )= (1~-cof ) ~K—dxfinx=
2 2y2

— dx fin - dx fin x - dx
= = Jfin 3 % , puifque ( 694)

1y 2(1+cof ) 4cof 3 2
1 -+ cof » d»
: =cof 2 x;d (coflx)==w=dlx. fin lx == —s

2 x
finlx 5 d (% fin %)= dx fin % 4+ x dx cof x.

d fin %
861. Si x eft un arc quelconque, fa différentielle dx =
cof »
-dcofx dtang x= d tang x
= — =cof* xd tang x = = =~ d cot
fin 2 Jec* = 1--tangix
-dcote  -dcorx
2. fint we= = :
cofect sz I+cot* x

_ ﬂpplication du Calcul dzfsi*e;:tisl ala Tfre’ori; des Courbes.

862. De tous les Problémes qu’on peut propofer {ur une cour
ke, le plus fimple eft celui qui 2 pour objet de mener une ran-
gente & I'un quelconque de fes points.  Commengons dong par &
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¢&foudre ; ou plutdt rappellons la folution qui en 2 été donnée FIG!
(843). :

Soit la courbe AM , fon axe AP, fes coordonnces AP & PM ; 143.
3l eft clair que pour mener la tangente au point M, il fuffit de
déterminer la foutangente PT. Imaginons donc Farc infiniment
petit Mm , les deux ordonnées infiniment proches MP, mp & Mr
parallele a Pp. Soita I'ordinaire AP =x, PM =y, & nous au-

yd=
rons Pp ou Mr=dx , mr=dy, & PT=——. lln'y aura
dy
donc plus qu'a différentier Péquation de la courbe, afin d’en tirer
dx
1a valeur de —— , que l'on fubftituera dans la formule des fou-
dy
tangentes , & PT fera détermince.
—_ﬁ

yidx
863. L'expreflion de la tangente MT eft Vy" -+ —y
dy*
g I
ou— y/ dx*~4dy*; celle de Ia founormale PN eft SO0
dy
ey | Fppmm sy
o ; lanormale MN = — y/ dxx* = dy*; & fi on mene par
dx dx
yds  ydo
forigine A la ligne AQ parallele 2 MP, onaura  ——2
@ dy
xdy
ou AT :: y . AQ =y — ——. Or ces valeurs de AQ & de AT
dx
ferviront 4 trouver les afymptotes de la courbe AM, lorfqu'elle
dy
enaura: car fi aprés y avoir fubflitué la valeur de — tirée de
dx
Péquation méme de la courbe, on fuppofe x infinie , il y aura
autant d’afymptotes que de valeurs differentes & finies des lignes

AQ & AT. Quant a la pofition des afymptotes , elle fera tou-

jours déterminée par les points T & Q. Appliquons maintenant
ces formules.

Exempres. Dans le cercle y* = 22 — x*; donc ydy = —xdx,

(at—x%)

= PT. Le figne — indique que
®
Zzij
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FIG. la foutangente doit étre prife dans le méme fens que Pabfcifle s
143. Parce que dans la conftruction de la formule on I'a {uppofie en
lens contraire. Si on eiit compté les abfcifles du fommet , Péqua-
tion y* == 2ax »— xx elit donné un réfultar pofitif comme la fore
T oo yay
mule. En fe fervant de I’équation précédente , on trouve —

dx

yidy*
ou Ta founormale == 2 — ¢, & la normale e S

do?

=4/ x* - y* =z =lerayon, comme cela doit étre.

ydy ydx  ay?
Dans la parabole , y* ==px ;donc ——==lp, & —— =,

dx d_}f P
b® b*
Dans Pellipfe, y* = — (a*—x?); donc Yy = (—sdn);
a a

= 2,

ydy — bz yde  m—aty? e (g_x?)
& — = ; enfuite = = ;
dx a* yd bx =
b* ydy B
Dans 'hyperbole, y* = — (2ax42xx) ; donc —— — — (a—x);
a* doe = gt
ydx aty® 2ak=} s ax
= .Onaaufi AT = -
dy b* a4 x a2

——

a =

xdy b

fix cht infinie; SEAQ=pmm = =} V
dx ay 2a <%
qui-fe réduit a 5, lorfque % eft infinie. Les deux dernieres va=
leurs donment la pofition des afymptotes, comme nous 'avons
déja trouvee. s
864. Soit ym = xmam—n, on aura nlx =4 (me—n)lz =mly

ndx méiy ‘ ydz m
e == e, & la fOutangente —— = — x., Toutes les cour=

» ¥ dy n
bes reptéfentées par Péquation générale ym —= smgm—2, font
nommees paraboles , lorfque m & nfont pofitives. Sim=—2 , &
R==1, Onayy==asx, équation 4 la parabole ordinaire ou Apol-
lorienne , comme Vappellent quelques Auteurs du nom d’Apollo-

*
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nius ; ancien Géométre, dont on a un Traité {ur les fe&ions FIG.
comiques. Sim=3,&n=1, l'équation eft 3 =ua’x, & la
courbe qui y répond , eft Lz premiere parabole cubique a caufe de
p=1. Sim=3 , n==2, eft alors la feconde parabole cubigue dont
Iéquation eft y3 =ax*. Voyez la Fig. 1e7.

65. Si n eft négative , les paraboles fe changent en hyperbo-
les dont 'équation eft x#ym = am+#;la foutangente de ces courbes

in
eft donc généralement — — 3, C'eft-i-dire, qu'elle doit étre
n

rife dans un fens oppofé aux x. Etfim=n=1, on a 'hyper-
gole ordinaire dont la foutangente = — x (788).
mdy
Dans la logarithmique , on a x = logy , & dx==——. Domc

ydx 5
——=m; [a foutangente ¢ft donc toujours égale au module ( 822 ).

dy

866. Soit maintenant une courbe quelconque BIOC avec une
autre courbe AMB , telle que fi on prolonge les ordonnees
OP de la premiere jufqu'a la rencontre de la %econde , la ligne
MO foit une fon&ion quelconque de Tarc BIO, il s'agit de me-
nier par le point donné M la rangente MT.

Concevons I'ordonnée mp infiniment proche de MP , & Mr pa-
tallele 4 la tangente au point O ; fi on fait BI0 =¢, MO=u,
udy
on aura mr=du, M=Qo=d;, &du.dy:12.TO =
du
&
Or u étant une fon&ion de § ; on aura —— en prenant les diffé-
du

rencielles ; ainfi TO , ou le point T {era déterminé, d'ou il el
facile de mener la tangente MT.
b bdy
Suppofons , par exemple , #=—7, onaura du=——, &
a a
OT = ;=BIO. SiBIOC eft un arc de cercle , alors AMB eft

une cycloide , & cette conflru&tion eft la méme que celle que
nous avons déja donnee.

Dans la quadratrice , fi on compte les ab{ciffes du centre, ona
‘ o xdy x x
(830) ay = x cor , e e = 0T = — Ot
z dx a a
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EIG,- [+ cxx €
g ; donc CO +0T =CT = —.CM?*; & lorft
cx ce aa
fin* — fint ——
a a
que CM=CT, aupoint D, ona, comme nous l'avons déja

aa CM?
trouve , la bafe CD =—, & par conféquent CT = |

e CD
faut donc prendre CT troifieme proportionnelle 4 la bafe CD &
aurayon CM , ce qui donnera le point T par lequel, & par le
point M fi on mene MT , elle fera la tangente demandee.

867. Pour mener les tangentes aux {pirales , il faut réfoudre le
robléme fuivant. Soit deécrit un cercle d’un rayon quelconque
A , & foir une courbe CKM telle qu’en menant le rayon CMN,

la ligne CM foit une fon&ion quelconque de I'arc ABN , il 'agit
de mener par le point donné M la tangente MT.

On imaginera les deux rayons infiniment proches CMN , Cmn,

& le petit arc Mr décrit du centre C & du rayon CM ; on menera
enfuite CT perpendiculaire 4 CM. Cela pefé, foit CM=y,

yd=
ABN=x, CA=a,onauraz.y :: No(dx). Mr = » &
a
ydx yidx
m (dy). P — s
a ady
ax
Soit , par exemple , y =—, la courbe CKM fera la fpirale
c
dse ¢ ye axy
& Archimede ; & on aura =, T=r——=
dy a aa aa
= MQO.
Soit la fpirale hyperbolique dont I'équation eft xy = ab, on
xydy =y
aura xdy 4 ydx =o, ydx =—uxdy , CT = —— —=—=b3; c¢
ady a
que nous avons déja trouve ( 8§39).
868. Dans la fpirale logarithmique , out 'angle CMT eft conf-
" tant, on imaginera les rayons infiniment proches CM, Cm, &
décrivant du centre C & d’un rayon quelconque CN un cercle,
en faifant CM ==y, CN =2z, marquant fur la circonférence du
cercle un point fixe A, & nommant AN (%), onaura 2.dx:,
gdx 1dx dy
t-Mr= . Soit £ = tang. Mmr , on aura't = ou —=
» ady z
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dx x -
— =4d (Iz); donc ly=-—, ou — - une conftante A , parce
at at at
=
que la différentielle de léquation /g =— eft la méme que celle
a
= dy” dx
de [y =—+ A; clles font routes deux — = —.
at ey at
x
Or cette équation [z =— =+ A fait voir , 1.° que la {pirale fait
at

une infinité de révolutions autour de fon centre , tant pour s'en

approcher que pour s’en éloigner ; car au lieu de x on peut fubf-
tituer fuccellivement x=-c, x=2c, x~3¢, &c.—c 4, — 2¢

+ x , &c. ¢ étant la circonférence ANB. 2.° Que fi on fait A=

X x

o Toinis ai
A',onaural —m=—=—1e, ou—=ear, &{=A'e‘u°
- bt ekt A

Donc au point A ol x=o0, on a CD=A" 3.° "Que les
abicifles AN (x) croiffant en progreflion arithmérique x,
ax, 3%, &c. les ordonnées forment la progreffion geomérris

x ax 3x
queA'e“ - Al , A", &c. 4° Quefit=cw,onag=A";
propriété du cercle qui coupe a angles droits tous fes rayons,
comme on le fair déja.

Ces exemples {uflifent pour mener les tangentes de toute {orte
de courbes {oit méchaniques {oit géométriques. Au refte on peut
voir cette mariere traitée plus en détail dans 1'4nalyfe des infini-
mene petits du Marquis de I Hopital.

Des Déyeloppées.

869. Tmaginons un fil ABC appliqué¢ immédiatement fur une
courbe quelconque BC dont lorigine eft en B, & dont AP eft
tangente en ce point; {i on developpe ce fil en le tenant toujours
également tendu , fon extrémité A décrira une courbe AM , ‘qui
aura les propriétés fuivantes.

1.° La tangente MC de la courbe BC fera toujours perpendicu-
laire a Ja courbe AM. 2.° Lalongueur de cette ligne feraégale &
laligne AB + 2 l'arc BC. 3.° L'arc infiniment petit Mm pourra
étre regardé comme un arc de cercle décrit du centre C & du

FIG
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rayon CM. 4.° Le point C fera donc le point de réunion des deuyx
normales infiniment proches MN, mn.

870. La courbe BC fe nomme /a Développée de la courbe AM ;
la ligne MC eft le rayon de la développée ; on I'appelle auffi
rayon ofculateur , rayon de courbure.

Cela pofe , on demande comment on pourroit déterminer le
rayon MC de la développée AM pour chaque point M de cette
courbe , que 'on fuppofe connue.

Soient MP, mg deux perpendiculaires a I'axe AQ infiniment
proches, & CO, Mr paralleles au méme axe; fi on appelle

MO, u; AP, x; PM, y; Mm ou y/ dx* + dy*, ds, on aura
uds

dx wdsiea . MC = . Mais pendant que AP, PM, & MO
dx

varient, MC devenant »C ne varie point; ainfi 'équation MC =
uds

étant différentiée , on aura ( udds 4 dsdu ) dx = udsdd»; &
di

dsdxedy
puifque de=mr=dy, il viendra  —= . Suppofons
y dsddx — dxdds

maintenant, pour abréger , qu'une de ces différentielles {oit conf-
tante , I'element ds de la courbe, par exemple , & nous aurons

dyds dyy/ dx*—+dy?
MC— = :
didx ddx
Si on efir fuppofé dy conftante, on elit eu dsdds = dxddx*;
dxddx dyds3
d'oli dds = » €& qui donne MC = =
ds (ds* —dx?* ) ddn

ds3 (dz* 4 dy*

dyddx dyddx

Mais fi on fuppofe, comme on le fait ordinairement ;, que dxeft
3
dyds* ds3 (dx*—-dy®)’
conftante, alors MC = —— = = . .
—dxdds  —dxddy — dxddy
* Cardy = \/4s*—dx* ; donc fi dy eft conflante, ddy =o0=
dsdds — dxddx ¥ ) . g
— ; dong dsdds == dnddx.

V¥ &sFmmdp® Enfin,
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Enfin ; fi on ne fait aucune différentielle confiante ; on aura FIG,
dyds* dyds3 145
MC = = =2
dsddx —dxdds ds*ddx — dx ( dxddx - dyddy )
ds3 ds3

————'— e -
dyddx — dxddy dy
— dx*d ( — )
dx=

8-0. Comme les courbures des cercles font en raifon inverfe
de leurs rayons , on en déduit qu'en deux points différens d'une
courbe quelconque , les courbures font en raifon inverfe des
rayons de la développée. Ainfi pour favoir en quels points la
courbe a une plus grande courbure , il faut chercher le minimun
du rayon de la développée. Si la tangente en A eft perpendicu=
laire 4 'axe , alors pour déterminer la ligne droite BA , oula
ditance du fommet A i lorigine B de la développee, il
faudra faire x =o dans l'cxpreﬁ%on du rayon MC, & onaura la
valeur de BA. Enfin pour trouver I'équation de la développee,
menons CQ perpendiculaire a I'axe , & nommons AB, a; BQ,
t; QC, 7; nous aurons d'abord , en fuppofant dx conftante,

dx*—-dy* dxt+dy* ydy
MO * = — st —— — ¥, Enfuitey ., —

— ddy —ddy dox

dx* -+ dy? dy(dx®—+dy*)
srdwe . dy i —— .CO=PQ = : . Donc
— ddy — dxddy
dy (dx*~-dy*)
AP+PQ ~AB=t=x—a< . Valeurs qui ;
— dxddy

avec I’équation de la courbe , fuffifent pour déterminer Péquation
de la développee.

* 6 dx=0C, donc ddx=—o0. Mais dx=y/ as* —uy", denc
. dsdds—dyddy dyddy
dde— —  — . —o. Dong dsdds=dyddy , & dds = ——
V ds*—dy* ds
dyds dyds®
Mais dans cette fuppofition MO () = 54 =
- —dds  ~—dyddy

ds* dx*~+-dy*
MRl ot el o)
—ddy = ddy
' Aaa

SCD Lyon 1



370 LECONS ELEMENTAIRES

871. Jufgu’ici nous avons fuppofé les ordonnées paralleles ens
tre elles. Si elles partoient d’un méme point B, voici comment
on détermineroit le rayon MC.

Jimagine deux ordonnées infiniment proches BM, Bm, &
CO, Co perpendiculaires & ces ordonnées, je décris enfuite
du centre B I'arc Mr. Cela pofe, foit BM =y, Mr=dx,

Mn=ds=ydx*+dy*, rm=dy , MO=u; i caule
des rriangles femblables M rm, CMO, onade.uz::dy, OC=
udy uds
i1ds. MC= . Différentiant cette équation ( en fup-
dx dx
udds

pofant dx conftante ), ona du = — » & la differentielle de
ds

dudy—-uddy udydds
0Cy =eC—0C=~—0Q = = uddy — '
dx

uddy - adytddy  S-uddydx uddydx
= s = —. Donc 0Q =— , &
dx ds*dx ds* ds?
—udxddy yds®
y.dx i y—u. —. D’ou on tire z—= —, & MC

ds* : ds*—yddy

yds3 ¥ (dx*? -l—d_y")z ; ds3

— n—
—_

= » qui fe réduit &
dst*dx-ydxddy  dx3-f-dxdy*-ydxddy ~-dxddy
lor{que y=00, ou lorfque les ordonnées font paralleles , comme
nous l'avons d¢ja trouvé. Donnons maintenant quelques exem-
ples.
L’équation & Pellipfe & 4 I'hyperbole, lorfqu’on compte les
ablcifies du fommet, eft généralement exprimée par yy= px
pxx
= ouil eft clair quefia=eo, on a yy=px équation 4
2z

la parabole, qui n’eft par conféquent qu'une ellipfe dont le grand
ok TR i [

axe eft infini. Ainfi 'équation yy =psx— —— eft générale pour
2a

toures les {eftions coniques. Cherchons don¢ par fon moyen le
rayon de courbure. b .
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——

3 b frone ma
872. Obfervons d'abord que — V/ dx* +dy*, ¢tant egale 3
dx
1a normale (863) , fi onla nomme =, le rayon de la développée
Bdx®
fera , en {fuppofant dx conftant , = ; & puifque dans cet
- y3ddy
}J.'K'x
exemple yy—px— , pour affigner le rapport des dx* aux
2
paeden pdx®
ddy , on a 2ydy = pdx + s 2yddy -+ 2dy® = 4= , donc
a v a
]

P ; P pxx
Piddy = — ydx* —yrdy* =dx? (i— (Px:t—— v
24 za 2a

P . PX\2 P*
( —_—t— ) ) — — — dx=*. Donc le rayon de la développée pour:
22 4
n
soutes les fedlions coniques = — , Ceft-a-dire, qu'il eft égal aw
‘ 3PP

cube de la normale divifé par le quart du quarré du paramétre, D'olt ik
fuit que dans le cercle ou n=13p , le rayon de la développée eft
toujours égal 4 la normale , ce qui eft évident. -

Al s

873. Onan= e
dx

px':x: PP 2x xx ”
px— o 1 —F+— ; & au fommet , lorf{-

24 4 a aa

que x=—o0, n==%p, & le rayon de la développée , ou la
droite AB=1p.

z P

Dans lellipfe , la développee a quatre branches BD , Db, &d,
Bd, ézales & faifant entr'elles quatre points de rebrouflement.
La diffance CB=Chb=a—1ip, & ED =« =la moitié du para-
métre du petit axe.

MN3 MN

Dans la parabole , le rayon MC = —=NT . ——=,cat

44
NT NM

par les propriétés de la parabole —— = ~—=, & par confequent
74

OC ou PQ =NT=2x--3p; donc AQ=j3x+ip=73x5-+

Aaaij
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. AB, & par conféquent BQ = 3=, ce_qui donne une conftrics
tion bien fimple pour déterminer le point C, ou le centre du
cercle ofculateur ; prenez BQ =3 AP, & menez QC perpendicu-
laire a AQ, le point de concours C des deux lignes MC , QC fera
le centre du cercle chercheé.

Pour trouver l'équation de la développée , foit BQ =z,
QE==r "on aura-x—="+r, & i p. ¥ NOQLUOC: 200 . u=3
axy.  4xV/px z*
=il . . Donc I =ad=%8, & A= pu* Ig

P P 16

développée de la parakole ordinaire eft done une feconde parabole cubique,
dont le paramétre eft les 3= de celui de la parabole donnée.

Par la nature desidéveloppées BA+BC=MC. DoncBC=MC
MN3 P V ;

sip==—=rcip: or MN=y/ prt-ipp= —pi+ipp- On
%P 3

; g
a donc, en faifant 22 p=a, BC:%&((:—}-—-) —-1),@1&-:
442

preflion d'un ate quelconque de la feconde parabole cubique dont
Péquation eft ;3= au®,

874. Soit la cycloide AMBa, fon cercle générateur BODO',
Yordonnée MOP perpendiculaire 2 BD. Si on fait BP =, PM
=y, BD==2z, on aura y==BO+ v/ 243 —xx; or la diffé-
ad(/inBO) a —

! dy 2ax—xn=
cof BO a—x

rentielle de I'arc BO, =

adx (2e—x)d:e 28 — dx
—. Doncdy= —=dx

V 2ax - xn V 2ak-xx x
e . . - ? - "
iV 245 — =z , équation différentielle de la cycloide.

“ela pofé , pourtr erayon e la développée , -
Cela pofé , pour trouver le rayon MC de la développ fu
pofons dx conftante , & mnous aurons en différentiant ddy =

— adx® sads?
, dxb-dyi e . Donc le rayon MC =
2y 2ax—x : %

(dx*+dy*) — —
RleE 0T, =12y 2a(2e—x) = 20D ; or MNC eft paral-
— dxeddy

lele & OD, puifque (825) la tangente MT eft parallele 3 OB.
Donc 0D =MN=NC(,

|
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11 fuit de-la , 1.° Que le rayon de la développée au point A eft FIG.
nul, & que par conféquent la développée paffe par ce point. 148,

2.° Que le rayon de la développée au point B et la ligne BE
double de BD.

875. Pour déterminer la développee ACE , achevons le rec-
tangle AE , & fur le c6t¢é AB'=DE=BD, comme diamétre,
décrivons un demi-cercle AQ'B’, menons AQ' parallelea CM,
& joignons C, Q'; cela polé, langle NAQ'=NDO. Donc
0D =AQ'’, & lI'arc OID ou la droite AN = l'arc ALQ'. Or
OD = CN. Donc CN = AQ', & par conféquent CQ' = AN
= l'arc ALQ'; propriété diftin&tive de la cycloide ; d'ou il fuit
que la développee KCE eft une demi-cycloide égale a celle que
Ton avoit déja, AMB. Elle n’en differe que par {a pofition. On
auroit trouve la méme chofe, en cherchant dire@tement I'équa-
tion de la développee , par ce qui a eré dit (870). :

L’arc AC =MC = 2AQ'; donc un arc quelcongue de cycloide eft
double de la corde correfpondante du cercle géncratenr. Ainfi MB=

20B, AMB =2BD, & la cycloide entiere ABz eft quadruple
du diamérre BD.

876. Soit la fpirale logarithmique ADM dont le centre eft A ;
[ dy '
on aura cor MmA = —— = ——, & en différentiant, ( tou-
Mr ds=

jours dx étant {uppofée conftante ), on aura ddy =o, & lerayon

3
y (d3 4 dy*)*
de la développée MC = , fe réduit &
dx ((dx* ~4-dy* ) — ydxddy

& £ A :
~—— / dx* +~dy* Donc fi on mene AC perpendiculaire 3 MA ,
dx

& MC perpendiculaire 4 la rangente en M, leur point de con-
cours C f{era 2 la développée. ,

877. L’Angle ACM = go®— AMC = AMT; d'ou il fuit que
la développée AC eft Ia méme {pirale logarithmique AM; elle eft
feulement difpofée d’une maniere différente. Il fuit de-1a quela
tangente MC eft égale en longueur i la fpirale ABC, quoique
celle-ci faffe une infinité de révolutions autour du point A. Donc
aufli, i on mene AT perpendiculaire 4 AM, onaura MT =
Yarc ADM. La fpirale logarithmique & la cycloide font donc elles-mé-
mes leurs déyeloppees.
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Des Points dinflexion , & de la Methode de Maximis
& Minimis.

8-8. Siune courbe AMO de convexe qu'elle étoit, devient
concave , le point M ou ce changement arrive , s'appelle , com-
me nous I'avons déja dit , un pomt d'inflexion.

Pour déterminer ces {ortes de points , on peut regarder la tan-
gente en M comme étant tout  la fois tangente des deux parties
MA , MO ; & dans cette fuppofition on peut imaginer de part
& d’autre du point M deux ¢lémens Mm , Mm' en ligne droite,
d’oti il fuit que le rayon de la développée au point M doir étre
infini. Mais comme ces élémens peuvent érre fuppofés de plus en
plus petits , au point de s’évanouir tous deux , alors le rayon de
1a développée fera zéro.

879. Donc au point d’inflexion , le rayon de la développée eft tou-
jours infini , ox nul. Donc en {uppofant dx conftante , on aura

dy* \1
% (1 - )'
(et ) o

tonjours —— , ou =ce ou o, & par
— dxddy — ddy

dx?®
— ddy
conféquent —o0, ouco. On différentiera donc deux fois
dx®
I'équation de la courbe , en fuppofant dx conftante ; & on aura
—ddy
la valeur finie de qu’on égalera 2 zéro ou a linfini. - Au
dx®
moyen de cette équation & de celle de la courbe , on déterminera
les yalgurs de x & de y qui conviennent au point d'inflexion, ou
aux points d'inflexion , s’il y en a plufieurs. ;
880. Lorfque les ordonnées partent d’un point fixe , alorsona
dw® 4-dy* — yddy
=0/ Ol = 0%,

dx*

Ex. I Soit la premiere parabole cubique dont équation eft

) S N 2 2z

=2, on auray:ac;a; s dy=in ‘dixa, ddy=—3X

i3 A e

o adrtay =—ix 2
dx®

3
az=0 au point d'inflexion; oF
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a donc x =o. Ainfi le point d’inflexion eft 4 Porigine ; ce qui'eft FIG.

evideat.
-Ex. II. Soit la conchoide de Nicomede dont 'équation eft y =
b+x ——— / —dx(aab—+x3)

V aa-—xx, ona en différentiant; dy =
o¢ xxy/ aa—xx
différentiant de nouveau en fuppofant dx conftante, on a-—
2a%b-3a%bx* - 2*x3 .

= =o0 au point d’inflexion. Donc
dx® (22x3-25) yiaa- = :

>

%3 - 3bx* —24* o , équarion qui étant réfolue donnera
pour x la valeur qui convient au point d’inflexion (318). =

Ex. L. Soit vne courbe qui ait pour équationy -2 =(x-4) ¢
il gagit de trouver les valeurs de x & de ¥ qui répondent au
point d'inflexion.

ddy 6
En différentiant deux fois de fuite, ona — =——Z
dx?* 25(x-a)’ L)
quiétant egalée 4 z&ro , ne fait rien connoitre ; il faut donc I'é-
galer 4 linfini, & on a x=a=y, valeurs qui répondent au
point d’inflexion.

881. Sil'ordonnee MP d'une courbe quelconque BM eft plus
grande ou plus petite que celles qui la précedent (pm) , & que
celles qui la fuivent ( p'=') , on lui donne alors le nom de Maxi-
mum ou de Minimym ; & la méthode qui apprend i déterminer ces
fortes de guantités , fe nomme la methode de Maximis & Minimis.

882. Si CM eft le rayon du cercle ofculateur au point M , il eft:
clair que I'ordonnée MP doit érre plus grande ou plus petite que
toute autre ordonnée correfpondante a quelque point de Parc
KMD décrit du rayon CM ; d’ou il {uit que Pordonnée MP ( pro-
longée dans le cas du Minimun) pafle par le centre du cercle of-
culateur : done la tangente en M eft parallele 3 P'axe AP, & par

ydx dy
conféquent la foutangente ——— = 0. Donc Sno;
dy dx

Or y peut étre confidérée comme une fon&ion quelconque de
I'abfciffe AP (), dolt il {uit que pour favoir dans quels cas une
quantité y dépendante de x peut devenir un Maximum.ou un Mi-
nimum , 1l faut différentier I'équation qui exprime leur rapporr,

; dy
8 égaler a zéro la quantité T L'equation qui en réfulrera ,
x®
combinée avec la premiere, donnera les valeurs de y & de » daas
Iefquelles y et un Mawimum ou un Minimum.
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883. Mais pour diftinguer lequel de ces deux cas a lieu ; i/ faur
obferver que le rayon de la développée au point du Maximum eft pofirif ,
& qu'il eft négatif au point du Minimum. Or expreflion du rayon

dy* \%
(%
dx* dy

ofculateur eft — s & comme —— =0, on 2 CM
ddy d=x

dc
— dx? ddy
-~ . Donc fi y eft un Maximum , doit étre négatif , &
ddy dx®
ddy ddy
s'il eft un Minimum , doit étre pofitif. S'il arrive que ——
dx* d=?
{oit infini ou nul , slors M fera un point d'inflexion , ou de re-
brouflement , la tangente en M fera parallele a axe, mais il
pourra fe faire que MP ne foit ni un Maximum ni un Minimumn.

884. 1l peut encore arriver que I'ordonnée MP foit un Mauxi-

mum ou un Minimum , lor{que la tangente en M eft perpendiculaire
yd= dy
4 Paxe. Or dans ce cas —— = 0; & par conféquent == 003
dy doe
formule qui déterminera ces fortes d’ordonnées. Alors MP peut
étre tout 1 la fois un Maximum & un Minimum a P'égard des deux
branches MB, MB'. Mais ce n'eft qu'un cas particulier reniermé
dans celui dont nous venons de parler,, & dont voici quelques
exemples.

885. L. Soit propofé de divifer une droite # en deux parties,
telles que leur reangle foit un Maximum on un Minimum. En
nommant » I'une de ces parties ,  — x fera I'autre , & on aura
ax — xx pour 'expreflion du Maximum ou du Minimum. Soit

dy
donc y = ax — xx , & on aura — ==z —2x=0, ol x =14
dx
Pour favoir maintenant i cette folution donne un Maximum ou un
dy ddy
Minimum , je différentie I'équation — =2 — 2, & jai——=
d= dx®
a
~ 2 , quantité négative ; d'ob il fuit que Ia valeur » = — donné
2

un Maximum y =3 a*,

En
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En général , fi y = x= (a— 2 )*, pour que cette quantité foit FIG,
dy
un Maximum ouun Minimum , il faut que ——— = mx"—1 (2-x)—=
dx
m n am
A% (G X ] == Q== e = e, AlOrs x= ; &
*® a—x m-=+tn
y ddy
cette valeur donne un Maximum pour y , par¢e que —— == —=

dic?
n

x (a—=)*
IL Trouver les diamétres conjugués de Iellipfe qui font en-
tr'eux le plus petit angle.
Soient m,, n ces diamétres , p I'angle qu'ils font entr’eux , on
aura ( 769 ) mn fin p==ab , & m* +4-n' = a* +- b*. Doncfin p=
ab dfinp —ab(a® 45 — 2n*)

1 f—
p— E, = —
n(a® +b*—n*) : dn n¥(a*-b*—n*)i

a"-i—-b"
2

=03

donc n= m,
Ainfi les diamétres conjugués & égaux de I'ellipfe font ceux
qui par leur interfe&ion , forment le plus petit angle cherché,
iﬁb
Son finus eft :
a® +b*
b 2 tang ¥ 2 tang
Soit — =tang u, onaura finp = ————= —!
a 1-4-tang® u fec* u
2 fin u . cof w= fin 2u ; donc I'angle p eft égal a celui giie forment
entr'elles les deux lignes menées des-deux extrémités du petit axe
4 une du grand. :
IIl. De toutes les paraboles qu'on peut couper dans le cone
droit DCB , déterminer celle qui a le plus de furface. ,
Soit BD—a, CD =56, BP=x, on aura a.b::x.AP=
b T R T
—, PM = y/ax—x>, la furfacemAMPm=1% . — \/ax—xa:_y’
a a

: dy b —— bx sa
donc-—::?.-—-\/;zx-xx-i-“g.-— ——-x) —o==gx——XXt%
dn A a N2

Sp— - =

[ Var—xx Ebb
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a
(—-— - x) ={ax— 2. Do se— 7 @, folution qui donne un
%

ddy — 85 — 1285
Mazxtmum , parce que = =]

dx? 32V ax-xx jaz \/*3
IV. De tous les triangles conftruits fur la méme bafe AB, &
de méme perimétre, quel eft celui qui a le plus de furface 2
Seit le demi-périmétre =g, la bafe AB =4, le cote AM ==,
MB fera 29 — 2 — ». Donc en appellant y la furface, on aura
Y=Vvq.9—a.qg—ux, (4-1'—}:5;) ~ zlyzlg-i—l(q-—a)—{—l(g——-x)
ady’ dn dx
i i l( amx— q ), == b 2
¥ q-x d—l—ac-wg

3

1 1 \
( — S0 Donca-{—x—-g:q-——x,zg-—-
ol MR oers '

# —x=x; & par conféquent le triangle cherché eft ifofcele.

886. Il fuit de-Ia qu’entre tous les triangles ifopérimétres ou de
méme contour, celui qui a le plus de furface eft equilatéral. Car
i AMB eft le triangle cherché, il eft clair qu’il doir avoir plus
de {urface que tourautre triangle ilopérimétre AM'B conftruit fur
la méme bafe AB ; donc AM = MB. On prouvera de méme que
AM = AB,

887, Jufqu’ici nous n’avons confidérs que le Maximum ou le
Minimum des fonGions d'une feule variable x. Pour trouver dans
quels cas une fonétion quelconque Y de deux variables x & y de-
vient un Maximum ou un Mirimum » VOici comment on pourroit
réloudre ce probléme. ¢ Le mot fonion eft pris ici pour toute
expreflion dépendante des valeurs des deux variables. )

Suppofons que y a déja la valeur propre a rendre la fopéion ¥
un . Maximum ou un Minimum ; il ne s'agira donc plus que de
trouver la valeur convenable de x > Ceft-a-dire, qu'il faudra dif-
ferentier la fontion Y en faifant varier x feule, & égaler le coef-
ficient de 4% 3 zéro. En faifant un raifonnement {femblable 5 on
Verra que pour aveir y , il faut diférentier la fon&ion Y en faj-
fant varier y feule, & ¢galer le coefficient de dy a zérq. D’on il
fuit que fi dY eft repréfenté généralement par Pdx + Qdy , on
deit avoir P==o, Q =o, équations qui donneront les valeurs
de x & de J propres a rendre la fon&ion 'Y Maximum ou Mini-
i, s

Or il eft aif¢ de voir que ce méme raifonnement a liey quel que
foir le nombre des variables dont Y peut reprefenter une fonc-
tion, D’ouil {uit en general , que pour connoirtre les valeurs des
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Yariables qui rendent la fon&ion Y Masximum ou Mintmum , il
faut prendre la différentielle totale de Y, & égaler a zéro le coefs
ficient de la différentielle de chaque variable , ce qui donnera au-
tant d’équations que d’inconnues.

888. Par exemple, foit propofé de divifer le nombre donné 4
en trois parties dont le produit {oit un Maximumn. ;

En appellant x & y deux de ces parties ;, a—x—y fera Pautre;
& on aura xy(a—x—y) dont la différentielic = (2 — 22
— ¥ ) yde 4 (a— 2y —x)xdy ; égalant donc {éparément i
gzéro le coefficient de dx & celui dé dy , on aura @ = 2x— y =38
=a— 2y —x, dolly =x=1a N faur donc divifer le nom»
bre donné en trois parties égales. ‘ L
_Propofons-nous maintenant de trouver entre tous les triangies
opérimétres celui quia le plus de furface. Nous avons déja rés
folu ce probléme , mais indire¢tement.

Soient x , y deux de fes cotds, 37 le périmétre, 2g—x——
feral'autre coté, & lafurficey/ g:q—x.g—y.(2—y—a3
devant étre un Maxinum , 1l on la nomme Y, on aura 2/Y —/
=l (g—x) 4+l (g—y) 4L (x4+y—g) Donc dY =
Ydx, 1 1 Ydy

1 1 )-
8\ wty—g z(x-+~y-—q —v7 )
egalant a zero le coeflicient de dy & celuide dx,ona x4y =—¢
Y e _
=g—y=g—ix; doll Xx=y=———=2gex -y Lo
3

triangle cherché eft donc équilatéral, comme nous I'avons deja
trouve.

Des Fradions dont le Numérateur & le Dénominatett
Je reduifent a zéro dans certains cas.

. 889. On trouve quelquefois des expreflions algébriques en
forme de fraffions, qui fe réduifent 3 2. Telle eft, par exemple,

Sl

la quantit¢ ——— , lorfque o2 ==a. Or, quoigue indérermincs

o o—a

en apparence , ces réfultats font pourtant fufceptibles de valeurs
déterminées ; & voici-une méthode pour les trouver.
P i 3
Soit — une fraGion dont le aumérarcur & le denominatéus

7 Bbbij
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font des fonétions de x qui fe réduifent Pune & Pautre 4 o lorfiue

x=ua. Pour en trouver la valeur, on fubftituera x = dx au liey
P—-4P

dex dans P & dans Q , & onaura ——, qui dans le cas pré-

+-d
dP e dP

fent {e réduira —. Subflituant enfuite 2 au lieu de 5 dans —— i
Q aQ
P
on aura en termes finis la valeur de 2 = —,
2Py Q
Ex. On demande la valeur de slorfque x == s 305}
X —ga

dP axdx
faP::-c’—a", & Q=2—a; donc — =% ——e
: 2Q dsx
= 22 dans le cas préfent , comime cela doit étre.
Soit la progrefiion géométrique = . x* . %3, . . . . x#, dont
P T ‘ :

la fomme eft 5 on demande la valeur de cette fomme

K —1
4P
lorfque %=1? ... On trouvera — =(n—41)xt—1=n,ce

qui eft ¢vident, ——— L
: V 2addxe—xti- gy aan
Soit la quantité

qui devient 2, lorfs

a— y/ ax?

que ¥ =ua. En prenant les différentielles féparément , on aura

233 P Rag

2
e — — s ato

Vzadx% — 5% 35

e g i, x

.17?

propofee.

——— =472, waleur de la quantité

Y

; 4P
890. Mais s'il artive qu'en fubflituant 2 au lieu de x dans —;
aQ

cette fradtion devienne aufli 3, onla traitera de méme quela

premiere , & ainfi de fuite , jufqu'a ce qu'on ait une valeur en
termes fims. -
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Ex. Si on différentie la méme équation < x.x? .23 ... a7 =

¥ — w1 dax i
— , onaura aprésavoir divifé par —— , x4-2x*4-3x3..2
T — 2 =
X nxtti—(pg-1 ) xnt1 {
o nxt = , quife réduitd 2 lorfs
(1—x)?

dP 1—x%{n=4-1)4-n( n~-2)xn—+1
que x=1. Ainfi =

aQ —a2(1—x)
cette nouvelle expreflion donne encore 2, en y {ubftituant 1 a x;

3 mais
il faut donc différentier {éparément fon numérateur & fon dénomi-

—nxP—I(n—41)* ~ n.n—+1.n42. %"
nateur , & onaura...

2
g i n(n=41)
qui en faifant x =1, donne fomme de la progreflion
2
arithmétique ~1.2.3..n.
a—x ¢
Dans la Quadratrice, y = tang 5 & cette expref~
a a

‘ —dx cx
—_-— fin*—  aaz
fion fe réduit a 2, lorfque x=4. Doncy= e Thigne U
adcot — ——— ¢
a [4

_ On peut avec ces principes trouver dans chaque cas particulier
les valeurs indéterminées deo X ; & de w00, Car oXoo fe
. a
réduit 3 2, parce que co=—., On y ramene auffi co— , en
o
a b
fuppofant que le premier e provient de —, & le fecond de —.
o o
1 2 .
par exemple, fi x=1, on a ——— —— == —00; qui en’
Lx Le
: T
différentiant , feréduitd = = — 1.
Lix
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PRINCIPES DU CALCUL INTEGRAL.

g91. D Ans le Calcul différenticl on fuppofe connu le rapport
des quantiteés variables, & on cherche celui de leurs

différentielles ; dans le Calcul intégral , au contraire , on déter-

mine le rapport des variables par celui de leurs différentielles.

892. On fe fert de la lettre { pour indiquer uné intégrale ; fads,
par exemple , eft expreflion générale de toutes les quantités qui
par leur différentiation produilent adix; & comme ad> peut éga=
lement provenir ou de ax feul , ou de ax -+ une quantité conf-
tante , on ajoute a chaque intégrale une conftante C que I'on dé-
termine enfuite par les conditions du probléme.

893. La quantité @ étant en quelque forte la fomme de tous
fes €lémens adx , on prononce fomme de adx Pexpreffion fadx ; &
fommer , intégrer , ou trouver la fluente , font des mots fynonimes.
.Sl n’y avoit de différentielles que celles qui proviennent d’une
différentiation exale , chacune auroir fon intégrale : mais comme
on entend par différentielle route quanticé affectée de dx, dy, &c.
#y en a plufieurs qui ne font fufceptibles d’aucune intégration,
parce qu’elles ne peuvent provenir d’aucune quantité différentide.
ydx , par exemple , eft de ce nombre.

Ily ena beaucoup dsautres que'on n'a pu intégrer jufqu’s pré-
feat que par approximation. Telles font les différentielles dés lo-
garithmes , des arcs de cercle , & en général de routes les quan-
tites que on appelle tranfcendentes. Voyons d’abord celles dont
o a trouvé les intégrales exadtes , ou algébriques.

Des Quantités fufceptibles dune intéeration exatle.
i g

894. Puifque la differentielle de »# eft nanv—1dx, il eft clair
que lintcgrale de nx»—1dx doit étre réciproquement x#; donc
b3 xm—f—'f
Jar—1de=—; & faifant n — 1 =71, ofi aura [xmdix =
xn m—+1

»

m—t1
ou — —+ C ; formule qui donne pour lintégtation des diffé-
m—41

rentielles monomes la regle inverfe de leur différentiation (848).

895. Ainfi pour intégrer les différenticlles monomes , augmentey d'une

unité Dexpofant de la variable , & divifey par Vexpofant augmenté & pa?
1a differenticlle de la variable.
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896. Cette regle eft cependant fujette 2 exception dans |
ol m=—1; car alors lintégrale devient L+ C, c'eft-
quelle prend une forme infinie. Mais comme la différ

d»
zmdx {e reduit dans ce cas 3 —— » que l'on fait d’
=
différenticlle du logarithme hyperbolique de x , fon intégrale eft
d»

Ix. Ainfif bty s+ C, & par conféquent les différentielles
¥ ;

monomes a une feule variable
la formule , ou du mioins
rithmes. Voici plufieurs
grer de la méme maniere.
896. Soit dy = adx (b4 x)m; fi on fait b-=x=z, onaura dx
d{m—Fl a
=dy, & dy=aprdy; doiy = = (bpse)™ T3
it == 1 m—=1 ;
adx
+C; & lorfque m=—1, on Wra Yy =/ ——— =gl (bt ) m
b+ =

383
e cag
a-dire ,
entielle

ailleurs étre Ia

peuvent s'intégrer exaftement par
par approximation au moyen des loga-
autres differentielles que I'on peut inté-

C=lc (b4 )4, en faifant C == L.
Suppofons dy ==dx (a = bx = cx* - &c. ) = adx —+ bxdx =
bx? cx3
ex*dx~8c. & nous aurons y=Cef 2 4 e mjm — ~ &o.
2 3
897. Soit maintenant dy = axn—1dx (b -4 xn)m » Onaura y==
: a

C+ ~~——— (b~-x%)m—1; & en général, fi on ady=
n(m=+1) :

#0d% ( a—~bxm )k, il viendra , en développant cette expreflion,dy

kik—1
= qundx+k¢k_lbx’n+ngfx+ dk—zb;x-‘!m +ﬂdx+&c;

2
k n+4-1
. *3 k-1, mefbn--g
dont l'intégrale eft y=C+- -+ a the e
2t X m++1

k

k. kg
R ‘zk——zp,xzm—i—n—f— I
2(2m==n—4=1)
Bk —y1. k—2
: 'ak-gésx;m +nﬂ—-x
2, 3(3m7}-:zz_-11;)

+ &e¢. Or cette inté=
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grale fera toujours finie, lorfque & fera un nombre entier. Mais
on doit obferver que fi aprés avoir developpé le binome , il ya

. dx
des termes de la forme — , il faut les intégrer par logarithmes,
*

La méthode eft la méme pour xmdx ( @ 4 bx - cx* + &c. i~
898. Concluons donc que toute différentielle binome repre-

{entée par la formule x#dx ( 2 = bxm )k eft intégrable algébrique-
ment , 1.° toutes les fois que n=m— 1, quelles que {oient d’ail-
leurs les valeurs de m & de k; 2.° toutes les fois que & eft un
nombre entier , quels que foient m & n. Voici encore deux au-
tres cas ou l'intégration exaéte eft poflible.

n—+ I

(3—2) m
899. 1.° Soit a--bam =7z ; on aura x¥ T = ——m

n—+1

b m
n—+1
I — . T E
ahtdx = ——dy(y—a) m s & omdn (a—-bxm) =
n=+1 ‘ .

——

mb m
=1
I k ey !
— (g —a)l m » différentielle intégrable toutes
n-+1I

mb m
n-+1 .
les fois que fera un nombre entier.
mn

Par exemple , x3dx (2* 4+ x*)7 eft fufceptible d'une intégra
n—+1

tion exate, parce que == 2. La transformée devient alors
m

4 I 7

X y gV .
{ 3 d - % 2 &
[ y=[} G~ [t @ fy=———1a*  — = T

3 3
4

X -— D el
—g A =3{s (S —34%)=3 (rz'"+:’:"')i (e + x"—»
4

Loty = (a4 (4t —3a? ) Donc [&3dz (a*+x*) =
4
CH-FH (a4 5%)7 (45> —3a2), 9o0.
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000. 2.° x¥dx (a-bxm )k= Pt sac? (b —4ax m)lE ;0r

ceite différentielle eft intégrable , fuivant ce que nous venons de
mk—+-n—1 n=t-1
dire , i ————, ou—k— ( —— ) eft un nombre entier.
—m m
g S mk—n—-1
Soit,parex.x  dx(a--x3)  ’;on aura—— =2, &
2 — I

k
o Tdx (i ban 1)) | = PR (b e a™™). Jefuppofe

— & Sl X
i-+an 3={,&]m—-—-—-.{ iy (7 =—a) 5= e —
3aa j3aa

; g2 1

L Nk 3
3dy , dont 'intégrale eft — g ——
aa 2a

)
3

— s z
» qni donne fx 2dx ( a==x3) ’=C-—-—(I—|~:
az

a \% X
——) (1-{-.—__-——...__.— -
o3 2(1+ax—3)

Lorfqu’une différentielle binome n’a pas les conditions que

nous venons d'indiquer , on tiche de la ramener a quelqu'autre
differentielle connue , telle , par exemple,, que celle de la qua-
drature du cercle , des logarithmes , &c. Si cette rédudtion eft
pofflible , voici une maniere de Veffe&tuer.

Meéthode pour ramener Uintégration de plufieurs-differenticlles
binomes & celle dautres différentielles connues.

gor. Soit la différentielle xndx (2 -+ by )k qu’il sagifle d’inte-

grer , en fuppofant connue lintégrale de Fdx (a+bxm g s &
etant plus grand que p.

Je confidere la quantite 2 I (agbam )k'H, dont la differen-

tielle d (<" (at-bam et ) = (ag+a) xldx(a+ bam &

(6mk+bm+bg+b)xm+‘ia‘x(4+5xm}k. Donc

i xﬁH—t( a = bxm )IH-I

'fae”""?dx (a=bxm) =

b(mk—4-m=-g=41)
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d(q+1)fqux(a+bx”‘)k

3 foit-m—4-g=n, oug=n—mnj
b{mk-m=4-qg=+1)

x1+n_m( a—boxm )k+l

on aura [x7dx ( @ - bxm )k =

b(mk—+n—+1)
a(n—m—41)

" ___...-fx

b(mk4n—41)

=M I ( a4 = bxm )k. Par la méme formule ;

2 x1+n——2m(4+bxm)k——1
[=" " "dx ¢ a - bxm ) =

b1 +n—+mk —m)
a(i-+n—2m) s E
Sl dx(a-—i—bxm) Donc fx#dx(a—-bxm )
b(1—n—+mk——m)

x1+”‘—m( a - bxm )k+l a(n—m-1 )xl+n' i

petils X
bimk—4+n-+1) B*(mk=n—1)

(a +bxm)k+‘ a*(14-n—m) (1--n—am)

—_

-+ —; fxn—zmdx(a+bxm)k
(a—=n—~mk-m) b (1~4~n+4-mk) ( 1~n—tmk-m)

On peut donc. redmre Iintégrale de la différentielle propofée

x8dx% ( a—t—bx?E) a celle de x” ™ "dx (a=+bxm)", ouméme de
220 (a4 bxm ‘lk & en général,, on la réduira i celle de
& ‘rma’x (a4 bxm ) » iétant un nombre entier , par ce:tc for-

mule qui fe déduit des précédentes. Sxmdx ( a —+ b K
x‘l-—&—n-m

=

(a—+bxr )k_i_1 cz(l--!—fz—m):c]-H2 5 :"m(‘z—i—lbacm)}Tc i

= =
b(mk—+n—+1) bb (mk ~+n—+1) (mk—<4n—-1—m)

@ (1n—m) (Trn—2mye™ T2 73 4 pmyh 1

— &, &=
83 mk~-n—-1) (mk—-n—1—m) (mk—-n——1—21m)

al_l(t—i—rz—m) (Y4-n-2m)..(14n-m(i- 1))x1+ﬁ"—m(a+ bx!n)k-H

b ¢ mk<+n—-1) (mk - n—-1—m)...( mk—=1 —1— m(i—1))
a'(14-n—m) (Yd-p—am)...( 1=n——im)

- e

b (mk=n—1) (mkini1-m)..(mk—4-ne 1-m(i-1))

[ 7= mldac(a-‘-l?x”‘)

.|
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Le figne fupérieur eft pour le cas ol i eft pair, & linférieur,
lor{qu’il eft impair.
T
go2. Cela pofé , fin—im=p, oufi
nm
fans de x hors du binome divifée par l'expofant de » dans le bi-
nome donne un quotient : entier & pofitif, on pourra réduire
intégrale de x#dox (a—-boom K & celle de sPde (@ 4 bam )k,par
le moyen de la formule précédente.

diff¢rence des expo-

T

Ex. Soit la différentielle %" ®dx (1 — )" dont il s'agiffe de
I
réduire l'intégrale 4 celle de dx ( 1 —xx)" que mnous verrons
bientdt dépendre de la quadrature du cercle. On aura doncm=2,
s
L ET0 S Pe=0 k=, g b= —s=z3donc la
mn
>
& 292 (1— 2 3
redutioneft poflible,8cona (x*®dx(1—xx) =— —_—
12

3 3 3

g7 (1 — ) 9.7%5 (1—xx) 9.7. 533 (1— )"

— —

1

—

12. 10 .11.10.8 12.10.8.6
9.7.5.3%(1—xx)" e C -
-+ fdx ( 10— 2x) .

12 ,.30,,.85.6.. 4 12.10.8.6.4
903. Soit propoié maintenant de réduire Pintegrale de..:

xadse (a—bxm P 3 celle de x'dx (a-+bxm)!.  Puifqu'on

d(x”+1(a+bxm)p)m(ﬂ+1 ) x#dwe ( ad-bam ) -, .
m—n I

bupx 2% ( @ bxm P il eftclair que fierdx (a—bxm )P

-1 P
x (a—+-bxm ) bpm B
L [ 45 (a-bxm )P, Parla méme
n-t+1 n=t1

m=trn—1 P L
; =N e x (a—i—bxr)
raifon fx dx (a+bxm) e

im(p-—!)
- — T g (g bam P2 donc .
m=-n =1 Cecij

m—tn—+1
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: xn+l(a-+—bxm)‘p
[xrdx (:1+bxm)P_—.;

41
(a-{-—bx?H)P'I Bm®.p.p-1.fx" 2 gy, (a-t-bxm)P = 2
- :

3

: bpmrm+n+ 1

(2+1) (n41-m) (n=~1) (n—1-4m)

x’H—I (@ == bxre ,P
& en général fxndx ( a4 bxm Y =

n==1
atbxm)P T pmd ()T P2
+

5;mxm+n+ 1 (

(241} (n4+14m) (I4n) (14-r~m) (14 n—2m)
Ml 8L B . (p—1-+3)

=&,
(1+n) (1n4-m) (1=+nt2m). .. (14-n--m(i—1))
™ x1+rz—+.-m(z - 1) (4+bx'ﬂ) p—i=1 ooy n+lmdx(cz+&xM)P —
_ Bm*.p.p—1...p—i+41
ix 5 le figne fupérieur
(:-,l—n) (I—i-n—l—m) s (1+n+m(£—t))

pour le nombre entier i impair, & l'inférieur pour i pair.

I eft clair a préfent que fip — i =4, ou fi p — g eft un nom-=

bre entier i, lintégrale de s¢7dx (a2 ~+ bxm ¥ fe réduira a celle de
xn—i—iﬂzdx

2

(a4bam )T, laquelle pouvant étre réduite 4. . . .
b ' == I —r n—r
[xdx Cad-bxm ) | lorfque —— , o ——— eft un
m il
nombre entier , la formule propofée pourra s’y réduire auffi.
5

Qu'il s’agiffe, par exemple , de ramener fe¥dsa (1 —x)" 2

fdx(1—zxx)"; onaura a=1,b=— 1,n:4,m=z,p5=§,'

9=1, r‘———O; p—qzi"-——z._Doncfx“a’x(I—xx); ==
0¥ 1e—see)® §x7(t-—-x_~c); §.3 .E
4 fa8de(1—xx) ;

§ i ;7

2 2
o — 37 (1 —se2) 728 (1 —x)
mais 58 ( 1mmxot)” = — —

10 10. 8
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.5 : 758 S
3 (1 —xn) — e XL X)) ==, .
10.8.6 10.8.6.4
7.5-3 : @ :
e Sz (1 =), Donc fue4dx(1—xx) ==
10.8.6.45

..

3

25 (1 —oex) al (1) 3 2

Smadnd 4 b 25 ( 7 wmtie)” 7
5 10 10.8

3.5 i 3053 ‘i
___,xs(!_xx) - e R LX) .

10.8.6 10.8.6.4 -
3-5-3 .

e fdx (1 —xx)" 4 C,

10.8.6.4

904. La méthode réufiira toujours, lorfque p — g fera un nom-
bre entier pofitif ; mais s'il étoit négatif,, ou fi ¢ étoit plus grand

que p, au lieu de ramener fx"dx(a+bxm)P a [x'dx (abaer)? | il
faudroit alors réduire la feconde formule 3 Ia premiere , & on au-

roit une intéprale de cette forme , fxrdx (a5 xfn)q = X
Afixnds (a—bxm P+ dou par une fimple tranfpofition on dédui-
X

.

1
T0it fardx ( a—-bon WP = -—-fx’dx (a4 bxm )g — :
A

ExempLE. Soit la différentielle x*dx ( 1 ~xx ) qu'il s’agiffe
de ramener &4 ds: ( 14 xx )", Je {uppofe , an contraire , qu'il
faut ramener celle-ci & la premiere, & jai n=—o0, 2= 1,

=l M=ma, p=—1, §=—13, =4, p—g=—i=—a2.
Donc fdoc ( 1 4 3¢ )* = 3¢ (1 =203 ) + Faxd (1 xS
Ffatde (142 ), & par conféquent , {ans avoir recours i la
premiere formule , jai fx#de(14x%)" =—3x (1 4xx )"
— 0¥ (1 ax ) o3 i (1A ) Or fde (14 ox )7l =

d

f ==Iarc d’un cercle dont le rayon eft 1, &dontla tangente
1 —=xoe

dz (dtang z) dx
eft x5 car d(tang ) = ; donc dy== ==

= s
cof* 7 1—+tang® z 1+xx

fion Faitmng;:x s
905. En genéral, cette méthode peut fervir & ramener linté-

grale de x 2K (14-xx)—m 3 cellededx (1 xx)", ou a2
un arc de cercle,
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-De Pintégration des fraitions differenticlles rationnelles,’

Pdse ¥
go6. Suppofons que foit une fra&tion rationnelle , & que

1e plus grand expofant de « dans P {oit plus petit, au moins d’une
unité , que dans Q. S’il ne I'eft pas , on divifera le numérateur
par le dénominateur , jufqu'a ce que cette derniere condition ait
x*+dx xdx
lieu. Soit, par exemple, ; on aura en divifant,
a—+-bx3 b

£
— . xdx

b
———, dont la feconde partie eft telle que nous 'avons fup-
a b3

Pdx

pofée pour ——.

go7. Cela pofé , on cherchera les falteurs de Q , comme fi
on avoit 4 réloudre Iéquation Q = o; & 5s’ils font tous
reels & inégaux , alors la fraftion propofée fera de cette forme

ax™ b

—_ » en fuppofant que le nombre des
(x—f) (2—g) (x—£h) &c.
falteurs » —f, x—g, &c. foit m. Pour intégrer dans ce cas,

Adx Bdx

+
w—f x—g
&c. dont l'intégrale eft Al (% —f) 4+ B/ (x — g ) + &c. . .avec
une conftante , & on déterminera les coefliciens A , B, &c. en
reduifant d’abord au méme dénominateur , en tranfpofant en-
{uite , & égalant & zéro le coefficient de chaque puiflance de x,
ce qui donnera autant d’¢quations que d’inconnues.

d
Ex. On demande lintégrale de —_ ? je décompofe
(aa—xx)x
Adx= Bdx Cdx
cette fraftion en celles-ci - — , & redui-
x d =00 a ==

fant au méme dénominateur, tran{pofant & ordonnant , je trouve,

m -

_2—1— &c..4w

on décompofera cette fraftion en celles-ci

il
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Az* 4+ Bax 4 Buxe
—1+Ce —A = on
—C
g ! I dx 1 dx
Donc A = —, B:-—-,C-_—-_._..’&_____,.__

aa 24a 24a (aa - xx)x aa

1 dx 1 dx L lta—x)

- e 5 donit Dinteotale eft o Sl
232 a—=x 2aa  a—+->¢ aa

lta—+) IC I xC

—_—_—t e — ] . On trouvera de méme que
2aa aa aa  Ya*—x*

o°

o

2aa

4 I
dx — di — d I Cla+4-x)
/8 =g ~ [ 2a — :

a:__xl

2a d=—x

a—4=oe a—x

908. Cette méthode réuffira toujours lorfque les fa@eurs
du dénominateur propofé feront tous réels & inégaux ; mais
fi_quelques - uns d’entr’eux éroient égaux, fi (% — 2
exemple , repréfentoit un nombre m de ces faleurs,

» par
alors

Adsx B

+ —

x— f x—gq

on décompoferoit la fraltion en celles-ci,

Alxm=1 - B'xm—2 4 &c.. R

dx , & aprés avoir
(x—a)n

determiné les coefficiens , comme ci-deflus, on intégreroit
Al sem—1 B xm—az

dx—- ~+ &c. ou en général , xdx (¢-a)—m ;
(x-a)mn (x-a)n

en faifant 2 — 2 = z-

(%34 4-2)d
Ex. Soit —_
x(22-1)%(¢4~1)*
(203452 —4-2)dx Adx (Bx—~+C)dx
pofe = 4+
X(x-1)*(x41)* = (x—1)2
(Dx—+E ) dx

[

(x=f1)%

> dont on cherche intégrale. Je fup-

> dou, en fuivant Ja méthode ci-deflus pour
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déterminer les coefficiens , I'on trouve A=2 , B—=
(28 —xrp-2)dx 2dx
D=-%, E=-];ainfi — =
x(x-1.2 (x41)* x
(§x=+7)dx \ - (7-3%)d=
—_ — . Maintenant pour intégrer la fraltion — — ,
(x+1)* (-1)%

i (4=—30)d=  4d¢
je fais x == 1 =7, ce qui la change en — —

K ¥

{ i 4 peg
——, dont l'intégrale eft — = == 3l = —— — 3l (x—1); &
{ { x=-1I
en traitant de la méme maniere l'autre fraftion, je trouve pour
1 1
Vintégrale tofale 2/ = mm— gt , —— -2 [(x-1) = 3 I (x-+1)+C.
®-1 X1
9og. S’il y avoit dans Q des fafteurs imaginaires, en repré-
fentant I'un d’eux par x+a2 + b yv—1, il y en auroit un autre
de la forme % =4 2 — b yv—3. Donc ®x* =4 2ax - 2* =+ 4* leur
roduit feroit un faeur réel de Q. On chercheroit donc (326)
es coefficients 22, @* + b* , & le fa&teur réel du fecond degré
%? == 2ax +a* 4 b* , ou pour abréger , le fafteur x* + mx —+a
(Ax—4B)dax
feroit déterminé. Ainfi en f{uppoferoit que eft
X m—-n

Pdx=
une des fra&ions partielles de —— , & on détermineroit A & B

comme ci-deflus. Enfuite , faifant % 4 fm=7z, la fralion de-
(A+B)dg Alrdz B'dy - Alydg

wviendroit Or

e o . :
caldd SR w+bE

A By
= — (b)), & [
2

g B z .

"Are de cercle dont la tangente eft — = — X Arc tang ';r' ; on auroit
R

dong l'intégrale demandée, 5
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(F—1+Dd& Al (Be+C &
Ex. Soit = -+ ; on
(1+z) (1=4=33) T gt

3 1

trouvera A=1%, B=— 1, C=+—1, ce qui change la frafion

W 2z dz
encelles-ci & ——— 1 ( —_— ) =1 , dont Dintés
I+3 e ] 1+

graleeft 2 [ (1=-g) —3l(14-3g) — 5 Arctang 7+ C,
dn dan

Soit encore qui fe réduita —
2 ( 1==22)* (1 =2t —-oex) ®

( 2x+3 )dx xdx

= -+ . Pour intégrer cette dernierg
1+ x)* I+ x4+ xx

; : . s (7—1)dg
quantité , je fais x = g — ; & elle devient =
®+3
R4t dx e 1
— -% dont lint¢grale eft LI(zr=3) — ——

w4t gt : V7|

2
"Arc tang ) Subftituant donc la valeur de 7, jai pour
3

Uintégrale entiere, /e — 2l (T 2) 43 /( 1 2~f xx) 4
T I (2x—41)
—— — = Arc tang ——=C,
I+ V3 V'3
g10. Le dernier cas qui nous refte a traiter eft celui ol le dé-
nominateur  auroit un ou pluﬁgurs faGeurs de cette forme
( xx 4 ax—+ b)m. Alors on fuppofera que la fra&ion partielle

(Ax2m=1 4 xam=3 4 &c.-+R)
provenue de ce fa&teur eft dx

(XX = ax - b)m

on déterminera les coefficients A , B, &c. comme ci-deflus, En~
fuite , fubftituant x =+ % 2 au lieu de 7, la fra&ion deviendra de
Apn i Bom=: - &c.. .+ R
cette forme , . dzy que I'on peut
(z+bb)m
Alzem—1 Bzam—2
decompofer ainfi dg =+ dz - &c. Or les
(gg+bbom (g +20)m
termes ou le numérateur a une puiffance impaire fona intégrables;
Dd
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en partie algébriquement , & en partie par logarithmes (899) ; &
¢eux ou 7 dans le numérateur a une puiflance paire, érant dela
2k
“ &
forme —— ,.peuvent fe ramener ( gos ) & s Cleft«
(g —bb)» 1i+bb
a-dire , qu'on peut les intégrer , en partie algébriquement, & en
partie par arcs de cercle ; on aura donc par ce moyen lintégrale
de ia fraction propofee.
g11. Pour éclaircir ces différentes méthodes , voici un exem-
ple qui les camprendra toutes.
d= Adx
Soit la fra&ion ——— — =
(I+x)xx(xx~42) (xx+1)* 1-+x
{Bx4+-C)dx (Dx+E)d= (Fa® 4 Goe* 4+ Hx 1) doe

(xx~4=1)*
On trouvera, en réduifant au méme dénominateur A==, B=
o L O DZ;?’ E"'—-‘“'_'T;’, I"':'.Iia (-"‘—"-'_%1 H:%’
dx
Is=— %, & lafraltion propofée = % . + .
I1~4=2x
(-—1d3 (§o3—Ex*pin—i)dn
-+, - e . Or fL.
=2 (xx—1)*
(1—=x)dx I I
':fl(l‘l'—x):f':‘--'"_' :él—_'—!f?}'
xx x 2% XX =2
dx
I — I
———f Va2 =L1(x02) e ——— Ao
6yz2  ——— 6y 2
Txx+1
x3dx 1
ool R L o O E TRR———
(oepe=t-1)2 8(aexe—+1)
sedsa T x¥d»
= =% — e, Pour intégrer = £
(oox =103 8 (stx4-1) (Hx—-1)*
: dx : dx
#-=——-——, il faut fe propafer de ramener f —-— i la premiere,
{1bxx)* I=xx
dae » .
& on aura (g904) [ = +2fxx (1K )%
Ief=ix i+
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%

Bonc fxtdx (1 4+ xx ) = — ~+ % Arcrang 2. Or [x*de
I
(1o )y == x (1 =xx )" 4 fdx (14 2x2)7. Donc
fdr(1bxe ) =2 (14nx) "4 tde(r 4 xx)yi=
5%
~~ 1 Arc tang x. Réuniflant donc toutes ces intégrales,on 4
i xx

dx
pour celle de la fraltion propofee, /° — s

(1% xx aese—t-2) (xe=1)%

I 1
== Ll r k) (a2 )t (1) 2 — — —
LT
F(e==1) 1 »
e L dre tang ¥ — Arctang + C.
I - X 6y 2 V2
g12. Il fuit de ce qui précede que toute différentielle fraQion-
naire & rationnelle eft toujours 1ntégrable , ou algébriquement ,
ou par les logarithmes , ou par les Arcs de cercle. La feule diffi-
culté confifte & trouver les falteurs du dénominateur Q. Mais
ceft plutot un defaur de I'Algebre ordinaire que de la méthode
d'integration que nous venons de donner.
Lorigu'on pourra donc rendre rationnelle une diffétentielle o
on fera slir d’en pouvoir trouver lintégrale ; or voici quelques
<as ou cette redultion eft poflible.

913. Soit d'abord une quantité ou il n'entre que des radicauz

ax-%x V x—-ixoe

monomes , telle que (-_“'4, ) dx 5 je Décris ainfi,
Xty

4 19

x'idoe " dx L xxdx 1

a I

.« Orileft clairquefije faisxs*™® =¢, la

3
s o

diffiérentielle deviendra rationnelle , & par conféquent inté-
grable.

Soir maintenant X une fon&ion rationnelle de x; pour trouver
teurs de 2 b~ cxeey 8'ils font réels j'ai /@ = bx - cxx ==

V (ii—+n%) (p—-g= ). Je fuppofe cette quantité = (m =) 1
& en ¢levant au quarré, jai pgx=—(m-+nx)z, doltjetire x =2

Ddd i
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p—mz pr—mg o~
— s (mY-n) 7= =y (a4bxtcx*)dn=2
ngL—9q =g
gy =2y dy(p—mip)  ~Haydy(gm—pn)
. g — « Orcesvas
(ngg—9)* (ngg—q)*
leurs étanr fubflituées dans la formule Xdse y/ a—+bx—+cx” laren=
dront rationnelle, & par confequent intégrable. On voit quela
Ydx
méme chofe auroit lieu,fi on avoit a intégrer dy= 7
V a—t-bx—f-cxx
Ex. Soit dy —=dx y/au—ox , onfera yas=xx—=_(2—x) 3,
\ —aaz® 4azdy 243
donc x = — —_ dr= — (a—) ] = ——— ==
T+ ; (1430)° 133
: 8a*s*dy
V aa—wnx , dy = —, quantité rationnelle & facile a
(11703

mtegrer.

dse ¢ =
Soit encore dy = =————; en faifant y/ xxe—aa =(x=a)%}
V wit—aa
—2dy c(z=1) c —
onaura dy = yy=l ———— =l— (x4 xx—aa)

-1 71— 1 a
gia. Lotfque les falteurs de a~ bx + cx* font imaginaires , il
faut faire évanouir le fecond terme de cette quantité en {uppofant

I

b — ——

besb——=z, alors dxy/a--bx—cxx devient de certe forme dg
2¢

A —— b —un

V148, Soit donc y/yy+bE = 7 +u, onaura —— =13
2u

s e B'b A-uu : du

Vo+btl=r+u= SR (58 —-un),
. 2K 2un

Zdy
cés valeurs étant fubftituées dans la formule —,ounZdyX
AT . Vig+ov
V 7z -+ b, la rendront rationnelle.
Soir, par exemple , dy =dx y/ zx-aaz ; en failant y/xx-t-ad
az A
= x <k ¢, onaura dy = xdx~1dg 3 of die =— —— (22K >
2%
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az dy 19z aa
Donc dyzxd'x—-—.—-—- —_— &y:C—{-%x:ﬁ_.—Z{.—_%
a0 f 2 2
B Pl vl 5
ry=C—j g~ — v/ xxd-aa~+Faal ( x4+ V xx—aa) — aalay
2
b4 [ —
foit donc C—iaz—aala=C, onawray =C + — y/ xx 4-aa
— 2
% aal (=4 xx+4aa).
915. On peut appliquer la méme méthode au premier cas olt
a—+ b'%~cx® a deux facteurs réels ; car en faifant évanouir le fe-

e S
cond terme , on aura i intégrer dy v/ 1z—5b , ou dg v/ bb—zz. Or

= e
fi on fuppofe yyy—bb=1—u, ou Vbb—p="b—ug, on
rendra rationnelles 'une & lautre différentielle.

Meéthodes pour intégrer par Series.

916. Lorfqu’une différentielle n'eft pas fufceptible d’une inte-
gration exafe , on a recours aux approximations , & les féries
{ont alors une des dernieres reflources. On voit bien, en effet,
quen réduifant en {érie une fon&ion X de la variable x , on aura
une fuite de termes monomes dont les intégrales réunies donae-
ront une valeur approchée de [ Xdx,

dx
Par exemple , on fait que I'integrale de eft l(ax), & que
a4
dx de  wdwe  xtdx dx
= ——— = — &c¢. Donc [ 3 oul(a=x)
{0 a a* a3 a-t=x

2 x? 23

—— - —— — &c¢.= C. Mais fi on faitxx—0,la con{-
a 24% 343
. &
tante C=—=1/z; on aura donc Il(e—+x)=la 4 ——
. a 2a*
%3 a— ¥
—— — &c. & par conféquent étant le logar.de 2 — 2 ;
3a3 a— 1

— dx x x 2

f——ounl(ampr)=la—— 1+-—+-——-+&c.\1.
g —x ‘ a 2a 3a* /
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254
Sappofons maintenant x = » & nousaurons [ (a==x)
d-f"'{
z &
mapla=—l(asz)=la—~ [—
2 a-z 2(a4-7)*
z ¢
(a4 7)=la+ -+ — —+ &ec. Par ex. /100 =
a-+z 2(a—z)?
| 1
199 <+ sis - = &c. done ! 11 = 2.34789527.
2(100)*  3(100)3
dx dx
Sion a dy = » alors y = Arc tang x 3 mais
1= 1-t-xx
€tant réduit en férie , donne dy = dse— x*dx + x4 — x6dx 4
&c. doncy, ou Arctang x = e — F a3 4= LS — 17 4-&c.
Soit a préfent y un arc quelconque , x fon finus, ouy==Ar
dxe
fnx, onaurady = * —— e d (1 i) P =dx(1
V1 —xx
S, .38
ks at + %6 - &c. ). Donc ¥, ou Arc finx
54 2.4.6
ol BB Y A e
== L — S——t . — ~ &c. intégrale & la-
3 - b R O
quelle il n’y a pas de conftante i ajouter ; {oit 2 =1 , & la demi-
3 s ¢ 1.3 1.3.5
circonférence =« , on aura ———1 i i R
2 2.4 2o 2
i e i 1 s
» 7+ &c Six=1, larcy devient — =1 & . —— - —.,
6 $uads 2

— &c. done

I 1.3.5 ;&
- : -+ &e.
yaab 8546 8T
917. Ces exemples fuffifent pour faire entendre la méthode
precedente. Mais il en eft plufieurs autres qui donnent des féries

}{)Ips convergentes dans certaines occafions. Telle eft celle qui
uit,

- U

Py ; o T
X Tl faut fe fouvenir que cof. # == y/ Tz,
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La formule d ( xy ) = xdy + ydx , donne sy = fxdy =4 [ydx ;
donc , en genéral , foedy = 2y — [yd=, & [Xdx = Xx — [xdX,
Je fuppofe dX = X'dx ; donc par le méme principe , fxdX, ou
X [xxdX?
(X xde = — . Je fuppofe encore dX?* =
2 2
xxdX* 3 %3
Xdx, & yai [ = Xt — f X't e,
2 2.3 2. 3
Subftituant ces différentes valeurs dans Ia premiere exprefiion
2

o3 xt
on a [Xdx = Xx — — X' 4= D,y X g
2 2.3 o3
x5
—— Xi¥ — &c. ou bien en fuppofant dx conftante , [Xds
B 3ulg e
x*dX x3ddX x*dddX

=X x— -+ &¢:
2. dx e 25 ks don

dx[ —1 wvddX
Ex. Soit X == =, onaura — = —_——— i ¥
a4 d» (a=+x)* dx*
2 dddX —2.3 ds ®
s s = » &ec. Donc [ =
(a-+xB  dx3 (a—=x)* ad-x g4
x¥ o3
-t e +&c..4+~C, onbienl(a4x)
2 (a4 x)* 3 (a3
x % x3
==la 4~ - -+ -+ &c. comme
a—x 2(a—+x)? 3 (a3
fous I'avons déja trouvé. 1l n’en faudroit pas‘davantage pour
voir 'accord de ces méthodes ; elles conduifent toutes an méme
but , quoique par des routes différentes.
918. Soit maintenant dy == m (a = » )m—1dx , dont Iintégrale
dx
ehy=(a-+x)"; on aura X=m(atx)t—t, e——me—m]

dx

ddX
(M—13) (ap-z)m—2 et R ol B (@4x)m—3, &ci
di

—

£ Suppofant toujours dx conftante,

SCD Lyon 1
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' m.t—1
Doncy, ou (a+x}m=C+mx(a+x;m—:_.__..__x1
2
m.m—1x.m—2
(¢+x}m—-—-z - ; x3{:z+x}m—'3-—&(:. Soit
: 2.3
%= o0 , onaura C=a#, & (a--x#=—am+mx(a—% »—l=
m.m=—1
—  — x* (4~ x m—24 &c. Faifons ¢—+x=¢, nous au-
2
ronsamz({—x)m&(4+x)m={m=({—xJM+mx{m——z
m.m—1
— 3 &c. done (g— % Y# =" — maegM——1 ==
2
m.m=—1
SRS P e TN R S R TR e o -+
2
m.m—1I (7+x)= - m.m—1
— g2 - &C... —_—=1m.—t —_—
2 i 1 2
=* (gx)rm O mx
:'—-+&C.:. & ——————:—__——-=1—___}.:_
St g—m (7xm 2
m.m1 x* mm—1.m=4as &3
. — . —— - &c. Maintenant
2 ¥ 221 i

. mx m.m—+1I
ﬁ{-i—x:b,onaura(l:.—x)r#:ém(x— -+
b— =
s® mx
e e &2¢.) , & (B2 Y= (1
(b—)? . o

= m.m—1.m=2 x3
=+ :
(b+x)* 2.3 (b422)3

-+ &¢. ).

919. Pour trouver la valeur de y = &, je différentie, & j'aidy
5 dX ddX
=4 dxla (855). Donc X=2a"la, = Pa, =
dx dx®
P wel’e o
B4, &c. cequidonney, ous” =Cr @ la o —— @

"

2
)
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%3Ba i 3
0z a — &c. Soit=0, onauwraC=1, & ¢ —1-4=

2%
xxla
xle X @ — —— a* + &c. divifant par a* , il viendra 1 =
2
Tk xxlda e sexi*z
-+ xlg — - &c. Donca =1 =g —
2 2
sexel*a %3132
— &c. & par conféquent a” = 1 4 xlz— —
: 2 293

&c. comme on le fait d’ailleurs. -

g20. Soit maintenant y un arc quelconque , x fa tangente , on
dx - 1
aura dy = 3 mais comme en faifant X = , on
I 1+ xx
trouveroit une férie trop comphquee pour la valeur de 'arcy,
on pourra modifier ainfi la méthode précedente.

x x
D'abord il eft clair que y== — fied ( ) =
I-xx I-%X I-+-xx
axdx 2x*de 253
+f— . 1l eft clair enfuite que /° =
(1) (14-2xx)* (1+xx)*
2.4.x%dx
+f ——. (Remarquezici la différence des deux méthodes).
3(1—txx)3
2.4.0%d% 2.4.%% 2. 4.6x5dx
De méme [ = — -+ f &
3(1=xx)3 . § (1p=xax)3 3.5 (14xx)*
% 223 2 s AR -
Donc Are tang == -+ -+ -+
14xx  §(1-xx? 3.5¢1+%x3

2.4.6.27 . :
—— ~+ &c. Doncengénéral, y =cofy ( finy ==
3-s-7(1+xx>‘*

246 Sfin2y
%ﬁn3y+ fn y+-———frz7y+&c Y= .. e——
355 5= X
2.4.6
(12 fin2 _y-{--—----fn‘f-y—t——--——-—fn‘y-{-&c) SIy—45 .
3-5 357
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- e 2 1.2.3
enaurac==2 (1 - =+ ~+ &c.). Le
s Eoges 3.0, 5.7
rayon ¢tant== 1 onafin 45°=y 3.

De lintégration des différenticlles Logarithmiques &
Exponentielles.

921. Pour intégrer la différentielle logarithmique Xdxlx , en
{uppofant X une fonétion quelconque de.x, foit y=/x, & dy =
Xdx ,on aura [Xdxlx=[ ydg=yi—frdy=Ilxn X dn

dx

— f7 —. Donc l'intégrale de la quantité¢ propofée fe réduit 3
x

de
celle de Xdx , & de —— (Xdx. On pourra donc la trouver par
x
les regles précédentes.
; Ll
Exempres. Soit X=wx#;onaura [Xdx=7=——— &
7~

dx xn—=1 1

1
[z —=———— Donc [xidx/x = ——— xﬂ+1<lx = ) %
; )

x  (n==1)* =41 -1
intégrale qui n'eft fujette & d’autre exception qu’a celle du cas ol
dx
n==—1. Caralors ona f— Ix = fIxdlx = [sx.
®
- 1 1 gd o
Soit encore X = —————, on aura [ Xdx = r———s , [
1—2x x

—=le—I(1—2x). Don¢

xlx
— I [ (12 ) = e = [(1 =)
I =2 I—x
922. Si X eft tonjours une fonéion de x, & qu’il vagiffe d’in-
tegrer ¢ Xlix, on mettra cette expreflion fous la forme [d X#x =
Xdx Xdax
Xz —nf {s—1x ; & fuppofant enfuite / = AL N
x x
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gura par la méme formule , @X'[r—i1x =X*/p—1 ¢ —(n— 1%
X*ds : X'dx
f———I[—2x. Sionfait [—~——=X" on aura [dX /-2
x x -
X'y
=X"l2e—(n—2) f——— Ir—3x, &c. Donc fdXlnx =
»
Xlax — nX'it—tet-n pemy1 XV =—20—n.n—1.n—2:
X1 [a—3 s 4~ &ec. expreflion quine dépend que de lintégration
des quantités algébriques , & qui n’aura qu'un nombre fini de
-termes , lorfque » fera entier & pofitif.

=1 Xdzx
Soit, par exemple , dX —xmdx , onaura X = aiff
m—t1 x
wxm—t1x XTdx xm—i—1
e X1 —_
(m—+1)* x

=X = e XTI

(m—+-1 )3
sem——1

» &c. Donc famdulre = (Px—
m— 1 m=1
Nn.A=—1.0=—2

xm——1

7

Vi P
(m—1)*

n.n—1
- =2 5

35— &c.). Le feul
(m—+1)* (m 1)

cas qui échappe a la formule geénérale eft celui ou m=—1, &
dse a1y

alors on a [— ity = ;

- 2= 1

923. Cette formule générale s'applique également au cas ou
eft negarif. Mais comme on a alors pour intégrale une férie infi-
nie;-voici un autre moyen d'integrer.

Xdx
, qui étant mife fouscette for-
()=
dlx X d . — Xx 1
me, X, , donne [ - =
(lx)» (I=)r  (n—1)lp—1x n—1I

Propofons-nous la quantité

I
[ d(Xzx). Faifons maintenant dXx=X"dxn,dX'x =

[;;—-—-Ix

Xdx
Xtldw, dX*ue== X"""dx, &c. & nous aurons J ==

=

(lx)n
Eee}j
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X' X

(r—1)ln=12  (n—1) (n=—2) 172 (n—1)(n—2} (n—3)"" 3%
_ : :
~ &c. jufqu'a un terme de la forme It P
b e P |
dont l'intégration , fi elle eft poflible donnera celle de la formule
propolee.
Soit par exemple X =2m , nous aurons X' = xm (m-1), X1" =
xmdy o xmt
(n—+4-1)%m , X118 = (m~-13xm , &c. Donc [ =
Inzx (n—1)lnx
m-t 1 (m—+1 % (m—+1)3
{ e 4~ — [P - By = I
ne—2z Re—2.7—3 A—2 . 7n—%} . n—4
(m==1)—1 °  smdsx . !
+ &) + S ; lintégrale propofée fe
n—i.n—2...1 wda
; xmdx ‘
réduit donc 4 celle de ———. Or {i on fait xm=1=u, cette
Ix

du
quantit¢ deviendra — , diffiérentielle quon n'a pas encore pu
I
xmdse
integrer. Cleft pourquoi on ne peut avoir I'intégale de ———
Inx
que par f{éries , excepté dans le cas ol m= —1; car alors on
: dx

trouve par la {érie précédente, & fans {on fecours ; f ——=
.'r.'["‘x‘

1
— e,
l1e—n
924. Soit maintenant la formule exponentielle 2¥Xdx qu’il s'a-
giffe d'intégrer. Jobferve d'abord que e¥dxle ==d (ax); donc

1

faxdy = .a*, & puiflque ferXde = Xfoxdx — fdXfaxdx,

la
dxX X
on a fexXdn= — T faxdX, Soit dX =X"'dx, on aura
la a
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axX! 1 :
faxdX = [oxX"dx = —e — — faxdX* ; foit X' =X""d:z,
la la
ax X't ;
& on aura [a¥dX* = — laxdX** | &c. Donc [axXdx =
la
1 1 1
S B T axX1* — &c. jufqu’a ce qulonarrive
la Pa Ba
4 une intégrale’ (uxdx»' , qui fera au moins la plus fimple des inté-
grales tranfcendantes de fon efpece, fi elle n’eft pas {ufceptible
d’une intégration exadte.

925. Remarquons que {i e eft le nombre dont le logarithme =
1,002 fexXdox=exX —exX® + exX1* — exX!'F f-exXiv—exXv
-+ &ec. Soit, par exemple , X =u#, on aura X! —=nxn—1,X1*
=n.n-1.x8—1, X1 =5 n-1.n-2.%5%"3,&c. Donc faxxndx

nxv—1 n.n—1 n.=—1.0=—2 p
g - -t xn-—?
(la)? (la)
+ &c.) , & par conféquent fexxndx == ex (%7 — nAB——1=-n. 7 —
.4 —2e—p.p—1.0—2.,%% 3+ &c.).
a¥dx
926. Pour trouver lintégrale de , comme les regles pré«
X

axdx
cédentes deviennent inutiles , je réduis en férie , & Jai —— ==
x
dx x Pa 2313, dx
— (1 xlz 4 e 4+ &c.) = —— =~ dxla 4
*® 2 2. 3 =
xdx axdx x*fta
— Pa4-&c. Donc f———=CH lx+xla+; . ———
2 o 2

3 Ba exdx e
+i—- —~+ 8. & [— =CAlt 445, — 43
2.3 7 2

3 exdx dg
—— + &c. Soit ex=7, on aura = — différentielle
2. S x [{
d'une quantité tanfcendante qui eft égale i la férie infinie C 41/,
s &
Bl 4t — 4 2 e— 4 &c. Puifquon a f—=glig—
2 2.3 Iz
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» i
Sl il efk clair que fdill; = ylly — f— , intégrale qui dépend
&
dy
encore de la quantite tranfcendante ['—.
k&
927. Lor{que les regles précédentes ne pourront pas sappliquer
a l'intégrarion d’une quantité exponentielle , on la réduira en {é-
®*[*q %3 Bz xtita
ries par la formule a%= 1 —-xlz - ‘e —

: ) 33 2 g
~+ &ec. & il fera facile d'intégrer.
Soit dy = xmxdx ;, on aura par les féries , dy = ds ( 1~ mxl=
mixil.  m3eBx :
- -+
2 2 .43

: m®
8¢, ) = de = mxdclx 4= —— 3 dxl*s
2
= &c. dont Pintégrale {e trouve par celle de xmdxlzx (922) ,8 on
5% mxt 3 53
e e - &) Yl
5% 3 4
2 5 4
m m® ¥, ma3ltx

afomedx=x{1—

mie m’x*
(:-—+——-8&c) + —(F-— o+ ——-&e.)
A s el &3 ® 4 53
~+ &c. qui dans le cas particulier de x = 1 {e réduita la férie con<
m ?71; ?'?13
vergente 1’ — —— o - ~+&c. Cet exemple fuffit
. 2% 33 44'

pour faire voir commenr on peut intégrer ces fortes de quantités
“par féries.

De Plntegration des. Quantités différenticlles oz il emtre des
Sinus , des Cofinus , &e.

- 928. Puifque dx cof e =d fin x , & que — dufin x =d cof %5
il eft evident que fdx cof % = fin x , que [dx fin x = — cof x, &

1 1
que par conféquent fdy cof ny = — [ndy cof ny = — fin ny 5 &
n n

L~ ] { 1
que fdy fin ny === — cof ny. 1l eft clair auffi que fdz cof 7 (fing )®
. n
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I
:f(ﬁn{)ndﬁn {...—:-———-(_ﬁn{)u-l—x,f(d{ﬁn {)cafn{:—-

s S ¢
I

[ ——— ( Cﬂf{ :ll—l—l'_
n+1

ay , on feroitﬁn_yrafxy:%ﬁ;:(a-}-l)y-—éﬁn(fz-f-l)y, &

De méme fi on avoit 4 intégrer dy fin y cof

I X
Yintégrale deviendroit — cof (a=1)y 4 ——

2(a-+1) 2(a—1)
cof (a—1)y.

929. 1l en feroit de méme pour dx fin x fin ax , pour dx cof x
cof ax, &c. On traiteroit avec la méme facilité dx fin » fin ax
cof bx 5 &c. en réduifant ces produits a des finus ou a des cofinus
fimples par le moyen des valeurs definacofb, finafinb, &c.
On pourroit donc intégrer par cette méthode dx fin® &, dx fin® >,
d= cof * » , &c. Mais il eft plus fimple de les intégrer de la ma-
niere fuivante. _

930. Lafermule dx ( fin x » = dx fin x . finn—1 5. On a donc
fdx finn x = finn—x xfdo fin o — [(d fint—1 Sfdx fin 32 ) = —
finr v cof x == (1 — 1) fdx fint—25x cof * 3¢ = — cof % finn— I
4+ (n—1) [dx finr——2 — (n — 1) fdx fin® % ; & en tran{po-

I n-1
fant, fix fin* 2= — — cof'x finn=1 3 4 = fdx finn-22. Ona
n n
1 iy
donc aufli fdx fin-2 = cof x fin%=3 = [dx finn=a33
n-2 n-2
1 n— 1
& par conféquent (dx fin x = — — cof ¢ fin#1 x — cof
n n.n—I
n—1.n—3 I
x finn=3 % == fdx fint=4 ¢ == — — cof % fin#™1 2t e
n.n=—122 n
n—1 n—1.n—
e c0f 2 i3 00— — cof % fint—% xx =—
n.n—2 non—2.0n=—4
n—1.n—3.n—3% =

cof % fin"~7 x — &¢. formule quin’a lieu

A.n=—2 ., n—4.n—6

que dans les cas out 7 eft impair , & alors I'intégrale ne dépend
que des quantités fins,cof %, Mais lorfqu'il et pair,au lieu du der~

n—1.n—3..1
mier terme de la {erie qui feroit de cetta forme —

N.7lm=2400e:Q
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A=Y .n"—3 ... 1
cof % fin % , on auroit [dx fint=% =4
2 hesesBt=2.0
a—1.1—73.. 1
————— . L’intégrale feroit donc = — cof x fin" "1 x —
L3 i g i
n—1 :
cof x finn—3 x —8&c. ...
n.ga—1

4
Ex. [dx fin’ 2 = — } cof  fin* x — — cof % fin® & —
3 5+3

. 5
cof 3 & [dx fin® x = — § fin® x cof x w— — fin3 % cof # —
d 4 6.4
5-3 § o ik
fin 2 cof x4~ — .
6. 402 2 A
931. Faxfonsx—-go — 7, Dous aurons dx = —dy , finx =
e
cof s &fd{wf”{=-—ﬁn{c0f'=“'i+ — fin g cof "3 {4
n n,n—2
a—1.n—3 n—17 .n—%. =5
vt fin 7 COfBS g~ fin 7 cof 77 2 4=
n.n—2.n—4 np—2.ni.1=—=6
N 1.2

fing, fineftimpair; & ¢l eft pair , le der-
Ron=—2.B=—deeasd .

Tl_l.n"-'}....l
nier terme = ~+ s ——z. Par exemple, fdycofS y ="
AN 2eeirs2

4 4.2
%ﬁnycof"‘y-l—-———ﬁnycof’y-f—'-——-—“ﬁﬂy: & fdy cof € y =

535 531
E

5 = 5+
sfﬂyfﬂf’y'—'—-—fr:ycof3y-—!—--———fnycofy-l—-—-—-—y.
6.4 o 6.4.
932. Soit maintenant 2 intégrer dy f inm ¥ cof" Y 5 pUIfqu'e

J(fnpycaﬂy)—pcofq+ _yfn y d/-—gcofg _yfn y.dys

P
onafdyfnp yc:rj'ﬁly———frz ycofqy-i——fd’.]’"?ﬂ Yfﬂp+
8 Donc
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1 -1
Donc fdy fin y cof# y:.———-ﬁnm+ly Y e — [dy
m-1 m—-1

cof "y ﬁrzﬁz+2y. Subflituant 1 ~cof*y & la place de fir* y ,

I
& tranfpofant, on a fdy finm y cof# y = ——— ﬁn.m+1 ¥
==
ne—1 A f1—2 : m,1
cof "'y = ——— [y firm y cof "y = fin"™y cof " y
m=t=-n m=un
n— 1
-+ ﬁﬂm—f-lwan——gy_*_“.”..”'
mA-n.m—tn—2 7

n-1.,n-3.finm+1ycofn~5y R-T.7=%...2 fIn™+1 g

E
m==n . m--n—2z . m-tn—4 m-tn.m—+tn—2..m=-1

n—7IT.=—%....1

{i n eft impair, ou jufqu'au dernier terme +-

m=-n.m—tn- 2..04+2
fdy finm y , {in eft pair.
933. Faifons y = go® — 7 , nous aurons [dy cof g fin# 7 = —
I 5 A _ﬁnﬂ-—-—g{ L‘Dfﬁ'}""}—!{
ﬁnn 1 {mfm—f-l o : Wi
m -~ n M=t=n.m=n—2
:z—‘[.n-3.cufm+1{ﬁn'4'5{ n—-].n—3...2.cofm+1{

— . e w

m~-n .m~-n—2.m-+n—4 m==nt . M—4-rn—2 ... M1
n—1.n—3...1fdycofmg

3

M—=11 . M2 s o o« « =2

fi n eft impair, & jufqu’au terme <

s'il eft pair.

Par ex. la premiere formule donne fdy cof3y finS y =1 fin® y
(cof* y+3)=1finSy(t—fin*y), & la {econde fdycof3y
find y =— 2 cof*y (fin* y + % fin* y + ). 1l faut donc que ces
deux réfultats ne différent que d’'une quantité conftante. On trou-
yera que fa valeur eft 5.

934. Confidérons maintenant les fra&ions ou il entre des finus ;

dy dy dycofy dyfiny
& comme les plus fimples font 3 ,

finy f°fy’ fny : cof y 4
Fff

commencons par les integrer.
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dy dy fin y —d cof’y --édcofy
La premiere , —— = = —
finy  fin*y 1—cof*y  1-cofy
L dcofy 1 —cofy

=Xltang*ly=lrang3y.
1=+cof y

, & onaura dy = — dg , finy =cof 7; donc

s

°Lry=wmlcot(45° 4 T1)=Lltang

dy cof’y d fin y
La troifieme de ces fraQions , f——— , a pour intégrale f———
. finy X finy
=lfiny==[dy coty
dy finy
La quatrieme, [ =—Llcofy=Ilfeccy=[dytangy;
cof v
: dy ady
de méme f —— =/ =ltangy.
fayefy  finsy
dy
935. Cela pofé, cherchons l'intégrale de la formule ——. Nous
fin? y
1 n-1
avons déja vu (929) que fdy fin# y == — ~— cof y fin""* y = —
n n
fdy finn—2y ; faifons donc n— 2==—m, oun=2— m, & nous
dy 1 dy
aurons f[————- == ——cof y fint-" y
finmTry m-2
dy 1 cof y m -2
e Hal SN RN S i A
finmy— L m-1  fiPTRY m-1  finm-2y m=1
cofy m- 2 cofy m-2.m-4 cof y

— — . e

Sfinm-1 y 1.m-3 finm3y m-1.m-3.m-5 finm5y
e D = a o T dy

jufgu’au terme - — .
m-1.m=3....2 finy

M2l —desied
cleft- i dire 5 —demie ot ltang 3y , fi m eft impair,
m-1.Mm=-53....2
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M=2.M-Beuen-- 2 cofy

& jufqu'a -— >
m-1.m-3 1.y
Suppofons y = 90° — 7, & la formule précédente donnera
dy 1 finz m-2

» fi m eft pair.

finz

—— e e —— e —— | — e

L‘of’”{ m-1 cofmrz m-1.m=73 cof m-3 »
me-a2.m-4

- jufqu’au terme
cofm-5 z
Jin g
cof 7

, i m eft pair, & jufqu'au terme -f-

Liang (45°+31)»

finy 5
<+ £
c«of 7y cof ¢y 6.4
finy SRLAPATET BRI ey e
’ == e == Ltang (45° + ¥ )
Eof i 6l g 5 ey - G oge

fi m eft impair. Par exemple, [

d’u';’ Cﬂfmy :
936. Il eft donc facile d'intégrer’la formule —— : car ft
finny
dycof* Ty d(finy)
m eft un nombre impair 2k +1,0na — —_— = ——-
Jinry Jim y

(1 —fin*y o , qui eft évidemment intégrable , quel que {oit 7.

a‘ycof?‘ky dy(l-ﬁn"y}k
Si m eft un nombre pair 2k, alors _————— , EX-

Jin® y St y
prefiion qui étant développée s'intégrera facilement par la for-
e
mule [ :
Jinmy

dy fin y -dy
1l en feroit de méme pour ————, & la formule —————
cof 7 y finm y co[ 7y
g'intégreroit par les mémes principes ; enforte qu'il eft aifé d’in-
tégrer les différentielles ol il entre des finus & des cofinus , lor{=
qu’elles font fufceptibles d'intégration. Fffij
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Delintégration des Différentielles a plufieurs variables,

937. Soit Pdx + Qdy une différenticlle propofée 2 deux varia-
bles. Si T eft fon intégrale , on aura dT = Pdx +- Qdy. Donc
i on ne prend la différentielle de T qu’en'faifant varier y , on aura
dT = Qdy , & fi on ne prend la différentielle de T qu’en faifant
varier %, on aura 4T = Pdx.
. Marquant donc par &'T la différentielle de T prife en faifant
varier y feul , & par &' T fa différentielle en ne faifant varier que
2, onaurad? T = Qdy, d*T = Pdx. Donc ¥ (! T)=dyd*Q,
&7 (&*T.) = dwd"P. Or il eft clair que &*¢7T = 4”4*T. Done
¥ aQ a¥p
dyd Q= d»d”P , ou = =—— ; Ceft-a-dire, que filz
d= dy
différentielle Pdsc -+ Qdy , peut étre intégrée , Ja différentielle
de ) prifeen faifant varier x feule & divifant par dx , doit étre
égale a la différentielle de P prife en faifant varier y feule & divi-
fant par dy. .
938. Cette condition ayant lieu , il {era facile d'intégrer. -Car
puifque @*T = Pdx, fi on marque par /" les intégrales prifes
en ne confidérant que x comme variable , enaura T =(*Pdxn
-+ une conflante qui peut étre une fonétion Y de y , comme il eft
évident. Ainfi T ou f( Pdx + Qdy ) =/ (Pdx)+ Y. Onade
méme T =/ Pdx +Qdy) ::fy (Qdy) -+ une fon&tion X de s =
X+ (Qdp . Doncf? ( Qdy)+ X =[* Pdz)+Y ,0u /" Qdy’
— ["Pdx=7Y -X. On fera donc dans la quantité qu’on aura
pour 1a valeur de f“v (Qdy)-f *3 Qdx); x=o0, & on aura Y.
5i on faity =o, on aura la valeur de — X, & par-la 'intégrale
de Pdiew= Qdy {era dererminee.
Soit, par exemple , la quantité ( 3¢* -+ 287y — 33° ) dy 4= b*
- Yy
. A a7 (3¢ +263y-35))
w— 6z 3--3¢y* ) dy qui eft intégrable, parce que —
&

& (b — 6y + 3ey*)
=36y by = d’ . On‘aura [R(Pdy)=
z
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B3+ by — 3971, f7 Qdy ) = b*y — 373* +cy3. Par con-
féquent Y — X =cy3 — 3, faifant ;=0 , ona¥=1¢y3, &fi
on fuppofe y = o0, on aura X=¢3. Donc l'intégrale de la diffé-
rentielle propofée eft 3 -+ 5%y — 33 ¥* 4y + C.

939- On pourroit trouver la quantite Y {ans avoir befoin de
17 Qdy. Car puifque f( Pdx + Qdy ) = [*Pdx + Y , il eft clair
que fi on différentie /¥ ( Pdx ) en faifant varier y{eule, en forte
que le refultat foit P'dy , on doit avoir Qdy == Pldy + dY ; donc
Y=/(Q —P)dy. Ainfi dans 'exemple précédent , fPdr=13
-+ br*y — 377*, dont la différentielle prife en faifant varier y
feule donne P'dy == (61> — 67y ) dy. Donc Y=/(Q —P)dy
= [3ey*dy = ¢y,

940. Si on a une différentielle a trois variables Pdx + Qdy
=+ Rdy, en appellant fon intégrale T, on aura &°T = Pds,

7T = Qdy, dT =Rd; Donc pour que.la différenticlle
propof¢e foit complette , ou puifle étre intégrée, il faut qu'on ait
a¥p  FQ A IR AQ 4R
= A =—\, — = ——. Ces trois con-
dy dx dz dx dz dy

e . T, X : ;
ditions ayant lieu , l'intégrale {fera /™ Pdx—-V , V étant une foncs
tion des deux autres variables y & z.

941. Pour la déterminer , on di{".r-érentierafodx ,' en faifant
varier y & z, & on aura une quantit¢ de cette forme P'dy 4 P'dy;
il faudra donc quon ait ¢V +- P'dy 4 P'dy = Qdy -+ Rdg , & par
confequent V=/((Q—P')dy= (R —P")dy) intégrale ol
il n’entrera que deux variables, & qu'on aura par la méthode
précédente. Il eft clair qu'on pourroit trouver I'intégrale par le
moyen de f}’Qdy,f{Rd{, de la méme maniere que-par [ Pdx.

Soit, par exemple, la quantité (2xy® - 45637 %3 ) dx 4=

¥ i

— 3y ayx ) dy - (413 2bx — 1 dz

Viy+ig VIV HQ
qui a les trois conditions néceflaires pour étre intégrable ; on aura
[FPdse =y 5e* 4 by*x%, dont la différentielle , prife en faifant
varier y & g, "donne P'=zyx* P'= 2b7x*  Donc 4V =

¥ ?
( o s o . Y el X e | i
VIy+i VIiy+g
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ydy —1dx 2 :

3y*dy + ————, dont l'intégrale s'appercoit tout de fuite ;
VY +

fans le fecours de la méthode précédente, & ona V =71+ 433

pols
-V 7y =+ 1. Donc celle de la différentielle propofée eft 7+ +-

s
y3 4V yy + g7+ 3% 4+ br?x* 4 C. 1l nleft pas difficile 4
préfent de trouver les conditions que doivent avoir les différen-
ticlles 4 un plus grand nombre de variables , & d’intégrer lor{que
ces conditions ont lieu.

942. Cela pofé, voyons comment on integre les différences
&condes. Soit d'abord Ia différentielle du fecond ordre Pddx —-
Qdx* dans laquelle P & Q font des fon&tions quelconques de Ia
variable ». Si on confidere dx comme une variable y , ‘la diffé-
rentielle propofée fera Pdy - Qydx.: Or pour gqu'elle {oit inté-

155 4P aYQy
grable , il faut que = 5 mais il n’entre que des x
dx ~ d’_y
dp Qdy
dans P, & il n’y a point de y dans Q. Donc —_—
dx dy

Q, oudP=Qdx; condition néceflaire pour qu'une différen- .
tielle du fecond ordre Pddxe~+ Qdx* foit intégrable. Si elle a
lieu, ona/( Pddx + Qdx*) =¥ Pdy =Py = Pdx.

Exemprr. La différentielle mxm—1dds +m . m—1 . sem—24x*
eft intégrable , parce que dP=m.m—1.x7—3dn =Qdx; &

Vintegrale eft mxm»—1dx , qui étant intégrée de nouveau , donne
xm —+ C.

943. Sidxa eté fuppofée conftante, la différentielle eft Qdx®,
dont Plintégrale (a caufe de P =/ Qdx) eft d»2/Qdx + la conl-
tante Cdx. Par exemple, [dxe® (1 — 22 ) = dxf( dse— xxdx) =
dx (% —t 3 )+ Cdx, & en intégrant de nouveau , on a Cx
=+ C =+ xoe — 5 o,

944. Soit une différentielle générale du fecond ordre Pddx -
Qdx* ; i on la différentie , on aura Pd35 <~ (dP + 2Qdx) dd=
—= dQdx*. Donc réciproquement une différentielle générale du
troifieme ordre Ra3x +- Sdxddx - Tdx3 {era intégrable, ou ré-

S dR
dudible 4 une differentielle du fecond ordre , fi — — —— =

”
b
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fTdx; alors lintegrale {fera Rddx - dx3/Tdx. Par exemple,
xexd3x 4 2x3dxddx 4 ( §xx — 1 )dx3, a la condition nécel
faire pour éme intégrable, & fon intégrale eft x xddx -+
doxc* (&3 — 2 ).

945. Si dx eft conflante, alors il eft clair que, fans aucune
condition, [Tdx3 = dx*(Tdx + Cdx*, Pintégrale de cette dif-
férentielle eft doxf'( df Tdx ) 4 Cxdx 4+ Cdx; enfin Vintégrale

Coxx
de celle-ci eft (dxfdxfTdx 4= —— 4 C'x + C". C'eft ainfi
2
om—3
que [xmdx3 = + 1 Cx*Cx=+C". On
m=t1.m~-2.m-3
trouveroit de la méme maniere les intégrales des différentielles
plus ¢levees , & les conditions de leurs coefficiens.

946. Confidérons maintenant les différentielles du fecond or-

dre a deux variables, repréfentées généralement par Pddx -
Qddy 4 Rdx* +- Sdxdy + Tdy*. Pour trouver les conditions

des coefficiens P, Q, R, &c. je prends la différentielle de
Adx—+Bdy, danslaquelle A & B font des fon&ions quelcon-
ques dex & dey, & j'a1 Addx + Bddy +- dAdx + dBdy. OrdA
dxA PA . A
= . d% 4+ —— . dy; on a donc Addx—Bddy + dx®
dx dy
A d4%B d/B
+ | ——+— ) dxedy 4+ ——.dy*; dou il fuit que Ia
dy dx . dy
différenticlle propofée eft intégrable , toutes les fois que R ==
dxP IP dxQ 7Q
, que S = — - > SequeT = ~——.,
dsx dy dx dy
947 Ces conditions ayant lieu, Iintégrale fera Pdx + Qdy ,
& {1 dw a eré {uppofée conftante , I'intégrale de Qddy -+ Rdx*

Sdiedy =+ Tdy* {era dxf " Rdx -+ Qdy + Cdx , (a caufe de P=
[ Rdx) , & les conditions de cette nouvelle différentielle {eront

& Q  df*Rdx
T=—=,85= -+ ——. Par exemple , 6x*dxdy
dy dx dy
- Gaxyds® 4 x34dy dans laquelle dx eft conftante , a les condi-
tions précédentes , & fon intégrale eft x3dy 4 3x*ydx 4 Cdx ,
qui en intégrant de nouveau donne x3y + Cx ~+ C'." On trouve-

roit de la méme maniere les intégrales & les conditions pour un
plus grand nombre de variables.

dx

SCD Lyon 1§
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Applications du Calcul integral.

Les applications du calcul intégral s’étendent fur toutes les
parties des Mathématiques : mais pour nous borner a celles qui
font purement géométriques , & qui fervent de fondement aux
autres , .nous déterminerons les formules des quadratures & des
re&ifications des courbes , les folidités des corps , celles des fo-
lides de révolution , ainfi que leurs {furfaces, & nous finirons
par quelques ufages de la Méthode inverfe des Tangentes.

De la Quadrature des Courbes.

948. Soit la courbe AM, fon axe AP, PM lordonnée au
point M ; pour trouver la quadrature de I'efpace AMP , je mene
une autre ordonnée mp , & la ligne Mr parallele a Pp ; alors jai
la furface de I'efpace MmpP = MP X Pp—+ Mmr: imaginons
maintenant que le point m s'approche du point M, le triangle
Mmr diminuera de plus en plus, mais ne pourra devenir zéro que
lor{quc le point m tombera fur le point M ; alors MmpP s’eva-
nouira & fera la différentielle de 'efpace AMP; Pp feradx, &
on aura d( AMP)=1ydx, & par conféquent AMP = fydx -

xxdy x3ddy
€=(n7)CH+'vy— == —
2d% AL

&c. Donc Iefpace AQM = C —+ fiedy = C 4 xy —

y3d*x
—_ — &c.
%53 4. dy*

949. Ex. L Soit un cercle décrit du centre A & durayona,on

i

S =
aura y=y/ aa—xx , & lefpace AQMP=/fdx y/ aa —xx
DCS I.xq 1.3.\77
e C == C 4 ax — — — e
2.3 2.4.58 B w6 Tal
I. = =2 1.3- i 4 Xt
il : — ’ : — &¢. Faifons
2.4.6.8 ga? 3 6ye B o FO AR T Y
x==0, nous aurons AQMP=o, & par conféquent C=0.
Donc
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3
2%

Donc AQMP=ax
— &c. (803 ).
—
Ex. IL Dans lelliple , y=—y 2z—xx. Donc [rdx =

a
b 3 1 xS
— (e —L, —— . - — &c. ), comme nous 'avons
a 3¢ . 2.4 §a3

déja trouve ( 805 ). :

Ex. III. Dans la parabole, ydx=p" x’dn , & fydx=32p" x" =
i 2y, oul'efpace APM eft les deux tiers du reftangle citconferit
(806). U'équation aux paraboles de tous les dégréseft ym—yngu-n,
mdy ndx
doncmly = nlx 4 (m—n)la, — ,oum,n:: Ydx,
y b4
xdy :: fydse . (xdy :: AMP . AMQ. Par conféquent I'efpace APM
eit au reftangle circonfcrit APMQ ::m . m ~ 2.
aadx
Ex.1V. Dans I'hyperbole équilatere , %y =az, & Ydx = .
P
Donc [yds = salx -+ C. Si on veut compter les efpaces depuis
Porigine A, ollx=o0, l'efpace fera = 0. Donc C = — aalo,
& I'efpace Q'APMN — ablx — aalo.

Si #=a= AD, alors Q'ADBN = aals — aalo ; donc BDPM
x
= aalx — aala = aal — , comme on le favoit déja.
% x® 3

156:

1584

Ex. V. Dans la cifloide , ¥ = —, &Ydx= xdx 1591

V ax — xx
3

(a—x) 3 donc [ydx ou Pefpace AKMPA = fic’dxca-s) °,

; 4

Or [dx (ax — xx ) =le demi- fegment AONP, & fi on {e pro-

X I I 3
——

pofe de ramener fxy'a‘x (a—x)" A fxzdx (a—x) :, on trou-
vera que la rédultion eft poflible , & que I'on a (g03),
? S 3 I

I ¥ 1

fxldx(a—x)z=%x1(:z-—x)‘—i—%fxzdx(a-—x) . Dene

Ggg
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1 I 4
fordx ( as — xix) = 3]Hx(¢x—xx}l-— 2x(ax——-xx}z,0u
APMEKA = 3APNOA — 4ANP — 3AONA — ANP. Donc
I'efpace infiniment long MKABQ eft triple du demi-cercle géné-
rateur ANB,

Ex. VL. Dans la logarithmique , Ydx=mdy, & [Ydx, ou
PAPM = mYy + C. Mais lorfque ¥ = 1= AR, l'efpace ABMP
devient nul. Donc C=—m, & ABMP=m(/—1)=Ie

.Qangle O'QM. Sion fait ) = o, on aura lefpace infiniment
YA = — m=lere&angle PQIT.
5

oit une courbe BM qui ait pour équation y =", on

=

= XX
&c.) 4l (f——+—— &c.) +
g% i 48 2
&c.) + 8. & lorfque x=AP=PM==1,0n al’efpace ABMP
I I 1 I 1
= e o e e e e — = 82, =20,783430497589.
0% .33 4% 5? 66
Ex. VIIL Soit 1a courbe des finus AMA'M' dont 'équation eft
y==fin %, on aura APM = (dix fin x = C —cof . Faifons x=
o0, nous aurons C=1, & APM=1—cof'x. Soitx= 180°=

¢, onaura AMA' = 2 =le douable du quarré du rayon. Sion
fuppofe » = 2c=AA", on aura 'efpace AMA'A + A'MA"A'—
o, ce quieft évident, puifque un eft pofitif & lautre négatif.
¥n general fi s ==2k¢, Vefpace fera zéro, & fi x=(2k+1)c,
Iefpace fera = 2.

ine des » an 'point A milieu de A'A’, on aura
ace ABMP = fin x , lefpace ABA'A =1,
—o0, ou=2, {1 on ne fait pas attention a fes deux
parties , Pune pofitive, I'antre négative.

950. Si les ordonnées partent d’un point fixe C , voici com-
ment on peut trouver la quadrature de la courbe. On menera les
deux rayons CM, Cm, & on décrira du centre C & durayon

Mr x CM
CM TI'are Mr ; alors le triangle CMm = —+ My, Mais
2
lotfque le point m eft infiniment proche de M , T'efpace Mmr s'¢-
Mrx CM
vanouit, & il refte 4¢ COMC ) = ————. Soi donc Mr==

L)

dx , CM =y, on aura COMC =} [ydx + C,
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S1 on nomme @ Pangle que fait CM avec une ligne fixe FIG.
partant.du point C, ou larc qui mefure cet angle dans un
cercle dont le rayon elt 1, on aura Mr=yde¢, & COMC
e 3 6 e ‘
951. Ex. L. Soit la conchoide AM, fon pole P, PM —
¥, QM =—4; , PB=—14,, & Pangle APM ==& ; of aura
b b
cof®.b::1.PQ = ——, & y=—— = 4. Donc
cof ® cof“i ;
b*do do a2 d®
Pefpace APM =1/ —— — =g}/ — 4/
cof* @ cof @ .
b* atrd
— tang ® = a bl tang (45° + ;@ ) + ——, fans confl-
2 2
tante, Donc == APM 5= PBQ, cu ABQM =— a5 tang
a* @
(45°+12)=——, & AAMM =—2451 tang ( 45°
2

———

~+13),

LA

« Ex.II Danslacifloide, fi on fait AM=—=y,MAB =—
a

a
é} AQ:—-—": AO—'A{Q:{ICQ/'@, &,y:-—-_ —
cof @ cof @
aﬁfﬂ @ a2 do
@ cof @ =————, donc AKMA=—1/_— & = faads
: (,‘q/‘d) Cr":/-z il
= gfdﬂld‘il C0f3 i ::..%4;1 tang @ _"ﬂ-f-';'l""‘}"'étlfz
(;/in @ cof ¢ +.28 )=—731aa tang ® 4~ - aa fin 2@
— ;@ & Donc AKMP=—1: 2*¢ — ! & fin.2;®
et fin 4% & Pefpace infiniment long MABQ — ia*@
= 3AONB.
Ex. 1I1. Dans la fpirale d’Archimede , AGFBN ='x', AGFBA 164
; Ggzg ij

2
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: Y yrax
=c, CM=), CA=z, Mre= —— , d(COMC )} =——,
a ’ 23
cy cdy c bE
X ———y A= s COMGE= . —— , {ans conftante,
a a 24a 3
ac
Donc Pefpace COMAC = — .5 = le tiers de tout le cercle;
2
& V’efpace compris par la {pirale au fecond tour = 8 fois le pre-
mier. En général , les efpaces compris entre la courbe & les ordonnées &
deusx différens points font comme les cubes de ces mémes ordonnées.
Ex.IV. Dans la fpirale hyperbolique a. —dx::J. Mr=—
_ydx —-}’_ydx —YYdx
—— 3 donc COMC=3/ ——. Or xy=ab, donc —_
a a a
bd) , & Tefpace compris entre la courbe & l'ordonnée CM
1 by = le feéteur circulaire CMQ.
Ex. V. Dans la fpirale logarithmique, {i on nomme ¢ la tangente
tydy )
de I'angle conftant Mmr , on aura ADMA=f——=—= la
2 4

moitié du triangle ATM.
De ld Rellification des Courbes.

952. Si onimagine le point m infiniment proche de M, Mm fera :

e ——n

pars;
la différentielle de Parc AM , & on aura JAM = v/ dx* +d)".

W
Par conféquent AM = [V dx* + dy* + C; formule qui a lieu
{oit que les ordonnées {oient paralleles , foit quelles partent
d’'un point fixe.

e et o

g53. Ex. 1. Dans le cercle y = V aa—xot, dy*

adx %3 e :
& QM = f[—— =% e — ., —
: V aa— %% sea 2.4 5at

UL N s by 1.3
et ol BreliodonURAECEMB ==Y al-siremmost St |
2.4.6 74% 344 2.4
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yT
~—— = &c. comme nous I'avons déja trouvé (709).
5 a* .

. 4y
Ex.1I. Dans la parabole , AM = fdy V: -+ ——z B T167;
Y o
2dy

— ; F
S V ipp+J). Ornousavons trouvé (914) fdx y/xx + aa
£

FIG:

e N

o
=C4ixV(xxtaa)+Laa (x4 V xx~4az). Donc AM

Y
=CH—V OI+3p)+3pl Y+ V (Y +1pp) ; faifons
P

5
J =0, nous aurons C=—1p/:p. DoncAM=__ y/ XY+3pp)

; J+VIy+ipp
i ;Pl ( : ).
P
954. On peut remarquer que fi du centre A & du demi-grand
axe BA = p, on décrit une hyperbole équilatere BN, Iefpace

[ RS ¢
ABN'Q fera fdy v/ )y -+%pp. Donc AM x %p = ABN'Q; d’on
il fuit que lz redification de la parabole depend de la quadrature de
Chyperbole , & réciproquement.
Ex.IIl. Dans I'ellipfe, fi on fuppofe le demi-grand axe = 1,

erlnas

TS
onauray=bhy/ (1—xx), & en faifant / 1 — &b ou la demi-

dx /1 —ccxn
diftance des foyers =c,ona BM =/ ~———, intégrale
V (1—xx
qu'on ne peut avoir par les regles précédentes. Il faut donc ré-
duire en feries ; mais, pour fimplifier , nous ne réduirons que
. doe
V(T —ccxx) 5 alors nous aurons BM = f— (1=—Z%cexx

V/(1-x)

I 113 N
-r--—.—c"x"'---__.csxﬁ — E——— csxsn—-&c.)—'—:

Dig 2.4.6 2.4.6.8
dx xxdx 1 x*dx
f—-———.————v—’zccf —_— fq-

V (I—xx) V (Lemiix) . V(1 xx)
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x8dx

= &c. Or(()m)fx"sdx(l — 020 )

“—3(1—-pm)§

(2l— 1)

(aim 1) (233

2l .2l —2

- 1.3..5..(9.1'—-—1)
x(1—zxx)
: VT QO
dx= ; et 3ct 3% sl

f —————. Donc BM=(1———~- e T e
\/(r—-—-xx) 21 2% | a¥ 9% .42.6‘

dx

T
- 1
e ) f 2=+ ra (1—%x) \: —_—
v (1—x) 2?
1

o -5 g
TR €
g e e N Sy B S [

2%z ¢ 2 %67 2%

gl g Py ek dx

e +8&¢.]+8&c. OrDN=/
%, d%. 6F ' 3.4%.6%.9 (1—x%)
& conroit donc toutes les quantités qui entrent dans cette {uite
dont il eft facile de reconnoitre la loi. :

P 3c4‘ 3
Soit x = 1, on-aira AMB== (1 — — = e vy =g
2* 2% 4%.6%

— &c.) AND. Deonc la périphérie de Iellipfe eft a celle du cercle

2

A Miataows st i3? oonel
CECOBLOYIE == B Wttt I o e 'y oo ety g IO

g aae 2t.a* ;. et 22 43 6> _ab

— &e:t1, ( en fuppofant z le demi-grand axe ). Cette fuite fera
trés-convergente ; lorfque les foyers feront peu ¢loignés. Par
exemple ,. fi ¢ =5 2, lacirconférence de Pellipfe fera a celle du
cercle circonferit 110,097 495 292861261 1 I.

La re@ification de: Uhyperbole fe trouve en fuivant a peu pres
la méme méthode , & on peut voir dans les Meémoires de Berlin,
an. 1746 , & fuiv. comment M. & Alembert ramene 2 la reftifica-
tion, de, ces deux courbes , les intégrales d'un grand nombre de
différentielles.

Ex:IV. L’équation la féconde parabole cubique eft y3=max’.
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CTT T X 97 \i FIG:
Doncfy’a’x“-i-d_;/::ﬁ{y\/ (1-—5—-— )—_—%d ( 1o
4a

44
=+ C; faifant y=o0, ona C=— e, &unarc quelcongue de

AT
cette courbe compté depuisTorigine=2= 4 [(1 -+ —"—) - 1—1
42 ad

a — x
Ex. V. Dans la Cycloide , dy =dx \/ ( — Donc
<

——— a

p
V dx® 4= dy* = dx
2AN (875.).

- ’ r—‘
:integrant, on a AM =2 yax —

an
~

iy
Ex. VI. Dans la logarithmique ydx=ady, / dx*+ dy* =
dy
— V (yy+az), foit y/ (¥y—+az)=z,on aura yy=g; —aa,
e

dy 1dz aady

PR WCR® b det Yt b i dont Pintégrale
¥ LG e

a z—a a=+V/ (aa-yy)
eft g 4~—17 5 OU V{(@a+yy) — al ( ) -+,

2 t+a

expreflion d’un arc quelconque de logarithmique dans laquelle C
eft facile 3 déterminer. ;

Ex. VII. Dansla {pirale d’Archimede , fi on fait AGFEN — 2,

ydx
CM =y, on aura Mr= = Mm:rd(COM):g/(Jvﬁ—i-
a

yidaxt cy < aty L
—— ). Or x=—. DoncdCOM=/— dy(yy+— ) . Décri-

a® a a* e

22*
vonsune parabole CN dont le paramétre = — , nous aurons s en
<

: < a*

faifant CQ=CM, & menant I'ordonn’e QN,CN'=f—dyy/ (_
‘2! = 9 C'&

=+yy). Donc CN'=COM. Ceft en des proprictés femblables que
confifte la Symbolization de la fpirale &’ Archimede avec Ja parabole,

dy
Ex. VIII. Dans la fpirale hyperbolique, I'arc COM==/— v/ {bb
i)

169.
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3

FIG. -+ yy). Donc fi on décrit une logarithmique NK dont la foutas®

gente =4 =celle de la {pirale, on aura MOC=Tarc infini NK,
en prenant 'ordonnée NR= CQ=CM. Mais fi on veutavoir
Pexpreffion d’un arc de {pirale ou de logarithmique compris entre
les deux ordonnées y, ', on trouvera Vv (aayy) —V (ea+y7)
y(a+vaa+yy)
=+ al .
¥ (a+vaa+yy)
Ex. IX. Dans la {pirale logarithmique , cof Mmr (¢ ). mr(dy}

7
1,

ay ¥
ey , Mm= —. Donc ADM = — = MT.

c 4

De la Mefure des Solidités.

9y5. Un folide étant propofé 4 mefurer , on limaginera de-
compofé en une infinite de petites tranches paralleles entr’elles.
Nommant donc ¢ I'une de ces tranches , dx fon épaiffeur ou une
portion infiniment petite d'une ligne perpendiculaire a cette
tranche , [(td») -+ C fera la folidite du folide propofé ; il ne
s'agira plus que d’avoir ¢ en .

956. Par exemple , foit B la bafe du folide, H fa hauteur
ou la diftance de cette bafe 4 fon fommet; fi on fuppofe que
les furfaces de ces tranches foient proportionnelles a une puif~
fance m de leur diftance » au fommer, on aura Hm:B::xm:t=

B xm
— . Donc la folidit¢ d’une portion du folide fera C =+
H»=

Baxm——1 Buxm—+1
m— , ou fimplement ————— i cette portion com-
(m-l-I)Hm' (m-+1)Hm=

mence au fommet. Donc le folide entier =———. Ainfi dansles
m=+ I
pyramides cette folidité = L BH , parce que m = 2.

57. Si une courbe quelconque AM rourne autour de fon axe
AI?, elle engendrera un folide de révolution dont chaque coupe
perpendiculaire a I'axe {era un cercle qui aura pour expreflion
cyy , en failant PM =y, & c=3.141, & Donc un folide
quelcanque de révolution = C —+ [eyydx

Ex. 1. Dans la fphere, yy = 28x— %%. Donc la folidité d’une
calotte fphérique (675 ), =cxx (4 — %), &lafphere entiere
.=}, 203 = les deux tiers du cylindre circonfcrit.

bb

Ex. II. Dans Pellipfe, yy=— (2a% == %X ). Donc le folide
aa engendre
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engendré par {a révolution autour du grand axe eft 3 la {phere cir- FIE,
conlcrite :: b6 : az, ou = les deux tiers du cylindre circonfcrit. '

958. On nomme Ellipfoide allongé celui que nous venons de
confidérer , 8 Ellipfoide applati celui qui eft formé par la révolu-
tion de Pellipfe autour de fon petit axe. Or il eft aifé de trouver
que ce dernier folide eft auffi les deux tiers du cylindre circonf
crit. Donc Pellipfoide allongé eft 4 I'ellipfoide applati : : abb : 2ab
svding

Ex. IIL. Si une parabole d’un otdre quelconque dont I'équation
eft ym = xngm-# tourne autour de fon axe, elle engendrera un

m
folide qui aura pour expreflion fiy*dx = cxy®, ou qui
m=2n
fera au cylindre circonfcrit:: m : m =20 ainfi la paraboloide
ordinaire dans lequel m=2, n=1, eft la moitié¢ du cylindre
circonfcrit. ;

Ex.IV. De méme, fi 'hyperhole dont I'équation eft yman —
am+# tourne autour de lafymptote CP , en prenant CD — AD
=a, le {olide décrit par le trapeze ADMP aura pour expreffion

m

—— c(a® —xy*), & par conféquent le folide décrit par I'ef
23 ——1m '

pace infiniment long OADX eft au cylindre décrit par ACDE :3
m;2n—m, & = ce cylindre dans hyperbole ordinaire,

Des Surfaces courbes des Solides de révolution.

959. La différentielle de la furface décrite par la courbe AM =
le petit cone tronqué décrit par I'élément Mm. Donc cette furface

courbe = [Mm circ PM = 2c [y \/ dx* +dy* 4 C = acfndx+C,
en appellant 7 la normale MN,

Ex.I. Dans la fphere , n=4. Donc la furface d’une calotte
{phérique quelconque = 2ac , & celle de la {phere = 4a%c — 4
grands cercles (166). ———
Ex.IL. Lafurface du paraboloide, eft, ;1 caufeden=y/ yy-~ipp,
2¢ ks 4¢ =
— [2ydy(yy~+3pp)’+C =—(y*+1p*)" +C. Soity=0, onaus
i 3P

4c c 3
ra C=w——.%pp, &lafurfacedufolide =-—((p‘z;-}.gwy)‘---};3)e
P ; P\

Ex, III. Dans Pellipfe, y = — V (42— xx), Doncla fir-
P

face décrite par la révolution de I'arc AM autour de lazeq, =2

Hik
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abe

iy (s

rwomnon , il deﬁgnera le demi- grar!d axe dans Pellipfoide allon-
, & la moiti¢ du petit dans Iellipfoide appldu

2bcm
Dans le premier cas, foit ez — bb=—mm, on aura [—

aa

[
dx y/ ( —_— >. Donc fi du rayon CD on décrit un arc
2
i

de cercle DBN, on aura pour 'expreffion de la furface décrite pal
. 2bcm
la révolution de AM autour de AP, X ABNP.
aa
Dans le fecond cas, en faifant bb — ae=mm , on aura

akem bemx aabc m
fin >— v xx—}-——-) o ;A
m*

m* m aa
( ‘ )) = la furface décrite par la révolution

de AM autour de CE. On doit remarquer qu'ici CE=z, CA=5,
CQ“‘" s \ﬁ\a_‘r’ b
Ex.1V. Dans I'liyperbole, y = — y/ (xx—aa). Donc fi cette

a
courbe tourne autour de I'axe AP, la furface décrite par larc
AM fera , en faifant ez -+ bb == mm 8 déterminant la conftante ,

abem 24 bemx

/| e —— ) = (x:c—-—- By

aa m*

a*bhe

m
==y (m*x*-a%)

o .. Et fi elle tourne autour du fecond axe CQ ,
a{m==b)

a
alors y=MQ == — v/(bb+xx). Donc la furface décrite par l'arc
il
acms b* ackh ,mx m*x®
AM =. ‘/(cca:—',— )-—f—- l(—--’r-\/(1+ ))_
bb m? el bh b

Fa

De la Methode inverfe des Tangentes y & des Equations
différentielles.

g6o. On appelle Méthode inverfe des Tangentes , celle qui apprend




D= MA'F'HI'EMATIQUES-
A trouver Péquation d’une courbe » dont on connoit une des
propriéteés relatives au point de conta&.

961. Cherchons, par exemple, la courbs dans laquelle la fou-
pormale eft conftante , oy =—g, Puifque nous favons d'ailleurs
ydy ydy
~——, NOUS AUroNs ——

dx dx
=a, ydy=—adx, & en intégrant , pour exprimer que la pro-
Pricté donnée convient a tous les points de la courbe, on ayy =
2a(x-c) équation 4 la parabole qui réfout le probléme propofé,

962. La méthode inver( des tangentes fe réduit toujours 3 la

folution d'une equation différentielle ; ainfi comme nous n’avons
Pas encore parlé de ces {ortes d’équations , il eft 3 propos d’en
dire quelque chofe avant d’aller plus loin.
.. Onappelle équations différentielles du premier ordre, celles ol
il n'entre que des différences premieres. Les équations différen-
tielles du fecond ordre font celles ou il entre des différences fecon-
des, fans différenticlics d’un ordre plus ¢levé ; & ainfi de fuite.

963. Soient donc en general P & Q deux fonQions quelconques
des variables .« & y , Pdx Qdy =0 repréfentera genéralement
toute équarion différ=nrielle du premier ordre i deux variables
x & y, & il eft évident qulelle fera wntégrable , 1.° lor(que P fera
une fonétion de x ou de y feule, & qu'il en fera de méme de Q.

d’P axQ
2.° Lorfqu’on aura =

que Pexpreflion générale de cette ligne eft

ly dx

964. Mais lor{fque ces conditions n'ont pas lieu, on tiche de
feparer I'équation, ceft-3 . dire,, de la partager en deux mem-
bres qui ne renfernient I'un & Pautre qu'une feule variable. 1 sen
faut bien qu'on ait des méthodes génerales pour faire cette {epa-

ration dans tous les cas. En voici cependant quelques-uns ou elle
réuffir.

965. Si P=XY, Q=X'Y', X &X' étant des fon@iogs de x,Y &
Xde Y'dy
=— ~——— equation {¢parée,
X’

& réduite a Pintégration des différentielles 3 une feule variable.
966. Si P & Q font des fon&ions homogenes de x & de y , ou
il y a dans tous leurs termes le méme nombre de dimenfions de
X
x 8 de y, alors, en faifant — =1, 0n voit aifément que — fera

Y' des fon&ions de ¥, on aura

¥ 4
une fon&tion Z de 7. Ainfi, on aura ds - Zdy=o, oudy + yd

, 4 &
tZdy=o0, & en féparant = —0 — . Par exem-

¥ Z+z
Fihhij

SCD Lyon
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ple (4x = by ) dx = (mx + ny ) dy devxent, en faifant
% dy (ar—+b)dg
—_—r=7, ——= -— » quantiré facxle a intégrer.
Y ap+(—my—n

967. Soit maintenant Péquation ¢ ax — by ~c ) dx - (mx =

ny—+pldy=0, onferaax+by +~c=u, mx+ny+p=¢,
nu—by—bp—cn ag — mit=p-me—ap _
& onaura x = Sy — 3 fubf-
an — mb an — bm

tituant > ona (nu—mz) du+( ag—bu)dy=o dont I'intégrale
eft facile 4 trouver par ce qui précéde.

ady
Soit encore axdy = bydx - xmy® ( foady “-gydst ) = 0r=——=

3§
bdw fdy gdx
,.ﬁ._-—[—.xm}-n/___.-;_ \. Sion fait y vb—l,yfxg'wr,
ady bdx dz  fdy gdsz dr '
on aura = mm,;_+_:_’yﬂpxlp =
k¢ 5 o -8 x z
P, fJ1 80 4, P A8 — P, Soit ap—fy
ng—mf bn—am
==m, bp—gg=n, Onaurap=— == , &en
gt a—if
dz dt

fubflituant — =4~ — 77 T=0, ou;” P~ k4 1T
z t
w= 0, intégrant, gy LA4pt 1=C, ou (bn — am}
mj—no am-»—-b;z

F A gy 8y B

968. Soit a préfent dy +Pyde=aQdx,P & Q étant des fonc-
tions de x, on fera, {elon Ja Méthode de M. Bernoulli, y=X5,
X étant une autre fon&ion de =, alors Xdy - 7dX ~+- I’an —

dX
aQdx. Suppofons ;dX - PXydx =0, nous aurons — = —
X
Pdx, ZX*--—-fP;:‘x— e LT par conféquent 2Qdx ==
_f L{ Donc y=af (e deQi’\.) &y fPJxr_T.,.....
af(rf - "xJ—f—(,
Far exempiu s 'équation dy + ydx = axmdx donne y = ae~*

( C—fexumdn )= aCe~F = o (M o MEB—1 =, i 1 . B2
--—LC)
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969. On intégrera par la méme méthode I’équation Xymdy
X'ym—1s — X"y#dx, endivifant par Xy» & faifanr_ym'ﬂ‘f"l —
Il y a peu d'autres cas ot Ia {Cparation générale d'une équation
foit poffible, Voyons maintenant quelques applications de ces
principes 4 la méthode inverfe des tangentes,

ydx m
PrOBL. I. Trouver Ia courbe dont la foutangente —__ .

e
dy n
ndx mdy
of aura donc en féparant e — > nlx =mly +(n—m) e
b4
J™* = x#cm—3 équation cherchée,
ydx
PrOZ.II. Quelle eft Ia courbe dont Ja {outangente —_—
dy
ag =32 dy xdse b*
C—=Riomanra <o v Y¥ = — (aa—+xx) équation
x ¥ aa-yxx a* N
2 I'byperbole,

m
Proz. 1II. Quelleeftla courbe dont I'efpace APM = __ AMQ?
71
m mdy ndx
on a donc —-.fxa’)f :f_ydx 3 T TR e, Y7 == it gy,
ProB.IV. Trouver I courbe BM dont I'efpace ABMP = Parc

PRI S
BMmultiplié par une conftaste 2outelle que fydx=af'y/dx*4dy?,

ady x® y+v/( Yy—aa) .
Donc die = » & — = —— eft I'équa-
V()Y —aa) a c
tion cheérchée.

PROB. V. Trouver Ia courbe AM dans laquelle le rayon ofcu-

Y m
lateur MC = — MN.
L
o dx?~-dy*
Si on fuppofe dx conftante > 0N aura — y==.___ ,0U

n —ddy
m

~ Yddy 4=dx*4-dy*=o, Pour intégrer , {oit da = pdy ,onaura
]

dpdy n dy dp n % P
dL”y-:.---—-—,P—-, T e ot RR 3 Py Sy A G R

P m.y  p(pi41) m' ¢ Vpiia
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” »
it sy dy ]
: , & dot = ——— s Celt

45 2% El 2 2%
V(cﬁ.—ym (C;—-_)’”‘>

Téquation différentielle du premier ordre de la courbe cherchée,
1

Sia==m,ona dxe=—-tydy(cc—3¥) T, & w=dFV (cc—
R ; +dy vy
vy ) équation au cercle. Sim= an, onadx=——— ¢qua-
tion a la cycloide. V (c—Y)
Pros. VL Trouver la courbe BM telle qu'en menant par lori-
gine A la droite AO qui faffe avec P'axe un angle de 45° , onait
toujours 'ordonnéePMeftala foutangente PT ::une ligne donnée
a:OM. Doncdy:deaty—x, & adx=_y—x)dy. Soit y—x=
: dy diz ¥ C 25
Ty on aura —=——y —=1—, & ==y =—a-Ce B
: a a—z a a—3
Cn auroit pu trouver immédiatement cette intégrale en compa~
x ydy
rant Péquation dx = — dy = —— 4 celles des numéros 968 &
a a dy
967. La plus petite ordonnée BD fe trouve en faifant — == 00,
dx=
& alors on a BD =AD =al — ; l'efpace DBMP ==xy —3¥¥

a a a

. +ax+aal——+§ml"-—.
C

Pros. VIL Trouver une courbe BM qui faffe par-tout avec
Tordonnée PM un angle EMP proportionnel a Yabfciife AP.
X

On aura donc EMP=—, m étatt conftant , & tang EMP =tang
m dn =’
y — cof —
dae dy dx e in m
— ; par conféquent — = — cot — = ————. Don¢
dy m m m %
fin —
> m
y = C -+ m log fin— ; équation qui fait voir que la courbe ren-

m

contre la ligne des abfciffes en des points E.F,E,F, &c. tels

x C

que log. fin — = — — 3 8 que par conféquent x = m multipli¢
m m C

178, par tous les arcs dont le finus=¢™ m: or le nombre de ces arcs
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eft infini ; car fi le premiereft 2, & fi I'arc de 1860 eftc, ceux FIG.
qui auront le méme finug » formeront la fujte 4 » €—a, 2c-}a, 9
IOTTRE fea, 5605 i aink les diftances oi Ia courbe 17°+
rencontrera la ligne des abicifles » feront repréfentées par ma,
MCE 2, ol a0 Jsm(3c—a), &c. On prendra dosnc
DE g AP = s may AE' = ame - ma s AF' — 3me —ma
&e¢. & on aura les valeurs pofitives de x. On trouveroit de méme
{es valeurs négatives , ceft-d-dire , les abfcifTes comptées vers Iz
gauche de AS, & les unes comme les autres feroient également
Propres i faire voir que les interyalles EF, E'F', &c. font egamx.
Cherchons maintenant en quels points P'ordonnée de cetre
dy o
courbe eft yn Maximum, Pour cela s foit —~ =¢ » ONAUra cof —
x dx m
=0, & par conféquent Sin — = 1. Or les valeurs qui fatisfone
i
dans le fens pofitif 3 cette equation, font . ,
o =2
n
>
Et puifque fin — eft ¢gal A 1, dans ce cas >onay==C; donc

m
aux points les plus élevés C s €, C", &c, les ordonnées {one
¢gales entr'elles & 4 Ia conftante,

Pour trouver les alymptotes, on fuppofera y—co » €€ quidon-

*x® = ES
nera fin —=o, équation qui aura lieu {oit que — =o, {oit que —

m m m
==kc¢, ou2c, on =+ 3¢, &c. . Alors = aura une des valeurs
fuivantes , o, om, 4 acm, 4 3em , &c. 3 Iinfini. La courbe
doit donc avoir ane infinité d'afymptotes perpendiculaires  Paye.
La premiere paffe par Porigine des ab(cifles, ceft AS » la feconde
paile 3 la diftance AD — ., » latroifieme , 3 une diftance AD'—
2AD =acm, &c. llen eft de méme dans le fons négatif.

Pros. VIIL Entre routes les courbes ifopérimétres qui paflent
Par les points B & D » trouver celle qui rende Ilajre ABDE un
Maximum, en fuppofant Ia ligne AE donnée de pofition.

Si on confidere’les trois élémens confécurifs MN, NS, SV, il
faudra qu’entre tous les ifopérimétres qui paflent par les points
M& V', MNSV foit propre a rendre I'aire MPTVM Mazimum,
Suppofons donc les dy, conftantes , & nommons PM=a, NQ
=6,SR=c, Nr':sz:V;:m, Mre=gyu, Nn=¢,Ss=
Onavray 1.°3 caufe des points M & V conftants , du - 4 ~+dz

=093 2.° 4 caufe de MNSV auffy conflant , v/ %z mm -
V 2t 5= -+ ‘/—{T{ = mn = 3 une confiante; & Par conféquent




432 LEGoONS ELEMENTAIRES
MRS 77 &7 T— . tdt =g

- - =o0; 3.°acaufede

V s V it~ mm V ig +mm
I'efpace MPTV Maximum , adu = bdt = cdg=o0. Au moyen de
ces trois équations, ¢liminant dy & 4t , ayant égard a ce que b—
z a2t

=M, d—~—c=—2m,0N0a— -+ — — — =0, 0U

MN NS SV

ot ——— i ———

Mr Nn Nnr
MN NS (

Ss
o ): o. Or il {uit des principes
NSiaoq SV

: Mr Nn Mr
du Calcul différentiel que — - i ,» 8 que
MN NS MN |
F

Ss Nnr Nz Mr Mr Nn
(._._..___)_(____ —=d( = — ) Dongc
SV NS Ss MN MN S

Mr
dd -—-—-—) = o, exprimant cette équation a la maniere accou-
MN

tumée , ceft-a-dire, faifant Mr2=dx, MN =y dx*+dy*,ona
dx dx dy d= -
dd ——- =0. Doncd - =, & —- =
‘/dx’-_’_d]z } ‘/dx"-i-d_yz' C \/dx"—i—dy"—
y+C dx® 4-dy* e dy* dy
. Donc =3 =1 s 8 —
C dx* (y+CH* dx? dn
C* dy (y+C)
o= — — 1 ; donc dx = —— ., & en
(y+C)* ve—y+C)*
intégrant x=C"Fy C* —(y + U *, équation au cercle.
Donc le cercle eft la courbe qui, fous le méme périmétre , ren-
ferme le plus de furface.
g70. Pour déterminer les conftantes C', C', C, ou pour dé-
crire le cercle cherché , on aura ces trois conditions. 1.° Lorf-
ge x=AP=o0, y=AB. 2.° Lorfque x=AE , y =DE. 3.°
n cherchera par léquation précédente la longueur de l'arc
BMD . & comme cette longueur eft fuppofé¢e connue, on aurd
condition néceflaire pour déterminer les conftaates
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