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PREFACE.

L ES connoiffances que nous avons expofées
dans les deux volumes précédents, fervent de
bafe a toutes les parties des Mathématiques ; &
la méthode que nous avons fuivie pour les pré-
fenter , peut fervir a*pafler a des vérités plus
compofées, Mais en réfléchiffant fur cette métho-
de, on a pu remarquer que le nombre des pro-
pofitions qu’on eft obligé de fe rappeller pour
I'intelligence d’une propofition nouvelle , sac-
croit a mefure que celle-ci s’¢loigne de Porigine
de la chaine qui les lie les unes aux autres.

Cette maniere de procéder d la démonfira-
tion ou & la recherche des vérités mathéma-
tiques , eft fans doute lumineufe ; mais elle de-
vient de’ plus en plus pénible i mefiire que ces
vérités s'¢loignent davantage des connoiffances
primitives : elle a d'ailleurs Finconvénient d’exi-
ger de la part de I'efprit, de nouvelles reffources,
de nouveaux expédients, & mefure qu'on pafle &
de nouveaux objets.

Cependant , quelque différents que foient leg
objets des. recherches Matltématiques ,. les rai-
fouinemens & les opérations qu'ils exigent, ont

des parties communes qu'on peut ramener 3 des

regles générales , & laide defquelles on peut fou-

lager Pefprit d’une grande partie des efforts que

chaque nouvelle queftion: fembleroit exiger. La

m¢thode qu'on appelle 4nalyfe , eft celle qui en-
a i
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iy PREFACE
feigne 4 trouver ces regles; & l'infirument qu'elle
emploie pour y parvenir , s'appelle I'4igebre.
1’Algebre , ou l'art de repréfenter par des
fignes généraux toutes les idées quon peut fe
former relativement aux quantités, eft a pro-
prement parler , une langue en laquelle nous
traduifons d’abord certaines idées connues 3 puis
par des regles conftantes , nous combinons ces
1dées a l'aide des cara&eres de cette langue; &
enfin , interprétant les réfultats de ces combinai-
fons, nous en concluons des vérités que toute
autre maniere de procéder auroit rendues dun
accts trés-difficile , & auxquelles méme il feroit
fouvent impofiible d’atteindre par une autre voie.
Les avantages principaux qu'on peut retirer
de cette fcience , font donc de fe faciliter I'intel-
ligence & la découverte des vérités mathe-
matiques, & de fe procurer des moyens faciles
& des regles générales pour réfoudre toutes les
ueftions qu'on peut propofer fur les quantités.
Les Méthodes de I'Algebre ne nous étoient
point néceflaires dans les volumes précédents, ot
les objets étoient fimples; mais la {ynthefe que
nous y avons employée , ne peut nous procurer
les mémes facilités pour traiter ceux qui nous
reftent 4 parcourir. D'ailleurs une des chofes
quon doit avoir en vue dans I'étude des Ma-
thématiques ; ¢’eft moins d’accumuler un grand
nombre de propofitions, que d'acquérir l'efprit
de recherche & d'invention , qui feul peut faire
mettre 3 profit les connoiffances que l'on a ac-
quifes ; or la maniere de procéder en Algebre
tend direCtement a ce but.



PREFACE. _ 4

L’objet principal que nous nous propofons,
en donnant I’Algebre dans ce volume-ci, eft de
nous mettre en état de traiter , dans le fuivant,
Ia Méchanique, d'une maniere facile & utile. Mais
pour tirer de 'Algebre les avantages qu’elle peut
procurer , il faut s'étre rendu familier I'nfage
des différentes opérations qu'eile enfeigne, &
s'étre accoutumé a interpréter les phrafes de cette
langue ; c’eft pour cette raifon, que nous avons
renfermé dans ce méme volume , plufieurs ap-
plications de I'Algebre & I'Arithmétique & a la
Geométrie. Nous nous étions propofés d'y faire
entrer encore une autre branche de I'Analyfe,
celle qui regarde les quantités confidérées comme
variables , ou dumoins, d’en donner ce qui nous
feroit néceflaire pour quelques applications uti-
les & la Méchanique; mais une efpece de néceffité
de conferver a cette troifieme Partie le méme
caraltere d'impreffion quaux deux premieres,
ne nous permet pas d’exécuter ce projet pour le
moment, fans paffer de juftes bornes.

Les différentes méthodes qu'on a fuivies juf-
qu'ici, pour expofer les principes de I'Algebre,
fe réduifent a deux principales. La premiere con-
fifte a donner les regles des quatre opérations
fondamentales , & celles qui conduifent A la ré-
folution des équations du premier degré, par
une voie qu'on peut regarder comme {fynthéti-
que. La feconde, qui eft purement analytique,
conduit a trouver ces regles, en propofant des
queftions dont la réfolution exige certaines opé-
rations & certains raifonnemens , que par un
examen poftérieur ,on trouve revenir les mémes
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v PREF ACE.
dans toutes les queftions, & que par conféquent
on érige en regles générales. Cette derniere mé-
thode fembleroit d’abord préférable a la pre-
miere , en ce qu'elle paroit devoir flatter 'amour-
propre des commengants , & irriter leur curiofité.
Mais fi I'on fait” réflexion, qu'alors l'attention
eft nécéflairement partagée entre trois objets ,
{cavoir I'état de la queftion, les raifonnements
pour P'exprimer algébriquement , & les opéra-
tions qu'il faut faire & l'aide de fignes dont la
fignification échappe d’antant plas aifément
qu’on eft encore moins exercé & repréfenter fes
idées d’'une maniere abftraite , il me femble
quon doutera que cette méthode foit la meil-
leure, dans les commencements, pour le plus
grand nombre de le@eurs. Ne produiroit - elle
pas, au contraire , un effet tout oppofé a celua
que quelques-uns luiattribuent ? Les raifonne-
ments qu'elle exige, quoique fimples dans les
commencements , ou, fans doute, on ne traite
que des queftions fimples , ces raifonnements’,
dis-je , devant étre tirés du fonds méme de celuz
qui opere, ne I'humilieront-ils pas, lorfqu’ils
ne fe préfenteront pas a lui? La méthode d'in-
vention fuppofe toujours une certaine finefle;
c’eft celle quont dii fuivre les inventeurs , & par
conféquent celle des hommes de génie ; or ceux-ci
ne font certainement pas le plus grand nombre.
Ce font ces confidérations qui nous ont dé-
terminé & fuivre la premiere méthode pour l'ex-
pofition des regles fondamentales ; mais comme
un des objets que nous nous propofons, eft de
faire acquéric an leGeur cette méthode dinven=
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tion, nous n'avons fuivila premiere, que juft
qu'ou il nous a paru néceflaire de le faire,, pour
que le ‘défaut d’habitude des fignes algébriques,
ne fiit plus un obftaclea Tintelligence de ce que
nous aurions a préfenter.

Nous ne dirons rien de la maniere dont les
chofes font traitées; ce n’eft plus & nousd la
juger. Mais nous croyons pouvoir nous arréter
un moment {ur quelques-unes des matieres que
nous avons confidérées ; elles font de deux for-
tes : les unes élémentaires ; les autres , au moins
pourla plus grande partie, fuppofent qu'on seft
rendu les premieres tres-familieres. Pour les unes
& pour les autres , nous avons fait enforte de ne
rien omertre de ce qui peut étre utile, Nous
avons diftingué celles de la feconde forte , pat
de petits caralteres : quelques notes répandues
dans I'ouvrage, & qui appartiennent a la partie
€lémentaire , font a la vérité du méme cara@ére,
mais elles font diftinguéespar une étoile. Parmi
les objets compris fous le petit caralere , nous
avons renfermé , entre autres chofes, 1°. le Pré-
cis d'une méthode, qu'on trouvera avec plus
d’étendue dans les Mémoires de I’Académie des
Sciences pour I'année 1764 , & qui a pour objet ,
I'élimination des inconnues dans les €quations,
Ceeft une partie de I'Algebre, fur laquelle il ya
encore bien des chofes a faire (*), & qui importe
d'autant plus 4 la perfe@ion de cette {cience ;

(1) Depuis 1a premiere Edition de cet Ouvrage, cette partie de I'Al-
BCDIE ne nous paroit plus laiffer les mémes chofes 3 défirer. Voyer
POuvrage qui a pour tite: Théorie générale des Eguations , que nous
avons publié en 1574,
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que la réfolution générale des équations efi dés
pend abfolument. 2°, Une méthode pour la réfo=
lution des (.quanons. Nous ne dirons rien des
tentatives qui ont été faites fur cette matiere
depuis la naiffance de ldmwfc. Nous remar-
querons feulement que jufqu’a nos jours, on n'a
pas paflé le quatriéme degré; on n'a pas méme
eu une méthode uniforme. pour les degrés qu'on
fait rédoudre. On trouve, a la vérité , dans I'A-
nalyfe démontrée du P, l{\,}"“tc‘“ , une méthode
que I'on y donne comme générale, & qui eft
diie 2 M. Tfchirnaiis, qui Ja publia dans les aftes
de Leipfik ; mais 111{!&.1)0:1(1 amment des calculs
rebutants & fuperflus auxquels elle entrdine , elle
ne réuflit pour le quatrieme degré , quepar une
modification de la regle; & c,uvlqucs réflexions
fur la forme que donr-;nt néceflairement avoir
les racines des équations des degrés fupérieurs ,
font bientdt voir qu'elle ne réuffiroit point
pafié le quatrieme degre Les bornes que les me

tieres plus ne.caﬁdires a notre objet m’ont force
de donner a lexpofition, de la méthode que
je propofe, m'ont empéché d'entrer dans quel-
ques détails fur fon apphc“non au cu.qu.eme
deﬂrx_ & aux degrés fupérieurs. Je m’étois méme
lJropoﬂ, de ne rien publier {L.r ce fujet, que
lorique , libre d’autres occupations , j'aurois pu'y
donner la perfe€tiondont je le CI’O} ois fufcepti-
ble ;mais M. Euler ayant publié¢ dans le tomeIX
des nouy. Comment. de Pétersbourg , qui vient de
paroitre, uneméthode fur la mcme matiere, je
donne ici leschofes, telles que je les ai trouvées
d’abord , c'eft-a-dire , fur la fin de 1761. Aun
refte
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Eefte, on trouvera plus de détails dans les Mémoi-
res de I'’Académie ; on trouvera entre autres
chofes , une méthode pour les équations, dont
le degré eft marqué par un nombre compofé;
cette méthode fimplifie le travail dans ces cas:
nous aurions pu 'employer ici pour le quatrieme
degré ; mais dans le deflein ou nous étions de
faire voir ce que I'on pouvoit préfumer de I'appli-
cation de notre méthode , aux degrés fupérieurs,
nous avons préféré d’obferver I'uniformité,

Sous le méme caraltere d'impreflion font en=
core compris beaucoup d’autres objets que nous
avons cru devoir traiter, pour ne pas obliger de
recourir ailleurs,

Dans la feconde Se&ion , nous nous fommes
attachés a faire voir la maniere d’appliquer I’Al-
gebre , d’en traduire lesréfultats, de les exprimer
par lignes. Nous avons tiché de faire bien enten~
dre comment I’Algebre comprend, dans une méme
€quation , tous les différens cas d'une queftion ;
ce que fignifient les différentesracines, pofitives,
négatives , réelles ou imaginaires,

La connoiffance des principales propriétés des
fetions coniques, nous a paru devoir entrer dans
notre plan, quelques-unes de ces courbes fe ren-
contrant aflez fouvent dans I’Archite@ure Na-
vale. Enfin, leur ufage pour la conftruion des
€quations nous y a encore déterminé. Nous
avons fait enforte de préfenter ces objets,, & plu-
fieurs autres qu'ogy trouvera dans le cours de
I'Ouvrage, demaniere qu'ils devinflent le germe
de connoiffances plus étendues pour ceux qui
defireront les acquérir,

&
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LALGEBRE.

£00000000000000000000000000000000000000
PREMIERE SECTION,;

Duns laguelle on donne les pri?za}aes
du calcul des quanuirés Algebrigues.

1. LE but de la fcience qu'on appelle
\Algebre, eft de donner les moyens de rame=
ner a des regles générales la réfolution de
toutes: les queftions qu'on peut propofer
fur les quanticés.

Ces regles, pour &rte générales, ne dois
vent pas dépendre des valeurs particulieres
des quantités que Pon confidere , mais bien
de la nature de chaque queftion ; & doivent
€ure toujours les mémes pour toutes les
gueftions d'une méme efpece. |

Il fuic de 1 que I’Algebre ne doit point fa

ALGEBRE, A
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borner 3 employer, pour repréfenter les
quantités , les mémes carateres ou les mémes
fignes que I’Arichmétique. En effet, lorfque,
par les regles de celle-ci, on eft parvenu a
un réfultac, rien ne retrace plus a Uefprit la
route qui y a conduit. Qu'une ou plufieurs
opérations arithmétiques m’aient donné 12

our réfultat , je ne vois rien dans 12, qui
mindique fi ce nombre eft venu de la mul-
tiplication de 3 par 4, oude 2 par 6, ou de
Paddition de s avec 7, ou de 2 avec 10, OU,
en général , de toute autre combinaifon d’o-
pérations, L’Arithmétique donne des regles
pour . trouver certains réfultats 3 mais ces
réfultats ne peuvent pas fournir des regles.
L’Algebre doit remplir ces deux objets; &
pour y parvenir, elle repréfente les quantités
par des fignes généraux , (ce font les lettres
de I’Alphabet ) , qui n'ayant aucune relation
plus particuliere -avec un nombre qu'avec-
tout autre  ne repréfentent que ce qu'on
veut ou ce que l'on convient de leur faire
repréfenter. Ces fignes toujours préfents aux
yeux dans toute la fuice d’unt calcul confer=~
vent , pour ainfi dire , 'empreinte des opé=
zations par lefquelles iis pafient ; ou du
moins ils offrent dans les réfultats de ces
opérations,, des traces de la route qu’on doit
tenir pour arriver au méme but par les



DE MATHEMATIQUES: 3
moyens les plus fimpless Nous ne nous at~
tachons point ici a développer davantage

cette légere idée que nous donnons de 'Al~

gebre; lafuite de cet Ouvrage y eft deftinées

Non-feulement on repréfente , en Alge~
bre , Ies quantités, par des fighes généraux ¢
on y repréfente aufli leur maniere d’étre les
unes a I'égard des autres, & les différentes
opérations qu'on a deflein de faire fur elles ¢
en un mot , tout eft repréfencation; & lorf=
qu on dit qu’on fait une opération , c’eft une
nouvelle forme qu’on donne a une quantité.
A mefure que nous avancerons, nous ferons
connoitre ces différentes manieres de repré-
fenter ce qui a rapport aux quantités.

Des operations fondamentales (ur les
’
quantiies corzﬁde}*e’es ge?ze?‘a!ement.

2. On fait, en Algebre, fur les quanticds
repréfentces par des lectres, des opérations
analogues a celles qu'on faic en Arithméci=
que fur les nombres ; c’efi-a-dire,, quon les
ajoute, on les fouftrait, on les mulciplic,
on les divife, &c; mais ces opérations dif~
ferent de celles de I’Arithmétique, en ce
que leurs réfultacs ne fone fouvent que des
indications d’opérations Arithmétiques.

A i

SCD LYON 1




P Cours
De I'Addition & de la Souftradlion.

3. L’addition des quantités femblables
n’a befoin d’aucune regle ; il eft évident que
pour ajouter une quantité repréfentée para,
avec la méme quantité a, il faut écrire 24.
Pour ajouter 24, avec 3a, il faut Ecrire 5a,
& ainfi de fuite.

Quant aux quantités diffemblables, &
qu’on repréfente toujours par des lettres dif-
férentes, on ne fait qulindiquer cette addi-
tion ; & cela s'indique par le moyen de ce
figne =+, qui fe prononce plus. Ainfi, fi Fon
veut ajouter une quantité repréfentée par a,
avec une autre repréfentée par b, on ne peut
faire autre chofe qu'écrire a -+ 4; enforte
qu’on ne connoit véritablement le réfultac
que quand on connoit les valeurs parti-
culieres des quantités repréfentces par a
& par b; fi a vaut 5, & {i b vaut 12,a+ b
vaudra 17. :

Pareillement, pour ajouter sa—+ 35, avec
oa + 2¢ & 9b =+ 3d, on écrira sa + 36 +
.9a —+2¢ = 9b —+ 3d; & raflemblant les quan-
tités femblables, on aura 14a + 125 4~ 2¢
- 3d.

4.1l y ales mémes chofes 2 dire fur la
foultra&tion que fur P’addicion. Si les quan-
tités font femblables, on n'a befoin d'aucune

-~
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fegle : il eft évident que fi de sz on veur
retrancher 2a, il refte 3a.

Mais fi les quantités font diffemblables ; 'on
ne peut qu indiquer la fouftradtion ; cela s’in-
dique a I'aide de ce figne—, qu’on prononce
en difant mmoins. Ainfi {i ’'on a 5 A retrancher
de a, on écrira a—b. Pour retrancher 34, de
5@, on €crira ya— 3b. Pour retrancher ga
=+ 4b, de 9a+6b, on écrira 9a+6b — ga
— 4b, & faifant dédu&tion des quantités fem-
blables / ce qu’on appelle faire la réduction) 4
on a pour refte 4¢ 4-25. Enfin pour retran=
cher sa-+3b + 4c de 6a+ 4b+ 44, on
écrira 6a -+ 4b —4-4d — sa— 35— 4¢,& en
réduifant, on aura @~ b—-4d — 4.

5. Un nombre qui précede une lettre'§
sappelle le coéfficient de cetre lettre ; ainfi
dans 35, 3 eft le coéflicient de 5. Lorfqu’une
letere doit avoir 1 pour coéfficient , on ne
met point ce coéfficient : ainfi lorfque de 3a
on retranche 2a, il refte 14 on écric feule-
ment a¢. Il faut donc bien fe garder de
croire que le coéflicient d’une lettre , lorf-
qu’il ne paroit point, {oit zéro; il eft alors
I'unicé ou 1.

6.1l importe peu dans quel ordre on écrive
les quantités qu’on ajoute ou qu’on retranche 3
filonaaa ajouter avec 4, on peut indiffé=
remment €crire a5 ou brfa; & pour re«

A iij
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¢ Cours’

trancher b.de a, on peut écrire également
a — b ou — b + a. Mais comme on prononce
plus aifément les letcres, dans 'ordre alpha-
bétique que dans tout autre , nous fuivrons
cet ordre autant que nous le pourrons.

7. Remarquons: encore que lorfqu'une
quantité n’a point de figne , elle eft cenfée
avoir le figne ;@ eft l]a méme chofe que
—a. On eft dans Pufage de fupprimer le
figne dans la quantité quon éerit la pre-
miere , lorfque cette quantité doit avoir le
{igne —+;mais fi elle devoit avoir le figne —;
il ne faudroit pas I'omettre.

Q. Lorfqu’apiés une opération on pro=
cede 4 la rédu&ion , il peut arriver que l'on
ait une quantité a retrancher d'une autre
plus petite : alors on retranche la plus pe-
tite, de la plus grande, & on donne au
refte , le figne de la plus grande. Par exem-
ple, fi_apres avoir ajouté 2a-+3b, avec
sa—1b , on veut réduire le réfultat 2a +=
3b+sa—17b, on écrira 76— 45, en re-
tranchant 34 de 75, & donnant au refte 44,
le figne qu’avoit 75, En effet le figne —de 74
dans la quantité ga — 76, indique que 7 doit
étre retranché ; mais {il’on vient a augmen-
ter sa— 76 de la quantité 2a-+3b, il eft
vifible que les 35 qu’on ajoute, diminuent
autant la fouftra&ion qu’on avait a faire il
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ne doit donc plus y avoir que 44 a retran~
cher; il faut donc qu’il y aic— 44 dans le
xéfulear. De la nous concluerons cette regle
générale : L'addirion des quantités algébriques
Je fait en écrivant leurs parties , a la fuite les
unes des autres , avec leurs fignes tels qu’ils
Jont : on réduit enfuire les quantités femblables,
a une feule , en raffemblant d'une part , toutes
celles qui ont le figne -, & d’une autre part ,
zoutes celles qui ont le figne —; enfin on retran-
che le plus petit réfultaz , du plus grand, & on
donne au refle , le figne qu’avoit le plus grand.

EXEMPLE

On veut ajouter les quatre quantités {ui<
yantes : sa~3b—4c
20— §h—46c+2d
a— 4b—'"2¢+ 3¢
7a-4b — 3c— Ge

Somme,...5a—+ 3b—4c+ 20— 5b -4~
6c =+ 2d 4 @ — 4b =— 2¢ -~ 3¢ —+ 7@ -+ 4b
— 3¢ == Ge,

Faifant la réduétion, j’ai pour les a, 15a;
pour les 4, yai -~ 76 d’une part & — 9b de
P'autre,, & par conféquent — 2/ pour refte ;
pour les ¢, y’ai — g¢ d'une part, & —+ 6¢ de
Pautre,, & par conféquent — 3¢ pour refte;
réduifant les autres de méme, on trouyve

A iy
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enfin 15a — 25 — 30 4 2d — 3e.

9. Les quantités {éparées par les fignes
~+ & — , s'appellent les zermesdes quantités
dont elles font parties.

10. Une quantité eft appellée Monome,
Binome, Trinome , &c, felon.qu’elle eft com=:
pofée de 1, ou de 2, ou de 3 &c, termes;
& une quantité compofée de plufieurs ter~
mes dont on ne définit pas le nombre , s’ap-~
pelle en général un Polynome.

I1. A Dégard de la fouftraltion des
quantités algébriques, voici la regle géné-
rale : Changez les fignes des termes de la quan<
tité que vous devey fouftraire , c’eft-a-dire ,
changez +en — Ef — en—; ajoutey en]uzte
cette quantité , amf changée , avec cche dont

on dout fouflraire , & ré dmﬁ{
EXEMPLE

De 6a — 3b -+ 4c on veut retrancher la
quantité ga— b - 6e.
A la fuite de 6a— 3b-+ 4¢c, 7écris—sa
~+ sb— 6¢, qui eft la feconde quantité , dans
laquelle on a changé les fignes; & j'ai fa—
3b 4+ 4c— sa-+ §b—6¢ , & en réduifant g
@ -+ 2b — 2¢ pour refte.

Pour rendre raifon de cette regle, prenons
un exemple plus fimple. Suppofons que de
@ on veuilie retrancher 4, il eft évidens qu'en
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doit écrire a — b; mais fi de a on vouloit re-
trancher b—c, je dis qu’il fauc éciire a—b—-c;
en effet il eft clair qu’ici ce n’eft pas & tout
entier qu'il s’agit de retrancher ; mais feule~
ment b diminué de ¢, {i donc on retranche
d’abord 4 tout entier en écrivant a — b, il
faut enfuite,, pour compenfer, ajouter ce
qu’on a 6té de trop , il faur donc ajouter ¢, il
faut donc écrire a— b ¢, ceft-a-dire,
quiil faut changer les fignes de tous les
termes de la quantité qu’on doit fouftraire.

Dansles nombres, cette attention n’eft pas
néceflaire, parce que fil’on avoit 8 — 3, par
exemple, a retrancher de 12, on commen-
ceroit par diminuer 8 de 3, ce qui donneroit
s quon retrancheroit de 12, & on auroit 7
pour refte ; mais on voit aufli qu’on pour-
roit retrancher d’abord 8 de' 12, & au refte
4 ajouter 3, ce qui donneroit également 7 3
or c’eft ce dernier parti qu’on prend & qu'’il
faut néceflairement prendre en Algebre,
parce qu’on ne peut faire la réduion préli=
minaire comme fur les nombres.

I 2. Les quantités précédées du figne -,
fe nomment quantjtés pofitives ; & celles qui
font précédées du figne —, fe nomment
quantités négatives. Nous entrerons par la
fuite, dans quelque détail fur la nacure & les
ufagés de ces quantités confidérées féparés
ment L'une de lautre, {
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De la M, ulzip[icazfon:

1 3. La multiplication Algébrique exige
quelques confidérations qui lui font particu-
lieres, & qui n’ont pas lieu dans la multipli-
cation Arithmétique. Indépendamment des
quantités , il y a encore les fignes a con-
fidérer.

Au refte , A ne confidérer que les valeurs
numériques des quantités repréfentées par
les lettres, on doit fe former de la multipli-
cation algébrique la méme idée que de la
multiplication arithmétique ( Arith. 40)3
ainfi, multiplier a par 5, c’eft prendre la quan-
tité repréfentée par a, autant de fois qu'il y
a d’'unités dans la quantité repréfentée par b.

14. Mais comme lobjet eft ici de faire
ou de repréfenter la multiplication , indépen-
damment dés valeurs numériques des quan-
titds , il faut convenir des fignes par lefquels
nous indiquerons cette multiplication.

On fait fouvent ufage de ce figne x, qui
fignifie multiplié par; enforte que a x b {ignifie
a multiplié par b, ou que Jon doit multipliex
a par b.

On fait auffi ufage du point, que 'on in-
terpofe entre les deux quantités qu’on doit
multiplier ; enforte que a. b & ax b fignifient
la méme chofe.
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_‘Enfin on indique encore la multiplication,
{du moins entre les quantités monomes) en
ne mettant aucun figne entre le multipli-
cande & le muldiplicateur ; ainfiax 5, a. b,
a b font trois expreflions dont chacune défi~
gne qu’on doit multiplier @ par 4. Cette der-
niere eft la plus uficée.

1 5. Pour multiplier ab par ¢, on écrira
donc a b c. Pour mulciplier a b par ¢d, on
écrira abcd, & ainfi de fuite : il importe
peu dailleurs dans quel ordre ces lettres
foient écrites , parce que ( Arith. 44) le pro-
duit eft toujours le méme dans quelque ordre
qu’on multiplie.

I6. Lors donc qu'a I’avenir nous ren-
contrerons un2 quantité comme ab,ouabe,
ouabcd, &c, dans laquelle plufieurs letcres
fe trouveront écrites de fuite fans aucun
figne , nous en concluerons que cette quan-
tité reprélente le produit de la multiplica-
tion fucceflive de chacune des lettres qui
la compofent, .

17. Nous avons nommé ( Arith. 42)
fa&teur d’'un produit , tout nombre qui, par
la mulciplication , a concouru a former ce
produit ; ainfi dans a5, a & & font les fac-
teurs ; dansa b c , les faGeurs fonta, b, c,
& ainfi de fuite,

1 8. 1l fuic de la regle que nous venons
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de donner (1), que le produit de la multis
plication de plufieurs quantités alf’e’brigue.s:
monomes,, doit renfermer routes les lettres quz
Je trouvent tant dans le muliplicande que dans
le multiplicateur. ‘

Cela pofé, fi les quantités qu’on doit mul=
tiplier , éroient compofées de la méme let-
tre , cette lettre fe' trouveroit donc écrite
dans le produit autant de fois qu'elle eft
dans tous les fa&teurs enfemble, quel que foit
le nombre des quantités qu’on ait a mulei-
plier : ainfi @ multiplié par @ donneroit a a3
aa multiplié par aaa, donneroit gaaaas;
aa muldplié par aea & multiplié encore
par a, donneroit aaaaaa.

1 9. Dans ce cas, on eft convenu de n'é-
crire cette lettre qu'une feule fois, mais de
marquer , par un chiffre qu'on appelle Expo-
Jant, & qu’on place fur la droite & un peu
au-deffus de la lettre , combien de fois cette
letere eft faGteur, ou combien de fois elle
doit étre écrite. Au lieu de aa, on écrira
donc a*; au lieu de aaa , on écrira a*; au lieu
de aaaaa, onméerira o’y & ainfi des autres.
Souvenons-nous donc 2 Pavenir, que Lexpo-
fant d’une lettre , marque combien de fois cette
lettre eft fadteur dans un produit. Dans a* b*e
il y a trois fatteurs de valeur différente,
{avoir a, b, ¢ : mais, de ces lettres, la pres
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“miere eft fa&eur trois fois ; la feconde , deux
fois3 & la troifieme , une fois : en effet 2’ 5* ¢
équivautd aaa bb c.

Il faut donc bien fe garder de confondre
Fexpofant, avec le coéfficien: ; de confon-
dre , par exemple , a* avec 2¢, @’ avec 34
dans 24, le coéflicient 2 marque que a eft
ajouté avec a, c'eft-a-dire, que 22 équivaut
3 a—+ a; mais dans o*, I'expolant 2 marque
que la lettre a devroit étre éerite deux fois
de fuite fans aucun figne ; qu'elle eft multi-
pliée par elle-méme, ou enfin qu’elle eft fac-
teur deux fois ; c’eft-a-dire , que a* équivaut
3 axa; enforte que fi a vaut g, par exemple,
2¢ vaut 10 ; mais ¢* vaut 2§.

20. On voit donc que paur multiplier
deux quantités monomes qui auroient des lettres
communes , on peut abréger L'pération , en
ajoutant tout de fuite les expofarts des lettres
_fe]mbiab/es du multiplicande & @ multiplica-
zeur. Ainfi pour multiplier a* par a®, yécris a®,
c’eft-a-dire, que j'écris la lettrea en lui don-
nant pour expofant, les deux ecpofants 5 &
3 réunis. De méme pour muliplier &’ * ¢
par a*b’ cd, yécris a” b ¢*d en écrivant
d’abord toutes les lettres différentes a b c &,
& donnant enfuite a la premiere pour expo-
fant 7 qui eft la fomme des expofants 3 & 4.
a lafeconde, 5 qui eft la forme des deux
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expofants 2 & 3 ; & 1 la troifieme,, 2 qui eft
lIa fomme des deux expofants 1 & 1 ; cat
guoique Pexpofant de ¢ ne foit pas marqué,
on doit néanmoins foufentendre qu’il eft 1,4
puifque ¢ eft fa&teur une fois; donc zouze
Lettre dont Uexpofant n’eft point écrit , eft cens
fée avoir 1 pour expofant 5 & réciproquement
zoutes les fois qu'une lettre devra avoir 1 pour
exp%’wt, on peut fe difpenfer d'écrire cet
expofant.

)'?l'elle eft la regle pour les lettres dans
les quantités monomes.

2 1. Quand les quantités monomes font
précédées d’un chiffre, c’eft-a-dire, d'un coef=
ficient , il fasc commencer la muldiplication
par ce coéfhicient , & cette multiplication fe
faic fuivant les regles de I'Arithmétique ;
ainfi pour multiplier ga par 35, je multiplie
d’abord § pa 3, puis a par b, & je trouve
15 ab pour produit. Pareillement, fi jai
124* b* amuliplier par 9a* 5’, jaurai 108275,

Nous avoss dit en Arithmétique , qu'une
quanticé éroiiélevée a la premiere , feconde,
troifieme, &c, puiflance , ou au premier ,
fecond, troifeme degré , felon qu'elle éroic
fateur 1,2, 1, &c, fois ; donc une lettre qui
a pour expofint 1, ou2, ou 3, ou4q,&c,
eft cenfée élevée 2 la premiere, ou a la fe-
conde , ou a la troifieme puiffance ; ainfi &°
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eft la feconde puiflance ou le quarré de a;
a* eft le cube ou la troifieme puiflance de a,
& ainfi de fuite.

2 2. Ces principes pofés, venons a la
multiplication des quantités complexes. Ii
faut, pour cette multiplication, fuivre le
méme procédé qu'on fuit en Arithmétique

our les nombres qui ont plufieurs chiffres,
ceft-a-dire, qu’il faut multiplier fucceflive-
ment chacun des termes du multiplicande ,
par chacun des termes du multiplicateur ,
& cela en obfervant les regles que nous
venons de donner pour les monomes. On
n’eft point affujetti , comme en Arithméti~
que , a opérer en allanc de droite a gauche
plutdt que de gauche a droite ; cela eft indif-
férent ; nous prendrons méme c¢e derniex
parti qui eft le pius en ufage.

E.XENMPLE L

On propofe de multiplier a~-5.
PR T N W e

Produit. .'. . . . . ac+be.

1°. Je multiplie @ par ¢, ce qui (15) me
donne ac. 2°. Je multiplie 4 par ¢, ce qui me
donne bc¢; yajoute ce fecond produit au
premier en les uniflant par le figne -+, &

Jai ac - bc pour produit total,
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S’il y avoit un fecond terme aumulcipli<
cateur, je multiplierois attuellement par ce
fecond terme , & j'ajouterois ce fecond pro=
duit au premier.

CoURrS

ExEwnps g 11

Si javois. . . . v.a+b
a multiplier par. . c+4~d

Produit. . . . s ac™-bc+ad+bd.
Apres avoir multiplié a & b par ¢, ce qui
donne ac —+bc , je multiplierois auffi ¢ & 5
par d, ce qui me donneroit ad + bd, qui
-joint au premier produit , donne ac =4 b ¢ -~
ad—bd. En effet, multiplier a 4+ par
¢—+d, ceft prendre non-feulement ¢, mais
encore b, autant de fois qu’il y a d’unités
dans la totalité de c+d, C’eft-a-dire , autang
de fois qu’il y a d'unités dans ¢, plus autant
de fois qu’il y a d'unités dans d.

ExemprLEe III,
On propofe de multiplier a—5

Par « « + + s v v s .. €

Produit. . . . . .. ac—be¢
Aprésavoir multipl'é @ par ¢, ce qui donne
ac, je multiplie b par ¢, ce qui donne bc;
mais au lieu d’ajouter ce dernier produit au
premier , je 'en retranche , parce qu'ici ce

n'eft
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eft point la fomme des deux quantités e & b
quiil s'agic de multiplier , mais feulemene
leur différence , puifque @ — b fignifie qu’on
doit retrancher 5 de as or {il’on multiplie ¢
tout entier, ainfi qu’on le faic par la premiere
opération, il eft vifible quon y multiplie de
trop la quantité 4 dont ¢ devoit étre diminué;
il faue donc éter de ce produit, la quanticé 5
multipliée par ¢, c’eft-a-dire, bter e,
Danps les nombres, cette atrention n'eft pas
nécflaire, parce qu’avant de faire la multi-
plication, on feroit la fouftraétion qui eft in-
diquée icidans le multiplicande. Si’on avoit,
par exemple, 8 — 3 3 multiplier par 4, on
xéduiroit tout de fuite le multiplicande 8§—3,
as que l'on multiplieroit enfuite par 4. Majs
on voit aufli qu'on viendroit ¢galement au
méme réfultat en multipliant d’abord § par 4,
ce qui donneroit 32, puis 3 par 4, ce qui
donneroit 12 ; & retranchant ce derpjer pro=
duit du premier, on auroir 20 comme pat
la premiere voie ; or cette feconde maniere RS
qu'il feroic peut-étre ridicule d’employer pour
les nombres , deyient indifpenfable pour les
quanticés liceérales, puifque dans celles-ci Ia
fouftraltion préliminaire ne peut avoir lieu,

ALGEBRE, B
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ExemprLe IV,

On propofe de multiplier a— b
F;il‘..........c—-—

Produit . + + + - « ac—bc—ad ~bd

On multipliera d’abord a— b par ¢, ce qui
Jdonnera ac— bc ; on multipliera enfuite a—b
par d, ce qui donnera ad—bd; enfin on
retranchera’ ce fecond produir ad— bd, du
premier , & (11) on aura ac—bc—ad-+bd
pour produit total.

En effer , puifque le multiplicateur eft
moindre que ¢, de la quantité d , il marque
qu’il ne faut prendre le multiplicande qu’au-
tant de fois qu'il y a d’unités dans ¢ diminué
de d; or comme on ne peut faire cette dimi-
nution avant la multiplication, on peut pren=
dre d’zbord a—b autant de fois qu'il ya d'uni-
t&s dans ¢ , c’eft-3-dire , multiplier a—>bparc,
puis en retrancher a—b pris autant de fois
quil y a d'unicés dans d, ceft-adire, en

setrancher le produic de a—b par &

2 3. Si Pon fait attention aux (ighes des
termes qui compofent le p roduit total ac—bc
—ad-+bd, & qu’on les compare avec les i-
wnes des termes du multiplicande & da mul-
giplicateur qui les ont donnés', on obfervera
1°. que le tetme a qui eft cenfé avoir le

figne -, ¢rant multiplic par leterme c quielt
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cenf¢ aufli avoir le figne ~~, a donné pour
produit ac qui eft cenlé avoir le figne =+,

2% Que l€ terme 4 quia le figne —, érane
multiplié par le terme ¢ qui eft cenfé avoir la
figne =4, a donné pour produit b¢ avec le

Igne ===,

3% Quele terme aquia le figne 4=, mul+
tiplié par le terme d qui a le figne —, adonné
pour produit ad avec la figne —,

4°. Enfin que le terme 4 qui a le figne —;
éeant multiplié par le ternie 4 qui a auffi le
figne — , a donné pour produic le terme b
qui a le figne =, i B

Donc al’avenir nous pourrons reconnoitre
facilement dans les multiplications partielles,
fi les produits particuliers doivent éere 2jou=~
tés ou retranchés; il fuffira pour cela d’ob-
ferver les deux regles fuivantes que nous four-
niffent les obfervations que nous venons de
faire. '

2 4. 8iles deux termes que lon doit mulris
plier Lun par Lautre , ont tous deux le méme
figne, ceft-d-dire , ou rous deux +ou tous
deux— , leur produit aurq toujours le figne -,
Si au contraire ils ont différents fignes , ¢ ‘eft-d«
dire , ¥un ++ & Pautre — s oulun—& [ aye
ire ==, leur produir aura toujours le figne —,

A l'aide de ces regles & de celles que nous
avons données (15, 20, 21 & 22) on eft

B jj
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en éeat de faire toure multiplication algébri<
que. Mais pour procéder avec méthode, on
obfervera d’abord la regle des” fignes, puis
celles des coéfficients , enfin celle des lettres
& des expofants.

Terminons par un exemple oli toutes Ccs
regles foienc appliquces. '

ExeEmMpLE V.

On propofe de multiplier gar—1a’b4-4a’b?
PAL e~ & % e ' e al—aarb—2b?

sa’ —1ath ~}-4a’dh*
—20ah +-8a’b*—16a*h}
10atbd—qa’bi4- 8a*bs

Produit ;a;;:'za‘b-l-1z.a‘b"--—-éa%‘-——:,a‘*b"%-i%gig;
Je multiplie fucce(livement les trois termes
§aty—2a’h, + 4a’b*; par le premier terme a*
du mulciplicateur. Les deux termes sa* & @’
ayantle méme figne,le produit doit (24) avoir
le figne —+; mais (7) yomets ce (igne , parce
qu’il appartient au premier terme du produit.
Je multiplie enfuitele coéfficient 5 de a*, par
le coéficient 1 de a* (21) , ce qui me donne 53
enfin multipliant a* par &’ felon la regle don-
née (20), C’eft-a-dire, ajoutant les deux expo-
fants 4 & 3, ai @', & par conféquent sa’
pour produit.
Je paffe au terme — 2a°b 5 & pour le mul-
tiplier par a’, je vois que les fignes de ces
deux quantités €tant différents , le produit
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doit avoir le figne — ; je multiplie exfuite le
coéfficient 2 de a*b par le coéfficient 1 de
@’ , & enfin a’b par @*, & jai — 22° pour
produit, : :

~ Parunprocédé femblable, le terme-t-4a**
multiplié par o’ donnera 44’5’

Aprés avoir multiplié tous les termes du
multiplicande par a?, il faut les mulciplier par
le fecond terme — 44’6 du muldiplicateur.
Le terme sa* muleiplid par — 40°5 de figne
différent donnera — 20a°6; le terme — 242°5
multiplié par — 44’b de méme figne , don-
nera -+ 8a°h* ; & le terme ~ 44*5* multiplié

ar — 4a%b de figne différent, donnera —
16ath’.

Enfin on paffera & la multiplication par le
terme ~- 25°, & en fuivant les mémes regles
on trouvera - 10a*h* — 4a’b* -+ 8a*h* pour
les trois produits partiels.

Faifant attention que pagmi tous les diffé-
rents produits partiels qu'on vient de trouver,
il y a des termes femblables , c’eft-a-dire,
compofés'des mémes lettres avec les mémes
expofants , on fera [a rédution en réuniffant
ceux qui ont le méme figne & déduifant ceux
qui ont des fignes contraires, ce qui donnera
enfin §@’— 22a°h == 124°6*— Ga*b’— 4a’b*
=+ 8a’5’ pour produit toral. :

2 5. Comme il importe de fe familiarifex

B ij)
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avec la pratique de cette regle, nousjoignons
ici pour exercer les Commencants, une table
qui renferme plufieurs exemples. Nous ajou-
terons en meme-temps quelques remarques
fur quelques-uns de ces exemples.

Dans le premier,, ona multiplié a5 qui
repréfente généralement la fomme de deux
quantités , par @ — b qui repréfente généra-
lement leur différence , & Yon trouve pour
produit a*—5* qui eft la diffiérence du quarré
de la premiere au quarré de la feconde , ou
1a différence des quarrés de ces deux quan-
tités. On peut donc dire généralement que la
fomme.de dewx quantités multiplide par leur
différence,, donne toujours , pour produit 4 la
différence des quarrés de ces mémes quantites.
Qne 'on prenne deux nombres quelconques,
s & 3,par exemple ; leur fomme eft 8 & leur
différence 2, lefquelles multipliées P'une par
Pautre donnent 16, qui eft en effet la diffé~

rence du quarré de 5 au quarré de 3, c'efi-a-
dire ,de 252 9. Et réciproquement , la diffé-

ence des quarrés de deux quantités', peut tou-
jours étre confidérée comme formée par la mul-
tiplication de la fomme de ces deux quantités
par leur différence. Ainfi la quantité 4*—c*
qui eft la diffiérence du quarré de » an quarré
de ¢, vient de la multiplication de 5 -~ ¢ pae
b—c. Ces deux propofitions nous feront
utiles par la fuite.
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On peut déja remarquer en paflant , undes
ufages de I’ Algebre pour découvrirdes viritds
générales. .

Le fecond exemple faic voir, d'une ma~
niere générale & fimple , ce que nous avons
dit' en Arithmétique fur la compolition du
quarrd, favoir que le quarré de la fomme a-+-b
de deux quantités , eft compofé du quarré a* de
la premiere , du double 2ab de la premuere mul-
tiplide par la feconde, & du quarré b* de la

fCQ’IJ{f.

Le troifieme exemple confirme ce que
nous avons dic aufli en Arichméeique fur la
formarion du cube. On y voit 2+~ 2ab —- b7y
quarré de a b, qui apres avoir ¢t¢ mulei-
plié par a+b, donne @ —+3a*s == 3ab* = 0%,
dont le premier terme eft le cube de a, le
fecond qui eft le méme que 3a’xb, clt le
triple du quarré de a, multiplié par 5 : on
voit de méme que 3ab” eft le triple de @ mul-
tiplié par le quarié de 4; & enfin &’ eft
le ‘cube de 5.

2 6. Pour indiquer lamultiplication entre
deux quantités complexes, on eft dans I'u-
fage de renfermer chacune de ces deux quan-
tités entre deux crochets , & d'interpofer
entre elles 'un des {ignes de multiplication
dont nous avons parlé plus haut (14) ; quel-
quefois méme on n’interpofe aucun figne ,

Biv
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ainfi pour marquer que la totalité de la quans
tit€ o’ 3ab~ 47 doit €tre multipliée par la
totalité de 2a~- 35, on écrit (a*4- 3ab + 5?)
X (2a =+ 3b) ou (a4 3ab-+b*)i(2a+ 3b) ou
fimplement (a*4-3a% —+ 5*) (2a + 35). Quel-
quefois au lieu d’écrire chaque quanticé entre
deux crochets,on couvre chacune d’une barre

€n cette maniere, a’—-3ab—+5b*x 20— 3b.

27.1l'y a beaucoup de cas ot il eft plus
avantageux d'indiquer la multiplication que
de I'exécuter. On ne peut donner de regles
générales fur ce fujet, parce que cela dépend
des circonftances qui donnent lien & ces opé-
rations : nous verrons par la fuite plufieurs
de ces cas. Ceft principalement par I'ufage
qu’on apprend a les diftinguer. On peut ce-
pendant dire affez généralement , qu’il con-
vient de fe contenter d’indiquer les multipli-
cations , lorfque celles-ci doivent érre fuivies
de la divifion ; parce que cette derniere opé-
ration s'exécutant fouvent, ainfi qu'on va
le voir , par la feule fuppreffion des facteurs
communs au dividende & au divifeur, on dif-
tingue plus facilement ces fa&teurs communs,
Jorfqu'on n’a fait quindiquer la multipli-
catiop.
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De la Duvifion.

2 8. La maniere de faire cette opération
en Algebre , dépend beaucoup des fignes que
nous fommes convenus d’employer pour la
multiplication. L’objet en eft d’zilleurs le
méme qu'en Arithmétique.

2 9. Lorfque la quantité qu'on propofera
a divifer n’aura aucune lettre commune avec
le divifeur, alors il n’eft pas poffible d’exé-
cuter I'opération; on ne peut que I'indiquer,
& cela fe fait en écrivant le divifeur au def-
fous du dividende , en forme de fracion, &
féparant 'un de lautre par un trait ; ainfi
pour marquer qu’on doit divifer a par 4, on

écric =, & 'on prononce a divifépar b ; pour
marquer qu’on doit divifer aa~ bb par c+d,

. aa-5bb
ou écrit ——,
c+d

3 0. Lorfque le dividende & le divifeur
fonc monomes, fi toutes les lettres qui fe
trouvent dans le divifeur, fe trouvenc aufli
dans le dividende, la divifion peut étre faite
exaltemeut, & on l'exécutera en fuivant
cetee regle. ... Supprimez dans le dividende ,
zoutes les lettres qui lui font communes avec le
dwifeur; les lettres qui refleront , compoferont
¢ quotient, Ainfi pour diyifer a5 par a,je
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fopprime a dans le. dividende a b, & j'ai b
pour quotient. Pour divifer a b ¢ par ab, je
fupprime ab dans le dividende, &.j'ai ¢ pour
quotient.

En effet, puifque (15) les lettres écrites
fans aucun figne interpofé , fone les facteurs
de la quantité dans laquelle elles entrent , les
lettres du divifeur, qui font communes au
dividende,font donc facteurs de ce dividende;
or nous avons vu ( Arith. 69 ) que lorfqu'on
divife un produit par un de fes fateurs, on
doit trouver pour quotient I'autre facteur ;
donc le quotient doit étre compofé des letcres
du dividende , qui ne font-point communes
entre celui-ci & le divifeur.

3 1. 1l fuit de-la que lorfqu’il y aura des
expofants, la regle quon doit {uivre , eft de
retrancher [’expofant de chaque letzre du divi=
Jeur, de Pexpofant de pareille lettre du divi-
dende ; ainfi pour divifer @’ par a*, je re-
tranche 2 de 3 , il me refte 1, & par confé-
quent j’ai a’ ou a pour quotient. De méme ,
ayant a divifer g*4*c* par a’bc, jaurai a’b’c.
En effec £ eft la méme chofe que == qui

a ad
felon Ia regle donnde (30), fe réduit g
en otant les lettres communes au dividende
& au divifeur. En général , puifque le quo-
tient ne doit avoir que les lettres qui ne font
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point communes au dividende & au divifeur,
Vexpofant de chaque lettre du quotient ne
doit donc éwre que la différence entre les
expofants de cette lettre dans le dividende
& dans le divifeur.

3 2.Donc fi une lettre ale méme expofant
dans le dividende & dans le divifeur, elle
aura z¢ro pour expofant dans le quotient;
ainfi @’ divifé par @’ donnera a®; a’bc* divifé
par a’bc*, donne a'h°c® ou ab°c®. Dans ce
cas , on peut fe difpenfer d’écrire les lettres
qui ont o pour expofant ; car chacune d’elles
n'eft autre chofe que I'unicé. En effet , lorf-
qu’on divife @’ par @’, on cherché combien
de fois @’ contient a* ; or il le contient évi-
demment 1 fois; le quotient doit donc étre 1:
d’un autre c6té @* divifé par o* donne pour
quotient, a°; donc a® vaut 1. En général ,
toute quantité qui a 7éro pour expofant,vaut 1.

3 3. Si quelques lettres du divifeur ne
font pas communes au dividende, ou fi quel-
ques-uns des expofants du divifeur fonc plus
grands que ceux de pareilles lettres du divi-
dende , alors la divifion ne peut étre faite
exactement : on ne peut que I'indiquer com-
me il a éeé dic ci-deffus (29 ). Mais on peut
fimplifier le quotient ou la’quantité fra&ion-
nzire qui le repréfente alors, La'regle qu’il
faut fuivre pour cela, eft de fupprimer dans
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le dividende & dans le divifeur, les lettred
qui leur font communes ; enforte que s’il y
a des expofants, on efface la lettre qui a le
plus petit expofant , & l'on diminue de pa-
reille quantité le-plus grand expofant de la
méme lettre. Par exemple, fi on propofe
Sh,
de divifer a’hc® par a’b’c*, on Ecrira Z—i——f{—i;
que 'on réduira en cette maniere ;on effas
cera a* dans le divifeur, & l'on écrira feu-
lement o dans le dividende ; on effacera b
dans le divi ende, & L'on écrira feulemeut 5
dans 'e divifeur ; enfin on effacera ¢* dans le
dividende:,* & l'on écrira feulement ¢ dans le

divifeur; enforte qu'on aura %, On trouvera
de méme , que 2—;2{1 fe réduita i—:

Si, par ces opérations , il ne reftoit plus
aucune lettre dans le dividende, il faudroic
écrire l'unité ; ainfi g—: fe réduira a —:1—

La raifon de ces regles eft facile a faific
aprés tout ce quia été dit ci-deflus ; car fup-
primer , ainfi qu’on le preferit,-le méme
nombre de lettres dans le dividende & dans
le divifeur , c’eft divifer, par une méme quan-
tité, chacun des deux termes de la fration
qui exprime le quotient : or cette opération
(Arith. 89) nen change point la valeur &
fimplifie la fraltion,
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3 4. Jufqu'ici nous n‘avons pas eu égard
au coéfficient que peuvent avoir le dividende,
ou le divifeur, ou tous les deux. La regle
gu’on doit fuivre a leur égard, eft de les
divifer comme en Arithmétique ; & fi la di-
vifion ne peut pas €tre faite exaltement, on
Ies laiffe fous la forme de fraltion, que 'on
réduit A fa plus fimple expreflion (Arizh. 29),
lorfque cela eft poffible. Par exemple, ayant
a divifer 8a%b par 4a’h, je divife 8 par 4, &
7'ai pour quotient, 2 ; divifant enfuite 2’5 par
a’b, j'ai pour quotient, @, & par conféquent
2a pour quotient toEal. Ayant a dlvifer?a’fﬁ
par 6ab , yécris 8—;—:% que je réduis a 1‘;—6,

. 3 5. Laregle que nous venons de donner
{(33) , eft générale, foit que le dividende &

Ie divifeur foient monomes , foit qu’ils foient

complexes ou polynomes, pourvuque dans
ce dernier cas, les lettres communes du di-
vidende & au divifeur foient en méme-temps
communes a tous les termes {éparés par les
fignes + & —. Cleft ainfi qu’ayant a* = 40
— sa’b’ a divifer par a*—a*h, on ré-
a‘4-4atb—sa’h’

duira le quotient iy

@i+ 40°b— qb3 - £ . ,
—a— > en fupprimant ¢* qui eft fac-
teur communde tous les termes du dividende

& du divifeur,

s .
, 2 la quanticé
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3 6.8Siledividende & le divifeur font conk
plexes, on ne peut donner de regles géné=
* rales pour reconnoitre , par Iinfpection feuley
{i la divifion peut ou ne peut pas étre faite
exa&tement. Il faut, pour s’en affurer & trou-
ver en méme-temps le quorient , faire I'opé<
ration que nous allons enfeigner.

. 1° Difpofer, fur une méme ligne , le divi<
dende & le divifeur, & ordonner leurs termes
par rapport a une méme lettre commune a
I'un & a lautre, ceft-a-dire, écrire, pat
ordre de grandeur, les termes ou cette lettre
a des expofants confécurivement plus petits.

2°. Certe difpofition faite, on fépare le
dividende du divifeur par un trait, & on pro-
cede a la divifion en prenant feulement le
premier terme du dividende que l'on divife,
{uivant les regles données ci-deffus (30, 31
& 34), par le premier terme du divifeur, &
Pon écrit le quotient fous le divifeur,

3°, On multiplie fucceflivement tous les
termes du divifeur par le quotient qu’on
vient de trouver, & on porte les produits
fous le dividende, en obfervant de changer
leur figne. _

4°. On fouligne le tout; & aprés avoir
faitgla réduction des termes femblables, on
- éerit le refte au-deffous pour commencer
une feconde divifion de la méme maniere,
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n prenant pour premier terme celui des
termes reftants qui a le plus fort expofant,

Sur quoi il faut remarquer qu’ici , comme
dans la multiplication, on doit avoir égard
aux fignes du terme du dividende & duterme
du divifeur que 'on emploie : la regle eft la
méme que pour la multiplication , c’eft-a-
dire, qué « « « « »

St le dividende & le divifeur ont le méme
Jfigne ; le quotient aura le figne +-.

Si, au contraire, ils ont différents fignes,
e quotient aura le figne —. 2

Cette regle pour les fignes, eft fondée fur
ce que ( Aruth. 74) le quotient multiplié par

le divifeur , doit reproduire le dividende, Il

faut donc que le quotient aic des fignes tels
qu’en le multipliant par le divifeur, on repro-
duife le dividende avec les mémes fignes ; or
cetre condition entraine néceflairement la
regle que nous venons de donner.

Pour procéder avec ordre, on commen-
cera par les fignes , puis on divifera le coéffis
cient, enfin les lectres.

ExXeEMPLE

On propofe de divifer aa— bb pat b+ a.
Jordonne le dividende & le divifeur par
yapport a l'une ou a l'autre des deux lettres @
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& b, par rapport a a, par exemple ; & je les
écris comme on le voit ici :

Divid ... aa— bbla b Divifeur.
— aa —abja — b Quotient:

Refte. . . .~—ab—0b
~+ab - bb
Refle . 736 1 5508

Le figne du premier terme aa du divi<
dende , étant le méme que celui de a pres
mier terme du divifeur, je dois mettre =~ au
quotient ; mais comme c’eft le premier terme,
je puis ometrre le figne .

Je divife aa par a; jai pour quotient @
que j’écris fous le divifeur.

Je multiplie fucceflivement les deux ter<
mes a & b du divifeur, par le premier terme a
du quotient, & j’écris les produits aa & a b
fous le dividende , avec le figne —, contraire
a celui qu'a donné la multiplication , parce
que ces produits doivent étre retranchés du
dividende.

Je fais la rédu&ion en effacant les deux
termes aa & — a a qui fe déeruifent ; il me
refte — ab, qui, avecla partie reftante — bb
du dividende, compofe ce qui me rcfte 3
divifer. :

Je continue ladivifion enprenant—ab pour
premiex cerme de mon nouveau dividende.

' Divifant
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Divifant — a b par a, jécris—au quo-
tient , parce que les fignes du dividende &

du divifeur font différents. Quant aux lectres, -

je trouve b pour quotient , & je I'écris a la
fuite du premier quotient, :

Je multiplie les deux termes a & b du di-
vifeur, par le terme — 4 du quotient; les
deux produits font —ab & — b ; je change
leurs lignes & j'écris +-ab, + b/ fous les
parties reftantes du dividende. Je fais la ré-
du&ion en effacant les parties femblables &
de ﬁgne contraire : comme il ne refte rien ,
jyen conclus que le quotienteft a — A.

On auroit pu également ordonner le divi<
dende & le divifeur par rappore a la lettre 5,
& alors on auroit eu —bb—+aaa divifer
par b—+a, ce qui en opérant de la méme
maniere , auroit donné—>5b—-a pour quo-
tient , quantité qui eft la méme que a5y

Avant que de paffer a Pexemple qui fuity
il eft a propos que les Commencants s’exer-
cent fur les exemples de la Table ci-jointe,
page 36.

3 7. Si apres avoir ordonné le dividende
& le divifeur par rapport a une méme letere,
il fe trouvoit plufieurs termes dans lefquels
cette letere elit le méme expofant , on difpo-~
feroit ceux-ci dans une méme colonne ver-
ticale , comme on le voit dans I'exemple fui<

ALGEBRE, C
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vant ; & dans cette difpofition, on obferve=

roit d’ordonner tous les termes de chaque
colonne par rapport 3 une méme autre lettre,

EXEMPLE.

On propofe de divifer 19 a’b’~+ 130’5
— 20a* — 108’°c — 6a*bhc —+ 2ab*c — s5ab’,
pat — 3ab — sa* =+ bb. Jordonne le divi-
dende & le divifeur, par rapport a la lettre a,
ce qui me donne — 20a* ~+ 132’h — 10d’c
—+ 19a°b* — 6a*bc =+ 2ab*c — 5ab* a divifer
par — sa* — 3ab 4 bb ; mais comme il y a
deux termes affe&tés de <*, deux termes
affe@és de a*, & deux termes affe@tés de a,
je le difpofe comme on le voit ici, en or-
donnant dans chaque colonne , par rapport

a la lettre B.
Divid —zo0at--13a’b4-19a°b*—5ab} -sa*-yab--bbDivif,
1 i L o AR 1 5 M
o —r0a3c—6a’be42ab*c| 4a*- jab+42acQuat,
—+20at--12a}b—qa*b*
+25alb-15a* b —5ab’
Refe. ... —i1oalc—6 atbe-tzrab’c
—z25atb—15a’b*+5ab’
Refle....—10ac—6a*bc+2ab*c
~10aic4-6atbe—zab’ec
Reflé,ivieiin vivi ol¥ ad e aleid ¥ 6 o
Je procede enfuite a 'opération , en divi-
fant — 20 a* premier terme du dividende,
par — sa* premier terme du divifeur. Cetce

opération faite fuivant les regles ci-defius,
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the donne pour quotient == 42* ou fimple-
ment ga*, parce que c’eft le premier terme;
je Pécris au quotient,

Je multiplie les trois termes du divifeur ,
fucceflivement par 4a*, & changeant les fi-
gnes a mefure que jetrouve ces produits, je
les écris fous le dividende , ce qui me donne
20a*=-12a’h —2a’b* dont je fais la réduce
tion avec les termes du dividende , & j'ai
pour refte & pour nouveau dividende =
25a*b—10a*c+1§a’b*—6a*be- sab +-2ab’c.

Je continue la divifion en prenanc - 25a%h
pour dividends, & je trouve pour quotient
~— sab ; j’écris ce quotient ; je multiplie, par
cette méme quanticé, les trois termes du
divifeur ; & changeant les fignes & mefure
que je les trouve, j*écris les prodaits fous
mon nouveau dividende; j'ai ~ 250*h ~154°5*
~+ gab’, dont faifant la rédu&tion avec les
termes de ce méme nouveau dividende , j'ai
pour refle & pour troifieme dividende
~— toa’c — 6a*/c + 2al’c,

Je paffe 3 une troifiemé divifion en pre-
nant — 1oa’c pour dividende : je trouve
~F2ac pour quotient; je fais la multiplica-
tion, le changement de fignes, & la réduc-
tion, comme ci-devant, & il ne me refte rien;
ainli le quotient eft 4a* — §ab —4-2ac,

3 8. Il arrive fouvenc gu’une quantité

Cij
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réfuleante de plufieurs opérations différentes;
peut étre mife fous la forme ‘d'un produit
ou réfulcat de multiplieation : lorfque cela
arrive , il eft trés-fouvent utile de lui donner
cette forme, en indiquant la multiplication
entre fes facteurs. Quoique 12 méthode gé-
nérale pour découvrir ces falteurs dépende
de connoiffances que nous ne donnerons
que par la fuite, néanmoins nous obferve=
sons que lorfqu’on s'eft un peu familiarifé
avec }a multiplication & la divifion, on les
appercoit , dans beaucoup de cas , avec fa-
cilicé. Par. exemple:, fi on avoit a ajouter
sab—3bc—a’,avee 3ah—+3bc—2a’, on au=
Yot 8 ab — a’ qui , 2 caufe de la letrre a qui
eft fareur commundes deux termes gab & a’y
peut étre confidéré comme étant venu de
1a mulciplication de 8h—a par a, & peut
&tre repréfenté par (80 —a)x a. 11 eft utile

de exercer a ces fortes de décompoﬁcions.

De la maniere de trouver le plus grand commun
divifeur de deux quantités littérales.

39. La méthodc pour trouver le plus grand commun divi=
feur de deux quantités littérales, eft analogue 4 celle que nous
avons donnée pour les nombres (Arith. 95 ). [l faut , apres
avoir ordonné les deux gnantités par rapport i une méme let-
tre , diviler celle ou cette lettre a le plus grand expofant , par
14 feconde , & continuer la divifion jufgu’i ce que cst expolant
y foit devenu mdindre que dans la (econde , ou tout 2u plus
¢égal, On divife enfuite la econde , par le refte de cette divis
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Algébre , page 36.
y 4 e e S _.._._:.411“._
Exemples de la Mulriplication.
as4-b a- b a1 ab 4 b
(I--—i __d—f—/’___ A~ b
ad* +—ab at == ap @ 424 h o abt
-—ab + p2 -_f:ﬁ._u’:_:—_'fl = drb 41 ab b
a* e b2 @t == 1ab - p* = a - 3atb-3abiebi
@30 bz al 4B S —p4 b 4 5 ab — 3 b
s i L7 e s ol ¢ el 4a* —s a b 4 2 b
a’' ~3at b 5‘!’7'1 ) b3 20 @' — 16 ath der0aidt — 12 a7 b7
| oe=tath —guthtesg ,ipi — 3@ bt — 15 4t b Jagaih — 25a b 415 abt
| A 3a'b*+ ga3ply 9a bt 4+ 3ap' o 1o @AY = Butbi 410 abt — ¢ b’
— i b gt B a bY — ps . ¥ e —
I = @V —3a k5 a4~} g 202’ — 4184 b 4=50a b — 45 @' B3 15 abt g4
" a‘--sd'é‘—,—_),u‘b*-—b‘
Exemp[es de Divifion.
a—23 (a—}
—_— 1
—a - ath a4 ab-+ b 8at — 2 a'b—13a28 — 3ab? faasab+4 b
o “+a'b—b3 -:__S_;i—.«—‘m‘ziﬁ e “‘lb._______ 11:1‘—-—336
i —a' b~ ab? —Ladlb—15at b — 3 gb}
PSS T +11ab15at b+ 3 abt
—ab 4 b2 Q
i =3
at 42 aabb + bt — ¢4 € aq 4 BB -+ ¢ at — ps ad - i
—at — aabb - auacc aa 4+ bb = ¢¢ =~ af —athi at —
-+ aabb —arcc4 bY — b — alhi — B
— aabb b+ — blec o+ al B3 4 4
—— e e e —
— auce — bboe — ¢4 o
=+ adce + bbee 4 ¢4
A i
200 — 41 ath + 50 @’ b — 45 a2 B 25 g% — g 1 St —4a'b+gsab =g p
= 20ud’ 4+ 162 b —20a3b* 4 12a B ~ :
’ __ =i98 i A W 44°=—5ab =3 b
—5atb+30a B — 338 B 4 1dabt — g b ;
-+ 25 a b:jo ai i-‘_—t_z; a* b’ — 15 ab
“+ 1oal b — 8::‘-;‘:’-#10::54—65! B
—10ad b’ o+ 8 @ h3'— 10 @bt =~ B i i
2 _,.:- ;
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flon, & avee les mémes conditions. On divife aprés ecla, le
premier refte par le fecond , & 1'on continue de’ divifer le
refte précédent par le nouveau , julfu’a ce qu'on foit“arrivé 3
une divifion ‘exaée : alors le dernier divifeur qu’on aura ems
ployé, eft le plus grand commun divifeur cherché. f.2 démbn=
itration ‘eft fondée fur les memes principes que celle ‘que nous
ayons donnée en Arithmétique , page 92. 37 9

Avant de mettre cette regle en pratique , nous ferons une
obfervation qui peut en faciliter Pufage ; cetre obfervation eft
qu’on ne change rien au plus grand commun divifeurde deuk
quantités , lorfqu’on muldplie ou lorfju’on divife Tune des
deux par une quantité qui n’eft point divifeur de l'autre, & qui
n’a aucuri commun divifeur avec cette autre, Parexempleasd &
a¢ ont pour commun divifeur e, fi je multiplie @ 5 par d, il
deviendra abd quin’a,avec ac, d'autre commuw divifeur
que'a, c'eft a-dire, le méme qui éroit entre ab & ac.

Il n’en feroit pas de méme , fi je multipliois @ & parun nom-
bre qui fiit divileur de a¢, ou qui eir un faleur commun
avec ac; por exemple , fi je mulupliois a par ¢, il devien=
droit a b¢, donr | divifeur commun avec ac eft a < lui méme.
Pareillement , fi je muitipliois @ 4 par ¢ 4 qui a un faétenr com-
mun avec a¢, j aurois e ¢4 dont le divifeur commun avec a'¢
et ac.

40. Concluons de-la 12 que fi en cherchant le'plus grand
commun divifeur de deux quantités, on s'appergoit dans le
cours des divifions que Pon fera fucceflivement, que I= divi-
dende ou le divifeur ait un falteur ou un divifeur qui ne*foit
point faGeur de 'autre;, on pourra fupprimer ce fulteur.

2°. Qu'on pourra muldplier une des deux quancités, par
tel nombre qu’on voudra , pourvu que ce nombre ne foit point
divileur de l'autre quantité, & n'ait aucun faGteur commup
avec elle. '

Appliquons maintenant la regle , & les remarques que nous
venons de faire.

Suppofons quon demande le plus grand commun divifeur
de au—3ab+4-2bb & aa—ab—1bb. Je diyife la premiere par
Y feconde: i'ai 1 pour quotient , & — 2ab —+ 445 pour refe. Je
vais donc divifer ag — ah— 254, par le refte —2ab ~-4bb ;
mais comme celui - ci a pour faGeur :4 qui n'eft point f‘aéeur
du nouveau dividende, je fupprime ce faGteur 24, & je me con-
tente de chercher le commun divifeur de aa ~ab—25) & —g
w16, C'¢lt-a-dire ; de diviler aa—ab=—2bb par—a 255 la

C iij
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divilion (e fait exaétement. J’en conclus que — a2 b eft le
plus grand commun divileur des deux quantités propofées.

. Propolons-nons pour fecond exemple , de trouver le plus
grand.-commun- divifeur des deux quantiés sa’— 18.a*b
s-11 ab? — 683 & 70 — 23ab ~+6b%. 1] faudroit donc divifer
1a premiere de ces deux quantités, par la feconde; mais comme
s ne peut étre divi(¢ exaGement par 7, je multiplierai la pre~
miere par 7, qui n’étant point facteur de tous les termes de la
feconde ; ne peut rien changer au commun divifeur. J’aurai donc
3sai—=126ab+77al*—42b3 A diviler par ya2—23al-+60%
En faifant la divifion ; j’aurai sa pour quotient , & pour refte
e—110*~-47ab*—4203. Comme V'expolant de a dans celui-ci
eft encore égal d celuide adans le divileur, je puis continuer la
divifion ; mais j’obferve , qu'il faudra encore:, par la méme rai-
fon que ci-deflus, multiplier par 73 dailleurs je remarque que
je puis Gter b dans tous les termes de - 1127 - 474} * - 4253,
parce qu'il n'eft point falteur commun de tous les termes du
divifeur 7a@*—2 ,ab+65%; j’aurai donc, d’aprés ces obferva-
tions, - 774> +329ab~294b* & divifer par ya* - 23ab + 65%;
faifant la divifion, jai—11 pour quotient, & 76ak-2285° pour
refte. Je vais donc diviler 72— 2 3ab 4612 qui m’a fervi de
divifeur julqu’ici, par le refle 76 ab —228*, ou plutét par
76a—228b. Pour que la divifion piit (e faire, il faudroit mul-
tiplier la premiere de ces deux quantités par 76 3 mais avant de
faire cette multiplication , il faut favoir fi 76 n’eft pas faQeur
de toute la quantité 76 @—2280, ou s’il na pas quelqu’un de
fesefalteurs qui en foit fa&eur commun. Or je remarque que
76 eft 1 fois dans 2287 ; & commeil n'eft pas faGeur de 7a* =
22 ab =642, je fupprime dans le divifeur 762 — 2280, le
fateur 76 , & j'ai 7 a* — 23 @b+ ¢:b* i divifer par a — 3 b
feulement ; la divifion faite , il ne refte rien; d’ol je conclus
que le commun divileur des deux quantités propofées, eft a~34.

Des Fraiions littérales.

4 1. Les fra&tions littérales fe calculent
fuiyant les mémes regles que les fra&ions
numériques , mais en appliquant en méme
temps les regles que nous avons données
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€i-deflus concernant I'addition, la fouftra~
¢tion , la multiplication & la divifion. Com-
me cette application eft facile, nous la
ferons trés-fommairement.

4 2. La fra&tion -g peut €Etre transformée,

(A

a aqda
fans changer de valeur, en -~ , ou™;, ou
2 ﬂ!,}
aa-+ab

be
i & ainfi de fuite,

“n effet , ces dernieres ne font autre chofe
ue la premiere dont-on a multiplié les deux
q P _ I
termes , par ¢ dans le premier cas , par ¢ dans
le fecond , & par a+- b dans le troifieme ,
ce qui (Arith. 88" n'en change pas la valeur.
. aac
43. La fraltion — eft la méme chofe
gt gl 6at—+ 3 ah £
que -3 la fra&tion el eft la méme que
~+ b . . .
227", Cela eft évident ( Arith. 89) , en di-

4d 43¢

vifant les deux termes de la premiere, par ac,
& les deux termes de la troifieme, par 34
Au refte cette rédution des frattions a leur
plus fimple expreffion eft comprife dans ce
qui a été dit (33).

44. La regle générale & la plus siire pour réduire une frac-
tion quelconque i fes moindres termes , eft de divifer les deux
termes par leur plus grand commun divifeur que I'on trouve
par ce qui a été dit (39 & 40). _

4 5 . Pour réduire a une feule fra&ion une
quantité compofée d’un entier & d’une frac=
tion, il fautr, comme en Arithmétique , mul-

Civ
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plier entier par le dénominateur de la frac=
; L [ 3 eI R B A

tion qui 'accompagne. Par exemple, a <+ —,

, ac+bd ~

peut étre changé en ——. De méme,
cd-ab . yab-ad4cd-ab

Hod ,fe lédﬂlt d_—’f:—T— ,en ITIU!‘

tipliant Pentier a par le dénominateur & — d.

Lorfqu’a la fuite de ces opérations , il fe
trouve des termes femblables, il ne faut pas
oublier de les réduire ; ainfi dans le dernier

: d-ab
exemple , la quantit€ a+- 67;-? a été chan-

b-ad-cd-ab . . =ad4cd
gée en —————— qui fe réduit e

b—d d

c ff-'-(l a
ou ' — - en effacant les deux termes ab &
— ab'qui fe détruifent.

4 6. Pour tirer les entiers qu’une fraction
litrérale peut renfermer, cela fe réduit comme
en Arithmétique, a divifer le numérateur,
par le dénominateur, autant qu’il eft poffible,

& en fuivant les regles données ci-deffus
i ] 3 b+ ac+¢cd
pour-la divifion; ainfi la quantité = .

peut étre réduite & 35 —+c - ‘f; pareille=
a*+sab44bbtcc
{I;;L &
aa-+25+ a—i%;, en faifant la divifion par
a-+2b
47. Pour réduire plufieurs fraltions liteé-
rales , au méme dénominateur, la regle eft la

ment la quantité y {e réduit
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méme qu’en Arithmétique: ainfi pour réduire

a un méme dénominateur , les trois fraltions

bi,%,}e—., je multiplie les deux termes a & b

de la premiere, par dfqui eft le produit des
dénominateurs des deux autres @ttions y &

... adf .
7ai ;’—‘f—f: Je multiplie de méme les deux ter-
Lt

mes ¢ & d de la feconde , par 4 f produit des
deux autres dénominateurs , & jai jf—gf, enfin
je mulciplie les deux termes e & fde la der~

niere , par bd produit des dénominateurs des:

i wde
deux autres, & j’ai ST
fraltions , réduites au méme dénominateur,
adf bef bde
bdf> bdf? bdf

On fe conduiroit de la méme maniere, fi
les numérateurs ou les dénominateurs, ou

tous les dgux éroient complexes, mais en

enforte que les trois

deviennent

obfervant les regles de la multiplication des’

nombres complexes. Ceft ainfi qu’on trou-

i b4 a-ic
vera que les deux frations — & <20 ré-
a—g—ﬂ) a-b?

duites au méme dénominateur , deviennent
ab—+ac-bb-be aa-2ac4=ab-2bc
i ey ol Lt poe
pliant les deux termes de la premiere par
a—b, & les deux termes de la feconde
par a—+b.

5 €D multi-
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4 8. Quand les dénominateurs ont un di<
vifeur ou factesr commun , on peut réduire
les fra&tions a un méme dénommaceur , plus
fimplement que par la regle générale : par

exemple , il 'avois les deux fractions ;- ,;;,
je vois que les deux dénominateurs feroient
les mémes fi f¢roic facteur du premier , & ¢
fa&eur du fecond ; je multiplie donc les deu,«
termes de la prcmiere fration par f, & les

deux termes de la feconde , par ¢ ; ce qui me

donne ff&b fplus fimples que ; “;& f;;j,‘
que jaurois eues en fuivanc la regle générale,
7 g

v 4
Si javois les trois f:a&lons — ,”,‘g, je

vois que i fg ¢roit falteur du dénominateur
de la premiere; cg, de celui de la feconde ;
& bf, de celui de la troifieme, les trois fra-
&ions auroient le méme dénominateur; je
mulcipiie donc les deux termes de Ja pre-
micre, par fg; les deux termes de la feconde,
parcg; & les deux termes de la troifieme,
par b f; & jai R LS

befgdbefg?icss
On peut appliquer cela aux nombres, en
les décompo‘ant en -leurs fageurs. Par
exemple -5 & % font la méme chofe que
= & ;e mulnphe donc les deux ter-
4X3 " 4X%4
mes de la premiere par 4, & les deux termes
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de la feconde par 3, & jai 22 & =

4 9. A I’égard de I'addition & de la fouf-
trattion , lorfqu'on a réduic les fractions au
méme dénominateur , il ne s’agit plus que de

fuire 'addition ou la fouftra&tion des numéra-
: . b+4c a-sc
teurs. Ainfi, 1:s deux frations — & —-
a+b :’I-_b »
réduites au méme dénominateur, ont donné
. ab+ac—bb—be , aa-z2ac+ab-2bc,
ci-deflus T e g s
fi donc on veut ajouter, onaura . . . ...
ab—+tac-bb-be+aa-2ac+ab-2b¢
aa—bb
2ab—ac—bb—3bc+4aa
aa—=bb "

qui fe réduit &

. Au contraire , {i 'on

veut retrancher la feconde de la premiere ,

abs4ac—bb—bec—aa+z2ac—ab42be

Oon aura

aa—bb
. . Y —I"é’—'—l‘ —_—
qui fe réduit a e d Sy
. aa—bb

5 0. Remarquons , en paffant , que pour
retrancher la feconde frattion, nous avons
changé les fignes du numérateur feulement :
fi 'on changeoit les fignes du numérateur &
du dénominateur en méme-temps, on ne
changeroit point la frattion, & par confé-
quent , au lieu de la retrancher, on I'ajoute-

roit; en effet —% eft la méme chofe que :-‘;
felon Ia regle qui a écé donnéde (36).
5 I.Pour multiplier —:—, par %; on écrira

ac

bd
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en multipliant: numérateur par numérateat
& dénominateur par dénominateur , confor-
mément aux regles de [Arnllmcuque, de
méme £ ax + b donnera  ab.

. 13 . a T % i
Sil'on avoit - a multiplier par¢ , on pour

. ’ c .
roit confidérer ¢, comme €tant —, ce qul ra-
mene cette multiplication au cas précédent,

ac . . .

& donne - ; mais on voit que cela fe réduit
a muldiplier le numérateur par entier ¢;nous
prendrons donc pour regle dorénavant , cel-
le-ci , pour multiplier une fradion par un en-
tier , ou un-entwer par une fraction , il faut
multiplier le numérateur par Lentier , & con-
Jerver le méme dénominateur.

Si le numérateur & le dénominateus
étoient complexes, ou leur appliqueroit la
regle de la multiplication des nombres com-
plexes.

. a a [ - 3 .
5 2. Pour divifer 5, par —; Popération

‘ o N S8 d
(Arith. 109) fe réduit a mulnpher 22 par —
ce qui §' hxccute par la regle prgccdente &c

a-+b c—a—d
donm Et pour divifer SR Par —
a—+b oy
celafe rcdmt a mulnpher : p'u‘ ce
c d d’

(a+0b)(a—10) .(d+ b a—f’/
(c+4d) (¢4=d) e *‘:L‘,"f—‘f’!J"

ou 4

qui donne
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en faifane la multiplication indiquée dans le

aa—bb
numérateur , i

. a - -
Enfin, fi Pon avoit 4 & divifer par ¢,

. c
on pourroit confidérer ¢ , comme érant —,
ce qui rameneroit au €as précédent , & ré-

. i b g a i | .
duiroit 3 multiplier  par - ce qui donne
DA LWL [ . fize
5~ ; d’oi T'on voit que pour divifer une fra=
&ion par un entier, il faut multiplier le dénomis
nateur par Uentier, & conferver le numérateura

Des Egaariorzs.

§ 3. Pour marquer que deux quantités
font égales, on les fépare I'une de l'autre

par ce figne =, qui fe prononce par le mot -

ézale 4 ou par les mots eft égal d; ainli cette
expreflion a =5, fe prononceroit en difant
a égale b, ou a cft égala b.

L’affemblage de deux.ou de plufieurs
quantités {éparées ainfi par le ﬁine = iefk
ce qu'on appelle une Equation. La toralité
des quantités qui font a la gauche du figne==,
forme ce qu'on appelle le premier membre
de I'équation ; & la totalité de celles qui font
3 la droite de ce méme figne , forme le fecond
membre. Dans 'équation 4x — 3 =2x 47,
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4% —3 forme le premier membre , & 2x-7
forme le fecond. Les équations font d’un
trés-grand ufage pour la réfolution des quef-
tions qu’on peut propofer fur les quan ités.
Toute queftion qui peut écre rélalue par
P’Algebre , renferme toujours dans fon énon-
cé, foit explicitement , foit implicitement ,un
cectain nombre de conditions qui font au-
tant de moyens de faifir les rapports des
quantités inconnues , aux quancités connues
dont celles-1a dépendent. Ces rapports peu=
vent toujours, ainfi qu'on le verra par la
{uite , Ecre exprimés par des équations dans
lefquelies les quantités inconnues &  les
quantités connues fe trouvent combinées
les unes avec les autres, & cela d’une
maniere plus ou moins compofée , fclon
"que la queftion eft plus ou.moins difficile.
Ainfi pour réfoudre, par Algebre, les
queftions qu'on peut propofer fur les quan-
tités , il faut trois chofes.
1°, Saifir dans I’énoncé ou dans la nature
de la queftion, les rapports qu'il y a entre
les quantités connues & les quantités in~
connues. C’eft une faculté que Iefprit ac-
quiert, comme beaucoup d’autres, par I'u-
fage ; mais il o'y a point de regles générales
a donner la-deflus.
2°. Exprimer chacun de ces rapports , par
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une équation. Cette condition peut étre ré-
duite a une feule regle, que nous expofe-
rons par la fuite 5 mais I'application en eft
plus ou moins facile felon la nature des
queftions , la capacité & l'exercice que peuc
avoir celui qui entreprend de réfoudre.

3°. Réfoudre cette équation, ou ces équa-
tions , c’eft-a-dire , en déduire la valeur des
quantités inconnues. Ce dernier point eft fuf-
ceptible d'un nombre déterminé de regles :
c’eft par lui que nous allons commencer.

Comme les queftions qu'on peut avoir 4
réfoudre , peuvent conduire a des équations
plus ou moins compofées , on a partagé
celles-ci en plufievrs clafles ou dégrés que
Pon diftingue par I'expofant de la quantité
ou des quantités inconnues qui s’y trouvent:
nous ferons connoitre ces équations 3 me-
fure que nous avancerons : celles dont nous
allons nous occuper d’abord , font les égua-
tions du premier degré. On nomme ainfi les

€quations dans lefquelles les inconnues ne

fonc multipliées ni par elles-mémes, ni

entr’elles.

Des Equations du premier degré, dune
Jfeule inconnue

5' 4. Réfoudre une équation, ceft la ré-

A\

duire 2 une aurre 5 dans laquelle 'inconnue 5
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ou la lettre qui la repréfente , fe trouve feule
dans un membre , & otil n’y ait plus que des
quantités connues dans 'autre membre,

Par ex-mple, fi I'on propofoit cette quef-
tion : Trouver un nombre dont le qzmdruple
ajoute d 3 donne autant que fon triple ajouté
4 12. En repréfentant ce nombre par x, fon
quadruple {eroit 4 x , lequel ajouté 2 3 faic
4x—+3; dun autre coté le triple de ce
méme nombre x eft3 x , lequel ajouté a 12
fait 3 x -+ 12 ; puis doncque 4 x~3 doit
donner autant que 3 ¥ == 12, il faut que le
nombre x foit tel que’on ait 4 x 4 3=3x—=
12 3 Ceft-1a équation qu’il s'agit de réfou=
dre , pour trouver le nombre demandé.

Or il eft évident que puifque les deux
quantités {éparces par le figne =, font ¢ga~
les, elles le feront encore , {i ’on retranche
de chacune 3 x, ce qui réduit I'équation a
x ~-3 = 12 ;enfin ces deux-ci feront en-
core égales i de chacune on retranche le
méme nombre 3, ce qui donne x=9,
& réfout la queftion ; car il eft ¢vident que
x eft connu , puifqu’il eft gal a une quantité
connue 9.

. L’objet que nous nous propofons ici , eft
de donner des regles pour ramener Féqua-
tion, dans tous les cas, a avoir ainfi I'in-

connue feule dans un membre, & n avoir
que
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tjue des quantités connues dans Pautre’ mems-
ine}PoLrunequeﬁﬂnlauﬂiﬁnrdequece”e
gue nous venons de prendre pour exemple ,
Y'ufage des équations feroit fans doute fuper-
flu 3 mais toutes les queftions ne {font pas de

“«cete facilicé; & il ne s’agit encore quede faire
entendre comment la queftion eft réfolue,
-Jorfque {'inconnue eft feule dans un membre,
& quil n'y a plus que des quantités connues
dans lautre.

Les regles pour réfoudre les équations
dont il s "agit 1c1, c’eft-a-dire , pour les ré-
duire 2 avoir 'inconnue feule dans un mem-
bre, fe réduifent a trois, qui font relatives
aux trois différentes manieres dont 'inconnue
peut fe trouver mélée ou engagée avec des
quantités connues.

Dorénavant nous repréfenterons les quan-
tités inconnues, par quelques-unes des der=
nierés leetres x ; y, 7 de PAlphabet , pour les
diftinguer des quancités connues que nous
repréfenterons , ou par des nombres, ou par,
les premieres letcres de I’ Alphabet,

9 5. L’inconnue peut fe trouver mélée
avec des quantités connues, en trois manie-=
xes ; 1° par addition ou fouftraltion ; comme
dans 'équation & —- 3=¢ — x. 2°. Par addi-
tion , fouftrattion & multiplication, comme
dans I'équation 40¢ — 6 == 2x -+ 16, 3°, Enfin

ALGEBRE, D
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par addition , fouftra&tion ; multiplication &
divifion , comme dans I'équation § x — 4
= Zoc =+ 175 ou par ces deux dernieres
opéracions feulement, ou par la derniere
feulement.

Voici les regles qu’il faut fuivre pour
dégager linconnue dans ces. différents cas.

§ 6. Pour faire pajfer un terme quelconque
d’une équation , d un membre de cette équation
dans Uautre; il faut effacer ce terme , & écrire
dans ["autre membre avec un figne contraire a
celui qu'il a dans le membre ou il ¢ft. Sur quoi
il faut fe rappeller qu’un terme qui n’a pas
de figne, eft cenfé avoir le figne <4-.

Par exemple , dans I'équation g -4 3 ==
3x-+12 4 {i je veux faire paffer le terme—3
dans le fecond membre , yécris 4 == 3% <
12==3°, ou l'on voit que le terme 3 n'eft
plus dans le premier membie ; mais il eft dans
le fecond avec lé figne —, contraire au
figne <+ qu’il avoit dans le premier.

Cette équation réduite , revient a 4x==32
~+¢; {i ’'on veut maintenant faire pafler le
terme 3x, dans le premier membre, on
écrira 4x — 3x==¢ , qui, en réduifant,
devient x=y.

Pareillement, fi dans I'équation gx—7
==21—4X, je veux faire paffer le terme
— 7 dans le fecond membre ; j’écrirai gx =
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Bis= g =7, qui fe réduit 3 yx=28 —4x;
fi je veux enfuite faire paffer 4x , y'écrirai
§¥=4x = 28, ou, en réduifant , gx =28,
Nous verrons dans quelques moments ,
comment s’acheve la réfolution de cette
équation.

La raifon de cette regle eft bien facile &
faifir. Puifque les quantités qui compofent
le premier membte font , enfemble, épales
a la totalité de celles qui compofent le fe-
cond, il eft évident quon ne trouble point
cette égalité, fi ayant ajouté ou 6¢é 4 Pun
des membres un terme quelconque, on ajou~
te, -ou l'on ote a Fautre,, ce méme terme ;
ory lorfqu'on efface un terme quia le figne
=, c'eft diminuer le membre ot il fe trouve &
il faur donc diminuer Vautre de pareille
quantité ; ceft-a-dite, y écriré ce terme
avec le figne —. Au contraire , lorfqu’on
efface un terme qui'a le figne == il eft évi-
dent qu’on augmente le membré o il fe
trouve, il faut donc augmenter Paucre , de
pareille quantité, ceft-a-dire, y écrire ce
terme avec le figne —+,

§7.On voit donc que par-eette regle
on peut faire pafler a la fois, datis un méme
membre , tous les termes affe@tés de I'incon-
nue, & toutes les quantités connues dans
Yautre, On choifira d’abord dans quel meme

DJ.}
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bre on yeut avoir les termes affe&és de I'in?
connue ; cela eft indifférent : je fuppofe que
ce foit dans le premier. On écrira de nou-
veau I’équation , en obfervant de conferver
aux termes affe@és de linconnue, & qui
éroient dans le premier membre , les fignes
qu’ils avoient ; on €crira, a-la fuite de ceux-
13, les termes affe&tés de Vinconnue, qui
fe trouvent dans l'autre membre, mais en
obfervant de changer leur figne. A la fuite
de tous ces termes, on écrira le figne=, &
Pon formera le fecond membre , en écri-
vant les quantités connues qui compofoient
d’abord le fecond membre, en les écrivant,
dis - je , avec les mémes fignes quelles
avoient , & enfuite les quantités connues
qui éroient dans le premier membre , mais
en leur donnant des f{ignes contraires a ceux
quelles avoient. Cleft ainfi que I'équation
7x— 8 == 14 —4x devient 7x —+ 4x = 14
—+8 ,0u 11x==22. Pareillement I’équation
ax = bc — ¢x = ac — bx , devient ax —cx
— bx=ac — bc.

5 8. Il peut arriver, par cette tranfpofi-
tion , que ce qui refte des x , apres la réduc-
tion, fe trouve avoir le figne —; par exem-
ple, fi 'on avoit 35 — 8 == 4x —12, en pal-
fant tous les x dans le premier membre, on
Auroit 3x —~— 4% ==—12 =8, qui fe réduita
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Ra¥==—4; alors il n’y a qu’ changer les
fignes de I'un & de Pautre membre, ce qui,
dans le cas préfent , donne —- x = i 4, ou
x==4. En effee, on éroit également maitra
de tranfpofer les x dans le fecond membre ,
ce qui auroit donné — 8 —-12 ==4x — 3,
qui fe réduic 3 4 =2, qui eft la méme chofe
que x == 4.,

5 9.0n peut fouvent abréger la réduc-
 tion de Iéquation , lorfqu’elle eft numérique,
ou lorfque étane liteérale, elle renferme des
quantités femblables, Si ces quantités onc
le méme figne dans différents membres ,
on efface Pune, & on diminue Pautre de
pareille quantité ; au contraire on les ajoute ,
lorfqu’elles ont différents fignes. Par exem.
ple , dans Péquation 64— 4q + 2 — sa
=+ 3x, yefface 2x dans le premier mem-
bre, & jécris feulement x dans le fecond ;
yefface sa dans le fecond , & jaugmente 4z
de 5a, ce qui me donne tout de fuite 65
9a = x. On voit donc que s'il fe trouvoit da
part & dautre, des termes parfaitemene
€gaux & de méme figne, on pourroit les
fupprimer tout de fuite ; c’eft ainfi que I'équas
tion §a—2b=yga+x, fe réduit tour de
fuite 3 26 = x.

60. Lorfqu’on a paffé dans un membre ;
tous les termes affe@és de Pinconnue, &

D ijj
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toutes les quantités connues dans 'autre mems
bre; s'il n’y a point de fra&ions dans I’équa-
tion, il ne s’agit plus que d'exécuter la regle
fuivante , pour avoir la valeur de I'inconnue.
Ecrivez Linconnue feule dans un membre ;&
donnex pour divifeur au fecond membre, la quart:
tité quu multiplioit I'inconnue dans le premier.

Par exemple , dans I'équation 70 —8 =
14— 4x que nous avons traitée ci-deflus,
nous avons eu, par la tranfpofition & la ré-
duétion, 11 == 22 ; pour avoir x, je n’ai
autre chofe a faire qu'a écrire x =3+, quife
réduit 3 = 2 ; C’eft-a-dire , écrire x feul dans
le premier membre, & faire fervir fon mulei-
plicateur 11, de divifeur au fecond membre
22. En effet, lorfqu’au lieu de 114, jécris
feulement x , je n’écris que la onzieme partie
du premier membre ; il faut donc, pour con-
ferver I'égalité , n’écrire que la onzieme partie
du fecond membre , c’eft-3-dire , divifer le
fecond membre par 11,

Pareillement , fi 'on propofoit 'équation
12— 1§==4x - 2§ ; apres avoir paflé (56)
tous lesx d’un coté, & les quantités connues,y
de lautre, on aura 120—4x ==25 =17,
ou , en réduifant, 8¢ == 40 ; maintenant pour
avoir x, ;’écris x = 22, qui fe réduit 3 x=g.
Car, lorfqw’au lieu de 8x j'écris x feulement,
jo wécris que la huitieme partie du premiex
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membre ; je dois donc , pour maintenir 'éga-
lité , n’écrire que la huitieme partie du fecond
membre , c’eft-a-dire, n'écrire que %2

Si les quantltés connues qui multiplient x,
au lieu d’étre des nombres, étoient repré-
fentées par des lectres, la regle ne feroit pas
différente pour cela : ainfi dans P'équarion

ax = bc, il n’y a autre chofe a faire, pour

. . :
avoir x, que d’écrire x = —.
; a

Si apres la tranfpofition faite, il y a plu-
fieurs termes affe@és de 'inconnue, la regle
eft encore la méme ; ainfi, dans I'équation ax
—+ bc — cx =ac— bx , qQug nous avons eue
ci-deffus, on a, apresla tranfpoficion, ax—cx

wbx = ac— bc; pour avoir x, il ne sagit

—be,

plus que d’écrire x = é——b

écrire x feul dansun membre,, & donner pout
divifeur au fecond, la quantité qui multiplioit
x dans le premier, laquelle eft icia — ¢+ 4,

puifque la quantité ax—cax—+dx eft x multi-
pliéparla totalité des trois quantités a—c-+4,

; Ceft-a-dire ,

6 1. On voit donc que lorfqu’apres la
tranfpofition, il y a pluheurs termes affeétés
de x , on doit, pour avoir la valeur de x,
divifer le fecond membre par la totalité des
quantités qui affe&tent x dans le premier, en
prenant ces quantités avec leurs fignes tels

Div
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quils font. Par exemple, dans I'équatiorf
ax ==be — 22, on a, par la tranfpoficion 5
ax —-2x==bc; & en appliquant la regle

a&uelle ou la divifion, on aura x == ﬁ De

méme , 'équation x — ab = bc—ax, donne
par la tranfpofition x—+-ax = be—ab , & par
¢4ab

conféquent x == b—l—:—ﬂ—;car il ne faut pas
oublier ici (5) que le multiplicateur de x
dans le premier terme de x + ax, eft 1; en
Yorte que dans x —+-ax, x eft multiplié pax
1-+a; en effer, dans x -+ ax, x fe trouve
a fois de plus que dans ax.

6 2. Silfe tfouvoit quelque quantité qui
far falteur commun de tous les termes de
’équation , ‘on pourroit {implifier , en divi-
{ant tous les termes par ce fafteur commun :
par exemple , dans équation 15bb = 27ab
- 60, je diviferois par 34 qui eft falteur
commun de tous les termes ; & j'aurois 5é
== ga -+ 2ty qui, par la tranfpofition , de=

vient §6—9a==2x, & enfin par la divifion
sb—sa sb—oa
= X 00 x== ——\

donne —

6 3. Les regles que nous venons de don-
ner, ont toujours lieu , lors méme que les
différents termes de I’équation ont des déno-
minateurs, pourvu que ces dénominateurs
ne contiennent pas ljinconnue 3 mais commg
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Papplicationde ces regles eft plus facile pour
les Commencants, lorfqu’il n’y a pas de frac-
tions dans I’équation , nous'allons ajouter ici
une regle pour faire difparoitre les déno=
minaceurs.

6 4. Pour changer une équation dans
laquelle il y a des dénominateurs, en une
autre dans laquelle il n’y en ait plus, 2/ faur
multiplier chaque terme qui n’a pas de dénomi-
nareur, par le produit de tous les dénominateurss
& mulnplier le numérateur de chaque fraction ,

ar le produit des dénominateurs des autres
Sfractions feulement.

- . - X
Par exemple , fi y’avois I'équation ’—'3— -+ 4
= % ~+ 12 —2%; je multiplierois le num¢é-

. % .
rateur 2x de la fraltion < » Par 35, produit

des deux dénominateurs s & 7, ce qui me
donneroit 70x. Je multiplierois le terme 4,
qui na point de dénominateur, par 105,
produit des trois dénominateurs 3, §, 7, ce
qui me donneroit 420. Je multiplierois la

numérateur 4x de la fraftion *~ , par 21
B 4

produit des deux dénominateurs 3 & 7, &
jaurois 84x. Je multiplierois}12 , qui n’a pas
de dénominateur, par le produic 105 des
trois dénominateurs , & j'aurois 1260. Enfin
je multiplierois le numérateur s de la frac-
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tion 7—;
nominateurs , ce qui me donne 75x ; enforte
que Péquation propofée, eft changée en
celle-ci 70x == 420 = 84x = 1260 — 75X,
dans laquelle, pour avoir x, il ne s’agit plus
que d’appliquer les deux regles précédentes.
Par la premiere (56) on changera cette ¢qua-
tion en 70x — 84.x - 75% == 1260 —4203
ou, en réduifanc, 6:x=840; & par la

8 : :
feconde (60), x = g, qui en faifant la

, par 15, produit des deux auttes dé-

divifion, fe réduit a x=13 :—:.

La raifon de cette regle eft facile 2 apper=
cevoir, fi I'on fe rappelle ce qui a écé dit
(Arith. 91 ) pour réduire plufieurs fraltions
au méme dénominateur. En effet, fi dans

3 - ye X i 4x 5
Péquation propofée —~ 4= — +12—"7,

on vouloit réduire au méme dénominateur ,

. . 2% x X . . .
les trois fraétions ?,'—2 ,57, il faudroit mul+

tiplier leurs numérateurs par les mémes
nombres par lefquels notre regle attuclle
prefcrit de les muleiplier, & donner 3 ces
nouveaux numérateurs, pour dénominateur
commun, le produit de tous les dénomina-
teurs ; enforte que I'équation propofée feroit

70% 842
chan-gée en cette autre [ 4= = - 12
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Sl qui eft la méme dans le fonds , puif=

que (. Arith. 88) les nouvelles fraltions font
les mémes que les premieres. Maintenant
{i nous voulons aufli réduire les entiers en
fraGtion , il faut ( Arith. 86) multiplier ces
entiers par le dénominateur de la fration
qui les accompagne , c’eft-a-dire ,'ici par 105
qui a été formé du produit de tous les dé-

nominateurs qui fe trouvent dans I'équation;

7ox=-420 84x+1:160—75%

alors on aura = ; mais
10 10

il eft évident qu’on peut , fans troubler I'éga-
1ité , fupprimer de parc & d’autre le dénomi-
nateur commun, puifque fi ces deux quantités
font égales étant divifées par un méme nom-
bre, elles doivent I'étre auffi fans cette divi-
fion ; on a donc alors 70x -+ 420 = 84x
- 1260 — 75x , comme ci-deffus.

6 5. Si les différents termes qui compo-
fent Péquation, font tous des quantités lic-
térales, la regle ne fera pas, pour cela;
différente. Il faut feulement obferver les ré-
gles de la multiplication des quanticés liteéra-
les : ainfi dans 'équation - —+b="= —+ f’_i!’,

¢
je multiplie le numérateur ax par le pro-
duit ¢d des deux autres dénominateurs, ce
qui donne acdx. Je multiplie le terme -+ 4,
par le produit écd de tous les dénominateurs,
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& j'ai + b*cd. Je muliplie ¢ x parbe; &
Jaibc’x ; enfin je multiplie ab par6d, &
yai a b°d; enforte que I'équation devient
acdx—+b*cd=>0bc*x—+ab*d, laquelle,
par tranfpofition , donne acdx — bc*x = ab*d

— b*cd , & (61) par divifion x = it

acd—bc* *
6 6. Lorfque les dénominateurs font coms
plexes, on peut, pour foulager I'efprit, com-~
mencer par indiquer feulement les opéra-
tions , pour les exécuter enfuite ; ce qui eft
plus facile en les voyant ainfi indiquées ; par
exemple , {i y'avois % ~+ 45 = ?g_—&; 1é=
erirois ax X (3@ +6) 4+ 46 x(a—b) x (3a + b}
==cx x (a— &) ; alors faifant les opérations
indiquées, jaurois 3a*x —+ abx -+ 124a*5 —
8ab* — 46’ = acx — bcx ; tranfpofant, 3a%x
- abx — acx =+ bex = 46° =~ 8ab* — 12ab;
4bi4-8ab*—12a*b
3a*+ ab—ac+tbc*

& enfin, (61) en divifant x =

Application des principes précédents &
la réfolution de quelques queftions
Jimples.

6 7. Quoique nous nous foyons propofé
de ne traiter avec quelque déeail, desufages
de I'Algebre , -que dans-la feconde fe&ion ,
nous croyons néanmoins 4 propos de préparex
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4 ces ufages , en appliquant deésa préfent les
principes précédents, a quelques queftions
affez faciles. Cela nous donnera lieu d'ail-
leurs de faire quelques remarques utiles pour
la fuite. '

Les regles que nous venons de donner,
font {uffifantes pour réfoudre toute queftion
du premier degré, lorfqu’une fois elle eft
exprimée par une équation. Pour mettre une
queftion en équation, on peut faire ufage de
la regle fuivante : Repréfentey la quantizé ou
les quantités cherchées , chacune par une lettres;
& ayant examiné avec attention , Letat de la
queftion , faites ,.a l'aide des fignes algébriques ,
Jur ces quantités & fur les quantités connues
les mémes opérations & les mémes raifonnemens
que vous feriez , [i connoiffant les valeurs des
inconnies , vous vouliez les vérifier.

Cette regle eft générale, & conduira tou~
jours a trouver les équations que la queftion
peut fournir. Mais il eft bon d’en diriger
I'application par quelques exemples.

Queftion premiere : Un pere & un fils ont
cent ans d eux deux : le pere a 40 ans plus que
le fils : on demande quel eft 'dge de chacun?

‘Avec une attention médiocre , on voit
que la queftion fe réduit 3 celle-ci: Trou-
ver deux quantités qui réunies faffent 100,

& dont I'une furpafle l'autre de 40, Or il eft
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facile de voir que dés que I'une de ces quana
tités fera connue , la feconde le fera aufliy
puifque , fi la plus grande, par exemple ;
étoit connie 4 il ne s'agiroit que d'en oter
40 pour avoir la plus petite.

Je repréfente donc la plus grande par x.

Maintenant, {i connoiffant la valeur de x,
je voulois la vérifier , j'en recrancherois 40
pour aveir le plus petit nombre ; je réunirois
enfuire le plus grand & le plus petic, pour
voir ¢'il compofent 100. Imitons donc ce
procédé.

Le plus grand nombre eft...... x

Le plus petit fera doncewsevss. x—40

Ces deux nombres réunis font 2x —40
Or, par les conditions de la
queftion, ils doivent faire . . . . ¢ . . 100
Dongi 88 . a5 @X 1749 =00
Il ne s’agit plus , pour avoir x, que d’ap-
pliquer les regles donnces (56) & (60). La
remiere:donne 2x==100 400U 2X==140,
& la feconde x =142 =70 ; ayant trouve
le plus grand nombre x, yen retranche 4o
pour avoir le plus petit; & jai 30 pour ce-
fui-ci. Ainfi les deux ages demandés fong
70 & 30. :
" En réfléchiffant fur la maniere dont nous
nous fommes conduits pour réfoudre cette
queftion, on peut voir que les raifonnements
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que nous avons employés, ne font point dé-
endants des valeurs particulieres des' nom«
'Eres 100 & 40 qui entrent dans cette quef=
tion ; & que‘fi,; au lieu de ces nombres , on
ven eut propofé d’autres, il ear fallu fe con-
duire de' méme. Ainfi fi 'on propofoit la
queftion de cette maniere 'générale : Deni
nombres reuriis font une fomme connue& repré-
fentee par a; ces deux nombres différent entre
eux d un nombre connu repréfenté par b 3 'cont=
ment trouverois-je ces deusx nombres ?
‘Ayant repréfenté le plus grand par x
Le plus perit fera donc-v .. . . x—2.
Ces deux nombres réunis' font..2x — 5.
Or felon'la queftion, ils doivent compofer
le nombre a; il faut donc que 2x — b =a.
Tranfpofant, ona 2x =a -4, & divifant,
oo C
C’eft-a-dire, que pouravoirle plus grand,
il faut prendre-la moitié de @, & y ajouter
la moitié de é3.ce qui m’apprend que , lorf-
que je connoitrai la fomme a de deux nom-
bres inconnus;, & leur différence 4 , y’aurai le
plus grand de: ces deux nombres inconnus
en prenant la moitié de la fomme, & y
ajoutant Ja moitié de la différence.
Puifque le plus petit des deux nombres

2 b
et x—b, il fera donc,i—i--;-— b, ou, en

-l —]
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séduifans tout ¥ une feule fraltion (45), it

fera (i'-&:ﬁ’; c'eft-a-dire , G f—,
: b2 b 2
donc pour avoir le plus petit, il faut oter la
moitié de &, de la moitié de a); c’eft-a-dire ,
recrancher la moitié de la différence , de Ia
moitié de la fomme. "

On voit par-la , comment en repréfentant
d’une maniere générale , ’eft-a-dire, par des
lettres , les quantités connues qui entrent
dans ces queftions , on parvient a trouver des
regles générales pour la réfolution de toutes
les queftions de méme efpece. Cette regle
que nous venons de trouver, eft celle que
nous avons.donnée ( Geom. 301 )

Souventdes queftions paroiffent différentes
au premier coup d'eeil, & cependant aprcs
un léger examen , on trouve qu’elles ne dif-
ferent que par I'énoncé. Par exemgle , {i I'on
propofoit cette queftion. '

Partager un nombre connu & repréfentépara,
en deux parties y dont I'une foit moindre ou plas
grande que I'autre , ' une quantite connue & re<
préfentée par b. 1l eft facile de voir que cette
queftion revient au méme que la précédente.

Queftion feconde : Partager le nombre 720
en trois parties , dont la plus grande furpaffe la
plus perie de 80 , & dont la moyenne [urpaffe
la plus petite de 40, -

i
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Sil'on me difoic quelle eft la plus
partie; pour lavérifier, j'y ajouterois
part, ce qui me donneroir la feco
d’une autre part, ce qui don la plus
grande ; alors réuniffant ce is parties 4
il faudroic que leur fomnfPformic 720,

Nommons donc cette plus perite partie,
%, & en procédant de la méme maniere,
nous dirons :

La plus petite partic eft.... «

Donc la moyenne eft....... x40

Eclaplusgrande. . .... x-+8o

Or ces 3 parties réunies font . 3 %~ 120 R

Drailleurs la queftion exige
gwellesfaflenc ., ... .. ., . .3 720,

Il faue donc que . . . 324120 =720,

Appliquant les regles ci-deffus, on aura
3% =720 — 1200u 3x=600 , & par con-
féquent x =200 ; donc la feconde partie
eft 240 ; & la plus grande, 280 ; ces trojs
parties réunies font en effet 720.

eft encore évident, dans cet exemple ;
que quand les nombres propofés, au- liey
d'écre 720, 40 & 8o, euffent été différents s
la queftion auroit toujours pu fe réfoudre de
la méme maniere ; ainfi pour réfoudre toutes
les quettions dans lefquelles il s'agit de par-
tager un nombre connu ¢ en trois parties,
telles que l'exces de la plus grande fur la

ALGEBRE, E
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plus petite foit un nombre connu & repré-
fenté par 4, & que l'exces de la moyenne
fur la plus petite foit ¢; en raifonnant de
méme, on dira:
Repréfentans la plus petite , par x
Iamoyennefera. . ... .. x-¢
Eela plusgrande. .. o0 % T x9-b
Ces trois parts réunies font. . 3x~b-4-¢
Or elles doivent faire. . . « @
}l fautcdonc que 3x +b4+c=a
Donc tranfpofant, 3x=a—b—c¢, &

roaid Q= s~ €
divifant, ¥ = ———,

C’eft-3-dire, que pour avoir la plus petite ,
il faut recrancher du nombre qu’il sagic de
partager, les deux exces, & prendrele tiers
du refte : alors les deux autres font faciles a
trouver. Ainfi , fi 'on demande de partager
G42 en trois parties dont la moyenne furpafie
la plus petite de 75 , & dont la plus grande
furpaffe la plus petite de 87, yajouterois
les deux différences 75 & 87, ce qui'me
donneroit 162 ; retranchant 162 de 642, il
refle 480 , dont le tiers 160 eft la plus petite
part. Les deux autres font donc 160+ 75
ou 235, & 160~ 87 ou 247.

Au refte , les deux queftions que nous ve-=
nons de donner pour exemples, n'ont pas
befoin du fecours’de 'Algebre; mais leux
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fimplicité eft propre A faire voir clairemeng
la maniere dont on doit faire ufage du prin=
cipe que nous avons dogné pour mettre une
queition en équation.

Queftion troifieme : Partager un nombre
connu , par exemple 14250, en trois parties qui
otent entr’elles comme les nombres 3,5 & 113
c'eft-a-dire ,donz la premiere foit d la feconde: ;
3: 5, & dont la premiere four a la troifieme : ;
314,

Si je connoiffois Pune des parties, la pre-
miere , par exemple, voici comment je la
vérifierois.

Je chercherois par une regle-de trois
(Arith. 194) un nombre qui fic 3 cette 1
partie: 5 : 3; ce feroit la 2de partie. Je cher-
cherois,, de méme , unautre nombre qui fit d
cette 17epartie: : 11: 3 ; ce feroit la 3me partie;
réuniffant ces trois parcies, elles devroient
former 14250. Imitons donc ce procédé.

puick prémigre pare. ", . Lo L

Pour trouver la feconde , je calculele qua-
trieme terme de cette proportion 3:§ ::x:

Ce quatrieme terme, ou lafeconde purtie,
RO . SR -

3
Pour trouver la troifieme, je calcule le
quatrieme terme de cette proportion 3 :

S &%
Eij
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-

Ce quatrieme terme , ou la troifieme pat3

gieyferadoncy ooty S Ep e R 1?.

Ces trois parts réunies font x = ’—;. e

".l!

, OUX S
Mals la quef’mon exige qu ellcs faffent
(14250 ; il faut donc que x 4 —==1425o0.

Pour avoir la valeur de x, je f'axs (64)
difparoitre le dénominateur 3 , & j'ai 3 x =
16X == 42750,0u 19X ==42750; donc (60)

endivifantpar19 ,6 =*22 —=2350, La fe-
] sx §X2250 11250

conde partqui eﬁ —,feradonc i

ou 3750; & la troxﬁeme qui eft — , fera

11X2250 24750
3

réumes forment en effet 14250 ; dailleurs les
trois nombres 2250,3750,8250, font entre
eux comme les trois nombres 3,811 ,0€
qu’il eft facile de voir en divifant les trois
premiers, par le méme nombre 750, ce qui
(Arith. 170 ) ne change point leur rapport.

Sile nombre qu’on progefe de partager, au
lieu d’étre 14250, étoit tout autre ; 5’1l étoic
en général repréfenté par a, & que les nom-
bres proportionnels aux parties en lefquelles
on veut le partager, au lieu d’étre 3,5, 11,
fuffent en général trois nombres connus &

s Ou 8250 ; ces troxs parts
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repréfentés par les lettres m, n, p; il eft vifi-
ble qu'il ne faudroit qu'imiter ce que nous
venons de faire.
Ainfi, la premiere part éeant repréfentée
P .5 5o S RIS S LR e T
Pour avoir la feconde, je calculerois le
4™¢ terme de cette proportion m: 7: : x
Ce quatrieme terme , ou la feconde party

nx

fel'Oit dOﬂC. . . . L] o . - . gt
m

Et pour avoir la troifieme , je calculerois
le 4me terme de cette proportion m:p:: x:
Ce quatrieme terme , ou la troifieme part,

farast done: o5 gl i e i 2.5

m
Les trois parts réunies feroient donc ~~
7
o R TP Sdnr
m. TR' nx—!—px
faire a ; il faue donc que x =4~ =

Chaffant le dénominateur, ona m x—-7n%
=px=ma, & par conféquent (61) en di=

ma

vifant, x = mnap> €€ qui nous donne

lieu de faire remarquer P'utilicé de Algebre,
pour découvrir des regles de calcul.

Sil'on vouloit calculer le quatrieme terme
d’une proportion dont les trois premiers fe-
roient m=n—+p:m::a:; il eft vifible
(Arith. 179 ) que ce quatrieme terme feroit

— 2" _ - & puift ft
m4ntp? punique nous trouvons que x €

E ijj

5 or elles doivent

= a.
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exprimé par la méme quantité, concluons-
en que, pour avoir ¥, il faut calculer le qua-
trieme terme d’une proportion dont le pré-
mier eft la fomme des parties proportion-
nelles ; le fecond, la premiere de ces parties 3
& le troifieme eft le nombre méme qu’il s’a-
git de partager; ce qui eft précifément la
regle que nous avons donnée (Arith. 197).

Queftion quatrieme : On a faitr partir de
Dreux , pour Breft , un courier qui fait 2 lieues
par heure. Huit heures aprés fon départ , on en
a fait partir un autre de Paris, pour Breft, &
celui-ci fait 3 lieues par heure. On demande
ot il rencontrera le premier, fachant d ailleurs
qu'il y a 17 lienes de Paris a Dreux.

Si ’on me difoit combien le fecond cou-
rier doit faire de lieues pour attraper le pre-
mier, je vérifierois ce nombre en cette ma-
niere. Je chercherois combien le premier a
du faire de chemin pendant que le fecond a
été en marche; & comme ils en doivent faire,
en méme temps, a proportion de leur viteffe,
c’eft-a-dire,, & proportion du nombre de
lieues qu’ils font par heure, je trouverois com-
bien le premier a di faire , en calculant le
quatrieme terme de cette proportion.. 3:2::
le nombre de lieues faites par le fecond, eft
au nombre de lieues que le premier aura
faites dans le méme temps. Ayant trouvé ce
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quatrieme terme , J'y ajouterois le nombre
de lieues que le premier courier a di faire
pendant les 8 heures quil avoit d’avance 4
& enfin les 17 lieues de Paris a Dreux, qu’il
avoit aufli d’avance, & le tout devroit for-
mer le nombre de licues que le fecond 2
faites. Conduifons-nous donc de la méme
maniere en repréfentant par x, le nombre
de lieues que fera le fecond courier.

Pour trouver le nombre de lieues que le
premier faic pendant que le fecond fait x, je
calcule le quatrieme t€rme de cette propor-

tion..3:2::%:;0e 4™ texme eft =7 or pen-
dant 8 heures, ce méme premier courier a dit
faire 16 lieues, a raifon de 2 lieues par heu~
re ; & puifqu’il y a 17 lieues de Paris a Dreux,
{i Fon réunit ces trois quantités, on aura
’i;f ~+ 16 =17, ou ’1; =+ 33 pour le chemin

qu'aura da faire le fecond courier , lorfqu’ik
attrapera le premier. Puisdonc, qu’on afup<
pofé qu’alors il auroit fait x de lieues, il
faut que 1—: “+ 33 =ux.

Il ne s’agit plus que d’avoir x par le
moyen des regles donndes ci-deflus. Je
chaffe donc le dénominateur 3, & jai (64)
I'équation 206 499 = 32 ; tranfpofant tous

les x dans le fecond membre & réduifant 4
Eiv
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jai 99 == x ; c'eft-3-dire , que les denx cou=
. xiers fe rencontreront , lorfque le fecond
l courier aura fait 9o lieues, ou quiils fe
rencontreront 3 99 lieues de Paris.

En effet, pendant que le fecond fera
9o licues , le premier fera 66 lieues , puifqu’il
fait deux lieues pendant que le fecond en fait
trois; or il a 16 lieues d’avance, par les
8 heures dont fon départ précede celui/du
fecond , & il a de plus 17 lieues d’avance
comme partant de Dreux ; il fera donc alors
3 99 lieues de Paris , €eft-3-dire , au méme
endroit que le fecond.

Avec un peu d’attention, on voit que
quand on changeroit les nombres qui entrent
dans cette queftion , la maniere de raifonner
& d’opérer n’en feroit pas , pour cela, diffé-
rente. Repréfentons donc, en général , par a,
Uintervalle des deux lieux de départ, qui
étoit 17 licues dans la queftion précédente:
repréfentons par b, le nombre d’heures dont
le départ du premier courier précede celui
du fecond ; par ¢ le nombre de lieues que le
premier fait par heure, & par d le nombre
de lieues que fait le fecond par heure.

Si nous repréfentons toujours par x le
nombre de licues que le fecond courier doit
faire pour rencontrer le premier , x fera en~
core campofé de lintervalle des deux lieux
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de départ, du chemin que le premier peut
faire pendant le nombre b d’heures , & enfin
du chemin que le premier fera pendant tout
le temps que le fecond fera en marche.
Pour déterminer ce dernier chemin , j’ob-
ferve que les deux couriers marchant alors
pendant le méme temps, doivent faire du
chemin a proportion de leurs viteffes ; ainfi x
~ €tant le chemin que le fecond eft fuppofé
faire , jaurai celui que fait le premier pen-
dant ce temps, en calculant le quatrieme
terme d’'une proportion qui commenceroit
par ces trois-cid: c::x:; ce quatrieme ter-

me fera donc %'?(Arir/z. 179) ou {implement
=+ Or, puifque ce premier courier eft fup-

pof¢ faire le nombre ¢ de lieues par heure ,
il" a di, dans le nombre » d’heures, en
faire b de fois autant, Ceft-3-dire, 8 fois fi 5
vaut huit , 30 fois fi » vaut trente ; en gé-
néral, il en doit faire autant qu'il y a d’unicds
dans cx b ou b ; il en a donc fait une quan-
tité exprimée par bec.

Réuniffons donc maintenant le nombre de

. o .
licues = avec le nombre de lieues 4 ¢, & avec
le nombre de licues @, & le tout == be

~a {era ce que le premier a dii faire ; or on
a fuppofé que x éeoit ce qu’il a da faire ; donc
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x == = = b¢ = a. Chaffant le dénomina=

teur, onadx=cx=-bcd--ad ; tranfpo«
fant, d x — ¢ x == b cd -+ a d; divifant enfin
bed+ad
S Bl L
de toutes les queftions de cette efpece , au
moins tant qu'on fuppofe que les deux cou-
riers vont du méme coté, & que le dépare
du courier qui va le _moins vite,, précede
celui du fecond.

Pour montrer Pufage de cette formule, re-
prenons I'exemple précédent, & rappellons-
nous que, dansce cas ,a repréfente 17 lieues;
ceﬁadue,a.__ryl b==81' =2al,d==3L
Alors la valeur générale de x devient x —

XX I 8
1——”3;_82 = P —90;
comme ci-deffus.

Tel eft donc I'ufage de cesfolutions géné-
rales, qu’en y fubfticuant a la place des let-
tres , les nombres qu'elles font deftines a
repréfenter , & faifant les opérations que la
difpofition & les fignes de ces lettres indi-
quent ; on trouve la réfolution de toutes les
queftions particulieres de méme efpece.

Par exemple, fi 'on propofblt cette autre
queftion : Laiguilledes heures d une montre ré-
porzd a 17 minutes , & celle des minutes repona’
d 24 MIBuLeEs , ¢ qﬁ a-dire, quil eft 3b 24': on

(61)onax== , qui donne la folution

,Ceft-a-dire, x==

SCD LYON 1




DE MATHEMATIQUES: 75

demande a quel nombre d’heures & de minutes
ces deux aiguilles feront Lune fur I'autre.

Puifque 'aiguille des heures & celle des
minutes marchent en méme temps, la quan-
tit¢ b par laquelle nous-avons repréfenté ce
dont le départ d’un des couriers précede ce-
lui du fecond , eft ici zéro. L'intervalle des
deux lieues de départ eft icile chemin que I'ai:
guille des minutes a & faire pour venir de la
vingt-quatrieme divifion du cadran, 2 la dix-
feptieme , c’eft-a-dire , que a = 5 3 divifions :
or, pendant que l'aiguille des minutes par-
court les 6o divifions, celle des heures n’en
parcourt que § ; on a donc c=¢ , d = 60.

Puifque b=o, je rejette de la formule x=
ad-+becd l b d 5 d
——— ,letermebcd, oubxcd, parce que

zéro multiplié par tout ce qu’on voudra, fait

toujours z¢ro. J'aurai donc, pour le cas préfent
d .
X = :;—_C; & en fubftituant poura, d, c, leurs

§3X60 3180
valeurs , x == ==

4 9.
s 57 ;;": 57 T3>
c’eft-a-dire,, qu'il faudra que I'a'guille des
minutes parcourre encore s 7 divifions & %3
ainfi, puifqu’elle répondoic a la vingt-qua-
triemedivifion, elle répondra & 81divifions &
+7150u, puifque 60 divifions font un tour,les
deux aiguilles feront I'une fur 'autre 2 21" %

de I'heure fuivante , c’eft-a-dire , 41 21" 5.
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L’avantage des folutions littérales fur les
folutions numériques , ne confifte pas feule-
ment en ce que , pour chaque queftion par-
. ticuliere , il ne s’agit plus que de fubflituer
' des nombres : fouvent , par certaines prépa-
tations, on rend ces folutions fufceptibles

d’un énoncé fimple & facile a retenir. Par
ad+becd

R que nous
venons de trouver , eft dans ce cas: la quan~
tité d érant fa&eur commun des deux termes

du numérateur, on peut écrire la valeur de x
e (a+ bc)xd ,
en cette maniere , X == ——— ;0r, fous |
cette forme, on peut reconnoitre que la va-
leur de x eft le quatrieme terme d’une pro-
portion dont les trois premiers feroient d—c:
d::a--bc:;mais, deces trois termes, le
premier , d—c, marque la différence des vi-
tefles des deux couriers ; le fecond , d ; mar-
que la vitefle du fecond courier; & le troi-~
fieme , a5 c, eft compofé de I'intervallea |
des deux lieux de départ, & de la quantité
bc ou cxb qui exprime combien le premier
courier fait de lieues pendant le nombre
d’heures qu’il a d’avance ; enforte que a=- b ¢
marque toute l'avance que le premier a fur
le fecond ; la réfolution de la queftion peut
donc fe réduire a cet énoncé : Multipliez le

chemin que le premier fait par heure , par le

exemple , la formule x =
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nombre d’heures qu'il a d’avance , & I'ayane
ajouté a l'intervalle des deux lieux de dé-
pare, faites cette regle de trois... La diffé-
renee des vitefles des deux couriers eft %
la vitefle du fecond , comme la fomme des
deux nombres que vous venez d’ajouter , eft
a un quatrieme terme : ce fera le nombre de
lieues que le fecond courier doit faire pour
rencontrer le premier. Ainfi dans le premier
exemple ci-deffus , le premier courier ayant
8 heures davance, & faifant 2 lieues par
heure, on a 16 licues a ajouter a 17 lieues,
intervalle des deux lieux de dépare, ce qui
donne 33. Je calcule donc le quatrieme ter-
me de cette proportion 3——2:3::33:,0u
1:3::33:; ce quatrieme terme eft 99,
comme ci-deflus.

Au refte, qu'il y ait des fractions ou qu’il
n’y en ait point, c’eft toujours la méme re-
gle. Par exemple, fi le premier courier fai-
foit 7 lieues en 4 heures ; le fecond, 13 lieues
en 5 heures : {i le premier courier avoit
15 heures d’avance, & qu’enfin lintervalle
des deux lieux de départ fit de 42 lieues,
je dirois : Puifque le premier courier fait fepe
licues en 4 heures, c’eft Z de lieue par heure ;
parcillement , pour le fecond, ceft 2 de
lieue par heure; donc pendant les 1§ heu-
res que le premier a d'avance, il doic, %
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raifon de Z de lieue par heure, faire 15 fois
z de lieve ou =+ de lieue , lefquels ajourés
a 42 lieues , font 42 == 52 ou 22-;je calcule
donc le quatrieme terme de cette proportion

CouRrs

13, z.13:.223.5 ce quatrieme terme fera
5 4 ] 3 1

X3 273 2540

5 4 -7 v i silbbii -
£ ; 5 0u (Arith. 106) 5—— , ou, (en ré-

- St 4 M
duifant les deux fraltions inféricures, au
3149 3549
26 T
TT LT ke
20

Arith. 109)3L22 x 22 ou enfin 2{42; cac
2 -9 1

o 1
en ometeant 1€ fa&eur 20 qui doit multiplier
le numérateur & le dénominateur, on ne

change rien 2 la fraltion. La valeur de 232
eft 208 2%, Cleft le nombre de licues que le

fecond courier feroit obligé de faire.

méme dénominateur ), ;oA

§
17
2

R{ﬂexions Sar les quantités pofirives &

les guzmmés négarcves.

6 9. Lorfgu’on a ainfi réfolu, d’une ma=
niere générale , toures les queftions d’une
méme efpece , on peut fouvent faire ufage
de ces formules générales pour la réfolution
d’autres queftions, dont les conditions fe=
roient tout oppofées a celles qu'on a eu
en vue de remplir: un fimple changement

o
de ~=en = , ou de — en -, dans les fignes

SCD LYON 1




PE MATHEMATIQUES. 79

des quantitds , fuffit fouvent, Mais avant
de faire connoitre ce nouvel ufage des fignes,
il fauc les confidérer fous un nouvel afpeét.

Les lettres ne repréfentent que la valeur
abfolue des quantités. Les fignes 4 & —
n'ont repréfenté jufqu'ici que les opérations
de Paddition & de la fouftra@ion ; mais ils
peuvent aufli repréfenter , dans plufieurs
cas, la maniere d’étre des quantitds les
unes a I'égard des aatres.

Une méme quantité peut étre confidérée
fous deux points de vue oppofés , ou comme
capable d’augmenter une quantitd, ou

comme capable de la diminuer. Tant qu’on.

ne repréfentera cette quantité que par une
lettre ou par un nombre, rien ne défignera
quel eft celui de cegdeux afpedts fous lequel
on:la-confidere. Par exemple, dans I’écac
d’'un homme qui auroit autant de biens que
de dettes , le méme nombre peut fervir
exprimer la quantité numérique des unes &
des autres ; mais ce nombre , tel qu'il foit,
ne feroit point connoitre la différence des
unes aux autres. Le moyen le plus naturel
de faire fencir cette différence, ceft de les
déligner par un' figne qui indique Deffet
qu'elles peuvent avoir 'une fur I'autre ; or
Pefter des dettes étant de retrancher fur
les ‘poffeflions, il eft naturel de déligner
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celles-1a en leur appliquant le figne —=.

Pareillement, fi 'on regarde une Jigne
droite ( Fig. 1.), comme engendrée par le
mouvement d’'un point 4 ma perpendicu-
lairement 2 la ligne BC, on voit que ce
point pouvant aller ou de A vers D, ou de
AversE, fi Pon repréfente para le chemin
AD ou AE qu’il a faic, on ne détermine
pas encore abfolument la fituation de ce
point. Le moyen de la fixer,eft d'indiquer,
par quelque figne , fi la quantité a doit étre
confidérée a droite ou a gauche ; or les
fignes~+& ~— font propres acet effet 5 car
fi 'on eftime le mouvement du point A a
Iégard du point L connu & regardé com-
me terme fixe ; lorfque le point A fe meut
vers D, ce qu’il décrig tend a augmenter
L A4 ; & lorqu’il fe meut vers E , ce qu'il
décrit tend au contraire a diminuer L A4 ; il
eft donc naturel de repréfenter 4 D par—+a
ou fimplement par a, & au contraire , de
repréfenter 4 E par — a. Ce feroit tout
le contraire , fi au lieu de rapporter le mou-
vement du point 4, au point L , on l'avoit
rapporté au point O,

Les quantités négatives ont donc une
exiftence aufli réelle que les pofitives, &
elles n'en differenc qu’en ce qu'elles ont
une acception toute contraire , dans le
calcul, Les
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Les quantités pofitives & les quantitds
égatives peuvent fe trouver & fe trouvent
fouvent mélées enfemble dans un calcul 3
hon-feulemenr parce que certaines opéra=

'~ tions ont conduit, comme nous 1'avons vu

Jufqu’ici, & recrancher certaines quantités ,
d’autres quantités ; mais encore parce que
Ton a fouvent befoin d’exprimer dans le
caicul , les différents afpeéts fous lefquels
on confidere les quantités.

70. Sidonc aprés avoir réfolu une quef=
tion, il arrivoit que la valeur de I'incon=
nue trouvée par les méthodes ci-deflus 5
fiic négative ; par exemple , fi Pon arrivoie
-2 un réfuleac tel que celui<ci, &= —3, i
faudroit en conclure que la quanticé qu’on
a défignée par o, n’a point les proprideés
qu'on lui a fuppofées en faifane le calcul ,
mais des propriéeés toutes contraires. Par
exemple , fi Pon propofoit cette queftion.

rouver un nombre gui éranc ajouté § 1 -

donne 10 ; cette queflion eft évidemment
impoffible ; i Pon repréfente le nombre
cherché par x, on aura cecte éauation
¥~ 1§ =10, & par conféquent ; en vertu
des regles ci-deflus, =16 — 15 ou x==— ¢,
Cette derniere conclufion me fiic dodc
Vvoir que x que javois confidéré comme de-
yant €tre ajouté & 15 pour former 10, en
ALGEBRE, ¥

SCD LYON 1




s C oS

doit au contraire étre retranché. Ainfi toute
folution négative indique quelque faoffe fup-
pofition dans I’énoncé de la queftion ; mais
en méme temps elle en indique la correc-
tion , en ce quelle marque que la quantité
cherchée doit étre prife dans un fens tout
oppofé a celui dans lequel elle a écé prife.

7 1. Concluons donc de la , que {i aprds
avoir réfolu une queftion dans laquelle quel-
ques-unes des quantités éroient prifes dans
an certain fens; {i , dis je , on veut réfoudre
cette méme queftion , en prenant ces mémes
quantités dans un fens tout oppofé ; il futhird
de changer les fignes guont a&tuellement
ces quantités. Par exemple , dansla queftion
quatrieme , réfolue généralement pour le cas
ou les deux couriers alloient vers un méme
coté, fi je veux avoir la réfolution de toutes
les queftions qu’on peut propofer dans le
cas ot ils viennent au devant U'un de Pautre ,

7'y facisferai , en changeant , dans la valeur

rd+led”
de x que nous avons trouvée X = pasi sy

figne de c. En effec, puifque le premier cou-
yier vientau-devant du fecond ,2u lieu de s’en
éloigner , il diminue le chemin que celui-ci
doit faire ; ille diminue a raifon du chemine
qu’il fait par heure; il faut donc exprimer
que ¢, au lieu d’ajouter , retranche ; il fauc
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dong ,au lieu de ~4-¢, metere — ¢, Ce change-
ad =bed

d~4-¢
le figne de ¢, dans le terme—-bcd qui n’eft au-
tre chofe que + bd x ~+ ¢, il faudroit écrire
“4bdx—c, qui(24)revient 3 — hed.
Confirmons tout cela par un exemple :
fuppofons deux couriers venant en fens
contraires , & partis de deux endroits dloj-
gnés de cent lieues. Le premier part fepc
heures avant le fecond, & fait deux lieues
par heure ; le fecond en faic trois par heure,
En nommant x le chemin que fera celui-ci
julqu’a la rencontre , je vois que x fera égal
a la différence entre la diftance rorale & le
chemin qu’aura fait le premier courier : or le
chemin qu’aura fait celuici eft compofé du
chemin qu'il peut faire pendant fept heures,
& du chemin qu'il fera pendant que le fecond
fera en marche : 3 I'"égard de ce dernier che-
min , on le décerminera en calculant le qua-
trieme terme de cecte proportion 3 : 2 : : x;

ment donnera x =

jcar en Changeant

ce 4™ terme fera 1—;5; & puifgue le che-

min que fait le premier courier pendanc les
fepe heures qu'il a d’avance , doic étre de 1 4
lieues , 4 raifon de 2 licues par heure, il aura

= [*i = 2 . b
donc fait entout 14 4 2% ; donc il ne refte
faire pour le fecond courier , que la quancicé

F j
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100—14—=-0n86— 2 x; puisdonc qu'en
a repréfenté par x ce quil avoit 2 faire,
il faut que x =86 — = x; équation d’otr 'ont
tire 3x =258 —2x, ou gx =258 , ouenfin

2358 »
s R
Or fi Ton fubftitue dans la formule x ==
ad—bct

que nous prétendons convenir 3 c€

d—c
cas ; fi Uon fubftitue , dis-je , 100 pour a, 7
poyr b, 3 pour d, & 2 pour¢, onauia X ==

JooX 3— 7T XX 300—42 258
--—m‘——-iﬂ‘ ——--:_——————«:_'*151—3;5[;3

342 5 5
qui eft abfolument la méme chofe.

A mefure que nous ayancerons, nous au=
sons foin de fixer de plus en plus I'idée
Jon doit fe faire des quantités négatives.

. Comme il importe beaucoup d’ac-
quérir la facilité de mertre en équation , nous

Joignons ici quelques queftions fimples, pour
exercer les commengants, nous contentant
den donner le réfultac pour fervir 2 confir=

ser leurs effais. Apres avoir réfolu ces quef-
tions en nombres, ainfi quelles font propo=
{ées, on fera trés-bien de s’exercer a les ré=
foudre , en fubftituant des lettres aux nom=
bres ; ceft en imitant ainfi les folutions par-
ticulieres, que Pon acquiert la facilité de
généralifer & d'¢tendre fes idées. :
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- Trouver un nombre qui érant [..cceffivement
ajouté @ 5 & @ 12, donne deux fommes qui
Joient Lune a Pautre , comme 3 eftd 4..Rép.
16.

Trouver un nombre dont la moitié , le tiers ,
& le 2 reunis , furpaffent ce nombre dey. ..
Rép. 30.

Onemploietrois ouyriers dont le premier fait
s toifes d’ouvrage par jour , le fecond 7 , & le
trolfieme 8 ; on demande en quel tems ces trois
ouvriers, travaillant enfemble, ferontioo zoifes?
Rép. 5 jours.

On a loué un cuvrier pareffeux a raifon de
24 fols pour chaque jour qu’il travailleroit ; mais
@ condition de lui retenir , fur ce qui lui feroir
dit , 6 fols par chaque jour qu’il ne travailleroit
pas. On lu: fair fon compte au bout de 30 jours,
& il fe trouve qu’il n'a rien a recevoir; on
demands combien de jours il a travaille? . .. .
Rép. 6 jours.

Un homme achete un cheval qu’il vend en~
Juite voo liv. de plus qu’il ne la acheré. A ce
marché il [e trouve gagner 1o pour cent diprix
gu'il le vend; on demande combien il I’a acheté
Rép. o0 liv.

On a payé une certaine fomme en ¢5 paie=
ments qui ont eté en augmentant toujours de la
méme quantite , le premier paiement a été de

7liv. le dernier de 37 liy, ondemande de combien
F iij
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chaque paiement augmentoit? .. v Rép, 2 73

On a de 'eau de mer , qui fiur 32 livres con-
tient une livre de fel ;5 on demande combien il
faudroir 'y méler d’eau-douce pour que fur 32
livres du mélange , il n’y efit plus que 2 onces
de fel ? . .o Rép. 224 livres,

Des Egquations du premier degré, a
P[zzﬁeurs tnconnues.

7 3. Soit qu’il y ait plufieurs inconnues 5
foit qu’il 0’y en ait qu’une, la méthode quon
doit fuivre pour mettre en équation eft tou-
jours la ‘méme. Mais, en général, il faut
former autant d’équations que peuvent en
donner les conditions de la queftion. Si
ces conditions font toutes diftinétes & in-
dépendantes les unes des autres, & fi,
en méme tems, chacune peut étre expri=
mée par une équation , la queftion ne peut
avoir plus d’une folution , lorfque toutes ces
équarions font'du premier degré, & qu’en
méme tems il y en a autant que d’incon-
nues. Mais fi quelquune des conditions fe
trouve ou explicitement ou implicitement
comprife dans quelqu’une des autres, ou fi
le nombre des conditions eft moindre que le
nombre des inconnues , alors on aura moins
d’équations que d’inconnues ; & la queftion
peut avoir une infinité de folutions, a moins
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que quelque condition particuliere, mais qui
ne peut étre exprimée par une équation,
n'en limite le nombre. Nous éclaircirons
tout cela par des exemples.

Nous fuppoferons d'abord deux équations
& deux inconnues.

Les regles que nous avons érablies con-
cernant les équations A une inconnue , ont
¢galement lieu pour les équations a pluf'Purs
inconnues , mais il faut'y ajouter la regle fui~
vante pour les équations a deux inconnues.

7 4. Prenez dans chaque eguanon la valeur
d’'une méme incennue, en opérant comme fi
zout le refle éroit connu : égaley ces deux va=
leurs,&vous aurezune équation qui nerenferme-
raplus quela ﬁcon“e inconnue , que vous deter-
minerez par les regles prccedmres. Certe fe-
conde inconnue étant trouyee 5 Jubflituez fa va-
leur dans 'une ou [’autre des deux valeurs que
vous avez prifes par la premiere operation , &
vous aurez la feconde inconnue.

Par exemple , fij’avois les deux équations
28—y =24, §x~+ 3y =03, Delapremiere,
je tirerois en tranfpoimt 2x =24—y,&en

divifant , x = * ; —2, Delafeconde,jetireen
tranfpofant , sx = 65— 3y , & en divifant
s iicn 8

Jégale les deux wvyaleurs de x, en

Fi(
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, —— 6§ — v
dcrivant 22 = T=2, Equation qui n¥

s
zenferme plus que la feconde inconnue y.

Pour avoir la valeur de y, je chafle (64)
les dénominateurs 2 & §; & jai 120 — 5 ¥
== 130 — 6y : tranfpofant & réduifant, jai

— 3 o

Pour avoir x, je fubftitue , au lieu de y, fa
valeur 10 dans la premiere valeur de x trou-
yée ci-deflus, ( On pourroit également fubf=
tituer dans la feconde ). Cette fubftitution me
donne x:ﬁz—lqﬂ-}-f =7,

7 5. Prenons pour fecond exemple, les

{ . e g
deux équations "‘? N % =2 & ix+ 3 y==19.

Je commence par chaffer les dénomina-
teurs ( 64), dans chacune de ces équations
ce qui les change en ces deux autres , 24x—
25 y =60 & 8x -+ gy = 228. De la pre-
miere de ces deux-ci, je tire en tranfpofant ,

o, 60+
24x=C60-25y,&endivifant, x= 3:”’.
De lafeconde, j’ai en tranfpofant, 8x =228

’ o, 128 —
— 9y, & en divifant ; x="—22,

J¢gale ces deux valeurs de x, en écrivant
.6o+1qy.___2,18-—_€y_ é . - f’
———2 =l——— ; €quafion qui n¢ renigrme

lus que y.

Pour avoir la valeur de cette inconnue , j&

chafle fes dénominateurs, & Jai 480 -+22Q)
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¥= 472 — 216y ; tranfpofant , il me vienc
200y 4216y = 5472 — 480, qui fe réduic
2 416y = 4992 ; enfin , divifant, j’ai y ==

Tt b7 i

416

Pour avoir x, je mets, au lieu de y, fa
valeur 12 dans 'une ou 'autre des deux va-

leurs de », dansla prcmif{:re:"i par exemple ;
A . 50 2
Ceft-a-dire , dans x = ——27 | laquelle
602§ X 12 60 = 300
Pttt e

devient par-la, x =
24 24

L2 =1y.

7 6. Prenons pour troifieme exemple , les
deuxéquacionsix—_-—-;-x—i—%y--9&%x——-
Y= —'.y — 6.

Je commence par faire difparmtre les
dénominateurs (64).

Jai g6x=35x -+ 6oy— 1260.

Et 56x— 20y ==35) — 420.

De la premiere je tire, en tranfpofant &

réduifant , 21x = 6oy — 1:.60 & en divi-
6oy — 1260
fant, x = ——,
21
La feconde me donne, en tranfpofant &
réduifant §6x =55y — 420, & en divifant,
§9y — 420 ;
s,
Egalant ces deux valeurs de x, jai
Boy—lzﬁo 5'5_}1-—-4-
¢ T -

Pour avoir la valeur de y dans cette équa~
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tion, je chafle les dénominateurs; & jai
3360y —70560=1155y— 8820, tranfpo=
fant & réduifant, il vient 2205y=617403
enfin en divifant, onay =% = 28.
Pour avoir la valeur de x, je fubftitue , au

lieu de y, fa valeur 28, dans I’équation
6oy — 126 . o
Gyz 22 trouvée ci-deflus; ce qui

60 X 28 — 1260 1680 —12€0 410

donne x = = =
1 1 11

»N ==

&0,

77. Si les équations étoient lictérales,
on opéreroit de la méme maniere. Ainfi, {i
Pon avoit les deux équations ax—+by=c,
& dx—+fy=e,dans lefquellesa, b, ¢, d,e,f;
marquent des quantités connues , pofitives
ou négatives ; la premiere donneroit, par

tran{pofition ax=c— by, & par divifion,

c—0b .
X Y+ 1a feconde donneroit de méme

a
par tranfpoficion d x = e— fy, & par divi-
¢e—fy Egalant ces deux valeurs
d °c—by e—fy

de x»,0n aurcit 2~ 7 .4 .’ chaffant les
frattions , on a ¢d — bdy = ae — afy ; tranf-
pofant , afy — bdy = ae —cd ; enfin , divi=

ae—cd

af—bd
Pour avoir la valeur de x, il faut {ubfti-

- ae~cd -

tuer,au lieude y, fa valeurvma » dans I'une

fion x =—

fant (61), on a y =
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r ¢ =D
des deux valeurs de x , dans x = — y,

par exemple. Cette fubftitution donnera

ae-cd ~abesbecd
cbx-—*— c —

bd
2 — qui revient a x==
[

X =

ou (45) réduifant ¢ en fraltion, . ... s

afc-bed-abe+becd aﬁ.‘-——ﬂe
BTV af—bd s
X = L ,0ux=—f 3
a a
af —abe
ou (;Lz_)gex oy a“,ou enfin (33),
Bl gy

7 8. Nous avons fuppofé jufgu’ici, que
les deux inconnues [e trouvoient toutes deux
dans chaque équation. Lorfque cela n’arrive
pomt , Ie calcul ne differe des précédents
qu’en ce qu ‘il eft plus {imple. Par exemple,
fil'on avoit s ax =3 b&cx+dy=e:la

3b
premiere donneroit x = ;— ; & la feconde -

‘--..
x==9 Egalant ces deux valeurs, on
iAol —_d \
auroxti— = > Y5 d’od chaffant les déno-
minateurs , tranfpoian' & reduxfant on tire
sae--—;bc
sad -
w2
v

af—bd
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Des Eguations du premier degré, &
trois y & a un plus grand nombre
d inconnues.

7 9. Ce que nous venons de dire étant
une fois bien congu , il eft facile de voir,
comment. on doit {e conduire lorfque le
nombre des inconnues & des équations eft
plus confidérable.

Nous fuppoferons toujours qu’on ait au=
tant d’équations que d’inconnues. Si l'on en
a trois, on prendra dans chacune, la valeur
d’une méme inconnue , comme fi rout le refle
¢toir connu. On égalera enfiite la premiere va-
leur ¢la feconde, & la premiere a la troifieme 5
ou bien l'on égalera la premiere a la [econde , &
la feconde a la troifieme. On aura , par ce pro=
cédé , deux équations ¢ deux inconnues [eule
ment ;& on les traitera par la régle précédente
(74)-

Soient , par exemple, les trois équations §

3%~ §Y 4 77==179
8x 3y —27= 64
et s R i 2
De lapremiere, jetire, par tranfpofition;
3x==179 — sy — 775 & , par divifion ,
2 By

De la féconde, jai, par tranfpofition 4
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8x=64—3y-+27, &, par divifion
S5 = I
8 L]
. =y = .

Dans la troifieme , j'ai, par tranfpofition
) S =75 =y — 3%, & par divifion . .+ . 4

a0 -Jrj;_—- 3%,

Egalant la premiere valeur de x 2 la fe<

vy & 17971 — 7 64 =

conde , jai ——— AR Zy""?,

Egalant de méme la premiere 2 la troi~
119.5mdy = 7% o1 35S ¥ 31

fieme, yai

5

Comme il n’y a plus que deux inconnues
je traite ces deux dernieres équations fui-
vant la regle donnée (74 ) pour les équa-
tions 4 deux inconnues. Je chaffe donc d’a
bord les dénominateurs, ce qui me donne
les deux équations fuivantes 1432 — 40y—
567=192 — 9y + 61,8895 —25y — 353
= 22§ i~ 3Y.— OZ.

Je prends dans chacune de ces équations
la valeur de y : la premiere me donne, en
tranfpofant & réduifant, 1240 —627 =31y,
& en divifant, y = == 'lii. La feconde me
donne , en tranfpofant & réduifant, 670 —
267 == 28y, & endivifant, y= Em—;l—éio

Jégale ces deux valeurs de y, & jai
J1240 - 623 670 - 263 .

s = , qui ne renferme plus

31 28
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qu’une inconnue. Pour en avoir la valeur ;
je chafle les dénominateurs, & j'ai 34720 —
17367 == 20770 «— 806%. T'ranfpofant & ré-
duifant , il vient 13950 =g9307; divifant
enfin yonagz= 42 =21 =1y,

Pour avoir y, je mets, au lieu de , fa va<
1240 — 627

31
nous venons de trouver ci-deflus ; ce qui me
1240-62X1§  1240-930 310
R ol R 2k s AR

Enfin, pour avoir x, je mets , au lieu de y,
fa valeur 10, & au lieu de 7, fa valeur 15,
dans l'une des trois valeurs de x trouvées
179 =5y - 7%

leur 15 , dans P’équation y = que

donne y=

== 10,

ci-deflus ; par exemple, dans x= §
179 = § X 10 =—7 X 1§

3
179 = JOe=105 _ 1748 Ts . .. M4,y 3

3 3 3 3
8 0. Si toutes les inconnues n’entroient

pas 4 la fois dans chaque équation , le calcul
feroit plus fimple, mais fe feroit toujours
d’une maniere analogue.

Par exemple, i 'on avoit les trois équa-
tions , gx -+ 3y=06§5,2y—7=11, 3x -

: 3 ks
47=57. Lapremiere donneroit x = - s 28

qui devient par-la x =

la feconde ne-donneroit point de valeur de x;

5 4

la troifieme donneroit x == H n’y au-

roit donc que ces deux valeurs de x a égaler,
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68 — 2 — . -
elles donnent =—2 =T —#_ ¢quation qui

ne renferme plus d’x, & qui écant traitée ,
avec la feconde équation 2y —z==11, felon
les regles des équations & deux inconnues,
donnera les valeurs de y & de 7. En achevant
le caleul, on trouveraz=9, y=10,x=7.

8 1. On voit par-la que s’il y avoit un plus
grand nombre d’équations, la regle générale
feroit . . .. Prenez, dans chaque équation , la

valeur d’une méme inconnue 5 égalex l'une de

ces valeurs a chacune des autres , & vous aurey
une équatian & une inconnue de moins. Traitez
ces nouvelles équations comme vous venez de
ﬁzzre POIZ:" lﬁ'.i' PI'E!RZL’N‘.’S, 6' yous QH(@"{ efcore
une equation & une inconnue de moins. Conti-
nuex ainfi }uﬁ;z{d ce quenfin yous parveniez d
I KI’VOJFPZUS 1"[’& une tirconitite.

82. Il ne fera peut-étre pas inurile de placer ici une regle
générale pour dérerminer les valeurs des inconnues dans les
cquations du premier degré. Lorfque le nombre des inconnues
elt un peu confidérable , & que les équations renfzrment tous
Yes termes qu’elles peuvent renfermer, on eit conduit, par la
premiere méthode , fi elles font littérales, a des valeurs plus
compoftes qu’il ne convient ; i la vérité , on peut les réduire 3
amais c'eft un trayail qui devient d’autant plus long que le nom-
bre des inconnues eft plus confidérable. D’ailleurs nous ré-
duirons , par la fnite, I'art de chaffer les incennues dans les
4quations qui paffent le premier degré, A celui de les chaffée
dans celles du premier degré. Les méthodes que I’on a eues
julquici pour éliminer ou chaffer les inconnues , dans les
€quations qui paflent le premier degré , ont 1outes ( fi L'on
en excepte feulement celles qu'ont données MM. Euler &
Cramer ) I'inconvénient de conduire & des équations beau
coup plus compofées qu'il-nc faut. Ces dernieres méme
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ne font point A I'abri de cet inconvénient, lorfqu’on 2 plus
de déux ificonnues. Il peut donc étre utile de donner ici des
movens faciles pour avoir les valeurs des inconnues dans
fes ¢quations du premier degré. Cleft ce que nous allon's
faire aprés avoir expofé une feconde méthode qui peut avoit
fon utilité dans plufieurs rencontres.

Soient les deux équations 32—+ 4y == 81, & 3% — 4y = 9¢
i 'on retranche la feconde de la premiere , on aura 8y =72,
& par conféquent, y = 22 == 9. Au contraire, fi on ajoute la
premiere équation a la feconde, on aura 6x = 90, & par
conféquent , x = 22— 15, On voit donc que lorfque les deux
équations font telles que le cocfficient de 'une des inconnues,
eft le méme dans chacune, il eft trés-facile , par une fimple
addition ou une fimple fouftraétion, de réduire les deux équa=
tions & n’aveir qu’une inconnue.

83. Mais ne peut-on pas ramener les équations i cet érat? On
Te peut toujours; il fuffit pour celade multiplier I’une des deux
équations par un nombre convenable. Voici comment on doit
s’y prendre pour trouver ce nombre, Soient les deux équations
4x4 3y ==65, & 5x+ Sy==111.

Je repréfente par m , le nombre dont il sagit 4 & je mul-
siplie Pune des deux équations , la feconde, par exemple 4
par m , ce qui me donne § m X - 8 my == 111 m. Je l'ajoute |
avec la premiere, & j'ai 4% 4-ymae =3y 4 8my =65 4111 .
qu’on peut écrire ainfi (445m) x = (3+8m)y =65 411178,

Si je veux maintenant faire difparoitre les x, je n'ai qu'a
fuppofer que le nombre m eft tel que 4 + §m ==o0, ce qui me

donne m=-%. Cette fuppofition réduit 'équation 3 (3-+8m) y

§ ui donne frs AR Equation i
— 111, qui = 3 ijaug L
§ -+ 9 ¥ > =+ im 3£9 s quiyg
65-4_4_4
en mettant pour m {a valeur — %, devient, y === o
32
325 -444 =119 : 5
119 5 119 1
S e e X = — ==,
1§ —32 — 1 5 17 17

5 LA et T ;
Si au contraire j’avois voulu faire difparoitre les y, jaur
fappofé m1g) que 3 4=8m=0, c¢’eft-a-dire, que j'aurois ¢ga
v b ¢
. # ZCK
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8 zéro, le coéfficient ou multiplicateur de y, ce qui m’auroit

donné m=- }, Cette fuppofition réduit 'équation a (45 m )z
4 65—111mM " ~

== 65 4 111 m, qui donne x= == _ ——qCquation , qui, en

A== §m
¥nettant pour m (a valeur altuelle —, devient x= =
§20—333 187 4_1_5_'-*3
8 8 187 §
e T — T — Ifu
32—1I§ 17 17
8 8

84. Si Pon avoit trois équations & trois ificonnues , .on
multiplieroit la feconde par un nombre m , & la troifieme par
unnombre 75 & les ajoutant , ainfi multipliées, a la premiere,
on fuppoleroit égal i zéro , le coefficient de chacune de deux
des trois inconnues x, y & 7. On auroit pour déterminer m
& n, deux équations que 'on traiteroit comme dans le cas
précédent.

Par exemple , prenons les trois équations 32 < sy -} 7%
=179, 8x 43y —13 =64, X —y + 37 ==75 que nous
avons déja trairées. En multipliant la feconde par m , la troi-
fieme par n, & les ajoutant 4 la premiere, on aura 320 4~ Sma
=gk = Sy = Jmy — ny 4= 73 — 2my 4= 315 =179 4 64m
— 751 qu'on peut ¢crire ainfi, (3 4 8m ~-5n) x4+ (5 3
—n)y—+ (7—1m~43n)J==179~+ 64m—~4 75mn.

Si c’eft 7 que je veux avoir, je fuppoferai 3+4-8m - sn—o
& 5 + 3m —n=o0; ce quiréduitl'équationd (7 —2m~-3n )3
= 179 - 64m - 71, qui donne 7 == ‘_79_‘_"_6_1'3:"_7‘_".

7 —am-t=3n '}
il ne sagit donc plus que de déterminer m & n, ce que 'on
fera par le moyen des deux équations § = 8m = ¢t —o &
& § + 3m —n== 0, que I'on traitera comme dansile cas prés
cedent; Ceft-a=dire , qu'on multipliera la feconde par un nom-
bre p , & on I'ajoutera 4 la premiere , ce qui donnera 4 4 sp
=8 — 3pm —= §n— pn=o0, qu’on écritainfi, 3 4~ §p 4=
(8 +3p) m -+ (s— p) n—>o. Pour avoir 1, on fuppofera 8
>t 37 =0, ce qui réduira I'équationd 3 4 5p 4= (‘s—p n=o,

qui donne n = “3—“5;); or F'équation 8 4 3p =@ , dosne p
ALGEBRE, G
/ #
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o qui fe'réduit an = 3, pit
8 13

§ =+ —
3

e 28 :
une opération femblable, on trouveram=-—, fubftituant done

28 37
179-—54‘ b= =75 . 2’—-
dans la valenr de g onaura 3= ~)8 ,quife
—2 1
7=—12. -+ 3. L
13. 23

\ 7 ==17. On voit par-li comment on s’y feroit pris , fi
e 7 , on avoit voulu avoir y ou x 3 mais , lorfque I'une
ues eft trouvée , il feroit fuperflu de recommencer
Icul (fmbable pour chacune des autres , il faut (nbftituer
eur de cette inconnue dans les équations propofées; &
employant une équation de moins , on détermine les autres

vyeleurs , comme pour le cas ollil y a une équation de moins.

8s. En foivant cette méthode . ou Ia premiere, on peut

trouver des formules générales qui repréfentent les valeurs des

inconnues dans tous les cas imaginables, C'eft ainfi qu’on trou-

vera que fi I'on repréfente généralement deux équations du

premier degré 4 deux inconnues par 2 X - by+c¢c=o0, &

a'x by + ¢'==o0, ge quon peut toujours faire , en paflans

tous les termes dans un méme membre, & repréfentant pag

une feule lettre la toralité des quantités connues qui multiplient

' chaque inconnue , & la totalité des termes entiérement connus,
on trouvera, dis-je , que les valeurs de x & dey ; font exprin

: g be'—be a'c—ac'.
mées en cette maniere : X == —5— 4 malli BT,
A ab'—a ab'—a

' Pareillement, fi 'on repréfcnte trois équatinns du premier
ﬂegrc i trois inconnues, par ax by -+ cx4-d=o0, a'z—pbly
+ '3 d'=o0,a"x +b'"y+c'"y+d"' =o, on trouvera
que les valeurs de x , y & 7, font exprimées en cette maniere :
. —ab'd"4abd' —a'bd 4 ab'd'—a't''d+ a''b'd
Fablc' —a'be" +a'b o a4 a'bc—ale
—adc'4a'dc'—a''dc’ +ac'd' —a'cd" +a Hed'

4 +abd—abe +a'be!—ab'd +a'b'c— a"l'e
—Wed b d —b'd" + b"c'd — b''ed' - b'cd”

G0 m— - 9 - : —_—
B ] ] 1 ] FLH ¥ .
A ab'cle=a'bc = a' bl mab!'Aeal b!c = alli'c.
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Pour 4-équations & 4 inconnues s On auroit quatre fra&ions
dont le numérateur & le dénominateur auroient chacun 24 ter-
mes. Ils auroient 120 termes pour 5 inconnues ; 720 , pour 6 , &
ainfi de fuite , felon le produit des nombres 1,2, 3, 4, 5, &c.*¥

App[z'carforz des R egles precedentes a
a réfolution de quelgues queftions qui
renferment plzzs d’une inconnue.

8 6. Queftion premiere : Un hommea deus
efpeces de monnoie : fept pleces de la plus foree
efpece , avec douge pieces de la feconde , Jont
288 livres ; & 12 pieces de la premucre efpece ,
avec fept de la feconde font 358 livres. On de-
mande combien vaut chaque efpece de monnoie?

Si Pon favoit .combien vaut chaque ef-
pece de piece , en multipliant la valeur d’une
piece de la premiere efpece , par 7, & celle
d’une piece de la feconde efpece, par 12,
& ajoutant les deux produits , on trouveroit
288 livres ; pareillement , en multipliant la
valeur d'une piece de la premiere efpece ,
par 12, celle de la feconde par 7, & ajou-
tant les deux produits, on trouveroit 358

* 8i P'on veut §'irfteuire plus 4 | Algébrigues, Paris, in-4°, On y

fond de la maniere de d(-:em'.iucr]‘t:-uuvcr.l uneméchodertrés générale

Jes valeurs des inconnues dans les | & tres-expéditive pour déterminer

Equations du premier degré, on [touresd la fois Ou fEparément, les

peuc confulter 'Ouvrage que nous [ valeurs des inconnues dans les

* avons publié en 1970, fous le titre Equations , foit numériques , foig
Lhéorte générale des FEguations | litiérales, :
.

G i _TofN
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livres ; cela étant , fi je repréfente par x Ié
nombre de livres ou la valeur d’une piece de
la premiere efpece, & par y celle d’une piece
de la feconde efpece , je pourrai raifonner
ainfi :

Chaque piece de la premiere efpece va-
lant «x , les fept pieces vaudront 7 fois X,

tou 73 par la méme raifon 12 pieces de la
feconde efpece vaudrone 12y il faut donc
que 7x = 12y = 288.

Un raifonnement femblable 3 I'égard de Ia
feconde condition , fera voir qu’il faut que
12 x—7y=358. Il ne s’agit donc plus que
de trouver les valeurs de x & de y. Pour cet
effer, je prends dans chaque équation la

valeur de x. La premiere me donne , apres
T 31 88 — 12
1a tranfpofition & la divifion, x = 4 2

8— 7y o

1a feconde me donne x = ﬁp—y; jégale ces
AT e 288 — 12

deux valeurs de x , & jai I'équation 4

-
-

Iz "
Pour tirer de cette derniere la valeur dey,
je chaffe les dénominateurs (64) & yai 3456
— 144y = 2506 — 49y , ou en tranfpofant
& réduifant 950 = 95v, ou enfin en divifant,
y= “: — 10. Pour avoir x, je reprends la

g . 288—112
premiere valeur de x, fayoir x = 2,
7

& fubftituant pour y, fa valeur*10, jai
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288~12X%T10 288120 168
== = 24 ;donc

7 7
la plus forte piece éroit de 24 livres, & la
plus petite de 10 livres. En effet, 7 picces de
24 livres font 168 livres , qui avec 12 pieces
de 10 livres ou 120 livres, font 288 livres.
De plus, g2 pieces de 24 livres , qui font
288 livres, avec fept pieces de 1o livres qui
font 70 livres , donnent 3¢8 livres.

Queftion feconde : On a mélé enfemble une
certaine quantité d’or & une certaine quantité
d'argent. Tout le mélange fait un volume de
12 pouces cubes , & pefe 100 onces : un pouce
cube d’or pefe 12 onces >, & un poucescube
d’argent en pefe 6 }. On demande quelle eft la
quantité d’or & quelle eft la quantité dargent
gui ont été alliés ?

Si 'on connoiffoit le nombre de pouces
cubes de chaque efpece de matiere , en ajou-
tant ces deux nombres, ils donneroient 12
pour leur fomme, De plus, en prenant 12
onces = autant de fois qu’il y a de pouces cu-
bes d’or, c’eft-a-dire , en multipliant 12 2 par
le nombre des pouces cubes d’or , on auroit
le poids de 'or qui entre dans le mé}ange s
& en multipliant de méme 6 onces £ par le
nombre des pouces cubes d’argent , on auroic
le poids de I'argent , & en ajoutant ces deu:
produits ils formeroient 100 onces.

G iij

™~
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Raifonnons donc de la méme maniere e
repréfentant par x le nombre des pouces cu-
bes d’or, & par y le nombre des pouces cubes
d’argent : il faut donc que x -y =12. D'ur
autre c6té, chaque pouce cube d’or pefant 12
onces 2, ou %t d’once , un nombre & de pou-

8x a
ces d’or pefera 2L xaou 3% Parla méme rai-

fon chaque pouce cube d’;rgent pefant 6 on=
ces £ ou £= d'once , un nombre y de pouces
cubes , pefera 5 x y ou 5ty ; donc Por & l'ar-
gent réunis peferont &% x ==y ; or ils doi=
vent pefer 100 onces , doncx +5*y==1004

Pour trouver les valeurs de x & de v, je
chaffe les dénominateurs de cette derniere
équation , & 'ai 342x -+ 186y =2700. De

'1a prémiere équation je tire x == 12 — ¥, &
2700184 5 ¢galant
4 1 e 2700—186y

ces deux valeurs, ona 12 —y = — -,

Pour avoir y je chafle le dénominateur, &
il me vient 4104 — 342y = 2700 — 186Y;
tranfpofant & réduifant , 1404 =156y, &
enfin en divifant y =2*°*t=9 ; & comme
on a trouvé x —= 12—y, on a donc x =3,
c’eft-a-dire , qu'on a mélé 3 pouces d’or avec

9 pouces d'argent. En effet, le tour fait 12
pouces cubes. D’ailleurs 3 pouces cubes pe=

{ant chacun 12 ances 3 font 38 onces ; & 9

la derniere donne x==
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pouces cubes pefartt chacun 6 onces % font 62
onces , lefquelles avec les 38 font 100 onces.
Siles deux matieres qu’on a mélées avoient
des pefanteurs fpécifiques * différentes, &
{i le volume , ainfi que le poids total du mé-
lange , étoient différents de ce qu’on vient de
fuppofer, laméthode, pour trouver les quan-
tités de chaque efpece de matiere , n’en feroit
pas moins la méme ; ainfi pour renfermer dans
une feule , toutes les folutions des queitions
de cette efpece , fuppofons généralement que
le nombre total des pouces cubes des deux
efpece de matiere foit # .. « . .0 . . . 4

Que le poids total du mélange exprimé
en onces f@its . ¢ v e o Tl o D

Que le poids d’'un pouce cube de la
premiere matiere foit . . « + ¢ .. . .. Cd

Et celui d’'un pouce cube de la feconde
o AR R R T ST S £

¢ & d érant exprimés en onces.

Alors {i nous repréfentons par x le nombre
des pouces cubes de la premiere matiere , &
par y le nombre de pouces cubes de la fe-

* Onappelle pefanceur [péci-)quand on dit, par exemple =
fique , la pefanteur d’un corps| 12 pouces cubes d’eau com~
dont le volume eft connu.mune pefent 7 onces 6 gross
Quand on dit: un tel corps pefe |alors on détermine la pefan-
12 livres ; onne détermine que | teur de cette efpece d’'eau; on
le poids de ce corps & non pas | met en ¢tat de'déterminer com-
celui de I'efpece de matiere |bien pefe tout autre volume
dont il eft compofé; mais|conuu de cette méme eau.

Giv
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conde ; nous aurons pour premjere équatiot
Xty =d.

D’ailleurs chaque pouce de la premiere
matiere pefant ¢ d’onces , dés qu’il y a x de
pouces cubes , laquantité de la premiere ma-
tiere pefera ¢ x x ou ¢ x. Par la méme raifon
la quantité de la feconde matiere pefera dy 3
enforte que le total pefera cx—dy ; & comme
il eft fuppofé pefer b, il faut que cx - dy=>b.

Cela pofé, la premiere équation donne

b—dy 2.

¢ =g —; la feconde donne x = —Tfy;éga-.
b—d;

1 1 sl o ._)‘n

lant ces deux valeurs, ona ¢ —y=—5

chaflant le dénominateur , il vient ac—cy=>
i ac—b&

~— d y ; tranfpofant & divifant, y = ——:.
Pour avoir la valeur de x, il faut fubfti-
tuer dans P’équation x= ¢ — y, la valeur

;' qu’on vient de trouver pour y, & l'on aura
b—ac

x==a-+-—_, ou 'on voit que jai changé
=) 1 ; { 1 i ‘M:_F) ]
les fignes du numérateurde — parce que y

doit écre retranché dea (11). Cette valeur de
x peut étre fimplifice,, en réduifant le touten
ac—ad=+-b—ac

fra&ion (45),ce qui donmera x¥=

. c—d 3
kA il L. | M
Ou €n rcdil ane 3 X == —d*
b—ad ac—b
20 '-‘:En . —— —— = = :
Les valeurs x P &} A,

que Von vient de trouver, peuvent fouinic
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une regle fufcepeible d’un énoncé affez {im-
ple, pour IT réfolution gZnérale de toutes
les queftions de cette efpece.

Pour trouver cette regle , il faut faire at=
tention 1°, que b marque le poids total du
mélange; 2°, que a marquant le nombre total
des parties du mélange , & ¢ le poids d’'une
des parties de la feconde efpece, a dmarque
ce que peferoit le volume du mélange , #il
¢toit compofé feulement de la matiere de la
feconde efpece. En effet, {i tout le volume
¢roit d'argent, par exemple, on trouveroit
{on poids total , en multipliant la pefanteur 4
d’un pouce cube d’argent, par le nombre
total a des pouces cubes. Enfin le dénomina-
teur c—d eft la différence des pefanteurs fpé-
cifiques de chaque efpece de matiere.

Si ’on analyfe , de méme , la valeur de y,
on verra queac eft ce que peferon le volume
du mélange , il éroit uniquement compofé
de la premiere matiere. De-la on pourra con-
clure cette regle.

CaZcuZe{ce quepeferoit le volume du melange,
s'il éroit comuoj ' feulement de la feconde ma-
tiere ; retranchez ce poids du poids toral actuel
du mélange , & dtw/e{ le refte par la a’gfﬁruzce
des pa/arazc urs [péctfiques des deux matier
le quotient fera le nombre des parties de la pre-
miere que entre dans le mixte,

SCDLYON1
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Au contraire , pour avoir le 7[35:125;‘6 des par=
ties de la feconde matiere, calculey ce que pefe-
roit le volume du mélange , s’il étoit tout entier
de la premiere maticre ; retranchez-en le poids
total aduel du mélange , & divifez le refle par
la méme quantiré que ci-deffus.

Cette regle“eft précifément, ce qu'on
appelle en Arithmétique , la regle &’ Alliage ;
& qu’en Arithmétique nous avons renvoyce
a cette troifieme partie.

On peut, a cette méme queftion, en rame-
ner une infinité d’autres , qui,au premiet
coup d’eeil , ne femblent pasde méme efpece:
par exemple, celle-ci : Faire 522 livres en 42
pieces , les unes de 2.4 bivres & les autres de 6
livres ; caravec un peu d’attention, on voit
que cette queftion eft la méme que cette au-
tre ; un mixce compofé de 42 pouces cubes
de matiere , pefe 522 onces: des deux matie-
res qui y entrent, I'une pefe 24 onces par

ouce cube , & l'autre 6 onces. En fuivant
la regle précédente, on trouvera qu’il faut
15 picces de 24 liv. 8 27 pieces de 6 livres.

La méme regleferviroit encore a réfoudre
cette autre queftion. Un pied cube d eau de mer
pefe 74 livres , un pied cube d’eau de pluie pefe
~o. livres; combien faudroir-il méleryenfemole
d’ear de mer & d’eau de pluie , pour faire de
Peau qui pesdr 73 livres par pied cube ?
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On voit par-1a , combien il peut étre utile
de s’accoutumer de bonne heure a repréfen-
ter, d’une maniere générale, les quantités
connues qui entrent dans les queftions , &
interpréter ou traduire les réfultacs algébri-
ques des folutions des problémes.

ueftion troifieme : On a trois lingots dans
chacun defquels il entre de Lor, del'argent &
du cuivre, L’alliage dans le premier ¢ft tel que
ﬁtr 16 onces ,ilyena7y d’or, 8 d’ar‘gerz: &1 de
cuivre. Dans le fecond fiur 16 onces ,il y en a
s d’or,7 d’argent & 4 de cuivre. Dans le trot~
Jieme fur 16 onces ,ily ena 2 dor, 9 d argent
& s de cuivre. On veut , en prenant différentes
parties de ces trois alliages , compofer un qua-
trieme lingot , tel que fur 16 onces, il s’en
zrouve 4 onces & 1 €n.ors 7 ‘2enargent , &
3 5 en cuwre,

Repréfentons par x le nombre d’onces
qu’il faut prendre du premier lingot; par y,
le nombre d’onces qu'il faut prendre du fe=
cond ; & enfin par 7, le nombre d’onces
qulil faut prendre du troilieme.

Puifque 16 onces du premier contiennent
=7 onces d’or , on trouvera ce que x d'onces
de ce méme lingot peuvent contenir d'or,
en calculant le quatrieme terme de cette pro=

portion 16:7 ::x:; ce quatrieme fera =3
par un raifonnement femblable, ontrouvera
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{-(_»‘.‘.‘ -
qu’en prenant y d’onces du fecond lingot ;
on prend :"E enor, & fur le troilieme j—g Ces

. . . 75 <= =+ 2
trois quantités réunies font -—:z-——{; or
on veut quelles faffent 4 1% ou Z%; donc

Fr—+Ssy—+27 =29
i SROE ARy L
| Pour fatisfaire a la feconde condition, on
rémarquera, de méme, qu’en prenant x d’on-

ces fur le premier lingot , on prend néceffai-
8x
rement — d’onces en argent, fur le fecond

2, & enfin fur le troifieme , on prend né-
9%
16

8x—+7y+9
font —--—-1~:——7£

10

I212
faffent 72 on*3*, on aura

I6

ceflairement = ; ces trois quarntités réunies

, & comme on veut qu’elles
X47y+9% L 122

16 106
= En procédant de la méme maniere , on
i aura , pour fatisfaire a la troifieme condicion 4
3 2 =4y -+

P’équation —-———I—Jé——ﬁ =L

Comme le nombre 16 eft divifeur commun
des deux membres de chacune des trois
équations qu’on vient-de trouver, on peut le
fupprimer ; & alors on aura les trois équa-
tions fuivantes.. « . . 7% + 5y +27=179,
BtV 7y gt 7= 122 y X4y oo 515, 5 5
T'irant de chacune , la valeur de x on aura x
Y85y — 1Y 122 —7y— 9%

g

=35 —= |
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4y— 575 égalant la premiere valeur de
x a la feconde & a la troifieme (79), on
aura ArrTad . T e & o
7 S 7
=55 — 4y — 97, €quations qui ne renfer=
ment plus que deux inconnues, & qu’il faut,
par conféquent , traiter, felon ce qui a écé
dic (74)-

Pour cet effet , je commence par faire dif-
paroitre les divifeurs, & jai 632 — 40y —
163 =854 — 49y — 637, & 79—5y— 27
—38¢ — 28y — 357, ou, en paflant tous
les y d’un coté & rédufant, 9y =222 —477,
& 23y =306 — 337; la premiere de ces

; & la
306 — 337 E
Jeconde , y = ——; égalant ces deux va-

222 — 47%

deux équations donne y=

leurs de y, jai “1_9—'”{ = 306:;”{; chaffant

les divifeurs, §106 — 10817=2754—2973;

tranfpofant, §106 —2754=10813—2977;

réduifant , 2352 =7847; & enfin, en diviy
PR

fant, {"“"""7‘5“"—'35 »

Pour avoir lavaleur de y, je fubfticue dans
Pune des deux valeurs qu'on a trouvées ci-
deflus pour y, i’y fubftitue , dis-je , au lieu
de 7, fa valeur 3, gqu’on vient de trouver;

4 q o 12
par exemple , en fubftituant dane y == ==,

iyl B L s gk -2
laly— 9 "::_:—"—'_9"
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Enfin , pour avoir x, je fubflitue , au lieu
de y & de 7, leurs valeurs 9 & 3 dans Pune
des trois valears qu'on a trouvées ci-deflus
pour x; par exemple , dans la derniere , fa-~
voir x == 5§ — 4y — 5% & cette valeur de-
vient x=g§5—36—15= 55— §1 =43
ceft-a-dire , puifqu’on trouve X =4,y =9
& 7= 3, qu'il faut prendre 4 onces du pre=
mier lingot , 9 du fecond, & 3 du troifieme ,
& alors le nouveau lingot contiendra en or,
4 onces & 1% ; en argent, 7 onces 5 3 & en
cuivre , 3 onces .

En effet, puifque le premier lingot con~
tient fur 16 onces,7 onces d’or, 8 dargent
& 1 de cuivre ; il eft évident que fi Pon prend
4 onces feulement de ce lingot, on aura ;¢
d’once en or, 3% en argent & % en cuivre.
Par une raifon femblable , en prenant 9 onces
du fecond lingot , on aura 45 en or, 5 en ar-
gent , & 37 en cuivre ; & en prenant 3 onces
du troifieme lingot , on aura % en or, 37 en
argent, & 1 en cuivre.

R éuniffant les trois quantités de chaque
efpece de matiere , provenantes des trois lin-
gots , on aura 1, L, Hpou 4 155 7%

3 % pour les quantités d’or , d'argent & de
cuivre qui entreront, en effet, dans le qua-
trieme lingot.

SCD LYON
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Des cas o les queftions propof es ref~
tent indéterminées o guozgu on ait
autant d’ E guarzons que d tnconnues ;
& des cas ou les queftions font im~

pof bles.

87. 1l arrive quelquefoisique quoiqu’on
ait autant d’équations que d’inconnues, la
queftion qui a conduit a ces équations refte
néanmoins indéterminée, c’eft-a-dire , qu’elle
eft alors fufceptible d’'un nombre indéfini de
folutions.

Ce cas a lieu lorfque quelques-unes des
conditions , qucnque différentes' en appa-
rence, fe trouvent étre les mémes dans le
fondb. Alors les équations qui expriment
ces conditions font, ou des multiples les
unes des autres, ou, en général, quel-
ques - unes d’entr’ elles font compofées
d’une ou de plufieurs des autres, ajoutées
ou ﬁauﬂranes,rnuh;phées ou divifées par
certains nombres. Par exemple , une quef-
tion .qui conduiroit a ces trois équations
§X—t=3y—+-22=17, 8x - 2y 447 =203
18x -~ 8y -+ 87= g4, feroit fufceptible d’'un
nombre indéfini de folutions , quoiqu’il fem=
ble , d’apres ce que nous avons vu plus haut,
que x, y & 7, ne peuvent avoir chacun
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qu'une feule valeur. De ces trois équations 4
la derniere eft compofée de la feconde ajou=
tée avec le double de la premiere. Or il eft
évident que les deux premieres écant une fois
fuppofées avoir lieu, la troifieme s'enfuic
néceffairement ; que par conféquent ,<elle
n’exprime aucune nouvelle condition : on eft
donc dans le méme cas que fi 'on avoit feu-
lement les' deux = premieres équations; or
nous verrons dans peu que lorfqu'on n’a que
deux équatious pour trois inconnues, chaque
inconnue eft fufceptible d’'un nombre indé-
fini de valeurs. _.
8 8. Le calcul fait toujours connoitre les
cas dont il s'agic ici : voici comment. Il n’y
a qu’a procéder a la recherche des incon-
nues , felon les régles données ci-deflus:
alors fi quelquune des équations eft com-
prife dans les autres, on arrivera dans le
cours du calcul , 3 une équation identique ,
ceft-a-dire, 2 une équacion dars laquelle
les deux membres feront non-feulement
égaux , mais. encore compofés de termes
femblables & égaux : autant on trouvera
d’équations identiques, autant il y aurad’é-
uations inutiles parmi celles qui auront été
propof¢es.

Par exemple, fi de chacune des deux
équations 6x -+ 8y = 12& ¥ -ty =2,)¢
tire




bE MaTuEMATIQUES. ~ 113
- 8v '
oY Kx=12

e . T2-3y
s 3y : égalant ces deux valeurs , jaurai -~6—“3

tire lavaleur de &, j’aurai x =

= 2 ~— %y, ou chaflant les dénominateurs;
36 ~—24y=36—24Y, (,qu'ltlon identique
& qui ne peut faire connoitre la valeur de
parce qu’apres la tranfpofition & la 1éduc-
tion, on eft conduit a cette équation o = o,
Pareillement , des trois équarions ci-def~

) 7 e Y 2' -2

fusontlrex——-ﬁl——":,xw M
4 =By

bo == 2 13;__3, %3!3‘“ la premiere de ces

valeurs a la feconde & a la troifieme, on

. FT ~<3y= 2 200 2y — 17 e T4 e 2
aura o L YETAE & 3y z
5 8
[f4—38y—

4 ‘
— chaffant les dénominateurs , tranf:

pofant réduifant, & divifant , on aura, pat
36
I

—J

la premiere , y == 2—"%5.& par la feconde,

6 + 47,
y== i 5 valeurs qui étant égalées , dona
+ a7 36 -+
nent Iéquaclon identique 4“ . __14_4? .

il n’y a donc, dans ce cas, que deux équae
tions réellement diftinctes.
Mais {i 'on avoit les trois équations fuis
yantes :
st 3y 27 =24
F X4 Sy - 57 == 60
15X = 0y 4= 67 = 72

ALGEBRE, : H ;
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24=3Y-27,
AR

La prcmiere donneroit ¥ =

feconde , apres avoit chaflé les dénomina-

teurs , tranfpofé, réduit, &¢, donneroit

721-9y &

Site il e =

2§ ]
. b

Egalant la premiere de ces valeurs a la fe-

14—3y =2}

120-15y-107, 5
TS & larroifieme , x=

conde & 2 la troifieme , on auroie
R2ooi SYIX o 2473y 2 T2OVIR . & en chaf-
25 5 5]

Gnt les déoominateurs, 600 —75Y — §0%
600 — 75y — 507, & 360—45Y——3C%
360 —45Y — 307 €quations 1dentiques
dont on ne peut tiger ni y niz, parce
qu’elles fe réduifent chacunea o =o. 1l n’y
a donc ici, @ proprement parler, quune
feule équation,

Lees queftions qui conduifent a de pareils
réfuléats , font indérermindes , mais ne font
pas impoflibles. Nous verrons dans peu,

comment on doit les traiter.

89, Dans les cas dont nous venons de parler, le numeérateur, &
le dénominateur de chacune des valeurs des inconnues X, 5,7
&c , que nous avons données ( 85-) deviennent o, ce qui
doit ére , ainfi qu'on peur le conclure facilement de ce que
aous venons de dire. On peut donc, par le moyen de ces
mémes formules générales , reconnoiire les cas ou quelques=
wnes des équarions {eront comprifes dans les auttes.

90. 1.;0[1(.’11..1 une queftion qui ne conduit
qu’a des équations du 1€ degré eft impofii-
ble ,:on s'en appercoit @ ce que la fuice du

. 5 :
calcul conduit & une abfurdité; par exems

el
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ple ; conduit & dire, 4= 3. Sil'onavoit,
par exemple , les deux équations

§X~ 3= 30
&K 20x% 4 12y =135,
La premiere donneroit x = -33_—33—’, & la fe-

13§ —112

b 4
conde X == = ; égalant ces deux va-

20=1 1 -12
leurs, ona 22 s’.” - 'is,o Y'; chaffant les dé-

nominateurs, on a 600-—60y=675— 50 y
qui conduit @ 600 = 675, ce qui eft abfurde ;
donc la queftion qui conduiroit aux deux
€quations §x —- 3y = 30, & 20x <~ 12y ==
1375, eftimpoflible & abfurde.

Q1. Les folutions négatives indiquent
aufli une forte d’impoffibilité dans la quef=
tion ; mais cetce impoflibilité n’eft par ab-
folue , elle eft relative au fens dans lequel
les quantités ont éié prifes; en forte qu'ily a
un fens dans lequel ces folutions font naturel-
les & admiffibles ; voyez ce qui a écé dit (70).

Des Problemes indérerminés.

92.0n appelle, Probléme indéterminé ;
toute queftion a laquelle on peutfatisfaire en
plufieurs manieres, fans pouvoir décerminer
parmi touges ces manieres , quelle eft celle
qui donne lieu a la ‘queftion. Ces fortes de
Problémes ont toujours moins de conditions
que d'inconnues ; & envifagés généralement,

H ij
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ils font fufceptibles d’une infinité de folu-
tions; mais 1l arrive fouvent aufli que le
nombre de ces folutions eft limité par quel-
ques conditions qui ne pouvant pas €tre ré-
duites en équations, ne permettent pas de dé-
terminer d’une maniere dire&te le nombre
des folutions que la queftion peut avoir.

Si Pon propofoit cette queftion : Trouver
deux nombres qui pris enfemble faffent 24 ;
en nommantx l'un de ces nombres, & y l'au-
tre , on auroit x -+ y == 24 , équation de la-
quelle on tire x ==24 — y. Or cette queftion
eft fufceptible d’une infinicé de folutions , {i
par x & y on entend ipdifféremment des
nombres entiers, ou des nombres fractionnai=
res , & des nombres pofitifs ou négatifs: il
{uflit, pour y fatisfaire , de prendre pour y tel
nombre qu’on voudra , & de conclure la va-
leur de x de V’équation x =24 —y,eny
fubfticuant pour y le nombre qu’on aura pris
arbitrairement ; ainfi {i 'on fuppole fuccef-
fivementy=1,y=1+,y=2,y=25 &,
onaura B=—123 , =82, X== 245201 3,
&c. Mais fi I'on ne veut que des nombres
entiers & pofitifs , alors le nombre des folu-
tions eftlimité ; car pour que x fojg poficif , il
faut que y ne foit pas plus grand que 24. Et

uifqu’on ne veut que des nombres entiers,
il eft évident que I'équation ne peut ayoir en
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tout que 25 folutions en y comprenant o: en
forte que fuppofanc fucceflivement y =0,
J=1,y=2,y=3,&c. onaura x =24,
X=23,x==22,X==21, &C.

9 3. Mais, lorfqu’on impofe la condition
que les nombres demandés foient des nom-
bres entiers & politifs , dn ne voit pas tou-
jours aufli facilement que dans I'exemple
précédent, comment on peut fatisfaire 3
cetre condition : les queftions fuivantes font®
propres 2 le faire connoitre. '

Queftion premiere. On demande encombien
de manieres on peut payer 542 liyres , en don-
nant des pieces de 17 livres & recevant en
échange des pieces de 11 liyres.

Repréfentons par x le nombre des pieces
de 17 liv. & par y celui des piecesde 11 liv.;
en donnant x piecesde 17 liv. on payera
x fois 17liv. ou 17x : en recevant y pieces
de 11liv. on recevra 11y; par conféquent ,
on aura pay¢ 17 x — 11y; & puifqu’on veut
payer 542 liv. onaura 17x — 11y = 542.
Tirons la valeur de y, ceft-a-dire, de I'in-
connue qui a le moindre coéfficient , & nous

17 — 4§42

AUrons y == ———,
Comme on n’a que cette équation, on
voit qu'en mettant arbitrairement pour x tel
nombre qu’on voudra, on awra pour y une

H iijj
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valeur qui fatisfera sfirement a I'équation

mais comme la queftion exige que x & ¥

foient des nombres entiers , voici comment il

faut s’y prendre pour y parvenir direftement.
I7X=— 542 .

La valeur de y= "= fe réduit, en
faifanc la divifion autant qu'il eft poflibley
1 66 — —

a y=&—49+ ——“—3 > il faut donc que

6x— 3

oy foit uh nombre entier : foit #z ce nom=

. 62— 3
_bre entier ; onaura ——° —u , & par confé~
ol 113

quent 6x —3 =11z & x== , OU, en

A S5 U A
faifant la divifion, X = 3 3; il faut

g1

s - -
donc que - faffe un nombre entier: foit 2
su—+3

ce nombre entier; on aura =z, & par

66— 3
; 1—3 5
5 il faut donc que — faffe un nom-

conféquent su—3=6l&u= =t

t—3
o1 -
bre entier : foit s ce nombre entier, on aura

I—";"f = s, & par conféquent £=y5 s—+3 : opé-

ration eft terminée ici , parce qu'il eft évi-
dent gu’en prenaant pour s tel nombre entiet
qu’on voudra, on aura toujours pour ¢ un
nombre entier tel que lexige la queflion,
puifqu’il n’y a plus de dénominateur.
Remontons maintenant aux valeurs'de x

& y : puifqu’on a trouvé u= *?-3- ; en'met-
tant pour ¢ {a valeur §s-~3, on aura
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o518 —3 .
u——*—-’_——_T-——’zés + 3 : & puifquon a

z Lie—+3 {
trouve X = STRTS en metceant pOUF iU id va=

| 665+ 334+ 3
leur , ON aura x = ‘6311-’ —= 11856
: ‘ 17§42
enfin, puifqu’on a trouvé y = ——, ¢n

fubfticuane pour x fa valeur, on aura
1875 -~ 102 — §42

y = = = 175 — 40 ; ainfi les

valeurs correfpondantes de x & de y font
x= 11546, & y =175 —40. Par la pre-
miere , on eft libre de prendre pour s tel
nombre entier qu’on voudra; mais la feconde
ne permet pas de prendre s plus petit que 3 3
en effet y devant étre pofitif, il faut que 175
foit plus grand que 40, ou que s foit plus
grand que %2 , ceft-3-dire , plus grand que 2.

On peurt donc fatisfaire a cette queftion
d’une infinité de manieres différentes , qu'on
aura tautes en mettanc dans les valeurs de x
& de y, aulieude, tous les nombres entiers
poficifs imaginables depuis 3 jufqu’a l'infini;
ainfi pofant fucceflivement s =3, $=4,
S=¢,5=6,s=7,%c, on aura les va-
leurs correfpondantes de x & de y comme il
fuit : X=3Qs++ Yy =11

=30 =28
=01 =45
=72 = 62

=83, &c,=179
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Dant chacune eft telle qu'en donnant le
nombre de pieces de 17 liv. déligné par x,
& recevant le nombte correfpondant de
pieces de 11 liv. défigné par y, on payera
542 livres.

Queftion feconde. Faire %41 liv. en 41
pieces , de trois efpeces ; favoir 4 de 24 liy. de
19 liv, & 10 livres.

Soient x , y & 7 les nombres de pieces de
chzcune ce ces trois efpeces ; puifqu’on veut
en tout 41 pieces, on aura1’,x=y -z
= 41,

2°. Chaque piece de la premiere efpece
valant 24 liv., le nombre x des pieces vaudra
& fois' 24 liv. ou 24 x ; par la méme raifon y
pieces de la feconde efpece vaudront 19y, &
% pieces de la troifieme efpece vaudront oz ;
ainfi les valeurs réunies des trois nombres de
pieces différentes , monterpnt a 24 x — 19y
—+ 1073 & comme elles doivent monter 2
741 liv. on au 2¢ x 419 y =+ 10 7 = 741,

Je prends , dans chacune de ces équations,
la valeur d’une méme inconnue , peu im-
porte laquelle; de x, par exemple, & ai

741 — 19y — 107 .,
24 sl &=

gale ces deux valeurs , & j'ai 41 —y —g ==
=41 —19y — 103 3
Y s ou chaffant le dénominateur

984—24% T 24{=741 — 19y — 107
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tranfpofant & réduifant, on a 243=5y 4147
Je prends maintenant la valeur de y qui

a le plus petit coéfficient , & j'ai y = zﬁ?—l-f'
=48 —274-2"; ory & 7 devanr étre
des nombres entiers, il faur que > —* . * foit

un nombre enrler : foit donc z ce nombre

4{=t, oug-—«qi{w;z'

b i o T : il faut donc

entier ; on aura >
dODC{: b st L
3-—-.:1- v b .
que — loic un nombre entier : foit uz ce
;—

nombre ; on ura—— =u, ou 3 — =41

& par conféquent z = 3— 4 u.
Remontons maintenant aux valeurs de y,
R S

L
Puifqu’on vient de trouver z = _;_S_ ,0n

3-T§+4-202

auraenmettant pour z fa valeur,7 =

20U — 12 . -] 4
= ——— = su— 3 ; & puifqu’on a trouvé

— ]
y = 34_35_175 en mettant pour 7, fa valeur ,

243 — 70U+ 42 285 — 7ou
on aura y == — s
i3 5 7 57

— 14l

Enfin, puifqu’ona trouvé x =41~y —7,
on‘aura X =41 =57+ 14y — su—+ 3 =
gu— 13. En forte que les valeurs corref-
pondantes de x,y & 7, fontx —=gu—13,
Y =57=14u,& 7= su==3,dans lefquelles
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on peut mettre pour z , tel nombre entier
qu'on voudra , pourvu qu’il en réfulte des
nombres pofitifs pour x, y& z: or cete
condition emporte ces trois avtres 1°. Que
9 u foit plus grand que 13 ; ou que z foit plus
grand que 23 ou 1%, 2°. Que 57 foit plus
grand que 14 «, ou que  foic plus petit que
22 ; ceft-a-dire, plus petit que 4 5. 3% Enfin
que 5 z foit plus grand que 3, ou x plus
grand que 2, ce qui ne peut manquer d’arri-
ver , dés quion obfervera la premiere condi-
tion ; ainfi le nombre des folutions eft donc
trés-limité , & fe réduit a trois que l'on
trouve , en donnant a z pour valeurs les nom-
bres 2 , 3 & 4, qui font les feuls que I'érac
de la queftion admette. On ne peut donc
faire 741 liv. en 41 pieces de trois efpeces
propofées , qu’en prenant les nombres de
pieces marquées ci=deflous, & qu’on trouve,
en mettant pour , les nombres2, 3 & 4.,
fucceflivement dans chacune des valeurs de
x,y &z,
¥ Y Z
Qi e Bl e e
T4 %R g s B Besre;ie B
PURRLES. SRS O s |
Dans le cours des divifions que l'on fait
pour réduire la valeur de Pindérerminée a
un nombre entier, rien n'oblige 3 prendse
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le quotient plut6e au-deffous de fa véritable
valeur quau-deffus. Il eft méme quelque-
fois plus expéditif de le prendre de cette
derniere maniere.

Par exemple, {i yavois I'équation 19y ==
§2x 4139 , au lieu d’en conclure y=2x

+7+ 14% + 6

quotient de y2x divifé par 19, en nombres
entiers ; je conclurois y = 3x—+7 —_—q:t;t‘
en prenant plutdt 3x pour quotient, parce
que ce quotient eft plus approchant, & que
Pexcédent sx dont je tiens compte en lui
donnant le figne —, a un coéflicient plus

etit. ce qui ne peut manquer d’abréger te
) q P A

en prenant 2x pour valeur du

calcul. Je fais enfuite =u; & jen

6— 15U

conclus x = » & par la méme raifon ,

xX==1— 4L 4 I—_:—E. Faifant !—1:—” =1, jal
enfin z=¢g¢— 13 ce qui acheve la folution
plus promptement que fi j’avois pris cha=
que quotient au-deffous de fa véritable va~
leur. Si on remonte , comme ci-deflus , aux

aleurs de x» & de y, on trouvera x = § —
19z, & y= 21— 52¢, qui en donnant £ pour
valeurs , tous les nombres négatifs depuis

zéro , donnefont toutes les folutions pofi-

tives de l’équation.
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Des Equations du fecond dégré, a uné

feule inconnue.

9 4.0On appelle Equations du fecond degré,,
celles dans lefquelles la plus haute puiffance
de I'inconnue, eft cette méme inconnue mul-
tipliée par elle-méme, ou élevée a fon quarré,
Ainfi équation gx* =127, eft une équation
du fecond degré, parce que dans le terme 5x*
Ya quanticé x eft multipliée par elle-méme.

9 5. Lorfque P’équation ne renferme d’au-
tre puiffance de I'inconnue , que le quarré ,
elle eft toujours facile a réfoudre : il fuffic de
dégager le quarré de I'inconnue, de tout ce
qui peut le multiplier , ou le divifer ; ou des
quantités qui peuvent {e trouver jointes avec
lui , par les fignes =~ ou —, ce qui fe fait par
les regles données ( 56, 6o & 64); apres
quoi il n’y a plus qu’a tirer la racine quarrée
de chaque membre.

Par exemple, de I'équation gx* = 125, je
conclus , en divifantpar 5, ¥ == 2L = 25,
& tirant la racine quarrée de chaque mem-
bre, x=g : caril eft évident que (i deux quan~
tités font égales , leurs racines quarrées fe-
rontaufli égales, & il eft également clair que
x eft la racine quarrée de x?,

Pareillement fi y'ai I'équation £ a* == £ x?
= 75 je chafle les fractions; & jaizg &
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== [2x*~ 107 ; tranfpofant , 2§x* — 12 %
=105, ou 13x* == 105 ; divifant par 17«
x* = ‘2 s donc x =y 2% ; ce figne}) mar<
que qu’on doit tirer la racine quarrée.
Lorfqu’on doit tirer la racine quarrée dela
fra@ion , comme dans le cas préfent ,¥n faic
defcendre les jambes du figne ¥ ( qu’on ap-
pelle figne radical) au-deffous de la barre qui
fépare les deux termes de la fraftion. Mais
{i Uon n’avoit 2 repréfenter que la racine
quarréede 'un ou de 'autte des deux termes
dela fraétion, le radical feroit tout entier au=
deflus ou au-deflous de la barre de divifion,
ainfi pour marquer qu’on veut divifer par 3 ,

- e 1)
la racine quarrée de 40, on écriroit —.

Si la quantité dont on doic tirer la racine
quarrée éroit complexe, on donneroit au
radical une queue qui recouvrit toute la
quantité ; par exemple , pour marquer la ra-
cine quarrée de 3ab+-5%, on écriroitV 3ab+-5>.
Quelquefois aufli , fans donner une queue
au radical, on renferme la quantité complexe,
entre deux crochets , qu’on fait précéder du
figne 1/, en cette maniere V7 (3ab 5" ).

96. Nous avons vu (24 )que lorfque le
multiplicande & le multiplicateur avoient
tous deux le méme figne , le produit avoit
toujours le figne -4-. Cela érant, lorfqu'on 3
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a tirer la racine quarrée d’une quantité qui a
le figne -+ , on doit indifféremment donner
a cette racine quarrée le figne 4+ ou ie
figne — ; ainfi dans I'équation précédente x*
= 2§ ,on peut, lorfqu’ontire la racine quar-
rée ,gdire également, quelle eft 45, &
quelle eft — 5, parce que chacun de ces
nombres muleipli¢ nar lui-méme, reproduit
toujours -+ 25 ; en forte quela réfolution de
Péquation &* == 25 s'écrit ainfi x =+ , ce
qui fe prononce en difant x egale plus ou
moins § , & équivaut a ces deux équations
Xe=d g Hx=r—75.

Pareillement pour la fedonde €quation ci=
deffus , on écriroit x = + P2~ %,

97. Lorfgu’on a a tirer la racine quarrée
d’une quantité précédée du figne — ; von
couvre le tout, du radical, que 'on fait aufi
précéder du double figne <= ; ainfi i Pon

* On pourreit demanderici] Il faut fe garder de confidé-
pourquoi nous ne donnons pas rer la valeur de x dans la pre-
aufli le double figne 4 au pre- | miere équationx = 5 , comme
mier membre ? La rcPonfe eft{ étant la méme que dans la fe-
quon le peut ; mais cela ne)conde xz- 5, quoiqueces deux
mene i rien de nouveau. Enjvaleurs {oient exprimées par je
effet i 'on écrit 4-x=——-5,0on| méme caraltere ou la méme
en tire cesquatre Equations— x | lettre x. Cette lettre x eft un
&g, = Xx=-§,-x=+ 5,|figne par lequel on repréfente
- x=-5. La derniere, en chan-|la quantité¢ que 'on cherche;
geant les fignes , revient d la|il peur déhigner des quanticés
premiere. Il en eft de mémede|difiérentes , comme le mat
Ia troifieme , relativement a la| Ecudéfignédes quantités diffé-
{>conde, rentes , dans différents pays,
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avoit x* = —4 , on écriroitx =4 1V"",;
& quoiqu’on puiffe tirer la racine quarrée
de 4, qui eft 2, il ne faudroit pas écrire x =
~+ 2 : il eft effentiel ici de faire attention au
{igne — de la quantité qui eft fous le radical.
9 8. Lorfqu’une équation conduit ainfi &
tirer la racine quarrée d’'une quantité néga-
tive , on peut conclure que le Probléme quia
conduit a cette équation , eft impoflible : en
effer une quanticté négative ne peut avoir de
racine quarrée , ni exaltement , ni par appro-
ximation ; car il n’y a aucune quantité , foit
pofitive , foit négative , qui érant mulripliée
par elle-méme puifle produire une quancité
négative: il eft bien vrai que — 4, par exem-
ple, peut €tre conlidéré comme venant de—+2
mulciplié par — 2 ; mais ces deux quantités
ayant uvn figne différent ne font point €gales,
& par conféquent leur produit n’eft pasun

quarré. Ainfi , lorfqu'on propofe de tirer

1a racine quarrée d’une quantité négative ,
on propofe une chofe abfurde ; donc tout
probléme qui fe réduira a une pareille opé-
ration , fera un probléme impoffible. Ceft 2
ce carattere quon diftingue Pimpoflibilicé
des queftions du fecond degré.

Au refte , il ne faut pas pour cela re-
garder , comme inutile , la confidération des
racines quarrées des quantités négatives : il
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arrive affezfouvent qu’une queftion, quoi< -
.- que poflible , n’admet de folution que par le
' concours de pareilles quantités dans lef-
quellesa la fin, ce qu’il y a d’abfurde, dif=
paroit. On appelle ces fortes de quantités,

| quantités imaginaires, Ainfi ]/—— a ,eft une

quantité imaginaire 5 a+ )/ —5b, eft une
quantité imaginaire.

99. Ce que nous venons de dire, fuffic
pour la réfolution des équations du fecond
degré , lorfqu’il n’y a pas d’autres puiffances
de x que le quarré. Mais outre le quarré de
Yinconnue, il peut encore y avoir (& cela
. arrive le plus fouvent ) la premiere puiflance
| de I'inconnue multipliée ou divifée par quels

que quantité connue , comme dans cette
¢quation x* —4x == 12, Alors l'artifice qu'on
doit employer pour réfoudre I'équation, con~
fifte a préparer le premier membre de ma-<
niere 2 en faire un quarré parfait : cette pré-
paration fuppofe avant tout , trois chofes 3
1°, qu'on ait paffé dans un feul membre tous
les termes affe@és de x, & les quantités
connues dans lautre; cela s’exécute par cé
qui a ¢té dic(§6): 2° Que le terme qui
renferme 7, foit pofitif ; il avoit le figne—,
on changeroit tous les fignes de I’équation,
ce qui ne troubleroit point 'égalité; 3°, Qul e
e




DE MATHEMATIQUES: 129

1’t erme q-_'i renferme x* oit libre de tout

ultis plicateur ou de tout (l“ii'cn:‘; §'il n’és
toit point dans cet érat , on I’y ameneroi

neroit
en nu.ltlpuant tous les autres termes de 1'é-
quation par ce divifeur, & en les divifane
par le multiplicateur. Par exemple, {i yavois
a réfoudre ’éL. ation 4 x — % x*= 4 — 2.

’
1%, je paﬂ'crm:, tous les x dans le premier
thembre , en écrivant le terme x* Ie pr c..m:er
& ]ausmbn———".-' 44X 42X =4, Ou—2 x*
- 6 = 45 g 1r3 cﬁanggrom les fignes *)}uu
Lnd re x* pofitif, & j'aurois 3 x*— 6x =—4;
, je multiplierois par 5, ce qui me don-
nemu 3x*—— 30X ==—20; enfin je divife~
rois par 3, & j'aurois x* — jox = — 22,
omme on peut tovy)urs ramener , a cet
état , toute wumon du fecond degré , nous
ne nous occuperons actuellement que d’une
équation préparée de cette xmn.e“,.,

100. Celapofé, pour réfoudre une équa-
tion du fecond degré, il faut fuivre cette
regle:

Preney la moizié de la quantiré connue quz
n’z,h.rpﬁe x da ins le Jecon f erme : elevez certe
imoliie au quarré, f;‘ ?J"h;';" 7 €2 quai a chaque
membre de I'équation , ce fl.u‘ ne changera rien
a Z<-*:?Zfzt . Le ;:' mier membre ,.rﬂ ra alors ure
quarré p(tf),u.:f. u;n la racine g”wcc de cha-
que membre 5 & faites précéder celle du fecond

ALGEBRE, I
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membre , du double figne 5 I'équation fer@
réduite au premier degre.

Quant & lamaniere de tirer la racine quarrée
du premier membre, on tirera la racine quar-
rée du guarré de l'inconnue, & celle du quarré
qu’on a ajouté : on joindra cette feconde a la
premiere, par le fighe qu'aura le fecond terme
de I’équation.

Par exemple , ayant I’dquation x*—+ 6x
— 16 , je prends la moitié de la quantité con-
nue 6 , qui multiplie & dans le fecond terme :
je quarre cette moitié, & jajoute a chaque
membre le gquarré 9, J'ai X°* - 6x 9 =255
il ne s’agit plus que de tirerla racine quarrée,
ce que je fais en prenant la racine quarrée
de x* qui eft x,puis celle de g quieft 3, &
comme le fecond terme 6 x de I'équation a
le figne -, jen conclus que x--3, eft la
vacine quarrée du premier membre. Quant &
celle dufecond, elle eft 5 ou plutot (96) +- 3
par conféquent x -3 = =+ . Pouravoirx,
il ne s’agit plus que de tranfpofer, & 'on aura
x=——+§ — 3 3 ceft-a-dire, que x a deux
waleurs ; favoirx=a—§—3 =2, &x=
— ¢ == 3= — 8. Nous verrons ci-apres ce
gue fignifie cette feconde valeur.

Pous entendre la raifon de cette regle, il
faut fe rappeller ce que nous avons remarqué
(25) favoir que le quarré d’une quantité
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e€ompofée de deux ternies , contient toujours
ke quarré du premier terme, le double du
premier terme multiplié par le fecond ; & Ie
quarré du fecond.

Cela pofé , lorfqu’il s’agit d’ajouter i une
quantité telle que x* -+ 6x, ce qui eft nécef-
faire pour en faire un quarré parfaic, il faut re-
marquer 1°, que cette quantité concient déja
un quarré x* qu’on peuc confidérer comme
le quarré du premier terme x d’un binome.
2°. Qu'on peut toujours confidérer le terme
fuivant 6x, comme étant le double de ¥ mul-
tipli¢ par une autre quantité. 3° Que cette
autre quantité eft néceffairement la moitié
de 6 multiplicateur de x. Il ne manque donc
plus que le quarré de cetee feconde quanticé,
c’eft-a-dire , le quarré de la moicié du multi-
plicateur de x dans le fecond terme. On voic
que ce raifonnement eft général, quel que
foit le multiplicateur de .

Quant 2 la regle que nous donnons en
meme-temps pour extraire la racine quarrée
du premier membre, eile eft également une
fuite de la formation du quarré ; puifque les
deux quarrés extrémes qui fe trouvent dans
le quarré d'un binome éiant les quarrds des
deux termes de la racine , il eft évidenc qu'il
ne s’agit que de tirer féparémenc les racines
¢le ces deux quarrés pour avoir ces deux tex-

11}
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mes. Mais on doit donner au fecond termé
de la racine , le méme figne qua le fecond
terme de I’éguation , parce que de méme que
le calcul fait voir que le quarré de a+b eft &°
-2 ab--b*, de méme il fait voir que le quarré
de a—b eft a* — 2ab—+ Db

Application de la Regle précédente, a
la Reéfolution de quelgues queflions
o o
du [econd degré.

10 1. De quelque degré que doive étre
Péquation, il faut toujours , pour mettre la
queftion en équation , faire ufage de la regle
que nous avons donnée (67).

ueftion premiere. Trouver un nombre tel
que fi d fon quarré , on ajoute 8 fois ce méme
nombre , le tout faffe 33 2 '

Si je connoiflois ce nombre , que jyappelle
s, il eft ¢vident que jen prendrois le quarré
x*; qua ce quarré, yajouterois 8 fois ce nom-
bre, c’eft-a-dire, 8x, & que le tout x* == 8x
formeroit 33 ; il faut donc gne x* - 8x = 33.

Pour réfoudre cette équation, j'ajoute a
chaque membre , le nombre 16 qui eft le

uarré de 1a‘moitié du nombre 8 qui multi-
plie x dans le fecond terme, & j'ai x* == 8x
o}~ 16 == 49 , équation dont le premier mem-
bre eft un quarré parfait. Je tire la racine
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‘ 4 ] | B Y ;
quarrée de chaque membre , enobfervant la
regle donnée (;oo), & };11 x4 = -i 7 3

deux valeurs de :.c, X == -+-7 ——4‘::3 & x
E=—7—g=—=—11.
De ces duu\ va l\,ms la H'Lm.:’r\, fﬂt'n:nc

de ? , étant ajouté a 8 fois ; ou :.g.,
A I'égard de la feconde , comme ciic ef

gative,, elle indigue qu’il y a -une autre
queftion dans la "-_‘..L_“C prenant x dans un fens

tout contraire , la folution f::reu 115 ceft-a-

dire , que la feconde valeur de x doit fmsd
faire a cetre autre queﬁlon Trouver ungon
bre tel gm [t de fon quarré, on retranc he 8 fois
ce méme nombre , le refle ﬁ)z, 33366 ui;:ﬂ' en
effer ; car le quarré de 11 eft 121, i
11 font 88, lefquels retranchés d
xefte 33.

Pour confirmer ce que nous avons dit fur
les quantités négatives (70), remarquons que
cette feconde uuuhlf‘n mife en €quation
donne x* —8x == 33, laquelle érant ;d.,mc
felon la regle , donne x =4-7-4-4;¢ c’eft-a-
dm} ges deux leuur.‘} g =11 &x=— 3,
qui font précifément le contraire de celles de
la premiere queftion.

10 2.0n voit pagla qu’une équation du
fecond degré , a une feule inconnue , a.tou-
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jours deux folutions. Car les deux valeur#
11 & — 3 fubftituées , au lieu de x, dans I'é-
quation x* — 8x =33, laré ifolvent égale-
ment , ceft-a-dire, réduifent également le
premier membre 2 33, On vient de le voir
pour 11, A I'égard de— 3 , fon quarré eft
93 & 8 fois — 3, font — 24, qui, retran-
chés de =+ 9, donnent =+ 9 = 24, felon ce
gui a été enfeigné (1 1)

Mais on voit en méme-temps que {i toute
quation du fecond degré a deux folutions,
i n’en eft pas toujours de méme de la quef-

ion qui a conduit a cette équation; car , dans
e cas préfent, la feconde va!eur-—; , Ne
réfout que la queftion contraire. Au refte, il
arrive fouvent que les deux folutions de
V'¢quation, font aufli toutes deux , folutions
de la que ﬁmn Nous en-verrons un exemple
dans la troifieme queftion.

Queftion feconde. On devoit partager 17g
livres entre un certatn nombre de pedomzes,
mais il y en a deux d’abfentes & qui, par oette
raifon ,ne doivent pas avoir part. Certe circonf-
pance augmente de 1o livres la part de chaque
préfent s on demande combien il devoir d “abord
v avoir de partageants ?

Si je favois quel eft ce nombre, je divi-
ferois 175 par ce nombre, pour connoitre
combien chacun auroit eu, fi soutes les per-

47
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fonnés euffent été préfentes. Je diviferois
enfuite par ce méme nombre diminué de 2,
pour connoitre combien chaque partageant
aura réellement ; enfin je verrois {i en otant
10 livres de ce fecond quotient , le refte eft
égal au premier. Imitons ces opérations , en
repréfentant par x le nombre cherché.

Si rous éroient préfents , chacun auroit

178 . .
donc -Z ; mais s'il manque deux perfonnes »
3 - s
c_;haque partageant aura —; puis donc que
ce dernier nombre doit écre plus grandde 10,

- . 175 175
— — O a— —
que le premier, il faut que — —10= =,

Pour réfoudre cette équation, je chaffe les
dénominateurs ; & felon la remarque faite
(66), yécris17§x —10(x—2) x=175 X
(x—2) , puis faifant les opérations indiquées
yai 175% — 10Xx == 208 = 17§% — 350 5
fupprimant 175x de part & d’autre , puis
changeant les fignes (99), on a 1o0xx
— 20% == 350 ; enfin en divifant par 1o, il
vient xx — 2x = 35 , équation a laquelle
il ne s"agit plus que d’appliquer la regle don-
née (100). Je prends donc la moiti€é —1 du
multiplicateur — 2 de x. Je quarre cette
moitié , ce qui me donne — 1, que j'ajoute 2
chaque membre , & j'ai »* — 2x -1 = 363
tirant la racine quarrée, jai x —1=:6,

iy
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& par conféquent x=—-6 =1 , qui donud
% =7 & x = — 5. La premiere eft le nombre
U.CICHL car 17y divifé par 7,donne 25 ; &

75 divifé pﬂr 7+=-2,00 5 ‘donne 35 qui
e‘.c:de 25 de 10. Quant 2 la feconde, elle
r¢lout la queflion ot on fuppoferoit qu’il
s agit de partager 175 livres avec deux nou-
veaux furvenus » & que cette circonftance
diminue de 10 livres ia part que chacun auroit
cue i:lflf: ceia.

QI’C tion troifieme. Un homme achete un
cheval , qu ‘il vend , au bout de quelque temps ,
pour 24 pifioles. Ao vente, il perd autant
pour ceat, que le cheval lit avoir coilté, On
en il Lavoit acheté ?

oit ce que le cheval a cofité,
e vcrifierois ce nombre en cette maniere.

-»(..I'ra an L{,. con

i1:71
1
LLlL)}I"“G

i |

ancherois de 100, & je ferois cetre
::'-:)'“ 51 100 {e réduifent au nombre
ient” de me donner la fouftraGtion, 3
n le nombre prétendu doit-il fe rédui-
ve ! Ayant trouvé ce quatrieme terme , il
devroit érre éo: L.,

Nommons donc x le nombre che rché,
c’eft-a-dire’, le no rw' re de p”*ol{:s que le
chevala co uté. Alors puifque 100 {font fup-
polés fe réduire a4 100 —x, je trouverai 3
combien % doit écre réduit, en faifant cette
yegle de trois, 1005100 —x: i 5 le qua-
-




&
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trieme terme fera S22 % ( Arith. 179) o
foox — X2 : o
———"=; puis donc quon fuppofe que le

100
prix du cheval a été réduit a 24 piftoles, il

OO == X G

faut que =" = 24,

100

Pour réfoudre cette équation , je chafle le
dénominateur, & jai 100x — Xx == 2400
ou en changeant les fignes xx — 1oox ==
— 2400, Je prends donc (100) la moitié de
— 100 qui eft— 50 ; je I'éleve au quarré, ce
qui me donne ~~ 2500 3 ajouter a chaque
membre, L’équation devient xx —1o00x
~ 2§00 ==2500 — 2400 == 100 tirant la
racine quarrée , j’ai x— §o =-+10, & par
conféquent , x = 50 + 10, qui donne ces
deux valeurs x= 60 & x =40 , dont cha-
cune réfout la queftion ; enforte que le prix
du cheval peut également avoir €c€ de 6o ou
de 40 piftoles : 'énoncé de la queftion n’eft
pas fuffifant pour déterminer lequel de ces
deux prix a eu lieu. Si 'on veut vérifier ces
deux folutions, on verra qu’en fuppofant que
e cheval a écé acheté 6o piftoles, puifqu’a-
lors 100 fe réduifent 3 40 , 60 fe réduiront a
24. Etdans le fecond cas, on verrade méme,
que 100 fe réduifant 2 60, 40 fe réduiront

2 24.
103. Dans les queftions précédentes,

ar

équation a eu deux folutions , Pune pofitive
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Pautre négative. Dans la derniere, elle en 2
deux pofirives. Elle peut en avoir aufli deux
négatives. Mais cela n’arrive que lorique
PPénoncé de la queftion eft vicieux; car alors
chacune de ces deux folutions négatives,
indique (70) que I'nconnue doit &wre prife
dans un fens tout oppofé a celui de I'énoncé.
Parexemple, {il’on propofoit cette queftion:
trouver un nombre tel que {i a fon quarré
om ajoute neuf fois ce méme nombre, &
encore le nombre 5o, le tout fafle 30; cette |
queftion mife en équation donneroit x*~- ox
—+50==30,quien fuivant les regles données
plus haut, deviendroit fucceflivement x*—-9x
=20, X’ = gx =32 _s0=1;
tirant la racine quarrée x~+2%=-+4-1%, qui
donnex=—24+4t=—4, &x=—2—+
= — 5. Ce qui indique que la queftion doit
&cre changée en cette autre : Trouver un nom-
bre tel que {i apres avoir ajouté 5 o a fon quar-
1é, on retranche du tout, 9 fois ce méme
nombre demandé, il refte 3o.

104. L’algebre a donc cet avantage ;
que non-feulement elle réfout les quettions,
mais elle faic encore diftinguer fi elles font
bien ou mal propofées; & fi elles font im-
poflibles , elle le fait connoitre auffi: nous
en avons déja donné le caraftere (98). Si
Yon en veut un exemple, il n'y a qu'a ré-
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foudre Ia queftion troifieme, .n y fuppofant

vingt-fix piftoles au lieu de vingt-quatre.

5 g 100X - X
T.’équation fera ——_=% — 26, Ou 100X=—X%
b ]

120
== 2600, Ou xx— 100x ===—2600, qui,
felon la regle (100), devient xx — 100% +=
2§00 = 2500 — 2600 == —= 100, tirant la
racine quarrée x— so=-=+¥__ 100, & en-
finx==g0-+V¥ — 100; ornous avons vu (98)
que la racine quarrée d’une quantité négative
eft impoflible. :

Queftion quatrieme. Deux perfonnes fe font
réunies dans un commerce : L'une amis 30 louts
qui ont refté 17 mois dans la fociété. Le fecond
7’ fourni [es fonds qu’au bout de 5 mois ; c’eft
d-dire , qu’ils n’ont ézé que 12 mots dans la fo-
ciéte. Ces fonds que ['on ne connoit point , font,
avec le gain qui lui revient , 26 louts. Le gain
totala été de 8 louis & ; on demande ce que le
Jecond avoir mis , & combien chacun a gagné ?

. La queftion fe réduit 4 trouver la mife du
fecond , car il eft évident que le gain de cha-
cun fera facile & trouver enfuite.- Repréfen-
tons cette mife , ou le nombre de louis de
cette mife par x. Puifque les 30 louis du
premier ont été 17 mois dans la fociéeé , ils
doivent lui avoir produit autant que produi-
roient 17 fois 30 louis ou 510 louis pendant
un mois. Pareillement , puifgue la mife x du
fecond a été 12 mois dans Ja fociété, elle
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doit luiavoir produit autant que 12 fois x d8
louis ou 12x produiroient pendant un mois 3
ainfi, on peut regarder la fociété, comme
n’ayant duré qu'un mois, mais en {uppofant
que les mifes aient été 5 10 & 123 cela érant
pour favoir ce que le fecond doit gagner, il
faut (Arith. 197) calculer le quatrieme terme
de certe.proportion 10— 12x: 18 2::12x3

x2x18

Ce quatrieme terme fera :wﬁ", qui re-

N wibi 22e00 . ; .
vient a ———— ; or il eft dit dans la queftion

SIO-=I2X
que le gain du fecond & fa mife x font 26

22¢

louis ; donc —2*% _ 4 x =26,
§Io=12%

~ Pour réfoudre cette équation , chaffons le
dénominateur, & nous 'aurons 225x - x
(s10=12x)=26 (510 12x), 0u, en
faifant les multiplications indiquées , 22 5%
- § 10X = 1234% = 13260 = 312x. Tranf=
pofant & réduifant, on a 12xx - 423x ==
13260 divifant par 12, a® 4 422 x = 13242
qui fe réduit 3 x*~+ 242 x = 5105 ; prenant
donc la moitié de 4%, qui eft L% ; élevant
cette moitié au quarré,, & l'ajoutant a chaque.

membre, on aura x* 14l x = 22861
I98871 ' fo0g01

Pea— - 1105 = 2°£21 . en réduifant

146

1105 en frattion. Tirant done la racine

goboL

':_-: i _;..:_T ; CEO“C X == _!_;l i lZL; qui
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donne pour la feule valeur 4 qui fatisfafle ala
queftion , x = Eo + 244 ‘—-e— = I—gf = 20; la
mife du fecond étoit donc de 20 louis; JuE
conﬁ,qne nt fon gain Croit de 6, & celui du
remier de 12

105+AlL ’gqrd des équations I!tt“raif’s,
la regle eft abfolument la méme. Silonavoit
3 réfoudre I8 Lqumon abx — axx == b ; con-
formément a ce m’l a été dic (99 & 100), je
changerois cette équation en gxx—abx=—

. b2e rey o :
b*c y puls en xx — by —=— w 5_]’9_}:_ e
1 b =g

chaque membre le quarré de—-; ce :
i 2 pb bb Bc

- —, & jaurois xx —bx—4 —==——;
4 4 154 a

tirant la racine quarrée, jai x—- =+

bb b*c b 3 T
—_—— &canﬁnx:—-ﬁ—g il SR AL
4 a ? 2

4 a
106. Lorfque lqauaon eft 3ict’{‘aie’-’
elle peut fe prt,[\.,ntvr fous une forme pidg
(,Omt)o‘”ﬂﬂ que nous ne I'avons vue m,quc,
ici ; mais on peut tOUJL urs la ramener a c,om
termes en cette maniere. Soit"équation ax
4 bex — a*h = bx* — 52—- acy. Je pa;ie
dans un feul membre tous les termes affec-
tés de x, en obfervant d’écrire de fuite ,
tous ceux qui ont les mémes puiffances de x,
& yaiax® — bx* - box + acx = a'b — ab’.
Je remarque, a préfent, que ax®— bx* n'eft
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avtre chofe que (a—5)% x*, ou (a—5) x*}
pareillement bcx ~—acx n’eft autre chofe
que (bc - ac) x, enforte que I'équation
ax* — bu* == bex = acx = a*b — ab* peut
s'écrire ainfi (@ —b) x* ~ (bc =+ ac) x = a*b
~—ab®; or les quantités a, b, ¢, érant des
quantités connues , on doit regarder ¢ — b,
be ~+ac, & a’h — ab* comme des quantités
toutes connues; on peut donc, pour abréger,
repréfenter chacune de ces quantités par
une feule lettre, & fuppofer a —b =m , be
=+ac=n,ah — ab* = p, & alors I'équa-=
tion eft réduite 3 ma’ —+ nx=p, qui eft
dans le cas des précédentes, & qui écant
réfolue fuivant les mémes regles , deviendra
fucceflivement x* - % X == %, puis x2+£
X —— = —E—:-—i-‘g(en ajoutant le quarré de

Sl Sl P v 'y 7.\ e

la moitié de —,ceft-d-dire,de {n?) ; tirant
la racine quarrée , x 4 — S F

4m* m?

— 71 n*
enfin x=;iV;;; “l"‘i‘;’ :
I10%7. Au reflte on ne fait ces fortes de
transformations que lorfque le calcul qu’on
auroit a faire fans elles, feroit trés-com-
pol€ ; car dans ce méme exemple, aprés
avoir mis I'équation propofée , fous la forme

(a—b)x*~(bc—Hac) x =a’b —ab*, on
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peut la traiter , fans trop de ealcul , comme

les précédentes , en divifant d’abord par ¢ —
: be -4 ac
o o and
b,ce quidonne..... x" - —
maintenant il faut ajouter de part & d’autre
. s 6:..‘—}-.(1:.‘ . * 2
le quarré de la moitié de —, c'eft-a-dire,
be 4 ac . Sy
—; > mais on peut fe conten -
g es (be = ap\3_

ser de l'indiquer en cette maniere ( ) 5
2 — 20

e 2 be =+-ac E‘C - e
ainfi on aura x* - 2 ol (____) 85

x==ab;

le quarré de

w—

be +ac ) .
( = ) * - ab ; tiranc la racine quarrée,

2a—2h

O AVEA- o el ald ol dsl 5 SiRTE N Av s b

te~+ ac be —=acy ,
x “:-"iz/ ( """"" ) +ab, &

2a—2b 2a—2b)
-be-ac V te+ac\,
enfin x= —— —+ (* ) ~~ab,
2a-2b — 2@—20

108. Quoiquon puifle, lorfquon a
conclu la valeur de x , laiffer le radical dans
I’étac on il eft , jufqu’a ce qu’on vienne aux
applications numériques 5 néanmoins , il
peut écre fouvent utile de lui donner une
forme plus fimple , en réduifant au méme dé-
nominateur les deux parties qui fe trouvent
fous ce radical. Sur quoi il faut obferver
qu’on peut fouvent les réduire au méme
dénominateur d’'une maniere plus fimple que
par la regle générale donnée (47); & cela
en fe conformant aux obfervations que nous
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avons faites (48); prenons, pour exemple
n* }
o T pour réduire a un méme dénod4

minateur ]es deux quantités — & Z | ob~
qm m

ferve que leurs dénominateurs actuels ont un
falteur commun m , & que par conféquent 4
{i je multipliois les deux termes de la frac-

tion % , par 4m qui eft le fecond fa&teur du

premibr dénominateur , alors elle auroit le
méme dénominateur que cette prenmrc frac-

tion ; c’eft pourquoi je change
- a}::.z
en — > Or comme le radical mar-

que quil faut tirer la racine quarrée de la
frattion , c'eft-a-dire (Arith. 142) du numé=
- s 17 '- e 4 ot - Y
rateur & du dénomi nateur ; je tire celle du
dgnomxmtcur qui eft un ‘quarré ; & jai

V n o apm :
2 —%—; ainfi dans I'équation ci-deflus, o

-—.?l

nous avons trowe ¥ — }'/

2. - ém m ’
on peut CJ.]"I'!I"‘" r cette valeur de X s €n cette

—_—T1 ]/::7 - qpm

autre, x=— — - “—s ou (2 caufe du

iy & R 2m

dénominateur commun 2/m), €nucette autre ,

— l/rz -+ 4; pm.

X’ =

= % rm

De
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De Pextra&ion de la racing quarrée
des quantités lireérales.

I09. La réfolution des équations du f&<
cond degré conduit done, comme nous ve=
nons de le voir, a extraire la racine quarrée
des quantités, foit numériques , foic littérales.
Nous n’avons rien a ajouter a ce que nous
avons dit des prémiefes én Arithmétique.
Nous allons parler des dernieres.

_ Lorfqu’il a été queftion de la multiplica-
tion des quantités monomes ( 18 ), nous
avons dit que le produit renfermoit toutes
les lettres du multiplicande & toutes celles
du multiplicateur 5 or, lorfgu’on éleve une
quantité au quarré, le multiplicande & le
multiplicateur font les mémes ; donc, dans
un quarré monome , chacune des lettres de ]a
racine doit écre deux fois falteur ; donc ex-
pofant de chacune des lettres d’'un quarré
monome doit €tre double de celui des mémes
lettres dans laracine ; donc pouravoir la racine
quarrée d une quantité monome , il faut donner
a chacune des lettres de cette quantizé y un expo-
Jant moitié moindre ; fuivant cette regle, la
racine quarrée de a* eft a, celle de o° eft o2,
celledea’b’c” eft abc, celle de a*/5ct eft g2 b3,

I 10.S'il fe trouvoic un expofant impair,
ce {eroit donc un figne que la, quanticé pro-

ALGEBRE, K
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pofée n’eft point un quarré parfait ; alors 3
en fuivant la regle , il refteroit un expofant
fraGionnaire qui défigneroit qu’il refte a tirer
la racine quarrée de la quanticé qui auroic cet
expofant. Ainfi la racine quarrée de a’bcteft

3 1
ab?c* ou abb*c* : car on peut confidérer a*b3ct
comme a*b*bct.

L’expofant fra&tionnairea doncicile méme

I
ufage que le figne /5 ainfi ab6>c*, ou (ce qui
X . by -
eft 1a méme chofe) abe*3*équivaut a abc*V/b.
Donc réciproquement , fi une quantité mo=
nome eft affeétée du figne 3", on pourra fup-
primer ce radical, pourvu qu’on prenne la

moitié de chacun des expofants.
1 1 1. Cette remarque fere a fimplifier les

quantités affe&tées du figne, lorfque cela eft
poflible. Par exemple , la quantité V a*b’c
&eant la méme chofe que a* b2 ¢* , fe réduit

I

3 abb* ¢* ,ou, en remettant le radical, au
lieu des expofants fraftionnaires , aahVbe.
De méme Vo’ b*c® fe réduita a*b*cVac, en
confidérant a’b*c* comme a*bic*ac, & pre-
nant la moitié des expofants 4, 4 & 2. On
_ : B
trouvera de méme quey” 5 feréduitaay” %;
ou bien (i 'on multiplie le numérateur & le
: ’ £
dénominateur par f, fe réduit :‘aaV’}{,- ou

enfin h%]/aj:
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1 1 2.0n voit donc que pour faire fortic
hors du radical les faleurs que L'on peut en
faire fortir, il faut prendre la moitié des expo-
fants de ces falteurs. Au contraire pour faire
entrer fous le radical un facteur qui feroit au
dehors, il faudra doubler Pexpofant de ce
fateur , c’eft-a-dire, élever ce faleur au
quarré, Ain(i 3”5 peut €tre chan UC eny a*bh;

b
@/ — peut Etre changé en /___ qui fe ré-

dmt a V’a b. De méme (¢—5) /c peut étre
changé en V" (a4 )*c.

I 1 3.Jufqu’ici nous n'avons pas eu égard
au coéflicient. S'il y en avoit un, & quiil
fit un quarré parfait, onen tireroit la racine
quarrée felon les regles de Arithméeique 5
ainfi 1/ 9a*4* devient 3061 4. De méme,
V 1024 a*b’c devient 32 abV” be.

I I 4. Mais fi le coéflicient n’étoit pojnc
un quarré parfait, il faudroit voir s’il ne peuc
pas étre décompofé en deux falteurs donc
’un foit un quarré parfaic dont on tireroic la

racine , & onlaifferoit 'autre fous le radical ;

c’eft ainfi que ¥ 48a*b’ fe réduit a 4abV 35,
parce que 48 étant==16 X 3 , ¥ 48a*h’ =
!/1../‘><;(:=:’;5 , OU :I/-]g'-;_‘-{,-xg — 4ab 'ifi,‘/-‘.
On trouvera de méme que V' 512a°5* fe ré-
duit 4 16abV 2a.

11 §.Silaquanticé affeétée du figne ra=
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dical, eft complexe & n'eft point un quarré
parfait, il faur examiner fi elle ne peut pas
étre décompofée en deux fatteurs, dont 'un
feroit un quarré parfait; alors on tireroit la
racine de celui-ci, & on laifferoit 'autre fous
le radical. Lorfoue le falteur quarré, sil v
en a, eft monome , il eft toujours facile a
appercevoir. Par exemple, dans la quantité
V 40’ h* — ga*h’ 4 6b% , je vois que b*,
eft facteur de tous les termes , en forte
que cette quantité équivaut a cette autre
V' (4a* — § a’b = 6b*)xb* ; je tire donc la ra-
cine quarréede b, & j’aibV4a3—ga’b+6b’.
I I 6. Maislorfque ce fatteur quarré doit
&tre complexe, ou' lorfque la quantité com-
plexe qui eft fous le radical, eft elle-méme
un quarré , il faut bien fe garder, pour en
avoir la racine de tirer {éparément la racive
quirtée de chacun des termes qui la com=
pofent. Par exemple , i I'onavoic a® -+ b*,
on fe tromperoit beaucoup fi Fon prenoic
a~+ b pour cette racine,, puifque le quarr¢ de ;
a-+ b eft pas a* = b* , mais @’ =+ 2ab —+b*
(25 ). @' -+ b* n'a point de racine exatte en
lettres. Voici la méthode qu'il faut fuivre
lorfque la quantité complexe propofce eft
fufceptible d’une racine exalte. :
1 17. Soit donc la quantité 6eal ~- 36a°
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& 2¢b*, Pour en avoir la racine quarrée,

jordonne les termes de cette quantité par

xapport a 'une de fes lettres : par rapport aa

par exemple , ;
36(:’—!—-60(15—!—7_55’{ 6a -~ gb Racine,

— 364 120+ §b
-t 60(15—{-—-15{)2
—Goab—25b*

9]

Je prends la racine quarrée du premier
terme 36a*, laquelle eft 6z que j'écris a coté
de la quantité propofce.

Je quarre cette racine & j'écris le quarré
36a’* fous le premier terme, avec le figne—,
pour le retrancher. La rédultion faite, il
refte ~+ Goab -+ 25b°.

Sous la racine 6a j’écris fon double 124
que jemploie pour divifer le premier terme
6oab de la quantité reltante 6oab -+ 255%,
Je trouve pour quotient— 54 que j’écris 2
la fuite de la racine 6a , & jai 6a + 5b
pour la racine cherchée ; mais pour confir-
mer cette opération , j’¢cris auili le quotient
56 que je viens de trouver, acoté de 124,
& je multiplie le total 12a+ 55 par ce
méme quotient sb ; je porte a mefure, les

roduits fous la quantité 6oab +-254* , en
obfervant de changer les fignes de ces pro~
K iij
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duits ; faifant enfuite la rédu&tion, il ne reftd
rien ; yen conclus que la racine trouvéa
6a = b eft la racine quarrée exalle de
36a* -~ 60ab -+ 2552,

Prenons pour fecond exemple , la quantité
9b* — 12ab ~ 16¢* == 4a* ~+ 16ac.— 24b¢.
Jordonne cette quantité par rapport a la
Receresa irbE e ol ANEIF VRSP eNg

4a*—1zab-+16ac-4-9b6*—24bc—4-16¢* 2a-3h+4cRacing,

—aa? 1h

—_— 44—3

1'Refle-12ab+416ac+ 9b*—24be-16¢* {qa—ob=44¢
120 —gh?

24 Refle o 16ac — 2abe 4= 16¢2

— 16ac—+ 24bp— 16

Detnier tefla v ay oo aicerine wwil D

Je tire la racine quarrée de 4a2: elle eft
2a, que j'écris a coté. Je quarre 2a, & je
Vécris avec le {igne —, fous 44* 5 faifant la
rédution , il refte — 1206 4 16a¢c + 9h*—
24bc - 16¢7,

Au-deffous de la racine 2a, jécris fon
double 44, que yemploie pour divifer le
premier terme — i2ad du refte : je trouve
pour quotient — 35, que j°écris 2 la fuite du
premier terme 2a de la racine : je I’écris aufli
a c6té du double 4a, & je multiplie le tout
4a — 3b , par le méme quotient— 35 ; écri-
vane les produits , aprés avoir changé leurs
fignes, fous le refte ~ 12ab -~ 16ac &c}
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& faifant la réduétion, j’ai pour fecond refte,
~+ 16ac — 24bc == 16¢. s
Je confidere & préfent les deux termes de
la racine 2a — 34, comme ne faifant qu'une
feule quanrité ; je double cette quantité, &
je I’écris au-deffous pour fervir de divifeur au
fecond refte ; mais pour faire cette divifion
je me contente , felon ce qui a été dit (36),de
divifer le premier terme —- 1 6ac , par le pre-
mier terme -+ 4a de mon divifeur; je trouve
pour quotient - 4¢ , que j’écris 2 la fuite de
la racine 2a— 35, & a la fuite du double
4a—6b : je multiplie cette derniere fomme
4a— 6b+4-4¢ , par le nouveau terme - 4¢
de la racine; & changeant, & mefure, les
{ignes des produits , j’écris ces mémes pro-
duits fous le fecond refte ; faifant la fouftrac-

tion, il ne refte rien. D’ou je conclus que

la racine trouvée eft exaéte.

Tout cela eft fondé fur ce principe , que
le quarré d’une quantité compofée de deux
parties , contient le quarré de la premiere , le
double de la premiere multiplide par la fe-
conde , & le quarré de la feconde j car il fuit
de-la, que pour avoir la premiere partie, il
faudra tirer la racine quarrée du premier
quarr¢ ; que pour avoir la feconde, il faudra
divifer le terme fuivant, par le double de la
racine trouveée 3 & qu'enfin poi;{r vérifier il

iv
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faudra muldiplier le double de la premiere pag
la feconde , & la feconde par elle-méme: or
c’eft ce que prefcric la méthode que mnous
venons d’expofer,

Nous invitons les commencants 3 s’exer<
cer encore fur les trois quantités fuivantes ;
1% 160* 4+ 40a’b~+25a’h*, 2°. 36bt— Goab?
25 a*b*—36 b*c* 4+ 30 abc* 4 9 ¢t
3% af—40°¢* ~- 8@} 1445 —16c%? 41665,
dont ils trouveront que les racines quarrées
fontga®~+-5ab, 66 —gab—;c*, a*—2c+4€,

Du calcul des quantirés affedées du

>

/zgne V.,

11 8. On faic fur les quantieds radicales
dont nous venons de parler , les mémes opé-
gatians que fur les autres quantités. Lorfque
les deux quantités radicales ne font pas fem-
blables, on fe contente, pour les ajouter ou
les fouftraire, de les unir par le figne =+ ou
le figne —. Ainfi 32 Vb ajouté avec 4b V¢,
donne 3 aVb-+4b1c; de méme 3avV'h
retranché de 45 ¢, donne 44V ¢ — 30175,
Mais fi les quantités radicales font femblables
& ne different que par le coéfficient numd-

.yique hors du radical , alors on ajoute ou I'on

setranche les coéfficients, felon qu'il sagit
d’addition ou de fouftrattion, Pas exemPle .
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4aby/c , ajouté avec saby ¢, donne gaby/c.

Nous fuppofons ici qu'on a réduit les
radicaux felon ce quia été enfeigné (112 );
car {i Pon avoit 4461 a’ ¢ & ajouter avec
6 aV'ab’c; je commencerois par réduire le
premier radical 2 4 abVac, & le fecond
a6abvac, lefquels ajoutés, donnent
Boabvac.

Pour multiplier deux quantités radicales ,
il faut multiplier comme s'il n’y avoit point
de radicaux , &affetter enfuite le produit , du
figne radical. Par exemple, pour multiplier
¥ aparVc; je multiplierois aparc, & don-
nant au produit ac, le figne 3/, y'aurai 1 ac.
Pour multiplier ¥ a* + 5* par Vac , yaurai
V' c+4-ab’c. De méme VaxvVa=va'=a;

— g x —a——:V(-—af:-—-a*. On
voit donc que pour quarrer une quantité

* 11 ne faut pas confondre
¥ (oma )* avec V—aa; le
premier eft Viax-a , &

le fecond et V27 X+ a.
Nous ferons , 4 cette occafion,
uneremarque que nous croyons
gres-d-propos. Puifque- ax-a
donne + a* dont ( 96 ) la ra-
cineelt +a, V—axy—a
gevrois donc donger <+ a; ce-

pendant nous ne donnons ici
que—a. Laraifonen eft im-
ple. Quand on demandequelle
eft la racine de -~a*, ona rai-
fon d’afligner également 4+ a
& — a; parce que rien dans
cette queftion ne détermine ,
fil’on confidere + a* , comme
venue de 4 ax - a, ou de
—ax—a ; maisquand on der
mande quelle eft Ia valeur de

1
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affetée du figne 1/, il n’y a autre chofe 3

faire qu’a oter ce figne ; ainfi pour quarrer
V a'b + b, jaurai a’b—+ 5.

11 9. Cette remarque peut fervir a déga-
ger une équation des fignes V7, qu’elle peut
renfermer. Par exemple , {i yavois I’équation
x—2a=>b-+V ax, je laiflerois ¥ ax feul
dans un membre , & yaurois x — 2a — b =
V ax; alors quarrant chaque membre, jaurois
x*— 4ax — 2bx —+ 4aa -+ 4ab 4+ bb =ax,
ou en rranfpofant , x*— gax — 2bx =—4aa
— gab — bb.

I 2 0. Pour divifer une quantité radicale ,
par une autre quanticé radicale , on divifera

-comme §’il n’y avoit pas de figne 17, & on

donnera au quotient ou 2 la frattion, le figne
radical ; ainfi pour divifer Ve pat Vb, on

a

divifera a par b, ce qui donnera -, auquel

appliquant le radical , on aura V—%. Pour di-
vifer V/ab par Ve, on divifera ab para, ce

V-axV —a, quoique cette |& non pas =~V ab; parce
quantité , felon les regles, fe que Voo gt 12 mbme
réduile d v -+ a? , on ne doit =
prendre que - a, parce que la |Chofe que Vaxy-1, & V;{’ >
queftion elle- méme fixe ici par la L chcife_q_ue V.V,
quelle opération eft venu-+a’. V ZaxV —beravax v
Clelt en failant cette attention |x ;/’__,';,_/__"T, on vV @bk

gu'on remarquera que V —a

XV —b doit donner - V ad,

V/ (~1)%, qui revienti-v ab,
puifque J/ (1)t =5 = 1.
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qui donnera b, & onaura ¥’b pour quotientd
Pour divifer V" aa—ax par ¥ a+x, on divi-
fera aa—uoxx par a+x, ce qui donnera a—x 4

& onaura? g—x pour le quotient demandé.
De méme abvbc divifé par avb, donnera
bvc, en divifant ab para, & Vbc par Vb

I2 1.Sile dividende ou le divifeur €toit
rationel, on {épareroit I'un de l'autre par une
barre affez longue pour faire connoitre que
Yun des deux n’eft pas affeté du radical. Par
exemple , pour divifer a par V5, on écriroit

a . i e o V&
T Pour divifer a par Ve, on écriroit —;
mais lorfqu’il y a une parité dans les lettres
du dividende & du divifeur, il eft fouvent

a propos de donner a la quantité ration-

nelle une forme de radical, parce qu'elle
donne lieu & des (implifications ; ain{i dans
le dernier exemple, je changerois a en

. a - . \/1}‘
Va', & alors au lieu de = jaurois —, &
‘/
par conféquent ¥ a. De méme fi javois
V aa—xx a divifer par a—ax, jécrirois

Var-z0 V aa-xx aa-xx
= > ou ——: & comme

ou ;
a2 V(Z—f—.;}‘ (d-{-x‘) ?
le numérateur & le dénominateur peuvent

Ecre divifés chacun par @ -+ , Jaurois enfin

V;; gty
a-+ x°
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De la Formation des putffances des
quantités monomes , de l'extrallion
de leurs racines y & du calcul des
radicaux & des expofants.

1 2 2. Nous avons déja dit qu’on appelle
putffance d’'une quantité , le produit de cette
quantité multipliée par elle-méme plufieurs
fois de fuite. @ eft la troifieme puiffance ow
le cube de a 5 parce que a* réfulte de axaxa.
La quantité qu’on a multipliée eft autant de
fois fatteur dans la puiffance, qu’il y a d’uni~
tés dans 'expofant de cette méme puiflance :
ainfi dans @’, a eft cinq fois falteur, dans
(@ b)%, a—-b eft 6 fois fa&eur.

I 23, Puifque pour multiplier les quan-
tités liteérales monomes qui ont des expo-
fants, il fuffic (20) d’ajouter ’'expofant de cha-
que lectre du multiplicande , avec I'expofant
de la lettre femblable du multiplicateur, il
s’enfuit donc que pour élever G une puiffance
propofee , une quantité monome , il fuffira de
multiplier Uexpofant aduel de chacune de fes
lettres , par le nombre qui marque a quelle puf-
fance on veut élever cette quantité. Nous appels
lerons ce nombre lexpofant de la puiffance.

Ainfi pour élever a*5’c a la quatrieme puif-
fance, j'écrirai ’5'*¢*, en multiplianc les ex=
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pofants 2, 3 & 1de a,h,c, par lexpofant 4 de
la puiffance & laquelle on veut élevera*4’c.En
effer, pour élever a*b’c i la quatrieme puif-
fance , il faudroic multiplier a*b’c par a’b’c,
puis le produit par a*b*c, & ce fecond produit
par @*b’c; or pour faire ces multiplications, il
faut (20) ajouter les expofants ; puis donc
qu’il font les mémes dans chaque fatteur, il
faut ajouter chaque expofant a lui-méme 4
fois , c’eft-a-dire , le mulciplier par 4. Le
raifonnement eft le méme a quelqu’autre
puiffance qu’on veuille élever un monome,
& quels que foient les expofants attuels des
lettres de ce monome. ‘

Lorfqu’on a a faire fur les expofants des
quantités, des raifonnements ou des opéra-
tions qui ne dépendent point de certaines
valeurs particulieres de ces expofants, mais

qui font également applicables a toutes fortes:

d’expofants, on repréfente ces expofants pac
deslettres. Ainfi, pouren faire applicationa
la regle que nous venons de donner, fi 'on
veut élever la quantité quelconque a”b"¢?
une puiffance quelconque défignée par 7, on
écrira @™ b ¢,

I 24. Si'la quantité qu’on veut élever &
une puiffance propofée, €toit une frattion,
on éleveroit a cetce puiffance, le numérateur

’ - . 25‘ A .
& le dénominateur ; ainfi = élevé & la cin-
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. . . ﬂ“’f’[; .
quieme puiffance, devient s pareﬂiement
i amr gnr

£ Elevé 3 la puiflance r devient .
erdq cprdar

I2 5. Sila quantité propofée avoit un
coéfficient , on I'éleveroit 4 la puiffance pro-
pofée en le multipliant par lui-méme , felon
les regles de I’ Arithmétique; ainfi 4a°4* ¢levé
alacinquieme puiffance donneroit 1024455,
Quelquefois on fe contente d’indiquer cerce
¢lévation , comme pour les lettres, ainfi on
peut écrire 4%a**h*,

126. A Pégard des fignes, {i 'expofant
de la puiffance a laquelle il s’agit d’élever,
eft pair, le réfultat aura toujours le figne <4
mais s'il eft impair, il aura le figne +ou le
figne — felon que la quantité propofée aura
elle-méme le figne 4+ ou le figne — ; ceft
une fuite immédiate de la regle donnée pour
les fignes (24).

1 27. Il fuit de tout ce que nous venons
de dire, que dans une puiffance quelconque,
Pexpofant altuel de chaque lettre contient
Fexpofant de fa racine,, autant qu'il y a d’uni-
tés dans Pexpofant de la puiffance que I'on
conlidere ; par exemple, dans la quatrieme
puiflance , I'expofant de chaque lettre eft
quadruple de ce qu'il écoit dans la quanticé
primitive qui en eft la racine,

12 8. Donc pour revenir d’une puiffance
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quelconque 3 fa racine, ceft-a-dire, pour
extraire une racine d'un degré propofé , dune
quantité monome quelconque ; il faur divifer
Lexpofant acluel de chacune de fes lettres, par
le nombre qui marque le degré de la racine
gu’on veut extraire. On appelle ce nombre
‘expofant de la racine.

Ainfi pour tirer la racine troifieme ou cu=
bique de a'*b°c?, je diviferois chacun des ex-
pofants par 3 , & j'aurois a*b’c. Pareillement
pour tirer la racine cinquieme de a*°6"c%, je
diviferois chacun des expofants par 5, &
jaurois a*b’c. En général pour tirer la racine
du degré r de la quantité a”b", jécrirois

m n

ar br

I29. Silaquantité propofée €roit une
fra&tion, on tireroit féparément la racine du
numérateur & celle du dénominateur.

1 30. Sl yavoit des coéfficients, on en
tireroit la racine quarrée ou cubique par les
méthodes données en Arithméiique; & par
celle quon verra par la fuite , lorfque cette
racine eft plus élevée.

13 1. Lorfque I'expofan: de la racine
gu’on veut extraire , ne divife pas exattement
chacun des expofants de la quantité propo-
fée, c’eft une preuve que cetre quantic? n'eft
point une puiffance parfaite du degré dont il
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sagit. Alors , Pexpofant refte fra&tionnaire §
& marque une racine qui refte 3 extraire.
Ainfi, {i I'on demande la racine cubiqué de

4 I
a’b’c*, on aura a’bc’ ou a*bec? ; dans laquelle
Pexpofant § marque qu’il refte encore 3
extraire la racine cubique de e.

I3 2.Onindique auffi les extra&tions de
racines {upérieures au fecond degré, en em~
ployant le figne v/ ; mais on place dans I'ou=
verture de ce figne., le nombre qui marque

Ie degré de la racine dont il s'agit, Ainfi lj’a %

: . 7
marque la racine cubique de a : 7@ marque
la racine feptieme de a. Il faut donc regarder
3 :
ces deux expreflions 12 & a° comme figni-

i)

fiant la méme chofe : il en eft de méme
5 -

de vV a* & a7,

I3 3. Lorfque la quantité eft complexe,
il ne faut pas divifer chacun de fes expofants 3
mais il faut confidérer la toralité de fes par-
ties , comme ne faifant qu'une feule quanticd
dont 'expofant eft naturellement 1, que 'on
divife par I'expofant de la racine qu'il s'agit
d’extraire , ce qui n’eft, & proprement parler,
qu’une indication de cette racine ; par exem=

ple, au lieu de ;’F_ﬁ,’: qui eft la méme chofe
que f/ (a’ - b’)‘ » on écrit, (a‘-—l—~b‘) 1

ou




DE MATHEMATIQUES, 18¢

I
Ou a*+-b* %, Si la quantité totale qui eft fous
le radical , avoit déja un expofant, on divi-
feroic de méme cec expofant, par celui de la
racine quon a deflein d’excraire. Ainfi, au

4 3

lieu de v (a>+-5%)}, on peut écrire (b7
. I34.Les regles que nous avons données
(118 & fiuv.) pour 'addition, la fouftraction ,
la multiplication & la divifion des quanticés
radicales du fecond degré , sappliquent éga-
lement aux quanticés radicales des degrés fu-
périeurs , pourvu que les radicaux fur lef-
quels on a & opérer, foient de méme degré

7 . 7 7
entr'eux. Ainli V& xya* =yt =V da'a
> 5 5 ¥
E=aVa. Vbl xVab=va b =ab.

. 5 5 b S ah 5
ax V::V’a’xl/';;=1/—‘; =V"ath. .
135, Sl sagit délever un radical quel-
conque i une puiffance dont 1’expofant foit
le m€me que celui du radical , il fuffira d’6cer

5
ce radical; ainfi (V') =g ce qui eft évi-
dent en général, fi P'on faic atcention que
- Pobjet eft alors de ramener la quantité 2 fon
remier €rat.
Pour élever une quantité radicale monome
a une puiffance quelconque, il faut élever
chacun de fes falteurs a cette puiffance , fe-

lon la regle donnée {123), Ainfi ]?/_a‘ b
ALGEBRE, L

I
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4 élevé 2 la puiffance quatrieme ; donne
7 7
Va®b** qui fe réduit 3 aby ab’; ce quon
peut voir encore en cette autre maniere ;

7 A2
¥ a*b éeant la méme chofe (132) que a7b7,
-. our ¢lever celui-ci 2 la quacrieme puiffance,
I je multiplie fes expofants par 4, ce qui me

8 1z 15 7
donne a767 = aba’h7 = ab y ab’.
7 A
1 3 6. Pour divifer y/a’ parv/a’, on divi-
fera o’ par @, & P'on donnera au quotient a°

| le figne 17/, ce qui donne 1?/.:1’; de méme

5 ¥ 5
I vat b i arhy ]} * jes g -\/ as
A F; a*b i 3 a 3 5 i e
i W a*b vV a’ Va
i £ X 5 1 ' g
‘! a’t [ 3 ¥ Vv al v( as a’
| — = a ; —_— = 5T s —_— =
' a \", o as
i s .t
i L =5 _;car la racine cinquieme de
41 a* \fd, 7

{:! 1 eft 1. En général toute puiffance , ou toute
i yacine de l'unité,, eft I'unité,

1 37. Pour extraire une racine quelcon-
que d'une quantité radicale, il faut multi-
b plier 'expofant actuel du radical , par P'ex-
_ Pofant de cette nouvelle racine ; ainfi, pour

il - . . ‘ ? -
; : extraire la racine troifieme de V/a*, on écrira
i

v a* en multipliant § par 3. En effet Vot ==
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2 . -
@’ ;5 or (128) pour extraire la racine de ce-
lui-ci, il faut divifer fon expofant par 3, ce
£ ]

4 1
quidonne a*7 qui eft la méme chofe que 1" a*

I 3 8. Lorfque les quantités radicales pro-
pofées ne font pas toutes du mime degré ,
il faut pour pratiquer fur elles les opéra~
tions de I'addition, fouftra&tion , multipiica-
tion & divifion, les ramener au méme degré,
ce qui eft facile par cette regle.

S"iln’y a que deux radicansc; multipliey I'ex-
pofant de l'un, par I'expofant de I'autre; le pro-
dufyéf'a Uexpofant commun que doivent avoir
les deux radicaux:élever en méme-tems la quan-
t1té quiefl fous chaque radical,d lapuiffance mar-
quée parlexcpofant de I’ autre radical. Par exem-
ple, pour réduire 3 un méme radical , les

5 7
deux-quantités Ve’ & Vat, je mulciplie 5
Pat 7, & jai 35 pout 'expofant du nouveau

radical qui fera 15 j’éleve @’ 4 la feptieme

puiffaiice , & a* a la cinquieme , ce qui me

donne ¢** & a*°; en forte que les quantités
3 35

propofées font changées en Ve & V.

- S'il y a plus de deux quantités radicales ;

multipliex entr’eux les expofants de tous les

radicaux ; le produit féra l'expofant commun

que doivent avoir tous ces radicaux. Elever, en

méme remps , la quantité qui efl jbi:f chaque ra~
1]
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dical , & une puiffance d'un degre marqué par le
produit des expofans de tous les radicaux autres
que celui dont il s’agit. Par exemgic ,fijavois

5
les trois radicaux ¥a’, ]}a', &V a’,je mul<
tiplierois les trois expofants 5, 7 & 8, ce
qui me donneroit 280 pour Pexpofant com-
mun des nouveaux radicaux ; jéléverois a’
3 lapuiffance 7x 8 ou 565 a’,ala puiffance
s % 8 ou 40 ; & a’ 2 la puiffance 5 x 7 ou 35,

280 2fo0 280
ce qui me donneroity/a'®, V7", vV a®.

1 a raifon de cette regle eft facile a apper<
cevoir , en obfervant fur le premier exemple,
que lorfqu’on éleve , felon la regle, @’ ala
feptieme puiffance, on rend a 7 fois aufli
fouvent fa&eur qu’il I'étoit : mais en rendant
Yexpofant de fon radical 7 fois aufli grand
qu’il étoit , onrend a7 fois moins fouvent
fadeur; il y a donc compenfation, & il n'y
a que la forme de changde.

I3 9. On peut conclure de ce raifonne-
ment , que lorfque expofant de la quantité
qui eft fous le radical , & celui du radical
méme , ont un divifeur commun, on peut
en fimplifier I'expreflion , en divifant par ce
divifeur commun l'un & l'autre de cesdeux

expofants : par exemple, ;’as, peut fe ré-
duire 3 ¥°a*, en divifant 12 & 8 par 4. Pag
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€

reillement 14/ a* peut fe réduire a Va;Va
fe réduit a va. |

1 40. Concluons encore que lorfque I'ex-
pofant de la racine qu’on veut extraire eft
un nombre compofé du produit de deux ou
plufieurs autres nombres, on peut faire cette
extra@ion fucceflivement en cette maniere :
Suppofons qu’on demande la racine fixieme
de a**, je puis tirer d’abord la racine quarrée,
puis la racine cubique, & j'aurai la raciné

fixieme, Eneffet Ldfa“', fe réduit (139) 2 1]/0”;

I
puis & p7a* ou a*, ce qui eft la méme chofe
que fi 'on avoit pris tout de fuite la racine
fixieme de ¢** en divifanc Pexpofant 24 pat
6, (128). :

Au refte , comme les expofants fraction<
naires tiennent lieu des radicaux , & que les
premiers font plus commodes a employer
dans le calcul que les derniers, nous dirons
encore un mot fur le calcul des expofants.

Si j'avois ]5/ a* a muleiplier par ];/ at, je
changerois cette opération en celle-ci : a7 %
o , qui (20) donne a¥ ou ad’ qui fe réduie
aa ]S/ a’. Sigj’avois }’/ a’3 a multiplier par 1;’ aty
yécrirois @* x atouart7 , ou (en réduifant,

les deux fractions au méme ¢énominateur) ,
L iij




B

CoURsSs

21413 41 [

a 7, ou @’F quirevient a aa’’, ou enfint

m 9
én général Va" B x V'a' b* fe change en
B 8} o rep 558 : N e LAk 3. /o
a” b® x aibi qui revient 3 a7 e, ou
(en rédvifant au méme dénominateur )

gus-mr pod-ms

¢ [l sk X §w “

a ™ b o ouenfin(132)a ) o her",
s

Il en eft de méme de la divifion; X% fe

s
vV at
5
Lt (31), ou enfin en YV a.
— 3

1 %
5 5
a b
- A
7 7
Vvarbs a b

il

change en <
5

5
: @ vabt {e change en
Pareillement 8

32 AL :
==a’  7h57 7 (31), ou (en réduifant les
fraltions au méme dénominateur). . . . . .

3110 _aB~1F 11 J13

¢ 7 b 35 quiferéduit 3 a5 5T quieft
3
la mé€me chofe que Vf’a“ 6. En général

" n_p
varle awba SR
2 — —_— a!ﬂ i"bm i

, 3l r § ...ll.l;
‘/d".&‘ 1

gn-mr pg—m! m
d gm” b _9'. % Vaqn—-r bpq—-au.
14 1. Dans ce dernier exemple nous
avons retranché l'expofant de chaque lettre
du dénominateur, de I’expofant de la lettre
correfpondante dans le numérateur. La regle
que nows avons donnée (31) pour la divifion 4
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ne femble le permettre , que lor{que 'expo-
fant du dénominateur eft plus petit que celui
du numérateur ; mais cela fe peut en général 5
en donnant 4 Pexcédent le figne —, apres la
réduion faite ; en forte qu’on peut, en géné-
ral , metcre toute fradtion algébrique fous la
forme d’un entier. Par exemple , au lieu de

% on peut écrire a’6*. Eneffet, fuivantlidée

que nous avons donnée de la divifion , P'effet
d’un divifeur eft de déeruire dans le dividende
tous les fatteurs qui fe trouvent dans le divi=

H 5 = o
feur ; dans ET , qui feréduic a @, le divifeur
a* décruic dans o’ deux falteurs égaux a ad

Pareillement dans la quantité;i: Peffec de

»* doit étre de détruire dans o* deux fac-
teurs égaux a b, Or quoique ces falteurs n’y,
foient pas explicitement, on peut toujours
fe les repréfenter ; car on concoit que a con=
tient 4, un certain nombre de fois foit entier,
{oit fraltionnaire : foit 7 ce nombre de fois,

alors @ vaut donc m fois b, ou mb; la

quantiré; fera donc E;—f-’ qui fe réduit &

m*b; or la quantité a’b* , devient en pareil

cas m*bib* om (20) m*b*, ceft-a-dire 4

mb ; donc :—‘ revient au méme que a*s”*

donc en général on peut faire paﬂé,;_ une quars:
iy
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tité , du dénominateur au numérateur, en I’écris
vant dans celui-ci , comme ﬁzc?mr mais avec
un expofant de figne contraire a cefuz qu’elle
avoit dans le denommazeur.

Ainfi, au lieu de = .00 peut écrire 1xa?

ou {implement a7 ; au lieu dc —. on peut écri-

?ﬂ bﬂ

cP 2
» 3 b3

a” b" ¢? d7 Au lieu de ;I—’:E?ﬁ on peut

crire (@’ 4 b)) x (a*—-b*)" ; & eu égard

-,:(a3 +b3)e

re a-™3 au lieu de on peut écrire

a tout ce qui précede au lieu de
‘/ (a: -4 6) 3

o + , & enfin (a’+0°) 5

on peut écrire (2>
(a® —+07)-
i e - Er réc1proquemenrﬁ une quantité
f.jﬂ compofee de parties qui aient des expoﬁmts
neégatifs , on poumz Jfaire paffer ces parties au
dcrzom ‘nateur, en rendant leurs expofants pofi=

22fs. Ainfi au lieu de @’5%, on pourra écrire
a?l
54
a” x @’ on pourra écnre - & ainfi de f{uite,

; au lieu de @™ qui efl la méme chofe que

De la Formation cfes puiffances des
quantites complexes,& de [ extralion
de leurs racines.

£43. Suivant I'idée que nous avons
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donnée des puiffances, il ne sagit, lorfqu’on
veut élever une quantité complexe a une
puiffance propofée, que de multiplier cette
quantité par elle-méme autant de fois moins
une qu’il y a d’unités dans 'expofant de cette
puiffance ; mais en fe bornant a ce moyen,
on tomberoit fouvent dans des caleuls tics=
longs pour parvenir 4 des réfulcats qu'on peut
avoir 2 bien moins de frais , en réfiéchiflant
un peu fur les propriétés des produits de
quelques-unes de ces multiplications.

Nous allons nous occuper des puiffances
des quantités binomes , parce que celles-ci
conduifent 3 la formarion des puiffances des
quantités plus compofées ; mais pour mieux
faire fentir I’étendue de ce que nous avons
2 dire , nous reprendrons les chofes d’un peu
plus haut ; nous examinerons quelle eft la
nature des produits que I'on trouve en mul=
tipliant fucceflivement plufieurs falteurs bi-
nomes qui auroient tous un terme commun :
cette recherche qui nous conduira directe-
ment 4 notre objet , nous fournira en méme-
temps plufieurs propofitions qui nous feront
trés-utiles par la fuite.

144.Soientdoncx~a,x—+b,x—+¢;
x-+d, &c, plufieurs quantités binomes
qui ont toutes le terme x commun , & qu’on
yeut multiplier les unes parles autres,
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En multipliant x—+a
Paliccese X==b.

onaura. . .+ « X'=ax--ab
~bx
Multipliant ce produit par x i« ¢, on aurg
% = ax* —+ abx = abc
~+ bx* - acx
~+ cx® =+ bex
Mulnphant ce 24 produit par x-d, onaurgd
x* - ax?® 4 abx* <+ abcx -abcd
—+ bx? 4-acx® = abdx
—+ cx? —adx® = acdx
= dx? = bex* == bedx
~+ bdx*
~+ chx*
Et ainfi de fuite ; ce qui nous fournit les ob~
fervations fuivantes , en prenant pour un ters
me tout ¢e qui eft dans une méme colonne.
1°. Le premier terme de chaque produic
eft toujours le premier terme x de chaque
binome, élevé a une puiflance marquée par
le nombre de ces binomes ; en forte que fi le
nombre des binomes étoit m , le premicr
terme de chaque produit feroit 2™,
2°. Les puiffances de x vont enfuite en
diminuant continuellement d’une unité juf~
qu’au dernier terme qui ne renferme plus d’x.
Les multiplicateurs de chaque puif=
fance de x, ( que nous gommerons a l'avenir 4
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multiplicateurs du terme ol fe trouvent ces
puiffances ) font, pour le fecond terme,
la fomme des feconds termes a, 5, ¢, &Cy
des binomes ; pour le troifieme terme, la
fomme des produits de ces quantitésa , 6, ¢,
&c , multipliées deux 2 deux; pour le qua-
trieme , la fomme des produits de ces quan-
tités a, b, ¢, &c , multipliées trois a trois ;
& ainfi de fuite jufqu’au dernier qui eft le
produit de toutes ces quantités. Ces cohfé-
quences font évidentes, quelque foit le
nombre des quantités x—+a, x+5, &c,
qu'on a multipli€es.

145. Si Pon fuppofe maintenant ‘que
toutes les quantités a, b, ¢, &c, foient
égales , auquel cas tous les binomes qu'en 2
mulcipliés feront égaux ; les produits trouvés
ci-deflus, feront donc les puiffances fuccef-
fives de I'un quelconque de ces binomes ;
de x =-a, par exemple , fi 'on fuppofe que
les quantités 4, ¢, d, &c , font chacune égales
3 a. Si 'on met donc a dans ces produits,
au lieu de chacune des lettres 4,¢,d, &c,
on aura les réfultats fuivants pour les va-
leurs des puiffances qui font marquées 3 coté.

x* = 2ax% 4+ a* =x-+a )’
% 4 3ax” 4 3@’x 4@ =(x+a )}
Xt 4ax - 647 %" - 40 - at = (x —+ a)*
O I'on voic que [i m eft expofant de la
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puiffance 2 laquelle on veut élever Te bi4
nome , les puiffances fucceflives de « feront
xm, xm—l, xm-C’ xm—;, xm-4’ &C.

Mais on ne voit pas aufli évidemment
comment les coéfficients des différents
termes de chaque puiffance dérivent les
uns des au‘res, ni quelle eft leur dépendan<
ce de Pexpofant m , dont ils dépendent ce-
pendant comme on va le voir.

I 4 6. Pour trouver la loi de ces coéffi=
cients, il faut retourner i nos premiers pros
duits,, & remarquer que puifque le multipli«
cateur du fccond terme eft la fomme de
toutes les quantités a, b, ¢, &c, il faudra,
lorfque touces ces quantités feront égales
a a, qu’il foit compofé de a, pris autant de
fois quil y a de ces quantités ; donc fi leus
nombre eft 7, ce multiplicateur fera m fois a,
ou ma,c’eft-a-dire, que fon coéfficient 7
fera égal 3 Iexpofant du premier terme de
cette puiflance. C’eft ce que 'on voit auffi
dans les trois puiffances particulieres que
nous avons expofées ci-deffus.

Voyons maintenant quels doivent étre les
multiplicateurs des autres termes. Il eft évi
dent que tous les produits ¢4, ac,ad,bc
bd, &c, deviennent chacun égal i a*,
dans la fuppofition préfente; pareillemene
tous les produits ab¢, abd, &c, devieny
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nent chacun égal & ¢ & ainfi de fuite,
Donc le multiplicateur du troifieme terme
de chacun de nos premiers produits fe réduic
alors & a* pris autant de fois que les lettres
a,b,c, &c, peuvent donner de produits
deux 2 deux. Pareillement celui du.quatrieme
fe réduit 2 a* pris autant de fois que les
lettresa, b, ¢, &c, peuvent donner de pro-
duits trois a trois & ainfi de fuite ; donc pour
avoir le coéfficient numérique , des troi-
fieme, quatrieme , &c, termes de la puiffance
m du binome x4 a, la queftion fe réduic 3
déterminer combien un nombre m de lettres
a,b,c, &c, peut donner de produits deux
a deux, trois a trois , &c.

147.0Or je remarque que {il’on aunnoms
bre quelconque m de lettres , & qu'on les
combine de toutes les manieres imaginables
deux a deux , trois a trois , quatre a quatre,
&c, fans répéter une méme lettre dans une
méme combinaifon, je remarque, dis-je,

1°. Que le nombre des combinaifons deux
a deux , fera double du nombre des produits
de deux lettres réellement différents. En effee
deux lettres peuvent €cre combinées I'une
avec 'autre de.deux manieres différentes;
par exemple , 2 & & donnent ces deux com-
binaifons a4 & b a; mais ces deux combi-~
maifons ne fowrt pas deux produigs diffidrents,
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2% Le nombre des combinaifons de plus
fieurs lettres trois a trois, fera fextuple du
nombre des produits de trois lectres , réel=
lement diftints : en effet, pour avoir les coms
binaifons de trois quantit:'s @, b, ¢, il faur,
aprés en avoir combiné deux, @ & &, par
exemple , ce qui donne a4 & b a , combiner
la troifieme ¢ avec chacune des deux pre-
mieres combinaifons , c’eft-a-dire , lui don-
ner toutes les difpofitions poflibles a 'égard
des lettres @ & b qui entrent dansa b & ba;
or cela donne 6 combinaifons de trois let~
tres , comme il eft évident par les difpofi~
tions fuivantes abc, ach, cab , bac ,beca , cha;
mais ces (ix combinaifons ne font chacune
que le méme produit,

Un raifonnement femblable prouvera que
quatre quantités: font fufceptibles de 24
combinaifons , dont chacune cependant ne
fait que le méme produit; donc le nombre
des produits diftinéts qu’on peut avoir en
combinant plufieurs lettres quatre a quatre,
eft la 24° partic du nombre total de ces
combinaifons. Pareillemett le nombre des

roduits diftinéts qu’on peut avoir en coms
binant plufieurs lettres s 35,636,727,
&c, eft la 120,12 720¢, la yo40¢, &c, par-
tie du nombre total de. ces combinaifons ;
ceft-a-dire , eft, en général , exprimé par
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une fra&tion qui a pour numérateur le nom-
bre total des combinaifons , & pour déno-
minateur le produit- de tous les nombres
M, 2,3, 4, &c, jufqu’a celui qui marque de
combien de lettres chaque produit eft com-
pofé.

1 4 8. Voyons donc quel eft le nombre
total des combinaifons que peut donner un
nombre m de lettres a, b, ¢, &c, prifes
deux 3 deux, trois a trois, &c.

Il eft évident pour les combinaifons deux
A deux, que puifqu'une méme lettre ne doic
pas écre combinée avec elle-méme , elle ne
peut I'éere qu'avec les m — 1 autres§ & par
conféquent elle doit donnexr m — 1 combi-
naifons ; donc puifqu’il y a m de lettres en

tout, elles donneront m foism —1oum.m —1.

combinaifons. Donc fuivant ce quivient d’é-
tre dit (147) , le nombre des produits de deux

lettres réellement différents, fera m . m:t.

A T’égard des combinaifons trois a trois :
pour les avoir , il faut que chacune des com-
binaifons deux a deux, foit combinée avec
chacune des lettres qu’elle ne renferme
point, c’eft-a-dire , avec un nombre de let-
tres marqué par m— 2 ; donc chacune de
ces combinaifons donnera m — 2 combinai-
fons de trois lettres ; donc puifqu’il y a m,
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m.m—1 combinaifons de deux lettrés ]
dont chacune doit donaer m— 2 combinai-
fons de trois lettres, il y aura en tout

m.m— 1 .m—2 combinaifons de trois
lettres ; donc puifque (117) le nombre des
produits récllement diftinéts, eft la fixieme
partie de ce nombre total de combinaifons,

A m-—1.m—2 m-—1 m—z,
il fera m S-re———onm '~ G

O prouvera de méme, que le nombre des

combinaifons quatre a quatre, feram . m —1.

m — 2 .m — 3 . car il faudra combiner cha-
que c@mbinaifon de trois lettres avec toutes
les autres leteres que cette combinaifon ne
renferme point , & qui étant au nombre de
m — 3 don-eront , pour chaque combinaifon
de 3 lettres , m — 3 combinaifons de quatre
leteres ; donc le nombre des combinaifons

trois 2 trois étant m .m —1.m—2 , Ce=
lui des combinaifons quatre a quatre fera

m.m—1.m—2.m—3; & puifque le
nombre des produits quatre 2 quatre réelle~

ment différents , eft la 24¢ partie de ce nom=

. = . -_—1
bre de combinaifons, il fera donc m.=—,
=

m—z m—3

—

3 4 y
Le méme raifonnement prouvera que le
nombre
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nombre des produits diftinéts qu’on peut for-
mer en multipliant un nombre m de letcres
N m-1

b} . .
as,6a6,&c,fera exprimé par m. —.
2 m=73 -4 ' m-1 m+=2 Mm-3 m-4

$T e T dE M —— s %

4 g 2 P & H g +
It 5. F o
TT, & ainfi de fuite,

I 4 9. Concluons donc de-1a, & de ce qui
a été dit ( 146 ), que les termes fucceflifs du
binome x ~ a élevé a la puiffance m ou de
(% —+a)" font :
m m-1 ¢ HesSk 4 -2 2
X7 e M KT e M 2T X e
m. T T 2 X e e
C’eft-3-dire , que le premier terme de la
fuite ou férié qui exprime cette puiffance ,
eft le premier terme # du binome ; élevé a la
puiffance m ; quenfuite les expofants de x
vont en diminuant d’une unité , & ceux de a
en augmentant d’une unité, a partir du fecond
erme ol il commence a entrer. A V'égard

i . . <] »
des coéffitients m,m . —, &c, il faut re-

3 v

1

|

I

marquer que celui du fecond eft égal a I'ex=
pofant du premier : que celui du troifieme

qui eft m . m—?—l eft le coéfficient m du pre=
P - oy | et § o At \-, .
cédent multiplié par — ;¢’eft 2 dire, parla

_moiti¢ de l'expofant de x dans ce meéme
ALGEBRE, M
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terme précédent. Pareillement, le coéffi«

cient du quatrieme qui eft m,m%’.m; 1, n'eft
autre chofe que le coéflicient m.’i':'-l du ter-
me précédent , multiplié par E, c’eft-a-dire
par le tiers de 'expofant de x dans ce méme
terme précédent; & ainfi de fuite. Toutes ces
conféquences, que V'infpetion feule fourni,
nous conduifent a cette regle générale : Le
coéfficient de lun quelconque des termes fe
trouveen multipliant le coéfficient du precedent
par Lexpofant de x dans ce méme terme préce-
dent , & divifant par le nombre des termes que
précedent celui dont il s”agit, :

Formons, d’apres cette regle, la feptieme
puiffance de x +a, pour fetvir dexemple.
Nous aurons (x—+a)” = x7 4 7ax° = 212*x°
- 35@ %t =k 35a%x’ 4 218°%” = 7a°% 4 a7,
En écrivant d’abord &7 5 puis multipliant ce-
lui-ci par 7, diminuant l'expofant d’une unité
& multipliant par ¢, ce qui donne 7ax°.

Je multipliecelui-ci par £, je diminue ex-
pofant de x d’une unité , & yaugmente celui
de &« d’une unité , & j’ai 21a*x* pour le troi-
{ieme terme.

Je multiplie ce troifieme par %, je dimi-
nue l’expofant de x» d’'une unité, & jaug-
mente celui de ¢ d'une unité ,ce qui me
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tdonne 35a’x* pour le quatrieme terme : il eft
aifé d’achever.

Si au lieu de x =4, on avoit ¥ —a,
alors les termes auroient alternativement les
fignes <4~ & -, a commencer du premier ;
car {i dans a*, par exemple, on fubflitue
~— a au lieu de 4, le figne ne changera
point (126); mais il changeroit, fi I'on
fubfticuoit — @ dans une puiflance impaire
de a.

La méme formule que nous venons de
donner peut fervir a élever a une puiffance
propofée , non-feulement un binome fimple
comme x -+a, mais encore un binome com-
pofé tel que x* = a* ou x* -+ a ou &° ~+a’,
&c; & méme 2 élever nondeulement i une
puiffance dont 'expofant feroit un nombre
entier pofitif , mais encore a une puiffance
dont 'expofant feroit pofitif ou négatif, en-
tier ou fractionnaire. Mais ces ufages exigent,
pour plus de commodité, que nous lui
donnions une autre forme.

I § O.Reprenons donc a formule (x—+a)™

m-=1

m-1 M-
=X max™ . s ax"r=m 4

m-=2
'__;_- a;xm-;'-l_, &C.

Suivant cé que nous avons dit (142),0n

peut, au lieu de x™, écrire — ; au lieu de
x .
Mij
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. v N
; au lieu de x™*, écrire —;,
i

& ainfi de fuite. Conformément a ce prin-
cipe , nous pourrons donc changer notre for-

. o™
x™* , écrire —

xl

max™

mule, en cette autre . (X =+a)" ="

X
m-1 a* x™ m-1 m-2 at x™ m-t
. = Rt 1 —-;".-—3"‘.—;',—' M.

m=-3 m=-3 a*x

R —s &c.

3
Si 'on fait attention maintenant que toug
les termes ont pour falteur commun x”, on

pourra donner 2 la formule cette autre forme :
m-1a* m=

" m___ T ”_E ek e
(x+a)"=x"(1+—+m. — s -+m.

m-1 ad

5+ &c), dans laquelle x™ eft cenfé

multiplier tout ce qui éft entre deux cro-
chets. De-la nous concluons la regle fuivante,

our former d’une maniere commode la fuite
ou férie des termes qui doivent compofer la
puiffance m du binome x - a.

15 1. Ecrivez fur une premiere ligne 5

comme il fuit, les quantités
m-1 m-2 Mr3 M-4
TSty ? &Cr

[
%

-

l — — ——
ity T R iy e e g \
J a ma1 a* m-1m-22 & :
i==m——m,.— = =m,— — -
x : = 2 3 &P
m-31 m-21m-3 at
m. s — 5 &€,
2 3 X

Et ayant écrit 'unicé au-deffous & 2 une
place plus avant fur la gauche , formez la
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fuite inférieure , par cette loi « o © . T o 3
Multipliez cette unité par le premier terme

r - . a
de Ia fuite fupérieure & par 5 & vous aurez

le fecond terme de la férie inférieure.
Multipliez ce fecond terme , par le fecond

. . a
terme de la fuite fupérieure & encore par —,

& vous aurez le troifieme terme de la férie

inférieure.
Multipliez ce troifieme terme, par le troi-

fieme de la fuite fupérieure & encore par —,

& vous aurez le quatrieme terme de la {érie
inférieure ; & ainfi de fuite.

R éuniflez tous ces termes de la férie infé-
rieure , & multipliez la totalité par 2™, vous
aurez la valeur de (x—+a)™. " ,

1§ 2.Siaulieude x~a,o0navoit x*~-a’
ou &’ +a*, ou, &c; au lieu de multipliex

@ . . .
fucceflivement par — , on multiplieroit par
a* . - a’
=, dansle premier cas, par —-dans le fecond,
X X

& en général par le fecond terme du binome
divifé par le premier : & on multiplieroit la
totalité , dans le premier cas, par x* élevé a
1a puiffance m ; & dans le fecond cas , par x*
élevé ala puiffance m , c’eft-a-dire , en géné-
ral , par le premier terme du binome , élevé
a la puiffance propofée,
M ii
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Enfin. fi le fecond terme du binome, au
lieu d’avoir le figne -, avoit le figne et au

lieu de multiplier fucccfﬁvcment par—- lorf-
qu'onax--a,ou p’ar— lorfqu’on a &* 4-a*,

on multi pherou fucceflivement par — :,ou

par —:—, & ainfi de fuite.

Suppoforzs, pour donner un exemple ;
qu’on demandela fixieme puiffance de x*—+-a’;
je procede comme ci-deflous « . . .

gt a2l
23456

6al 15a’% 20a® fyal* éa's a't
Lo ob ~or oy o 0T o S

Clefl-2-dire , qu'ayant écrit la fuite 6 , £, %,
&c, qui répond & m, m‘l,mTh:,fi;—‘, &c,
& ayant écrit, au-deffous , Funité, pour pre-
iier terme'de la feconde Tuite ; ; je multiplie
ce prémier terme , par le premlcr terme 6 de
1a fuite fupérieure , & par ceqmme donne
f— pour le ﬁ,coad terme. Je multlphe — pat
lc fccond terme < de la fuite fupéneure &
par =, & i 1—5“ pour troifieme terme , &

ainfi de fuite. Enfin je mulciplie la totalité
des termes formés fuivant cette loi, par &%
¥ ¢ievé a la puiffance 6, Ceft-a-dire (123) 3
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6a’x'8 15afx'® 20a°x'?

par x'%, & y'ai x4

x; xﬁ xD
lj,al‘lxls Gat;x:g aigxlg

s iy el v , qui fe réduit 2

X' - 62’ %™ - 1 g0 = 200°%° = 150" %8
~+ 6a”x* 4 a’s.

153+ Si au lieu d’un binome on avoit un trinome i élever
3 une puiffance propofée; fi I'on avoir, par exemple , a~4-b-4-¢
3 élever i la troifieme puiffance, on feroit b=-c=m, & Pon
auroit a—m 4 élever i la troifieme puillance , qui felon les re-
gles qu'on vient de donner, feroit a’+3a*m-3am*~+m*.Re-
mettant maintenant , au lieu de m fa valeur b+c , on auroit
a3 4 3a* (b +c)=+3a(b+c)*+ (b+¢)3. Or les puiflances
(b=+¢), (b=4c)*, (b-+c)? étant toutes des puiflances de bi-
nome, fe trouveront également par les regles précédentes ; il
ne s'agira plus que de les multiplier refpectivement par 3a2,
3a & 1. En achevant le calcul, on trouvera a3+3a2%b-+-3a%¢
= 3ab® 4= 6alc—+ 3ac* 4 b} 4= 3b7¢ =+ 3bc* + <3,

154. Mais en réfiéchiffant un peu fur la regle de I'élévation
des binomes, on verra qu'on peut former la puiffance d’un
polynome quelconque, d’une maniere plus commode; en obfer=
vant la regle fuivante.

Suppofons qu’on veut élever le trinome a+b—4-¢ i la troi-
fieme puiffance. Faites b+c=p, & alors il s'agit d'¢lever
a-+p alapuiffance 3, ce quidonnera. . voscoveveviana

@' =+ 3a°p + 340> +p’.
1 P

Jécris fous chaque terme de cette quantité Iexpofint de p;
je multiplie chaque terme par le nombre qui lui répond , & je
changeunpen b, cequidonne. . « » o . « . 4 4

3a°b =4 6abp + 3lp*.
1 2

Jécris fous cette quam:ité 1a moitié de chaque expofant de p,
& je multiplie chaque terme par le nombre correfpondant
changeant encore un p en b3 jai o . o .+ o . .

3ab* 4+ 3§p

.
1§

Jéeris fous chaque terme de celle-ci le tiers de Pexpofang
de p 5 je multiplie comme ci~devant , & je changeunpenb 3

']al............. -.;.'

M iv
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Enfinje réunis toutes ces quatre lignes en changeant p en ¢’y
& j’ai a3 == 3a%c 4= 3ac* 4¢3 4 3a*b + 6alc + 3bc<-3ab®
=+ 3% 4 b3, de méme que ci-deflus,

Ainfi on multipliera chaque terme de la premiere ligne, par
Yexpofant du p ; chaque terme de la feconde, par la moitié de
Yexpofant de p dans cette feconde 3 chaque terme de la troi-
fieme,, par le tiers de 'expofant de p dans cette troifieme , &
zinfi de fuite, obfervant a chaque ligne, 4 commencer de la
feconde , de changer p en b, & dla fin on changera tous
Yes p reflants , en c. Cette regle s'applique de méme aux quas
trinomes , quintinonnes , &c.

De UExtraltion des Racines des quan-
r2tés complexes.

I959.Lorfqu’une fois on eft en état de
trouver tous les termes dont une puiffance
propofée d’'un binome doit étre compofée ,
il eft aifé d’en conclure la méthode d’extraire
une racine d’un degré propofé, foit que la
quantit¢ dont il s'agit foit littérale , foit
qu’elle foit numérique : ce que nous allons
dire fur la racine cinquieme fuffira pour faire
comprendre comment on doit fe conduire
dans les autres degrés.

Selon la formule des puiffances d’un bi-
nome , la cinquieme puiffance de a—+5, eft
@+ 5a*h —+ 102°6* + 10a°D® - gabt -+ b5,
De ces f{ix termes les deux premiers fuffifene
_pour €cablir la regle que nous cherchons.

Le premier eft ia cinquieme puiffance du
premier terme du binome, & le fecond eft
le quintuple de la quatrieme puiffance de ce

SCD LYON 1



DE MATHEMATIQUES:- 18§

méme premier terme, multipliée par le
fecond terme ; donc pour avoir le premier
terme de la racine, il faut, apres avoir or-
donné tous les termes de la puiffance donnée,
extraire laracine cinquieme du premier terme
de cette puiffance ; & pour avoir le fecond
terme de la racine, il faut divifer le fecond
terme de la quantité propofée, pat le quin-
tuple de la quatrieme puiffance de la racine
gu’on vient de trouver par la premiere opé-
ration. En effet , il eft évident que la racine
cinquieme de o’ eft a, qui eft le premier
terme du binome , dont la quantité @’ +5a*h
-, &c, eft la cinquieme puiffance; & il eft
également évident que i%:b donne 4 qui eft
le fecond terme de ce binome. Mais comme
il pourroit fe faire que la quantité propofée
ne fiit pas une puiffance parfaite du cinquieme
degré, apres avoir ainfi trouvé le fecond
terme de la racine, il faudra vérifier cette
racine en I’élevant au cinquieme degré & re-
tranchant le réfultat dela quantité propofée;
voici un exemple.

On demande la racine cinquiemede .. ..;
324’ +140ath-720a3b* 410800 b3 4-810abi-+-2435° 1Rau:ine
—32a’ 1a+3b

Refle+240a%b+720a3b> 410802 b3 4-810abt 424305 | 8oa*
Je tire la racine cinquieme de 324°,¢lle
eft 2a que jécris a la racine,
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Yéleve 2a i la cinquieme puiffance; &
3 cris le produit 324° avec un figne contraire,
fous le premier terme 324° de la quantité
propofée , ce qui le déeruit.

Féleve la racine 24 a la quatrieme puif=
fance , ce qui me donne 16a* que je quin-
tuple , & jai 8ca? que j'écris fous la racine
2a; je m'en fers pour divifer le premier
terme 24ca*) du refte : la divifion faite, jai
pour quotient 35 que jécris a la racine;
enforte que j'ai 2¢—+ 34 pour la racine cher-
chée ; mais pour m’en affurer, jéleve 2a
~+- 34 2 la cinquieme puiffance , je retrouve
fes mémes termes que dans la quantité pro-
pofée; faifant la fouftraction; il ne refte rien ;
d’ol1 je conclus que la racine eft exattement
20 36.

S’il devoit y avoir encore un autre terme
2 Ia racine, alors il y auroit un refte , aprés
cette premiere opération : je regarderois
2a - 34 comme une feule quantité, avec
Iaquelle yopérerois. pour trouver le troifieme
terme , comme j’ai opéré avec 24 pour trou-
ver le fecond.

1§ 6. A 'égard des quantités numériques,
Ia regle eft abfolument la méme ; la feule
chofe qu’il faille éclaircir, eft, d quel carac-
tere on reconnoitra ce qui répond au premiex
terme o’y & ce quirépond au terme ya*h,
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Pour fe conduire dans cette recherche , il

n’y a qu’a imaginer que dans le binome a—+-4;
yaqg gmerq

a marque les dixaines & b les unités ; alors il
eft évident que o’ fera des centaines demille,
parce que la cinquieme puiffance de 1o eft
100000 ; donc le premier terme a’, ou la
quantité dont il faudra tirer la racine ge,pour
avoir le premier chiffre de la racine, ne peut
faire partie des cing derniers chiffres fur la
droite , on {éparera donc les cinq derniers
chiffres , & fuppofé qu’il en refte cing feu-
lement ou moins de cing fur la gauche, onen
cherchera la racine cinquieme, quifera facile
a trouver, ne pouvant avoir qu'un feul chiffre.
Quand on aura trouvé le premier chiffre
de la racine & qu’on aura retranché fa cin-
quieme puiffance , de la quantité qui a fervi
3. trouver cette racine , on abaiffera, a coté
du refte , les cing chiffres {éparés : & pour
avoir la partie qu’il fauc divifer par ga*,ceft-
a-dire, par le quintuple de la quatrieme puif-
{ance des dixaines trouvées, il faudra féparer
quatre chiffres furladroite, & ne divifer que
la partie reflante 3 gauche : carsa’h, quiclt
la partie qu'on doit divifer par-sa', pour
avoir 4 , ne peut faire partie des quatre der-
niexs chiffres , puifqu’éeanc le produit de ga*
pat-b, elle doit Etre au moins des dixaines de
mille,, puifque af eft des dixaines de mille.
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Ces éclairciflements pofés , le procédé eff
fe méme que pourl’extraion lictérale , voici
un exemple.
On demande la racine cinquieme de . . «
3802.04032 {gz
3125
67704032

3125
380204032

°

Je fépareles cinq dernierschiffres 04032 ;
& jecherche laracine cinquieme de 3802 qui
ayant moins de cinqg chiffres, ne peut donner
qu'un chiffre pour cette racine; elle eft 5 que
7 écris 2 coté. )

Jéleve 5 ala cinquieme puiffance,, & ¢~ .
cris le produit fous 3802 pour Ven retrancher;
il refte 677, c6té duquel jabaiffe les cing
chiffres {éparés d’abord ; du total , je fépare 4
chiffresfur la droite , & je divife la partie ref-
tante 6770 , par le quintuple de la quatrieme
puiffance de la racine trouvée 5 , c’eft--dire,
par 5 fois 625, ou 3125. Je trouve pour quo-
tient 2 que j'écris a c6té du premier chiffre
trouvé 5. Pour vérifier cette racine 52, je
Féleve a la cinquieme puiffance , & je trouve
le nombre méme propofé, d’ou je conclus
que 52 eft exatement la racine.
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S’il y avoit un refte , & quon voulat ap-
procher plus pres de la racine , On mMettroit
s zéros , & on continueroit pour avoir le troi=
fieme cthre,qul {eroit une décimale, comme
on a fait pour avoir le fecond.

En général, pour tirer une racine de degré
quelconquc m , il fauc {€parer en allant de
droite a gauche , en tranches de m chiffres
chacune, dont la plus a gauche peut en avoir
moins. Tirer la racine du degré m de cette
dermere tranche , cette racine n’aura jamais
qu’un feul cthre a coté du refte , defcendre
la tranche fuivante , en {éparer m—1 chiffres
fur la droite, & divifer la partie reffante &

auche , par m fois la racine trouvée, &
élevée ala puiffance m —1 ; & ainfi de fuite.
Cela eft fondé fur ce que les deux premiers
termes d’un binome a5 élevé a la puiflance
quelconque m, font ¢” ~+ ma™"b, & fur ce
que {i @ marque des dixaines & b des unités,
a™ ne peut faire partie des m derniers chif-
fres , & ma™*b ne peut faire partie des m—i
dermers.

De la maniere d’approcher de la racine

des Pu{ﬂzznces zmparﬁazzes des quan-~

11tés licrérales.

157. Lorfque la quantité complexe
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propofée n’eft point une puiffance parfaice
du degré dont on demande la racine, alors
il n'y a point de racine exacte 3 efpérer : il
faut fe borner 2 en approcher aufli prés que
peut I'exiger la queftion pour laquelle cette
extraction eft néceffaire. On pouroit y par-
venir en {uivant la méthode que nous venons
d’expofer pour les puiffances parfaites : elle
donneroic une fuite de termes fraltionnaires
dont la valeur décroiffant continuellement ,
permet de fe borner 4 un nombre limité de
termes & de négliger les autres : mais I'opé-
ration feroit longue & pénible. On peut par-
venir au méme réfultat par une voie beau-
coup plus courte, en employant la regle
que nous avons donnée ci-deflus (151) pour
Clever un binome 2 une puiffance propofée,
Pour cet effet , il faut fe rappeller (133) que
toute racine peut étre repréfentée par une
puiffance frattionnaire. Ainfi, demander la

racine quarrée de a4, ou d’évaluer l/a—l-—tf’.,..
c’eft demander d’élever a+-4 4 la puiffance <,

puifque (133) (a-—r—é);_z'/a-{—- b.

Donc, fuivant la regle donnée (151),
Jécris la fuite.
by l,i—'?-,—;": 3,?‘:‘4‘, &c.

2 3 .
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Et pofant 1 pour premier terme de la

feconde fuite, je forme cette feconde. ..
1 b 1 b i 5 bt 335 &F

I ——— — t+—— —— s =y

2 .4 8 a* 16 a? 1:8 at 1280 a5 ?

&ec.
En mulcipliant le premier terme 1, par le
premier terme + de la premiere fuite , 8 pac

b P :
= , Ceft-a-dire , par le fecond terme du bi<
i L2 sk, 1k
nome a -+ b , divifé par le premier; jai: —
’ *a

pour le fecond terme.

Je forme de méme le troifieme , em multi=
pliant ce fecond, par le fecond terme — 3 de

: . b 3 _
la premiere fuite, & par — , ce quime donne
b 3
— 1 — pour le troifieme.
@

Pour le quatrieme, je multiplie ce troi-

fieme , par le troifieme terme — 7 de la pre-
A : Poioa e e
miere fuite & par —, & jai -3¢ ; pour qua-

trieme terme , & ainfi de fuite. &

Enfin je multiplie la totalicé de ces termes;
par le premier terme du binome, élevé ala
puiffance £, & j'ai pour la valeur de (a+b)*
ou de ¥ a4 ,1a quantité fuivante :

1h RO B, cipbs-Tlugy B )

(12— S A e &

e 2 a.  8a ' 162 m8y ' 1i80a’?
quil eft facile de prolonger autant qu'on le
jugera a propos,
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1 § 8. Nousverrons , par la fuite , 'ufage
de ces fortes d’approximations. Pour le pré-
fent , nous nous contenterons de faire voir
par un exemple en nombres, comment on
peut les employer pour approcher des ra-
cines des quantités numériques, Suppofons
qu’on veut avoir la racine quarrée de 101. Je
partagerai 101 endeux parties dont I'une foit
un quarré , le plus grand qu'il fera poffible ;
par exemple , je le partage en ces deux par-
ties 100 & 1 ; je prends la premiere poura,
& la feconde pour 4 , en forte que ]? fuppofc;:

a=—100,& b=1; par conféquent g* ="1°° =
=V 100 =103 & — =+ =0,013 don¢
a 3

100

1a {érie qui exprime ¢z, c'eft-a-dire , ici
, z
Vo1 5 deviendra , en mettant pour a* &

leurs valeurs,
2 8 16 128 1280

- : ;

Suppofons qu’on veut avoir cette racine
jufqu’a un dix-millieme pres feulement,

alors il fuffit de prendre les trois premiers
. . 1)3 .
termes; car le quatrieme qui eft (c’—’;—) revient i

©,000001 3 3 . A :
—— , Ceft-a-dire, a 0,0000000625 ; &

quoiqu’il doive étre multiplié par 10 quidoit
multiplier tous les termes de la férie, ilne

produira que ©,000000625 qui eft bien au
deflous

5
&c.)
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deflous d’un dix-millieme. *Les termes fuiz
vants font 2 plus forte raifon beaucoup au
deflous , puifqu’éetant continuellement mul-
tiplis par 0,01 qui eft une fracion, ils doi=
vent diminuer continuellement ; car en mul«
tipliant par une fraltion, on ne prend ( Arith.
120) qu’une partie du multiplicande,

La valeur de ¥/1o57 fe réduic donc %
10 (l - ?3;—-1 o (E%LJ , Ceft-a-dire, 2
10 (10,005 = 0,0000125), ou 10 X
1,0049875, ou 10,049875 ; ceft-d-dire,
10,0499 en fe bornant aux dix-milliemes.

Cette méthode peut s’appliquer & toutes
fortes de racines & i toutes fortes de quan=
tités ; nous en donnerons encore un exem-
ple fur P27 5. Je change donc cette quan-

I

ticé en (@ — x*)7 , & procédant comme ci~
L R R e R T e L

L S AT N

5’52 ’;; o 32 i‘i"&c.

1 2 3 Y, g g
VU S T T XS Taa v &e.

Et pofant 1, pour premier terme de Ia
feconde fuite , je forme cette feconde '

1 x5 1. 200 AN 4% xro 798 x5

AR ol O 7, 57 ¢ e 12504%° 3rzsoa”5&c'

En mulcipliant le premier terme 1, par le

premier terme £, de la fuite fupérieure , &
- .

par — —, ceft-a-dire, par le fecond terme

ALGEBRE, N
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du binome, diwifé par le premier; ce qui
5 -

donne — % % pour fecond terme de la {érie.

Pouravoir le troifieme, je multiplie celui-ci
s] p
par le fecond terme — , de la fuite fupé-

-_— 2 aele

-3 L 1 .
rieure , & par — =, ce qui me donne e

En calculant de méme les fuivants juf«
qu’au fixieme , & multipliant le tout par le.
1er terme ¢ du binome , élevé a la puiffance

5 st ..
3, ceft-a-dire (123); par @’ ¥ ou para, jai
pour valeur approchée de ¥ zr—= , 1a quan-
27 " 6! 42x*°

titda(1——— - - &:c.)

sa¥( msuloe o raqats 1250a%° |

I § 9. Obfervons a I'égard de ces féries
& de toutes les autres qu’on peut former de
Ia m&éme maniere , qu'on doit toujours pren-
dre pour premier terme de la quantité pro-
pofée, le plus grand terme; par exemple,
dans 1/ 2+ nous avons pris ci-deflus a pour
premier terme ; mais fi 5 ¢toit plus grand
que a, il auroit fallu prendre 4 pour premier
terme. La raifon en eft que lorfque 5 eft plus

F b
grand que g, la 17 férie g (145 =— 5 &c)eft

trompeufe ; car > éeant alors plus grand que
strompeufe ; car = plus g q
Punité , les termes fuivants qui font conti-
it b y
nuellement multipliés par - vont toujours
€n augmentant , enforte qu'on n’a aucune
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raifon de s’arrérer aprés un certain nombre
de termes. Mais {i dans ce méme cas on

forme la férie en prenant 4 pour premier

X a 3
terme, on aura b= (1 —i—-}-b-——-—;—-(;,-, &c.)

dans laquelle les termes vont en décroiffant.

Les féries dont les termes vont en aug-
mentant de valeur 2 mefure qu'ils s’éloignent
de Vorigine , s'appellent féries divergentes; &
au contraire on-appelle feries convergentes
celles dont les termes diminuent de valeur
a mefure qu'ils s’éloignent de l'origine.

1 60. Nous avons vu (141) que toute
frattion algébrique pouvoit étre mife fous la
forme d’un entier, en faifant paffer fon dé-
nominateur au numeérateur avec .un expo-

fant négatif. Cette obferyation nous fournic,

le moyen de réduire en férie touté fraltion
dont le dénominateur feroic complexe , ce
qui fera utile par la {uite. Par exemple, fi

e = a* - v G
jyaveis ——; au lieu de cette quantité , j’é-
at—x _ .
crirois @* x (@*— x*)"*, & alors j’éleverois
a* —x* 3 la puiffance — 1 felonla regle don-
née (151); ceft-a-dire , que je poférois d’a=
: —T=1 —T= —
bord la férie'— 1, — - —:~ 5 &ce

¥ TPy

Ol.eies == l’_' I’_"—' l,—'—- T.
Et je formerois la férie fyivante:

x* L) i X
g/
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. . . " !
en multipliant le premier termé 1 de:cettd -
feconde, par le premier terme — 1 dela

. » X = -
férie fupérieure,, & par — ~, ce qui don-
neroic =+ ;3 multipliant eelui=ci par le fe=
cond terme — 1 de la férie fupéricure, &
par — — ; & ainfi de fuite. Apres quoi je
multiplierois la totalité, par le premier ter=
me a® élevd a la puiffance — 1, Ceft-a-dire;
123) para’ *~* ou @, ce qui me donneroit
L, - 2t 508 ot &

(1—‘*—‘1:-!";:"'}“;-1'-‘?‘, C.)POUI' va-.
eur de (a* — x* )~ *; donc pour avoir
* (2> — x*) 7 il ne s’agic plus que de mul-

\
ot

plier par @*; or a~* x @* donnant ¢*-*
o), ou a° qui fe réduit a 1; on aura donc

$0AR ik 2 x4t xe x?
a —_— =1 e — —d L, <
(@*— x*) Lk g drilibn b dKe

On:s’y prendroic de méme pour téduire

sl

1

(
a
d

tl
(2

a2

en (érie ;on confidéreroit cette quan-

(@4 )32~
tité comme @ (a*~+ x*)*. Pareillement au
? - at ¢ i a’
lieu de - s ON ¢CEIROIE 777y &K
V(agsr) (aa*)]
enfuite @* (@* 4 x*)-3, & ainfi des autres.
- 161. Nous avens fuppolé que la méme formule qui fervoit
pour former les puilfances parfaites d’'un binome , pouvoit aufli
fervir pour en former les puiffances imparfaites. Comme les
principes fur le(quels cette formule eft fondée , fuppofent que
Vexpofanteftunn e entier pofitif, on pourroit douter quon
' plig ] ement au cas ou cet expofant eft frac-
i i ‘gatif, Voici comment
e peut fervir danj
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m
- m ’ *
tous ces cas. Soit en général (a—+b)" = étant pofitif. On aura
n

mbé  mm b*Ymm ooom- b3
e ke u"l_':'_’_"o'_-lo__l.-h:
B o T - S 1 7 4 non n ay

e

m m
(Ijl)(d—i—-f}’]n =an (14

&'C' . 2 r ! 3
Faifons, pour abréger , la fomiie de tous les termes de
cette {Erie, excepté le premier, égale 4 p; c’elt-i-dire, faifons

m m m b* m m m b3
P=—— o — — =1 ——4— — -1, — -5 —; alors nous
n a 7' a® n'n n aid
2 | q

m m .
aurons (@ ~+=4)w =an (1+4p); élevons chaque membre 3
mn mn
la puiffance n, & (1 3 ) nous aurons (a3 ) n=an (1 -+p "
¢’eft-a-dire, (a-b)"=am (14 p)" 5 or nous, favons que
(a=+5)", a pour VEIEUES, 75 setume s o iolmeima i Lsse e
m-1 b* m=-1m-2a b3
a""(l-{—m-——-{—m,-———-—}-m, . — G, )
1 S z s

i
Sidonc @™ (1 ~+ p )" revient i cette quantité-, ce fera une
preave , la derniere égalité ayant lieu , que toutes celles done
elle eft déduite , ont lieu ; & que par conféquent la valeur de

m
(a~1b)n doit étre telle que la donne la premiere équation.
Voyons donc .a™ (1-+p )" revient au méme que (@ -+ 5™,
n-1 fi=1 nn-2
Or(14p)i=1 *np-n— p’ +rz.—-z—. ~§-—p3 -+ &c.

Subftituons , dans ce fecond membre y au lieu de p fa
valeur , mais pour re pasembraffer trop de calcul 4 1a fois, ne
tenons compte dans cete fubflitution que des termes qui ne
pafleront pus le cubé ; 10us 2Urons doNCassssvesenssoss o

m- b m b+ m m b3

S e S R Ly s e &Gy

n a nn a” -1 Ly a2

Som* b 1m* m b3
A nigE N Sy T I'uu + g6
mi b3 3
& g .
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2 n-1 n-1n=-%
par conféquent 1 -~ np+n.—p‘+ﬂ_-———'. z}l*, &eq
2 ) 3
% b m b2 m m b
deviendra 1+4+m — —4=m,— -1 — —f-m —-T,— -3, — =+ &¢,
a n a* & n al .
.2 2 3
m* n-1 0% am* m n-1 b
o — - 0-_1+‘_"-'_-lp — = &ce
AL 3G *a3

R n %

m n-1 n~2 b3
-+ — e — ,— = &Cu
nt 2 3 a4
m m*n-1 . o .
O 152 = P ra 6, gt eft la totalité de ce qui mul-
- n 2

il Faoa % m-n mn-m mn-n
tiplie —, fe réduita m | — <= — ),oum, s
& i an an

m-=1

ouenfind m.

am?* m n-1 m? n-1 n-2

g m m
Pareillement,m, - ~1,— 2= ——4— Tom— = — —4
n n n n 2 R* 3 3

2

3

2 3 2

B e M L = ]
qui eft la totalité de ce qui multiplie oph feréduit dusivwan

m-nr m-1n m m-1n n-1 m: n-1 n-2
. -—_‘o"'—__‘+_l s i = ._
i 3n n*an 2 n? 2 3

m-n.m-in=-3m.m-n.n-I-+m.n-1.n-12
20X 37 _
ou (en faifant les opérations indiquées , & les rédultions ), 4

THYYIEX 3 : m-1 m-2
o ( 3 ) , qui eft 1a méme chofe que 7.
’ UX3

ou m

-
o R
o n—1 n-1 n-2
donc la quantité 1++np+ n,—— p-k 7, e e p’ &e, re=

ey Y mb m-1 bt m-1 m-2 b3
wientdiw --=pm, — — +m. —, — - &ec.
a 2 a 2 3 Aagd
Ft fi au lieu de fe borner aux termes qui ne paffent pas le
cube , on pourfuivoit plus loin, on trouveroit de méme que les
cermes (bivants de cette [érie font m,m-1 m-2 m-3 b¢
m-1m-2m-3 m=4 b’
i sy 3 4 &cy

L] L]
3 By

" W e
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=1 n=-18n-%
Donc a" (14 np 4n,— p* +n— ,—~ p* + &c.)
2 2 3

L mb m=-1b* m-1 m-2 b}
revient 4 @™ (14 — +m—— — =FMe——s — = ~+ &Cs
a 2 \at 3.0 3 d”

Donc P'équation (a + b)"=a™ (1 =+ p)" eft vraie ; donc
L "

auffi Péquation (@ =+ 5)" =a" (14 p) dont celle-13 a été

déduite , ou ( ce qui revient au méme ) , I'€quation.ceesvere
Al O N Ta W

(ol P = At g e L= e =] el &ce
na non a s B as

2 z 3
eft vraie. Donc la formule qui fert 4 élever 3 une puiflance
dont I'expofant eft un nombre entier pofitif,, peut fervir aufli
3%¢lever 3 une puiffance dont l’expofant eft un nombre frac-
tionnaire pofitif.

Pour faire voir que la méme formule peut étre employée ,
lorfque I'expofant eft négatif, il faut remarquer que fi nous
repréfentons par I la totalité des termes que donneroit

-

€a +5)" en le développant fuivant la méme regle , on aura
I

(a+b)" =T, Ceft-3-dire 5 (a+ b}f;: =T (142); & par
sonféquent 1 =T x (a5 )n, 1l faut denc prouver que fi 'on

-
multiplie la fomme T des termes que donnera (a—5)»
éyalué felon la regle que nous avons donnée , i on la multi-

plie, dis-je, parla valeur de (a —|~b;?, le produit fe réduira 3
m

Punité. Or (a - 5) » donneroit fuivant cette regle.coceses
-m
e m b m m b2 m m m b3
" (I — o —i— 1 — — —— T, — 42— &C.
b a nn a* n n n at

n 2 2 3

Et(a—+0b) m donnera

m LR AT e B el T m 16! g
ani 1 — ot — ] — —_——] —=1—
e na nen *q* n'n . gl
2 2 3
S
Niv =
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Multipliant ces deux quantités I'une par lautre , & fe bors

nant au cube de —, on aura
a

B mb . mm b mm m b3
- (1= = —e—) o oy e— 42— &Cq
: na,., nn S S n al
3 2 3
m b m? b* m* m b3
e . e i T — dresess &C
n a a’ a* L ‘at
2
‘m om b mt m b3 .
TRers s [ i =t e Ta =y e e
fnon a® w7.n as
3 -~ 2 Z)
m m m 3
bl P02 PP
non *n @
e : o o e
Ot fi 'on & donne 1a peine d’en fajre le calcul, on verra q4°
] ]

; b AL g
1a fommig-des quantités qui multiplient s de celles qui mul i«

o 3 e ol : >
plien: — | de celles qui multiplient — s fe réduit A zéro; & il

a a’
n . ]
¢n fera de méme des puiffances fbivantes, § 'an poufle le cal-
m - m

;e B — s
cul au-deli de =9 dong ce produit fe réduiti g .5 ¥

QU @*X1ou t X1, ceft-d-dire, 1 Donc la formule peut fer-
xir dans tous les cas,

Des Equations a deux inconnues > lorf=

quelles paﬁnz le premier degré.

16 2, Une équation 3 une feule incon-
nue eft dite du troifieme, du quatrieme , du
cinquieme degré , &c, lorfque la plus hauce
puiffance de I'inconnue eft la troifiente, la
quatrieme, la cinquieme, &c; mais outre
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cette puiffance , une équation peut encore
renfermer toutes les puiffances inférieures;
ainfix*=8 , x’4-g x*=4 , x’46 x*—9 x=7,
font toutes des équations du 3me degré.

Une équation a deux ou a un plus grand
nombre d'inconnues eft dite paffer le premier
degré , non feulement lorfque l'une de ces
inconnues pafle le premier degré; mais en-
core , lorfque quelques-unes de ces mémes
inconnues font muleiplides entr’elles ; & en

général , le dégré s’eftime par la plus forte .

fomme que puiflent faire les expofants dans
un méme terme : [’équation x*~y*=a’b eft
dutroifieme degré; I'équation bx+ox"y—+ay*
=ab” eft aufli du troifieme degré,parce que
les expofants de x & de y dans le terme x’y
font 3 ; dans les autres termes , les expofants
font moindres.

16 3. Pour réfoudre les queftions qui
conduifent a des équations a plufieurs in-
connues , & au-de la du premier degré , il
faut, comme pour celles du premier degré,
réduire ces équations ¥ une feule qui ne
renferme plus qu’une inconnue,

Si I'on a deux équations & deux incon-
nues , & que dans T'une de ces équations,
Pune des inconnues ne paffe pas le premier
degré , prenez la valeur'de cette inconnue,
comme Ji tout le refle égir connu : fubflituer
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cette valeur dans 'autre équation , & vous au=
rez une nouvelle équation qui ne rezzﬁf merg plus
qu une inconnue,

Par exemple, {i T'on me propofoic cette
queftion , trouver deux nombres dont la
fomme foit 12, & dont le produit foit 35.
En repréfcntant ces deux nombres par x &y,
j'aurois X~y =12, & xy=3j5.

e la premiere je tire x=12 — y; {ubfti-
tuant dans la feconde équation, cette valeur
dex, jaurai (12 — y)y==35 our2y —yy

‘== 37, équation du fecond degré qui étant
réfolue fuivant les regles données (99 &
Juiv. ), donneray=6-+1, ceft-a-direy =7
ou y=7y ; & puilque x=12 —y, on aura
x == 5 oux=="7 ; c’eft-a-dire, que les deuyx
nombres cherchés font § & 7 ouy & 5.

Parcillement, fi javois les équations
x—-3y=0 & 2’H=y’=12. De la premiere,
je tirerois ¥ =6 — 3y ; fubflituant dans la
feconde , J’aurois (6 — 3y)? +y =12; fai-
fane I’ opératlon indiquée , jai 36 — 36y
~o¥*+y*==123 ou en paﬂ'ant tout d’un
méme c6té, & réduifant, 10y -—36}-—1—2.4_~0,
¢quation du fecond degré qu'on peut ré-
foudre par les regles données (99 & fuiv.)

Prenons, pour troifieme exemple, les deux
équations xy - y’=5 & &’ 4 xy =y"-+7.
La premiere donne & = 5’;” 3 fubftituant
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¥ PTE LW | -\ 2
dans la fecondc:‘son a (Ly_") - (f—}—y ¥y
— y*7 Ou Q%_'i_l.-("y:)y:_y’—i—';r.f’out
chaffer les fractions, il fuffic ici de multiplier
le fecond terme par y & le fecond membre
par ¥, ce qui donve (5 —y)* =+ (5 —y* )y
= y* +-7y*. Faifant les opérations indi-
quées,ona,125— 75y +15y—y’~+25y"
— 10yt yS=19* -+ 7y* ; paffant tout dans
le premier membre & réduifant, on a, apres
avoir chanB les fignes , y’—sy*+7y’~+s50y”
—12§ =0, équation qui ne renferme plus
que y, mais qui eft du cinquieme degré.

16 4. A Poccafion de cet exemple nous
ferons remarquer que lorfque quelques-uns
des dénominateurs de I'équation ont quelques
faCteurs communs entr’eux , on peut faire dif-
paroitre ces dénominateurs plus fimplement
que par la regle générale, en examinant par
quelle quantité il faudroit mulciplier ces dd-
nominateurs pour qu’ils devinflent égaux.
Cette remarque eft analogue a celle que nous
avons faite (48) au fujet des fraltions. Par
exemple , fi )’avois l’équatio?ﬁ

— ¢, en multipliant

dx -
-t - ==€,]8
crx+bdx

abe
les deux termes de la 1< fraction par ¢, & les
deux termes de la 2¢, par b ; alors chaffant le
dénominateur, jaurois Cx b dx=abce,

la changerois en
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1 6 5. Si dans l'une des équations ; Pune des
deux inconnues ne pafje pas le fecond deoré
Pl digr
Rrenes dans celle-ci la valeur du quarré de 1'in-
connue la moins élevee, & fubflituex-la dans
'3 1 J { -
~ lautre, dla place du quarré.de cette méme in-

| : connue & de fes puiffances ; & continuez de fibf-
i zitder jufqua ce que cette inconnue ne fetrouve
il Pplus qu'au premier degré, Alors tirez de ceite
.' dernzere équation la valeur de cette méme in-
it connue , & [ubftituez-la dans la premiere.

Par exemple, fi javois x* 4 3 9 ==6x &
2x* — 3y°=8, je prendrois, dans la pre-
’i,' miere, la valeur de &’ qui eft x*=6x —3 73
i la fubftituant dans la feconde, jaurois (en
i faifant attention que &° eft x°X%)y2(6x—3y")x
—3y'=28, qui fe réduic a 12x° — 6xy?
i — 3y’ =28 ; comme il y a encore x* dans
J celle-ci, j'y fubftitue de nouveau la méme

valeur de »* que ci-deflus , & j’ai 72X36)"
— 6xy*—3y" =8, €quation dans laquelle

i x n’eft plus qu'au premier degré.

| A 3 . 2 -8
'} Jen tire la valeur de x, & jai x=—= %—-‘Ty;;
i . . s

i je fubflicue cette valeur dans la premiere

- R0 ‘ - . 9y 48\ 2
! équation x* -3y *=6x: il me vxent(-‘-?‘? )

i

I | 3 2 39y 8 (59y>+8)? Y

i a0 (7:—6}") (7:-6v2 )% +3y =
b/ 234" + 43 o v 3oy 48

{ _1_4_3_____‘_1__ ou ( 1614 ) / -~ 3‘}/: =
‘ rp—éy 8)7r ) Hewar

.‘;[i: (234y* +48) (72 — 6y* 4 25 :
.}.‘,: (rim ey ouenfin, en chaffane
i

i .

i \

mmes
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le dénominateur commun , (39y°—8)*+3y"
(71——6)/’,)‘:(234_)/?-!_-4@) (72 -—-\6_}';‘),'-
¢quation dans laguelle il n'y a plus a faire

que, des multiplications & des rédultions
ordinaires. :

166. Lor(que les équations font de degrés plus élevés, on
peut , on fuivant une méthode analogue a celle que nous ve-
nons d’expofer , arriver aufli a I’4quation qui ne renferme plus
gu’une inconnue ; mais il eft difficile d’éviter un inconvénient
qui accompagne alors cette méthode : cet inconvénient eft de
taire monter I'équation dun degré plus ¢levé qu'elle ne doit ctre.
Nous allons expofer une méthode qui n’eft pas fujette i cette
difficulté.. »

167. Toute équation @ deux inconnues peut €tre toujours
mife fous cette formeis. . AZ™ = Bx™ " - Cax™=2, ., -
T =0 ; m marquant le degré auguel x eft élevé. En effet, on
peut. toujours faire une totalité des différents termes compofés
de ¥ & des quantités connues qui multiplient chaque puiflance
dee, & repréfenter cette toralité par une feyle lettre ; par exem-
ple ; dans'équation ax?® 4 bxy + cy* +dx +ey -+ f=o, qui
peut généralement repréfenter toutes les équations du fecond
degréadeux inconnues; [caril ne peut s’y trouver d’autres puil=
fances de ces inconnues] ; on peut raflembler les termes en cette
maniere @ x4 (d+by)x+cy* +ey—+f=o, & pour
abréger,, Pécrire ainfi ; Ax* + Bx—+C=o0, fauf a remettre,
au lieu de A, B, C, ce que ces lettres repréfentent , aprés
qu’'on aura fait, de 'équation Ax* 4 Bx + C =0, Pulage
pour lequel on lui donne cette forme. Cela pofé, foient donc

Ax® - Bxm-* - Cx™* 4-Dx™3 4 4., T=0

&, !jlrxm+for.1--+(:: ,-,1_;__i_ ])'xw.;_!_' i -TI: o

les deux équations propofé dont il s’agit de chafler on
éliminer oo Je les fuppofe d’abord du-méme degré ; nous ver-

re quand elles {ont de différents

rons enfuite ce qu'il faut f:
’

degrés.
On-multipliera la pr

P’on retranchera le (e

une équation du degré m —
Opn multipliera la premi

Ax+ B, & l'on retr

¢e qui donnera une

ere par A'; la feconde par A, &
luir du premier, ce qui donnera

]

o 4+ B!, 1a feconde par
o2, ;

cond produit du premier,
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On multipliera la premiere par A'x? <~ B'x 4 C’, Ia fecoride
par Ax* 4 Bx--C, on rerr.apcheraie-l'écond produit du pre-
mier, ce qui donnera une troifieme équation du degré m— 1.

On continuera de méme jufqu’a ce que le multiplicateur foit
devenu du'degré m — 1.

Cela pofé, on aura m équations, chacune du degré m—1.On
confidérera dans chacune les différentes puiffances a™ - *,
K™ =2 2™ 3, &c. comme fi elles &ojent autant dinconnues
au premier degré. Par le moyen des m - 1 premieres équations
ou en général par le moyen d'un nombre m-1 dé ces équations,
on déterminera (85) les valeurs de ces inconnues que I'ont
fubftiruera dans la derniere. Certte opération donnera une
équation (ans x, dans laquelle mettant pour A, B, & C, A’,
BY, O, &c. les quantités que ces lettres repeéfentent , & qui-
peuvent d'ailleurs renfermer telles puiffances de y q’on youdra,
on aura I'équation eny.

Par exemple, fi j"avois les deux équations.

Ax*+ Bx 4 C=o,
Alx*+B'x+ C'= a.

_Qui peuvent repréfenter toutes les équations 3 deux incon<
nues , dans lefqueifes I'vne (eulement des deux inconnues ne
paile pas le (econd degré ; en multipliant la premiere par A’y
Ia feconde par A, retranchant le fecond produit du premier &
réduilant, jaurois (A’B — AB') - A'C— AC/ ==,

Multipliant la premiere équation par A'x + B, la feconda
par Ax + B, retranchant le fecond produit du premier , &
réduifant, j'aurois (A'C—AC') x + B'C — BC! — o.

Prenant donc , dans la premiere, la valeur de &'qui eft =2

I >
‘:—%:%-; y&la ﬂzbﬂ;itgam dans Ja2*,j’aurai (A'C—AC') %
AC'—A'C : . s ' '
AB—AR +B'C—BC'=o0. Ou [ i caufe que AC'—A'C
A'B — AB'!
~-B'C—BC'=o0, ou enfin— (A'C—AC')* 4 (A'B—AB'y
(B'C—B(C') ==o,
SiVon avoit les detiX équationsi. s esessvcoessssesncans
4« x;"f"sz_;— Cx+D —= O,
Alxt B3 -Clx 4= D' = o0. 2
Multipliant la premiere par A’, la feconde par A , retrans+
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¢hant & réduifant , on auroit (A'B— AB') x* 4+ (A'C—AC')
& 4+ (A'D—=AD") ==o.

Multipliant la premiere par A'x--B', Ia feconde par Ax+-B,
vetranchant & réduifint, on auroit ( A'C — AC! ) x* ==
(A'D—AD'4B'C—BC') x + B'D —BD'=o.

Enfin muldiplianit la premiere par A'x® 4 B'x—+C, la fe-
conde par Ax® + Bx - C, rerranchant & reduifant, on auroit
(A'P = AD') x*4 (BD—BD' ) x +C'D — CD'==o0.

Il ne s’agit plus mairitenant, en confidérant x* & x comme
desinconnuesau premier degré, que de déterminer leursvaleurs
AV’dide de deux quelconques de ces trois-équatioris du fecorid
degré, & de fubflituer ces valeurs dans la troifieme.

168. Si les deux équations propofées n’étoient pas au meme
degré pour x, alors.on opérera comma il f{uit,

Soient m & n les deux expofants, & m le plus grand. On

m—n
multipliera 'équation du degeé 7 par ¢, ce qui les mettra
toutes deux au méme degré. Alors on opérera comme dans le
cas précédent ; en continuant les mulsiplicarions jufqu’a ce que
Je multiplicateur foit devenu du degré n-1, ce qui donnera n
équations,, chacune du degré m —1. :

On fubflituera dans chacune & dans toutes les puiffances
fupérieures 2 & , 1a valeur de x” tirée de’équation dudegré 2,
& on eontinuera de fubftituer, jufqu’a'ce que la plus haute

m—n
puiffance reftante (oit & , ce qui fera tonjours poffible;
alors on aura i équations chacune du degré n—-1, En em-
ployant 72— 1 de ces équations , on déterminera les valeurs de

i B n—2 R
Wy At ;, &c. confidérées comme autant d’inconnuss
au premier degré,, & on les fubftituera dans la derniere.

Cetre méthode eft générale, Elle peut étre fimplifiée dans beau-
coupdecasque nousne nous arréterons pas a détailler. Nous nous
contenterons de remarquer que dans les multiplicatiors fuccefii-
vespar A' & A, A'x + B' & Ax+B, &c. onpeut fe dilpen~
fér de multiplier le premier, les deux premiers, &c. termes
des deux équarions propofées, & en général autantdes premiers
termes qu'il entre de termes dans le mulriplicateur , parce que
le produit qu’ils donneront s’anéantira par la fouftrattions

169. Sil’on détermine les valeurs des différentes puiflances
de » d’aprés la regle que nous avons donnée pour les équa-
tions du premier degré i plufieurs inconnues, I'équation
finale en y ne montera jamais & un degré plus haut que m 7,
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en fuppofant quele plus haut expofant de x, ainfi que celui de yg
foit m dans P'une des équations & 7 dans Pautre. Mais i les
expolants de x & de y lont inégaux dans chaque équation
enforte que ceux de x dans la premiere & dans la feconde érant
toujours m & 7, ceux de y foient m—+p & n =+ g, Péquation
finale en y ne paffera jamais le degré m n—+-mq + np.Voyez
pour la démonftration les Mem. de I’ Acad. des Sciences, ann.
1764.Voyez aufli les JWem. de I’ dcad. de Berlin, ann, 1748,
& U Analyfe des lignes courbes de Cramer, ¢

Des Equations a plus de deux inconnues
lorfqu’elles paffent le premier degre.

170, Lorfqu'on a plus de deux équations & plus de deux
inconnues, trois par exemple, on peut s’y prendre,de la méme
maniere en éliminant d'abord une des inconnues; par le moyen
de la premiere & de la feconde équation, traitées felon la
méthode précédente ; & en éliminant encore la méme incon-
nue par le moyen de-la premiere & de la troileme ou de la
feconde & de la troifieme. On aura par ce moyen deux équa~
tions qui ne renfermeront plus que deux inconnues que I'on
traitera encore felon la méthode précedente,

Mais rous ne deyons pas diflimuler que cette méthode qui
conduit stirement, lorfqu’on n’a que deux équations & deux
inconrues , tombe néanmoins dans ’inconvénient de conduire
a des equations plus élevées qu’il ne faut , lorfque le nombre
des ¢quations propofes eft plus grand que 2,

Le moyen déviter cet inconvénient , eft d’¢liminer en
“combinant les équations, non pas deux 3 deux , mais trois 3
trois, lorfqu’il y en a trois ; quatre 3 quatre,, lor(qu’il y en a
quarre , &c, Mais cette manicre de les combiner exige encore
un choix particulier , dont le détail nous meneroit trop loin.
On letrouveradans les Mem. de I’ Aead. desScienc,pour  année
1764. On y trouvera auffi plufieurs recherches fur le degré oit
doit monter I'équation finale réfultante de I’élimination de
plufieursinconnues. Au refte,, quoique ces méthodes auxquelles
nous renvoyons, abaiffent confidérablement le dégré auquel
conduiroient celles qu'on a eues jufqu'ici, & autant qu'il
eft poffible en n’éliminant qn’une inconnue 2 Ia fois ; il y a lieu
de croire cependant , qu’il peut étre encore diminué ; mais pro=
bablement on n’y parviendra que quand on aura trom:él uze

méthode
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méthode pour éliminer A la fois toutes les inconriues hors une ,
ce que je ne fache pas qu'on puilfe encore pratiquer géncrales
ment fur d’autres équations que fur celles du premier degr< *s

Des Eguaziom a deux termes.

17t. On appelle Equations ¢ déux ters
mes , celles dans lefquelles il n’entre qu’une
feule puiffance de Iinconnue , parce qu'elles
peuvent toujours €tre réduites a deux termesa
Par éxemple , Péquation ax® 4= hx’ = a*b*
—a’b? eft une équation a deux termes, parce
gu’en la metrant fous cette forme (a—-b) x*
e=a'h* — a’h?, on v6it que @ & b étant des
guantités connues , on pourra toujours ré<
duire a—+b a une feule quanticé, & a%h*=a?4*
parcillement a une feule quancité} enforce
que cette équation peurt €cre repréfentée par
cette autre px’ ==g. Ces équations font trés«
faciles a réfoudre ; car il eft évident quapres
avoir dégagé la puiffance de I'inconnue. , pae
les mémes regles que dans les autres équa=~
tions, il ne refte plus qu'a tirer la racine du
degrémarquéparl’expofantdel'inconnue.Pax
exemple , I’équation px*= ¢, deviendroit
x’:% & tirant la racine cinquieme x=)” %.
* Certe méthode nous I'avons

trouvée depuis; fi on confulte 'Qu-
vragé que nous avons publié ‘en

ce que Pon peur deficer dé fivoit
(ur le-degré de 'Equacion finale té»
{ultante de tant d’Equarions qu’od
1779, lous le dtre Théorre géné- | voudra, & fur lés moyens de 'oba
rale des Equations Algébriques,|cenic la- plus fimple quil foit pofs
Paris, in-4°, on y trouvera wouc | bles

ALGEB’;(‘, O
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17 2. Lotfque lexpofant eft impair, il n’y
a jamais qu'une (eule valeur réelle. Par exems
ple, fi ’on avoit cette équation &’ == 1024,
on auroit xﬁlﬁ'flozq.:—-" 4 ; Ot il eft évident
qu’il n’y a qulun feul nombre réel qui, élevé
2 la cinquicme puiffance , puifle produire
1024- :

Si le fecond membre de I'équation avoit
le {igne — , la valeur de x auroit le figne—;
parce -que — combind par multiplication.,
avec —.,; un nombre impair de {ois, donne
—; mais lorfque I'expofant eft pair, I'inconnue
a deux valeurs , I'une pofitive , I'autre néga-
tive , & qui peuvent étre ou toutes deux
réelles,, ou toutes deux imaginaires. Ce der-
nier cas aura lieu {i le fecond membreale
figne.—. Si Yon avoit }’éqﬁation K== B
oii eénconcluroit ¥ =/ 625 =g ; mais puif-
que — multiplié par—, un nombre pair de
fois , donne la méme chiofe que —+ multiplié
par—-,— s peut fatisfaire auffi bien que +-y;

N
ainfi il faut écrire x = &= V625 =35
comme dans les équations du fecond degré.
Si, au contraire, on avoit eu x*==— 625,
on auroit conclu x = ==V "¢y ; mais ces
deux valeurs font imaginaires , parce qu’il
n’y a aucun nombre pofitif ou négatif qui
multipli¢ par lni-méme un nombre pair de

4
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fois, puiffe produire une quantité négative,
Appliquons ces équations & une queftion.
Suppofons qu’on demande de rrouver deux
inoyennes proportionnelles entre § & 625. En
nommant x & ¥ ces inconnues, on aura
~—§ i%:y:625,qui donne ces deux pro~
portions gehstinty
& X:ytiy:6z2yg

D’oir Pon déduit ces deux -équations, en
muldipliant les extrémes & les moyens, sy
==x*, & 625 x=y* La premiere donne
y =1 fubftituanc dans la feconde, on a

a . . g
625 x = — , divifant par x & multipliant
257

par 25, on a x¥'==1562¢, & enfin x ==
i 2 61
p"1563;:255donc~y:§-z-;5=1z5,

Des Equations qui-peuvent [e réfoudre
a la maniere de celles du fecond
degre.

17 3.Ces équations ne doivent renfermer
gue deux puiffances différentes de x , mais
dont I'une ait un expofant double de celui de
Vautre. Parexemple,x*—+sx* =8, 2% 4-52?
==8, font dans ce cas. Ces équations fe rélol-
venccomme celledufeconddegré:aprésavoir
rendu la plus haute puiffance poficive, fi elle
nel'eft pas , B aprésavoir dégagé cerre méme

O i
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puiffance , des quantités quila multiplient ol
Ia divifent , on prend la moitié de ce qui mul-
tiplie la puiffance inférieure de I'inconnue, &
on ajoute a chaque membre le quarré de cette
moitié; ce qui rend le premier membre un
quarré parfait. Alors on tire la racine quarrée
de chaque membre , en donnant a celle du
fecond , le double figne 4. L’équation eft
réduite A une équation a deux termes.

Par exemple , {iVon demandoit de trouyer
deux nom’res dont la fomme des cu*es filt 35y
& dont le produit fiit 6 , on auroit ces deux
équations x* 7y =35 & xy=6. Cere

. ] 6 : §
derniere donneroit y = -, valeur qui, {ubfti-

tuée dans Ja premiere , donne %’ +3§ =353
chafTant le dénominateur & tranfpofant, ona
x%— 3¢x* ==— 216. Je prends donc la moi-
tié de 35 qui eft 325 j'en ajoute le quarré a
chaque membre , & jai &° — 3 5x° < ()=
(3£)* — 216} tirant la racine quarrée , x*— %~
=iV(-"—f—}’ — 216 ; tranfpofant , x’ =15

il/p_:)’——-z 16, & enfin tirant la racine cu-

R 3 s i ok YR
bique, x=}/ 2 V2165 0r ()"
_____.]_."i 5 & (_3:)‘._ 21 6= _I_z_.ﬁ:;.i_é.f. i _’..il;

&

donc ],/{}’_r_)z A T Vr}-—:l m—'-z-z 3 donc
— V37 22 qui donne ces deux valeurs

2
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: | —_—

Dk ) TR TS L ®
— A2 _-.V-T_-;“V27E3, &
3 P e 3 3
—_— £ Fam —_— p— .
x..—V--‘-.:_‘P_f—._V‘T_,VS_.z, &
6

& y=3.

Lorfque le plus haut expofant eft 4 ou un
mulciple de 4, il peut y avoir jufqu’a quatre
racines réelles.

De la Compofition des Equations.

174. Nous venons de voir que les Equations 3 deux termes
ne donnoient, pour linconnue, qu’une feule valeur réelle
Jorfqu’elles font de degré impair , & deux lorfju’elles font de
degré pair : elles en donnent , outre cela, plufieurs autres qui
font imaginaires , mais qui ne font pas moins utiles , ainfi que
nous le verrons lors de la réfolution des équations , & ailleurss
En général une équation quelconque donne toujours autanz de
valeurs pour Uinconnue , quily a d’unités dans le plus haut
expofant de cette e‘q:m:;’on.De ces valeurs, qu’on nomme auflt
racines de Péquation , les unes peuvent étre pofitives, les autres
négatives ; les unes réelles , les avtres imaginaires.

17¢. Pour rendre toutes ces vérités fenfibles, il fautobferver
que lorfque dans une équation on a fait paffer tous les termes
dans-un feul membre , & que I’on a ordonné toutes les puiffances
de x ou de l'inconnue , on peut toujours confidérer ce membre
comme le réfultat de la muldplication de plufieurs facteurs
binomes fimples qui auroient tous pour terme commun X

Par exemple, lorfque ’équation x% - 7% = 8 x> +9aété
mife fous la forme fuivante , par la tranfpofition de fes termes
x3— 8% 4 72— 0 = O, on congoit que x3— 8x?’~+7x—9,
peut trés-bien réfulter de Ja muldplicaton de trois fafteurs
binomes fimples x —a, x—5&,x—¢.

En effet, fi 'on multiplie ces trois faéteurs, onaura. . « ¢

%} —ax® =abx—alc=o0
— bx*— acx
—cxt = lex
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Or pour que ces deux équations foient Ies mémes, il ne sagit
que de trouver pour a, b, ¢, des valeurs telles que a—+b—-c=8,
ab ~ ¢ qodc=—17, & abe =9,

Pour wouver chacune de ces quantités, @, par exemple , il
faur, apres avoir multiplié la premiere equation par a*, & la
feconde par a, ce qui donnera @' ~ @*k = aic = 8a*, a'h
“+a‘c~abe= 7a, & alc = 9, il faur, dis-je , retrancher la
feconde de la premiere, & y ajouter la troifieme ; ce qui donne
a'=5a*—7za-+9, ou, en tranfpofant a’— 8a*+72— 9==o0,

On troutera de la méme maniere que I’équation qui don-
neroith, et b3 — 8t 4-7b—9=0, & que celle qui donne-
roit ¢, eft ¢3—8c*4-7¢ — 6= 0. Ce qui nous fournit les
propofitions fuivantes,

176. 1°, Puifjue ’équation qui doit donner a, eft la méme
que celle qui doit donner 4, & la méme que celle qui doit don-
ner ¢ & que d'ailleurs il eft facile de voir que les valeurs de
4, &, ¢ ne peuvent étre égales , 1l faur donc que 'une quel-
conque de ces trois é;yuations puiffe donner les valeurs de a,
de b & de ¢ : donc chacune de ces éjuations doit avoir trois
racines , dont I'une (era la valeur de ¢ ; la feconde , la valeur
de b ; & la troifieme , la valeur de ¢.

2% Chzcune de ces équatiors eft la méme que P’équation
méme propofée x3 — Bx* + 75— 9==0, 4 la feule diflérence
prés, que a, ou b, ouc, eft changé en x. Donc celle ci doit
avoir trois racines , & ces trois racines doivent étre les trois
valeurs de a, b, e.

Donc les quantités qu'il faut mettre pour a, &, ¢ dans x—a,
& ~b, x-c, pour produire ’équation x3—8x2—-7x —9=—0,
par la multiplication de ces falteurs fimples, font les racines
memes de cetre équation.

177. 81 les cocfficients des différentes puiflances de x , aw
Jieu d'éire 8, -, &c , ¢toient d autres nombres , & fi"équation ,
2u lieu d’ére du troifieme degré , étoit du quatrieme , du cin-
quieme , &c, lrs conféquences que nous venons de tirer (eroient
encore de mime nature. Ainfi, fi I'on avoit en général
A - pxd A-gx*e—rx -+ s==o0, p.q, r, s étant des nombres
€onnus ; on pc urroit de méme confidérer cette équation commnie
formée du produit de quatre fadteurs fimples x —a, x— & ,
% — ¢, x—d, En effet ces quatre fadteurs étant multipliés ,
daﬁneroienflvoluun'iaclu.l....|.-.uia
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xt = ax’ + abx* — aben—+ abed=0;
— bx? = acx® — abdx
— ¢x’ 4-adx*—acdx
— dx3 - bex* — bedx
—-bdx?
-t cdx®

Or pour que cette quantité (dit laméme que xt—px3-f-gx*
% -5 =0, 1} faut que a, }, ¢, d foient tels que P'on ait
a4-b ¢ -4 d:]),db‘ -+ ac 4 ad -+ be -i-fkt'—i—c‘.'l:;.q s
d:'\.‘—f— abd + t!’t‘{.‘f-l-‘ el =7 " abed=s.

Si ’on multiplie la premiere de ces équations par @3, la
feconde par @, la troifieme par a, & qu'on retranche la fe-
conde & la quatrieme, de la premiere & dela troifieme réunies.,
onaura at = pa'—ga*-+ra—s,0u at—pad + qa®—ra
~ $== 0 ; On trouveroit de mcme gque Péquation en & eft
bt — pbs 4 qb> — b+ s == 03 que I'équation en ¢ eft
¢t —pet o get —re 4 S = 0} & que l'équation en d eft
dt — pdi +gd*—rd-+s=no. Ainfi I'’équation qui donnera a,
doit donc aufli donner 4, ¢ & d; elle doit donc avoir quatre
racines qui feront les valeurs des quantiiés @, b, ¢, d. Et
commme chacune de ces équations eft la méme que I'équation
&4 — pis 4 gx* —rx = s=x0, les quantités a, b, ¢, d qu'il
faut prendre pour produire cette derniere par la multiplication
de quatre faGeurs fimples x —a, x —bd ;6 —c , x— d,font
donc les racines mémes de cette équation.

178. Doncen général ,1°, uneéquationdedegré quelconque
peut toujours ére confidéréecomme formee du produit d autant
de falteurs Linomes [imples , qui ont tous pour terme conmule
la letere ‘qui repréfente Linconnue , qu'ily a d'unités dans le
plus haws expofant de Pinconnue, 2° y Les ficonds termes de
ces binomes font les racines de cette équation , chacune érane
prife avec un figne contraire.

179. 51 Péquation , au lieu d’avoir fes termes alternativement
pofitifs & négatifs comme nous l'avons fuppofé ci-deflus, dans
équation &% — px3 —+qx* —ri—-s=30, avoit toute autre
fucceffion de fignes, par exemple , fi elle éroit x* 4 pixt= gx*
— rX--s =0, on nen démontreroit pas moins, & dela
méme maniere, quelle peut toujours étre repréfentée par
(x— @) x(6—Db)x (x—c)x(x—d);a,b, ¢ yd étant les
racines de cette derniere équation.

180. Puifque a, & ¢, d, &c, font les racines de I'équation,
il it des équations a==b~-¢c+d==p,ab~+actad+be

Qiv

SCD LYON 1




216 Covi’s

w-bd < ¢d =gq, abc + abd +acd+ scd=r, abed = 1;
i1, que dans I'équation x+ —pX} e gxt—rx—4-s=o0;8&en
général dans toute équation, le coéfficient — p du fecond terme
Pris avec un figne contraire y C’eft-d-dire, +p, ¢ft égul & la
Jomme de toures les racines. :

. 2% Quelecoéfficient qdu traifieme termeeffegal a la fomme
des produits de'ces racines multiplides deux a deux.

3°% Que celui du quarrieme , Pris avec un figne contraire ,
eft gal a la fomme des racines mulyipliées trois d trois ; &
ginfi de fvite, & qu'enfin le dernier terme , ¢ff le produit d2
Foutes les racines.

Cela eft général quels que foient les différens fignes des
termes de I’équation , prenant tonjours avec un figne contraire,
Je coefficient de chaque terme de numéro pair.

181. Dbl fuit que, dans une eéquation qui n'a pas de fe-
cond terme, ily a sidrement des racines pofitives & des racines
négatives, & lafomme des unes eff egale ala fommedes autrese

Ainfidans I'é juation 23 4 250% — 23 — 60o=o0, lafomme
«des trois racines eft —2 3 la fomme de leurs produits , multi-
plics deux a deux, et — 23 ; la fomme de leurs produits, trois
@ trois, ou l& produit des trois racines eft + 6o, En effet les
trois racines font 4= g, — 4, — 3 , 2infi qu’on peut le voir en
mettant chacun de ces nombres, 2u lieu de x , dans I'équation
car chacun réduit le premier membre 3 zéro. Or il eft évident
que la fomme de ces troisnombres, c’eft-2 dire, = ¢ — 4 — 3,
elt— 2 ; que la fomme deleurs produits deux4 deux , ou — 20
= 1§ 12, eft — 234 & que le produit des trois, eft § x
=—'4x —3, cCeft-i-dire , 4+ 6o,

Pareillementdans I'équation x! - 15% - 30 = o,comme [a
fecond terme manque ;je conclus qu’il y a des racines pofitives
& des racines négatives , & que la fomme des unes eft égaleala
fomme des autres;eneffet les troisracines ont = 2, + 3,&=—s.

En confidérant une équation , comme formée du produit de
plufieurs facteurs binomes fimples, on fe rend aitément raifon,
commentil peut e faire qu'il y ait plufieurs nombres différents
qui fatisfalfent 4 une équation. Par exemple, fi Pon propofoit
eette queltion : Trouver un nombre tel que fi on enretranchess,
& gu'd ceméme nombre on ajoute Succeffivement les nombres 4
& 3, les deux fommes multiplides enir'elles, & par le reffe,

Jalfent 3¢ro : onaura, en nommant x ce nombre,, x — §
pour le refte, & x 44, x -+ 3 pour les deux fommes, i}
faut doncque (w - 4 )x(w 4 3 J#(w = 5 ) = 0, ceft-a-dire,
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Huex’ 4- 2 x* — 23 x— 60==0; Or 0N voit évidemment que
ce produit ou fon égal (x + 4) X (& +3) X (X=5) peutde=
venir zéro dans trojs cas différents; (Gavoir, fix == 4, h x=
— 3, & fi =g : en effet, dans le premier cas, il devient
oxX(— 4+ 3) % (—4—5)0U0; dans le fecond, il devient
(=3-+4)%(0)x(—3—g)ouo; & dans le troifieme ,
(5+4)x(5=3)%(0 )ouo.Or quand on propofe une équa~
tiontelleque x3 - 2 x* — 236 — 60=0, rienne détermine a
prendre — 4 plutét que — 3, ou plutét que 4- 5, puifgue
chacun réduifant également le premier membre , 3 zéro, fatif-
fait également i I'squation,

182. Nous placerons encore ici une autre remarque qui peut
avoir fon utilité. Les équations a -6 =+ ¢ +d=p,ab+ac
ot ad ~+ bc + bd +cd = q, abc <+ abd + acd + bod=r,
abed = s, nous ont , toutes, conduit dla méme équatien , foit
pour avoir a, foit pour avoir b, foit , &c. La raifon en eft que
a,byc,d, éant toutes difpofées de la méme maniere dans
chaque équation, il n’y 2 pas de raifon pour que ’une foir déter-
minée par aucune opération différente de celles qui détermi-
neroient I'autre; doncen général, fi dans la recherche de plu=
fieurs quantitésinconnues, on eft obligé d’employer pour cha-
cune, les mémes raifonnements , les mémes opérations, &
les mémes quantités connues, toutes ces quantités eront nécef~
Gairement racines d’une méme équation; & par conféquentcette
queftion conduira  une équation compofée.

183. Puifqu’on peut confidérer une ¢quation comme formée
du produit de plufiears faéteurs fimples, on peut auffi la confi-

érer comme formée du produitde plufieurs fa&eurscompolés;
ainfiune équation dutroifiemedegré peutétreconf: déréecomme
formée du produit d’un facteur du fecond degré , tel que x*
i @ 2 - b, par unfateur du premier , tel quex —-¢ :€n effet,
x* =+ a x + b, peut toujours repréfenter le produit des deux
autres faGjeurs fimples,

De méme , une équation du cinquieme degré peut étre con-
fidérée comme formée , ou du produit de cing faéteurs fimples,
ou de deux fadeurs du fecond degré & d’un facteur du premier,
ou d’un fa@eur du troifieme & d’un faeur du fecond, pu enfin
d’un fa&eur du quatrieme ou d’un faéteur du premier.

184. Nous ayons vu qu'une équation du fecond depré pou=

voit avoirdesracinesimaginaires : puis donc qu'une équation

de degré quelconque peut avoir ¢té formee par le concours
§'un ou de plufieurs fateurs du fecond degré , elle peut aufh
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avoir desracinesimaginaires. Mais il peut y en avoir de formes
bien différentes de celles du fecond degré.

185. Quand on confidere une équation comme formée du
produit de plufieurs fa@eurs fimples, on voit qu’elle ne peut
avoir que m divifeurs du premier degré , m marquant ledegré,

186. En confidérant une équation comme formée du pro~

duit de facteurs du fecond degré , le nombre des divileurs ciy
T m-1
fecond degré qu'elle peut avoir, eft exprimé par m, T5oe

m marquant le degré de cette équation, En effet, chaque fac=
teur du {econd de%ré étant le produit de deux facteurs fimples,
dont chacun peut divifer I'équation , doit auffi pouvoir divifer

(o §

Péquation. Or nous avons vu (148) quiil y a B¢ e

manieres différentes de fgultiplier , deux 2 deux, un nombrem

o i iy o
differents divileurs

de quantités, il y aura donc m .

du fecond degré. _
Par exemple, '’équation xt—ax3—abx*—alcx~+abed=a
—bx3 + acx*—aldx
—exd - adict—acdx
~~dxs = box* —bedx
~+tdx?
—+cdoe?
formée du produit de( x—a)x( x—b) x ( x—c )% (x—d)
peut étre confidérée comme formée du produit de deux fac-
teurs du fecond'degré , en ces fix manieres . v L. oo @
en muldpliant (x=a) x(x—"b) par (x—¢) X (x—d)
(x—a) x (x—c). « (x—=b) X (2=—d)
(o—a) x lx—d). . (x—b) x (x=—¢)
(mb) % (x—c)0. (x—a) X (x—d)
x—b) x (x—d).. (x—a) x (x—¢)
(%=e)x (x—d)is (x=—a) X (x—b)
Ainfi une équation du quatrieme degré peut avoir fix diffé-
rents divifeurs du fecond , & en général une équation du degré

L OCOS PR N ;
m , peut avoir, . —— différents divifeurs du fecond degré.
2

Cencluons donc de-1a , que fi {’on demande quelles devroient
€ire les valeurs de g & de i . pour que x*+ gx—+h fltdivifenr
d'une équation propofce du degré m, on peut étre afloré que g & /2
me peuventéire déterminés chacus que par une équationdudegré
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. '-ﬂ—-—‘, Car &®+ gx - h eft aufli propre i repréfenter I'un
des di:ifeurs du fecond degré que tout autre 3 donc /& doit étre
fulCeptible de m.ﬁ_—l valeurs; il en eft de méme de gquieft Ia
fomme de deux de:racines de P’équation. Chacune de ces quan-

¥ ,  m-I
tités doit donc étre donnée par une équation du degré m, .

On prouvera de méme qu'en confidérant une équation
comme formée du produit de facteurs du troifieme degré,

chaque faGeur du troifieme degré &ft fufCeptible de m . n—z-—-—l,

2
nf -z . "’ 1 -
—— vyaleurs différentes ; enforte que fi x} =4 gx* +Ahx+k
3 . .
repréfente I'un de ces faGteurs, £ ne pourra ctre déterminc que
m-1m=2

par une équation du degré m, . On voit affez les

2
conféquences analogues qu’il y a 4 tirer pour les facteurs
du quatrieme, cinquieme degré, &c.

187. Concluons de tout ce qui précede que lorfquon a
trouvé une racine d’une équation, on peut, pour avoir les
autres, divifer I’équation par x — cette racine , c'eft-a-dire,
pat & — aen repréfentant cette racine par @ la divifion fe fera
exa@ement , & donnera pour quotient une quantité ol x fera
moins élevé d’un degré; cette quantité érant égalée 4 zéro
fera I’¢quation qu’il faut réfbudre pour avoir les autres racines.
On voit de méme que fi 'on connoit deux racines, que je
repréfente par @ & 4, il n’y a qu’a divifer I’¢quation par (%-a)
x (x—5b), & ainfi de fuite,

Des Transformations qu’on peut faire fubir
aux Equations.

183, On peut faire fubir aux équations différentes transfor-
shations dont il eft 3 propos que nous parlions avant de pafler 2
la réfolution de ces mémes équations.

189, 87 Pon change dans une équation les fignés des termes
qui renferment des puiffances impaires, les racines pofitives de
cette équarion feront changees ennegatives & les négarives en
pofitives. En effer, pour changer les fignes des racines de I'équa-
tion , i} fuffit de megtre—a¢ au Jicu dcﬂ—_x;ar cette fubflitution ne

SCDLYON1




220 Counrs

change point les fignes des termes qui renferment des puiffances
paires de x, & change au contraire , les fignes de ceux qui
renferment des puiffances impaires.

190. Pour changer une équation dans laquelle il y a des
denominateurs , en une autre dans laquelle il n'y en air plis
& cela fans donner un coéfficient au premier terme,, il faut fub(=
tituer au lieu de Pinconnue, une nouvelle inconnue divifée
Par le produit de tous les dénominateurs; & multiplier enfuite
toute I'équation par le dénominateur qu'aura alors le premier
terme.

Par exemple,, fi j’ai 0% 4 s o S €= o, jeferai x=

m n 3
25 & fubfticuant dans I'équation , j'aurai
mnp m* n p}

ay* 1 PR S
— 13+ =7+ '— =o; multipliant par minip?, j'ai
nm'n p mun P p
aminipiy* & minipic m‘rz’p‘d

3

R : =o; & faifant
min*p* mn'p
Yes divifions indiquées , y*~+anpy*~+m*np>cy-+min'p*d=o.
191, Sim, n & p éroient égaux, il fuffiroic de faire

8 i 5
x=-—, Dol il fuit que pour changer une équation dont tous
m

Yes coefficients font des nombres entiers, mais dont le premier-
terme a un cocflicient, en une autre dans laquelle celui-cin’en
ait plus, & ol les autres aient néanmoins des entiers pour
coeflicients , il faut faire x= %: » mmarquant ce cocfficient du
premier terme. En effet, fi j’ai I'équation mx3 4 ax* + b
~kc=o;en divifant parm , )’aurai x3 R é—x-i— - =0,
m m m
ot tous les dénominateurs font égaux.

191, Pour faire difparoitre le fecond terme d’une équation ,
il faut fubftituer, au lieu de Pinconnue , vre nouvelle incon=
nue augmentée du coefficient du fécond terme de ’équation ,
pris avec un figne contraire , & divifé par I'expofant du
premier.

En effet, repréfentons, en général, cette équation, par
XM ax™ ! o= hx™ "2 ... k= 0. Si on fuppole x =1y 4 5,
on aura deux équations & trois inconnues; on fera donc maitre
de déterminer ['upe d’entr’elles, par telle condition que l'ox
voudra,
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Or i ’on fubftitue , dans chaque terme, au lieu de la puif~
fincede x qu'il renferme, une puiffance femblable y 4+,
on aura (149 ) une fuite de termes telle que celleClv o s o0 u

L4 L5y BCu e ~k=o0.

Y msy™" -m,
PYNE s
o= ay™" 4= m—1 . asy™ * &c.
e },y-‘ﬂ-—: &C.
Si donc nous regardons y comme linconnue,, il eft évidene
que cette équation fera fans fecond terme, fi s eft telle que 'on

---a o
ait ms+-a==o, ceft-i-dire, {i l'on prend s= T elt Ia

valetir que cette équation donne pour 5. Or nous venons de
voir que nous pouviens prendre pour l'une des trois inconnues ,
& par conféquent , pour 5, telle valeur que nous jugerions 3

propos ; puis donc que T2 eft 1a valeur qu'il faut lui donne
m

pour que I’équation en y {oit fans fecond terme , il s’enfuit que

pour changer I’équation propofée x™ —+4-ax™"' 4, &c, en
LR e i : a

une autre qui n’ait point de fecond terme, il faut faire x=y- —
m

ce qui démontre la regle que nous venons de donner.

Par ‘exemple , pour faire difparoitre le fecond terme de
Péquation x3—-6x* —3X+-4==03 je fais x==y—7%, c'eft a-dire,,
w=y—3. En fubflituant aurai. « o+ = ° s o« " o &

y!-—-Sy’—!—ny——S 0
~++6y*—24y+14
—3y—+6
+4
quife réduit 3y’ — 15y +26=0, équation qui n’a point
Ie fecond terme y*.

De la Réfolution des Equations compofees.

193. Nous fuppoferons , dans tout ce que nous allons dire 4
qu’on ait fait paffer dans un feul membre , tous les termes de
’équation.

Nons avons déja dit ('54) ce qu'on doit entendre par ces
mots refoudre une e’?uatiora, mais il faut ici fixer plus particu-
liérement ce que L'on entend par refoluzion générale dune
dquation,
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Réfoudre généralement une équation d'un degeé quels
conque, telle que &”—+-px™! 4 gx™" 4, . k=0, Ceft
trouver pour l'inconnue autant de valeurs qu'il y a dunités
dans le plus haut expofant de cetteinconnue, & dontchacune
foit exprimée par les lettres py ¢, &ci k combinées entr’elles
de quelque maniere que ce [oit ; telie cependant que chacune
de ces valeurs fubftitueés au lieu de 2 dans Péquatien , réduife
le premier membre a zéro , indépendamment de toute valeur
particuliere de p, ¢, &c.

Par exemple, la regle que nous avons donnée (100 ) pour
les équations du fecond degré , réfout généralement ces équa=
tions, En effet x*-4-px+¢=o0, peut repréfenter toute éyua=
tion du fecond degré, parce que par p & g on peut entendre
toutes fortes de nombres, pofitifs ou néganfs ;or cette équa-
tion rélolue fuivant cette méme regle, donne ces deux valeurs

1.2

dex, x=—1p4 ‘/:‘p'-—q. Que 'on fibititue maintenane
T'une de ces deux valeurs , celle-c1, parexemple. ., . ...,
—ip _'|_1/§‘p=-—g s atlieu de x, dans le premier membre de
d’équation x*~+-px+-g=o0, on aura ( —!p+V P—q)+p
(—ip+Vip*—g )+q, qui revientd 1p* —pVip —y
N ip?— gt V;;p’ — g+ q, qui, toute réduction
faite, fe réduit & zéro. Il en feroit de méme , fi 'on fubRituoie
—ip—p—q. o _

Cette expreflion générale des différentes valeurs de x dang
une équation , eft d’autant plus difficile i trouver , que le degré
de P’équation eft plus élevé, & il eft aifé de femir que cela doit
étre , h V'on faitles réflexions fuivantes.

Quelle que puille écre laforme des valeursde I'inconnue dang
une équation de degré quelconque,, il eft certain que la réfolu=
tion générale d’une équation d’'un degré déterminé doit renfer-
mer la réfolution des équations générales de tous les degrés ina
férieurs.

En effet, la réfolugion générale d’'une équation du cinquieme
degré, parexemple telle quexS— pic' g} rici s 4r=0,
doit donner pour x cing valeurs, dont chacune doit néceflaire~
ment renfermer toutes les lettres p, ¢, 7, 5, 2. Or lorfque zeft
2éro, cette équation (e réduit a &’ +-pxt—qgui—-rx? +sx=aq,
qui étant le produitde ces deux fateuts xt—+px3 |- g —4-rxc 43,
& x donne 1°, ¥==0} 1°, % fpXxIf-gut=t-rxs3=0,
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Donc descing valeurs de 2 que'donnera la réfolution générale,
Pune doit alors fe réduire a zéro , & les quatre autres doivene
érre les racines de I’équation ' —-px* 4 gx* - rx-s=0. Or
celle-ci n’étant que du 4° degré , fes racines ne peuyent avoie
que la forme de celles du quarrieme degré; donc puifqu’elles
font en méme temps compriles dans celle du ciiquieme degré,
il faut que la réfolution de celle-cicomprenne la réfolution du
quatrienre.On prouverade méme que la réfolution du quatrieme
doit comprendre celle du troiffeme , ainfi de fuite; Donc la

‘réfolation d’une équation de degré quelconque;doit comprendre

la réfolution de tous les degrés inférieurs.

Dela on peat conclure que ’expreflion de I'une quelconque
des racines, doit renfermer toutes les efpeces de radicaux de-
puis fon degré jufqu’au premier *. En eftet, il et facile de voir
que dansquelque degré que ce (bit, il doit y avoir des radicaux
de ce degré, puifque dans le cas particulier ot tous les termes,
excepté %e premier & le dernier, manquerozent , ’expreffion

- des valeurs de x renfermeroitun pareil radical ;- car Péquarion

m
étant alors 2™ ~ k =0., on auroit x = V' — k; donc puijue la
forme générale des racines doit comprendre la forme de celles
de tous les degrés inférieurs, elle doit renfermer rous les radi-
caux depuis fon degré , jufqu’au premier.
7184, Apres ces réflexions fur la forme des racines , voyons la
méthode quion peut employer pour les trouver.
Celles que nous allons expofer , confifte & confidérer 'équa=

“tion‘qu’il s'agit de réfoudre,comme le réfultat de deux équations

3 deux inconnues. Nous avons vu ci-deflus ( 167 ), comment
on parvenoit A réduire ces deux-cia une feule;, quine renferme
plus qu'une inconnue. Il s’agit donc de les choifir telles que
I’éimination produife une équation que I'en puifle- fappofer la
meme que 'équation propofée. Nous allons voir quelles elles

_doivent étre pour cet effet.

Quoique cette méthode n’exige pas qulon fafle difparoitre
le (econd terme de ’équation propof¢e , cependant les calculs
q pro; P

_* Lorfque Pexpofant de Péqua-|mais ils n’y font pas moins impli-
tion elt un nombre compolé du|citement, Par exémple, dans le
produit de deux ou pluficurs au- z 2 3 4
tees , il peut arriver , felonla mé-|quatrieme degre, au lieu dés v/,
thode qu’on employera pour ri-l‘ou-'un trouve , par certaines méthodes,
dre , que I'expreflion générale dcs\

des quantités telles que ‘/d-f- vé,
mais on voit que celles-ci com-
{prennent les premicres,

racines ne renferme pas explicite-
ment les radicaux de ce degré;
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étant plus fimples ; lorfqu’il n’y a pas de fecond terme , nous
fuppoferons quon a fait évanouir celui-ci, par la méthode
donnée(192).

Ainfi nous fuppoferons que a™—px™ afugx™ S -rx™ 444
&c. +k = o, eft en géncral I'équation qu'il s’agit de ré«
foudre,

On prendra les deux équations. « + , y™—1==0.
&Gym-l_l_bym—)_'_cyﬂ‘i +dym—++ KC. o ot Xm0y
a,b ¢, &c, étant des quantitésinconnues que I’on déterminera
comme il va étre dit.

Par le moyen de ces deux dernieves on éliminera y : ce qui
conduira 2 une équation en o qui fera du degré m, & n'aura
point de fecond terme.

Les coefficients * des différentes puiffances de x, ferontcoms
pofés de a, b ,¢, & leurs puiffances,

On égalera chaque coefficient, au coefhicient de pareille
puiffance de x dans I'équation propofée x™ ~+ pa™"* 4 &c 3
ce qui donnera autant d’équationspour déterminer ¢, 8, ¢, &¢,

@il y a de ces quantités. Lorfque @, b,¢, &c, auront été
géterminés,' on aura toutes les racines ou valeurs de x, en
fubftituant dans 1'équation ay™"I=pby™ 2= Cy™ "3 =y 44
&c. . «+x—03cesvaleursde a, b, ¢, &c, & mettant fuc~
ceffivement pour y 5 chacune des racines de1'équation y"—1=0
qui font faciles 4 déterminer , comme nous le vetrons par la
{uite.

Application au troifieme degré.

19¢. Soit donc &3 = px = ¢ === 0 , Péquarion qu’il s'agit de
réfoudre,

Je prends y3—1=0 , & ay*~+by+-x==0. Pour chafler y ,
je multiplie cette derniere par y, & mettant pour y’ fa valeur 1
tirée de I’équation y*—1=o, jai by* 4= xy 4+a==0.Je
multiplie ,de méme , celle-ci par y, & mettant encore pour y*
‘fa valeur 1,j'ai xy*+ay+b=—a.

* Le mot coéfficient eft pris ici| foitlittérales, qui mulriplient I'une
dans un fens plus érendu que pat le | quelcenque des puiffances: de x.
paflt, 1l fignifie en général la tota- | Ainli dans pam-3, p eftle cotfhicient
lité des quantités foit numériques’ de x73,

Ainfi,
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§

Ainfi , ’ai les trois équations ay* ==b y -+ & ==

by*+xy~+a==o
xy*+ay—+b==

Par le moyen des deux premieres, je prends lavaleur de y?, &
celle de y, felon la méthode des équations du premier degré 3

18 Xx—ab a @by
deux inconnues;jai ¥y =——= ——— _ —
ARy bb—ax b b= ax®

Je fubiftitue ces valeurs dans 1a troifieme équation. s e ee s of
i

x3-abx—+al-abx

Xytelay+b=o;jai

bb=—ax T A

chaflant le dénominateur & réduifant , X’ ==3a2bx 4+ a’ =o.

b

-Comparant cette équation avec X3 +4-px =g = o, il faut *

pour qu’elles foient les mémes,

que— 3ab=p, & ad 4 b3 = g3

ce font Li les deux équations qui donneront @ & b

La premiere donné b=- & 3 fubftituant dans la econde ,
p’ o
onaa--L - = ¢ you en mulupliant par @}, & tranfpofant
174’ 3
a® —— g a} = “— , équation qu'on peut (173 ) réfoudre

comne une équation du fecond degré, & qui par conféquent
deviendra d‘-—: qal +5q*=3q' +H5pipuis a} =—1ig

l\ !

4 £ Vig P tinlpoline, 0’ =1 g £ VigF T &

enfin a =—"* V}q —- \/_-_'é:
§

7 =5 0
Pour avoir 5, je mets dans 'équation a3 4 b3 =4,
feur de «?, que nous venons de trouver, & jai

la va=
19+

V igio Zpid-b1=g, & pat confiquent bi=lg- V T+ L p3

* On pourtoit peut - éwre de-
mander 5’1l eft néceflire, pour que
les deux équations deviennent les
mémes, de les égaler terme 4 rer
me; & 8l ne fufhiroit pas d’écri-
ye xi=hpx-g—=x} —3abx -
@} =+ b3 Voicilariponfe.

Il eft indifpenfable d’¢galer ter
me 4 térme; parce queé pour que
jes deux équations foient les mé-
mes il faur que les trois racines
{oient les mémes dans chacune :
or_cette condition exige que la
fommwe des racines foir la méme;

ALGEBRE,

¢e qui a lieu, 1°, Que la fomme
— 3ab “des produirs de ces racines
deux 4 deux, dans 'une, foitr la
méme que la fomme p des mémes
produits dans "aucre. 2°. Que le
produic a2’ 4-p3 des twois racines
del'une , foic le méme que le pro=
dnie ¢ des trois racines de 'aure.

** Je ne donne ici qu'un feul
figne au fecond radical, parce que
je n'ai befoin que d'une valeur
de a 31l imporre peu laquelle cha-
cune facistaic également commeg
nous le yefrons cl-apresy
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S
doncb=V'igq — Vigs tp
5 - 4 17 .
Or I’équation ay> 4~ 4y 42 = o, dontie ¥ = — ay® —
éna dont & ==y B TG Y
.y z'i'_‘_'/-_;g‘—f-:—'?-y}—...u...a

For s
]

* == <= p*, qui renferme les trois racines,
3 - »

”Il ne s’agit donc plus que de connoitre les valeurs de y. Ot
Péquation y* - 1 =0, donne y? =1, & par conféquent , en ti=
fant la racine cubique, y = r. Pour avoir les deux autres raci-
nes, je dlyzfe (187)y3 -1 pary-1, &jaiy* -y 41, qui
érant égalé 3 zéro, donne 'équation qui renferme les deux
@utres racines. Cette équationy* 4 y = 1 == o étant réloloe
“I4V—; :
———; les trois valeurs de y font

ylyi'ﬁ’-'VL

{100) donne y==
2
PP TN i e, | e ;
donc y'=1,y= = : s V= = } . Subflituane
]

3
fucceflivement ces valeurs, dansx =-y?}~ L e
: # d V‘ﬁ-‘/a&' +57P3
g e e S . STHVi=3\?
~yV i q 'V-_;—q‘ + 5 p3, & failant attention que (;1*—3)
sy TS . e T
& (—r—_‘-—-—f) fe réduifent , le premier a _E__S’
7 2

—_—14V-3

& le fecond 4 ,on'a ces trois valeurs de Xe. ae v o s

+Vip ./ S La & Tigiy 1-V—sp3 I VT Y
V%q-i—" 1 e e g SN by e L ST i

t- Vi i 1+V’1—3V1 e
X T AT

Si I'on fuppofe, dans I'équation x7-+pX =g =0, JUe€ §=05
Péquation fe réduit alors 3 k1~ px==0, ou (¥*+p) X x=0%
donc Pune des racines eft x—o , & les deux autres {e trouvent
en réfolvant 'équation x* 4= p = o, qui donne ¥ = + Y—p,
& x = —,V=p; Ceft auffi ce que donne la formul&: générale

1
F 17

VoV

desracines ; car la premiere devient alors¥ == = ¥
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L 3

=V Vig detiding, =-VVip +V Vopr=oy
I4V-2 3 1-¥=3
VNPT

z 17

3
5
v

la 2® devient x=

2
o I v=33 —_14y—3 3

—

Z

B Y3 :3"?}” =y-3Vip=v-p. On verra de méme
que la troifieme eft — v —p.

196, Comme V’équation a® - ¢ a* = 35 p3, d’oil nous avons
déduit la valeur @ , a fix racines, on pourroit peut étre demase
der i chacune peut étre également employée ; & fi dans le cas
ol elles feroient toutes également admiflibles , il n’en réful-
teroit par 18 valeurs différentes pour x, puifque chacune
en donneroit trois.

Chacune des fix valeurs de @ eft également bonne ; mais
P'une quelconque,, donne pour & les mémes valeurs que toute

autre. £n voici la preuve : 33 Vs i e
Faifons, pourfimplifierlecalcul, V':‘I+ R Sy

3 [
& V} g - V’} g* = 75 p? = n; alors I'équation @3 =
44V 1¢>+ = p trouvée ci-deffus, fe changera en ces
deux autres @* = m* & a} =n?, la premiere donne a=m , & en
divifant a’ - m’, par a - m, on aura a* -+ m a - m?, qui étang
€galé 4 zéro , donnera les deux autres valeurs de a » que l'on
. -m4-mv—_ -1 V-
frouvera €tre 4= —=—— ;, ong=m( —="'"3).
2 z >
-— 1t V23
——-—-—j &4 sasvad

ainfi les trois valeurs de a font m, m .
-1 =-y— - 2 3
m., —-—-——3. On trouvera de méme que ’équation a3 = ns.
2

. T y’___'.'i
donne ces trois autres a==n, g=p,— " 2 . o -
e
2

z
a=n: « Or puifgu’on a a’+54=q, on aura m3+b3=¢

& ni- b= ¢, & en mettant pour m? & n* leurs valeurs,
Batg-Vigripab=iqaV ig —+ 3 pi,y Celt-de
dire, 6} = n’ & b3 = m3 ; donc les valeurs de b font telles que
@b=mn, enforte que-les valeurs de a & 4 , qui doivent aller
Vune avec Pautre , font telles qu'il fuit 3

Pij

T D s 6 L YA
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a:m-cc.oopoo;--..q{; — 3%

(—-1_—+_~\(:;' : (—-r¢v’:§)
a=—m —-),5:.?1 WEA R e
Y
b

1z
Q@ =——Messtrnrsssssans =m

— 14 V=3\ , m(—-ﬂ—T—V ;) }
2 f

—_— ==

a=n
Subftituez maiarenant I'une quelconque de ces fix combinai4 .
fons dans x = - ay* — by, en mettant luccelfivement pour y fes i
trois valeurs , & vousaurez toujours ces trois racines x =-m-1t !
1+ V—3 1-V-3 1-vV-3 1V -1 |
= THlih et 593
2

x= e 1 ke o . oy X= s é

197. En confidérant les trois valeurs de x que nousavons trou- '
vées ci-deflus, on voit que tant que p fera pofiif, 1a quaniité i
1 ¢* 4~ = p} fera toujuurs pofitive, parce que.3 ¢° qui eft le |
quarré de £ g fera toujours pofitif, quand meme g {eroit néga-
xif. Cette méme quantité (era encore pofitive, tant que 3 ¢4°
fera plus grand que & p3, p étant négatif. Dans ces deux cas,
les deux deruieres waleurs de x font imaginaires. Car les deux
radicaux cubes étant-alors des quantités réelles & inégales,
Jeur produit par les quantités v—3 & — V=3 de fignes con-
traires , ne (e détrniront pas mutuellement; ainfi il reitera de
Tim :ginuire dans chacune de ces deux valeurs de x. Iinya
donc alors que la premiere valeur de x , qui foit réelle.

158, Mais fi pétant négatif, 3 p} fe trouvoit plus grand que 4%

alors £ g*> — 3 p? feroit une quantité négative,, & le quantité '
Lg* — -~ p! feroit imaginaire : néanmoins les trois valeurs

de x font alors réelles.
Pour sen convaincre ; il faut dabord obferver que

V/ iy — L p* qu'on a alors au lieu de 1/149-‘_:-;—;;: eftIa

mémf_chofe'que]/(;'—? i‘_"_%qu X =1, 0uque 1 L pi~ 1 q*
x w=13 ainfi, pour abréger, je fuppole ; ¢ = m &

=pt —';q'-‘:: , la quantité Vr%q e V_:_q}. — L ps devien..
draV m4-n V=i, &la qu:mthé]f tg-V Tt - p dea

; 77— o ,
viendra b m - n ¥ =13 orces quantités étant la mcme chole
1

(133) que m —+n ol &m-ny =1 5, fi on les réduit en
férie, par la méthode donnée (151, on aura pout la premicre
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= TN B ndo i yonnd 100 nf
m'(1=— VT — -——_--E— — Vo — — 4+ ‘—-—‘\(—I&'C')
3 m om* 8% m} 243m*  3é45m
& pour la fecondey scecivsnssssssnsescrsrrsssarcrnoncnoassesdl
= - T T "y E e, T fo Lo
m’(l—w-—\/—l"f—'——-'{" i__‘\/._:-__ —_ —v’—l&c.)_
3 m 9 m* 81m3 243m*  3645m°

or les trois valeurs de x , f& changentalors en..essessosen

3 3
XZ“V:H—I—H V—1 --]/m ny-
I ==y —7 3 T — }-'__3_ 3
. 2 V m4ny—1 “ 3 Vm —_— I

3

- e s : Vig—n V—1
Subftinant, au lien des deux radicaux cubes), les féries qui
en font les valeurs, on aura , aprés avoir fait les multiplica-

1 V—3  1-V—3

& , qui fe rencontrent ddns les
-3 Z
deux dernieres valeurs de x, & aprés les rédu&ions ordinai=
res, ayant d’ailleurs égird 3 ce que v—3x yv—1 donne —
L

tions par

#

v 3 %, & que tout eft multiplié par m’, on aura, dis-jess. s
i

om* 143 mt

e Fnt 100yt
x=m’ (14— =~
om* 243m?

fo_1n g 110 n'
)&C-)‘i_m"/ 3(__"' e ‘+-——'——’&'c.)
3m 81m} 3645 m$ 5

Quantités dans lefquelles il n’y a plus d’imaginaires. Onn’a
pu trouver , jufgu’d préfent, que cette manicre de donner,
dans ce cas , uie valeur algébrique réelle aux trois racines;
ainfi on ne peut les ayoir alors fous une forme réelle , que par
approximation. Ce cas fingulier a fort exercé les Algéoriftes 5
& on lui a donné le nom de cas irréductible,

Donnons maintenant quelques exemples.

Suppofons qu'on demande les racines de 'équation,.. ... s
¥+ €¥*- 3y + 4=0; je commence par faire difparoitre (192)
fon fecond terme’, en faifint y =— x — 3 ; cela réduit I’é-
quation 4 x* —1I5& - 26==0; or nous avons repréfenté-

¥ Voyez la note de 12 page 153,

P iij
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toute équation du troifieme degré, fans fecond terme, re
%} 4 p % -+ ¢ =0; nous avonsdonc p = — 15,4 =26, d°

-:—q:;;,%g‘—_-169;.:(?:-s&:'—?‘pim-lzg;doncvig‘q—a—‘:pi:
V 169 - 125 =V 44 ; les trois valeurs de x feront donc, . « s,

x:;:—Vl;-i—V(ﬁ —-—I}rlg-—\fi_?;

oo ginde VETE O _ 11— vV=3 3

ey ol T i Ty g V13— Vi
y—v—3 3 TebWeagode - r ol

s=——Va+imt 5 Vi—va

Ceft i-dire, que la premiere eft négative , & les deux au-
tres imiaginaires.

Prenons pour fecond exemple , Iéquation 43 =9 x - 16 =0,
Il)an;s‘ce gas, on ap;i- 99 =-d10 5 par con‘ﬁq?fnt ip =3
sp R te= s SIS i o SRR s 37m 83
cette équation eft donc dans le cas irrédudible. Ainfi, i 'on
veut avoir les valeurs de x , il faut faire ufage des féries ci-
deffus. Pour ceteffet, on remarquera qu'ona fuppofé m =1 ¢,

& n =V:‘-_¢p3—§q‘;doncm=» ¢ & n=v/2. Pour faire les fub-
ftitutions , on commencera par évaluer ¥z qu’on trouvera étre

n 14142
&y 4742 ; donc - = 2414 = — o0, 2828 ; on évaluera auffi
m :

e |
5 - 3 ; 3 3 »
3, qui n'eft autre que v mou y/— 5 ou — V5, X 'on
T

aura m ’ ==-1, 7099 ;2lors il n’y 2 plus qu'a fubftituer : nous
nous bornerons d fubftituer dans la premiere qui deviendra

% == 1,7099 {14-%(0,28:3]:—2—03 (042828 )% &e¢.]
24

guantité dans laquelle il ne s’agit plus que de faire les multipli-
cations indiquées. Mais il eft bon d’obferver en finiffant, que
ces féries ne font d'un ufage utile, quautant que m eft plus
grand que n, $'il étdit plus petit, on en formeroit d’analogues
pour ce cas, ‘en obfervant ce qui a été dit(159). Au refte ,
Yorfque m & 7 different peu, on eft dans la néceflité de calculer
un grand nombre de rermes. Nous verrons par la fuite com=
tnent on peut approcher autrement des vaieurs de x,

199. Concluons de ce qui précede, que toute équation de
Cete forme y" —-py*" + g y" 4= r = 0 eft réfoludle ; puit
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qu'en ﬁil’?a‘m y'=x,onax! + pxtgx-r=o0,ceft-d-direy
une cquation du troifieme degré.

Application au quatrieme degré.

200. Repréfentons toute équation du quatrieme degré (ans
fecond terme , par x+ ~+ pax* 4 gxx - r == o.
_ Selon la regle donnée ci-deffus , je prends les deux équa«
tions Yt—1=0
Etayl +by* 4~ cy 4 —o0.
Pour éliminer y, je multiplie celle-ci trois fois de fuite par ¥
& je (ubftitue d mefure, au lien de y4, fa valeur 1 tirde de I'é=
quation ¥ — 1 = 03 ce procédé me-donne » (en comprenang
1a feconde équation) , les quatre équations fuivanges ;
ay—+by'+cy4+x—oao
byl +cy*+xy+a-—o
cY +xy*+ay + b—eo
xy! 4+ ay*+by4+c—o
Si, aTaide des trois premieres, on tire Jes valeur de ¥ia
~xt - blx-ber4racx-a'h
ax*-z2bcx4abt+ci-ae !
, cx’-2abx—+-ad-ac*4-bic _ @ x+bx'-c'x-bi+-2abc,

¥ &y, onaura yi ==

¥ axt-1bex+ab-+cd-ac axt-1bex 4 ab*—-ci-ac?
iu ;

ftituant dans la derniere, on aura, apres avoir chaflé le dé-
minateur , fait les rédu&ions ordinaires, & changé les fignes,
xt—gacx*—d-gatbx —at—o
—~2bbxt g bt —ct
~-
-2 ‘z'}. c‘!
~—a4abic
our que cette équation (Gt la méme que x4+ px*4-gx—+r=0,
il faut donc que - 4ac-25% =p, 4 a*b 4 b *=g,-at-c'4b*
=+2a*¢*-4ab* c=r; ce font ces trois équations qui doivent
faire connoitre a, b & .

Pour avoir I'équation qui donnera &, je prends dans la fo«
conde, la valeur de @* + ¢*, en divifant par 4b; & jai
a4t = ib 3 Je quarre cette équation, ce qui me donne
at4r1a** 4 oi= 1-9;—323 & pr con{équem at —-ct = -I%-;
=2 a* ¢* je fubflitue cette yaleur de a* - ¢* dgn's la troiieme

LY
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€quation , & jai -—--%2 + 4q*c* + bt = gab*e==r.Dels
: 5o . :
premiere équation -4ac-1b*=p, je tire lavaleurdeac, quieft

. b 242
ac="2 ; fubfticuant dans l‘équation-% +4a’c’, &,
4 :
Rt 1 —p-2b?
j,a;__gé_g;+4,(*_&i),+g,4-@,_( 7 ey
4

1 L2 4 21 &

u-ﬂ +4P — 1épb -+ 165 .;.,%4_;_&""8}’ =,

164* ; 16
ou enfin , chaffant les fra&tions , tranfpofant , réduifant, & or-
donnant par rapport a &

646+ 32pb' = aph*— qq==o0
— 1675

Equation du fixieme degré , mais quin’a que la difficulté de
celles du troifieme , en regardant 4* comme V'inconnue : on
appelle cette équation la réduite , parce que ceft i a réfolu-
tion que fe réduit celle des équations du quatrieme degré.

201. Sil’on fait attention que le dernier terme ¢* de cette
&quation a le fizne—, on vera que 5* doit avoir au moins
une valeyr pofitive ; car dans ce cas I'équation ne peut avoir
été produite que par la multiplication de trois fa&eurs tels que
(t*—1) (b*—m) (b*—n), ou de trois falteurs tels que
(b>+1) (b*=+m) (B*=~—n)s il n’y a que ces deux combi-
naifons qui puiflfent donner le figne — au dernier terme; il y
aura donc au moins vn faleur de cette forme 5*— 5 donc
(178 ) b*==n, c’eft-d-dire, que 5* aura au moins une valeur
pofitive. Donc puifque cette équation donne b=—-Vn, b aura
donc au moins deux valeurs réelles.

202. Déterminons maintenanta & ¢. Les deux équations
—qac—2b=p , & 4a*b+4bc*=q trouvéesci-deflus, don-

o

nent 2ac=—1p- b & a*+c'= g-f). Ajoutant la premiere
4

a la feconde, & la retranchant auffide la feconde, on aura
les deux équations fuivantes:

al-racHt-ct= 4—% —ip—b
a*—rdct-cr= ﬁ—ﬁ ~+1 p4-b°

tirant la racine quarrée de chacune 5 On aura, . tieaersog
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—

a-—f—cziVj—b —ip—b*

4
B — ﬁ—%—V{ L
Q=== 4b+'P

Les deux fignes de chaque équation pouvant étre pris dans
tel ordre que I'on voudra.

Deli il eft aif¢ de déduire @ & ¢ ; mais nous allons voir qu’on
n’a befoin que de ¢~ ¢ & de a—c. Développons auparavant
les quatre valeurs de x.

L’équation ay3—+by*~cy+x=0,donne x =-ay’- by*-cy;
il s’agit donc d’avoir les_quatre valeurs de y que peut donner
Téquation y* — 1=0,0u y*=1. Or en tirant la racine qua-

4

trieme, onay=—-vVi=- 1, Cefl-d-dire,y=1 & y=—1.
Ayant trouvé ces deux valeurs de y, il faut (187 ) pour avoir
les deux autres, divifer y+ — 1, par leproduit y* —1 des deux
fadeursy— 1 & y~+ 1, ce qui donne y* -~ 1 pour quotient;
égalant ce quotient 4 zéro (187 ), on ayra y* ~-1=o0, pour
Vequation qui doit donner les deux*atres racines , que I'on
trouvera étre y= Vai &y=—=—=V{-1.

Les quatre valeurs de x feront donce, $s geesseesosacces

x=—-a-b-¢ ou p=-b-(a+c)
x=—a—b4c¢ ou x=-h-+(a-+c)
x=—aV-14b-cVZTou x=yP+(a—c) V-1
x=—-aV-14-b+4cy= Tou x="b—(a—e) V=1

Subftituant, au lieu de a~-¢ & @ —c , leurs valeurs trouvées

ci-deflus, & faifant attention que 4 ¥ ( f;b Hipb) RV -1

R V_,i ] il AL L1} < PSP
Al g B SRS
x:-bq:Vi _;p-ﬁ"-,x:-b—kV-g- ety
4b 3 4b

5 L I/—-g'?':x" v[/___qu_!_ s
x==4b+ A tp-b*, -+ % tp

Equations dans lefquelles il eft facile de voir que des deux
fignes + & —, foit qu'on prepne le figne fupérieur, foit
qu'on prenne le figne inférieur, on aura toujours les quatre
mémes valeurs de &, Yune quelcongne d’entr’elles ne faifang
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alors que fe changeren 'une des autres. Ainfi, pour une méme
valeur de 5,0n n’aura jamais que quatre valeurs de x ; favoir .

—_— _q_-l_'-' ——— V,_g__t.__z
t_.__.b_V‘FG P b g K== b—i— 4b &P b

—_JB . T 3 V ? 3 z
&'—-+5+V—" ;5 —ipeb? p==—ef-b e ;—E —Tp-b -

163, Puifque 'équation du fixieme degré qui doit donner b,
donne trois valeugs de 4* , on aura donc trois valeurs de & ,
qui auront le figne -+, & trois qui auront le figne~—; or il eff
facile de voir que foit qu'on mette + b, {dit qu'on mette —
dans les quatre dernieres valeurs de x, il en réfulte toujours les
quatre mémes valeurs. Il ne s’agit donc plus que de faire voir,
que chacune des trois valeurs de b qui auront le figne +- , ne
donnera jamais auffi que les mémes quatre valeurs de x.

Pour le démontrer, reprenons les équations -gac-2b* =—p,
48*b + 4hct =g, & -at-ct 4 bi~2a'0' - qabPe — . Quar-
rons la 2© de ces ¢quations ; nous aurons 165*(a’—-c* > =—qq;

P-4ac ., , 2
tirée de la premiere;

mettons , au lieu de &% fa valeur

2
il viendra-8 (p—uac) (a*+¢*)* = ¢ ¢. Subftituons de
méme, au lieu de-2*, fa valeur dans la troifieme équation , &

nous aurons, apres.les réductions faites , —at - ¢t ze
=HapacH+ 1q4act=r

Reprenons maintenant ’équation du fixieme degré,,s ...

646° =32 pbi-t4ppb*—gq—=o0
—16 7 b?

Et fubftituons-y *pour ¢ ¢ & pour r leurs valeurs que nous
venons de calculer. Nous aurons apres les réduions faites ,
& aprés avoir divifé par 8 , I'équation fuivante,.vsvu,ons

80 4 4pb* 4220 + (g + 4uc) (@* + ¢* ) ==o,
~2cth?
—8pach*
—28ac*h*

Or pui@’on a trouyé 2 b*=p-4ac, il Senfuit (187) que
20 +p+aac doit divifer ’équarion 8 b5+4pb+ , &c ; ce qui
a lien en effet. 8il’on fait la divifion, & qu'on égale enfuite
a zero, le quotient , pour avoir les deux autres valeurs de b
on aura gbt—8ach*+att-cid-1a>c = o,

Certe équation étant réfolue comme une ¢quation du fecong
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degré | donne 25*=1ac(a-c)(a—c)v/-1, ou en dou-
blant, 4% gac—+-2 (a-c)(a—c) V=—1.Orledernier mem-~
bre eft .]e quarré de (@—¢)=(a—c) V-1 jdonc g4bi==
L (d-f—r.')i;(a-—c) v=17*, & par conféquent.. ..+«
** 2 b=[ (a+c )4 (a—c) V—1 ; Ceft-d-¢lire, = (a--c)
-(a—c) V - 1; ainfi puifgu'on a trouvé ci-dleflus , b*===e
~p-4ac

5 les trois valeurs pofitives de &, fort donc.. « .s

2
Bt A etk ) ) V=1

b=1(a4-c)-L(a-c) V=i. Repréfentons lz feconde de
ces valeurs , par ', & la troifieme par 4'' ; alors et zjoutant &
retranchant , onaura a4 c= b'4-b" & (a- ¢) V-1=b'- b".

Si I'on fubftitue les valeurs de a+c & (a-¢) v- 1 dans les
quatre premieres valeurs de x trouvées ci-deflus, ellles fe ré-
duiront 3 w===w b= p'=b" | & =-b4-b'4-b" | x =4-B—-b'- b,
x =b-b'+5b" quon peut encore mettre fous cette forme,
2 =-beb'-b" | xm- bbb - 2 b =l BB - 2B

=b-4-b'+-b"—2'6'. Qi I'on voit clairement qu’il ne peut y
avoir que quatre valeurs de x; carfi I'on change , par exemple,
4 en b'; il faut changer en méme temps &' en% , puifqu’on voit
que les trois racines 4, b', 5" encrent toutes 3 la fois dans cha-
cune de ces valeurs de x. Or ce changement donne les quatre
memes valeurs pour x-

204. Revenons maintenant 3 la premiere expreflion des va-
leurs de x, c'eft-i-dire, aux valeursx = — b — (¢ + ¢),
X=-b+ (a4 c), x=4b~+(a-c) V-1, x==b-(a-c)V—1i.
Elles nous offrent trois cas: ou a+¢ & (a-c) Vv — 1 font tou-
tes deux réelles , ou elles font toutes deux imaginaires, ou
enfin 'une des deux eft réelle, & l'autre imaginaire, Or j’ob-
ferve d'abord que lorfqu’elles font imaginaires , elles peuvent
toujours étre réduites a des imaginaires de cette forme , v —m
ouy m.y -'1,m étant une quantité réelle; car puifqu'ona

a+C=V- q i 2 o B i g pe e o q Ly
;5-;;;-5 & (a-c)V=i= g s p-b%,
b ayant toujours (201 ) au moins une valeur réelle que I'on peut

** Nous ne prenons ici que le
aflurer; que quarrer la quantité figne 4 pour la racine du fecond
(@ 4ctla—c)y' 1. Mais i 'on|membre; parce que nous avons vi,
demande comment on a trouvé ce- | ci-deffus,que la valeur négative de b
1 ,onle verra dans la fuitey ]meneroik aux mémes conclufions,

* 1l ne faur aucre chofe, pour s’en
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toujours emplayer , elles ne peuvent devenir imaginaires que
lorfque la quantité qui eft fous le radical aluel, fera néga-
tive *,

205, Celapofé, ia-+c¢ &(a—c) v —1 font toutes deux
réelles , auquel cas, les quatre valeurs de & feront réelles , puif-
que 4 a toujours une valeur réelle, il eft évident que les deux
autres valeurs de 45° , favoir: [ (a~+-c)4-(a—c) vV —1]* feront
xéelles & pofitives.

206. Si au contraire a+¢ & ((@—=¢ ) V—1 font toutes deux
imaginaires , auquel cas les quatre valeurs de x feront imagi-
naires, alors fi 'on repréfente a+cpark /' —1 & (a—c)V—1
par lv—rx , k &/ feront des quantités réelles , {elon ce qui
vient d’étre dit (204 ) ; on aura donc gb*==[k+L)V—1]*==
— (k=-1)* ; C’eft-a dire , que les deux autres valeurs de 5* fe=~
ront réelles, ma‘s-négatives.

207. Enfin, fi desdeux quantitésa—-c & (a-¢)V-1°1'une
feulement eft réelle, il eft évident que, des quatre valeurs de &
deux feront réelles, & deux imaginaires ;or dans ce cason
voitavfli clairement, que les deux valeurs de 46* exprimées
par[ (a-+¢)=4=(a—c)V—1]* ferontimaginaires.

208. Donc fi la réduite, confidérée comme équation du
troifieme degré , a fes trois racines réelles & pofitives, 1’équa-
tion du quatrieme degré aura {es racinesréelles.

Si la réduite, ayant ces trois racines réelles, n’en aqu’une
pofitive, I'équation du quatrieme degré aura fes quatre racines
imaginaires.

Erfin, de ces quatre racines , deux feront réelles & deux fe=
ront imaginaires , fila réduite n’a qu’une racine réelle.

209. I'Euirque ia formule des racines d’une équation du troi-
fieme degré , ne donne ces racines fous une ferme réelle , que
lorfqu'il n’y a qu'une racine réeile ( 197 ), il faut conclure,
qu’on n'aura les racines du 4° degré fous une forme réelle ,
que lor(qu'il n’yaura que deux de ces racines qui (oient réelles,

210. Voyons quelques exemples. Suppofons qu’on de-
mande les racines de I’équaticn x4~-3x%- g2x~48=0. Nous
avons icipa=3,g=——52,r=—48 , & par conféquent
§q=2704. la réduite fera donc 645° < 96b+-7326%-2704=0

*Iln’en feroit pas de méme, fi pourroient étre des_imaginaires
b n’avoit aucune valeur réelle. Car e ——
b éaar une imaginaire de cerrelde cejte forme L i
forme y/'Zk, a=c & (a-¢) y/—1 - Y=k
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su (en faifant, pour fimplifier, 45 =), u3 ~+ 6u> —183u—
2704 = o, Pour faire difparoitre le fecond terme , je fais
#=—2z—2, ce qui me donne 7? — 19§53 2321 =0,
Selon ce qui a €té dit (157) fur les équartions du troifieme
degré | ;‘m trouyera que 7 n’a qu'i;nc valeur réelle qui eft
= V 1161+ J?E;";‘ﬁé—-l/-—nm_-yﬁﬁ-.,s;
3

or]/lo?pga eft 1036 ; on a donc 7=~ V;— 1161 1036
3 3

E 3
Vs 1161 10363 ceft-i-dire, 7=~ V -1:4'- l/;ng;r,
3 3

ou z=Vizgs 4 V2197,0u =5 = 13 = 18. Donc puifque
u=z-2,0nau=18-2=16; par conféquent4b*=u=163
donc 4* = 4 & b= 2. Subflituant cette valeur de b, & celles de
P, q & r,dans les valeurs de a+ ¢ & de (a—c) V-1 trouvées

ci~deflus, on aura o=V = —3—g== V —123
&fa-c) VS:V%-— I — 4=~F1z=1. Doncles quatre
yaleurs de x ferontx —=2-V-12 ,8=-24V-2X=—42+41
& x =2 1. Ainfi les deux valeurs réellesfont x =3 , & x=1.
Dans cet exemple , les nombres fe font trouvés tels, qu’il a
«été poffible d’évaluer exattement chaque radical. Mais ces cas
font fort rares. Le plus fouvent, lorfqu’on veut avoir la va-
leur numérique dégagée de radicaux, il faut évaluer chaque
radical par approximation.

Prenons , pour fecond exemple , 'équation yt-t4y' +9y*—4=
12y 3 =o. Je commence par faire difparoitre le fecond
terme , en faifant (192) y = - 1:j’ai pour nouvelle équation
Xt 3%t 22 —3 =0, Onadoncici,p=3,9=2,7=—33
ainfi 1a réduire devient 64 5% - 96 b4 - B4 b> — 4=0; ou, en
failfant 4b* =1, w3 + 61> =214 -4=0.Je fais difparoitre le
fecond terme , en pofantu=7 -2 , ce qui donnez* +97-30=0,
équation qui (197 ) n'a qu’une racine réelle ; & qui annonce,
par conféquent (258 ), que 'équation du quatrieme degré n’en
aura que deux réelles. Appliquant donc les formules données

: 3

3
(195),0n :rouvera;:-V—m—t—v’Eﬁ-—V—-a5—(;?.,
3 3
0“2[:7/!5-—- Visz +V:s+»’z_r,':' sdoncu=3—a2=—13
3

3
;-i-]/ls—v'i??--l-l/:s-—h V152 ; donc puifque 44* =u,
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u L
& par conféquent A..—_V: =:Vu,on a-»_nn..'u_n-i

3 3
ﬁ:{-V — 4V is—vip+V 15 == V252, Subfli-
tuant cette valeur e b, celles de p & de ¢, dans les formules
des quatre valeurs générales de &, on trouvera que les deux
valeurs réelles fonit comprifes dans cette équationsseesssses

S 3 3
l/lz.+V15——fi?i+V15+v‘z_§Ei ;
1 b s

- —

3 3
VV #8500 .8 <) ._._.._T_-I-%VIS‘\(lsi-:’;Vls-i—\"z_s__l,
—z—l—-Vrs—\’zs:--i-Vls-f-V:-sz X

Réflexions fur la methode precédente , & fur
Jon application aux Equations des degrés
: Jfupérieurs au quatrieme.

ab HI=

211. L’équation quinousa donné la valeur de 3 pour le
guatrieme degré, n'a monté, quay fixieme degré ; mais fi
nous avions cherché direGtenfent I’équation qui doit donner a,
ou celle qui doit donner ¢, nous ferions parvenus 3 une équa=-
tion du 24° degré, ainfi qu'on peut s’en convaincre de la ma- - L

niere fuivante. Nous avons trouvé ci-deffus (203 ), en tranf(= |
formant la réduite, — 8 (p~+4ac) x (a*+¢' ) =qq, &
PP

— a4 - ¢t +'= - 4 pac—+14 a* ¢* = 7, Si 'on multiplie cette

derniere équation, par (p—+-4ac), & que du produit om
retranche la premiere , on aura, aprés les réducions fadtes ,
y13at ¢t +256pa‘c:+40ppdc+x‘p‘ =0
—32rac—8pr

+
Equation qui étant combinée avec l'équatiqor? -at-ct 4 &e,
=r, pour éliminer ¢, donnera (169 ) une équation du 24° degré.
Mais fans fe donner la peine de fzire ce calcul , onpeut s’en
affurer encore de cette autre maniere.
L’équation - 8 (p = 4ac) (a* +¢*)* =qq donne (a* ~4-¢*)?

|

99 . z 94 :
== & par confcquent g* == ¢4 = m— ——

S(+aac) T : ' 8(p + 49¢) |
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& 22%¢c*, Or fi 'on réfout ’équation g2 a'c’ <4 &c, qui, en
¢tonfidérant & ¢ comme I'inconnue , eft du troifieme degré , on
aura une valeur de ac, qui érant fubfticuée dans le fecond
membre de 1’équation @4 -+ ¢t = &c , en feraune quaniité toute
connue que j’appelle A ; fi lon repréfente maintenant par B,

- B sk e
cette valeur de a ¢, on aura ¢= — , donc I'équation a* —-¢*
ad

£ A, deviendra a®- Aa*=-B*, qui ayant huit racines , donnera
hait valeurs de a. Or ac a trois valeurs; on aura donc trois
équations du huitieme degré, & par conféquent 24 valeurs
pour a; donc I'équation en &, fera du 24° degré.

212, Mais on voit en méme temps que les expofants de
toutes les puiflances de @, que cette équation renfermera , fe-
ront des multiples de 4, puifque (183) elle fera le produir de
trois quantités de la forme de 2#-Aa* —+- B+, devant renfermer
les 24 racines que ces trois-ci fourniffent. Donc fi I'on y faic
at=u on aura en x, une équation du fixieme degré. Or je
dis que cette équation ne peut renfermer que des radicaux
quarrés & des radicaux cubes , ce qui eft évident en réfolvant
équation a® — Aat=— B* comme une équation du fecond

degré ; car alors on aura at = %Ail/r“ AA—B*, quantité
dans laquelle A & B ne peuvent érre compofés que de radicaux
quarcés & de radicaux cubes, puifqu’ils ne dépendent que
d’une équation du troifieme degré,

213, Si P'on fe rappelle maintenant ce que nous avons vu
fur le troifieme degré, ou la réduite étoit a* — ga’ =% p3 5 il
eft clair que a? ne peut renfermer que des radicaux quarrése
Enfin il eft évident que dans P'équation du fecond'degré
fars {econd terme , x* 4 p=o0, en faifant comme ci-deflus
y* —1=0 & ay +x =0, la réduite fera a*~4-p=oquine
donne qu’une valeur pour @’ ; ainfi la réduite du fecond degré
ne donne pour ¢* qu'un radical du premier degré, c’eft-d-dire,
une quaniité fans radical,

Donc , en remontant, on ¢onclura par analogie, que fi la
réduite du cinquieme degré ne renferme d’autres puiffances
de a, que celle qui font des multiples de 5 , la valeur de a*
ne renfermera que des radicaux quatriemes, des radicaux cu-
bes & des radicaux quarrés; donc fi 'on démontre que par
Ja méthode atuelle, cette réduite ne peut renfemrer que des
puiffances de ¢, dontles expofants foient des multiples de 5,
il senfuivra que cette méme méthode réduit la difficulté des
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équations du cinquieme degré, i celle des degrés infrieursd
Or voici comment on peut s'aflurer que la réduite n’aura pas
d’autres puiflances de a.
f 12 14. Suppofantque x5 —px3 ~=gx* 4 rx 5= 0, repréfente
généralement toute équation du ginquieme degré. Et prenant,
felon la méthode, les deux équations y* - 1 =0, & ay+—=by?
o cy* 4=dy — x =0, cn aura, apres avoir chaflé y de la meme
maniere qu'on I’a pratiqué dans le troifieme & le quatrieme
degré, on aura, dis—jecseecesnrsssisssrrionassnnnrae
x5 — sadx? + sbd*x* —sedix +as =0
— gbex} 4 satcxt =54 bx b3
A sctdot — gbidx - ¢5
~+ gabixt—sacix -+ Al
+ sa*d*x—sa‘cd
A5 bcrx—salic
— 5 abcdx — 5(11}{{’
—shcrd
~salet
—+garbrd
- gbcd®
~+sac*d?

Ayant donc égalé le coéfficient de x?, 3 p ; celuide x*,2 ¢3
celuide x, a7; % enfin la totaliré des termes fans %, 4 55 on
aura quatre équations dans lefquelles fi I’on fait b=ga*, ¢ = ha’,
d=k a*, ce qui eft trés-permis, ces quatre équations fe chan-
geront en quatre autres qui renfermerontg, A, k & a; mais il
n’y aura d"autves puiffances de @ que a¥, @'°, &c; donc fi 'on
congoit qu’on ait éliminé g, 4 & k , 'équation finale ne renfer-
mera pas d'autres puiffancas de @, que celles dont les expo-
fants feront des multiples de 5.

215. On voit donc , d’aprés tout ce qui précede , qu’d I’é<

ard de a, Ceft-i-dire , i I"égard du premier coéfficient dans
F’équation ay™ 't 4+ by™ 4=, &c, 4+ x =0, la réduite eft
du fecond degré ou du degré 1. 2, pour le fecond degré.
Dans le troifieme, elle eft du fixieme degré, ou du degré
1. 2. 3. Dans lequatrieme, elle eft du vingt-quatrieme , ou
du degré1.2.3.4.11 y a donc bien lieu de croire que,
dans le cinquieme , elle fera dudegré 1 .2.3.4.5, Ceft-d-
dire, du 120°; & du 720° dans le fixieme degré; & ainfi

d{: fl.lij;e.
Ee
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Et quoique , dans le quatrieme degré , on trouve une réduite
Qui n'eft que du fixieme degré, c’elt une fimplification acci-
:geme!le , qui probablement, aura lieu d’une maniere analogue
dans les équations dont P'expofant eft un nombre compofé ,
mais non dans celles dont 'expofant eft un nombre premier. Fn
effer, il eft facile de vair pour le 4¢ degré , que cette fimplifi-
cation eft due 3 ce que &, dans chacune des équations ol il entre,
a des relations femblables i I'égard de a, &3 P'égard dec;aun
lieu que @ r’eft pas difpofé de [a méme maniere a 'égard de b
qu’a I’égard de c. Mais dans le cinquieme degré , il n’y 2 au-
cune des quantités a, b, ¢, d dont on puifle dire ce que nous
verons de dire de 4, dans le quatrieme ; ce qui eft facile 4 voir
par les coefficients de I’équation x5—(ad—+bc )x3+4 &c, =0,
rapportée ci-deflus.

216. Quoi qu'il en foit , puifque la réduite du cinquieme de-
Fé ne peut renfermer d’autres puiffances de a que celles dont

es expofants font des multiples de § , il paroit donc qu’en y
faifant @’ ==u , 'équation du 24° degré qu'on aura alors , ne

4 3
peut plus renfermer que des V, des v & des V, puilque I'é-
5

quation @’ ==u, donnant @ == V «, met en évidence les
radicaux cinquiemes que doit renfermer I'équation propo-
fée.

On veit par-1a ce qu'il y a i dire fur les degrés plus élevés.
Ceux qui defireront plus de dérails (ur cette matiere, peuvent
conlulter les #lem. de I’ Acad. des Sciences ann. 1762 & 1765,
ou ’on trouvera , en méme-temps, plufieurs claffes d’équations
qui admettent une réfolution algébrique facile, ainfi qu’une
autre méthode déduite de celle que nous venons d’expofer , &
qui (implifie le travail dans les équations dont I’expofant n’eft
pas un pombre premier.

117. Notre méthode fuppofe, comme on le voit, qu'on
puifle toujours avoir toutes les racines de I'équation i deux
termes y" — 1 =o. Or c’eft ce qui nc fouffre aucune diffi-
culté, puifqu’en ayant toujours an moins une, par une fim-
ple extraction de la racine du degré n, c’eft-a-dire , ayant tou-
jours y ==1 , lor(quen eft impair, & y=1, y=—1 lorfque
7 eft pair, la difficulté d’avoir les autres, eft tout au plus de
réfoudre une équation du degré n —1, ce qu'on eft cenfé fa-
voir déja, lorfqu’on paffe 4 la réfolution d’une équation gé-
pérale du degré n. Mais la difficulté n’eft pas méme' de ce

ALGEBRE,
-
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degré ; elle n'eft en général, que du degeé —r , lorfiue n ¢
z

impair, & du degré lorfque n eft pair, parce qu’aprés avoig

[ e A
2
divif¢é I’équation y"—1 par fd racine y—1 lorfque n eft impair,
ou par (y—1)x(y~+1), Ceft-d-dire,, par y*—1i lorfque n eft
pair, le quotient , ou I’équation qui doit donner les autres ra~
cines,, fera toujours de cette foPme yf~= yA-t - yh-2 4 yk-3 g
&c, .. 1= 0, k érant un nombre pair. Or cette équation eft

L
décompofable en un nombre — de facteurs du fecond degré ,
1
zels que y* - Ay -+ 1; & 'équation quidonnera /4 , ne montera
jamais qu’au degré —. Je ne m"arréte pas i démontrer en détail
- z

cette derniere propofition ; on s’en affurera en prenant, par
exemple , pour yi~y74y¢ St ytpyd g yip ydo1 | une
quantité telle que yS~ay’ byt + cyd—dy>*t+ey+1, la mul-
tipliant par y*~- 2y -1, & égalant le produit, terme 3 terme
a y*~+y’ -+ &c; onaura des équations dont il fera facile de
ticera, b, ¢, d, e; & Péquation en /i , fera du quatrieme de-
gré. Voyez, pour la démonftration générale , le Tome PIdes |
Mem. de Pérerfbourg.

Des Divifeurs commenfurables des Equations.,

218. On voit, par ce qui précede,, que ’expreffion générale
des racines des équations étant un compofé de radicaux de dif-
férents degrés & différemment mélés entr’eux , il peut trés-bien
arriver que quoique la valeur d’une ou de pluffeurs racines foi¢
un nombre commenfurable , néanmoins elle fe préfente fous
une forme incommenfurable; & c’eft ce qui arrive en effet
dans le troifieme & le quatrieme degré ; & qui arrivera , plug
que probablement, dans les autres degrés. Il eft donc utile
d’avoir une méthode pour trouver ces divifeurs commenfi-
rables, lorfqu’il y en a.

Comme le dernier terme d'une équation eft le produit de
toutes les racines ( 180 ) , aucun nombre ne peut donc étre la
valeur commenfurable de x dans une équation, qu’autant qu’id
fera divifeur exaét du dernier terme. On pourroit donc prendre
fucceflivement tous les divifeurs du dernier terme , & les fub-
flituer fucce(Bvement tant en ~+ qu’en = , ( car x peut avois

SCD LYON 1 _



pE MATHEMATIQUES: 243

uulli bien des valeurs négatives comme des pofitives) , au liew
de x dans I'équation : alors le divifeur qui {ubflitué ainfi , ré-
duiroit toute I’équation 2 zéro , feroit la valeur de x. Bien
entendu , que mous fuppofons ici , qu'on a fai paffer tous
les termes de D’équation dans un feul membre.

Mais cette opération feroit fouvent tres-longue 3 nous al-
lons faire voir a quel carattere on diftingue ceux quon doit
admettre & ceux gu'on doit rejetter ; mais auparavant, 1l faut
expofer comment on trouve tous les divifeurs d’un nombre,

219. Pour trouver tous les divifeurs d’un nombre , il faut le
divifer fucceffivement par les nombres ptemiers par lefquels il
pourra étre divifé¢ , en commengant par les plus fimples, &
continuer de divifer par le méme nombre tant que cela fe
pourra. Alors on écrit & part & fur une méme ligne tous ces
nombres premiers, & chacun autant de fois qu'il a pu divifers
On les muliiplie enfuite , deux a deux, trois d trois, quatre
3 quatre , &cj ces produits & les nombres premiers gu'on a
trouvés , & Punité, forment tous les divifeurs cherchés.

Par exemple, veut-on avoir tous les divifeurs de 60. Je
divife 60 par 2 , ce qui medonne 303 je divife 30 par 2, ce qui
me donne 13 je divife 15 par trois, ce qui me donne s ; enfin
je divife 5 par 53 ce qui me donne 1. Ainf les divifeurs pre-
miers 0Nt 2 5 2, 35 § 3 )¢ les multiplie deux a deux, ce qui
me donne 4,6, 10, 6,10, I5.

Je les multiplie trois a trois, & Pai, 12 520,30, 30; enfin
les multipliant quatre 3 quatre , j’ai 60.

RafTemblant tous ces divifeurs , en rejettant cependant ceux
qui fe trouvent répétés, j'ai, eny comprenant Punité qui eft
divifeur de toitt nOmbEe.: wisw | SLERET0 #ALE UR Sieicsiiis 0

T325354 5 6, FO 5 12,4 15 5 20, 30, 60.

220. Suppofons maintenant qu’on veut avoir les divifeurs
commen(urables d’une équation, lor(qu'elle en 2, Par exemple ,
d'une équation du quatrieme degre, repréfentée générale~
ment par x4 =px} -4 qx* 1% 4= =0. Repréfentons ce divi=
feur par x—a; alors I'équation propofée peut donc (1 83) étre
confidérée comme ayant été formée de la multiplication de
2~ par un faGeur du 3° degré, tel que xd 4 kximx—~4-n;
multiplions donc ces deux facteurs un par 'autre ; nous aurons

xt k23 - mx* 4= nx - an==0
—+-ax’~+ akx* 4 amx

qui devant étre la méme chole que xteppxip-gxt—rx-t=5m0,
1
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donne les équations fuivantes k+-a=p, m--ak=g,n-+am==ry
s r-n -m -k
an=gs,0un=—ym=— k= 9'__, i _-—_-P_--_
a a a a
Suppofons donc maintenant gn’ayant pris pour @ un des
divifeurs du dernjer terme , je veux favoir s’il peut étre admis 3

les équations n= E g M= T &c, me difent ; Divifez le der-
a
nier terme de I'équation par ce divifeur; retranchez le quo-

tient du coéfficient de x, & divifez le refte par ce méme divi-

feur; retranchez ce fecond quotient , du coefficient de x* , &

divifez le refte , encore , par le méme divifeur; & continuez |
toujours de méme jufqu’i ce que vous foyez arrivé au coefh-
cient du fecond terme de ’équation , pour lequel vous devez
trouver 1 pour quotient. Si le divifeur que vous avez pris , fa-
tisfait 3 toutes ces divifions , il peut slirement étre pris pour a;
mais fi Pune feulement de ces divifions ne peut étre faite exac-
zement, le nombre que vous avez choifi doit étre rejetté,

Comme unité eft toujours divifeur de tout nombre , il eft
vifible qu'il faudra auffi tenter Vunité, tanten —- qu'en —3 !
mais on aura plutét fait pour celle-ci de I'examiner en fubfti-
tuant fucceflivement + 1 & — 1 au lieu de x dans I'équation 3
fubftitution qui eft trés-facile, puifque toute puiflance de =&,
eft -+ 1 , & que toute puiflance paire de — 1 eft 4~ 1, & toute
puiffance impaire , — 1. Si ni Pune ni V'autre de ces deux
fubflitutions ne donne o pour réfultat, alors @ ne peut étre
pi—-1, ni—1.

Cela pofé , voici comment on procédera 3 'examen de tous
les divifeurs du dernier terme , autres que 'unité.

Suppofons qu'on denfande fi1’équation x*—9x>~-23%°~20%
~15=0, a quelque divifeur commenfurable : je cherche les
divifeurs du dernier terme 15, autres que Punité; lesayant trou- |
vés, je les écris par ordre de grandeur, 5 en les prenant tant en
- qu'en — ) comme op le voit ici d la premiere ligne des

nombres. xé=gx} =23 0 —20X~+1§=0
Divifeurs de I§ee.+ 15,4~ §,+ 3,— 32— §,— 1§
e ’9""'3}"‘ 51_51_3$"_ I L]
—2F =13y =2, 15 17, 1§
== 5
~+18
—_ 6
— 3 !

== X
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Je divife le dernierterme 1 par chacun des nombres de
Ya premiere ligne , & j’écris les quotients , pour feconde lignes

Je retranche chaque terme de la feconde ligne, du coeffi-
eient de x . Ceft-a-dire , de =20, & j'écris les reftes pour la
troifieme ligne.

Je divife chaque terme de celle-ci par le terme correfpon=
dant de la premiere ligne , & d mefure que je trouve un quo-
tient exa&, je D'écris. Ici je n'en trouve qu'un, favoir -+ 53
ainfi je fuis sir qu’il ne peut y avoir qu'un divifeur commen-
furable. Mais foit qu’il 'y ait qu'un quotient exaét , foir qu’il
y en ait plufieurs,, on continuera en cette maniere.

Je retranche chaque quotient, da. coéfficient 23 de x*, &
j%cdsksmﬂeswmrcmqﬂemeﬁ@w;ckﬁid:8.

Je divife , de méme que ci-devant, chacun de ces reftes par
le terme correfpondant de la premiere ligne, & J écris chaque
quotient au-deflous ; c’eft ici — 6.

Je retranche chacun de ces nouveaux quotients, du coef-
ficient — o de x*; jécris les refles au-deflous ; c’eft ici — 3.

Enfin je divife ceux-ci, encore par le terme correfpondant
de la premiere fuite. Je trouve pour quotient —+1; d'ou je
conclus que le terme correfpondant — 3 , de la premiere ligne,,
eft a; & que par conféquent le divifeur x+a, et x—133
ceft-i-dire , que x — 3 divife I'équation : donc x==3eft la
valeur commenfiirable de x dans I’équation propolée.

Non-feulement , par cette méthode , on trouve le divifeus
de I'équation , mais on trouve encore le quotient. Il n’y a qud
prendre dans la colonne qui a fadsfait , les nombres qui fe
grouvent fur les lignes de numéro pair a compter de la pre-
miere ; ces nombres formeront le dernier terme, & les cocf-
ficients (ucceflifs de % , x*, 3, &c , dans le fecond facteur de
Véquation, Ici, par exemple, on trouve =5, +§,=6+ 13
j’en conclus que le {econd fa&teur eft 1x3 - 6x* 4 sx -5, ou
x3 — 6x2+4gx-5 3 en forte que I’équation propofée , eft lo
produit de x — 3 par a3 — 6x* 4 §X — 5.

Nous preadrons pour fecond exemple , I'équation fuivante

X 2xt—33x 14750
Divifeursde 14es 40014 7yF 2,7 25— 7y 14

= Ty 2yt Ty Ta=m 29 W
—34y— 35, 40, —26,— 31, 34
—_— 5,120,113,
A 7,22, — 11,
i e L
Qi
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En opérant comme dans 'exemple précédent, on me trouve
que les divifeurs 7 & 2 , qui foutiennnent I’épreuve jufqu’a la
derniere ligne ; mais le fecond , Ceft-a-dire, = , ne peut fatis=
faire, parce que le dernier quotient qu’il donne, eft 11, aw
lieu qu’il doit érre 1. Ainfi il n'y 2 qu'un divifeur commenfu-
yable, & c'eft x +4- 7.

221. Cette méthode s'applique également aux équations
fitérales; fi elles ont le méme nambre de dimenfions dans
chaque terme , alors on n'écrira en premiere ligne , que ceux
dés divifeurs du dernier terme de I'équation qui ne font que
d’une dimenfion. Si le nombre des dimenfions de chaque terme
eft pas le méme , on le rendra tel, en introduifant une lettre
dont les puiffances complettent ce nombre de dimenfions.

Quaand le nombre des dimenfions eft le méme dans chaque
serme d’une équation, on dit alors que I’équation eft homogene.

222. Nous avons {uppofé que le premier terme n'avoit au-
cun coefficient; s'il en avoit un, le divifeur au lieu d'étre
fimplement x+ a , feroit en général mx—4-a: & m feroit
quelqu’un des fa&eurs du coéfficient du premier terme. Alors
fi Ton vouloit faire ufage de 1a méthode précédente , il fau-
droit pour chaque facteur , au lieu de lafeconde ligne, employer
cette feconde ligne multipliée par m ; au lieu de la quatrieme,
employer eette quatrieme multipliée par m, & ainfi e fuite : &
n’admettre pour @, que les termes de la premiere, qui auroient
pour correfpondants dans la derniere, le fecond faGeur du
premier terme de ’équation propof€e ; mais il {uffira de pren=
dre en - les nombres que 1'on effaiera pour m. Au refte, on
peut ramener ce cas au précédent, en faifant évanouir ce
coéfficient , par la méthode donnée (191).

213, Lor(qu’une équation n’a pas de divifeur commenfura=
ble du premier degré, elle peut néanmoins en avoir du f(e-
cond. On peut trouver ceux-ci par une méthode analogue 3
celle que mous venons d’expofer ; mais les calculs deviennent
grés-longs. On aura auffi-tot fait en cette maniere. Repré~

entez ce falteur par X* -mx - n; multipliez-1e par un antre
 @eur convenable pour produire une quantité du degré de
Péquation propofée , c’eft-3-dire ; par un faGteur du trotfierme
degré, tel que x* 4=ax* = bx +¢, fi 1équation propofce eft
du cinquieme. Egalez Je produit terme 3 terme awvec I’équa-
tion, vous aurez antant d'équations particulieres que d’in-
connues a, &, ¢, m, n, &, Deé ces équations vous tirerez
ailément les valeursde @, b, ¢4 que vous fubftituerez dans leg
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€quations reflantes ; alors vous aurez deux équations qui ne
renfermeront plus d’inconnues que m & n. Chaffez m, par les
zegles données (167), & cherchez les divifeurs commenfu-
rables de I’équation en 7. Vous aurez la valeur de 7, par le
moyen de liquelle & de la valeur de m en n que vous aurez
en éliminant , vous déterminerez m , & par conf¥quent le face
geur X° - mx 1.

On voit par-1i, comment on doit s’y prendre pour trouvet
Jes fa&eurs commenfurables des 3¢, 4°, &c , degrés.

De PExtradlion des racines des quantités en
partie commenfurables , & en partie
incommenfurables.

‘223, Les &quations qui fé réGlvent 3 la maniere de celles
du fecond degré (173 ) conduilent a des expreffions de cette

forme V' 74y 33, ou V 26+ 15 V3, ou &c. Ces quantités
peuvent fouvent étre raménées 3 ne renfermer que des quan-
tités rationnelles & de fimples radicaux quarrés; ou feulement
des radicaux quarrés ; oh encore,, des radicaux quarrés, multi-
pliés ou divifés par un radical fimple de méme degré que le ra-
dical fupérieur: Voyons comment on doit s'y-prendre pour les

quantités de la forme V. CHvb.
Je repréfente cette quantité par v a— ¥, m & n étant

déux incofinues. J'aurai donc V' C+VD=ym~+yn; en
quarrant, il vient C+ VD=m~+ 2 Vmn <4 7. Comme )’a1
deux inconnués & une feule équation , je fuis maitre de déter-
miner Pune de ces inconnues par telle condition que je vou=
drai; je puis donc fuppofer 2 Vm n= VD, &alors I'équation fe
réduit & C= m—n; je quarre la premiere de ces deux-ci, &
1a feconde ; j'ai 4mn =D & m* 4~ 2mn + n*=C*; je retranche
la premiere de ces deux équations-ci , de la feconde , & j'ai
m?* —amn—-n*=—C*>-D;d’ol 'on voit que pour que m & 7
foient commenfurables, il faut que la valeurde C* — D foit un
quarré , puifque m* ~ 2mn + n* eft un quarré, Tirant donc 12

racine quarrée , on aura - sV C-D 3 OF nous avions ,
ci-deffus , m 4 = C; ajoutant & retranchant ces deux équa-

tions , & divifant par 2 on aura m-_—}C-l'—%VC‘—— D, &

’!=§C-—§I/_C):ﬁ: donc]/r(_:‘:h \(B:’:....-ntuo-

e
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ViCrive—p+VIiC—Iiye—D;or quoiqie

chacun des deux termes de ce fecond membre renferme deux
radicaux , cependant chacun n’en aura véritablement qu’un

feul , lorfque V' C o+ VD fera rédu@ible, puifgu’alors C*==D
fera un quarré,, ainfi que nous venons de le voir,

Prenons pour exemple la quantité Ve Viszici, C= 74
ivD=V33, & par conféquent D=48, dont C*-D=49-48=1,

& VC:-D= V1=1; on aura donc, en fubftituant dans la for-
TR AT e T M WA e o
mule que nous venons de trouver, Vit via=V I+1

-}-‘/% — l=VT+V3=2 +v/3. Si 'on avoit Vii+ 6_0'_5-;
en faifant pafler 6 fous le fecond radical (112), on auroit
Vi i~V 72, que I'on trouvera de méme fe réduire 3 34 V2.

Pour fecond exemple, nous prendrons.se.cesssecseses

Viac+2 (a==c) (a—c) V= que nous avons dit ci-deflus
(113), valoir (a~-¢)+ (a—c¢) v—1. Si l'on fait pafler
2 (@~ ¢)(a—c) fous le radical Y—;, la quantité,..sesas

V;ac-f— 2 (a—_k?)‘(;z-:c) Vi1 s devient, oy svs vevenivel
V4 acu V—“-_I_Fa-:l—- c'}‘“'(a_:-;:)’; donc C==4ac,
iVﬁ:“/-4(n+c)“(a-c)‘,ouD=-4(a-l-c‘)’(a—::)‘:-
gat -+ 8a*c*-4¢* 5 donc C-D=16a*c*+44a*-8a*c* 4+~ 4¢*

=aa* 4 8a’*c* =+ 4¢' ; donc V.C: D=1 (a*~-c?); donc la

formule devient alors V 2ac 4 a*+¢c*+ V 2ac—a® —y
c'eft-i-dire, l/(a )4 V(a— ¢)* x=— 1, qui fe réduit
d(a+ )+ (a—c) V.

Siaulieude VC+ vD, onavoit V'C — VD, au lieu de

e T / Fipas i f
V;‘C+~;— VD 4+ VYV IC—1yCiD, on auroits s sse oa
ViC+2ive—p—ViC—LivE=p.

225. Voyons maintenant les quantités de la forme..vvaa'a
o s mataair e J RN " . .
¥ C—+ vD.Sil'on peut tirer exatement la racine cubique
de 1a quantité repréfentée par C~ V' D, cette racine ne peut

3 3
étre qu'une quantité de cette forme mv kv k. v n;car fi
Yon fuppofoit qw’elle peut renfermer deux radicaux quarrés ,
le cube. en renfermeroit deux aufli, ainfi qu'on peut le voiz
en cubant ¥ gy A. Mais on voit, par le meme moyen,
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3 \
qu’elle peut renfermer un radical cube, tel que V. Cela pof&;

Rl 3 3

faifons donc V' C+ yD=mV k= VkVn; nous aurons
encubant, C4 vV D=mik4-3m* k ¥n-+3mk n-+knvm
S smEkn-- (;m"k ~“+kn) Vn; égalant donc la pania
irrationnelle , i la partie irrationnelle , NOUS AUTONS. e e v o voa
VD=(3m*k+kn)vn, & C=mi k~3mkn;quarran la
premiere équation & lafeconde, on aura, veviecesccranaca
Doomtbking-émrin* +£2n, & C = k* 4 6m*l> n 4=
9 m* k*n? yretranchant la premiere de ces deux équations, de
la feconde, on a C* —D=mf k*- 3m* k* n+3m*k*n* - k*n’,
ou , multipliant tout par k, C*k—Dk=m’k3 — 3 mé k' n 4=

gm* k¥ a* — k3 n? ; tirane la racine cubique, il vient m* k- n k=
tg it _ C:_D %
VCki=Drk;& par conféquent m* —n= vic r.lﬁ.k;
donc pour que m? — 7 foit rationnel , & par conféquent , pour
que C + v D ait une racine cubique , il faut.que (C*— D) &
foit un cube exaét, ce que I'on peut toujours obtenir en pre-
nant pour £ un nombre convenable ; car £ eft abfolument ar=
bitraire , enforte que fi C>*— D eft un cube parfait, on fera

k = 1. Faifons donc pour abréger V;_f C: —D)k=p; nous
P B Vs L s _

aurons m* — n==p, & par conféquent n=m* — p; fubflituant
cette valeur dans 'équation C =m? k4~ 3 mk 7', il viendra,
apres les réductions faites , 4km? — 3pkin — C = o. Afin donc
que m & n foient rationnels, il faut que la valeur de m tirée de
cette derniere équation ; foit-rationnelle; il faudra donc cher-
cher les divifeurs commenfurables de ceite équation (220),
qui ne peut manquer d’en avoir , i m &in peuvent étre ra—-
tionnels, c’eft-i-dire, fila quantité propafte efb:fufteptible

3 3
d'une racine cubique de la formem v k +v k. V n,
3159 '

Prenons pour exemple , la quantité V io14v 23 nous
avons donc ici C == 20, VD==14 ¥ 2; & parconféquent
C* = 400 & D=392,donc C* —D =8 ceft-i-dire, un cubez
je puis donc faire k = 1. Celapof¢ , jaurai donc V (€C>=Dk

3 : R e ]
Wkt 3 : : y . X b Al
== y/-8== 14 & par conféquent auflli p= 1, L'¢quation

X
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akm? -'rgpim ~C=o, deviendra donc 4m* - ém-2r0 =0 , 40
ei divilant par 2 ; 2m3 — 3 M~ 10 == o; je fais maintenant .

m=— pour fire difparoitre (191 ) le coefficient du premier
: %

ferme ; & j'ai , toute réduction faite, y? — 6y = 40==0, qui

(220) a pour divifeur commenfarable y — 4 3 donc ¥==4»

& par conféquent m = ; or I'équation n == m*—p, donne
3

=gy e doncV 20 + 14V 3 ==1 4= ¥ 3,
3

Prenons pour fecond exemple, la quantité V;?A- 30V 3»
Icinous avons C=5: ,VD=30V ; par conféquent CC=a704,
D =1700;donc CC - D = 4; donc pour que ((;-C =D)k de-

vienne un cube il faut fuppofer k=12 & alors " (CC - D)k
” A 3 L

R S k
ou p, devient ‘—/;- =3 ==1; '"équation gkm* — 3pkm — C=o0,

devient donc 8m’ - ém~ 52 =6 ; faifant 2m =y, onayi-3y=
s2==o0, qui a pour divifeur commenfurable y- 4 ;doncy=4,
& par confEquent m == 1 ; d’ailleurs 'équation 7 == m® — 2
donne:z-;_ﬂ-.;--r::g. Ayantdonc m=1 , ne==72k—a

. ) 3
anauraV‘gz—i—;oV;mm\/z-}—\’z,. V3.
On voit 4 préfent comment on doit fe conduire pour les
quantités plus élevées,

De la maniere d’approcher des racines des
Equations compofées.

226. La méthode que nous alléns expofer pour approcher
de la valeur deVinconnue dans les équations, (uppofe qu'on
ait déja une valeur de cette racine , approchée (eulement juf=
qu'i fa dixieme partie prés. Voyons donc comment on peut
fe procurer cette premiere valeur. Prenons pour exemple ,
Téquatiod %3 —sx - § =0,

Je fubflitie dans cette équation, au lieu de x, plufienrs
nombres tant pofitifs que négatifs , julqu’i ce que deux fub-
flicutions confécutives’ me donnent deux réfultats de fignes
«contraires. Lor(que j’en ai rencontré deux de cette qualité ,
je conclus que la valeur de % eft entre.les deux nombres qui,
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fubflitués au lieu de x, ont donné ces deux réfultats , enforte
que fi ces deux nombres ne different Pun de I'autre que de la
dixieme partie , ou moins de 12 dixieme partie de 'un d’entre
eux , ’ai la valeur approchée que je cherche , en prenant Y'un
ou lautre , ou un milieu entr’eux.

Mais s'ils different davantage , alors jopere comme OR va
le voir.

Je fubflitue dans équation x? — §x =6 == 0 les nombres
Oy 1y2y3, 4y &5 mals e m’appergois bientdt qu’ils don=
ment tous des réfultats pofitifs , & que cela iroit toujours de
méme 3 Vinfini. ‘Cleft pourguoi je {ubftitue les nombres
©, 1,243 , &Cy Ce quime donne les réfultats fnivants 3

SubfFitutionse Réfultats.

O..-o-q-.‘--co---aaoo-oo"‘ 6
"-'lc.o.---o-.oo|.-|-uoooo‘+" 10
_"zr--o-o;cu-loa-nascoc_-lo"i' 8

—3--.--;-.--.-.--.-oc--o_ 6

Je ni’arréte donc A ces deux derniers, & je conclus que I'une
des racines eft entre —2 & — 3. Mais comme ces nombres
différent de 1, qui eft plus grand que la dixieme partie de
chacun, je prends un milieu entre les deux nombres , c’efi=
3-dire, que je prends la moitié — 2 , 5 de leur fomme — 5. Je
fubftitue — 2, § au lieu de x dans Péquation, & je trouve
pour réfultat 425 875, Ceft-i-dire , une quantité pofitive 3
je conclus donc que Ja racine eft entre ==z , § &—3.

Je prends un milieu entre—2 5 § & —33ceft—2,7,€n
négligeant au-deld des dixiemes.

Je fubflitue =2, 7 dans I’équation , au lieu de x ; je trouve
pour réfultat =0, 1835 Ceft-i-dire , une quantité négative.
Donc puifque=—2, 52 donné un réfultat pofitif, & que—2, 7
en donne un négatif, la valeur de x, eftentre=2,5 &~ 2,75
or ces deux nombres ne different que de o ,2 qui eft plus petit
que le dixieme de chacun d’eux ; donc la valeur de x eft (en
prenant un milieu entre deux ) — 26 & moins d’un dixieme
pres.

Ayant ainfi trouvé un nombre qui ne differe pas de ',
d'un dixieme de la valeur de cette meme quantité , je fuppole
¢gal 3 ce nombre plus une nouvelle inconnue 7 ; € éft-a-dire’y
ici, jefuppofe x==—2,6+7; & e fubflitue cette quantité ,
au lieu de x, dans I'équation ; mais comme § eft tout au plus o=
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dixieme de Ia quantité 2, 6; que par conféquent fon quarré ferd
fout au plus la centieme partie du quarré de celui-ci; fon cube
gour au plus la millieme partie du cube de celui-ci , & ainfi de
fuite ; je néglige dans cette fubffitution toutes les puiffances
de 7 au deflus de la premiere; & afin de ne pas faire de calculs
inutiles, je n’admets dans la formation du cubede — 2, 6+
( & des autres puiflances sil y en avoit ) que les deux premiérs
termes que doit donner la regle donnée (149 ).

Pour fubftituer avec ordre, j'écris comme on le voit icis

2= (1, 6 1) = (2,6 ) 3 (=3, 67
—fA S g (=2, 64-7)=—¢ (—=2,6]—5%
- ==—+6
Réuniffant donc, jaurai pour le réfultat de la ubftitution ,
(—2,6 ) 43(—2,6)*3-5.(-2,6)- sy +6=0,0u,en
faifant les opérations indiquées , & les rédutions , 15 , 187+
; 1,414
15 .28
cimales, donne 3 == —o, 09; quantité dans laquelle je ne
poufle la divifion que jufqu’a un chiffre fignificatif feulement,
En général , il ne faut la poufler , que julgu’a autant de chiffres
fignificatifs , ('y compris le premier qu'on trouve) , qu'il y a de
places entre celui-ci, & le premier chiffre de la premiere valeur
approchée de x : ici entre 9 (qui eft le premier chiffre figni-
ficatif du quotient 0,09) & 2 ( qui eft le premier chiffre de 2,6)
premiere valeur approchéede x, il n’y a qu’une place; cleft
pourquoi , je m’arréte au premier chiffre fignificatif 9.

La valeur de x , favoir x =—2,6 + 7, devient donc x =
12,6 —0,09, Ceflt-a-dire , x = — 2,69,

Pour avoir cette valeur de x plus exaGement,, je fuppofe ac«
tuellement X=—1,6941;

J’aurai donc 3= (—2,69)5 4=3(-2,69)%.2

53— 5 (2 69) - 58
- 6 =6

Et par confequent apres les opérations faites, — o0,015109

0,015 109

¥,424=0 ; d’oll jetire 3= — qui en réduifant endé-

16,7083t =0 ,d’0l je tire £ =
2=—0,000904. 16,7083
La valeur de x, favoir x== — 2,69 4 ¢, devient donc
&= — 2,69 = 0,000904 ==—1,689096~
Si I'on veut pouffer plus loin, on fera x =c=1,689096
=+ u, & on fe conduira de la méme maniere,

» qui revient i
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Prenons , pour fecond exemple , Péquation. eesssosessas
Xt gty x—27 = 0.
En s’y prenanr comme ci-deffus , on trouvera que la valeuz
de x approchée 2 moins d’un dixieme prés, eft 2,3.
Je fais donc & = 2,3 7. J'aurai, en (ubftituant, & néglis
geant 3*, 7%, &c.
xt=(2,3)"+4(33)° %
—axd =4 (2,3 )P —12)2,3)" %
—3x=—13(12,3)—3%
17 ==+ 27
Done, toute réduction faite ,=o0.5839—17,8123==0, & pat
0,5839
17,812
mes , par la méme raifon que ci-deflus. La valeur de x eff
donc x = 2,3 — 0,03 = 2,27.
Pour approcher davantage , je fais x ==2,27 + ¢, & fubfti-
tuaﬂ:, ]’aurai.-...-..--u--........... sesssssssarenn
xt=(2,27)*+4(227)' ¢t
—gri = 4 (2,27 )3 —12(2,27)¢
—3x ===—3(2,27) —3¢
+ 27=+ 27
Donc, toute réduion faite , —0,04595359" 18,046468 =03
0,04595359 __
18,046468—

coniéquent  =— =—0,03 ; je me borne aux centie=

&’oli Pon tire t ==— —0,001§ 4 & par conféd

quent x=1,2675. .
Réfléxions fur la Méthode précédente.

127. La méthode que nous venons d’expofer , & qui eft dile
3 Newion, exige , comme on vient de le voir , que l'on trouve
deux nombres, qui, (ubftitués dans I'équation, donnent deux ré-
fultats dont ’un foit pofitif & l'autre négatif. Nous avons dit
qu'il y auroit tovjours une racine de I’équation qui feroit com=
prife entte les deux nombres qui ont donné ces deux réfuleats 3
& cela eft facile & voir. Car fi Pon fuppofe quela plus petites
wvaleur de x foitre préfentée par a, & que celle qui eft immédia~
tement plus grande, foitd, en forte quex—a & x—>b foient
deux falteurs de I’équaticn , il eft vifible que fi au lieu de x on
fubftitue un nombre pofitif plus petit que a, x—a devient né~
gatif. Et fi U'on fubftitue un nombre pofitif plus grand que &,

SCD LYON 1




i54 - Couwrs

mais plus petit ?ue 8, x—a deviendra pofitif ; & le produit des
autres fadteurs fera de méme figne que dans le premier cas;
doric puifqu’il n’y a que le fateur x — a quia changé de figne ,
alors, le produit total changera sfirement de figne. On dé-
shontreroit la méme chofe , fi le pluspeit fateur, au lieu d’etre
Xx—a, étoit x4-a , mais en fubftituant des nombres négatifs.

Mais ne peut-il pas arriver qn’il n’y ait aucune valeurréelle ,
foit pofitive , {oit négative , qui fubftituée pour x , donne deux
réfultats de figne contraire ?

Cela peut arriver dans trois cas; 1°, lorfque les racines font
égales deux 4 deux , quatre i quatre , &c.

2° , Lorfque toutes les racines ont imaginaires.

3°, Lorfqu’elles font en partie imaginaires & en partie égales
deux 4 deux.

Par exemple, une équation qui feroit form#e de ces quatre
falteurs x-a, x-a, xb , x:b, c’eft-i-dire , I'équation ( x-a)*
x.( x—b )* ==o , ne change jamais de figne , quelque valeur
qu’on mette pour x, foit pofitive,, foit négative. En effet , foit
que x—a fvit pofitif, foit qu’il foit néga[iig, {on quarré eft tou-~
jours pofitif, Il en eft de meme de x—¢.

Quant au cas ol toutes les racines font imaginaires , il eff
évident qu'il n’y a aucuns nombres réels i fubftituer pour x qui
puiffent donner deux réfultats de figne contraire ; car fi cela
arrivoit , la valeur de x feroit donc entre ces dedx nombres
réels; elle feroit donc réelle ; ce qui eft contre la fuppofition,

Enfin le troifieme cas fiit immédiatement des deux que nous
venons d’examiner.

Que doit-on donc faire alors , pour avoir les racines ? C’eft
ce que nous allons examiner,

De la maniere d'avoir les racines égales
des équations.

228, Pour avoir les racines égales qu'uneéquation peut ren-
fermer , multipliey chaque terme par lexpofant de x dans ce
mémeterme , & diminuey cer expofant, d'une unité'; vous aurey
unenouvelle équation. Cherchey le plus grand commundivifeur
entre cetre derniere, & [Pégquation propofée , il fera compofe
des racines égales de celle-ci , mars élevees d une puiffance
moindre d'une unité. -

Par exemple, 1'équationscessasessarsscararsssnesesy
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%t —1ax’ 4 a’x* —22*x+a*bt=o
— 25x} 4+ gqabx? — 2ab*
-+ bix? '
efl le produit de (x =——a)?* par (x = b )%,

Si vous multipliez chaque terme par l'expofant de 2 , &
fi vous diminuez l'expofant, d’une unité, vous aurez, en
faifant attention que I’expofant de x dans le dernier terme,
en zcro’..Il‘..-l..‘.lIlI’.‘.'.U‘I..I'.‘.".l....

4% — 6ax* 4 2a*x — 2a*h = o, équation dont le di~

— 6bx* 4 8abx —21ab*
- 2b2
vifeur commun avec ’équation propofée, eft x* —a x4 ab 4
—bx

qui n’eft autre chofe que (x — a) (% — 5) dans lequel on voit
les mémes faleurs que dans ( x— )% x (x — b )?, avec cette
différence feunlement que dansce commun divifeur, ilsy fone
i une puiffance moindre d’une unité. Voici la démonftration
de cette regle.

Nous: avons vu (149 ) ques sec ot viasnsisssssascral

(x+B)"ma™ 4 m. ™ b e — %™ pA
-3
. m-1 m-2
. SRy
Concevons que dans le fecond membre, on multiplie chaque
terme par l’expofant de x, & qu’on diminue cet expofant d’'une
BOIE 5 OB ANER s ois sllih sdc 0 s sd s von s sonsbnabonssnetyssn

x™ =3 b3,

in =1

: me 2 s
mx +m.m=1x bepmi—— em-2,
3

m=1 m-2
.

2
Or cette quantité n’eft autre chofe QUEesevscrsesesconas

-2
x”‘"b‘

x® 1p bm, .m-3.x"" b &c.

L =
m(x?" el x™ " h-m -1,

mey o huumeg %™ " 4 b3 &e,

[]

2
c'eft-d-dire (149), qu'elle eft précifément m (x + B)™* %,
Concluons donc que lorfqu’on multiplie les termes qui
compofent la puiffance m dn binome x -+ 5, chacun par I'ex-
pofantde x, dans ce terme, ce produit eft précifément la pui=
{ance ammédiatement inférieure ,'multipli¢e par U'expofant de
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puiffance a@uelle, La regle eft donc démontrée pour 1¢
12 o toutes les racines font égales,

Suppoefons aGucllement que 'on ait (x5 )™ x (x4 d)"
en développant de méme (% +5)™ & (x 4- d)", & multip'i-
ant les deux réfultats I'un par l'autre; fi vous multipliez en-
fuite chaque terme , par 'expofant de x, vous trouverez de
méme par le calcul, que le réfultat n’eft autre chofe que
m(x==b)"""x(x~+ dff +n(x+4+b)"x(x~dP"",
dont le commun divifeur avec (x = b)™ x (x + dyr eft
(x+b)"""'x(x~+4d)""' & ainfi de fuite, quelque foit
le nombre des faGeurs x + b3 x +d, &c. -

De la maniere d’avoir les Racines imaginaires
des Equations. :

229. Quoique les racines imaginaires des équations , foient
fufceptibles de bien des formes différentes felon le degré de I'¢-
quation , néanmoins on peut les ramener toutes i cette forme
&= a-pby — . a & b érant de quantités réelles pofitives ou né-
gatives, Ladémonfiration rigoureufe de cette propofition, nous
meneroit trop loin : onla trouvera dansles Mem. de I’ Acad, de
Lerlin, an.1746,001 M. d’Alembert, Auteur de cette démonfira-
tion, fait voir qu’en méme-temps qu’une des valeurs de x peut
étre repréfentée par a~b y—1, il y en 2 une autre qui doit
€tre exprimée par a—b v'—1 3 d'ot il fuit 1°, qu’il n’y 2 que
les équations de degrés pairs qui puiffent avoir toutes leurs ra-
cines imaginaires.

2°. Qu’une équation qui a toutes fes racines imaginaires , eff
décompofable en fatteurs du fecond degré de cette forme
(x—a—bV —1 ) % (x—a+b V—1: ceft-a-dire, en fac-
geurs réels du (econd dégré ; puifqu’en faiant la multiplication,
on ax*—zax--aa--5 ; quantité ol il n’y a plus dimaginaires,
Donc, lorfqu'une équation a toutes fes racines imaginaires,
fi l'on cherche a la décompofer en facteurs du fecond dégré tels

ue x* + gx —+ A , [ ceque l'on fera de la maniere qui a été
indiquée(223) ], ’équationen / aurasirementquelques racines
xéelles ; donc on pourra toujours avoir ces racines, au moins
par approximation. Donc dans quelque équation que ce foit,
on peut toujours avoir les racines [oig réelles , foit imaginaires ,

U meins par approximation, >
¥ Sah B SECONDE
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SECONDE SECTION;

Dans laguelle on applique I’ Algebre

a Z’Ari:izmé‘rigzze & a la Géombérrie.

23 0. D AN s le petit nombre d'applicas
tions que nous avons donndes dans la Sec
tion précédente , on a dit remarquer que
lorfqu’une fois une queftion a été mife en
équation , ce qui refte 2 faize pour parvenir
a la réfolution , eft unif'orr;il% pour toutee les
queftions du méme degré. Tout fe réduic &
dégager I'inconnue ou les inconnues ; & cela
fe faic par des regles qui font toujours les
mémes,quelque différentes que puitlent étre
d’ailleurs les quantités que 'ona & confidérer
dans chaque queftion, & quelque différentes
que foiene elles-mémes cesqueftions,pourvu
qu’elles foient du méme degré.

Ces regles difpenfent de beaucoup de rai-
fonnementsqu’onauroic faire fi 'on vouloit
fe paffer du fecours des équations ; raifon-
nements qui, indépendammenc de leur nom-
bre, feroientencore fouvent par leur nature,
au-deflus des efforts ordinaices de Vefprit.

ALGEBRE,
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Nous avons faic preffentir aufli, parquel- i

ques exemples, combien il roit avantageux

de repréfenter, par des fignes généraux ,

chacune des quantités qui entrent dans une .
ueftion , ainfi que les opérations que l'ona
3 faire fur elles ; mais indépendamment des \

avantages que nous avons vu devoir réfulter
de cette méchode , il en eft encore un grand
nombre d’autres que nous allons faire con-
noitreé en préfentant les ¢quations fous un {
point de vue plus érendu que-nous ne avons
fait jufqu’ici.
L orfque I'on a repréfenté d'une maniere
générale chacur‘ﬂdes quantités , foic con-
nues , foit inconMes, qui entren: dans une
queftion , & que lon a exprimé , par des
équations , toutes les conditions qu’elie
renferme , on peut alors abandonner tota-
Jement de vue la queftion, pour soccuper ’
vniquement de ces ¢quations & de Pap-
lication des regles qui leur conviennent,
Alors fi on a bien préfent a Uefpric ce que
Yon eft convenu d’entendre , foic par les
fignes, foic par la difpoficion des lettres ,
chaque équation devient, comme un livre ,
ot Pon peut lire , avec pius de facilité,, les
différents rapports qui lient les quantités les
unes aux autres, On peut, par différentes ap»
glications des regles expofées dans la pres
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miere SeQtion, donner 4 ces dquations de
nouvelles formes qui rendent encore ces
rapports plus faciles a faifir. En un mot ,
on peut les confidérer comme le” dépée des
propriétés de ces quantités, & des folutions
générales d’'un grand nombre de queftions
qu'on n’avoit point en vue, qu’on ne foup-
connoit pas méme tenir de fi prés a la quef=
tion principale.

En effet, puifque les regles qui fervent &
trouver les valeursdesinconnues, ont toutes
pour objet de ramener chague quantité in-
connue-a former feule le premier membre
d’une équation dont le fecond feroit com=
pof¢ de toutes les autres quantitds, & que
cesregles fontévidemmencapplicables 4 cha-
cune des quantités qui encrent dans ces ¢quas
tions, il eft vifible gu’en peut toujours, pat
ces mémesregles, parvenir 2 avoir feule dang
un membre , Fune quelconque des quanticds

qui entrent dans une équarion, & n’avoir

que les autres dans le fecond membre. Alors
on cft dans le méme cesque i 'onavoiteu 3
réfoudre la queftion od téutes ces dernieres
feroient connues , & icelle-13 , feule, incon-
nue. On voit donc qu'une méme équation
réfout autant de queflions différentes qu'elle
renferme de quantités diffiérentes. Rendons
cela fenfible par des exemples.
R jj
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Propriétes géncrales des progre(frons
arithmétiques.

23 1. Nous avons vu (Arith. 206),

]

qu’un terme quelconque d’'une progreflion
arichmétique croiffante éroir compofé du pre-
mier , plus autant de fois la différence com~
mune , quily a de termes avant celui que
P’on confidere.

S donc on repréfente par ¢ la valeur nu-
mérique du premier terme ; par ., ceile du
terme dont il s'agit; par d, la différence
commune , ou la raifon de la progreflion;
& enfin par n, le nombre total des termes :
alors le nombre des termes qui précedent
Je terme u 5 fera exprimé parn— 1 ; & la
propofition que nous venons de citer pourra
fe traduire en langage algébrique, par cette
équationu==a - (7 —1) d, qui réfout la
queftion ol connoiffant la raifon d d’'une pro-
greflion, lenombre 12 des termes, & lavaleur
a du premier, on demanderoit quelle doit
écre la valeur du dernier .

Mais puifqu'il entre quatre quantités dans
cette dquation, je dis qu'elle réfout quatre
queftions générales. Eneffet,

1°, Si l'on regarde a comme linconnue ,
& que l'on en cherche fa valewr, fuivant les
regles de la premiere Sellion, on aura
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& =u — (n— 1) d, qui nous apprend que le
premier terme d’une progreflion arichméci-
que croiflante fe trouve en retranchant du
dernier u, la différence d prife n — 1 de fois,
ceft-a-dire, la différence prife autant de fois
moins une qu’il y a de termes en tout.

2%, Sil'on regarde 2 comme Vinconnue ,
Péquation u==a~+ (n— 1) d, quin’eft aucre
chofe que u =a—+ nd— d, donne en tranf:
pofant, nd=u—a--d, & en divifant .

& u—a--d S st

= —— = — —+ 1, qui'm'apprend que

connoiflant le premier terme a, le dernierz
& la raifon d, d'une progreflion arichmé-
tique, je faurai combien il y a de termes 3
en retranchant le premier du dernier, divia
fant le refle par la raifon d , & ajoutanc une
unité au quotient. Par exemple , (i je fcais
que le premier tggme d’une progreffion ¢t &y
le dernier 37, ila diffiérence 2 ; de 37 je
retranche s, ce qui me donne 32 qui érane
divifé par la diffiérence 2, donne 16 auquel
ajoutant 1, j’ai 17 pour le nombre des termes
de cette progreffion,

3°, Enfin, i je regarde d comme I'in-<
connue dans I'équation & = g — (77 — ) d,
Jaurai, en tranfpofant, (r—i1)}d=u—g,

15 s 2 __u—a P

& endivifant parn— 1,d = ~—» qQui m’ap-

prend que pour connoltre la différence qui
Rij
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doit régner dans une progre(fion arithmé-

tique , dont le premier terme, le dernier & lo

nombre des termes font connus , il faut re-

trancher le premier du dernier , & divifer

I¢ refte par le nombre des termes moins une

Cette regle revient 3 celle que nous avons

donndes (Arith. 209 ) pour trouver un poms

bre déterminé de mioyennes proportion-

nelles entre deux quantités données. Nous

avons dit qu'il falloit recrancher la plus petite

de la plus grande , & divifer le refte par le
nombre des moyennes augmenté d'une unité,

ce qui eft évidemment la méme chofe, puil-
que te nombre des moyennes eft moindre de
deux unités que le nombre total des termes’
de la progreflion.

La feule équation u=a—+ (1~ 1)d,
nous donne donc la réfolution de quatre quel-
tions générales, c'eft-a-dige, nous met en
érac do réfondre celle-ci qui les comprend
routes quatre : de ces quatte chofes, le pre-
mier terme , le dernier, le nombre des termes
& la différence d'une progreflion arichméri-
que , trois quelconques drant connues , trous
ver la quatrieme.

2 3 2. Toute autre propriéré générale,
énoncée aufli d’une maniere générale , nous
conduira par les mémes moyens, a la réfo~
lution d’autant de queftions différentes qu'il
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entrera de quantités dans I'énoncé de cetre
propriéeé. _

Par exemple , c’eft encore une propriéeé
des progreflions arithméiques, que pour avoir
la ﬁm‘ne de tous les termes de quelque progref-
Son arithmectique que ce foir il faur ajouter le
premier-terme avec le dernier , & muliiplier le
refultar par la moitié du nombre des termes.

Ainfi, pour avoir la fomme des cent pre=
miers termes de la progrefiion = 1. 3. 5. 7.
&c. dont le centicme eft 199 :audernier 199
Jajouterois le premier terme 1, & je multi-
plierois le réfultac 200, par yo, qui eft la
moitié de 100, nombre des termes., ce qui
me donne 10000 , pour la fomme des 100
premiers nombres impairs.

Nous allons démoritrer cette propriéeé
dans un inflant ; mais pour ne point perdre de
vue notre objet, {i en confervant les mémes
dénominaticns que ci-devant , nous nom-
mons , de plus , s la fomme de tous les ter-
mes ; nous aurons pour la tradulion algébri-

. p B n
que de cette propriéeé s==a~u) x .

Cette équation nous met en éeac de ré-
foudre cette queftion générale qui en com~
prend quatre. De ces quatre chofes , le premier
terme , le dernier , le nombre des termes , & le
Jommede rous les termes d uneprogreffion arith-

R iv
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métique , trois étant cannues , trouver la 4me]
En effet , 1°, fi Pon connoita,u & 7,

; : . .

I’équation donne immédiatement la valeur

de s. 2°, Si I'on connoit a, # & s, pout

avoir z, on chaffera le divifeur 2, & I'on

aura 25 = (@—1) X7 Ou (@ 1) X n===25;

4 . . 25 .
& en divifant par a—+u, n=— équation
a-u

o 1 eft connu, puifqu’on fuppofe que I'on
connoit les quantités @, u & s qui entrent
dans fa valeur. 3° & 4°, Sil’on connoit a, s
&n,ouu,s&n,8&quelon veuille avoiruz

ou a, on reprendra l’équation s~—(a+u)xf'
) 4 9 2 ]
chaffant la fraQtion, on a2s == (@ +u) X 13

-

. . . 5 LI
divifant par 7, il vienta =+ 2= 7 d’oul’on

n
tire u= - — a, qui fatisfaic a la premiere
queftion, & a=:';: — 1, qui fatisfaic a la
feconde.

Démontrons maintenant la propriée¢ que
nous venons de fuppofer.

Il et évident que fi nous continuons dere-
préfenter le premier terme par 4, & la diffé-
fence par d, nous pouvons repréfenter toute
progreflion arithmétique croiffante par la fui-
vante —a. e+-d a+2d.a+3d.a+4d.a~+5ds
g+ 6d, &c. Concevons que, fous cette
progreflion arithmétique , an faffe répondre
terme pour terme , la méme progreflion 5
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mais dans un ordre renver{fé , onaura .. ..

%-a.a-kd.a-;—-zl-{— 3d.a-4-s4d.a—~sd.a—+ 6da
S—a+46da—+ sd.a+ 4da~+3d.a+ 2da-+d.a.
Comme ces deux progreflions font égales 4
il eft évident que la fomme des termes de
Pune des deux, eft la moitié des deux réu=~
nies ; or fil’on y fait actention, on voit queles
deux termes correfpondants font & doivent
toujours faire une méme fomme, & que cette
fomme eft celle du premier & du dernier
terme de la premiere progreffion, réunis ;
donc la totalité des deux progreflions fe trou-
veraenajoutantle premier & le dernier terme
del'une, & prenant ce réfultat autant de fois
qu’il ya determes; donc pour I'une feulement
de ces deux progreflions , il favdra ajouter le
premier & le dernier, prendre ce réfulcac ,
feulement moitié autant de fois qu’il y a de
t:rmes, c'eft-a dire, le multiplier par la moi-
tié du nombre des termes.

2 3 3. Les huit queflions génfrales que
nous venons de réfoudre, tiennent donc
a deux principes feulement, favoir, celui
que nous avons €noncé ( 231 ) & celui que
nous avons énoncé ( 232 ). Et puifque leue
réfolution fe tire immédiatement des deux
équations qui font la tradution algébrique
de ces deux énoncés, on voit comment, 3
Vaide de I'Algebre ; on peut faire découler
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d’une méme fource toutes les vérités qui en
dépendent.
Quoique ces propriétés ne {uient pas
toutes également utiles, cependant comme
elles font fimples, elles en font d'autant
plus propres a faire bien fentic l'ufage des
équations. C'eft pourquoi nous continuerons
d’expofer cet ufage , en les prenant encore
pour exemple.
Dans ce que nous venons d’expofer, nous
n’avons confidéré qu’une feule équation a
la fois, Mais {i deux ou un plus grand nom-
bre d’équations qui expriment des propriétés
différentes de quelques quantités, fe trou-
vent avoir quelques-unes de ces quantités
qui leur foient communes, alors on peut
encore en dériver un trés-grand nombre
" d’autres propriéeés , & cela avec une tres-

grande facilité. Par exemple, les deux équa-
- tions fondamentales des progreflions arich-
métiques , favoiru=a—+(n — 1)d & s=
{a—-u)x %, ont trois quantités communes

entrelles , fcavoir a, u & n. Si l'on prend
ficceflivement dans chacune de ces deux
équations la valeur de I'une quelconque de
ces troic quantités, & fi 'on égale enfuite
ces deux valeurs, on aura une nouvelle
équation dans laguelle cette quanticé ne fera
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plus, & qui exprimera le rapport que les
quatre autres ont entr elles, indépendam-
ment de celle-12. Par exemple, {i je prends
dans chaque ¢quation la valeur de a , yaurai
ces deux valeurs a=u— (n—1)d, &

25 e <
a=-——u; donc en égalant , yauraiz —

(n—1)d= 155 — u, équation de laquelle;

en confidérant fucceffivement z,n,d& s
comme inconnues , je tirerai, comme ci-def-
{us , quatre nouvelles propriézés générales
des progreflions arithmétiques. Par qxemple,

en regardant s comme inconnue, j€ tireral
wnu—n.(n—1)d

s = = qui me donne le moyen

-

de connoitre la fomme d’une progreflion
arithmérique, parle moyen du dernier terme,
de la différence , & du nombre des termes,
puifqulil n'entre’que ces trois quantités &
des nombres connus, dans le fecond membre.

Si au lieu de chaffer ou d’éliminer a, nous
euffions éliminé z, ou 7z, nous aurions
eu , de méme, pour chaque élimination,
une nouvelle équation qui auroit renfermé
quatre des cinq quantités @, u, n, d,s: &
en confidérant fucceflivement chacune de
ces quatre quantités , comme inconnues , on
tireroit de chague nouvelle équation quatre
nouvelles fofules, qui font autant d'ex~
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preflions différentes des quantités a, z, n, d,s3
expreflion dont chacune a fon utilité parti-
euliere, felon que dans la queftion qu’on pro-
pofera relativement aux progreflionsarithmé-
tiques , on connoitra telles ou telles de ces
quantités. Parexemple , {i Pon me demandoit
1a fomme de tous les termes d’une progreffion
arithmétique , dont on me feroit connoitre,
le premier , la différence , & le nombre des
termes ; alors comme le dernier terme m’eft
inconnu, j’éliminerois z, & j’aurois une équa-
tion qui ne renfermant plus quea,n,d & s,
me feroit aifément connoitre s.

Concluons de-1a que les deux équations

u==a—+ (n—1)d & s= (a+u)x— donnent

ta réfolution de toutes les queftions qu'on
peut propofer fur les progreffions arithmé-
tiques, lorfqu’on y connoit, immédiatement,
trois des cinq quancités a, u,n,d,s.

Donnonsiciquelques applications des pro-
greflions arithmétiques.

2 3 4. Suppofons qu'on demande combien
la bafe d’une pile triangulaire de boulets ,
dont le coté feroit de 6, contiendroit de ces
boulets.

Il eft facile de voir que le nombre des
boulets de chaque bande parallele au c6té 6
( Fig. 2), va en diminuant @ncinuellement
de 1 & feréduitenfind 1, 2°, Que le nombre
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des bandes eft 6. Donc il s’agit de trouver
la fomme des termes d’une progreflion arith~
métique dont le premiereft 1, le dernier 6 ,
& le nombre des termes 6. J'ajoute donc le
premier 1 avec le dernier 6, & je multiplie le
réfultac 7, par 3 moitié du nombre des ter-
mes, ce qui me donne 21 pour le nombre
des boulets de la bafe de la pile.

2 3 §.Nousavons vu, en Géométrie , que
pour avoir la furface d'un trapeze, il falloit
ajouter les deux co6tés paralleles , & muldi-
plier la moitié de leur fomme , par la hauteur
de ce trapeze. On peut démontrer certe
méme propofizion par le principe que nous
venons de donner pour fommer une progref=
fion arithmérique. En effet , on peut fe re=
préfenter le trapeze ABDC ( Fig. 3) comme
compof¢ d’un nombre infini de trapezes infi-
niment petits , tels que bcih ,cdki. Or
il eft facile de voir qu'en fuppofant tous ces
petits trapezes de milme hauteur , chacun
differe de fon voifin"toujours d’'une méme
quantité , favoir, du petit parallélogramme
cefg, entirant ce & b fparalleles a /£ ; cac
gfkieftégalabgih, & cdeeftégalabeg,
enforte que le trapeze cdki, ade plus que
le trapeze bchi, le petit parallélogramme
cefg , qui fera toujours de méme grandeur ,
tant qu'on fuppofera ces trapezes de méme
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hauteur. Cela édant , tous ces trapezes fora
mentdoncune progreflion arithmétique dont
le premier terme eft letrapeze contigua A B
& le dernier eft le trapeze contigu 2 CDj3
donc pour avoir la totalité de ces trapezes,
ou la furface dutrapeze ABDC, il faut pren=
dre les deux petits trapezes extrémes & les
multiplier par la moitié du nombre de tous
Ies trapezes ; mais comme 0n les fuppofeinfi-
niment petits, on peut prendre a laplace des
deux trapezes extrémes , les deux lignes AB
& BD ; & pour le nombre des trapezes, on
peut prendre la hauteur 1H; i} faut donc mul-
ciplicr la fomme des deux lignes AB & CD,

ar la moitié de la hauteur I, ou la moitié
de 1a fomme des deux lignes 4B & CD , pax
1a hauvteur IH. D’ou P'on voit que i AB eft
zéro , auquel cas le trapeze dégcnere en
eriangle , il faudra multiplier la bafe de ce
triangle , par la moitié de fa hauteur ; ce qui
s'accorde parfai:eme& avec ce que nous
avons démontré en Géométrie.

De la fommation des puiﬁ'mces des
termes d une jvrogreﬂiorz Arithme-
1rque guc[co;zgrze.
~ 236. Onvientde voir que le principe
de la fommation des termes d’une progref=
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fion arithmétique peut avoir quelques appli=
cations en Géométrie. Il en*a encore dang
plufievrs autres rencontres. Il eft, par exems
ple, la bafe de la fommation des quarrés
des cubes, &c, destermesd’une progreffion
arithmétique ; & la fommation de ces puif-
fances a aufli fon utilité. Nous allons nous
en occuper un moment. Maisauparavant, il
eft a propos de faire obferver que quand on
fe propofe de fommer une fuite de quantités
qui croiffent ou qui décroiffent fuivant une
loi connue, ’'objeteft de décermineriafomme
de ces quantités par la connoiffance de quel-
ques-unes d’entr’elles, de leurnombre, & de
la quantité qui marque la loi deleur augmen-
tation ou de leur diminution.

Pourréfoudre cette queftion, on peut tous
jours , comme pour tout autre, faire ufage
du principe que nous avons donné (67 ).
Mais comme ce principe fuppofe que fi I'on
connoiffoit la quantité cherchée, on feroit
en érat de la vérifier, ce qui ne peut fe
faire fans connoitre au moins quelques-unes
de fes propriéeés , eflayons donc de trouver
les propriétés des fuites des quarrés, des
cubes, &c, desnombresen progreflionarichs
métique. _

Soient donc a, b, ¢, d, &c., plufieurs
nombres en progreflion arichmétique dont
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1a différence 6it r. On aura 1°,b=a =7y
c=b+r,d=c+r,e=d+r.
2°. En quarrant,, on aura 4" =a* =+ 2ar -
P, =0r+2br+r, d=c"—+2¢cr+
rr, e =d42dr+r.
3°. Encubant, onaura, b’ =a’ -+~ 30°7 =
gar*—-r}, =1 +-30*r4-3br"4-r*y =+
361 = 3¢ A=}y =+ 3d’ r=13dI*+ .
Sil’on ajoute maintenant les équarions des
quartés , entr'elies , & celles des cubes aufli
entr’elles , on aura, aprés avoir eifacé les
termes égaux & femblables qui fe trouveront
dans différents membres, 1°, ¢* = a* -+ 2ar
o 2br = 207 = 2dr - 41" ou & ==a’ 421
(a~+ b= c—-d) +4r*; & Yon voir qu'en
général (i le nombre des quantités a, b, ¢, d,
&c, éroir marqué par 7, que la derniere foc
marquée par #, & la fomme de toutes ces
mémes quantités, par s’, on auroic 2’ =a"
427 (8 — u) 4 (n—1) I, cex 2r eft mul-
tiplié par toutes les quantités a, b, ¢, &c,
excep:é la derniere, & 7* eft ajouté a lui-
méme autant de fois qu’il y a d’équations,
Ceft-3-dire , autant de fois moins une qu’il y
a de quantités a, b, ¢, &c. Or cette €qua-
tion renfermant &/, il eft aifé d'en tirer la
valeur de cette quantité , & par conféquent
Vexpreflion de la fomme de tous les termes
&’une progreflion arithmétique, Cette valeur
de
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de s’ eft 5'= “!_“1;(”“1"1:+ .

22, Si P'on ajoute de méme les éqpations
des®Bbes, on aura, aprés avoir effacé les
quantités femblables & égales qui fe trou-
veront dang différents membres e*=a’—+-34%r
“F 30 r -3¢ r A= 3d°r A= 308 - 35+ 301%
- 3dr* + 477,

Ceftadire, @ —=a’+37 (a4 b*+c*+d*)
==3r* (a4 b=+ c+d) + 4, ot I'on voie
que la quantité qui multiplie 3r, eft la fomme
de tous les quarrés excepté le dernier; que la
quantité qui multiplie 37, eft Ia fomme de
toutes les quantités excepté la derniere , &
qu’enfin le cube /* a’'été ajoutd A lui méme
autant de fois qu'il y avoit d’équations, c’eft-
a-dire, autant de fois moins une qu’il y ade
quantités ; par conféquent , en général , & en
nommant 5", la fomme des quarrés, u le der-
nier terme , on aura u* = a} 437 (s’ —y* )
=3t (s’ —u) 4+ (n—1) 7,

Donc , connoiffant le premier terme , le
dernier, la différence r & le nombre des
termes , on pourra avoir , par le moyen de
cetee €quation , la valeur de s, c’eft-A-dire ,
de la fomme des quarrés; car la quantité 5’ 2
€té déterminée ci-deffus.’Si donc on fub-
fticue pour ¢/, fa valeur, on aura u? = o* 4=

3r (:s.ff__uz) 3 37 (u’~ a@*-n-1.r?
ALGEBRE,

1 e T, 3
o -7 I.F,’
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ou 21} = 2a} = 678" — 6ru* = 3ru®— 3ra’

—3ufg—1.0 2.0 =11 qui_aprés
les opérations ordinaires, donne . .
2l —2gdeb gt - 3rat =n—1. 3

'.S” —

ar

Si I'on prend de méme les quadliemes puif
fances des équations b=a-r,c="b—+r &c,
qu’on les ajoute & qu’on les traite de laméme
maniere , on trouvera de méme la fomme des
cubes. On s’y prendra de méme pour trouver
1a fomme des puiffances plus élevdes.

237. Donnons maintenant quelques
applications de la fomme des quarrés.

Si l’on fuppofe que la progreflion arithmé-
tique dont il s'agit, foit la fuite naturelle des
nombres , & commencer par Punité, c'eft-a-
dire , foit 1, 2, 3, &c.

Alorsonauraa=1v,7=1 & u=n; car

en général, et =a-+n—1.7, qui de-

vient ici,u = 1 -+n—1=1. La valeur de
« 2=z e = it —1

5" deviendra donc s” == 36 - &

wd-3nin (a3 n-1}

ceft-adire, s = ; =7 =

»

n-f-1.:n-41

6
Suppofons maintenant qu’on veut favoir
combien il y a de boulets dans une pile
quarrée dont on connoit le nombre des bou-’
lets d’un des cotés de la bafe. Il eft évidens

=M. =
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que cetee pile eft compofée de rangs parale
lelesa la bafe qui font tous des quarrés dont
le coté va continuellement en diminuant
de 1 a compter de la bafe, ou en augmen-
tant de 1 & compter du fommet. La totalicd
eft donc la fomme des quarrés de la fuite na-
turelle des nombres, prife jufju'au nombre
72 qui marque le nombre des boulets d’un
des cdtés de la bafe: cette totalité eft done

.

nel=p=1,2 14+ 1

exprimée par ; Cefl-a-dire, que
pour l'avoir, il faut fuivre cecte regle . . .,
Aunombre des boulets dun des cétés de la bafe
& afon double ajoutez un ; multipliez lgs deux
réfultats Lun par lautre , & leur produir par
le nombre méme des boulets ; & prenez le fixie-
me de ce dernier produit. Par exemple , fi la
pile quadrangulaire a 6 boulets de coeds; 36
& a fon double 12, jajoute 1, ce qui me
-donne 7 & 13, qui multipliés 'un par autre
font 91 5 je multiplie celui-ci pag 6, ce qui
fait 46, dont le fixieme 91 €t lenombre des
boulets de la pile.

Lorfque la pile n’a point pour bafe un
quarré , mais un parallélogramme , il faut Ia
concevdir partagée en deux parties ( Fig. 4 )
dont 'une eft la pile quadrangulaire done
nous venons. de parler , & dont laurre eft

wn. prifme dont on évaluera la toralité des
S ij
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boulets en multipliant le nombre des boulet¥
contenus dans le triangle FBG par le nombre
des boulets de 'arréte BC. Quant au nombre
de boulets contenus dans Jetriangle BGF,on
Vaura en multipliant la moiti¢ du niombre des
boulets du c6té FG par ce nombre augmenté

e1.

2 3 8. Mous avons vu en Géométrie que
pour avoir la folidit¢ d’une pyramide ou d’un
cone quelconque, il falloit mulciplier la fur-
face de la bafe, par le tiers de lahauteur. On
peut le démontrer auffi par la formule de la
fomme des quarrés, Mais auparavant, il faut
remarquer que (i danslaformule cov s veeea

——
fHen—p=1.2n-41

§"= , on fuppofe que le nom-

bre 2 des termes eft infini , cette formule fe

r . 1 ?1; .
1éduitd s” == ou a caufe que =17, ainfi
F un
uve nous l'avons vu ci-deflus, s/ = —
Y ’ ;

—y* .2, Ep effet, fuppofer que 7 eft infini,

Ceft fuppofer qu'ilne peutplusctre augmenté
par aucune quantité finie : ainfi pour que le
calcul exprime la fuppofition gee I’on fait,
que 7 eft infini, il faut néceflairement regar-
der n—+1 & 1, comme étant la méme chofe
& an-~1 & 2n, comme étant aufli égaux
entr’eux : alors la formule. < ¢« v v 0o e

n.mn.w

N —
fe change en s" =——

” * p.nf1.2n-1




“-—=’l:—== ’i—; =:rz’x—;i, ou =7 = ent
mettant p(;ur n fa valeur u, dans »*.

Cela pofé, nous avons démontré ( Géom.
202 ), qu’en concevant une pyramide comme
compofée de tranches paralleles ala bafe, ces
tranches €toient entr’elles, comme les quar-
xés de leurs diftances Sz au fommer (Fig. 5 );
donc en concevant la hauteur partagée en
une infinité de parties égales, les diftances
fuivront la progreflion naturelle des nom-
bres, & les tranches fuivront celle de leurs
quarrés: donc la fomme des tranches fe
trouvera de la méme maniere que celle des

7t . .
quarrés ; or la formule s” =u* . =, fait voir

qu’il faur muliplier le dernier des quarrés,
par le tiers de leur nombre; il faur donc,
pour avoir la fomme des tranches, mulci-
plier la derniere , c’eft-a dire ; la bafe , par le
tiersdu nombre des tranches, c’eft-a-dire 2
par le tiers de la hauteur.

239. Sil'on veut avoir la formule générale pour la (omma<
tion des puiffances des termes d’une progreflion arithmétique
quekonque,iiﬁutrenmrquerqu%n geénéral on aura,, ..., .

m-1 ¥ m-1 m-2
e"=d"md™  yey — d™ ri4m —o, 7 d™"irt 4 &e,
L Z
e m-1 m-1 m-2
=A™ Pty (" e, L s s =+ &ca
2 2 3
: i m-1 2 m-1 m-z Al
=5 -m " ‘r+m.T 5”‘"‘r'+m.-—; % b™7r 4 &ea

ses.

S iij

De MATHEMATIQUES. 277

SCD LYON 1



278 CouUrs *
m-1 m-1 mer
Vr—a® - a™ " e — @ — a™ irtq-8ees
1
& par conféquent, en ajoutant, réduifant & repréfentant pat
B G em fenTE & la fomme des puiffances m —1,
-2, m-3, &C, de tous les termes, & par u le dernier terme,
en aura en géndral. i . oeie i teiiiotiaesaecasciess

2 4 g S PR
a® =a” 4 mr ft" " -u" ‘)-+m,T 7 e =y )+ &Ca

&on 'on voit qu'en fuppofant fucceflivement , m==1 , /M =4,
m=3,m =4, &c, onaurales formules de la fommation de
toutes les puiffances, Car en fuppofant m= 1, OU 8 & = a=Fr
(fro w); o fr° [1,Ceft-3-dire, ja fomme d’autant d'unités
qu'il y a de termes, & u°=1. Enforre qu’au lieu de /1°~u°, on
peut prendre n— 1. En fuppofant m==1.ona ¥’ ==a’ 4+ 2¢
(fo-u) =1 ([Jro- 1), qui dor ne fi puifqu’on connoic la valeue
de fie. Seppofons m= 1, on zura u* @t yr(fir-u? ) +4-37*
(ft-uy =130 fi-u®), qui donnera f¢*, puilqu’on connoit f¢ &
Jeo. Enfin i lop fuppo’e m= 4, on aura u* =a'+ ar(fid -ul)
o+ 6r* (fet-u?) 440 Jtu)+ r (fto-u®) qui donr era [i},
puifqu’on connoit f >, f1 & f1°, & ainfi de fuite 4 Vinfini.

2 40. Lorfqu'une fois on fait trouyerla omme des puiffances
de plufienrs nombres en progreffion arithmétique, il eft fort
aifé de trouver celle d’une infiniié d'autres efpeces de pro=
greffions. Par exemple, fi avant une progreffion arithmé=
iique y’telle que 2 3.7.17.15.19, &c.on congoit quon
ajoure fucceflivement les termes on formera la fuite 3, 10,
21, 16, 55 &¢C, que ’on peut fommer. Et fi Pon ajoute de
méme les termes de celle ci, onaurala fuite 3, '35 34, 70,
129, &c, quion peut pareillement fommer j il en fera de
méme des rermes de celie-ci, ajoutés de la méme maniere , &
ginfi i U'infini.

En effet, la fomme des termes de la progreffion arithmétique
et s=(a+ u)% %. ou , en mettant pour u fa valeur u ==

e —_— el

derin—1;s=1a+r.n—1)x —, Cete valeur de s
z

exprime donc un terme quelconque de la feconde fuire. Done
pour avoir ka fomme des termes de 1a feconde fuite , il faut fom-

p . . ’ n
mer la fuite des quantités que donnerait (244 7. 2—1 )e—
3

en mettant fuccedfivement pour  tous les nombres de la pro-
greflion natprelle 1,2, 3, &6 Or cette quantité regient d
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end— n*— L n, dans laquelle @ & 7 reftant toujours les

2 2 :
mémes , quelque valeur qu’on donng.- in,ileft clair_ que pout
fommer toutes les quantités repréfentées par @, il (uffic de
fommer les quantités repréfeniées par 2 ; & muldiplier cette
fomme par a3 or la fomme des quantités repréfentées par n,
eft la fomme de la progrefiion arithmérique des nombres naru-

; . 5 ; 2
Tels. Le raifonnement eft le méme pour — 71. A 'égard de — n?,
2 2

puifque r refte le méme, quelque nombre que I'on fubflitue
pour n,0n fommera donc teutes les quantités repréfentées parn®,
c’eft-a-dire , qu'on prendra la fomme des quarrés des nombres

ALY r 3
naturels , & on la multipliera par —, Ainf pour la fomme
1
5 o n
des quantités an, onaura a. (n— 1), —; pour celles des
2

e o r - n
quantités - », on aura :,n-ﬁ—l,—;—; & pour celles des
p 3

TR ant = nt - n
ql.laml:cs —n 3 ON aura _—
z F 3 6

; enforte que la

4l r r
fomme des quantités an—~—7*—— n_ ou la omme des
. . i z b3 b £
germes de la feconde fuite , fera @ o ;== 1. — + =,

. 3 s

r . n - r . . 4
— ¥ —, qui [eréddit 3 .71 i
2 A

and4-3nt~-n

1 )
— =7 ——— ———; & puifque chaque terme de Ia
z

troifieme fuite, eft la fomme des termes de Ia feconde , on
fommera cette troifieme en (ommane les différentes parties
de ce dernier réfultat, qui n’exigera encore que des fomima-
tions des puiffances de la fuite natureile des nombres s & ainfi
3 Pinfini. Si I'on fappofe a =1, & r=1, c’eft-i-dire 9
Ia progreffion primitive eft la fuite des nombres naturels y les
progreflions dont il sagit aGuellement, deviennent alors ce
qu’on appelle les nombres figures. Cleft par cette derniere
formule qu’on peut trouver le nombre des boulets d’une pile
triangulaire : comme on 2, dans ce cas, a=1, & r= 1)

Al N4 1n=2
elle fo réduit 3 7o —

——
L]

3

Sig
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On peut de méme fommer les fuites que I'on formeroit ext
ajoutant la fuite des quarrés, ou la {uite des cubes, &c. de
cette méme maniere. En un mot, on peut fommer par ces
mémes moyens toute fuite de quantités , dont un terme quel-
conque fera exprimé par tant de puiffances parfaites que 'on
voudra d’un méme nonibre 7, ces puiffances étant d’ailleurs
multipli¢es par tels nombres connus qu'on voudra.

N
Propricies & z;ﬁzges des progreffions
Géométriques.

24 1.0n peut aufli trouver la fomme
des termes d'une progreffion géomérrique,
par une méthode analogue a celle que nous
avops employée pour fommer les puiffances
des termes d’une progreflion arithmétique.

Suppofons que a ,b,¢, d, e, &c, foient
les termes confécutifs d’une progreflion
géométrique croiflante, dont la raifon foit ¢.
Puifque chaque terme contient ¢ de fois
celui qui le précede , on aura les équations
fuivantes b==aq , ¢ =bq ,d=cq , e==dq, &c;
donc ajoutant ces équations, on aurab--¢
~+d+ e=(a+b-c—+d)q, ou I'on voit quen
général , le premier membre fera toujours la
fomme de tous les termes excepté le pre-
mier ; & le fecond , fera toujours la raifon ¢
multiplide par la fomme de tous les termes
excepté le dernier. Donc {i I'on appelle sla
fomme de tous les termes , & « le dernier,
cette équatian fe changera ens—a=(s—u)q
ou s—a=¢s—qu, d'on l'on tire gu—a==
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gl
formule par laquelle , connoiffant le premier
terme a, le dernier «, & la raifon ¢, on aura
la fomme s de rous les termes,

Cette méme formule peut feryirauffi pour
les progreflions décroiffantes,, puifgue la pro=
greflion décroiffante prife dans un ordre ren-

gs—s—=(q—1)s; & par conféquent §=

verf¢, eft une progreflion croiffante ; il n’y,

aura de changemenc a faire que celui de dire
dernier terme , au lieu de premier , & prémier
au lieu de dernier.

Si la progreflion décroiffante s’écendoit &
Yinfini, la fomme s fe réduiroit alors 2

?!t 2
5 = ;= » % marquant le premier terme. En

effet, pour exprimer que la progreflion s’¢-
tend a linfini, il faut introduire dans le cal-
cul ce que cette propofition renferme, favoir
que le dernier terme eft infiniment petit 5 or
lemoyend’exprimer cette derniere condition,
Ceft de le fuppofer nul & P'égard du terme qu;
car fi on le laiffoit fubfifter , ce feroit fuppo-
fer qu'il peut encore diminuer gu , ce quitft
contre la premiere fuppofirion,

Onvoitdonc que pour avoirla fomme de tous
lestermes d”une progre(fion géométrique s 1l faue
multiplier le plus grand terme , par la raifon*;

* Par Za raifon,, nous enten- médiatement plus petit, enforta
dons en général le nombre de que cet énonté convient i la
fois qu’un terme de la progref- progreffion décroiflante coma
Kon contient celui qui eft im—lmc a la progreflion ¢roilfan
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de la progreffion , & ayant retranché du produit
le plus petit terme de cette méme progreffion ,
divifer le refle par la raifon diminuée d’une
unité ; enforee que, lorfque la progreflion eft
décroiffante a infini, cela fe réduit 2 mul-
tiplier le plus grand terme.par la raifon, &
divifer enfuite par la raifon diminuée d’une
unité. Ainfi la fomme des termes de cette

progreflion continuée a linfini =-L:%: 1.

653y ey eft ii—l ou 1; il en eft de
méme de la fomme des termes de celle-ci
— F:1%:75 ¢ &c. dont la raifon , en con=
fidérant cette progreflion comme croiffance,,
eft 3, puifque 5 divifé par ; donne 3. En effet,
la fomme des termes de cette progreffion eft

x
._.x;

3= qui fe réduic 2 1. En général toute

progreflion géométrique décroiffante a I'in-

fini , dont chaque terme a pour numérateur
’ q i v .

conftant, un nombre moindre d’une unité que

le dénominateur du premier terme vaut 1. Car

e
cette progreflion eft en général - —:— et

< :
(n_'_l);:(u_il.” &c, dont la fomme eft
/
Xn==1
n .
”:__:_I — , ou —, ceft-a-dire, 1.

Si cette conclufion paroit furprenante ¥
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guelques leGeurs, ils doivent faire attention
que {i apses avoir pris, par exemple, les$ de
Iz ligne’4 B (Fig. 6) que je fuppofe de 1 pied,
on prend enfuite Cd, ceft-a-dire, les deux
tiers de la partie reftante C B, puis les deux
tiers de la partie reftante d B, puis les deux
tiers de la partie reftante e B, & ainfi a 'infini,
onn’aura jamais abforbé plus que laligne 4 B.
La méme chofe aura lieu fi'on prend d’abord
les trois quarts de 4B, puis les  de ce qui
refte , & ainfi a infini. Or c’eft ce quexprime
la progreflion %, %, %, puifque 2 eft les 2 de
¥, 75 eft les 2 de £, & ainfi de fuice,

24 2. Nous avons vu (Arith. 212) qu’'un
terme quelconque d’une progrelfion géomé-
trique éroit compofé du premier mulciplié
par la:raifon élevée a une puiffance d’un de=
gré égal au nombre des termes qui précedent
celui donc il s’agit. Donc fi Fon nomme
a le premier terme, # un terme gnelconque,
¢ la raifon, & n le nombre des termes, on
aura u==g¢"" : & comme il entre quatre
quantités dans cette €équation, on peut en
tirer quatre formules, qui {erviront 3 réfoudre
cetee queftion générale. Trois de ces quatre
chofes étant données , le premier terme, le
dernier , la raifon , & le nombre des termes
d’une progreflion géométrique, trouver la
quatrieme, Car, 1°, 'équation donne immé-
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diatement la valeur de «. 2°, On trouvera fas
cilement que celledeaeft e = é'% : al’égard
de celle de ¢, on trouvera , par ce qui a ¢té

o ner y ¥
dit (171) , ¢ =1/ — Sur quoi nous remar-
querons que cette derniere équation ren-
ferme la regle que nous avons donnée en
Arithmétique pour inférer plufieurs moyens
proportionnels entre deux quantités données.
Ces quantités font ici @ & z ; mais pour avoir
Ia raifon ¢ qui doit régner dansla progreflion,
on voit ici qu'il faut divifer la plus grande ,
par la plus petite a, &[tirer la racine du degré

. 174
7 — 1, du quotient —; or 7 étant le nombre

total d:s termes, 72— 1 eft plus grand d’une
unité¢ que le nombre des moyens; ce qui
s’accorde avec la regle citée.

Quant a la maniere d’avoir 7, dans I'équa-
tion z=aq"", I’Algebre ne fournit pas de
movens direéts ; mais on peut la réfoudre fa-
cilement , quoiqu’indire&tement, en em-
ployant les logarithmes. Nous avons vu
(Arith. 239 ) que pour élever a une puiffance
par le moyen des logarithmes , il falloic mul-
tiplier le logarithme de la quantité, par P'ex-
pofant de cette puiffance. Ainfi en repré-
fentant par L, les mots Logarithme de , on
pourra, au lieu de La*, prendre 2 La; au licu
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de La?; prendre 3La;aulieu de La", prendre
nLa. Donc , en fe rappellant que pour mul<
tiplier par le moyen des logarithmes , il faue
ajouter les logarithmes , & qu'au contraire
pour divifer il faut retrancher le logarithme du
divifeur, du leg. du dividende, on aura dans
I'équation u =aq™', Lu=La—~+ L¢"*,ou
Lu=La—+ (n—1) L g; donc en tranfpo<
fant, (n—1)Lg=Lu— L a,& par cony
3 lu-La
féquent, en d}wfant parLgyn—1= I 3
u— La

& enfin n= = —+ 1.

Pour donner quelque application de ceci§
fuppofons gu’on ait placé au denier 20 une
fomme de 60000 livres , a condition que les
intérées que cette fomme produira chaque
année, foient traités comme un nouveau
fonds qui produira également incérér, & ainfi
d'année en année, julquace que le fonds foit
monté A 1000000 de liv. On demande com-
bien on doit attendre pour toucher cette
derniere fomme.

Puifque l'intérét eft ici 5 du fonds de I'an<
née précédente , au bout d’une année quel~
conque le fonds fera égal au fonds de I'année
précédente plus la vingtieme partie de ce
méme dernier fonds ; ainfi fi I'on repréfence
para, b,c,d, e les fonds fucceflifs d’année
enannée, onaurab = a-+;5a,c=>b-55,
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d=cH+Lc,e=d+Ld, Ceft-a-dire4
b=ax(1435), C:&x(l—!—-"—o), d=c¢
(145, e=d (14 5%5); en voit donc que
chaque fonds contient toujours celui qui le
précede , le méme nombre de fois marqué par
1 + % ou %L La fuire de ces fonds forme
doncune progreflion géométriquedont le pres
mier terme a eft 6coco livres ; le dernier z,
eft 1000000 livres; la raifon ¢ eft 2}, &
le nombre des termes eft inconnu. On le

trouvera donc en {ubfticuant dans la formule

Lu-La
Lqg

leurs, ce quidonneran=

n— —+1,2u lieude a,x & ¢, leurs va-
Liocoooo-Léooca
1= "
ou (parceque Lt —=La1— L2o) . /.,
L1oooo20-Léecoo
I21— L 20
on trouve L1000000 = 6,00000¢05....,
L6oooo =4, 781512; L21=1,3222193
Lao==143010:005 dOBC v o el oi 4 sieiy

6,0000000—4,7781§13 1,2218487
n=-= - > = - T 1=

1,3222193—1,3010300 0,0211893
$ 7,71 d-peu-pres; ceft-a-dire, que le fonds
de 60000 fera monté a 10cooo0 liy. au bout
de 58 ans 8 mois £, a-peu-pres.

Puifque (Arith. 230) pour extraire, par le
moyen des logarithmes, une racine d’un
degré propofé , il faut divifer le logarithme
de la quantité, par I'expofant ; on peut, par
le moyen des logarithmes , réfoudre facile-

~ 1; or, par les tables,

=
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’ u
ment ‘en nombres I'équation g =9~ — ; car

b AT

a Lu-La
on aura szr ==

2 — 1 a—1-"
appliquedi@eci a un exemple, il n’y a qu’a
chercher quel devroit écre dans le précédent,
Tintérée, pour qu’enngg ans & %, le fonds
de 6oooo0 livres montit a 1000000 liv. On a
ici a = 60000, #==1000000, 7—1=§7,7 :
en employant les logarithmes des tables , on
6,oooooo-q,7;8!gl;__1,22.18487 i

5757 07 $NT
donne L ¢ == 0,0211757; ce logarithme ré

pond dans les tables, &1,05004 trés-peu prés;
& ce dernier nombre réduit en vingtiemes
donne 21, d’od on conclura que I'incérée
eft 3 trés-peu pres 55

Si Pon veut

trouvera Lg=

20" :

On voic aufli parda comment on peut faci-
lement inférer parle moyen des logarichmes
plufieurs moyens proportionnels géomécri-
ques, entre deux nombres donnds.

24 3. L’équation s = ";_—":, donnera aufli
.quatre équations qui ferviront & réfoudre ce
- probléme général, Trois de ces quatre cho-
fes, la fomme, la raifon, le premier, & le
dernier terme d’une progreffion géométrique,
¢tant données, trouver la quacrieme. Cela eft
trop facile, a préfent, pour nous y arréter.

Enfin fi de l'une des deux équations . . ,
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?U'—{! n<1

b

: , on tire la valeus

d’une méme quantité ¢, ou'g ou z, &c, &
quon la fubflitue dans l'autre, on aura les
autres équations qui peuvent fervilia réfoudre
1a queftion fuivante , encore pld§¥générale ;
de ces cinq chofes, le premier terme , le der-
nier, la raifon, la fomme, & le nombre des
termes d’une progreflion géometrique, trois
éeant donndes, trouver chacune des deux
autres.

Su=ayq

De la Sommation des fuites récurrentes.

244. On appelle fuites récurrentes, celles dont un terme
quelconque fe forme de I’addition d'un certzin nombre de ter=
mes précedents, multipliés ou divifés par des nombres déter=
minés , pofitifs ou négatifs. Par exemple , la fuite2, 3,19,
101, 543 &c, eft une (uite récurrente, parce que chaque
terme eft formé des deux précédents , en multipliant le premier
par 2, le fecond par 5, & ajoutant les deux produits; 543 eff
19X 2+ 101X §; de méme, 1o1eft §x2 + 19 % 5.

On peut fornmer ces fuites d’une maniere analogue a celle
que nous avons employée ci-deflus ; il fuffira d’en donner un
exemple, fur les fuites récurrentes dont la loi ne dépend que
de deux quantités, comme celle que nous venons d’apporter
pour exemple.

Soient donc a, b, ¢, d, e, f, &c, plufieurs termes formés
par cette loi, que chacun foit compofé des deux précédents
dont le premier eft multiplié par un nombre connu m, & le
fecond par un nombre connu p; on aura donc cette fuite d’équa=
e, ,..c=ma-+pb,d=mb-+pc, e==mc+pd,

—md—p ¢, &c. Donc en ajoutant cette {vite d’équations ,
on.aura cHd+e+ f+, &c. = m (a4t c+d)~+

b4 ¢+ d-¢€); or le premier membre eft la fomme de
fous les termes , excepté les deux premiers: le multiplicateur

de m, dans le ’fecond membre , eft la fomme de :Io'us les
germes , excepté les deux derniers; & enfin le multip 1':“&:;:
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dep » ¢ft la fomme de tous les termes , excepté le premier &
ke deiniet ; donc en appellant &, cefte omme, oft atra 5 - a 4
b—m (s—e—f) +p r".t:— a—f),d'otulontires s,
. d me~mf+pa+pf—a—>b

m - p I
lorfqu’on connoitra les deux premiers & les deux derniers, &
de plus les quantités m & p.

On peut y faire entrer le nombre des termes ; il faut pous
eela, chercher expreflion générale d'un tetme quelconque ,
par le moyen des quantités ¢, b, m,p & du nombre n des
termes ; mais cette recherche , pour toutes les efpeces de {éries
Técurrentes , nous menerdit trop loin.

, qui donnera-la (omme 4

De la Conflruction Géoméirique des
Quami:és ’A [ge’[)rig ues.

24 5.Les lignes, les furfaces & les foli«
des érant des quantités, on peut faire fur cha-
cune de ces trois efpeces d’étendue , les
m&mes opérations qu’on fait fur les nombres
& fur les quanticés algébriques. Mais les ré=
fulcats de ces opérations peuvent écre éva-
lués de deux manieres principales , ou en
nombres, ou en lignes. La premiere maniere
fuppofant que chacune des quantités données
eft exprimée en nombres , ne peut avoir 2
préfent aucune difficulcé : il ne s’agit que de
fubfticuer 3 la place des le tres, les quan=
tités numériques qu’elles repréfentent, &
faire les opérations que la difpofition des
fignes & des lectres indique.

Quant 2 la madiete d’évaluer en lignes les
réfuleacs des folutions que I'Algebre a foux-

ALGEBRE, >

.
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nies, elle eft fondée fur la connoiffance de
ce que fignifient certaines expreflions fonda-
mentales , auxquelles on rapporte enfuite
toutes les autres. Nous allons faire connoitre
les premicres, & nous ferons voir enfuite
commept on y rapporte les autres : Ceft-la
ce qu’on appelle conflruire les quantités algé-
briques, ou les problémes qui ont conduit 2
ces quantitds.

246. Silonavoit 3 confiruire une quan-

1
ticd telle que ii—“l , dans laquelle ¢, 4, ¢ mar-

quent des lignes connues, on tireroic (Fig.7)
deux lignes indéfinies 4 Z , A X faifant en-
tr'elles un angle quelconque. Sur 'une 4 X
de ces lignes, on prendroit une partie 4 B
égale 2 la ligne qu'on a repréfentée par ¢,
puisune partie 4 D, égale 2 I'une ou 4 l'autre
des deux lignesa & b, 2 a, par exemple ;
enfuite fur la feconde A Z, on prendroit
une partie 4 C égale a la ligne A, Ayant joint
les extrémités B & C de la premiere & de la
troifieme , par la ligne BC , on meneroit par
Vextrémité D de la feconde , la ligne D E
parallele 2 B C; elle détermineroit fur 4 Z

3 : ' b o
la partie A E pour la valeur de a—; s car ( Géonm.

102 ) les paralielés DE & BC, donnent
cette proportion AB:AD:: AC: AE,
ceft-d-dire, c:a:: b AE ; donc (drith.179)
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HAE.— ‘5‘_2. C'eft-a-dire , qu’il-faut trouver
une quatrieme proportionnelle, aux troig
lignesdonnées ¢, a,b. Et puilque (Géom. 120)
nous avons donné deux manieres de trouver

Cetee quatrieme proportionnelle , on peut

employer indifféremnient I'une ou l'autre
. s C'al .

pour conftruire -, .

On voit donc quefi I’on avoic 3 confiruire
ga . " .
~ » Ce cas rentreroit dans le précédent, puifs
qu’alors laligne  eft égale a a.

* 13 . \ . . (I:}-}-g:d
Si I'on avoit & conftruire —— 5 On re<
P . -T" &= :

marqueroit que cette quantité eft la méme
(d—[—:fij -

que ; regardant donc a—~d comme
¢ —d -

une feple ligne, repréfentée parm,&c—+4-d

: ; . nth

aufli comme une feule ligne 7, on auroit 5

a conftruire , ce qui {2 rapporte au cas pré=
cédent. :

ag —hh

Que I'on ait ——=, on'fe rappellera que
@2 — bb eft (25) la méme chofe que (2+5) %
(@—5);ainfionfe repréfentera d%—& fous

:(a+b) (a-b |
cette forme < ’lﬁ,&l’on cherchera une

quatrbieme proportionnelle & ¢, a -4, &
a— b.

. . L . ?7
Sila quantité 3 confiruire eft 52, on meta
Tij
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4 b
tra cette quantité fous cette forme “-‘—! X %; &

.. ab ’ s
ayant conftruit 7, comme on vient de 'en-
feioner , on nommera m la ligne qu'aura

St A
. . a ;
donnée cette conftruétion ; alors — x -Zf , de-
vient 3:3, qui fe conftruit comme ci-deffus.
. . o a’h
On voit donc que pour conftruire —, on
. a* FJ £
fe le repréfenteroit comme — X —; on conf-
5y 2
truircit =, & en ayant repréfenté la valeur
g2 % qgh
par m , on conftruiroit —. :
Ainfi tout Pare confifte & -décompofer Ia
quantité en portions, dont chacune revienne
- (Ib at . .
3 la forme~ ou & ; & quoique cela puifle
[ [
paroitre difficile en quelques occafions , on

en vient cependant facilement a bout, en
employant des transformations.
a’ +b?

Par exemple, {i j’avois a conftruire ;——
a* -+ c*?
je fuppoferois arbitrairement , Be==a'm,&
a’+- b} . a’--a*m
. fe changeroit en

a*+c

’ .\ @t am (a—+m)xa
qui @réduitda '———, ou ——=
facile 3 conftruire (aprés ce qui a écé dic
ci-deffus ), d&s qu'on connoitra m & n. Or
pour connoitre m & 1 , les équations b ==

g‘

X b3 ;
a‘m,&c*=an, donent m= &n=—
a a

qui fe conftruifent par ce qui précede,

¢*=dn;alors -
a* = an

5 quantité
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Ainfi tant que la quantité fera rationnelle,
c’eft-i-dire fans radicaux; fi le nombre des
dimenfions du numérateur ne furpafle que
d’une unité celui des dimenfions du dénomi-
nateur , on ramenera toujours fa conftruétion
a chercher une quatrieme proportionnelle a
trois lignes données.

Il arrive quelquefois que les quantités fe
préfentent fous une: forme qui femble réndre
inutile le fecours des transformations: c’eft
lorfque la quantité n’eft pas homogene; C’eft-
a-dire, lorfque chacyp des termes du numé-
rateur ou du dénominateur n’eft pas com-
pofé du méme nombre de fatteurs; par
exemple, lorfque la quantité eft telle que
al—4-b Sl q g iy
= Mais il faut obferver que Pon n’arrive
jamais & un pareil réfultat , que lorfque dans
le cours d’un calcul on a fuppofé , ( dans la
vue de fimplifier le calcul ) quelqu’une des
quantités égale a I'unicé. Par exemple, fi

ok , je fuppofe & égal a 1, alors

bc

dans

a? - ¢?

.y « a3 ¢ . . . 4
j’aurai ——, Mais comme on ne peut jamais

entreprendre de conftruire, fans connoitre

les éléments qu’on emploie'pour cette conf-

trution , on fait toujours dans chaque cas

quelle eft cette quantité qulon a fuppofée

égale a 'unité ; on pourra donc Tt(-)tgjours la
iij
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reftituer; & il ne peut y avoir d’ embarrag 13-
deflus, parce que le nombre des dimenfions
devanc toujours €tre le méme dans chaque
terme du numérateur & du dénominateur,
( quoiqu’il puiffe érre différent des termes
de Pun aux termes de 'autre ) on reftituera
dans chaque terme une puiffance de la ligne
gu’on a prife pour unité, fuffifamment élevée

pour compléter le nombre des dimenfions ;

—i—b-{-c‘
ainfi, fi yavois & conftruire ==

; fup-
pofant que d foit la llgne qui a été pnfe pour
o+ 18 2d
ad + b
rois en faifant ' =dm ,c* =dn & a’>=d’p, ce
i ‘ dp+bd ~+dn dp+-ld+nd

quilachangeroiten®© T
PR ad + dm 2 a+m 3
=2 quantité facile 2 conftruire dés
dri-m

qu on aura conftruit lesvaleursde m, n & p,

3 1 i

favoir m= -, n= =, p=-, qui font

unité, j'écrirois - , que je conftruis

0Ou

elles -méme faciles & conftruire daprés ce
qui a été dit ci-deflus,

Dans tout ce que nous venons de dire,
nous avors fuppofé‘que le nombre des fac-
teurs, g le nombre des dimenfions de
C[l"QUL terme du numérateur, ne furpaffoie
que d'une unicé, celui des dimenfions du
dénominateur, 1l peut le furpaffer de deux,
& méme de trois , mais jamais de plus, 2
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moins que quelque ligne n’aic été fuppofée
égale A unité, ou que quelques-uns des fac-
teurs ne repréfentent des nombres.

2 47. Lorfque le nombre des dimenfions
du numérateur dg la quantité propofée fur~
pafle celui des dimenfions du dénominateur,
de deux unités; alors la quantité exprime
une furface.dont on’ peut toujours ramener
la conftruéion i celle d’un parallélogramme ,

& méme d’un quarré. Par exemple , fija-
LA : . gaidath . g
vois a conftruire la quantité -, je la con-
: ar+4ab 2T C @24-ab
fidérerois comme a x ; or ——, le
a+c a—+c.
conftruit aifément par ce qui a écé dit ci-
a+-b
deffus, en le confidérant comme a x —: fup*
a—+c¢
pofons donc que m foit la valeur de la ligne
quaura donnée cette conftrution ;  alors
a* —+ab
a+b?
a, la hauteur, & de m, la bafe d’un parallélo-
3 2 b p
gramme , on auraa x 7 pour la furface de ce
parallélogramme;donc réciproquement cette
as 4 a*b
‘a-c¢
On raménera de méme 2 une pareille

13 = bt 4 B .
—— =T, enfai-
“+c

deviendraaxm; or {i ’on fait de

-
furface repréfentera axm ou

L3

conftru&tion, la quantité

[
fantbc=am & d* = a n; car alors elle de-

. a3 = ame=+ and ‘
viendra — e > qu eft l]a méme chofe

T iv
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2 d 74
¢+ mFEY Or le falteur el i

a=c

fe rapporte aux conftruétions précédentes 5
ainfi que: les valeurs de m & de 7. Ayant
trouvé la valeur de ce fa&eur, fi je la re-
préfente parp, il ne saglra plus que de
confiruire a x p , c’eft-a-dire, faire un pa-
rallélogramme dont la hauncur foit ¢, & Ia
bafu .

;4-8 Enfin {i le nombre des dimenfions
du pumérateur furpaffe de 3 celui des di=
menfions du dénominateur, a!ors la quantité
exprime un folide dont on peut toujours ra-
mener la conftruétion 2 celle d'un paralléli-

plpede. Par exemple, fi j’avois a conftruire

a b T
““_’;‘_._, , je confidérerois cette quantité
-+ ab
comme étant la méme que abx ¢ ‘: ; &

’, felon ce qul a écé dit

296

quea

ayant conftruic

ci-deflus, fi je repréfenre par m la ligne
quaura donnée cette conftruction, la quef~
tion fera réduite A conflruire abxm; ora b
repréfente , ainfi que nous venons de le voir ,
un parallélogramme ; {i donc on concgoit un

arallé!ipipede qui ait pour bafe ce parallé-
Fogramme , & qui air pour hauteur la ligne m,
Ja folidic¢ de ce parallélipipede rupréfentera

st L3
abxm, cCeftddire Lot 2

a+e
249, Ce que nous venons de dire, fuf:
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fit potir conftruire toute quantité rationnelle.
Voyons maintenant les quantités radicales
du fecond degré.

Pour conftruire Vab , il faut ( Fig. 8 ) tirer
ume ligne indéfinie 4 B ,fur laquelle on pren-
dra de fuite la partie CA égale alalignea,
& la partie B C égale 2 laligne b : fur la tota-

lite A B comme diametre , on décrira un -

demi-cercle qui coupe en D la perpendicu-
laire C D é&levée fur 4 B au point C; alors
CD ferala valeur de Vab , c’eft a-dire (Geonm.
126), que pour avoir la valeur de Vab, il

faut prendre une moyenne proportionnelle

entre les deux quantités repréfentées par a
& b; en effer, on fait (Geom. 125) que
AC:CD::CD:CB,oua:CD::CD, b;

donc , en multdipliant les extrémes & les

moyens , ona C D=a b, & par conféquent
CD =V ab.

On voit par-la, comment on doit s’y
. prendre pour transformer en un quarré, une
furface quelconque : §'il s’agit d’un parallélo-
gramme dont a foit la hauteur & b4 la bafe,
en nommant x le c6té du quairé cherché ,
on aura x*=ab, & par conféquentx =val,
on prendra donc une moyenne proportion-
nelle entre la bafe & la hauteur. S'il s'agit
d’un triangle que I'on fait ( Géom. 140) €tre
la moitié d'un parallélogramme de méme
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bafe & de niéme hauteur, on prendra une
moyenne proportionnelle entre la bafe & la
moitié de la hauteur, ou entre la hauteur &
la moitié de la bafe.
.8'il s'agit d'un cercle, on prendra une
moyenne proportionnelle entre le rayon &
la demi-circonférence ; & s'il s'agic d’une
figure redtiligne quelconque, comme on
fait ( Géom. 143 ) qu'elle eft rédu&ible 2 un
triangle, on la réduira aifément en un quarré,
€n, prenant une moyenne proportionnelle
entre la bafe & la moitié de la hauteur de ce
triangle. :
Mais fi la figure n’écoit point conflruite ,
& que l'on eht feulement I'expreflion algé-
brique de fa furface , par le moyen de quel-
ques-unes de fes dimenfions, alors on conf-
truiroit comme. pour les quantités qué nous
allons parcourir.

Sil’on avoit V' 3ab —+5?, on confidéreroit
cette quantité comme érant la méme que

vV 3a-+b)xb ; on prendroit donc une moyenne
proportionnelle entre3a -4 & b.

Pareillement, fi 'on a ¥ aa—bb, on confi-
dérera cette quantité comme étant la méme

que V' (a—- b)_;’-(“trrﬁ) s {25); ainfi I'on
prendral une moyenne proportionnelle entre
g-+b & a—b, SilonaV a* = bcy on fera
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bc=am, & alors on aura Va’+am ou

V (a+m)xa;on prendga donc une moyenne
2 ; .
proportionnelle entre a—+m & a, apres avoir

. le .
conftruic Ja valeur de m = = en fuivant les
regles données ci-deflus. &

Pour conftruire ¥/ a—+5*, on pourroicaufli

faire b= am & conftruire V' a’~+amfelon ce
quivientd’écre dit. Mais la propriétédu trian-
gle re&tangle ( Geom. 164 ) nous en fournit
une conftruéion plus fimple ; la voici : Tirez
une ligne 4 B (Fig.9)égalealalignea;a
fon extrémicé A, élevez upe perpendiculaire
A Cégaledlaligneb; alors i vous tirez BC,

cette ligne fera la valeur de Vg —+b*: en ef=
fet, puifque le triangle C 4 B eft reGtangle,

ona(Géom.1 54.)?(5: Ez-ia;f i oy I :
donc BC=V a* + b

On peut aufli , par le moyen du triangle
re&tangle , conftruire V a* — b* autrement
gue nous ne I'avons fait ci - deffus. Pour cet
effet, ontirera ( Fig. 11 )une ligne 4 B égale
2 a, & ayant décrit fur 4 B comme diametre ,
le demi-cercle ACB, on tirera du point A ,
une corde 4 C= b; alors fi Pon tire BC,

cette ligne ferala valeurde ¥ o* — b*;carle
cangle ABCéiantre&angle (Geom. 165)ona
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JTBm_jC"—P—B?_C, donc ?é:ﬁ-—f-

AC=ga"—b;donc BC==Ya'—b".
On peut donc conftruire aufli Va*+be
autrement que nous ne I'avons fait ci-deffus

ens’y prenant de cette maniere. Faire 4 ¢ ==
n, & confiruire Va‘;-{f m* comme il vient
d’écre dic ; & pour cet effet, on commencera
par déterminer m en prenant uneé moyenne
proportionnelle entre b & ¢ , ainfi que I'indi-
que I’équation bc = m*, qui donne m =V bc.

S’il y avoir plus de deux termes fous le ra-
dical, on raméneroit toujours la conftru&ion
a quelques-unes des mécthodes précédentes ,
par le moyen de transformations. Par exem-

ple, fi javois ¥ a* + bc —+¢f, je ferois be ==
am,ef=an, & jaurois V a*+am—+anou
V(e+m—+n)xa, que je conftruirois en pre-

nant une moyenne proportionnelle entre e
& a -+ m —+n, apres avoir conftruic les va-
‘leurs de m & de n, favoirm = b—:, n=s %f.
Je pourrois encore faire be=m*, e f=n’,
& alors y'aurois a conftruire Vg +m* +n.
Or lorfque le radical renferme ainfi une fuite
de quarrés pofitifs , par exemple .. .. ..
‘/a’-}-m*%—n‘—-i—p'-—i—&c, on fera¥ a*~+m’=h,
Vi 4n=i,Vi4p =k, & ainfi-de
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fuite ; & comme chacune de ces quantités
fe trouve déterminée par la précédente , la
derniere donnera la valeur de . « . c.c..

a*~+m*—n*—p*—+&c. Pour conftruire ces
quantités de la maniere la plus fimple, on re-
gardera fucceflivement chaque hypothénufe
comme un coté; par exemple,, (Fig. 10) ayanc
prisAB=a,élevélaperpendiculaire 4C=c,
& tiré B C qui fera % on élevera au point €'y
fur B C, la perpendiculaire C D =n; &
ayant tiré B D quifera, 2fon extrémité D,
onéleverafur B D la perpendiculaire DE=p,
& BE fera k ouV a*+m*~+-n*~+p*.

Si quelques-uns de ces quarr{s font néga-
tifs, alors on réunira a ce que nous venons
de dire, ce qui a ét€ dic pour conftruire
Vg — b

Enfin fi I’on avoir 2 conftruire une quanticé

aVb+e :
de cette forme —_, on la changeroit en

a V/ (b+c) (d+¢) e

SR e , en multipliant haut & bas
par V'd+e; alors cherchant une moyenne
proportionnelle entre b—+c& d-e, &la

. . . am
nemmant 7, on auroit a conftruire ——, ce

qui eft facile.
Au refte, il 5" agic ici de regles généraless
en peut fouvent conftruire d’une maniere
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beaucoup plus fimple, en partant toujours
des mémes principes; mais ces fimplifica=
tions fe tirent de quelques confidérations
particulieres & propres a chaque queftion,
& ne peuvent , par conféquent, €tre expo-
fées qu’a mefure que les queftions en amenent
Poccafion. Nous remarquerons feulement,
en terminanc cette matiere , que quoique la
conftru&ion des quantités radicales, dont il
vient d’étre queftion, fe réduife a prendre
des quatriemes proportionnelles , des moyen-
nes proportionnelles, & a conftruire des
triangles reCtangles , cependant onpeut quel-
quefois avoir des conftru&tions plus ou moins
fimples ou élégantes , felon la méchode qu'on
emploie pour trouver ces moyennes propor-
~ tionnellesy c’eft pourquoi nous enfeignerons
ici deux autres manieres de trouver une
moyenne proportionnelle entre deux lignes
données.

I a premiere confifte a décrire fur la plus
grande AB des deux lignesdonnées (Fig. 11)
un demi-cercle ACB; & ayant prisune partie
AD égale a la feconde, élever la perpen-
diculaire D C, & tirer la corde 4 C qui
fera moyenne proportionnelie entre: 4B &,
AD ; car en tirant CB, le triangle 4CB
(Geom. 65 ) eft reCtangle, & par conféquent
(Géom.112) ACeft moyenne proportionnelle
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entre 'hypothénufe 4B & lefegment 4 D,
Lafeconde maniere confifte (Fig.12) atirer
une ligne 4 B égale a la plus grande ligne
donnée, & ayant pris fur elle une partie 4C
égale a la plus petite,, décrire fur le refte B'C,
undemi-cercle CD B, auquel onmene la gan-
gente A D, qui (Geom. 129) eft moyenne
proportionnelle entre 4B & AC.

Onvoitdonc que les quantités rationnelles
peuvent, toujours &cre conftruites par le
moyen des lignes droites, & que les quan-
ticés radicales du fecond dégré peuvent érre
conftruites par le cercle & la ligne droite
réunis. -

Quant aux quantités radicales de dégrés
fupérieurs, leur conftruétion dépend de la
combinaifon de différentes lignes courbes:
nous en parlerons par la fuice.

Nous allons nous occuper , pour le pré«
fent, des queftions dont la folution dépend

de quantités ou rationnelles, ou radicales du
fecond dégré,
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Diverfes Queftions de Géoméirie , &

réflexions tant fur la maniere de les
mettre en équarions, que fur les di
verfes. Jolutions que donnent ccs
.e’guarzons.

2 5 0. Le principe que nous avons donné
(67) pour mettre les queftions en équa-
tion , s'applique également aux gueftions
de Géomérrie. Il faur de méme repréfencer
ce que 'on cherche , par un figne particulier,
& raifonnerenfuice a l'aide de ce figne & de
ceux qui repréfentent les autres quantités,
comme fi tout écoit connu , & que Fon vou-
Iic vérifier, Cette méchode ou maniere de

rocéder , eft ce qu'on appelle I’ Analyfe.
E‘our écre en érat de faire les ratfonnements
‘qu'exige cette vérification , il faut connoitre
au moins quelques propriétés de la quantité
que l'on cherche. 1l eft donc clair que pour
éere en étac de mectre les queftions de Géo-
métrie en équation, il faut avoir préfentes
3 efprit les connoiffances que nous avons
données dans la feconde partie de ce Cours.
Dans la plupare des queftions numériques ,
ou de la nature de celles que nous avons

arcourues dans la premiere Sedion, il

{uffit le plus fouvent , pour appliquer le prin-
cipe 5
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Cipe , de traduire en langage algébrique
Iénoncé de la queftion ; mais dans I’appli-
cation de I’Algebre a la Géomérie , il faut
fouvent employer encore d’autres moyens :
nous ticherons de les faire connoitre a
inefure que nous avancerons; mais ce que
nous pouvons dire en général , pour le pré-
fent, c’eft qu'il neft pas toujours néceflaire ,

our vérifier une quantité , d’examiner fi
elle facisfait immédiatement aux conditions
dela queftion ; cette vérification fe fait fou~
vent avec plus de facilité , en examinant fi
cetre quantité a cercaines propriétés qui font
effentiellement liées avec les conditions de

la queftion. Apreés cette réflexion dont nous -

aurons occafion de faire ufage , nous paffons
aux exemples, qui dans cette matiere font
toujours plus faciles a faifir que les préceptes
généraux.

2§ 1. Propofons-nous donc pour pre-
miere queftion , de décrire un quarré ABCD
(¥ig. 13 ) dans un triangle donné EHI,

Par ces mots , un triangle donné , nous en=
tendons un triangle dans lequel tout eft con-
nu, les cotés, les angles, la hauteur, &ec.

Avec un peu d’attention, on voit que
cette queftion fe réduit 2 trouver fur la hau~
teur £ F'un point G par lequel menant 4 B
parallele 3 HT, cette ligne 4 B foit égale 2

ALGEBRE, V.
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G F ; ainfi ’équation fe préfente tout natu=
rellement ; il n'y a qu’a décerminer expref-
fion algébrique de 4 B, & celle de GF, &
enfuite les égeler.

Nommous donc a la hauteur connue EF 5
b, la bafe connue H/, & x Ia ligne inconnue
G F ; alors E G vaudra @ — x.

Or pniﬁ'}uc A B eft pru'allele a HI , ONN
doit (Géom. 115) avoir EF: EG :: Fi: GB::
HI: AB; ceft-3-dire, EF: EG:: HI: 4B,
oua:a—ax:: b i ABjdonc( Arith.179) AB==
¢2=!* . buis donc que 4 B doit étre égal a

il
G F, on aura = x; d’ou, par les regles
ab

a?,‘-—-.'!.\'

de la premiere, Settion, on tire, X = .
a-b

Pour conftruire cette quantité , il faut’y
conformément 4 ce que nousavonsdit (246) ¢
trouver une quatrieme proportionnelle 3
a—-b; b & a, ce que 'on exécutera en cette
manieres On portera de Fen O une ligoe FO
épale Aa b, ceft-a-dire, égale 2 £ F ==
H 1, & Vontirera E O ; puis ayant pris FM
égale a HI==b, onmenera paral élement
3 E O, laligne MG, qui par fa rencontre
avec E F',déterminera G F pour la valeur de
x ; car les triangles femblables EFO,GFM
donnent FO: FM:: FE:FG ,ona-=b:

b::a: FG; FG vaudra donc ;_—f;
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2 § 2. Propofons-nous pour feconde quef-
tion, celle ci. . . . connoiffant la longueur de

la ligne BC (Fig. 14) & les angles B& C que -

Jorient ayec elles les deux lignes BA & CA 4
det rminer la hauteur AD ¢ laguelle ces deux
dernieres lignes fe rencontrenz.

On faic entrer les angles dans le calcul
algébrique a l'aide des mémes ligres qu’on
emploie dans la Trigonométrie , c’eft-34
dire, a l'aide des finus, tangentes, &c. Ainfi
guand on dit qu’on donne un angle , Tangle
C, par exemple , on entend que l'on donne
la valeur de fon finus ou de fa tangente ; cela
pofé, nommons B=a, 4 D = ¥. Dans le
triangle retangle 4DC, nous aurons ( Géoms.
296.) C D : D A::comme le rayon eft 3 Ia
tangente de I'angle ACD:ou CD:y:
i:myen appellant 7 le rayon & m la tan«
gente de l'angle 4 C D ; donc ( Arith, 179)

CD =", Par un nifonnement femblable,
on trouvera, en nommant z la tangente de
ABD, BD:y:ir:n, doncBD-;EzX; or
BD+4DC=BC=a; donc X 1Y

'l
am

r AT Y 3 .
==ga. D'ol I’on tite =i —,
On peut rendre cetté expreflion plus fim-~
ple , en introduifant au lieu des tangentes
m & n des deux angles C & B, leurs cotan~

Vi
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gentes que nous NomMmerons p & ¢. Pourcet
effer , il faut fe rappeller (Géom. 280) que
tang:r::ricot; en vertu de cette propofi-
tion, on aura m:r::rip & nrr::iriqs
R % 2 > . .
ot L'on tire m == & n==—; fubftituant,
au lieu de m & 7, ces valeurs , dans celle de

art art
' r9q P4 art,  pq
a === — D e W ——
¥ onauray i...i pri-qr 74 priaqrt
ar o il /i
== —,
P+q

2 § 3. On voit par-1a, que lorfque parmi
les quantités quon peut regarder comme
données , celles qu’on a employées , ne con-
duifent pas 2 un réfultac aufli fimple qu'on
le defire , il n'eft pas néceflaire de recom-
mencer un nouveau calcul pour s'aflurer, fi,
en employant les autres donnces, on ne

ourroit pas arrivera un réfuleat plus fimple.

11 fuffic d’exprimer par des équations les rap=

ports des données quon a employées d'a-

bord, avec celles qu'on veut introduire ,

Ceft ainfi que nous venons d’exprimer m & 72
- :

. r e
par les équatigns m=—, n="73 alors par
de fimples fubftitutions , nous avons eu une
folution dépendante de p & de g.

2§ 4. Nous' choifirons pour troifieme
exemple une queftion qui nous donne licu
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zout i la fois de faire voir la maniere de metere

en équation les queftions de Géométrie , 8
comment par différentes préparations de ces
équations , on peut découvrir de nouvelles
propofitions. :

Connoiffant les trois cétés d'un triangle ABC
(Fig. 15), trouver les fegments AD & DG
Jormés par la perpendiculuire BD, & la per=
pendiculaire BD elle-méme.

Si je connoiffois chacune de ces lignes,
voici comment je les vérifierois. J’ajouterofs
le quarré de'B D, avec le quarré de C D, &
je verrois {i la fomme gt égale au quarré
de B C: ce quidoit étre, puifque le triangle
BDC eft re&tangle ( Géom. 164). J'ajouterois
de méme le quarré de 4D au quarré de BD,
& je verrois {i la fomme eft égale au quarré
de A B.

Imitons donc ce procédé, & pour cet
effet nommons BD, y; CD,x; BC=a;
AB=b; AC=c;alors ADquiett=AC
— CD, fera =c-——x. Nous aurons donc
xx—yy=aa, & cc— 2cx —+ xx—yy ="bb.

Comme xx & yy n’ont, dans chaque équa-
tion, d’autre coéfficient que l'unité, je re=
tranche la feconde équation de la premiere ,
ce qui me donne, tout de fuite 2cx —cc ==

: . aa— bb - cc
aea—>bb; don I'on tire x= —— = ==
Vi)
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ﬂa—!?!) [y Ll "
——— =3 ¢, quon peut écrire ainfi

" (a+b)(a—b)

&

g
= e (as)

Or, fous cette forme , on voit d’apres ce
qui a écé dit (246), que pour avoir x il faut
chercher une quacrieme proportionnelle  c,
a-+b,& a— b ; & I’ayant trouvée , en pren-
dre la moitié que I'on ajoutera avec = ¢, c’eft-
a-dire, avec la moitié du cété 4 C; ce qui
eft abfolument conforme 2 ce que nous avons
dic ( Géom. 303 ).

Mais on peut tirer plufieurs autres con-
clufions de ces mémes équations ; nous allons
en expofer quelqfes-unes pour accoutumer
les commengants a lire dans une équation ce
qu’elle renferme.

2 § §.1° L’¢quation 2cx — cc = aa — bb,
eft laméme chofe que c. (2x—c¢) = (a—+b)
(a—204). Or puifque le produict des deux
premiers fatteurs eft égal au produit des

deux derniers, on peut * confidérer les deux
premiers , comme les extrémes , & les deux
derniers comme les moyens d’une propor-
tion, & P'on aura par conféquent c:a 45 : :
3—b: 25— c; or 2x—¢ eft x moins c —x,
¥Dorénavant lorfque nous [tes, que dés que deux produits
~arons ainfi partage chaque|font égaux, les fadteurs de l'un
membred’une équationen deux | peuvent étre confidérés comme
fa&eurs, nous conclurons tout |les extrémes d’une proportion
de fuite la proportion. Il fuffit|dont les fa&eurs de I’autre fe-
&'Ctre averu, une fois pour tou- I roient les moyens (drith, 180),
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donc en remettant a la place de ces lettres
les, lignes qu’elles repigfentent , on aura
ACHRC= AB1:BCis AB: CD~<c 4 D;
ce qui eft pn.mﬂ.ment ce que nous avons
démontré ( Géom. 302).

295 6.2°% Sidu point C comme cen-
tre, & d’un rayon égal a B C on décrit

I'arc BO, & fi Pon tire la corde BO,
on auraFD+Fé:Eo;orDozco
L CD PO CD s TR B O

== yy — aa — 2ax -~ XX ; MAis. Nous ayons

trouvé ci-deflus yy <+ xx =aa; donc BO =
2aa — 2ax = 2a (a—x). Mettant donc pour

aaq =— bb == cc
x , fa valeur ————'| on aura B 22

f’z’—-—{lﬁl—CL (mc-—-aa-—.u —fr-ée.’:) ;
=
*

¢

“x(bbn—c -—~:d parce que 2ac — a@—c¢ =
— (aa — 2ac —+c¢) = — (c —a)* ; or (2)
en confidérant ¢ — a comme une feule quan-
titd , on a bé-———:a—_(b—l—-c_-a)
(5-—c+a) donc BO=2 (b—lr—c—-a}
(b"—C“‘r'a_'qu on peut mettre fuus cette autre
forme B O = 2 (a+b+c—2a)(ab-c-2¢);
doncfionnomme 2slafomme des trois cotés,
onaura BO ::—f*('zs —2a) (25 —2¢) = 4 24

Yiv
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(s —a) (s —c); orgfi du point C, on abaiffe
fur OB la perpendiculaire CI, onaura (Géom,
295 ) dans le triangle retangle C10, cette
proportion CO:OI:: R: fin. OCI, ceft-a-
dire, a: £ BO: R :: fin OCI; donc + BO =
afin OCI , ou HO w_ﬁr;{OCI

b - *(fin OCI)* ;
quencB():M 'ﬁ; 2 égalant ces deux 4

, & par confé-

z

valeurs de B.O*, on aura % (fin OCl)* =

4 (s —a) (s —c), ou endivifant par 4a, !

& chaffant les dénominateurs , ac (fin OCI)*
= R*(s —a)(s—c), d’ou l'on tire cette
proportion ac:(s—a) (§—¢):: R: =
(fin OCI)*, quieft la regle que nous avons |
donnée (Géom. 304 ) pour trouver les angles
d’un triangle par le moyen des trois cotés ,
mais dont nous avons renvoyé la démonftra-
¢ion A cette troifieme Partie. En effet, ac eft
le produit des deux cotés qui comprennent
Vangle BCA; s—a & s—c font les deux reftes
que ’on a en rewsanchant ces deux mémes
coeés fucceflivement de la demi-fomme, Reft
le 1ayon, & OCI eft la maitié de l'angle
BCA , puifque CI eft une perpendiculaire
menée du centre C fur la corde BO.
2§7. 3° Léquation yy+xx=aa,
donnent yy == aa— xx=(a—+x)(a—x);
donc ¢n mettant pour %, fa valeur, on aura
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.
—

aa-bb +cc bb- aa - - cc.
yy=(a+257=) (e+

(zac—i—aa-l-a &5) (zac-aa c‘.-c-h) (a-.-;,-l;é %
(
X

5!’)-{. a) (a+c+£:) (a+-c- ) b+c-a )x{&—c-l-a).
P

x
2C

donc gecyy = (a-+c-+b) (a+c—b) (bt-c—a)
(b—c-+a),ougqccyy = (a+b—+c)
(a+ b-—i—c-zb) (a4 b~+c—2a) (a~+b—c-2¢)5
donc en nommant 2s la fomme a +b-c des
trois cotés , on aura g4ccyy = 25 . (25— 2b)
(25—20) (2 s—zc) , Ou 4ccy y==16s . (s—a)
(s—P) (s—c), ou divifant par 16 , réduifant 4

& tirant la racine quarrée,.........
o ABD

'E =V 5. (s—a) (s—b) (s—c) o Mais 2 =0 ¥
eft la furface du triangle 4 B C; donc pour

avoir la furface d’un triangle , par le moyen:

destrois co6tés , il faut de la demi-fomme re-
trancher fucceflivement chacun des trois c6-
tés ; multiplier les trois refies entr'eux & par
la demi- fomme, & enfintirer laracine quarrée
de ce produit.

25 8. 4°. Léquation 2cx —cc=aa
— bb, donne bb = aa + cc —2cx ; mais fi
la perpendiculaire tomboit hors du triangle,
on auroit , en confervant les mémes déno-
minations (Fig. 16), yy—+xx=aa, &

yy-ccta2c x+x x=bb, parce que AD
qui €toit c—ux , eft ici ¢~ x, Donc retrans
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chant la premiere équation de la feconde,
on auroit cc + 26x== bb—aa, ou ¢ (c-+2x)
—(b—a)x(b~a), qui donne ¢ :b~+a::b—a:
c4 2% ; or ¢+ 2x étant x -+ c+ x eft cD
- ADs donc AC: AB+ BC.: AB—BC:
CD + AD ,ce qui eft la feconde partie de
1a propofition que nous avons démontrée
(Géom. 302).

2§ 9.5°% La méme équation cc — 26X
=bh — aa, donne bb = aa +-cc -+ 2¢X ;5
comparant donc a I'équation bb = aa—+c¢¢
— 2¢cx qui convient ala figure 15 , on voit
que le quarré bb du coté AB oppofé a langle
aigu C, vaut moins que la fomme aa—+c¢
des quarréds des deux autres c6tés , puifqu'il
vaut cette fomme diminuée de 2cx. Au con-
traire , le quarré b5 du coté 4B, oppof¢ a
Pangle obtus (Fig. 16) vaut aa - c¢c —+ 2¢X,
Ceft-3-dire , plus que la fomme des quarrés
des deux autres cotes. On peut donc, par ces
deux remarques , lorfqu’on a A calculer les
~angles d’un triangle par le moyen descotés ,

reconnoitre fi 'angle que 'on cherche , doit
étre aigu ou obtus. :

2 60. 6°. Les deux équations bb=—=aa
dcc—a2cx,&bb="aa+ cc+ 2cx,
confirment ce que nous avons dict fur les
quantités négatives. Car on voit que felon

que la perpendiculaire B D (Fig. 15 8&16)
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tombe dans le triangle ou au-dehors, le
fegment C D eft de différents cotés. Or dans

ces équations le terme 2¢x a en effet des

fignes contraires. Donc réciproquement ,
quele que foienc les calculs que I'on aura faits
pour L'un de ces triangles , on aura ceux qui
conviennent pour les casanalogues du fecond,
en donnant des fignes contrairés aux parties,
qui feront fituées de différents cotés, fur une
méme ligne : or dans ce que nous avons dit
ci-deffus , tant fur le calcul de 'un desangles,
que fur celuide la furface, le fegment CD n’y
entre plus ; donc ces deux propolfitions appar-
tiennent indifféremment & toute efpece de
triangle redtiligne.

On pourroit tirer encore de ces memes
équations plufieurs autres propofitions ; mais
nous avons d’autres objets a envifager.

26 1. Quoiqu’en général on ait dautant

lus de reflources & de facilité pour mertre
les queftions de Géométrie en quation , que
Pon connoit un plus grand nombre de pro-
priéeés des lignes ; cependant , comme I'Al-
gebr,l&méme fournit les moyens de trou-
ver ceS propriétés, le nombre des propofitions
vraiment néceffaires, eft affez limité. Ces
deux propofitions, que les zriangles femblables
ont leurs c6tés homologues proportionnels , &

' o
que dans un triangle redangle  la fomme des
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quarrés des deux cotés de I'angle droit eft égale
au quarré de U’hypoténufe, ces deux propofi=
tions, dis-je, font la bafe de I'application de
I'Algebre 2 la Géomécrie. Mais felon lanature
des queftions, il peut y avoir bien des ma-
nieres de faire ufage de ces deux propofitions.
Cet ufage n’étoit point difficile 2 appercevoir
dans la queftion que nous venons de traiter. !
Mais dans les conféquences que nous avons
tirées de fa réfolution pourlecalcul del’angle,
par le moyen des trois c6tés, I'idée de dé-
crire l'arc BO (Fig. 15)pour calculer la corde
BO, & par fa moitié OI , calculer le finus de
I'angle O C1, cette idée ne fe préfente pas
d’abord. Il en eft de méme dans beaucoup
d’ autres queftions. Tantoe ce fone des lignes
qu’il faut prolonger jufqu'a ce qu'elles enren=
contrent d’autres ; tantdt des lignes qu’il favt
mener paralleles 2 quelqu’autre, ou faifant un
angle donné avec quelqu’autre. En un mot ,
Papplication de I’Algebre a la Géométrie
ainfi qu’a toute autre matiere , exige , de la {
part de I’ Analyfle , un certain difceznement
dans le choix & I'emploi des moy &l Mais
comme ce dif¢cernement s'acquiert en grande
partie par l'ufage , nous allons appliquer ces
obfervations a divers exemples.

2 6 2. Propofons-nous d’abord cette quef-
tion: D'un pownt A (Fig, 17) dont la fituation
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ef? connue d I'égard des delf% lignes HD & DI
qui font entr’elles un angle connu HDI,
tirer une ligne droite A E G de maniere que le
triangle intercepté ED G, ait une furface don-
née , ¢'eft-d-dire , une furface égale a celle d'un
quarré conni € C.

Du point 4 menonsla ligne 4 B parallele |

3 D A, & la ligne 4 C perpendiculaire fur
DG prolongée: du poinc E ou la ligne AEG
doit couper D H, concevons la_perpendi-
culaire EF. Si nous connoiffions EF & DG,
en les 'multipliant Pune par Fautre , & pre-
nant la moitié du produit, nous aurions la
furface du triangle E D G , laquelle devroit
étre égaleacc.

Suppofons donc DG = x5 a I'égard de
E F,voyons {i nous ne pouvons pas en décer-
miner la valeur , tant par le moyen dex , que
de ce qu’il y a de connu dans la queftion.

Puifqu’on fuppofe que la ficuation du
point 4 eft connue, on doit regarder comme
connue la diftance’ BD 2 laquelle pafle la
parallele 4B, & ladiftance 4C du point 43
laligne DGprolongée.Nommonsdonc BD ,
a & AC,b;alorslestriangles femblables #BG
& EDG ,nousdonnent BG: DG :: AG: EG;
& les triangles femblables 4 CG : E 6.
nous donnent AG: EG:: AC: EF;donc
BG:DG:: AC;EF;ceft-a-dire,a+x,
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&

x::b: EF;donc( Arith. 179) EF = 3

d-+Xx

puis donc que la furface du triangle £DG doit

: DG
etre ¢gale auquarré cc, il faut que EFx ==
bx Ky ’ v g B

ou —— X~ ==C¢,C eft-a-dire , que ——
cc, on chaffant le dénominateur , b x x ==

2acc - 2ccx.
ette équation réfolue fuivant les regles des
&quations dufecond degré (99 & 100),donne

ces deux valeurs , ¥ = % =+ % te f%;‘_‘ :
dont celle qui a le figne —eft inutile a la
queftion préfente.

Pour conftruire la premiere , je la mets fous
Ta forme fuivante, « « & % s oo s o s oo o

x == -+ V(L—; -+-2a)°7:' : cela pof€ ,
ayant tiré une ligne indéfinie PQ (Fig.18),
fur un point quelconque C de cette ligne ,
jéleve la perpendiculaire 4 C =5, & je
prends fur € .2 & C P leslignes CO, CM
égales chacune au coté ¢ du quarré donné j
ayan tiré 4 M, je lui mene par le point O la
parallele O V qui me détermine €V pour la

b # 4

¥ A l'avenir , toutes les fois| produit des deux moyens di-
que nous aurons 3 exprimer uni vif€ par lextréme, ou des
terme d’une proportion , dont| deux extrémes divi(é par le
trois feront exprimés algébri-| moyen, felon qne le terme
quement , nous prendrons , ' cherché fera un extréme onun
fans em avertir davantage , le moyen.




Dr MATHEMATIQUES: 319

valeur de c—: , puifque les triangles fembla~
bles ACM, OCN donnent 4C:0C::CM :
CN, ceft-a-dire, b:c::c:CNjdonc CN

r:-%;; cela érant, la valeur de x devient

donc x = CN+V(CN—+-m) x CN; or
V (G 2)% CN€xprime (249) une moyenng
proportionnelle entre CN & CN—-2q; il
ne s’agit donc plus que de déterminer cette
moyenne proportionnelle , & de Iajouter
% CN. Pour cet effer, fur N C prolongée,
je prend CQ = 2a; & fur la toalit NQ,
je déeris le demi-cercle NV ¥ Q renconuré
en V. par CA :je porte la corde N ¥ de
N en P, & yai C P pour la valeurde x;
cat NV (Géom. 112) eft moyenne propor=
tionnelle entre NC' & NQ, Ceft-a-dire,
entre CN& C N+4~2a;3donc NV ouP N
= V/(cN-+za)xCy5 donc CP.= CN =4
PN=CN - V(CN+2a)xCN ==X 5 On
portera donc CP' de Den G (Fig. 17) &
'on aura le point ‘G par lequel & par le
point A4 tirant 4G, on aura le triangle EDG
égal au quarré cc. '

2 6 3.Si I'on veut favoir ce que fignifie la
feconde valeur de x ,favoir, . « ¢'o o o . g

= if _V(L‘C . ce: 4
oy o a)—; ,@n remarquera
que rien , dans la queftion ,"'ne " déterminant
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§'il s'agit plutdt de Pangle ED G ( Fig. 17)
que de fon égal E'D G’ formé par le pro-
fongement des lignes G D, E D, & les quan-
tités donneés érant les mémes pour celui-ci
que pour lautre , cette feconde folution
doit étre celle de la queftion ou il sagiroic
de faire dans 'angle £/ D G’ la méme chofe
que nous avons faite dans I'angle £ D G.En
effer, en nommant D G/, x, & confervant les
autres dénominations, les triangles 4 B G,
E'D G’, femblables 'a caufe des paralleles
AB & DE'donnent EG’: DG':: AG': G'E/,
& en abaiffant la perpendiculaire E'F”, les
triangles femblables 4CG’, E'F G’ donnent
AG:G'E::AC:F'E'; donc BG': DG'::
AC:F'E', ceft-a dire,a—x: x::6: F'E;
donc F'E' = %; puis donc que la furface du
triangle G'E’D doit €tre égale au quarré ce,
il faut que a_f.;_"_x X % =cc; ce quj donne
bxx=2acc—2ccx, & par conféquent
2= _—?ﬁ g ~+ z—%—‘f\ , valeurs de x qui
font précifément les mémes que celles du
cas précédent , avec cette différence qu’ellés
ent des fignes contraires , ainfi que cela doit
étre, puifqu’ici la quantité x eft prife du c6té
oppofé a calui o on la prenoic d’abord.

Nouvelle confirmation de ce que nous avons
déja
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déja dit plus d’une fois , que les valeurs né-
gatives devoient €rre prifes dans un fens
oppofé a celui ol Pon a pris les pofitives.

La conftru&ion que nous avons donnée
pour le cas précédent, fert aufli pour celui-
ci, avec ce feul changement, de porter ( Fig.
18) N V'de Nen K vers Q; alors la valeur
de x, qui, dans le cas précédent, écoit C P,
fera CK dans celui-ci. En effec, la valeur
de x, qui convient au cas préfent, eft

" s MR R el i e
XS = = 7t Oux== b-+-

V7 ( +a) x5 ceftadine, x = — CNot-
V7" +1a)xCcN > puis donc que N V=
V Ntia)xCN,Onax=—CN4- NV
=— (N4 NK = CK ;ainfi on portera
CK de D en G'(Fig. 17), & I'on aurale point
G’ parlequel & parle point A tirant AG'E’,
on aura le triangle G'DE’ égal au quarré ¢ c 3
ceft-a-dire, la feconde folution de la quef=
tion.

2 6 4. Nous avons fuppofé que le point 4
(Fig. 17) éroit au-deflus de la ligne BG; s'il
éroic au-deflous, (Fig. 19) la quantité 4, ou
laligne 4C feroit négative , & les deux pre~
mieres valeurs de x feroient par conféquent

wdace

. cec Vc'f cc ;
e S e Ty i i TRY % S s -
ALGEBRE, X
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V(%f H—za) X ‘-bf ; ot Pon voit que le pro-
bléme n’eft poffible alors , que lorfque 2 eft
plusperitquc%,puifquelorfqu’ileﬂplusgrand
1a quantité qui eft fous le radical, eft ncga-

tive , & par conféquent (98) les valeurs de x
font imaginaires ou abfurdes. Lorfque 24 eft

plus petit queff, les deux valeuss de x font
négatives , C’eft-3-dire , qu'alors le probléme
eft impoffible 3 'égard de Yangle HDI; mais
il a deux folutions & I'égard de fon égal
E'DG'. Pour avoir ces deux folutions, il faue

. F &
conftruire les deux valeurs x = ——5—6— -+

e
V(f;‘-ﬁza) x =, ce que Pon fera de la
maniere fuivante. Ayant déterminé , comme
ci-deflus, la valeur CN de c—; (Fig.20), 0on

prendra N Q=2a, & ayant décrit fur NQ
comme diametre , l¢ demi-cercle N/ Q,
on lui ménera la tangente C //; on portera
enfuite C ¥ de Cen Pvers N & de Cen K
a oppofite;alors NP & NK ferontles deux
valeurs de x , on les portera (Fig. 19 ) de D
en G & de D en G/, & tirant par le point A
& par les points G & G’ les deux droites
EG, E'G', chacun des deux triangles EDG,
F'DG fera égal au quarré ¢ c. Quant a ce
que nous-difons que NP & N K Fig.-20 )
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feront les deux valeursde & , cela fe tire de ce
que (Géom. 129) C¥ étant moyenne propor-
tionnelle entre CN & CQ, et =V coxcw
ou, (en meteant pour ces lignes leurs valeurs),
CVouCPouCK=}" (5 —2a)x;

cc cc cc,
donc NP=CN-CP=5 — b (5 —24);
& NK=CN-+CK=5 -+ (5 - 20) x5
or ces deux quantitis font les mémes que
les valeurs de x, en changeant les fignes ,
donc ces mémes quantités portées de D vers
G (Fig. 19) feront les valeurs de x.

26 5. Sile point A (Fig. 21) étoic dans
I'angle méme HDI, alors BD tombant du
coté oppofé a celui ou il tomboit d'abord ,
a feroit négatif & les deux valeurs primitives
de x, deviendroient x == + V!% —
qui font les: mémes ( en changeant les fignes)
que celles que nous venons de conftruire.
On voit donc qu’alors on doit conftruire ,
comme on Ia fait ( Fig. 20) ; mais porter les
valeurs NP & NK de x, les porter, dis-je ,
(Fig. 21) de D vers I'; & I'on aura les deux
triangles DEG, D E'G’ qui fatisferont tous
deux 2 la queftion..

26 6. Enfinle point A ( Fig. 22) pourroit
X ij
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étre firué au- deflous de B D, mais dans I'anJ
gle BD E'. Alors a & b feroient tous deux

. . . v &
négatifs, ce qui donneroit x = — 4 =

;;é—-&— 1—‘—;—8 qui font précifémenc de fignes
contraires aux premieres valeurs que nous
avons trouvées pour x. On conftruira donc ,
comme-on I'a fait ( Fig. 18 ). Alors C K fera
la valeur pofitive de x , & € P fa valeur.né~
gative ; on portera la premiere , (Fig. 22) de
D en G yers B, & l'autre a loppofice , c'eft-, ;
a-dire , de D en G |
Nous avons infifté fur les différents cas de
cette folution , pour faire voir comment une
feule équation les comprend tous ; comment
on les déduit par le feul changement des
fignes ; comment les pofitions contraires des
lignes , font défignées par la contrariéeé des
fignes , & réciproquement. Il nous refte en-
core 2 indiquer quelques ufages de cette
méme folution.
267.Si 'on propofoit, cette queftion
D’unpoint donné A (Fig.23) horsd’untriangle
oudans un triangle donné D H I, mener une
ligne AF qui divife ce triangle en deux parties
DEF , EFIH qui foient entr’elles dans un rap-
port connu & marqué par le rapport demz n
cette queftion trouveroit fa folution dans la

précédente, Car puifque le triangle D HI
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eft donné, & que l'on fait quelle partie le
triangle D E F doit étre du triangle D HT;
{i on cherche Je quatrieme terme de cette
proportion m ~-n: m::la furface du triangle
D H I, efta un quatrieme terme; ce qua-
trieme terme fera la furface que doit avoir le
triangle D £ F. Or on peut toujours trouver
un quarré cc égal a certe furface (249) 5
la queftion eft donc réduite 2 mener par. le
point A , une ligne 4 E F, qui comprenne
avec les deux cotés D H, D I, un triangle
D EF égal au quarré cc, ceft-a-dire, eft
réduite a la queftion précédente. -

26 8. On voit encore qu’on rameneroit
a la méme queftion, celle de partager une

figure reétiligne quelconque ( Fig. 24 ) par

une ligne tirée d’un point quelconque A ,

en deux parties BCFE, EFDHK , qui .

fuffent entr’elles dans un rapport donné,
En effet, la figure BCDHK érant fup-~
pofée connue, on connoit tous fes angles &
tous fes c6tés ;3 on connoitra donc facile-
ment le triangle B L G formé par les deux
cotés K B & D C prolongés , puifqu’on con-
noitdans ce triangle, le c6té B C' & les deux
angles L BC, I,CB fuppléments des an-
gles connus C BK & BCF ; ainfi on doit
regarder la furface du triangle L B C comme
connue ; & puifque celle de Iz.;{B CF doit
iij
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étre une portion dérerminée de la furface
totale , elle eft donc connue auffi ; la quef-
tion eft donc réduite 2 mener une ligne AEF
qui forme dans I'angle K L D, un triangle
égal 2 un quarré connu. Enfin, on voit par-
13, comment on partageroit cette figure, en
un plus grand nombre de parties dont les
yapports feroient donnés.

26 9. Une remarque qu'il eft encore &
propos de faire , & que nous allons confir-
mer par dautres exemples, c'eft que, fi
quelques-unes des quantités données qui
entrent dans V'équation qui fert a réfoudre
une queftion, font telles qu'en changeant
leurs fignes en fignes contraires , I'équation
ne change point ; ou fi un changement de
pofition dans la ligne ou les lignes cher-~
chées de la figure , n’entraine aucun change-
ment de pofition ni de grandeur dans les li-
gnes données , alors parmi les différentes
valeurs de x , lorfqu’il y en a plufieurs dans
Péquation , on en trouvera toujours une qui
fera la folution propre pour le cas qu'indique
e changement. Par exemple , dans la quef-
tion que nous venons de traiter, on a vu
que I'une des valeurs de x donnoit directe-
ment la folution pour le cas ot la ligne AEG
(Fig. 17) devoit traverfer I'angle HD I,
ainfi qu'on Ia fuppofé en faifanc le calcul 5
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mais on.a vu en mémestemps que la feconde
valeur de x donnoit la folution pour le cas
ou il s’agiroit , non pas de angle HDI , mais
de fon oppofé au fommet. La raifon en eft
qu’ayant dans chaque cas, les mémes quan-
tités donndes a employer, & les mémes rai-
fonnements a faire , on ne peut étre conduit
qu’a la méme équation ; donc la méme équa-~
tion doit donner les deux folutions. Nous
allons en voir encore des exemples, en par-
courant d’autres queftions,

27 0. Propofons-nous cette queftion.
D’un point donné A hors d’un cercle BD C
( Fig, 25 ) tirer une ligne droite A E , de ma-
niere que fa partie DE interceptée dans le cercle
Joit égale @ une ligne donnee. §

Puifque le cercle BD E Ceft donné, fon
diametre eft cenfé connu : & puifque le point
A eft donné, fi 'on tire par le centre O la
droite 40C , on eft cenfé connoitre la ligne
A B , & par conféquent la ligne 4 C. Pour
favoir comment op doit tirer la ligne 4 £, il
ne s'agit que de favoir de quelle grandeur
doit écre 4D, pour que fon prolongement
D E foit égal a la ligne donnée. Je nomme
donc 4D, x;la ligne connue 4 B ,a; la
ligne connue 4 C, 4; enfin je nomme ¢, la
ligne donnée a laquelle D E doit &tre égale,
Cela pofé,

: X iv
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Puifque 1a figure BDEC eft un cercle, les
fécantes AC , AE doivent (Géom. 127) étre
réciproquement proportionnelles a leurs par-
ties extérieures; on doit donc avoir A C: AE::
AD : AB, c’eft-a-dire, en vertu des dénomi-
nations précédentes , b:x—c::x:a;donc
en multipliant les extrémes & les moyens,
onaura x x -+ ¢ x = ab , équation du fecond
degré qui étant réfolue donne x =— 5 ¢ +
V' oxra, > dont la premiere valeur, x =
— L ¢V icctab , fatisfait feule a la queftion
altuelle.

Pour achever la folution , il faut conftruire
cette quantité , ce quon peut faire fans em-
ployer les transformations enfeignées (246).
Pour cet effet , on tirera du point 4 la tan-
gente A4 T, qui (Geom. 129) étant moyenne
proportionnelle entre 4 B & A4 C', donnera

AT=ab; la valeur de x deviendra donc x=
— L ¢ -V ez 5 tirons le rayon TO, il
fera perpendiculaire 3 AT (Géom. 48); fi
donc on prend 77 = 1 ¢ alors en tirant A1
on aura AI = Vizia7* ; donc pour avoir
x , il ne sagit plus que de porter T/ de I en
R & de décrire du point 4 comme centre
& du rayon AR, 'arc RD qui déterminera
le point cherché D ;car AD ou AR fera
égal a Al—IR=Al—=TI=V citar —

3 €= %o
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Pour connoitre maintenant ce que fignifie
Ia feconde valeur , x =—Xc—V'ic >
il faut’ remarquer que puifqu’elle eft toute
négative , elle ne peut tomber que du coté
oppofé i celuivers lequel tend 4 D. Voyons
donc sil y a quelque queftion dépendante
des mémes quantités & des mémes raifon-
nements , & qui ait rapport a ce coté. Or je
remarque que fi Pon fuppofe a & b négatifs ,
P'équation x x 4 ¢ x = a b ne change en au-
cune maniere ; donc puifqu’alors le cercle
B D E Cdeviendroit B'D'E C' f{itué vers la
gauche de la méme maniere que le premier
Veft vers la droite, il senfuit que cette
méme équation renferme auffi la folution
qui appartiendroit a ce cas; la feconde va-
leur de x, favoir x =—1¢c— V750 ap-
partient donc a ce méme cas, & fatisfait 2
la méme condition; c’eft pourquoi fi dans
la conftru&ion précédente on porte IT, de
Ien R, fur AI prolongé, & qu’enfuite du
point 4 comme centre & d’un rayon égal
a AR’, on décrive un arc qui coupe ,en £/,
la circonférence B'D'E'C’, le point £ fera
tel que la partie interceptée E'D’ fera égale
ac; en effec, AE' érant egal 3 AR =
Al 4 IR’ , vaudra V' o+ ¢, Ceft-
a-dire, fera égal 4 la feconde valeur de x
fnychangeantlesﬁgnes;orpuﬂqu%nlpone
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cette quantité du coté oppofé a celui vers
lequel on a fuppofé que tendoit x, il s’enfuic
que A E'‘eft véritablement la feconde valeux
de x.

Au refte, comme les deux cercles font
égaux & fitués de la méme maniere , les deux
folutions peuvent appartenir toutes deux au
méme cercle , enforce que fi 'on décrit du
point 4 comme centre & du rayon AR/, 'arc
R'E , 1a ligne 4 E réfoudra aufli la queftion 3
en effet, il eftaifé de voir que lepoint E dé-
terminé de cette maniere eft fur le prolonge-
ment de laligne 4 D détermindée par la pre-
miere conftru&ion. Mais des deux folutions
diftinGes que fournic ’Algebre ,la premiere
tombe 2 la droite du point 4 , & appartient
au point D de la circonférence convexe; la
feconde tombe 2 la gauche , & appartient au
point E’ de la circonférence concave.

On voit par-la fe confirmer de plus en
plus, que les quantités négatives doivent
&ure portées de cotés oppofés , & récipro=
quement.

27 1.Suppofons maintenant qu’il s'agit de
trouver fur la diredion de la ligne donnée A B
(Fig. 26 ) un point C tel que [a diftance au
point A , foit moyenne proportionelle entre fa
diffance aupoint B & la ligne entiere A B.
Je nommerai ¢ la ligne donnée 4 B ; &
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2 4 la diftance cherchée 4 Cj;alors B C fera
a— x; & puifquon veut que AB: 4 C::
AB:CB,ouquea:x::x:a—x,il faut
en multipliant les extrémes & les moyens,
qUE XX == aa — dx, Ou xX —~ ax==aa, ¢qua-
tion du fecond degré, qui,étant réfolue,
donne x == — ; a =+ V 2z + aa:

Pour conftruire la premiere valeur x =
o— 3 @+ V' iaataa,il faur felon ce qui a
été enfeigné (259) élever au poine B la per-
pendiculaire B D= }a, &ayanttiré 4D,

0nauraAD=VBD+.¢4B-—....
V isa+aa; il ne sagic donc plus que de
recrancher de cette ligne, la quantité ; q,
ce qui fe fera en portant D Bde D en O3
alors 40O vaudra V'iza+aa— + a, ceft-a-
dire, fera égale a x ; on portera donc 4 O
de Aen C vers B, & le point Cou elle abou-
tira fera le point cherché.

Quant a la feconde valeur de x, favoir
— 28—V iza+aa; i Von porte B D de D
en O furle prolongement de' 4 D, alors
AQ’ vaudra @ =+ V' iza+aa; puis donc que
la valeur de x eft cette méme quantité ,
prife négativement, on portera 4 O'de 4
en (" fur 4 B prolongée du c6té ‘oppofé 2
celui vers lequel on a fuppofé , dans la folu-
tion , que x tendoit, & l'on aura un fecond
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point C’, qui fera, auffi , rel que fa diftance
au point A4 , fera moyenne proportionnelle
entre fa diftance au point B & la ligne en-
tiere A B.

Remarquons en paffant que cette queftion
‘renferme celle de couper une ligne donnée AB
en moyenne & -extréme raifon ; aufli la conf=
trution que nous venons d’en donner eft-
elle la méme que celle que nous avons don-
née (Géom. 130). Mais on voit que ’Algebre
nous conduit a‘trouver cette conftruction ;
au lieu qu’en Géomérrie nous fuppofions la
conftru&ion déja trouvée , & nous en dé-
montrions feulement la 1égitimité,

27 2. Si l'on fait un peu d’attention fur
1a marche que nous avons obfervée dans les
queftions précédentes, on verra que nous
avons toujours pris, pour l'inconnue, une
ligne qui, étant une fois connue , ferviroit a
dérerminer toutes les autres, en obfervant
les conditions de la queftion. Ceft ce qu'on
doit toujours obferver ; mais il y a encore un
choix a faire pour fe déterminer fur cetce
ligne : il y en a fouvent plufieurs dont
chacune auroit également la propricté de
déterminer toutes les autres fi une fois elle
éroit connue ; or parmi celles-la il en eft qui
conduiroient & des équations plus compofées
les umes que les autres, Pour aider a fe déter-
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miner dans ces cas , nous placerons ici la
régle fuivante,

27 3.8i parmi les lignes oules quantites qui
etant prifes chacune pour I'inconnue, pourroent
Jervir a déterminer toutes les autres quantités ,il
s'en trouve deux quiy fervent de la méme ma-
niere , énforte qu’on prévoie que 'une ou Lautre
conduiroit & la méme équation ( aux fignes —~
ou — prés ) ; alors on fera bien de nemployer ni
Lune ni l'autre ymais de prendre pour inconnue
une autre quantit€ qui depende €galement de
Lune & de Pautre de ces deux-la; par exemple 4
de prendre pourinconnue leur demi-fomme,
ou leur demi~différence : ou un moyen pro=
portionnel entr’elles, ou &c. On arrivera
toujours 3 une €quation plus fimple quen
cherchant 'une ou l'autre.

La queftion que nous avons réfolue (270)
peut nous en fournir un exemple. Rien dans
cette queftion ne déterminoic a prendre 4 D
( Fig. 25 ) pour inconnue plutot que 4 E ;
en prenant 4 D pour l'inconnue x, on avoit
x+cpour AE; & en prenant A E pouc
I'inconnue X , on auroit eu x —¢ pour 4D,
& du reftele calcul eft le méme dans chaque
cas, enforte que I’équation ne différera que
par les fignes. C’eft pourquoi, fi au lieu de
prendre aucune des deux pour l'inconnue,
j¢ prends leur demi-fomme , & que je la




334 CouRrs

fomme x; comme leur différence D E eft
donnée par les conditions de la queftion , &
eft=c, on aura (Geom. 301) AE=x
~++tc,& A4 D=x—%c; &enemployant
le méme principe que nouvs avons employé
dans cette premiere réfolution , nous aurons
Péquation (¥ -+1c¢) (x—3ic)=uab, ou
xx — 5 cc==ab , équation plus fimple & qui
donne x=V"iccat. D'olr 1l eft 2i(é de con=-
clure que AE quieft x4+ 2 ¢, fera = Lc4~
Vicewaby @ AD =— " c+Viiiiab,
comme ci-deffus ( 270 ).

La queftion fuivante nous fournira plu-
fieurs exemples de I'application du méme
principe. :

274. D’un point D (Fig 27) fitué dans
Pangle droit 1 A E, & également eloigné des
deux corés TA& A E, mener une ligne droite
DB, de maniere que la pariie C B comprife
dans Uangle droit EAB, foit égale d une
ligne donnée.

Avyant abaiffé les perpendiculaires D E;
D 1,;je puisindifféremment prendre pour in-
connue CE ou AB, ACouIB,CD ou DB.
Si je prends par exemple C E pour l'in-
connue , alors nommant CE, x, & défi-
gnant par a, chacune des deux lignes égales
D E, D1, quifont cenfées connues ; nom-
mant de plus, ¢, la ligne donnée 3 laquelle
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B C doit étre égale, j’aurai AC = AE—CE
==a — x; & les triangles femblables D E C,
C A B, medonneront 4 B par cette propor-
tion, CE: DE:: A4C: AB, ceft-a-dire ,
x:a::a—x:AB; d’oul'ontire 4 B =

. Or par la propriété du triangle rec-

*

tangle ( Géom. 164 ) on a AC+AB=BC:
fubftituane , au lieu de ces lignes , leurs va-
leurs algébriques, on aura (a —x)* —=

ad& ~— ax
( )’:cc, Ou ag—2a%xxx~

X
at-2a’x4a*x*
2% —¢c, ou, en chaffant le déno-

XX
minateur , tranfpofant & réduifant x*=2ax*

~= 2aaxx—ccxx—2a*x-+a*== o ; équation
du quatrieme degré, mais.qui n’eft pas, a
beaucoup prés, la plus fimple qu’on puiffe
employer pour réfoudre cette queftion.

Si , au lieu de prendre C E pour inconnue,
nous prenions I B ; alors nommant [ B, «,
& imitant la folution précédente , on auroit
une équation quine différeroic de celle qu’on
vient de trouver, quen ce quau lieu de
a—x , on auroitx —a ; c’eft-a-dire, qui
feroicabfolument laméme , puifque ces quans
tités y font au quarré. Celle o l'on prendroit
A B pour inconnue , ne différeroit que par les
fignes de celle ou I'on prendroit #C pour in-

~connue, De méme, al’égard de D5 & de DC,
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Péquation ot 'une fera prife pour inconnue ;
ne différera que par les fignes, de celle out
Yon prendroit 1"autre pour inconnue:ilne
fauc donc prendre aucune de ces lignes.

Mais f{i nous prenons pour inconnue , la
fomme des deux’lignes DB & DC, & fi
nousrepréfentons cette fomme par 2x , alors
( Geom. 301 ) nous aurons D B=x—+ 3¢,
& D C=x—Xc;or les paralleles D I &
CA, nous donnent, pour trouver 4B & AC,
les deux proportions fuivantes, DC: CB: :
lioul E:AB,&D5:CB::DI:A4C;
ceft-a-dire ,x —Zc:c::a: 4B, & x++¢:
g::a:.4 €3 -dong ABzx—fE:_&AC:
a_;donc puifque le triangle reftangle
x4 ic

g 2 e 3,

CAB,donne A B+ AC= B C(C,onaura

ﬂzcz a‘!‘-l

e C¢ 5 0 bien , chaffant
les frattions ; & divifant par cc, @* (x-+3¢)*
“+a"(x—¢) =(x+43¢f(x—3¢)°;
faifant les opérations indiquées , tranfpofant
& réduifant, on a x* — (+ ¢cc =+ 2aa) x" ==
L aacc — = c*, équation du quatrieme degré
3 la vérité , mais plus facile a réfoudre que la
précédente , puifque (173) elle fe réfout ala
maniere de celles du fecond degré.
On parviendra encore a des équations affez
Gmples , fi on emploie deux inconnues, dl‘()m
une
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Pune foiclafomme des deux lignes 4B & 4G
& l'autre leur différence, c’eft-3-dire. fi Pon
faic. 4 B+ A4 C=2x,& A B—AC=2y,
¢e qui donnera 4 B=x-+y,& A C=
¥ —; le triangle retangle 4 B C donnera
A B—-AC=BC, &les triangles fembla-
bles # 5 €, 1B D donneront ( Géom. 109 )
AB:AC::IB: ID; ce quidonnerales deux
€quations néceffaires pour déterminer x 8 y;
de Fune ontirera la valeur de xax , qui écanc
fubfticuée dans 'autre , donnera pour ¥y ,une
€quation du fecond degré. Mais nous laiffons
aux commengants a achever le calcul pour
s exercer , & nous revenons a notre €quation,

Conformément 3 ce qui a éé enfeigné
(173) , on auraa*—(ice+2aa)x*+(3cc—+-aa)?
== (y¢¢ +aa)® 4 jaacc — ¢t =qgacc +at ;
tirant la racine quarrée , x* — (L cc4- aq) ==
==V aacc+a+ , & par conféquent x*==Icct-qz
~+ V qace+a+ ¢ tirant de nouveau la racine
quairée, nous auronsenfin . . . , ., .

"x.‘i‘V%"c“’f“aaiVaacc—b—d;, ou

x=oVicc+aatalV iig,

Des quatre valeurs de x que donne Ila
double combinaifon des deux fignes +, il
n’y en a qu’une qui appartienne a la queltion
telle quiglle a été propofée , & cette valeur

ALGEBRE,

SCD LYON1 |




$38 CouRrs

o -
elt x =+ V—; ce—+aa+aV cc-+aa. La vas

leur x =+ V/ § cc++aa—aV ccaa réfout
la queflion pour le cas ot1 'on demanderoit
que laligne C B fat dansle méme angle que
le point ), voyez (Fig. 28); & alors x repré=
fente , non pas la demi-fomme , mais la demi-
différence des deux lignes B D & D C, ceft
ce dont il eft facile de fe convaincre en
nommant 2 x cette différence, & réfolvant
le probléme de la méme maniere que ci-
deflus; car onaura D B=7c+x, CD=
1c—ux , & les paralleles D I & C A donne-
tont DB:CB::DI:CA,&DC:CB::
Al: AByouic+xiciia: CA,&5c—%:
¢::a: AB;donc CA=—& AB m::x;

. . R :

donc i caufe du triangle re@angle C 4 s
al cl al- ‘.Q >

on aura = ¢*, ouapres les

(Ee+x)* (fe—x)*

mémes opérations que ci-deflus , »*—
(L ec=2aa) x* =3 aacc — = ¢*, €équation
qui eft abfolument la méme que celle que
nous venons de trouver pour la fomme des
deux lignes B D & C D ( Fig. 27). Donc la
méme équation fatisfaifanc aux deux cas,
Pune des racines doic donner la fomme, &
une autre doic donner la différence; or il
oft facile de voir que les deux que l'on doit
prendre, font celles que nous venons d’in-
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diquer, puifque les deux autres racines ,
€tant toures négatives, ne peuvent appara
tenir qua des cas tout oppofés & ceux qu’on
a confidérés dans chaque réfolution.

Quant 3 ces deux autres raciges , pout
trouver a quels cas elles appartﬁmcn: , il
faut obferver que rien ne décermine dans la
queftion préfente, ou, du moins, dans 1'é-
quation, {i le point D (Fig. 27 ) eft { comme
on I'a fuppofé d’abord ) au deffous de A1 &
a gauche de 4E , ou s’il eft, au contraire ,
au-deffus de la premiere & a droite de la fe~
ctonde, comme onle voit ici i I'égard de A'I"
& de 4" E': or dans ce cas , la quantité ¢
tombant de c6tés oppofés 3 ceux ou elle
tomboic d’abord , eft négative ; donc on aura
la folution qui convient 2 ce cas, i I'on
met — a, au lieu de 4 @ dans I'équation
X*— (5 cc + 2aa) x* &c, trouvée ci-deflus ;
mais comme cette équation ne change pas
alors, il s'enfuit que cette méme équation
doit aufli réfoudre ces deux nouveaux cas :
donc les deux aucres valeurs de x font Pune,
lafommedesdeuxlignes DB & D¢ (Fig.27),
& lautre, leur différence (Fig. 28 ), E¢
Fon voit en effer que dans cetre. nouvelle
pofition, les points B & C tombent de cords
oppofés a ceux oivils tomboient d’abord 5 &
que par conféquent la fomme, ainfi que la

Y ij
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différence des deux lignes DB’ & DC’ doit
étre négative, comme I'équation les donne
en effet.

Pour conftruire la folution qu’on vient de
trouver, on prendra fur E A prolongée
( Fig. »7 8828 ) , la partie AN=c, & ayant
tiré IN, on portera cette derniere fur DI
prolongé de I en K:fur DK comme dia-
metre , on décrira le demi-cercle X L D ren-
contré en L par AI prolongés. Du miliev H
de AN on tirera I H que Von portera de I
en M (Fig. 27) , & onaura L Mpour la pre-
miere valeur de x; mais dans la figure 28,
on décrira du point L comme centre , & d'un
rayon égal 3 I H, un petit arc qui coupe I K
en M, & I M fera la feconde valeur de x 3
& puilqu'ona BD =x--3 ¢, onaura BDe==
L]BI-J.-AH( Fig. 27) ,& ED=IM—+ AH
( Fig. 28 ) ; ainfiil n'y aura plus qu'a décrire
du point D comme centre , & du rayon B D
qu’on vient de déterminer , un arc qui coupe
T 4 prolongée en quelque point B, la droite
D B fera telle qu’on la demande. En effer,
le triangle re@angle I A N (Fig. 27 & 28)
donne IN ou IK =V 14>+ AN =V ac+ ccy
& puifque L I eft moyenne proportionnelle
entre DI & 1K, onall*=DIxIK=
aViises or le triangle reftangle I1AH
donne THou MI=VTa + AH'=110s
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Viaarice, & le triangle re@angle LIM
donne (Fig. 27) LM =VWT 511 =
Viaa+iccava s e=x; & (Fig. 28)
R T T T P SRR
Vaa dLtCCc—aV sagee N0

Il faut remarquer au fujet de cette der-
niere valeur, que-la confiru&tion que nous
venons d’en donner, fuppofe que 1 H ( Fig.
28) eft plus grand que E!, ou tout au plus
égal. S'il éroit plus petit, la queftion  feroic
impoflible pour ce dernier cas; c’eft ce que
fait voir aufli FAlgebre : car dans la valeur
x=V aa+3icc—aV i, ida+ice
qui eft 75* , eft plus petit que @ Vaa +; qui
eft 12*, la quanrité que couvre le radical fu-
périeur , feranégative , & par conféquent la
valeur de x fera imaginaire.

En prenant pour inconnue la fomme des
deux lignes D3 & D C( Fig .7)ou leur
différence ( Fig. 28) nous fommes arrivés 3
une €quation plus fimple qu’en prentne C E,
ouAC,ouAB,ou IB, parce que la rela«
tion des lignes D B & D C aux lignes / B &
A B , eft femblable  celle que les mémes li-
gnes B D & DCiont avec les lignes 4 C &
CE,ceft-a-dire, qu'elles peuvent €écre déeer-
minées par des opérations femblables en em-

ployant /B & A B, ou.AC & CE. En
Y iij
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général, comme I'équation doit renfermer
tous les différents rapports que la quantité
cherchée peut avoir avec celles dont elle dé-
pend, cette équation fera toujours d’autant
plus fimple, que la quanticé qu’on choifira
pour inconnue , aura moins de rapports dif-
férents avec les autres ; en voici un exemple
bien fenfible ‘dans cecte autre folution de la
méme queftion.

2.7 5. Puifque I'angle C 4 B ( Fig. 29 )eft
droit, fi Pon congoit que fur C' B comme
diametre on:décrive un cercle, il paflera par

" e point 4 tirons la ligne D 4 qui pro-
longéerencontrela circonférence en M;alors
il eft aif¢é de voir que puifque les lignes D I
& D E font égales, Tangle D 4 I, ou fon
égal B.A M, ferade 45 degrés; & puifque ce
dernier a pour mefure la moitiéde I'arc #4 B
(Geam. 63 ), cet arc M B fera donc de 90°%
donc fi V’on tire le rayon LM, le triangle
D L M fera re@angle, & par conféquent en
abaiffane fur, D M la perpendiculaire LN,
le coté L M ( Géom. 112) fera moyen pro-
portionnel entre D M& M N, ouentre DM
& A N, puifque la perpendiculaire L N rend
A N= NM (Géom. 52) De-la il eft ailé
d’avoir une folution tres-fimple , en prenant
A N pour inconnue,

Repréfentons par x ceste ligne 4 NV, &
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nommons.d la ligne D 4 qui eft cenfée con-
nue ; alors D M fera d -+ 2x , & pulfqu’on a
(feion ce qui vient d’écre remarqué ) D M :
LM::LM: MN,onaurad<4-2x:5¢::+¢: %,
& par conféquentdx =+ 2xx=73cc, ou
xx—4-Ldx=+cc; & en réfolvant cette
équation, x == — Sd 4V idd+ ices

Pour conftruire cette quanticé, je 'écrisainfi
x=—23d 4+ V'L dix Lec+ Lece Je prends
fur les cotés Ao, A I delangle droit I 4o ,
les parties 4 m , A n égales chacunga ;¢ 4
& achevant le quarré 4 mp n, je tire la dia=
gonale 4 p qui fera perpendiculairea D 43
& égale A V' i crjeprends fur 4D,
la partie Arégalea*dou; 4D, & tirant pry

g e
i’aipr:VAr-!—xi'p == .+ s e e @
V idi+ = o+ e il ne s’agit donc plus,
pour avoir la premiere valeur de x, que de
retrancher de prla quantité £ d, ce quife fera
en décrivant du point r comme centre, & du
rayonrp un arc qui coupe D Men IV, ce
qui donne 4 N pour la premiere valeur de x3
en forte qu’élevant au point N la perpendi-
culaire VL que I'on coupera en L par un
arc décrit du point .4 comme centre, & du
rayon ;¢ , on aura le point L, par lequel &
par le point D ,tiranc D C B, on aura la
folution,

Y iv
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Quant 2 la feconde valeur de x, favoir
& =—+d— Vijitisyxic; on laura
en portant 7 pde r en V, caralors 4 /V/ érant
égale 3 Ar—+r N vaudra 5d+ ..« .
ViiitoogLa, cefta-dire, fera égale
3 la feconde valeur de x en changeant les
fignes ; & comme elle tombe du coté oppof€
3 la premiere , elle fera , eu égard a tout,, la
véricable valeur de x dans ce fecond cas. On
élevera donc auffi au point V' la perpendi-
culaire V' L’ que Yon coupera en L/ par un
arc décric pareillement du point 4 comme
centre & du rayon €galac; alors tirant par
le point L/ & par le point D la droite B'L'D ,
on aura la feconde folution dont la queftion
peut étre fufceytible : C’eft ce dont il eft aifé
de fe convaincre en jettant les yeux fur la
Figure 30, & y appliquant motr @ mot ce que
nous avons dit de la Figure 29 au commen-
ement de certe folution : on verra quen
nommant A N ou M N, x & confervant les
autrcs dénominations les mémes , on aura
DM:ME::ML:MN;ceft-a-dire , 26—
deic:iyic:x, & par conféquent, 2 xx —
dx=%cc;donlontirex=5d~4......
¥ 1 dd+ 4 c o+ #cc dont une des valeurs eft
récifément la méme que celle dont il s'agit;
fes fignes feulement font différents , ainfi que
cela doit étre. -
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Mais il fe préfente ici une remarque im-
portante 2 faire. Il peut arriver que I’arc que
Yon voudra décrire du point 4 ( Fig. 29 )
comme centre , & du rayon £ ¢, ne rencontre
pas la perpendiculaire N’ L', parce que la
quantité} ¢ peut €tre plus petice que 4 N'.
Or nous avons dic que lorfque les queftions
du fecond degré étoient impoffibles , 'Alge-
bre le faifoit connoitre : cependant, dans I'é-
quation x = — ;d—V iyt ot i
rien ne manifefte dans quels cas cette impof-
fibilité a lieu; car tout eft néceflairement
pofitif fous le radical. _

Voici la folution de cette difficulté. Il eft
inconteftable que lorfqu’une queftion expri-
mée algebriquement , fera impoflible , 'Al-
gebre manifeftera cette impoffibilité ; mais
il faut bien faire attention que ce fera lorf-
qu’on aura exprimé par cette méme Algebre,
tout ce que la queftion fuppofe , foit expli~
citement, foit implicitement; c’eft préci-
fément ce qui n’a pas lieu ici. En effer , la
queftion fuppofe tacitement que les trois
points D , 4, L , ne font pas fur une méme
ligne droite, & c'eft ce que nous n’avons
point exprimé algébriquement; nous avons
exprimé que L M étoit, moyenne propor-
tionnelle entre D M & N M, propriété qui
appartient a la vérité au wriangle re€angle,
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mais qui peut avoir lieu auffi lorfque les trois
points D, 4, L, font fuppofés en ligne droite.
En effet, il eft évident qu’on peut {e propofer
cette queftion: Trouver fur la direction DL
(Fig. 31) quelintervalle il faudroit laiffer entre
les deux droires DA & ML de grandeurs con-
nues, pourque ML foit moyenne proportionnelle
entre DM & MIN , le point N étant le miliew
*de AM. Or cette gueftion conduit( comme
il eft facile de s’en affurer ) précifément a la
méme équation que ci-deflus, & cette équa-
tion donne deux folutions ,’'une pour le cas
ot les deux points 4 & M font entre D & L;
Vautre , pour le cas contraire. Il n’eft donc
pas éconnant que lorfquela premiere queftion
devient impoflible ( du moins dans un de fes
cas) I’Algebre n’en dife rien ; puifqu’elle doic
donner la folution de cette feconde queftion
qui eft toujours poflible.

27 6. Cette réflexion nous porte donc
a diftinguer deux fortes de queftions, favoir,
les queflions concrezes & les queftions abf~
traites. Par les premieres, ondoitentendreles
queftions de la nature de Favant-derniere.,
ol1 ce que ’on cherche eft fpécifié ou particu-
larifé par quelque condition, quelque proprié-
té, ou quelque conftruction particuliere ,que
I’équation n'exprime point. Les queftions
abftraites , au contraire , feront celles ou les

o
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quantités fontconfidérées uniquement comme
quanticés , & ou I’équation exprime tout ce
que la queftion renferme, comme dans la
derniere queftion. Celles-ci peuvent toujours
avoir autant de folutions , foit pofitives, foic
négatives , que I’équation a de folutions
réelles ; au lieu que le nombre des folutions
d’une queftion concrete eft fouvent moindre
que fe nombre des folutions ,mémes pofitives
de I'équation; la queftion fuivante qui eft
de cette derniere efpece , nous en fournira
un exemple. . Y

277. Suppofons que 4 BED (Fig.
32) repréfente une fphere engendrée par la
. rotation dudemi-cercle ABE autour du dia-
metre AE. Le feeur ABC, dans ce mouve-
ment , engendre un feGeur fphérique qui eft
compofé d'un fegment {phérique engendré
parlarotation dudemifegment ABP, & d’'un
cone engendré par le triangle re&tangle BPC.
Suppofons qu’on demanfc en quel endroic
le fegment {phérique & le cone feront égaux
entr'eux.

Pourréfoudre cette queftion, il faut e rap-
peller (Géom. 247 ) que le fe&eur fphérique
eft égal au produic de la furface de la calotte
B AD par le tiers du rayon A4 C. Or lafurface
de la calotte (Géom. 225) fe trouve en mul-
tipliant la circonférence 4 BED par la hau-
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teur 4 P de cette calotte. Donc fi on repré<
fence par le rapport de r: ¢, le rapport du
rayon d'un cercle & fa circonférence . & fi
Von nomme 4 C,a 3 AP, x;onaurala cir-
conférence A B D E par cette proportion
r:c::a: ABDE quiferadonc =*;donc la fur-
face de la calotte ff:ra‘-"ﬁ;—"—7 , & par confé-
quent , la folidit¢ du feéteur fera ‘-f:—x X 3§ aou

caax

=

*Pour avoir la folidieé du cone, il fautmul-
tiplier la furface du cercle quilui ferc de bafe,
c’eft-a-dir¢ , la furface du cercle qui a pour
rayon B P, par le tiers de la hauteur CP:
or puifjue CP=CA—AP=0a—x,
& que CB =a, on aura dans le triangle
reGtangle BPC, BP=Vcp—pPc =
Vaa—zatiaz—xz=V, 2x— x%3 mals
pour avoir la furface du cercle qui a pour
rayon B P, il faur multiplier fa circonférence
par la moitié du rayon, & pour avoir cette
circonférence , il faut calculer le quatrieme
terme de cette proportion 7: ¢: : V iax—xx
WV 2ax - xx;

eft 2 un quatrieme terme qui fera

multipliant donc par la  moitié du rayon

Ce2aX-X2

Vs ax—m=xy0Onaura—-- pourla furface

de la bafe du cone ; multipliant cette fure

SCD LYON 1




per MATHEMATIQUES. 349
face par le tiers de la hauteur C P, Cleft-a-

— ——

. a—x €.24%-X% a—2x
dire, parSC— on fgia—ro X pour
la folidicé du céne ; or pour que le cone foic
égal au fegment, il faur que le feGteur qui

eft la fomme des deux , foit double de I'un
[} g vaa x
ou de l'autre , ii faut donc que —— = 2¢x

TdX=-X X a-x cadXx c.24X-xX.a-x
—_—_— X —0u — — ’en
.27 3 37 37

fupprimant 2 , falteur commun du numéra~
teur & du dénominateur; telle eft i’éﬁuation
qui réfoudra la queftion. On peur fimplifier
cette équation en fupprimant 37, qui eft di-
vifeur commun; & cx qui eft le mulciplicateur
commun des deux membres ; alors ou aura

4@ ==28 —X .8 — X, OUXX — 3aX==-—aQa}
d’ol I'on tire , felon les regles de la premiere
feGtionx=2a—+ V'iazas; or de ces deux
folutions , il n’y a que x =2 @ — ¥V ia4z qui
puiffe fatisfaire, puifqu’il eft évident que
x=2a —+V iaqvalant plus que 24, Ceft-2-
dire, plus que le diametre, 12 folution qu’elle
indique ne peut convenir 2 la fphere.

Si 'on veut conftruire la folution x =
2a—V'iza, On lui donnera cette forme
x=2a—VTaa—aas& ayanc pris 4 M
— 3 g, on décrira fur 4 M comme dia~ -

2

metre le demi-cercle #OM, & ayantinfcrit
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la corde 40O égale 2 a, ontirera O M que
on portera de Men P yers A ; le point P
ou elle aboutira, déterminera la hauteur 4 P
ou ». Eneffer, a caufe du triangle rettangle
AOM,onaOMouw PM=V A N+ — 4 0> ==
Viaa—aasdonc AP=AM—PM=3a—
P/%aa—-:}===x-

Quant 2 la feconde folution ¥ =1 a =
V'iaa, elle n'appartient point, ainfi que
nous venons de le dire a la queftion préfente ;
mais elle appartient ainfi que la premiere,
3 cette Rutre queftion abftraite que I3 leGure
de I'équation xx —- 3ax =— aa, ou 3 ax —
xx = aa , fournit : La ligne connue AN (Fig.
23 ) étant partagée en trois parties égales aux
points B & D , zrouver fur la direcion de cette
ligne un point P, tel que la partie A D Joit
moyenne proportionnelle entre les diftances du
point Paux extremités A& N. En effet, {i on
nomme ale tiers 4D de la ligne connue AN,
& AP ,x,onauraPN=3a—x; & les
condirions de la queftion donnent cette pro-
portionx:a::a:3a—x,don I’on tire cette

équation 3ax — xx ==aa , dont les deux raci-
nes font x=2a 4V 344 comme ci-defus ;
on les aura toutes deux auffi par la méme
conftru&ion , excepté que pour la feconde,
ceft-3-dire, pour x = a =+ V' $aa, On por-
tera MO de M en P’ vers N, & alors 4P
& A P’ feront les deux valeurs de x.
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Autres applications de [ Algebre ,
a divers objets.

27 8. Pourréfoudre la derniere queftion,
nous avons écé obligés decalr:ulerl’exprcfﬁon
algébrique d’'un felteur fphérique & du cone
qui en fHic parcie. Les corps que nous avons
confidérés en Géomérrie, reviennent fouvent
dans plufieurs queﬂions, & principalement
dans les queftions Phyfico-mathématiques ,
parce qu’ils font les éléments de tous les
autres. Il eft donc a propos de fe familiarifer
avec les expreflions algébriques , foit de leur
totalicé, foit de leurs parties. Outre que cela
fera unle dans la quatrieme Parcie de ce
Cours , cela nous fournira encore I'occafion
de faire voir ludilité de IAlgebre pour la
comparaifon des corps, & pour la mefure
de ceux qu’en peut y rapporter.

Si l'on repréfente en général parr: c le
rapport du rayon a la circonférence d’un cer-
cle [ rapport que I'on connoit avec une exac-
titude plus que fuffifance ( Géom. 152 )
pour la pratique ] : alors la circonférence de
tout autre cercle dont le rayon feroic a , fera

3 & fa furface” r—x a,on

On voit par-la que les furfaces des cercles

croiffent comme les quarrés de leurs rayons ;
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car zirétant toujours de méme valeur, Ia

. ¢cat A 2t .
quantité —ne croit qua proporticn de ce
que croit a’.
Si £ eft la hauteur d’'un cylindre dont le
rayon de la bafe eft ¢, on aura ( Géom. 237)

?’;x % pour la folidité ; par la mémg raifon,
on aura ‘:: x k', pour la folidité d’un autre
cylindre dont la hauteur feroit 4, & dont le
rayon de la bafe feroit @’ ; enforte que les
folidités de ces deux cylindres feronc entre

ca® ca's
elles:: —x h:—xkK ,ou::a*h:a"l ,en
2r 27 ’ g ?
fupprimant le falteur commun 25 ceft-a-

dire, que les folides des cylindres fone
comme les produits de leurs hauteprs par
les quarrés des rayons de leurs bafes. Si les
hauteurs font proportionnelles aux rayons
des bafes, alorsona h: 4'::a:d', & par con-

féquent A= %‘—' ; & le rapport a hia® k'
devient a* 4 : a;:—'?, ou, (en fupprimant le

facteur commun /%, multipliant par a, & fup-
rimant le dénominateur @) devient a?: o,
c’eft-a-dire, qu’alors les folidités font comme

~ les cubes des rayons des bafes. -
En général les furfaces , comme nous I'a-
vons vu en Géométrie , dépendent du pro-
duig:
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duit de deux dimenfions , & les folides di
produic de trois dimenfions ;ainfi fi chaque
dimenfion de I'un de deux folides ou de deux

furfaces que I'on compare , eft & chaque di--

menfionde ’autre , dancle méme rapport, ces
deux furfaces feront entrlelles comme les
quarrés , & ces deux folides feront comme les
cubes de deux dimenfions homologues ; &
plus généralement.encore , i deux quantités
quelconques de méme nature font exprimée

par le produit de tant de facteurs qu’on vou-

~ [~ 1 A A
ira , & {i chaque facteur de T'une eft chaque

O

acteur de autre ,.dans un méme rapport , ces
eux quantités feront entr'elles comme un
acteur homolegue de chacune ; élevé A une
puiffance d’un degré égal au nombre de ces
Par exemple fi une quantité eft ex-

gl

facteurs, I
primée par alct! & uneautre par@’blc'd, auquel
cas ces deux quanticés font 'une a l'autre : : 2
bed:dbcd  alorsfilonaa:a i sb: b/ c:
¢ ::d:d,ontirera des proportions que don-
’ Bl T e
nent ces rapports  bl=si S ot 9C g 24
PP ’ a’ a ? a ?
i y 2 4 T
¢quent le tapport abed: o'bc'd
g ] "
rodtbed a ]
bed aosessiiou-a.; ~ ou at:a¥,
a? 1

& par_conf
deviendra a
La méme chofe ‘aurcic lieu, quand méme
ces quantités.ne feroient pas exprimées par
des monomes 3 fi par exemple , elles
¢roient exprimées, l'une pareb—~cd , &
ALGEBRE, Z
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Vautre par ’b’ <+ ¢'d’, dans le cas ol les di-
menfions de la premiere feront proportion=
nelles aux dimenfions de la feconde, ces
quanticés feront I'une a l'autre : : a” : a”; en
effet , puifqu’on fuppofeque a:a’z:b:0': ¢t
fﬁ | L}

, &

par conféquent le rapport ab+-cd : d'b'+c'd

: 3 25 a'*ed
deviendraa b 4 cd: %—- -+ a:‘ , ou ab—+cd:

ated -acd youa’ (ab -+ cd):a* (ab+cd),

pr
ou enfin @* : @’

Cette derniere obfervation démontred’une
maniere générale, que les furfaces des figures
femblables font comme les quarrés de deux
de leurs dimenfions homologues , & les foli-
dités des folides femblables comme les cubes:
car quelles que foient ces figures ou ces foli-
des, les premieres peuvent toujours Ecre con-
fidérées comme compofées de triangles fem-

lables dont les hauteurs & les bafes fone
proportionnelles dans chaque figure ; & les
derniers peuvent étre confidérés comme com-
pofés de pyramides femblables dont lestrois
dimenfions font aufli proportionnelies.

On voit par-la comment on peut com-
parer facilement les quantités , lorfqu'on ena
Pexpreffion algébrique , & cela , foic que ces
quantités foient de méme efpece ou d’efpece

différente comme un cone & une {phere, un

a ac
¢i:d:d,onaurabl==,c'=— .d=-,
a a . a
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prifme & un cylmdre, pourvu feulefm:nc
qu’elles foient de m&me nature, c’eft-a dire,
ou toutes deux des folides , ou toutes deux
des furfaces , ou toutes deux , &c.

27 9. Nous avons dit (Géonz. 243) com=
ment on deyoit 8’y prendre pour avoir, la
folidité dune pyramide tronquée ou d’un
cone tronqué, Si donc on nomme £ la
hauteur de la pyramide entiere, & 4’ la
hauteur de la pyramide retranchée; s lafur-
face de la bafe inférieure , & s’ celle de la bafe
fupérieure, on aura \Géom. 202) s: s":: It*: 1'%

I
& par conféquent 4'* = ES oull =k Jj;
¥ Ky
mais fi on nomme & la hauteur du cronc, on
aurak = h — K, & par conféquentk =/ —
bVﬁou&. &\/’v,'zv-—j- d’oa l'on tire £ ==

‘/f'/" 2 Or la folidicé de la pyramide totale
et s x— &celle delapyramide retranchée

&f
eft s'x 720U, (en mettant pour 2’ la valeur

> A h i
qu’on vient de trouver) s'x e 4 % ; donc la
e h hs Vs
folidité¢ du tronc fera = — 2 oy -f-,
3 3 v .s' 3
il h sVie-5vs
( - ——-), ou enfin —, (———-— ) met-
Vs 3
tons donc pour % 1a valeur que nous venons de
trouver , & nous aWrons — . x (LYIVs)
H urer S(VI"\(JI) 5 Ve 5

Z ij
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: v ks of o8 Bllis!
qui fe réduit a i G
1a divifion par Vs —V/s', fe réduit 2 ; X
(s =+ ¥ 5s's) , qui nous apprend que toute
pyramide ou tout cone tronqué eft compofé
de trois pyramides de méme hauteur, dont
Pune a pour bafe la bafe inférieure s du tronc,
Pautre la bafe fupérieure s, & la troifieme ,
une moyenne proportionnelle s s’, entre la
bafe fupérieure s’ & la bafe inférieure s ; car
pour avoir la folidité de ces trois pyramides,
il fuffiroit , puifqu’elles font de¢ mcme hau-
teur , de réunir les trois bafes , ce qui don-
neroit s = ¥'s s+ ¢/, & de multiplier la to-

), ou, en faifant

: ST
talicé par le tiers — de la hauteur commune,

2
ce qui donne la méme quantité qu’on vient
de trouver.
280. Si a repréfente le rayon d'une

fphere,%l fera la furface de fon grand

~a? 2 ¢ at
cercle : 2% ou === fera la furface de
: R r

cette méme fphere, & par conféquent

Ca* ..a ¢ g a3 Ty A
—< $Ta,00— %= feralafolidité (Géom. 222
& 244).

Si 'on nomme x la hauteur d’un fegment
uelconque , on aura, comme nous l'avons
vu dans la folution de la derniere queftion ,
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taax

= pour la folidité du feGeur ; & fj, x

2a%-—

e a-x 1 A i
X — pour celle du céne, qui en

fait partie ; donc celle du fegment ( Géom,

3 caax e e
248 )fera =8 — =2 1o mae—— == .0
> 2
c( 2AX-XX N\ O 20AX-20a%A-QX K42 a%%-55,
—\ aax- ——— xa-% |J=—  ———— T
3FN 2 w—ra 2
¢ 3aAXX — 3 che® ; . .
£ ;T — =—-X%(a— jx) qui fait

voir que la folidité du fegment eft égale
au cercle qui auroit pour rayon la hauteur de
ce fegment, mpltiplié par le rayon moins le
tiers de cette hauteur.

Quand ona les expreflions algébriques des
quantités , il eft facile de réfoudre plufieurs
queftions qu'onpeut faire fur ces mémes quans
utés. Par exemple , {i 'on demandoit quelle
doit €tre la hauteur du céne qui feroic égal
en folidicé a une fphere donnée , & qui auroic
pour rayon de fa bafele rayondelafphere: en
nommant 2 cecce hauteur & ¢ ferayon de la
bafe, on aura ,,i; X “—;5 pour la folidité de ce

cone; & puifqu’il doic Erre égal A la fphere qui
v~ c ah ¢ gqab

aaufli pour rayonayonaura — x ~—— < y4¢

27 3 s e s

d’ott l'on tire k=4 a, en effacant, dans

chaque membre , le faéteur commun —L; " i

Certtevaleur de 4 nous fait connoicre qua
Z iij
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1a hauteur doit étre double du diametre de
1a fphere , ce qui doit ére en effet; car la
fphere éaant ( Géom. 256) les 3 du cylindre
circonferit , doit étre le double d’un céne de
méme bafe & de méme hauteur que ce cylin-
dre , c’eft-3-dire,, égale & un.cone de méme
bafe & d’une hauteur double.

2 § 1. Pour donner encore un exemple, -
propofons nous cette queftion : Connoiffant le
poids d’une fphere dans Lair , & fon poids dans
Leau , connoitre le rayon de cette [phere.

Pour réfoudre cette queftion, nous fup-
poferons un principe d’hydroftatique que
nous démontrerons dans la quatrieme Partie
de ce Cours, Ce principe eft que ce quun
corps perd de fon poids dans I'eau ou dans
tout autre liquide , eft égal au poids du vo=
lume de liguide qu’il déplace. Cela pofé,
fuppofons que p eft le poids d'un pouce-
cube d’eau, & x le rayon inconnu de la
fohere dont il sagit : ceft-a-dire,, le nombre
de pouces de ce rayon. La folidité de cetce

30 gak 1
ar

; & pour avoir le poids

fphere fera donc

d’un pareil volume d’eau, il faudramultiplier
certe quantité par p , puifqu’un pouce-cube
d’eau pefant p , un nombre de pouces-cubes

. 2¢cx3 . .
d’cauexprimé par “— doitpeferp de fois au-
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3
1pex

tant; c’eft-a-dire, qu'il doit pefer ~— ;fup-~
pofons donc que P eft le poids qu'a, dans
l’a.ir , 1a_fphere en queftion; alors felon le

principe que nous venons de pof:ﬁr , elle ng
. 3 cpX .
doit pefer dans I’eau que P— —j—;; puis donc

qu’on fuppofe connoitre ce qu’elle pefe dans
Peau, fi I'on repréfente ce poids par P/, on

2Pl = 2pxE
aura P — _*:7 = P’; & par conféquent =

ir

(8055 g 7 &
e=P —Poux’= —2—;)—5 ; tirant la racine

3 TR
cubique x= V(P_ . ik g
2 CP

Suppofons, pour en donner une applica<
tion , que la fphere dont il s’agit pefe 5 onces
dans T'air & 2 oncesdans I'eau; & qu’un
pied-cube d’eau pefe 72 livres, ce qui donne
( en divifant par 1728 qui eft le nombre des
pouces contenus dans un pied-cube ) 23+
ou ;5 de livre , c’eft-3-dire , ¢ ou + d’'once
pour un pouce-cube : prenons dailleurs le
rapportde 113 a 355 pour celui du diametre
a la circonférence , & par conféquent , celui
de *:2a 3¢5 pour celui de 7 a ¢; nous aurons
doncp==3,P=yj, Pl=2a,r="1,c=

3555 &par conféquent . . . . . &
3

3 3

x YOO PR 3O

23553 b Bl
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ou (en prenant les logarichmes, pour plus
de facilit) L x =5 Lt =1(L 3051 —
L 284075 or L 3051 =3, 4844422 &
L 2840 =3 ; 4533183 ; retranchane & pre-
nant le tiers du reftz, ona L x="0,0103746
quir ‘pond d 1,0242 & trés-peu prs: ce globe
a donc un pouce & o, 0242, ou 1 pouce &
242 dix-miiliemes de pouce , pour rayon.
Nous avons fuppofé tacitement que le
globe entroit entiérement dans Feau, par fon
poids ; fi au contraire il falloic lui ajouter un
certain poids pour le faire plonger entié-
rement;, alors ce feroit cette quantité qu'il
faudroit prendre pour P/, mais en méme-
temps, il faudroit traicer P’comme négatif
c’eft-a-dire, qu’alors on auroit «.. « « 4« o

2epxt

. érant

( ainfi que nous l'avons vu dans la folution
précédente ) le poids d’un volumed’cau ¢gal
3 lobe , & P le poids de ce globe dans
nact » .

27 — Pfera la quantité done il pefe

moins qu'un pareil volume d’eau, & par con-
féquen’ , ce qu’il faur ajouter pour le Taire
1(pgt

plongerentiérement ; on aura donc—— — I

== P’, qui donne la valeur de x que nous
venons d'alfigner pour ¢e case
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Des Lignes courbes en genéral ; & , en
particulier , des Seclions coniques.

2 8 2. La confidération des lignes cour-
bes n'eft point un objet de pure fj:éculation.
Tant que les queftiods qu'on ai réfoudre ng
paflent pas lé fecond degré, on n’a pas be-
foin du fecours de ces lignes ; mais au-del
elles deviennent néceffaires. Nous allons
donc donner une idée générale des lignes
courbes, & des ufages qu'elles peuvent avoir
pour la conftruftion des équations aux-
quelles on arrive dans la rélolution des quef=
tions,

Parmi les lignes courbes que I'on confi-
dere en Géométrie, les unes font telles que
chacun de leurs points peut étre déterminé
par une méme loi ; c’eft-a-dire, par des cal-

culs & des opfrations femblables; dans d’au--

tres , chaque point fe détermine par une loi
différente, c'eft-a-dire, par des calculs oudes
opérations différentes; mais cette différence
elle - méme eft affujectie 2 une loi.

Quant aux lignes tracées au hazard , telles
que feroient par exemple, les traits quiim=~
prime fur le papier , la plume d’un écrivain ,
ilsne peuvenc écre I'objet d’une Géoméerie

rigoureufe. Néanmoins les recherches dont

celle-ci s'occupe conduifent méme & imiter,

SCD LYON 1
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par des procédés dire@ls & certains, des

contours qui ne femblent affujettis & aucune

loi: & VPart de lier ainfi, par des rapports

approchés , des quantités dont la loi véri-

table feroit ouinconnue ou trop compofée,

n'eft pas une des applications les moins utiles

de la Géoméerie & de I’Algebre ; nous au=

rons quelques occafions de le voir par la

fuite.

Pour pouvoir tracer les lignes courbes
qui fontl'objet de la Géométrie , il faut done
connoirre la loi A laquelle font affujettis les
différents points de leur contour. Or cette loi
peut étre donnée de plufieurs manieres. Ou
en indiquant un procédé par lequel ces
courbes peuvent étre décrites d’un mouve-
ment concinu ; tel eft le cercle qui fe décrit
en faifant tourner dans un plan, une ligne
donnée, & autour d’un point donné. Ou
bien en faifant connoitre quelque propricté
qui appartienne conftamment a chacun des
points de cette courbe : c’eft ainfi que fa-
chant, que tout angle qui a fon fommet a
la circonférence du cercle, & quisappuie
fur un diametre , eft droit, je puis trouver
fucceflivement chacun des points d'un cercle
dont je connois le diametre, en tirant d'une
des extrémités A de ce diamerre (Fig. 34 )
une infinité de lignes droites 4 C, AD ,
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AE , AT, & menant de I'autre extrémité B,
les perpendiculaires BC, BD, B E, BF;
les différents points, C, D, E, F, &c. détermi-
nés de cette maniere appartiendrone tous i la
circonférence qui a 4 B pour diametre.
Enfin cette loi peut écre donnée par une
équation, & on peut toujours fuppofer
quelle eft donnée par ce dernier moyen,
parce que les deux aurres dont nous venons
de faire mention fervent a trouver I’équation
qui exprime cette loi. C’eft fous ce dernier
point de vue que nous allons principalement
confidérer les courbes. Cleft tout 4 la fois

le plus fimple & le plus fécond pour en’

connoicre les propriéeés , les fingularités , &
les ufages. Voyons donc comment une équa-
tion peut exprimer la nature d’une courbe,
& puifque jufqu’ici nous ne connoiffons
encore que lacirconférence du cercle , coms«
mengons par celle-ci. ;

28 3. Suppofons donc que 4 M B
(Fig.35 ) eftune courbe 2 laquelle nous ne
connoitrions encore d’autre propriété que
celle-ci; que la perpendiculaire PM abaifiée
d’un point quelconque M de cette courbe,
furlaligne AB ,eft moyenne proporcionnelle
entre les deux parties 4P & PB. Voyons
commeut Algebre peut nousaider 3 trouver
chacun des points de cette courbe , & fes
différentes propriéeés,
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Sije nomme a la ligne 4B ; 1a partie 4P,
x5 & la perpendiculaire PM,y ; alors PB
{fera a—x ; & puifque nous illppofons PM
moyenne proportionnelle entre AP & P B,
nous‘aurons x:y::y:a— x; & par confés
quent , yy=ax—xx.

Concevons maintenant que 4 B foic par-
tagé en un certain nombre de parties égales,
en 10 par exemple ; & que par chague point
de divifion on éleve des perpendiculaires
pm , pm , pm , &c; il eft vifible que (i, dans
I’équation qu’on vient de trouver , I'on fup-
pofe x fucceflivement égal & chacune desli~
gnes Ap , Ap , &c, y deviendra égal a cha-
que ligne correfpondante pm , pm, &c,
puifque I’équation yy == ax — xx exprime
que y eft toujours moyenne proportionneile
entre x & a—x , quel que foit dailleurs » ,
ce qui eft la propriété que nous fuppofons a
chaque perpendiculaire p m. Done on peut
trouver fucceflivement chacun ‘des points
de cette &ourbe , en donnant fucceflivement
3 » plufieurs valeurs , & calculant les valeurs
correfpondantes de y : en voici un exemple.
Dans la {uppofition que nous venonsde faire ,
que a eft divifé en 1o parties , ou qu'il eft
compofé de 10parties, nousauronsa==10,
& par conféquent I'équation devient yy ==
10 x—xx. Si doénc nous fuppofons fuccefs
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fivement x =1, x=12,x =3, Xe=>q .,
K==, Xx=6, x=7 , x=8 , ¥=9 , x=107}%
on trouverafucceflivement y=1"9,y=1"16,
Y=V, y=V'24,y=V'25,y="V24,
Y=V21,y=Vi6,y=V9,y=V0;
ou bien y=3 ; y=4;y=4, s I de T &
Y=75; F—4995)Y =453 ) =43y =33%
¥ = o. Ainfi, fil'on porte ces valeurs de y
fucceffivement fur les perpendiculaires corm
refpondantes aux valeurs 1, 2, 3, &c, de X'y
les points m, m, déterminés d= cecte ma-
niere appartiendront tous 3 une courbe qui
aura cetce propriété que chaque perpendi-
culaire pm fera moyenne proportionnelle
entre les deux parties Ap & pB de la droice
AB , courbe que nous allons voir, dans un
moment , étre la circonférence méme dy
cercle. &

Nous avons vu que toute racine paire
avoit deux valeurs, I'une pofitive, I'aurre
négative. Ainfi outre les valeurs de y que
nous venens de trouver, on a encore c:s
AULICS~Cl, y==—3; Y=—4; Y =—14, § ;
Ty 95 Y =i Y= O Y Canmel o 1 §)
B fonegdiith: & 9 Sorcdana b 1) Gl

Pour avoir les points de la courbe qu’an-
noncent ces nouvelles valeurs de y, il faue,
conformément 4 ce que nous avons déja dit
plufieurs fois fur les quantités négatives,
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prolonger les perpendiculaires pnr, pmt &e;
& porter 2 loppolite , cCeft-a-dire, de pen nt',
les quantités pm , pm’ y &c , égales chacune
3 fa correfpondante pm. Si ‘on veut avoir
un plus grand nombre de points de la courbe,
il n’y a aucre chofe 2 faire qu’a fuppofer AB
divifé en un plus grand nombre de parties,
par exemple en 100; Cleft-a-dire, fuppofer
a =100 ; ou bien en confervant 3 ala méme
valeur 10, que ci-deffus, fuppofer a x des
valeurs incermédiaires entre celles qu’on lui
2 données ci-deflus ; on trouvera de méme
les valeurs intermédiaires de y & par confé-
quent de nouveaux points de la courbe.

La valeur y=0, qu'ona trouvée ci-deflus,
fait voir q ¢ la courbe rencontre la ligne
AB au point B, ol x == a= 10} puifgue Ia
perpendiculaire pm ayant alors pour valeur
zéro , la diftance du point m a la droite .7 B
eft nulle. On peut voir , auffi avec facilité 5
guelle doit rencontrer la ligne 4 B au
point 4 : en effet puifqu’aux endroits ou la
courbe rencontre cette ligne , la valeur dey
doit étreo; pour favoir quels font ces en-
droits , il n’y a qu'a fuppofer que y eft zéro ,
dansl’équationyy=ax — xx, Ce qui la ré-
duitd o=ax—xx; orax — xx éant =
x (a— x) , ce produit eft zéro, dans deux
cas , lorfque x= 0, & lorfque x = a. Donc
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réciproquement y fera aufli zéro dans ces
deux cas; or x eft évidemment = o au point
A, & il eft = a, au point B; donc la
courbe rencontre en effet la ligne 4 B , aux
points 4 & B.

D’aprés cet'exemple , on peut commencer
a appercevoir comment une équation fert &
déterminer les différents points d’ene courbe.
Nous en verrons d’autres exemples ; mais
“auparavant expliquons-nous fur certains mots
dont nous ferons ufage par la fuite.

2.8 4. Lorfgu’on veut exprimer, par une
équation, la nature d’'uneligne courbe , on rap-
porte , ou I’on congoit qu'on rapporte chacun
des points m , m , &c. a deux lignes fixes 4 B

& 0AO, qui font entr’elles un angle déter~.

miné ( aigu , droit ou obtus) ; & en imagi-
nant que de chaque point m on mene les
lignes mp & mp’ paralleles aux lignes O 4O
& A B, il eft évident qu’on connoitra la fi-
tuation de ce point, fi I'on connoit les va-
leurs des lignes mp’ ou dp & pm , ou ( ce
qui revient au méme) , fi 'on connoit 'une
de ces lignes, & fon rapport avec l'autre,
Or ce que 'on entend , lorfqu’on dit qu’une
équation exprime la nature d'uneligne cour-
be, c’eft que cette équation donne le rap-
port qu’il y a , pour chaque point m, encre
laligne Ap & la ligne pm , enforte que I'ung
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étant connue ; 1'équation fait connoitrel'aus
tre; & felon que ce rapport eft plus ou
moins compofé,la courbe eft elle-mémed’un
genre plus ou moins élevé.

Les lignes Ap, ou mp’, qui mefurent la
diftance de ch:que point m a ¥une OAO des
deux lignes de comparaifon, s'appellent les
abfciffes; & les lignes mp ou p’ A qui mefurent
la diftance 2 ’autre ligne .4 B de comparaifon,
s'appellent les ordonnées ;la ligne AB, s'ap-
pelle Laxe des abfciffes , & la ligne O 4O,
s’appelieLaxe des ordonnées. Le point 4 d’clt
.P’on commence a comprer les abfciffes, sap=-
pelleVorigine des abfcifes;onappelle de meme
origine des ordonnees , celui d’ot 'on com-
mence & compter les ordonnées »p’ ou pm:
dans laFigure 35 . ces deux points font un
feul & méme point, favoir le point 4; rien
n’affujettic 2 compter les abfciffes depuis de
méme pointd’oili 'on compte les ordonnées ;
mais quand aucune circonftance ne détermine
3 faire autrement , il eft toujours plus fimple
de les compter du méme point.

Leslignes Ap , pm , fe nomment d’un nom
commun , les coordonnées de la courbe; &
confidérées comme appartenant indifférem-
ment 3 un point quelconque de la courbe, on
les appelle des indeterminées 5 on donae le
méme nom aux lettres ou fignes algébriques
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%8 y par lefquelles on repréfente ces lignes
Ap & p m.

2 8 5 . Revenons maintenant 3 notre équa-
tion, & voyons comment on peut en tirer
les propriéeés de la courbe.

1°. Dumilieu Cde 4 B, tirons, 3 un point
quelconque M de lacourbe, la droite M
en quelque endroit que ce foit, le triangle
MP C fera toujours re(tangle , & I'on aura

par conféquent , ﬁﬁ’z—l—P il _A‘Zf—(i, c’eft<
a-dire (puifque PC—=AC— 4P — s o X,

e

JY %4aa—ax—-xx == CM; or puifque Ia
droite MP , ou y, eft par-tout moyenne pro-~
portionnelle entre AP & PB, ona, par-tout
Y)Y == ax — xx ; on aura doncauffi , par-tour
Ax == XX =3 a0 — ax 4+ xx =M C; ceft-
a-dire , aa = M C, qui donne M C— fa;
chaque point Moum, eft donc ¢également
éloignédu point C'; la courbe eft donc une
“circonférence du cercle.

2% D'un’ point quelconque Mou m de Ia

courbe, menons aux deux extrémités A & 2,
les droites M A & MB; les triangles reftan-

gles MP 4, M P B nous donneront A P
PM=AM& m+ﬁ:ﬂi’é ; Ou en
mettanc les valeurs algébriques , xx “+yy==

BHIM,&aa—-zax-l-xx-l—yy —MB s
ALGEBRE, Aa
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donc en ajoutant ces deux équations , &
mettant pour y y fa valeur ax—xx, on aura

—_— —

aa— 2ax - 2xx -+ pax — 2 xx=AM--MbB3;

ceft-3-dire . A M+ Mpb=aa = A B ; pro-
priéeé du triangle reftangle , & qui par con-
{équent nous fait connoitre que Pangle AMB
eft toujours droit en quelque endroit que foit
le point M fur la courbe ; voyez (Geom. 65).

3°. Si dans équationx x—+-y y = AM;
on met, pour y y favaleur a¥— xx ,0n aura

A M = a x, qui donne cette proportion a:
AM::AM:x,oudB:AM::4 M: AP;
Ceft-3-dire , que la corde 4 M eft moyenne
proportionnelle, entre le diametre 4 B , &
le fegment ou Pabfciffe A4 P; voyez (Geom.
112)e

On trouveroit de méme toutes les autres
propriéeés du cercle que nous avons démon-
trées en Géométrie , & cela en partant tou=
jours de cette fuppofition , que ordonnée
P Mou pm eft moyenne proportionnelle entre
AP &P B,oudp &pb.

Nous avons compté les abfciffes , depuis
le point 4 origine du diametre , & nous
avons eu P'équation yy == ax — Xx. Si nous

. voulions compter les abfciffes depuis le cen-
tre, ceftd-dire, prendre pour abfciffes les
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ignes CP, Cp, &c; alors repréfentant cha-
cune de ces lignes, par %, DOus aurions
CP=AC— 4P, cett-a-dire, F=ia—x,
& par conféquent x =21 g — z. Mettantdonc
pour x, cette valeur dans P'équation yy =
@Xw-xx, 0n aura yy =gq(ta—gz) —
(;a—z)*, quife réduitéyy=aa—;:{,
C’eft-1a 'équation du cercle en fuppofant les
coordonnées perpendiculaires, & leur origine
au centre,

Aurefte, toute propriéeé qui appartiendra
eflentiellement & chaque point de la courbe
donnera toujours , en la craduifane algébri-
quement , la méme équation pour la courbe ;
du moins, tant qu’on prendra les mémes abf
ciffes & les, mémes ordonn‘es ; mais quand
on changera l'origine, ou la direftion des
coordonnées , ou toutes les deux , on pourra
avoir une équation différente ; néanmoins elle
fera toujours du méme degré. Nous venons
de voir la véricé de la derniere partie de
cette propofition , dans le changement que
nous venons de faire pour les abfciffes ; au
lieu de l'équarionyy =ax— xx ,NOUS avons
€uyy = aa—zx, qui érant déduite de la
premiere ,a pour bafe la méme propriété ;
mais (i nous parcions de cette autre pro-
priceé , que chaque diftance 44 C eft tou=
jours fa méme, & =g ; alors nommane

A aij
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CP,7; & PM, y; nous aurions, 2 caufl&
: e Y, BOPS: ’

du.mangie reCtangle NMPC s Yy = 1ga,
qui donne yy =504 — 17 » équation qui eft la

méme que tout a 'heure , quoique déduite
d’une propsiété diffcrente.

De Z'Ef[ipﬁ’.

2 § 6. Propofons- nous maintenant d’exa=
miner quelle feroit la courbe qui auroit cette
autre propriété, que la fomme des deux
diftances M F—+ M f( Fig. 36) de chacun de
{es poincs & deux points fixes F & f, feroit
toujours égale a une ligne donnée a.

Pour trouver les propriétés de cette courbe
qu’on appelle une Ellipfe, il faut chercher
une équation qui exprime quelle relation il
y a, en vertu de cette propricté connue,
entre les perpendiculaires P M menées de
chaque point M fur une ligne détexmince
telle que Ef, par exemple, & leurs diftan=
ces F P ou A P 3 quelque point Fou A pris
arbitrairement.

_ Dans cette vue, j2 prends pour jorigine
des. abfcifles le point 7, déterminé en pre-
nanc-depuis le milieu Cde Ff,laligne CA==
1 g; &ayant fait CB=CA,jenomme AP, x5
P M, y;laligne 4 F qui eft cenfée connue,
¢; & la ligne F.M, ; alors FEPwud £
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AF =% x'_ C,'Mf: FMf—'Fﬂ/—[:a =1y
&fP=PB—Bf—AB — AP — B f=.

a—x—c,
Celapofé, les triangles re@angles ' P M
SP M, donnent FM=P M+ FP, &
Mf=MP+£P, ou 21=Y Y+ xx—
2¢xX ~+cc, & aa— 203 +77=yy ~+aa —
2ax -~ xx — 2a: ~+ 2¢x -+ cc. Retranchant
la feconde de ces deux dernieres équations,
de la premiere, & effacant aa qui fe trou-

vera de part & dautre, j'ai 207=2ax —~-
zac & , {.i e p g ax--dc - x|
2 gex, & par conféquent 7= ————'5
mettant donc pourz, cette valeur dans 1’¢-
quation 7z =y ¥y —-x x—20x — cc, j'aurai
aaxx—-20acx+-adcc—4a X —4ac X~-400K %

SO0 1.

aa
X% — 20x 4 cc , ou chaflant le dénomina-
teur, tranfpofant & réduifant , aayy = gaacx
~—4A6CX — 4acx’ ~4=4CCX”,0u aayy == (gac—
4c¢ ) ax - (4¢cc — ac ) x*, bu (parce que 4ce
~= 4aceft la m€me chofe que — (4ac — 4¢c)
aayy == (4ac — 4¢¢) ax —(4ac — 4cc) x*, ou
enfin aayy = (4ac—4cc) (ax—xx), d'out L'on
* Sile point 24 avoit été pris | parce que , dans la formation
de maniere que la perpéadi-|de cette équation , on n'em~
culaire AP tombit entre A | plote que le quarré de F' o
& F, alors F'P feroit c—x 5| qui eft toujours xx — 3¢ 2 ~—
mais cela n'apporteroit aucun | ¢ ¢, foit quil vienne de x— ¢,
changement i 1'équation finale l (oit qu'il vienne de ¢ — x,

A a iij
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= __4ac—4cc
tire yy = d;——.(ax—-—xx).

Telle eft Péquation de la courbe dont
chaque point a la proprié¢té que nous avons
{uppofée.

2 87. Cette équation peut fervir a dé-
crire la courbe par points , en donnant fuc-
ceflivemenc a x plufieurs valeurs comme
nous l'avons faic ci-deffus a I'occafion du
cercle , & calculant en méme temps les
valeurs de y. Comme le procédé eft abfolu-
ment le méme, nous n’en ferons point le
calcul.

2 8 8. On peut encore décrire I'ellipfe

2 par points, en cette maniere ; apres avoir
fait CB=CA==%a, on prend un inter-
valle quelcongue Br, & I'on décrit au-deflus
& au-deflous de 4B, du point f comme
eentre & du rayon Br, un arc que I'on coupe
en M & M' par un arc décricdu point F
eomme centre & du rayon Ar. Tous les
points M & M’ trouvés de cette maniere
font a Pellipfe. :

2 8 9. La propriété fondamentale d’apres
laquelle nous venons de trouver I’équation,
donne elle-méme un moyen fort fimple de
décrire cette courbe par un mouvement
continu. En efet, ayant choifi les deux
points ' & f'tels qu'on les veut, on placera

deux pointes ou piquets,,aux deux points F'& .
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> &y ayant fixé les deux extrémités d’un fil

plus grand que la diftance Ff, fi 'on tend ce
fil par fe moyen d’un ftyle M que l'on fera
marcher en tenant toujours ce fil tendu, ce
ftyle M tracera la courbe en queftion, puif-
que la fomme des deux diftances du ftyle
aux deux points F' & ffera toujours égale a
la longueur totale du fil.

2 90. De lail eft aifé de voir que fila
longueur du fil a été prife égale a 4B,la
courbe paffera par les deux points 4 & B.
Car puifque Cf= CF ouaura AF = Bf, &
par conféquent AF+ Af= Af+ Bf=a,
& Bt 4 Bf =B+ AF =a.Cleft ce que I'é-
quation fait voir aufli ; car pour favoir ou la
courbe rencontre la droite Ffprolongée , il
faut faire y = o ; or cette fuppolition donne

ac-4c¢cc ac—4c
L:J—.(ax—-—xx) =0, & comme :——_"—¢
aa ’ da

ne peut étre z¢ro , il faut pour que cette équa-
tion 2it lieu , que ax—xx ouxx (a—x) = o
ce quia lieu dans deux cas; favoir, lorfque
x=0, c'eft-a-dire, au point 4, & lorfque
x==a , c’eft-a-dire , au point B.

2 9 1. L’équation fait voir aufli que la
courbe s’étend au-deflous comme au-deflus
de laligne 4B, & qu'elle eft abfolument la
méme de parr & d’autre de l'axe 4B. En

effet , cette équation donpe, . . . . o
' Aaly
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Y=V B ), quiaievois
que pour chaque valeurdex oude 4 P, il
y a deux valeurs de ¥ ou de P M parfaite~
ment égales , mais qui étant de fignes con-
traires , doivent €ure portées de cotés op-
pofés.

Il eft encore évident que fi fur le milieu C
¢ de A B onéleve la perpendiculaire D D/, la
courbe fera partagée en deux parties parfai-
: tement €gales & femblables : c’eft une fuite
' immédiate de la defcription ; c’eft auffi une
. fuite de I'équacion ; mais on l'en conclura

' plus aifément quand nous aurons fait fur
cette équation les autres remarques qui nous
; reftent a faire.
' 2 92. Laligne 4 B s’appelle le grand axe
- de Uellipfe, & laligne D L’ le p tit axe. Les
1 deux points F & fs'appellent les foyers. Les
points 4,5, D, D', font les fommets des
axes ; & le point C le centre.

2 9 3. 51 l'on veut ayoir la valeur de I’or-

donnée F'm"” quipafle par le foyer, il faue

4ac-4ec 4 Jac—cc )*
= ———— X[ = — . 1
Xy aa (u - C) aa ;donc
; I . 4 & _L:.(c:c—-cf:) &
tirant la racine quarrée , y = 4 —— 5
. (ac-cc) .
donc m” m"'= ! —= ; cetteligne m"” m" eft

-ec qu’on appelle le paramerre de lellipfe. Le

{uppofer AP ou x= AF = c; alors on aura.
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parametre eft donc moindre que le quadruple de
la diftance ¢ du fommer au Jfoyer , puifque fa

valeyr 4:-(2¢—c¢)

quieftlaméme chofe que’
' & - -
qous %— eft évidemment moindre que 4 c.

Sil'on nomme p cette valeur du parametre ,

adc—a4acc
ahi e , & par conféquent,

Onaurapz 2
P 4ac—ygcc

a at

; on pourra donc changer I'é-

quationa lellipfe, en cette autre oy =2£

(‘ax —xx ) qui eft plus fimple.
294. S Ton veut favoir quelle eft Ia
valeurdelaligne € D, il n’y a qu’a fuppofer

L S __fac—g4gcc 0 i
dans I'équation y y = —— (ax—xx]),
que 4P oux,eft AC outa; on aura

de=4gce, L . ’ ol
gy =1 dau (@aa—7%aa), qui fe réduit

ayy=ac— cc ; Ceft-a-dire » que C D* =
ac—ac=c.(a—c)=AF x BF; doi I'on
tire AF: CD:: CD: BF. On voit. donc que
CD ou ledemi-petir axe, eft une moyenne pro=
portionnelle entre les deux diftances d’un méme
Joyer aux deux: fommers A & B,

Comme la ligne D I’ eft une des lignes
les plus remarquables de Pellipfe , on l'incro-
duit dans I’équation de préférence 4 la ligne
A4 Fou c. Pour nous conformer 3 cet ufage,

o
n0us nommerons & cette ligne DD'; nous
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aurons donc CD =% , & puifque nous ve=

= 2
nons de trouver CD =ac—cc, nous
bb
aurons — == a¢c — cc , oubb = g ac — 4cc;
I’équation 2 l'ellipfe pourra donc €cre chan-

bb
gée en yy =— . (ax — xx).
4 ac—4cc

Puifque nous avons p= ———, oupa

cl
= 4ac — 4cc y & bb == 4ac— 4cc ; de ces
deux équations nous conclurons pa = bb , &
par conféquent , en réduifant cette équation
en proportion a:b::b:p; le parametre eft
donc une troifieme proportionnelle au grand
axe & au petit axe.
. “y . bb

2 9 5. Sidans I'équation yy = — (2x—
xx ), on chaffe le dénominaceur, on aura
aayy = bb (ax—xx) , & par conféquent yy 3
ax—>xx:: bb : aa ; faifant donc attention que
ax—xxeft la méme chofe que x % (a—x ),
& mettant , au lieu des quantités algébriques,
les fignes de la figure qu'elles repréfentent ,

onauraPM: APx PB::D D': AB;ceft-
3-dire , que le quarré d'une ordonnéequelconque
au grand axe de lellipfe , eft au proauir des
deux abfciffes AP & PB , comme le quarre du
petit axeeft au quarre du grand. Et puifque
cette propricté a lien pour tous les poins de
Vellipfe , il s'enfuic que les quarrés des ordons
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nées font entr'eux comme les produits des abf-
ciffes correfpondantes.

296. L’équationyyzg, (ax — xx) ne
differe ( 283 )de celle du cercle qui feroit

décrit fur 4 B comme diametre ( Fig. 37 )
quen ce que la quantitéa x — x x, y eft

multiplide par£ sC’eft-a dire , par le rap-
port du quarré du petit axe au quarré du
grand ; enforte que fi 'on nomme 7 une
ordonnée quelconque P Ndu cercle , on aura
77 = ax — xx ; mettant donc pour ax—xx,
cette valeur 7 7 dans I’équation a lellipfe,
on aurayy ;__f;_i 7%, & tirant la racine quar~
rée,y = — gz ouay==/Jzquidonne y : 7::
b:a,ouPM:PN::DD':AB,ou:: CD:
A Cou CE ; on voit donc que les ordonnées
a Uellipfe ne font autre chofe que les ordonnées
du cercle aécrit fur le grand axe, diminuées
proportionnellem nt , c'eft-a-dire , dans le rap~
port du grand axe au perit axe.

De-la il eft aifé de décrire une ellipfe par
le moyen du cercle. On voit en méme-temps
que le cercle eft une ellipfe dont les deux
axes a & b font égaux, ou dont la diftance
du fommet au foyer eft égale au demi-grand
axe , ou encore dont le parametrc eft égalau
diametre, Car en fuppofant dans les équas
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tions ci-deflus, b=a,0uc=73a,0up=4aj
on a yy =ax — xx , équation au cercle.

2 97. Par les équations que nous avons
trouvdes jufqu’ici, il paroitdonc qu’il n’eneft

as de l'ellipfe comme du cercle : une feule
ligne détermine celui-ci, c’eft fon diametre;
au lieu que le grand axe’ 4B (Fig. 36) ne
fuffic pas pour déterminer Uellipfe ; il faut
encore connoitre ou le petit axe 4 ou fon
parametre p ou la diftance ¢ du fommer au
foyer. Quand on connoit le grand axe & la
diftance ¢, ’ellipfe eft facile a décrire , comme
on I’a vu ci-deffus. Mais i 'on donnoit le

rand axe & le petit axe, il faudroit, pour
décrire Dellipfe par un mouvement continu,
déterminer les foyers; c’eft une chofe facile,
en prenant le demi - grand axe pour rayon ,
& tracant de I'extrémité D ( Fig. 36 ) du petic
axe , comme centre , deux petits arcs qui
coupent le grand axe aux deux points F & f°
qui feront les foyers : car la fomme des deux
diftances F D~ D fdevant étre égale aa, il
faut, lorfque ces deux lignes font égales, que
chacune foit égale a 7 a.

Si I’on donnoit le grand axe & le parame-
trc, on détermineroic le petitaxe en prenant
une moyenne proportionnelle entre ces deux
lignes ; c’eft ce qu'enfeigne la proportion
a:b::b:p, trouvée cideflus (294, Le petic
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axe &tant trouvé , on acheveroit , comme il
vient d’érre dit.

2 98. Si, pour quelque point M que ce foit
de lellipfe (Fig. 36 ) on prolonge la ligne M
tirée d’un des foyers, jufqu’a ce que fon prolon=
gement MG foir égal @ I'autre diftance ME 5
& qu’ayant tiré GF, on luz mene du point M
la perpendiculaire. MO, cetre derniere Jera
tangente d Uellipfe , ¢’efl-a-dire , ne la rencon-
trera qu'au feul point M.

En effet, 3 caufe des lignes égales M F
& M G,la ligne M T eft perpendiculaire
fur le milieu de GF. Donc fi de tel autre
point NV que ce foit, de cette ligne, on
mene les deux droites NG & N £, elles fe~
ront égales. Suppofons donc que MT pie
rencontrer ’ellipfe en quelquautre point IV 5
alors en tirant Vf, il faudroit que FN -+ Nf
phic éere égal 3 M F - Mf, oua G M+ Mf
cleft-A-dire, 2 Gf; mais Gf eft plus peticque
G N -+ Nf, & par conféquent plus petic
quz FN-+ Nf; donc le point N eft hors de
Vellipfe.

299. Les angles FMO, O MG font
gaux , d’aprig la conftrution gu'on vient
de donner; or OM G eft égal a{on oppofé

fMN, donc F M Oeft égal a fM N. Donc

les deux lignes qszi vont d’'un méme point de
Pellipfe aux deux foyers , font des angles égaux
avec la tangente,
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L’expérience apprend qu’un rayon de lus
miere qui tombe fur une furface, fe réfiéchic
en faifant 'angle de réflexion égal a 'angle
d’incidence ; donc fi F'eft un point lumineux 5
tous les rayons qui partis du point F', tombe-
yont fur la concavité MA M, iront fe raffem-
bler en f, & réciproquement,

Sidu point M, onéleve fur MT'le perpen-
diculaire MI (quifera en méme-temps per-

endiculaire & lacourbe), cettelignedivifera
Pangle FMfen devx parties égales ; car fides
angles droits IMT', IMN on retranche les
angles égaux FMT & fMN, lesangles reftants
FMI & IMfferont égaux.

3 00. De-la,on peut calculer la valeur de
Ia diftance P I depuis Pordonnée jufqu’al’en-
droit ou la perpendiculaire M I rencontre
Paxe. Cette ligne P I s’appelle Sounormale ,
& la ligne M I, Normale.

Pour calculer PI, nous allons d’abord cal-
culer FI. Puifque Pangle FMf eft divifé
en deux parties égales, ona Mf: MF::
fI:FI(Géom. 104) ; & par conféquent (Geom,
o8) fM+-MF:Mf—MF:: fI+FI:
fI— FI.Or M f+ MF=8; & en nom=
mant MF, 7 , comme ci-deflus (286), Mf=
a—7, par conféquent M/ — MF = a — 27;
daillevrs fIl+FI=Ff—=AB—2 AF =
a—2¢, & fl — Fl = Ff—2 Fl=a—2c—
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2 Fl;doncag=—27:1:a—2c:a—ac—
2 Fi;donc aa—2ac — 2ax FI=aa—2qc—
207+ 4¢cz,d’ott on tire FI = =2

ax—+ac—rcx
‘mettant pour 7, fa valeur ————trouvée

aac—1acc—+-adax — 4acx-4-4¢c:
(286), ona FI= ——1 =3

mais Bl FPu-Ple AP L AF 2 PI
x—c+Pl;donc PI=FI— x—4¢ ==

adc-1a0c 4 aax-4acx-4-4ccx 7 1A LACE-JUCK +—4CEX
v x4c

s ouen

aa ] aa
2a.(ac-ce -4x ,(ac-cc 2a — 4% ;
(== : ): b4 (d C—°C C),
aa a

bb
ouenmettant pour ac—cc fa valeur — (294)

b

’
onaenfin PI= 35> o4 B h (Fa—x).
1d a dqa t*

30 1. De-la,il eft aifé d'avoirla valeur
de la diftance PT depuis I'ordonnée jufqu’a
la rencontre dela tangente , ce qu’on appelle
la foutangente. Car le triangle IM T érant
rectangle , & P M une perpendiculaire abaif-
fée de l'angle droit, on a (Géom. 112 )

LPIL:PM::PM:PT, ceft-2-dire, 5—-; X

&
1 2 A . 4 ' a (Iy_}’
(ta—x):y::y: PT5donc PT—= T oulen

T

B
mettant pour ¥ y {a valeur — lgx—xx)s
- )
_PT::‘..(‘Ix xx)

{a-x : ’

Les expreflions algébriques des deux li=
gnes Pl & PT peuvent fervir & mener une
-perpendiculaire & une tangente a Uelliple ,
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en quelque point M que ce foit. Car lotfque
le point M eft donné, en.abaiffant ia per-
pendiculaire M P, on a la valeur de AP, x.
Et comme on eft fuppofé connoitre a & 4 4
on connoit donc tout ce qui entre dans la
valeur de P 1 & dans cellede P T.

302.De Pexpreffion de P T', on peut
conclure que fil'on mene une tangente -au
cercle décritfurle giand axe 48 (Fig. 37),au
point N oti.ce cercle eft rencontré par 'or~
donnée P Ma ellipfe, les tangentes NT &
M T aboutiront au méme point 7" fur I’axe.
Car puifque le fecond axe b n’entre point
dansl’expreflionde PT, cette ligne PTfera
donc toujours-la méme tant que a fera'le
méme & x le méme, Aiafi toutes les tangen~
tes aux points correlpondantsde toutes les
ellipfes décrites fur 4 B comme grand axe;
fe rencontrent au méme point F.

Sia PT(Fig.36),0n ajoute CP qui
eftf a—x, on‘aura CT — ;-I:fxi + La—Xx
qui, en réduifant tout en fraction, fe réduita
_Tﬂ—a; ;Ceft-a-dire , que CT = J:,EP‘ ydoulon
‘tire cette proportion CP: AC:: AC: CT.

303. 51 I'on veut avoir I'expreflion de
TM, cela ferafacile par le moyendu triangle

re€tangle T'P M qui donne m;= TP—{-— _
g | PM
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DAy (ax—xaxp bb
PM::m—i*“a.(dx xx,)H—...
bb 2 ax—xx

g_x:........xx o e s
¢ +¢zana—"'x x{;—a——x}“

3 0 4. Si de quelque point M que ce foic
de Pellipfe , on mene fur le petit axe DD’ la
perpendiculaire ou I'ordonnde MP', & qu’on
nomme D P/, x'; MP', ¥'; onaura D P/ —
CD — CP'=CD —PM, Ceft a-dire, x' ==
36—y, & par conféquent y =14 ' On
aura de méme MP"-—-:C'P::CA—-—AP; c’eft-
a-dire, ¥y =lg—x, & pat conféquent x ==
v @—Y'. Sil'on fubfticue ces valeurs de x &
de y, dans I'dquation y y = -f;i (ax —xx),ou
aayy =bb (ax—xx), on aura 2aabb — aabs’

~+ aax’s’ = taabb — abby’ — 1qaph 4= abby’
— bby'y', qui fe réduic 3 bby'y' == aabx’ .
aax's’, d'olt on tire y'y/ = 3 (6%’ — 2o )
€quation femblable 4 celle qu’on a eue pour
le grand axe, & dont on tirera par confé=
quent des conclufions femblables , favoir
quele quarré d’une ordonnée P'M au petitaxe,
¢ft au produit des deux abfciffes D P'x P'I)’ g
comme le quarré du grand axe , eft au quarré dit
petit; eneffec, ontire de cetre équation 'y :
ba'~x's':: aa: bb § or bx'—x's’ eft »' (#Z—rj
ou DP'xP'D’, On en conclura aufli que
les quarrés des ordonnées au petit axe, fone
ALGEBRE, Bb
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entr'eux comme les produits des abfciffes cors
refpondantes ; & que Vellipfe peut éere décrite
par le moyen du cercle confiruit fur fon petit
axe , en allongeant les ordonnees de ce cercle
dans le rapport du petit axe au grand. VOyez
(Fig. 37)

3075 . On peut voir facilement, par-la;
que la courbure de la furface extérieure des
mats eft celle d’une portion dellipfoide, c’eft-
S-dire , d’un folide engendré par la révolution
d’une demi-ellipfe DRO ( Fig. 39 ) tournant
autour de fon grand axe.

En effet pour déterminer les diametres
moyens entre le plus grand & le plus petit 4
on tire une ligne C D ‘pour repréfenter le
plus grand diametre ; & décrivant des extré-
mitds C & D comme centres, & du rayon
CD les deux arcs DA & CA qui fe coupent
en A, on abaifle la perpendiculaire A8
ayant mené parallélementa CD une ligne EF
égale au plus petit diametre du mét , on re-
garde la partie interceptée BL comme repré-
fenitant Ja hauteur du méic depuis le premier
pont (ot fe trouve le plus grand-diametre )
jufqu’au chouquet. On divile B L en un
certain nombre de parties égales; & menant

ar les points de divifion des paralleles IgV
a la ligne CD , on prend.ces paralleles pout
les diametres moyens que doit avoir le mét
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& des hauteurs repréfentées par la ligne cor-
refpondante Bg; or fi l'oi concoit que BM
foit la hauteur réelle qui a écé repréfentée
Pat BL ; & fi l'on prend B T'telle que 'on
ait BT: BM::Bg:BL,alors BT fera la
hauteur 2 laquelle on doit placer le demi«
diametre g N tirant donc T R parallele &
€gale 4 g N, le point R fera un point de la
furface du mit ; mais fi par le point R & pat
le point N, on mene RN qui rencontre BD
en V, cette ligne fera parallele & BM, &
puifqu'on'a BT: B M: : Bg:BL,ou BT:
Bg:: BM: BL, on aura ( 3 caufe que B T—=
RV&Bg=VN)RV: VN::BM:BL;
c’eft-a-dire,, que les ordonnées R¥ de Ia
courbz du mit font aux ordonnées ¥ N du
cercle AN D , toujours dans un méme rap-~
port ; donc cette courbe eft une ellipfe. Si
Pon vouloit la décrire par un mouvement
continu, il faudroic en déterminer les axes,
ce qui eft facile en menant C O parallele 3
BM, & telle que CO: CD:: BM: BL ; CO
& CD feront les deux demi-axes, avec lef-
quels il fera facile de déterminer les foyers
& par conféquent de décrire la courbe » par
quelqu’une des méchodes que nous avons
données (287, 88 & 89). Mais tout ceci
fuppofe qu’on fcait décerminer le point L,
tel que menanc £ L F parallele 3 CD,ELF

bl}_
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foit égal au plus petit diametre du mit ; c’eft
ce que 'on fera facilement en cette maniere 3
on prolongera €D vers H d’'une quantité
C H égale a la moitié du petit diametre : du
point H comme centre & d’un rayon égal a
CD, ontracera un petit arc qui coupera AB
au point cherché L. Car fi Lon imagine EF
prolongée jufqu’a ce qu'elle rencontre CO
en T, & que lon tire le rayon CF, le
triangle re&angle C T F donnera CT==
1 ci—Ti=V HL_BH=BL;
puifqu’on prefcricde faire HL=CD=CF, &

'H C—= 1 lavaleurde LF, ce quirend BH

= TF,

306. Par ce qui précede , on voie done
que les propriétés i I'égard du fecond axe
font fermblables & celles qu'on a trouvées a
P’égard du premier, du moins , en ce qui ne
dépend point des foyers. Si I'on veut avoit
fur le fecond axe les lignes analogues a celles
que ous venons de calculer fur le premier
axe, c'eft-adive, P'I, P'T', CT,&MT,(Fig.
36) on les trouvera aifément par le moyen de
leurs correfpondantes qu'on vient d'avoir, &
des triangles femblables qu'il eft aifé de re-
connoitre dans la figure. Si on exprime ces li-
gnes par le moyen des abfciffes DP'oux’, on
trouvera leurs expreflions toutes {emblables
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a celles quonaeues, en x, pour Ies lignes
analogues fur le premier axe.

On donne aufli unparameire au fecond axe;
mais ce qu’on entend alors par cetee ligne
ce neft pas une ligne qui paffe par le foyer de
ce fecond axe, ( car il n’a point de foyer ),
mais unetroifieme proportionnelle 3 ce fecond
axe & au premier.

307. Julgu'ici nous n'avons compté les
abfciffes que depuis le fommet; fi nous vou-
lions les compter depuis le centre C, alors
nommant l'abfciffe CP , %, nous aurions 4 P
Ou x =+a——7z; fubflituant cetce valeyr
de x, dans I'équation yy -—-j—j (ax— xx) &':
dans les valeurs de P I, P L, Cl& T M,

»
on aurayy-—:i——f ($aa—17%): Pilie 208

PTmi—i{f{-:i::;CTﬁiﬁfsTM::-----.

ada 1%
i ; b
L'¢quation y y== —» (s @a—z7 ) donne

by a0
J’=i;V-}aa——{{, qui faicvoir que pour

une méme valeur de C P ou z;0n a deux

ordonnées PM & PM'. Comme les valeurs

de 7 commencent en C, & finiffent en A, ik

femble d’abord que cetce équation ne donne

que la moitié DAD' de Peilipfe ; mais rien

ne détermine a donner 3 7 » des valeurs pofi-
B bii

SCD LYON




890 CouRrs

tives , plutdt que des valeurs négatives;en
donnant 37 de ces dernieres valeurs, on
aura les ordonnées pm qui déterminent la
{econde moitié ; & comme en mettant — 7,

3 b - 3 :
au lieu de + 7 dans +— V'zaa—zz, cette

quantité ne change point, il s'enfuit que la
moiti¢ DBD eft parfaitement égale & fem-
blable a la moitié DAD'.

308. Si d'un point quelconque M de I'el-
lipfe (Fig. 38), on mene au milieu C de 'axe
AB, ceft-a-dire, au centre, une droite MCM!
terminée de l'autre part a Lellipfe, on ap-
pelle cette droite un digmetre. Ec fi par le fom-
met M, on mene la tangente MT', & par
le centre C le diametre VN parallele a M T,
celui-ci s’appellera dzametre conjugué du pré-
mier. Une ligne m O menée d’'un point m de
Vellipfe parallélement 3 MT , & termince au
diametre MM, s'appelle une ordornée a'ce
diametre , & MO s’appelle I'abfciffe. Le pa-
rametre du diametre MM eft une troifieme

propmtionnel!e 3 MM & NN

30 9. Nousallons faire voir maintenant

qne les ordonnées m O , 2 un diametre quel-
conque ont des propriétés [emblables a celles
des ordonnées aux axes.

Pour cet effet , y’abaiffe des pointsm & O,

les perpendiculaires m p, OQ , fur axe AB;
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& je mene la ligne m S parallele au méme
axe. Je nomme A4 B,a; PM,y;CP *7 3
Qp, g5 €CQ,k, yaurai AP = T a—z,
PB:—a—v—q Ap=CA—CP = €455
CQ— Qp——a— —g:pB=CB+ (p=
za+k+g.

Les triangles femblables 7P M, 2 S O,
donnent T7P: P M :: mSoupQ SO Cefta

aa
adlre,—-‘—'ﬁ.y::g:SO—- ______ aidiad

:I:-

triangles {Sémbi bles CM P, CU ) don-
nentc CPvPM::CQ:Q O ceﬁ a dire ,

{.]..k.QO_— donc pm =Q8=Q0 —
SO LYy uatin g1 . Or puifque le point n

Ik -

7
eﬁ un pomt delelhpfe,xl faut ( 265 ) que
pm PM:: :ApxpB: APx PR, ceft-3-

ky 83y
i Ay et s g LIphiy
dire , g ;f*z-n) yii(se—k—g)x

(= a+ff~+-”“) (za—z1)(z a4z, ou

}rk kkyy 1g4 y £833%Y Y
s - e i dea—
id{—wzkg —g8: T@a— 77, 0u, en multi-
pliant les extrémes & les moyens., & fai-
{ant atrention aux quantités qui fe trouve-
ront mulcipli¢es & divifées en méme- temps
parsaa—7 7, & acelles'qui le feront aufli
par 7, on aura % (Faa—237) —28kyy -+

£8TIYY 2 aayy_ftfyym2gffyy 880 a
Bbiv

ide-31¢3 .
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ou , en développant le terme "i{’—’i (faa—x3)

& fupprimant —k kyy & — 2 gk y y quon
aura alors de part & d'autre, divifant de
plus par y y on aura “'—‘-%%—k +%’i—_%: —=iga :
— gg , équation qui nous eft néceflaire pour
notre objet ; mais, avant de I'y employer,
tirons-en une connoiffance dont nous avons
befoin.

Sil’on fuppofe que le point O, qu’ici nous
avons fuppofé quelconque, foit le point C,
c’eft-2-dire , que la ligne m O pafle par le
centre , ou devienne CN, alors CQ ou £
devient zéro , & la ligne Qp ou g, devient
CR. Or i dans I'équation qu'on vient de
trouver, on fait k=0, onaura , apres avoir
chaflé le dénominaceur, tranfpofé , réduit,
& divifé par } aa, gg == ;-aa — g5 ; Ceft-a-

dire, CRe +aa — 3= (3a—3) (30473 =
APRED,

Aprés cette remarque , revenons a notre
objet, & nommons CM, 1a’ ; CN,t ¥'; mO,
¥’ €O, 7. Les triangles femblables CPM,
CQO,donnent CM:CO::CP:CQ,ou
rdi7: :{:i{z:ii';:. Les triangles CV R,
m S O, femblables a caufe des c6tés paral-
leles ,donnent m O:mS:: CN: CR, ou

yig::2V:CR _*-—"i:-;,—b'; donc CR ==
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Ssgb CR
1 % ‘;5%! L ‘ot
s2a—z7; donc —j_}}T =z%aa—zz7;don
Y'y'jae—zz)
B T e Reprenons

1 s ) g
maintenant l’équ.ﬁlclon“”1 sy (EELL oy

) 1 Fea—zz
1 00— gz, & fubftituons-y pour gg & kk les
valeurs que nous venons ‘de trouver ; nous
1127 |, ¥'¥'1i(iea—g)
: sala'zy st (faa—g7
aa.y’ 'y 3% %

4 —!—3%,-%;{ ou , en réduifant &

%

- : t 2 e
divifant enfuite par § aa, - =1 —Tp 5
ou, chaffant les dénominateurs £ o/a’ & L0l
onal 5":&’{'{’: 7@ db'b'—31da’y'y , & enfin

B p vy / N T) . L

! = R .
Y'Y =~ (5dd — %) d'oti I'on tirey'y’:
Tadd—{7 bV dd ceft-a-dire, m O:

—_— —_—
MOx OM::NN':MM. AinG I'équa-
tion par rapport & deux diametres conjugués
quelconques, eft femblable 3 celle qu'on a
eueal’égard des deux axes.
3 10. Si lon fait y' = o, on trouve
L dd—g{=0, & f¢ 'yt
= 1{=0, & par con quent ¥'=—=—-a.
La courbe rencontre donc la ligne M M en
deux points M & M’ également €lojpnés du
: &3 Lo
centre C;ainli zous les diametres de ellipfe [e
coupent en deux parties égales au centre.

3 . &'y
3 11. L’¢quation y’y’ — = (z@d—z7

Pon tire g8=

aurons aa-

sy % mais on vient de voir que CR =%,

SCDLYON 1
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» donnanty’ = g V§ a'd — 77, faicvoir
que i P'on prolonge m O de maniere que
Om'= Om, le point m’ appartiendra a la
courbe ; donc chaque diametre de lellipfe coupe
en déux parties égales les paralleles a la tan=
gente qui paffe par fon origine M.

3 12. De-la on peut conclure 1%, que la
tangente a l'extrémité N du diametre NN,
eft parallele au diametre M M. 2°; De ce
que y’ =+ é V% a'a’—7/7/ ;on peut con=
clure que les ordonnées Om au diametre
MM’ , font célles du cercle qui auroic MW’
pour diametre’, mais diminuces ou augmen-
tées dans le rapport de o’a 4/, & inclinées
fous un angle égal 4 celui des diametres
conjugués. Si @’==4#, ces, ordonnées font
précifément égales & celles de ce méme
cercle. Enfin (i I'onveut favoir 2 quel endroit
de ellipfe les‘deux diametres conjugués
peuvent écre égaux, il n'y a qua chercher
a quel endroit ona CP=CR, ou C P’ =
C R; ceft-a-dire, 37 =1 aa — 7 '; Or cette
é,quanon donne z =V iaa=7aV 7, qué
Pon conftruira ainfi: ayangdécric fur le grand
axe 4B comme diametre(Figs 37) le demi-
cercle 4 N E B coupé en E par. le petit axe
CD,ondivifera 'arc 4 E en deux parties




~ dong-CN =
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€pales en N’ & ayant abaiffé N” P qui coupe
Pellipfe en M" & M', C M" & C M feront
les deux demi-diametres conjugués , égaux.
Car fi 'on nomme C P z comme le triangle
CP N’ eft re&angle & ifocele, a caufe de
langle ACN" de 45°, onaura 7z 4 77==

CN =ziaa; donc 37 =1aa, & 7=
Viag= 3 alVi=

3 1 3.5i du centre C ( Fig, 38) on mene
la perpendiculaire C F {ur la tangente T' M,
les triangles femblables T"P M, T C F don-
neront IM:PM::CT:CF; dou CF=

PMxCT
~57— Pareillement les trlanglcs TPM

& CNR , femblables a caufe des cotés pa-
ralleles ; donneront TM: PT:: CN:CR,
T'M%CR
EE
ou aura C Nx CF..“

PMxCTxC R
— T p 7 Ow el quarrant; IVx G =i

; & par conféquent 4
IMxC'I‘xTJIxC'R
T?fx gy g

FT‘Fsz 67 ‘jx _&T{‘-
1)" ’lJ
fus el P;M-: ( aa—{{)
CT———; P70 o TR
X
Taa—z7('309) fubftituant ces' qummés :

3 Or nous avons vu ci-def-ﬁ

op aura, ap res les réductions faltes, £ N x

CF == =% aabby & paricanféquent; C’Nx CF

SCD LYON 1.
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== ta b oren menant la tangente N7 qui
~rencontre T MenlI,CNxC Fexpnme la
furface du parallélogramme CMIN ; & ;ab
ou+ax+b exprime celle du reGtangle form3$
fur les deux demi-axes ; ; donc les paml!e!m
grammes formés par les tangentes aux extrés
mités des diametres conjugués , font égaux en~
treux, & aureélangle formé ﬁzr les deux axes,
31 4- Les mémes triangles femblables
TPM & CRN donnent , PT; PM:: CRy

R NV ; donc RN:—:CRxPM, o1 BN wb

i
CR'xP i = a(z-'{{)f—-—( aAa-3 PR = i
P T aa
a-33)*

mais les tr;angles rc&angles CRN &
CPMdonnent e RA._CIV &
CPo-P M= C'A'I; donc CR 4R R N
C PP M —C N~ C M fubftitvant dans
le premier membre, au lieu des lignes qui'y
entrent , {eurs valeurs algébriques, on aura,

toute rédu&:on faite, 2aa+1bb=C N

4-C M ; donc la fomme des quarrés de deux
demi-diametres co:gugues quelconques de Lel-
Zzpﬁ: s ft €gale @ la fomme des quarrés des deux
demi-axes.

3 1§.Sidans C'N...-( R-i—RNon {fub-
fticue ‘peur C R'& RN leurs valeurs, o
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ad

1 — 2 s b
avons trouvé ci-deflus TM=(E““E’£+ d_f;{)x
19911

"Xt Ipal CGHféunﬂtHf:Ef_V:x s 4
mais les triangles femblables TPM, ]if}P’ 1"
donnent ( en quarrant )—P_f: TM:: P M-
W g e _C_:Z\;x%a:—ﬂ RE & MT:

LA § 1
T CNxz7®
donc M1’ = ;

jea—37?

—_—
aura CNﬂ-:—aa—-{{—{-. 3 Or nous

14e—3%

donc T Mx MT —

CN ou TMxMT"::E‘TVI; mais fi 'on
nomme p’ le parametre du diametre M M,
onaura 2CM:2CN::2C N:p' (308);

& par confcquent 2p’'x C M= 4CN ou

iy f\fmi— P’ xC 11f; donc TMx MT =
1P/ x CM; & par conféquent C M: TM::
MT: 7. -

Si, fur TT" comme diametre (Fig. 40),0n
décrit un demi-cercle, il paflera par le poinc
C, puifque 'angle T'CT eft droit; or fi I'on
prolonge CM jufqu’a ce qu’il rencontre la
circonférence en ¥/, onaura,par la nature
du cercle (Géom.137)CM:TM: : M T":

o MV'; donc MV =Z1p/,

3 16, De-1a on peut tirer une méthode
fimple pour avoir les axes d’une ellipfe, &
par conféquent pour la décrire , lorfqu’on
ne connoit que deux diametres conjugués

SCDLYON 1 |
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MM & NN’, & langle qu'ils font entrd

€eux.
On prolongera € M d'une quanticé M ¥
égale 2 fon demi-parametre 3 & du milieu X
de CF on élevera une perpendiculaire XZ ,
qui rencontre en Z la ligne indéfinie 7' 1"
menée par le point M, parallélement a NV
du point Z comme centre , & de la diftance
7 C comme rayon, on décrira un cercle
ui rencontrera 1’ 7%n deux points T'& 77,
par lefquels & le point C tirant TC & L%
ce feront les direétions des deux axes. On
déterminera enfuite la grandeur de ces axes,
en abaiffant les perpendiculaires M P &
MP', & prenant C A egal a la_moyenne
proportionnelle entre. € T&CP; &' (D
égal 2 la moyenne proportionnelle entre CF
& CP'; car ona vu ci-deffus (302 ) que CP:
CA:: CA:CT; ileft aifé de prouver (par
le moyen des triangles femblables T' P M &
TC T/, & des valeurs connues de TP, PM &

CT),queC T:—f:;?,, ¢eft-a-dire , que C P’z
€ D::.cD:C-T.

3 17. Remarquong; en finiffant ce qui
regarde Vellipfe, qu'on emploie fouventg
cette courbe dans ’Archite&ure navale. On
s'en fert pour déterminer les diametres
moyens des vergues , comme nous ayons vu
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ci-deflus, quon s'en fervoic pour les dia«
metres moyens des mdts. On emploie en<
core pour dérerminer les projections des
liffes , &c. Dans tous ces cas on part , pour
décrire lellipfe , de la propriéé qu'a cerre
courbe , favoir, que fes ordonnées font pro<
portionnelles a celles du cercle décrit fur
Fun de fes axes. C'eft encore fur ce principe
qu’eft fondée la régle fuivante que 'on donne
pour conftruire le maitre couple d’un navire
auquel on’ veut donner beaucoup de capa-
cité,

Suppofons ( Fig. 41) que A°E eft égal ¥ 1i=
gne du creux ; EM perpendiculairea AE, la
demi-largeur du vaiffeau; JMF le demi-plac
de la varangue ; FB =EI 'acculement ; on
décrit a part un quarré opgr dont on faic
le coté gp==EF. Ayant divifé op en un
certain nombre de parties égales, & 4 I en
un pareil nombre de parties , on mene par
les points de divifion, desperpendiculaires
3 0p & AI; puis décrivant du point rcomme
centre , & du rayon ro, le quart de cercle
onp, on porte la partie mz de chaque paral-
lele 3 pg, en m'n'fur le parallele 213, cor-
refpondante 2 pareille divifion ; la courbe
A n’ B qui pafle par tous les points 7’ ainfi
déterminés , forme une partie du maitre
couple qu’on acheve enfuite,, pour la partig

SCDLYON 1.
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inférieure , en menant du point B au point €
bord de la quille, la ligne B C, élevant fur
fon milieu 7/, la perpendiculaire [k qui
coupe en k la ligne Bk parallele 3 AE ; alors
du point k comme centre & du rayon kB,
on décrit I'arc de cercle B C qui touche la
courbe A n'B au point B, parce que fon
centre k eft fur la perpendiculaire & la courbe
An'B, au point B, L'autre moitié fe conftruit
de méme.

Il eft facile de voir maintenant que la
courbe dont il s’agit , eft une ellipfe dont le
demi-grand axe eft B T'==A4 I; & le demi-
petitaxe, et 4 T=pg=D F; en effe, fi
par le point * 2’ & par le point # on mene
n'n, cette ligne fera parallele 3 4E; &
puifque les points m & m’ font deux points
de divifion cerrefpondants, on aura, om:
Am'::op: AI; c'eft-a-dire, ( en fuppofant
que nn' rencontreorens & A l'enu)sn:

~un'::orou AT: T B;donc les ordonnées

zn' de la courbe 4 n’' B font aux ordonnées
S n du quarc de cercle , toujours dans le rap-
port de BT a A T; donc cette courbe eft
une ellipfe : d’ailleurs il eft facile de voir que
BT & AT font les demi-axes. Or comme
Fellipfe rencontre perpendiculairement fes

**Nous fuppofons ici, pour faciliter la démonftration ,
quon 2 placé le coi op fur le prolongement de I.A.

axes
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axes, il eft vilible que pour joindie le poine
B & le point € par un arc qui-touche la
‘coutbe en B, il faur qué le centre & de cet
arc-foic fur la ligne T'B prolongée.

De Z’H_yperéo[e.

3 18: Confidérons maintenant 12 courbe
{ Fig. 42) qui auroit, en chacun dé fes points

, cette propriceé , que la différence Mf—
M F des diftances Mf-& MF i -deux poincs
fixes F & f, fac toujours la méme, & égale
a une ligne donnée a. &

Nous. allons chercher, comme nous I’a<
vons fait pour Uellipfe , une équation qui ex=
prime la relation entre les perpendiculaires
P M menées fur la ligne Ff, & deurs 'dif-
tances -£'P ou AP 4 quelque point fixe £
ou A, pris arbitrairement fur la ligne Ef

Je prends donc, pour origine des abfciffes,
le point 4 déterminé en prenant depuis le

milieu C de Ff, la'lignhe CA=14, & 18

fais C B=C A.-Cela pofé , je nomme 4 P,
x5 P Myys laligne A F qui eft cenfée con-
nue, ¢; & laligne FM, 7 ; alors FP=— 4 F i
AP=c—x*;fP=fAd~ AP=fB 1
AB—+ AP =¢4a4=x; & puifgu’ona Mf
— MF=a, on aura Mf==q -4 MF= a7,

* Sile point £ éooit-au-deli de F' par rapport 4 4, F'P
feroit x - ¢; mais cela ne shangeroit rien 3 Péquation finale,

ALGEBRE, Ce
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i_| Les'triangles reGangles F P M, fP M,

—

donnent FP+PM—=FM, & fP +-
. P M=fM;ceft-a-dire, cc = 20x —4x% =
: Yy 13 & cc~-2ac 4 aa +2cx - 2ax -
xx - yy=aa-+ 2a7 -+ 7% Retranchant
1a premiere de ces deux équations , de la fe-
conde, ona, en effacant aa qui fe trouvera

“de part & d'autre, 4cx—=2ac¢ -+ 2ax = 203,
X ~-a¢ -+ ax

d’oul’on tire 7 ==——"——"; mettant donc
pour 7 ,°cette valeurdans la premiere équa-

tion, nous aurons ¢¢— 2¢x —=XX—-yy =
gCcxx -+~ Jacex -+ gacc—H- 44cxx + r1aacx 4-aqaaxx

o 5 Olly
chaffant le dénominateur, tranfpofant & ré-
duifant, aayy = 4aacx -~ 4accx == 44CX% 4=
4cexx 4 0u aayy == (4ac —4cc) (ax 26%c)is
4dc =+ acc \
e [ xx).

3 1 9. Cette équation peut fervir a déerire
Ya courbe , par de§.points trouvés fuccefli-
vement , en donnant a x plufiéurs valeurs.

On peut encore. décrire la courbe , par
points, en prenanc-arbitrairement une partie
Br plus grande que B F, & décrivant du
point /'comme centre, & du rayon Br, un
arc que l'on coupera en quelque point M
par .un autze arc décrit du point £’ comme
centre , & du rayon A1

d'oux 'on tire yy =
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Enfin on peutdécrire cette méme courbe,,

par un mouvement continu, de la maniere
fuivante, :

~ On fixera au point £, une regle indéfinie
qui puiffe tourner ‘autour de ce point. Au
point £ & al'un des points Q de cecte regle,
on attachera les extrémités d’un fil FMQ,
moins long que f'Q, & dont la différence
avec fQ, foit égale a 4B alots par le moyen
d’une pointe , ou flile M, on appliquera une
partie M Q du fil, contre la regle : faifang
mouvoir le ftile, de M vers 4, en tenant
toujours le fil tendu, la ligne s'abaiffera, la’
partie F M diminuera, & le flile M décrira
Ja courbe M A dont il s'agity & qu’on ap-
pelle une Zyperbole. En effet , il eft évident
que la totalité £ Q ou fM—+4-MQ érant tou-
jours ‘de méme grandeur, & KM+ MQ
¢tant aufli roujours de méme grandeur, leur
différence fM~+ MQ — FM— MQ ,ou fM
—~ FM, fera au{li toujours de méme grandeur,

4ac+ 4
I (ax ==

x x') donnant y == iV - a*“ (@x=txx);

faic voir que pour une méme abfcifle 4 P,

ou x, on a toujours deux ordonnées égales

PM, PM, qui tombent de pare & dautre

du prolongement de 4 B, qu’on appelle le
' ' Ccy

3 20.L'équation’y'y =

4ac
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remier-axe : ainfi la courbe a une feconde
iranche A M parfaitement- égale a la pre=
miere; & 'une & l'autre s’érendent a I'infini 4
puifqu’il eft évident que plus on augmentera
x, plus les deux valeurs 4 . « . v o 0 40
4ac— 46¢

as
32 1. Si dans cette méme quantité on
fait x négatif, ceft a-dire, {i 'on fuppofe
que le point P tombe au-deflus de 7, elle
deviendra' =+ V i (x*—ax); or

da
xx—ax, ou x(x—a) érant négatif tant
que x eft plus petit que a, la quantité —4~...«

V"‘“ﬁiﬂc( xx-—ax) eft alors irhagi=
naire , & par conféquent, y n'a aucune valeur
réelle depuis 4 jufqu’a B; mais fi-t6t que x
furpafle a, x x — a x redevenant pofitif, les
valeurs'de y -redeviennent réelles; il parc
donc du-point B une nouvelle portion de
courbe m B m'" qui , comme la premiere,s'és
tend 2 I'infini‘de chaque;coté du prolon-~

ementde 4B, & qui eft parfaitement égale
a celle-la; parce que fil'on prend Bp == AP,
alors xx—ax ou 4 pxp B devient égal a
AP x PB; donc aufli pm eft égale a P M.

4ac' -4 4c€

(ax -+ xx ) augmenteront,

322 Si dans I'équation y y = ~——
* (ax —4=xx), on fait y =0 , on trouvera que
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@X—-%x0ux.a—~+x=0; qui donne x—o g
& x+a=ooux=-4g; donc la courbe
rencontre I'axe 4B aux deux points 4 & B.
32 3.Sil'on fuppofe 4 P = 4 F, ceft-3-
ire, x==c, pour avoir la valeur de Pordon<
née Fm" qui paffe par le point £ ( qu'on
appelle le foyer , ainfi que le point £) on aura

4ac + 4c¢
y:i *“'—'—-ﬂd

V4({“:;“) _—:_"':'z__(aea_Foc}i dono Ta

-+ cc
double ordonnée m” m" — ‘if.‘ff_"__): cette

ligne eft cz qu'on appelle le parametre de I'hy.
perbole : ainfi en repréfentant cetce ligne

4(ac+cc)
r N aura st org f..
par p, on aurap ——=; & par conf¢

quent 2. 2(80%ce) gy g e dans I'équa-
a aa

tion de la courbe, on Ia changera en cette

autre plus fimple syt Eeg ax—-xx).

a
De la valeur de p, on peut conclure que

le parametre du premier axe de | “hyperbole eft
Plus que le quadruple de la diftance du fommeg

4 4acH4ce
A au foyer F ; car cette valeur p — SRR

fe réduit 3 p=yc~t- =2, qui eft évidems
ment plus grande 'que 4.,
3 24 Si {ur le milieu Cde 4B, onéleve

Cciij

(ac4ceo)e=, .

SCDLYON1
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une perpendiculaire D D', dont la moitié
CD foit moyenne proportionnelle entre ¢ &
a+c, Ceft-a-dire , entre A F & f4, cette
perpendiculaire eft ce quon appelle le fecond
axe de I'hyperbole ; ainfi en la nommant 4.,

bt
on aura —==c¢.a-+¢, ou bb == 4ac + 4c¢¢’;

& en introduifant cette valeur de b b dans

ac [ -
AACTH AL a4 xx) 5 Celle-ci
aa ’

b :
fe changera enyy = I;é (ax + xx).-On voit

donc que ces trois équations de Thyperbole ,
ne different des trois équations correfpon-
dantes de l'ellipfe , que par le figne du quarré
cc & du quarré x x. '
Cette méme équation yy = i—i (ax = xx)

nous fournit aufli une propriété analogue a
celle que nousavons remarquée dansVellipfe:
en effec, fi 'on chaffe le dénominateur aa,
onauraaayy=bblax—+xx), qui donne
Cette proportion, yy : ax—xx.::bb: aa, ou
PM: APxPB:DD :ABou:: CD: A4AC;
le quarré d’une ordonnée au premier axe de
Lhyperbole , eft donc au produit AP x BP des

deux abfciffes , comme le quarré du fecond axe,

-eft au quarré du premier 5 & par conféquent ,

les quarrés des ordonnées font entr eux comme
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Yorfque les deuxaxes a & b font égaux, I'és
quation elt yy=—ax-+xx quine differe de celle
du cercle que par le figne du quarré xx. L’hy-
perbole sappelle alors hyperbole équilatere.,

ac = 4¢c¢ . :
3= A% ontite gac~<

De I'équation p =
gec==ap, & puifquon a aufli gac-+4c¢ =bb,
onadoncap==5bb, quidonne a:b::b:p;
donc-le parametre du premier axe eft une yme
proportionnelle a'ce premieraxe & aufecond,
' °32 5. Si du point D' au point A on rire
la droite D A4, le triangle-retangle DC A4

donnera DA=V CHAAC=. . .. .
V itl+Iaa, ou en mettant /pour b b fa va=
leur 4ac-t4cc, DA~ Vicwac —|—:}:;a=
¢+3za=AF+ Cd = CF;donc pour avoir
les foyers quand on a les axes,, il faut porter
D.A'de Cen F; & au contraire pour avoir le
fecond axe quand on ‘a le premier & les
foyers , il faut décrire du point 4 comme
centre & du rayon CF, un arc qui coupe la
perpendiculaire DD, en quelque point D.
32 6. On voit auffi que la defcription de
Phypesbole dépend de deux quantités, fa-
voir, le grand axe & le petit axe ; oule grand
axe & les foyers ; ou le grand axe & le para-~
metre. D'aprés ce que nous venons de dire 4
on rameneratoujours aifément la defcription

de Phyperbole a l'une des méthodes que
Cciv
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nous venots d’indiquer. Car fi I'on donnoitg
par exemple , le grand axe & le parametre,
alors prenant une moyenne proportionnelle
entre ces deux lignes, on auroit le fecond
axe qui ferviroit a trouver les foyers.
327. Si 'on prend fur Mf, la partie
MG=DMF, & quayant tité FG on. lui
mene du point M la perpendiculaire MO { /i3
cette ligne fera tangente a 'hyperbole  ¢'eft-
a-dire , ne rencontrera la courbe qu’au feul
oine M. B
En effer, d’unautre point quelconque N
ris fur "M, menons aux deux foyers les
droites N f & NF, & au point. G la droite
NG ; il eft évident, par la conftruttion, que
NF & NG feront égales; or Nfeft plus.petit
que NG+ G f, & par conféquent, plus
petit que NF—+-Gf; donc Nf— NF eft plus
petit que G f, ceft-a-dire , que M f— MF;
donc le point N eft hors de 'hyperbole : on
démontrera la méme chofe de tout point de
T M, autre que le point M. '
 Lesangles FMO & O MG font égaux,
d’aprés la conftru&ion précédente 5 or OMG
eft égal a fon oppofé V.47 Q ; donc £ M O
eft ézal & NMQ; donc laligne M F'; qui
va au foyer F fait avec la tangente, le méme
angle que fait, avec cette méme rangente

le prolongement MQ de la ligne fM qui
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va a 'autre foyer. Donc fi le point F eft un
point lumineux , tous les rayons qui, partis
du point F, tomberont fur la concavité
MAM, fe réféchiront comme s'ils partoient
du point £

32 8. Déterminons ‘maintenant la fou<
tangente P 7.

uifque I'angle F M f eft divifé en deux

parties ¢gales par la tangente M T, on aura
(Geom. 104) fM:MF:: fT: FT; or en
nommant , comme ci-deflus , MF, 7, on a
S M=z a:d%ailleurs Ffou Bf+ A B+~
AF valant a~+2¢, la ligne fT ou Ff— FT,
vaudra a= 2¢c— F'T; on aura donc {+a:z::
@—+4-2c—FT:FT; donc én multipliant les
extrémes & les moyens, on aura g x 7~
exFT=az+42c3— 7% FT; dfou, aprés
les opérations ordinaires , on tire F T=
:ctgl-i—a{:(ch—a){_

T 0Es e L nous avons trouvé

2ex 4ac+ax
— 2 —
(318) z - » donc 2 744
Aex+1ac+2ax4-aa (:c+a).1x+(zc—+-:z_)a__

——

T 4
(2c4a)(2x4a) ; fubftituant ces valeurs dans

ekl 40\ F il aura BTl ] 6

eim by tex+ac+azx
(20+_a)>< s

“moa » ou en fupprimant

(2¢-+a) x

SCD LYON 1 |
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2c+a 1CXFac-ans
(Iprasitesdh

le fa&teur commun = g
Ayant ainfi trouvé FT, il eft aifé davoir la
foutangente P T'; car PT—=F T —FP=
FT—AF 4+ AP=FT—c¢4 x=

WX~ ac-+ax 2a% + 2x% ax —+-xx
s g Gl oms — e
2x -+ a 1 x4+ a x=sa

ax—-xx 3 _ 8 1% - ]
donc P T'="-"""; d’ott 'on voit que Pex+
x—+za :

prefliondela fout;ngente, pour ’hyperbole ,
ne differe que par les fignes, de celle qu’on
a eue pour ellipfe. :

* 329.5ide PTon retranche AP, on aura
ATouladiftance du fommet jufqu’a Pendroit
ou la tangente rencontre I’axe, Certe diftance

ax—txx .
%a_l_x——x? qui fe

fera donc exprimée par
réduit 3 9 T= 2%

a4 x*

330. Cette expreflion de A4 T nous
donne lieu de faire quelques remarques fur
la courbure de Phyperbole. Nous avons vu
ci-deflus que chacune des deux branches
AM, AM sééndoic 2 Iinfini. Cepen-
dant leur courbure eft telle que toutes les
tangentes que I'on peut mener a chacun des
points de ces branches infinies , ne rencon-
trent jamais Baxe que dans Iintervalle. coms
pris entre 4 & C. En effet, {i dans la valeur
de AT on fubflicue pour x, toutes les quan~
tit¢s imaginables depuis.o jufqu’ 'infini, la
valeur de AT ne croit que depuis ¢jufqu’a
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% a; car quand x eft infini , le dénominateur
3@ -+ x doit effentiellement étre regardé
comme la méme chofe que x, puifque fi 'on
confervoit alors £ a, ce feroit fuppofer qu’il
peut augmenter x , & déeruire , par confé-
quent , la fuppofition qu’on faic que x eft in-
fini: or dans ce cas la quantité 47 (e réduit a
Tax : s 2
“—-; ceft-a~dire, a § a; donc la tangente a
Yextrémité infinie de chaque branche 4 M
& AM', pafle par le centre C. Et puifque
les branches oppofées Bm & B m’ font par-
faitement égales a celles-la , & que les points
A & B font égalément éloignés de.C, il s’en-
fuit que ces mémes tangentes font aufli tan-
gentes aux extrémités infinies des branches
Bm & Bm'.On les voit (Fig. 43) repréfentées
-par les lignes CX, C Y.

3 3 1.Cestangeantessappellent les.4/fymp-
totes de I’hyperbole : ce font, comme on le
voit, des lignes qui partant du centre , s’ap-
prochent fans cefle dl; hyperbole , fans pou-
voir I'agreindre qu’a une diflance infinie.

Si par le fommet A ( Fig. 42 ), on mene
la droite At parallele a P M, les triangles

femblables T4z, TPM donnent TP:
“PM::TA: A ceft-a-dire, ez yiu:

—:('I—f—x
T o tazxy fa-x tay olr's
fa4-x" T ietx" anqxx  a-x? ?
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. o .
en mettant pour y fa valeur —Vax+xx,

gt 2 0V ax & xx
a—-x
fini, devient -5 ou C D, parce que a x doit
€tre fupprimé vis-a-vis de x x, & a vis-a=
vis de x. Voici donc comment on détermi-
nera les afymprotes. On élévera au point A4
(Fig. 43 ) une perpendiculaire 4 L, que l'on
prolongera de part & d'autre du point 4
d’une guanticé égale 2 CD;alors tirant parle
centre C& par les deuxextrémités L & L'deux
lignes droites , elles feront les afymprotes.
33 2. Pour avoir l'expreflion de C T
( Fig. 42) il faur de CA retrancher A T,
& l'on aura CT =ta— ,%ax = =
il * i ta4x la+4x
%‘;; » qui donne cette proportion CP: CA::

, qui, lorfque x eft in-

"CAVCT.

3 3 3. Si Fon veut avoir P'expreffion de
T M, le triangle re@angle TP M donne

TM=P M+ P T = (ax+xx)4

(ax~xx)* (55 o )(’:ix ~+-xx)
Ltmmm i — s
@ain) aa X ax X o,

3 3 4. Pour avoir 'expreffion de P I ou
de la fous-normale, les triangles, T P M,
M P I (femblables a caufe que 'angle 7M1
eft droit, & que PM eft une perpéndiculaire
abaiffée de I'angle droit ), donneront TP
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PM::PM:PI,ou ‘i?‘xx:uy::y:PI::

4=
1/ ., 4 55

i—g%%, ou (2 caufe que y*=—.(ax-xx))
PI==" (a4 ), |

3 3 5. Cherchons maintenant I’équation
par rapport aufecond axe D D'; & pour cet
effet, menons la perpendiculaire MP’ fur ce
fecond axe , & nommant M7, y'; DP', x/ ;
on‘aura CP'= PM =y =1} x'y P M=
€P =1 a+-x=y'; & par conféguent x=y"

~—73.a; fubflituant donc pour x & y, ces va=

leurs , dans I'équation y y = ;:;I (ax—+xx) ou
aayy ==bb (ax—xx ); on-aura,aprds les rés
du@ions faites, yjﬂ’=§g (3 bb—bx'4-a'x") ;
d’oit Pon voic quil-n'en eft pas de I'hyper-
bole comme de Tellipfe ; I'¢quation 4 I'"épard
dirfecond axe , n’eft pas’femblable-d celle
gu'on-a a I'égard du premier. :
336.Enfin'fi I'on veut Péquation par
ripporta I'axe 4 B , en prenant les abfciffes
depuis le centre C'; on nommera C'P, 7 ; &
Yon aura ek 4P A P=Lag+x'& par,
conféquent , x =7 — % a: fubflituant dans’
5 A bb bb
I'équation yy="(az-t-xx),0n IR )= o
(17—34aa) pourféquation parrapporcau pre~-
- mier axe, les abfifles €tanc prifés ducentre,”
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Etil¢gard du 2¢ axe D I, fi 'on nomme
CP/, ¢, on aura = (D — DP'’=1 b.— x's
& par conféquent x'= b~ 7’ fubfticuant
dans I’équation y'y'= %’Z (4 bb— b x'~+-x"x)
que nous avons trouvée (335) pour le fecond
axe, on aura y'y'= 7z ({75 bb). 1

3 7. Si’on veut rapporter au centre C;
les expreflions de F ', C T', P L& TM,
trouvées ci-deffus , il n’ya qua fubftituer.,
dans ces expreffions , 3 — 3 a au lieu de.x,

& l'on trouvera’ T= S5 BE 26 T=—'—_E:‘_z ‘,
Bby ot bbig . 7 -saa
Plsigg T M =( '-*‘H-:fa“) o

Et fiI'on prolonge M T'jufqua ce queile;
renconrre le fecond axe en T', les triangles
{emblables T M ; T.C. T donneront TP 3
PM : :CI: CI’, ou ﬁ-ﬂ:\_y: 22282 CT=2
-I';'aa ‘ ¥ aayy f 3
;“-{-:;—yﬁ ;21315 {.{_._% aa= ~—5{—'— ] donc_C'T_":-:
e _ D 2.5 donc P CD::CD:CT';
“338. Si par le centre Cde I'hyperbole
(*Fig. 43 ) on mene une droite quelconque.
M C M7 ‘terminée de part & d'autre alhy-
,is:rbole , cette droite s"appelle un diametre,*

oute droite-m O menée d’un;point.m de la

courbe-parallélement @ Ja rangente en M, &:
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‘erminée au diametre M M’ prolongé , s’ap-
pelle une ordonnée a ce diametre. MO & O M’
en font les abf¢iffes. Nous allons démontrer
que les propriétés des ordonnées m O, i
I'égard des diametres terminés i la courbe A
font les mémes que celles des ordonnées 4/P
a I'égard du premier axe.

Menons des points m & O, les perpendi=
culaires mp & OQ fur 'axe 4 B, & du pointm
menons mS parallele & -4 P; nommons PM , y;
CP, %5 Qp, g5 CQ,k ; nous aurons AP — CP
—Cd=7—1a; BP—=CP+BC—z+ 14
Adp=Cp—CA=CQ—Qp—CA=k—pg
—~3; bp=Cp+ BC=k—g—+4La. >

Les triangles femblables CP M, CQ O,
donnent CP : PM:: CQ: QO ,ceft-a-dire ,

z:9::k: QO -’“—"'Z—y. Les triangles femblables
TP M, mSO,donnent P T: PM::m S ou

QP :50; ceft-a-dire, (337);_{:;-_::} 003 s

SO=;5_—%—;, doncmp=8§Q= QO —
$O == f‘%-—ﬂ—g_%z; or puifque le point 7

appattient 3 I'hyperbole , il faue (324 ) que
pm:PM::dpxpB: AP xPB;Celdr
T ky__ ERY 2. R BV A accarasih
fdllrc({ z_—z-;aa) tyyii(k—g “1a)x
(k—g—+1a):(—+a)(y+1+a);on Sak 2z
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2gk3yy , RBIIVY. A 5 3
zt’n%aa}"{_'(n—%ad)‘ Py ok % 2kg+-
g8 — % aa: 3y — % aa;donc, en multipliant
Iés extrémes & les moyens , & faifant actens
tion aux quantités qui fe trouvent multi=
plides & divil‘es, en méme - temps , par
11 — +aa , & A celles qui le feront aufli par ,
kkyy, r _ vy

11 (r—ae)—2ghyy +f§-—’%ﬁl #3
kkyy — 2gkyy+gngj —laayy , ou, en dé-

veloppant e terme %! (13 — 7 aa) , & fup=

primant kkyy & — 2gkyy que I'on aura alors
dans chaque membre , divifant'de plus paryy,

aakk
on aufa =+ Lty BELL

416

on aura

ol 20T e ik
11 ig-iea . 00 b 5

¢quation qui‘ya fous fervir 3 démontrer la
propriéeé dont il s'agit, Mais auparavant
nous ferons obferver que fi“de part ou ‘d’au~
tre.du centre C,on prend fur taxe 4 Bla
partie. C R qui foit moyenne proportionnelle

entre. BP & AP , c’eft-a-dire , telle que CR
‘= AP x PB = 77— % aa; & fiayant élevé
da perpendiculaire RV terminde en N, ‘par
la ligne NN' menée par le cencre C parallé-
lementd TM , on fait CN=CN', alors NV
eft ce qu'on appelle un diametre conjugué au
diametre MM’ & Von appelle parametre.du
diamecre M M, une troifieme proportionnellc
a MM & NN,

Revenons
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Revenons maintenant & notre objet ; nom=
mons CM, : d;5,CNou CN/, 2 ¥ CO,z; &
Om, y'. Lestrianglesfemblables CPM, CQO,
donnent CM : CP:: CO: CQ ; cefta-dire ,
s @iz 5 donc k:%

Lestriangles m 8 O & C N'R , femblableg

& caufe des cotés paralleles, donnent CANV'
CR::mO:m §,ould': CR::y':g; dong

CRxy" o CR*y'y!
iy ar conféquent go == &Y'
g YL it ke VR

X

2 2 2
ou( puifguon a fait CR=37— £ 44)
R S e
o Al e yiravag
Subftituons pour gg & kk, les valeurs que
nous venons de trouver , fubftituons - les -

> < raakk Z 8
dis-je, dans I'équation =— o %ﬁm
_ Lt 4
88 — % a @y trouvée ci-deflus , & nous au~
1111 ¥Y11(18-1aa)
IONS — 3 @ @ 7 ot P8 70,
e salalzy 4‘5"-";(IT'3““‘)

¥y 17 3dayy’
ib’ ,{;f % 5!‘&!

~—% aa, ou(en réduifant & di-
d ) . : £ {r,‘:r— yr},r. .
vifant enfuite par £ aa )"K o 7y
ou, apres les opérations ordinaires y y' ==
&,F bf
ﬂ_":!’
qu’on a eue pour le premier axe.

3 3 9.Sil’on fait y’ =0, on trouve 77—
% d'd’=o0, qui donne 7=+ X ¢’; la courbe
xencontre donc laligne MM’ endeux poincs

ALGEBRE, d

(77— 4 @'a’) équation femblablé & celle

SCD LYON 1
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oppofés M & M, éloignés du centre , chas<
cun de fa quantité ;-a’, ou C M ; ainfi tous les
diamecres font coupés en deux parties égales
au centre.
. " B b g
3 40. L'équationyly’ = - ('7—1dd)

a'a

L1 3
donnant y'=+ i—',— V{’ {—za dy ceft-a;
dire, deux valeurs égales & de figne con~
traire , pour ¥/, faic voir que fi I'on prolonge
m O, de maniere que Om'= O m le point
m' appartiendra a la courbe ; chaque diame-
tre M M’ coupe donc en deux parties égales
les paralleles a la tangente qui pafle par fon
origine M.

341. La méme équation donne da'y'y'==
B (77— 5 dd),don Vontire yly : 17—

p—

14d s b ;ddy, ou mO:MOXxOM::

—  ———1

NN : MM ; ceft-a-dire, le quarré d’une
ordonnée quelconque m'O d un. diametre ter=
miné a la courbe , eft au produit M O x O M/
de fes deux abjciffes, comme le quarre du
diametre conjugue , efl au quarré de ce prem ler
diametre.

34 2. Sidu centre C on abaiffe fur T'M
la perpendiculaire C'F), les triangles fembla=
blesC FT, TP M, donneront T'Vi: P M::
CT: CF, & par conféquent C F= Ii‘fi%:f

Les triangles femblables CRN'; TP M
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donneront PT: T M::CR : €N oy CNy

donc CN:E%SE; donc CFx € N—

PMxCTxTmxCRr PMxCTxER
e o E S e s Ob‘en
TMxPT PE
g g B ey e
e PM »€T CR ;
Quarrant ; CPx C NV == 2 T8 45 ona

i 5
-3_:1 ? bb T P
P L =yy = x—=%aa); CR::H—u
2903480 3 S Uy OT — WE g 2
‘f-ﬁ?;—?—’:, fubflicuant ces valeurs s on a
apits les redu@ions faites, CHx C Nex
75 aabbyou CFx CN =% b o1 fi 'on pro-
longe #4 T jufqu’s Vafymptote y en I, M'1
fera égal 3 CN, comme nous le verrons ci-
deflous , & CT I N fera par conféquent un
parallélogramme done la furface fera —= CFx
MI = CFx CN ; donc quelque part ot foie
Ie poine 24, le parallélogramme CIMN fera
‘toujours égal en furface au reCtangle des deux
demi-axes , c'eft-3-dire s ayaxtboulab,
343 Lestriangles femblables 7P 3 &
©RN donnent TP: PM:: CR : RN ; donc
3 AR T, 7
R N/ I _‘1;);6_{,'_ & RN = A mij_z(‘cji s {;j}
en fubftituant les valeurs algébriques & ré-
duifant ; or les triangles rectangles CP M &
——l

(:.E'\)M dO.'mcnt ajz"_—_. C"P + ﬁ“‘.}j‘ a: E:[_vl‘}c’u
- Ddj
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—_— — —z —_— — e
CA — CR <+ RN’ donc CM—CN =CP
wt-PM— CR — RN’ ; fubfticuant dans le fe-
cond membre , au lieu des lignes quiy en-

trent , leurs valeurs algébriques trouvées ci-
deflus , on aura, apres les rédutions faites 4

CM— CN = % aa — } bb ; Ceft-a-dire, que
La différence des quarres de deux demi-diametres
conjugués quelconques eft roujours la méme ,
& egale a la différence des quarrés des deux
demi-axes. :

Il fuic de-13 que dans hyperbole équila-
tere , chaque diametre eft egal 4. fon conju-
gué;carﬁa:b,onaCﬂI—-CN:o, &
par conféquent, CM = CN.

344.Sidans C N=1C R+R N, on
fubftitue pour CR & RNV leurs valeurs algé-

: ——-i x bb3z
briques, onaura C V=33 — 344 S dPALEL
AOus avons trouve , ci-deffus (337) T M ==

bbzz 13-7aa Ty :
( 2z MRXiTT 00 _?:f_ ; donc T' M=
{2 AT } .
—;{*—-XCN; mais les triangles femblables
‘M PT & MP T donnent, €n quarrant,

2 g _.2 % P 2 ('{"-%{Id}z.
PT:TM:: Pi:T M,ou 1{%———-
CN'% (153 e rrrm
_____ (1123290, .2 T'M, donc T" M =

i1

—_—

doné¢ T ix T'M = CN, ou

1

s
1

»';a.zi
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“TMx T'"M— CN;mais i on nomme 7
le parametre du diametre M M’, on aura
2CM:2CN::2CN:p, & par conféquent

T !

2p'x CM=4CN , ou CN:=1pxCMs;
dong TM x "M =21p'x C M, dou l'on
tice CM: TM:: TM:+p'.

34 5.De-la onpeut conclure la méthode
{uivante pour avoir les axes de 'hyperbole;
& par conféquent pour décrire cette courbe,
lorfqu’on ne connoit que deux diametres
conjugués, & l'angle qu’ils font entr'eux.

On prendra fur 4 C (Fig. 44 ) une ligne
MH = 1 p/, & fur le milien Ide CH on éle-
vera une perpendiculaire IK , qui coupera
en quelque point K la ligne /77 menée par
le point M parallélement au conjugué NN/,
De ce point K , comme centre & du rayon
€gal ala diftance de K 3 C', on décrira un
cercle qui rencontrera M T"aux deux points
T & T, par lefquels & par le centre C tirant
1C & CT7, ce feront les direGtions des axes ;
car il eft clair,1°, que 'angle 7CT"fera droit,

uifque la circonférence pafle par le point C,
& quellea 77" pour diametre ; 2°, par la
nature du cercle, on a (Géom. 127) CM :
TM::T"M:MH; donc puifqgu’on a faic
MH=zp,onaCM:TM::T'M:1p.

Ayant ainfi déterminé les direttions das

D diiy
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axes, on en déterminera la grandeur en abaif=
fant du point M les perpendiculaires M P,
M F’, & prenant C 4 moyenne proportion-
nelle entre CP & C7, & C D’ moyenne pro-
portionnelle entre CP’ & CT7; Ceft une fuite
des expreflions que nous avons trouvées
(337)pour CT& CT.

Quand les devux diametres conjugués que
Pon connoit font égaux , alors le parametre
leur eft égal aufli, ce qui rend M H—= MC.
Les deux points de fe&tion H & C fe confon-
dant alors, M Ceft une tangente au cercle 3
einfi , il faut tout fimplement , pour avoir le
centre K , élever fur C M une perpendicu~
Jaire au poine C.

De I'Hyperbole entre fes afymptotes.
34 6. L’hyperbole confidérée , par rap-

pore a fes afymptores, a quelques propriéeés
dont la connoiffaice peut étre utile ; nous
allons les expofer. Il faut fe rappeller ici
comment on détermine les afymptotes ;
vovez (331).

Nous allons rapporter chaque point E de
Phyperbole (Fig, 45 ), aux deux afymiptotes
CLO, CL'o, en menant 1aligne EQ paral-
Iele al'une d’entr’elles 3 & nous chercherons
la relation qu’ont entr'elles les lignes £Q

& CQ.
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Pour trouver cette relation, nous mene«
rons par le point quelconque E, la ligne
OFEo parallele au fecond axe D D” & la
ligne £ S parallele a CLO; par le fommer 4
nous tirerons 4G para.lnlﬁ a CL%. Et nous
nommerons CA,%a;CDoudLouAL;

05 CP, 735 I E,_y,AG m; GL ,nj;
CQ 13 QF 51

Les trlangleq femblables CP O, CA4 L
nous donnent CA4: AL ::CP: PO oulg:

1bjouarhi:y: PO—*-PO—-—-—-—{ doncL()

c.—.:b-——)f & Eom'_ﬂ ~-y ; par conféquent

EO xEQ ="2¢ ——-}fy_._—blz (en mettant
pour y ¥ fa valeur!’—b (77—%¢ea) & rc'-
du1fant)ceﬁ a—dlre, que EO x Eo = CD

== A L propriété qui appartient a tout
point de T hyperbole , puifque le point £ a
¢té pris arbitrairement.

347. Les triangles QEO, E So, &
.A'( L femblables entr’eux, d“'mﬂr‘t AL:

AG::EO:EQ & AL :GL::Eo0: ES:
donc mul tml1ant ces deux proportions par
ordre ( afin d’y introduire E(gx Fo, dont on
alavaleur)onauwraz7: 4Gx G L::EO
xEo EQ x ES, Ceft-a-dire ,2bb:mn::
1bb:ut; doncut=mn; équation a I’hy~
perpole entre fes afymptotes, Aig{i en quels

1w
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que point E que ce foit de I'hyperbole , on &
toujours EQ x ES, ou plutde EQ x CQ ==
AGx GL.

Or fi l'oni fuppofe que le point E tombe
en A, CQ devient CG, & QFE devient AG;
on adonc CG x AG =AG xGL ydonc CG
== G L. Mais le point G fe trouvant, par-la,
écre le milieu de CL , on doit avoir CG =
AG=G L; car le cercle décrit fur C L
comme diametre ( & qui auroit par confé-
quent, CG pour rayon ) pafferoit par le point
<, a caufe de Iangle droic.4 ; on a donc

——

m = n ,& par confequent u t = m* = C G.

g

Ce quarré conftant m* ou C G, auquel le
produu ut ou CQxQE eft t0u;0urs égal ,
s'appelle la puiffance de ’hyperbole.

3 4.8 De la propriété que nous venons
de démontrer, on peut déduire cette autre
De gudzue point E que ceﬁ)zt de l'hyperbole ,
fil'on tire , de que !;ue maniere que ce [oit yune
droite R E rzerminée aux afymptotes , les par-

zes R ?“,, mr , intercepiées entre la courbe &%
Los ay',np:ores s feront égales.

Car fi par le [“Oli‘t m on mene hmH
arallcle 3 Q E o, les triangles femblables
REQ; & RmH d(, nnentER: Rm: :-EO:
Hm; & les triangles femblables r& m &
rok , dannent Er:mr:: Eo:mbk; multi-
pliant ces deux proportions par ordre , on
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auraERxEr:Rmxmr::EOan:Hﬂz
xmh ; or les deux produits EO x fFo & Hm

—_—

X mh font égaux chacun & CLD(347)3
donc ERxEr—R mx mr, ou E'R x
(Em~+mr) — ( ER + Em )X m r; faifant
les mulciplications indiquées , & fupprimant,
de part & d'autre ; E Rxm / , Onaura £ Rx
Em=FEmx mr; donc ER — m I

34 9. De-la on conclura que toute tan-
gente 1z hyperbole , terminée aux afymp-
totes eft divifée en deux parties €gales au
paint de conta& M.,

350. Si,par le point M,on tire I M
paralielea DD'; & fi par un point quel-
conque K, ontire R E r parallele 3 [a tan-
gente It , les triangles femblables 7" 41 T &
REO donneront TM: I M- RE: EO;
& les triangles femblables M i ¢ , £ or don-
neront iMeou T :Mi: Er:- E 03 muls
tipliant ces deux proportions par ordre, on

aura I' Ji: MIxMi::RExEr: EOxEo;

or les deux produits /% Ix i & E Ox £ o
Sy et

font chacun égalaCD ; donc TWi— R E

x Er.

39 1.Si,du centre C, onmene le dia-
metre CM V7, il divifera en deux parties
cgales laligne R r parallele 4 7'z, puilgue
(349) il paffe par le milieu M de 77 ; nommane
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done CM, 2a';T M, % q; CV, 75 Vora
donnée F E, y'; les triangles femblables
CMT,C VR donneront CM: MT:: GV :
V R, ceftadire, > a/:1g,oud:q:: £
VR= Vr:——%‘,—;doncI{E =‘7—f —y, &
Er ﬁq—(} ~y"; donc puifque REXEr=
ITM=+qq,on 21111'2157—;‘:;—’:7i — Yy =%9¢5
or (338) i}""::‘r, Y —Thael; donc, en

- SRS BRNT | & S L & GRS ¥, 1)
fubfticuant , on aura ~7 5 — —— -3 b'b

a'a

= g9, 00(gq —bH) =" (99 —bV),

1 a

ou (qq —b'b') E"I%:"—' 1(gg—"b'b )=o0,0u

P

(gq — ') (%,—}-——i) = o & divifant par

3_'_1{_*_ 1 e R0 = e
S —3,o0nauragg — b'b'—= o , qui donne
=P, ou+g=7+ b, c’eft-a-dire, MT=
CN , CN érant le demi diametre conjugué de
CM; c’eft ce que nous avons promis { 342)
de démontrer. On a donc (Fig. 43) MI=CN.
3 5§ 2.0n a donc auffi pour toute droite
REj parallele au conjugué CN ( Fiz. 45)

—3

RExEr=CN.
35 3. On voit donc que, connoiflant
deux demi-diametres conjugués C M CN
: g ol i 3 b _,
( Fig. 46) & Vangle quiis font entreux, i
el trés-facile de décrire I’hyperbole par des
. ; g A i s
points trouves fuccellivement. En effet ce qus
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adté dic( 349 & 351) fait voir qu'en menant
pat origine M du demi-diametre C M la li-
gne I'Mt parallele 3 C.N, & prenant de part
& d’autre du point 4: les parties M T, Mz
¢gales chacune 3 CN, fi par le centre C on
tire les lignes CT & Cz, elles feront les
afymptotes. Et ce qui a été démontré (348)
fait voir que fi par le point M, on tire arbi=
trairement tant de droites PMQ, P M Q
qu'on voudra, & qu'on faffe fur chacune
P O=MQ, les points O trouvés de cette
maniere , appartiendront tous a 'hyperbole
cherchée. On peutenfuite faire fervir chaque
point O, a en trouver d’autres tels que N, 7,
&ec, entirant les droites ROS, RO S, &c,
& faifant S V=R O. :

354. On voit aufli par-l2 comment,
entre deux lignes données pour afymprotes ,
on peut décrire une hyperbole qui paffe par
un point donné entre ces lignes.

3 3 j -Enfin en divifant 'angle des afymp-
totes & {on fupplément, chacun en deux par-
ties ¢gales, ‘on aura les direGions des deux
axes, donton déterminerala grandeur comme
il a éié dit (345 )3 ce qui donne un fecond
moyen de réfoudre la queftion dont il s’agif=
foic au méme endroit,

SCDLYON 1 |
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De la Parabole.

3 5 6. Il s'agic maintenant de trouver les
propriétés de la courbe dont chaque point
feroit aufli éloigné d'un point fixe F, (F7g.47),
que d’une droite X Z dont la pofition eft
connue, ceft-3 dire , d'une courbe telle que ,
pour chaque point M , abaiffant la perpendi-
culaire MH , on auroit toujours MF=MH.

Du point F menons F 7 perpendiculaire
fur XZ , & partageons F V en deux parties
égalesen A, A fera un point de la courbe,
puifque 4 = A F; ce point eft le fommet.

Pour trouver les propriéeésde cetee courbe
qu’on appelle une parabole, nous allons cher-
cher une équation qui exprime la relation
entre les perpendiculaires M P abaiflées fur
F V, & leurs diftances 4 P au point 4. Nous
normmerons donc. A ¥.on AF, ¢ AF, x3
P M, y; alors nous aurons VP=A4dV+
AP — ¢+ x — MH; & puifque MF = MH,
nous aurons. aufi MF=c—+ g : dailleurs
FP— AP~ AF=x—¢; or le triangle-

- i —_— —z
reftangle FP Mdowne FP4+=PM=FM;
donc xx — 2¢x— cC~ Yy =&~ 20X =+ X%,
donc tranfpofant, & réduifant, yy == 4¢3
Ceft-1a Péguation de la courbe , & voici ce
qu’elle nous apprend.
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1°, Cette équation donne y = 4=V %3
donc, pour une méme valeurdexou 4 P,
on a deux valeurs égales de y ou P M; mais
comme l'une eft pofitive , & l'autre néga-
tive, elles tombent des c6tés oppofés de la
ligne indéfinie A P I quon appelle axe,
ceft-a-dire , qu'elles font PM & PM':la
courbe a donc deux branches AM, AM
parfaitement égales & qui s’étendent.a l’in=
fini , puifqu’il eft clair que plus x augmen-
tera, plusV/ cx, & par conféquency , au-
gmentera.

29.Sil’on fait x négatif, on aura y ===~
V —icx,Ceft-2-dire ; imaginaire ; la courbe
ne s’étend donc point au-deflus du poine 4,

32.8il’on fait x = ¢ pouravoirl’ordonnée
qui-pafle par lepoint F qu'on appelle e foyer,
onay==+V i =o2C, c'eft-a-dire, que
flm" = 2¢ ; donc m"m"' = 4 c. Cette ligne
m/:m! qui pafle par le foyer, eft ce qu'on ap-
pclle.—le.paramerredel’axe dela parabole. Ainfi
le parametre -de Laxe de laparabole , ¢/t qua-
druple de la diflance A F du fommezr au foyer.

4%oDonc. fil'on nomme p ce parametre,
onaura 4 ¢== p 5 & L'équation de la parabole
deviendra pagicpnféquent y y ==p x.

3 § 7. Ayantl’équation d’une parabole ;
ileftaifé de decrive, cette courbe  par, des
pointstrouvés fucceflivement, en donnaac
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fucceflivement a x plufieurs yaleurs, & cali
culant les valeurs correfpondantes de y.

3 98. On peut’ encore la décrire par
points, de cette autre maniere ¢ ayanc choift
le point A que 'on veutprendre pour fom-
met , & la ligne indéfinie 77T qui doit écre
la direltion de I'axe; on prendra les parties
AV, AF égales chacuned 1p, le point F
fera le foyer; alors on élevera fur chaque
pointde I'axe des perpendiculaires indéfinies
MM, & tracant du point F'comme centre ,
& de la diftance /" P comme rayon, deux
petits arcs qui coupent chaque perpendicu=~
laire ‘en deux points M & M, ees points (€4
ront 2 la parabole’; puifque F M, qu'on faie
par-1a égal & 7/ P feraégala- M H , en ima-
ginant 1a droite 77 perpendiculaire ai’axes
Cette droite X/ H sappelle la diredirice.

35 9. Enfin on peut décrire la parabole
par un mouvement condimg “en employane
une équerre VHf: on attache fur un poing
quelconque f d'une des branches de certe
équerre , Pextrémité d’un fil de longueus
égale a fH ; & ayant attaché Fautre ‘exeré-
micé au point ', on applique par: le moyen
d'un ftile M, une partie dufil-contre fH;
& tenant toujours lefil tenddifon fait” gliffer
Pautre’ cotd de’ 1%¥querrejdedong deZ/ X5
le ftile M 'dansce mouvement ,“trace la paras

bole M A.
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36 0.L’équation yy ==px ,nous apprend
que pour chaque point M, le quarre de or~

donnée M P eft dgal au produit de abfeiffe .

correfpondante par le parametre.
On voit dans cette méme équation , que
les quarrés y y des ordonnées , font entr’eux

comme les abfciffes x , c’eft-a-dire , que‘PEIZ:
pm:: AP: dp; car Pﬂf:prP&p—n?;:

pxdAp; donc PM : pm:: px AP:px

Ap:: AP: Ap ,endivilant par p.
L’équation a Pellipfe trouvée (286 ), et
yy="" (ax - xx) 5 i Fony fuppofe que la
grand axe a eft infini, alors x x doit étre fup-
primé comme incapable dediminuerax; il en
eft de méme de 4 cc a I'égard de 4 ac; I'équa-
4acxax _ gaacx,

tion fe réduit donca y y = fo

aa aa 2
ceft-a-dire, yy=4cx, qui eft I'équation a
1a parabole ; la parabole n’eft donc qu une
ellipfe dont le grand axe eft infini.

3 6 1. Si apres avoir joint les points F' &
H parla ligne FH, on mene du point 4/,
fur cetre ligne , les perpendiculaires M O T
cette derniere fera tangente a la parabole ,
ceft-a-dire, ne la renconcrera qu’au feul
point M. :

Enefet, d’'un autre poine quelconque N
de cetee ligne , menons NF, NH; & la
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ligne NZ perpendiculaire fur XZ; fi queld
que autre point tel que N de cette ligne
pouvoit appartenir a la parabole, il fau~
droit que V F= NZ ; or NZ eft plus petit
que NH , qui, en vertu de la confirullion
eft égala NF. :

36 2. L'angle FMO , érant, par cette
conftru&ion , égal 3 OMH ,lequel eft égal
& fon oppofé fMN , il senfuic que FMOeft
égal & fM N ; donc les rayons de lumiere

artis du poinats /& tombant fur la concavité
M 4 M fe réféchiflent tous parallélement
3 laxe; & réciproquement les rayons qui
arrivent parallélement a 'axe, vont tous fe
raffemblerau foyer F.

3 6 3. Laligne MH étant parallele 2 VP,
les triangles HMO , TOF fore femblables,
& de plus égaux , puifque HO eft égal 2 OF;
donc £7' = MH = PV == x—c ; par confé-
quent , P T=FT—4-FP-=x--c+x—c=2x}
done la . foutangente PT de la parabole eft
double de ['abfcifje A P.

364.Si du point M, on mene la per-
pendiculaire MI fur la' cangencte T, les
triangles femblables T'P M, P M I donne-
yont TP : PM:: PM: PI, c’eft=3-dire, 2x:

y::y:PIzg_,ou(hcaufcqucy’--:px),

WPl=%:=2p La fous-normale. de la para=

>

bole
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bole, eft donc la méme pour chaque poine , &
egale @ la moitié du parametre.

36 5. On emploie la parabole pour tra-
cer le mattre-couple des vaiffeaux auxquels
on veut donner beaucoup de facons. On dé-
crit un reétangle 4 BCD (Fig. 48 ) dont la
longueur 4 B eft celle du Bau , & la hauteur
eft le creux du Navire : de pare & d’autre du
milieu £ de D C, on prend E G, E H égales
chacune, au demi-plac de la varangue, &
ayanc.mené G M & H L perpendiculaires 3
D € & égales chacune a I'acculement, on
décric deux paraboles égales 4 M, BL qui
aient leurs. fommets en A4 & en B, pour axe
commun la ligne 4 B, & dont la premiere
pafle par M & la feconde par Z.

Pour pouvoir tracer ces paraboles, il faue
connoitre leur parametre ; or fi I'on prolonge
G M jufqu’a ce qu’elle rencontre 4B en P;
alors MP fera une ordonnée , & AP I'abfcifle
correfpondante 5 mais I’équation y y ==X 4
faifant voir que ordonnée eft moyenne pro=
portionnelle entre I'abfciffe & le parametre
nous indique que pour trouver le parametre
on peut tirer 4 M & a fon extrémicé M,
élever une perpendiculaire M K qui rencon-
trera A B au point K, & décerminera K P
pour ce parametre ;.car a caufe de l'angle
droit AMK , la perpendiculaire P M eft

ALGEBRE, " Ee
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moyetine proportionnelle entre A P & PKs

Ayant décerminé ainfi le parametre , il fera
facile d’avoir tant de poincs de la parabole
que lon voudra par la méthode donnée
(358)

Lorfque ces paraboles font tracées, on
acheve le plac de la varangue, en employant
deux arcs de cercle dont I'un M O tourne fa
convexité en bas, & l'autre O§ la tourne en
haut  mais il faut, non-feulement, que les
deux arcs M O & O S fe touchent; ( ce qui
eftaifé d’apres ce quia éeé dit en Géométrie
49); il faut encore que M O touche la para-
bole en M ; ceft ce qui aura lieu fi le centre
de 'arc MO eft en quelque point R de la
perpendiculaire M1 a la parabole; or nous
venons de voir (364 ) que pour déterminer
cetteperpendiculaire, il falloit prendre la fouss
normale P I égale i la moitié du parametre; il
n’y aura donc qu’a tirer dupoint M, au milieu
Ide PK laligne MI, & prendre le centre
de Yarc MO fur cetee droite M 1. On prend
ordinairement ce centre de maniere que le
point O ol I'arc MO rencontre la ligne M S
tirée au bord § de la quille, foit le milieu de
M S; ceft pourquoi ayant pris MF & FO
égales chacune au quarc de M §, on élevera
du point F'fur MSla perpendiculaire FR qui
décerminera le centre R de 'arc M O, puis
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par le point R & le point O, on tirera R 0,
que Lon prolongera de la quantité 07 égale
aRO; & le point 7 fera le centre de I'are
OS; enforte que les deux arcs MO & OS fe
toucheront en O, & le premier touchera
la parabole en M. L’autre moiti¢ s'acheye
de ‘méme.

366. Toute ligne M X (Fig. 49) tirée
d'un point M de la parabole , parallélement
& l'axe 4Q,sappelle un diamerre ; chaque
diametre a fon parametre , qui eft en général
le quadruple de la diftance M F de Iorigine
de ce diametre , au foyer. T'oute droite m O
menée,d’un poine 7 de la parabole ; parallé~
lement & la cangente T'M qui paffe par I’oria
gine ou le fommer M de ce diametre., sap-
pelle une ordonnee 4 ce diametre. Nous al-
Ions voir que les ordonnées & un diametre
quelconque , ont la méme propriété que les
ordonnées a Paxe.

Menons I'ordonnée M P i I'axe, & des
points m & O, menons-lui les paralleles m p,
OQ ; enfin du point 72, menons m§ parallele
a 'axe, Nommons 4 P, x; FM,y;0p, 25
AQ, k. Nous aurons Ap=k—g Les
triangles femblables TP M, m SO , donnent
TP:PM:i:mS:50; ceft-a-dire, 2x:
¥i:g:S0=%;doncpm=Q8=Q0—

Eei
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SO=PM-§0= y'—-fif;orpuifqucle
poinc m_appartient a ia parabole, il faut
(360)que F_»;rhzz: }’-ﬁff::AP: AP ; ceft-a-
dire , (y___z;:) iyyih—g:x,ouyy=

agyy _, B8y n .o
e “'}’)’--k-——-g.x,donc,enmul-

4 X% "~

tipliant les extrémes & les moyens, on a
. 28yy . .
xyy —gyy -+ 22 =kyy —gyy , qui fe rc-

duit (en divifant par yy , & fupprimant les
termes qui font les mémes de part & d’au-

a Z g
tre) ax—i—-"izkou{iﬁ_—r_k-—x.
4x X

4

Nommons maintenant Pabfciffe MO, 2’3
& Yordonnée m O, y'. Nous aurons I/ O'==
PQ=AQ—AP=k— x; doncx'=
88

> =/, OU g g =

k— x; & par conféquent 22

4xo’; mais le triangle reGangle m S 0, donne
1S+ S 0* = mO* ; Ceft-a-dire, go —+ &2
. p

—y'y'. Mettant donc pour g g fa valeur
45y & pour yy fa valeur px,on aura, apres
les réductions faites, 4 xx'—p a'=7y"y'; ou
(4x-+-p ) &= y'y'. Mais fi on appelle Fale
paramecre du diametre MX , on aura p'==
4 FM=4x+4c=4x-p: donc enfin
p"x":—:vvj/’. L’équation a I'égard d’un "dia-
metre quelconque , eft donc la méme qu'a
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Pégard de Vaxe. Le quarré de ['ordonnée m O
a un diametre quelconque M X , eft donc égal
au produit de Vabfciffe par le parametre de ce
diametre ; & les quarrés des ordonnées d un dia-
netre quelconque de la parabole font entr’eux
comme les abfciffes correfpondantes.

3 6 7. Il fuit, de tour ce qui précede, que
fiPon veut décrire une parabole qui ait une
ligne indéfinie M X pour diametre , une li-
gne donnée p’ pour parametre de ce diame-
tre, & dont les ordonnées faffent un angle
donpé avec ce méme diametre; on tirera
par I'crigine M une ligne NM T, faifant avec
M X Iangle NM X égal a 'angle donné.
Par le méme point M, on menera M £ fai-
fant de l'autre parc avec M T angle FM T
égal 8 NM X ; & ayant faic M F=1p,
le point I fera le foyer de la parabole (362 &
366 ; tirant donc par le point Fla ligne indé-
finie TFQ parallele a M X, & quirencontre
T'Men T, ceferaladireition de I'axe , dont
on dérerminera le fommet A en abaiffant la
perpendiculaire M P, & partageant P T en
deux parties égales en 4 (363 ). Alors ayang
le foyer & le fommet, il fera facile de dé-
crire la parabole (358 & 359).

36 8. Les trois courbes que nous ve-
nons de confidérer fucceffivement, ont été
nommees feclions coniques , pfairce quon:les

e ii}
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obtient en coupant un céne par un plan;
Par exemple , on a lellipfe 4 Mm B ( Fig.
so) fi Pon coupe le céne CH I par un plan
A Mm , de maniere que ce plan rencontre
les deux cotés CH , CI en dega du fommet C':
il faur feulement en excepter le cas o ce
plan feroit avec le c6té CI le méme angle
que faic Pautre c6té € H avec la bafe; dans
ce cas la fe&ion eft un cercle.

Si au contraire le plan coupant ne ren-
contre I'un des ¢otés C H qu’autant que ce-
lui - ci fera prolongé, on aura I'hyperbole
AMm(Fig.st).

Enfin on a la parabole, fi le plan coupant
eft parallele & I'un CH des c6tés du cone
( Fig. 52 : en voici la démonftration.

Concevons le cone CH I ( Fig. so& 51)
coupé par un plan qui paffe par la droite qui
joindroit le fommet C, & le centre du cercle
qui fert de bafe; c’eft-a-dire , par un plan
qui paffe par I'axe du céne : Ja feltion fera
un triangle. Coupons maintenant le cone par
wrois plans 4 Mm, M F G, Hm I perpendi
culaires 2 ce triangle , & dont les deux der-
niers foient paralleles  la bafe du cone. Les
deux fe&ions F MG, Hm Iferont des cercles
(Géom. 199 ), qui rencontreront la fection
AMmen M & en m. Les interfeltions
F@, HI des plans de ces cercles , avecle
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triangle par 'axe, feront les diametres de
ces mémes cercles. Les interfe&ions P M,
pm de ces cercles, avec le plan 4 Mm
feront (Géom. 188 ) perpendiculaires au
plan du triangle par I’axe, & feront en méme-
temps ordonnées de ces c:rcles, & de la
feGtion 4 M m.

Cela pofé, les triangles femblables APG,
ApI donnent AP: 4p::PG:pl, &
les triangles femblables B F' P, B H P don-
nent P B:p B:: FP: Hp; mulipliant ces
deux proportions par ordre, cn a4 Px P B:
ApxpB:: FPxPG:HpxPI;orparla
nature du cercle FP xPG=P M, & HP x
pl=pm; donc AP}{PB:A’p:»(pB::

PM :pmj donc les quarrés des ordonnées
de la fe&ion 4 M m font entr’eux comme
les produits des abfcifles; or ces abfcifles
tombent de différents c6tés de I'ofdonnée
(Fig.50), & d'un méme c6té (Fig.51);
donc 4 Mm (Fig. 50) eft une ellipfe, &
( Fig. 51 )une hyperbole.

vant a la Figare 52, en fuppofant les
mémes chofes que ci-deffus, on a, par la

nature du cercle; PM = FP x P G,

;a;-—: Hpxpl, ou (2 caufedes paralleles
Pp,FH, & FP, Hp qui donnent FP= HP)
Eeiv
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440 : Cro'vin 8 - ;
p;n=FP><pI; doncPM:pm:: FP)\G
PG:FPxpl:i:PG:pl:: AP:4Ap, a
caufe des triangles femblables # PG, 4 p ¥s
donc les quarrés des ordonnées font entre
eux comme les abfcifes ; donc la courbe eft
une parabole,

Réflexions fur les Equations aux Sedions
coniques.

169. Il fuit de ce que nous avons démontré (309) que fi dans
Vellipfe, on nomme x , Vabfcifle €O (Fig. 38 ) prife depuis le
centre {ur le diametre MM'; y Vordonnée m O parallele au dia-

Lz bb
metre conjugué CN, onaura yy=— (jaa~-xx)pour I'é«
aa

quation i ce diametre , quelque angle que faflent d'ailleurs ces
deux diametres conjugués. Et fi, par le point m , on mene m O°
parallele 3 M M, & qui (era alors une ordonnée au diameire
N N'; alors nommant € O, x'; & mO', y';onaura y =x'&

; 2 b b 28

x==y';& ’équation deviendra x's' = —(iaa-y'y');don
. . ST

Tentire y'y' = Z——; (15b-x'x"). Ceft-d-dire, qu'en prenant

les abfcifles du centre , I'équation , .par rapport & quelque dia-
metre que ce {oir, eft toujours de méme forme, tant qu'on
rend les ordonnées paralleles au diametre conjugué.

Sibeft égald ¢, 'équation devient yy =% aa-xx,quenous
avons vu ( 285 ) appartenir au cercle. Maisil fautbien faire at-
tention que c’eft en foppofant les ordonnées perpendiculaires
au diamerre ; car lorfqu’elles font tout autre angle qu’un angle
éroit , I'équation y y==1 a.a - x x appartient i l'ellipfe rappor-
tée aux diametres conjugués égaux.

Pour hyperbole , fi I'on nomme a, ’abfcifle CO (Fig. 43)
prife depuis le centre {ur le diametre A/ M ' terrainé a Ja courbe
& y Pordonnée m O parallele au diametre conjugué N N, on
aura (338) vy —:%—z % (%x - % aa) pour I’équation a ce dia~

i
metre 5 quel que foit d’zillenrs Pangle compris entre les deux
diametres conjugués, Mais § menant, parle peint M, la ligne
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bn: O' parallde au diametre € 4, on nomme y' la ligne
m' 0', qui eft alors une ordonnée au diametre N NV'; & fi Fon
nomme x' I'abfciffe C O’ on aura x'=y, & y'=12x, ce qui

changera I'équationen x'x' = 5_% (y'y’——,’;aa) qui donna
aa
Yy'= “;‘—‘; (%' x'4+35b5), doi Pon voit que I’équation , par

rapport au diametre conjugué NN’ n’eft pas femblable  celle
que J'on trouve pour le dismetre 47 /1’ terminé a la courbe.

A T'égard de la parabole, nous avons vu (366 ) quen pre=
nant les abfciffes fur un diametre quelconque , depuis P'origine
de ce diametre, & prenant les ordonnées paralleles i la tan~
gente 2u fommer de ce diamewve , I'équation étoit toujours
yy=p x, en nommant y l'ordonnée, x I'ablcifle & p le para-
metre de ce diametre.

Enfin 4 I'égard de I’hyperbole confidérée , par rapporta fes
alymptotes, en prenant les abfCifles depuis le centre , fur une
des afymptotes, & les ordonnées parallelgs 4 I’autre afymptote ,
nommant les premieres , x ; les fecondes, y, & a« la puiffance
de 'hyperbole, I’équation de I’hyperbole [ous ce dernier afpeét
eft xy—aaua.

370. Mais il faut bien remarquer que pour que ces équations
fe rapportent aux lignes auxquelles nons venons de les rap=
porter , il eft eflentiel que 'une des indéterminées , que ¥, par
exemple, fe compte depuis la ligne méme fur laquelle les »
font comptés, car on pourroit avoir une équation de quel-
qu'une des formes que nous venons de parcourir, & qui ce<
pendant ne fe rapporteroit point aux diametres conjugués , fi
certe équation eft a Pellipfe ou 3 'hyperbole 5 ou qui lorfqu’elle
appartient 4 une parabole, n’exprimeroit point la relation
entre les abfciffes & ce que novs avons appellé julqu'ici les
ordonnees ; par exemple, (Fig. 3 )i CM', C N font deux
demi-diametres conjugués de ellipfe,,  I’égard de(quels on 2i§

l’équztionyy:l—z(iaa-——xx), CM'émantia; CN, b5
(e

CQ,x;& QM, y; fi par le centre C on tire une droite indé-
finie F C E qui rencontre les ordonnées Q M en E; fi l'on
nomme les lignes C £ , 75 qu’enfin par un point & pris 4 une
diftance connue B €=m, on mene B F parallele aQ M, &
qu'on nomme CF, 2 ; alors les triangles {femblables C B F

L
CQE,donnent min;ix;z, donc x = 3:133 fi on fub-
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flitue cette valeur de x dans ’équation ci-deffus, elle deviendra

yy:ff—‘5 %aa-mmﬁ ouaannyy=iaabbrn-bbmmzyz,
aa nn 4
ou (en divifant le fecond membre par b bmm & indiquant

en méme-temps la multiplication par bmm ) aannyy ==
taann bdmm (% aann
5bmm(* — -z7 ), ouenfinyy= ( -11)

mim aann mim

€quation de méme forme, mais que 'on auroit tort, comme
on le voit, de regarder comme appartenant aux diametres
conjugués ; car les abftiffes g étant prifes fur CE , les ordon-
nées y ou Q 47 fe comptent du point Q ot la ligne E A7 paral-
lele 3 €NV rencontre © M.

37t. On voit donc en général, 1°, que fi 'on a une équation
du fecond degré 4 deuxindérerminées x &y, & fi 'une desindé-
termindes (e compte depuis la ligne fur laquelle V'autre fe
compte, cette équation appartiendra a Pellipfe rapportée i fes
diametres conjugués, ouau cercle, fi ne renfermant d’zutres puifs
fances de x & y que les quarrés, ces deux quarrés (e trouvent
avec différens fignes dans différens membres, & fi en méme-
temps la quantité toute connue qui fe trouve dans un méme
membre avec le quarré qui aura le figne —, a elle-méme le

s . bbp .
figne +-; car fi 'on avoit, par exemple, yy = — (-}aa-xx);
aa

eette ¢quation n’exprimeroit aucune ligne poffible , puifgu’elle

donne y =~ V'i—b (-jaa-xx), quantité abfurde (98 ),
e aa

372+ 2°. Si les deux quarrés y y & x x, paflés dans différens
membres , ont le méme figne,, & s'ii n’y a d’autres puifflances de
x & de y que ces quarrés ,T'équation appartiendra toujours i une
hyperbole , laquelle fera rapportée 3 un diametre terminé i la
courbe ou 4 fon conjugué felon que le terme tovt connu, aura le
méme figne que les quarrés xx & yy, ou des fignes différens.

373+ 3° S11’équation ne renferme que 'un des quarrés & n’a
que deux termes dont le (econd foir le produit. de P’autre indé-
terminfe , par une quantité connue, elle appartiendra a une
parabole rapportée a I'un de fes diametres, fi ces deux termes
placés dans différents membres ont le méme figne ; mais s'ils
entdifférens fignes, I'équation n’exprime 2ucune ligne poflible.

374- 4° Enfin i Péquation n'ayant que deux termes , 'un
eft le produit des deux indéterminées & & y, & l'autre une
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uantité toute connue , elle exprime une hyperbole rapportée
a fes afymptotes.

375. Telles font les équations aux fe&ions coniques rap=
portées aux différentes lignes auxquelles nous venons de les
rapporter. Nous en verrons I'vfage dans peu ; mais il n’eft pas
inutile de dire d’avance que toutes les fois qu’on aura une équa-
tion 3 deux indéterminées a & y qui aura les conditions que
nous venons d’expefer, il fera toujours facile de conftruire
fa fe@ion conique i laquelle elle appartiendra , & cela en
fe conduifant comme dans cet exemple.

Suppofons qu’on ait 'équation ncd — gy y =g x x, je I'é«
crirois ainfi, ¢ y y=n ¢ d— g x x; divifant le fecond membre
par g, & indiquant en méme-temps la multiplication par g,

ned g (ned
qyy=g -;; —-xx) ,&enﬁ.nyyz? (—:g— -x-"v'); or
fous cette forme , je vois (309 & 371 ) que cetre équation ap-
partient d une ellipfe dont le rapport des quarrés des deux dia~

metres conjugués eft £ , & dont le quarré de celui de ces dia-
ancd

metres fur lequel les 2 font comptés, eft . En effet com=

. : bb
parant cette équation i I’équation yy = =) (3aa—xx)3

.. bb

nced . -
B st g4 » & 3 aa=——_ De ces deux équations, on tire

ada q

P = V s n“ql, = V&;ned’ ce qui détermine
& g

les deux diametres conjugués. Quant i I'angle que font ces deux
diametres conjugués, c'eft celui que font les lignes x & y,
angle qui eft cenfé connu par la queftion qui aura conduit 3
Péquation ncd —qy y =g x x. Qr nous avons vu (316) com=
ment , connoiifant ces trois chofes , on peut décrire ellipfe.
On fe conduira de méme pour les équations aux autres fec-
tions , lorfqu’elles fe rapporteront i.quelques-unes de celles
que nous avons expof¥es ci-deflus. Nous allons voir qu’en gé-
néral toute équation du fecond degré 3 deux indéterminées
exprime toujours une fe@ion conique , ou n’exprime aucune
ligne poflivle * ; & cela fo démontre en faifant voir que toute

¥ : X s

11 faur feulement en excepter | auquel cas méme, elle nell pas

le cas ou elle feroit le produit de | réellément du fecond degre ; mais
ceux fadteurs du premit:r a'rgrc, tels | ce cas ne poOuUvant nous {ervir, nous

quega-tby-e& dafy+g; | ne nous en eccuperons poing,
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équation pareille peut toujours étre ramenée a quelqu’une de
celles que nous avons données ci-deflus. Nous allons en donner
la méthode ; mais pour répandre plus de jour fur I'ufage de
cette méthode & fur les conftru&tions auxquelles elle conduit,
il eft A propos de placer ici les réflexions fnivantes.

376. Puifque toute queftion qui peut étre réfolue par 'Al-
gebre conduit toujours 4 une ou pluffeurs équations, route
équation i deux indéterminées, u & ¢, peut toujours ctre corfi-
dérée comme venant d’une queftion ott ces deux indéterminces
% & ¢ repréfentoient les deux inconnues. Quelle qu’ait été
cette queftion , on peut toujours confidérer I'équation comme
exprimant la nature d’une courbe; & cela et bien facile d
concevoir; car fi I’on donne arbitrairement & fucceflivement
a 'une des deux inconnues, i u#, par exemple, plufieurs va-
leurs ; & qu’i Paide de’équation & des regles de ’Algebre 4
on calcule a chaque fois la valeur de ¢, il eft évident que rien
n’empéche de marquer fur une ligne ind¢finie 4 R (Fig. §34
54 & 55) les valeurs 4 P, A P, &c. qu'on a données a z, de
mener par les points 2, £, &c, des lignes PM , PM, &c. pa=-
ralleles entr’elles & fous un angle déterminé , & de faire ces
dernieres égales aux valevrs correfpondantes qu'on a trouvées
pour ¢ : la fuite des points M, M, &c.déterminés de cette
maniere formera une courbe dont la nature dépendra du rap-
port des lignes 4 P & P M, & puifgque ce rapport eft exprimé
par ’équarion dont ces lignes ont éié déduites, cette équation
exprime donc la nature de cette courbe.

Cela pofé , concevons que la courbe (oit une fe&ion coni-
que : il eft clair que, comme dans la queftion qui a donné
cette équation, on ignoroit, ov Fon pouvoit ignorer totale-
ment fi un pareil ufage de cette équation donneroit une {ection
conique , on n’a pas cherché a difpofer les lignes 4 2 & P M
de maniere que I'une ayant (2 dire&ion fur un diametre, l'autre
fiit parallele d la tangente menée par le fommet de ce diametre,,
ce qui eft d’aberd nécelluire pour que I’équation 2it Pune des
formes ci-deflus. On voit donc par-14 comment il peut fe faire
gu’une équation , quoique n’ayant pas l'une de ces formes,
appartienne néanmoins & une fedion conique.

377. Voyons donc maintenant comment Qn peut ramener
toute équation du fecond degré, & qui renferme deux indéter—
minées , a avoir 'une des formes que rous avons vues appar—
tenir aux feGions coniques rapportées aux lignes auxquelles
mous les avons rapportées ( 369 ).
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378. La méthode que nous allons expofer, fuppofe quon
¥ache faire difparoitre Je fecond terme dans une équation du
fecond degré i une inconnue. La regle pour cette opération
eft fimple : il faut égaler I'inconnue augmentée ( ou diminuée
fi le fecond terme a le figne — ) de la moitié du cotfficient ou
multiplicateur de x dans le fecond terme , 4 une nouvelle incon-
nue, aprés avoir préalablement dégagé le q‘uarré de I'inconnue.

Par exemple , pour faire difparoitre le (econd terme de 1’¢-
quation 4x* 12 =9, je divife par 4, &J'ai x* +3 x=12s
je fais x -3 =73 en quarrant , j'ai X* 4+ 3x 4+ =77, & par
conféquent , x* -3 k=737 —  ; fubftituant dans I"équation »*
+3x==2,)al 33 —2=2, 0ug3="=%, équation qui n'a plus
de {econd terme.

Si ’avois x* — 4% = 7, je ferois x — 2 =7 ; quarrant,
Jaurois x* — 4% - 4 ==171%, Ou X* — gx==77—4; dol,
én fubflitvant , il vient 33— 4 ==7,0u 33===12, équation
fans {econd terme.

379. On peut méme , fi on le veur, égaler Pinconnue aug-
mentée de la moitié du coéflicient du fecond terme; non i une
inconnue fimple, mais a une inconnue multipliée ou divifée
par une quantité atbitraire; & cette remarque nous fervira dans
quelques momens.

Par exemple , dans I'équation x> — 4 x =7, au lieu de faire
fimplement x— 2 = 7, comme ci-deflus, je puis faire x — 2

= — 7 j’aurai , en opérant toujours de la méme maniere,,
n

kk '
&% = 42 44 =— 77, & par conféquent x* —4x = — T7~ 43
nn kk A nn

d’ott , en (ubftituant, on tire — 73-4=7, & par conféquent
] nn

kk - .
— 77 =11:o0n n’en aura pas moins la méme valeur pour x;
nn

quelque valeur qu'on donne 3 k & i n; en effet , cette équation
k

- A - H - o2 -

donne —g=ViI; & puifque A=, g,onax-2=VIi,

précifément comme par le premier procédé. En un mot , céla
ne change rien i ce que I'on cherche ; mais en introduifant ainfi
une quantité arbitraire, on {& ménage les moyens de remplie
certaines vues , auxquelles on ne fatisferoit quelquefois que d'une
maniere indirecte , ou moins fimple , en 8’y prenant autrement.
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Moyens de'ramener aux Sections coniques toute
Equation du fecond degré d deux indétermi-
nées , lorfqu’elle exprime une chofe poffibles

380. Suppofons qu’on ait I'équation d e ¢ - cut+enu -
Fdi+geu+hd =0, qui renferme toutes les équations du
fecond degré A deux indéterminées u & £, dont aucun terme
ne’ manque. Concevons que cette équation appartienne 3 une
courbe MM (Fig. 53 & 54) donc 4 £ & P M font les coor-
données. Voici comment on s'aflurera que cette courbe eft
goujours une fection conique, & comnient on déterminera
ectte fection.

1l faut, lorfqu'il ne manque aucun des deux quarrés * & w2,
faire difparoitre fucceflivement le fecond terme de cette équa-
tion par rapport 4 ¢, & le fecond terme par rapport i u, ce
que Von fera de I1a maniere fuivante.

Apres avoir renferm¢ entre devx crochets tout ce qui mul-
siplie la premiere puiffance de 7, je dégage ¢z, & jaize 4=

(f’_._ ‘_IH) z +%ﬁ =+ g-:;ff +hd=0(A). Je fais.done

(278) :+§f+(—::y; en quarrant , j’aurai ¢z - (f‘—}-c—: 5

: > S
.+.:.ff+.-{_!f+“ u:yy; & par confiquent £z 4

2 d 4dd

&Lk “—; L A :ff—f-;i{-? e ‘-4%{; : fubftituant dans.
Péquation (4 ), & tranfpofant enfuite pour laifler yy feul,
Lbs S feutocuyd, e, - geu i
{siyr=ifftngdrss o T = F S0
ou, en multipliant tout par 4dd, & raflemblant en‘nite les ter-
mes qui font multipliés par des puiflances femblables de
addyy=ffdd-ahdi+(2¢fd- g4ged)u—-(cc-ade)ui.

Comme les quantités &, ¢, e, f, &c. repréfentent des quan-
tités connues , on peut, pour abréger le calcul , repréfenter
ffdd— 4h d par une feule lettre 1 ; repréfenter de méme ,
1cfd—4ged, pacg; & cc—4de, par m; équation
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deviendra 4ddyy=—r4qu-+mu*,m, q, r pouvant étre
pofitives ou négatives,

Faifons maintenant difparoitre le fecond terme par rapport
d u; & pour cet effet , commengons par dégager uu, ce qui

donne u* L 4o L :iiiyy...(ﬂj. Mais au liew
mn m m

de faire fimplement x4 2 _ 3 une nouvelle indéterminée Xy
2 m

: : B e B o A

felon la regle donnée (378), je le fais= R (379)3

C'eft-i-dire, égal 3 une nouvelle indéterminée multipliée
Par la moitié du coéfficient du fecond terme, & divifée par une
quantité arbitraire 2z inconnue pour le moment, mais que nous
déterminerons dans peu *,

a a u
Jaidoncu4 L 9% quarrant, il me vient £
wm  2mn mn

u xx
PR, o S K82 ,Ouuu+5¥_=_9_§ whofl ‘
4!’?!!?! ammnn m 4gmmnn 4mimn

-
Subftituant dans Péquation (B), jai . £ e 2y L
r o a4dd 4gmman gmm

;=—r-n—yy » équation qui appartient 4 'ellipfé ou 4 hypera

bole, tant qu’aucune des quantités d, m, ¢, r, &c. neft zéro 3

excepré le cas ol nous allons voir qu’elle n’exprimeroit 2ucune

ligne poffible, ;
Examinons maintenant dans quels cas la courbe et une

elliple, dans quels cas une hyperbole , & enfin dans quels cas

il n’y a pas de courbe.

g9x
16 mnndd
, ou, en divifant le fecond membre par la

Pour cet effet, dégageons yy, & nous aurons yy =

79 L
e T e
16mdd  4dd :
coefiicient de xx , & indiquant en méme-temps la multiplicax

tion par ce méme cocfhcient, yy = 79 (xx—-rm e
4amrnn 3 16mnndd
74 équation dans laquelle les quantizés g , n & d étant

quation finale acquerroir Ia forme
pour pouvoir ramener direitement | de ’équation 4 Iellipfe ou & I'hy-
I'équarionaux diametres conjugués. | pecbole , mais elle feroit dans le cap
5i 'on ¢galoit implemenc d =, I'¢- | qQUE Dous aYOns EXAMINE (37C)s

[

* Cette quanticé n elt introduite
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au quarré , les fignes ne peuvent changer que lorfque ot 7'y
au liev d’¢tre pofitifs , feront négatifs ; mais le changement du
figne de r n’en apportant aucun i ceux des quarrés yy & %X,
Ya courbe ne change point par le changement du figne de 7.
A l'égard de m, s'il eft négatif, I’équation eft alors yy =
qq gmrnn

T ey ol G s ),ou, (en changeant les
: 8 kgl qgmran
fignes en haut & en bas) y y = i Py (nn- T4

—2xx).On voitdonc (371 & 373 que tant que m fera pofi-
tif , la courbe fera une hyperbole; & qu’au contraire , elle fera
une elliple, quand m fera négatif; or la quantité m a repré-
fenté ci-deflus ¢ c— 4 d¢; & dans cette derniere , la quantité ¢
étant au quarré, ¢ ¢ eft toujours pofitif, donc m ou cc— 4de
ne peut devenir négatif qu'autant que 4 de furpaflerace, &
cela, oit que d & ¢ foient tous deux pofitifs , foit qu’ils oient
tous deux négatifs,

*. 381. Donc fil’onveut favoir dans quels cas une équation du
Jecond degre, a deux indéterminées u & t s telle que dt* 4 cut
~+eu*~4-fdta-geu+ hd* =—o, appartient a Pellipfe ou
@ Chyperbole il 'y a qi’d examiner fi le quarré cc du coéffi-
ciene di terme Wty moins le quadruple duproduit d e des coéffis
cients de t* & de v, fair une quantite pofitive ou négative :
dans le premier cas , la courbe fera une hyperbole s & dans le
Jecond cas, une ellipfe, & moins que d ne foit = e3 alors la
courbe peut étre un cercle , m’zjx’ qu’on leverra plus bas.

Ii faut feulement excepter de cette regle , le cas o r étant

négatif, feroit plus grand que i3 pour Pellipfe ; car alors Ia
4m

; . 4mrn:zd - agmrnn

quantiic nn -+ ——— devenant nn— —— 4, o nn
4mr e 4mr

(1 — — ) y eftnégative i —— eft plus grand que 1, 0u,
717

ce qui revient au méme , i 4 m 7 eft plus grand que g4, ou
enfin fi 7 eft plus grand que 99 e qui rend la valeur de y,
4m

& par confé{guent la courbe , imaginaire,
Il refte a faire voir comment on peut décrire Pellipfe & Phy-
perbole que nous venons de reconnoitre ; confidérons ellipfe,

382,
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382, Des deux équations ¢+ }j—i-f f;zy. & -t _qr;z-
2% 2

. 0 R0 ¢
= 1 » que nous avons eues pour faire diparoitre les fe—
zmn

conds termes, la feconde, par la fuppofition adtuelle, que
. q —-gx E
m efl négative , fe change en u— L — _L ' mais comme
n 2mn

n eft une quantité introduite arbirrairement , on peut la fup<
pofer indiff:remment pofitive ou négative ; en la (uppofant
L . -
=47 ; conftruifons ces deux équa«
2R 2 ml
tions pour avoir la pofition des diametres conjugués,
, . - n CiL < y
La premiere, favoir ¢ + £ f~+ == fait voir que poup
1
- F S e

avoir y , il faut augmenter chaque  de la quantité 4 _:25
p
on m2nera donc, par le point 4, origine des u & des z (Figu
§3), laligne 4 B="1#, parallele aux lignes 2 M ou z. Par le
point B, on ménera B K 1 parallele i la ligne 4 R fur la=
quelle fe comprent les u, & ayant pris arbitrairement la ligne
AK , on ménera parallélementa 4 B, laligne K L qui (oit &
BK ::3¢:d; 6 Pontire par les points B & £ la ligne indéfinie
BLQ,alors les lignes QM comptées des points ) on certe li~
gne coupe les lignes P, (=ront les valeurs de y. En effet ) on
aQM-= LM PQ=PU+ Pl 1:'()—;-4-1)64-1@,-01-
Jes triangles femolables BKL & BIQ ,donnent BK : KL=

y \ g 4
Blou AP: 1 ;c'eft-idire, d: ! c::u:IQ—.:L—f;doanM-
cu ; e i
t+3 4+ =7 Puaifque les y fé comptent depuis la ligne
z
L Q, il senfuit (370 ) que pour que I'équation a Pellipfe
trouvée ci-d:{lus, appartienne aux diametres conjugués , les s
doivent étre comptés (ur la ligne B L @, & que le point d’on
elles (eront comptées, ferale centre; enforte que QLB eft la
dire@ion d’un des diametres. Voyons 4 déterminer ce centre,

g

La feconde équation = =~ == -“—— fait voir que fi fue
im imn

négative, on a it —

AP ouu,enprend AG= g » 1a quantité GP qui vaut AP
im

- 9 ; el
AC, vaudra g— = 2 & par confégquent T il dong
ALGEBRE, L
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€r= _?_“\L; or fi parle point G, on mene G N C parallele
rmn

aux lifm s P M, le point C ol elle rencontrera L Q, feral’ori=

gine des x, & par conféquent le centre; en effet , nous venons

de voir que les x devoient ctre comptés fur L @ ; or lorfque
=

G P eft zéro, 2 valeur doit étre zéro ; x doit denc étre

rmn

“zéroalors, ce qui ne peut avoir lieu que Jor{que les » commen-

ceront au point C: ainfi les lignes Q 44 éant y, les lignes € Q
font x. Dela il eft facile d’aveir la valeur derj;carona G P =

q

s , ou, (en.mettant pourx, fa valeur £Q, & pour = s
%48 : AGxC AGxC m
favaleur 4G) G P = = Q‘,donc n=— —WGP_Q; e
les paralleles Q #,CC & A4 B, donnent GP: AG::CQ:

ACXCQ i)
BC= TP ¢ ;on adonc n=B C; c'et-i-dire, que pour
que 1'équation i Pellipfe, trouvée ci-deflus , appartienne aux
diametres conjugués dont les direétions font Q& & CN, il faut
mettre pour 7, 1a valeur de BC, qui eft détermince par les
conftru&tions précédentes.

Il ne reftedonc plus, pour étre en état de décrire cette ellipfe,
qu’a déterminer la grandeur des diametres conjugués; car I'an-
gle B C N qu'ils font entr'eux, fe trouve déterminé par les
opérations précédentes. Or cela eft facile, en imitant ce que
nous avons fait ( 375 ). Il ne s'agit que de comparer I'équation

q (?m+4mrmr xx) {1 5
= = iléquationyy =
‘E% 16mddnn 79 2 ; q;y
— (iaa-xx). Cette comparaifon donne — = s
aa

aa  16mddnn?

4amnnr Iémrm_r
&iaa=nn-+ ———;donca= gnng —— , &
99 99

= r .
 4s 4;3({—%‘?‘};&:pquue,n,m,g,r,dfommures
.des quantités connues, on a donc les valeurs des. diametres
conjugués a & b, avec lefquelles, & connoiflant d’ailleurs
Vangle B C N qu’ils doivent faire, on décrira Vellipfe de la
maniere qui a été enfeignée (316). ; _

383, Remarquons que & les valeurs de a & de 5 font Iegales,
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& qu'en méme temps Pangle B € & (oit droit, la courbe eft
alors un cercle. $il’on veut d termimer dans quels cas ce.a aura
lieu, iln’y a 1°,qu’a fuppofer dens notre équation-a l'ellipfe ,
g9
16mddnn

qui donne np = I A I'angle BCD eft droit, on doit
1smdd

—y — —-2 —a
avoir & C + C'L; BD=AG;or BC —n: & lestrian=
gles femblables, #CD , BLK , Jonent BK: K71 :: 4D ou

AGC:CD,celt-i-dire, d1lo:: i C D, d'oit Pon tire

que

=1, c'eft-i-dire, que gg=16mdlnn, ce

2 m
i JIhg 9 qeon e agq
CD'*an'd, fionc Gmxfd—{--'ﬁmmu’d 4:}1;}:‘0“’”*‘

€c= 4dd; mais pui giie m eft nézatif,onace —4de —
—m,oum=4de —cc, il faudra donc que 4 de =4dd,
ou que d —e.

384. On voit donc que pourfivoir fi la courbe gﬁ‘m cercle g
une ellipfe , o une hyperbole, il eft inutile d’avuir égard aux
trois derniers termes fud ¢, geu, & hd de I'éjuation d i* 4+
cut+ceu' +fdt + geu +khd*=o0; cels dépend feulea
iment des trois premiers , enforte que fi 4, ¢, & ¢'lont tels que
<< 4 defoit pofiut, la c urde fera unehypetbole ; elle fera
une ellirfe, fi au contraire cc=—4 de cft négatif, excepté le
.€as o 'on aura en méme temps d=e¢, c’eft-i-dire. o1 les deux

'guarrés u* & ¢ aurontle méme coefficient ;‘alors elle f(era un
cercle fi i’angle des nouviélles coordonnées eit droi.

385 Tout.ce qre nous venons de dire | 2 Pe..ception de
€€ que renferme le n° 383 . s’applique ézalement 3 Chyperbole,,

99 ( 4mmn)
»

et d-dire , d équation yy= — 77 __ [ xx- nn+
. 16mnndd\ q
3 la diférence des fignes prés. Aivfi en relifant tout ce qui pré-
‘cede & I'appliquanta la Figure 54 il n'y ad’sutrechangement
a faire que de porter 4G al'oppofite de AP, ce qui eft indiqué
par équation g+ 9 =" 9%
rm  2mn
(380). Du refte , tout eft {e méme, en changeant le mot
“ellipfe, en celvi dhyperpole.
ans les diff‘rents cas particuliers, les quantités 4C . BEK,
AB, KL, (Fig 53 & 54 ) peuvent [e tcouver difpofées rout
@ contraire de ce que I'on” voit iciy mais ces changements
fij

,» que: 'on a eue d’abord
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feront toujours indiqués par les fignes des quantités &, ¢, f

m , g, &c, dans les équations t+3f+ ey, g
2 d 1 m

qx

T we Pon a en faifant difparoitre les (econds termes

336. 11 nous refte deux cas 3 examiner : c¢ font 1°, celui o
Yon auroit cc — 4 de =03 2°, celui oit L'on auroit tout'a 1a
fois ff::o, S =0,

Dans le premier cas, ¢’eft-3-dire , lorfque cc — 4de=o0,0n
¢ ¢= 4 d¢ la courbe et une parabole. Comme la quantité m eff
alors zéro , Ja confruction précédente devient inutile ; parce
qu’apres avoir fait évanouir le {econd terme par rapport a z4
le terme * ne s’y trouve plus, Ce cas fe reconnoit facilement
en examinant [i dans 'équation,onacec =4 de, ceft-a-direy
£i Tes trois termes ¢2, w2 & «* forment un quarré ; car de ee que
co=1 de, on déduitc =2 v de, ce qui change les trois pre=
‘miers termes de Péquation, ende* -2 w2y deteu*, qui
eft le quarré de ¢/ & 4+ u Ve,

Dans ce cas , on fera , comme ci-devant , difparoitre le fe-
cond terme , par rapport 4 ¢, & alors Péquation fe réduira en
opérant mot 3 mot , comme ci-deflus, igddyy=r+qu;
alors pour ramener cette derniere 31aforme yy =px, qui
(369) eftcelle de la parabole rapportée 3 un diametre dont les
ordonnées {ont paralleles a la tangente au fommet de ce dia~
r—= qu
i gd
ce fecond membre égal A-une nouvelle indéterminéé 25, multi-
pli¢é par un nombre 7 que 'on déterminera - commie on va le

metre’, on dégagera yy, ce qui dorine yy = 5 on fera

1 S
7 ——n x; alors on‘aura
ry . o

yy=nx, Il ne s’agira-donc plus que de conftruire I’équ'alio'n

: et . r
voir 3, celt-a-dire , qu'on fera

¢4+ f+ — =y quiafervia faire difparoitre le fecond terme
P otedt i ;

pat rapport 4 ¢, & 1'équacion i =noe,qiizurd fervidla
4 €L G

(econde réduion, La premicre de ces deux équations étant

cécifmens la:méme que cellesque nous Aavons conftruite
(382) , fe conflruira de meme iciainfi il n'y a.qu’a appliquer
i la Figure: 55 , mot 3 mot , ce qui a éié dit (383) pour la

. . - . A C i
Figure 53 relativement a la confifrudtion de 243/ +d::y,‘
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Tes y feront leslignes QM (Fig.'ss), & Pon aura BLQ pour

ba dire@ion du diametre fur lequel les x doivent étre comptés,
Pour dérerminer 'origine des x , & par conféquent le fom-
r+qu
ydd
fait voir que fi I'on prend
o ¢ g oy qddnx
al'oppofitede 4P, laquantité £C = —,onaura GP=T——"_" 5
g r 7 4ddnx
puifque GP= AP+ AC =t — =

met de ce diametre , on emploiera I’éguation
addnx

=TI,

. »
qui donnant 2z 4~ — —

5 donc fipar le

: R | :
point-G, on mene G € D parallele aux lignes P37, & quiren-
contre Q LB en C, le point € feral'origine des x ; puifque

3 Z . ; 1
Iquation G P = - AL T que quand GP eft zéro ,

2 doit étre zéro, & que d’ailleurs les x devant étre comptés
fur ]a ligne de laquelle partent les i, doivent étre comptés
fur B Q.

Il ne s’agit plus que de déterminer le parametre 7. Or on
addnzx

yient de voir que G P — ; mais les paralleles € D &
4 5 P

QI donnent BC: BD ou Acq: :CQ: DIou GPjc'eft-d-dire,
BC: Ll ¥ d‘h!x; donc BC= —— 5 donc it

q q 4ddn 4 8 Cxdd¥
or 7 & d font donnés dans Péquation,, & B C eft déterminé par
Ia conftru&ion ; on connoit donc 7 ou le parametre ; d’ailleurs
cette méme conftruétion détermine en méme temps angle des
coordonnées CQ & O M ou x & y; il eft dong aif¢ de conf-
truire la parabole felon qu’il a été enfeigné (367 ).

387. Puifque I’équation générale appartient a la parabole
lorfqu’on a ¢ c = 4d ¢, il S’enfuit que lorfque le produit « ¢ des
deux indéterminéss ne fe trouve point dans cette équation , i
faut pour qu'elle appartienne 4 la parabole,qu’il y manque
aufli un des deux quarrés £* ou u*; car ¢ étant alors zéro , I'é-
quation cc=== 4 d ¢ on 0 == 4d ¢, fait voir que 4ou ¢ = o«

388. Si les deux quarrés font tous deux dans I'équation, &
que le produit ¢ ne s’y trouve point, alors la conftruion
donnée (383 ) & qui convient aux Figures 53 & 54, devient
plus fimple, parce que ¢ étant zéro, la ligne K L eft zéro, 8
BL tombe fur BK , qui devient alors un diametre ; les liznes
ses x & des y font donc paralleles i celles des « & des ¢y Dang

£iy
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ce méme cas Pévanouiffement du fecond terme par rapport 3 @
{e fera fans employer I'inconnue n, parce que & € qui eft 72

(382 ) étantalors égal a BDou 4G ,onan= :-g;n, ce qui ré=
duit I'équation u—+ 4 -9 qu’on a eue pour faire dif=
tm  amn

; - o . ST
paroitre le 24 terme , par rapport a ug 3 celle-ciu - g Xeo

Il @it deld , qu’outre les conditions mer tionnées (384) , il
faut dans le cas p éfent, pour que la courue foit un cercle, que
Vangle des coordonnées u & ¢ foit droit.

389. Lorfque le produit u¢ fe trouve dans Péquation, fi
gpres avoir fait évanouir le fecond terme par rapport i une
des deux indéterminées, par exemple , par rapportd ¢, il ge
fe trouvoit plus d’autre priflance de indétermirée u, que le

varré, alors qu iqu’il n'y 2it plus de fecond terme a faire
difparotire , il n'en faudroit pas moins faire une transforma=
tion qui confilteroit a faire u= e - - étant une fraction in<
n 7t
connue , mais que I'on détermineroit lors de la conftrution »
d’une maniere ‘emblable 4 ce que nous venons de faire (382 )
Nous en donnerons un exemple plus bas.

300 Sides rrois termes 2, #s , & #?, il ne manque que I'un
des deux quarrés, I'équation appartient toujours i une hyper-
bole, ou n’exprime aucune courbe ; parce que fid ou e eft zéro,
Ja quantité cc—gde fe réduilant 3 cc, eft effentiellement
pefitive 384 ).

391, Enfin i les deux quarrés 2* & #* manquent en méme
temp. , aujuel cas on a une équation de cette forme , gu ==
ket —ku—Ei=53g, h, k,[pouvant étre i différemment po-
fitifs ou négarifs , on ne peut encore faire ufage de la cenfiruc=
tion donnée 382) L’éjuztion appartient a I'hyperbole rap-
portée 3 fes alymptotes; mais comme les abf iffes & les or=
données ne font point comptées du centre , on les y ramenera
de la manier: fuivante.

he L

On dégagera ke produit w#; ce qui donnera ¢ — — —
— — =0, On fers la fomme des quantités qui multiplient 2
ég ‘ﬁ; i une indéterminée y, c'eft-i-dire,, g — — = y;Ce qui

k ; Loty e
donnei=y+ :g ; fubftituant duns I'éguation u ¢ -+ E{ &cv=03
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hy Ak 1 _
on aura uy 4 ~— = — ——=—=0; apres cette transforma-
tion , on fera la fomme de toutes les quantités qui multiplient_y,

égale a une nouvelle indéterminée x, ceft-d-dire , 2+ S L3
SO FIIR Mds hayiiig RE 1 Block

ce qui réduira I’équation 3 x y +é=§ ——=o0,0nxy=—
8 gy . e 5 £ g 5

e op! qut appartient 4 ’hyperbole entre fes afymptotes , les

abfcilles x étant comptées depuis le centre fur une desafympto=

tes, &les ordonnées y érant comptées depuis gite afymprore

parallétement i I'autre ; enfin 1a puiflance de ceite hyperbole

A k&
8 =220
Rl phR ;
Pour conftruire cette hyperbole , on confrvira , de Ia ma-

miere (uivante, les deux équations ¢ e — =y, & = =x
qui ont fervi a réduire. La premiere fair voir qu’il falf dimi-
nuer chaque ¢z de la quantité o' pour avoir y. On menera donc
par le point 4 (Fig. 56) oriézne desu & dest, uneligne 4B
parallele aux lignes P2 ou ¢, ou égale 3— : tirant enfuite par
lepoint 2 la ligne C.BQ parallelea 4P, ]gcs lignes Q.M ferone
Ies y, puifque QM =PM—PQ=PM = AB—;- f-:y.

* Pour avoir les x, I’équation 2+ -}!— fait voir qu'il faut aug
sienter les u, c’eft-d-dire, les lignes 4 P, de la quantité Lt ; on

> h £,
portera donc i Voppofite de AP, laligne AC—=— , & tirang
: g
€S parallele aux lignes M & qui rencontre B() en C, cQ
fera x & C f{era le centre de I’hyperbole dont €Q & €S ferong
152 . A
les afymptotes : ayant lesalymptotes & "équation xy= — ff’
s iains oy Aae AR
on décrira’hyperbole de la maniere qui 2 été enfeignée (3 5,4),
Si les trois premiers termes 2%, uz & u* mangquoient dans I'é-
quation, alors elle n’exprimeroit plus qu'une ligne droite dong
1a conftruétion eft facile apres ce que nous avons dit fur Ja con-
trultion des équatiens qui ont fervi aux rédu@ions précédentes,
392. Ainfi 1°, toute équation du fecond degré a deux indé~
n FFEiy
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terminées, & qui n’eft point décompofable en deux facteurs
du premier degré, rels que m x +ny —+gq, exprime tou-
jours une fection conique, ou n'exprime aucupe courbe
poffible, 2°. Certe courbe eft ellipfe , cu hyperbole, ou pa-
rabole , felon que le quarré du coeflicient du produit u2
des deux indérerminées, moins le quadruple du produic des
coéficients des deux quarrés ¢* & u* eft négatif, ou pofitif,
ou zéro; & en prrticulier elle peut étre un cercle, lorf-
que ce méme ré ultar érant négadf, les cocfficients de u* &
de #* fort ég?&. 2°. Et pour ramener toute équation apparte=
nante 4 une le@on conique , aux équations que nous avons
donnies en traitant de ces courbes , il faut fe conformer i ce
qui a été enfeigné (380, 386,388, 380'& 391).

Application de ce qui préecede , a la réfolution
" de quelques queflions indérerminées.

393. Pour faire connoitre P'ufage des transformations que
nous venons d’enfe'gner, propofors nous pour premiere quef=
tion , de Trouver quelle ¢ff la courbe (Fig. s7) dont les dif=
zances de chague point M d deux poinis fixes A & B feroient
zoujours dans un méme rapport, marque par celui de g d ha

Imaginons que de chaque point M, on 2it abai(lé une per=
pendiculaire 44/ fur la ligne A B ; cherchons la relation de ces
perpendiculaires, avec leurs diftances .4/ au point 4 ; & pour
cet effet nommens A2, u: P2, ¢, & laligre cornve 4 B=—c.

Cela pofé, le triangle reflangle 4 £ M donne 4 M=

/ 2 -k N e .
]/ AP 4 PM =V uu+ tr, & le triangle re@tangle BPM

e iy g
donne B = BP 4P i yor BP—=AP—AB=—u—c;
donc BM =V 1 —z cttt-cC4L3 puis donc que 'on veut
que 4 M:Bl.::g: h, onaura V:Jac+f{ Vo ‘—acuco—tg
:;g:,’;;doncﬁl/ua—c- re=pg V=4 Cit—-co—ri,0u,
en quarrart, hhuu-+ hhit gguu—ag geutggec—-ggii
ou(gg hhjuu—+ (gg khjit-1ggcu—+ggee=o, équa=
tion qui (‘384 ) appartient au cercle, puifque les deux quarrés
yu & 11, ont, dans le méme membre, le méme figne & le
méme cocfficient.
Pour ramener cette ¢quation i la forme yy - } aa - x2 (369)

je vois que n’y ayant point de fecond terme par rapporta £, 1
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fuffic Pégard de cette indéterminée , de firppofer ¢ =y, ce
qui donne (gg—hh)uu+(gg— hh)yy —z2ggcu - ggec—=03
il faut donc , 2 préfent, faire difparoicre le lecond terme par
rapport i 13 & comme le produit wr ne fe trouve pcint dansg
Y'équation , il (ffic (388) d'employer la regle donnée (378).

Je dégnge donc ru, & Jaluu— BELE L~ :—gg—c—c-—yy;

@ 5o L8— hh gg—hk
jefais u -gg-;—; = x ; quarrant, & (ubfticuant au lieu du pre-
g-

mier membre uu— &c, fa valeur x x —

aura par cette opération, il mevientxx — 2~ ___ —=
—ggce " hhggee (gg__”’ "(’)_', ;
— e 0 == —_— g tan
go—hh 9 6 4 ikt o 6 (ag-hk)* % % , equation qui cta
comparée d I’équation y y = aa— x x, me donne Faa=—
hhogpce g

.__I_LE__L, » & par confcquent le rayon £ g — ﬁfl_g;c_ ,Ilne
(g8 -hh)’ U\t . g—k
s’agit donc plus que de déterminer le centre , qui doit étre fur

. afige 5 ¢ .

A BP, puifqu'ona r=y.0r] équation,zz — A =x,qui
; ge-hh

a fervi i réduire , fait voir que pour avoir x 3 il faut diminuer z

g8¢ ; on prendra donc 4 € = BE°
gg-hh gg-hh
alors CP fera x, puilqu'il vaut 4P — 4C, Ceft-a-dire , 1t w
£EC . ainfidu point C comme centre , & du rayon L7 a3
g8 hh ; g —h*
on décrira un cercle ; chaque point 47 de ce cercle aura la
propriété dont il s’agit.
Au refte, on peut trouver le centre & le rayon d'une ma-
niere affez fimple, par le moyen de la premiere équation
y Sk i ;
Uy — S e — B S —yy; car puilque le centre
"' gg—hh cg—hh
doit étre lur A P, 2infi qu'on vient de le remarquer , fi I'on faie
y=o, onaura, en réfolvant I"équation , les deux valeurs de
quiexprimentles diftances 4 D, 4 F auxquelleslecercle DME
rencontre la droite .4 B ; prenant donc le milieude D E , on
aura le centre & le rayon CE, Or fi 'on réfout I’équation
1gicu  —ggcce ghec =

gE—hh  gg—hh’ on .aura u:zg_g-__};é

de la quantité

b

U —
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| ssihcc _getvghe _ geawh) .
(gg-th® — gg—hh — (g—h) (g+h)
donne ces deux valeurs u= g"&z:AD,&uzﬁ = AE.

-t E—n

.. 394+ Nous prendrons pour feconde queftion, celle - ci s
Trouver hors de la ligne donnée AR ( Fig. §8 ) rous les diffe~
rents points M, tels qi’en tirant aux deux points A &R, les
Zignes MA » MR, Zangle AMR Jfoit toujours égal 2 un méme
angle donné,
_ R,epréfemons par r le rayon des tables, & par mla tangente
de | ang_le donné, auquel 4 A R doit étre égal ; abaiffons la
Perpendiculaire 4P ; nommons A P us PM, 15 AR, bz
dlors PR fera b— .
Rappellons - nous ces trois propofitions démontrées (Geam.
284,285 & 278 ), favoir, quefi 4 & B fontdeux angles, ona
.I‘,ﬁrx (J-F.B) mﬁndc‘ofﬂ -+ fin B cof A :

»

a r
20, :of(d-g-ﬂ)‘:atr’q cof B — fin A fin B;

r
rfin(4 <+ B)
cof (A + B)®
Cela pofé, les triangles re@angles 4 P M, R P 2{ don-
ment (Céom.295) ANM: AP :: rifin AMP; 4 0M:Pa::
rifin MAP ouwcof AMP; RM:RP:r:finR MP;
RA:pPM: -, 2fin MR P ou cof RAMP;d’ol Lon tire
n Adp="2AL, (P="25% g dx
Ji S AMP= S A RAMP

xR P ’
5 cof R Mp___._’_?;{%;f’; donc puilque 4 M R

3%tang (A + B) =

R #

=AMP+RIP,onaura , par les formules qu’on vient de

ﬂppeller,ﬁ}; AMR — X APxPM4+rx R ijPM=
A RM

7x AR XxPM rxf’_ﬂ}-rXAPxRP

Jﬂxm’&c‘f‘éﬂ;‘g: A_ﬁ[xRM ,don

rME otiedhd A MR = rx ARXKP o

of dM R " TE = par g
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T jiee rbe
Bantles valeurs algébriques,, & réduifant, m=— """
1t — bu—+ uu®

oumet+muu—mbu—rbt=o, équation au cercle(384),
2infi qu’on devoit bien s’y attendre.

Pour dé:erminer le centre & le rayon , il faut ramener cette
équation dla forme yy=iaa-xx. Pourceteffet, je dégagere,

. r . .
ce qui me donne s¢—— t—bu+ uu==oj;jefais (378) t—=
T b 3 443 L L) - I . -

— =y ; opérant comme 3 l'article cité , mon équation fe

30, rrbb A
change enyy — —— —bu 4 uu=o. Refte donc i faire
4mm

dilparoitre le fecond terme,, par rapport 3 u; & puilque le pro=
duit u¢ n’entre point dans ’équa:ion, je fais (388 ) fimplement

#~—— == x; opérant de la méme maniere , ’équation de-
e rr&b“'_ bb e bb rrbb
vient yy- XxX=-—=—0 ==l - x5
Y emm 4 s 4 4mm 3
qui érant comparée avec I'équation yy =L @@ — x % , me donne
- bb  rrbb , s
faa=— 4 s & par conféquent le rayon I a ==
4 4m
bbb rrbb
el 4
4 4mm

Pour trouver le centre , & déterminer en méme temps ee

fayon, P’équation z — i =y, m'apprend que fi je mene A B
im
parallele 3 PAZ, c’eft-a-dire, fi j’¢leve au point # la perpen-

. b » 3
diculaire 4 B="", & fije mene B C Q parallele 3 4 R, les
im
Yignes QM feront y, puifque QM= M—~PQ="M—AB=t~
b R !
'{m = y. Mais I'équation & — — ==x, me fait voir que i je
- 2 5

s 3 i
prends fur 4 R la partie 4 C = =3 G P fera x, puifque GP
=AP—AC=u— s ==x; donc {i parle point &, je mene CC

2
paralleled Paz, le point € fera le centre. Dailleurs , fi I’on
tire 4C, on aura. 3 caufe de I'ingle droit G, 4 C ==

—_— kb  rrbb :

2 3_V ;
: — 4 — "+ ACferadoncl Re

VA'G ¢ GO &= 4 imm erayo
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360 Coux’s

Cette conftru&tion fe réduit donc A élever fur le milieu dd
s rb ol P %
“ R la perpendiculaire G €= —, & i décrire du point C
am
comme centre & du rayon GA , un cercle : tout angle M 4R
qui aura fon (ommet d la circanférence de ce cercle, & qui
paflera par les points 4 & R, fera égal i I'angle donné. Ot

3 Sy il s
pour conftruire la quantité — | il n’y a autre chofe i faife
xin 4

qu’i mener une droite 4 O, qui fafle avee 4B 'angle BA40O
égal a P'angle donné, elle coupera G'C au'point cherché €3
tar dans le triangle retangle 4 BC,ona r: tang BAC:: AB:
BCoudG;cettadire,r:m:sdBitb;donc A BouGEC
rb
lm.

On peut voir encore aif¢ment, que tout & réduit & mener
par le point .4 la ligne 4O qui fafle avec 4R ,l’angle RA40
égal an ‘complément de I'angle donné : celte ligne coupera
en C la perpendiculaire élevée fir'le milieu de 4 R ; enforte
que C fera le centre , & €A le rayon.

395. Deli il eft facile de réfoudre la queftion fuivante =
Connoiffant la pofition des troispoints R, A R/, (Fig. 59) &
les angles fous lefquels on voic les lignes RA, AR', d'un
certain point M, trouver ce point M.

Surles milieux G & G' des deux lignes R4 & R'A ,on éle-
vera les perpendiculaires G C & G' 5 parle point 4, on mé-
nera les lignes AC & AC faifantavec AR& 4 R', chacune avec
chacune, les angles R4 ¢ , R' A4 €' égaux chacun au complé-
ment de l'angle R 444, R'4{ A lous lequel la ligne correfpon=
dante eft vue, Des points C & €' comme centres , & des rayons
C A & C'A, on décrira deux cercles qui & couperonten 4 &
en M ; le point A4 fera le point cherché. Ceft une fuite éyi-
dente de la folution de la queflion précédente.

Ce probléme peut fervir 4 marquer, fur la carte d’un pays,
la pofitien d’un point d’ott I’on a relevé trois objets connus,

Siles angles obferves RM.A,R' M. éroient égaux auxangles
RR'A & R'R.A , alors le probléme ne feroit plus déterminé
les deux cercles fe confondroient, & chaque point de leur
circonférence fatisferoit d la queflion.

396. Pour troifieme queftion , il s’agira de trouver la courbe
ou les courbes qui auroient la propriéi®fuivante: 4 Z, 4T
(Fig. 60) font deux lignes qui fone eney’elles un angle donng

_
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Guelconque il sagit de trouver les courbes dont la diffance de
vhaque poine M un point fixe ¥ pris fur AZ | foic toujours
dans un méme rapport aved la diffance M T du méme poinz NE
dladroite AT, cerie diflance ériontmefiree parallélement A Z,

D’un point quelconque A4 de cette courbe ; imaginons la li-
gne ML parallele d 4 T, & la perpendiculaire 44 S fur 4 Z;
i’angle M P S eft donné ;c’eft pourquoi fon finus & Bn coli~
nus font cenfés connus';. nous les nommerons 2 & ¢, en re-
préfentant par r le rayon des tables, * Nommons' 2 P, u', &
£ M, t; la ligne connue 4 F, .

Cela pofé ; dans le triangle re@angle M P § j nous 4urons
(Geom. 295) rifin, MPS:: P :MS, &r:fin PMS ou

L‘ojMPJ‘: t P PS;Cefi-idive, riptie i MS=L5 & 7%
" 3

A e ?-r. Done F§=PS—=PF=FSL AP+ AF—
r

g;g —u~c; orle triangle-reQangle # S F donne ML F =

V;’if_;_92+??; done b= . i N sTans ot ie st

g2 2,2 2q Ut rgct
qu +21_._-_..9__. —-i-u‘—|-—g——- —2ClU—4cCC3
r r r r

“ou ('parce que (Géom, 181) p* +- ¢g*==7r>) onaura M/ F =

z;__"?“"_{_u-,_!_“?”

“— 2 ¢~ ¢é;-puis done

: P
"que MF doit étre A M T ou 4 P, dabs ui¥ rdppore donné . 4z
;Von, repréfente ce_rapport. par, celui de ¢ 3 4, on aura

1quUr g cCE z
'Vﬁ__if__ SR 3 V- £ A P 7 c§yii g, & pag
F % 4

r

¢ ) Cique Jis0yg e
conféquent, gu=h ot A= P oy e = 2 C U O
!  iupr ok

. . - 3 L en \eghtue
-ou-eh quarrant, & tran{pofant enfuite ¢4 3 mp v o
i

On peut {uppofer.comme nqus] reétangle qui ait un ‘de fes angles
Floelp WY [ S8 A atd UL M1 P anstedonné DS
2 , que Tes” quir s[aigustgal'a Papgle donnéMP S,
P, q, r (ont données par lestables| & une hypothénufe relle que'l’on
g Trigonométrie 3 mais,oh peut| voudra, En pfienanc telle-ci pour 7,
es déterminer par une copftyuc- | les deux aurres cotés (etant p &y
gion (mple en faifant un triangle| *
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462 Covuwrs

},:
(ﬁ‘-—-g’)u’-i— b 4
genferme les (eions coniques (380) , & qui (392 ) appartien=

. h :
dra a Pellipfe fi le quarré de — 4 , moins le quadruple
r

— 2ch?u+ h*c* =0, équation qui

e - e o ik
de 4* multiplié par & - g7 el négatif, ceft-a dnre,ﬁiq_ - 4h%
T

:}11_ rt ht re h* ot l 2
#-4h* g% ou st - - - £ et négatif; ou ( parce.

7
: :‘I:  jols T }l" .
guert-g>=p>)fi ‘V__i_,’_;_‘lP_ eft négatif’; au contraire ;
r .
P S Ra e e Ay

elle appartiendra 3 I’hyperbole fi # __g_.‘_._ff_{i eft pofitify

. r
art h*

35 2 h4
Elle fera ila parabole fi sihadl 5 4P

eft zéro; c'eft-d-dire,
r

fi4r* h* g*=4p*h*,0ufi rg=ph; erfinla courbe fera un cer-

cle, lor(ju'on aura A* = h* = g* , ce qui ne peut jamais-avoir

Jieu qu’autant que g fera zéro , ou que /4 fcra infini , parce que

dans ce dernier cas on doit négliger g vis a vis de A%,

Si I’on veut main‘enant coniiruire Ja courbe dans chacun
de ces cas, iln'y a qu'a imi er ce que nous avons fait (350 &
Juiv.) ; comme nous avons, alors, op'ré fur I'eliip’e, pour
faire voir la fimilitcde des opérations & des conftructions 4 Pé~
gard de ces deux courbes, nous alions ici-applijuer a I'hypers
bole ce qui a ¢té fait au méme endroitcité , c’eft-a-dire,, Cher-

cher i ramener notre équationa la forme yy = ;—-z (xx-%aa)s

Je dégage donc * dans I'équation trouvée ci-deflus, ce qui
me donne ¢* + (1—? - z—f-‘) = (t-—‘%) ut — 20U 6"
= o. Pour faire di{‘paro?trerlc fecond term; , parrapportdz,

5.8 s cq qu __ ‘ = s
je fais g 4 — <5l ==y, ce'qui.en quarrant,; & tranpofant
¥ r vk rcq 1qu ‘Jql
enfuite, me donne &>~ | — — ___)‘__:yy__ g ighe

r r s
P gtk : <t gt
<kl o S R par conféquent , en (ubflituant , yy — 13
7t r 9 s
2cqtu

AR —%ei-(l—%)u‘—zcu*{—c‘:m

SCD LYON



DE MATHEMATIQUES. 467

Il faut donc maintenant faire difparoitre le fecond terme par

X . !  ud
Fapport a u , mais auparavant j'obferve que les termes — %
3

W 2
3 Sk 242 ® 2
3 u ctu riut—gtut
-!—(I—‘f—;) u‘,ou-—q__: +u‘--“-’;“—,ou——-q__-
g'l ut v Plu: g}ul r.zt.' !“
o % fe réduifent 3 £ — , & les deux termes q
rl z rl
2¢qtu-2cr*u Sy - ey 7
=2¢u,on .__g__; {2 réduifent 3 - g de méme
cragt ‘ £ ¢t pt
Jes deux termes - _’_f'_" ~ ¢*, feréduifent 3 == —r; s parce que
: 3 . ‘13 3 20 2
7*-g* =p*. L’équation fe change donc en y* 4 = £ _2<P ¥
"-J. r:.
rrut gut A . 3
i o chaffant les dénominateurs, & fai«

fant enfuite (pour faciliter le caleul ) p* A* — F2g3=r2k ky
r:}l:yl_i_c:ﬁlpz_!.‘./lxpxu_i“rlk}.uz-__o'

3 o Bl a3 2
Dégageons donc %2, ce qui donne u* - i-t—zhk—‘a— “-+ % yi
: a 1 Fy
<t ht p? ch*p* xt

: ¢k p?
- =0; & failons u- —= £
£k bl & rkin
fant l'inconnue 72, parce que le produit « ¢ fe trouve dans I'é<
quation pumitve ( 380 ). Alors en opérant comme cj-deffus
: fif oy o 220t pa e* ok bt ot
nous aurons, aprés la fubftittion faite, &= 7% 227
rikin* Ttk

, en introdui«

] 1h3 2 T
=+ %.}-"—f— E:fuf- == 0, ou fupprimant le faleur commun Z—"
& laillant y* feul dans un membre, nous aurons y* — —
@2 hY pt ant p2 T Er o4
sﬁ{)x__u_;;__f_ckp
rtk*nt yE rtk?
par le multiplicateur de x*, & indiquant en méme temps I3
multiplication par le méme maultiplicatenr , y* === o . oo ie)
= fl"p‘-(x‘ o e «n a) ; mais puifqu’il s’agic de I’hy«
7k nt ¥ -
perbole , il faut remarquer que la quantité r*k2, qui n’eft autre
chofe que p* & = r* g*, eft négarive ; puifgue, felon la req

, ou, divifant le fecond membre
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: Sapa rtht gt —4p* b4
marque que nous venons de faire ci-deflus, 1A g, e
’ >

g g :

2 ipd 153 3 3 - o
o (7 g* — p*h*) doit étre pofitif pour que la courbe foit
une izyperbo]e. Ainfiil faut rendre k* n#gatif, en obfervant
Jorfqu’on voudra mettee fa valeur dans I'é jnation , de remettre
poar cette valeur, la quantuc rig? piétyaulicude prht-righs

. 3 . cthtph rratk* :
Péquation devient doncy*= — adl Lo — -nn ). Com=
ré kot \ At
§ b
parant cette équation avec y* = — (x* — L a-a) pour détermi~

ié {,- ot ;!1P~
ner les diametres conjugués , on aura — = - &
a* rrk:'n?

itk e Y o e
+nn,dol L'on tirera aifénient a & 65 ¢ eft a-dire,

1 —
Fadad=

*h
les deux diametres conjugués , que nous allons voir étre les
deux axes méme de. Uhyperbole..

Déterminons donc - Ia dire@ion des-diametres corjugués
auxquels notre équation réduite fe wmpporte, Conforménient
3 cequiaété fait (382, il faur conftruire- les deux équations

" 2 52 . 2 :
t=+ < EhR L =y, &u— c_ﬁ__p‘ = "._"F_P_._r ; mais comme
. ¢ r g e Ik i
nous venons d’obferver que &* eft négatif dans le cas de I’bhy~
perkole , dont il s'agitici , il faut changer cétre derniere , en

ch*p? chipyel”, : i e
——‘2 = P— ; je ne change point le figne du terme
g rrk*n

aﬂff'e&i- de x , quoigue k* y entre , parce que la quantité 2 peut
étre prife arvitrairement pofilive ou ncgatve. Il faur donc ,
en continuant d’imiter ce qui a ét¢ fait au meme endroit cité
& ; . 5 * b
mener par le point A parallélementa PAaligne A8 = ——q,
s 7

U+

& tirant par le point B la ligne B 1 parallele 3 4 Z, prendre
arbitrairement fur le -prolongement de cette ligne, la partie
B K. & mener K L parallele 3 P M, & telle que on ait
BEK:KL:.r:g;alorsfi, parle point 4 & le point L , vous
tirez L B(Q qui rencontre les lignes PMen Q, les lignes QM
feront y; Car Q=P M —P Q=P M—QI+LT=1—C1+

£4 . orles triangles femblables BK' L & BQIdonnent BX: KL:s
3
BI
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Blouw AP; @I;ceft-d-dire, r:g:iu: QI= g sdonc Q=
gu _ cq 4
P il T
# r
_ Maison peut abréger cette conftruétion en menant tout de
fuite du point F'laligne F' 5 perpendiculaire fur T4 ; car il el
évident que angle F.A B eft égal a AP M , & que par conféx

Quentdans le triangle reGangle 4B F,onar: g::c: AB = ﬁ;
-

ainfi puilque Q M eft paralléle 3 4B les y font perpendicu=
laires fur £Q, & par conféquent BQ eft la direGion d’un des
axes, dontl'autre par contéquent eft parailele 3 QM.

Il ne s’agit donc plus que de déterminer le centre; Orla (e~

X ) R a’rl;ﬁ c/r"pzx s : %,

conde équation 2 4 —<— =. T fiit voir quiil faug
re R rk*n P

prendre;, 3 I'oppofite des « la quantité 4 C = — : 5 & tirer
7 pe

GC parallele 3 M ou petpendiculaire i BQ, quidéterminera
le point T pour Lorigine des x, & par conféquent pour le centre,
En effet, les x doivent étre comptés fur C @, puifque les y fe

‘-.'{I:P: : cr’zzlp:x

comptent depuis cette ligne; or I’équation u + o S
¥ rk* r*k’n 3
ACxx o B S g A
AP+ AdC="""Zou, GP=""""f voir que
mn ."I

tes lignes x commencent en méme-temps que les lignes G 2 3
donc les lignes x doivent commencee au point €, & font par
tonféquent € Q ; donc le point € eft le centre,

On s’y prendra d’une maniete femblable pour Vellipfe.

A I'égard de la parabole , puifqu’on a, dans ce cas, rg =phy
ainfi qu'on I'a vu ci-deflus , I’équation que I'on a eue en y &uy
apres Pévanouiffement du (econd terme par rapport a £, &
Apres avoir introduit pout r* = ¢* fa valeur p*, devient, en

: 3 A
mettant dans 1a valeur de £2, au lieu de g, fa valeur i tirée

16pu

de rg=ph, devient, dis-je, y* ~ £ 2 G
; ]

ok v DR rl

2w P e Ay e

‘lz — —— ;s pour la réduire i la forme ordinaire de
jo :

—_— 3
_O,Duy

t —~1

..
Péquation i la parabole, on ra donc, conformément 3 ce
. gt 1cpty pop? ¢
fui a é€ dit (386), _p}_ fe -.";. =nx,ce qui donnera
r

—
=nx; & aya i 4 niere ar
¢y =nx; & ayant conflruit d¢ 1a méme ma g que dans I

ALGEB:{E, G g
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466 Cousxs
e £ g ¢ u ¥
cas précédent , Véquation e+ =7 — 9% =y qu'on 1 eue poue
r 3
Vévanouiflement du fecond terme par rapport 3 7, on conf=
S N T A T A 4 ¢
truira 'équation /— — " = nx, d’'une maniere analogue
" r
3 ce quia été fait (386) 5 c'elt-d-dire, quayant dégagéu, cequi
rnx

.» on prendra fur & P (Fig.61) la par=

donneu—3c=

B0
tie A G =%c¢, &tirant G C parallele 3 P}, le point C fera
Vorigine des x qui feront €(; enforte que € () fera la direc-
fion du diametre ; le fommet de ce diametre fera en €3 & fon
parametre fera 77, que I'on déterminera ainfi : puifque 4 G =

-;—c,onaGI’:A!})—ﬁC:u—-—ic:rﬁ’”:.—_- f_’_‘ch;
2ep*xG 2ept ap?

donc 2= 2 CO T les paralleles # Q@ , CG & 4 B done
nentCQ :GLP::CF:GF:: BF; AF, cC'eft-i-dire, CQ:CP 33

exC
BF:c;donc CP= i

3 mettant pour G £ cette valeur
2 c'lp'!
r*xBF
que ¢, p, rfont des quantités données, & que B F eft connue
par la conftru&ion. Mais on peut fimplifier cette valeur, en
remarquant que le triangle reangle F.4 B donne r:p:: AF 3

dans celle de 72, onaura n =

quantité connue , puifs

b 4
BF::c: b’F;doncBF:E‘f ;parconféquenu::%- =2 BF.
r

397. Qu'il (oit queftion maintenant de ¢rouver ( Fig. 62)
la courbe que décriroit un poine donneM de lu ligne donnée OH.
ou de fon prolongement , fi Lon faifoit gliffer les extremités O
& H le long des deusx c6tés CO , CH de Langle donné OCH,

D’un point quelconque M de cette courbe menons M P pa-=
rallele & CH & MV perpendiculaire 3 CO; nommons CP, u3
P M, 15 & puifque I'angle OCH ou fon égal OP A7 eft donné,
fon fupplément M P IV eft donné aufli ; nommons donc p le
finus & g le cofinus de ce dernier, en fuppofant que 7 marque
fe rayon; enfin nommons g & / les lignes données 032 & M H.

Le triangle retangle # NV M nous donner:p::e: MV, &

r:q::te P Njdonc un="~ sy & PN= i-t. Les paralleles
r r
CH & P M nous donnent MH: CP:: MO; PO, Celt-a-direy
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fitureg: PO:’EJJ, donc ¥ O = q---:-,-ig.”; ot le triangle
h r .
redangle MNO, donne JN"+ NO"=MO", Ceft-i-dire,
z 1* L I‘ i LR

}’_1__ e q__ e SR e e =g g done puifque p* 4=
I Gt rh h rgqur gtut

g* == r* on aura fimplement ¢* . - ri oy o Y =£8>
€quation 3 Pellipfe , ainfi quion peut le voir d’aprés ce qui
® éé dit (381),

i gy > bb
Pour ramener cette équation 4 la iorme yy = — (aa - %)
aa

ayec les conditions mentionnées ( 370 ), il faur dabord faire
difparoitre le {econd terme par rapport a 7. Ceft pourquoi je

; u 4
faisz - E90 y; quarrant & fubftituant pour z* 4 289 4#
2 A rk
la valeur que donnera cette opération , on aura yr— 8899«
. r* ht
2 ui ki 2 1 2 2 2
+g;ﬁ_— = g g mais les deux termes — g?fh-:"- %:—‘ ou
gmrﬁu:___gzgz“:r £ - < gzpzluz -
— T feréduifentiZ .. e giemp?
r- gipa wt s r:h® RRVEE JUaY §:55h

on a donc y* + = g* jor quoique dans cette équation

T AL
rth
il n’y ait pas de fecond terme par rapport A , néanmoins (389)
comme le ternie ¢ s'eft trouvé dans I'équation primitive ,

i S - i B oo
jefais une transformation pour z, en faifant u = = &j'ai ¥4

EX LI L2 L aal
gyl =g, & par conféquent, y* =g,__m ou {di
rih!nz }.:kaﬂz

vifant le fecond membre, par le multiplicateur de %, &
indiquant en méme-temps la multiplication par ce méme
gzp. P(rlﬁznl
rt fji n* P: ‘n.

me nous n’avons befoin que d’une feule indérerminée 7,
je fuis le maitre de [uppoler & / une valeur arbitraire; pour
rendre le calcul plus fimple, je fuppoferai /==r, ce qui
g). pz ﬁl ?It
it ( T
miner ['ellip(e, j'en cherche d'aborap les diametres conjugués

g1

~— x*)s Mais com=

multiplicatenr ) y* =

réduira Iéquation 3 y* = — x* ). Pour déter=
q Y
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d bb
en compatant i 1"équation yy=— (laa—xx):cette comd

; /, 2 i, WAL h* nt 4 :
paraifonme donne — :Séﬁ_t & Yaa= —— , d'ou I’on ure
2 hin ax hn r
a— yXb==12g.

Vo 'fj;s maintenant quelles en font fes direCtions.& quelle
eft la yaleur de 7.
gu

Les deux équations 4 conftruire font donc ici, z+g—}-l-
4 rx 2 3 3 [2%
=y u=— =—, Pour la premtere, fi 'on prend arbi-
i n
frairement C K, & que I'on mene enfuite K L parallele P,
&' tellejque CK : KL :: rh: gq, alors les lignes Q4 comp-
tées depuis la rencontre des lignes 7.4 avecles lignes €L, e~
ront y;en effet, les triangles femblables CK I & CPQ donnent
CR :KL::CP: PQ,Cefl-d-dire,rh:gq:zu: PQ -_:g;q;‘;
rh
done Qﬂl:[’ﬂf-}- PQ==1 +gq’_u=y.
rin

Les lignes Q £ étant y, il faut maintenant que les x {oient

. 3 : 2 nie Lk A
comptés fitr CQs or 'équation u = — fait voir que les x com-
n

mencent en méme-temps que lesw ;3 donc le point C eft ori=
gine des x5 donc Celt le centre, & CQ & C H fontles direc~
ticns des deux diamecres conjugnés, Quant ala valeur.de 2,

1 ; cQ
V'équation & = A ,ouCP= s , donnen= - P{ ; mais
e n
A 2R e L rxCL,
CP:CQ::CK:CL; done b-}):—c—ﬁr,&oncsm <K

mais puifque C A eft arbitraire ; on peut le fuppofer = r, ce
qui denne n= C L ; on a donc tout ce qu’il faut pour conftruiré
Yellipfe (316 ).

Application des mémes principes a quelques
queftions déterminées.
398. Apres avoir réflu la feconde queftion indéterminée
que nous mous fommes propofée (394 ), nous en avons fait

ufage (395) pour réfoudre une queftion déterminée. Nous
avons tacitement confidéré cette derniere comme en renfer+
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Mant deux autres, toutes deux indéterminées, & qui étant
chacune de méme efpece que la premiere,, ont été réfolues,,
chacune de la méme maniere. L'interizction des deux courbes
ou cercles qui éroient le Zex de chacune de ces deux. quel~
tions partielles, a donné [a réfolution de la quefiion dé-
terminée. Lor(que Iéquation finale qui exprime les conditions
dune queftion paile le fecond degré , on s’y prend d’une ma-
niere femblable pour la réfaudre. Dans les cas ot I'on. pour-
roit n’employer qu'une inconnue on en emploie deux , & l'an
cherche a former par fes conditions de la queftion deux équa-
tions qui érant conftrirites {Cparément, donnent chacune une
courbe dont chague point fatisfait 3 I'équation qui Jui appar~
tient : fi le probléme. eft poflible , les.deux courbes {e rencon-
trent en un ou plufieurs points felon que la queftion et fuf~
ceptible d’une ou de plufieurs folutions , felon qu'elle ren-
ferme plufieurs cas dépendants des mémes. données & des
mémes raifonnements. Ces inter(ections fourniflent les diffé-
rentes folutions de Ia queftion. .

Tant que les deux équations i deux indéterminées, ne
pafleront pas le fecond degré , on voit donc que‘la réfoludion ne
dépendra jamais que de I'interfe&ion de deux fections coni-
ques. tout au plus. Au lien, que dans ces mémes cas, fi on
n'employoit qu’une feule inconnue, oufi par lé moyen des
deux équations treuvées, on éliminoit ou chaflait une des
deux inconnues, I’équation- monteroit au troifieme & plus
fouvent au quatrieme degré. Mais fi I'une des équations ow
toutes les deux paflent le fecond degré , alers. la ré(Glution
dépend de Pinterfettion de courbes plus élevées que les
fections coniques.

Voyons d’abord quelques exemples des qpeftions qui ne
pifferaient pas le quatrieme degré. -

399. Propofons-nous pous premiere queltion de trouver dews
moyennes proportionnelles encre deux lignes donncées a & b,

Si je nomme ¢ & u ces deux moyennes proportionnelles
jaurai la progreffion 2= @:¢:u: b, qui me donne ces deux
proportions g:g:sru & e:uziuzh, & par conféquent, ces
deux équations au=1s* & be=1u>, qui toutesdeux (& rapportent
directement 4 la parabole. Cleft pourquoi fi I'on tire (Fig. 63,
deux lignesindéfinies £ .2, 4 X qui fallent entr’elles un angle
quelcenque (‘paur plus de implicité, on peutle fuppofer droit.),
& fi fur V'une #.Z comme diametre & du point 4 comme (pm-
met de ce diametre , on confruit (367) une parabole dont lg

G giij
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parametre du diametre 4 Z [oit a, & dont I'angle des coor<
données foit X4 Z, cette parabole fera le lieu de I'équation
au == t*, enforte que les lignes 4 P étant u , les lignes £ M
feront z, Pareiliement fi fur .4 X comme diametre & du point 4
comme fommet, on conitruic une parabole dont le parametre
du diamecre 4 X (it b, & dont angle des coordonnées foit
X A4 Z, cette parabole fera le lieu de I'équation bz == u”,
enforte que les lignes 4 p' étant ¢, les lignes P M’ [eront ia
Mais pour que la queftion foit réfolue 1l faut que les deux
équations au ==12* & bt =u?, ayent lien en méme-temps ,
c'eft-i-dire , que la valeur ds & dans 'une foit iag meme que la
valeur de u dans Pautre, & qu'il en foit de meme de ¢35 or
c’eft ce qui arrive évidemment au point 47 o fe rencontrent
les deux paratoles ; car les u étant comptés fur 4 Z, & les fur
AX ou parallélement 3 4X, il el vitiole que i I'on tire #P
& ¥ paralleles 3 AX & 4 Z,1a valeur JP de u dans 1a pa-
rabole 4 M7M' eft la méme que la valeur A7 de u dans la
paravole 4 MAL; pareillement la valeur 47 de ¢ dans la pa-
raboele A4 M' eft la méme que la valeur #M de ¢ dans la pa-
rabole A M M; & il eft vifible qu’il n’y a qu’au point M ou la
valeur de u étant la méme dans chacune , la valeur de ¢ foit
auffi 1a méme dans chacune , fi ce n’eft cependant au point
o les deux courbes fe rencontrent aufli ; mais comme u & £
y font zéro, il eft évident que ce point ne fausfait pas i
la queftion. Les valeurs de u & ¢ font donc AP & PM,
le point M érant le point de rencontre.

400. Au refte,, quoigu’on puifle toujours parvenit ila olu-
tion en conftruifant (‘parémen: les équations que P'on trouve ,
quelquefois en préparan: ces équations, on peut trouver des
conflructions plus fimples ; par exemple , fi U'on ajoute les deux
équationsau - * & bt —u',onawraau+ bt=u"+1’;
équation au cercle en fupoofant que les u & les ¢ feront
p-is far des lignes perpandiculaires ente’elles. Or quoique la
parabole (oit facile i conftruire, 1= cercle I’eft encore davan-
tage:ainfidansle cas préfent,je pré férerois de conftruire d’abord
Véquation au = ¢* feulement,, comme ci-deflus; aprés quoi je
conftruirois I'équation au cercle au -+ #¢—=u* 4 ¢*;en la
changeant en cetie autre yy =;aa -+ ;55 - xx, par évanouif
fement des (econds termes par rapport 4 ¢ & 3 u,en faifant
t—2it=y, &u~—La=x.Alors prenant 4 B =145, & tirant
B Q parallele 3 A P, j’aurois les lignes 0 M pour les valeurs
dey. Prepant enfuite 4 0=} @, & menant OC paralleled AKX,
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Raurois les lignes € Q pour valeurs de x; ¢’eft pourquoi du

point C comme centre , & du rayon V; aa~1bb;celt-a-
dire , du rayon A C, je déerirois un cercle qui, coupant la
Paraboie 4 JZ au point M, me donneroit M/ & A P
pour les valeurs de ¢ & de u.

4o1. On peut varier beauc-up ces conftru&ions : on peut,
par exemple, ajouter I'une des deux équations , avec I'autre

multipliée par une quantité arbitraire — pofirive ou négative,
n
ce qui donne au + - be=e* + r u*, équation qui peut
appartenir 4 I'ellipfe ou 4 I'hypervole felon la quantité quon
* » »
prendra pour — , enforte qu'on peut confiruire avec 1’une ou
n

Pautre de ces deux courbes, comme on vient de confiruire
avec le cercle. On peut méme conftruire avec 'une & avea
» - I

Pautre , ou avec ’une feulement combinée avec un cercle > &

v :
cela endonnantd —, des valeurs convenables, & qui font
n

faciles 3 déterminer d'apres ce qui a été dit (392).

402. Propofons-nous pour feconde queftion de divifer un
angle ou un arc donné, en trois parties égales.

Soit E O (Fig. 64) 'arc qu'il s’agit de divifer; 4 (on cen-
tre; imaginons que E 7 eft le tiers de E O, & ayant tiré les
rayons EA , M A4 , abaiflons les perpendiculaires 4 P, O R,
Leslignes O R , & A R qui {ont le finus & le cofinus de I’arc
donné O E , font cenfées connues ; nous les nommons & & ¢ =
& nous nommerons r le rayon 4 E. Enfin nous nommerons
u & t, les inconnues 4 P & P M.

Cela pofé , le triangle re@angle 4P/ donne 1> 4+ 1> = rr.
Et les triangles femblables ## M, ARS donnent AP : MP: :

AR:RS;eft-d-dire,u:2::¢: RS:C—{. Or fi’on pro-
i

longe la perpendiculaire 27 P jufqu’i ce qu’elle rencontre la
circonférence en /7, I'arc M ¥ fera égal i 1’arc MO , comme
étant chacun double de ME ; donc I’angle OMS—= A MP =
RS (d caufe des paralleles ) = OSAZ. Donc le triangle SOM
eft ifofcele, & par conféquent OS=0.M - M F'—1¢; donc puils

que OR =058+ SR, on aura d=z2:+4 c_{, ourtu—-ct=dicy
QU U~ Ltctm=tdi, ¥

Cgiv
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Les deux équations 3 conftruire font donc #* 2* = 7*; ouf
2 —r—u, & tu—+*tct=+du. La premiere eft toute

-conftruite , puifque c'eft I’équation méme du cercle E M Oa

Quant a la feconde , elle appartient 4 ’hyperbole (391) 3
& comme les deux quarrés manquent, il faut conformément a
ce qui a ¢1é dit au meme endroit cité , pafler tous les termes
dffectés de #, dans un'méme membre, ce qui donne zu— %
du—=—"'ct, ou + du—wu—"_ ct; faifant : d—t—= y , & fub~
flituant pour ¢, fa valeur ,on a uy = — ¢y + zod , ouuy
ey = led. Je fais enfuite u—fe=—=ux , & j'ai xy=—17cdy
équation a I'hyperbole entre les afymptotes , que I'on détermi-
nera de la maniere {uivante.

Léquation + &  1—y fait voir que fi par le point 4, ori-

ine des # & des ¢ on mene 4 B parallele d-P V1| & égale 3
*d, & quelontire Q & Cparalleled 4 £, les lignes Q M
comptées dans un fens oppof? aux PM, feront y ; en effec QM
= PQ-——*/’J‘VI — AB—PM— % d-—-t;:’__y i donc C(_) elk
1a dire&tion d’une des afymptotes,

La {econde équation u—+1c == x, fait voir que fi on pro~

Tonge AP vers G de la quantit¢ AG=1c=14 R, les lignes GP
ou leurs égales € Q (en tirant G € parallele 3 PM ) feront x 3
donc C eft le centre , & les lignes CQ & € G font les aymp~
zotes. On décrira donc par la méchode donnée (354 ) une hy=
perbole entre ces afymptotes, laquelle pafle par le point 4,
ginfi que Vindique I'équation xy =ted ==L e x 2 d=AG X%
AB~ CEBxAB ; cette hyperbole couperale cercle au point
cherché A4,
v Sil'arc E O étoit de plus de 9o°, fon cofinus 4 R tombant
alors du cété oppofé, feroit négatif; il faudroit dans les équa=
gions ci-deffus , fuppoler ¢ négatif. Etfi 'are E O éioit de plus
de 180°, & de meins que 270%, comme 'arc E O E' O, fon
finus & fon cofinus feroient négarifs; il faudroit done chan-
ger les fignes de ¢ & d, dansles mémes équations ci-deflus.

" 8i I’on prolonge G C de la quamité CC=CG; & CAB dela
quantité C8'sC.B, & quayant mené B'4'& G' A' paralleles A
CG’' & CA', on décrive entre leslignes CG' & € B (prolongées
indéfiniment) comme afymptotes , une hyperbole qui pafle par

le point 4, cette hyperbole rencontrera le cercle en deux
points A4', M, comme la premiere le rencontre aux deux points

M & MY, Or de ces quatre points, trois méritent d’¢tre remar-

uds 1 Gvoir, les points 7, M' & M', Le premier donne I'aré
%Mpour le tiers de 'arc donné £ Oy Le fecond , J¢', donne
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Yarc E'21' pour le tiers de E'O, fupplément de EO. Enfin le
troifieme, 7", donne £'M" pour le tiers de EOFEO' , Cleft-
i-dire, de I’arc OF augmenté de la demi-circonférence.

“n effet, Parc E'Oa pour finus &cofinus , les lignes R O &
“AR , ainfi que ’arc EO 5 avec cetre feule différence que 4R
confidéré comme cofinus de I'arc £'0 plus grand que 50°, eft
négatif; donc pour avoir la folution dans ce fecond cas , il n’y

@ autre chofe a faire qu’a fuppofer, dans la folution ci-deffus,

que ¢ eft négatif; or ce changement n’affe@e que la feconde
€quation , & change [2 réduite xy=ged;enxy=—2=cd)
équation qui appartient a Phyperbole 422", & qui fait donc
voir que l2 (olution de ce cas fera fournie par l'interfe&ion M’
de cette branche d’hyperbole avec le cercle. (Nous verrons
dans un moment , pourquoi ce i’eft pas le point 4’ ). P'M’ efk
donc le finus de ’arc cherché » dans ce fecond cas. Cet arc eff
donc E'21'; c’eft-A-dire, que E'J7' eit le tiers de E’O,

A Pégard de la troifizme folution, fi I'on avgmente V’arc
EO de 180°, ce qui (& fera en prenant E'O'=F 0, alors arc
EOE'O' apour finus & cofinus les lignes R'O'; AR’, qui font
néceflairement égales aux lignes RO & AR, avec cette dif-
férence feulement que tombant toutes deux de cotés oppolés
a ces dernieres , elles (ont négatives ; donc pour avoir la folu—-
tion qui convient & ce cas, il n'y a autre chofe 3 faire que
de foppofer ¢ & d négatifs. Or ce changement n'en produit
aucun dans Iéquation oti entrent ¢ & d, ceft-i-dire , dans
Péquation xy =% c d; doncla premiere hyperbole doit don-
mer, par fon interfe@ion 42", la tblution de ce troifieme cas ’
donc P"M" eft le finus de I’arc cherché dans ce troifieme
cas 5 cet arc eft donc E'AL", Ceft-a-dire, que E'41" eft
le tiers de EOE'O".

Ainfi la méme conftru@ion qui fert i trouver le tiers

-d’un arc donné 4, fert auffi A trouver le tiers de 180° — 4,

& le tiers de 180° - A

On peut appliquer ici ce que nous avons dit (400) fur les
différentes feCtions coniques qu’on peut employer pour conf=
truire ," en combinant 3 volonté les deux équations en u & 1.

A I'égard de la quatrieme interfedion , nous avons dit
qu’eile fe faifoit au point A/, ce qui eft évident , puifgue Phy-
perbole eft affujettie a paffer par le point 4’ qui eft déterminé
enfaifant B' 4'—= AR, & B'C — Cp » ce qui fait voir que
AR'=AR & R’ A"=RO; donc le point' 4’ appartient a la cir-
conférence, Mais il Je donne point une nouvelle folution ;
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puifqu’il eft connu, & déterminé par desopérations indépend
danes des équations qui ont donne la folution.

403. Si de I’équation 2 ¢ u~+c¢ t=du, trouvée ci-deffus, on
tire la valeur de ¢, pour la fubftiruer dans I’équation «* - ¢*
== r*, qu’on a eue en meme-temps , On aura , aprés avoir mis
pour ¢* + d*, (a valeur 7*, tranfpofé & réduit, 4 u* + 4 ¢ u’
— 37r* u'— gor*u’ —r*¢*=o0,0u 43 (u+c)=—3ru(utc)
—c 7 x(n4-c)=o0,qui étant divilé par u—c, donne
AU} —3ru—cr =0, ¢quation qui doit renfermer les trois
cas que nous venons d'ex.miner : elle doit donc avoir trois
racines ; or la conflruion fait voir que u a en effet trois
valeurs ; favoir , A P, AP' & AF"; & ces deux dernisres
tombant d= cdtés oppoflés 3 la premiere; on voit que cette
équation a treis racines ou valeurs de u#, dont deux font
négatives; favoir u==— AP, u=—4 P", & la troi-
fieme pefitive, favoir u = 4 £,

£04. L’équation qu — 372 u- cr*=o,ouu’ -5 riu-zcr*
=—o0, eft dans le cas irrédudtible ; & fes racines étant les co-
finus de L EO, £ (180° — EQ), +(180°+ EO ), on peut
donc, par le moyen des tables des Anus, trouver les trois
racines d’une équation du troifieme degré, dans le cas irré-
du@ible , par une approximation fuffifante & prompte; en voici
Ia méthode. Repréfentons toute équation du troifieme degré
dans le cas irrédu&ible , par ’équation w3 —pu—+qg=o;en
comparant i I'équation 3 - § r* & - ¢ 7*=0, nous aurons

er: > X
— i == —p, & — — = ¢; dela premiere de ces deux
dernieres équations, on tire 7== V{p; & de la feconde,

e=—31 Reprifentons par R le rayon des’tables; alors nous

aurons le cofinus de I'arc E O, tel qu'il eft dans les tables , fi
nous calculons le quatrieme terme de cette proportion r: ¢

ou Vip: 39.. R:3 un quatrieme terme; ce quatrieme

terme,, favoir 3 ?_R_ , étant cherché dans les tables, donnera
g 5

le finus du complément de I’arc EO: C’eft pourquoi ajoutant 90°

au nombre de degrés que l'on trouvera , o au contraire , re-

tranchant ce nombre , de vo°, felon que ¢ (era pofitif ou né-

gatif dans 'équation , on aura l'arc £ O, que je repréfeste

SCD LYON 1



DE MATHEMATIQUES! 3¢

par 4 ; on cherchera donc dans les mémes tables , les cofinug
180° — A & 180° < A

- A -
des troig arcs — ;& pour les ré«

: 3 3 AT
duire au rayon 7, on multipliera chacun par Rr*C eft-i-dire,

Ve,

Rp , puifque peur y réduire par exemple cof e pris

par
dans les tables, il faut faire cette proportion R : cof — = : r:ef

au cofinus du méme arc dans le cercle qui a pour rayon r,
c'eft-a-dire, eft 3 .4 P ou u;les trois valeurs de u feront

v i A vi 180°— A vi
duncu:—Rpcof_,u=_R£cof ,&u_—__li_’
°+ A
cof 38—0;_—; telle eft expreflion des valeurs abfolues de

u; mais ce qui a été dit (403) fait voir que eu égard 3
&

V -
leurs fignes , les valeurs de u font u == I;P cof = ; u=-—

180°—A 180° 44

4 L4
V_I‘{_{’ cof & u=— Y—le cof ; valeurs oit
3
il faudra obferver de changer le figne de celles dans le[quelles

A 180°— 4 180° + A
Parc <, ou — » OU 3 paffera go°. On peunt

3 3
faciliter ces opérations par le moyen des logarithmes.

405. Propofons-nous maintenant cette queftion plus génée
rale que celle que nous avons réolue (274 ). D’unpoint D (Kig.
65 ) donné de pofition d U'égard des deux lignes AR , A P que
font entr’elles un angle connu , menerla ligne D P de maniere
que fa partie inzerceptée R P foit égale d une ligne donnée,

Du point D menons la ligne D S perpendiculaire 3 A P
prolongée , & la ligne D O parallele 3 4 R ; menons aufli du
point }% la ligne R N perpendiculaire 3 4 P. Les lignes D O,
DS, 05 & AO font cenfées cornues, tant A caufe que la po-
fition du point D eft fuppofe connue, que parce que I'angle
RAP ou fon fupplément RAN égal i DOS eft fuppofé connu ;

c’eft pourquoi nous rommerons DO, 7; DS,p; 05,95

A O, d; & laligne i laquelle R £ doit étre égale , ¢. Enfin
nous nommerons # & ¢, les inconnues AP & A%.

Cela pofé , les triangles femblables DSO , RV A donneront
DO:DS::AR:RN,&D0:08::4R: 4N;celt-a=
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dirte,r:p::e: RN_—-_‘D—‘,&r:q:::.'AN:q-—a;Paf
r &’

! - u; or le triangle re@angle R NPy

.

donne R IN%+“1‘}-I‘2 &R [i_; ceft i-dire, & £ -+ pgus =

353 rr T

< s oA caufequep‘-f—g‘:r*,dmsle

2 que

conféquent § N =

RTE o

rr
triangle retangle D §0) ¢*

o, ur =cc

-
Mais comme nous avons deux inconnues , il nous faut deux
€quations : or les triangles femblables D O P, R A P donnent
DO:RA:: OP: AP; ceft-a-dire, r:¢:: d+utu, & par
conféquent, ru==1:d + w1, Ce font-li les deux équations
qu'il faut conftruire pour réfoudre la queftion. La premiere
(381) appartient a lellipfe, & la feconde a I’hyperbole.

; : AT, u
Pour conftruire Ia premiere, je fais z -+ : 5. =y ; en opérant
T

comme dans les exemples femblables ci-deflus , j’auraf, y y —

uu L wu

F X8 “4uu=—cc, ou [ acaufe que — grg %4 i S

rr rr

rr— uu “u 2
(___._q.‘z u:{:'p._‘p._._.]‘yy—}-"pp _— JE fﬂ.ls

L rr rr
Z e Flk o

u=— x(389); &jaiyy +£f._._ =cc, ou ( parce que
i 3_3 g rranmn 3
je puis fappofer arbitrairement une valeurd une des deux in-

: Y i ; 226 58
déterminées [ & n) faifant l=—=r3 yy =—=c¢ A 4 okt
nn

cenn ; ST : bb

pr — x ). Comparant i Péquation yy=— (;aa—
PP 4 - ada

%), on trouvera que les deux diametres conjugués a & &

2cn

" font a — , & b = 2c. Déterminons leur pofition & la

valeur de 723 mais pour mieux fentir I'ufage de cette confiruc-
tion, concevons auparavant, que donnant fucceffivement
i u ou A P plufieurs valeurs, on mene parall¢lement.a A R
les lignes P M égales avx valeurs correfpondantes de z, ce
qui produira la courbe dont I'équation nous occupe aftuelle-
ment, Cela pofé, ayant pris arbitrairement 4 K fur 4 £f&
mené K L parallele 4 PM; & quibita AKiigir,on
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Rura QM=PMU+PQ=—=1+4 E‘, 3 caufe des triangles {‘em-;_
: r

blables AKX L& AP Q;donc QM =y; AQ elt doncla di<
rettion d’un des diametres, & lesx doivent étres comptés fur

. . . r . .
ce diametre ; or équation # = — x = — x; fait voir que
n n

les x commencent en méme-temps que les 2 ,-donc les x fong

% 3 AQ.

AQ. Cela étant, I'équation d=l= ,devient donc AP = g
: rxAQ e . S

qui donne n="— ou AP: AQ::r:n; ceft-i-dire 4

AP
AK:AL::r:n;or comme AKX eft arbitraire , on peut le
fuppofer = r, & L'on aura, par conf€quent, n=4 L.
Il.ne s’agitdonc plus que de conftruire (316 ) nne ellipfa
dont les diametres conjugués faflent entr’eux un'angle égal 3

AQM , & dont celui qui a AQ pour dire&tion, foit = i

&' T'autre qui a" 4R pour direétion, (0it =2 ¢. Cette elliple
fera le lien de la premiere équation. Mais on peut remarques
en paflanc, que cette elliple eft précifément celle que décri-
roit Te milieu d’une ligne égalea 2 R P, gliffant le long des
cotes AP, AR ; c’elt ce dont il eft aif¢ de [e convaincre, en
comparant avec la folution donnée (397 J. & y f{uppofant
& = h =c. Quandl'angle R AP eft droit , 'ellipfe devient un
¢ercle dont le rayon eft o, '

Il ne refte plus qu’d conftruire la feconde équation ru — d¢
~-utouru—ur==d¢ Or felon'les principes précédents,
je fais r— 2=y, & enluite # + d ==x', ce qui change cette
équation en X'y’ = rd; équation i I’hyperbole entre fes a(ymp-
totes. On prendra donc, en vertu de T'équation 7 — ¢ == y'3
fr AR, laquantté AT =r= 0.1, c'eft-i-dire , que par le
point [J on tirera DT 7 parallele 3 AP; alors les lignes 774
feront y'en les comptant.de # vers M ; c’elt-d=dire , dans um
feris oppofé 2 PM ; car ¥ == P ¥—P M==r—1, donc #M
==y'. Enfuite , envertu de I'équation u ~+.d = x', on prena
dra OA4 =d, ¢’eft-i-dire, qu'on menera par le point D la li-

ne DO parallele 3" A1'5alors les lignes £ ¥ feront x, puif=
que D /== OP = 04+ AP —d - u. On conftruira dong
(354) entre les lignes DO & D7, comme alymptotes, vre
hyperbole qui paffe par le péint A4, puifqu’on a &'y’ ==7rd ~—
A0 x AT; cette hyperbole rencontrera: Velliple aux dewy
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points M & L', par lefquels menant MR & A'R’ paralleles i
AP, on aura deux points K & R' par lefquels & par le point L
girant D R P & 1) P'R', les parties £ K & P'R'interceptées
dans les angles égaux RAP, R' AP feront égales a la ligne ¢,

Si en prolongeant les afymptotes, on décrit I'hyperdole
oppolée (Fig. 66) M" A'M'", dans le cas onl elle rencontrera,
Pellipfe, elle déterminera deux nouveaux poines M", 4" par
lefquels menant des paralleles @ A I, on aura fur 4 T deux
fouveaux points R'', R'", par lefquels & par le point L) tirant
deux lignes, les parties comprifes dans I'angle T 4§ feront
avfli égalesa la ligne donnée c. Telle eft en général la maniere
dont on doit s’y prendre pour réfoudre les queftions déterminées,
qui n’excéderont pas le quatrieme degré.

406, Si Pon avoit réfolu la queftion fans employer deux
inconnues, on pourroit néanmoins faire ufage de la méme
méthode , en introduifant une nouvelle inconnue. Par exemple,
fi I'on propofoit de trouver un cube qui foit d un cube connu a’,
dans un rapport donné , marqué par le rapport de m dn. En
mommant u le c6té de ce cube, on auroit #} :al::im:ng
& par conféquent nu} ==ma’.

Pour conftruire cette équation , je fuppoferois u* == at;

3
alors I’équation fe changeroitenna tu=ma’,onzu= ra A
n
Je conftruirois donc la parabole qui a pour équation u* = a2y

ma* o, 3
, L'interfe&ion

& Ihyperbole qui a pour équation 22 == —

de ces deux courbes , me donneroit les valeurs de u & z.

e : ma
Si Fon multiplie par u , I'équation zu== —, & qu'on
n
y fubftitue de nouyeau pour & fa valeur a¢, onaura a¢* ==

ma*u ma ey
, Ou 2> == —— u, autre équation 3 la parabole, que
n

Pon peut conftruire conjointement avec I’équation u* =ar.
On peut remarquer, en paffant , que ces équations (ont les
mémes qu'on auroit en cherchant deux moyennes propor-

ma_ . v .
tionnelles entre @ & —; ainfi on peut conftruire précifément

& I
de la méme maniere quon I’a faic (399). s mas "
407. L’équation nué ==mag* , donne u = i)

woit donc que. la_conftrution des radicaux cubes fe fait pag
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fe moyen des fe&ions coniques. Il en eft de méme des
radicaux quatriemes , lorlqu’iis renferment des radicaux cu-

bes, comme V &V ab ; car §'ils ne renfermoient que

. R AT %
des radicaux quarrés comme ¥V a1 ab, ou des quantités
rationnelles , leur conftru&ion fe rameneroit toujours au
cercle; en effet en prenant une moyenne proportionnelle m

4
entre @ & b, on auroit y @’ m;prenant une moyenne pro=

4
portionnelle 2 entre @ & m , on aurocity @*n* ou yan, qui
exprime une moyenne proportionnelle entre a & n.

408, Quand Iéquation déterminée auroit un plus grand
nombre de termes , on la confiruiroit toujours d’une maniere
analogue ; par exemple , fil'on avoit ut 4 au} -+ a qu* ——
@’ ru-+ sad==0,a, g,r,s ¢tant des quantités connues ; en
fuppolant u*=at,onauroita’ ¢* + ¢’ ut+aqu' +a‘ru
+sdai=o, ou @at~autHqui4+aru-+sa*=o,
€quation qui appartient 3 une feétion conique; conftruifant
donc cette équation , & I’équation u*== a ¢, felon les princi-
pes donnés ci-devant , les interfe@ions des deux courbes don=~
neront les différentes valeurs de .

409. Mais en introduifant ainfi, arbitrairement , une now-
velle équation , il peut arriver , que les deux courbes ne fe
rencontrent point , quoique la queltion qui aura donné I’é=

vation , ait une ou plufieurs folutions ; c’eft pourquoi , pour
eviter tout embarras, nous allons expofer un procédé qui a lien
également pour tous les degrés.

Suppofons , par exemple , que I'équation (Oit i3 — @ 1* 4=
pau—qa*==o; on fuppofera u’ — au’~pau—gqga*=a'z,
¢ marquant une indéterminée , & @, p, ¢ des nombres ou des
lignes connues ; alors fi l'on congoit qu’on donne i u fuc-
ceflivement plufieurs valeurs AP, AP, &c. (Fig. 67) 5, & que
Pon porte * les valeurs correfpondantes de ¢ qui feront fa-
ciles 3 avoir , puilque £ ne monte quau premier degré ) en
PM, PM , fous un angle quelconque , que pour plus de fim=
plicité on peut fuppofer droit, il en naitra une courbe.Or
pour favoir oul cette courbe rencontre I'axe AP, il faut fup-
poler t = o, ce qui donne u? — au’ - paic — g = 0, Ceft-
a-dire, I’équation propofée ; donc les diftances 4O, A0', AO"

* En obfervant de porter de coés oppofés del'axe AP, celles qui fe
trouveront avoir des lignes contrairesy
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auxquelles la courbe rencontre I'axe , feront les diffcrente?
valeurs de .
Mais, fi au lieu de calcul , on veut une conftrii&tion, cela

.o s (21 . ul
fera fort 2if¢ en donnant 3 ’équation, cette forme , r= — —

u ) 1 L . 5
< — ¢ or la conltru&tion de chacun des termés
a a

uicut pu . - ¥ $

— . — . =, pour chaque valeur de « donnée en lignes , eft
a2 'ada

Yacile & s'exécute par ce qui a été dit (246).

410, Quand il entrera plus d’'une inconnue dans la queftion;
on pourra ramener-la conftruction a celle que nous venons de
donner , en réduifant toutes les inconnues a une feule ; par la
méthode donnée (162 & fuiv.). :

4vt. Sila queftion et indéterminée, & ‘que I'une des
deux indéterminées qui entreront dans 1’équation, ne paffé
pas le fecond degré, on pourra toujours conttruire I'équation
a quelque degré que monte I'autre indéterminée , en donnant
4 cette autre indéterminée des valeurs arbitraires, & calculant
les valeurs correfpondantes de la premiere; failunt de celles=
1i les abftifles, & de celles ci les ordonnées d’une courbes
Mais fi les deux indéterminées paffent toutes deux le fecond
degré, alors il faudra pour chaque valeur que 1'on donnera a
une des indéterminées, trouver les valeurs de 'autre | par la
méthode qu'on vient de donner.” Nous n'entrerons pas dans
un plus grand déuil fur les conflru&ions de cette derniere
elpece qu'on rencontre d’ailleurs affez rarement. '

412. Avant de terminer cette troifieme Partie , nous feroms
encore remarqier quelques ufages de I'application des équa=
tions aux courbes. Puilque toute équation 4 une feltion co~
nique eft roujours du-fecond degré, & que I’équation la plus

¢rérale de ce degré peut toujours étre réduite A cette forme
dd-cut-eut<fr4gu~+h=o, il senfit quon
peur toujours faire paffer une feion cohique par cing points
donnés, pourvu que ces points ,’ pris trois 4 trois, re {oient pas
en ligne droire , parce quune (e€tion conique ne peut rencon=
crer une ligne droite en plus de deux points.

En effet, concevons que A, B, C, D , E ( Fig. 68) foient
cing points donnés & qui aient cette condition : fi I'on rap-
porte” ces cinq points 4 la ligne A D qui joint deux d’en-
#'eux , en menant les lignes &4 F', C H, E G ; fous un sngrllz

on
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donné | ou perpendiculeires a4 2, alors les diftances AF
BF,dG,GE,; AH,HC, A4 I, qui foit cenldes connues,
peuvent erre ‘regardces comme les ablcilles & les ordonnées
d’une ligne courbe. Or je dis qu'on peut toujours {uppofer
que cette ligne courbe a pour équation d ¢’ —~vut—= e u* -4~
St gu-h —==o; eneffer, i Von nomme 4 F; m; BF,
vy, dG,m'; GE,n' ; AH,m!" ; CH,n!"; & ADym';
il eft vifible que, 1°, pourle poiné A on avra u==o0, & t =0,
Ce qui réduit I’équation a A==0. 2°, Pour le point & on aura
= m & ¢ ==n; ce quichange "équation en dm* ~-cmn=-
en? ~fm +- gn==o, (acaule que h=0). 3%, PourlepointE
onaura u = m', t==n'y & parconléquent, d m'* 4 ¢ m'n! 4=
en'? = fin'4-gn'— o. 4°, Pour le point C, on trouvera de
mémedm' 2+ cm!' n!' 4 en!"* 4 Fm!' 4 gn" o, 5°, Enfin
pour le poine L), ol e = o &u m™' onaura am'"'
Jm'!'=2, ou fimplement e m'""' 4 f'—o. Or ces. quatre équa-
tions renfermanc toutes les quantieés ¢, e, £, g, au premier
degré, il fera facile , par lescméthodes dela premiere fec-
tion, d'en avoir les valeurs.; alors en les fubfituant dans 1’é-
quation d £ 4~ cut 4 ew* + fr+gu +h=o0, on plutdt
dans: Péquation d ¢* = cwt 4= cu® 4 fr+ gu == o, (puif=
que f===0y);0n aura &, e, £,.g en quantités toutes cennues,
& I'équation fe divifera par 4. Il fera donc alors fucile de conf=
truire la courbe, & de déterminer fi elle‘eft ellipfe , hyperbole,
parabole ou'cercle. $i Pon ne:donnoir que quatre points , alors
un 'des coefficients feroit-arbitraire ; ce qui donne lieu d’im=
peler arbitrairement une condition, & deux fi 'on ne donne
que trois-points,; &ainfi de fuite.

On diftingue les lignes par le degré de leur équaion. Ainfs
Lalignedroite, dont I'équation n'eft que du premier degré, eft
ligne du premier ordre, Les fettions coniques font les lignes
du fecond ordre.

On voit donc qu’on peut par la méme méthode , déter~
miner I’équation d’une ligne. du troifieme ordre, quon afflu=~
jettiroit a pafer par amant de points moins un que Péquation
générale de cet ordre; d deux indéterminées, peut avoir de
termes différénts : il en eft de mcme dans les ordres fupérieurs,

#413. Cette méme méthode peut fervir 4 lier par une loi
apprachde & fimple ; plufieurs quantités conrves, dont la
Toi feroit ot ‘trop €onipalée ;. ou inconnue.’ Suppelons, pae
exemple} que VYon conaoiffe. trois gqhantités que je- repréfente
pacles lignes CB, E D, GF (Fig.69), & que ces quantités

“dépendent- de troisautres A B, A L, 4 F. Tl'sagitde trouvg

ALGERBRE, Hh
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une quantité H'J intermédiaire aux premieres, ou qui en foit
voifine, & qui dérive de 4 H de la méme maniere que C B,
ED, &c, dérivent de AH, 4D, &ec.

On peut fatisfaire a cette queftion d’une infinité de ma-
nieres différentes, en prenant une équation i deux indéter-
minées u & £ quiait au moins autant de rermes différens qu’il
y a de quantités telles que € B, £ L', GF. Mais entre tous ces
diffirens moyens celui qui donne plus de facilité , pour les
différens ufages qu'on peut faire de cette méthode , eft de re-
garder la ligne JH comme 'ordonnée , & la ligne /< H comme
V’abicifle d’'une courbe qui pafferoir par les points donnés C, E,
G , &c. & qui auroit pour é3uation celle-ci, t=a—4-hu~+ cu*-=
&c, en prenant autant de termes que I’on a de quantités ou de
points , E, G; & alors fuppolant comme ci-deflus , quenva-
lant A B, tvauc C B3 quew valant AD , ¢ vaur D E que z
valant A4 F' oo vaut G £, & ainfi de fuite, on aura autant
d’équztions pour déterminer a, b, ¢, &c. qu'on a de points,
Ayant déterminé les valeursde a, &, ,¢, &c. fi on les (ubflitue
dans 'équation ¢ =a - b u +¢ u*, &c. on aura une équation
dans laquelle tout fera connu , excepté u & 7. Si donc on met
pour # Ja diftance connue A H qui convient ila quantité:H
que Von cherche, alors on aura la valeur correfpondante de s,
ceft-a-dire; H L.

On voit par-1i, la confirmation de’ ce que-uous avons dit
(282 ), En effet , fi 'on vouloitimiter le contour ABCLDEF
(Fig.70) ; on abaifleroit d’un certain nombre de points'de ce
contour, des perpendiculaires fur une ligne déterminée X 2 ;
puis par la méchode qu’on wvient de voir, on détermineroit
I'dquation d’une courbe qui palleroit par tous ces poinrs, & dans
laquelle étant au premier degré , « montit au degré marquélz
par le nombre de ces points moinsun jalass cette équation fer-
viroit & déterminer des perpendiculaires intermédiaires qui
approcheroient d’autant plus des veritables, qu’on aura pris
@’abord up plus grand nombre de points 4, B, Gy L) 1 &e:

Appendice.
4 1 4. Nous nous étions propofés de faire

entrer dans ce volume plufieursautres objets ;
mais pour ne point paffer de juftes borpes,
nous fommes obligés de les renvoyer au fuis
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vant. Cependant , nous placerons encore ici
quelques propofitions dont’nousaurons occas
fion de faire ufage parla fuite, & dont quel-
ques-unesnous fervironcadémontrerl’une des
reglés que nous avons données ( Géom. 361
Queft.VI) pourtrouverles ai‘glesd un tr;anglc
fphénque lorfqu’on en connoir les trois cétés..

4 1 5.Rappellonsnous (Geom. 284 , 285 & 178)
que {i a & b repréfentent deux angles ou

cof b b
deux:m:s,cmafZ;z(a..;..gE.;I Sinacofl -:—fn cofa

BT
&cof( Fo 5 - cof a cof b - fin a',-‘mb ou (en fup-

pofant pour plus de ﬁmphcztéquc(r- 1)
"ﬁrz (@ b )=fina cofb+ fin bcofa.
,Cof\a'-f“b)”_'COf(ZC()fb-dedf/lb
3°,)in(a—b)=/i fin a cofb— fin b cofa.,

.3. °,¢of (a—b) = cofacofb~ fin afin b.

rfina fz‘z
5% tanga= W Ry enfuppofanttou-

jours le rayon =1 , comme nous le ferons
dorénavant.
cofa .

6“,cora_ﬂ —

416. Cela oié fil’ondivife lavaleur de

fin ( a+b ) par cpile de cof(a—+b ) ,onaura

b b
Jin(a+b), ceft-a-dire, rang (a = b )

@ ¢=r 9 f;nr fin b
fwacof b+ fnb ol eofa T B o g

vof acof b — fin g finbd % fr: a find

A ;:.fawffl

Hhijj
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vifant le fecond membre; haut & bag, pat
) r:nga+r.:rag{;
cofa cof#) ; donc tang (J~+~f:) Sl ks -

1-anga m::g/).
Si av contraire on divife la valeur de cp

(a--5) par celle de fin (a=+b), on aury

cof(a—+ b : cofacofl b— finafinp
- — =2 ou cot / }z e
Sinfa-b) . ﬁ? ot - Jena cof b 4 fin b cof P

ou en divifant haut & bas par fin a cof b,
cofa finb
e By T PR L Rl T
cos e % ‘)} "R ’{:‘”5“-” < I-‘-ta;’d[d.’:gb’
Y il .2
Sinacofb
Si Pon divife de méme la valeur de finn
((a-—1b&) par celle de cof (a—+b), & célle
de cof (a—b ) par celle de fin(a—b ), on

aura, en opérant de méme , tang (@ — b} =

zang a — Mang b % 4 cor @+ tang b
X~ tangatangb? & coz (d o ) ~ \—corazang)®

4 17 .Lesvaleursde fin (a+5) , cof (a-+b),
tang (a-+b) que nous venons d’expofer,
peuvent fervir a trouver facilement les fie
nus, cofinus & tangentes des arcs multiples
d’un arc donné, & par conféquent les équa-
ticns'qui ferviroient a divifer un angle en plu-
fieurs parties égales. Il n’y a qu’a fuppofer fuc-
ceflivement b=a,~=24,—34; &'ainfi de fuire.

-. Par.exemple,, en fuppofant b= g, on aura
; Sin 2a=1afinacofa, & cof2a= cofa cofa —
i finafina=cof* a— fin* a =1 -2 fin*a,
( €n mettant pour ¢pf” a fa valeur 1 — fin® a).
En foppofant b == 24, onaura fir 30 = fin a
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€of2a+ fin 2a cofa, & cof 304~ cof2acofa
— fin 2a fin a. Or les deux équations précé-
dentes donnent les valeurs de fin 2a & de cof’
2a; {1 donc on les {ubftitue dans celles-ci, on
aura les valeurs de /in 30 & ¢of 3a exprimées
par les finus & cofinus de I’arc {imple a. On
trouvera de méme cellesde /i 44 & cof ga ;
Jin 5a & cof sa, & ainfi de fuite. On s’y prens
drade méme pour avoir tang 2a, tang 3a , &c.
enemployantlaformule quidonne tang (a—+b)
& fuppofant fucceflivement b=a,=20=&¢,
41 8. Si l'on ajoute enfemble Ia valeur
de fin (a+-b) & celle de fin (a—b5), on aura
Jin(a+b)+fn(a—-"b)— 2 finacofb,
& par conféquent fin a cofb = * [z, (a—+5)
~7 fin (@ — b). En ajoutant pareillement Ia
valeur de cof (a+-5) avec celle de cof (a—b),
On trouvera 2 cofa cof b = cof (a = b) cof
(a—#), oucofa cof b="Lcof(a—+b )4
2 ¢0f (a—£&). Au contraire, en recranchane la
valeur de cof (a—5) de celle de cof (a—1b),
on trouvera 2 fin a fin b = ¢ f(a—b)—
cof (a—+4), & par conféquent /iz a fin b —
-;—coj(a——b}—_éco/(a—%b).
419.Silon faitg—+b=—m & a— b=n,
On aura , en ajouzant & rerranchant » & divi«
fant enfuite par 2., g =M, &b=1
m— < n, d'olt Uon conclura facilement des
dernieres formules quon vient de trouver :
1°\Jinm—~+-fin ne=2fn(; mtn) % cof (fm-%n),
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2°,cof m—4-cofn==zcof (+m—3n) xcof (11-;)s
3°,cof n—cof m=2fin(xm-n) X fin (;in-3n)s
Toutes ces propofitions nous feront trés=
utiles ; on voit avec quelle facilité elles fe
trouvent & fe démontrent par le calcul,
Nous nous bornerons pour le préfent, &
en faire voir I'ufage pour la démonfiration
de la regle donnée (Géom. 361. Queft. V1)
420. Soit donc ABC (Fig. 71) un trian-

le {phérique , 4 D unarc de grand cercle,,
abaiff¢ de I'angle A perpendiculairement fur
Ie cté oppofé BC; prenons fur ce méme c6té
BE — BA, & ayant imaginé I'arc de grand
cercle 4E, par fonmilieu O & par le point B,
imaginons auffi I’arc de grand cercle BO, qui
divifera 'angle 4 BC en deux parties égales,
Cela pofé, dans le triangle EBQO, on aura
(Geom. 349) , en fuppofant le rayon==1,
i : fin BE ou fin AB: : [in OBE ou fin ‘¥ BC:
Jfin OE; donc fin OF ou fin AE = fin ABx
fint A B C; ou, enquarrant, fin* ; A E=
fin* ABx fin* + ABC; or nous venons de voir
(417) que cof 2a =1— 2[in*a, ou, en faifant
2a==m, cof m==1—2fin’ +m ;donc fin* L m
e=1—1cofm, & par conféquent on peut,
au fieu de /in* - A E , mettre + — -cof A E;
on aura donct —<cof AE = fin* AB x
fin* = ABC, or (Géom. 357) on a, dans le
triangle A B C, cof BD: cof CD ou
cof (BC-BD)::cof AB i cof AC; c'eft-d-dire,
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€o[BD.cof BCcof BD-+/inBCfinBD::cofAB:
cof AC , & par conféquent cof BD cof AC=
cof ABcof BC cof BD—-cofABfinBCfinBD,
@oit I'on tire finBD = c‘ofb’Dcoﬁfﬂ-ce{Achf BCeofBD
cof 4 B finBC x
Par le méme principe , on aura dans le trian=
gle BAE, cofBD : cof DE ou cof(AB—BD)
s:cof A B: cof AE ;cet-a-dire, cof/ BD:
cof AB cof BD +fin AB fin BD :: cof AB:
cof A E ; donc cof B D cof A E = cof A B
cof AL cof BD—-cof 4B fin AB fin CD, d’oia
I’On til’e ﬁﬁ,B _D v cqu’f)c‘o[zg—_:coﬁﬁ'ﬂwfé'{)..
cofAB [in A B 2
€galant ces ceux valeurs de fin B D, & fup-
cof BD
cof A B
on aura, apres les opérations ordinaires ,
‘,of(_;E;ﬁn/i’ﬂcc;_iﬂ'fC—c:)j:fﬂﬁn_a‘fﬂco[b’(:—}-cof‘;‘fﬂﬁnﬁ_'f.
g fin BC ’
fubfticuant cette valeur dans ’équation £ —
30 AE = fin* ABfin*+ ABC, onaura
I fin f':’Bc‘()f/fc—f—c'(fdﬂffm‘:‘B cof BC-coft AB finBC
i 2fin BC
== fin* AB fin*+ AB-.J'(; chaflant les dénomi-
nateurs, & metcant enfuite dans/fin B C—
cof* 4B finB Con fin BC (1 — cof* AB),au
lieu de « — cof* AB , favaleur fin* AB, &
divifant enfuite par fin AB , on aura fin BC
Sin AB—cof AC4-cof AB cof BC—=2 fin ABx
Jin BC fin* 3+ ABC; or (4.1 5)cof A5 cof BC~+
Jin BC fin A B=c¢of (BC— A B) ; dong

primant enfuite le fa&eur commun

SCD LYON 1




488 Cours pE MATHEMATIQUES,

cof ( BC—AB) — cof 4C=2fin AB [in BC
[fin* 2 ABLC ; mais (419) cof (BC—AB)- af/r(,
== 2ﬁ,z( AC+—CB——AB}fn C'-— BC
~+ L A4B5)qoi eft la méme chofc ......
2/in(s AC+LBC+2AB-AB)fin(: AL+,3L+ AJJ’ BO)
ou (en nommant § la fomme des trms cOtEs) o
la méme chofe que 2 fin (+
ﬁrz(—S BC); doncaﬁn(—S——-AB)X
Sin (% S-—}C’—z[}zABfrszfn L A46C,
d’on apres avoir divifé par 2, on tite ]'i'
ABxf}zBC fin (+ S — AB) x fin (+S—BC)
::10ur*:fin*+ A BCjce qui donne, en
employant les logamhmes y la regle qu’il
s agifloit de démontrer.

F1IN.
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	DE L'
ALGEBRE
	PREMIÈRE SECTION, dans laquelle on donne les principes du calcul des quantités Algébriques

	SECONDE SECTION, dans laquelle on applique l'Algèbre à l'Arithmétique & à la Géométrie.




