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PRÉFACE. 

LES connoissanees que nous avons exposées 

dans les deux volumes précédents ,, servent de 

base à toutes les parties des Mathématiques ; & 

la méthode que nous avons suivie pour les pré-

senter , peut servir à ! passer à des vérités plus 

composées. Mais en réfléchissant fur cette métho-

de , on a pu remarquer que le nombre des pro-

positions qu'on est obligé de se rappeller pour 

î'intelligence d'une proposition nouvelle , s'ac-

croît à mesure que cel'le-cï s'éloigne de Forigine 

de la chaîne qui les lie les unes aux autres. 

Cette manière de procéder à la démonstra-

tion ou à la recherche des vérités mathéma-

tiques , est fans- doute lumineuse ; mais elle de-

vient de- plus en plus pénible à mesure que ces 

vérités s'éloignent davantage des connoissanees 

primitives r elle a d'ailleurs l'inconvénient d'exi-

ger de la part de l'esprit, de nouvelles ressources , 

de nouveaux expédients , à mesure qu'on passe à 
de nouveaux objets. 

Cependant, quelque différents que soient le
s 

objets des- recherches Mathématiques ,. les rai-

íòhnemens & les opérations qu'ils exigent, ont 

des parties, communes qu'on peut ramener à des 

règles générales, à laide desquelles on peut soii" 
lager l'esprit d'une grande partie des efforts que 

chaque nouvelle question sembkroit exiger. La 
méthode qu'on appelle Analyse, est celle qui en~ 
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feigne à trouver ces règles ; & rinstrument qu'elle 
emploie pour y parvenir, s'appelle Y Algèbre. 

L'Algebre , ou l'art de représenter par des 
signes généraux toutes les idées qu'on peut se 
former relativement aux quantités, est à pro-
prement parler , une langue en laquelle nous 
traduisons d'abord certaines idées connues ; puis 
par des règles constantes , nous combinons ces 
idées à l'aide des caractères de cette langue ; & 
enfin , interprétant les résultats de ces combinai-
sons , nous en concluons des vérités que toute 
autre manière de procéder auroit rendues d'un 
accès très-difficile , & auxquelles même il feroit 
souvent impossible d'atteindre par une autre voie. 

Les avantages principaux qu'on peut retirer 
de cette science, sont donc de se faciliter I'intel-
ligence & la découverte des vérités mathé-
matiques , & de se procurer des moyens faciles 
& des règles générales pour résoudre toutes les 
questions qu'on peut proposer sur les quantités. 

Les Méthodes de l'Algebre ne nous étoient 
point nécessaires dans les volumes précédents, où 
les objets étoient simples ; mais la synthèse que 
nous y avons employée , ne peut nous procurer 
les mêmes facilités pour traiter ceux qui nous 
restent à parcourir. D'ailleurs une des choses 
qu'on doit avoir en vue dans l'étude des Ma-
thématiques , c'est moins d'accumuler un grand 
nombre de propositions, que d'acquérir l'esprit 
de recherche & d'invention , qui seul peut faire 
mettre à profit les connoissanees que l'on a ac-
quises ; or la manière de procéder en Algèbre 

tend directement à ce but» 
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L'objet principal que nous nous proposons, 
en donnant l'Algebre dans ce volume-ci, est de 
nous mettre en état de traiter, dans le suivant, 
la Méchanique, d'une manière facile & utile. Mais 
pour tirer de l'Algebre les avantages qu'elle peut 
procurer , il faut s'être rendu familier l'ufage 
des différentes opérations qu'elle enseigne, & 
s'être accoutumé à interpréter les phrases de cette 
langue ; c'est pour cette raison, que nous avons 
renfermé dans ce même volume , plusieurs ap-
plications de l'Algebre à l'Arithmétique & à la 
Géométrie. Nous nous étions proposés d'y faire 
entrer encore une autre branche de l'Analyse, 
celle qui regarde les quantités considérées comme 
variables , ou du moins, d'en donner ce qui nous 
seroit nécessaire pour quelques applications uti-
les à la Méchanique ; mais une efpece de nécessité 
de conserver à cette troisième Partie le même 
caractère d'impression qu'aux deux premières, 
ne nous permet pas d'exécuter ce projet pour le 
moment, fans passer de justes bornes. 

Les différentes méthodes qu'on a suivies jus-
qu'ici , pour exposer les principes1 de l'Algebre, 
se réduisent à deux principales. La première con-
siste à donner les règles des quatre opérations 
fondamentales, & celles qui conduisent à la ré-
solution des équations du premier degré, par 
une voie qu'on peut regarder comme synthéti-
que. La seconde, qui est purement analytique, 
conduit à trouver ces règles , en proposant des 
questions dont la résolution exige certaines opé-
rations & certains raifonnemens , que par un 
examen postérieur ,on trouve revenir les mêmes 
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dans toutes les questions, & que par conséquent 

on érige en règles générales. Cette derniere mé-

thode sembleroit d'abord préférable à la pre-

mière , en ce qu'elle paroît devoir flatter l'amour-

propre des commençants, & irriter leur curiosité. 

Mais si l'on fait " réflexion, qu'alors l'attention 

est nécéssairement partagée entre trois objet» , 

sçavoir 1 état de la question, les raisonnements 

pour l'exprimer algébriquement, & les opéra-

tions qu'il faut faire à l'aide de signes dont la 

signification échappe d'autant plus aisément 

qu'on est encore moins exercé à représenter ses 
idées d'une manière abstraite , il me fembïe 

qu'on doutera que cette méthode soit la meil-

leure, dans les commencements, paur le plus 

grand nombre de lecteurs. Ne produirait - elíe 

pas, au contraire , un effet tout opposé à celui 

que quelques-uns lui attribuent ? Les raisonne-

ments qu'elle exige, quoique simples dans les 

commencements, où, fans doute, on ne traite 

que des questions simples , ces raisonnements, 

dis-je , devant être tirés du fonds même de celui 
qui opère, ne l'humilieront-ils pas , lorsqu'ils 

ne se présenteront pas à lui ? La méthode d'in-

vention suppose toujours une certaine finesse ; 

c'est celle qu'ont dû suivre les inventeurs , & par 

conséquent celle des hommes de génie ; or ceux-ci 

ne font certainement pas le plus grand nombre. 

Ce font ces considérations qui nous ont dé-
terminé à suivre la première méthode pour l'ex-

poíition des règles fondamentales j mais pomme 

un des objets que nous nous proposons, est de 
faire acquérir au lecteur cette méthode d'inven-
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tîon, nous n'avons suivi la première, que jus-
qu'où il nous a paru nécessaire de le faire, pour 
que le défaut d'habitude des signes algébriques, 
ne fût plus un obstacle à l'intelligence de ce que 
nous aurions à présenter. 

Nous ne dirons rien de la manière dont les 
choses font traitées ; ce n'est plus à nous à la 
juger. Mais nous croyons pouvoir nous arrêter 
xin moment fur quelques-unes des matières que 
nous avons considérées ; elles font de deux sor-
tes : les unes élémentaires ; les autres , au moins 
pour la plus grande partie , supposent qu'on s'est 
rendu les premières très-familieres. Pour les unes 
& pour les autres , nous avons fait ensorte de ne 
rien omettre de ce qui peut être utile. Nous 
avons distingué celles de la seconde sorte, pat 
de petits caractères : quelques notes répandues 
dans l'ouvrage, & qui appartiennent à la partie 
élémentaire , font à la vérité du même caractère, 
mais elles font distinguées par une étoile. Parmi 
les objets compris fous le petit caractère, nous 
avons renfermé , entre autres choses, i°. le Pré-
cis d'une méthode , qu'on trouvera avec plus 
d'étendue dans les Mémoires de i'Académie des 
Sciences pour Tannée 1764 , & qui a pour objet, 
l'élimination des inconnues dans les équations. 
C'est une partie de l'Algebre , fur laquelle il y a 
encore bien des choses à faire (*), & qui importe 
d'autant plus à la perfection de cette science ; 

(1) Depuis la première Edition de cet Ouvrage, cette partie de l'Al-

gebre ne nous paroît plus laisser les mêmes choses à désirer. Voyez 

{'Ouvrage qui a pour titis : Théorie générale des Equations , cnie nous 
avons publié en 177?. 
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que la résolution générale des équations en déJ 

pend absolument» %°. Une méthode pour la réso« 

lution des équations. Nous ne dirons rien des 

tentatives qui ont été faites fur cette matière 

depuis la naissance de Fanaiyfe. Nous remar-

querons seulement que jusqu'à nos jours, on n'a 

pas passé le quatrième degré ; on n'a pas même 

eu une méthode uniforme pour les degrés qu'on 

fait résoudre. On trouve, à la vérité , dans l'A-

nalyfe démontrée du P. Reyneau, une méthode 

que l'on y donne comme générale , &. qui est 

tíùe à M. Tfchirnaiis, qui la publia dans les actes 

de Leipsik ; mais indépendamment des calculs 

rebutants & superflus auxquels elle entraîne , elle 

ne réussit pour le quatrième degré , que par une 

modification de la règle ; & quelques réflexions 

fur la forme que doivent nécessairement avoir 

les racines des équations des degrés supérieurs , 

font bientôt voir qu'elle ne réuffiroit point 

passé le quatrième degré. Les bornes que les ma-

tières plus nécessaires à notre objet m'ont forcé 

de donner à l'expoíition de la méthode que 

je propose, m'ont empêché d'entrer dans quel-

ques détails fur son application au cinquième 

degré & aux degrés supérieurs. Je m'étois même 

proposé de ne rien publier sur ce sujet, que 

lorsque, libre d'autres occupations, j'aurois pu y 

donner la perfection dont je le croyois suscepti-

ble; mais M. Euler ayant publié dans le tome IX 

des nouv. Comment, de Pétersbourg
 3

 qui vient de 

paroître, une méthode fur la même matière, je 

donne ici les choses, telles que je les ai trouvées 

d'abord
 3

 c'est-à-dire , fur la fin de ìjól. Au 

reste 
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^este, on trouvera plus de détails dans les Mémoi-
res de l'Académie ; on trouvera entre autres 
choses, une méthode pour les équations, dont 
le degré est marqué par un nombre composé » 
cette méthode simplifie le travail dans ces cas: 
nous aurions pu l'employer ici pour le quatrième 
degré ; mais dans le dessein où nous étions de 
faire voir ce que l'on pouvoit présumer de l'appli-
cation de notre méthode , aux degrés supérieurs, 
nous avons préféré d'observer l'uniformité. 

Sous le même caractère d'impreffion font en-
core compris beaucoup d'autres objets que nous 
avons cru devoir traiter, pour ne pas obliger de 
recourir ailleurs. 

Dans la seconde Section , nous nous sommes 
attachés à faire voir la manière d'appliquer l'Al-
gebre , d'en traduire les résultats, de les exprimer 
par lignes. Nous avons tâché de faire bien enten-
dre comment l'Algebre comprend, dans une même 
équation , tous les dissérens cas d'une question ; 
ce que signifient les différentes racines, positives, 
négatives, réelles ou imaginaires. 

La connoissance des principales propriétés des 
sections coniques, nous a paru devoir entrer dans 
notre plan, quelques-unes de ces courbes se ren-
contrant assez souvent dans l'Architecture Na-
vale. Enfin, leur usage pour la construction des 
équations nous y a encore déterminé. Nous 
avons fait eníbrte de présenter ces objets, & plu-
sieurs antres qu'ojk trouvera dans le cours de 
l'Ouvrage, de mamere qu'ils devinssent le germe 
de connoissanees plus étendues pour ceux qui 
désireront les acquérir. 
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LA L G E B R E 

PREMIÈRE SECTION, 

DA N S laquelle ôn donne lès principes 

du calcul des quantités Algébriques» 

ïé E/È but de ía science qu'on appelle 

Algèbre, est de donner les moyens de rame-
ner à des règles générales la résolution dû 

toutes ies questions qu'on peut proposetí 
sur les quantitési 

Ces règles, pour être générales, ne doi~ 

vent pas dépendre des valeurs particulières 

des quantités que l'on confidere, mais biens 

de la nature de chaque question ; & doivent* 
être toujours les mêmes pour toutes lea 
questions d'une même espèce* „ 

II suit de là que l'Algebre ne doit point sâ 
ALGEBRE, 4 
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borner à employer, pour représenter les 

quantités, les mêmes caractères ou les mcmea 

signes que l'Arithmétique. En effet, lorsque, 

par les règles de celle-ci, on est parvenu à 

un résultat, rien ne retrace plus à l'esprít la 
route qui y a conduit. Qu'une ou plusieurs 

opérations arithmétiques m'aient donné 12 

pour résultat, je ne vois rien dans 12, qui 

m'indique si ce nombre est venu de la mul-
tiplication de 3 par 4, ou de 2 par 6 ou de 

l'addition de j avec 7, ou de 2 avec 10, ou, 

en général, de toute autre combinaison d'o-

pérátions. L'Arithmétique donne des règles 
pour trouver certains résultats ; mais ces-

résultats ne peuvent pas fournir des règles. 
L'Algebre doit remplir ces deux objets; & 

pour y parvenir, elle représente les quantités 

par des signes généraux, ( ce font les lettres 

de l'Alphabet ), qui n'ayant aucune relation 

plus particulière avec un nombre qu'avec 

tout autre, ne représentent que ce qu'on 

veut ou ce que l'on convient de leur faire 

représenter. Ces signes toujours présents aux 

yeux dans toute la fuite d'un calcul, conser-

vent j pour ainsi dire, l'empreinte des opé-

lations par lesquelles ils paffent ; ou du 

moins ils offrent dans les résultats de ces 

opérations^ des traces de la route qu'on doit 

teoir pour arriver au même but par les 
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moyens les plus simples* Nous ne nous at-

tachons point ici à développer davantage 

cette légere idée que nous donnons de l'Al-

gebre ; la fuite de cet Ouvrage y est destinée*' 
Non-feulement on représente, en Alge* 

bre, lès quantités, par des signes généraux ; 
on y représente aussi leur manière d'être les 

unes à í'égard des autres, & les différentes 
opérations qu'on a dessein de faire fur elles ì 
en un mot, tout est représentation ; & lors-

qu'on dit qu'on fait une opération , c'est une 

nouvelle forme qu'on donne à une quantité» 

A mesure que nous avancerons, nous ferons 
connoître ces différentes manières de repré^_ 
senter ce qui a rapport aux quantités. 

Des opérations fondamentales fur les 

quantités eonfdérées généralement. 

1. On fait, en Algèbre, fur les quantités 

représentées par des lettres, des opérations 

analogues à celles qu'on fait en Aiithméti* 

que fur les nombres ; c'est-à-dire, qu'on les 
ajoute, on les soustrait, on les multiplie, 

on les divise, &c; mais ces opérations dif-

fèrent de celles de l'Arithmétique, en ce 

que leurs résultats ne font souvent que des 

indications d'opérations Arithmétiques. 

Aij 
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De VAddition & de la Soustraction. 

3. L'addition des quantités semblables 

ïî'a besoin d'aucune règle \ il est évident que 

pour ajouter une quantité représentée par a
3 

avec la même quantité ÍZ, il faut écrire za. 

Pour ajouter 2d
3
 avec $aii faut écrire $a

 3 

& ainsi de suite. 
Quant aux quantités dissemblables , & 

qu'on représente toujours par des lettres dif-

férentes, on ne fait qu'indiquer cette addi-

tion ; & cela s'indique par le moyen de ce 
signe -4-, qui se prononce plus. A insi, fi l'on 
veut ajouter une quantité représentée par a* 

avec une autre représentée par b, on ne peut 

faire autre chose qu'écrire a-\-b; ensorte 

qu'on ne cotìnoît véritablement le résultat 

que quand on connoît les valeurs parti-

culières des quantités représentées par a. 

& par b j d a vaut 5, & si b vaut 12 , a H- b 

vaudra 17. 
Pareillement, pour ajouter $a -+- %b, avec 

9a ■+- 2c & gb -4- 3Ì, on écrira <$a -h 3b -+-

pa-T-2C -f- 9b H- $d; & rassemblant les quan-

tités semblables, on aura 14a -h 12b •+> 2c 

3d. 

4. II y a les mêmes choses à dire fur la 
soustraction que sur l'addition. Si les quan-

tités font semblables, oh,n'a beíoin d'aucune 
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ïegle: il est évident que si de 5 a on veuc 

retrancher 2a, il reste 3a. 

Mais si les quantités sont dissemblables, on 

ne peut qu indiquer la soustraction ; cela s'in-

dique à l'aide de ce signe —, qu'on prononce 

en disant moins. Ainsi si l'on a b à retrancher 

de a, on écrira a—b. Pour retrancher 3 b, de 

5a, on écrira — 3b. Pour retrancher $a 

r+~ 4^ t de pa -+- 6b, on écrira pa-+-6b — <$a 

•— 4-/>, & faisant déduction des quantités sem-

blables í ce qu'on appelle faire îa réduàion ) y 

on a pour reste 4a ■+- 2b. Enfin pour retran-

cher ja 3^ -+- AC de <5st-h 43-r-4<f, on 

écrira 6a-*-qb -h 4</— 5a— 3^ — 4e, & en 
réduisant, on aura cH-^-4-4«i— 4c. 

5. Un nombre qui précède une lettre ,"1 

s'appelle le coefficient de cette lettre ; ainsi 

àài\s 3b, 3 est le coefficient de b. Lorsqu'une 

lettre doit avoir 1 pour coefficient, on ne 

met point ce coefficient : ainsi lorsque de 32 

on retranche 2a, il reste \a; on écrit seule-

ment a. II faut donc bien se garder de 

croire que le coefficient d'une lettre, lors-

qu'il ne paroît point, soit zéro ; il est alors 
l'unité ou i. 

6. II importe peu dans quel ordre òn écriv» 

les quantités qu'on ajoute ou qu'on retranche; 

si l'on a a à ajouter avec b , on peut indiffé-

remment écrire ou 3 & pour re^ 

Aii; 
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trancher b de a, on peut écrire égalemene 

<2 — b ou —£ -4- Û. Mais comme on prononce 

plus aisément les lettres, dans Tordre alpha-

bétique que dans tout autre, nous suivrons 

cet ordre autant que nous le pourrons, 
y. Remarquons encore que lorsqu'une 

quantité n'a point de signe, elle est censée 
avoir le signe -4- ; a est la même chose que 
H- a. On est dans Fufage de supprimer le 

signe dans la quantité qu'on écrit la pre-

mière
 3

 lorsque cette quantité doit avoir le 

signe-4-; mais si elle devoit avoir le signe —
s 

il ne faudroit pas l'omettre. 
8. Lorsqu'après une opération on pro-

cède à la réduction , il peut arriver que Ton 

ait une quantité à retrancher d'une autre 

plus petite ; alors on retranche la plus pe-

tite , de la plus grande, & on donne au 
reste , le signe de la plus grande. Par exem-

ple, si après avoir ajouté 2a-hsb, avec 

ja—7&, on veut réduire le résultat 2a-H 
— 7Ì>, on écrira ja — 4b, en re-

tranchant 3b de 7^3 & donnant au reste 4b
9 

le signe qu'avoit jb. En effet le signe — de 7 b 

dans la quantité <$a — 7b 
3
 indique que jb doit 

être retranché ; mais si l'on vient à augmen-

ter $a — 7b de la quantité 2a-*- sb , il est 
visible que les %b qu'on ajoute, diminuent 

d'autant la soustraction qu'on avoit à faire j il 
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fie doit donc plus y avoir que 4b à retran-

cher ; il faut donc qu'il y ait — 4b dans le 
résultat. De là nous concíuerons cette règle 

générale : L'addition des quantités algébriques 

se fait en écrivant leurs parties, à la fuite les 

unes des autres
 3

 avec leurs signes tels qu'ils 

font : on réduit ensuite les quantités semblables* 
à une feule, en rassemblant d'une part* toutes 

celles qui ont le signe -H, & d'une autre part, 

toutes celles qui ont le signe — ; enfin on retran-

che le plus petit résultat
 t

 du plus grand, & on 

donne au refte, le signe qu'avoit le plus grand. 

EXEMPLE. 

On veut ajouter les quatre quantités sui-

vantes : $a-h 3b— 4c 

2.a—$b-t-6c-4- 2d 

a—Ab—zc-+~3e 

ya~h4b— 3c — 6e 

Somme.... ja-4- 3b — 4c-4r 2a — j£ 
Cc -4- zd-h a — 4b —- ic H- 3e -J- ja -h 4b 

«—3c-*~ 6e. 

Faisant la réduction, j'ai pour les a, 15a; 

pour les b, j'ai -4- "jb d'une part & —9b de 

l'autre, & par conséquent — 2b pour reste ; 

pour les c, j'ai — 9c d'une part, & -f- 6c de 

l'autre, & par conséquent — 3c pour reste ; 

réduisant les autres de même, on trouy© 

Aiv; 

SCD LYON 1



COURS 

enfin i $a — zb — 3 c -4- id —> 3^. 

9. Les quantités séparées par les signes 

H- & — , s'appellent les termes des quantités 

dont elles font parties. 
I O. Une quantité est appellée Monôme* 

Binôme, Trinôme* ôcc, selon qu'elle est com-

posée de 1 , ou de .2, ou de 3 &c, termes 5 

êc une quantité composée de plusieurs ter-
mes dont on ne définit pas le nombre, s'ap-; 

pelle en général un Polynôme. 

II. A l'égard de la soustraction des 

quantités algébriques, voici la règle géné-
rale : Change^ les signes des termes de la quan-

tité que vous deve^ soustraire j cejl-à-dire* 

changt^-V- en —, 6" — cn~4~\ ajoute^ ensuite 
cette quantité * ainsi changée * avec celle dont 

on doit soustraire * & réduise^. 

EXEMPLE. 

De 6a — 3^ -f-4c on veut retrancher lâ 
quantité <$a — <>b 6e. 

A la fuite de 6a— 3b-4- 4c, j'écris—<^a 

«4- ^b — 6ç, qui est la seconde quantité , dans 

Î2quelle on a changé les signes ; & j'ai 6a—• 

$b-+-4c— 5ssl-4- <>b — 6c, & en réduisant, 
a -4- 2b — ze pour reste. 

Pour rendre raison de cette règle, prenons 
un exemple plus simple. Supposons que d© 

a on veuille retrancher b
 t
 il est évident qu'on 
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«doit écrire a —b; mais si de a on vouloit re-

trancher b—c, je dis qu'il faut éa ire a —b-\-c; 

en effet il est clair qu'ici ce n'est pas b tout 

entier qu'il s'agit de retrancher j mais feule-

ment b diminué de si donc on retranche 

d'abord b tout entier en écrivant a — b, il 
faut ensuite, pour compenser, ajouter ce 

qu'on a ôté de trop , il faut donc ajouter c, il 
faut donc écrire a — b-+-c, c'est-à-dire, 

qu'il saut changer les signes de tous les 

termes de la quantité qu'on doit soustraire. 

Dans les nombres, cette attention n'est pas 

nécessaire, parce que si l'on avoit 8 — 3, pat 

exemple, à retrancher de 12 , on coramen-

ceroit par diminuer 8 de 3, ce qui donneroit 

5 qu'on retrancherait de 12 , & on auroit 7 

pour reste ; mais on voit aussi qu'on pour-

roit retrancher d'abord 8 de' 12 , & au reste 

4 ajouter 3 , ce qui donneroit également 7 ; 
or c'est ce dernier parti qu'on prend 8c qu'il 
faut nécessairement prendre en Algèbre, 

parce qu'on ne peut faire la réduction préli-

minaire comme fur les nombres. 

11. Les quantités précé dées du signe -f-, 

se nomment quantités positives ; ôc celles qui 

font précédées du signe —, se nomment 

quantités négatives. Nous entrerons par la 
fuite, dans quelque détail fur la nature & les 

usagés de ces quantités considérées séparé* 
ment l'une de l'autre. 
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De la Multiplication* 

I 3« La multiplication Algébrique exige 

quelques considérations qui lui font particu-

lières, & qui n'ont pas lieu dans la multipli-

cation Arithmétique. Indépendamment des 

quantités, il y a encore les signes à con-

sidérer. 
Au reste, à ne considérer que les valeurs 

numériques des quantités représentées par 

îes lettres, on doit fe former de la multipli-

cation algébrique la même idée que de la 

multiplication arithmétique ( Arith. 40 ) ; 
ainsi, multiplier a par 3, c'est prendre la quan-

tité représentée par a, autant de fois qu'il y 

a d'unités dans la quantité représentée par b. 

14- Mais comme l'objet est ici de faire 
ou de représenter la multiplication, indépen-

damment des valeurs numériques des quan-

tités , il faut convenir des signes par lesquels 

nous indiquerons cette multiplication. 
On fait souvent usage de ce signe x

 s
 qui 

signifie multiplié par ; ensorte que a x b signifie 

a multiplié par b, ou que l'on doit multiplier 

ú par b. 
On fait aussi usage du point, que l'on in-

terpose entre les deux quantités qu'on doit 

multiplier ; ensorte que a. b & a x b signifient 

la même chose. 
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Enfin on indique encore la multiplication," 

(du moins entre les quantités monômes) en 

«e mettant aucun signe entre le multipli-

cande & le multiplicateur ; ainsi a x b , a. b
9 

ab font trois expressions dont chacune dési-

gne qu'on doit multiplier a par b. Cette der-

niere est la plus usitée. 
I 5- Pour multiplier a b par c, on écrira 

donc a b c. Pour multiplier ab par cd, on 

écrira abcd, & ainsi de fuite : il importe 

peu d'ailleurs dans quel ordre ces lettres 

soient écrites, parce que {Arith. 44 ) le pro-

duit est toujours le même dans quelque ordre 

qu'on multiplie. 
I r5. Lors donc qu'à l'avenir nous ren-

contrerons une quantité comme ab, ou abc, 

ou a b cd, &c > dans laquelle plusieurs lettres 
se trouveront écrites de fuite fans aucun 

signe, nous en concluerons que cette quan-
tité représente le produit de la multiplica-

tion successive de chacune des lettres qui 

la composent. 
I J. Nous avons nommé ( Arith. 42 ) 

facteur d'un produit, tout nombre qui, par 

la multiplication, a concouru à former ce 

produit; ainsi dans ab, a & b font les fac-

teurs ; dans abc , les facteurs font a, b ,c , 

& ainsi de fuite. 

I 8- II fuit de la règle que nous venons 
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de donner (i;), que le produit de la multi-t; 

plication de plusieurs quantités algébriques 

monômes^ doit renfermer toutes les lettres qui 

se trouvent tant dans le multiplicande que dans 

le multiplicateur. 
Cela posé, si les quantités qu'on doit mul-

tiplier , écoient composées de la même let-

tre , cetíe lettre se trouveroit donc écrite 

dans ìe produit autant de fois qu'elle l'est 

dans tous le.s facteurs ensemble, quel que soit 
le nombre des quantités qu'on ait à multi-

plier : ainsi a multiplié par a donneroit a a ; 

a a multiplié par aaa, donneroit aaaaa; 

a a multiplié par àaa & multiplié encore 

par a, donneroit aaaaaa. 

I Dans ce cas, on est convenu de n'é-

crire cette lettre qu'une feule fois, mais de 

marquer, par un chiffre qu'on appelle Expo-

sant, & qu'on place fur la droite ôc un peu 

au-dessus de la lettre, combien de fois cette 

lettré est facteur, ou combien de fois elle 

doit être écrite. Au lieu de aa, on écrira 

donc a* ; au lieu de aaa , on écrira a1; au lieu 

de a a aaa, onécrira aS, & ainsi des autres. 

Souvenons-nous donc à l'avenir, que /''expo-

sant d'une lettre, marque combien de fois cette 

lettre ejl faâeur dans un produit. Dans a} b2, c 

il y a trois facteurs de valeur différente, 

savoir a
}
b
}

c : mais, de ces lettres, la pre-
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imiere est facteur trois fois ; la seconde, deux 

fois ; & la troisième, une fois : en effet a3 b2 c 
équivaut à aaa b b c. 

II faut donc bien se garder de confondre 

l'exposant, avec le coefficient ; de confon-

dre , par exemple, a3 avec 2c, a1 avec 3a : 

dans 2a, le coefficient 2 marque que a est 
ajouté avec a, c'est-à-dire, que 2a équivaut 

à ÍZ-4-Û ; mais dans a2, l'exposant 2 marque 

que la lettre a devroit être écrite deux fois 

de fuite fans aucun signe ; qu'elle est multi-

pliée par elle-même, ou enfin qu'elle est fac-

teur deux fois ; c'est-à-dire , que az équivaut 

à a x a ; ensorte que si a vaut 5, par exemple , 

za vaut 10 ; mais a* vaut 25*. 

20. On voit donc que pair multiplier 

deux quantités monômes qui auroent des lettres 

communes
 }

 011 peut abréger l'tpération
 3

 en 

ajoutant tout de fuite les exposaus des lettres 

semblables du multiplicande & cu multiplica' 

teur. Ainsi pour multiplier as pa: a3, j'écris as
f 

c'est-à-dire, que j'écris la lettres en lui don-

nant pour exposant, les deux ecposants 5- & 
3 réunis. De même pour mulúplier a3 b* c 

par a* b1 c d, j'écris a7bsc2d, en écrivant 

d'abord toutes les lettres différentes ab c d, 

& donnant ensuite à la première pour expo-

sant 7 qui est la somme des exposants 3 & 4;. 
à la seconde, 5 qui est la somme des deux 
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exposants 2 & 3 ; & à la troisième, 2 qui est 

la somme des deux exposants 1 & 1 ; ca£ 

quoique l'exposant de c ne soit pas marqué, 

on doit néanmoins sousentendre qu'il est i, 
puisque c est facteur une fois ; donc toute 
Lettre dont l'exposant n estpoint écrit* est cen* 

fée avoir 1 pour exposant ; & réciproquement 
toutes les fois eu une lettre devra avoir 1 pour 

exposant* on peut se dispenser d'écrire cet 

exposant. 
Telle est la règle pour les lettres dans 

les quantités .nonomes. 

11. Quand les quantités monômes sont 

précédées d'un chiffre, c'est-à-dire, d'un coef-

ficient, il faut commencer la multiplication 

par ce coefficient * ôc cette multiplication se 
fait suivant les règles de. l'Arithmétique j 

ainsi pour rmltiplier <; a par 3b, je multiplie 

d'abord 5 par 3 , puis a par b , & je trouve 

15 ab pour produit. Pareillement, si j'ai 

12a? b2 à multiplier par 5m4 b3, j'aurai 1 o2,a7bS. 

Nous avons dit en Arithmétique, qu'une 

quantité étoit élevée à la première, seconde * 

troisième, &c, puissance, ou au premier, 

second, troisemedegré , selon qu'elle étoit 

facteur 1,2, 5, &c, fois ; donc une lettre qui 

a pour expofmt 1, ou 2 , ou 3, ou 4., &c , 
est censée élevée à la première, ou à la se-

conde , ou à ia troisième puissance ; ainsi az. 
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est la seconde puissance ou le quarré de a ; 

<z3 est le cube ou la troisième puissance de a, 

& ainsi de suite. 
%i. Ces principes posés, venons à la 

multiplication des quantités complexes. Ii 
faut, pour cette multiplication, suivre le 

même procédé qu'on suit en Arithmétique 

pour les nombres qui ont plusieurs chiffres, 
c'est-à-dire, qu'il faut multiplier successive-

ment chacun des termes du multiplicande, 
par chacun des termes du multiplicateur, 

& cela en observant les règles que nous 

venons de donner pour les monômes. Ort 
n'est point assujetti, comme en Arithméti-
que , à opérer en allant de droite à gauche 

plutôt que de gauche à droite ; cela est indif-

férent ; nous prendrons même ce derniet 
parti qui est le pius en usage. 

EXEMPLE I. 

On propose de multiplier a-hb. 
psr « « • • T. P c 

Produit. . . . . . . ac-j-bc. 

i°. Je multipHe a par c, ce qui ( IJ ) me 

donne ac. 20. Je multiplie b par c, ce qui me 

donne bc\ j'ajoute ce second produit au 

premier en les unissant par le signe -f-, ôc 

j'ai ac-i-bc pour produit total. 
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S'il y avoic un second terme aumultíplí* 

cateur, je multiplierois actuellement par ce 

second terme , & j Ajouter ois ce second pro« 

duit au premier. 

EXEMPLE II. 

Si j'avois . a-+-b 

à multiplier par. . c-\*d 

Produit. . . . . ac >+-bc-had-*-bd. 

Apre» avoir multiplié a & b par c, ce qui 

donne ac-k-bc , je multiplierois aussi a & b 

par d, ce qui me donneroit ad-t-bd, qui 

.joint au premier produit, donne a c -+- b c -+-

ad-hbd. En effet, multiplier a -f- b pat 

c-\-d> c'est prendre non-feulement a , mais 

encore b, autant de fois qu'il y a d'unités 

dans ia totalité de c-+-</, c'est-à-dire
 3

 autant 

de fois qu'il y a d'unités dans c, plus autanc 

de fois qu'il y a d'unités dans d. 

EXEMPLE III. 

On propose de multiplier a— b 

par . c 

Produit '. ac— bc 

Après avoir multipl'é a par c, ce qui donne 

ac, je multiplie b par c, ce qui donne bc; 

mais au lieu d'ajouter ce dernier produit au 

premier, je l'en retranche, parce qu'ici ce 

n'est; 
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fc'est point la somme des deux quantités a Ôt b 

qu'il s'agit de multiplier , mais feulement 

leur différence, puisque a — b signifie qu'on 

doit retrancher b de a ; or fi l'on multiplie a 

tout entier, ainsi qu'on le fait par la première 

opération , il est visible qu'on y multiplie de 

trop la quantité b dont a devoir être diminué; 

il faut donc ôter de ce produit, la quantité b 

multipliée par c, c'est-à-dire, ôter bc. 

Dans les nombres, cette attention n'est pas 

nécessaire, parce qu'avant de faire la multi-

plication, on feroit la soustraction qui est in-

diquée ici dans le multiplicande. Si l'on avoit, 

par exemple ,8 — 3 à multiplier par 4 , on 

réduiroit tout de fuite le multiplicande 8— 

à $ que l'on multiplieroit ensuite par 4. Mais 

on voit aussi qu'on viendroit également au 

même résultat en multipliant d'abord 8 par 4, 

ce qui donneroit 52 , puis 5 par 4, ce qui 

donneroit 12 ; ôc retranchant ce dernier pro-

duit du premier, on auroit ZÔ comme pac 

la première voie ; or cette seconde manière , 

qu'il seroit peut-êtreridicule d'employer pout 

les nombres j devient indispensable pour les 

quantités littérales, puisque dans celles-ci U 

soustraction préliminaire ne peut avoir lieu. 

'ALGÈBRE* 
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EXEMPLE IV. 

On propose de multiplier a — b 

par . c— d 

Produit ...... ac—bc—ad r-bd 

On multipliera d'abord a — b par c, ce qui 

donnera ac—bc, on multipliera ensuite a—b 

par d, ce qui donnera ad—bd\ enfin on 

retranchera ce second produit ad—bd, du 

premier, & (n) on aura ac—bc—qd~i~bd 

pour produit total. 
En effet, puisque le multiplicateur est 

moindre que c , de la quantité d, il marque 

qu'il ne faut prendre le multiplicande qu'au-

tant de fois qu'il y a d'unités dans c diminué 

de d \ or comme on ne peut faire cette dimi-

nution avant la multiplication \ on peut pren-

dre d'abord a—b autant de fois qu'il y a d'uni-

tés dans c, c'est- à-dire, multiplier a—b par c> 

puis en retrancher a—b pris autant de fois 

qu'il y a d'unités dans d, c'est-à dire, en 

retrancher le produit de a—b par d. 

1 3. Si l'on fait attention aux signes des 

termes qui composent le produit total ac—bc 

•—ad-\-bd, & qu'on les compare avec les si-

gnes des termes du multiplicande & du mul-

tiplicateur qui les ont donnés , on observera 

.1°. que le tes me a qui est censé avoir le 

ïigne étant multiplié par le terme c qui est 
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Censé aussi avoir le signe -+-, a donné pout 

produit ac qui est censé avoir le signe-4-, 

2°. Que ìê terme b qui a le signe —, étanc 

multiplié par le terme c qui est censé avoir la 

signe -+•
 3

 a donné pour produit bc avec le 
signe —. 

5°. Que le terme a qui a le signe -f-, mul-î 

tiplié par le terme d qui a le signe —, a donné 

pour produit ad avec la signe —. 

4°. Enfin que le terme b qui aje signe —^ 

étant multiplié par le terme d qui a aussi le 

signe —, a donné pour produit le terme b d 
qui a le signe , " 

Donc à l'avenir nous pourrons reconnoître 

facilement dans les multiplications partielles , 

fi les produits particuliers doivent être ajou-

tés ou retranchés ; il suffira pour cela d'ob-

server les deux règles suivantes que nous four-

nissent les observations que nous venons de 
faire. 

14. Si les deux termes que l'on doit muid' 

plier f un par l'autre, ont tous deux le même 

figne, c'ejì-à-dire, ou tous deux -H ou tous 

deux—, leur produit aura toujours le figne -+-, 

Si au contraire ils ont différents signes
 y
 c'eji-à-

dire, l'un -+- & l'autre —, ou l'un — & L'au-

tre -h, leur produit aura toujours le figne —. 
A laide de ces règles & de celles que nous 

avons données (IJ, ÌO, 21 ôcxi) on est 

B ij 
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en état de faire toute multiplication algébrï-* 
que. Mais pour procéder avec méthode, on 

observera d'abord la règle des'signes, puis 

celles des coefficients, enfin, celle des lettres 

& des exposants. 
Terminons par un exemple où. toutes ces 

règles soient appliquées. , 

EXEMPLE. V. 

Ost propose de multiplier 5a*—ta
i
t>-h4<i

2
l>'

i 

par ....... à'—4à
l
b-k-ib

1
' 

— ioa6b -+-8<i5£2— 
-i-loaH-1—4u'í*-f- 8a2£s 

Produit ja7_22a
í
í-»-iïsl

s
3

I
—éa^

5
— 4sl

Î

**-J-8sl
1
í' 

Je multiplie successivement les trois termes 

'5 a
4
,—2à

ì
b

3
 -4- 4Û

2
/>

2
, par le premier terme a? 

du multiplicateur. Les deux termes ja4 & a
1 

ayant le même signe, le produit doit (24) avoir; 

le signe -+- ; mais (7) j'omets ce signe, parce 

qu'il appartient au premier terme du produit. 

Je multiplie ensuite le coefficient j de a
4
, par 

le coefficient 1 de a
1
 (21), ce qui me donne 5-; 

enfin multipliant Û
4
 par a

3
 selon la règle don-

née (20), c'est-à-dire, ajoutant les deux expo-

sants 4 & 3 , j'ai a
7

f
 & par conséquent 5 a7 

pour produit. 
Je passe au terme — 2a

l
b ; & pour le mul-

tiplier par a
3

3
 je vois que les signes de ces 

deux quantités étant différents, le produit 
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8oit avoir le signe— ; je multiplie ensuite le 

coefficient 2 de a3 b par le coefficient 1 de 

à>, & enfin a3b par a\ & j'ai — zcfh pour 

produit. . • -
Par un procédé sembîable,le terme-Hrû*£* 

multiplié par a3 donnera-4-4a'/>\ 

Après avoir multiplié tous les termes du 

multiplicande par a3, il faut les multiplier par 

le second terme—4a* b du multiplicateur. 

Le terme ;a4 multiplié par — ^.a2b designe 

différent donnera — 2oa6b\ le terme — 2a3 b 

multiplié par — %c?b de même signe, don-
nera -4- %a?b% ; & le terme -4- ^cfb1 multiplié 

par — ^cfb de signe différent, donnera—; 

,i6a*bK 

Enfin on passera à la multiplication par le 

terme -4- 2b3, & en suivant les mêmes règles 

on trouvera-4- xocâb* — 4a3 b* -4- Sa1^ pour 

les trois produits pártiels. 
Faisant attention que parmi tous les diffé-

rents produits partiels qu'on vient de trouver, 
il y a des termes semblables, c'est-à-dire , 

composés'des mêmes lettres avec les mêmes 

exposants, on fera la réduction en réunissant 
ceux qui ont le même signe & déduisant ceux 

qui ont des signes contraires, ce qui donnera 

enfin $á?— 22a6b -4- 1 %éit— 6a*b3— ^a3bt 

r+- 8sl'i»J pour produit total.-

2 5 • Comme il importe de se familiariser 
Biij 
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avec la pratique de cette règle, nous joignons 

ici pour exercer les Commençants, une table 

qui renferme plusieurs exemples. Nous ajou-

terons en même-temps quelques remarques 

fur quelques-uns de ces exemples. 

Dans le premier., on a multiplié a-~+- b qui 

représente généralement la somme de deux 

quantités, par a —-b qui représente généra-

lement leur différence, & l'on trouve pour 

produit a2—b2 qui est la différence du quarré 

de la première au quarré de la seconde, ou 

la différence des quarrés de ces deux quan-

tités. On peut donc dire généralement que la 

jomme.de deux quantités, multipliée par leur 

différence, donne toujours , pour produit, la 

différence des quarrés de ces mêmes quantités. 

Qne l'on prenne deux nombres quelconques, 

5 & 3 ,par exemple ; leur somme est 8 & leur 

différence 2, lesquelles multipliées l'une par 

l'autre donnent 16, qui est en effet la diffé-

rence du quarré de j au quarré de 3 , c'est-à-

dire , de 2 5 à p. Et réciproquement
 t

 la diffé-

rence des quarrés de deux quantités*, peut tou-

jours être considérée comme formée par la mul-

tiplication de la somme de ces deux quantités 

par leur différence. Ainsi la quantité b2—cz 

qui est la différence du quarré de b au quarré 

de c, vient de la multiplication de b -f- c par 

h — c. Ces deux propositions nous seront 

utiles par la fuite. 
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On peut déja remarquer en passant, un des 

usages de l'Algèbre pour découvrir des vérités 

générales. 
Le second exemple fait voir, d'une ma-

nière générale & simple , ce que nous avons 
dit en Arithmétique fur la composition cUi 

quarré, savoir que le quarré de la somme a~r-b 

de deux quantités , est composé du . quarré z* de 

la première, du double 2ab de la première mul-

tipliée par la seconde
}
 & du quarré b2 de la 

seconde. 
Le troisième exemple confirme ce que 

nous avons dit aussi en Arithmétique fur la 
formation du cube. On y voit slM- 2ab -f- b2

9 

quarré de a-+-b , qui après avoir été multi-

plié par a-ì-b, donne a1-+-^a''b --H |M* b3, 
dont le premier terme est ie cube de a, le 

second qui est le même que $a2xb, est le 
triple du quarré de a, multiplié par b : on 

voit de même que ^ab2 est le triple de a mul-

tiplié par le quarré de b ; & enfin b3 est 

le cube de b. 
16. Pour indiquer la multiplication entre 

deux quantités complexes, on est dans fu-

sa g e de renfermer chacune de ces deux quan-

tités entre deux crochets, & d'interposer 
entre elles l'un des signes de multiplication 

dont nous avons parlé plus haut (14) ; quel-

quefois môme on n'interpose aucun signe 
B iy 
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ainsi pour marquer que la totalité de la quarté 

tité a*M ^ab-\-b
2 doit être multipliée par la 

totalité de ?sl-f- %b, on écrit (a2H- ^ab -4- b1) 

x (2sl-+- $b) ou (a2-hsab-+-b2). (2a+3b) ou 

simplement (cf-h 3ai •+-b
1
) (za + $b). Quel-

quefois au lieu d'écrire chaque quantité entre 

deux crochets,on couvre.chacuned'une barre 

en cette manière, a2
-4- ̂ ab-hb2 x 2a-h $b. 

17. II y a beaucoup de cas où il est plus 

avantageux d'indiquer la multiplication que 

de l'exécuter. On ne peut donner de règles 

générales fur ce sujet, parce que cela dépend 

des circonstances qui donnent lieu à ces opé-

rations : nous verrons par la fuite plusieurs 

de ces cas. C'est principalement par l'usage 

qu'on apprend à les distinguer. On peut ce-

pendant dire assez généralement, qu'il con-

vient de se contenter d'indiquer les multipli-

cations , lorsque celles-ci doivent être suivies 

de la division; parce que cette derniere opé-

ration s'exécutant souvent, ainsi qu'on va 

le voir, par la seule suppression des facteurs 

communs au dividende & au diviseur, on dis-

tingue plus facilement ces.facteurs communs, 

Jorfqu'on n'a fait quïndiquer la multipli-

cation. 

1 
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JDÍ la Division, 

2 8 - La manière de faire cette opération 

fcn Algèbre, dépend beaucoup des signes que 

nous sommes convenus d'employer pour la 

multiplication. L'objec en est d'âilleurs le 
même qu'en Arithmétique. 

19. Lorsque la quantité qu'on proposera 
à diviser n'aura aucune lettre commune avec 

le diviseur, alors il n'est pas possible d'exé-

cuter l'opération; on ne peut que l'indiquer, 
& cela se fait en écrivant le diviseur au des-
sous du dividende, en forme de fraction, 6c 
séparant l'un de l'autre par un trait ; ainsi 
pour marquer qu'on doit diviser a par b, on 

écrit j, & l'on prononce a divisé par b ; pour 

marquer qu'on doit diviser aa-h-bb par c-hd, 
» . aa-ì-bb 

ou écrit 7. 

30. Lorsque le dividende & le diviseur 
sont monômes, si toutes les lettres qui se 
trouvent dans le diviseur, se trouvent aussi 

dans le dividende, la division peut être faite 

exactemeut, & on l'exécutera en suivant 
cette règle.... Supprime^dans le dividende 

toutes les lettres qui lui font communes avec le 

diviseur ; les lettres qui rejìen-nt, composeront 
le quotient, Ainsi pour diviser a b par a , je 
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supprime a dans le. dividende ab, & j'aî b 
pour quotient. Pour diviser abc par a b, je 
supprime Û£ dans le dividende, ôt.j'ai c pouc 

quotient. 

En effet, puisque (IJ) les lettres écrites 

fans aucun figne interposé , sont les facteurs 

de la quantité dans laquelle elles entrent, les 

lettres du diviseur, qui sont communes au 

dividende,sont donc facteurs de ce dividende; 

or nous avons vu (Arith. 6$ ) que lorsqu'on 

divise un produit par un de ses facteurs, on 

doit trouver pour quotient l'autre facteur ; 

donc le quotient doit être composé des lettres 

du dividende, qui ne sont^point communes 

entre ceïui-ci & le diviseur. 

3 I. II suit de-là que lorsqu'il y aura des 

exposants, la règle qu'on doit suivre, est de 

retrancher t'exposant de chaque lettre du divi-
seur, de L'exposant de pareille lettre du divi-

dende; ainsi pour diviser a) par a2, je re-

tranche 2 de 3 , il me reste i, & par consé-

quent j'ai a1 ou a pour quotient. De même , 

ayant à diviser a tfc2 par a2bc, j'aurai a2b2c. 

En effet ~ est la même chose que — qui 
a1 * au * 

selon la règle donnée (30), se réduit à a, 
en ôtant les lettres communes au dividende 

& au diviseur. En générai, puisque le quo-

tient ne doit avoir que les lettres qui ne font 
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.$>oïnt communes au dividende & au diviseur, 

l'exposanc de chaque lettre du quotient ne 

doit donc être que la différence entre les 

exposants de cette lettre dans le dividende 

Ôc dans le diviseur. 

3 2. Donc si une lettre a le même exposant 

dans le dividende & dans le diviseur , elle 

aura zéro pour exposant dans le quotient ; 

ainsi a3 divisé par a3 donnera a0 ; a3bc'1 divisé 
par cfbc*, donne axb°c° ou ab°c°. Dans ce 

cas, on peut se dispenser d'écrire les lettres 

qui ont o pour exposant ; car chacune d'elles 

n'est autre chose que l'unité. En effet, lors-
qu'on divise a3 par a3, on cherche combien 

de fois a3 contient a3 ; or il le contient évi-

demment 1 fois ; le quotient doit donc être 1: 

d'un autre coté a3 divisé par a3 donne pour 

quotient, donc a9 vaut 1. En général, 

toute quantité qui a\éro pour exposant
}
vaut 1. 

3 3* ^ quelques lettres du diviseur ne 

sont pas communes au dividende, ou si quel-

ques-uns des exposants du diviseur sont plus 

grands que ceux de pareilles lettres du divi-

dende , alors la division ne peut être faite 

exaòtement : on ne peut que l'indiquer com-

me il a été dit ci-deslus ( 25* ). Mais on peut 

simplifier le quotient ou la quantité fraction-

naire qui le représente alors. La'regle qu'il 

faut suivre pour cela, est de supprimer dans 
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le dividende & dans le diviseur, les lettres1 

qui leur font communes ; ensorte que s'il y 

a des exposants, on efface la lettre qui a le 
plus petit exposant, & l'on diminue de pa-

reille quantité le plus grand exposant de la 

même lettre. Par exemple, si l'on propose 

de diviser a
s
bc

}
 par Û

2

£

3

C

4
, on écrira 

que l'on réduira en cette manière ;on effa-

cera a* dans le diviseur, ôc l'on écrira seu-

lement a1 dans le dividende ; on effacera h 

dans le divi ende, & l'on écrira seulemeutè* 

dans 'e diviseur, enfin on effacera c3 dans le 

dividende-,1 &. l'on écrira seulement c dans le 

diviseur; ensorte qu'on aura ~, On trouvera 

de meme, que -^fg íe réduit a ~
d

» 

Si, par ces opérations, il ne restoit plus 

aucune lettre dans le dividende, il faudroic 

écrire l'unité: ainsi —, se réduira à —. 

La raison de ces règles est facile à saisir 

après tout ce qui a été dit ci-deffus j, car sup-

primer , ainsi qu'on le prescrit, le même 

nombre de lettres dans le dividende & dans 

le diviseur, c'est diviser, par une même quan-

tité, chacun des deux termes de la fraction 

qui exprime le quotient : or cette opération 

(drith. 8pj n'en change point la valeur êe 

simplifie la fraction, 
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34. Jusqu'ici nous n'avons pas eu égard 

au coefficient que peuvent avoir le dividende, 

ou le diviseur, ou tous les deux. La règle 
qu'on doit suivre à leur égard, est de les 

diviser comme en Arithmétique ; & si la di-

vision ne peut pas être faite exactement, on 

les laisse íoùs la forme de fraction , que Ton 
réduit à fa plus simple expression {Arìth. 29), 

lorsque cela est possible. Par exemple, ayant 
à diviser 8aìb par ^a2b, je divise 8 par 4, & 

j'ai pour quotient, 2 ; divisant ensuite a?b par 

a1 b, j'ai pour quotient, a, & par conséquent 
aa pouir quotient total. Ayant à diviser 8a3b\ 

par 6ab, ) écris que je réduis a —. 

3 5. La règle que nous venons de donner 

(33) > eft générale, soit que le dividende & 
le diviseur soient monômes, soit qu'ils soient, 

complexes ou polynômes, pourvu que dans 
ce dernier cas, les lettres communes áu di-

vidende & au diviseur soient en même-temps 

communes à tous les termes séparés par les 
lignes -4- & —. C'est ainsi qu'ayant as -h-^b 

•—$a2b3 à diviser par a3—^cfb, on ré-

uira le quotient —a, ,j—, a la quantité 

•—-pzr^,—-, en supprimant a% qui est .fac-

teur commun de tous les termes du dividende 
& du diviseur. 
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3 ó.Sile dividende & ie diviseur sont eartì* 

plexes, on ne peut donner de règles géné-

rales pour reconnoître, par i'inspection seules 

si la division peut ou ne peut pas être faite 
exactement. II faut, pour s'en assurer & trou-

ver en même-temps le quotient, faire i'opé-i 

ration que nous allons enseigner. 
, ic. Disposer, sur une même ligne, le divi-

dende & le diviseur, & ordonner leurs termes 

par rapport à une même lettre commune à 
l'un ôc à i'autre, c'est-à-dire, écrire, par 
ordre de grandeur, les termes où. cette lettre 

a des expoîants consécutivement plus petits. 

2°. Cette disposition faite, on sépare le 

dividende du diviseur par un trait, & onpro* 

cède à la division en prenant seulement le 

premier terme du dividende que l'on divise, 

suivant les règles données ci-dessus (30, 31 

& 54), par ie premier terme du diviseur, ôc 

l'on écrit le quotient sous le diviseur. 

3°» On multiplie successivement tous les 
termes du diviseur par le quotient qu'on 

vient de trouver, ôc on porte les produits 

fous le dividende, en observant de changer 
leur signe. 

40. On souligne le tout ; & après avoir 

sait^a réduction des termes semblables, on 

écrit le reste au-dessous pour commencer 

une seconde division de la même manière -
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&n prenant pour premier terme celui des 

termes restants qui a ie plus fort exposant. 

Sur quoi il faut remarquer qu'ici, comme 

dans la multiplication, on doit avoir égard 

aux signes du terme du dividende & du terme 
du diviseur que l'on emploie : la règle est la 

même que pour la multiplication, c'est-à-

dire, que 
Si le dividende & le diviseur ont le même 

signe i le quotient aura le Jigne -K 

Si, au contraire, ils ont différents Jìgnes, 

le quotient aura le figne —. 
Cette règle pour les signes, est fondée suc 

ce que {Arith, 74) le quotient multiplié par 
le diviseur, doit reproduire le dividende. U 

faut donc que le quotient ait des signes tels 
qu'en le multipliant par le diviseur, on repro-

duise le dividende avec les mêmes signes ; or 

cette condition entraîne nécessairement la 

régie que nous venons de donner. 
Pour procéder avec ordre , on commen-

cera par les signes, puis on divisera le coeffi-

cient , enfin les lettres. 

EXEMPLE. 

On propose de diviser aa — bb par b -ha; 

J'ordonne le dividende & le diviseur par 

rapport à l'une ou à l'autre des deux lettres a 
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& b, par rapport à a, par exemple; & je les 
écris comme on le voit ici : 

Divid... aa—bb 

— aa—ab 
a-h b Diviseur. 

a — b Quotient. 

Reste . . . . — ab—bb 

*±-ab-\-bb 
Reste o 

Le signe du premier terme a a du dívi* 

dendé , étant le même que celui de.a pre-

mier terme du diviseur, je dois mettre-h aií 

quotient ; mais comme c'est le premier termey 
je puis omettre le signe -K 

Je divise aa par a; j'ai pour quotients 
que j'écris fous le diviseur. 

Je multiplie successivement les deux ter-i 

mes a & b du diviseur, par le premier terme a 

du quotient, & j'écris les produits a a & ab 

fous le dividende, avec le signe —, contraire 
à celui qu'a donné la multiplication, parce 

que ces produits doivent être retranchés du 
dividende. 

Je fais la réduction en effaçant les deux 
termes a a & — a a qui se détruisent ; il me 

reste — ab, qui, avec la partie restante — bb 

du dividende, compose ce qui me rvste à 
diviser. 

Je continue la division en prenant—ab pour 

premier terme de mon nouveau dividende. 

Divisant 
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Divisant — ab par a, j'écris — au q u o-' 

tient , parce que les signes du dividende ÔC 

du diviseur íonc différents. Quant aux lettres; 

je trouve b pour quotient, ôc je récris à la 

fuite du premier quotient» 

Je multiplie les deux termes a & b du di-

viseur, par le terme — b du quotient; les 

deux produits font—-ab Ôc —bb ; je change 

leurs signes & j'écris -h ab , -f- b b fous les 

parties restantes du dividende. Je fais la ré-

duction en effaçant les parties semblables ÔC 

de signe contraire : comme il ne reste rien , 

j'en conclus que le quotient est a — b. 

On auroit pu également ordonner le divi-

dende ôt le diviseur par rapport à la lettre b, 

& alors on auroit eu—bb-+-aah diviser 

par b-±-a
}

ce qui en opérant de la même 

manière, auroit donné—b-\-a pour quo-

tient, quantité qui est la même que a—hì 

Avant que de passer à J'exemple qui fuit,' 

ïl est à propos que les Commençants s'exer-

cent fur les exemples de la Table ci-jointe, 

page 36. _ 

37- Si après avoir ordonné le dividende 

& le diviseur par rapport à une même lettre, 

il se trouvoit plusieurs termes dans lesquels 

cette lettre eût le même exposant, on difpo-

feroit ceux-ci dans une même colonne ver-

ticale , comme on le voit dans l'exemple fui-

ALGÈBRE, C 
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vant ; & dans cette disposition, on observe^ 

roit d'ordonner tous les termes de chaque 

colonne par rapport à une même autre lettre. 

EXEMPLE. 

On propose de diviser 19 c?b*-\- 13 a%b 

•— 20Û* — ioa'c — ócfbc •+• 2ab2c — fab*, 

par — $ab — 5a*-H bb. J'ordonne le divi-

dende & le diviseur, par rapport à la lettre a, 

ce qui me donne — 20a4 -h 1 ^,a}b — loa'c 

«+- ìya'b*— 6a*bc-t- 2ah2c— $abl à diviser 

par— 5 a2 — ^ab -f- Bb ; mais comme il y a 

deux termes affectés de a1, deux termes 

affectés de a2, & deux termes affectés de a , 

3e le dispose comme on le voit ici, en or-

donnant dans chaque colonne, par rapport 

à la lettre B. 
^az-^ab-+bbDivìC 

4sl2-5slí+ictí.-Quoí. — 1 oa5 c— 6 a ■ bc-±-i ab c 

-+ioa*-\-i±alb—4alb% 

—IOÍZV—6 a-bc-hzab1c 
—z<;aìb—i$a1b1-i-';abi 

Reste....—ioaic—6a2bc->t-zab'Lc 
-+-Toa*c-h6a'lbc—zab^c 

Reste o 

Je procède ensuite à l'opération, en divi-

sant— 20 c4 premier terme du dividende, 

par— JÛ
2 premier terme du diviseur. Cette 

opération faite suivant les règles ci-dessus. 
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íne donne pour quotient-t-4a1 ou simple-

ment 4a1, parce que c'est le premier terme ; 
je l'écris au quotient. 

Je multiplie les trois termes du diviseur, 

successivement par 4.3% ôt changeant les si-

gnes à mesure que je trouve ces produits, je 

les écris fous le dividende, ce qui me donne 

aoa4-t- i2aìb—^ab1 dont je fais la réduc-

tion avec les termes du dividende, ôc j'ai 

pour reste ÔC pour nouveau dividende -h 

n<^a?b— 1 oa3c-f-1 <;a'b*—~6a2bc- $abi-+-2ab2c. 

Je continue la division en prenant-H 2 ja3^ 

pour dividende , ôc je trouve pour quotient 
— <$ab ; j'écris ce quotient; je multiplie, par 
cette même quantité, les trois termes du 

diviseur ; ôc changeant les signes à mesure 

que je les trouve , j'écris les produits fous 

mon nouveau dividende; j'ai - 2$a1 b -15d2b* 

H- sab*, dont faisant la réduction avec les 

termes de ce même nouveau dividende , j'ai 

pour reste ôc pour troisième dividende 
-— iosl?c — 6a*íc-h 2ab2c. 

Je passe à une troisième division en pre-

nanc — lost'c pour dividende : je trouve 

-*-2ac pour quotient; je fais la multiplica-

tion , le changement de signes, ôc la réduc-
tion , comme ci-devant, ôc il ne me reste rien ; 
ainsi le quotient est 4a* — $ab -+-2ac. 

3 8. II arrive souvent qu'une quantité 

Gij 
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résultante de plusieurs opérations différentes,* 

peut être mise sous la forme d'un produit 

ou résultat de multiplication : lorsque cela 

arrive , il est très-souvent utile de lui donner 

cette forme, en indiquant la multiplication 

entre ses facteurs. Quoique la méthode gé-

nérale pour découvrir ces facteurs dépende 

de connoissances que nous ne donnerons 

que par la fuite, néanmoins nous observe-

rons que lorsqu'on s'est un peu familiarisé 

avec la multiplication ôc la division , on les 

apperçoit, dans beaucoup de cas , avec fa-

cilité. Par. exemple , si on avoic à ajouter 

$ab—^bc~\-a
2
, avec %ab -\-3bc—2a

2
, on au-

i-oit 8 ab —a
2
 qui, à cause de la letrre a qui 

est facteur commun des deux termes %ab ôc a
2
, 

peut être considéré comme étant venu de 

ìa multiplication de Sb — a par sl, ôc peut 

être représenté par (Bb — a) x a. 11 est utile 

de s'exercer à ces fortes de décompositions. 

De la manière de trouver le plus grand commun 

diviseur de deux quantités littérales. 

3 y. La méthode pour trouver le plus grand commun di'vi-

íêur de deux quantités littérales, est'analogue à celle que nous 

avons donnée pour les nombres (Ârith. ?j ). II faut, après 

avoir orJonné tes deux quantités par rapport à une même let-

tré , diviC:r celle où cette lettre a le plus grand exposant, par 

la féconde , Si continuer la division jusqu'ì ce que cet éxpofanj 

y íôit devenu moindre que dans la seconde , ou tout au plus 

égal. On divise ensuite la seconde, par le reste de cette divi-? 
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Exemples de la Multiplication. 

a*+-h a*r-b à1 ■+z ab -+-fr 
a — b a -f- b a-+b 

a
1

--, ab a^-híib
 a

i -f- z a
1
 b -4- ah

1 

— a b-r b1 -+- ab +-b' -i- aí b -+■ í ab- -+-fr 

a
1
 — b1

 a' + íai + í
1
 -f- a

!
 -+■ 3 a

1
 b 3 a fr 

a* + 1 a
1
 b *+- ] a fr -t-fr 5 d» — 4 a

2
 A -+- j d /í

1
 — ? b * 

a
3
 - 3 d

1
 í -Í- ;

 A
 A

1

 — Ai
 4 a

l
 — 5 Í: Í H- : fr 

a -f- 3 ,i' A f 34-'iiiii ÎOÍI' —t6 a'A -+■ to a3 b* — ii a^A* 
id* b — pu* b- — 9 a

3
 A

3

 — 3 ÍÌ
 !

 ̂  ^ — îy a+ £ -+- 20 a> b
1
 — 15 a A' -f- 15 d A* 

3 a A
1
 -f- p a

!
 A' -+ p a

2
 b* 3 <B>> -4- 10 a

1
 b

2
 — 8 a

1
 b> -4- 10 a£

4
 — 6 A

5 

a* — 3 a ' + 3 ÌÍ! M — />
5 

Exemples de Division. 

„t — fr Ça — b 

— a1 -+■ a2b a -f- a b -f- fr 8 a* — i a' í — 13 a1 A1 — 3 <z5' s 4 a2 -4- ? a b -4- í 
— 8 a+— lotjiii — 1 a1 fr 

■ a b — t>
i
 _ _ _ . (_ i <r — 3 u 0 

■_a'A-+-aA
2
 — na< b — 1 j a

1
 b

1
 — 3 aí

3 

.4-a 4-Uj^4-iî<»'^'4-;a^ , 

— a£!-4-£J o 

s 4«' 

<j* 1 aabb -f- 3+
 — c * Ç aa -f- bb -f- ce àS

 — bS s ai 4 

a
!

 — aabb -■• aaa: \ aa -4- bb _ ÍC —a* — <2
3

 A
3

 a* — b* 

-+- aabb—an:c-+- A+ — c* — a3 A3 — fr 
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Son, & avec les mêtnes conditions. On divise après cela , le 

premier reste par ie second , & l'on continue de diviser le 

reste précédent par le nouveau , jusqu'à ce qu'on soit arrivé à 

une division exacte : alors le dernier diviseur qu'on aura em-

ployé, est 1e plus grand commun diviseur cherché. La démòn-

iiration est fondée sur les memes principes que celle que nou4 
avons donnée en Arithmétique , page 9z. 

Avant de mettre cette règle en pratique , nous ferons une 

observation qui peut en faciliter l'usage ; cette observation est 
qu'on ne change rien au plus grand commun diviseur de deux-

quantités , lorsqu'on multiplie ou lorsqu'on divise l'une des 

deux par une quantité qui n'est point diviseur de l'autre, & quî 

n'a aucun commun diviseur avec cette autre. Par exemple a b 8c 

ac ont pour commun diviseur a , fi je multiplie a b par d, ii 

deviendra ab d qui n'a , avec ae, d'autre commun diviseur, 

que 'a , c'est à-dire, le même qui étoit entre ab 8c ac. 

II n'en seroit pas de même, si je muitipliois a b par un nom-

bre qui fût diviíeur de ac, ou qui eût un facteur commun 

avec ac-; por exemple, si je multipliois ab par c , il devien-

droit a bc, dom le diviseur commun avec ac est ac lui mêrne. 

Pareillement, fi je muìttpliois a b par c st1 qui a un facteur com-

mun avec ac, j'aurois ab cd dont le diviseur commun avec ac 

est a c. 

40. Concluons de-là i°. que fi en cherchant le plus grand 

commun diviseur de deux quantités, on s'apperçoit dans la 

cours des divisions que l'on fera seccessivement, que le divi-

dende ou le diviseur ait un facteur ou un diviseur qui ne*sok 

point facteur de l'autre , on pourra supprimer ce facteur. 

z". Qu'on pourra multiplier l'une des deux quantités, pan 

tel nombre qu'on voudra , pourvu que ce nombre ne soit point 

diviseur de l'autre quantité , & trait-aucun facteur commun-

avec elle. 

Appliquons maintenant la règle, & les remarques que nous 

venons de faire. 

Supposons qu'on demande le plus grand commun diviseur 

de aa—zab-\-zbb & aa—ah—zbb. Je divise la première par 

la seconde : j'ai T pour quotient, & — zab -f- afib pour reste. Je 

vais donc diviser aa — ab — zbb , par le reste — zab -i-M ; 

mais comme celui - ci a pour facteur iB qui n'est point fhcteur 

du nouveau dividende, je supprime ce facteur zb, & je me con-

tente de chercher le commun diviseur de aa —ab—zbb & —<z 

r4-î5 , c'est-à-dire , de diviser aa—ab—zbb par — a -4- zb y la 

C ii) 
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division se fait exîctement. J'en conclus que — a+i l est le 

plus grand commun diviseur des deux quantités proposées. 

Propoíòns-nous pour second exemple , de trouver le plus 

grand commun diviseur des deux quanti és 5a5—18 à'b 
!+-n ab1—6ls & -ja1 — zzab-i-Cb1. II faudroit donc diviser 

la première de ces deux quantités, par la seconde; mais comme 

5 ne peut être divisé exactement par 7 , je multiplierai la pre-

mière par 7, qui n'étant point facteur de tous les termes de la 

seconde, ne peut rien changer au commun diviseur. J'aurai donc 

35a*— ìzéarb-hnal'1—a,zbl à diviser par ja2—zzal-\-6bz. 

En faisànt la division , j'aurai 5a pour quotient, & pour reste 

— 3 idí/-f-47slíI—nzlK Comme l'exrosant de a dans celui-ci 

est encore égal à celui de a dans le diviseur, je puis continuer la 

division -, mais j'observe, qu'il faudra encore:, par la même rat-

ion que ci-deflus, multiplier par 7 ; d'ailleurs je remarque que 

je puis ôter b dans tous les termes de - 1 iazb -f- 47aì1 - 416'» 

parce qu'il n'est point facteur commun de tous les termes du 

diviseur 7a1—z ^aí-hób1 ; j'aurai donc , d'après ces observa-

tions , - 77a3-H izQdb- 194b1 à diviser par 7a1 - z 2 ai -+- 6b1; 

faisant la division, j'ai — 11 pour quotient, & 7 6ab- zz%b~ pour 

reste Je vais donc diviser 7a1— zzab-i-ôl* qui m'a servi de 

diviseur jusqu'ici, parle reste 76aZ' — zz%bz, ou plutôt par 

76a—zzSb. Pour que la division pût se faire , il faudroit mul-

tiplier la première de ces deux quantités par 76 ; mais avant de 

faire cette multiplication, il faut savoir si 76 n'est pas facteur 

de tou*e la quantité 76 a—zzHb , ou s'il na pas quelqu'un de 

íès -facteurs qui en seit facteur commun. Or je remarque que 

76 est Í fois dans zzS! ; & comme il n'est pas facteur de 7a1-

1? ab -4-6 bz, je supprime dans le diviseur y6a — 2286, le 

facteur 76 , & j'ai 1 a2 — zz al-i-fb1 à diviser par a — z b 
seulement ; la division faite . il ne reste rien; d'où je conclus 

que le commun diviseur des deux quantités proposées, est a-3Ì. 

Des Fractions littérales. 

4l« Les fractions littérales se calculent 

suiyant- les mêmes règles que les fi actions 

numériques , mais çn appliquant en même 

temps les règles que nous avons données 
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cî-deíîus concernant l'addition, la soustra-

ction , la multiplication & la division. Gom-

me cette application est facile, nous la 

ferons très-sommai rement. 

4 2. La fraction ~ peut être transformées 

fans changer de valeur, en %j
9
 ou j|, ou 

-r—TT 1 ôc ainsi de fuite. 
ab -f- b b 

En effet, ces dernieres ne font autre chose 

que la première dont on a multiplié les deux 

termes, par c dans le premier cas, par a dans 

le second , ôc par a-r- b dans le troisième , 

ce qui (Arith. 88 ) n'en change pas la valeur. 

4 R. La fraction -— est la même chose 
~ J abc 

que ~
r

l la fraction est la même que 
^ b? iza'-ì-pa^c * 

aCela est évident ( Arith. 851 ), en di-
4<2-f-5<-' 

visant les deux termes de la première, par a c
t 

ôc les deux termes de la troisième, par 3a*. 

Au reste cette réduction des fractions à leur 

plus simple expression est comprise dans ce 

qui a été dit (33). 
44. La règle générale & la plus sûre pour réduire une frac-

tion quelconque à fes moindres termes , est de diviser les deux 

termes par leur plus grand commun diviseur que l'on trouve 
par ce qui a été dit ( 59 & 40 ). 

4 5 • Pour réduire à une feule fraction une 

quantité composée d'un entier ôc d'une frac-

tion j il.faut
 ;
 comme en Arithmétique, nìul-

C iv 
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plier l'entìer par Ie dénominateur de la frac-

tion qui l'accompagne. Par exemple
 f

ìà f^r —, 

A i > ac-hbd
 A peut être change en —-—. De meme , 

ci-ab
 r

 . , .
 v

ab - a d-\-cd- ab , 
a-h -, , ,ie réduit a——r— .en mul-

b - d ' 'b — d ' 

tipliant l'entier a par le dénominateur b — d. 

Lorsqu'à la suite de ces opérations
 3

 il se 
trouve des termes semblables, il ne faut pas 

oublier de les réduire; ainsi dans le dernier 

exemple, la quantité a-h
 C

-p~j- a été chan-

é
ab - a d-h- c d-ab .

 r
 , , . — ad-+-cd 

c en qui se réduit —f—f-

ou c-4—~ est effaçant les deux termes ab ôc 
b — d ' 

•— ab qui se détruisent. 

46. Pour tirer les entiers qu'une fraction 

littérale peut renfermer, cela se réduit comme 

en Arithmétique, à diviser le numérateur, 

par le dénominateur, autant qu'il est possible, 

& en suivant les règles données ci-deíTus 

pour-la division; ainsi la quantité" * ■f'f^ÉSi^ 

peut être réduite à 3 b -t- c -h c-~j pareille-» 

-1 . , al-L-^ab-h4bb-t-cc
 r

 . 
ment la quantité a~^Tl 5 ^duit 

à a H- 2 b -i —s^, en faisant la division par 

47« Pour réduire plusieurs fractions Iitté* 

raies, au même dénominateur, la règle est la 
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blême qu'en Arithmétique : ainsi pour réduire 

à un même dénominateur, les trois fractions 

T*~di~ff i
e n1ul£

ipli
e

 ^
es

 deux
 termes

 u 6x. b 

de la première, par dfqui est le produit des 

dénominateurs des deux autres fra. ions, ôc 

j'ai — Î Je multiplie de même les deux ter-

mes c ôc d de la seconde, par bf produit des 

deux autres dénominateurs, & j'ai -~'
y
 enfin 

je multiplie les deux termes e ôc/de la der-

niere, par bd produit des dénominateurs des-

deux autres, & j'ai —^ ensorte que les trois 

fractions, réduites au même dénominateur, 
, , a d f b c f b d e 
deviennent

 Wf9
 ̂  

On se conduiroit de la même manière, si 

les numérateurs ou les dénominateurs, ou 

tous les 4eux étoient complexes, mais en 

observant les règles de la multiplication des' 

nombres complexes. C'est ainsi qu'on trou-

vera que les deux fractions ̂ -c, & , ré-
^ a-k-b a - b * 

duites au même dénominateur, deviennent 
ab-hac-bb-bc „ aa-zac-t-ab-zbc < . 

-r-,—, ôc 7-7 , en multi-
aa — b b ' a a — b b " 

pliant les deux termes de la première par 

a — b, ôc les deux termes de la seconde 
par a~\-b. 
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48- Quand les dénominateurs ont un di-

viseur ou facteur commun , on peut réduire 

les fractions à un même dénominateur, plus 

simplement que par la règle générale : par 

exemple , j^j'avois les deux fractions 

je vois que les deux dénominateurs feroient 

les mêmes si fêtait facteur du premier , & c 

facteur du second ; je multiplie donc les deux 

termes de la première fraction par/, & les 

deux termes de la seconde, par c; ce qui me 

d
af„ cd ,

 r
 i ab s „ b c d 

°™
e
 b7f^ ÂT/-Plus simPles <Iue íï7/&

 Tï7f 

que j'aurois eues en suivant la règle générale. 

Si i'avois les trois fractions -p , — : ie 
' b c 7 b f ' cg f ' 

vois que Ci fg étoit facteur du dénominateur 

de la première ; cg, de celui de la seconde ; 

ôc bs
3
 de celui de la troisième, les trois fra-

ctions auroient le même dénominateur ; je 

multiplie donc les deux termes de la pre-
mière , par/gv les deux termes de la seconde, 

par cg; & les deux termes de la troisième, 

par^&jai^,^,,™. 

On peut appliquer cela aux nombres, en 

les décomposant en leurs facteurs. Par 
exemple & ^_ font la même chose que 

& ~- j je multiplie donc les deux ter-
4x3 

mes de la première par 4, & les deux termes 
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3e la seconde par 5 , & j'ai £7 & 

49. A regard de l'addition & de la sous-

traction , lorsqu'on a réduit les fractions au 

inême dénominateur, il ne s'agit plus que de 

faire l'addition ou la soustraction des numéra-

teurs. Ainsi, Ls deux fractions b—
L
 & a—^

9 7 a-f-b a - b 7 

réduites au même dénominateur, ont donné 
. , rr ab-hac — bb— bc „ aa- i ac-h-ab-xb f. 

€i-deílus n & r, , 
aa— bb aa— bb 

fi donc on veut ajouter , on aura 
ab-\-ac-bb-b c-haa-z ac-\-ab - zbc .

 r
 , , . \ 

• n qui so reduit a 
a a — b b 1 

tab — ac— bb—zbc + aa .
 n

 «> 
— . Au contraire, u 1 on 

a a — b b 

veut retrancher la seconde de la première, 
ab-\-ac — b b — b c — aa + zac — ab-k-i.bc 

on aura !
 R

, Í 
a a — b b 

.r f -, . \ x ac — b b -i-b c — a a 
qui íe réduit a n—— . 
'S a a — b b 

£ O. Remarquons „ en passant, que pour 
retrancher la seconde fraction, nous avons 

changé les signes du numérateur seulement : 

íi l'on changeoit les signes du numérateur & 

du dénominateur en même-temps, on ne 
changeroit point la fraction, & par consé-

quent,, au lieu de la retrancher
 J

 on l'ajoute-

roit; en effet ~ est la même chose que *| 

selon la règle qui a été donnée (36). 

5 I. Pour multiplier y, par ̂  on écrira ̂  
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en multipliant numérateur par numérateur; 

& dénominatèur par dénominateur , confor-

mément aux reg'es de l'Arithmétíque ; de 

même ^ ax.~b donnera ^ ab. 

Si l'on avoit ~ à multiplier parc , on pour* 

roit considérer c, comme étant T~Ì
 ce 9.u* ra~ 

mene cette multiplication au cas précédent, 

& donne -T-J mais on voit que cela se réduit 

à multiplier le numérateur par l'entier c/nous 

prendrons clone pour règle dorénavant, cel-

le-ci , pour multiplier une fraâion par un en-

tier
 }
 ou un entier par une fraâion j il faut 

multiplier le numérateur par sentier > & con-

server le même dénominateur. 
Si le numérateur & le dénominateur 

étoient complexes, on leur appliqueroit la 

règle de la multiplication des nombres com-

plexes. 

5*2. Pour diviser y, par l'opération 

{Arìth. 109) se réduit à multiplier y par ~
f 

ce qui s'exécute par la règle précédente , 8c 

d
ad -r-. 1. .

r
 a-i-b c-+-d 

onne . ht pour divuer — _ par —-, » 
b c r c -t- a" r a — o~ 

cela se réduit à multiplier ̂ t- par ce 

qui donne . , ou - , , -ru—- ou ^ 
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en faisant la multiplication indiquée dans le 
. aa — b b 

numérateur, ;——rn. 

Enfín, si l'on avoit ~ à diviser par 

on pourroit considérer c , comme étant 

ce qui rameneroit au cas précédent, & ré-

duirait à multiplier y par ce qui donne 

~ * d'où, l'on voit que pour diviser une fra-< 

âion par un entier
3
 il faut multiplier le dénomi* 

nateurpar l'entier
3
 & conserver le numérateur». 

Des Équations. 

5 3. Pour marquer que deux quantités 
font égales, on les sépare l'une de l'autre 

par ce signe =, qui se prononce par le mot 
égale

 i
 ou par les mots ejl égal à ; ainsi cette 

expression a — b, se prononceroit en disant 

a égale b, ou a est égal à b. 
L'afíemblage de deux, ou de plusieurs 

quantités séparées ainsi par le signe =, est 
ce qu'on appelle une Equation. La totalité 

des quantités qui font à la gauche du signe =, 

forme ce qu'on appelle le premier membre. 

de l'équation ; & la totalité de celles qui sont 

à la droite de ce même signe, forme le second 
membre. Dans l'équation %x — 3 = 2x -r- 7, 
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4X—3 forme le premier membre, & 2x^7 

forme le second. Les équations font d'un 

très-grand usage pour !a résolution des ques-

tions qu'on peut proposer sur les quan ítés. 

Toute question qui peut être résolue pat 

l'Algebre , renferme toujours dans son énon-

cé , soit explicitement, soit implicitement, un 

certain nombre de conditions qui font au-

tant de moyens de saisir les rapports des 

quantités inconnues, aux quantités connues 

dont celles-là dépendent. Ces rapports peu-
vent toujours, ainsi qu'on le verra par la 

fuite j être exprimés par des équations dans 

lesquelìes les quantités inconnues & les 

quantités connues se trouvent combinées 

les unes avec les autres, & cela d'une 

manière plus ou moins composée, scion 

que la questi n est plus ou moins difficile. 

Ainsi pour résoudre, par Algèbre , les 

questions qu'on peut proposer sur les quan-
tités , il faut trois choses. 

i°. Saisir dans l'énoncé ou dans la nature 

de la question, les rapports qu'il y a entre 

les quantités connues & les quantités in-

connues. C'est une faculté que l'esprit ac-

quiert, comme beaucoup d'autres, par l'u-

fage ; mais il n'y a point de règles générales 
à donner là-deífus. 

a0. Exprimer chacun de ces rapports, par 
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«ne équation. Cette condition peut être ré-

duite à une seule règle, que nous expose-

rons par la fuite ; mais l'application en est 
plus ou moins facile selon la nature des 

questions , la capacité & l'exercice que peuc 
avoir celui qui entreprend de résoudre. 

30. Résoudre cette équation, ou ces équa-

tions , c'est-à-dire , en déduire la valeur des 

quantités inconnues. Ce dernier point est sus-
ceptible d'un nombre déterminé de règles : 
c'est par lui que nous allons commencer. 

Comme les questions qu'on peut avoir à 

résoudre , peuvent conduire à des équations 

plus ou moins composées , on a partagé 
celles-ci en plusieurs classes ou dégrés que 

l'on distingue par Texpofant de la quantité 

ou des quantités inconnues qui s'y trouvent: 

nous ferons connoître ces équations à me-

sure que nous avancerons : celles dont nous 

allons nous occuper d'abord , font les équa-

tions du premier degré. On nomme ainsi les 

équations dans lesquelles les inconnues ne 

font multipliées ni par elles-mêmes, ni 
entr'elles. 

Des Equations du premier degré, à une 

feule inconnue 

5 4- Résoudre une équation, c'est la ré-

duire à une autre, dans laquelle l'inconnue , 
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ou la lettre qui la représente , se trouve seule 

dans un membre, & où il n'y ait plus que des 

quantités connues dans l'autre membre. 

Par exemple, fi l'on propoíoit cette ques-

tion : Trouver un nombre dont le quadruple 

ajoute à 5 , donne autant que son triple ajouté 

à 12. En représentant ce nombre par x, loti 

quadruple seroit 4 x, lequel ajouté à 3 faic 

4^-4-5 ; d'un autre coté le triple de ce 

même nombre x est 3 x , lequel ajouté à 12 

fait 3 x -t- 12; puis donc que 4. x H— 3 doit 

donner autant que 3 x -H t 2 , il faut que le 

nombre x soit tel que l'on ait 4 x 3=3.*-H 

12 ; c'est-!à l'équation qu'il s'agit de résou-

dre, pour trouver le nombre demandé. 

Or ii est évident que puisque les deux 

quantités séparées par le signe =, font éga-

ies , elles le seront encore , fi l'on retranche 

de chacune 3 x, ce qui réduit l'équation à 

x -4- 3 = 12; enfin ces deux-ci seront en-

core égales ,"*si de chacune on retranche le 

même nombre 3 , ce qui donne x = 9 , 
êc résout la qu,estion ; car il est évident que 

x est connu , puisqu'il est égal à une quantité 

connue p. 
• L'objet que nous nous proposons ici, est 

de donner des règles pour ramener l'équa-

tion , dans tous les cas, à avoir ainsi Tin-

connue feule dans un membre, & n'avoir 
que 
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que des quantités connues dans l'autre mem-

bre» Pour une question aussi simple que celle 

que nous venons de prendre pour exemple , 
j'usage des équations feroit fans doute super-

flu ; mais toutes les questions ne font pas de 

cette facilité; & il rie s'agit encore quede faire 

entendre comment la question est résolue >, 

•lorsque l'ínconnue est seule dans un membre, 

■& qu'il n'y a plus que des quantités connues 
dans l'autre. 

Les régies pour réfoudre les équations 

dont il s'agit ici, c'est-à-dire , póur les ré-

duire à avoir l'inconnue feule dans un mem-
bre « fe réduisent à trois, qui font relatives 
aux trois diff érentes manières dont i'inconnue 

peut fe trouver mêlée ou engagée avec des 
quantités connues. 

Dorénavant nous représenterons les quan-
tités inconnues

k
par quelques-unes des der-

nieres lettres x
 3
 y

3
 £ de l'Alphabet

 s
 pour les 

distinguer des quantités connues que nous 
représenterons, où par des nombres, ou par, 
les premières lettres de l'Alphabet. 

5 5. L'inconnue peut se trouver mêl&* 

avec des quantités connues, en trois maniè-

res ; i°. par addition ou soustraction, comme 

dans l'équation x -¥• 3=5" —x. 20. Par addi-
tion , soustraction & multiplication, comme 

dans l'équation ̂ x— 6 == zx «4- 1 <5< ?°. Enfin 
ALGÈBRE, D 
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par addition, soustraction, multiplication 6* 

division, comme dans l'équation ^ x — 4 

s= \. x. ■+■ 17; ou par ces deux dernieres 

opérations seulement, ou par la derniere 

seulement. 
Voici les règles qu'il faut suivre pout 

dégager I'inconnue dans ces différents cas. 

5 6. Pourfaire pajser un terme quelconque 

d'une équation
 3
 d'un membre de cette équation 

dans l'autre ; il faut effacer ce terme, & l'écrire 

dans l'autre membre avec un fgne contraire à 

celui qu'il a dans le membre où il eft. Sur quoi 

il faut se rappeller qu'un terme qui n'a pas 
de signe, est censé avoir le signe -+-. 

Par exemple , dans l'équation 42c -+• 3 = 
-3*-f-i2, si je veux faire passer le terme-t- f 

dans le second membre, j'écris qx = %x-h 

12-—3 , où l'on voit que le terme 3 n'est 

plus dans le premier membre ; mais il est dans 

le second avec lé signe —, contraire au 

signe -4- qu'il avoit dans le premier. 
Cette équation réduite, revient à qx=*3x 

-4-51 ; si Ton veut maintenant faire passer le 

terme 3*, dans le premier membre , on 

écrira 4a? — 3^ = 5 j qui, en réduisant, 

devient x = p. 

Pareillement, si dans l'équation $x — 7 

5=21 — 4X, je veux faire passer le terme 

r— 7 dans le second membre ; j'écrirai $x =» 
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£ t — 4* -ï-7, qui se réduit à 5X—1S—4*; 

íi je veux ensuite faire palier &x, j'écrirai 

yx«4- 4* =» 28, ou, en réduisant
 y
 $x — 28* 

NOUS verrons dans quelques moments, 

comment s'achève la résolution de cette 
équation. 

La raison de cette règle est bien facile à 

saisir. Puisque les quantités qui composent 

îe premier membre sont, ensemble, égales 

à la totalité de celles qui composent le se-
cond , il est évident qu'on ne trouble point 

cette égalité, fi ayant ajouté ou ôté à l'un 

des membres un terme quelconque> on ajou-
te , -ou l'on ôte à l'autre, ce même terme ; 
or, lorsqu'on efface un terme qui a le signe 

-H, c'est diminuer le membre où il se trouve ì 

il faut donc diminuer l'autre de pareille 
quantité > c'est-à-dire

 i
 y écrire ce terme 

avec le signe —. Au contraire, lorsqu'on 
efface un terme qui a le signe —■, il est évi-

dent qu'on augmente le membre où il se 
trouve, il faut donc augmenter l'autre , de 
pareille quantité, c'est-à-dire, y écrire ce 
terme avec le signe -K 

5 7» On voit donc que par Cette règle 

on peut faire passer à la fois, dans un même 

membre, tous les termes affectés de I'incon-

nue
 3

 & toutes les quantités connues dans 

l'autre, On choisira d'abord dans quel menv 
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hie on veut avoir les termes affectés de I'in-

connue ; cela est indifférent : je suppose que 

ce soit dans le premier. On écrira de nou-
veau l'équation, en observant de conserver 

aux termes affectés de I'inconnue, & qui 
étoient dans le premier membre , les signes 

qu'ils avoient; on écrira, à la fuite de ceux-

là, les termes affectés de I'inconnue, qui 
se trouvent dans l'autre membre, mais en 

observant de changer leur signe. A la suite 

de tous ces termes, on écrira le signe =, & 
l'on formera le second membre , en écri-

vant les quantités connues qui compofoient 

d'abord le second membre, en les écrivant, 

dis - je , avec les mêmes signes qu'elles 

avoient, & ensuite les quantités connues 

qui étoient dans le premier membre, mais 
en leur donnant des signes contraires à ceux 

qu'elles avoient. C'est ainsi que l'équation 

jx—8=14. — qx devient jx -h 4..%* = 14-
-+-8 , ou 1 IX = 22. Pareillement l'équation 

ax-^rbc — cx = ac — bx, devient ax — cx 

-i- bx = ac — bc. 

5 S - II peut arriver, par cette transposi-
tion y que ce qui reste des x, après la réduc-

tion, se trouve avoir le signe— ; par exem-

ple, si l'on a voit ?x — 8 = 4.x— 12 , en pas-

sant tous les x dans le premier membre, on 

auroit 3x — 4.x —12 Hh S, qui se réduit à 
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*— x = — 4 ; alors il n'y a qu'à changer les 

lignes de l'un & de l'autre membre, ce qui, 

dans le cas présent, donne -f- x = •+• 4, ou 
x = 4. En effet, on étoit également maître 

de transposer les x dans le second membre , 
ce qui auroit donné—8-4-12 = 40:—%x, 

qui se réduit à 4 = a;, qui est la même chose 
que x «= 4. 

59«On PetJt souvent abréger la réduc-
tion de l'équation, lorsqu'elle est numérique, 

ou lorsque étant littérale, elle renferme des 

quantités semblables, Si ces quantités onc 
le même signe dans différents membres,' 
on efface l'une , & on diminue l'autre de 

pareille quantité; au contraire oh les ajoute,' 
lorsqu'elles ont différents signes. Par exem-
ple , dans l'équation 6b— -\- 2X — 

-4- $x, j'efface 2X dans le premier mem-

bre, & j'écris seulement x dans le second,' 

j'efface 5a dans le second , ôc j'augmente 4*2 
de <^a, ce qui me donne tout de fuite 6b —, 

$a = x. On voit donc que s'il se trouvoit de 

part & d'autre, des termes parfaitement 
égaux & de même signe, on pourroit les 

supprimer tout de suite ; c'est ainsi que l'équa-; 

tion 5ÍZ-4- 2b = 5a ~hx, se réduit tout de 
suite à 2b — x. 

60. Lorsqu'on a passé dans un membre , 
tous les termes affectés de I'inconnue, ôs 

D n'i 
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toutes les quantités connues dans l'autre mem-

bre ; s'il n'y a point de fractions dans l'équa-

tion , il ne s'agit plus que d'exécuter la règle 
suivante , pour avoir la valeur de I'inconnue. 

Ecrive^ I'inconnue seule dans un membre, & 

donne^pour diviseur ausecond membre, la quan* 

lité qui multiplioit I'inconnue dans le premier. 

Par exemple , dans l'équation jx — 8 = 

14. — 4-x que nous avons traitée çi-deffus, 

nous avons eu, par la transposition & la ré-

duction , 1 ix = 22 ; pour avoir x, je n'ai 

autre chose à faire qu'à écrire x = rr > qui 
réduit à x = 2 ; c'est-à-dire, écrire x seul dans 

le premier membre, & faire servir son multi-

plicateur 11 , de diviseur au second membre 

3.2. En effet, lorsqu'au lieu de 1 ix, j'écris 

seulement x, je n'écris que la onzième partie 
du premier membre ; il faut donc, pour con-

server l'égalité, n'écrire que la onzième partie 

du second membre, c'est-à-dire, diviser le 

second membre par 11. 
Pareillement si l'on proposoit l'équation 

125c— 15 —<$x H- 2$; après avoir passé ($6) 

tous les x d'un côté,ôc les quantités connues,' 
de l'autre, on aura 12:5c—43? — 2% -+-1 $•, 

ou, en réduisant, 8x — 40 ; maintenant pour 
avoir x, j'écris x = qui se réduit à x= 

Car, lorsqu'au lieu de %x j'écris x seulement, 

|è n'écris que la huitième partie du premier 
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membre; je dois donc, pour maintenir Péga-

iité, n'écrire que la huitième partie du second 

membre, c'est-à-dire, n'écrire que 

Si les quantités connues qui multiplient x, 

âu lieu d'être des nombres, étoient repré-

sentées par des lettres, la règle ne seroic pas 

différente pour cela : ainsi dans l'équation 

ax = bc, il n'y a autre chose à faire , pour 

avoir x, que d'écrire x = 

Si après la transposition faite, il y a plu-

sieurs termes affectés de i'inconnue, la règle 

est encore la même ; ainsi, dans l'équation ax 
-h- bc — cx = ac — bx

 y
 que nous avons eue 

ci-dessus, on a, après la transposition ax—cx 

-\~hx — ac — bc ; pour avoir x, il ne s'agit 

plus que d'écrire x =
 a
J_c g j c'est-à-dire , 

écrire a: seul dans un membre, & donner poux 

diviseur au second, la quantité qui multiplioit 

x dans le premier, laquelle est ici a — c-\-b
y 

puisque la quantité ax—cx-\-bx est x multi-

plié par la totalité des trois quantités a—c-i-b. 

6 I. On voit donc que lorsqu'après la 

transposition, il y a plusieurs termes affectés 

de x, on doit, pour avoir la valeur de 
diviser le second membre par la totalité des 

quantités qui affectent x dans le premier, ent 

prenant ces quantités avec leurs signes tels 

Bív 
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qu'ils font. Par exemple, dans l'équatìorí 

ax== bc — 2x, on a , par la transposition
 s 

ax -i~ 2x = bc ; & en appliquant la règle 

actuelle ou la divisionon aura x = ——. De 

même, l'équation x ^~ ab — bc — ÛXJ donne 

par la transposition x -f- a.v = bç-{-ab, Ôc par 

conséquent x — ^ ̂  ̂  j car il ne faut pas, 

oublier ici (?) que le multiplicateur de x 

dans le premier terme de 'x H- ax, est i ; en 
forte que dans x-hax, x est multiplié par 

i-\-a ; en effet, dans x -4- ax, a; se trouve 

[i fois de plus que dans ax. 

61. S'il se tfouvoit quelque quantité qui 

fût facteur commun de tous les termes de 
l'équation, on pourroit simplifier

 3
 en divi-

sant tous les termes par ce facteur commun ; 

par exemple, dans l'équation i "ybb = ajab 

rJ(-6bx
}
 je diviferois par ^b qui est facteur, 

commun de tous les termes ; & j'aurois $k 

?== paH- 2x, qui, par la transposition, de-», 

vient $ b—.pa=2x, & enfin par la division
? 

i sb — $a rJ — oa 

donne —:—rr? = x pu x — -, 

53- Les règles que nous venons de don-

ner, ont toujours lieu , lors même que les 

différents termes de l'équation ont des déno-

minateurs, pourvu que ces dénominateurs 

lie contiennent pas inconnue \ mais comniq 
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l'applicationde ces règles est plus facile pour 

les Commençants, lorsqu'il n'y a pas de frac-

tions dans l'équation , nous allons ajouter icî 

une règle pour faire difparoître les déno-

minateurs. 

, 64. Pour changer une équation dans 

laquelle il y a des dénominateurs, en une 

autre dans laquelle il n'y en ait plus, il faut 

multiplier chaque terme qui n a pas de dénomi-

nateur,par le produit de tous les dénominateurs ; 

& multiplier le numérateur de chaque fraâion , 

par le produit des dénominateurs des autres 

fraâions seulement. 

Par exemple , si j'avois l'équation ~ -+* 4 

e= y «4-12 —je multiplierois le numé-

rateur 0.x de la fraction ~
 9

 par 35, produit 

des deux dénominateurs y & 7, ce qui me 

donneroit 70X. Je multiplierois le terme 4,' 

qui nsa point de dénominateur, par 105, 

produit des trois dénominateurs 3, 5', 7, ce 

qui me donneroit 420. Je multiplierois le 

numérateur 4* de la fraction ~~
 ?

 par 21, 

produit des deux dénominateurs 3 & 7, &. 

j'aurois S4.V. Je multiplierois) 12 , qui n'a pas 

de dénominateur, par le produit IO? des 

trois dénominateurs, & j'aurois 1260. Enfin 

je multiplierois le numérateur $x de ia frac-* 
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tion y, par i $ > produit des deux autres dé-* 

nominateurs, ce qui me donne j$x ; ensorte 

que I'équation proposée, est changée erv 

celle-ci 70.V-+-420 = 84X -4-1260 — 75X9 

dans laquelle., pour avoir x, il ne s'agit plus 

que d'appliquer les deux règles précédentes. 

Par la première (<s<5) on changera cette équa-

tion en yox — 84X -4- = 1260 — 420 ; 

ou, en réduisant 6 >x = 840; & par la 

seconde {Co)* x= —
 9

 qui en faisant la, 

division , se réduit à x — x ? 

La raison de cette règle est facile à apper-

cevoir
 3

 si l'on se rappelle ce qui a été dit 

{Arith.91) pour réduire plusieurs fractions 

au même dénominateur. En effet, si dans 

1 équation propoíée — -4- 4 = y -4-12 — 

on vouloit réduire au même dénominateur j, 

les trois fractions — — il faudroit mul-j 
3 ' s ' 7 ' 

tiplier leurs numérateurs par les mêmes 

nombres par lesquels notre règle actuelle 

prescrit de les multiplier, & donner à ces 

nouveaux numérateurs, pour dénominateur, 

commun, le produit de tous les dénomina-

teurs ; ensorte que I'équation proposée seroit 

changée en cette autre h 4 = Hia 
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r—1~ , qui est la même dans le fonds, puis-

que (Arith. 88) les nouvelles fractions font 
les mêmes que les premières. Maintenant,' 

fi nous voulons ausii réduire les entiers en 
fractionj il faut {Arith. S6) multiplier ces 

entiers par le dénominateur de la fraction 
qui les accompagne, c'est à-dire, ici par ioj 
qui a été formé du produit de tous les dé-

nominateurs qui se trouvent dans I'équation; 

alors on aura — = - : mais 

il est évident qu'on peut, fans troubler l'éga-
lité , supprimer de part & d'autre le dénomi-

nateur commun, puisque si ces deux quantités 

font égales étant divisées par un même nom-

bre, eíles doivent l'être aussi fans cette divi-
sion ; on a donc alors jox -h 4zo = 84* 

H- 12.60 — 75"x, comme ci-dessus. 
6 5. Si les différents termes qui compo-

sent I'équation, sont tous des quantités lit-

térales , la règle ne fera pas, pour cela 

différente. II faut feulement observer les ré-
gies de la multiplication des quantités littéra-

les : ainsi dans I'équation y -+*b= y -4- y, 

je multiplie le numérateur ax par le pro-
duit çd des deux autres dénominateurs, ce 

qui donne acdx. Je multiplie le terme -H h
t 

par le produit bcdàt tous les dénominateurs, 
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& j'ai-4-Vcd. Je multiplie ex pâr^c^ ^ 

j'ai b c2x ; enfin je multiplie a b par b d, & 

j'ai abzd; ensorte que I'équation devient 

acdx-{-b1cd —bc2x-{-ab2d
f
 laquelle, 

par transposition, donne acdx —-bclxab2 d 

■—^a/, & {6i) par division # = 

66' Lorsque les dénominateurs font corn* 

plexes, on peut, pour soulager l'esprit, com-

mencer par indiquer seulement les opéra-

tions , pour les exécuter ensuite ; ce qui est 

plus facile en les voyant ainsi indiquées ; par 

exemple , si i'avois -+■ 4^ — ex . ; j'é-

crirois axx {^a-\-b)-\-^b x(a—b)x(^a-\~ b) 

= cxx(a— b) ; alors faisant les opérations 

indiquées, j'aurois ^a2x -f- abx -+- ina2b—. 

2ab2—^.fr—acx— bcxy transposant, ^a2x-

abx — acx -4- bcx = 4^ -4- Sab2 — 1 za2b ; 

& enfin, (61) en diviíant # = —-—; ?. 

Application des principes précédents à, 

la résolution de quelques quejlions 

Jimples. 

6j> Quoique nous nous soyons proposé 

de ne traiter avec quelque détail, des usages 

de l'Algebre , que dans la seconde section , 

nous croyons néanmoins à propos de préparer 
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à ces usages, en appliquant dès à présent les 

principes précédents > à quelques questions 

assez faciles. Cela nous donnera lieu d'ail-

leurs de faire quelques remarques utiles pouc 

la fuite. 
Les règles que nous venons de donner , 

font suffisantes pour résoudre toute question 

du premier degré, lorsqu'une fois elle est; 

exprimée par une équation. Pour mettre une 

question en équation on peut faire usage de 

îa règle suivante : Représente^ la quantité ou 

les quantités cherchées, chacune par une lettre ; 

& ayant examiné avec attention, l'état de la, 

question ,faites
 3

 à l'aide des signes algébriques , 

Jur ces quantités & Jur les quantités connues 

les mêmes opérations & les mêmes raifonnemens 

que vous séries, fi connoiffant les valeurs des 

inconnues
 3
 vous voulie?^ les vérifier. 

Cette règle est générale, & conduira tou-

jours à trouver les équations que la question 

peut fournir. Mais il est bon d'en dirigec 

Fap'plication par quelques exemples. 

Question première : Un pere & un fils ont 

cent ans à eux deux : le pere a 40 ans plus que 

le fils : on demande quel eji l'âge de chacun ? 

Avec une attention médiocre , on voie 

que la question se réduit à celle-ci : Trou-

ver deux quantités qui réunies fassent 100, 

& dont l'une surpasse l'autre de 40, Or il est 
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facile de voir que dès que l'une de ces quasi* 

tités fera connue la seconde le sera aussi, 

puisque, si la plus grande, par exemple > 

étoit connue, il ne s'agiroit que d'en ôter 

40 pour avoir la plus petite. 
Je représente donc la plus grande par x. 

Maintenant, si connoissant la valeur de 

je voulois la vérifier, j'en retrancherois 40 

pour avoir le plus petit nombre ; je réunirois 

ensuite le plus grand 6c le plus petit, pour 

voir s'il composent 100. Imitons donc ce 

procédé. 
Le plus grand nombre est...... x 

Le plus petit fera donc x —40 

Ces deux nombres réunis font zx —40 

Or, par les conditions de la 
question, ils doivent faire . ico 

Donc. ......... 2.x — 40= ïûò-
II ne s'agit plus, pour avoir x, que d'ap-

pliquer les règles données ( $6 ) & ( 60 ). La 
première donne zx=100 -4-40 ou 2.x=140, 

òc la seconde x = -7^ — 70; ayant trouvé 

le plus grand nombre x, j'en retranche 40 

pour avoir le plus petit ; & j'ai 30 pour ce-

lui-ci. Ainsi les deux âges demandés font 
v 70 & 30. 

En réfléchissant fur la manière dont nous 

nous sommes conduits pour résoudre cette 

question, on peut voir que les raisonnements 
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«jue nous avons employés, ne font point dé-

pendants des valeurs particulières des nom-, 

bres 100 & 40 qui entrent dans cette ques-

tion ; & que si, au lieu de ces nombres, on 
en eut proposé d'autres, il eût fallu se con-

duire de même. Ainsi si l'on proposoit la 
question de cette manière générale : Deux 

nombres réunis font une somme connue & repré-

sentée par a ; ces deux nombres différent entre 

eux d'un nombre connu représenté par b ; corn-, 

ment trouver ois-je ces deux nombres ? 

Ayant représenté le plus grand par x 

Le plus petit fera donc - x — b. 
Ces deux nombres réunis font.. 2x —: b. 

Or selon la question, ils doivent composer 
le nombre a ; il faut donc que zx — b =*a. 

Transposant, on a zx = a-\-b, & divisant, 

v
 a-*-b oux = a , b ^ I 

1 Ki .1 kjt,
 1

1i s p • ' Í z . . i . . 

C'est- à-dire, que pour avoir le plus grand, 

il faut prendre la moitié de a, & y ajouter 

la moitié de b ; ce qui m'apprend que, lors-

que je connoîtrai la somme a de deux nom-

bres inconnus, & leur différence b, j'aurai le 

plus grand de ces deux nombres inconnus 

en prenant la moitié de la somme, ôc y 

ajoutant la moitié de la différence. 

Puisque le plus petit des deux nombres 

est x — b. il fera donc — ~H- —b, ou, ers 
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réduifan* tout à une seule fraction (4;) f! 
r. a^-b—zb ,

 n
 \ -t. a-—b a b u 

sera — : c est-a-dire, Ou — Z 
z ' 3 z z 1 * 

donc pour avoir le plus petit, il faut óter ia 

moitié de b, de la moitié de a ; c'est-à-dire , 

retrancher la moitié de la différence., de ía 

moitié de la sommé. 

On voit par-là, comment en représentant 

d'une manière générale, c'est-à-dire, par des 

lettres , les quantités connues qui entrent 

dans ces questions, on parvient à trouver des 

règles générales pour la résolution de toutes 

les questions de même efpece. Cette règle 

que nous venons de trouver, est celle que 

nous avons donnée (Géorn. 301)* 

Souvent des questions paroiíTent différentes 

au premier coup d'ceil, 6c cependant après 

un léger examen , on trouve qu'elles ne dif-

fèrent que par l'énoncé. Par exemqle, si l'on 

proposoit cette question. 

Partager un nombre connu & représente'par z
S 

en deux parties, dont tune soit moindre ou plus 

grande que L'autre, d'une quantité connue & re~ 
présentée par b. II est facile de voir que cette 

question revient au même que ia précédente. 

Question seconde : Partager le nombre 72.0 

en trois parties, dont la plus grande surpasse \a 

plus petite de 80, & dont la moyenne surpajse. 
la plus petite de 40, 

SI 
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Si l'on me disoit quelle est Ia plus odtite 
partie ; pour la vérifier, j'y ajouterois^pPune 

part, ce qui me donneroit la seconj^ôc 80 

d'une autre part, ce qui donn|Mrc la plus 
grande; alors réunissant ce^ÉRTis parties,' 

il faudroit que leur somn^Prormât 720. 

Nommons donc cette plus petite partie,1 

x
9
 & en procédant de la même manière

 a 
nous dirons : 

La plus petite partie est.... x 

Donc la moyenne est ac-4-40 

Et la plus grande x -4- 80 

Or ces 3 parties réunies font. 3 x ~\~ 120 j 

D'ailleurs la question exige 

qu'elles fassent ; 720; 

II faut donc que . . . 35c-+-120 = 720.' 

Appliquant les règles ci-dessus, on aura 

3x = 720^— 120 ou %x = 600 , & par con-
séquent x — 200 ; donc la seconde partie 

est 240 ; & la plus grande, 280 ; ces trois 
parties réunies font en effet 720. 

II est encore évident, dans cet exemple ; 
que quand les nombres proposés, au lieu 

d'être 720, 40 & 80 , eussent été différents,' 

ia question auroit toujours pu se réfoudre de 
la même manière ; ainsi pour réfoudre toutes 

les questions dans lesquelles il s'agit de par-
tager un nombre connu a en trois parties, 

telles que l'excès de la plus grande fur la 
ALGÈBRE, E 
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plus petîîe soie un nombre connu & repré-

senté par b
 f

 ôc que i'excès de la moyenne 

fur la plus petite soit c\ en raisonnant de 

même, on dira : 

Repréfent«ns la plus petite, par x 

3La moyenne^ra x-hc 

Kc la plus grande x~+-b 

Ces trois parts réunies font. . ^x-\-b-\-c 

Or elles doivent faire .... a 

31 faut donc que ■$ x-k-b c = a 

Donc transposant, ^x = a — b — c, êc 
r.. . - a — h — c 

divaant, AT= —. 

C'est-à-dire, que pour avoir la plus petite, 

51 faut retrancher du nombre qu'il s'agit de 

partager, les deux excès, & prendre le tiers 

du reste : alors les deux autres sont faciles à 

trouver. Ainsi, fi l'on demande de partager 

642 en trois parties dont la moyenne surpasse 

îa plus petite de 75 , & dont la plus grande 

surpasse la plus petite de 87 , j'ajouterois 

les deux différences 75 & 87, ce qui*me 

donneroit 162 ; retranchant 162 de 642, il 

reste 480 , dont le tiers 160 est la plus petite 

part. Les deux autres sont donc i<5o-4-7£ 

ou 2SS) & 160-+-87 ou Z47. 

Au reste , les deux questions que nous ve-

nons de donner pour exemples, n'ont pas 

besoin du secours de l'Algebrej mais leur 
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simplicité est propre à faire voir clairement 

ìa manière dont on doit faire usage du prin-

cipe que nous avons donné pour mettre une 

question en équation. 

Question troisième : Partager un nombre 

connu j par e* emple 142 y o, en trois parties qui 

soient entr'elles comme Les nombres 3 , y & 11 ; 

cefi-àdire , dont La première soit à laseconde : : 

3 : y, c> dont la première soit à la troisième : : 

3: V: . . 
Si je connoisibis l'une des parties, la pre-

mière , par exemple, voici comment je la 
,vérisierois. 

Je chercherois par une règle de trois 

{Arith. ip4) un nombre qui fût à cette ire 

partie : : 5 : 3 ; ce feroit la ade partie. Je cher-

cherois , de même, un autre nombre qui fat à 

cette 1 repartie: : 11:3 ; ce feroit la 3 me partie; 

réunifiant ces trois parties, elles devroient 

former 14270. Imitons donc ce procédé. 

Soit la première part x 
Pour trouver la seconde, je ca'cule le qua-

trième terme de cette proportion 3 : y : : x : 

Ce quatrième terme, ou la seconde P<. ft IC , 

fera donc. . 

Pour trouver la troisième, je calcule le 

quatrième terme de cette proportion 3 : 
11 : : x : 
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Ce quatrième terme, ou la troisième par-

tie > sera donc 
3 

Ces trois parts réunies font x <+• — 

— « ou x •+«. — ; 

Mais la question exige qu'elles faífent 

il 42,5-0 ; il faut donc que x -+- 1425*0. 

Pour avoir la valeur de x
f
 je fais (64) 

difparoître le dénominateur 3 , & j'ai 3 a: -4-

H6x= 42750, ou 15)^ = 42750; donc {60) 

en divisant par ìp , x — *ïlll = 2250. La fe-

conde oart qui est—,íera donc -„ou , 

ou 3750; & la troisième qui est — , fera 

11x1150 147JO r. • 

—y
1

-, ou —y- , ou 8250 ; ces trois parts 
réunies forment en effet 14250 ; d'ailleurs les 

trois nombres 2Z5o
3
 3750,8x50, font entre 

eux comme les trois nombres 3 , 5 & 11, ce 

qu'il est facile de voir en divisant les trois 

premiers, par le même nombre 750, ce qui 
( A rit h. 170) ne change point leur rapport. 

Si le nombre qu'on propose de partager, au 

lieu d'être 142 50, étoit tout autre ; s'il étoit 
en général représenté par a, 6c que les nom-

bres proportionnels aux parties en lesquelles 

on veut le partager, au lieu d'être 3,5, 11, 

fuífcnt en générai trois nombres connus & 
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représentés par les lettres m, n
 3

p; il est visi-

ble qu'il ne faudroit qu'imiter ce que nous 
venons de faire. 

Ainsi, la première part étant représentée 
par x 

Pour avoir la seconde, je calculerois le 
4me terme de cette proportion m: n: : x: 

Ce quatrième terme, ou la seconde part; 

feroit donc. ........ '—. 
m 

Et pour avoir la troisième, je calculerois 

le 4rae terme de cette proportion m:p::x: 

Ce quatrième terme, ou la troisième part, 

feroit donc —, 
m 

Les trois parts réunies feroient donc x -+-
nx , px , nx-\-px . 11 j » 

h — , ou x -t- ■ — : or elles doivent 
f • -tri . nx-i-px 
taire a; u raut donc que #•+•—= a. 

ChalTant le dénominateur, on a mx-+-nx 

*+-px = ma, & par conséquent (61) en di~ 

visant, x = ——— ; ce qui nous donne 
* m-+-n-+-p ' * 

lieu de faire remarquer l'utilité de l'Algebre,; 
pour découvrir des règles de calcul. 

Si l'on vouloit calculer le quatrième terme 

d'une proportion dont les trois premiers fe-
roient m-+-n-\-p : m : : a ;Ï il est visible 
{Arith. 17P ) que ce quatrième terme feroit 

~~r
p

 > & puisque nous trouvons que x est 

E iij 
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exprimé par la même quantité , concluons-

en que, pour avoir x, il faut calculer le qua-

trième terme d'une proportion dont le pré-

mier est la somme des parties proportion-

nelles ; le second, la première de ces parties ; 

& le troisième est le nombre même qu'il s'a-

git de partager ; ce qui est précisément la 

règle que nous avons donnée (Arith. 197). 

. Question quatrième : On a fait partir de 

Dreux, pour Brejl
3
 un courier qui fait 2 lieues 

far heure. Huit heures après son départ, on en 

a jaitpartir un autre de Paris, pour Brest, & 

celui- ci fait 3 lieues par heure. On demande 

où il rencontrera le premier
3
 sachant d'ailleurs 

qu'il y a 17 lieues de Paris à Dreux. 

Si Ton me disoit combien le second Cou-

rier doit faire de lieues pour attraper le pre-

mier , je vérifierois ce nombre en cette ma-

nière. Je chercherois combien le premier a 

dû faire de chemin pendant que le second a 

été en marche.; & comme ils en doivent faire, 

en même temps, à proportion de leur vitesse, 

c'est-à-dire, à proportion du nombre de 

lieues qu'ils font par heure, je trou verois com-

bien le premier a dû faire , en calculant le 

quatrième terme de cette proportion.. 3:2.:: 

le nombre de lieues faites par le second, est 

au nombre de lieues que le premier aura 

faites dans le même temps, Ayant trouvé ce 
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quatrième terme, j'y ajouterois le nombre 
de lieues que le premier courier a dû faire 
pendant les 8 heures qu'il avoit d'avance ^ 

& enfin les 17 lieues de Paris à Dreux, qu'il 

avoit aussi d'avance, & le tout devroit for-

mer le nombre de lieues que le fécond a 
faites. Conduifons-nous donc de la même 

manière en représentant par x, le nombre) 

de lieues que fera le second courier. 

Pour trouver le nombre de lieues que le 

premier fait pendant que le second fait x, je 

calcule le quatrième terme de cette propor-

tion .. 3 : 2 : : x : ; ce 4me terme est or pen-

dant 8 heures, ce même premier courier a da 

faire 16 lieues, à raison de 2 lieues par heu-
re ; & puisqu'il y a 17 lieues de Paris à Dreux, 

si l'on réunit ces trois quantités, on aura 

~ -h 16 *4~ 17, ou -H 33 pour le chemin 

qu'aura dû faire le second courier, lorsqu'il 

attrapera le premier. Puis donc, qu'on a sup-

posé qu'alors il auroit fait x de lieues, ií 

faut que ~" -4- 33 = x. 

II ne s'agit plus que d'avoir x par le 
moyen des règles données ci-deífus. Je 

chaise donc le dénominateur 3 , & j'ai (64) 

I'équation 2X-Ì-99 — $x ; transposant tous 

les x dans le second membre & réduisant , 

E iv 
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j'ai 99 sw x i c'est-à-dire, que les deux coiï-

riers se rencontreront, lorsque le second 

courier aura fait 99 lieues, ou qu'ils se 
rencontreront à 99 lieues de Paris. 

En effet, pendant que le second fera 

$>p lieues, le premier fera 66 lieues, puisqu'il 

fait deux lieues pendant que le second en fait 
trois ; or il a 16 lieues d'avance, par les 

8 heures dont son départ précède celui du 

second, & il a de plus 17 lieues d'avance 

comme partant de Dreux ; il fera donc alors 

à 99 lieues de Paris, c'est-à-dire
 3

 au même 

endroit que le second. 
Avec un peu d'attention, on voit que 

quand on changeroit les nombres qui entrent 

dans cette question, la manière de raisonner 
<& d'opérer n'en feroit pas, pour cela, diffé-

rente. Représentons donc, en général, par a
f 

l'intervalle des deux lieux de départ, qui 

étoit 17 lieues dans la question précédente: 

représentons par b
3
 le nombre d'heures dont 

le départ du premier courier précède celui 

du second ; par c le nombre de lieues que le 

premier fait par heure, & par d le nombre 

de lieues que fait le second par heure. 
Si nous représentons toujours par x le 

nombre de lieues que le second courier doit 
faire pour rencontrer le premier, x sera en-

core composé de l'intervalle des deux lieux 
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3e départ, du chemin que le premier peut 

faire pendant le nombre b d'heures, & enfin 
du chemin que le premier fera pendant touc 

le temps que le second sera en marche, 
Pour déterminer ce dernier chemin, j'ob-

serve que les deux couriers marchant alors 

pendant le même temps
 3

 doivent faire du 

chemin à proportion de leurs vitesses ; ainsi x 

étant le chemin que le second est supposé 
faire, j'aurai celui que fait le premier pen-

dant ce temps, en calculant le quatrième 
terme d'une proportion qui commenceroit 

par ces trois-ci d: c : : x : ; ce quatrième ter-

me fera donc ̂  {Arith. 179) ou simplement 

~j. Or, puisque ce premier courier est sup-

posé faire le nombre c de lieues par heure, 

il a dû, dans le nombre b d'heures en 
faire b de fois autant, c'est-à-dire, 8 fois si b 

vaut huit, 30 fois si b vaut trente; en gé-
néral , il en doit faire autant qu'il y a d'unités 

àanscxb ou bc y il en a donc fait une quan-
tité exprimée par bc. 

Réunissons donc maintenant le nombre de 

lieues ~ avec le nombre de lieues b c, & avec 

le nombre de lieues a, & le tout ̂  H- bc 

~ì- a fera ce que le premier a dû faire ; or on 

a supposé que x étoit ce qu'il a dû faire ; donc 
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x = ^ ~{- £ c <4- c. Chassant le dénomína-
d 

teur, on adx = c x-\-bcd*\-ad s transpo-

sant, dx — c x=: b cd-\~ ad; divisant enfin 

(<si) on a x= °,u* donne la solution 

de toutes les questions de cette espece, au 

moins tant qu'on suppose que les deux cou* 

ïiers vont du même côté, & que le dépari 

du courier qui va le moins vîte, précède 

celui du second. 

Pour montrer l'usage de cette formule, re-

prenons l'exemple précédent, & rappellons-

nous que, dans ce cas,<z représente 17 lieues; 
c'est-à-dire, a — ij1^^ $h,c = 2l,d— 31. 

Alors la valeur générale de x devient x = 
17x3-+-8x1X3 , n < i- yI -f-48 
—r2—. , c eít-a-dire, x= —-— = } 

comme ci-dessus. 

Tel est donc l'usage de ces solutions géné-

rales , qu'en y substituant à la place des let-

tres , les nombres qu'elles font destinées à 
représenter, & faisant les opérations que la 

disposition & les signes de ces lettres indi-

quent , on trouve la résolution de toutes les 

questions particulières de même espece. 
Par exemple, si l'on proposoit cette autre 

question : L'aiguille des heures d'une montre re-

fond à 17 minutes, & celle des minutes répond 

à 24. minutes, c'est-à-dire, qu'il est 311 2^: om 
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'demande à quel nombre d'heures & de minutes 

ces deux aiguilles feront l'une Jur l'autre. 

Puisque Taiguille des heures & celle des 

minutes marchent en même temps,la quan-

tité b par laquelle nous avons représenté ce 

dont le départ d'un des couriers précède ce-

lui du second, est ici zéro. L'intervalle des 

deux lieues de départ est ici le chemin que l'ai-

guille des minutes à à faire pour venir de la 

vingt quatrième division du cadran., à la dix-

septieme, c'est-à-dire, que a = 5 3 divisions : 

or, pendant que l'aiguilie des minutes par-

court les 60 divisions, celle des heures n'en 

parcourt que y; on a donc c = 7 , d = 60. 

Puisque b —o, je rejette de la formule ac=» 
ad-\~ b c d 1 7 » 1 1 

■
 ?

 le terme b c d, ou b x c a, parce que 

zéro multiplié par tout ce qu'on voudra, fait 

toujours zéro. J'aurai donc, pour le caspréfent 

x-=~
c

\ & en substituant pour a
3

d
3
c, leurs 

1 Í3X60 3180 45 9 
valeurs, x == ~ = -— = <7 — = <7 — : 

c'est-à-dire, qu'il faudra que l'a'guille des 

minutes parcourre encore y 7 divisions & i\; 

ainsi, puisqu'elle répondoit à la vingt-qua-

trieme division, elle répondra à 81 divisions & 

YT ; ou, puisque 60 divisions font un tour, les 

deux aiguilles seront l'une sur l'autre à 21' 

de l'heure suivante, c'est-à-dire, ±n 21' 
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L'avantage des solutions littérales fur les 

solutions numériques, ne consiste pas feule-

ment en ce que, pour chaque question par-

ticulière , il ne s'agit plus que de substituer 

des nombres: souvent, par certaines prépa-

rations^ on rend ces solutions susceptibles 

d'un énoncé simple & facile à retenir. Par 
t i f , a d-h b cd 

exemple , la rormuie x =
 d

_
c
 que nous 

venons de trouver, est dans ce cas : la quan-

tité d étant facteur commun des deux termes 

du numérateur, on peut écrire la valeur de x 

en cette mamere , x — -—,—-— ; or, íous 
' d — c * 

cette forme, on peut reconnoître que la va-

leur de x est le quatrième terme d'une pro-

portion dont les trois premiers scroientí/—c\ 

d: : a-\-b c : ; mais, de ces trois termes, le 

premier, d—c, marque la différence des vi-

tesses des deux couriers ; le second , d, mar-

que la vitesse du second courier ; & le troi-

íieme, a-+-b c, est composé de l'intervalle a 

des deux lieux de départ, & de la quantité 

bc ou cxb qui exprime combien le premier 

courier fait de lieues pendant le nombre 

d'heures qu'il a d'avance ; ensorte que a -4- b c 

marque toute l'avance que le premier a sut 
le second ; la résolution de la question peut 

donc se réduire à cet énoncé : Multipliez le 

chemin que le premier fait par heure, par le 
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nombre d'heures qu'il a d'avance, & l'ayant 

ajouté à l'intervalle des deux lieux de dé-

part , faites cette règle de trois... La diffé-

rence des vitesses des deux couriers est à 

ia vitesse du second, comme la somme des 

deux nombres que vous venez d'ajouter, est 

à un quatrième terme : ce fera le nombre de 

lieues que le second courier doit faire pour 

rencontrer le premier. Ainsi dans le premier 

exemple ci-dessus , le premier courier ayant 

8 heures d'avance, & faisant z lieues par 

heure, on a 16 lieues à ajouter à 17 lieues, 

intervalle des deux lieux de départ, ce qui 

donne 33. Je calcule donc le quatrième ter-

me de cette proportion 3 — 2: 3 : : 33 :,ou 

1: 3 : : 33 : ; ce quatrième terme est £9 , 

comme ci-dessus. 

Au reste, qu'il y ait des fractions ou qu'il 

n'y en ait point, c'est toujours la même rè-

gle. Par exemple, fi le premier courier fai-

foit 7 lieues en 4 heures ; le second, 13 lieues 

en s heures : si le premier courier avoit 

15 heures d'avance, & qu'enfin {'intervalle 

des deux lieux de départ fut de 42, lieues, 

je dirois : Puisque le premier courier fait sept 

lieues en 4 heures, c'est f de lieue par heure ; 

pareillement, pour le second, c'est ~- de 

lieue par heure; donc pendant les IJ heu-

res que le premier a d'avance
 7
 il doit, à 
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raison de j de lieue par heure, faire i y fols 

j de lieue ou J—- de lieue , lesquels ajoutés 

à 42 lieues, font 42 -+- ou |0 ; je calcule 

donc le quatrième tetme de cette proportion 
i±

 : ;
 i2J-:j ce quatrième terme fera 

JLi X 1 * 3
 3 ? 4 0, 

|l , ou {Arith. 10(5") -■, *0

 7
, ou, (en ré-

~~S 4 _ " j 4 

duisant les deux fractions inférieures, au 
JLL ±2, SIí UL 

même dénominateur )
} ;z

2°
3 y

-, ou -77-, ou 

-{Arith, io9)--i^
9
-y~, ou" enfin ^{l^; cac 

en omettant ië facteur 20 qui doit multiplier, 

le numérateur & le dénominateur , on ne 
change rien à ia fraction. La valeur de —-j2-

est 208 77-. C'est ie nombre de lieues que le 

second courier seroit obligé de faire. 

Réflexions fur le r, quantités positives & 
Les quantités négatives» 

69. Lorsqu'on a ainsi résolu , d'une ma-

nière générale , toures les questions d'une 

même espece, on peut souvent faire usage 

de ces formules générales pour la résolution 

d'autres questions, dont ìes conditions se-

roient tout opposées à celles qu'on a eu 

en vue de remplir : un simple changement 

de 7+*; en «—, ou de — en
 t

 dans les signes 
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des quantités, suffit souvent. Mais avant 

de faire connoître ce nouvel usage des signes, 

il faut les considérer fous un nouvel aspect. 

Les lettres ne représentent que la valeur 

absolue des quantités. Les signes-H & — 

n'ont représenté jusqu'ici que les opérations 

de l'addition & de la soustraction ; mais ils 

peuvent aussi représenter dans plusieurs 

cas, la manière d'être des quantités les 

unes à l'égard des autres. 

Une même quantité peut être considérée 

íòus deux points de vue opposés
 3

 ou comme 

capable d'augmenter une quantité , ou 

comme capable de la diminuer. Tant qu'on 

ne représentera cette quantité que par une 

lettré ou par un nombre, rien ne désignera 

quel est celui de ces^deux aspects fous lequel 

on la considère. Par exemple, dans l'état 

d'un homme qui auroit autant de biens que 

de dettes, le même nombre peut servir à 

exprimer la quantité numérique des unes & 

des autres; mais ce nombre, tel qu'il soit, 

ne feroit point connoître la différence des 

unes aux autres. Le moyen le plus naturel 

de faire sentir cette différence, c'est de les 

désigner par un signe qui indique l'effet 

qu'elles peuvent avoir l'une fur l'autre ; or 

l'effet des dettes étant de retrancher fur 

les possessions, il est naturel de déíìgner 
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celles-là en leur appliquant le signe -f. 
Pareillement, si l'on regarde une ligne 

droite ( Fig. i. ), comme engendrée par le 
mouvement d'un point A mû perpendicu-

lairement à la ligne BC, on voit que ce 

point pouvant aller ou de A vers D , ou de 

A vers E, si l'on représente para le chemin 
AD ou A E qu'il a fait, on ne détermine 

pas encore absolument la situation de ce 

point. Le moyen de la fixer, est d'indiquer, 

par quelque signe , si la quantité a doit être 

considérée à droite ou à gauche ; or les 
lìgnes-4-ôc — font propres à cet effet," car 

si l'on estime le mouvement du point A à 

l'égard du point L connu & regardé com-

me terme fixe ; lorsque le point A se meut 

vers D, ce qu'il décris tend à augmenter 

LA ; & lorsqu'il se meut vers E , ce qu'il 

décrit tend au contraire à diminuer L A ; il 

est donc natu rel de représenter A D par -+- a 

ou simplement par a, & au contraire , de 

représenter A E par — a. Ce seroit tout 

le contraire, si au lieu de rapporter le mou-

vement du point A
}
 au point L, on l'avoic 

rapporté au point O. 
Les quantités négatives ont donc une 

existence aussi réelle que les positives, 6c 

elles n'en diffèrent qu'en ce quelles ont 

une acception toute contraire , dans le 

calcul. Les 
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í>es quantités positives & les quântités 

négatives peuvent se trouver & se trouvent 

souvent mêlées ensemble dans un Calcul ; 

non-seulemenr parce que certaines opéras-

sions ont conduit, comme nous l avons vu 

jusqu'ici, à retrancher certaines quantités
 f 

d'autres quantités ; mais encore parce que 

son a souvent besoin d'exprimer dans le 

calcul, les différents aspects fous lesquels 
on considère les quantités* 

70. Si donc après avoir résolu une ques-

tion , il arrivoit que la valeur de l'incon*-. 

nue trouvée par les méthodes ci-dessus, 
fût négative ; par exemple, si l'on arrivoir. 

,à un résultat tel que celui-ci, x ~ —3 , il 

faudroit en conclure que la quantité qu'on 

a désignée par n'a point les propriétés 

qu'on lui a supposées en faisant le calcul, 

mais des propriétés toutes contraires* Paf 

exemple , si l'on proposoit cette question. 

Trouver un nombre qui étant ajouté à iy 

donne 10; cette question est évidemment 

impossible ; si l'on représente le nombre 

cherché par x, ún aura cette éouation 

x -+• 1 y =■ 1 o, & par conséquent j eti vertu 

des règles ci-deffus, x = 1 ò — 1 y ou x~— y. 

Cette derniere conclusion me fait dons 

voir que x que j'avois considéré comme de-

vant être ajouté à pour former 1© en 

ALGÈBRE^ F 
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doit au contraire être retranché. Ainsi toute 

solution négative indique quelque fausse sup-

position dans l'énoncé de la question ; mais 

en même temps elle en indique la correc-

tion , en ce qu'elle marque que la quantité 

cherchée doit être prise dans un sens tout 

opposé à celui dans lequel elle a été prise. 
7 I • Concluons donc de là , que si après 

avoir résolu une question dans laquelle quel-

ques-unes des quantités étoient prises dans 

un certain sens ; si , dis je, on veut résoudre 

cette même question , en prenant ces mêmes 

quantités dans un sens tout opposé ; il suffirai 

de changer les signes qu'ont actuellement 

ces quantités. Par exemple, dans la question 

quatrième, résolue généralement pour le cas 

où les deux couriers alloient vers un même 

côté, si je veux avoir la résolution de toutes 

ìes questions qu'on peut proposer dans le 

cas où ils viennent au devant l'un de l'autre , 

j'y satisferai, en changeant, dans la valeur 
, / ad + bcd ' , 

de x que nous avons trouvée x = -
 y

 le 

signe de c. En effet, puisque le premier cou-

ïier vientau-devant du second, au lieu de s'en 

éloigner, il diminue le chemin que celui-ci 

doit faire ; il le diminue à raison du chemine 

qu'il fait par heure ; il faut donc exprimer 

que c , au lieu d'ajouter, retranche ; il faut 
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donc, au lieu de H- c, mettre — c. Ce change-
i " ad —bcd , 

ment donnera x — —, ; car en changeant 

le signe de c,dans le terme-4-^c^qui n'est au-

tre chose que -+- bd x -4- c, il faudroit écrire 
<^rbix — c, qui ( z4 ) revient à — 3 c cf. 

Confirmons tout cela par un. exemple .* 
supposons deux couriers venant en sens 

contraires, ÔC partis de deux endroits éloi-

gnés de cent lieues. Le premier part sept 

heures avant le second, 6c fait deux lieues 

par heure ; le second en fait trois par heure. 

En nommant x le chemin que fera celui-ci 
jusqu'à la rencontre, je vois que x fera égal 

à la différence entre la distance totale 6c le 
chemin qu'aura fait le premier courier : or le 

chemin qu'aura fait celui ci est composé du 

chemin qu'il peut faire pendant sept heures, 

& du chemin qu'il fera pendant que le second 

sera en marche : à Tégard de ce dernier che-

min j on le déterminera en calculant le qua-
trième terme de cette proportions : z : : x ; 

ce 4me terme sera — ; 6c puisque le che-

min que fait le premier courier pendant les 
sept heures qu'il a d'avance , doit être de 14 

lieues, à raison de 2 lieues par heure , il aura 

donc fait en tout 14 -+- — ; donc il ne reste à 
3 

faire pour le second courier, que la quantité 
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:I oo— 14— ~onS6 — y x ; puis donc qtf ori 

a représenté par x ce qu'il avoit à faire, 

il faut que x = $6 — y x; équation d'où l'on 

tire 3^ = 258— 2x, ou 5^ = 258 , ou enfin 
258 3 

X= -2- = < I —. 
í » í _ 

Or si l'on substitue dans la formule x = 

a d— bcd que nous prétendons convenir à ce 

cas ; si l'on substitue , dis-je , 100 pour a
ì
 7 

pour b, 3 pour d, & 2 pour c, on aura a; = 
100x5 — 7x1x3 300 — 4Z 158 3 

, ES: = — =3 ce 

qui est absolument la même chose. 
A mesure que nous avancerons, nous au-

rons foin de fixer de plus en plus l'idée 

qu'on doit se faire des quantités négatives. 
72. Comme il importe beaucoup d'ac-

quérir la facilité de mettre en équation, nous 

joignons ici quelques questions simples, pour 

exercer les commençants, nous contentant 

d'en donner le résultat pour servir à confir-

mer leurs essais. Après avoir résolu ces ques-
tions en nombres, ainsi qu'elles font propo-

sées, on fera très-bien de s'exercer à les ré-

soudre, en substituant des lettres aux nom-

bres ; c'est en imitant ainsi les solutions par-

ticulières , que l'on acquiert la facilité de 

généraliser & d'étendre ses idées. 
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Trouver un nombre qui étant s ccessivement 
ajouté à y & à 12 donne deux sommes qui 

soient l'une à l'autre comme 3 ejl à 4.. Rép. 

16. 
Trouver un nombre dont la moitié , le tiers > 

& le ~ reunis
 3
 furpajfent ce nombre dej ... 

Rép. 30; 

On emploie trois ouvriers dont le premier fait 

5 toises d'ouvrage par jour, le second 7 , & le 

troisième 8 ; on demande en quel tems ces trois 

ouvriers, travaillant ensemble,fer ont ioo toissì. 
Rép. y jours. 

On a loué un ouvrier paresseux à raison de 

24solspour chaquejour qu'il travailleroit ; mais 

à condition de lui retenir, fur ce qui lui feroit 

dû j 6fols par chaque jour qu'il ne travailleroit 

pas. On luisait son compte au bout de 30 jours, 

6 il se trouve qu'il n'a rien à recevoir ; on 

demande combien de jours il a travaillé? .... 

Rép. 6 jours. 

Un homme achete un cheval qu'il vend en-~ 

fuite 100 liv. de plus qu'il ne fa acheté. A ce 

marché il se trouve gagner 1 o pour cent du prix 

quille vend; on demande combien ill'a acheté ì 

Rép. poo liv. 

On a payé une certaine somme en 15paie-

ments qui ont été en augmentant toujours de la 

même quantitéle premier paiement a été de 

y liv. k dernier de 37 /iy, on demande de combien 

Fiij 
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chaque paiement augmentoit? .. .. Rép. 2 |j| 

Ó« a </<? /'ectf í/e raer, qui sur 32 /ivr« co/2-

rienr /ivre í/ey o/z demande combien il 

faudroit y mêler d'eau-douce pour que sur 3 2 

livres du mélange, il n'y eût plus que 2 onces 

de sel?.Rép. 224 livres. 

Des Équations du premier degré > à 

plusieurs inconnues, 

73. Soit qu'il y ait plusieurs inconnues ; 

soit qu'il n'y en ait qu'une, la méthode qu'on 

doit suivre pour mettre en équation est tou-

jours la même. Mais, en général, il faut 

former autant d'équations que peuvent eri 

donner les conditions de la question. Si 

ces conditions font toutes distinctes & in-

dépendantes les unes des autres, & fi, 

en même tems, chacune peut être expri-

mée par une équation , la question ne peut 

avoir plus d'une solution
 y

 lorsque toutes ces 

équations font du premier degré
 3

 & qu'en 

même tems il y en a autant que d'incon-

nues. Mais, si quelqu'une des conditions íe 

trouve ou explicitement ou implicitement 

comprise dans quelqu'une des autres, ou si 

le nombre des conditions est moindre que le 

nombre des inconnues, alors on aura moins 

d'équations que d'inconnues ; & la question 

peut avoir uns infinité de solutions, à moins 
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que quelque condition particulière, mais qui 

ne peut être exprimée par une équation, 

n'en limite le nombre. Nous éclaircirons 

tout cela par des exemples. 

Nous supposerons d'abord deux équations 
& deux inconnues. 

Les règles que nous avons établies con-
cernant les équations à une inconnue , ont 

également lieu pour les équations à plusieurs 

inconnues
}
 mais il faut y ajouter la règle sui-

vante pour les équations à deux inconnues. 

7 4. Prene^ dans chaque équation la valeur 
d'une même inconnue, en opérant comme fi 
tout le rejle étoit connu : égaies ces deux va-
leurs, &vous aure^une équation qui ne renferme-

ra plus que la seconde inconnue, que vous déter-
minerez par les règles précédentes. Cette se-
conde inconnue étant trouvée, fubflitue^fa va-

leur dans l'une ou l'autre des deux valeurs que 

vous ave^prifes par la première opération 6* 
Vous aure^ la seconde inconnue. 

Par exemple, fi j'avois les deux équations 
2.x~\-y — 24, Jx-f-3^y = 65". De la première, 

je tirerois en tranfpoíànt, 2x = 24 —y, & en 

divisant, x =» ^—^. De la seconde, je tire en 

transposant, $x == 65 •— %y 3 & en divisant 

J'égale les deux valeurs de x , en 
Fiv 
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écrivant ìízp2f = ^ ~
 iy. Equation qui nS 

ïenferme plus que la seconde inconnue^. 
Pour avoir la valeur de y, je chasse (64.) 

les dénominateurs 2 & 5 ; 6c j'ai 120 — yj/ 

= 130 — ; transposant & réduisant, j'ai 

y — iQ. 
Pour avoir x> je substitue, au lieu de^ sa 

■valeur 10 dans la première valeur de x trou-
yée ci-dessus, ( On pourroit également subs-« 

tituer dans la seconde ). Cette substitution me 

4opne x — = V4 = 7. 
75^Prenons pour second exemple , les 

$eux équations y — ̂ =2 &|3M-|-y==ip. 

Je commence par chasser les dénomina-

teurs (64), dans chacune de ces équations, 

ce qui les change en ces deux autres, z^x—• 

a$y = 6o ôc 2x-+- 9y=* 228. De la pre-

jmiere de ces deux-ci, je tire en transposant
 3 

= 60 H- 2 JJ^ 6c en divisant
 3
 x == ~~~-<» 

De la seconde, j'ai en transposant, 8^ = 228 

*— 2y
}
 6c en divisant, x =!28 

J'égale ces deux valeurs de x, en écrivans 

~ ,
4
 ~~"l ' équation qui ne renferme 

plus quej'. 
Pour avoir la valeur de cette inconnue, j* 

çfeâíïô les dénorninateuraj & j'ai 4S0 -J- 2QQJ 
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ífc=Y472—z\6y; transposant, il me vient 

2.ooy-h 2i6y = 5"4.71 — 480, qui se réduit 

à 4i6y=;4pp2; enfin, divisant, j'aijv=s 

4 I s) " 4 z" 

Pour avoir x, je mets, au lieu de y
s
 fa 

valeur n dans l'une ou l'autre des deux va-
leurs de x, dans la première, par exemple ; 

c'est-à-dire , dans x = —, laquelle 

devient par-la, x = =* ■ — =a 
1 ' 14 24 

H 1 > ' 

76. Prenons pour troisième exemple
 3

 les 

deux équations ~x^=~x -+--7J' —■ 9 ôc f x —■ 

Je commence par faire disparoitre les 

dénominateurs (64). 

J'ai <)6x — 3$x-{-6oy— 1260. 

Et $6x — zoy = S$y — 
De la première je tire, en transposant ÔC 

ïéduisant, 2 ix = 6oy — 1 z 60, 6c en divi-
Í. éoy - 1 z 60 
iant, x = — . 

* îi 
La seconde me donne, en transposant ôc 

réduisant 5<5x= — 420, 6c en divisant, 
5ïy — 410 

• Egalant ces deux valeurs de x
 }
 j'ai 

éoy—lz6a> jçy — 42,0 

II ' 56 ' 

Four avoir la valeur de y dans cette équa-i 
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tion, je chasse les dénominateurs ; & j'ai 
336oy — 7 o f do = ii$$y— 8820, transpo-

sant & réduisant, il vient 220^=61740; 

enfin en divisant, on ajy = ~-£-<rr = 28. 
Pour avoir la valeur de x

}
 je substitue, au 

lieu de y, sa valeur 28, dans l'équation 

■ trouvée ci-deflus ; ce qui 

donne x 
ío X 18 IîéO 1680—TI^O 410 

XI Zl u 

= 20. 

77. Si les équations étoient littérales, 
on opéreroit de la même manière. Ainsi , st 

l'on avoit les deux équations ax-+-by=c , 
& dx-ì~fy = e, dans lesquellesa

J
b
3

c
Jt

d
J

e
J
s, 

marquent des quantités connues, positives 

ou négatives ; la première donneroit, par 
transposition ax = c — by

3
 & par division, 

x— -~hy ; la seconde donneroit de même 
a 

par transposition dx = e—fy, &. par divi-

sion
 x

 _ e~fy Egalant ces deux valeurs 

de * , on Jroìt^-^^r > chaffant les 

fractions , on a cd—>bdy = ae — ajy ; trans-

posant , ajy — bdy = ae — cd; enfin , divi-

sant (61), on ajK=^5^-
Pour avoir la valeur de x , il faut substi-

tuer, au lieu dejKj sa valeur-^r-^, dans l'une 
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áes deux valeurs de x , dans x = °—~
 9 

par exemple. Cette substitution donnera 
ae-cd -abe-hbcd 

c-bx ■ ,. , , 

K B— £ qui revient a x= 
af—bd 

a 

n J • • • • « 
— abe 

3 
h/s — b d , 

 3 

-led-ab e+bcd 

~ a~fZ~bd 
x— ——— —• , OU X• 

a 7 a 

ou ( J2 ), *== —^-A, ou enfin (33 ) ; 
x i , a a f— ab d' \ JJ / r 
fc—be J 

SC
—

 a
f-b d' 

78- Nous avons supposé jusqu'ici, que 
les deux inconnues se trouvoient toutes deux 
dans chaque équation. Lorsque cela n'arrive 

point, le calcul ne diffère des précédents 
qu'en ce qu'il est plus simple. Par exemple, 

fi l'on avoit 5 ax = 3 b & cx -hdj = e ;ia 

première donneroit x*= ̂  ; & la seconde ^ 

x = r ~" Egalant ces deux valeurs, on 

auroit — =
 e
.~~

dy ; d'où chassant les déno-

minateurs, transposant & réduisant, on tire 
tae—xbc 

iad • 

1 
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Des Equations du premier degré
 y

 <î 

trois, & a un plus grand nombre 

d'inconnues. 

'Jç. Ce que nous venons de dire étant 

tme fois bien conçu , il est facile de voir, 
comrrient on doit se conduire lorsque le 

nombre des inconnues & des équations est 

plus considérable. 
Nous supposerons toujours qu'on ait au-

tant d'équations que d'inconnues. Si l'on en 
a trois, on prendra dans chacune, la valeur 

d'une même inconnue, comme fi tout le rejíe 
étoit connu. On égalera ensuite la première va~ 

leur à la seconde
}
 ù la première à la troisième £ 

ou bien l on égalera la première à la seconde, & 

la seconde à la troisième. On aura , par ce pro-

cédé, deux équations à deux inconnues seule-

ment ; & on les traitera par la régie précédente 

Soient, par exemple, les trois équations f 
3x4- 5y-h7£= 175) 

8x-h 5y — 27
L
= 64 

De la première, je tire, par transpositions 

%x= 179 — jy — 7\\ & , par division
 9 

W — W —71 
A —— • 

i 

De la seconde, j'ai, par transposition % 
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g x = 64. — 3 jy H-z1, ÔC , par division 
6

4
 — 3y-f-

* 8 * 

Dans la troisième, j'ai, par transposition, 

| $x = 7j — 3^, & par division . . . « 

s/V a „— — « 

Egalant la première valeur de x à la se-s 

CQnd
e, j'

a
i IZLZ_pZÍ _ tep^, 

Egalant de même la première à la tron 

sicrae, f ai ÍZisk^S
 =

 yi g 

Comme il n'y a plus que deux inconnues , 
je traite ces deux dernieres équations sui-

vant la règle donnée ( 74 ) pour les équa-
tions à deux inconnues. Je chasse donc d'a^ 

bord les dénominateurs, ce qui me donne 

les deux équations suivantes 1432 —407— 

5^=194 —pyH-*ï,&8pj—257 — 3 

è= 22; -h 3y —p^. 
Je prends dans chacune de ces équations 

la valeur dejv : la première me donne, en 

transposant & réduisant, 1240 — 62^ = 3 iy
s 

& en divisant, y == -M° " 611. La seconde me 

donne , en transposant ôc réduisant, 670 —\ 

z 6^ = 2Sy, & en divisant,jy=:^^p^
0 

J'égale ces deux valeurs de jy, & j'aï 
,1140-62? 670-26? . r 1 
!———- = —-g—*, qui ne reníerme plug 
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qu'une inconnue. Pour en avoir la valeur J 

je chasse les dénominateurs, & j'ai 34720—■ 

J73<5£= 20770 80 5/[. Transposant & ré-

duisant, il vient 13950 = 93 o^; divisant 

enfìn, on a l = fH^ = 
Pour avoir y

s
 je mets, au lieu de ^, fa va-

leur IJ , dans i'équatiort y — 1240 ~ 6~l que 

nous venons de trouver ci-dessus ; ce qui me 
. 1240-61x1< 1240-020 3 10 

donne y = = - = — =* 10. 

Enfin, pour avoir x, je mets, au lieu àey
3 

fa valeur 10 , & au lieu de ^, fa valeur 15, 

dans l'une des trois valeurs de x trouvées 

ci-dessus ; par exemple, dans x— *
79

 y
 7Ï

, 

qui devient par-la x — -

á_ 179—5°—
 I0

? . *79 — *5S M; .g 

3 3 3 , 
80. Si toutes les inconnues n'entroient 

pas à la fois dans chaque équation, le calcul 

leroit plus simple -, mais se feroit toujours 

d'une manière analogue. 
Par exemple, si l'on avoit les trois équa-

tions , 5x -+- 3y == 65 , ay — ^ = 11, 3« 
T • Î • 6î — ?y 

4£= 57. LJZpremière donneroit x = —j-^
9 

la seconde ne donneroit point de valeur de x; 

la troisième donneroit x ™ ; il n'y au-

roit donc que ces deux valeurs de x à égaler. 
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elles donnent ——— =57 -, équation qui 

ne renferme plus d'x, & qui étant traitée , 

avec la seconde équation iy — 11 > selon 

les règles des équations à deux inconnues, 

donnera les valeurs dejy 6c de \. En achevant 

le calcul, on trouvera \=<) ,jv= \o ,x — j. 

8 1. On voit par-là que s'il y avo.it un plus 

grand nombre d'équations, la règle générale 

seroit . . .. Prene^ j dans chaque équation, la 

valeur d'une même inconnue ; égales l'une de 

ces valeurs à chacune des autres, & vous aure^ 

une équatìan & une inconnue de moins. Traites 
ces nouvelles équations comme vous vene^ de 

faire pour les premières
 3

 & vous aure^ encore 

une équation & une inconnue de moins. Conti-

nue^ ainsi jusqu'à c& qu'enfin vous parvenie^ à 

n'avoir plus qu'une inconnue. 
8i. II ne sera peut-ctre pas irmrile de placer ici une règle 

générale pour déterminer les râleurs des inconnues dans les 

équations du premier degré. Lorsque le nombre des inconnues 

eíl un peu considérable , & que les équations renferment tous 

les termes qu'elles peuvent renfermer, on est conduit, par la 

première méthode , si elles font littérales, à des valeurs plus 

composées qu'il ne convient ; à la vérité , on peut les réduire ; 

.mais c'est un travail qui devient d'autant plus long que le nom-

bre des inconnues est plus considérable. D'ailleurs nous ré-

duirons, par la fuite, l'art de chasser les inconnues dans ìes 

-équations qui passent le premier degré , à celui de les chassée 

dans celles du premier degré. Les méthodes que l'on a eues 

juíqu'ici pour éliminer ou chasser les inconnues , dans les 

équations qui paílent le premier degré , ont toutes ( si l'on 

en excepte seulement celles qu'ont données MM. Euler St 
Cramer ) l'inconvénienr de conduire à des équations beau-

coup plus composées qu'il nc faut. Ces dernieres même 
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rie Ibnt point à l'abri de cet inconvénient, lorsqu'on a ptu£ 

de déux inconnues. II peut donc être utile de donner ici deî 

moyens faciles pour avoir les valeurs des inconnues dans 

les équations du premier degré. C'est ce que nous allons 

faire après avoir exposé une seconde méthode qui peut avoiç 

íôn utilité dans plusieurs rencontres. 
Soient les déux équations 3x-+-4y = 8i, & 3X — 4y = 9t 

Si l'on retranche la seconde dê la première , on aura 8y = jz , 

& par conséquent ,y-—-=z^. Au contraire, si l'on ajoute la 

première équation à la seconde, on aura 6x = po, & par 

conséquent, x :E= I?. On voit donc que lorsque les deux 

équations sont telles que le coefficient de l'une des inconnues-, 

est le même dans chacune, il est très-facile, par une simple 

addition ou une simple soustraction, de réduire les deux équa-* 

lions à n'avoir qu'une inconnue. 
83. Mais ne peut-on pas ramener les équations à cet état? On 

íe peut toujours; il suffit pour cela de multiplier l'une des deux 

équations par un nombre convenable. Voici comment on doit 

s'y prendre pour trouver ce nombre. Soient les Ceux équations 

43;-H 33/ = 65 , & -f- Sy = 1 Í 1. 
Je représente par m, le nombre dont il s'agit, & je mul-

liplie l'une des deux équations , la seconde , par exemple , 

par m , ce qui me donne 5 m x-h 8 my === 111 m. Je l'ajoute 

avec la première, & yú-f-^~\- 3J-4- Smy = 65 -f-111m 

qu'on peut écrire ainsi ) x-+- (3-^-8/71)3/ =65 -4-11 im. 

Si je veux maintenant faire disparoìtre les x, je n'ai qu'à 

íùpposer que le nombre m est tel que 4 ■+■ ^tn -=0 , ce qui me 

donne m—-\. Cette supposition réduit l'équation à {'3-1-8/n^y 

., éj-r-i-nm 
E= £ j 111 m, qui donney == j hquation , qui

 t 3 -+- om 

en mettant pour m sâ valeur — *, devient, y == — =^ 

3*5-444 — 119 $ 

_L. = -+. 121 x í = 111 =
 7

. 
IJ — 3^ —17 S 17 17 

S .5 
Si au contraire j'avois voulu faire disparoìtre lesy, j'aur 

supposé m tej que 3+8111=0, c'est-à-dire, que j'aurois éga 

ít Zét 
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à zéro , le coefficient ou multiplicateur dey, ce qui m'auroit 

donné m = - |, Cette supposition réduit l'équation à (44-5/72)x 

_ , , • F 654-1 nm , 1 
S=S oj 4- 111 771, qui donne & = — .équation, qui. en 

44- 5771' 

SRiettant pour 777 íâ valeur actuelle — f, devient x= =a 

5
1Q

 — 3» 187 1
 4

„il*
J 

8 _ 8 _ 187 _ ~8 

32 —-15 17 —" 17 

84. Si l'on avoit trois équations & trois inconnues > ort 

tnultiplieroit la seconde par un nombre m , & la troisième pat 

Un nombre «;&les ajoutant, ainsi multipliées, à la première, 

on siippoferoit égal à zéro , le coefficient de chacune de deux 

des trois inconnues x, y & \. On auroit pour déterminer m 

& 71, deux équations que l'on traiteroit comme dans le cas 
précédent. 

Par exemple, prenons les trois équations 3 x-4-$y-f-7sr 

==179, 8xH~3y — 2î£^=r 64, $x—y -+• 3^ = 7,- que nous 

avons déja traitées. En multipliant la seconde par m , la troi-

sième par /z, & les ajoutant à la première, on aura 3x4- Smx 

4- çix 4- 5y 4- yny — ny 4- 7^ — vn\ 4- 3 n{ = 170 -4- 64/71: 

-f-7?7î qu'on peut écrire ainsi, f 3 -4- 8/n 4-5 72 ) JC4- (j 4-3M 

y ■+■ f7 — :/72 4- 3"J ï= 179-f- 64m 4- 75/2.. 

Si c'est ^ que je veux avoir, je supposerai 34-8777,4- 5/2 = 0 

& 5 -(-3m — 72 = o ; ce qui réduit l'équation à (7 —'27724- 371 )j 

179 -f- 64/71+7577 
= I7S1 -í-é^m -4- 7572, qui donne % • 

7 — 2772-4-371 ? 

îl ne s'agit donc plus que de déterminer TTI & 72, ce que l'on 

sera par le moven des deux équations 3 4-8m4- $72 o , 

& < -H— g771 —. « = o , que l'on traitera comme dans le cas pré-

cédent; c'est-à-dire , qu'on multipliera la seconde par un nom-

bre/7 , & on l'ajoulera à la première , ce qui donnera 4-f- jp 

4- 8/72 — 3/7772 -4- 572 — pn= o, qu'on écrit-ainfi, 3 -f- 5/7-H 

.(8 4- \p) m 4- — p) 72 =0. Pour avoir 72, on supposera S 

,H- lp = o , ce qui réduira l'équation à 3 4- 5/7 4- f 5—/7;72=o, 

aui donne 72 = —I—;
 0

r l'équation 8 -f- 3/7= * , donne p 
%—p < 

ALGÈBRE* G 
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40 

fes f j donc 72= ^ , qui fe réduit à n = -— 5 pat 
8 15 

5 +
 T 

2? 
Wne opération íêmblable, on trouvera m = - —, substituant donc 

> 28 21 
179—64» r-7í . 

2 2 2 5 -

dans la valeur de ^ on aura 3= — , cpú fê 

7 —x f-3- — 
2J 22 

réduit à ^ = 15. On voiî par-là comment on s'y íèroit pris, fi 

au lieu de ^ , on avoit voulu avoir y ou x ; mais, lorsque l'une 

des inconnues est trouvée, il íèroit superflu de recommencer 

un calcul sembable pour chacune des autres
 y

 il faut shbstituer 

la valeur dé cette inconnue dans les équations proposées ; 8t 

employant une équation de moins , on détermine les autres 

■valeurs , comme poar le cas où il y a une équation de moins» 

8j. En suivant cette méthode
 s

 ou la première, on peut 

îrouver des formules générales qui représentent les valeurs des 

inconnues dans tous les cas imaginables. C'est ainsi qu'on trou-

vera que si l'on représente généralement deux équations duj 

premier degré à deux inconnues par ax -i-by'-t- c = o , & 

a'x -4- b'y -+■ c'= o , ce qu'on p eut toujours faire, en passang 

tous les termes dans un méme membre, & représentant par 

one seule lettre la totalité des quantités connues qui multiplient 

chaque inconnue, & la totalité des termes entièrement connus,, 

en trouvera, dis-je , que les valeurs de x & dey , font exprir, 

, . le'—b'c a'c—as. 
mees en cette mamere : x = — , jy = — —• 

ab—ab ab'—a b 

Pareillement, si l'on représente trois équatinns du premier 

degré à trois inconnues, par ax -4- b y -j~c^-i-d=o, a'x-hb'y 

•+■ c'\ -4- d'= o, a"x -i-b"y-i- c'\ -h d" = o , on trouvera 

que les valeurs de x ,y & ̂ , íônt exprimées en cette manière : 

— ab'd" a'b d" — a"b d'-^a b"d'— a'b"'d->r a"b'd 

y— 

-t-ab'c" — a'bc"->ra"bc' - ab"cs ■+-a'b"c — a"b'c 

— qd<c" + ■ a'de"—a'1 de' -hac'd" -a'cd" + a"cd' 

+ ab<c" — a'b c" -f- a"b c1 — ab"c' ■+-a'b"c—a"b'c 

— b'c"d-h bc"d' — bc'd". 4- b"c'd -— b"cd'.^b'cà[> 

■+ab!c"-~a'bc"-*ra"bc'—ab"c'-^a>l"c — a>"í'c. 
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• ï'ouir 4 équations & 4 inconnues, on auroit quatre fractions 

'âont le numérateur & le dénominateur auroient chacun 24 ter-

mes.Us auroient 120 termes pour 5 inconnues ; 720 , pour 6 , & 
ainsi de fuite, félon le produit des nombres 1,2,3,4,5, &c* 

Application des Règles précédentes à 

la résolution de quelques quejlions qui 

renferment plus d'une inconnue. 

8 6. Question première \ Un homme a deux 
espèces de monnoie : sept pieces de la plus forte 

tfpece
 3

 avec dou^e pieces de la seconde
 3
 font 

288 livres ; & 12 pieces de la première espece
 3 

avec sept de la seconde font 3 c 8 livres. On de-
mande combien vaut chaque ejpece de monnoie? 

Si l'on savoit combien vaut chaque es-
pèce de piece, en multipliant la valeur d'une 

piece de la première espèce , par 7, & celle 

d'une piece de la seconde espece, par 12, 

& ajoutant les deux produits, on trouveroic 

288 livres ; pareillement, en multipliant la 

valeur d'une piece de la première espece , 

par 12 , celle de la seconde par 7, ôc ajou-

tant les deux produits, on trouveroit 358 

* Si í'on veut s'ír struire plus à 

fond de la manière dè déterminer 

les râleurs des inconnues dans les 

Equations du premier degré, on 

peut consulter l'Ouvrage que nous 

avons publié en I779, fous le titre 

Théorie générale des Equations I 

[ Algébriques , Paris, m-4». On y 

trouvera u ne méthode très générale-

& très-expéditive pour déterminer 

toutes à la fois Ou séparément, les 

valeurs des inconnues dans k s 

Equations, soit numériques, soit 

littérales. 

G ij s 

^, 
5' ■- B) 

3' 
'.'■*■ , «à 
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livres ; cela étant, si je représente par x lè 

nombre de livres ou la valeur d'une piece de 

la première espece, & parjv celle d'une piece 

de la seconde espece, je pourrai raisonner 

ainsi Ï 

Chaque piece de la première espece va-

lant * , les sept pieces vaudront 7 fois x, 

* ou jx; par la même raison 12 pieces de la 

seconde espece vaudront izy'; il faut d_onc 

que jx -t- i2j/= 288. 
Un raisonnement semblable à l'égard de îa 

seconde condition, fera voir qu'il faut que 

il 2 x -f- 7jv = 3 5 8.11 ne s'agit donc plus que 

de trouver les valeurs de x ôc de y. Pour cet 

effet, je prends dans chaque équation la 

valeur de x. La première me donne, après 

la transposition & la division, x=
 188 Iiy

- j 

la seconde me donne x=
 3

*
8 7y

 j j'égale ces 

deux valeurs de x
 3

 & j'ai l'équation
188

 "
y 

, 3 58 —7J f s 

Pour tirer de cette derniere la valeur dejy, 

je chasse les dénominateurs (64) & j'ai 34$6 

,— 144JV = 2yo(5 — 4pj/, ou en transposant 

& réduisant 950 = p jy, ou enfin en divisant, 

y — — = 10. Pour avoir je reprends la 
., , /• • 288—ny 

première valeur de #, lavoir x== —-—-
9 

& substituant pour y, sa valeur* 10 , j'ai 
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- î88 — IXXTO 288 — 110 168 , 
*" — = = — — 24 ; donc 

7 7_ 7 . 

la plus forte piece étoit de 24 livres, ôc la 

plus petite de 1 o livres. En effet, 7 pieces de 

24 livres font 16$ livres , qui avec 12 pieces 

de 10 livres ou 120 livres, font 288 livres. 

De plus, \2 pieces de 24 livres , qui font 

288 livres., avec sept pieces de 1 o livres quï 

font 70 livres , donnent 358 livres. 

Question seconde : On a mêlé ensemble une 

certaine quantité d'or &' une certaine quantité 

d'argent. Tout le mélange sait un volume de 

I12 pouces cubes , & pesé 100 onces : un pouce 

cube d'or pesé 12 onces \ , & un pouce cube 

d'argent en pesé 6 f-. On demande quelle efi la 

quantité d'or & quelle efi la quantité d'argent 

qui ont été alliés ? 

Si l'on connoiíToit le nombre de pouces 

cubes de chaque espece de matière , en ajou-

tant ces deux nombres, ils donneroient 12 

pour leur somme. De plus, en prenant 12 

onces j autant de fois qu'il y a de pouces cu-

bes d'or, c'est-à-dire, en multipliant 12 f pat 

le nombre des pouces cubes d'or, on auroit 

le poids de l'or qui entre dans le mélange,' 

j & en multipliant de même 6 onces ~ par le 

nombre des pouces cubes d'argent, on auroic 

le poids de l'argent, & en ajoutant ces deux 

produits ils formeroîent 100 onces. 

G iij 

* 
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Raisonnons donc de la même manière eú 

représentant par x le nombre des pouces cu-
bes d'or, & pary le nombre des pouces cubes 

d'argent : il faut donc que * -hjy = 12. D'un 

autre côté, chaque pouce cube d'or pesant 1 a 

onces f , ou d'once, un nombre x de pou-

ces d'or pèsera — xxou Parla même rai-

son chaque pouce cube d'argent pesant 6 on-

ces j ou — d'once, un nombre y de pouces 

cubes, pèsera (2f-xy ou ~-y ; donc For & l'ar-

gent réunis pèseront -—- x -4- ̂ -y ; or ils doi-

vent peser xoo onces, donc-^JC -ì-~y=ioo
% 

Pour trouver les valeurs de x & dey, je 

chasse les dénominateurs de cette derniere 

équation, & j'ai 342.x -4- 186y i= 2,700. De 

la première équation je tire x — 1 % —y
x

 ÔC 

ii' 1 2700—r86y • / f 
ía derniere donne x — —— ' égalant 

. , 2700—i86y 
ces deux valeurs , on a 12 — y = 

Pour avoir y je chasse le dénominateur, & 

îî me vient 4103.— 342J = 2700 — 126yi 

transposant Ôt réduisant , 1404 = VS'Í/J. & 

enfin en divisants =~*f*-= 9 ; & comme 

on a trouvé x — 12 —y
x
 on a donc x. = 3 » 

c'est-à-dire , qu'on a mêlé 3 pouces d'or avec 

P pouces d'argent. En effet, le tout fait 12 

pouces cubes. D'ailleurs 3 pouces cubes pe-

sant chacun 12 onces 7 font 38 onces, òc $ 
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pouces cubes pesant chacun 6 onces f- font 62 

onces, lesquelles avec les 3 8 font 100 onces. 

Si les deux matières qu'on a mêlées avoienc 

des pesanteurs spécifiques * différentes, ôc 

íi le volume, ainsi que ie poids total du mé-

lange , étoient différents de ce qu'on vient de 

supposer, la méthode, pour trouver les quan-

tités de chaque espece de matière, n'en seroit 

pas moins la même ; ainsi pour renfermer dans 
une feule , toutes les solutions des questions 

de cette espece, supposons généralement que 

le nombre total des pouces cubes des deux 

espece de matière soit : . . . a. 

Que le poids total du mélange exprimé 

en onces soit bm 

Que le poids d'un pouce cube de la 

première matière soit c«j 
Et celui d'un pouce cube de la seconde 

soit <£j 
c ôc d étant exprimés en onces. 

Alors si nous représentons par x le nombre 

des pouces cubes de la première matière, ÔC 

par jy le nombre de pouces cubes de la fe-

* On z-ç-ptWepesanteurspéci-
fique, la pesanteur d'un corps 

dont le volume est connu. 

Quand on dit : un tel corps peíê 

1 i livres ; on ne détermine que 

le poids de ce corps & non pas 

celui de l'eípece de matière 

dont U est composé ; mais 

quand on dit, par exemple í 

1 z pouces cubes d'eau com-

mune pèsent 7 onces 6 gros » 

alors on détermine la pesan-

teur de cette eípece d'eau ; on 

met en état de"déterimner com-

bien peíe tout autre volume 

connu de cette même eau. 

G iv 
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conde ; nous .aurons pour première ëquatioîí 

x H-JK = <? • 

D'ailleurs chaque pouce de la premierer 

matière pesant c d'onces, dès qu'il y a x de 

pouces cubes, la quantité de lá première ma-

tière pèsera c x x ou c x. Par la même raison j 

îa quantité de la seconde matière pèsera dy ; 

ensorte que le total pèsera cx-k-dy ; & comme 

îl est supposé peser b
y
 il saut que cx-+- dy=b. 

Cela posé, la première équation donne 

&,sís=a —y ; la seconde donne x = ; éga-i 

lant ces deux valeurs, on a a —yz=
h
-—^y 

chassant le dénominateur, il vient ac—cy=h 

1— dy ; transposant & divisant, y ===== ~~~T£ 

Pour avoir la valeur de x, il faut substi-
tuer dans l'équation x. = a-—y, la valeur 

qu'on vient de trouver pour y
3
 & l'on aura 

sc = a-h--^—j, ou ion voit que j ai changé 

les signes du numérateur de -~
h

d
, parce que y 

doit être retranché de<z (11). Cette valeur de 

x peut être simplifiée, en réduisant le tout en 
/•o- / \ • j <!<■'—ad->r-b—ac 
traction (4c ^ ,ce qui donnera x= ■ —„ 

ou en réduiíant, x = ,. 

L i b — ad „ ac — b 
es valeurs x = ■ r , & y = -, 

gue l'on vient de trouver, peuve»t fournil 

1 
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Urìe règle susceptible d'un énoncé assez sim-
ple , pour la résolution générale de toutes 

ìes questions de cette espece. 
Pour trouver cette règle, il faut faire at-

tention i°, que b marque le poids total du 

mélange; 20, que a marquant le nombre total 
des parties du mélange, & d le poids d'une 

des parties de la seconde espece
 ?
 a d marque 

ce que peseroit le volume du mélange , s'il 

étoit composé seulement de la matière de la 

seconde espece. En effet, si tout le volume 

étoit d'argent, par exemple, on trouveroit 
son poids total, en multipliant la pesanteur d 
d'un pouce cube d'argent , par le nombre 

total a des pouces cubes. Enfin le dénomina-

teur c—d est la différence des pesanteurs spé- , 
cifiques de chaque espece de matière. 

Si l'on analyse, de même , la valeur de y
3 

on verra que ac est ce que peseroit le volume 

du mélange s'il étoit uniquement composé 

de la première matière. De-là on pourra con-

clure cette règle. 

Calculette que peseroit le volume da mélange, 

s'il étoit composé feulement de la seconde ma-

tière i retranche^ ce poids du poids total aâuel 
du mélange & diviser^ le refte par la différence 

des pesanteurs spécifiques des deux matières : 

le quotient fera le nombre des parties de la pre-

mière qui entre dans k mixte. 
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Au contraire ,pour avoir le nombre des par-

ties de la seconde matière, calculs ce que pese-

roit le volume du mélange, s'il étoit tout entier 

de la première matière ; retranchez-en le poids 

total acìuel du mélange, & divise^ le rejìe par 

la même quantité que ci-dessus. 
Cette règle est précisément, ce qu'on 

appelle en Arithmétique, la règle d'Alliage ; 

& qu'en Arithmétique nous avons renvoyée 

à cette troisième partie. 

On peut, à cette même question, en rame-

ner une infinité d'autres , qui, au premier 

coup d'œiî, ne semblent pas de même espece : 

par exemple, celle-ci : Faire J22 livres en 42 
pieces, les unes de 24 livres, & les autres de 6 

Uvres ; car avec un peu d'attention, on voit 

que cette question est la même que cette au-

tre ; un mixte composé de 42 poucés cubes 

de matière .pesé ^22 onces : des deux matiè-

res qui y entrent, l'une pesé 24 onces par 

pouce cube, & l'autre 6 onces. En suivant 

la règle précédente, on trouvera qu'il faut 

15 pieces de 24 liv. & 17 pieces de 6 livres. 

La même règle serviroit encore à résoudre 

cette autre question. Un pied cube d'eau de mer 

pesé 74 livres , un pied cube d'eau de pluie pesé 
70. livres ; combien jaudroit-il mêler ensemble 
d'eau de mer & d'eau de pluie, pour faire de 
Veau qui pesât 73 livres par pied cube? 
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On voit par-là, combien il peut être utile 

<3e s'accoutumer de bonne heure à représen-

ter, d'une manière générale, les quantités 

connues qui entrent dans les questions , ôc à 

interpréter ou traduire les résultats algébri-

ques des solutions des problêmes. . 

Question troisième : On a trois lingots dans 

chacun desquels il entre de l'or, de Vargent & 

du cuivre. L'alliage dans le premier est tel que 

sur 16 onces , il y en a 7 d'or, 8 d'argent & 1 de 

cuivre. Vans le secondfur 16 onces, il y en a 
5 d'or, 7 d'argent & 4 de cuivre. Dans le troi-

sième sur 16 onces , il y en aï d'or, p d'argent 

6 5 de cuivre. On veut, en prenant différentes 

parties de ces trois alliages, composer un qua-

trième lingot, tel que sur 16 onces, il s'en 

trouve 4 onces ù ~ en or, y ~^en argent, £> 

3 T6 en cuivre. 
Représentons par x le nqmbre d'onces 

qu'il faut prendre du premier lingot ; parjy, 

le nombre d'onces qu'il faut prendre du se-

cond ; & enfin par ^ le nombre d'onces 

qu'il faut prendre du troisième. 

Puisque 16 onces du premier contiennent 

7 onces d'or , on trouvera ce que x d'onces 

de ce même lingot peuvent contenir d'or, 

en calculant le quatrième terme de cette pro-

portion 16 : 7 : : x : ; ce quatrième fera -g 1 

par un raisonnement semblable, on trouvera 
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qu'en prenant y d'onces du second lingot ; 

on prend —, en or, & sur le troisièmes. Ces 
r 16 ' 16 

trois quantités réunies font 7X'+'iy1~ ; or 

on veut qu'elles fassent 4 TT ou ff- ; donc 

Pour satisfaire à la seconde condition, art 

remarquera, de même, qu'en prenant x d'on-

ces fur le premier lingot, on prend nécessai-

rement d'onces- en argent, fur le second 

~ , ôc enfin fuir le troisième , on prend né-

cessairement ^ ; ces trois quantités réunies 

font
 8

*"
t
"

7
-
y

~
l
""

9î

?
 & comme on veut qu'elles 

16 — i6 « fassent 7ff on~-, on aura 

En procédant de la même manière
 3

 on 

aura, pour satisfaire à la troisième condition , 

l'équation = fi. 

Comme le nombre 16 est diviseur commun 

des deux membres de chacune des trois 

équations qu'on vient de trouver, on peut le 

supprimer ; ôc alors on aura les trois équa-

tions suivantes.. . . . jx + $y-t-2^= 7p,' 

Sx -4- jy-h = 122 , x-f-^y -H 55. 

Tirant de chacune
 3

 la valeur de x on aura x 

79 —iy— m — 7y—9Ï 
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4 y—'5^; égalant la première valeur de 

x à la seconde & à la troisième (79), on 

aura 79 — ^ — ̂ _ izi —
 7y
-

9ï &
 79 — *s 

7
 8

 .
 7 

e== 5- 5"—4V — équations qui ne renfer-

ment plus que deux inconnues, ôc qu'il faut
 f 

par conséquent, traiter, selon ce qui a été ' 

dit (74). 

Pour cet effet, je commence par faire dis-
paroître les diviseurs, ôc j'ai 632— 407 — 

1^=854— 45>JK— <*3Î> ÔC79 — ?JK— ̂  

= 38j—28y — 35:^, ou, en passant tous 

lesjy d'un côté ôc réduisant, py = 222 —47^,' 

& 23^ = 306 — 33; la première de ces 

deux équations donne y = ~
 47?

 ; ôc la 

seconde ,j == ?
0<?
 ~égalant ces deux va-

leurs de y, j'ai =
 3
-^=^ ; chassant 

les diviseurs, $106— 1081^=275"4—2p7^; 

transposant, 5s IOCÍ — 27<s4=io8 i£—i97\î 

réduisant ,23^2 = 784^ ; ôc ensin, en divi-

sant
> ^

 3i 

Pour avoir la valeur de y, je substitue dans 

l'une des deux valeurs qu'on a trouvées ci-

dessus pourjKj j'y substitue , dis -je , au lieu 

de £, fa valeur 3 , qu'on vient de trouver ; 

par exemple, en substituant daney=5 ̂ ■~4-, 
-, . m — 141 8 ■ ■ t 
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Enfin , pour avoir x-, je substitue, au lieii 
dejK & de £, leurs valeurs p & 3 dans l'une 

des trois valeurs qu'on a trouve'es ci-deffus 

pour x; par exemple , dans la derniere, sa-
voir x = $ <; — 4y — 5^ & cette valeur de-

vient x = 55 — 36 — J y = 5 5" — $\ ===4î 
c'est-à-dire , puisqu'on trouve x = 4 ,jy = P 

& £=== 3 , qu'il faut prendre 4 onces du pre-

mier lingot, 9 du second, & 3 du troisième, 
ôc alors le nouveau lingot contiendra en or, 

4 onces & -ff ; en argent, 7 onces -ff ; & en 

cuivre , 3 onces -ff. 
Ën effet, puisque le premier lingot con-

tient fur 16 onces, 7 onces d'or, 8 d'argent 
& 1 de cuivre ; il est évident que si l'on prend 

4 onces seulement de ce lingot, on aura ff 
d'once en or, |£ en argent & ff en cuivre. 

Par une raison semblable, en prenant p onces 

du second lingot, on aura ff en or, ff en ar-

gent , ôc ff en cuivre ; ôc en prenant 3 onces 
du troisième lingot, on aura ff en or, ff en 

argent, & ff en cuivre. 
Réunissant les trois quantités de chaque 

espece de matière, provenantes des trois lin-

gots , on aura ff , ̂ , ff ou 4 ff, 7 -ff ôc 

3 ff pour les quantités d'or, d'argent & de 

cuivre qui entreront, en effet, dans le qua-

trième lingot. 

1 
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Des cas où les queflions proposées res-
tent indéterminées, quoiqu'on ait 

autant d'Equations que d'inconnues ; 

Ô des cas où tes que (lions font îm-
pojjìbles. 

87* H arrive quelquefois que quoiqu'on 

ait autant d'équations que d'inconnues, la 

question qui a conduit à ces équations reste 

néanmoins indéterminée,c'est-à dire , qu'elle 

est alors susceptible d'un nombre indéfini de 

solutions. 

Ce cas a lieu lorsque quelques-unes des 

conditions, quoique différentes en appa-

rence, se trouvent être les mêmes dans le 

fonds. Alors les équations qui expriment 

ces conditions font, ou des multiples les 

unes des autres , ou > en général, quel-

ques - unes d'entr'elles font composées 

d'une ou de plusieurs des autres, ajoutées 

ou soustraites, multipliées ou divisées par 

certains nombres. Par exemple, une ques-

tion qui conduiroit à ces trois équations 

$x-\~ 3yH-1\ — 17, 8x -+• zy -4-4^ = 20 ; 

I Sx -4- Sy -4- $7
L
= y4, feroit susceptible d'un 

nombre indéfini de solutions , quoiqu'il sem-

ble , d'après ce que nous avons vu plus haut, 

que x, y & 7
L)

 ne peuvent avoir chacun 
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qu'une seule valeur. De ces trois équations
 9 

la derniere est composée de la seconde ajou-

tée avec le double de la première. Or il est 

évident que les deux premières étant une fois 

supposées avoir lieu , la troisième s'enfuit 

nécessairement; que par conséquent,-elle 

n'exprime aucune nouvelle condition : on est 

donc dans le même cas que si l'on avoit feu-
lement les deux premières équations : or 

nous verrons dans peu que lorsqu'on n'a que 
deux équatious pour trois inconnues, chaque 

inconnue est susceptible d'un nombre indé-

fini de valeurs. 
8 8 - Le calcul fait toujours connoître les 

cas dont il s'agit ici : voici comment. II n'y 

a qu'à procéder à la recherche des incon-

nues , selon les régies données ci-dessus : 

alors ÍÌ quelqu'une des équations est com-
prise dans les autres, on arrivera dans le 

cours du calcul
 3

 à une équation identique , 

c'est-à-dire, à une équation dans laquelle 

les deux membres seront non-seulement 

égaux, mais, encore composés de termes 

semblables & égaux : autant on trouvera 
d'équations identiques , autant il y aura d'é-

quations inutiles parmi celles qui auront été 

proposées. 
Par exemple, si de chacune des deux: 

équations 6x -+- 8y == i z & x H- fy; === 2 , je 
tire 

\ 
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tire îa valeur de x. i'aurai x = ̂  %y ôc x='z 
ì i ■- 8 

fjV: égalant ces deux valeurs, j'aurai —— 

*= 2 ■— -*y, ou chassant les dénominateurs, 

■36 —■ 2$y = 36 — 2
4JKJ équation identique 

& qui ne peut faire connoître la valeur dey., 

parce qu'après la transposition & la réduc-

tion , on est conduit à cette équation o = o; 

Pareillement, des trois équations ci-def-

us on tire x = —~—-, x — ■ y- x
 ÔC 

$c= ^ —«y—8? ^ ^g.
a
j
ant

 ]
a
 première de ces 

valeurs à la seconde & à la troisième, on 

áura Î7-1Z1£I™-*y~*i
 &

 17-3?-»?^ 

T 8 y 

l[iH&—^ chassant les dénominateurs, tranf* 

posanp réduisant, & divisant, on auía, pat 

íà première ,y =s —-—j Ôc par la seconde, 

y = LfiJtlì* valeurs qui étant égalées, don-
i> / 4 • . j 36 + 47 364-4? J 

nent í équation identique ——- == - - * 

il n'y a donc, dans ce cas, que deux équa* 
tions réellement distinctes. 

Mais si l'on avoit les trois équations fui* 
vantes : 

J3c4- 37-1-2^=2,4 

^x-h^-+-5-^== 60 

1 Sx
 -H 9y -f- 6\ = 72 
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La première donneroit x — ^—^—-; h 

seconde , après avoir chassé les dénomina-

teurs , transposé, réduit , ôte, donneroit 

* =
 !
J±H.^

;
 & la troisième,

 x
=

7
2llL3. 

Egalant la première de ces valeurs à la se-

conde & à la troisième, on auroic ——%— 

à ̂ :'W'
LO
J & >±ÍÈ3 = ÈpSSj & enchas-

sant les dénominateurs, 6oo — 7$y—fo^ 

*== <soo-—7SY— $OT_, & ]6o—45sy—303; 

= 360 — 457 — 3°^? équations identiques 

& dont on ne peut tirer ni y ni ^, parce 

qu'elles se réduisent chacune à 0 = 0, 11 n'y 
a donc ici, à proprement parler , qu'une 

seule équation, 
Les questions qui conduisent à de pareils 

résultats , font indéterminées, mais ne font 

pas impossibles. Nous verrons dans peu , 

comment on doit les traiter. 
89. Dans les cas dont nous venons de parler, le numérateur, Sc 

le dénominateur de chacune des valeurs des inconnues x,y,^
t 

&c , que nous avons données ( i$ ) deviennent o, ce qui 

doit être , ainsi qu'on peut le conclure facilement de ce que 

nous venons de dire. On pt ut donc , par le moyen de ces 

mêmes formules générales , reconnoître les cas où quelques-

unes des équations feront comprises dans les autres. 

(JO. Lorsqu'une question qui ne conduit 

qu'à des équations du i
er

 degré est impossi-

ble , 'on s'en apperçok à ce que la fuite du 

calcul conduit à une absurdité ; par exem-
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pìe , conduit à dire, 4 = 3» Si l'on avoit, 

par exemple , les deux équations 

5*-+- 3J~ 3° 
& 2GX-+- \ zy — 135-. 

La première donneroit x = —~~
9
 & la se-

conde x = *~; égalant ces deux va-

leurs ^ on a ■—3-y = tH-LiîT; chassant les dé-
j io 

Dominateurs, on a 600—-60^=67$' — 60 y 

qui conduit à 600 = 67 ce qui est absurde ; 

donc la question qui conduiroit aux deux 

équations $x -h 3y = 30 , & aox-f- i2y = 
H3 5, est impossible & absurde. 

QI. Les solutions négatives indiquent 

sussi une forte d'impossibilité dans la ques-

tion ; mais cette impossibilité n'est par ab-

solue , elle est relative au sens dans lequel 

les quantités ont été prises ; en forte qu'il y a 

un sens dans lequel ces solutions font naturel-

les & admissibles ; voyez ce qui a été dit (7 0). 

Des Problêmes indéterminés, 

9 2. On appelle, Problème indéterminé 

toute question à laquelle on peut satisfaire en 

plusieurs manières, fans pouvoir déterminer 

parmi toutes ces manières, quelle est celle 

qui donne lieu à la question. Ces sortes de 

Problêmes ont toujours moins de conditions 

gue d'inconnues ; Ôc envisagés généralement, 
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ils sont susceptibles d'une infinité de solu-

tions; mais il arrive souvent ausíi que le 

nombre de ces solutions est limité par quel-

ques conditions qui ne pouvant pas être ré-

duites en équations, ne permettent pas de dé-

terminer d'une manière directe le nombre 

des solutions que la question peut avoir. 

Si l'on proposoit cette question -. Trouver 

deux nombres qui pris ensemble fajjent 24 ; 

en nommant x l'un de ces nombres, &cy l'au-

tre , on auroit x -k-y === 24 , équation de la-

quelle on tire x = 24 —y. Or cette question 

est susceptible d'une infinité de solutions , si 

par 'x ôc y on entend indifféremment des 

nombres entiers, ou des nombres fractionnai-

res , ôc des nombres positifs ou négatifs : il 

suffit, pour y satisfaire, de prendre pour y tel 

nombre qu'on voudra , ôc de conclure la va-

leur de x de Péquation #-.= 24—y, en y 

substituant pourjy le nombre qu'on aura pris 

arbitrairement ; ainsi si l'on suppose succes-

sivement y = i,jy= 1 ~-,y = 2,y== 2| &c. 

on aura x =23 , x=22±, x — 2,2 , = 2 1 j, 

ôte. Mais si l'on ne veut que des nombres 

entiers ôc positifs , alors le nombre des solu-

tions estlimité ; car pour que x soj^ positif, il 

faut quejv ne soit pas plus grand que 24. Et 

puisqu'on ne veut que des nombres entiers, 

il est évident que l'équation ne peut avoir ea 
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tout que 25 solutions en y comprenant o : en 

forte que supposant successivement y =. o , 

y — 1 ,y === 2 ,y = 3 , &c. on aura x = 24, 

# = 23 , x = 22 , x = 21 , &c. 

9 3 • Mais, lorsqu'on impose la condition 

que les nombres demandés soient des nom-

bres entiers & positifs, o'n ne voit pas tou-

jours aussi facilement que dans Texemple 

précédent, comment on peut satisfaire à 

cette condition : les questions suivantes font * 

propres à le faire connoître. 

Question première. On demande en combien 

de manières on peut payer 542 livres, en don-

nant des pieces de 17 livres & recevant en 

échange des pieces de 11 livres. 

Représentons par x le nombre des pieces 

de 17 liv. & parjy celui des pieces de 11 liv.; 

en donnant x pieces de 17 liv, on payera 

x fois 17 liv. ou ijx : en recevant y pieces 

de 11 liv. on recevra 1 ìy; par conséquent, 

on aura payé 17 x — 1 \y ; & puisqu'on veut 

payer 542 liv. on aura 17 x — 11 y = J42, 

Tirons la valeur de y , c'est-à-dire, de l'in— 

connue qui a le moindre coefficient, 6c nous 

aurons y = . 

Comme on n'a que cette équation, on 

voit qu'en mettant arbitrairement pour x tel 

nombre qu'on voudra, on aiya pour y une 

H ii] 

A 
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valeur qui satisfera sûrement à l'équâtîorì f 

mais comme la question exige que x &cy 

soient des nombres entiers, voici comment il 

faut s'y prendre pour y parvenir directement: 

La valeur dejK = se réduit, eiî 

faisant la division autant qu'il est possibles 

àjy —# — 4P + fa~!' -il faut donc qua 

<^1=^ soit un nombre entier : soit u ce nom-* 
11 6~ — 

^re entier ; on aura ——-3 =u , & par consé-

quent 6x—3 =i i u & x= ——p-)
 ou

 )
 er

* 

faisant la division , x — u-i-
 ?

""^"
3
 ; il faut 

donc que —~ fasse un nombre entier : soit î 

ce nombre entier; on aura= f, & par 

conséquent $u 3 = 6t & u =
 6t

~
ì
 — £ 

; il faut donc que ^Q un nom-

bre entier : soit s ce nombre entier, on aura 

= Sj & par conséquent s -{-3 : l'opé-

ration est terminée ici , parce qu'il est évi-

dent qu'en prenant pour s tel nombre entier 

qu'on voudra, on aura toujours pour r un 

nombre entier tel que l'exige la question , 

puisqu'il n'y a plus de dénominateur. 

Remontons maintenant aux valeurs de x 

ÒLJ ; puisqu'on a trouvé u =
 É
^~- ; en met-

tant pour f sa valeur 5^-4-3, on aura 
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u p B°J~f" 3 = 65-4-3: & puisqu'on a 

trouvé x = """*~3-, en mettant pour u fa va-

ur , on aura x =
 tf

—
2 = 11 s -h 0 : 

enfin , puisqu'on a trouvés = -—j^fj en 

substituant poúr x sa valeur , on aura 
I 87J -f- lot — 541 •

 r
 1 

y = —- —— = 175 — 40 ; ainíi les 

valeurs correspondantes de x & dejy font 

x — 1 IÍ-f- 6, & y = 17s —40. Par ía pre-

mière
 3

 on est libre de prendre pour s tel 

nombre entier qu'on voudra; mais !a seconde 

ne permec pas de prendre s plus périt que 3 ; 

en effetjv devant êcre positif, il faut que 175 
soit plus grand que 40, ou que s soit plus 
grand que ~ , c'est-à-dire, plus grand que z. 

On peut donc satisfaire à cette question 

d'une infinité de manières différentes, qu'on 

aura toutes èn mettant dans les valeurs de x 

& dejy^ au lieu de s, tous les nombres entiers 

positifs imaginables depuis 5 jusqu'à l'infini; 

ainsi posant successivement s = 3 , 5 = 4, 

s— $ j s = 6, s = 7 , ôicy on aura les va-

leurs correspondantes de x & dey comme U 

fuit: x = 39... .y■== 11 

= 50 = 28 

= 61 =4? 

= 72 — 62 

= 83, &c, = 7P 
H i« 
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Dant chacune est telle qu'est donnant ìé 

nombre de pieces de 17 liv. désigné par x
9 

<Sc recevant le nombte correspondant de 

pieces de 11 liv. désigné par y, on payera 
54.2 livres. 

Question seconde. Faire ^41 liv. en 41] 

pieces, de trois espèces ;savoir
 f

 de 24 liv. de 
,ip liv. & 1 o livres. 

Soient x, y & ^ les nombres de pieces de 
chscune de ces trois espèces ; puisqu'on veut 

en tout 41 pieces, on aura i°, x~\-y •+■ £ 

«=4i. 
20. Chaque piece de la première espece 

valant 24 liv., le nombre x des pieces vaudra 
ctr fois Z4 liv. ou 24 x ; par la même raisony 

pieces de la seconde espece vaudront *9y, ôc 
Sf pieces de la troisième espece vaudront 1 ; 

ainsi les valeurs réunies des trois nombres de 
pieces différentes, monteront à 24 x -+- 1 $y 

H- 1 o ~ ; & comme elles doivent monter à 

741 liv. on au 2 4 x -f- 19y + 10 ^ = 741. 

Je prends, dans chacune de ces équations, 
la valeur d'une même inconnue , peu im-

porte laquelle ; de x, par exemple ,& j'ai 

&
741 — Igy — lor ., . 

x = ly

4
 ^j'é-

gale ces deux valeurs, & j'ai 41 —y — ^ = 

•tAi-^y— ^
 Qu c

i,
a
fla

nt
 j

e
 dénominateur. 

$84— 2*>'~r 24^ = 741 —
 X

cjy — IO^Î 
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transposant & réduisant, on a 243=574-14^. 

Je prends maintenant la valeur dejv qui 

a le plus petit coefficient, & j'aijv =
1
-

4
^—>• 

= 48 — 2^4- 3 ~4?; orjy ôc ^ devant être 

des nombres entiers, il faut que 3 ~4T soit 

un nombre entier : soit donc r ce nombre 

entier ; on aura -~"4- = £, ou 3 — 4^=5 Í; 

donc^=î
3
 ~

?t
= — í 4- j il faut donc 

que soit un nombre entier : soit M ce 

nombre ; on aura^^- — u
}
 ou 3 — £ = 4 z/j 

& par conséquent t = 3— 4 u. 

Remontons maintenant aux valeurs àty> 
£ & X. 

Puisqu'on vient de trouver ^ = on 

aura en mettant pour t sa valeur, -
3 I
^

I0Z
* 

1 = — 3 ; & puisqu'on a trouvé 
4 

y = en mettant pour ^, sa valeur ; 

on aurajv === — — = ■— = 57 

•— i4«. 
Enfin, puisqu'on a trouvé x = 41 y —^, 

on aura x = 41 —- 5-7 <4- 14a —- $u 4- 3 = 
— 13. En sorte que les valeurs corres-

pondantes de x ,y & r
t

, font x — pu — 13 , 

y—-57~i$u
)

èí7
L
^5u~*-]

}
 dans lesquelles 
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on peut mettre pour u, tel nombre entier 

qu'on voudra pourvu qu'il en résulte des 

nombres positifs pour x, yôc ^ : or cette 

condition emporte ces trois autres i°. Que 

5> u soit plus grand que 13 ; ou que u soit plus 

grand que -y~ ou 20. Que $j soit plus 

grand que 14 u, ou que u soit plus petit que 

~~ : c'est-à-dire, plus petit que 4 30. Enfin 

que j u soit plus grand que 3 , ou u plus 

grand que f, ce qui ne peut manquer d'arri-

ver j dès qu'on observera la première condi-

tion ; ainsi le nombre des solutions est donc 

très-limité , & se réduit à trois que l'on 
trouve , en donnant à u pour valeurs les nom-

bres 2,3 & 4 , qui font les feuís que l'état 

de la question admette. On ne peut donc 

faire 741 liv. en 41 pieces de trois espèces 

proposées, qu'en prenant les nombres de 

pieces marquées ci-dessous, & qu'on trouve, 

en mettant pour u, les nombres 1
3
 3 & 4 

successivement dans chacune des valeurs de 

* y 1 
$ ..... 29 .... . 7 

14 15 12 

23 • . • • • 1 i? 

Dans le covts des divisions que l'on fait 

pour réduire la valeur de {'indéterminée à 

un nombre entier,- rien n'oblige à prendre 
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le quotient plutôt au-deíTous de fa véritable 

valeur qu'au-dessus. II est même quelque-! 

fois plus expéditif de le prendre de cette 

derniere manière. 
Par exemple, fi j'avois l'équation ipjy été 

j 2x •+• 13p , au lieu d'en conclure y = 2X 

-f-7-H en prenant zx pour valeur du 

quotient de $2X divisé par ip, en nombres 

entiers ; je çonclurois y — ^x-+-j —ÎÏLÎL 

en prenant plutôt $x pour quotient, parce 

que ce quotient est plus approchant , & que 

l'excédent $x dont je tiens compte en lui 

donnant le signe—, a un coefficient plus 

petit, ce qui ne peut manquer d'abréger le 

calcul. Je fais ensuite —^—— u ; & j'en 

conclus x== 6 19u , & par la même raison , 

Z-f-íí-l-,./. I -f- " 

x = i ■—4«H -—. r ailant —— = t, j ai 

enfin u = $t— i ; ce qui achevé la solution 

plus promptement que si j'avois pris cha-

que quotient au-dessous de fa véritable va-

leur. Si on remonte , comme ci-dessus, aux 

valeurs de x & de y
t
 on trouvera x — £ — 

ipr, êtjy= 21 — j2í, qui en donnant à t pour 

valeurs, tous les nombres négatifs depuis 

zéro , donneront toutes les solutions posi-

tives de l'équation. 
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Des Equations du second degré, à uni 
seule inconnue. 

O. 4-On appelle Equations du second degré
T 

celles dans lesquelles la plus haute puissance 

de l'inconnue, est cette même inconnue mul-

tipliée par elle-même, ou élevée à son quarré. 

Ainsi l'équation 5 x* ==* 12 j , est une équation 

du second degré, parce que dans le terme 5 oc* 

ïa quantité x est multipliée par elle-même. 

ç 5 • Lorsque l'équation ne renferme d'au-

tre puissance de l'inconnue , que le quarré , 

elle est toujours facile à résoudre : il suffit de 

dégager le quarré de l'inconnue, de tout ce 

qui peut le multiplier, ou le diviser ; ou des 

quantités qui peuvent se trouver jointes avec 

lui , par les signes -f- ou —, ce qui se fait par 

les règles données ( 56, 60 &c 64); après, 

quoi il n'y a plus qu'à tirer la racine quarrée 

de chaque membre. 

Par exemple, de l'équation <;x* = 125 , je 
conclus, en divisant par y , x% = =25, 

& tirant la racine quarrée de chaque mem-

bre, ac==jj .• car il est évident que si deux quan-

tités sont égales, leurs racines quarrées se-
ront aussi égales, & il est également clair que 

x est la racine quarrée de x2. 

Pareillement fi j'ai l'équation ~ x2 =°± x\ 

•4-7; je chasse íes fractions, & j'ai 2 £ a* 
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6» i2x2~h IOJ ; transposant, 2ÇX
2 — 12:** 

*= IOJ , ou 13»* = 107 ; divisant par J/V 

sc* = ~f ; donc x == V-rf ; ce signe j/mar-' 

que qu'on doit tirer la racine quarrée. 

Lorsqu'on doit tirer la racine quarrée de la 

fraction , comme dans le cas présent
 s

 &n fait 

descendre les jambes du signe j/" ( qu'on ap-

pelle signe, radical) au-dessous de la barre qui 

sépare les deux termes de la fraction. Mais 

fi l'on n'avoit à représenter que la racine 

quarrée de l'un ou de l'autte des deux termes 

de !a fraction, le radical feroit tout entier au-

dessus ou au-dessous de la barre de division , 

ainsi pour marquer qu'on veut diviser par 3
 t 

la racine quarrée de 40, on écriroit 

Si la quantité dont on doit tirer la racine 

quarrée étoit complexe, on donneroit au 

radical une queue qui recouvrît toute la 

quantité ; par exemple , pour marquer la ra-

cine quarrée de ^ab-^-b2, on écriroit.^Jaí-t-i1. 

Quelquefois aussi, fans donner une queue 

au radical, on renferme la quantité complexe, 

entre deux crochets , qu'on fait précéder du 

figne j/", en cette manière K" ( ^ab b2 ). 

C/ó". Nous avons vu ( 24 ) que lorsque le 

multiplicande Ôc le multiplicateur avoient 

tous deux le même signe
 3

 le produit avoit 

toujours le signe -K Cela étant, lorsqu'on a 

SCD LYON 1



soìé COURS ■ 

à tirer la racine quarrée d'une quantité quî a 

le signe -4- , on doit indifféremment donnes 

à cette racine quarrée le signe -f- ou le 
signe — ; ainsi dans l'équation précédente a* 

s= 2 j, on peut, lorsqu'on tire la racine quar-

rée , |^ire également, qu'elle est -t- y, & 

qu'elle est — 5 , parce que chacun de ces 

nombres multiplié par lui-même, reproduit 
toujours -t- 25 ; en forte que la résolution de 

l'équation x% = 25 s'écrit ainsi x = + 5 , ce 

qui se prononce en disant x égale plus ou 

moins y, & équivaut à ces deux équations 

X ~ -+- J & X =, 5. 
Pareillement pour la sedonde équation ci-

àeíì'us j on écriroit x*= + V TÇ- *• 

5*7* Lorsqu'on a à tirer la racine quarrée 
d'une quantité précédée du signe —• ; on 

couvre ie tout, du radical, que l'on fait auíïï 

précéder du double signe Hh ; ainsi si l'on 

* On pourroît demander ici 

pourquoi nous ne donnons pas 

auííì le double signe + au pre-

mier membre ? La réponse est 

qu'on le peut ; mais cela ne 

mene à rien de nouveau. En 

eftet si l'on écrit -4-A?=S-|- f ,on 

cn tire ces quatre équations-f- x 
F ■+- í, -4- x = -5 , -x--+- 5, 

- z;—- <;. La derniere, en chan-

geant les signes , revient à la 

première. II en est de même de 

la troisième , relativement à la 

II faut se garder de considé-

rer la valeur de x dans la prer 

mitre équation x = j , comme 

étant la même que dans la se-

conde x~- 5 , quoique ces deux 

valeurs soient exprimées par \ç 
même caractère ou la même 

lettre «-. Cette lettre x est un 

signe par lequel on représente 

la quantité que l'on cherche; 

ìl peut désigner des quantités 

différentes , comme le moi 

£«désignédes quantités diffé-

rentes , dans différents pays. 
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avoir, x2 = —-4 , on écriroit x = -h 

& quoiqu'on puisse tirer la racine quarrée 

de 4, qui est 2, il ne faudroit pas écrire x=t 

+ 2 : il est essentiel ici de faire attention au 

signe — de la quantité qui est fous le radical. 

98. Lorsqu'une équation conduit ainsi à 

tirer la racine quarrée d'une quantité néga-

tive , on peut conclure que le Problème qui a 

conduit à cette équation , est impossible : en 

effet une quantité négative ne peut avoir de 
racine quarrée , ni exactement, ni par appro-

ximation ; car il n'y a aucune quantité , soit 

positive , soit négative, qui étant multipliée 

par elle-même puisse produire une quantité 

négative : il est bien vrai que — 4, par exem-

ple, peut être considéré comme venant de-t-2 

multiplié par — 2 ; mais ces deux quantités 

ayant un signe différent ne font point égales, 

Ôt par conséquent leur produit n'est pas un 

quarré. Ainsi , lorsqu'on propose de tirer 

lá racine quarrée d'une quantité négative , 

on propose une chose absurde ; donc tout 

problême qui se réduira à une pareille opé-

ration , sera un problême impossible. C'est à 

ce caractère qu'on distingue i'impossíbiìité 

des questions du second degré. 

Au reste , il ne faut pas pour cela re-

garder, comme inutile, la considération des 

racines quarré es des quantités négatives : il 
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arrive assez souvent qu'une question , quoì-í 

que possible, n'admet de solution que par le 

concours de pareilles quantités dans les-
quelles à la fin, ce qu'il y a d'absurde, dis-

paroît. On appelle ces sortes de quantités, 

quantités imaginaires. Ainsi \Z~— a, est une 

quantité imaginaire ; a H- "j/"—b, est une 
quantité imaginaire. 

99* Ce que nous venons de dire, suffit 
pour la résolution des équations du second 

degré , lorsqu'il n'y a pas d'autres puissances 

de x que le quarré. Mais outre le quarré de 

l'inconnue, il peut encore y avoir (ôc cela 

arrive le plus íouvent ) la première puissance 

de l'inconnue multipliée ou divisée par quel-

que quantité connue , comme dans cette 

équation x1 —40c =12. Alors l'artifice qu'on 

doit employer pour résoudre l'équation, con-

siste à préparer le premier membre de ma-

nière à en faire un quarré parfait : cette pré-

paration suppose avant tout, trois choses ; 
i° , qu'on ait passé dans un seul membre tous 

les termes affectés de x, & les quantités 

connues dans l'autre; cela s'exécute parce 

qui a été dit ( j5) : 2
0

. Que 1§ terme qui 

renferme xz, soit positif ; s'il avoit le signe—, 

on changeroit tous les signes de l'équation, 

ce qui ne troubleroit point l'égalité ; 3
0

. Que 
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íe terme qui renferme x2, soit libre de touí 

multiplicateur ou de tout diviseur; s'il n'é* 

toit point dans cet état, on l'y ameneroit j 

en multipliant tous les autres termes de l'é-

quation par ce diviseur, & en les divisant 

|3ar le multiplicateur. Par exemple, si j'avois 

a résoudre l'équation 4.x — -■- x1'--- 4 — zx
9 

ì°, je passerois tous les x dans le premier: 

membre, en écrivant le terme x2 le premier, 

& j'aurois — } x1 ~\~ -f- 2x = 4, o\i — jx* 

H-<$x = 4; 20, je changerois les lignes pour 

fendre x1 positif, & j'auroisyx*— Çx —-.— 4 ^ 
30, je multiplierois par 5, ce qui me don-

neroit 35c*.— jox==>*— 20 ; enfin je divise-

rois par 3 , & j'aurois xz — 1 cx %s -2
3
°. 

Comme on peut toujours ramener, à cet 

état, toute équation du second degré , noua 

ne nous occuperons actuellement que d'une 

équation préparée de cette manière. 

I OO. Cela posé, pour résoudre une équa-

tion du second degré, il faut suivre cette 

règle : 

Prene^ là mo'tîìé de la quantité' connue qui 

multiplie x dans le second terme : élevés cette 

moitié au quarré 
3
 & ajoute^ ce quarré à chaque 

membre de L'équation , ce qui ne changera rien, 

à légalité. Le premier Membre sera alors un 

quarré parfait. Tire^ la racine quûrrée de cha-

que membre, & faites précéder celle du second 

ALGÈBRE. ' I 
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membre
 3

 du double figne ; Véquation fera 

réduite au premier degré. 
Quant à la manière de tirer la racine quarrée 

du premier membre, on tirera la racine quar-

ïée du quarré de l'inconnue, & celle du quarré 

qu'on a ajouté : on joindra cette seconde à la 

première, par le figne qu'aura le second .terme 

de l'équation. 
Par exemple , ayant l'équation x* -f- 6x 

== 15, je prends la moitié de la quantité con-

nue 6, qui multiplie x dans le second terme : 

je quarre cette moitié, & j'ajoute à chaque 
membre le quarré p, j'ai x*-h 6x -+- p = 2 y ; 

il ne s'agit plus que de tirer la racine quarrée, 

ce que je fais en prenant la racine quarrée 

de x1 qui est x, puis celle de p qui est ?, & 

comme le second terme 6 x de l'équation a 

le signe Hr, j'en conclus que x -f- 3 , est la 
ïacine quarrée du premier membre. Quant à 

celle du second, elle est y ou plutôt (p5) ^jh y; 

par conséquent x -4- 3 = Hh j. Pour avoir x, 

âl ne s'agit plus que de transposer, ôc l'on aura 

x=±$—3 ; c'est-à-dire, que x a deux 
ivaleurs ; savoir x=» -f- y — 3=2, & x =» 
>— j — 3 «=3 — g. Nous verrons ci-après ce 

gué signifie cette seconde valeur. 
Pour entendre la raison de cette règle, il 

ïaut se rappeller ce que nous avons remarqué 

{ 2; ) savoir que le quarré d'une quantité 
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composée de deux termes, contient toujourg 

îe quarré du premier terme, le double du 

premier terme multiplié par le second, & ie 

quarré du second. 

Gela posé , lorsqu'il s'agit d'ajouter à une 

quantité telle que x%-h6x, ce qui est néces-

saire pour en faire un quarré parfait, il faut re-

marquer i°, que cette quantité contient déja 

un quarré x* qu'on peut considérer comme 

ie quarré du premier terme x d'un binome. 

z°. Qu'on peut toujours considérer le terme 

suivant 6x, comme étant le double de x mul-

tiplié par une autre quantité. 5
0

. Que cette 

autre quantité est nécessairement la moitié 

de 6 multiplicateur de x. II ne manque donc 

plus que le quarré de cette seconde quantité, 

c'est-à-dire, le quarré de la moicié du multi-

plicateur dex dans le second terme. On voit 

que ce raisonnement est général, quel que 

soit le multiplicateur de x. 

Quant à la règle que nous donnons en 

même-temps pour extraire la racine quarrée 

du premier membre, elle est également une 

fuite de la formation du quarré; puisque les 

deux quarrés extrêmes qui se trouvent dan3 
îe quarré d'un binôme ccant les quarrés des 

deux termes de la racine, ii est évident qu'il 

ne s'agit que de tirer séparément les racines 

{le ces deux quarrés pour avoir ces deux ter-
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mes. Mais on doit donner au second terme1 

de la racine
 ?

 le même ligne qu'a le second 
terme de l'équation , parce que de même que 

le caicul fait voir que le quarré de a-k-b est aa 

-i-2ab-+-èt
t
 de même il fait voir que le quarré 

de a — ^ est a2— 2ab~>
r

bì. 

Application de la Règle précédente, à 

la Résolution de quelques quejhons 

du second degré. 

IO I. De quelque degré que doive être 

l'équation, il faut toujours, pour mettre la 

question en équation , faire usage de la règle 

que nous avons donnée (67). 

Question première. Trouver un nombre tel 

que fi à son quarré , on ajoute 8 fois ce mcms. 

nombre , le tout fasse 3 3 ? 
Si je connoiliois ce nombre, que j'appelle 

x , il est évident que j'en prendrois le quarré 

x*; qu'à ce quarré, j'ajouterois 8 fois ce nom-
Ire , c'est-à-dire

 9
Sx

9
&c que le tout x2 -4- 2x 

formeroit 33 ; il faut donc qne xz-+- 8x =33. 
Pour résoudre cette équation, j'ajoute à 

chaque membre, le nombre 16 qui est le 
quarré de la 'moitié du nombre 8 qui multi-

plie x dans le second terme, & j'ai x
1
 H- 8x 

.4- 15 -= 4p, équation dont le premier mem-

bre est un quarré parfait. Je tire la racine 
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quarrée de chaque membre , en observant la 

règle donnée (100), & j'ai x-f-4 = + 7î 
par conséquent x m ± 7 — 4, qui donne ces 

deux valeurs de x, 5c = + 7 — 4. = 3 & x 

De ces deux valeurs, la première satisfait 

à la question , puisque 9 qui est le quarré 

de 3
 y

 étant ajouté à 8 fois 3 ou 24 , fait 33. 

A l'égard de la seconde , comme elle est né? 

gative, elle indique qu'il y a une autre 

question dans laquelle prenant x dans un sens 

tout contraire , la solution seroit 11 ; c'est-à-

dire , que la seconde valeur de x doit satis-

faire à cette autre question : Trouver un nom-

bre tel que fi de son quarre', on retranche 8 fois 

ce même nombre, le reste soit 33 : ce qui est en 

effet ; car le quarré de 11 est 121 , & 8 fois 

ii font 88 , lesquels retranchés de 121, il 

reste 33. 
Pour confirmer ce que nous avons dit fut 

les quantités négatives (70) j remarquons que 

cette seconde question mise en équation
 ? 

donne xz — Sx — 35, laquelle étant résolue 

selon la règle, donne x — + 7 -4- 4 '•> c'est-à-

dire , ses deux valeurs, x = 11 & x = — 3^ 

qui font précisément ie contraire de ceìles da 

la première question. 

I O 2. On voit paEjrlà qu'une équation du. 

second degré
 ;

 à une seule inconnue, a tou-
I iij 
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jours deux solutions. Car les deux valeur* 

11 & — 3 substituées, au lieu de x, dans l'é-

quation x1— Sx~ 33 j la résolvent égale-

ment, c'est-à-dire, réduisent également le 

premier membre 333, On vient de le voir 

pour 1 ï. A l'égard de ■— 3 , son quarré est 

H- 9 ; & 8 fois — 3 , font — 24, qui, retran-

chés de H-p, donnent «4- 9 -f- 24, selon ce 

qui a été enseigné ( 11 ). 

Mais on voit en même-temps que si toute 

équation du second degré a deux solutions, 

il n'en est pas toujours de même de la ques-

tion qui a conduit à cette équation ; car, dans 

Je cas présent, la seconde valeur — 3 , ne 

résout que la question contraire. Au reste, il 

arrive souvent que les deux solutions de 

ì'équation , font auífi toutes deux, solutions 

de la question. Nous en verrons un exemple 

dans la troifieme question. 

Question seconde. On devo'u partager ijf 

Uvres entre un certain nombre de personnes ; 
mais il y en a deux d'absentes & qui

}
 par cette 

raison, ne doivent pas avoir part. Ceite circons-
tance augmente de 1 o livres la part de chaque 

présent ; on demande combien il devoit d'abord 

y avoir de partageants ? 

Si je savois quel est ce nombre, je divi-

ferois 17 j par ce nombre, pour connoître 

combien çhacun aurok eu
 ì

 si coutes les per-
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sonnés eussent été présentes. Je diviserois 

ensuite par ce "même nombre diminué de 2, 

pour connoître combien chaque partageant 

aura réellement ; enfin je verrois si en ôtant: 
10 livres de ce second quotient, le r este, est 

égal au premier. Imitons ces opérations
 >

 ea 

représentant par x le nombre cherché. 
Si tous étoient présents, chacun auroíc 

donc — i mais s'il manque deux personnes » 

chaque partageant aura '—^ ; puis donc que 

ce dernier nombre doit être plus grand de 1 o
s 

que le premier, il faut que — 10=
 l
~

m 

Pour résoudre cette équation
}
 je chasse ies 

dénominateurs; & selon la remarque faite 
( 66 ), j'écris I7pc — 10 (x — 2) x = ij$ x; 

(x—2), puis faisant les opérations indiquées ,! 

j'ai i7$x — IOXX-H 2ox = 17$x — 350; 

supprimant 175"* de part & d'autre, puis 

changeant les signes (99), on a 10 x x 
— 20X = 350 ; enfin en divisant par 10, i[ 

vient xx — zx = 3$ > équation à laquelle 

11 ne s'agit plus que d'appliquer la règle don-
née ( 100 ). Je prends donc la moitié — 1 du 

multiplicateur — 2 de x. Je quarre cette 

moitié , ce qui me donne i, que j'ajoute à 
chaque membre, & j'ai x* — 2x -f-1 = 36; 

árant la racine quarrés
 3

 j'ai x — 1 = ± 6
 9 
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& par conséquent x— -j- 6 H- i , qui donué 

x~7 &LX = — y. La première est le nombre 

cherché ; car 17; divisé par 7, donne 25 ; & 

sl7| divisé par 7 — 2 ou donne 37 qui 

excède 25" de 10. Quant à la seconde, elle 

résout la question où l'on supposeroit qu'il 

s'agit de partager 175" livres avec deux nou-

veaux survenus, & que cette circonstance 

diminue de 10 livres la part que chacun auroic 
eue fans cela. 

Question troisième. Un homme achete un 

cheval j qu 'il vend, au bout de quelque temps, 

pour 24 pistoles. A cette vente, il perd autant, 

pour cent, que le cheval lui avoit coûté. On 

demande combien il i'avoit acheté ? 

Si l'on me disoit ce que le cheval a coûté, 

js vérifierois ce nombre en cette manière. 

Je le xetrancherois de ÎOO „ & je ferois cette 

règle de trois : Si 100 se réduisent au nombre 

que vient" de me donner la soustraction j à 

combien le nombre prétendu doit-il se rédui-

re ? Ayant trouvé ce quatrième terme
 }

 il 

devroit être égal à 24. 

Nommons donc x le nombre cherché, 

c'est-à-dire * le nombre de pistoles que le 

cheval a coûté. Alors puisque 100 sont sup-

posés se réduire à 100 — x, je trouverai à 

combien x doit être réduit, en faisant cette 

iregle d? trois j 100:100 — x;:x;; le qua-
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trìeme terme sera ^°°~*^X (Ar'uh. 179) ou 

'-—puis donc qu'on suppose que le 

prix du cheval a été réduit à 24 pistoles, ít 

íaut que = 24. 
? 100 A 

Pour résoudre cette équation, je chasse le 

dénominateur, ôç j'ai IOOX—■xx = 24.oo
> 

ou en changeant les signes xx—\ocx = 

— 2400. Je prends donc (100) la moitié de 
1— 100 qui est — $ o ; je l'éleve au quarré, ce 

qui me donne -h 2J00 à ajouter à chaque 

membre. L'équation devient xx — ioox 
•4-< 2joo = 2500— 2400=100; tirant la 

racine quarrée, j'ái x— S° =»•+; i° , & par-
conséquent, x = 50 -h 1 o , qui donne ces 

deux valeurs x = 60 & x = 40 , dont cha-

cune résout la question ; ensorte que le prix 

du cheval peut également avoir été de 60 ou 

de 40 pistoles : l'énoncé de la question n'est 

pas suffisant pour déterminer lequel de ces 

deux prix a eu lieu. Si l'on veut vérifier ces 

deux solutions, on verra qu'en supposant que 

ïe cheval a été acheté 60 pistoles, puisqu'a-

lors ico se réduisent à 40 , 60 se réduiront à 
24. Et dans le second cas, on verra de même, 

que 100 se réduisant à 60 , 40 se réduiront 

à 24. 
103. Dans les questions précédentes ^ 

l'equation a eu deux solutions, l'une positive 
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l'autre négative. Dans la derniere, elle en t 

deux positives. Elle peut en avoir auíïï deux 

négatives. Mais cela n'arrive que lorsque 

sénoncé de la question est vicieux; car alors 

chacune de ces deux solutions négatives, 

indique (70) que l'inconnue doit être prise 

dans un sens tout opposé à celui de l'énoncé-
Par exemple, si l'on proposoit cette question : 

trouver un nombre tel que si à son quarré 
on ajoute neuf fois ce même nombre, ÔC 

encore le nombre 50 , le tout faste 30; cette 

question mise en équation donneroit x2-\- 90c 

-4- j o = 3 o, qui en suivant les règles données 

plus haut, deviendroit successivement xï-+-s>x 
= -20, -f- $x-h-^- = 20 =t= i ; 

tirant la racine quarrée x~h~ = ̂ r\, qui 

donnex = — £-+-■£- = — 4, & *==* —— | 

=— 5. Ce qui indique que la question doit 

être changée en cette autre : Trouver un nom-
bre tel que si après avoir ajouté $ o à son quar-

ré , on retranche du tout, 9 fois ce même 
nombre demandé, il reste 30. 

104* L'aîgebre a donc cet avantage 

que non-feulement elle résout les questions, 
mais elle fait encore distinguer si elles font 

bien ou mal proposées ; & si elles sont im-
possibles , elle le fait connoître aussi : nous 

en avons déja donné le caractère (98). Si 

l'on en veut un exemple, il n'y a qu'à ré-
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foudre Ja question troisième, .n y supposant 
vingt-six pistoles au lieu de vingt-quatre. 

L
,
 f

 . f 1OOX - XX „ 
équation íera — = 2 6, ou 1 oox—xx 

1 IOO ' 

■e= 2600 , ou xx—ioox =— 2Í00 j qui , 
selon la règle (100), devient xx— icox-H 
2joo = 25'oo — 2600 e== — 100 , tirant la 

racine quarrée x — jo = + ]f,
 IOO ?

 &
 en

«, 

Snx~<;o-+-l/'— 100; or nous avons vu (98) 
que la racine quarrée d'une quantité négative 

est impossible. 
Question quatrième. Deux personnes sesont 

réunies dans un commercé : l'une a mis 3 o Louis 

qui ont rejìé 17 mois dans la société. Le Jecond 

n a fournisesfonds qu'au bout de 5" mois ; cejl-

à-dire, qu'ils n'ont été que 12 mois dans íaso-
ciété. Ces fonds que l'on ne connoît point ,sont

y 

avec le gain qui lui revient, 26 louis. Le gain 

total a été de 18 louis &\\on demande ce que le 

second avoit misj, & combien chacun a gagné? 

La question se réduit à trouver la mise du 

second, car il est/évident que le gain de cha-

cun sera facile à trouver ensuite. Représen-

tons cette mise, ou le nombre de louis de 

cette mise par x. Puisque les 30 louis du 

premier ont été 17 mois dans la société , ils 
doivent lui avoir produit autant que produi-

roient 17 fois 30 louis ou jio louis pendant 

un mois. Pareillement, puisque la mise x du 

second a été 12 mois dans Ja société, elle 
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doit lui avoir produit autant que 12 fois x dé 

louis ou 12Xproduiroient pendant un mois; 

ainsi j on peut regarder la société , comme 

n'ayant duré qu'un mois, mais en supposant 

que les mises aient été y 1 o & 1ax ; cela étant i 

pour savoir ce que le second doit gagner, il 

faut {Arith. 197) calculer le quatrième terme 

de cette.proportion 5 1 o -4- 12x : 18 ^ : : 12X ; 

Ce quatrième terme sera I"jcxi84 q
U

j
 re

-
•* • 5 io-4-i tx x 

vient à ——— : or il est dit dans la question 

que le gain du second & sa mise x font i(± 

ïouis ; donc hx = 26. , 

Pour résoudre cette équation, chassons le 

dénominateur, & nous aurons 22.5.x -i-x 

( 5■ 10 H- i2x) = 26 ( 51 0 -4- i2x), ou, er» 

faisant les multiplications indiquées, 22.5X 

$ IOX -f- \2xx— 13260 -+- 3 i2x. Trans-

posant & réduisant, on a 12XXHh423X =s 

132 60 ; divisant par 12
 3

 * 2H- ±Ll x == 

qui se réduit à x2-f- -í-f- x =11 0.5 ; prenant 

donc la moitié de , qui est - ; élevant 

cette moitié au quarré, & Rajoutant à chaque. 

membre, on aura x2 x -H — 

—/r- ■+- iioj = 5%-:, en réduisant 

[iiof en fraction. Tirant done la racine 

F= ± 5 aonç x = —- -í-^- H; —- ; qui 

\ 
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Sonne pour la seule valeur, qui satisfasse à la 

n
. — 141 501 160 1 

question , x = — — = — = 20: la 
* 8 8' 

mise du second étoit donc de zo louis ; pat 

conséquent son gain étoit de 6, & celui du 

premier de 1 z \. 

IO 5 • A l'égard des équations littérales 

ia règle est absolument la même. Si l'on avoit 

à résoudre l'équation^x— axx — b2c; con-

formément à ce qui a été dit (99 & 100) , je 

changerois cette équation en axx—abx=—■ 

b2c , puis en xx — bx =—~\ j'ajouterois à 

chaque membre le quarré de—- ; c'est-à-dire, 
bb n - j . , f bb bb Vc 

H , & 1 aurois xx >— PX-\ z 
4 ' 4 4 a. ' 

tirant la racine quarrée, j'ai x — — — -H 

& enfin x = h y . 
• r 4 a ' x — 4 a 

I o£. Lorsque î'équation est littérale, 

elìe peut se présenter sous une forme plus 

composée que nous ne l'avons vue jusques 

ici ; mais on peut toujours la ramener à trois 

termes en cette manière. Soit I'équation ax* 

'-+- bcx — a2b == bx2 — ab2 — acx. Je passe 

dans un seul membre tous les termes affec-

tés de x, en observant d'écrire de suite , 

tous ceux qui ont les mêmes puissances de x„ 

& j'ai ax2 — bx* •+- bcx -+- acx = a2b — ab2. 

Je remarque
3
 à présent, que ax* — bx1n'est 
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autre chose que (a—b) x x% ou {a—-h) xi% 
pareillement bcx -4- acx n'est autre chose 

que (bc-i-ac) ensorte que l'équador* 
ax1

 — bx' -f- bcx -f- acx = a1 b — ab peuc 

s'écrire ainsi (a —b) x2 -+• (£c -H-ÛC) x = cl£ 

— ab2 ; or les quantités a, c, écant des 

quantités connues , on doit regarder a — b, 

bc-h-ac, & axb — ab* comme des quantités 

toutes connues;on peut donc, pour abréger, 

représenter chacune de ces quantités pat 

une feule lettre, & supposera—b = m
t

-ba 

-f- ac — n, à1 b — ab* — p, & alors l'équa-
tion est réduite à mx* rix =*= p, qui est 

dans le cas des précédentes, & qui étant 

résolue suivant les mêmes règles , deviendra 

successivement x*-h - x—-. puis x2 -f- ~ 

x-+- — = — H-M en ajoutant le quarré de 

ia moitié de -, c'est-à-dire,de — tirant 

ía racine quarrée. x -+- — —~\-y -\-t. 
f ? rm ■— 4m m" 

enfin x — — -+- ìs ~ -f-
i m T t\m- m 

î oy. Au reste on ne fait ces fortes de 

transformations que îoríque le calcul qu'on 

auroit à faire fans elles, feroit très-com-
posé ; car dans ce même exemple, après 

avoir mis l'équation proposée, sous la forme 

( a — b) x'-í- (bc-^ac) x=.àíb-—-ab2, on 
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peut la traiter, sans trop de calcul, comme 

les précédentes, en divisant d'abord par a — 

b, ce qui donne xz -f» c~*~a': x — abi 
' * a — b 7 

maintenant il faut ajouter de part & d'autre 

le quarré de la moitié de ^c~i~ac c'est-à-dire. 
bc -f- ac a — i 

ïe quarré de - ; mais on peut se conten-

ter de l'indiquer en cette manière Lc "^fY; 
1 \za— zb / > 

amíi on aura x -\ x *+- í 1 = 

'ta—zb) *
 ab 1 tirant la racine quarrée, 

on aura 

*-*ÏI=Zb=±r 2
 "h ab, & 

IO 8- Quoiqu'on puisse, lorsqu'on a 
conclu la valeur de x, laisser ie radical dans 

l'état où il est , jusqu'à ce qu'on vienne aux 
applications numériques ; néanmoins , il 

peut être souvent utile de lui donner une 

forme plus simple, en réduisant au même dé-

nominateur les deux parties qui se trouvent 

sous ce radical. Sur quoi il faut observer 

qu'on peut souvent les réduire au même 

dénominateur d'une manière plus simple que 
par la règle générale donnée (47) ; & cela 

gn se conformant aux observations que nous 
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avons faîtes (48) ; prenons, pour exempîej 

— •+--: pour réduire à un même dénoî 

n1 „ p 
minateur les deux quantités —- & —, ì'ob-i 

serve que leurs dénominateurs actuels ont un 

facteur commun ni, & que par conséquent j 

íì je multipliois les deux termes de la frac-

tion ̂  , par qui est le second facteur du 

premier dénominateur, alors elle auroit le 

même dénominateur que cette première frac-

tion ; c'est pourquoi je change ~ h — 
y- i * ° 77! 

en K -~— J or comme le radical mar-

que qu'il faut tirer la racine quarrée de h 

fraction, c'est-à-dire (Arith. 142) du numé-

rateur & du dénominateur ; je tire celle du 

dénominateur qui est un quarré ; & j'ai 

« M-4/'/B.
 a

-
n

fi j
ans

 l'éq«ation ci-dessus, ou 
Z77Z * 7 

nous avons trouvé w — — -f- -—h - -

on peut changer cette valeur de x, en cette 

— n Vrì-->r-Acpm .\
 r

 3 

autre, x = ! — ? ou ( a cause du 
1 zm z m v 

dénominateur commun 2111)
3
 en cette autres 

—11 zb ̂ '
nï ■+■ AP

m 

X — —— ■* 
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iDè VextraUlon de la racine quarréi 

des quantités littérales. 

lOp. La résolution des équations du sé"* 
tond degré conduit done, comme nous ve-

fions de le voir, à extraire la racine quarrée 

des quantités, íbit numériques, soit littérales. 

Nous n'avons rien à ajouter à ce que nous 

àvoris dit des premières én Arithmétique. 

Noué allons parler des dernieres. 

Lorsqu'il a été question de la multiplica* 

tion des quantités monômes ( 18 ) , nous 

avons dit que le produit renfermait toutes 

les lettres du multiplicande & toutes celles 

du multiplicateur; or, lorsqu'on élevé une 

quantité au quarré, le multiplicande & le 

multiplicateur sont les mêmes ; donc, dans 

un quarré monôme, chacune des lettres de la 

ïacine doit être deux fois facteur ; donc l'ex-

pûfant de chacune des lettres d'un quarré 

monôme doit être double de celui des mêmes 

lettres dans la racine ; àoncpour avoir la racine 

quarrée d'une quantité monôme, il faut donner 

à chacune des lettres de cette quantité, un expo-

sant moitiémoindre • suivant cette règle, la 

racine quarrée de a? est sl, celle de a6 esta% » 

celle de a'b'c" est abc, celle de a\</c* est a'ív. 
I I O. S'il se trouvoit un exposant impair, 

ce seroit donc un signe que la quantitépro-

ALGÈBRE, K. 
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posée n'est point un quarré parfait ; aîot9 £ 

en suivant la règle, il resteroit un exposant 

fractionnaire qui désigneroit qu'il reste à tirer 

la racine quarrée de la quantité qui auroit cet 

exposant. Ainsi la racine quarrée de a b^c"1 est 

ûbzc2 ou abb2c2 : car on peut considérer offre*. 

comme a*b2bc*. 
L'exposant fractionnaire a donc ici le même 

usage que le signe V; ainsi abb2c2, ou (ce qui 

est la même chose) abcíh%équivaut à abczVb. 

Donc réciproquement, si une quantité mo-
nôme est affectée du signe Von pourra sup-
primer ce radical, pourvu qu'on prenne la 

moitié de chacun des exposants. 
III. Cette remarque sert à simplifier les 

quantités affectées du signe, lorsque cela est 

possible. Par exemple, la quantité V^frc 
± A fr-

étant la même chose que a1 b* c-, se réduit 
T I 

à abbT cT, ou, en remettant le radical, au 

lieu des exposants fractionnaires, à ahVbc. 

De même V"a'b+c* se réduit à azb2c Va c , en 

considérant asb*c2 comme a^fr^ac, & pre-

nant la moitié des exposants 4, 4 & 2. On 

trouvera de même que Vyfe réduit à a V yj 

ou bien si l'on multiplie le numérateur & le 

dénominateur par /, se réduit à a Vjd on 

enfin à j ]/af. \ ■' 
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ï 11. On voit donc que pour faire sortie 

hors du radical les facteurs que l'on peut en 

faire sortir, il faut prendre la moitié des expo-

sants de Ces facteurs. Au contraire pour faire 

entrer fous le radical un facteur qui seroit an 

dehors, il faudra doubler Pexpofant de ce 

facteur, c'est-à-dire, élever ce facteur au 

quarré. Ainsi a Vb peut être changé en y~a2bj 

û V" ^ peut être changé enf/'y qui se ré-

duit à Vab. De même {a~srb)Vc peut être 

changé en V {a-^r-bf c. 

I I 3 • Jusqu'ici nous n'avons pas eu égard 

au coefficient. S'il y en avoit un, & qu'U 

fût un quarré parfait, on en tireroit la racine 

quarrée selon les règles de l'Arithmécique ; 

ainsi V péffr devient $ab V b. De même, 

Y*i024affre devient 32abv~bc> 

I I 4» Mais si ie coefficient n'étoit pojnc 

un quarré parfait, il faudroit voir s'il ne peuc 

pas être décomposé en deux facteurs donc 

l'un soit un quarré parfait dont on tireroit la 

racine, & on laisieroit l'autre fous le radical ; 

c'est ainsi que V^ècffr se réduit à ^.abV3b > 

parce que 48 étant = 16x3, V^àfrfr -= 

V~I6XI<IHÌ , ou — V"i6dL-bi-xxb — 4<ib V3b. 

On trouvera de même que V$120} 'fr se ré-

duit à 16abV 2a. 

J I 5. Si la quantité affectée du signe ra» 

K ij 

SCD LYON 1



Ï48 COURS 

dical, est complexe & n'est point un quarrS 

parfait, il faut examiner fì elle ne peut pas 
être déeompofe'e en deux facteurs, dont l'un 

seroit un quarté parfait ; alors on tireroit la 

racine de celui-ci, & on laisseroit l'autre fous 

le radical. Lorsque le facteur quarré, s'il y 

en a , est monôme , il est toujours facile à 

appercevoir. Par exemple, dans la quantité 

V.i^aïb*— ^cffr -h 6bs, je vois que b2, 
est facteur de tous les termes

 3
 en forte 

que cette quantité équivaut à cette autre 

^(qa* — S a'b <?£3)x£a ; je tire donc la ra-

cine quarréede/>%& j'úb^qa*—ïcfb-^-ób
1
. 

I I 6- Mais lorsque ce facteur quarré doit 
être complexe, ou lorsque la quantité com-

plexe qui est sous le radical, est elle-même 
un quarré,il faut bien se garder, pour en 

avoir la racine de tirer séparément la racine 

quarrée de chacun des termes qui la com-

posent. Par exemple , fi l'on avoit az •+■ b*, 
on se tromperoit beaucoup fi l'on prenoit 

a-\-b pour cette racine, puisque le quarré de 

a -+- b n'est pas az -4- b2, mais a2 -4- iab -h bz 

(25 ). ax -f- b' n'a point de racine exacte en 

lettres. Voici la méthode qu'il faut suivre 
Jorsque la quantité complexe proposée est 

susceptible d'une racine exacte. 

I 17« Soit donc la quantité 6oah -4- $6á* 
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U-z<;b2. Pour en avoir la racine quarrée„ 

j'ordonne les termes de cette quantité par 

rapport à l'une de ses lettres : par rapport à a 

par exemple , 

5
6a2,-h6Qab-hz$b2j &a "+■ ̂  Racine, 

— 36a* C iza-h- $b 

-\~6oab-i-z^b2 

—6oab—15b2, 

o 

Je prends la racine quarrée du premier 

terme 36a2, laquelle est 6a que j'écris à côté 

de la quantité proposée. 

Je quarre cette racine & j'écris le quarré 

36a2 fous le premier terme, avec le signe—, 

pour le retrancher. La réduction faite, il 

reste -+- 6oab H- z$b\ 

Sous la racine 6a j'écris son double 12a 

que j'emploie pour diviser le premier terme 

6oab de la quantité restante 6oab -f- z <;b2. 

Je trouve pour quotient-4- $b que j'écris à 

la fuite de la racine 6a , & j'ai 6a -h <^b 

pour la racine cherchée ; mais pour confir-

mer cette opération , j'écris aussi le quotient 

5/? que je viens de trouver , à côté de 12&, 

& je multiplie le total iza-hji* par ce 

même quotient <yb ; je porte à mesure, les 

produits fous la quantité 6oab -+• z<>bl
}

. er» 

observant de changer les signes, de ces pro^ 

K uj 
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duits ; faisant ensuite la réduction, il ne restei 

rien ; j'en conclus que la racine trouvéa 

6a -Y- $b est la racine quarrée exacte de 

■3 6az -r~ óoab -+-2$bz. 

Prenons pour second exemple, la quantité 

ç)bz — izab -h i6ç2H- 4a2 *4~ 1 sac — 2<\bç. 

J'ordonne cette quantité par rapport à la 

lettre a
 }

 & j'ai . 

—*
A

'
 ;

 W- 3*. 

1 ' licite-12ii/>-t-1 óac-h çb-—i^áe-j- ióç* \qa—b£>-t-^c 
-huaâ. —9Í>* j 

aJ Reste -r>r\6ac— xnbe-t- i6<** 

— i6aç-é- i^bç— i6çì 

Dernier rcíle ...„.., Q 

Je tire la racine quarrée de 4a2 : elle est 

aa, que j'écris à côté. Je quarre ia, & je 

Técris avec le signe —, fous 4a1 ; faisant la 

réduction , il reste — 1 zab -4- \ 6aç -+- gb^—» 

2-{bc ~T- J 6c2, 

Au-defíous de la racine 2a, j'écris son 
double Je?, que j'emploie pour diviser le 

premier terme — 1 iab du reste : je trouve 

pour quotient — j£, que j'écris à la fuite du 

premier terme 2a de la racine : je l'écris aussi 

0 côté du double 4a, & je multiplie le tout 

4sl — 3b j par le même quotient— 3/»y écri-

vant les. produits , après avoir changé leurs 

lignes ! sou§ 1§ reste izab -4- \6aç §çç | 
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& faisant la réduction, j'ai pour second reste, 

ri-x&aç—z^bc^c 16c1. 

Je considère à présent les deux termes de 

Ja racine ia — 3b, comme ne faisant qu'une 

seule quantité; je double cette quantité, ÔC 

je l'écris au-dessous pour servir de diviseur au 

second reste ; mais pour faire cette division 

je me contente, selon ce qui a été dit {$6), de 

diviser le premier terme -+-16ac, par le pre-

mier terme 4- 4a de mon diviseur; je trouve 

pour quotient +4Cj que j'écris à la fuite de 

la racine ia—- 3b, &c à la fuite du double 

4a — 6b : je multiplie cette derniere somme 

4sl — 6b -+- 4c , par le nouveau terme -+- 4c 

de la racine; & changeant, à mesure, les 

signes des produits, j'écris ces mêmes pro-

duits fous le second reste ; faisant la soustrac-

tion , il ne reste rien. D'où, je conclus que 

la racine trouvée est exacte. 

Tout cela est fondé fur ce principe , que 

le quarré d'une quantité composée de deux 

parties, contient le quarré de ia première, le 

double de la première multipliée par la se-

conde , & le quarré de la seconde ; car il suit 

de-là, que pour avoir la première partie , il 

faudra tirer la racine quarrée du premier, 

quarré ; que pour avoir la seconde, il faudra 

diviser le terme suivant, par le double de la 

racine trouvée ; & qu'enfin pour vérifier, il 

Kiv 
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íaudra multiplier le double de la première pâC 

la seconde , & la seconde par elle-même : or 

c'est ce que prescrit la méthode que nou? 

venons d'exposer. 

NOUS invitons les commençants à s'exer-

cer encore fur les trois quantités suivantes ; 

\l
9

. 16a* -f- ^oaìb~»r-2^a1b\ a°.36$*— 6oafc 

H- 2Ç a2 b1
 — 36 b2 c1 -4- 30 a b à ,-+- p c*; 

30. a?—r4Û
3
C' -h 8a3

 £
3
-+-4C

6
—itfcV-í-itf^, 

dont ils trouveront que les racines quarrées 

font4a2
-ì-^sl5, í£2

—rsl
3
—2C

3-4-4e% 

jQu calçul. des quantités affectées du 

. signe K", 

I I %. On fait fur les quantités radicales 

dont nous venons de parler, les mêmés opé-? 

rations que fur les autres quantités. Lorsque 

les deux quantités radicales ne font pas sem-

blables, on se contente, pour les ajouter 014 

\ Jes soustraire, de les unir par le signe -H-ou 

Je signe —.Ainsi ja Vb ajouté avec 4/» V c, 

donne 3 a i/^-f-4 bVc ; de même 3 a\Sk 

retranché de ^bVc
 t
 donne qhiSc -r-? ^ap^b. 

Mais si les quantités radicales font semblables 

£c ne diffèrent que par le coefficient numé-

x
 . rique hors du radical, alors on ajoute ou l'on 

retranche les coefficients
 y

 selon qu'il s'agìç 

d/addiçion ou de soustraction, Par exemple
 4 

\ 
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'JtobVc, ajouté avec $abVc
f
 donne gabVc. 

Nous supposons ici qu'on a réduit les 

radicaux selon ce qui a été enseigné ( 111 ) ; 
car fi l'on avoit qbV a1 c à ajouter avec 

óaVab2c ; je commencerois par réduire le 

premier radical à 4 a b Va c, & le second 

à 6 a b Va c
}
 lesquels ajoutés, donnent 

jj o a b Va c 

Pour multiplier deux quantités radicales
 t 

il faut multiplier comme s'il n'y avoit point 

de radicaux, & affecter ensuite le produit
 3

 du 

íìgne radical. Par exemple, pour multiplier, 

f/sl par j/c ; je multiplierois a parc, & don-

nant au produit a c, le signe V, j'aurai Vac. 

Pour multiplier ^ a2 -j- b2 par Vac, j'aurai 

ya?c-+-ab*c. De même Va x Va — Vál= a ; 

Va-ì-bx ^a-hb == ^ (CH^Tj2

 =
 a -f- £ ; 

KlT^KZr^
=

^(_
a
)*__

0
 *. On 

voit donc que pour quarrer une quantité 

* II ne faut pas confondre 

V/( —a)1 avec V— a a; le 

premier est V- ay. - a , & 

le second est V^a~x -f- sl. 

Noas ferons , à cette occasion, 

unerernarque que nous croyons 

írès-à-propos. Puisque- ax-a 

donne •+- a1 dont ( 96 ) la ra-

cine est -f- a, V" — sl x V— a 

sevrois donc dpnrjer -rh a ; ce-

pendant nous ne donnons ici 

que — a. La raison en est sim-

ple. Quand on demande quelle 

est la racine de -f- sl', on a rai-• 

son d'afligner également -+- a 

&—a; parce que rien dans 

cette question ne détermine , 

si l'on considère -j- sl* , comme 

venue de -f- a x -f- sl, ou da 

— slx — a ; mais quand on der 

mande quelle est la valeur de 
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affectée du signe V> il n'y a autre chose aï 

faire qu'à ôter ce signe ; ainsi pour quarrer 

y^fr-hb*, j'aurai azb-hb}. 

119. Cette remarque peut servir à déga-

ger une équation des signes V, qu'elle peut 

renfermer. Par exemple , si j'avois l'équation 

x— 1a = b -f- Va x, je lailferois Va x seul 

dans un membre , & j'aurois x — 2a — b — 

Vax ; alors quarrant chaque membre, j'aurois 
xz— qax— 2bx -h qaa -h qab -f- bb — ax, 

ou en transposant j x~—$ax— 2bx — -—$aa 
— 4-ab — bb. 

120. Pour diviser une quantité radicale, 
par une autre quantité radicale, on divisera 

comme s'il n'y avoit pas de signe V, & on 
donnera au quotient ou à la fraction, le signe 

radical ; ainsi pour diviser Va par Vb > on 

divisera a par b
ì
 ce qui donnera -|-, auquel 

appliquant le radical
 s

 on aura V-j. Pour di-

viser Vab par Va, on divisera ab par a, ce 

& non pas -f- Va b ; parce 

que V— a étant la même 

choíê que Va x V-1, & V-b -, 

la même choíê que V b . v'-i, 

V-ax V-~-b fera Vax Vb 

x V - 1 x V— 1, ou V a b x 
V (-i)

2
,quï revient à-V ab

3 

puisque y (-ì)'-=;-. j. 

V - a x v — a, quoique cette 

quantité , selon les règles , íê 

réduise à y -i- a* , on ne doit 

prendre que - a, parce que la 

question elle- même fixe ici par 

quelle opération est venu-i-vz!. 

C'est en faisant cette attention 

qu'on remarquera que V— a 

*V—b doit donner - Va^> 
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qui donnera b
}
 & on aura f/b pour quotients 

Pour diviser Vaa—-xx par ̂ a-i-x, on divi-

sera aa—xx par a-hx, ce qui donnera a—x 

& on aura —x pour le quotient demandé. 

De même abVbc divisé par aVb, donnera 

Wc, en divisant ab par a, & v^c par v7^. 
I 2 I. Si le dividende ou le diviseur étoic 

rationel, on sépareroit l'un de l'autre par une 

barre assez longue pour faire connoître que 

l'un des deux n'est pas affecté du radical. Par 

exemple, pour diviser a par Vb , on écriroit 

A. Pour diviser par Va., on écriroit v-^y 

mais lorsqu'il y a une parité dans les lettres 

du dividende & du diviseur, ii est souvent 
à propos de donner à la quantité ration-. 

nelle une forme de radical, parce qu'elle 

donne lieu à des simplifications ; ainsi dans 

le dernier exemple, je changerois a en 

Va2,, & alors au lieu de j'aurois —, 6c 
- Va 1 \/a' 

par conséquent Va. De même fi j'avois 

Vaa — xx à diviser par a-hx, j'écrirois 

Vaa-xx Vaa-xx aa-xx 
ou — ou y r—ni & comme 

le numérateur 6c le dénominateur peuvene 

être divisés chacun par a-hx
}
 j'aurois enfin 

a — X 

a. -f-
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De la Formation des puijjances deà 

quantités monômes, de C extraction 

de leurs racines , & du calcul des 

radicaux & des exposants. 

111. Nous avons dé]a dit qu'on appelle? 

puijfance d'une quantité , le produit de cette 

quantité multipliée par elle-même plusieurs 

fois de fuite, a3 est la troisième puissance ou 

le cube de a ; parce que a? résulte de axaxa. 

La quantité qu'on a multipliée est autant de 

fois facteur dans la puiffance, qu'il y a d'uni-

tés dans l'expofant de cette même puissance : 

ainsi dans a?, a est cinq fois facteur, dans 

(a -h b)6>
t
 a-{-b est 6 fois facteur. 

I 2 3. Puisque pour multiplier les quan-

tités littérales monômes qui ont des expo-

sants , ii suffit (20) d'ajouter l'expofant de cha-

que lettre du multiplicande, avec l'expofant 

de la lettre semblable du multiplicateur, il 

s'ensuit donc que pour élever à une puijfance 

proposée, une quantité monôme, il suffira de 
multiplier l'expofant aciuel de chacune de ses 
lettres, par le nombre qui marque à quelle puis 
sançe on veut élever cette quantité. Nous appel: 

Jerons ce nombre l'expofant de la puijfance* 

Ainsi pour élever a2b,c à la quatrième puis-

sance, j'écrirai a3b,2c*
}
 en multipliant les ex» 
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posants 2, 3 1 de sl^c, par l'expofant 4 de 

la puissance à laquelle on veut élever a2Pc.En 

effet, pour élever a2frc à la quatrième puif-

íànce , il faudroit multiplier a2b3c par a3£'c, 

puis le produit par a2b3c, & ce second produit 

par a2b3c ; or pour faire ces multiplications, il 

faut (20) ajouter les exposants $ puis donc 

qu'il font les mêmes dans chaque facteur, il 

faut ajouter chaque exposant à lui-même 4. 

fois, c'est-à-dire , le multiplier par 4. Le 

raisonnement est le même à quelqu'autre 

puissance qu'on veuille élever un monôme, 

& quels que soient les exposants actuels des 

lettres de ce monôme. 

Lorsqu'on a à faire sur les exposants des 

quantités, des raisonnements ou des opéra-

tions qui ne dépendent point de certaines 

valeurs particulières de ces exposants, mais 

qui font également applicables à toutes fortes-

d'exposants, on représente ces exposants par 

des lettres. Ainsi, pour en faire l'appìication à 
la règle que nous venons de donner, si l'on 

veut élever la quantité quelconque ambnc?z. 

une puissance quelconque désignée par r, on 

écrira amr b"r cvr. 

I 2 4- Si la quantité qu'on veut élever à 
une puissance proposée , étoit une fraction , 

on éleveroit à cette puissance, le numérateur 

& le dénominateur; ainsi ̂  élevé à la cin-
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quieme puissance, devient ̂ -4J ; pareillement 
_/7Z Ifs C íl * j 

—r élevé a la puiíiance r devient —j—« 

12 5* Si la quantité proposée avoit un 
coefficient, on Péleveroit à la puissance pro-

posée en le multipliant par lui-même, selon 

les règles de l'Arithmétique ; ainsi ̂ tfb1 élevé 
à la cinquième puissance donneroit iQ24sl

1J
£

10
. 

Quelquefois on se contente d'indiquer cette 

élévation , comme pour les lettres, ainsi on 
peut écrire 45aIîi>I°. 

12 6. A l'égard des signes , si l'expofant 
de la puissance à laquelle il s'agit d'élever, 
est pair, le résultat aura toujours le signe -4-; 

mais s'iì est impair, il aura le signe H- ou le 

íìgne— selon que la quantité proposée aura 
elle-même le signe -4- ou le signe — ; c'est 

une suite immédiate de la règle donnée pour 
les signes (24). 

I ij. 11 fuit de tout ce que nous venons 
de dire, que dans une puissance quelconque, 

l'expofant actuel de chaque lettre contient 
l'expofant de fa racine, autant qu'il y a d'uni-

tés dans l'expofant de la puissance que l'on 

considère ; par exemple, dans la quatrième 

puissance , l'expofant de chaque lettre est 

quadruple de ce qu'il étoit dans la quantité 
primitive qui en est la racine. 

128. Donc pour revenir d'une puissance 
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quelconque à sa racine , c'est-à-dire , pour 
extraire une racine d'un degré proposé, d'une 

quantité monôme quelconque ; il saut diviser 
l'expofant acïuel de chacune de ses lettres, par 

le nombre qui marque le degré de la racine 

qu'on veut extraire. On appelle ce nombre 

l'expofant de la racine. 
Ainsi pour tirer la racine troisième ou cu-

bique de a,zb6c', je diviferois chacun des ex-

posants par 3 , & j'aurois a4b2c. Pareillement 

pour tirer la racine cinquième de a20bÏScs, je 

diviferois chacun des exposants par $ , & 

j'aurois a^fre. En général pour tirer la racine 

du degré r de la quantité ambn, j'écrirois '* 
m n 

I 2 Q. Si la quantité proposée étoit une 

fraction , on tireroit séparément la racine du 

numérateur & celle du dénominateur. 

130. S'il y avoit des coefficients, on en 

tireroit la racine quarrée ou cubique par les 

méthodes données en Arithmétique; & par 

celle qu'on verra par la fuite , lorsque cette 

racine est plus élevée. 

I 3 I- Lorsque l'expofant de la racine 

qu'on veut extraire, ne divise pas exactement 

chacun des exposants de la quantité propo-

sée, c'est une preuve que cette quantité n'est 

point une puissance parfaite du degré donc il 
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s'agit. Alors, l'expofant reste fractionnaire jj 

& marque une racine qui reste à extraire*. 

Ainsi, si l'on demande la racine cubique de 

si
p

/>
3
c

4
, on aura a^bc' ou cPbcc3, dans laquelle 

l'expofant j marque qu'il reste encore à 

extraire la racine cubique de c. 

132,. On indique aussi les extractions dô 

racines supérieures au second degré, en em-

ployant le signe v1; mais on place dans l'ou-

verture de ce signe-, le nombre qui marque 
3 

le degré de la racine dont il s'agit. Ainsi Va j 

7 
marque la racine cubique de a : V'a marque 

la racine septième de a. II faut donc regarder 

ces deux expressions Va & a3 comme signi-

fiant la même chose : il en est de même 
S 4 

de / a4 & a'. 

I 3 3 - Lorsque la quantité est complexe
 t 

îl ne faut pas diviser chacun de ses exposants ; 

mais il faut considérer la totalité de ses par-

ties, comme ne faisant qu'une feule quantité 

dont l'expofant est naturellement 1, que l'on 

divise par l'expofant de la racine qu'il s'agit 

d'extraire , ce qui n'est, à proprement parler, 

qu'une indication de cette racine ; par exem-

pie, au lieu de Vâ^T1 qui est la même chose 

que ï> (û2 + ^1)1' 0n écrk> (û2 + 30 4: 
ou 
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iou az-\~b2 4. Si la quantité totale qui est sous 

le radical, avoit déja un exposant, on divi-

feroit de même cet exposant, par celui de la 

racine qu'on a dessein d'extraire. Ainsi, au 

lieu de v {at-hb'1)ì
ì
 on peut écrire (a2-{-b* s1. 

134- Les règles que nous avons données 

( 118 &suiv.) pour f addition, la soustraction,' 

la multiplication ôt la division des quantités 

radicales du second degré > s'appliquent éga-

lement aux quantités radicales des degrés su-

périeurs, pourvu que les radicaux fur les-

quels on a à opérer, soient de même degré 
, 7 7 7 7 

entr eux. Ainsi Vé x I/Q} = V as = V'd'à 

fc= a Va. Va2 b' x Va2 b2 = Va$ V = a% 

uxV-~Va,xV- = V-Z ^Va'b.. 

I 3 5 • S'il s'agit d'élever un radical quel-

conque à une puissance dont Te x posant soit 

le même que celui du radical, ii surfira d oter 
y 

ce radical; ainsi Va )'" = a ; ce qui est évi-

dent en général,, si l'on fait attention que 

Fobjet est alors de ramener la quantité à son 
premier état. 

Pour élever une quantité radicale monôme 

à une puissance quelconque, il faut élever 

chacun de ses facteurs à cette puissance, fé-

lon la règle donnée { 123 ), Ainsi Va2 b*, 
ALGÈBRE, L 
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élevé à la puissance quatrième
 f

 donne 
7 ^ 7 

Va* b™ qui se réduit à abVab%\ ce qu'on 

peut voir encore en cette autre manière ; 
7 J: A 

Vaïb1 étant la même chose f132) que a7 b7, 

pour élever celui ci à la quatrième puissance, 

je multiplie ses exposants par 4., ce qui me 

donne a7b ? — aba7b? = ab Vabs. 
7 7 

136. Pour diviser Va? par Va*, on divi-

sera as par c% & l'on donnera au quotient a* 

le signe j/", ce qui donne j/a1 ; de même 
s s s 

lV a1 b V a* V a1 . 

s s í * 
*M y * _ , v" aJ v a5 1 /• a» 

y i_' 

^/^—i = ; car la racine cinquième de 

1 est 1. En général toute puissance, ou toute 

ïacine de i'unité , est l'unité. 

I 3 J. Pour extraire une racine quelcon-

que d'une quantité radicale, il faut multi-

plier l'expofant actuel du radical, par l'ex-

pofant de cette nouvelle racine ; ainsi, pour 

extraire la racine troisième de Va*, on écrira 

Va* en multipliant $ par 3. En effet Va* =• 
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Ô 
tós ; or (128) pour extraire la racine de ce« 

lui-ci, il faut diviser son exposant par 3 , ce 
4 1 s 

qui donne a1 * qui est la même chose que Va* 

13 8» Lorsque les quantités radicales pro-\ 

posées ne font pas toutes du mîme degré, 

îl faut pour pratiquer fur elles les opéra-

tions de laddicion, soustraction, multiplica-

tion & division, les ramener au même degré.» 

ce qui est facile par cette règle. 

S'il ri y a que deux radicaux^ multiplie^ l'ex* 

posant de l'un j par ['exposant de l'autre; lepro~ 

duit fera l'exposant commun que doivent avoir 

les dtux radicaux :éleve7
L
en mênie*tems la quan* 

lité qui efifous chaque radical\à la puissance man 

quéepar l'exposant de l'autre radical. Par exem-

ple , pour réduire à un même radical, lea 
t 1 

deux-quantités Va? & Va*, je multiplie f 

par 7, & j'ai 3; pour Texpoíant du nouveau 
3 j 

radical qui fera V ; j'élève a5 à la feptiems 

puissance , ôc a+ à la cinquième , Ce qui me 

donne aíl & a10 ; en forte que les quantité* 

jpròpofées font changées en Va11 & Vaz°. 

S'il y a plus de deux quantités radicales , 

multiplie^ entreux les exposants de tous les 

radicaux ; le produit fera l'exposant commun, 

que doivent avoir tous ces radicaux. Elevés en 

même temps
 3
 la quantité qui efi fous chaque r&~ 
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dical , à une puissance d'un degré marque'par h 

produit des exposans de tous les radicaux autres 

que celui dont il s'agit. Par exemple, si j'avoís 
57 8 

les trois radicaux Va1, Va*, & Va7, je mul-

tiplierois les trois exposants j, 7 Sc 8, ce 
qui me donneroic z8o pour l'exposant com-

mun des nouveaux radicaux ; j'éléverois a? 

à la puissance 7 x 8 ou $6 ; a1, à la puissance 

5 x 8 ou 40 ; & a7 à la puissance 5 x 7 ou 35, 
180 îSO ito 

ce qui me donneroitï/V68
, Va%°, WW

. 

La raison de cette règle est facile à appert 

cevoir, en observant sur le premier exemple., 
que lorsqu'on élevé , selon la règle , aì à la 

septième puissance, on rend a 7 fois aussi 
souvent facteur qu'il l'étoit : mais en rendant 

l'exposant de son radical 7 fois aussi grand 

qu'il l'étoit, on rend a 7 fois moins souvent 
facteur; il y a donc compensation, & il n'y 

a que la forme de changée. 
I 3 9- On peut conclure de ce raisonne-

ment , que lorsque l'exposant de la quantité 

qui est sous le radical, & celui du radical 
même , ont un diviseur commun , on peut 

en simplifier l'expression , en divisant par ce 
diviseur commun l'un & l'autre de ces deux 

exposants : par exemple, Và
2
, peut se ré-

duire à Va*, en divisant 12. & S par 4. Pa-
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4 * 

reUlement V'a* peut se réduire à Va ; Va}, 

se réduit à Va. 
I 4O- Concluons encore que lorsque l'ex-

posant de la racine qu'on veut extraire est 
un nombre composé du produit de deux ou 

plusieurs autres nombres, on peut faire cette 

extraction successivement en cette manière : 
Supposons qu'on demande la racine sixième 

de a*4, je puis tirer d'abord la racine quarrée,' 

puis la racine cubique, ôc j'aurai la raciná 

sixième. En effet Va1*, se réduit (ijp) à V<?%\ 
I 

puis à Va* ou a*, ce qui est la même chose 
que si l'on avoit pris tout de fuite la racine* 

sixième de <z*4 en divisant l'exposant 24 paí 

6, (128). 
Au reste , comme les exposants fraction-

naires tiennent lieu des radicaux, & que les 

premiers font plus commodes à employée 

dans le calcul que les derniers, nous dirons 
encore un mot fur le calcul des exposants. 

f ^ s 

Si j'avois V<£ à multiplier par Va*, )tí 

changerois cette opération en celle-ci : aJ * 
â. J — 

as , qui (20) donne Û' OU aa* qui se réduit 
s s 7 

à a Va*..Si jj'avois Va} à multiplier par V&% 
— — —+ — 

j'écrirois a5 x a? ou as 7, ou (en réduisant; 

les deux fractions au même 4&iominateur ) » 
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iJLÎiî 41 

a ìS , ou <z3 5 qui revient à sla3 '. ou enfin 
3 f 

z a Va6. 
m $ 

en général Va" V1 x Va' b' se change en 

ambmxaifa qui revient à am q bm », ou 

( en réduisant au même dénominateur} 
g n*- mr pj+ms ;» 

a «>» , ou enfin (132) à ^a* 9+*'. 

II en est da même de la division; se 

change en ÍL «
 fl

* (3 0 > ou ensin en *f«-

•p .„ sl ^alh
* se change en 

Pareillement 7
 6

 7 I 
Vst1^ . a b 

_3_ i 4 |_ 

^sl* 7£r 7 ( 3 1 ) j ou (en réduisant les 
fractions au même dénominateur) 

a ^ b nr quiferéduit àa3î*5í qui est 

îa même chose que Va11 b13. En général 

T— = —=ara *b™ ? = 

su-mr pg — m' f m 

I 4 1 • Dans ce dernier exemple nous 
avons retranché l'exposant de chaque lettre 

du dénominateur, de l'exposant de la lettre 

correspondante dans le numérateur. La règle 

que nous avons donnée (31) pour la division
 5 
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Re semble le permettre , que lorsque l'expo-

sant du dénominateur est plus petit qye celui 

du numérateur ; mais cela se peut en général ; 

en donnant à l'excédent le signe —, après la 

jréduction faite; en forte qu'on peut, en géné-

ral , mettre toute fraction algébrique fous la 

forme d'un entier. Par exemple , au lieu de 

— on peut écrire a?b'1. En effet, suivant Tidée 

que nous avons donnée de la division , l'effee 
d'un diviseur est de détruire dans le dividende 

tous les facteurs qui se trouvent dans le divi-

seur; dans ~, qui se réduit à û5, le diviseur: 

a1 détruit dans as deux facteurs égaux à ai 

Pareillement dans la quantité ~
z
 l'effet de 

b1 doit être de détruire dans Û} deux fac-

teurs égaux à b. Or quoique ces facteurs n'y, 

soient pas explicitement, bn peut toujours 

se les représenter ; car on conçoit que a con-» 

tient b, un certain nombre de fois íòit entiec 

soit fractionnaire : soit m ce nombre de fois, 

alors a vaut donc m fois b, ou m b; la 

quantité ~ fera donc qui se réduit à 

mîbj or la quantité a}b~z, devient en pareil 

cas rrffrb * o» (20) m3£'"x
 t

 c'est-à-dire 

m b; donc ^ revient au même que * j 

donc eri général on peut faire, passer une quam 
L iy 
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tité
f
 du dénominateur au numérateur

3
 en Vêcrî* 

vant dans celui ci, comme fadeur, mais avec 

zin exposant de signe contraire à celui quelle 

avoit dans le dénominateur. 

Ainsi , au lieu de —, , on peut écrire i x a"3. 

ou simplement.<r3 ; au lieu de — on peut écrí-
am b" a 

re a-m ; au lieu de on peut écrire 

a
m bn cp d-q. Au lieu de f, on peut 

écrire (a3-hi>3) x (aï-h-b2)'1 ; & eu égard 

a tout ce qui précède, au heu de — 
V (à1 4- b1) %. 

on peut écrire K^pyl > & enfin (û
3
-t-£

3
)yX 

I 4 ^. Et réciproquement fi une quantité 
est composée de parties qui aient des exposants 
négatifs

 }
 on pourra faire pajser ces parties au 

dénominateur
3
 en rendant leurs exposants posi-

tifs. Ainsi au lieu de a3^"4, on pourra écrire 

~ ; au lieu de a771'1 qui est la même chose que 

amxa 3 on pourra écrire — & ainsi de suite. 

De la Formation des puissances des 

quantités complexes,&de l'extraction 

de leurs racines. 

X 4 3 • Suivant l'idée que nous avone 
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'áonnée des puissances,il ne s'agit, lorsqu'on 

veut élever une quantité complexe à une 

puissance proposée, que de multiplier cette 

quantité par elle-même autant de fois moins 

une qu'il y a d'unités dans l'exposant de cette 

puissance ; mais en se bornant à ce moyen , 
on tomberoit souvent dans des calculs très-

longs pour parvenir à des résultats qu'on peut 
avoir à bien moins de frais en réfléchissant 

un peu fur les propriétés des produits de 

quelques-unes de ces multiplications. 
Nous allons nous occuper des puissances 

des quantités binomes, parce que celles-cî 
conduisent à la formation des puissances des 

quantités plus composées ; mais pour mieux: 

faire sentir l'étendue de ce que nous avons 
à dire, nous reprendrons les choses d'un peu 

plus haut ; nous examinerons quelle est la 

nature des produits que l'on trouve en mul-

tipliant successivement plusieurs facteurs bi-
nomes qui auroient tous un terme commun : 

cette recherche qui nous conduira directe-

ment à notre objet, nous fournira en même-

temps plusieurs propositions qui nous feront 

très-utiles par la fuite. 
I 44- Soient donc jc-í-a, x~\rc i 

x-scd
)
 &c, plusieurs quantités binomes 

qui ont toutes le terme x commun, & qu'on 

yeut multiplier les unes pai les autres. 
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EH multipliant x-\-a 

par x-+-b. 

on aura x*-jr ax H- ab 
-hbx 

Multipliant ce produit par x 4- c, on aurat 

oc5 -H ax1 -+• abx 4- czta 

-h 3x* -4- slc* 

-+- cx1 -f- bcx 
Multipliant ce zd produit par x-hd^ on aurst 

x4 -4- ax* ■+- abx2 H- <z£cx -\* abci 

-h /w' acxz •+■ slWx 

-+- CX3 -+-sl</x2 -+- ÛC^X 

-+- ífo3 -h Z»CX* -+- £c</x 

•4-bdx* 

-i-cbx1 

Et ainsi de suite ; ce qui nous fournit les ob-

servations suivantes, en prenant pour un ter-

me tout de qui est dans une même colonne. 

i°. Le premier terme de chaque produit 

est toujours le premier terme x de chaque 

binome, élevé à une puissance marquée par 

le nombre de ces binomes ; en forte que fi le 

nombre des binomes étoit m , le premier 

terme de chaque produit seroit xm. 

z°. Les puissances de x vont ensuite en 

diminuant continuellement d'une unité jus-

qu'au dernier terme qui ne renferme plus à'x. 

3°. Les multiplicateurs de chaque puis-

sance de x, ( que nous nommerons à l'avenir «» 
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multiplicateurs du terme où se trouvent ces 

puissances ) sont, pour le second terme , 

la somme des seconds termes a, b
s
 c, &c , 

des binomes ; pour le troisième terme, la 

somme des produits de ces quantités a
 3

b, c, 
&c, multipliées deux à deux; pour le qua-

trième , la somme des produits de ces quan-

tités a,b ,c, &c, multipliées trois à trois ; 
& ainsi de fuite jusqu'au dernier qui est le 

produit de toutes ces quantités. Ces consé-

quences sont évidentes, quelque soit le 

nombre des quantités x -t- a, x -\-b, &c, 

qu'on a multipliées. 
I 4 5 • Si l'on suppose maintenant que 

toutes les quantités a, b, c, &c, soient 

égales, auquel cas tous les binômes qu'on a 

multipliés feront égaux ; les produits trouvés 

ci-dessus, seront donc les puissances succes-

sives de l'un quelconque de ces binômes, 

de*-+«a, par exemple, si l'on suppose que 
les quantités b, c> d, &c, sont chacune égales 

à a. Si l'on met donc a dans ces produits, 

au lieu de chacune des lettres b,c,d, &c, 

on aura les résultats suivants pour les va-

leurs des puissances qui sont marquées à côté. 

x2 -+- 2ax -\~a2 — (x-+- aJ1 

xJ -h $ax2-+- ia2x-+- a1=fx-+- a)* 

x^-A-^ax1
 -4- 6a2x2 -+-4ÍZ

3
* a*=sx-+- a)* 

Où l'on voit que fi m est l'expofant de la 
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puissance à laquelle on veut élever le bí4 

nome, les puissances successives de x seront 
xm

f
xm-1, xm-% x™-*, xm-*, &c. 

Mais on ne voit pas aussi évidemment 
comment les coefficients des différents 

termes ae chaque puissance dérivent les 
uns des autres, ni quelle est leur dépendan-

ce de l'expofant m , dont ils dépendent ce-
pendant comme on va le voir. 

146* Pour trouver la loi de ces coeffi-
cients , il faut retourner à nos premiers pro* 

duits, & remarquer que puisque le multipli-. 
cateur du second terme est la somme de 

toutes les quantités a
t
b
t
c

t
 Ôcc, il faudra , 

lorsque toutes ces quantités seront égales 

à ÍZ, qu'il soit composé de a, pris autant de 

fois qu'il y a de ces quantités \ donc si leuE 

nombre est m, ce multiplicateur fera m fois a
t 

ou m a
}
 c'est-à-dire , que son coefficient m 

fera égal à l'expofant du premier terme de 

cette puissance. C'est ce que l'on voit aussi 

dans les trois puissances particulières que 

nous avons exposées ci-dessus. 

Voyons maintenant quels doivent être les 

multiplicateurs des autres termes. II est évi-

dent que tous les produits ab
}
ac,ad,bcj, 

bd, &Cj deviennent chacun égal z.a*
M 

dans la supposition présente ; pareillement 

tous les produits abc
 3
 ab d, &c, deviens 
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nent chacun égal à a5 & ainsi de suite. 
Donc le multiplicateur du troisième terme 

de chacun de nos premiers produits se réduit 

alors à az pris autant de fois que les lettres 

a,b,c, &c, peuvent donner de produits 

deux à deux. Pareillement celui du.quatrieme 

se réduit à a? pris autant de fois que les 

lettres a, b ,c, ôcc, peuvent donner de pro-

duits trois à trois & ainsi de fuite ; donc pour 

avoir le coefficient numérique, des troi-

sième , quatrième, ôcc, termes de la puissance 

m du binome x-ha, la question fe réduit 3 
déterminer combien un nombre m de lettres 

c, b, c, ôcc, peut donner de produits deux 

à deux, trois à trois, ôcc. 

I 47. Or je remarque que si l'on a un nom-

bîe quelconque m de lettres, & qu'on les 

combine de toutes les manières imaginables 

deux à deux, trois à trois, quatre à quatre, 

&c, fans répéter une même lettre dans une 

même combinaison, je remarque, dis-je , 

i°. Que le nombre des combinaisons deux 

à deux , fera double du nombre des produits 

de deux lettres réellement différents. En effet 

deux lettres peuvent être combinées l'une 

avec l'autre de-deux manières différentes; 

par exemple, a ôc b donnent ces deux com-

binaisons ab & b a; mais ces deux combi-

naisons ne foatpas deux produiís différents. 
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2°. Le nombre des combinaisons de plu-

sieurs lettres trois à trois, fera sextuple du 

nombre des produits de trois lettres , réel-

lement distincts : en effet, pour avoir les com-

binaisons de trois quantit s a, b, c, il faut , 

après en avoir combiné deux , a &. b, par 

exemple, ce qui donne ab & b a , combiner 

la troisième c avec chacune des deux pre-

mières combinaisons, c'est-à-dire , lui don-

ner toutes les dispositions possibles à l'égard 

des lettres a & b qui entrent dmsab & ba; 

or cela donne 6 combinaisons de trois let-
tres , comme il est évident par les disposi-

tions suivantes abc, acb, cab, bac, bca , cba; 

mais ces six combinaisons ne font chacune 

que le même produit. 

Un raisonnement semblable prouvera que 
quatre quantités sont susceptibles de z4 

combinaisons, dont chacune cependant ne 

fait que le même produit; donc le nombre 
des produits distincts qu'on peut avoir en 

combinant plusieurs lettres quatre à quatre, 

est la 24e partie du nombre total de ces 
combinaisons. Pareillemeîit le nombre des 

produits distincts qu'on peut avoir en com-

binant plusieurs lettres 5 a 5, 6 ï 6 , y k y
t 

&c, est la 120e, la 72,0e, la j 040e, &c, par-

tie du nombre total de ces combinaisons ; 

c'est-à-dire, est, en général, exprimé par 
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une fraction qui a pour numérateur le nom-

bre total des combinaisons, ôc pour déno-

minateur le produit de tous les nombres 

II , 2, 3, 4, ôcc, jusqu'à celui qui marque de 

combien de lettres chaque produit est com-

posé. 
148. Voyons donc quel est le nombre} 

total des combinaisons que peut donner un 

nombre m de lettres a, b, c, ôcc, prises 

deux à deux, trois à trois, ôcc. 
II est évident pour les combinaisons deux 

à deux, que puisqu'une même lettre ne doit 

pas être combinée avec elle-même , elle ne 

peut l'être qu'avec les m— 1 autres J ôc pat 

conséquent elle doit donnet m — 1 combi-

naisons ; donc puisqu'il y a m de lettres en 

tout, elles donneront m fois m — 1 ou TH.ÏÏI — 1 

combinaisons. Donc suivant ce qui vient d'ê-

tre dit ( 147), le nombre des produits de deux 

lettres réellement différents, fera m . -—L 

A l'égard des combinaisons trois à trois : 

pour les avoir, il faut que chacune des com-

binaisons deux à deux, soit combinée avec 

chacune des lettres qu'elle ne renferme 

point, c'est-à-dire , avec un nombre de let-

tres marqué par m—z ; donc chacune de 
ces combinaisons donnera m — z combinai-

sons de trois lettres ; donc puisqu'il y a m. 
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772.772—i combinaisons de deux lettres % 

dont chacune doit donner m.— 2 combinai* 

sons de trois lettres, il y aura en touc 

m . m — 1 • 772 — 2 combinaisons de trois 

lettres; donc puisque (t ij) le nombre des 

produits réellement distincts, est la sixième 

partie de ce nombre total de combinaisons, 

il fera m • ou m . . * 

O 1 prouvera de même, que le nombre des 

combinaisons quatre à quatre, fera m. m — 1. 

772 — 2 .m — 3 . car il faudra combiner cha-

que combinaison de trois lettres avec toutes 

les autres lettres que cette combinaison ne 

renferme point, & qui étant au nombre de 

772 — 3 don eront, pour chaque combinaison 

de 3 lectres, 772 — 3 combinaisons de quatre 

lettres ; donc le nombre des combinaisons 

trois à trois étant m .m — 1 .772 — z , ce-

lui des combinaisons quatre à quatre fera 

772.722 1.772 2 . 772 3; ÔC puisque le 

nombre des produits quatre à quatre réelle-

ment différents, est la 24
E partie de ce nom-< 

bre de combinaisons, il fera donc 772. ̂ if. 

m — 2 m — 3 

Le même raisonnement prouvera que le 
nombre 
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sombre Hes produits distincts qu'on peut for* 

ïrier en multipliant un nombre m de lettres 

5 à $ , 6 à 6, &c, fera exprimé par m. —» 
m-im-j îM - 4 M-I m - z r»-j rïi-4 
•—. —- è -s— par áító. » — . » -— * 

3 4 íír * 5 4 í 
^j^, & ainsi de fuite. 

I 49* Concluons donc de-la, & de ce qui 
a été dit ( 146 ), que les termes successifs du 

binôme x -4- a élevé à la puissance M ou de 

(x H- sont : 

m. —. — a* xm-'*+-ècC. 

C'est-à-dire, que le premier terme de k 

suite Ou sérié qui exprime cette puissance, 
est le premier terme x du binome, élevé à la 

puissance m i qu'ensuite les exposants de x 

vont en diminuant d'une unité, & ceux de a 

en augmentant d'une unité, à partir du second 

terme où il commence à entrer» A l'égard 

des coefficients m, m . ^—', &c, il faut re-

marquer que celui du second est égal à l'ex* 

posant du premier ; que celui du troisième 

qui est m . ^-p- est le coefficient m du pre-* 

cèdent multiplié par —~ ; c'est à-dire, par la 

rnoitié de l'exposant de x dans ce même 

ALGÈBRE* M 
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terme précédent. Pareillement, le coeffi-

cient du quatrième qui est m.—.-j-
y
 n eít 

autre chose que le coefficient ml~- du ter-

me précédent, multiplié par-j-
9
 c'est-à-dire 

par le tiers de l'exposant de x dans ce même 

terme précédent ; & ainsi de fuite. Toutes ces 

conséquences, que l'inspection seule fournir, 

nous conduisent à cette règle générale : Le 
coefficient de l'un quelconque des termes se 
trouve en multipliant le coefficient du précédents 
par l'exposant de x dans ce même terme précé-

dent , & divisant par le nombre des termes qui 

précédent celui dont il sJagit. 

Formons, d'après cette règle, la septième 

puissance dex-î-a, pour servir d'exemple. 
NOUS aurons (x+a)7 = x7-h jax6 -+- 21 a2x5 

-h 3 ja3 x*-h jfa^x1 ziasx* -+-ja6x-ï- a7. 
En écrivant d'abord x7 ; puis multipliant ce-
lui-ci par 7, diminuant l'exposant d'une unité 

ôc multipliant par a, ce qui donne jax6. 
Je multiplie celui-ci par f, je diminue l'ex-

posant de x d'une unité, & j'augmente celui 

de a d'une unité , & j'ai aia1*5 pour le troi-

íieme terme. 
Je multiplie ce troisième pars, je dimi-

nue l'exposant de x d'une unité, & j'aug-

mente celui de a d'une unité, ce qui me 
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donne 5 ya'*4 pour le quatrième terme : il est 

aisé d'achever. 

Si au lieu de x -f* á « on avoit x — a , 

alors les termes auroient alternativement les 
signes -4- & — à commencer du premier ; 

car si dans a4, par exemple, on substitue 

«—a au lieu de-4-a, le signe ne changera 

point (125); mais il changeroit, si l'on 

íubstituoit —1 a dans une puissance impaire 

de a. 

La même formule que nous venons de 

donner peut servir à élever à une puissance 

proposée, non-seulement un binome simple 

comme x-+-a, mais encore un binome com-

posé tel que x* -4- ax ou xï -+- a ou x3 -H a% 
&c ; & même à élever non-seulement à une 

puissance dont l'exposant seroit un nombre 

entier positif, mais encore à une puissance 

dont l'exposant seroit positif ou négatif, en-
tier ou fractionnaire* Mais ces usages exigent, 

pour plus de commodité, que nous lui 

donnions une autre forme. 
I 5 O. Reprenons donc la formule sx~+-aj!n 

^.sl
3

X
m

-
3
-H, &C. 

Suivant ce que nous avons dit (142,), on 

peut, au lieu de xm'l
3
 écrire — ; au lieu de 

M ij 
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xm-%
 >

 écrire — j au lieu de , écrire —-
9 

& ainsi de suite. Conformément à ce prin-

cipe , nous pourrons donc changer notre for-

mule, en cette autre . sx-*~aJm==xm-hí?^-~ 

m-i à1 xm m-i m-z aï xm . m-i 

+ m. — -^.+m. .~ -H».T. 

m -1 m - 3 a1 s" 

Si l'on fait attention maintenant que tou* 

les termes ont pour facteur commun xm

t
 oti 

pourra donner à la formule cette autre forme : 
s \

m m
. , ma , m-la1

 , m-i 
ix-+-a)m—xm{i-\ h m. : -\-m . —. 
1 ' ,x x z x1 ^ 

^í-^ ^ -4- &c ), dans laquelle x
m

 est censé 

multiplier tout ce qui est entre deux cro-

chets. De-lànous concluons la règle suivante., 

pour former d'une manière commode la suite 
ou série des termes qui doivent composer la 

puissance m du binome x -f- a. 

I 5 I • Ecrivez sur une première ligne * 

comme il suit, les quantités 
m -1 m-r m- z m - 4 B 

m , , , , - , &C. 

a m» i a1 . m-im-i a> ■ 
+ —Y-m. •+• m. r -H 

x % xl z 3 xì 

m . .—.— -i, &c. 
x 3— 4 *+ 7 

Et ayant écrit l'unité au-dessous & à une 

place plus avant fur la gauche, formez la 
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ïuîte inférieure , par cette loi . . • . ï . ; 
Multipliez cette unité par le premier terme 

'de la suite supérieure & par & vous aurez 

le second terme de la série inférieure. 
Multipliez ce second terme, par le second 

terme de la suite supérieure & encore par —
 y 

& vous aurez le troisième terme de la série 

inférieure. 
Multipliez ce troisième terme, par le troi-

sième de la suite supérieure & encore par ~
 f 

& vous aurez le quatrième terme de la série 

inférieure ; & ainsi de suite. 
Réunissez tous ces termes de la férie infé-

rieure , & multipliez la totalité par xm

}
 vous 

aurez la valeur de sx-h a)"1. > 

I 5 2.SiaulieudexH-sl,onavoit#M-a%' 

ou xJ a3, ou, &c ; au lieu de multiplies 

successivement par ~, on multiplieroit pac 

^ dans le premier cas, par ^-dans le second,' 

& en général par le second terme du binome 

divisé par le premier : ôc on multiplieroit la 

totalité, dans le premier cas
 S

 par xz élevé à 

la puissance m ; & dans le second cas, par xr 

élevé à la puissance m, c'est à-dire, en géné-

ral , par le premier terme du binome, élevé 

à la puissance proposée, 
M ii j 
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Enfin si le second terme du binome, aií 

lieu d'avoir le signe -4-, avoit le signe — , au 

lieu de multiplier successivement par—
 9

 lors-

qu'on ai+ûjOu P31^ lorsqu'on a x* -4-sl% 

on multiplieroit successivement par — ~ ,ou 

par —- -f, & ainsi de suite. 

Supposons i pour donner un exemple
 9 

qu'on demande la sixième puissance de jí3-+-a?; 

je procède- comme ci-dessous 

A* ±3 21 
°Ti4f í 

■1 -4- -r 4--TH -V- •+*. —r. "4- -ri 

C'est-à-dire, qu'ayant écrit la fuite 6,7, f, 

&c , qui répond a m, «s** , -y-, —7- , &c, 

& ayant écrit, au-dessous, Tunité, pour pre-
mier terme de la seconde fuite ; je multiplie 

ce premier terme, par le premier terme 6 de 

la fuite supérieure, & par %• ce qui me donne 

— pour le second terme. Je multiplie — par 

ìe second terme {- de la suite supérieure, & 

par 77, & ] ai pour troisième terme, & 

ainsi de suite. Enfin je multiplie la totalité 

des termes formés suivant cette loi, par xi
i 

"? élevé à ìa puissance 6
}
 c'est-à-dire (125) , 
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6alxli ; ifsls»t8 J loa'x1* 
par j'ai *18-. 

H- —iv- •+,^rr H--^TÏ-, qui se réduit a 

*,8-i-<5'a3;c,,-4- 1 saW*-)r2oa9x9 -h 150"^. 

-4- ó^'V -4- û,s. 
1 y 3. Si au lieu d'un binome on avoit un trinôme à élever 

à une puissance proposée; si l'on avoit, par exemple, a-hb-i-c 

à élever à la troisième puissance, on seroit b-t-c=m, & l'on 

auroit a-+-m à élever à la troisième puissance, qui selon les rè-

gles qu'on vient de donner,seroit a''-t-xazm-+-^amx-i-mi.Re-

mettant maintenant, au lieu de m sâ valeur b+c , on auroit 

ai-+- xa? {b-hc)-i-xafb-ircy-ì- (b-ï-c)). Or les puissances 

(b-^-i;), (b-i-c)1, (b+c,1 étant toutes des puissances de bi-

nôme , le trouveront également par les règles précédentes ; il 

ne s'agira plus que de les multiplier respectivement par xaz

t 

$a & 1. En achevant le calcul, on trouvera aì+xàìb-^-^àís 

.-+- xaP +■ 6abc-h xac1 -f-P -+- x^c-h ^bc1 ~i-cK 

if4.Mais en réfléchissant un peu sûr la règle del'élévation 

des binomes, on verra qu'on peut former la puissance d'un 

polynôme quelconque, d'une manière plus commode, en obser-

vant la règle suivante. 
Supposons qu'on veut élever le trinôme a-hb-i-c à la troi-

sième puissance. Faites b-\-c=p, & alors il s'agit d'élevée 

a+p à la puissance 3, ce qui donnera 

as -f- xazp+ 3ízp*-+-/>'. 

1 1 3 
J'écris fous chaque terme de cette quantité 1 exposant âep ; 

je multiplie chaque terme par le nombre qui lui répond , & je 

change un/? en b , ce qui donne. . . 

yfb -f- éabp-+- xl-p1. 

J'écris sòus cette quantité la moitié de chaque exposant dep
t 

Si je multiplie chaque terme par le nombre correspondant , 

changeant encore un p en b ; j'ai .....„, -

3«J2 -+- xblp. 

J'écris íôus chaque terme de celle-ci le tiers de rexpofâriî 

de ; je multiplie comme ci-devant, & je change xinp en b ; 

j'ai. . b* 

M iv 
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Enfin je réunis toutes ces quatre lignes en changeant p en c*| 

& j'ai a} -+■ xa2c-+- xac1 -hc* -f- xa1b-\- 6abc-\- ^bc^-^-xaè* 

-f-xb^c -+- fr , de même que ci-deflus. 

Ainsi on multipliera chaque terme de la première ligne, par 

l'exposant du p ; chaque terme de la seconde, par la moitié de 

ï'exposant de p dans cette féconde ; chaque terme de la troi-

sième , par le tiers de l'exposant de p dans cette troisième , & 

ainsi de fuite, observant à chaque ligne, à commencer de la 

seconde , de changer p en b , & à la fin on changera tous 

ïes p restants, en c. Cette règle s'applique de même aux qua* 

trinômes , quintinonnes, &ç. 

De VJLxtraBion des Racines des quan* 

tìtés complexes. 

I 5 5 • Lorsqu'une fois on est en état de 

trouver tous les termes dont une puissance 

proposée d'un binome doit être composée, 

jl est aisé d'en conclure la méthode d'extraire 

une racine d'un degré proposé, soit que la 

quantité dont il s'agit soit littérale , soit 

qu'elle soit numérique : ce que nous allons-

dire fur la racine cinquième suffira pour faire 

comprendre comment on doit se conduire 

dans les autres degrés. 

Selon la formule des puissances d'un bi-

nôme , la cinquième puissance de a -4-3 , est 

<Î
s -h s<i*b -h Í oa3£2 H- i oa2£5 H- y aA4 -+- bs. 

Pe ces six termes les deux premiers suffifene 

pour établir- la règle que nous cherchons. 

Le premier est ia cinquième puissance du 

premier terme du binome, & le second est 

le quintuple de la quatrième puissance de ce 
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fnême premier terme, multipliée par le 

second terme ; donc pour avoir le premier 

terme de la racine, il faut, après avoir or-

donné tous les termes de la puissance donnée, 

extraire la racine cinquième du premier terme 
de cette puissance ; & pour avoir le second 

terme de la racine, il faut diviser le second 

terme de la quantité proposée, par le quin-

tuple de la quatrième puissance de la racine 

qu'on vient de trouver par la première opé-

ration. En effet, il est évident que la racine 

cinquième de as est a, qui est le premier 
terme du binome, dont la quantité as-\-$a*b 

H-, ôcc, est la cinquième puissance; & il est 

également évident que donne b qui est 

le second terme de ce binome. Mais comme 
il pourroit se faire que la quantité proposée 

ne fût pas une puissance parfaite du cinquième 
degré, après avoir ainsi trouvé le second 

terme de la racine, il faudra vérifier cette 

racine en l'élevant au cinquième degré & re-

tranchant le résultat de la quantité proposée; 

voici un exemplé. 
On demande la racine cinquième de .....

 9 

Resle+i4°'ií^-+-7îOí/3i1_(_io8osl-ZiS+8ioslí*+î43Ì5 ; Soa* 

Je tire la racine cinquième de 3 2as
t
 elle 

est 2a que j'écris à la racine, 

/ 

SCD LYON 1



s 86 COURS 

J'élève ia à la cinquième puissance, 6c 

j'écris le produit 3 2a5 avec un signe contraire, 

fous le premier terme 32a5 de la quantité 

proposée, ce qui le détruit. 

J'élève la racine 2a à la quatrième puis-
íance, ce qui me donne 16a* que je quin-

tuple, & j'ai 80a4 que j'écris fous la racine 

za ; je m'en fers pour diviser le premier 

terme zqoaïb du reste : la division faite, j'ai 

pour quotient 3b que j'écris à la racine; 

enforte que j'ai 2a-x-%b pour la racine cher-

chée ; mais pour m'en assurer, j'élève 2a 

-4- ^b à la cinquième puissance , je retrouve 

íes mêmes termes que dans la quantité pro-

posée ; faisant la soustraction; il ne reste rien ; 

d'où je conclus que la racine est exactemênt 

2<2-t- s b. 

S'il devoit y avoir encore un autre terme 

à la racine > alors il y auroit un reste , après 

cette première opération : je regarderois 

2 a 3 £ comme une feule quantité, avec 

laquelle j'opérerois pour trouver le troisième 

terme, comme j'ai opéré avec ia pour trou-

ver le second. 

I J 6. A l'égard des quantités numériques, 

la régie est absolument la même ; la seule 
chose qu'il faille éclaircir, est, à quel carac-

tère on reconnaîtra ce qui répond au premier 

terme a\ & ce qui répond au terme ja4£. 
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Pour se conduire dans cette recherche , il 

n'y a qu'à imaginer que dans le binome <z>4-£, 

a marque les dixaines & b les unités ; alors il 

est évident que a* fera des centaines de mille, 
parce que la cinquième puhTance de 10 est 

100000 ; donc le premier terme as, ou la 

quantité dont il faudra tirer la racine ye,pour 

avoir le premier chiffre de la racine, ne peut 

faire partie des cinq derniers chiffres fur la 

droite, on séparera donc les cinq derniers 

chiffres, & supposé qu'il en reste cinq seu-

lement ou moins de cinq fur la gauche, on en 

cherchera la racine cinquième, qui fera facile 

à trouver, ne pouvant avoir qu'un seul chiffre. 
Quand on aura trouvé le premier chiffre 

de la racine & qu'on aura retranché fa cin-

quième puissance, de la quantité qui a servi 
à trouver cette racine, on abaissera, à côté 

du reste , les cinq chiffres séparés : & pour 
avoir la partie qu'il faut diviser par jsl4,c5est-

à-dire, par le quintuple de la quatrième puis-
sance des dixaines trouvées, il faudra séparer 

quatre chiffres fur la droite, & ne diviser que 

la partie restante à gauche : car 5<z4A, qui est 

la partie qu'on doit diviser par ja4, pour 

avoir b, ne peut faire partie des quatre der-

niers chiffres, puifqu'étant le produit de ja4 

par b, elle doit être au moins des dixaines de 

miile, puisque a4 est des dixaines de mille. 
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Ces éclaircissements posés, le procédé en? 

íe même que pour ['extraction littérale, voicî 

un exemple. 

On demande la racine cinquième de . . « 

3802.04032 ^2 

Sl2S 

6770.4032 

312; 

'380204052 

o 

Je sépare les cinq derniers chiffres 0403 2 j 
& je cherche la racine cinquième de 3 8 o 2 qui 

ayant moins de cinq chiffres, ne peut donner 

qu'un chiffre pour cette racine; elle est $ que 

j'écris à côté. 

J'élève jr à la cinquième puissance & j'é-

cris le produit fous 5802 pour l'en retrancher; 

îl reste 677 , à côté duquel j'abaisse les cinq 

chiffres séparés d'abord ;du total, je sépare 4 

chiffres sur la droite, & je divise la partie res-

tante 6770
 3

 par le quintuple de la quatrième 

puissance de la racine trouvée j , c'est-à-dire, 

par 5 fois 62.5, ou 3125. Je trouve pour quo-

tient 2 que j'écris à côté du premier chiffre 

trouvé y*. Pour vérifier cette racine 52, je 

f élevé à la cinquième puissance, & je trouve 

le nombre même proposé, d'où je conclus 

que;2est exactement la racine. 
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S'il y avoit un reste, & qu'on voulût ap-

procher plus près de la racine, on mettroit 

5 zéros, & on continueroit pour avoir le troi-

sième chiffre, qui seroit une décimale, comme 

on a fait pour avoir le second. 

En général, pour tirer une racine de degré 

quelconque m, il faut séparer en allant de 

droite à gauche, en tranches de m chiffres 

chacune, dont la plus à gauche peut en avoir, 

moins. Tirer la racine du degré m de cette 

derniere tranche, cette racine n'aura jamais 

qu'un seul chiffre : à côté du reste, descendre 

la tranche suivante, en séparer m—i chiffres 

fur la droite, & diviser ía partie restante à 

gauche, par m fois la racine trouvée, ÔC 

élevée à la puissance m—i ; & ainsi de fuite. 

Cela est fondé fur ce que les deux premiers 

termes d'un binome a-+-b élevé à la puissance 

quelconque m, font am
-Hmam~*i>, & fur ce 

que si a marque des dixaines & b des unités, 

am ne peut faire partie des m derniers chif-

fres , & mam'xb ne peut faire partie des m—t. 

derniers. 

De la manière d'approcher de la racine, 

des puijpinces imparfaites des quan-

tités littérales. 

157* Lorsque la quantité complexe 
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proposée n'est point une puissance parfaite 

du degré dont on demande la racine , alora 

il n'y a point de racine exacte à espérer : U 

faut se borner à en approcher aussi près que 

peut l'exiger la question pour laquelle cette 

extraction est nécessaire. On pouroit y par-

venir en suivant la méthode que nous venons 

d'exposer pour les puissances parfaites : elle 

donneroit une fuite de termes fractionnaires 

dont la valeur décroissant continuellement, 

permet de se borner à un nombre limité de 

termes & de négliger les autres : mais l'opé-

ration seroit longue & pénible. On peut par-

venir au même résultat par une voie beau-

coup plus courte, en employant la règle 

que nous avons donnée ci-dessus (151) pour 

élever un binome à une puissance proposée. 

Pour cet effet, il faut se rappeller (133) que 

toute racine peut être représentée par une 

puissance fractionnaire. Ainsi, demander la 

racine quarrée de a-+-b, ou d'évaluer ̂  a-hb, 

c'est demander d'élever a~\-b à la puissance |, 

puisque (133) (a-\- b) 1 = v a-h b. 

Donc, suivant la règle donnée (ijsi)> 
j'écris la fuite. 

j_ — 1 _ — 2, ——3
 T

 — 4
 &c 

Qui se réduit à ~, — \, —f, — {,\— &c* 
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Et posant i pour premier terme de la 
seconde suite, je forme cette seconde ... 

J. L i ^' . '
 b' 5 M 3f ., 

&C. 

En multipliant le premier terme i, par îe 
premier terme | de la première suite , & pac 

~ , c'est-à-dire, par le second terme du bi-

nome a -f- b, divisé par le premier ; j'ai T r/ 

pour le second terme. 
Je forme de même le troisième , ea multi-

pliant ce second, par le second terme —^de 

la première suite, & par — , ce qui me donné 

—- | — pour le troisième. 

Pour le quatrième, je multiplie ce troi-
sième , par le troisième terme —* de la pre-

miere suite & par —, & j'ai -4-7V pour qua-

trième terme, & ainsi de suite.
 4 

Enfin je multiplie la totalité de ces termes,1 

par le premier terme du binome, élevé à la 

puissance |, & j'ai pour la valeur de sá-hb)7> 

ou de v'a-\-b , la quantité suivante : 

a
 X lli 8 ? itía' 118a* izSoa^^~ f 

qu'il est facile de prolonger autant qu'on le 
jugera à propos. 
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I 5 8« Nous verrons, par la fuite, l'ufagd 

de ces sortes d'approximations. Pour le pré-

sent , nous nous contenterons de faire voir 
par un exemple en nombres, comment or* 

peut les employer pour approcher des ra-

cines des quantités numériques. Supposons 

qu'on veut avoir la racine quarrée de ioi. Je 
partagerai i o i en deux parties dont l'une soit 
un quarré , le plus grand qu'il fera possible ; 

par exemple , je le partage en ces deux par-

ties ioo & i ; je prends la première pour a , 

& la seconde pour b , en sorte que je suppose 
i i 

<z=ioo, & b — i'-, par conséquent =1 °0 * 

= ViTo = 1 o ; &~ -TÍ7-O,OI ; donc 

la série qui exprime f%+i, c'est-à-dire , ici 

^ïóï, deviendra, en mettant pour c? & ~y 

leurs valeurs, 
o,oi (0,0i)

1 (ó,oi)ì ífo.oiH s<(o,oi)5 

IÔCÍ-Ì—■——- -f- J -——— -f- ■ ? &c> 
x 8 16 n8 1180 * 

Supposons qu'on veut avoir cette racine 

jusqu'à un dix-millieme près seulement, 

alors il suffit de prendre les trois premiers 

termes; car le quatrième qui est revient à 
O-OOOOOI 5 \ J • X , „ 

-2—-^— , ceít-a-dire, a 0,0000000625 ; & 

quoiqu'il doive être multiplié par 1 o qui doit 

multiplier tous les termes de la férie, il ne 

produira que 0.^0000062$ qui est bien au 
dessous 
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cîeíïous d'un dix-millieme. "Les termes fui* 
vants font à plus forte raison beaucoup au-, 

dessous y puisqu'étant continuellement mul-, 
tipliés par 0,01 qui est une fraction , ils doi-* 

vent diminuer continuellement; car en mul-

tipliant par une fraction, on ne pi;end (Arith. 
120) qu'une partie du multiplicande* 

La valeur de VTâi se réduit donc à 

(
. O.OI ('0,Ol)

î
\ , „

 N
 V 

1 -H ' c est-a-dire, a 

IÛ ( 1 «+- 0,005 — Ojoooo 125" ), ou 10 >c 

.1 .,0049875-, ou 10,049875'; c'est-à-dire, 
10,045)9 en se bornant aux dix~milliemes> 

Cette méihode peut s'appliquer à toutes 
sortes de racines & à toutes sortes de quan-

tités ; nous en donnerons encore un exem-

ple fur t^a5 — Je change donc cette quan-; 
ï 

íité en (as — xs)s, ÔTprocédant comme ci-

deífus, j'écris . • 

7, ÌZZ±,TZ^,ÌZLÌ,l^A, &c. 

vu st s> st lot ns )<xc' 

Et posant 1, pour premier terme de la 

seconde suite
 3

 je forme cette seconde...» 
ix! z xl0 6 »?» 41 xla 798 x15 

En multipliant le premier terme i, par le 

premier terme y, de la suite supérieure , ÔC 

par — — c'est- à-dire, par le second terme. 

JLGEBRE. N, 
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du binôme, divisé par le premier; ce qui 

donne — 4 -,■ pour second terme de la série; 

Pour avoir le troisième, je multiplie celui-ci 

par le second terme — f , de la suite supé-

ríeure, & par
 r

, ce qui me donne ——. 

En calculant de même les suivants jus-

qu'au sixième, & multipliant le tout par le 

ier terme a? du binome , élevé à la puissance 

~, c'est-à-dire (123), par a" s ou par a, j'ai 

pour valeur approchée de Pr

a
r—

X
*, la quan-

tité a ( 1 -—— ~ -„ ôte ) 

I y Observons à l'égard de ces séries 

& de toutes les autres qu'en peut former de 

la même manière, qu'on doit toujours pren-

dre pour premier terme de la quantité pro-

posée, le plus grand terme ; par exemple, 

dans Va^h nous avons pris ci-dessus a pour 

premier terme; mais si b étoit plus grand 

que a, il auroitfailu prendre b pour premier 

terme. La raison en est que lorsque b est plus 

grand que a, la i
re

 férie a^(iH-|^—f ̂ &c.)eíl 

.trompeuse ; car ^ étant alors plus grand que 

Tunité, les termes suivants qui font conti-

nuellement multipliés par - vont toujours 

«n augmentant, enforte qu'on n'a aucune 
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raison de s'arrêter après un certain nombre 

de termes. Mais fi dans ce même cas on 

forme la férie en prenant b pour premier: 

terme, on aura ( i -+-| T—- | |g, &c.) 

dans laquelle les termes vont en décroissant.' 

Les séries dont les termes vont en aug-

mentant de valeur à mesure qu'ils s'éloignent 

de l'origine, s'appellent séries divergentes j ôc1 

au contraire on appelle féries convergentes 

celles dont les termes diminuent de valeur 

à mesure qu'ils s'éloignent de l'origine. 

I 6 O. Nous avons vu (141) que toute 
fraction algébrique pouvoit être mise fous la 

forme d'un entier, en faisant passer son dé-

nominateur au numérateur avec un expo-

sant négatif. Cette observation nous fournie, 

le moyen de réduire en férie touté fraction 

dont le dénominateur feroit complexe , ce 
qui fera utile par la fuite. Par exemple, íî 

j'aveis
 t

 v> au lieu de cette quantité, j'é-

crirois a2 x (a2 — x2)'1, & alors j'éleverois 
a* — x2 à la puissance — 1 felonla règle don-

née (15 1) ; c'est-à-diré, que je póferois d'à-; 

bord la férie — 1, ~~— , "*" — , ~ — , Ôte. 

ou —* 1, — 1,— 1, -— í. 
Et je formerais la férie suivante: 

X1 X* X* x^ 

N ij 
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en multipliant le premier termé i de cette4 

seconde, par le premier terme -— 1 de la 

série supérieure, & par—- ~., ce qui 'don-

ncroit -r- ~~ ; multipliant celui-ci par le se-

cond terme — i de la série supérieure , & 

par — -- ; & ainsi de suite. Après quoi je 

mukiplierois la totalité, par le premier ter-

nie a' élevé à la puissance — i , c'est-à-dire, 

(125) par a2x~1 ou a~2, ce qui me donneroit 

a~* ( l~h7ï *+"^~hÌ"> &c' ) Pour va"' ■ 

leur de sa2 — x2J~ 1 \ donc pour avoir 

a2 (a2 — x'j~ il ne s'agit plus que de mul-

tiplier par a2; or a~2 x a~ donnant a2~z 

(20), ou ÍZ°, qui se réduit à 1 ; on aura donc 
ir/zl~ î 1 1 "2 X* 3i* Xé „ 

a (a —x2)'1 = n- _.+._ + _+ _ &
c

. 
1 y a- a* a* x'7 

On s'y prendroit de même pour réduire 

en férie — «on considéreroic cette quan-

tité comme a2 sa2-+- x2)~3. Pareillement au 

lieu ae 7 , on écnroit r
3
 , & 

(V-f-**.)' (V-t-*1;5 

ensuite a2 sa2-+-x2)-ì, & ainsi des autres. 
», 161. Nous avens supposé que la même formule qui se r voit 

~ pour ferraerjes puissances parfaites d'un binôme , pouvoit auíîl 

íêrvir pour en former les puissances imparfaites. Comme les 

principes siir lesquels^ cette formule est sondée , suppoíènt que 

l'éxposint est un nombre entier positif, on pourroit doiuer qu'on 

pût l'appliquer légitimement au cas où cet exposant est frac-

tionnaire positif ou négatif, ou entier négatif. Voici comment 

on peut íè convaincre que la même formule peut servir danj 
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tous ces cas. Soit en général (a-\-l)" — étant positif. On aura 

, I», m b mm b1 mm m 
(lyi)(<H-#>=«»(H—•—I 1 — -f--.--i.--i -

n a n' n 'a% n n n 'a1) 
&c. ' ~ — ~ 

Faîíôns , pour abréger , la somme de tous les termes de 

cette férie, excepté le premier, égale à p; c'est-à-dire, faisons 

m b mm b2 mm m b1 , 
p~ —. ( 1 1 1,— -i — ; alors nous 

n a n 'n a n n n a% 

aurons (a -f- b)
n
 =a »,(t ■+-p) '■> élevons chaque membre à 

w» mn 
la puissance ?z, & ( t&0 nous aurons ( a -f- b'fn —an (i^-p'f-

c'est-à-dire, (a-h b)
m
 = a

m
 (i.-f-pf ; or nous, savons que 

(a •+■ b)m , a pour valeur ». . 

b m - 1 bz m-i m-i il 
a

m
 ( 1 -f- m f- m, -f- m. . , &c. ) 

a
 r

 z a1 z 3 a1 

Si donc a
m (i -h p)

n revient à cette quantité , ce fera une 

preuve , la derniere égalité ayant lieu , que toutes celles dont 

elle est déduite , ont lieu ; & que par conséquent la valeur de 
m 

(a-hb)n~ doit être telle que la donne la première équation. 

Voyons doncsi^"
1
 f i-f-fj* revient au même que (a-t-b)

m
. 

Or (1 -hp)"= 1 -hnp-i-n,— />!-f-7z.— . — ̂ !-f-&c. 

Substituons , dans ce second membre, au lieu de p íâ 

valeur, mais pour r:e pas embrasser trop de calcul à la fois, nev 

tenons compte dans çette substitution que des termes qui ne 

pailéront pas le cube-, nous aurons donc 

m b mm. lx m m m bi 

a n * n a2 •—-. 1.— 
a n n 

VP — 
m2 è' zm m 

?! =
 •«* '&

 1 

Niîj 

SCD LYON 1



COURS 

par conséquent I 4- np -ì-n.?—l p* „i ^ 
z 1 5 

, . , h m b% m m b* 
oevieîidra i-f-w t~mm— -i \-m — -i.— -2. f-&c. 

a n 'a1 ' n n a> 

1 1 3 ' 
772*72-1 M zm} m n-ibs 

H . .— H . i. h &c» 
n z a n n z *a$ 

m> n-i ri - i J! 

-4- . , .— -f- &c. 
tv z 3 a5 

_ m m1 n - r . „ , ... ,, . . 
Or m 1 H . , qui est la totalité de ce qui mul-

• n n z 

mn - n 
ou m. ■ —y 

. .. I1
 r

 ,. . , fm-n mn-m\ 
íiphe —, le réduit a m i 1 1 , 

R Í/1 V z« z« /' 

-, m — T 

ou ennn a m . • 

772 772 277Z
1

 77Í 77-1 OT
3
 77-1 72-Z 

PareillementjHî, -i, 1^ -. 1. j—r.—.—* 
72 72 7Z 71 z 72

1
 Z 3 ■ 

2 3 2 

gui est la totalité de ce qui multiplie ~ , le réduit à.......1 

(
m- 72 m-zn m m-a n-i m2 n-i n - z\ 

. "* . •— H—r.—". í 
172 3 72 72 72 Z n2

 Z * 3 / 

(
772 - 77.. 772 - Z 72-f- 3 772 . 772 - 72 . 72 - I -t- 77!

1
 . 72 -- I . 72 -, z\ 

—. y 

Z 72 X 3 72 , / 

ou (en faisant les opérations indiquées, & iesréductions ) , à 

/m,-2m-i-i\ . . ,
 r

 m-ï m-z 
m
 { r ] qui est la meme choie que 772. * 

V *%j J 3 ' 
72 1 72-1 72- Z 

donc la quantité i-f-w-f-n. p1+n.—. p3&c,re-

7725 772 -1 J72-I 772 - Z £' 

fient a 1 •+-, f- m . -f- 772. . -f- «C. 
a z « z 3 ct* 

Et si au lieu de íè borner aux termes qui ne passent pas le 

cube , on pouríuivoit plus loin , on trouveroit de méme que les 

iermes suivants de cette férie font m.m-ì m-z 772-3 ^* 

m^^^X^t Sec, ~ *"T'~ S! 
* 14 t a\ 
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. 71 - I 71 - I 72 - 1 

Donc am
 (i-\-np + n, p- -hn. . p1 ■+■ Sec.) 

z z 3 

, mb m-\ b2 m-\ m-z¥ 
revient a am ( n (- m, \-m. —. ■ -+- 6Vc, 

a z a- z 3 a1 

Donc l'équation (a -f- />j
m
=a

m
 f i -f- est vraie ; donc 

m m 

aussi l'équation (a -t- í)" = a" (i -f- />,) dont celle-là a été 
déduite , ou (ce qui revient au même) , l'équation

 ; 

mi mm b2 m ra m b~> 
(a+-b)» = *(i-i h—. 1 — H . — i a - &c 

7i« 71 72 <il 71 TÎ • n a> 

;
 ;

 r- 3 

est vraie. Donc la formule qui sert à élever à une puissance 

dont l'exposant est un nombre entier positif, peut servir aussi 

à élever à une puissance dont l'exposant est un nombre frac-

tionnaire positif. 
Pour faire voir que la même formule peut être employée , 

lorsque l'expoíànt est négatif, il faut remarquer que si nous 

représentons par T la totalité des termes que donneroit 
-m — 

(a -f- b) " en le développant suivant la même règle , on aur* 

(a + b)* =T, c'est-à-dire , (a -+- l)-
H
 =T ( 141 ) ; & par 

Vf 

conséquent 1 = T x (a -f- b)« , 11 faut denc prouver que si l'on 
-m 

multiplie la somme T des termes que donnera (a -f- b) » 

évalué selon la règle que nous avons donnée, si on la multi-
m 

plie, dis-je, par la valeur de (a -+- h)n'
t
 le produit se réduira à 

-m 

l'unité. Or (a -f- b)~» donneroit suivant cette règle 

~ , m b mm b2 mm m 
a" (1-——-f-—.— . r-i. h! — &C» 

b a n n a2 n n n a* 

Et (a -4- b)m donnera 

» m b mm 771771 m i' 
a»( 1 4 1 -1— H—.— -í.— -*.-r &* 

* n a n» n 'a2 n n n 'a* 

í 3 

N iv 
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Multipliant ces deux quantités l'une par l'autre, & íe borV 

nant au cubç de —, on aura 

* s 
™ 5 m b , m m b1 m m m b1 -, 
^ n (\— -4- — •— + i . H.—-f-i- &C< 

1 n a . n n a- n n n a* 

i" 2 3 

m b m2 b1 m% m bì 
H » —• — 1 • f-i— &c. 

n a h1 a1 n1 n 'a1 

mm b1 m1 m bi 

• l M» ■—»—- —— T • CCCë 
n n itl n1 n a> 

m m m bi -
i z — &rc 

n n 'n n' 

2 3 
Dr si l'on (ê donne la peine d'en faire le calcul, on verra 1

ue 

b 
ïa somme des quantités qui multiplient — , de celles qui multi-( 

.b1 , b> 
plien: — , de celles qui multiplient — , sê réduit à zéro ; & il 

çn fêra de même des puissances suivantes, si l'on pousse le cal-

^ m m 

Cul au-delà de _ ■ d
onç ce pro

d
u
ìt se réduit à a

 n 71
 x t 

ou a" x i ou i x t, c'est-à-dire, i Donc la formule peut ser-
tir clans tous les cas. 

Des Equations a deux inconnues, lors-
quelles pajjeni h premier degré. 

I 61. Une équation à une seule incon-

nue est dite du troisième, du quatrième, du 

cinquième degré, &ç, lorsque la plus haute 

puìlïance de ì'inconnue est la troìsierrfe, la 

quatrième
 3
 la cinquième

 3
 &c ; mais outre 
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cette puissance, une équation peut encore 

renfermer toutes les puissances inférieures; 

ainsi x,=S, x,-\-^x2=^
 3
 x3H-s5 x2—p x=7, 

font toutes des équations du 3me degré. 

Une équation à deux ou à un pius grand 

nombre d'inconnues est dite passer le premier, 

degré, non feulement lorsque l'une de ces 

inconnues passe le premier degré ; mais en-

core , lorsque quelques-unes de ces mêmes 

inconnues font multipliées entr'elles ; & en 

général, le dégré s'estime par la plus forte 

somme que puissent faire les exposants dans 

un même terme : l'équation xì-\-yì=a'b est 

du troisième degré ; l'équation bxx
-irx'1y-\-ay'i 

=ab% est aussi du troisième degré, parce que 

les exposants de x & de y dans le terme x2y 

font 3 ; dans les autres termes, les exposants 

font moindres. 

I 6 3 • Pour réfoudre les questions qui 

conduisent à des équations à plusieurs in-

connues j & au-de là du premier degré il 

faut, comme pour celles du premier degré, 

réduire ces équations à une feule qui ne 

renferme plus qu'une inconnue. 

Si l'on a deux équations & deux incon-

nues , & que dans l'une de ces équations, 

l'une des inconnues ne passe pas le premier 

degré, prene^ la valeur-de cette inconnue, 

comme si tout le resìe étçit connu : substitue^ 
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cette valeur dans Vautre équation, & vous au-, 

re^ une nouvelle équation qui ne renfermera plus 

qu'une inconnue. 

Par exemple, si l'on me proposoit cette 

question , trouver deux nombres dont la 

somme soit 12, & dont le produit soit 35". 
En représentant ces deux nombres par x òzy> 

j'aurois x -4-y = 12 , & xy = 3 j. 
De la première je tire x=i 2 —y; substi-

tuant dans la seconde équation, cette valeur 

de x , j'aurai ( 12 — y)y=^ 3 5 ou 1 zy —yy 

'= 35 , équation du second degré qui étant 

résolue suivant les, règles données (pp & 

fuiv. ), donneraj/—S + i, c'est-à-dire^y = 7 

ouy = y ; & puisque x = 12 —y^ on aura 

x — j ou x= 7 ; c'est-à-dire, que les deux 

nombres cherchés sont 5 & 7 ou 7 &c j. 

Pareillement, si j'avois les équations 

x-4- 3y = 6 & x2-f-y2=i2. De la première, 

je tirerois x — 6— 3jy ;' substituant dans la 

seconde, j'aurois (6 — 3 vj1 -*-yz = 12; fai-

sant l'opération indiquée, j'ai 3(s — 36^ 

H- py* -4-jK2 = 12 ; ou en passant tout d'un 

même côté, & réduisant, iqy*—3 5y-f-24=o; 

équation du second degré, qu'on peut ré-

soudre par les règles données ( pp & fuiv. ) 

Prenons, pour troisième exemple, les deux 

équations xy H-y2= j & xì -4- xy —y1 -4- 7. 

La première donne a? = ; substituant 
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dans la seconde, on a (—)V 
itM7 °" ̂  + ̂  =7'+ 7- Pour 

chasser les fractions, il suffit ici de multiplier 

le second terme parjy & le second membre 

parjK
1
, ce qui donne (; —y

zJ* -+-s<; —y1)'y* 

=ys~\-'jyì. Faisant les opérations indi-

quées , on a, 12 ; — 7 5y*-+-1 $y*—y6-+-2 5y* 

— ioy'i~{-y6=ys -f- 7y3 ; passant tout dans 

le premier membre & réduisant, on a, après 

avoir changé les signes ,ys—íjyM-Ty'-r-Joy1 

—12 = o, équation qui ne renferme plus 

quejy, mais qui est du cinquième degré. 

l6^. A l'occasion de cet exemple nous 

ferons remarquer que lorsque quelques-uns 

des dénominateurs de l'équation ont quelques 

facteurs communs entr'eux, on peut faire dif-

paroître ces dénominateurs plus simplement 

que par la règle générale, en examinant par 

quelle quantité il faudroit multiplier ces dé-

nominateurs pour qu'ils devinssent égaux. 

Cette remarque est analogue à celle que nous 

avons faite (48) au sujet des fractions. Par 

exemple, fí j'avois l'équation^ -4-^ =e, je 

changerois en —— — e, en multipliant 

les deux termes de la ie fraction par c, & les 

deux termes de la 2e, par b ; alors chassant le 

dénominateur, j'aurois czx^rbdx^abce. 
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I 6 'y .Si dans l'une des équations
 i
 Tune des 

deux inconnues ne pajse pas le second degré : 

jyene^ dans celle-ci la valeur du quarré de Vin-

connue la moins élevée ,& substitue^ la dans 

l'autre, à la place du quarré- de cette même in-

connue & defes puissances ; & continue^ de fuis 
titder jusqu'à ce que cette inconnue ne se trouve 

plus qu'au premier degré. Alors tire^ de cette 

derniere équation la valeur de cette même in-

connue y& substitue^-la dans la première. 

Par exemple, íì j'avois x1-}- 3JP — 6X & 

%xz
 — 3jy2 = 8, je prendrois, dans la pre-

mière , la valeur de x2 qui est x2— 6x — 3y2 i. 

la substituant dans la seconde, j'aurois (en 

faisant attention que x
3
 est x

2
xx),z(6x—3y

2
)x 

•—3y2—S, qui se réduit à i2x2-—6xy* 

— 3y2 = 8 ; comme il y a encore x2 dans 

celle-ci, j'y substitue de nouveau la même 

valeur de x2 que ci-dessus, & j'ai jzx—jóy1 

— 6xy2
 — ^y2 === 8 , équation dans laquelle 

x n'est plus qu'au premier degré. 

J'en tire la valeur de x , & i'ai x= -9y +8i 

je substitue cette valeur dans la première 

équation x
2
-\~ 3y

z
=6x : il me vient Ç^-^Y 

*34y2-+-43 , > \ -C39V1 ■+- sy 
72, — 6y* * (

7
.—

6y
-y ?u 

(>34y2 -+- 48J (72. — 6y
z
) ^

 c
 . 1 rr ^ . 

——-çyiZTey-y 9
 Qu enfin

 >.
 ea clia

"
ant

 > 
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le dénominateur commun , ($9tâ^jFffî%y* 
(7 z — 6y

2
/ = si 34.JK

1
4- if) (l* ~~^y ) ï 

équation dans laquelle il n'y a plus à faire 

que, des multiplications & des réduêìions 

ordinaires. 
166. Lorsque les équations sont de degrés plus élevés, on 

peut, on suivant une méthode analogue à celle que nous ve-

nons d'exposer, arriver aussi à l'équation qui ne renferme plus 

qu'une inconnue ; mais il est difficile cTéviter un inconvénient 

qui accompagne alors cette méthode : cet inconvénient est de 

faire monter l'équation à un degré plus élevé qu'elle ne doit être. 

Nous allons exposer une méthode qui n'est pas sujette à cett» 

difficulté. . 

167. Touíe équation à deux inconnues peut être toujours 

■mise fous cette fòrme Ax™-i-Bxm- ' -hCxm-2 -+-

T = o ; m marquant le degré auquel x est élevé. En effet, on 

peut toujours faire une totalité des différents termes composés 

de y & des quantités connues qui multiplient chaque puissance 

de x, & représenter cette totalité par une feuje lettre ; par exem-

ple , dan s l'équation ax2 •+■ bxy -f- cy1 ■+■ dx -h ey -+-_/= o, qui 

peut généralement représenter toutes les équations du second 

degré à deux inconnues; [car il ne peut s'y trouver d'autres puis-

sances de ces inconnues] , on peut rassembler les termes en cette 

manière a x2 -f- (d -f- i>y) x -f- cy2 -+- e y +/ = o , & pouc 

abréger., l'écrire ainsi ; Ax2 -+- Bx -f- C = o , sauf à remettre , 

au lieu de A , B , C , ce que ces lettres représentent, après 

«ju'on aura fait, de l'équation Ax2 -+-Bx -t- C == o , l'ufage 

pour lequel on lui donne cette forme. Cela posé, soient.donc 

Axn-i-Bx'n-'-i-Cxm-1-i-Dxm-ì H T = o 

& A'xm-+-Blx"t-'+Clxm-2-i-D'xm-'-+-.,. .T'-o 

les deux équations proposées, dont il s'agit de chasser ou 

éliminer x. Je les suppose d'abord du même degré ; nous ver-

rons ensuite ce qu'il faut faire quand elles sont de différents 

degrés. 

On multipliera la première par A' ; la seconde par A , &; 
l'on retranchera le second produit du premier, ce qui donnera 

une équation du degré m — í, 

On multipliera la première par A'œ-f-B', la seconde pac 

A.r-f-B, Si l'on retranchera le second produit du premier, 

Ce qui donnera une féconde équation du degré m—i. 

/ 
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On multipliera la première par A'x1 -+-B'x±C',h seconde 

par Ax2-h Bx-f-C, on retranchera le second prod.iit du pre-

mier, ce qui donnera une troisième équation du degré m— í. 

On continuera de même jusqu'à ce que le multiplicateur soit 
devenu du'degré m — i. 

Cela pose, on aùra m équations, chacune du degré m— i. On 

considérera dans chacune les différentes puissances xm ~ 
x"1-2, xm . 3, &C. comme si elles étoient autant d'inconnues 

au premier degré. Par le moyen des m - i premières équations 

ou en général par le moyen d'un nombre m-\ de ces équations, 

cn déterminera (85) les valeurs de ces inconnues que l'on 

substituera dans la derniere. Cette opération donnera une 

équation fans x, dans laquelle mettant pour A, B, & C, A', 

B', C, 5rc. les quantités que ces lettres représentent, & qui 

peuvent d'ail leurs renfermer telles puissances dey qu'on voudra', 
on aura l'équation en y. 

Par exemple, si j'avois les deux équations. 

Ax! + Bx + C ===== o. 

A'xz B'x -(- C = o. 

Qui peuvent représenter toutes les équations à deux incon-

nues , dans lesquelles l'une seulement des deux inconnues ne 

passe pas le "econd degré ; en multipliant la première par A', 

ïa seconde par A, retranchant le second produit du premier 8C 
réduisant, j'aurois (A'B — AB') x ■+■ A'C — AC' = o. 

Multipliant la première équation par A'x -H B', la seconde 

par Ax-f-B, retranchant le second produit du premier, & 

réduisant, j'aurois CA'C — AC'J x -f- B'C — BC' ^ o. 

Prenant donc, dans la première, la valeur de x qui est x=3 
J^QI A'C 

&la substituant dans la 2
E

. j'aurai fA'C—AC'Jx 
A'B—AB' , n \ j 
a p f A'C 

— -(.B'C — BC' = o. Ou [à cause que AC — A'C 
A'B—AB' 11 _^

A
/
C A(

-./JÎ. 

est la même chose que—(A'C-AC')] , j'aurai -j^g— ^g", 

-4-B'C— BC'=o, ou enfin-rCA'C—AC')I4-('A'B—AB'> 
(B'C— BC) — o. 

Si l'on avoit les deux équations ....»; 

Ajt'+Bjs'+Cjt + D =0. 

A's;'-(-BV + C's; + D'=o. 

Multipliant la première par A', la seconde par A , retran-i 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 207 

chant & réduisant, on auroit (A'B— AB'; x1 -f- f A'C—AC) 

x -f- (A'D — AD'; s== o. 
Multipliant la première par A'x4-B', la seconde par Ax-fr-B, 

retranchant & réduisant, on auroit ( A'C — AC' } »? -+-

("A'D — AD'-f-B'C — BC'jx ■+■ B'D — BD' = o. 

Enfin multipliant la première par A'x1 -f-B'x-t-C, la se-

conde par Ax1 -f- Bx -f- C , retranchant & réduisant, on auroit 

( A'D — AD'j x~- -4- ( B'D — BD'J x + CD - CD' = o. 

II ne s'agit plus maintenant, en considérant x1 & x comme 

des inconnues au premier degré, que de déterminer leurs valeurs 

,à l'aide de deux quelconques de ces trois équations du fécond 

degré', & de substituer ces valeurs dans la troisième. 

168. Si les deux équations proposées n'étoient pas au même 

degré pour x, alors- on opérera comme il fuit. 

Soient m & n les deux exposants, & m le plus grand. On 
»!—M 

multipliera l'équation du degré n par x , ce qui les mettra 

toutes deux au même degré. Alors on opérera comme dans le 

cas précédent , en continuant les multiplications jusqu'à ce que 

le multiplicateur soit devenu du degré n - 1, ce qui donnera n 

équations, chacune du degré m-—1. 
On substituera dans chacune & dans toutes les puissances 

íiipérieures à xn , la valeur de x" tirée de l'équation du degré h, 

& on continuera de substituer, jusqu'à ce que la plus haute 
m — n 

puissance restante soit x , ce qui sera toujours possible ; 

alors on aura n équations chacune du degré n~ 1. Én em-

ployant 7i— 1 de ces équations , on déterminera les valeurs de 
n—1 n—2 «—3 

x ,x , x , &c. considérées comme autant d'inconnuss 

au premier degré, & on les substituera dans la derniere. 

Cette méthode est générale. Elle peut être simplifiée dans beau-

coup decas que nousne nous arrêterons pas à détailler. Nous nous 

contenterons de remarquer que dans les multiplications successi-

ves par A' & A, A'x -fr- B' Si Ax-fr-B , &c. on peut se dispen-

ser de multiplier le premier, les deux premiers , &c. termes 

des deux équations proposées, & en général autantdes premiers 

termes qu'il entre de termes dans le multiplicateur , parce que 

le produit qu'ils donneront s'anéantira par la soustraction. 

\6$. Si l'on détermine les valeurs des différentes puissances 

de x d'après la règle que nous avons donnée pour les équa-

tions du premier degré à plusieurs inconnues, l'équation 

ënale en y ne montera jamais à un degré plus haut que m n , 
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en supposant quele plus haut exposant de x, ainsi que ceîuî dej^ 

íòit m dans l'une des équations & n dans l'autre. Mais si les 

exposants de x & de y font inégaux dans chaque équation , 

eníôrte que ceux de x dans !a première & dans la seconde étant 

toujours m & n , ceux de y soient m-hj? & n -f- q , i'équation 

finale en y ne passera jamais le degré m n-*-m q -f- n p.Voyer. 

pour la démonstration les Me'm. de l'Acad. des Sciences, ann. 

1764.Voyez aussi les Me'm. de l'Acad. de Berlin, ann. 1748, 

& l Analyse des lignes courbes de Cramer, 

Des Equations à plus de deux inconnues > 

lorsqu'elles passent le premier degré. 

170. Lorsqu'on a plus de deux équations & plus de deux: 

inconnues, trois par exemple, on peut s'y prendre,.de la même 

manière en éliminant d'abord une des inconnues par le moyen 

de la première & de la seconde équation, traitées íêlon la 

mérhode précédente; & en éliminant encore laméme incon-

nue par le moyen de la première & de la troiíìeme ou de la 

féconde & de la troisième. On aura par ce moyen deux équa-

tions qui ne renfermeront plus que deux inconnues que l'on 

traitera encore selon la méthode précédente. 

Mais nous ne devons pas dissimuler que cette méthode qui 

conduit sûrement, lorsqu'on n'a que deux équations & deux 

inconr.ues , tombe néanmoins dans l'inconvénient de conduire 

à des équations plus élevées qu'il ne faut , lorsque le nombre 

des équations proposées est plus grand que z. 

Le moyen d'éviter cet inconvénient , est d'éliminer en 

combinant.les équations, non pas deux à deux , mais trois à 
trois , lorsqu'il y en a trois ; quatre à quatre , lorsqu'il y en a 

quatre , &G. Mais cette manière de les combiner exige encore 

un choix particulier, dont le détail nous meneroit trop loin. 

On le trouvera dans les Me'm. de l'Acad. desScienc,pour l'année 

1764. On y trouvera auíïì plusieurs recherches fur le degré où 

doit monter I'équation finale résultante de l'élimination de 

plusieurs inconnues. Au reste, quoique ces méthodes auxquelles 

rous reiwoyons, abaissent considérablement le dégré auquel 

conduiroient celles qu'on a eues jusqu'ici , & autant qu'il 

est possible en n'éliminant qn'une inconnue à la fois ; il y a lieu 

de croire cependant, qu'il peut être encore diminué ; mais pro-

bablement on n'y parviendra que quand on aura trouvé une 

méthode 
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taèthode pour éliminer à la fois toutes les inconnues hors une , 

te que je ne sache pas qu'on puiste encore pratiquer générale* 

ìmexit fur d'autres équations que fur celles du premier degré ** 

Des Equations k deux termes,, 

\~]\. On appelle Equations à déux ut* 

ines j ceiles dans lesquelles il n'entre qu'une 

feule puissance de l'inconnue, parce qu'elles 

peuvent toujours être réduites à deux termes* 

Par exemple , I'équation ax% -f bxs = a*b* 

—û
3
£' est une équation à deux termes

}
 parcs 

qu'en la mettant fous cette forme (a-\-bJ x* 

ítì* oïb1 — a}b%, on voit que û Ôc b étant deâ 

quantités connues, on pourra toujours ré-

duire á-+>b à une feule quantité, ôc a*b2-^a1bi 

pareillement à une feule quantité; enfortô 

que cette équation peut être représentée pat 

cette autrepxs = q. Ges équations font très*' 

faciles à résoudre; car il est évident qu'aprèi 

avoir dégagé la puissance de l'inconnue , pat 

les mêmes règles que dans les autres équa* 

tions i il ne reste plus qu'à tirer la racine du 

degré nwquéparl'exposant de l'inconnue.Pat 

exemple j i'équation px^^q, devièndroiÈ 

xs = — & tirant la racine cinquièmex—V^—* 

* Cette méthode nous ì'avçns 

trouyée depuis ; si on consulté i'Ou-

vragê que nous avons publié en 

1779, (bus le titre Théorie géné-

rale des Equations Algébriques, 

paris, ín-4u , on y trouvera tout 

cè que l'on pëtít désirer dè sâvoíf, 

sur le degré de l'Équation fïhale ré* 

luttante de* tant d'Equations qu'on 
voudra , & fur les moyens de l'ob» 

tenir 1» plus íìœple qu'il soit poí» 
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172. Lorsque l'exposant est impair, ii n'y 

a jamais qu'une feule valeur réelle. Par exem-

ple , si l'on avoit cette équation xs = 1024,, 

on auroir x = j^"
I01

'
4
 = 4 ; or il est évident 

.qu'il n'y a qu'un seul nombre réel qui, élevé 

à la cinquième puissance, puisse produire 

Í1024. 

Si le second membre de I'équation avoit 

îe signe —', la valeur de x auroit le signe —; 

parce que — combiné par multiplication , 

avec — , un nombre impair de fois , donne 

—; mais lorsque l'exposant est pair, l'inconnue 

a deux valeurs, l'une positive , f autre néga-

tive , & qui peuvent être ou toutes deux 

réelles, ou toutes deux imaginaires. Ce der-

nier, cas aura lieu si le second membre a le 

íìgne—. Si l'on avoitl'éqûation == 6z$
9 

on encòncluroit x — ì/625 = 5- ; mais puis-

que— multiplié par —, un nombre pair de 

fois , donne la même chose que-f- multiplié 

par-4-,— Î peut satisfaire aussi bien que -+■ j; 
4 

ainsi ii faut écrire x = ± V625 = + £ 

comme dans les équations du second degré. 

Si, au contraire, on avoit eu x4=s — 625, 

on auroit conclu x = + 'Pr— ; mais ces 

deux valeurs font imaginaires, parce qu'il 

n'y a aucun nombre positif ou négatif qui 

multiplié par lui-même un nombre pair ds 

t 
1 
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fols, puisse produire une quantité négative. 

Appliquons ces équations à une question. 

Supposons qu'on demande de trouver deux 

moyennes proportionnelles entre 5 & 62^. En 

nommant x ôc y ces inconnues , on aura 

-fj- 5" : x :y : 625 , qui donne ces deux pro-

portions $ : x: : x:y 

ôc X :y : :y : 62 $ 

D'où Ton déduit ces deux équations, en 

multipliant les extrêmes ôc les moyens, j'y 

t=xì, ôc 625 x—y%> La première donne 

y—
X
--'t substituant dans la seconde, on a 

62$ x— — , divisant par x ôc multipliant 

par z y , on a xì
 == 15 52 y , ôc ensin ^ =s 

f}'1562$ — 2$ ; doncjx = y = ==• iiy. 

JPtfS Equations qui peuvent Je résoudre 
a la manière de celles du second 

re. 

17 3 * Ces équations ne doivent renfermer 

que deux puissances différentes de x , mais 

dont l'une ait un exposant double de celui de 

l'autre. Par exemple, *4-t- jxï = 8 , y .x* 

= 8, sont dans ce cas. Ces équations se résol-

vent comme celle du second degré : après avoir: 

rendu la plus haute puiíïance positive, si elle 

fte lest pas, ôc après avoir dégagé cette même 
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puissance, des quantités qui la multiplient oit 

la divisent, on prend la moitié de ce qui mul-

tiplie la puissance inférieure de l'inconnue, & 

on ajoute à chaque membre le quarré de cette 

moitié ; ce qui rend le premier membre un 

quarré parfait. Alors on tire la racine quarrée 

de chaque membre, en donnant à celle du 

second, le double íìgne +. L'équation est 

réduite à une équation à deux termes. 

Par exemple
 3

 fi l'on demandoit de trouver 

deux nombres dont la somme des cuhes fût 35'-$ 

& dont le produit fût 6 , on auroit ces deux 

équations x3 -4- ys — 3 j & xy = 6. Cette 

derniere donneroity = ^, valeur qui, substi-

tuée dans la première, donne x
3
 -+-^7 ===== 35" » 

chassant le dénominateur & transposant, on a 
sç6—135^==— 216. Je prends donc la moi-

tié de 3f qui est—; j'en ajoute le quarré à 

chaque membre, & j'ai x6 — 3 s*' -+- (ir)ï= 

(^Y — 216 ; tirant la racine quarrée, x1— ~-

=+^i~rt — z\6 ; transposant, x
1
 = ̂  

-H ̂ ^-~f — 216f & enfin tirant la racine cu-

bique, x=pr

1
±
±

V\lJ^—
L ì6i

 or(l/-)' 

=-
4
- ; & {\

L
)

%
— 216 = ==HL i 

doncV^)' —
 2ì6=

= VJ?h == i± ■ donc 

x == ±:-^r q
u

i donne ces deux valeurs 
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x = psClëzi*. -/n = /8 = 2; ÔC 

puisqu'on a trouvé y —
 6—

t
 on auraj^==2 

Lorsque le plus haut exposant est 4 ou un 

multiple de 4, il peut y avoir jusqu'à quatre 

racines réelles. 

De la Compq/ídon des Equations. 

174. Nous venons de voir que les Equations à deux termes 

ne donnoient, pour l'inconnue , qu'une feule valeur réelle 

lorsqu'elles sont de degré impair , & deux lorsqu'elles.font de 

degré pair : elles en donnent, outre cela, plusieurs autres qui 

font imaginaires , mais qui ne íbnt pas moins utiles, ainsi que 

nous le verrons lors de la résolution des équations , & ailleurs. 

En général une équation quelconque donne toujours autant du 
valeurs pour V inconnue , qu'il y a d'unités dans le plus haut 

exposant de cette équation. De ces valeurs, qu'on nomme aussi 

racines de I'équation, les unes peuvent être positives, les autres, 

négatives ; les unes réelles, les autres imaginaires. 
17^. Peur rendre toutes ces vérités sensibles, il fautobfèrvec 

que lorsque dans une équation on a fait passer tous les termes 

dans un seul membre, & que l'on a ordonné toutes ies puissances 

de x ou de l'inconnue , on peut toujours considérer ce membre 

comme le résultat de la multiplication de plusieurs facteurs 

binomes simples qui auroient tous pour terme commun x. 

Par exemple, lorsque I'équation x^ ■+■ ~jx = 8 x1
 -i-ç a été 

misé sòus la forme suivante , par la transposition de ses termes 

X* — Sx1-*- -jx— 9 = o, on conçoit que xi— 8x1
-h7X—9

t 

peut très-bien résulter de la multiplication de trois facteurs 

binomes simoles 
En esset, si l'on multiplie ces troií facteurs, on aura . . « « 

xs — ax- ■+■ abx — alc = o 
— bx*-i- acx 

ex1 -+- Içx 

Oiij 
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Or pour que ces deux équations soient les mêmes, ïl ne s'agîî 

que de trouver pour a,b,c, des valeurs telles que a-+-b-^-c—2
ì 

ab ■+■ ac -f- te = 7, & abc = 9. 

Pour trouver chacune de ces quantités, a, par exemple , il 

faut, après avoir multiplié la première équation par a1
, & la 

seconde par a, ce qui donnera a* -f- a
z

h ■+■ aV = 8a1, a^b 

-+- a~c-i-abc-= 7a, & atc= 9 , il faut, dis-je, retrancher îa 

féconde de la première, & y ajouter la troisième; ce qui donna 

a<=haz—7sl-f-9 , ou, en transposant aì— %a1-+-7a — 9 = 0. 

On trouvera de la même manière que I'équation qui don-

r.eroit h , est bs — Si1-)- 7b — 9 = 0, tk que celle qui donne-

roit c , est cì — 8c* -f- 7c — 9 =• o. Ce qui nous fournit les 
propositions suivantes. 

176. i°. Puiíjue I'équation qui doit donner a , est la même 

que celle qui doit donner b, & la même que celle qui doit don-

fier (,j & que d'ailleurs il est facile de voir que les valeurs de 

a , l, c ne peuvent être égaies, il faut donc que l'une quel-

conque de ces trois équations puifle donner les valeurs de a , 

de b & de c : donc chacune de ces épations doit avoir trois 

racines, dont l'une sera la vale.ur de a ; la seconde , la valeur 

de b ; & la troisième , la valeur de c. 

2". Chacune de ces équations est la même que I'équation 

même proposée x1 —■ Sx1
 •+-7* — 9 = o, à la seule différence 

près , que a , 011 b , ou c, est changé en x. Donc celie ci doit 

avoir trois racines , & ces trois racines doivent être les trois 
valeurs de a, b , c. 

, Donc les quantités qu'il faut mettre pour a, í, c dans x—a, 

fc — b , x-c, pour produire I'équation x^—Sx^-i-jx — 9—0, 

par la multiplication de ces facteurs simples, sont les racines 
mêmes de cette équation. 

177. Si les coefficients des différentes puissances de x , air 

Jîeu d'être 8 ,-, &c , étoient d'autres nombres , Sc si I'équation , 

EU lieu d'être du troisième degré , étoit du quatrième, du cin-

quième , &c, I s conséquences que nous venons de tirer seroient 

encore de merae nature. Ainsi , si l'on avoit en générai 

K4- - pxl ~i~qx~- *—rx-t s= o , p. q, r, s étant des nombres 

connus ; on p urroit de même considérer cette équation comme 

formée du produit de quatre facteurs simples x—a, x— b , 

ítí — c, x-*-d. En effet ces quatre facteurs étant multipliés, 

donneroient 
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x*.— axì -f- abx1 — abcx-ì- aicd=o ; 

— bx* -i-acxz — abdx 

— ex\-\- adx1 — acdx 

— dxl -4- bcx1 — bcdx 

-hbdx1 

-f- cdx* 
Or pour que cette quantité (ôitlaméme que**—pxi-hqx* 

•—-f*-f-s == o, il faut que a,b,c,d soient te!s que l'on ait 

a-hb + c + d=p,ab -+- ac ■+■ ad -f- te ■+- bd-±-cd=.q
 % 

abe-h abd -f- aed-hled = r ,abed—s. 
Si l'on multiplie la première de ces équations par , la 

seconde par a3 , la troisième par a , & qu'on retranche la se-

conde &la quatrième, de la première & de la troisième réunies, 

on aura a"1 •— pa' — qa1 -r- ra — s, ou a*—pa^ -+■ qa*— ra 

yi-s—o; on trouveroit de même que I'équation en b est 

1+ — pb
}
 ■+- qb- — rb -t- s = o ; que I'équation en c est 

—^JÍ." -f- qc
1
 — rc ■+■ s = o ; & que i'équation en J est 

—pd'> rk-qd
1
—rd-t-s = o. Ainsi I'équation qui donnera a

y 

doit donc aussi donner b , c & d ; elle doit donc avoir quatre 

racines qui seront les valeurs des quantités a, b, c, d. Et 

commme chacune .de ces équations est la même que I'équation 

#4 — p xi -f- qx
z
 — rx -+- j=no, les quantités sl, i, qu'il 

faut prendre pour produire cette derniere par la multiplication; 

de quatre facteurs (impies x —a
y
 x — b , x —e , x — <í,sont 

donc les racines mêmes de cette équation. 

178. Doncen général, 10, une équation de degré quelconque 

peut toujours être considérée comme formée du produit d'autant 

de facteurs binômes simples , qui ont tous pour terme commun 

la lettre qui représente l'inconnue , qu'il y a d'unités dans le 

plus haut e-posant de V inconnue, x% Les f conds termes de 

ces binomes font les racines de cette équation , chacune étant 

prise avec un signe contraire. 
179. Si I'équation, au lieu d'avoir ses termes alternativement 

positifs & négatifs comme nous l'avons supposé ci-dessus, dans 

I'équation —pxi-ì-qx*—rx-hs=^o, avoit toute autre 

succession de signes, par exemple , si elle étoit x* ■+*■ px^— qx% 

— rx-+-s=o, on n'en démontreroit pas moins, & de la 

même manière, qu'elle peut toujours être représentée pac 

(x — a) x(x — b),x (x — c)a(x— d);a,b , e ,d étant les 

racines de cette derniere équation. 
t8o. Puisque a, b , c , d, &c, sont les racines de I'équation , 

il fuit des équ?LÛonsa + b~^c-j~d==:p,ab-î-ac-i~ad-i-bc 
O i? 
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■4-M -4- c J — ̂ , abc -f- abd -hacd-h ôcd=r
i
 abcâ — 

il0, que dans I'équation — pxi -i-qxl — rx-t-s = o*, & en 

général dans toute équation, le coefficient — p du second terme 

jpris avec un signe contraire, c'est-à-dire, •+- p, est égal à la 
somme de toutes les racines. 

|f. Que lecoëfficient q du troisième termeefle'gal à lasomme 
des produits de ces racines multipliées deux à deux. 

,5°. Que celui du quatrième ,pris avec un signe contraire y 
eft égal à la somme des racines multipliées trois à trois ; & 

ainsi de fuite, & qu'enfin le dernier terme, est le produit di 
toutes les racines. 

Cela est général quels que soient les difîérens signes des 

íermes de I'équation , prenant toujours avec un signe contraire, 

le coefficient de chaque terme de numéro pair, 

181. D'où il fuit que, dans une équation qui n'a pas de se-
fond terme, il y a sûrement des racines positives & des racines 

négatives, & la somme des unes est égale à la somme des autres. 

Ainfídansl'é]uation«:s zx*~— zix— 6o—o , la somme 

des trois ratifies est — z $ la femme de leurs produits, multi-

pliés deux á deux, est — ZT, ; la somme de leurs produits, trois 

à trois, ou le produit des trois racines est -f- 6o. En effet les 

trois racines sont -+• < , — 4,-3 , ainsi qu'on peut le voir en 

înettantch?.cun de ces nombres, au lieu de x, dans I'équation 5 

par chacun réduit le premier membre à zéro. Or ii est évident 

que la somme de ces trois nombres, c'est-à dire,-f- y — 4 — 3, 

est— z; que la somme de leurs produits deux â deux, pu — IQ 

«*- 15 4- 11, est — 13; Si que le produit des trois, est 5 x 
»—'4 x — 3 , c'est-à-dire , -f- 60. 

Pareillement dans I'équation x* -f- 4- 3 o = o,comme la 

fécond terme manque,'je conclus qu'il y a des racines positives 

& des racines négatives, & que la somme des unes est égale à la 

somme des au tresyen effet les troisracines sont-f- z, -t- 3,&— f. 

En considérant une équation , comme formée du produit de 

plusieurs, facteurs binomes simples, on se rend aitément raison, 

çòmment il peut se faire qu'il y ait plusieurs nombres différents 

qui satisfassent à une équation. Par exemple, si l'on proposoir. 

çette question : Trouver un nombre tel que fi on en retranche 5, 

«S- qu'à ce même nombre on ajoute successivement les nombres 4 

3 , les deux sommes multipliées entr'elles, & par le reste, 

fajfint \éro •' on aura , en nommant x çe nombre , x — f 

ppur le rest?, & pc-4-4 , A? -f- 3 pour les deux sommes, H 
Î3UC d0f!Ç que (x -f- q)x(x-\- — 1) =. tí^ c'eft-à-djie^ 
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ijUe.*! 4- i x
% —13 x — 60 = 0; or on voit évidemment que 

ce produit oa son égal (x -+- 4jx (x -+-3) x (x—. 5) peut de-

Venir zéro dans trois cas différents; sçavoir, fix — — 4, íì x= 
■— 3 , & si x = 5 : en effet, dans le premier cas, il devient 

o xf— 4 3) x (—4 —5) ou o ; dans le second, il devient 

f-3+4jx('o)xf-3 —fjouo; &dans le troisième , 

(5-t-4,)xf5-f-3jx( o ) ou o. Or quand on propose une équa-

tion telle que x
?
 -f- 1 x

7, — 133c— 60 — o, rien ne détermine à 

prendre — 4 plutôt que — 3 , ou plutôt que H- % , puisque 

chacun réduisant également le premier membre, à zéro, satis-

fait également à I'équation. 
181. Nous placerons encore ici une autre remarque qui peut 

avoir son utilité. Les équations a -t- b -4- c-t-d=p, ab-\-ac 
-f- ad -4- bc -+- bd -4- cd == <[, <^<-' -4- abd-+- acd -t- == r, 

abcd = s, nous ont, toutes, conduit à la même équation, soit 

pour avoir a, íoit pour avoir b, soit, &c. La raison en est que 

a, b, c, d, étant toutes disposées de la même manière dans 

chaque équation, il n'y a pas de raison pour que l'une soit déter-

minée par aucune opération différente de celles qui détermi-

neroient l'autre ; donc en général, si dans la recherche de plu-

sieurs quantités inconnues, on est obligé d'employer pour cha-

cune, les mêmes raisonnements, les mêmes opérations, & 

les mêmes quantités connues, toutes ces quantités seront néce£ 

íàirement racines d'une même équation ; & par conséquent cette 

question conduira à une équation composée. 
183. Puisqu'on peut considérer une équation comme formée 

du produit de plusieurs facteurs simples, on peut aussi la consi-

dérer comme formée du produit de plusieurs facteurs composés; 

ainsiune équation dutroisiemedegré peutêtreconsidéréecomme 

fermée du produit d'un facteur du second degré , tel que x* 
*4-ax-hb, parunfacteurdu premier, tel quex-i-c :en esset, 

X1 ■+- a x -4- b, peut toujours représenter le produit des deux 

autres facteurs simples. 
De même, une équation du cinquième degré peut être con-

sidérée comme formée, ou du produit de cinq facteurs simples, 

ou de deux facteurs du second degré & d'un facteur du premier, 

ou d'un facteur du troisième & d'un facteur du second, pu enfin 

d'un facteur du quatrième ou d'un facteur du premier. 

184. Nous avons vu qu'une équation du second degré pou-

voit avoirdesracinesimaginaires t.puis donc qu'une équation, 

de degré quelconque peut avoir été formée par le concours 

È'un PU de plusieurs secteurs du second degré, elle peut aussi 
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avoir desracines imaginaires. Mais il peut y en avoir de formes 
bien différentes de c'elies du fécond degré. 

18y. Quand on considère une équation comme formée du 

produit de plusieurs facteurs simples, on voit qu'elle ne peut 

avoir que m diviseurs du premier degré, m marquant le degré. 

186. En considérant une équation comme formée du prc-( 

duit de facteurs du second degré , le nombre des diviseurs &| 
_ . . ■, .' ^ m- Y . 

second degré qu'elle peut avoir, est exprime par m . —-—^ 

m marquant le degré de cette équation. En effet, chaque fac-

teur du second degré étant le produit de deux facteurs simples , 

dont chacun peut diviser I'équation , doit auíS pouvoir diviser 
. m—t 

lequation. Or nous avons vu (148) qu'u y a m. • 

manières différentes de^iltiplier, deux à deux, un nombrem 

de quantiîés, il y aura donc m . ——- différents diviseurs 
■' ' " * 

du second degré. 

Par exemple, I'équation x*—axi-)-&bx~l—ahcx-\-abcd=a, 

—bxi -k-acx7"—atdx 

—e xi -f- adx1—aedx 

. <—dxì -i- h'cx*—bedx 

-i-ldx* 

-k-cdx1 

formée du produit de ( x—a)x(x—b)x(x—c)x(x—dj 

peut être considérée comme formée du produit de deux fac-

teurs du second'degré , en ces six manières * 

en multipliant {x—a) x(x—b) par (x—c) x (x—d) 

(x—a) x (x—c). . (x—.b) x (x—d) 

(x—a) x (x—d). . (x—b) x (x—c) 

(x—b) x (x—e) .. (x—a) x'sx—d) 

( x—b ) x (x—d).. (x—a) x (x—c) 

(x-c)x(x—d),'.(x—a)x(x—b) 
Ainsi une équation du quatrième degré peut avoir six diffé-

rents diviseurs du second , & en général une équation du degré 

m, peut "avoir, . différents diviseurs du second degré. 

Concluons donc de-là, que si l'on demande quelles devroient 

être les valeurs de g & de h pour que X*-t gx-t-k fût diviseur 

d'une équation proposée du degré m, on peut être assuré que g & k 

nepeuvencétre déterminés chacun que par une éq,uationdu degré 
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m . ——. Car x*-hgx -f-A est aussi propre à représenter l'un 

des diviseurs du second degré que tout autre ; donc h doit êtra 

susceptible de m.^—'.valeurs ; il en est de mcraede^qui est la 

semmede deux des racines de I'équation. Chacune decesquan-

tïtés doit donc être donnée par une équation du degré m.——. 

On prouvera de même qu'en considérant une équation 

eoinme formée du produit de facteurs du troisième degré,' 

chaque facteur du troisième degré est susceptible de m . . 

* valeurs différentes ; ensorte que si x^ -\-gx
z
 + hx-t- k 

-3 J- • , • . 
représente l'un de ces facteurs, k ne pourra être détermine que 

1 1 ■ m-i m-z -/ri 
par une équation du degré m, .

 #
 On voit ailez les 

conséquences analogues qu'il y a à tirer pour les facteurs 

du quatrième, cinquième degré, &c. 

187. Concluons de tout ce qui précède que lorsqu'on a 

trouvé une racine d'une équation, on peut, pour avoir les 

autres, diviser I'équation par x — cette racine , c'est-à-dire, 

par x — a en représentant cette racine par a; la division se fera 

exactement, & donnera pour quotient une quantité où x sera 

moins élevé d'un degré ; cette quantité étant égalée à zéro 

fera I'équation qu'il faut résoudre pour avoir les autres racines. 

On voit de même que si l'on connoít deux racines, que je 

représente par a & b, il n'y a qu'à diviser I'équation par (x-a) 

X (x — b) , & ainsi de suite. 

Des Transformations qu'on peut faire subir 
aux Equations. 

188. On peut faire subir aux équations différentes transfor-

mations dont il est à propos que nous parlions avant de palTer à 

ïa résolution de ces mêmes équations. 
189. Si l'on change dans une équation les signes des termes 

qui renferment des puissances impaires, les racines positives de 
cette éjuaiion seront changées en négatives & les négatives en. 
poftives. En effet, pour changer les signes des racines de I'équa-

tion , ilfuíKt de mettre—íf au lieu de-f^Xj-or cette substitution ne 
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change point les signes des termes qui renferment des puissances 

paires de », & change au contraire , les signes de ceux qui 
renferment des puissances impaires. 

ií>o. Pour changer une équation dans laquelle il y a des 

dénominateurs, en une autre dans laquelle il n'y en ait plus , 

& celafans donner un coëjpc ient au premier terme, il faut subs-
tituer au lieu de l'inconnue , une nouvelle inconnue divisée 

par le produit de tous les dénominateurs; & multiplier ensuite 

toute I'équation par le dénominateur qu'aura alors le premier 
terme. 

Û.X? coo (£ 
Par exemple, si j'ai »Î -f- 1 h - = o, je ferai x a 
y . m n P y! 

; & substituant dans I'équation, j'aurai — f-
ranp 171

 m
i-
n

vpS 

ay* cy d , ' . 
~—:—7H v H'— = 0 ; multipliant par mtnìpt\ j'aï 
mi n1 p1 m n- p p r v r ' ' 

am'nipiy1 m^n^p^c m^n^p^d „.„ 
yi ~f (S. 1 L— y _j £_

 =0
; & faisant 

mìn1pz mn2p p ' - > . 

les divisions indiquées, y'-j-anpy^-i-m^np'-cy-t-mìn^p^d-o. 

191. Si m, n & p étoient égaux, il suffiroit de faire 
y t 

*=—,» D'où il íiiit que pour changer une équation dont tous 

les coefficients font des nombres entiers, mais dont le premier 

terme a un coefficient, en une autre dans laquelle celui-ci n'en 

ait plus, & où les autres aient néanmoins des entiers pour 

y 
coefficients, il faut faire x= — , m marquant ce coefficient du 

m ♦ 

premier terme. En effet, si j'ai I'équation mx} -i-ax1 -t-hx 

-r •> • ,
 a

 , b c 

~t-c-o;en divisant par m , i aurai x* -i xx-\ x-i =0 , 
m m m 

où tous les dénominateurs font égaux. 

191. Pour faire disparaître le second terme d'une équation , 

îl faut substituer, au iieu de l'inconnue , une nouvelle incon-

nue augmentée du coefficient du fécond terme de I'équation , 

pris avec un signe contraire , & divisé par l'expoÉmt du 
premier. 

En effet, représentons, en général, cette équation, par 

xm-L-axm~ ' -f- bxm"--i- ... = o. Si on suppose x= y ■+- s, 

on aura deux équations & trois inconnues; on sera donc maître 

de déterminer supe d'entr'ellss , par telle condition que l'on 
Toudra, 
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Or si l'on substitue, dans chaque terme, au lieu de la puts-
íàncede x qu'il renferme, une puissance semblable y -4- s , 

en aura ("149) une íûite de termes telle que celle-ci « 

y
m
+msy

m
"-i-m, . s

z
y

m
"

z
 &c. .. .-J-foco. 

-f-ay^-'-t-m— 1 . asy""1 8cc. 
-f- bym-z &c. 

Si donc nous regardons y comme l'inconnue , il est évident 

que cette équation fera sàns second terme, íi s est telle que l'or» 

— a 

ait ms+atz=:o, c'est-à-dire, si l'on prends=—^~, qui est la, 

Valeur que cette équation donne pour s. Or nous venons de 
voir que nous pouvions prendre pour l'une des trois inconnues, 

& par conséquent, pour s , telle valeur que nous jugerions à 

propos; puis donc que —- est la valeur qu'il faut lui donner 

pour que I'équation en y soie fans second terme , il s'enfuit que 

pour changer I'équation proposée x
m
 -f-ax

m
~

l
 -t- , &c , en 

a 
une autre qui n'ait point de second terme, il faut faire x=y- — ^ 

ce qui démontre la règle que nous venons de donner. 

Par exemple, pour faire disparaître le second terme de 
I'équation x

i
-^-6x-—3x-+-4=o ; je fais x—y—f, c'est-à-dire , 

x~y—1. En substituant j'aurai. 

-+-6jy*—24y-(-14 
—3y-+-6 

-t-4 
qui se réduit à y' — ijy-

r
-ze' = o, équation qui nV point 

le second termèy1. 

De la Résolution des Equations composées, 

193. Nous supposerons, dans tout ce que nous allons dire,-

qu'on ait fait passer dans un seul membre, tous les termes de 

I'équation.. 
Nous avons déja dit (54) ce qu'on doit entendre par ces 

mots résoudre une équation, mais il faut ici fixer plus particu-

lièrement çe que Von entend par résolution générale d'une 

équation. 
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Résoudre généralement une équation d'un degré quel» 
conque, telle que xm-t-px"1'' -+- qxm'1 -h. . . k =3 o, c'est 

, trouver pour l'inconnue autant de valeurs qu'il y a d'unités 

dans le plus haut exposant de cette inconnue, & dont chacune 

íòit exprimée par les lettres p, q, &c. k combinées entt'elles 

de quelque manière que ce soit ; telle cependant que chacune 

de ces valeurs substituées au lieu de x dans i'équation, réduise 

le premier membre à zéro , indépendamment de toute valeur 

particulière de p, q , &c. 

Par exemple, la règle que nous avons donnée ( ioo ) pour 

îes équations du second degré, résout généralement ces équa-

tions. En effet x'l-\-px-\~q=o , peut représenter toute équa-

tion du fécond degré, parce que par p & q on peut entendre 

toutes fortes de nombres, positifs ou négatifs;or cette équa-

tion résolue suivant cette même règle, donne ces deux valeurs 

dex, x = —ip±
v

' \p-—q. Que l'on substitue maintenant 

l'une de ces deux valeurs , celle-ci, par exemple. ...... 

—lp-+-^
/

Ìp
2
—q y au lie" de x, dans le premier membre de 

I'équation x
1
-+-px^-q=o

f
 on aura (—\p-f-

v
 ip

1
—q)'-+-p 

'{•—lp-i-vìp*—q .)-+-? i qui revient à {p1 — pv'-p1 — q 

•+;\p* — q — \p
x
-+-p ^ ÌP

Z — 1 + 1 • 1*»» toute réduction 
faite, se réduit à zéro. II en scroit de même , si l'on substituoií 

.-ÀP-^ÌP^' , , 
Cette expression générale des différentes valeurs de x dans 

une équation , est d'autant plus difficile à trouver, que le degré 

de I'équation eft plus élevé, & il est aisé de sentir que cela doit 

être , fi l'on fait les réflexions suivantes. 

Quelle, que puiífe êtrelaforme des valeurs de l'inconnue dans 

une équation de degré quelconque , il est certain que la résolu-

tion générale d'une équation d'un degré déterminé doit renfer-

mer la résolution des équations générales de tous les degrés in-

férieurs. 

En effet, la résolution générale d'une équation du cinquième 

degré, par exemple, telle quex5-f px',-i~qxi-hrx!-i-sx-+-i=o, 

doit donner pour x cinq valeurs, dont chacune doit nécessaire-

ment renfermer toutes les lettres p, q , r, j, Í. Or lorsque t est 

zéro, cette équationse réduit à x> ->rpx*-\-qxi -\-rxz-±-sx=To.
f 

qui étant le produit de ces deux facteutsx^-f-^x' -!- qx--t-rx-hs
t 

Si x donne i°, »=o; i°, x* -tpxi-kqx't-i-rx-i-sz=io. 
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Donc des cinq valeurs de x que donnera la résolution générale, 

l'une doit alors se réduire à zéro , & les quatre autres doivcnr 

être les racines de I'équation x
i
-\-px

i
-+-qx

z
-\
r
 rx-\-s=a. Or 

celle-ci n'étant que du 4e
 degré , ses racines ne peuvent avoir 

que k forme de celles du quatrième degré; donc puisqu'elles 

font en mème temps comprises dans celle du cinquième degré, 

il faut que la résolution de celìe-ci comprenne la résolution du 

quatrième.On prouverade même que la résolution du quatriema 

doit comprendre celle du troisième , ainsi de suite. Donc la 

■ résolution d'une équation de degréquelconque,doit comprendre 

la résolution de tous les degrés inférieurs. 

Delà on peut conclure que l'expreííion de l'une quelconque 

des racines, doit renfermer toutes les espèces de radicaux de-

puis son degré jusqu'au premier *. En effet, il eu facile devoir 

que dans quelque degré que ce soit, il doit y avoir des radicaux 

de ce degré, puisque dans le cas particulier où tous les termes, 

excepté le premier & le dernier, manqueroient, l'expreffioni 

des valeurs de x renfermeroit un pareil radical ; car I'équation 

étant alors xm ■+■ k. = o , on aurait X — Y — k\ donc puisque la 

forme générale des racines doit comprendre la forme de celles 

de tous les degrés inférieurs, eile doit renfermer tous les radi-

caux depuis ton degré , jusqu'au premier. 

19.4. Après ces réflexions íûr la forme des racines, voyons la 

. méthode qu'on peut employer pour les trouver. 

Celles que nous allons exposer , consiste à considérer I'équa-

tion qu'il s'agit de résoudre,comme le résultat de deux équations 

à deux iriconnues. Nous, avons vu ci-defsus ( 167 ) , comment 

on parvorioit à réduire ces deux-ci à une feule, qui ne renferme 

plus qu'une inconnue. II s'agit donc de les choisir telles que 

- l'éiimínation produise une équation que l'on puisse íupposer la 

même que I'équation proposée. Nous allons voir quelles elles 

doivent être pour cet effet. 

Quoique cette méthode n'exige pas qu'on faíïê disparaître 

le second terme de I'équation proposée , cependant les calculs 

* Lorsque l'cxpofant de l'cqua-
tïon est un nombre composé du 
produit de deux ou plusieurs au-

tres , il peut arriver , selon la mé-

thode qu'on employera pour résou-
dre , que l'expreffion générale des 

racines ne renferme pas explicite-

ment les radicaux de ce degré ; 

mais ils n'/ sont pas moins impli-

citement. Par exemple, dans le 

\£àt r"nV'fiJr^nft*-^ •• *' 
quatrième degré, au lieu des Y, 
on trouve , par certaines méthodes, 

des quantités telles que ̂ a-ì~ Vi>, 

mais on voit que celles-ci com-
prennent les premières. 
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étant plus simples, lorsqu'il n'y a pas de second tefmê , neut 
supposerons qu'on a fait évanouir celui-ci, par la méthod* 

donnée(i£z). 

Ainsi nous supposerons que xm+-pxm"'L'+*qx'n'''s-\-rxm~*'-±i 

&c. -f-* === o, est en général I'équation qu'il s'agit de ré-

íôudre. 

On prendra les deux équations. . . ,ym—lœo. 

&aym~'-hbym~z-i-cy'n-i + dym~+-i- &c. . .-^-x^o* 

a, b, c, &c, étant des quantités inconnues que Ton déterminera 

comme il va être dit. 

Par le moyen de ces deux dernieres on éliminera y ; ce qu! 

conduira à une équation en * qui sera du degré m, & ri'aUfa 

point de second terme. 

Les coefficients *des différentes puisíânces de x, seront corn» 

posés de a, b ,c, & leurs puissances. 

On égalera chaque coefficient, au coefficient de pareille 

puissance de x dans I'équation. proposée xm -+-px"1'1- -f- &ÇJ 

ce qui donnera autant d'équations pour déterminèr a,b,c, &c, 

qu'il y a de ces quantités. Lorsque a , b, c , &c, auront été 

déterminés; on aura toutes les racines ou valeurs de x , en 

substituant dans I'équation aym~'-j-byrn-l-í-cym~i-t-dym-*-+. 

&c. . . -H x=o ; ces valeurs de a , h, c, &c, & mettant suc-

cessivement pour y , chacune des racines de I'équation ym— i =io> 
qui sont faciles à déterminer, comme nous le verrons par la 

fuite. 

Application au troisième degré. 

19 f. Soit donc x! -{-px -f- q =ss» o , I'équation qu'il s'agít de 

résoudre. 
Je prends ys—1=0 , & ay'L-hby-+-x^=o. Pour chassery , 

je multiplie cette derniere par y, &mettant pourjy' fa valeur I 

tirée de I'équation y1—1=0, j'aí by1 -h-xy -r-4=: o. J« 

multiplie,de même , celle-ci pary, & mettant encore pour.y*. 

fa valeur 1, j'ai xyl-j-ay-j-b—o. 

* Le mot coefficient eíl pris ici I soit littérales, qui multiplient l'tíne 

dans un sens plus étendu que par le ! quelconque des puissances de a?, 
passé. 11 signifie en général la tota- Ainsi danspx"i-i

t
p est le coefficient 

lité des quantité* soit numériques
1
 de x^-i. 

Ainsi : 
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íf\míî , j'ai les trois équations ay1 ~h b y -f- x = o 
b y2 -f- x y -f- a = o 

xy* •+ ay -*r-b tsés o 

Par le moyen des deux premières , je prends la valeur de y
1
, 8£ 

celle de y, selon la méthode des équations du premier degré à 
xx — ab _ a a —— b x 

deux inconnues; j'ai y* = ^3^. ■ ̂ _
aJf

. 

Je substitue ces valeurs dans la troisième équation. » | 

. xi - a b x -f- a5 -, <z b x 
Xy* + ay + b = o\)*i

 bb
^_

a
'
x

 r-J = o,ou, 

chassant le dénominateur & réduisant, x'' — ^ab x ■+■ a} = c. 

■ Comparant cette équation avec xi -+-px *+- q — o , il faut * 

pour qu'elles soient les mêmes. que— ^ab =p, & a} -i- bì = 5; 

Ce sent là les deux équations qui donneront a & b> 

La première donné b — -^—\ substituant dans la seconde . 

W» ìA 
on a ai - -q .au en multipliant par ai, & transposant „' 

í?a' P; > > , 
a6 q aì = — , équation qu on peut ( 173 ) reseudre 

comme une équation du second degré , & qui par conséquent 
deviendra a*—q a* -h ~ q1^ ^q1 _|_^pS- p

U
;

S a
s—L q 

^-±y\f + b P** transposant, a>=\q ±_ Ytíx
WvtP& & 

enfin a^fa^X+ J^T 

Pour avoir je mets dans I'équation a' -f- b1 = ^ , la va-

leur de , que nous venons de trouver , & j'ai \ q -f-

V
,
î^T+^p-r-í

î
 = ^,& par conséquents^- VTqT^TpT-

* On pourroit peut - être de-
mander s'il est nécestlire,pour que 
les deux équations deviennent les 
mêmes, de les égaler terme à ter 
me; 4c s'il ne íuíïìroit pas d'éêri-

re jr' J = — }abx + 
«î -)- b> ! Voici la réponse. 

II est indispensable d'égaler ter-
me à terme ; parée que pour que 
les deux équarions soient les mê-
mes f! faut que les trois racines 
soient les mémes dans chacune : 
oc cette condition exige que la 

somme des racines soir la mêìiie; 

ce qui a lieu. i°. Que la somme 
— ìab des produits de ces racines 
deux à deux, dans l'une, soit la 
même que la somme p des mêmes 
produits dans l'autre. z°. Que le 
produit a;-f-6J des trois racine* 
de l'une , soit le mème que le pro-j 
duit q des trois racines de l'autre. 

* * Je ne dorme ici qu'un (cul 
signe au second radical, parce que 
je n'ai besoin que d'une valeur 
de a ; il importe peu laquelle cha-
cune satisfait également cotnmo. 
nous le vefrons ci-après, 

ALGÈBRE, P 
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donc b = Vkq --Vf^~7^ 

Or I'équation ay -f-x'Jp, donne x = — ay* — by; 

©n a donc x == _y> 

*
 2ï

)
 ,4?

1
~*~î7/'!!(lui renferme les trois racines. 

■*H ne s'agit donc plus que de connoître les valeurs dey. Or 

I'équation y* - l = o , donne y* = i , & par conséquent, en ti-

rant la racine cubique, y at i. Pour avoir les deux autres raci-

nes, je divise (1S7 )yi - 1 par y- 1 , & j'ai y2 + y-f- 1 , qui 

étant égalé à zéro , donne I'équation qui renferme les deux 

autres racines. Cette équation y! +y + 1 s= o étant résolue 
- 1 -f- v'— 3 

{ 100) donne y= —j^- ; les trois valeurs de y íôn£ 

- 1 -f- V~} - 1 - VZTj" 
donc y = î ,y = ,y = . SubfKtuanì 

2. 
-3j 

successivement ces valeurs, dans x = -y'lVr
{q-hVi t 

, 4? ' llP'l 

*yy* î î'V'ig*-H ̂ />
s
, & faisant attention que 

. , — 1 — V'- 3 
& í l se réduisent, le premier a - ^ 

& le fécond à —*
 } on a ces £ro

;
s
 valeurs de x 

i-1 

Si l'on suppose, dans I'équation x^+px-hq-o, que f = o; 

I'équation se réduit alors à xi -+-px~o, ou ( x*+p) x x—o ; 

donc l'une des racines est x-=o , & les deux autresfe trouvent 

en résolvant I'équation xz -k-p — o , qui donne x _ -+-/—p
y 

& x = —. y/^p ; c'est aussi ce que donne la formule generale 

ées racines ; çar la première devient alors x tms V'%p^ 
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1 

c'est-à-dire, ^'^^S?=oj 

îa z' devient *=_—H"-j— I^j-, 

.!■+-—î ' _ , ì-f- V'—? 3 

■ v^v^ + —1— v^v-hi z 
« •—-

B= j/— 3|/
3
~^î = v'-3Vj/' — V-p. On verra de même 

que la troisième est — V—p-
196, Comme I'équation a6 - q a1 = TJ^, d'où nous avons 

déduit la valeur a , a six racines, on poutroit peut être deman» 

der si chacun© peut être également employée ; & si dans le caí 

où elles íèroient toutes également admissibles, il n'en résul-

te! oit par 18 valeurs différentes pour x, puisque chacune 

en donneroit trois. 

Chacune des six valeurs dê a est également bonne ; maïs 

l'une quelconque, donne pour x les mêmes valeurs que toute 

autre» En voici la preuve : Ï
 3y 77 ~ :=-

Faisons,poursimplifierlecalcul,jX Kq-W ìq^ + iîp
1
 =

m
> 

& J/^ì q — y^ìi q
1

 ~f* rj/' = n; alors I'équation a> = 

ê q ~+~ V \ q
1
 •+• ■hp

i trouvée ci-dessus, sè changera en ceï 
deux autres a1 — m! & <i' = ''', la première donne a—m , & en 

divisant <z! -m\ par a- m, on aura az ■+- m a -f- m2, qui étant 

egalé à zéro , donnera les deux autres valeurs de a , que l'on 

-m + fflV^j /- 1 -f- V- 3\ . 
trouvera être a— — -

y
 ou a —m í —= j y 

ainsi les trois valeurs de a sont m, m . —* ^—* & »i 

-i - V—3 , 1 , 
m . - .

t
 On trouvera de même que I'équation aï — n?. 

2 — I —r* •» 
donne ces trois autres a=n, a —n . ì ........i 

â = rt' —-—í. Or puisqu'on a a%-Jrbi=q, on auram'-r-í'^^ 

& ni -f- èi = q , & en mettant pour m5 & n' leurs valeurs , 

h\\^\q- V^qì-i-^fi & Ji
 =

|
 ç +

 l/"ì
?

2
 -t-^Js c'est-à-

dire, é» = n! & í! = m* ; donc les valeurs de i font telles que 

ab = mn , eníôrte que les valeurs de <z & 3 , qui doivent aller, 

l'une avec l'autre , sont telles qu'il fuit: 

Pij 
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a -=m ,J> = n 

Substituez maiaenant l'une quelconque de ces six combinat-' 

íôns dans x = - tfy
1
 —íy, en mettant successivement poury les 

írois valeurs, & vaus aurez toujjurs ces trois racines= - m - n 

i-f-V^T ì-V'ì i-V 3 i-t-V-3 
x- nu 1 n,x= . m-) . n 

Z Z Z z 

197. En considérant les trois valeurs de jjquenous avons trou-

vées ci-dessus, on voit que tant que p fera positif, la quantité 

5 (f~ -f- -J7p1
 fera touj.-urs positive, parce que f q1

 qui est le 

quarré de ± q sera toujours positif, quand même q seroit néga-

tif. Cette même quantité sera encore positive, tant que \ q* 
íèra plus grand que ~r;pi-p étant négaiif. Dans ces deux cas, 

les deux rìeruieres valeurs de x (ont imaginaires. Car les deux 

radicaux cubes étant alors des quantités réelles & inégales, 

leur produit par les quantités 1/—3 & — > '-*«§' de signes con-

traires , ne se détrniront pas mutuellement ; ainsi il reliera de 

J'imagtnaire, dans chacune de ces deux valeurs de x. II n'y a 

donc alors que la première valeur de x , qui soit réelle. 

i?8. Mais fipitzm négatif, ^-p' se trouvoit plus grand que^c/
1
, 

alors | q1- — ~pi seroit une quantité .négative , & le quantité 

*
/
 4's ~~ TiP* seroit imaginaire : néanmoins les trois valeurs 

de x lont alors réelles. 
Pour s'en convaincre ; il faut d'abord observer que 

í>f\ q1 —~pi
 qu'on a alors au lieu de qí-ì-TiP

!
>
 e

^
 13 

même_chosequel
/
^(r

7
/'

i
 -î?

1
)
 x

" ' 1
 ou

 l^eV^ — p* - £ 7* 
X Y^T; ainsi, pour abréger, je fuppoíe { q s m Sc 

y il P
1
 - ï 7* =

 n
 •> la quantité V

 q
 +. tf|

 q
* . devfcn_ 

draî^m ■+■ n /^T, & la quantité V } q - ^' '-q1- - -S-pi de» 

viendra í^ni - n V^T; or ces quantités étant la même choie 
1 J 

(1 \ t) que m-h n |/ÍTT
 s

 & m - n Y~^î :
 , si on les réduit en 

férie, par la méthode donnée ( 1 j 1), on aura pour la première 
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l, ira in1 < n1 , 10 n+ TOO n* .,
 e

 . 

3 m jm1 81 ÍÎI
! 243 m4 364501' 

& pour la seconde , • . • » *f 

m 3 ( 1 v^-H H — - V-i 
3/n ^ m1 81m5 143 m* 3645 m'' -

or les trois valeurs de x , se changent alors en 
3 3 

x = — I^/rc -f- n V^i m -~n<f—1 

_ 1 -f-.. :r3~ ? 1 ~ /-'Z.; ! 

* ï ï^nt-+- « i/~ï ~* J y m — n Y'—í, 

_ 1 — \sZ^ 3 1 I -+- !/—3 3, , 

a y
m

 + „ /_i Vm — n 

Substnuant, au lieu des deux radicaux cubes, les féries qui , " 

en font les valeurs, on aura , après avoir fait îes multiplica-

1 -+- V—3 1- v—3 ■ : 
tions pat & , qui íe rencontrent dans les 

' * '• ', ■1 • ' ' i TÍàYs' 
deux dernieres valeurs de x, & après les réductions ordinai-

res, ayant d'ailleurs égard à ce que V—3 x >/ —í donne"—. 

s'y*-, & que tout est. multiplié par m'', on aura ,. dis-je... 
Ì 2 n1 10 ra1 

X = -m ' (2 H ■ — , &c 
«7 í?iJ 24 3 m4" 

f í rc1 10 7i+ j 1 » 5 no «' 
«

 = m
'(H &c.)-m V 3 (--=- — - ■+• .«rc») 

í- 1 n1 10 n* ; i 1 n 5 ra* 110 TZ' 

*=«' (í-r— i -,&c.)+mw 3 (
 D

- ~-\ ,arc) 
2 m* 243 m* 3 m 81 mi 3645772» f 

Quantités dans lesquelles il n'y a plus d^maginaires. On n'a 

pu trouver , juíqu'à présent, que cette manière de donner , 

dans ce cas , utìe valeur algébrique réelle aux trois racines; 

ainsi on ne peut les avoir alors fous une forme réelle , que pac 

approximation. Ce cas singulier a fort exercé les Algéáristes, 

& on lui a donné le nom de cas irréductible. 

Donnons maintenant quelques exemples.. 

Supposons qu'on demande les racines de I'équation.......,
 ol 

y% + (y1- ■+- 4 = 0; je commence par faire diíparoítre (192) 

son second terme", en failant y — «■—.3 ; cela réduit I'é-

quation à xi — 15 -+- z6 == 0 ; or nous avons représenté' 

î Voyez la HOte de U page IJJ,, 
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toute équation du tíoisieme degré, sans fécond terme, n" 

ÌC
!
 + p x ■+- q = o ; nous avons donc p — ~ 1 j, ^ = 21S , de 

§tf=i3,ïf\=tóìHT/^^ 

V 169 -125 = 1^44 ; les trois valeurs de x seront donc.. » 

X =— K IJ + V44 —î'' 13— ^44 

_ 1 -f- vQj 3 1 — *r-si J ______ 
w T~" r 1} + V44 "* r— ^I3_^ 

. 1 — 3 3 __ _ 1 4- V—3 3 

* ;— V n -+- Víí H ;— - Vï?. 

C'est à-dire, que la première est négative , & les deux au-
tres imaginaires. 

Prenons pour second exemple , I'équ«tion x1 -9 x - i» = o. 

Dans ee cas, on a/ = -p, q = - 10 ; par conséquent ip = - 3 , 

TïP! = -*7,ìq = -í &|?, = ií;-donc£
t
71-+-rf/;3=îî-i7=-i; 

cette équation est donc dans le cas irréductible. Ainsi , si l'on 

veut avoir les valeurs de x , il faut faire uíàge des féries ci-

deflus. Pour cet effet, on remarquera qu'on a suppose m _ lq
t 

êcn = ì//'~
1
p>-~ql;àoncm^- f & n = 1/2.Pour faire les sisb-

tìitutions, on commencera par évaluer V~î qu'on trouvera être 

9,4142; donc — =s ■
 41

 ■ = — o, 2828 ; on évaluera aussi 
m — j 

m5, qui n est autre que / mou^ — 5 ou — V" 5:, & l'on 

aura m s = - 1 , 7099 ; alors il n'y a plus qu'à substituer : nous 

nous bornerons à substituer dans la première qui deviendra 

K = -1-1,7099 |>-{~£(o,28iS)
2
 — — (0,2828)+, &c] 

quantité dans laquelle il ne s'agit plus que de faire les multipli-

cations indiquées. Mais il est bon d'observer en finissant, que 

ces séries ne font d'un usage utile, qu'autant que m est plus 

grand que n , s'il étdit plus petit, on en formeroit d'analogues 

pour ce cas, en observant ce qui a été dit f 1^9). Au reste , 

lorsque m Si n diffèrent peu , on est dans la nécessité de calculée 

sin grand nombre de termes. Nous verrons par la fuite com-

ment on peut approcher autrement des valeurs de òy 

199- Concluons de ce qui précède, que toute équation de 

cejte forme yin -f-p y1" ■+ qyn -r: /" = o eíì résoluble j puis-
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çu'en faisant y*= x,ona«i+ /x
1
 -4- gx.-f - r= o

 ?
 c'est-à-dire» 

une équation du troisième degré. 

Application au quatrième degré. 

100. Représentons toute équation du quatrième degré lans 

íêcond terme , par jc4 -f-px1 -f- qx -f- r s— o. 

Selon la règle donnée ci-deffus , je prends les deux équa«j 
íions y4—1 =—. o 

Et ay' -f- t>y* -f- ey-hx —s o. 
Pour éliminery, je multiplie celle-ci trois fois de luise par y 

& je substitue à mesure, au lieu de y*, sa valeur 1 tirée de I'é-

quation y
4
 — 1 = o ; ce procédé me-donne , fen comprenant 

la seconde équations , les quatre équations suivantes ; 

ay! -+- iy1 -f- cy-f- x = o 

byi -f- cy2 -+- xy -i- a == o 

t-y i xy1 -+- ay + b —r e 

«y' 4 ayx ■+- by -h c == o 

Si, à l'aide des trois premières, on tire les valeur dey'» 

-x! H- í1» - b cz -f- í a c x - a*b 
y1 & y, on aura y! —« . ■ . ■ , 

axz - z b c x-t-ab1
-r-C-Ï - a2ç 

. cx^-zabx-h-a^-ac^-i-b-c „ •áíx-\-bxl-clx-b'-+-zabc 
y1- «V= " 

ax1-ibex-ì-ab—i-e'-slV ax^-zbcx -j-a^-r-c^-a1^ 
p stituant dans la derniere , on aura, après avoir chassé le dé— 

minateur, fait les réductions ordinaires, & changé les signes, 

w4 — 4 a c x2, -4- 4 a1 £ # — a4 —= o 

— 2 £ b x1 4 i c1 x — í4 

\" — 4 a bz C 
four que cette équation soit la même que x*-hpxì-ì-qx-

r
-r=o

9
. 

û faut donc que - ^.ac-zb1 —p,/3
!
aLb-i-í,bc'L=q,-a*-c^-i-b* 

H- 2 a1 c1 - 4 a é - c — r; ce sont ces trois équations qui doivent 
faire connoitre a,b & c. 

Pour avoir'I'équation qui donnera b , je prends dans la sè-» 
conde, la valeur de a1-(-í2, en divisant par 4b; & j'ai 

_l .4- c1 = — ; je quarre cette équation , ce qui me donne* 

^ q q q q 
a"1 -f- * à1 í* -4- c4 = -i-çv ; & pr conséquent a"> -f- c4 = —-

— %àícy- je sobstitue cette valeur de a4 -4- c4 dans la troisième 
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. équation , & j'ai — -+- 4ÍÏ
Î

C
1 •+- í4

 SE
 4

<îiîc=: r. Dela 
16.71 

première équation -4ac-ib1=p, je tire la valeur deac, qui est 
• p ïbl q q 

ac
— ',■■■„, . substituant dans I'équation-+4^^ » &c. 

ou f -4- — - -H»
4 -I r » 

16 4 

ou enfin , chassant les fractions , transposant, réduisant, & or-

donnant par rapport à b 
64b6 -i-izp!>} ■+■ ty^b1-— qq=o 

V _ — lérb1 

Equation du sixième degré , mais qui n'a que la difficulté de 
celles du troisième , en regardant b1 comme l'inconnue : on 
appelle cette équation la réduite , parce que c'est à íà résolu-
tion que íè réduit celle des équations du quatrième degré. 

zoi.Sil'on faît attention que le dernier terme qz de cetíe 
équation a le signe—, on vera que bz doit avoir au moins 
une valeur positive ; car dans ce cas I'équation ne peut avoir 
été produite que par la multiplication de trois facteurs tels que 
'^b1—/) (b*-~m) (b1-—n), ou de trois facteurs tels que 
jsb^-r-l) (bz-i-m) (b1—ni ; il n'y a que ces deux combi-
naisons qui puissent donner le signe — au dernier terme ; il y 
aura donc au moins un facteur de cette forme bz— n ; donc 
( 178) bzr=n , c'esl-à-dire , que b1 aura au moins une valeur 
positive. Donc puisque cette équation donne b—-+- Vn , b aura 
donc au moins deux valeurs réelles. 

zoz. Déterminons maintenant a & c. Les deux équations 
>—4slC—zb-—p, & 4a,-/i-f-4^t'2— q trouvées ci-dessus, don-

■ ' " ' ' " ■* <v . . -, 
nent zac=—{-p-b* & a^-i-c2-^- ~. Ajoutant la première 

à la féconde, & la retranchant aussi de la seconde , on aura 

îes deux équations suivantes;: 

a'-{-zac-{-c
í

=.3- — \p—b* 

a3—zac+c'í= -- -i-ip-i-b* 

1 , 4* ' 
tirant la racine quarree de chacune, on aura 4 
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4* 

& a — c^±^l/r't--i
l

-lp->rb1 

4 b 
Les deux signes de chaque équation pouvant être pris dans 

tel ordre que l'on voudra. 

Delà il est aisé de déduire a8t c ; mais nous allons voir qu'on 

n'a beíoin que de a-+-c & de a—c. Développons auparavant 

les quatre valeurs de x. 
L'équation ayl-+-by L-t-cy-hx=o, donne x = - ayl-byz~cy; 

îl s'agit donc d'avoir les quatre valeurs de y que peut donnée 

I'équation y'' — í — o, ou y+ = í. Or en tirant la racine qua-
4 

trieme, onap' =
 =

1
_ /I=-4-I, c'est- à-dire, y — í & y — — í. 

Ayant trouve ces deux valeurs dey, il faut (187J pour avoir 

îes deux autres, diviser y* — 1, par leproduity2 —1 des deux 

facteurs y — 1 & y-h 1 , ce qui donne y2 -f-1 pour quotient ; 

égalant ce quotient à zéro ( 1S7), on aijf a y2 -f- 1 = o, pour 

I'équation qui doit donner les deux-^-iatres racines , que l'on 

trouvera être y = -f- V^T & y —= — V~~t* 
Les quatre valeurs de x feront donc., \.

 t
 ; 

x=-- a- b - c ou b- (a-^-c) 
x = a — b -+- c ou x =,- Â-f- sa -f- c) 
ÍC = ÍZ v'-i -{-b-cV~ ou x=H^-\-(a — c) V^T 

x — -aV-i-i-b-hc\s^l ou x=-(rb—(a—c) V^l 
Substituant, au lieu de a-t-c Sca — fleurs valeurs trouvées 

ci-dessus, & faisant attention que-4-1^( —, -+-jp+b'1) X1/-1. 

4
,í> 

:— -f. _ -î. —ip — í
1

, on aura 
— r 4? ■ 

X

 = -b + ï/^J-
i

-ip-b\x = -b±'l/^*
L

-{p-b>. 
4» 4/? 

4» 46 

Equations dans lesquelles il est facile de voir que des deux 

signes -4- & —, soit qu'on prenne le signe supérieur, soit 

qu'en prenne le signe inférieur, on aura toujours les quatre 

mêmes valeurs 4e x
 7

 l'une quelçonqne d'entt'elles ne faisant 
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alors que íê changer en l'une des autres. Ainíî, pour une même 
Valeur de b,on n'aura jamais que quatre valeurs de x ; savoir

 : 

103. Puisque I'équation du sixième degré qui doit donner J, 
donne trois valeujs de b1, on aura donc trois valeurs de b , 

qui auront le signe -f-, & trois qui auront le signe—; or il est 

facile de voir que soit qu'on mette -i- b , soit qu'on mette — b 

dans les quatre dernieres valeurs de x, il en rélûlte toujours les 

quatre mêmes valeurs. II ne s'agit donc plus que de faire voir, 

que chacune des trois valeurs de b qui auront le signe -t- , ne 

tíonnera jamais aussi que les mêmes quatre valeurs de X. 

Pour le démontrer, reprenons les équations -qae-zb1 —p% 

4dzb -4- ^bc1—-- q, & -a*-e* -+- £4-r-îa1c'- ^ab%c — /vQuar-

ïons la z' de ces équations ; nous aurons i6b*(a1-+-c1-):í=:qqï 

mettons , au lieu de é2*, íâ valeur tirée de la première;. 

îlviendra-8 (p-{-$ac) (d1 -+-c*)r —= q q. Substituons de 

même, au lieu à&b*, fa valeur dans la troisième équation , 5c 

nous aurons, après les réductions faites , — a* - c*-i-
4 

p a c -4- 14 àVlpç=r» 

Reprenons maintenant I'équation du sixième degré...,.» 

6$bs -4- 3 1 pb^-JrAppfr—qq—o 

— lórb1 

Et íùbstituons-y -pour q q & pour rieurs valeurs que nous 

venons de calculer. Nous aurons après les réductions faitss, 

& après avoir divisé par 8 , I'équation suivante 

8 ¥ ■+■ 4pb* -h ztfb* -t- (q -+- (a1 -h c2J =0, 
-r-zc+b1 

—ëpacb1 

— zSa'Sb2-

Or puisqu'on a trouvé z b^—p-i^ac, il s'enfuit C187J que 

xb^-^-p-k-^ac doit diviser I'équation 8 b6-^-^pb^ , &c ; ce qui 

a lieu en effet. Si l'on fait la division , & qu'on égale enfujto 

à zero
 v

le quotient, pour avoir les deux autres valeurs deè1, 
on aura 4Ì4—8acè14-«'H-6'',-t-za1c2= o. 

Certe équation étant résolue comme une équation du secoa4 
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«îegré, donne zbt=zacj
z
(a-{-c) (a—c)\/-:i , ou en dou-

blant, 4b1 ~ 4ac-j-z (a-k-c)Ça—c) V—i.Orledernier mem-

bre est*le quarré de (a-hc)±(a—c)\s-i ; donc j\bl=: 
C (a-f-6-j ■+,(a—c) Y-i Y , & par conséqu ent 

** z />=+[ C sl-r-e ) ± (a—c) ^— ì c'est-à-c'ire, = (a-hc) 
th(a—c J V - 1 ; ainsi puisqu'on a trouvé ci-desiùs , ¥=B 

—°- , les trois valeurs positives de b , lbr.it donc....» 

b =-f- J/^-Xlâ^í^
 b=

 í(a+c) -f- \{a--c) V-x , 

í —=i(a-4-e)-Isa-c) Représentons la- seconde de 

ces valeurs , par b1, & la troisième par b" ; alors en ajoutant & 

retranchant, on aura a-h c= b'-i-b" êi(a - c) V-i=b'- b". 
Si l'on substitue les valeurs de a+c & (a - c) /- í dans les 

quatre premières valeurs de x trouvées ci-dessus, eíles se ré-

duiront àx=-b-b'-b" ,x =-b-hb'-hb" , x q'f#-|.y- b"
t 

x =-)- /5 - b'ri-b", qu'on peut encore mettre sous cefcte forme, 

x =z-b-b'-y , x*=+b+b'-hb' '-zb,x=-±b-hb'-+-b" -zb"
y 

x —b-i-b'-t-b"—zb'. Où l'on voit clairement qu'il ne peut y 

avoir que quatre valeurs dcx; carsi l'on change , par exemple, 

b en b' ; il faut changer en même tempsí' en b , puisqu'on voit 

que les trois racines b, b', b" entrent toutes à la fois dans cha-

cune de ces valeurs dex. Or ce changement donne les quatre 

mêmes valeurs pour x-

104. Revenons maintenant à la première expression des va-

leurs de x , c'est-à-dire , aux valeurs x = — b — (a -f- c) , 
x=-b-{-(a ■+■ c) , xz= -f-í-f- (a-c) V-i, x=+b-(a-c)Y—í. 

Elles nous offrent trois cas: ou a+c & {<i-c) \s — í sont tou-

tes deux réelles , ou elles sont toutes deux imaginaires, ou 

enfin l'une des deux est réelle, & l'autre imaginaire. Or j'ob-

serve d'abord que lorsqu'elles sont imaginaires, elles peuvent 

toujours être réduites à des imaginaires de cette forme , y—m 
ou V m. \/ - í , m étant une quantité réelle ; car puisqu'on a 

a+c=

P^f
b
 - ipf & s*ÏÏ *BÍ ̂ /~-^\

P
-b~, 

b ayant toujours (2.01 ) au moins une valeur réelle que l'on peut 

* II ne faut autre chose, pour s'en 

affiner, que quarrer la quantité 

(a -f- c'+ía — c) i/~i Mais si l'on 

demande comment on a trouvé ce-

1 , on le yerra dans U fuite, 

* * Nous ne prenons ici que le 

fígne -f- pour la racine du second 

membre ; parce que nous avons vu, 

ci-dessus,quela valeur négative de k 
meneroit aux mêmes conclusions. 
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toujours employer , elles ne peuvent devenir imaginaires que 
lorsque la quantité qui est sous le radical actuel, fera néga-

tive *. 

205. Cela posé, si a -f- c & (a—c) */—1 sont toutes deux 

réelles, auquel cas, les quatre valeurs de x feront réelles, puis-

que b a toujours une valeur réelle, il est évident que les deux 

autres valeuru de 4#J, savoir : [ ía-\-c)-\-[a—c) / —>i]1 seront 

réelles & positives. 

2o6\ Si au contraire a -f- c & ( a — c)<f —í íbnt toutes deux 

imaginaires , auquel cas les quatre valeurs de x seront imagi-

naires, alors si l'on représente a-h c par k & ( a—c)^'~ í 

par lv — r, k&cl seront des quantités réelles , selon ce qui 

vient d'être dit (zc^) ; on aura donc qb'—.Çk+l) V— í]2= 

— (k^l)1 ; c'est-à dire , que les deux autres valeurs de b1 se-

ront réelles, ma's négatives. 

2.07. Enfin, si des deux quantités a-f-c & (a-c) \s-i ' l'une 

seulement est réelle, il est évident que, des quatre Voleurs de x 

deux serjnt réelles, & deux imaginaires or dans ce cas oa 

voitauffi clairement, que les deux valeurs de 4/3' exprimées 

par [ ( + f a—c )V — 1 J1 seront imaginâmes. 

208. Donc si la réduite , considérée comme équation du 

troisième degré, a ses trois racines réelles & positives j I'équa-

tion <iu quatrième degré aura ses racines réelles. 

Si la réduite, ayant ces trois racines réelles, n'en a qu'une 

positive, I'équation du quatrième degré aura ses quatre racines 

imaginaires. 

Enfin, de ces quatre racines, deux seront réelles & deux se-

ront imaginaires, si la réduite n'a qu'une racine réelle. 

209. Puisque la formule des racines d'une équation du troi-

sième degré , ne donne ces racines sous une ferme réelle , que 

lorsqu'il n'y a qu'une racine réeile ( 197 ) , il faut conclure , 

qu'on n'aura les racines du 4' degré fous une forme réelle , 

que lorsqu'il n'yaura que deux de ces racines qui soient réelles. 

210. Voyons quelques exemples. Supposons qu'on de-

mande les racines de l'équaticn x^-^-yx1- 52^-^-48=0. Nous 

avons ici p 3= 3 , q = — 52 , r — 48 , & par conséquent 

££=2704. la réduite sera donc 64^*4-96/Á'
,
-732Í

1
-2704=o-, 

* II n'en seroit pas de même, fi 
i> n'avoit aucune valeur réelle. Car 

b étaat une imaginaire de cette 

forme Y~h, a-i-c Sc ( a - c) Y—1 

pourroient être des imaginaires 

de cette forme 1/ — m ■ _& 
r - y-t. 
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au (en faisant, pour simplifier,^
1
 =«), ui -+- 6u> — 183"—-

1704=0. Pour faire disparoítre le fécond terme, je faiï 

u — ? — 2 , ce qui me donne ?' — 'Sî^ — 2321 = 0. 

Selon ce qui a été dit ( 197) fur les équations du troisième 

degré , on trouvera que £ n'a qu'une valeur réelle qui est 

3 3 

j = —1161 -r- ^Tc7j~ïi~96—tys—3 161 — /Tôyjisé; 

or 1073256 est 1036; on a donc \ = - V*' — néi -f- 1036 

' — \%"y 1 iér - 1036; c'est-à-dire, \ - - V - 115 - ^2197, 

3 3 _ 

ou^r=v'l2f-f-V'2i97,ou^ = î-+- 13 t8. Donc puisque 

H = ̂ -2,onaí/ = i8-i = i6; par cor.fáijuent 4/>
i
 = u = i6; 

dono b1
 = 4 & b = z. Substituant cette valeur de b, & celles de 

p, q & r, dans les valeurs de a-)- c & de ("a - c) V-i trouvées 

ci-dessus, on aura -Í-c = — -x—a — 4=^ ̂ —
 11

 ï 

& (a- c) V~i = — ? — 4 = ^1 — 1. Donc les quatre 

yaleurs de x feront x --- 1- v'^Ti jct^-i-r-^^^xs-r- 1 -t-i 

&x = -f- 2 -1. Ainsi les deux valeurs réelles sent x = 3 ,& x= r. 

Dans cet exemple , les nombres se íont trouvés tels, qu'il a 

• été possible d'évaluer exactement chaque radical. Mais ces cas 

sont fort rares. Le plus souvent, lorsqu'on veut avoir la va-

leur numérique dégagée de radicaux, il faut évaluer chaque 

radical par approximation. 

Prenons , pour second exemple, I'équation y*-r-4y'4-9y
î
-f-

; 

Iiy-t-j =0. Je commence par faire disparoítre le second 

terme , en faisant (192) y = x - 1 : j'ai pour nouvelle équation 

x*-t- ^xz-hix— 3 =0. On a donc ici ,p—-i
)
,q-z,r =— 3; 

ainsi la réduite devient 64 ¥ -t- 96 /)*-+- 84b* — 4 = 0; ou , en 

faisant 4/5
1 —u, u!

 -f- 61Û -t- 21 u - 4 = o. Je fais disparoítre le 

second terme, en poíànt u - \ - 2 , ce qui donne 55 -+-9^-30 = 0, 

équation qui ( 197) n'a qu'une racine réelle , & qui annonce , 

par conséquent (zoS) , que I'équation du quatrième degré n'en 

aura que deux réelles. Appliquant donc les formules données 
3 3 

C19 %), on trouvera 7 = - — T f-H Vzjl — V— 1 5/— /Â$ï , 

3 3 

ou 1 — V^j 5 — VTJi -+- V^i 5 -4- /25Ï ; donc u=1— z-— ir 

3 . 5 

1% — VTfi-hV^ 15 4- vTJÍ; donc puisque 4Ì
1
 — M, 
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& par conséquent í% = ~ — l V*i> on a.*.. » ». • i e> » . | 

y~, 3 

5 = |^ —1+ Vif — VïJI -f- t^ij -f- v'îTï. Substi-

tuant cette valeur iâe b , celles de/» & de q , dans les formules 

des quatre valeurs générales de x , on trouvera que les deux 

valeurs réelles íònit comprises dans cette équation 

y. 
l^iy — VrÌ5i-(-l^iî-i-V'i5i

=
H 

vv 
<.->rV ï 5 - Vx 5 i-f-K' 1 í -+-1/ 2 51 

Réflexions sur la méthode précédente , & sur 
son application aux Equations des degrés 

supérieurs au quatrième. 

au. L'équatíon qui'nous a donné la valeur de b pour le 

quatrième degré , n*a monté qu'au sixième degré ; mais fí 

nous avions cstetché directenîent Téquation qui doit donner a
s 

ou celìe qui doit donner c, nous serions parvenus à une équa-i 

îion du 24e degré, ainsi qu'on peut s'en convaincre de la ma-

nière suivante. NOUS avoM trouvé ci-deíîûs (203) , en trans-

formant la réduite , — 8 (p-h ^ac) x (a1 -r-cz/ = H. 1 > & 
PP 

— a"<-cí>+ -—f- 4^ a -f-14 slV* = /"• Su 1 on multiplie cette 
4 

derniere équation, par (p-i-^ac) , & que du produit oa 

retranche la première , on aura , après les réductions faites, 

jt2 Í2s c1 -+-i$6 p a1 c2 -i-^opp ac-i-2. p1 = o 

' — 3 ï. t: ■ é'. c — 8p r 
■+-qq 

Equation qui étant combinée avec l'équation - a* - c* -f- &C , 

s= r, pour éliminera, donnera ( 169) une équation du 24e degré. 

Mais fans se donner la peine de faire ce calcuí, on peut s'en 

assurer encore de cette autre manière. 

L'équation- 8 (p + ^ac) (a1-*-?*)1 = qq donne (az-+-c1y 

——-, & par conléquent a* -j- = ^ 
«0 + 4«0 8 (p -f-
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*— ittV.Or si l'on résout l'équatíon 5 12 a*c"> -4-&c , qui, eti 

Considérant a c comme l'inconnue , est du troisième degré , on 

aura une valeur de ac, qui étant substituée dans le fécond 

membre de l'équation a+-hc* = &c , en fera une quantité touta 

connue que j'appelle A ; si l'on représente maintenant par B , 

B 
cette valeur de a c, on aura c = — , donc l'équation sl4 -+- c* 

a 

fe A , deviendra à1-AÍZ+=-B% qui ayant huit racines, donnera 

huit valeurs de a. Or ac a trois valeurs ; on aura donc trois 

équations du huitième degré, & par conséquent 24 valeurs 

pour a; donc l'équation en a, séra du 14e degré. 

z n. Mais on voit en même temps que les exposants de 

toutes les puissances de a, que cette équation renfermera , se-
ront des multiples de 4, puisque ( 181) elle sera le produit de 

trois quantités de la forme de ag-Aa* -+- B+, devant renfermes 

les 24 racines que ees trois-ci fournissent. Donc si l'on y fait 

a* — u., on aura en u, une équation du sixième degré. Or je 

dis que cette équation ne peut renfermer que des radicaux 

quarrés & des radicaux cubes , ce qui est évident en résolvant 

l'équation a8 —Au*— — B+ comme une équation du second 

degré ; car alors on aura a* = ~ A -f- AA — B* , quantité 

dans laquelle A & B ne peuvent erre composes que de radicaux 

<juarrés & de radicaux cubes , puisqu'ils ne dépendent que 

d'une équation du troisième degré. 

213. Si l'on se rappelle maintenant ce que nous avons vu 

íùr le troisième degré, où la réduite étoit a4 — qai — ̂ ps \ il 

est clair que ai ne peut renfermer que des radicaux quarrés. 

Enfin il est évident que dans l'équation du second degré 

-sar.s second terme , xz -\- p — o , en faiíânt comme ci-dessus 

y1 — 1 = o & ay -f- x = o , la réduite sera ax -i-p = o qui ne 

donne qu'une valeur pour a1 ; ainsi la réduite du second degré 

ne donne pour a2 qu'un radical du premier degré, c'est-à-dire, 

«ne quantité sens radical. 
Donc , en remontant, on conclura par analogie, que si la 

réduite du cinquième degré ne renferme d'autres puissances 

de a , que celle qui sont des multiples de 5 , la valeur de a% 

ne renfermera que des radicaux quatrièmes, des radicaux cu-

bes & des radicaux quarrés ; donc si l'on démontre que par 

la méthode actuelle, cette réduite ne peut renfemrer que des 

puissances de a, dont les exposants soient des multiples de j , 

il s'eníuiyra que cette même méthode réduit la difficulté des 
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équations du cinquième degré, à celle des degrés inférieurs^ 

Or voici comment on peut s'assurer que la réduite n'aura pal 

d'autres puissances de a. 

\ 1214. Supposant que x5 -hpx1 -k-qx1 -+-rx-+-s= o, représente 

généralement toute équation du cinquième degré. Et prenant, 

selon la méthode, les deux équations ys - 1=0, &ay*-ì-iyt 

~\-cy2 -t-dy-+-x = 0, on <iura, après avoir chasséyde la même 

manière qu'on l'a pratiqué dans le troisième & le quatrième 

degré, on aura, dis-je 

— $adx* ■+■ ïbd-x1 — ■ícdix -+-as=o 

—. jbcx} -(- ia*cxz — 5a bx ■+- b* 

^r^cldxl — $bsdx -k-c* 

-f-fab^x1—jac^x -+- d% 

-+- ja1d-x— <,a?cd 

. -f- ? b'c*x — ^ahic 

— 5 abcdx — jabd* 

— <;bc->d 

->
r

-<
l
íï'brd 

-ht^cd1-

-i-Sa^d1 

Ayant donc égalé le coefficient de xi, à p ; celui de xl,à q'
t 

celuide x, à r-, Si enfin ia totalité des termes fansx, à s; on 

aura quatre équations dans lesquelles si l'on ïÁtbs.ga1 ,c ~ ha', 

d = ka*, ce qui est très-permis, ces quatre équations se chan-

geront en quatre autres qui renfermeront g, h , k & a ; mais il 

n'y aura d'autres puissances de 3 que <-i! , sl10, &c; donc si l'on 

conçoit qu'on ait éiiminé g, h Si k, l'équation finale ne renfer-

mera pas d'autres ,uissancas de a , que celles dont les expo-

sants seront des multiples de f. 

2iç. On voit donc , d'aprês tout ce qui précède , qu'à l'é-

gard de a, c'est-à-dire , à l'égard du premier coefficient dans 

l'équation aym~l -f- b y"1"2
 -H . &c, ■+-x — o, la réduite est 

du second degré ou du degré 1.2, pour le second degré. 

Dans^le troisième , elle est du sixième degré , ou du degré 

1.2. 3. Dans le quatrième, elle est du vingt-quatrieme , ou 

du degré 1 . 2 . 3 . 4. II y a donc bien lieu de croire que, 

dans le cinquième , elle sera du degré r . 2 . 3 . 4. f , c'est-à-

dire , du 120e; & du 720e dans le sixième degré; & ainsi 

de silice. 
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Et quoique, dans le quatrième degré, on trouve une réduite 

&ui n'est que du sixième degré, c'est une simplification acci-

dentelle, cjui probablement, aura lieu d'une manière analogue 

dans les équations dont l'exposant est un nombre composé , 

mais non dans celles dont l'exposant est un nombre premier. En 

effet, il est facile de voir pour le 4e degré , que certe simplifi-

cation est due à ce que b, dans chacune des équations où il entre, 

a des relations semblables à l'égard de a, & à l'égard de c ; au 

lieu que a n'est pas disposé de la même manière à l'égard de b 

qu'à l'égard de c. Mais dans le cinquième degré , il n'y a au-

cune des quantités a, è, c, ddont on puisse dire ce que nous 

Venons de dire de b , dans le quatrième ; ce qui est facile à voir 

par les coefficients de l'équation xs—(ad-^-íc)xi-{- &c, =0, 

rapportée ci-dessus. 

216. Quoi qu'il en soit, puisque la réduite du cinquième de-

gré ne peut renfermer d'autres puissances de a que cel'es dont 

les exposants font des multiples de y , il paroit donc qu'en y 

faisant a^ — u^ l'équation du 24e degré qu'on aura alors, ne 

peut plus renfermer que des V, des V & des puisque l'é-

quation donnant a = Vu, met en évidence les 

radicaux cinquièmes que doit renfermer l'équation propo-

sée. 

On voit par-là ce qu'il y a à dire sûr les degrés plus élevés. 

Ceux qui désireront plus de détails siir cette matière, peuvent 

consulter les Me'm. de i'Acad. des Sciences ann. 1762 & 2 76 f, 

où l'on trouvera, en même-temps, plusieurs classes d'équations 

qui admettent une résolution algébrique fàcile, ainsi qu'une 

autre méthode déduite de celle que nous venons d'exposer, & 

qui simplifie le travail dans les équations dont l'exposant n'est 

pas un nombre premier. 

217. Notre méthode soppose, comme on le voit, qu'on 

puisse toujours avoir toutes les racines de l'équation à deux 

termes y" — 1 = o. Or c'est ce qui nc souffre aucune diffi-

culté, puisqu'en ayant toujours au moins une, par une sim-

ple extraction de la racine du degré n, c'est-à-dire, ayant tou-

joursy=;i, lorsque « est impair, Siy — í,y — — I lorsque 

n est pair, la difficulté d'avoir les autres, est tout au plus de 

résoudre une équation du degré n — 1 , ce qu'on est censé sa-

voir déja, lorsqu'on passe à la résolution d'une équation gé-

Jlérale du degré n. Mais h difficuUé n'est pas mên:e de ce 

ALGÈBRE. Q 
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degré ; elle n'est en général, que du degré , loríque n d? 

impair, & du degré lorsque n est pair, parce qu'après avoir 

divisé l'équation y"—ï par fa racine y—ï loríque n est impair, 

ou par (y—i) x (y c'est-à-dire, pary1—ï loríque n est 

pair, le quotient, ou l'équation qui doit donner les autres ra-

cines, sera toujours de cette fotme yk-ì-yk-l-hyk-'1 -t-j/'-î-j-

&c,.. 4-wo, k étant un nombre pair. Or cette équation est 

décomposàble en un nombre — de facteurs du second degré , 

îels que y1 -f- hy-+-1; & l'équation qui donnera h , ne montera 

jamais qu'au degré —. Je ne m'arrête pas à démontrer en détail 
2 

cette derniere proposition ; on s'en assurera en prenant, par 
exemple , çomyi-+-y7-+-y's-ì-ys-ì-y4-ì-yi-+-y*-i-y-ì-i, une 

quantité telle quey6-H2ys-i-£y4-+-<.-y5'-t-dy*-t~ey-hi, la mul-

tipliant parj^-f-Ây-f-i, & égalant le produit, terme à terme 

à y» -iry1 -+- &c ; on aura des équations dont il sera facile de 

tirer a,l>,c,d,e;8c l'équation en h , sera du quatrième de-

gré. Voyez, pour la démonstration générale, le Tome FI des 

Me'm. de Péterjbourg. 

Des Diviseurs commensurables des Equations» 

218. On voit, par ce qui précède, que l'expreíïion générale 

des racines des équations étant un composé de radicaux de dif-

férents degrés & différemment mêlés entr'eux, il peut très-biera 

arriver que quoique la valeur d'une ou de plusieurs racines soiî 

un nombre commensùrable, néanmoins elle se présente sous 

sine forme incommensurable ; & c'est ce qui arrive en effeí 

dans le troisième & le quatrième degré , & qui arrivera , plus 

que probablement, dans les autres degrés. II est donc utile 

d'avoir une méthode pour trouver ces diviseurs commeníû-

rables, lorsqu'il y en a. 

Comme le dernier terme d'une équation est le produit de 

îoutes les racines ( 18o ) , aucun nombre ne peut donc être la 

valeur commerisorable de x dans une équation, qu'autant qu'il 

sera diviseur exact du dernier terme. On pourroit donc prendre 

íùcceffivement tous les diviseurs du dernier terme , & les sob-

Situer íucoeffivemeiiî tant en ■+- qu'en — , ( car x peut avals 
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*uíïì bien des valeurs négatives comme des positives ) , au lieu 

de x dans l'équation ; alors le diviseur qui íubstitué ainsi , ré-

duiroit toute l'équation à zéro , seroit la valeur de x. Bien, 

■entendu , que BOUS supposons ici, qu'on a fak passer tous 

les termes de l'équation dans un seul membre. 

Mais cette opération seroit íouvent très-longue ; nous al-

lons faire voir à quel caractère on distingue ceux qu'on doit 

admettre & ceux qu'on doit rejetter ; mais auparavant, il faut 

exposer comment on trouve tous les diviseurs d'un nombre. 

x i9. Pour trouver tous les diviseurs d'un nombre , il faut le 

diviser successivement par les nombres ptemiers par lesquels il 

pourra être divisé , en commençant par les plus simples, & 

continuer de diviser par le même nombre tant que cela se 

pourra. Alors on écrit à part & íïïf une même ligne tous ces 

nombres premiers, & chacun autant de fois qu'il a pu diviser. 

On les multiplie enseite , deux á deux, trois à trois , quatre 

à quatre, &c ; ces produits & les nombres premiers qu'on a 

ïrouvés , & l'unité, forment tous les diviseurs cherchés. 

Par exemple, veut-on avoir tous les diviseurs de 60. Je 

divise 60 par 2 , ce qui me donne 30; je divise 30 par 2, ce qui 

sme donne 1 5 ; je divise 15 par trois, ce qui me donne % ; enfin 

je divise j par 5 ; ce qui me donne 1. Ainsi les diviseurs pre-

miers sont 2 , 2, 3 , 5 ; je les multiplie deux à deux, ce qui 

me donne 4,6,10,6,10, 15. 
Je les multiplie trois à trois, & j'ai, 12 , 20 , 30, 30 ; ensin 

ies multipliant quatre à quatre , j'ai 60. 

Rassemblant tous ces diviseurs , en rejettant cependant ceux 

qui se trouvent répétés, j'ai, en y comprenant l'unité qui est 

diviseur de tout nombre
 r

 ... . 
1
,1, 3 > 4, ï . , 6,to,12, IÏ , 20, 30,60. 

220. Supposons maintenant qu'on veut avoir les diviseurs 

commensorables d'une équation, lorsqu'elle en a. Par exemple , 

d'une équation du quatrième degré, représentée générale-

ment par JS
4
-(-J'SC

Î

 -hqx
1

-
1
- rx-+-s = o. Représentons ce divi-

seur par x-\-a; alors l'équation proposée peut donc (183) être 

considérée comme ayant été formée de la multiplication de 

X~ha parunfacteur du 3
e
 degré, tel que ̂ '-f-kx

1
~i-mx-+-n ; 

multiplions dcncces deux facteurs l'un par l'autre ; nous aurons 

x* +kxi -f- mx2 -+-> nx •+- an = o 

-f-û#3 -f- akx* -+- amx 

fui devant être la même chose que x^-\-pxì-^-qx
1
-+-rx-^-s=o

) 
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donne les équations suivantes k-ha^pytn-ì-akszqsi-t-am^ri 

s r-n , q - m P - k 
an = s , ou n = —, m = , k — , i=a . 

a a a a 

Supposons donc maintenant qn'ayant pris pour a un des 
diviseurs du dernier terme, je veux íàvoir s'il peut être admis ; 

s f' tt 
les équations n — — m 5= — &c, me disent ; Divisez le dêt-

a 9 a 

nier terme de l'équation par ce diviseur; retranchez le quo-
tient du coefficient de x, & divisei le reste par ce méme divi-
seur; retranchez ce second quotient, du coefficient de x1 , & 

divisez le reste , encore , par le même diviseur; & continuez 
toujours de méme jusqu'à ce que vous soyez arrivé au coeffi-
cient du second terme de l'équation , pour lequel vous devez 
trouver 1 pour quotient. Si le diviseur que vous avez pris , sa-
tisfait à toutes ces divisions, il peut sûrement être pris pou/- a; 

mais si l'une seulement de ces divisions ne peut être faite exac-
tement, le nombre que vous avez choisi doit être rejetté. 

Comme l'unité est toujours diviseur de tout nombre , i! est 
visible qu'il faudra aussi tenter l'unité, tant en -+- qu'en —; 
mais on aura plutôt fait pour celle-ci de l'examiner en sobsti-
tuant successivement -+-1 & — 1 au lieu de x dans l'équation ; 
substitution qui est très-facile, puisque toute puissance de ■+- x, 

est -f-1 , & que toute puistance paire de — 1 est -+-1 , & toute 
puissance impaire, — ïí Si ni l'une ni l'autre de ces deux 
substitutions ne donne o pour résultat, alors a ne peut être 

ni -f-1 , ni — 1. 
Cela posé , voici comment on procédera à l'examen de tous 

les diviseurs du dernier terme, autres que l'unité. 
Supposons qu'on demande si l'équation x"1—j>x!-f-23x2-2ox 

-«-15-0, a quelque diviseur commensorable : je cherche les 
diviseurs du dernier terme 1 j, autres que l'unité; les ayant trou-
vés, je les écris par ordre de grandeur, ( en les prenant tant en 
-f- qu'en — ) comme on le voit ici à la première ligne des 
nombres. x4—9X

Ì
+ZT

I
 X

Z—zox-hl5=0 

Diviseurs de 1 y15 % , ■+■ 3,— 3 > — ? ,— 1? 

•+- i,-t-3>-+- 5,—5, —3> — 1 

— 21,-23,-25;,—15, —17,— J« 

-+- í 

-4-18 
— 6 

— 5 
ri- x 
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3e divise Je dernier terme -4-1 f par chacun des nombres de 

ïa première ligne , & j'écris les quotients, pour seconde ligne. 

Je retranche chaque terme de la seconde ligne, du coeffi-

cient de x , c'est-à-dire, de — 2.0 , & j'écris les restes pour la 

troisième ligne. 
Je divise chaque terme de celle-cî par le terme correípon^ 

dant de la première ligne , & à mesure que je trouve- un quo-

tient exact, je l'écris. Ici je n'en trouve qu'un, savoir •+- 5- ; 

ainsi je fuis sûr qu'il ne peut y avoir qu'un diviseur commen-

surable. Mais soit qu'il n'y ait qu'un quotient exact , íòit qu'il 

y en ait plusieurs, on continuera en cette manière. 
Je retranche chaque quotient, du coefficient 13 de x

1
, Sc 

j'écris les restes pour cinquième ligne ; c'est ici 18. 
Je divise , de même q ;e ci-devant , chacun de ces restes par 

le terme correspondant de la première ligne, & j'écris chaque 

quotient au-dessous ; c'est ici— 6. 
Je retranche chacun de ces nouveaux quotients, du coef-

ficient — 9 de x' ; j'écris les restes au-dessous ; c'est ici — 3. 

Enfin je divise ceux-ci, encore par le terme correspondant 

de la première fuite. Je trouve pour quotient -+-1 ; d'où j© 

conclus que le terme correspondant — 3 , de la première ligne, 

est a ; & que par conséquent le diviseur x-ha
t
 est*— 3,; 

c'est-à-dire, que x— 3 divise l'équation : donc x=. 3 est la 

valeur commensorabl» de x dans l'équation proposée. 

Non-seulement, par cette méthode , on trouve le divisêuc 

de l'équation, mais on trouve encore le quotient. II n'y a qu'à 

prendre dans la colonne qui a satisfait , les nombres qui Ce 

trouvent fur les lignes de numéro pair à compter de la pre-

mière ; ces nombres formeront le dernier terme, & les coef-

ficients successifs de x, x*, xi, &c , dans le second facteur de 

l'équation. Ici, par exemple, on trouve tíH-i; 

j'en conclus que le second facteur est ix' - 6x
z
 ■+• %x~ < , ou 

xi - 6x
2

-f- $x- 5 ; en sorte que l'équation proposée , est la 

produit de x— 3 par xi — 6x% -f- 5X—?. 

Nous prendrons pour second exemple , l'équation soivant» 

xi-\~zx%—33«-(-i4 = o 
Diviseursdei4 4-14,-*- 7,-+- *>— *>— 7,— 14? 

-f- i,-f- 7,— 7,— 1,— W 

— 34,— î$>— 4°, — 31,— jaj 

— 5,—1°)-4-'3» 
•+• 7,4-ïi)—n, 

9.H 
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En opérant comme dans l'exemple précédent, an ne trouvé 

que les diviseurs 7 & 2 , qui seutiennnent l'épreuve jusqu'à la 
derniere ligne; mais le second , c'est-à-dire, 1, ne peut satis-
faire , parce cfae le dernier quotient qu'il donne, est 11, a(t 

lieu qu'il doit être r. Ainsi il n'y a qu'un diviseur commeníïi-

Table, & c'est x -f- 7. 
211. Çetie méthode s'applique également aux équations 

littérales;si elles ont le même nombre de dimensions dans 

ehaque terme , alors on n'écrira en première ligne , que ceux 

des diviseurs du dernier terme de l'équation qui ne íònt que 

d'une dimension- Si le nombre des dimensions de chaque terme 

n'est pas le même, on le rendra tel, en introduisant une lettre 

dont ies puissances complettent ce nombre de dimensions. 

Qnand le nombre des dimensions est le même dans chaque 

terme d'une équation, on dit alors que l'équation est homogène. 

2,2,2,. Nous avons suppose que le premier terme n'avoit au-

cun coefficient; s'il en avoit un, le diviseur au lieu d'être 

simplement JÍ + Í, seroit en général mx -f- a : & m seroit 

quelqu'un des facteurs du coefficient du premier terme. Alors 

íï l'on vouloit faire usage de la méthode précédente , il fau-

droit pour chaque facteur, au lieu de la seconde ligne , employer 

certe seconde ligne multipliée par m ; au lieu de la quatrième, 

employer eette quatrième multipliée par m, & ainsi de suite : & 

n'admettre pour a, que les termes de la première, qui auroiení 

pour correspondants dans la derniere, le second facteur du 

premier terme de l'équation proposée ; mais il suffira de pren-

dre en -+- les nombres que l'on essaiera pour m. Au reste , on 

peut ramener ce cas au précédent, en faisant évanouir ce 

coefficient, par la méthode donnée ( 191 ), 

123. Lorsqu'une équation n'a pas de diviseur commensura-

ble du premier degré, elle peut néanmoins en avoir du se-

cond. On peut trouver ceux-ci par une méthode analogue à 
celle que nous venons d'exposer; mais les calculs deviennent 

t
rès-longs. On aura aussi-tôt fait en cette manière. Repré-

sentez ce ficteur par x1 -+- mx -+- n ; multipliez-le par un autre 

facteur convenable pour produire une quantité du degré de 

l'équation proposée , c'est-à-dire j par un facteur du troisième 

degré, tel que x
,
~i-ax

1
 -f-bx -f- si l'équation proposée est 

du cinquième. Egalez le produit termë à terme a*rec l'équa-

tion, vous aurez autant d'équations particulières que d'in-

connues a, b, c, m, n, &c. De ces équations vous tirerez 

aisément les valeurs de a
ì
 b

3
 e

y
 que vous substituerez dans les 
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Iquations restantes ; alors vous aurez deux équations qui ne 

renfermeront plus d'inconnues que m & n. Chassez m, par les 

règles données (167), & cherchez les diviseurs commensù-

rables de l'équation en n. Vous aurez la valeur de n, par le 
moyen de laquelle & de la valeur de m en n que vous aurez, 

«n éliminant, vous déterminerez m, & par conséquent le faca 

leur x*-i~mx-+- n. 
On voit par-là , comment on doit s'y prendre pour trouver 

les facteurs commeníùrables des 3% 4% &c , degrés. 

De ^Extraction des racines des quantités en 

partie commensurables
 3

 & en partie 

incommensurables. 

1x4. Les équations qui se résolvent à la manière de celles 

tiu second degré (17$) conduisent à des expressions de cette 

ferme 4-1/48, ou 4- 15 V3 , ou &c. Ces quantité* 

peuvent souvent être ramenées à ne renfermer que des quan-

tités rationnelles & de simples radicaux quarrés ; ou seulement 

des radicaux quarrés ; oU encore, des radicaux quarrés, multi-

pliés ou divisés par un radical simple de méme degré que le ra-

dical-supérieur. Voyons comment 011 doit s'y prendre pour les-

quantités de la forme V^C ■+■ 
Je représente cette quantité par V m -+• V n , m Sc n étant 

deux inconnues. J'zmû donc V^C 4- Vî5 = V ** 4- V n ; en 

quarrant, il vient C-t- v
,
D = ffi4- 2 Vmn •+• n. Comme j'ai 

deux inconnues & une seule équation , je sois maître de déter-

miner l'une de ces inconnues par telle condition que je vou-

drai; je puis donc supposer z\l^Tk — VD, & alors l'équation fê 

réduit à C = m + »; je quarre la première de ces deux-ci, & 

íaseconde; j'ai 4mn = D &m
2
 4- zmn + ti

1
=C

L
 ; je retranche 

la- première de ces deux équations-ci, de la seconde , & j'aï 

m1 — 2mn4-?zz = C1-D;d'où l'on voit que pour que m & n 

soient commensorables, il faut que la valeur de C2 — D soit un 

quarré , puisque m
1
 - im n 4- n

x est un quarré. Tirant donc la 

racine quarrée , on aura m - ti—V^Q
1
 - í> ; or nous avions , 

ci-dessus, m 4- n = C ; ajoutant & retranchant ces deux équa-

tions , & divisent par 2 on aura m = jC+| V^C
1 — D , âe 

n = ìC—1 f^C^D; donç j/'Cn-Vô—........... 
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^C + Kc — ^\C — \ 1/CHTD; or quoiqiísi 

chacun des deux termes de ce fécond membre renferme deux 

radicaux, cependant chacun n'en aura véritablement qu'ur» 

íêul, loríque ^C-h v'osera réductible, puisqu'alors C
1
—D 

sera un quarré, ainsi que nous venons de le voir. 

Prenons pour exemple la quantité ^7 4- /4T : ici, C =s f
i 

íVl3 = v'ïs, &par conséquent D=48 , dont CJ- D = 49 -48=1, 

& ^0^5= V1 = 1 ; on aura donc, en substituant dans la for-

mule que nous venons de trouver, ^7 -t-V
===

 ̂ ~-t-^ 

•fVy — ~= v'T-t- V? = z -f-1/3. Si l'on avoit V m-,6 /"I; 

en faisant passer 6 sous le fécond radical (112), on auroiî 

V'i 14-/72 , que l'on trouvera de même sè réduire à 3 -t- Vz. 

Pour fécond exemple, nous prendrons .... 

^4ac-4- 2 fa-t-cj fa— c) \s—i que nous avons dit ci-dessus 

f 11 2) , valoir fa 4- -4- fa — gj 1/— 1 • Si l'on fait passer 

z (a -i- c) (a — c) fous le radical V^ï, la quantité .< 

411c 4-2 (a-hcj~(a — c) V— 1, devient ; 

V"4 ac-j- y
r
ZT^~Jâ~Z~"

c
y"(

a
~~

c
f ■ donc C = 4 a e , 

[VS = V_ 4 (a4-Í)1
 ('a_2,ou D = -4 (a4-c)* (a—c)

z
=-

4a* 4- 8aV
1
-4c4 ; donc CJ-D= i6aV4-4a4-8a2£I 4- 4c» 

= 4ct
4
 4- 8aV -f- 4c> ; donc Vc* - D= 2 s'a1 

.•+■<?) ; donc la 

formule devient alors zac-\- (f-k- í
1
4- V zac — a'—«r, 

c'est à-dire, a — c)1 x— 1, qui íè réduit 

à (a 4- f ) 4- fa — cj V—i. 

Si au lieu de Vc 4- V'D , on avòit — v'D, au lieu de 

V? C4-j Vc
5
—D 4-

 v/
| C — f i/C

2
—D, on auroit j 

VìC4-i v'cï-D-fC^ÏÍ^D. 

22 j. Voyons maintenant les quantités de la forme........ 

^C-f- Vo. Si l'on peut-tirer exactement la racine cubique 

de la quantité représentée par C-f- V D , cette racine ne peut 

' . , 3 3 
être qu'une quantité de cette forme mv'í + v'L)/n; car si 

l'on fùpposoit q»'elle peut renfermer deux radicaux quarrés , 

îe cube en renfermeroit deux aulïì, ainsi qu'on peut le VOIE 

.en cubant V g-h V h> Mais en voit, par le même moyen j 
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iju'elle peut reafermer un radical cube, tel que v'k. Cela pose,' 

K. - 3 3 

faisons donc VC-hVo^mVh-hyíkVn; nous aurons j 

en cubant, C -f- V'D-m1 k~+- 3 m2 k Sn-h 3 mk n-\-knVtt 

= m'k-+- ■imkn-\-(imík-k-kn) Vn-, égalant donc lapartia 

irrationnelle , à la partie irrationnelle, nous aurons .1 

V D = f3 mï k + k n) Vn, & C = mì k -f- 3 m k n ; quarrant la 

première équation & la seconde, on aura. «1 

D =
 9

m*k n-i- 6m1 **n* -(-i2 n\ Si G1 = ms k1 6 m*k> n -H 

9 m1 A2
 ;i

2 ; retranchant la première de ces deux équations, de 

la seconde, on a C1 — D = /7i
5 k1- 3m" k2 n-i- 2m1kxn:i - k'-n1, 

ou , multipliant tout par k , Czk— D k —m* kl — 3 m4 i n-t-

3m1 AJ /z1 — £3 j tirant la racine cubique, il vient ni1 k- nk=z 

iXFTI ÍCT o í ^s~C
2
—DU 

V L*k — D k; & par conséquent m2—n— _* 
k ~ 

donc pour que m% — n soit rationnel, & par conséquent, pouc 

que C 4- V D ait une racine cubique, il faut que (C2 — D) k 

soit un cube exact, ce que l'on peut toujours obtenir en pre-

nant pour k un nombre convenable ; car k est absolument ar-

bitraire, eníorte que si C*—D est un cube parfait, on fera 

Faisons donc pour abréger Ps(C
2
 — D) k=p; nousí 

k 

aurons m1 — n=p,8i par consequent n = nr —p; scbstituant 

cette valeur dans l'équation C =mì k -{-2, m k n, il viendra , 

après les réductions faites, j\kmi — ipYm — C = o. Afin donc 

que m Si n soient rationnels, il faut que la valeur de m tirée de 

cette derniere équation, soit rationnelle-, il faudra donc cher-

cher les diviseurs commensorables de ee:te équation (izo)
9 

qui ne peut manquer d'en avoir , si nf Sc n peuvent être ra-

tionnels, c'est-à-dire, si la quantité propofte est susceptible 
3 Je 

d'une racine cubique de la forme m V k -i- V k . \/ 71. 
3 _ ' 

Prenons pour exemple, la quantité V^z.o -t-14 1/2 ; pou» 

avons donc ici C = 20 , VD^=^ 14 / 2 ; & par conséquent 

C2 = 4oo& D =392, donc C2— D = 8 ; c'est-à-dire,un cubes 

je puis donc faire k = i. Cela pose , j'aurai doncí^C
2
—D k 

v 8 x t 3 , ^ 
_—— í=3y/-8= 2-, & par consequent aussi/? == i, L'équation 

SCD LYON 1



5yò C o u R t 

'4tm' - %p\m - C = o, deviendra donc 4m
5
 -êm-x& = o , «st 

*n divisant par 2 , zmì — 3 m — 1 o = o ; je fais maintenant, 

y 

m = — pour fjire diíparoître (191 ) le coefficient du premier 

lerme-^St j'ai, toute réduction faite,y' -*6y—40=0 , qui 

fzzo) a pour diviseur commenfùrabley— 4; donc y = 4, 

& par conséquent m — 2 ; or l'équation n = m* —/ , donna 
3 

n = 4 — 2 = 2 ; donc-4-141/2 = 24-/2. 
i 

Prenons pour second exemple, la quantité -+-301/3. 

Ici nous avons C=5 2 , ̂ 5=30/3 ; par conséquent CC=2704, 

D sb 2700 ; donc CC - D = 4 ; donc pour que (CC - D) k de-

vienne un cube, il faut supposer k=z z ; & alors ^(CC -D) k 

ou/>, devient —• =f = 1; l'équation 4<rm
J
 — ipkm — C=o, 

deVient donc 8m
J
 - 6m-52 = 0 ; faisant zm—y,on ayi-^y-

52 = 0, quiapour diviseur commensùrable y-4 ; doncy=4
 f 

& par consequent m = 2 ; d'ailleurs l'équation ra = m
1
 — p, 

donne n = 4 — 1=3. Ayant donc m — 2 , = 3 , £= 2 , 

' » 
on aura K 51 + j =1 VÎ 4- (''Í . v';. 

On voit à présent comment on doit se conduire pour les 
quantités plus élevées. 

De la manière d'approcher des racines des 

Equations composées. 

zi6. La méthode que nous állons exposer pour approcher 

de la valeur-de.L'inconnue dans les équations, suppose qu'on 

ait déja une valeUr de cette racine , approchée seulement jus-
qu'à sa dixième partie près. Voyons donc comment on peut 

se procurer cette première valeur. Prenons pour exemple, 
Téquation ■— 53c -4- 6 === o. 

Je substitué dans cette équation, au lieu de «, plusieurs 

nombres tant positifs que négatifs, jusqu'à ce que deux sub-
stitutions consécutives me donnent deux résultats de signes 

xontraires. Lorsque j'en ai rencontré deux de cette qualité , 

j® conclus que la valeur de « est.entre Its skux nombres qui. 
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Substitués au lieu de K, ont donné ces deux réíûltatí, eníôrte 

que si ces deux nombres ne diffèrent Fuit de l'autre que de la 

dixième partie , ou moins de la dixième partie de l'un d'entre 

eux, j'ai la valeur approchée que je cherche , en prenant l'un 

ou l'autre, ou un milieu entr'eux. 
Mais s'ils diffèrent davantage, alors j'opère comme on va 

le voir. 
Je substitue dans l'équation x' — <;x-i-6 =o les nombres 

c, i , i, 3, 4, &c; mais je m'apperçois bientôt qu'ils don-

nent tous des résultats positifs, & que cela iroit toujours de 

même à l'infini. C'est pourquoi je substitue les nombres 

©,—i, — 2,-3 , &c, ce qui me donne les résultats siiivants ; 

Substitutions. Résultats. 

o ...-+- 6 
—I -t- io 

—z ....-t- 8 
-3

 6 

Je ni'arrête donc à ces deux derniers, & je conclus que l'une 

des racines est entre — z & — 3. Mais comme ces nombres 

différent de 1, qui est plus grand que la dixième partie de 

chacun, je prends un milieu entre les deux nombres , c'est-

à-dire, que je prends la moitié — 2 , j de leur somme — %, Je 

íûbstitue —2, y au lieu de x dans l'équation , & je trouve 

pour résultat -f- 2 , 875, c'est-à-dire, une quantité positive; 

je conclus donc que la racine est entre — 2 , 5 & — 3. 
Je prends un milieu entre — 2 , 5 & — 3 ; c'est — 2 , 7, en 

négligeant au-delà des dixièmes. 
Je stbstitue — 2,7 dans l'équation , au lieu de x ; je trouve 

pour résultat — o, 183 , c'est-à-dire, une quantité négative. 

Donc puisque — z , ç a donné un résoltat positif, & que — %, f 

en donne un négatif, la valeur de x, est entre - 2,5 & - 2, 7 ; 

or ces deux nombres ne diffèrent que de o , 2 qui est plus petit 

que le dixième de chacun d'eux ; donc la valeur de x est ( en 

prenant un milieu entre deux ) — 2,6a moins d'un dixième 

jprès. 
Ayant ainsi trouvé un nombre qui ne diffère pas de x', 

d'un dixième de la valeur de cette même quantité
 â
 je suppose x 

égal à ce nombre plus une nouvelle inconnue \ ; c'est-à-dire , 

ici, je suppose x=— 2, <5 + ^ ; & je sobstitue cette quantité, 

au lieu de x, dans l'équation ; mais comme \ est tout aù plus m 
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dixième de la quantité 2, 6; que par conséquent íón quarré íêrat 
tout au plus la centième partie du quarré de celui-ci ; íôn cube 
tout au plus la millième partie du cube de celui-ci, & ainsi de 
íûite ; je néglige dans cette substitution toutes les puissances 
de ^ au dessus de la première; & afin de ne pas faire de calculs 
inutiles, je n'admets dans la formation du cube de — 2, 6 4- £ 
( & des autres puissances s'il y en avoit) que les deux premiers 
termes que doit donner la règle donnée ( 149 ). 

Pour substituer avec ordre, j'écris comme on le voit ici; 

x'=f~2, á-f-ïJ! = (— 2,tíJ'-f-3 (—•*> 
— JJC = — j (— 2, 6 + 1)=— 5 (. — 1,6) —

 5Ï 
-f-6 =4- 6 

Réunissant donc , j'aurai pour le résultat de la substitution , 
(—z,6)'-+-ï{ — z

t
6)1.T[-^.(-z,6}-

 f
j 4- 6 = o, ou, en 

faisànt les opérations indiquées, & les réductions ,15 , 2 8^ -4-

;i,424=0 ; d'où jetire \—— 1 >4'* , qui en réduisant endé-

cimales, donne | = —o, 09 ; quantité dans laquelle je ne 
poulie la division que jusqu'à un chiffre significatif seulement. 
En général, il ne faut la pousser, que jusqu'à autant de chiffres 
significatifs, fy compris le premier qu'on trouvej , qu'il y a de 
places entre celui-ci, & le premier chiffre de la première valeur 
approchée de x : ici entre 9 f qui est le premier chiffre signi-
ficatif du quotient 0,0.9) & 2 (qui est le premier chiffre de 1,6) 
première valeur approchée de x, il n'y a qu'une place ; c'est 
pourquoi, je m'arrête au premier chiffre significatif p. 

La valeur de x , savoir x =—2,6 -f- 3, devient donc A: = 

— 2,6 —0,09 , c'est-à-dire, x = — 2,69. 

Pour avoir cette valeur de x plus exactement, je íûppose ac-
tuellement x——7,69-hi; 

J'auraidonc x' = (—2,69)54-3f- i>^2.' 
—5 f—2 69) -yt 
4- 6 =-4—6 

Et par conséquent après les opérations faites, —0,015-10$ 

14-16,70831 = o , d'où je tire t = °'
CI

*'
05

'
 1

 qu
;
 revîent à 

1=0,000904. 16,7083 
La valeur de x , savoir x= — z ,69 + r, devient donc 

x=z— 2,69 -f- 0,000904=—-2,689096-

Si l'on veut pousser plus loin, on feraxac—2,68909^ 
4- u, & on se conduira de la même manière, 
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Prenons, pour fécond exemple , l'équation « ,] 

x* — 4^'-jx-t-i7 = o. 
En s'y prenanr comme ci-dessus , on trouvera que la valeur 

de x approchée à moins d'un dixième près, est 1,3. 
Je fais donc x = 2,3 -f- 5. J'aurai, en substituant, & néglw 

géant zj1, \} , &c. 

—4x'=—4(2,3 ;*-i2)i,3;
lî 

— ix—— 3 (1,3; — 3ï 

-+-*7== -h 17 
Donc, toute réduction faite,—0.5839—17,812^=0, & paS 

°»s839 . í 
conséquent x — —— =—0,03 ; je me borne aux cenne^ 

17,811 
mes , par la même ration que ci-dessus. La valeur de x efl 

donc x sfcj 1,3 --■ 0,03 — 1,17. 
Pour approcher davantage , je fais x = 1,27 -+- í, & substi-

tuant, j'aurai «j 
*4—(1,27,)*-4-4 s 1,17)» í 

_
4Af

i —_ 4(1,27 )3 — 11 ( 2,17 j1 í 

—
3

x = — 3 (2,27 ) —3 í 

-+- 27 — H- 27 
Donc, toute réduction faite , —0,04^5359-18,046468^=0; 

0,04595359 
d'où l'on tire t = =—0,002 5 , & par conse-i 

18,046468 ' r 

«juent «=2,2675. • 

Réflexions fur la Méthode précédente. 

117. La méthode que nous venons d'exposer , & qui est dûe 

à Newton, exige , comme on vient de le voir , que l'on trouve 

deux nombres, qui, substitués dans l'équation, donnent deux ré-

sultats dont l'un soit positif & l'autre négatif. Nous avons dit 

qu'il y auroit toujours une racine de l'équation qui sèroit com-

prise entte les deux nombres qui ont donné ces deux résultats ; 

& cela est facile à voir. Car si l'on supposé que la plus petite: 

valeur de x soitrepréscntée par a, & que celle qui est immédiat 

lement plus grande, soit ^ , en sorte quex—a & x—b soient 

deux facteurs de l'équation , il est visible que si au lieu de x on 

substitue un nombre positif plus petit que a, x—a devient né-< 

gatif. Et si l'on substitue un nombre positif plus grand que a , 
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mais plus petit que b, x—a deviendra positif ; St le produit des 

autres facteurs sera de même signe que dans le premier cas ; 

dortc puisqu'il n'y a que le facteur x— a qui a changé de signe
 8 

alors, le produit total changera sûrement de signe. On dé-

ihontreroit la même chose , si le pluspeit facteur, au lieu d'être 

x—a, étoit x~\-a, mais en subiHtuant des nombres négatifs. 

Mais ne peut-il pas arriver qn'il n'y ait aucune valeur réelle , 

íòit positive , soit négative, qui substituée pour * , donne deux 

résultats de signe contraire ? 

Cela peut arriver dans trois cas ; i°, lorsque les racines sent 

égales deux à deux , quatre à quatre, &c. 

i° , Lorsque toutes les racines sont imaginaireSt 

3 °, Lorsqu'elles sont en partie imaginaires & en partie égales 

deux à deux. 

Par exemple, une équation qui seroit formée de ces quatre 

facteurs x-a , x-a , x-b , x-b, c'est-à-dire , l'équation ( x-a)% 

X ( x—b Y —o , ne change jamais de signe , quelque valeur 

qu'on mette pour x, soit positive, soit négative. En effet, soit 

que x—a seit positif, soit qu'il soit négatif, son quarré est tou-

jours positif, U en est de même de x—b. 

Quant au cas où toutes les racines sent imaginaires , il est 

évident qu'il n'y a aucuns nombres réels à substituer pour x qui 

puissent donner deux résultats de signe contraire ; car si cela 

arrivoit, la valeur de x seroit donc entre ces devJx nombres 

réels ; elle seroit donc réelle ; ce qui est contre la scpposition. 

Enfin le troisième cassiiit immédiatement des deux que nous 

Tenons d'examiner. 

Que doit-on donc faire alors , pour ayoir les racines ? C'est 

ce que nous allons examiner. 

De la manière d'avoir les racines égales 

des équations. 

228. Pour avoir les racines égales qu'uneéquation peut ren-

fermer , multiplie^ chaque terme par Vexposant de x dans et 

méme terme, & diminue^ cet exposant, d'une unité; vous aurez\ 

tinenouvelle équation. Cherche\ Le plus grand commun diviseur 

entre cette derniere, & l'équation proposée, il sera composé 

des racines égales de celle-ci , mais élevées à une puissance 

moindre d'une unité. 

Par exemple, réquation......,.,».,....,.... 
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** — zax* ■+■ a1»1 — zaïbx •+■ albl = o 

— zbx! ■+■ qabx* — zab*x 

est le produit de ( x—a)* par (x ■—b)*. 

Si vous multipliez chaque terme par rexpoíânt de x, St 
Û vous diminuez, l'exposant, d'une unité, vous aurez, en 

faisant attention que l'expoíânt de x dans le dernier terme , 

est zéro ,.. • 

4*5 — 6axl -+- iazx — zazb as o, équation dont le di-i 

— 6bx* -+- %abx — zab% 

-f- zbzx 

viíêur commun avec l'équation proposée, est — ax+ab^ 

— bx 

qui n'est autre chosê que (x— a) (x — b) dans lequel on voít 

les mêmes facteurs que dans ( x — a)% xsx — by, avec cett» 

différence seulement que dans ce commun diviseur, ils y sent 

à une puissance moindre d'une unité. Voici la démonstration 

de cette règle. 

Nous avons vu (1^9) que 

(x -t-b)m xm -*r m. xn - ' b -*r m . -—- .x""1 b* 
1 

m - 1 m-z _ 
•4-m. . xm-ibh 

z î 
Concevons que dans le second membre, on multiplie chaque 

terme par l'exposant de x, & qu'on diminue cet exposant d'une 

unité , on aura 

mxm '-+• m., m 1 xm" 1 b-hm . .m-
i 

m - 1 m - z 
SB» - Î b

%
 -+- m . I . . m - x . x

m
 " * h » &c. 

Or cette quantité n'est autre chose que. , p m 

m (x
m

 "
 1

 -f. m - í x
m

 "
 1
 b-\- m - 1 . -—* x

m
 " » b* 

• . """*"~"" m - Z 771-3 _ 

»+- 771 - I . ?
 X

m * b » &C 

1 3 
c'est-à-dire f 149 ), qu'elle est précisément m(x -h B)""1. 

Concluons donc que lorsqu'on multiplie les termes quï 

composent la puissance m dn binome x -f- b, chacun par l'ex-

posant de x, dans ce terme, ce produit est précisément la puiP-

since kniuédiatement inférieure, multipliée par l'exposant de 
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puissance actuelle. La règle est donc démontrée póur ïtí 
1* où toutes les racines sont égales. 

Suppnsòns actuellement que l'on ait (x ■+• b)
m xf» + d)" , 

en développant de même (x-i-b)
m

 & (#-+- d)
n

, & multipli-

ant les deux résultats l'un par l'autre; si vous multipliez en-

suite chaque terme , par l'exposant de x, vous trouverez de 

même par le calcul, que le résultat n'est autre chose que 

m (x -f- b)
m

 -
 1

 x (x -.- d/ -f- n (x -f- b)
m
 x (x -f- á)« -

dont le commun diviseur avec (x -+- b)m x (x -+- est 

(x -f- "
 1
 x {'x -t- d'j'' "

 1
 & ainsi de suite , quelque soit 

le nombre des facteurs x -+- b ; x -t- d, &c. 

2?É /sl manière d'avoir les Racines imaginaires 

des Equations. 

229. Quoique les racines imaginaires des équations , soiení 

ïùseeptibies de bien des formes différentes selon le degré de l'é-

quation , néanmoins on pci.t les ramener toutes à cette forme 

»:■. a-^-by —]. a Si b étant de quantités réelles positives ou né-

gatives. La démonstration rigoureuse de cette proposition , nous 

meneroit trop loin : on la trouvera dans les Me'm. de L'Acad. de 

JJíitlin, an. 1746, où M. d'Alembert, Auteur de cette démonstra-

tion, fait voir qu'en même-temps qu'une des valeurs de x peut 

être représentée par a-+-b y—1 , il y en a une autre qui doit 

être exprimée par a—b y'—-1 ; d'où il fuit i° , qu'il n'y a que 

ïes équations de degrés pairs qui puissent avoir toutes leurs ra-
cines imaginaires. 

2 9. Qu 'une équation qui a toutes ses racines imaginaires , est 

décomposàble en facteurs du second degré de cette forme 

(x—a—í V —i)y,íx—a+b V—1 : c'est-à-dire, en fac-

teurs réels du second dégré; puisqu'en fai ant la multiplication, 

on a x'—zax-\-aa-$-h[; ; quantité où il n'y a plus dimaginaires, 

Donc, lorsqu'une équation a toutes ses racines imaginaires, 

íi l'on cherche à la décomposer en facteurs du second dégré tels 

que xz -f- gx -t- h , [ ce que l'on fera de la manière qui a été 

indiquée (1x3 )], l'équationen h aura sûrementquelques racines 

réelles ; donc on pourra toujours avoir ces racines, au moins 

par approximation. Donc dans quelque équation que ceseit, 

on peut toujours avoir les racines soit réelles
}
 soit imaginaires, 

au moins par approximation, 

SECONDE 
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SECONDE SECTION; 

Dans laquelle on applique /' Algèbre 

à C Arithmétique & a la Géométrie. 

2 3 O» D A N s le petit nombre d'applica-

tions que nous avons données dans la Sec* 

tion précédente , on a dû remarquer que 

lorsqu'une fois une question a été mise en 

équation, ce qui reste à fake pour parvenic 

à la résolution , est uniforrrre pour touteo les 

questions du même degré. Tout se réduit à 

dégager l'inconnue ou les inconnues ; & cela 

íé fait par des règles qui font toujours les 

mêmes
3
quelque diífétentes que puissent être 

d'ailleurs les quantités que l'ona à considérée 

dans chaque question, & quelque différentes 

que soient elles-mêmes cesquestions,pourvu 

qu'elles soient du même degré. 

Ces règles dispensent de beaucoup de rai-

sonnements qu'on auroit à faire fi l'on vouloic 

se passer du secours des équations ; raison-

nements qui, indépendamment de leur nom-

bre , seroient encore souvent par leu r nature , 

au-dessus des efforts ordinaiies de ì'efprit. 

ALGÈBRE, R 

; 
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Nous avons faic pressentir aussi, par quel-

ques exemples, combien il étoit avantageux 

de représenter, par des lignes généraux , 

chacune des quantités qui entrent dans uns 

question , ainsi que les opérations que Ton a 

à faire íur elles ; mais indépendamment des 

avantages que nous avons vu devoir résulter 

de cette méthode , il en est encore un grand 

nombre d'autres que nous allons faire con-

noître en présentant les équations fous un 

point de vue plus étendu quenous ne l'avons 

fait jusqu^ici. 
Lorsque l'on a représenté d'une manière 

générale chacune des quantités, soit con-

nues, soit inconnues _, qui entren: dans une 

question , & que l'on a exprimé , par des 

équations , toutes les conditions qu'elle 

xenferme , on peut alors abandonner tota-

lement de vue la question , pour s'occuper, 

uniquement de ces équations & de Pap-

piication des règles qui leur conviennent. 

Alors fi l'on a bien présent à I'efprit ce que 

l'on est convenu d'entendre , soit par les 

lignes, soit par la disposition des lettres , 

chaque équation devient, comme un livre , 

où l'on peut lire , avec plus de facilité , les 

différents rapports qui lient les quantités les 

unes aux autres. On peut, par différentes ap-

plications des règles exposées dans la pre^ 
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rniere Section, donner à ces équations de 

nouvelles formes qui rendent encore ces 

rapports plus faciles à saisir. En un mot , 

on peur les considérer comme le dépôt des 

propriétés de ces quantités, & des solutions 

générales d'un grand nombre de questions 

qu'on n'avoit point en vue, qu'on ne soup-

çonnoit pas même tenir de fi près à la ques-
tion principale» 

En effet, puisque les règles qui fervent à 

trouver les valeurs des inconnues, ont toutes 

pòur objet de ramener chaque quantité in-

connue à former feule le premier membre 

d'une équation dont le second seroit com-

posé de toutes les autres quantités, & que 

ces règles font évidemment applicables à cha-

cune des quantités qui entrent dans ces équa« 

tions, il est visible qu'en peut toujours, par 

ces mêmes règles, parvenir à avoir feule dans 

un membre, l'une quelconque des quantités 

qui entrent dans une équation, & n'avoir 

que les autres dans le second membre. Alors 

on est dans le même cas que si l'on avoit eu à 

résoudre la question cà toutes ces dernieres 

íeroientconnues, & celle-là, feule, .incon-

nue. On voit donc qu'une même équatioa 

résout autant de questions différentes qu'elle 

renferme de quantités différentes. Rendoni 

cela sensible pa* des exemples. 
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Propriétés générales des progrejjìons 

arithmétiques. 

231, Nous avons vu ( Arith. 206), 

qu'un terme quelconque d'une progreslìon 

arithmétique croissante étoitcomposé du pre-

mier, plus autant de fois la différence com-

mune , qu'il.y a de termes avant celui que 

l'on considère. 
Si donc on représente par a la valeur nu-

mérique du premier terme ; par u , celle du 

terme dont il s'agit; par d, la différence 

commune , ou la raison cle la progression; 

& enfin par n , le nombre total des termes : 

alors le nombre des termes qui précédent 

le terme u , fera exprimé par n — x ; & la 

proposition que nous venons de citer pourra 

fe traduire en langage algébrique, par cette 

e'quacion ; u ~~ a H- {n — 1 ) d, qui résout la 

question cù connoifsant la raison d d'une pro-

gression, le nombre n des termes, & la valeur 

a du premier, on demanderoit quelle doit 

être la valeur du dernier u. 
Mais puisqu'il entre quatre quanttés dans 

cette équation, je dis qu'elle résout quatre 

questions générales. En effet, 

i° , Si l'on regarde a comme l'inconnue , 

& que l'on en cherche fa valeur, suivant les 

règles de la première Section
 3

 on aura 
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il—u — (n — i) ci y qui nous apprend que. le 

premier terme d'une progression- arithméti-

que croissante se trouve en retranchant du 

dernier u, la différences prise n — í de fois> 

c'est à-dire, la différence prise autant de fois 

moins une qu'il y a de termes en touc 

2;° , Si l'on regarde n comme lfinconnue , 

l'équation u — a ■+■ (n — i) d, qui n'est autre 

chose que u — a -h ni— d, donne en trans-

posant, nd — a — a H- d, & en divisant, 
u—a-+-d u—a. . , • 

n — —-— — ——r- Î j.qui m apprend que 

eonnoifsant le premier terme a , te derniers 

& la raison d. d'une progression arithmé-

tique , je saurai combien il y a de termes , 

en retranchant le premier du dernier, divi-

sant le reste par la raison d, & ajoutant une 

unité au quotient. Par exemple, si je sçais 

que le premier terme d'une progression est <ç
9 

le dernier 37 , m la différence 2 ; de 57 je 

retranche 5 , ce qui me donne 32 qui étanc 

divisé par la différence 2 , donne 16 auquel 

ajoutant 1, j'ai 17 pour le nombre des termes 
de cette progression. 

3°, Enfin, (í je regarde d comme 1'irt-. 

connue dans l'équation u — a -h (n1J d, 

j'aurai, en transposant, (n — \ jId — u —Í£J 

& en divisant par«<— ^4»^» quim'ap-

prend que pour eonnoître la différence qui 

Riij 
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doit régner dans une progression arithmé-

tique , dont le premier terme, le dernier & lô 

nombre des termes font connus , il faut re-

trancher ie premier du dernier , & diviser 

le reste par le nombre des termes moins un. 

Cette règle revient à celle que nous avons 

données {Arith. 209 ) pour trouver un nom-

bre déterminé de niOyennes proportion-

nelles entre deux quantités données. Nous 

avons dit qull falloit retrancher la plus petite 

de la plus grande, & diviser le reste par le 

nombre des moyennes augmenté d'une unité, 

ce qui est évidemment la même chose, puis-

que le nombre des moyennes est moindre de 

deux unités que le nombre total des termes 

de la progreíììon. 
La feule équation u — a-\-(n -*- 1) d

 9 

nous donne donc la résolution de quatre ques-

tions générales, c'est-a-dige, nous met en 

état de résoudre celle-ci qui les comprend 

toutes quatre : de ces quatre choses, le pre-

mier terme, le dernier, le nombre des termes 

& la différence d'une progression arithméti-

que , trois quelconques étant connues, trou-

ver la quatrième. 
1 3 2. Toute autre propriété générale, 

énoncée austî d'une manière générale , nous 

conduira par les mêmes moyens, à la réso-
lution d'autant de questions différentes qu'il 
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entrera de quantités dans l'énoncé de cette 

propiiété. 

Par exemple , c'est encore une propriété 

des progreffions arithmétiques, qutpour avoir 

la somme de tous les termes de quelque progrès' 

sion arithmétique que ce soit, il saut ajouter le 

premier terme avec le dernier, & multiplier le 

résultat par la moitié du ncmbre des termes. 

Ainsi, pour avoir la somme des cent pre* 

miers termes de la progression 1. 3. 5. 7* 

&c. dont le centième est 199 : au dernier 199 

j'ajouterois le premier terme 1 , & je muiti-

plierois le résultat 200 , par 5:0 , qui est la 

moitié de 100 , nombre des termes-, ce qui 

me donne 10000 , pour la somme des 100 

premiers nombres impairs. 

Nous allons démontrer cette propriété 

dans un instant ; mais pour ne point perdre de 

vue notre objet, fi en conservant les mêmes 

dénominations que ci-devant , nous nom-

mons , de plus , s la somme de tous les ter-

mes ; nous aurons pour la traduction algébri-

que de cette propriété s — (a-ìru) x 

Cette équation nous met en état de ré-

soudre cette question générale qui en com-

prend quatre. De ces quatre choses , le premier 

terme, le dernier , le nombre des termes , & la, 

somme de tous les termes d'une progression aritfe* 

R iv 
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métique, trois étant connues, trouver la q1*16! 
En effet, i° , si l'on connoît a , u & n , 

l'équation donne immédiatement la valeur 

de s. 2° , Si Ton connoît a, u & i, pour 

avoir'/z, on chassera le diviseur 2, & l'on 

aura zs = sa-+- uj.x n ou fa-h uj x n — zs; 

•fie en divisant par a-hu, n== -—- équation 

où n est connu, puisqu'on suppose que l'on 

connoît les quantités a, u & Í qui entrent 

dans fa valeur. 3
0 & 40, Si l'on connoît a, s 

&/z,oua,í&/z,ôc que l'on veuille avoir u 

ou , on reprendra l'équation s = fa-h-u) x-^-j 

chassant la fraction, on a — fa -f- x ny 

divisant par n, il vient a u ~ ~j d'où l'on 

tire u — — a ) (\ul satisfait à la première 

question, & « = ——u
}
 qui satisfait à la 

seconde. 
Démontrons maintenant la propriété que 

nous venons de supposer, 
II est évident que si nous continuons de re-

présenter le premier terme par a, & la diffé-

rence par d
y
 nous pouvons représenter toute 

progression arithmétique croissante par la sui-

vante ~a. a-Jrda-Jrzd.a-+--}d.a-{~4
[
d.a.-\-$d. 

a~\-6d, &c. Concevons que, fous cette 

progression arithmétique , on fasse répondre 

terme pour terme, la piême progression | 
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rìiais dans un ordre renversé , on aura ... . 

-î— a.a-i-d.a zmkìd.a-h qd.a-i-jd.a-i-6d, 

~- a -i-6d.a -f- jd.a -+- qd.a-h id.a -t- xd.a-k-d.a. 

Comme ces deux progressions font égales , 

ii est évident que la somme des termes de 

l'une des deux, est la moitié des deux réu-
nies ; or fi l'on y fait attention, on voit que les 

deux termes correspondants font & doivent 

toujours faire une même somme, & que cette 

somme est celle du premier & du dernier 
terme de la première progression, réunis ; 

donc la totalité des deux progreffions se trou-

vera en ajoutantîe premier & le dernier terme 

de l'une
}
 ôt prenant ce résultat autant de fois 

qu'il y a de termes ; donc pou r l'une feulement 

de ces deux progreffions , il faudra ajouter le 

premier & le dernier, prendre ce résultat , 
seulement moitié autant de fois qu'il y a de 

termes, c'est-à dire, le multiplier parla moi-
tié du nombre des termes. 

2 3 3* ï-es buit questions générales que 
nous venons de résoudre , tiennent donc-

à deux principes seulement, savoir, celui 

que nous avons énoncé (231 ) & celui quâ 

nous avons énoncé ( 232). Et puisque ieuc 

résolution se tire immédiatement des deux 
équations qui font la traduction algébrique 

de ces deux énoncés, on voit comment, à 

laide de l'Algebre , on peut faire découler 
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d'une même source toutes les vérités quî eiî 

dépendent. 

Quoique ces propriétés ne s:ient pas 

toutes également utiles, cependant comme 

elles font simples, elles en fout d'autanc 

plus propres à faire bien sentir l'usage des 

équations. C'est pourquoi nous continuerons 

d'exposer cet usage, en les prenant encore 

poúr exemple. 

Dans ce que nous venons d'exposer, nous 

n'avons considéré qu'une feule équation à 
la fois. Mais si deux ou un plus grand nom-

bre d'équations qui expriment des propriétés 

différentes de quelques quantités, se trou-

vent avoir quelques-unes de ces quantités 

qui leur soient communes, alors on peut 

encore en dériver un très-granà nombre 

d'autres propriétés , & cela avec une très-

grande facilité. Par exemple , les deux équa-

tions fondamentales des progressions arith-

métiques, savoir u~ a-\-(n — i^c/ôc s = 

fa -i- u) x —, ont trois quantités communes 

entr'elles , sçavoir a . u & n. Si l'on prend 

successivement dans chacune de ces deux 

équations la valeur de l'une quelconque da 

ces troií quantités, & si l'on égale ensuite 

ces deux valeurs, on aura une nouvelle 

équation dans laquelle cette quantité ne fera 
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plus,& qui exprimera le rapport que les 

quatre autres ont entr'elles, indépendam-

ment de celle-là. Par exemple, si je prends 
dans chaque équation la valeur de a , j'aurai 

ces deux valeurs a —u—(n—ìj d, ÔC 

a = -■- — u ; donc en égalant, j'aurai u —« 

(n — ij d==^ — u, équation de laquelle, 

en considérant successivement u , n, d & s 

comme inconnues , je tirerai , comme ci-def-

sus^ quatre nouvelles propriétés générales 

des progressions arithmétiques. Par exemple, 
en regardant s comme inconnue, je tirerai 

mu—n. (n — i) d . , i 
s = — qui me donne le moyen 

de connoître la somme d'une progression 

arithmétique, par le moyen du dernier terme,' 
de la différence, & du nombre des termes, 
puisqu'il n entre que ces trois quantités & 

des nombres connus, dans le second membre. 

Si au lieu de chasser ou d'éliminer a, nous 

eussions éliminé u, ou n, nous aurions 

eu , de même, pour chaque élimination, 

une nouvelle équation qui auroit renfermé 

quatre des cinq quantités a , u, n , d, s : 6c 

en considérant successivement chacune de 
ces quatre quantités, comme inconnues, on 

tireroit de chaque nouveile équation quatre 

nouvelles fojdpsses, qui sont autant d'ex-
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pressions différentes des quantités a, u, n, 3^; 
expression dont chacune a son utilité parti-

culière , selon que dans la question qu'on pro« 

posera relativement aux progressionsarithmé-

tiques , on connoîtra telles ou telles de ces 

quantités. Par exemple, fi l'on me demandoit 

la somme de tous les tarmes d'une progression 

arithmétique dont on me feroit connoître, 

le premier, la différence, & le nombre des 

termes ; alors comme le dernier terme m'eíl 

inconnu, j'éliminerois u, & j'aurois une équa-

tion qui ne renfermant plus que a
}
 n

 ì
 d & s, 

me feroit aisément connoître s. 

Concluons de-là que les deux équations 

u~a -h (n—i) dtk s = sa-i-u)x donnent 

la résolution de toutes les questions qu'on 

peut proposer sur les progressions arithmé-

tiques, lorsqu'on y connok, immédiatement, 

trois des cinq quantités a, u ,n, d^s. 

Donnons ici quelques applications des pro-

gressions arithmétiques. 

I 3 4* Supposons qu'on demande combien-

la base d'une pile triangulaire de boulets , 

dont le côté feroit de 6, contiendroit de ces 

boulets. 
II est facile de voir que le nombre des 

boulets de chaque bande parallèle au côté 6 

( Fig. 2 ), va en diminuant ^ntinuellemertt 

de i 6c se réduit enfin à ì. z°
 3
 Que le nombre 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. a5> 

Ses bandes est 6. Donc il s'agit de trouvée 

la somme des termes d'une progression arith-

métique dont le premier est i, ie dernier 6 , 
ôc le nombre des termes 6. J'ajoute donc le 

premier i avec le dernier 6^, ôc je multiplie le 

résultat 7 , par 3 moitié du nombre des ter-

mes, ce qui me donne 21 pour le nombre 

des boulets de la baie de la pile. 

2 3 5* Nous avons vu, en Géométrie, que 

pour avoir la surface d'un trapèze, il falloit 

ajouter les deux côtés parallèles , & multi-

plier la moitié de leur somme , par la hauteur 

de ce trapèze. On peut démontrer cette 

même proposition par le principe que nous 

venons de donner pour sommer une progres-

sion arithmétique. En effet, on peut se re-

présenter le trapèze ABDC {Fïg. 3 ) comme 

composé d'un nombre infini de trapèzes infi-

niment petits, tels que b c ih , cdk i. Oc 

il est facile de voir qu'en supposant tous ces 

petits trapèzes de même hauteur , chacun, 

diffère de son voisin toujours d'une même 

quantité, savoir, du petit parallélogramme 

c ef g, en tirant ce ôt b f parallèles à h k ; cac 

gski est égal à bgih, & cd.e est égal à bcg , 

en sorte que le trapèze c i k i, a de plus que 

le trapèze b c h i, le petit parallélogramme 

ces g, qui fera toujours de même grandeur , 

tant qu'on supposera ces trapèzes de même 
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hauteur. Cela étant, tous ces trapèzes for-
ment, donc une progression arithmétique dont 

le premier terme est le trapèze contigu z AB, 

& ie dernier est le trapèze contigu à CD; 

donc pour avoir la totalité de ces trapèzes , 

ou la surface du trapèze ABDC, il faut pren-

dre les deux petits trapèzes extrêmes ôc les 
multiplier par la moitié du nombre de tous 

îes trapèzes / mais comme on les suppose infi-
niment petits, on peut prendre à la place des 

deux trapèzes extrêmes, les deux lignes AB 

& B D ; & pour le nombre des trapèzes, on 
peut prendre la hauteur IH; ii faut donc mul~ 

eíplicr la somme des deux lignes AB ôc CD , 

par la moitié de la hauteur ///, ou la moitié 

de la somme des deux lignes AB ôc CD, paf 

la hauteur IH. D'où l'on voit que fi AB est 

zéro , auquel cas le trapèze dégénère en 
triangle , il faudra multiplier la base de ce 

triangle , par la moitié de fa hauteur , ce qui 

s'accorde parfaitement avec ce que nous 

avons démontré en Géométrie. 

De la sommation des puissances des 

termes d'une■ progrejjion Arithmé-

tique quelconque. 

2 3 6. On vient de voir que le principe 

de la íammation des termes d'une progrès-
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Bon arithmétique peut avoir quelques appli-

cations en Géométrie. II en a encore dans 

plusiecrs autres rencontres. II est, par exem-

ple, la base de la sommation des quarrés 

des cubes, &c, des termes d'une progression 

arithmétique ; & la sommation de ces puis-

sances a auíîì son utilité. Nous allons nous 

en occuper un moment. Mais auparavant, il 

est à propos de faire observer que quand on 

se propose de sommer une suite de quantités 

qui croissent ou qui décroissent suivant une 

loi connue
}
 l'objet est de déterminer la somme 

de ces quantités par la connoissance de quel-

ques-unes d'entr'elles, de leur nombre, & de 

la quantité qui marque la loi de leur augmen-

tation ou de leur diminution. 

Pour résoudre cette question, on peut tou-

jours , comme pour tout autre , faire usage 

du principe que nous avons donné ( 67 ). 

Mais comme ce principe suppose que si l'on 

connoissoit la quantité cherchée, on feroit 

en état de la vérifier, ce qui ne peut se 
faire sans connoître au moins quelques-unes 

de ses propriétés , essayons donc de trouver 

les propriétés des fuites des quarrés, des 

cubes, &c, des nombres en progression arith-
rnétique. 

Soient donc a, h , c, d, ôcc., plusieurs 

nombres en pro^reífion arithmétique dont 
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la différence soit r. On aura i0, ^ — û-f-r,' 

c — b-+- sjd — c -f- r
s

e — d~{- r. 

z°.En quarrant, on aurab2 = a%-h zar-H 

/■I,c2=èî + z^r + /-1, d1 — S-hzcr-h. 

r*, t* -= d11 d r-h r\ 

3°. En cubant, on aura, h3 — a1 -4- 3 a V 

3cV-+- 3C/-M-r3, e3=rf3-f- jífV— 3 r\ 

Si l'on ajoute maintenant les équations des 

quarrés , entr'elies , ôc celles des cubes auíïî 

entr'èlles , on aura , après avoir effacé les 

termes égaux ôc semblables qui fe trouveront 

dans différents membres, 1 °, e1 = a* -f- 2ar 

H- zhr-h zcr-h- zdr ■+• qr* ou ez — a% H- zr 

c-hí^ -+- <jr2 ; ôc l'on voie qu'en 

général si le nombre des quantités a, b, c, d, 

&c, étoit marqué par n, que la derniere fût 

marquée par u, ôc la somme de toutes ces 

mêmes quantités, par s\ on auroit u^^^a* 

-i- z r (s'— u) -i- (n — ìj /■', car zr est mul-

tiplié par toutes les quantités a, b, c, ôcc, 

excep:é la derniere, ôc r2 est ajouté à lui-

même autant de fois qu'il y a d'équations, 

c'est-à-dire, autant de fois moins une qu'il y 

a de quantités a, b, c, ôcc. Or cette équa-

tion renfermant s', il est aisé d'en tirer la 

valeur de cette quantité , ôc par conséquent 

l'expression de la somme de tous les termes 

d'une progression arithmétique. Cette valeur 
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de s' est s' = —4-a. 
T. r • 

Ì°. Si l'on ajoute de même les équations 

des cibes, on aura après avoir effacé les 

quantités semblables ôc égales qui se trou-

veront dans différents membres e3=a}~i-^a2r 
•+- 3 b V-+- *<;

3
 r -i- 3 <f/- H- 3 <2r

2
 -H 3 3r

2
 -+- 3 crS 

C'est-à-dire, eì=aî-h3rsa'-hb*-+-t'--hd*J 
'•■+• fa-+- b -h c -h dj -f-4/ 3, où l'on voie 
que la quantité qui multiplie 3 r, est la somme 

de tous les quarrés excepté le dernier ; que la 

quantité qui multiplie ^r*
 3
 est la somme de 

toutes les quantités excepté la derniere, ÔC 

qu'enfin le Cube r* a'été ajouté à lui même 

autant de fois qu'il y avoit d'équations, c'est-

à-dire , autant de fois moins une qu'il y a de 

quantités ; par conséquent, en général, ôc en 

nommant s", la somme des quarrés, u le der-

nier terme j on aura w
3
 == a14- 3/" (s"— u1 ) 

<-\-ir*(s' — u) (n— \)r\ 
Donc , connoissant le premier terme , le 

dernier , la différence r & le nombre des 

termes , on pourra avoir, par le moyen de 

cette équation , la valeur de s", c'est-à-dire , 

de la somme des quarrés ; car la quantité s' a 

été déterminée ci-deffus.'Si donc on sub-

stitue pour s', sa valeur, on aura u? = a? -H 

y(s»-u*) A^^Z^Y^h 
ALGÈBRE* S 
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ou iv> = za
%
 ~-h 6rs"— 6 ru* -f- $ru

%
 — 3 ra* 

— 3 . # — i> 2. n — i.r
3

, qui après 

les opérations ordinaires, donne . » .fp . . 
izi'— isl'-f- ITK* -f- ^ra1 -f- n—i . r* 

s" = ——— 

Si l'on prend de même les quatfiemes pui£ 

sancesdes équations b—a-\-r
3
 c=h~hr &c, 

qu'on les ajoute & qu'on les traite de la même 

manière, on trouvera de même la somme des 

cubes. On s'y prendra de même pour trouves 

la somme des puissances plus élevées. 

2,37* Donnons maintenant quelques 

applications de la somme des quarrés. 

Si l'on suppose que la progression arithmé* 

tique dont il s'agit, soit la fuite naturelle des 

«ombres , à commencer par Funité, c'est-à-

dire , soit 1, 2, 3 , &c. 
Alors on auraa= 1', r — 1 & u —n; car 

en général, u est = a -4- n — 1 . r
3
 qui de-

vient ici, u — 1 -+- n — 1 = n. La valeur de 

s" deviendra donc s f= 9 

c est-adire, s" = \ = n - -,—— 
6 6 

n-+-1. tn -+- 1 

—r—; 
Supposons maintenant qu'on veut savoir 

combien il y a de boulets dans une pile 

quarrée dont on connoît le nombre des bou-

lets d'un des côtés de la base. II est évidene 
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ífue cette pile est composée de rangs paral-

lèles à la base qui sont tous des quarrés dont 

le coté va continuellement en diminuant 

de i à compter de la base, ou en augmen-

tant de i à compter du sommet. La totalité 

est donc la somme des quarrés de la fuite na-

turelle des nombres, prise jusqu'au nombre 

n qui marque le nombre des boulets d'un 

des côtés de la base : cette totalité est donc 

exprimée par —; c eít*a*aire, que 

pour savoir, il saut suivre cette règle ...» 

Au nombre des boulets d'un des côtés de la basè 
& à son double ajouts un ; multiplie^ les deux 

résultats l'un par Vautre , & leur produit par 

le nombre même des boulets ; & prene^ le sixiè-
me de ce dernier produit. Par exemple., sì la 

pile quadrangulaire a 6 boulets de cotés ; à 6 

6c à son double 12, j'ajoute 1 , ce qui me 

■ donne 7 & 13 , qui multipliés l'un par l'autre 

font 91 ; je multiplie celui-ci par 6, Ce quî 

fait 5"4^, dont le sixième 91 est le nombre des 
boulets de la pile. 

Lorsque la pile n'a point pour base un 

quarré , mais un parallélogramme , il faut la 

concevoir partagée en deux parties {Ftg* 4) 

dont l'une est la pile quadrangulaire donc 

nous venons de parler, & dont l'autre est 

un prisme dont on évaluera la totalité des 
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boulets en multipliant le nombre des boulets' 

Contenus dans le triangle FBG par le nombre 

des boulets de l'arrête BC. Quant au nombre 

de boulets contenus dans le triangle BGF
S
 on 

î'aura en multipliant la moitié du nombre des 

boulets du côté FG par ce nombre augmenté 

de Ï . 

238 - Nous avons vu en Géométrie que 

pour avoir la solidité d'une pyramide ou d'un 

cône quelconque, il falloit multiplier la sur-

face de la base, parle tiers de la hauteur. On 

peut le démontrer aussi par la formule de la 

somme des quarrés. Mais auparavant, il faut 

remarquer que si dans la formule ......... 

s"=z -, on íuppoíe que le nom-

bre n des termes est infini, cette formule se 

réduit à s" = ~ ou à cause que u = n , ainsi 

que nous lavons vu ci-deffus, s" =
 u

-~ 

— u
2
.~. Ep effet, supposer que n est infini, 

c'est supposer qu'il ne peutplus être augmenté 

par aucune quantité finie : ainsi pour que le 

calcul exprime la supposition qee l'on fait, 

que n est infini, il faut nécessairement regar-

der /2-+-1 ôc n, comme étant la même chose,' 

ôc zn H-1 ôc an , comme étant aussi égaux 

entr'eux : alors la formule 

1, ' n. n-f-1. -f-1
 r

 , n n.n.zn 
— . íe change en s" tas——-• 
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p= — — _ = 71 x — Ì ou s" —u . — , en 
3 3 ' 3 ' 

mettant pour ra sa valeur «, dans if. 

Cela posé , nous avons démontré ( Géonié 

202 ), qu'en concevant une pyramide comme 

composée de tranches parallèles à la base, ces 

tranches étoient entr'elles, comme les quar-

rés de leurs distances St au sommet (Fig. j )j 

donc en concevant la hauteur partagée en 

une infinité de parties égales, les distances? 

suivront la progression naturelle des nom-

bres , & les tranches suivront celle de leurs 

quarrés : donc la somme des tranches se 

trouvera de la même manière que celle des 

quarrés ; or la formule s" = 1? . -j, fait voie 

qu'il faut multiplier le dernier des quarrés, 

par le tiers de leur nombre; il faut donc, 

pour avoir la somme des tranches, multi-

plier la derniere, c'est-à dire, la base, par le 

tiers du nombre des tranches, c'est-à-dire, 
par le tiers de ía hauteur. 

239. Si l'on veut avoir la formule générale pour la somma-

tion des puissances des termes d'une progression arithmétique 

quelconque , il faut remarquer qu'en général on aura. ^ 

ïn
=ut

a-i-mdm-'r+m d""2r2-i-m . —dm-'r^+8cc. 
• 1 • 2 3 

dn
=c

m-ì-m6'n-'r-i-m.— Í^-VM-CT. —. — '^í
r

t -f. &
c
. 

a 23 

C^^+mJ^r+m,— S™»V+m.—h*%> -f- ft* 
i 2 z 
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& par conséquent, en ajoutant, réduisant & représentant par 

stm~',stm"-,stm~s, &c , la somme des puissances m — 1, 

m-2 , , &c, de tous les termes, & par u le dernier terme, 

en aura en général. . 

u
m
 - a

m
+ mrísf ' '-u

m
' ') -f- m. —'

 r

% (stm"l— u
m

" *) ■+- &c. 

d'où l'on voit qu'en sûppofant successivement, m — \ , m — », 

Ï«=3 , m = 4 , &c , on aura les formules de la sommation de 

toutes les puissances. Car en soppolânt m = 1, ou zu — a-+- r 

(s i" u°); qr st" s 1 , c'est-à-dire , la somme d'autant d'unités 

qu'il y a de termes, & u°= 1. Enserre qu'au lieu deJi°-u°, on 

jjeut prendre n— 1. En supposant m — 1, on a u
1
 —a

1
 ■+- zr 

(st ity -+- r1
 'st"- u") , qui dornest puisqu'on connoit la valeut 

de st". Supposons m = ; , on eura u> - a
%
 -+■ ïrsst1- u-J-hir* 

(st-uj-^-ri fsí"-^) , qui donnera/f
!
, puisqu'on connoît/i & 

sc°. Enfin si l'un suppose m — 4, on aura u* = a' ■+■ t\r(stx
 - u') 

-h 6r
z (st1- - u}) -*-4'

! st u) + r" <,sta
-u°-) qui donnerast*, 

puisqu'on connoit J t*\si & .únsi de suite à Tinfini. 

140. Lorsqu'une fois on fait trouver la somme des puissances 

de plusieurs nombres en progression arithmétique, il est fort 

aisé de trouver celle d'une infinité d'autres espèces de pro-

gressions. Par exemple, si ayant une progression arithmé-

tique , teile que —— j .7. 11 ; 15 . 15 , &c. on conçoit qu'on 

ajoure successivement les termes, on formera la fuite 3,10, 

21 , 36 , 5 5:, &c , que l'on peut sommer. Et si l'on ajoute de 

même les termes de celie ci, on aura la fuite 5 , > 3 , 34, 70, 

izf , ê?c , quson peut pareillement sommer; il en sera de 

rnême des 'ermes de celie-ci, ajoutés de la même manière, & 

ainsi à 1 "infini. 
En effet, la somme des termes de la progression arithmétique

 % 

©st s = (a -4- u) x — . ou , en mettant pour u si valeur u == 
_ 2

 n 

a-4-r tf — 1, S=S- za + r. n— 1) x —, Ce:te valeur des 

s '■' 'to-.'" 1 

exprime donc un terme quelconque de la seconde suite. Donc 

pour avoir 1-a somme des termes de îa seconde fuite, il faut som-

mer la fuite des quantités que donnercút ( za^- r. n— 1) • — 

*n mettant successivement pour n tous les nombres de la pro-

gression naturelle 1
3
 s

 s
 3, &c. Or cette quantité ressent à 
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— n1 — — n, dans laquelle a & r restant toujours leí 
z z , 

mêmes , quelque valeur qu'on donne à n , il est clair que pour 

sommer toutes les quantités représentées par an, il luffit de 

sommer les quantités représentées par n ; & multiplier cette 

somme par a ; or la somme des quantités représentées par n, 

est la somme de la progression arithmétique des nombres natu-

rels. Le raisonnement est le même pour — n. A l'égard de — nz

t 

puisque r reste le même, quelque nombre que l'on substitue 

pour «,on sommera donc toutes les quantités représentées par??1, 

c'est-à-dire , qu'on prendra la somme des quarrés des nombres 

naturels, & on la multipliera par —. Ainsi pour la somme 

des quantités an, on aura a . (n-f- i) , — ; pour celles des 
r r ■ n 1 

quantités ^n, on aura — .n-t- i.— ; & pour celles des 

. , r ; r w' + in' + n 
quantités — n , on aura —. ; ensorte que la 

£ Z ^ 

somme des quantités an-k-—-n ~~~~~
n

i
 ou Ia

 somme de
s 

termes de îa seconde fuite , sora a . n -i- i . — _■_ _L 
z z • 

Ì723 -|- 571* 

6 — ~7,n "*~ — » 1
U

' ^ réduit à a.h +. r^ 

n »-t.«.s+i 
h r. ; « puisque chaque terme de la 

z «6 

troisième fuite, est la somme des termes de la seconde, on 

sommera cette troisième en sommant les différentes parties 

de ce dernier résultat, qui n'exigera encore que des somma-

tions des puissances de la fuite natureile.des nombres , & ainsi 

à l'infini. Si l'on supposé a — i, &
 r
 = i , c'est à-dire , si. 

ia progression primitive est la suite des nombres naturels, les 

progressions dont il s'agit actuellement , deviennent alors ce 

qu'on appelle les nombres figures. C'est par cette derniere 

formule qu'on peut trouver le nombre des boulets d'une pile 

triangulaire : comme on a, dans ce cas, a = i ,'&/•= i j, 

,,•> »í í»4-„i 
elle íe redtut a ». ——-. 

a 5 
Sit 
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On peut de même sommer les suites que Ton formeroît es) 

ajoutant la fuite des quarrés, ou la fuite des cubes, &c. de 

cette même manière. En un mat, on peut sommer par ces 

mémes moyens toute fuite de quantités, dont un terme quel-

conque sera exprimé par tant de puissances parfaites que l'on 

voudra d'un même nombre n , ces puissances étant d'ailleurs 

multipliées par tels nombres connus qu'on voudra. 

Propriétés & usages des progresîons 
Géométriques. 

l^ï.On peut aussi trouver la somme 

des termes d une progression géométrique, 

par une méthode analogue à eelle que nous 

avops employée pour sommer les puissances 

des termes d'une progression arithmétique. 

Supposons que a ,1, c, d, e, &c , soient 

les termes consécutifs d'une progression 

géométrique croissante, dont la raison soit q. 
Puisque chaque terme contient q de fois 

celui qui le précède , on aura les équations 

suivantes h—aq ,c~hq, d~cq , e=dq, &c; 

donc ajoutant ces équations, on aura 

<^rd-Jre—(a-Ji-h-\-c->
r

d)q, où l'on voit qu'en 

général, le premier membre fera toujours la 

somme de tous les termes excepté le pre-

mier ;"& le second , sera toujours la raison q 
multipliée par la somme de tous les termes 

excepté le dernier. Donc si l'on appelle s la 

somme de tous les termes, & u le dernier, 

cette équation se changera tns — a—fs—u) q 
Ou s—a=qs-~ qu, d'où T-on tire qu—a=« 
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qs—í—(q— ijs; & par conséquent s= 

formule par laquelle , connoiísant le premier 

terme a, le dernier u, & ía raison q
}
 on aura 

la somme s de rous les termes. 

Cette même formule peut servir auífi pour 

les progressions décroissantes, puisque la pro-

gression décroissante prise dans un ordre ren-

versé, est une progression croissante ; il n'y;, 

aura de changement à faire que celui de dire 

dernier terme , au lieu de premier, & premier 

au lieu de dernier. 

Si la progression décroissante s'étendoit à 

l'infmi, la somme s se réduiroit alors à 

s = , u marquant le premier terme. En 

effet, pour exprimer que la progression s'é-

tend à l'infini, il faut introduire dans le cal-

cul ce que cette proposition renferme, savoir 

que le dernier terme est infiniment petit ; ot 

le moyen d'exprimer cette derniere condition, 

c'est de le supposer nul à l'égard du terme qu ; 

car si on le iaissoit subsister, ce feroit suppo-

ser qu'il peut encore diminuer qu , ce qui est 

contre la première supposition. 

On voit áonc que pour avoir la fommedetous 

les termes d'une progression géométrique, il faut 

multiplier le plus grand terme
 3
 par la raison *, 

* Par/a raison, nous enten- médiatementpluspetit,ensórta 

dons en général le nombre de que cet énoncé convient à la 

fois qu'un terme de la progrès- progression décroissante corn-

fion contient ,celui ijui est im- me à la progression croissan 

v 
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de la progression, & ayant retranché du produit 

le plus petit terme de cette même progression * 
diviser le resle par la raison diminuée d'une, 

unité ; eníbrte que, lorsque la progression est 

décroissante à l'infini, cela se réduit à mul-

tiplier le plus grand terme.par la raison , ÔC 

diviser ensuite par la raison diminuée d'une 

unité. Ainsi la somme des termes de cette 

progression continuée à l'infini '-^
r

~ : ~ : \ ; 

-ïV.-fj, ôcc, est ou i ; il en est de 

même de la somme des termes de celle-ci 

"T7 f: | :rj:TT) &c« dont la raison , en con-

sidérant cette progression comme croissante, 

est 3, puisque y divisé par ) donne 3. En effet, 

la somme des termes de cette progression est 
1 

7*5 

?
—, qui se réduit à 1. En général toute 

progression géométrique décroissante à l'in-

fini , dont chaque terme a pour numérateut 

constant, un nombre moindre d'une unité que 

le dénominateur du premier terme vaut 1. Cac 

cette progression est en général rr ~j."—p^i* 

, ôcc, dont la somme est 
('2•+- i)! * (n-t-t)* 

x n -f-1 

, ou —, c'est-à-dire, 1. 

Si cette conclusion paroîc surprenante à 
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quelques lecteurs, ils doivent faire attention 

que fi apjès avoir pris, par exemple, les f de 

la ligne AB (Fig. 6) que je; suppose de i pied, 

on prend ensuite Cd, c'est-à-dire , les deux 

tiers de la partie restante CB
 ì
 puis les deux 

tiers de la partie restante dB, puis les deux 

tiers de la partie restante eB, &c ainsi à l'infini, 

on n'aura jamais absorbé plus que la ligne AB. 

La même chose aura lieu .si l'on prend d'abord 

les trois quarts de AB, puis les ~ de ce qui 

reste, & ainsi à l'infini. Or c'est ce qu'exprime 

la progression f, ~> , puisque ~ est les f de 

j, — est les f de j, & ainsi de fuite. 

242.. Nous avons vu {Arith. 21 z) qu'un 

terme quelconque d'une progression géomé-

trique étoit compoíé du premier multiplié 

par la raison élevée à une puissance d'un de-

gré égal au nombre des termes qui précédent 

celui dont il s'agit. Donc si l'on nomme 

a le premier terme, u un terme qnelconque, 

q la raison , & 72 le nombre des termes , on 

aura u — aq11'1 : & comme U entre quatre 

quantités dans cette équation, on peut en 

tirer quatre formules, qui serviront à résoudre 

cette question générale. Trois de ces quatre 

choses étant données, le premier terme, le 

dernier, la raison, & le rj ombre des termes 

d'une progression géométrique, trouver la 

quatrième. Car, i°
t
 lequaticn donneirmné-
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diatement la valeur de u. 20. On trouvera fa-

cilement que celle de a est a = —1 ; à l'égard 

de celle de q, on trouvera , par ce qui a été 

dit (171), q — V —. ^ur quoi nous remar-

querons que cette derniere équation ren-

ferme la règle que nous avons donnée en 
Arithmétique pour inférer plusieurs moyens 
proportionnels entre deux quantités données» 

Ces quantités font ici a écu; mais pour avoir 
ïa raison q qui doit régner dans la progression, 

on voit ici qu'il faut diviser la plus grande u
9 

par la plus petite a, ôcftirer la racine du degré 

n — 1, du quotient ~ ; or # étant le nombre 

total d:s termes, n— 1 est plus grand d'une 

unité que le nombre des moyens; ce qui 

s'accorde avec la règle citée. 

Quant à 3a manière d'avoir n, dans l'équa-

tion u = aqn't
J
 l'Algebre ne fournit pas de 

moyens directs ; mais on peut la résoudre fa-

cilement , quoiqu'indirectement, en em-
ployant les logarithmes. Nous avons vu 
{Arith.2-$9 ) que pour élever à une puissance 

par le moyen des logarithmes, il falloit mul-

tiplier le logarithme de la quantité, par l'ex-

pofant de cette puissance. Ainsi en repré-

sentant par L, les mots Logarithme de, on 

pourra, au lieu de -£«z% prendre iLa;zu lieu 
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de La}, prendre 3La; au lieu de La", prendre 

nLa. Donc , en se rappellant que pour mul-

tiplier par le moyen des logarithmes , il faut 

ajouter les logarithmes
 3

 & qu'au contraire 

pour diviser il f^aut retrancher le logarithme du 

diviseur, du log. du dividende, on aura dans 

l'équation u = aqn-', Lu = La-h Lqni,ou 

L u = L a H- (n — \) Lq \ donc en transpo-

sant , (n — \) Lq = Lu — L <z, & par con*; 

séquent, en divisant par L q, n — 1 =
 Lu

£

 La

9 t, r. Lu — La f 
& enfin n= —; h 1. 

Pour donner quelque application de cecí^ 

supposons qu'on ait placé au denier z o une 

somme de 5oooo livres , à condition que les 

intérêts que cette somme produira chaque 

année, soient traités comme un nouveau 

fonds qui produira également intérêt, & ainsi 

d'année en année, jusqu'à ce que le fonds foie 

monté à 1000000 de liv. On demande com-

bien on doit attendre pour toucher cette 

derniere somme. 

Puisque Tintérêt est ici ̂  du fonds de Tan-

née précédente , au bout d'une année quel-

conque le fonds fera égal au fonds de Tannée 

précédente plus la vingtième partie de ce 

même dernier fonds; ainsi si Ton représente 

par a
 s
 b, c, d

3
 e les fonds successifs d'année 

en année, on aura í ?=a an—~^a
}
c~ib^~b

9 
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d = c-h-~c, e = d-\-~d, c'est-à-dîre
í 

£ = stx(H~ïV), ^=^x(n-iV)j 

('■+*iV^ e~ ̂ (1 "4~ ro ) 5 ©n voit donc que 
chaque fonds contient toujours celui qui le 

précède, le même nombre de fois marqué pat 

i-f-iVou7¥- La fuire de ces fonds forme 

donc une progreíïion géométrique dont le pre* 

mier terme a est 5cooo livres ; le dernier u
t 

est icooooo livres ; la raison q' est
 f

 & 

le nombre des termes est inconnu. On le 

trouvera donc en substituant dans la formule 

7Z=
 Lu La

-+- j, au lieu de a, u & q, leurs va-
• • 1 XIOOOOOO-JCÔOOOO 

leurs, ce qui donnera/z= hi,' 

ou (parce que L\^ — Lz\—L zo) . 
Zioooooo-Z,6aooo , * , , 

n == —- 7 -+-1 ; or, par les tables , 

on trouve L\oooooo = <5,OOOOOGO ;..... 

L60000 == 4," 781 j 12 ; Ì21 = 1,32,2.2193
 f 

Lzo -=1 , 3010 00 ; donc 
6,0000000—4,7781^13 1,1118487 

n——[ hi = — -4-1 = 
1,311x193—1,5010300 o,oxit8p3 

57)7-+-' à-peu-près; c'est-à-dire, que le fonds 

de 60000 fera monté à 1 ocoooo liy. au bout 

de 58 ans 8 mois ̂ , à-peu-près. 

Puisque (Arith. 230) pour extraire , par íe 

moyen des logarithmes, une racine d'un 

degré proposé, il faut diviser le logarithme 

de la quantité, par l'exposant; on peut, par 

le moyen des logarithmes, résoudre facile-
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ment en nombres l'équation q = V — '■> car 

L-
 r

 r 
on aura La — = r *1 on veuC 

appliquer- ceci à un exemple, il n'y a qu'à 
chercher quel devroit être dans le précédent, 

Tintérêt, pour qu'en f 8 ans ôc^, le fonds 
de 60000 livres montât à íoooooo liv. On a 
ici a =■■ 60000., u— 1000000, n —1=3^7,7 : 

en employant les logarithmes des tables, on 

trouvera La— — qui 
2 57,7 ?7,7 ^ 

donne Lq — 0,02117$j ; ce logarithme ré* 

pond dans les tables, à 1,0 joo à très-peu près; 
& ce dernier nombre réduit en vingtièmes, 

donne 21 , d'où l'on conclura que i'intérêc 
est à très-peu près 

On voit auíïì par-là comment on peut faci-

lement inférer parle moyen des logarithmes, 

plusieurs moyens proportionnels géométri-
ques, entre deux nombres donnés. 

2 43* L'équation s —
 q
^-~, donnera auíîi 

quatre équations qui serviront à réfoudre ce 

problême général. Trois de ces quatre cho-

ses , la somme, la raison
s
 le premier, & íe 

dernier terme d'une progression géométrique,' 
étant données, trouver la quatrième. Cela est 

trop facile, à présent, pour nous y arrêter. 

Enfin fi de l'une des deux équations... 
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S
r=

q
——- & u=aqn'\ on tire la valeutf 
q — t • 17 

d'une même quantité a, ou q ou u, &c, ÔC 

qu'on la substitue dans l'autre, on aura les 

autres équations qui peuvent servijà résoudre 

la question suivante , encore pluVgénérale ; 

de ces cinq choses, le premier terme , le der-

nier, la raison , la somme & le nombre des 

termes d'une progression géométrique, trois 

étant données, trouver chacune des deux 

autres. 

De la Sommation des suites récurrentes. 

144. On appelle suites récurrentes, celles dont un terme 

quelconque se forme de l'addition d'un certain nombre de ter-

nies précédents, multipliés ou divisés par des nombres déter-

minés , positifs ou négatifs. Par exemple , la fuite 1,3,15?, 

ïor , 543 &ci e^ une íùite récurrente, parce que chaque 

.terme est formé des deux précédents, en multipliant le premier 

par z , le second par y , & ajoutant les deux produits ; 54; est 

19 x :+ioix j; de même, loiettjXi +-19x5. 

On peut sommer ces fuites d'une manière analogue à celle 

que nous avons employée ci-dessus ; il suffira d'en donner vtn 

exemple, furies suites récurrentes dont la loi ne dépend que 

de deux quantités, comme celle que nous venons d'apporter 

pour exemple. 

Soient donc a , b , c, d, e , /', &c , plusieurs termes formes 

par cette loi, que chacun soit composé des deux précédents 

dont le premier est multiplié par un nombre connu m, & le 

second par un nombre connu p; on aura donc cette suite d'équa-

£rnjt. . .. c — m a -+ p b, d ==r m b -h p c, e *== m c -+- p d, 

f=md-+-J> í> &c. Donc en ajoutant cette fuite d'équations , 

{n aura c-t-d+ «-»-/-+-, &«•== m (a 4- b -f-c -f-d) -4-v 

,1 _f- c -t- d -t- e) ; or le premier membre est la somme de 

t
ou

s les termes , excepté les deux premiers : le multiplicateur 

de
 m

 dans le second membre , est la somme de tous les 

terrées excepté les deux derniers j & enfin U multiplicateur 
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áe^», est la íòmme de tous les termes, excepté le premier 8t 

fce dernier ; donc en appellant s, eefte íòmmè, on aura s - a * 

è =m (s — e — f) -hp (s — a —f) , d'où l'on tire,. ...., 

me-+-mf-hpa-i-pf—a — b' . , . . 
s = —i ±^—* .■■

 l
-
 J —a qui donnera la somme £ 

m -t- p —— i 

lorsqu'on connoîtra les deux premiers & les deux derniers , SC 

de plus les quantités m & p. 

On peut y faire entrer le nombre des termes ; il faut pouí 

cela, chercher Fexpreílîon générale d'un tefme quelconque , 

par le moyen des quantités a,b,m,plk du nombre n des 

termes ; mais cette recherche, pour toutes les espèces de féries 

îécurréntes , noiis meneròit tro£ loin. 

De la Conjìruclion Géométrique des 

Quantités Algébriques* 

2 4 5 ' ^-es lignes » Ies surfaces ôc les soli-
des étant des quantités, on peut faire fur cha-

cune de ces trois espèces d'étendue , les 

mêmes opérations qu'on fait fur les nombres 

& fur les quantités algébriques» Mais les ré-

sultats de ces opérations peuvent être éva-

lués de deux manières principales , ou en 

nombres, ou en lignes. La première manière 

supposant que chacune des quantités données 

est exprimée en nombres > ne peut avoir à 
présent aucune difficulté : il ne s'agit que de 

substituer à la place des le tres, les quan-

tités numériques qu'elles représentent, 8C 

faire les opérations que la disposition des 

signes & des iectres indìque. 

Quant à la martiere d'évaluer en lignes les 

xésultats des solutions que l'Algebre a fouXr 

ALGÈBRE* T 
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nies, elle est fondée fur la connoisTance de 
ce que signifient certaines expressions fonda-

mentales , auxquelles on rapporte ensuite 

toutes les autres. Nous allons faire connoître 

les premières, & nous ferons voir ensuite 

comment on y rapporte les autres : c'est-là 

ce qu'on appelle construire les quantités algé-

briques, ou les problêmes qui ont conduit à 

ces quantités. 

246. Si Ton avoît à construire une quan-

tité telle que y , dans laquelle a,b ,c mar-

quent des lignes connues, on tireroit {Fig. 7 ) 

deux lignes indéfinies A Z , AX faisant en-

tr'eíles un angle quelconque. Sur Tune AX 

de ces lignes, on prendroit une partie A B 

égalé à la ligne qu'on a représentée par c
9 

puis une partie AD, égale à Tune ou à l'autre 

des deux lignes a & h, à a, par exemple ; 

ensuite fur la seconde A Z, on prendroit 

nne partie A C égale à la ligne b. Ayant joint 

les extrémités B & C de la première & de la 
troisième, par la ligne BC, on meneroit par 

Textrémité D de la seconde , la ligne D E 

parallèle à B C ; elle détermineroit sur A Z 

ìa partie A £ pour la valeur de y ; car ( Géom. 

102) les parallèles DE & BC, donnent 

cette proportion AB ; A D : : A C : AE
 9 

c'est-à-dire, c : a : : b : AE; donc {Arith. ijp) 

1 * 

Y 
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rAE-—a~. C'est-à-dire, qu'il faut trouves 

tine quatrième proportionnelle, aux troU 

lignes données c, a, B. Et puisque {Géom, \ 2o ) 

nous avons donné deux manières de trouvec 

cette quatrième proportionnelle
 t

 on peuc 

employer indifféremment l'une ou l'autre 
. n . ab 

pour construire —'. . 1 c 

On voit donc que si l'on avoìt à construire 

^, ce cas rentreroit dans le précédent, puis*» 

qu'alors la ligne b est égale à a. 

S . M \ n ab + ld 
1 ion avoit a construire -., on re« 

marqueroit que cette quantité est la même 

que~^^; regardant,.donc a~\-d comme 

une feule ligne, représentée par m, & G-k-d 

aussi comme une seule ligne /z, on auroit —' 

à construire , ce qui se rapporte au cas pré-^ 
cèdent» 

ue 1 on ait —*—, on se rappellera que 

ca — bb est (25) la même chose que (a-k-b) X 

(a — b) ; ainsi on se représentera
 aa

~
h
h
ì
 sous 

cette forme ̂ S^JJhJ: & l'on cherchera une 
c 7 

quatrième proportionnelle àc,a + í, & 
a — b. 

Si la quantité à construire est^, on met* 
Tij 
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tra cette quantité scus cette forme x — ; 8c 

ayant construit ̂ , comme on vient de ren-

seigner , on nommera m la ligne qu'aura 

donnée cette construction ; alors x —, de-
d e * 

vient ̂ , qui se construit comme ci-dessus. 

On voit donc que pour construire —, on 
a1 b c 

se le représenteroit comme — x — ; on cons-

truiroit—j & en ayant représenté la valeur 

par 772, on construiroit ™ . 

Ainsi tout l'art consiste à décomposer la 

quantité en portions, dont chacune revienne 

à la formes ou quoique cela puisse 

paroître difficile en quelques occasions, on 

en vient cependant facilement à bout, en 

employant des transformations. 

Par exemple, si i'avois à construire a
-. r, 

je supposerois arbitrairement, b1 = a*m, & 

c => an 'i alors —,—: se changeroit en — 3 ^-t-c1 ° à1 an 

, , . \ a- -t- am (a-+-m)xa 
qui (ff réduit a -

 t
 ou -

 aH
_
 n

 , quantité 

facile à construire ( après ce qui a été dit 

ci-dessus ), dès qu'on connoîtra 772 & 7z. Or 

pour connoître m & n , les équations fr =» 

a
z
m. ôc c

3
 = a/z, donnent 772= 4 & 72= — 

qui se construisent par ce qui précède. 
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Ainsi tant que la quantité sera rationnelle, 

c'est-à-dire sans radicaux; si le nombre des 

dimensions du numérateur ne surpasse que 

d'une unité celui des dimensions du dénomi-

nateur, on ramènera toujours fa construction 

à chercher une quatrième proportionnelle à 
trois lignes données. 

II arrive quelquefois que les quantités se 
présentent sous une- forme qui semble rendre 

inutile le secours des transformations: c'est 

lorsque la quantité n'est pas homogène; c'est-

à-dire, lorsque chacqjn des termes du numé-

rateur ou du dénominateur n'est pas com-

posé du même nombre de facteurs ; par 

exemple., lorsque la quantité est telle que 

V—L Mais il faut observer que l'on n'arrive 
c * -f- a 1 

jamais à un pareil résultat, que lorsque dans 

le cours d'un calcul cn a supposé, ( dans la 

vue de simplifier le calcul ) quelqu'une des 

quantités égale à l'unité. Par exemple, si, 

dans -J^J > j
e

 suppose b égal à 1, alors 

j'aurai jr^. Mais comme on ne peut jamais 

entreprendre, de construire
 y

 fans ç^onnoître 

les éléments qu'on emploie pour cette cons-
truction , on sait toujours dans chaque cas 
quelle est cette quantité qu'on a supposée 
égale à l'unité ; on pourra donc toujours la 

Tiij 

1 

SCD LYON 1



ap4 COURS 

restituer; 6c îl ne peut y avoir d'embarras là-

deíTus , parce que le nombre des dimensions 

devant toujours être le même dans chaque 

terme du numérateur & du dénominateur, 

( quoiqu'il puisse être différent des termes 

de l'un aux termes de l'autre) on restituera 

dans chaque terme une puissance de la ligne 

qu'on a prise pour unité, suffisamment élevée 

pour compléter le nombre des dimensions ; 

ainsi , si ì'avois à construire 2_ÍL£T*I£. • f
u
p. 

posant que d soit la ligne qui a été prise pour 
- / ■> / . . a* -hld1'^- c*d .

 n 
mute, j ecnrois —

ad
_^^ > que

 J
E constrm-

rois en faisant b* = dm,c* = dndi aì~d%p, ce 
'•ii. . d'p-i-bd1-+dIn dp-ì-ld-hnd 
qui lachangeroiten- — 5—,ou-±- . 

ip-i-b+^j ad-+-.dm^J a+m 9 
ou -—-—~, quantité facile à construire dès 

<]u on aura construit les valeurs de m, n òc p , 

savoir m=
f
-, « =, p = j. , qui sont 

elles-même fsciles à construire d'après ce 

cjui a été dit ci-dessus. 

Dans tout ce que nous venons, de dire, 

nous avons supposé que le nombre des fac-

teurs
 a

 qp le nombre des dimensions de 

chaque terme du numérateur, ne surpassoit 

que d'une unité, celui des dimensions du 

dénominateur. ïl peut le surpasser de deux,' 

4k même de trois
 3

 mais jamais de plus
 4

 à 
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moins que quelque ligne n'ait été supposée 

égale à l'unité, ou que quelques-uns des fac-

teurs ne représentent des nombres. 

247. Lorsque le nombre des dimensions 

du numérateur de, la quantité proposée sur-

passe celui des dimensions du dénominateur, 

de deux unités ; alors la quantité exprime 

une surface dont on peut toujours ramener 

la construction à celle d'un parallélogramme , 

& même d'un quarré. Par exemple, si j'a-

vois à construire la quantité **. a , je ìa con-
f. , . * . al-i-ab a? -4- a b

 r iidérerois comme ax ; or , íe 

construit aisément par ce qui a été dit ci-

dessus . en le considérant comme a x : sup" 

posons donc que m soit la valeur de la ligne 

qu'aura donnée cette construction ; alors 

a x a ^, deviendra axm; or si l'on fait de 
a-+- b 7 

a y la hauteur, ôc de m,, la base d'un parallélo-

gramme , on aura a x m pour la surface de ce 

parallélogramme ; donc réciproquement cette 
f r ? f r ai •+■ a^'b 
lurrace reprelenteraaxm ou -

/ 1 ■ a-hc 

On ramènera de même à une pareille 

construction , la quantité
d

 ~
i
~
lc+<î

.
 en

 f
a
j„ 

sant b c — a m & d1 => a n; car alors elle de-

viendra , qui est la même choie 

Tiv 
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(
tí5 -h me 4- nd\ , - ^, tí1-f-m? 4-

). Or le facteur 
a-hc J a-i-c 

se rapporte aux constructions précédentes, 

ainsi que- les valeurs de m 6c de n. Ayant 

trouvé la valeur de ce facteur, si je la re-

présente parjj, il ne s'agira plus que de 

construire a x p , c'est-à-dire , í)iire un pa-

rallélogramme dont la hauteur soit a, 6c la 

base p. 

2 48 - Enfin si le nombre des dimensions 

du numérateur surpasse de 3 celui des di-

mensions du dénominateur, alors la quantité 

exprime un solide dont on peut toujours ra-» 

mener la construction à celle d'un paralléli-

pipede. Par exemple, si j'avois à construire 

' " a-^y * '
Q con

fideterois cette quantité 

comme étant la même que abx * %ai : & 
a* 4- ab a-+- c 

ayant construit ——- , selon ce qui a été dit 

ci-dessus, si je représente par m la ligne 

qu'aura donnée cette construction, la ques-

tion sera réduite à construire a b x m ; or a b 

représente, ainsi que nous venons de le voir
 5 

un parallélogramme ; si donc on conçoit un 

Ï
iaraile ipipede qui ait pour base ce parallél-

ogramme , & qui ait pour hauteur la ligne m, 

ìa solidité de ce parallélipipede représentera 

abx m. c'est-à-dire 
- a. + f 

^e <iue mm venons de dire
 3 
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ïïtpour construire toute quantité rationnelle. 

Voyons maintenant les quantités radicales 

du second degré. 
Pour construire Vah , il faut ( Fig. 8 ) tiret 

une ligne indéfinie A B, fur laquelle on pren-

dra de fuite la partie CA égale à la ligne a , 

& la partie B C égale à la ligne b : fur la tota-

lité A B comme diamètre , on décrira un 

demi-cercle qui coupe en D la perpendicu-

laire CD élevée fur AB au point C; alors 

CD fera la valeur de Vab
}
 c'est à-dire (Géom. 

126), que pour avoir la valeur de Vab, il 

faut prendre une moyenne proportionnelle 

entre les deux quantités représentées par a 

& />; en effet, on fait {Géom. ÌZ$) que 

AC:CD:: CD :CB , ou a: CD:: CD,b; 

donc , en multipliant les extrêmes 6c les 

moyens, on a CD—a b
3
 ôc par conséquent 

ÇD^Vab. 

On. voit par-là, comment on doit s'y 

prendre pour transformer en un quarré, une 

surface quelconque : s'il s'agit d'un parallélo-

gramme dont a soit la hauteur 6c b la base, 

en nommant x le côté du quarré cherché , 

on aura xï—ab
ì
 6c par conséquent x^Vab, 

on prendra donc une moyenne proportion-

nelle entre la base 6c la hauteur. S'il s'agit 

d'un triangle que l'on fait ( Géom. 140 ) être 

la moitié d'un parallélogramme de même 
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base & de rriême hauteur, on prendra une" 

moyenne proportionnelle entre la base & la 
moitié de Ja hauteur, ou entre la hauteur & 

la moitié de la base. 

. S'il s'agit d'un cercle, on prendra une* 

moyenne proportionnelle entre le rayon & 

la demi-circonférence ; & s'il s'agit d'une 

figure rectiligne quelconque, comme on 

fait ( Géoni. 143 ) qu'elle est réductible à un 

triangle, on la réduira aisément en un quarré, 

en. prenant une moyenne proportionnelle 

entre la base & la moitié de la hauteur de ce 

triangle. 

Mais fi la figure n'étoit point construite ^ 

& que l'on eût seulement l'expresfion algé-

brique de sa surface , par le moyen de quel-

ques-unes de ses dimensions, alors on cons-

truiroit comme pour les quantités que nous 

allons parcourir. 

Si l'on avoit V^ab -k-b*
y
 on considéreroit 

cette quantité comme étant la même que 

V(^a-t-b)xb ; on prendroit donc une moyenne 

proportionnelle entre "$a -\-b & b. 

Pareillement, si l'on a V'aa—bb, on consi-

dérera cette quantité comme étant la même 

que V\ a+ b)x(a — b), (2 j ) ; ainsi l'on 

prendra une moyenne proportionnelle entre 

a-hb & a—b. Si l'on a Va.1 •+- bct on scta 
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í>c = am
}
 & alors on aura Va2-h a m ou 

Via-k-m) x a ; on prendja donc une moyenne 

proportionnelle entre a-\~m&ca, après avoir 

construit la valeur de m = — en suivant les 
a 

règles données ci-dessus.
 # 

Pour construire Vai-hb1, on pourroit aussi 

faire b2 = am & construire Vcf-A-am selon ce 

qui vient d'être dit. Mais la propriétédu trian-

gle rectangíe ( Géom. 164 ) nous en fournit 

une construction plus simple ; la voici : Tirez 

une ligne A B ( Fig. 9 ) égale à la ligne a ; à 

son extrémité A, élevez une perpendiculaire 

A Cégale à la lignes; alors si vous tirez BC, 

cette ligne fera la valeur de Va*-\-b* : en ef-

fet, puisque le triangle C A B est rectangle, 

on a {Géom. 16^)BC= AB-+- AC= a'-i-b* ; 

donc BC=Va*^b\ 
On peut aussi, par le moyen du triangle 

rectangle j construire Va1 — 3e autrement 

«que nous ne l'avons fait ci - dessus. Pour cet 

effet, on tirera {Fig. 11 ) une ligne A B égale 

à a, & ayant décrit fur AB comme diamètre , 

le demi- cercle ACB, on tirera du point A , 

une corde A C— b ; alors si l'on tire B C
x 

cette ligne fera la valeur de V
a

* — b2 ; car le 

t
ti»ngle^^Cétantrectangle {Geom. 16$) on a 
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'ÂB==A~C'h"Tc; donc LTC^TÛ-^ 

^C^a'^-b1; donc B C= 

On peut donc construire ausfi ^a1-}-^ 

autrement que nous ne l'avons fait ci-deíTus 

en s'y prenant de cette manière. Faire b c =» 

W
1

}
 & construire ^Û^H-TW* comme il vient 

d'être dit ; & pour cet effet, on commencera 

par déterminer m en prenant une moyenne 

proportionnelle entre b & c , ainsi que í'indi-

que l'équation bc = m1, qui donne m = Vbc
r 

S'il y avoir plus de deux termes fous le ra-

dical, on raméneroit toujours la construction 

à quelques-unes des méthodes précédentes, 

par le moyen de transformations. Par exem-

ple , fi j'avois ̂ a* H- bc-\-ef, je ferois bc =s 

a m, ef=an
ì
h j'aurois ^ a

1
am-+-an ou 

^(a~\~m~{-n)xa, que je construirois en pre-

nant une moyenne proportionnelle entre a 

& a -h m •+• n, après avoir construit les va-

leurs de TU & de n, savoir m = ~.n——. 

Je pourrois encore faire bc — m*, ef= nx

f 

& alors j'aurois à construire ^a -f- ni
1
 -+- «*. 

Or lorsque le radical renferme ainsi une suite 

de quarrés positifs, par exemple » 

^d
i
-\-m

i
-

3
rri

l
-ï-p

x
-\~{kc

ì
 on fera^aM-tfz

1
^, 

Vrà*
:
+.

n
* — i

}
 VsZ^^kj & ainsi de 

4 
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suite ; & comme chacune de ces quantités 

se trouve déterminée par la précédente , la 

derniere donnera la valeur de . . ...... 

^M-mM-z^-h/M-ôcc. Pour construire ces 

quantités de la manière la plus simple, on re-
gardera successivement chaque hypothénuse 

comme un côté ; par exemple,(Fig. 10) ayanc 
p ris ̂ Z?=sl, élevé la perpendiculaire AC=c

f 

& tiré B Cqui fera h on élèvera au point C
 f 

fur BC, la perpendiculaire C D — n ; ôc 
ayant tiré B D qui fera i, à son extrémité D , 

on élèvera fur B D la perpendiculaire DE—p, 

& BE fera k ou V'az-+-m*-hn*-±-p\ 
Si quelques-uns de ces quarrís font néga-

tifs, alors on réunira à ce que nous venons 

de dire, ce qui a été dit pour construire 

Va* — b\ ^ 
Enfin fi Ton avoit à construire une quantité 

de cette forme
a}/

/

bTl, on la changeroit en 

j^r
e
 , en multipliant haut & bas 

par Vd_4_
 e

- alors cherchant une moyenne 

proportionnelle entre b •+• c & dr+-e, & la 

nommant m, on auroit a construire 7—, ce 

qui est facile. 
Au reste, il s' agit ici de règles générales; 

©n peut souvent construire d'une manière 
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beaucoup píus simple, en partant toujours 

des mêmes principes ; mais ces simplifica-» 

tions se tirent de quelques considérations 

particulières ôc propres à chaque question, 

& ne peuvent, par conséquent, être expo-

sées qu'à mesure que les questions en amènent 

l'occasion. Nous remarquerons feulement, 

en terminant cette matière , que quoique la 

construction des quantités radicales, dont il 

vient d'être question, se réduise à prendre 

des quatrièmes proportionnelles , des moyen-» 

nés proportionnelles, & à construire des 

triangles rectangles , cependant on peut quel-

quefois avoir des constructions plus ou moins 

simples ou élégantes , selon la méthode qu'on 

emploie pour trouver ces moyennes propor-

tionnelles»; c'est pourquoi nous enseignerons 

ici deux autres manières de trouver une 

moyenne proportionnelle entre deux lignes 

données. 

La première consiste à décrire fur la plus 

grande AB des deux lignes données [Fig. 11 ) 

un demi-cercle ACB; ôc ayant pris une partie 

AD égale à la seconde, élever la perpen-

diculaire D C, & tirer la corde A C qui 

sera moyenne proportionnelle entre* AB ôc. 

Si D ; car en tirant CB, le triangle ACB 

(Géom. 6$ )est rectangle, ôc par conséquent 

{Géom. 11 2)ACQÍÏ moyenne proportionnelle 
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entre l'hypothénuse AB & le segment A D. 

La seconde manière consiste (Fig. 12) à tirée 
une ligne A B égale à la plus grande ligne 

donnée, ôc ayant pris fur elle une partie AC 

égale à la plus petite, décrire fur le reste B *C, 
un demi-cercle CDB, auquel on mene la tan-

gente AD, qui {Géom. 125?) est moyenne 
proportionnelle entre AB ôc AC. 

On voit donc que les quantités rationnelles 

peuvent, toujours être construites par le 

moyen des lignes droites , ôc que les quan-
tités radicales du second dégré peuvent être 

construites par le cercle ôc la ligne droite 
réunis. 1 

Quant aux quantités radicales de dégrés 

supérieurs, leur construction dépend de la 
combinaison de différentes lignes courbes : 
nous en parlerons par la fuite. 

Nous allons nous occuper, pour le pré-

sent , des questions dont la solution dépend 

de quantités ou rationnelles, ou radicales du 
second dégré. 
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Diverses Que/lions de Géométrie , & 

réflexions tant fur la manière de Les 

mettre en équations, que fur les di* 
verses solutions que donnent ces 

équations. 

1 5 O. Le principe que nous avons donné" 

(6j) pour mettre les questions en équa-

tion , s'applique également aux questions 

de Géométrie. II faut de même représentée 

ce que l'on cherche , par un signe particulier, 

& raifonnerenfuiteà laide de ce signe & de 

ceux qui représentent les autres quantités, 

comme si tout écoit connu , & que l'on vou-

lût vérifier. Cette méthode ou manière da 

procéder , est ce qu'on appelle Y Analyse. 
Pour être en état de faire les raisonnements 

qu'exige cette vérification , il faut connoître 

au moins quelques propriétés de la quantité 

que l'on cherche. II est donc clair que pouc 

être en état de mettre les questions de Géo-

métrie en équation , il faut avoir présentes 

à l'efprit les connoiffances que nous avons 

données dans la seconde partie de ce Courso 

Dans la plupart des questions numériques , 

ou de la nature de celles que nous avons 

parcourues dans la première Section, il 

suffit le plus souvent, pour appliquer le prin-
cipe ji 
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eìpe , de traduire en langage algébrique 
Ténoncé de là question ; mais dans l'appli-

cation de l'Algebre à la Géomécrie , il faut 
souvent employer encore d'autres moyens : 

nous tâcherons de les faire connoître à 
mesure que nous avancerons ; mais ce que 
flous pouvons dire en général, pour le pré-

sent, c'est qu'il n'est pas toujours nécessaire j 
pùur vérifier une quantité , d'examiner íì 
elle satisfait immédiatement aux conditions 
de la question ; cette vérification se fait sou-
Vent avec plus de facilité, en examinant fi 

Cette quantité a certaines propriétés qui font 

essentiellement liées avec les conditions de 
la question. Après cette réflexion dont nous 

ûurons occasion de fâire usage, nous passons 
aux exemples, qui dans cette matière font 

toujours plus faciles à saisir que les préceptes 
généraux. 

251. Propofons-nous donc pour pre-
mière question , de décrire un quarré ABC D 
( Fig. ï 3 ) dans un triangle donné EHL 

Par ces mots, un triangle donné, nous en-

tendons un triangle dans lequel tout est con-
nu , les côtés, les angles, la hauteur, &c. 

Avec un peu d'attention, on voit que 
cette question se réduit à trouver sur la hau-

teur E F un point G par lequel menant A B 

parallèle à HI
T
 cette ligne AB soit égale à 

ALGÈBRE, y 
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G F ; ainsi l'équation se présente tout natu-

rellement ; il n'y a qu'à déterminer l'expres-

íion algébrique de A B, ôc ceile de G F, ÔC 

ensuite les égaler. 
Nommons donc a la hauteur connue IF j 

b, la base connue III, ôc x la ligne inconnue 

G F ; alors E G vaudra c — x. 
Or puisque A B est parallèle à III, on 

doit (Géom. 115) avoir EF'iEG : : Fí:GB: : 

III: AB ; c'est - à- dire, £F: £G : : HI : AB, 

ou a : a—JC : : b : AB ; dortc {Arith. \ 79) AB= 
a' ~1 '" ; puis donc que AB doit être égal à 

G F; on aura ~ = x; d'où, par les règles 

de la première.Section, on tire x=
 a

 , 

Pour construire cette quantité, il faut , 

conformément à ce que nous avons dit (246). 

trouver une quatrième proportionnelle à 

a -hb,b ôc a, ce que l'on exécutera en cette 

manière. On portera de F en O une ligne FO 

égale à a -H b, c'est-à-dire , égale à E F-h-

HI, & l'on tirera £ O ; puis ayant pris F M 

égale à HI=b, on menera parafélement 

SLEO , la ligne Aï G , qui par fa rencontre 
avec EF, déterminera G F pou r la valeur de 

x; car les triangles semblables EFO, G F M 

donnent FO : F Al : : FE : FG, ou a 4- b : 

b'.: a: FG; F G vaudra donc 
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2 5 2. Proposons-nous pour seconde ques-

tion , celle ci.... connoijsant la longueur dé 

la ligne BC (Fig, 14.) & les angles B 6* C quê 

for,i,ent avec elles les deux lignes B A & C A , 

dét miner la hauteur AD á laquelle ces deux 

dernieres lignes Je rencontrent. 

On fait entrer les angles dans le calcul 

algébrique à l'aide des mêmes lignes qu'on 

emploie dans la Trigonométrie, c'est-à* 

dire, à l'aide des sinus, tangentes, ôcc. Ainsi 

quand on dit qu'on donne un angle , sangle 

C, par exemple, on entend que l'on donne 

ía valeur de son sinus ou de fa tangente ; cela 

posé, nommons B = a,AD— y. Dans le 

triangle rectangle ADC, nous aurons ( Géom. 

296.) C D : D A : :'comme le rayon est à la 

tangente de i'angle A CD : ou CD:y : : 

r : m, en appellant r le rayon & m la tan-

gente de I'angle AC D ; donc ( Arith. 1 75? ) 

CD — -
y
-. Par un raisonnement semblable, 

m ' 

on trouvera, en nommant n la tangente de 

AB D, B D :y:: r: n , donc B D =
 r
{; or 

BD-+-DC = BC=a; donc -y- -+- -y 

ou 1 on tite y == . 
ft rn->rrm 

On peut rendre cette expression plus sim-

ple , en introduisant au lieu des tangentes 

m & « des deux angles C ànB, leurs cotan-

Vi/' 
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gentes que nous nommerons p & q. Pour cet 

effet, il faut se rappeller {héom. 280) que 

tang: r:: r: cot; en vertu de eette proposi-

tion, on aura m\r\:r:p & n:r::r:q\ 

d'où, l'on tire m — — & n = -; substituant, 
p q 

au lieu de m & w, ces valeurs
 t

 dans celle de 

p q p q ar* p q 
y. on aura y— -f-2—= -f , =- — x — V— 

ar q P p q 

1 j 3 . On voit par-là, que lorsque parmi 

les quantités qu'on peut regarder comme 

données, celles qu'on a employées, ne con-

duisent pas à un résultat aussi simple qu'on 

le désire, il n'est pas nécessaire de recom-

mencer un nouveau calcul pour s'assurer, si, 

en employant les autres données , on ne 

pourroit pas arriver\à un résultat plus simple. 

II suffit d'exprimer par des équations les rap-

ports das données qu'on a employées d'a-

bord, avec celles qu'on veut introduire, 

c'est ainsi que nous venons d'exprimer m & n 

par les équations m = — , n — — ; alors par 

de simples substitutions, nous avons eu une 

solution dépendante de p & de q. 

2 54« Nous'choisirons pour troisième 

fcxemple une question qui nous donne lieu 
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tout à la fois de faire voir la manière de mettre 

en équation les questions de Géométrie , ôc 

comment par différentes préparations de ces 

équations, on peut découvrir de nouvelles 

propositions. 

' Connoissant les trois côtés d*un triangle ABC 

( Fi g. 15- ), trouver les segments A D & D G 

formés par la perpendiculaire BD, & la. per-

pendiculaire B D elle-même. 

Si je connoisfois chacune de ces lignes^ 

voici comment je les vérifierois. J'ajouterois 

le quarré de B D , avec le quarré de CD, ÔC 

je verrois si la somme §st égale au quarré 

de BC: ce qui doit être, puisque le triangle 

BDCest rectangle (Géom. 164). J'ajouterois 

de même le quarré de AD, au quarré de BD, 

ôc je verrois si la somme est égale au quarté 

de A B. 
Imitons donc ce procédé, ôc pour cec 

effet nommons B D, y ; CD ,x\BC1 = <z ; 

AB = b; AC=c-, alors^427qui ek = AC 

•—CD, sera=c~ x. Nous aurons donc 

xx-\~yy=aa
3
 ôc cc—zcx-\-xx-\-yy-=zbb± 

Comme xx àcyy n'ont, dans chaque équa-

tion , d'autre coefficient que l'unité, je re-

tranche la seconde équation de la première , 

ce qui me donne, tout de suite zcx — cc = 
11 i> s i> • aa—bb -f- cc 

aa — bb; d ou 1 on tire X = 
Ï-Ê 

yiij 

x 
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Cou 

X 

-h ~ c, qu'on peut écrire ainsi 
Ç. j (

a
-ì-b)(a—b) 

ç •TC(M). 

Or, sous cette forme, on voit d'après ce 

qui a été dit (246), que pour avoir x il faut 

chercher une quatrième proportionnelle à c, 

« -h £, & a — £ ; & l'ay ant trouvée, en pren-

dre la moitié que l'on ajoutera avec f c, c'est-

à-dire, avec la moitié du côté AC; ce qui 

est absolument conforme à ce que nous avons 

dit ( Géom. 303 ). 

Mais on peut tirer plusieurs autres con-

clusions de ces mêmes équations; nous allons 

en exposer quelqifes-unes pour accoutumer 

les commençants à lire dans une équation ce 

qu'elle renferme, 

2 5 5- r°«L'équation2cx — cc — aa — bb
t 

est la même chose que c. (zx — c) ~(a~¥-b) 

(a — b). Or puisque le produit des deux 

premiers facteurs est égal au produit des 

deux derniers, on peut * considérer les deux 

premiers, comme les extrêmes, & les deux 

derniers comme les. moyens d'une propor-

tion , & l'on aura par conséquent c : a -f- b : : 

%—b : zx — ç; or ix—ç est x. moins c — x
% 

Dorénavant lorsque nous 

,^rons ainsi partagé chaque 

imembre'd'une équation en deux 

facteurs, nous conclurons tout 

4e íujte la proportion. II suffit 
4'çtre averti, une.fais oour tou-

tes , que dès que deux produits 

íônt égaux, les facteurs de l'un 

peuvent être considérés comme 

les extrêmes d'une proportion 

dont les facteurs de l'autre se-
rojenUes. moyens {4rith

} 
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donc en remettant à la place de ces lettres 

les' lignes qu'elles représentent , on aura 

AC: BÇ-\- AB : : B C— AB : CD — AD, 

ce qui est précisément ce que nous avons 

démontré ( Géom. 302). 

15 6. 2
0

. Si du point C comme cen-
tre , & d'un rayon égal à E C on décrit 

lare B O, & si l'on tire la corde BO, 

on aura~BD +FÓ = £0; ovDO = CO 

— CD = BC~-CD = a — x; donc B Ô 

—yy H- aa — lax -4- xx ; mais nous avons 

trouvé ci-dessus vy -f- xx = íza ; donc B 0 = 
aaa — 2ex = za sa •—x). Mettant donc pour 

' r 1 aa — bb -f- cc „ * 

x, fa valeur ——•, on aura B O — 2a 

(
lb — aa—cc\ síac — aa—.cc-\-'bb\ 

a _i

 ~Yc ) T 2<ì

 \ « ) *J 

-xsbb°~c.— slj; parce que -xac — aa — cc = 

— (aa — 2dc -f- cçl — ■— sc — aj3, î or (2 s) 

en considérant c — a comme une feule quan-
——*—— 1 

tité , on a b b-—c — a — (b -f- c — 

^ — c-f-a j; donc BO= j sb-hc — a) 

{b—c-f-a) qu'on peut mettre fous cette autre 

forme JB O — ; sa-hb+c—2aj sa-\-b-hc-2cJ-
T 

donc si on nomme 25 la somme des trois côtés, 

©n aura B O — ~(^ — 20] (2s — 2c) = 3. ~ 

V iy 
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(s — a) (s — c) ; or*si du point C, on abaisse 
sur OB la perpendiculaire CI, on aura (Géom. 

2py ) dans le triangle rectangle CIO, cette 
proportion CO : 01; : K: fin. O CI, c'est-à-

dire , a:\BO -.R:-.fin OCI; donc £ 50 =a 
afinOCI T>

n
 fin OCI

 B
 /.» J , ou jj O — —^— , & par Conse-

il ^(finOClf , . , 
quenti?0 =—^—- égalant ces deux 

valeurs de B Oi, on aura ~ (fin OCIJ1^ 

~ (s — a) (s — c), ou en divisant par 4a, 

& chassant les dénominateurs, ac (fin OCI y 

s^R1 (s — a) (s — c ), d'ou l'on tire cette 

proportion a c : (s — a) (s — c) : : R' : 
(Jïn OCiy, qui est la règle que nous avons 

donnée ( Géom. 3 04 ) pour trouver les angles 
d'un triangle par le moyen des trois côtés , 

mais dont nous avons renvoyé la démonstra-

tion à cette troisième Partie. En effetj ac est 
ie produit des deux cotés qui comprennent 

I'angle BCA;s—a ôc s—c sont les deux restes 

que l'on a en retranchant ces deux mêmes 
côtés successivement de la demi-somme, R est 

le rayon, ôt OCI est la moitié de I'angle 

B CA , puisque CI est une perpendiculaire 

menée du centre C sur la corde B O. 

2 5 7' 3°- L'équation yy-\-xx=:aa
f 

donnentj{y = ûa—xx—(a-+-x) (a — x); 

donc en mettant pour x, sa valeur, on aun 
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/ , aa-bb + cc \ s , bb-aa-cc\ 

yy~ (,
slH

—77— ) —zr^j ~ 

(
iac-\~aa-+-cc-bb\ Szac-aa cc-i-bb\ _^ Va-t-c-bb\ ^ 

(
bb-c a\ sa+e+b) (a+c-b\ I b-^c-a)x{b-c+a\ „ 

-—J = ^ j
c
 )*\ z > 

donc átccyy = (a-\-c-\rb) (a-+-c—b) (b-*-c—a) 

(b — c-+- a) , ou ^ccyy = (a-hb-ì-c) 

(a~ì~b-+-c—2b) (a+b+c—2a) (a-\~b-¥-c-2c) ; 

donc en nommant 2s la somme a -tb-\-c des 

trois côtés, on aura qccyy — 2s . ( 2s — zb) 

(zs—z a) (z s—zc) , ou ^ccyy=- 16s . (s—a) 

(s—b) (s—c), ou divisant par 16, réduisant,' 

& tirant la racine quarrée, 
cy , -.«• . cy ACYBD 

~ —Vs. (s-a) (s—b) (s-c ). MaiS ~ OU 

est la surface du triangle ABC; donc pouc 

avoir la surface d'un triangle , par le moyen-

des trois côtés, il faut de la demi-somme re-

trancher successivement chacun des trois cô-

tés ; multiplier les trois restes entr'eux & par 

la demi-somme, & enfin tirer la racine quarréa 

de ce produit. 

1 5 8« 4°« L'équatîon 2cx — cc = aa 

— bb
y
 donne bb = aa H- cc —~ 2cx ; mais si 

la perpendiculaire tomboit hors du triangle, 

on auroit, en conservant les mêmes déno-

minations ( Fig. 16), y y «+■ x x = 0. d
 }

 & 

yy-'rc c-4-2 c x-i-x x—-b b y parce que AD 

gui étoit c~x, est ici c-b-x, Donc retran-
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chant la première équation de la seconde
 f 

on auroit cc -+- zcx = bb—aa, ou c (c-hzx) 

=(b-i-a)x(b—à}, qui donne c : b~\-a: : b—a : 

c-f- zx ; or* -+- zx étant x -f- c-H x est C D 

-t-AD-i doncAC:AB + BC.:AB—BC: 

CD-h AD , ce qui est la seconde partie de 

la proposition que nous avons démontrée 

(Géom. 302,). 
259- $°. La même équation cc-+-2cx 

— bb — aa, donne bb — ÍW + CC4- 2cx ; 

comparant donc à l'équation bb — aa-+- cc 

1— zcx qui convient à la figure 15 , on voit 

que le quarté bb du côté AB opposé à l'angle 

aigu C, vaut moins que la somme aa -f- cc 

des quarrés des deux autres côtés , puisqu'il 
vaut cette somme diminuée de 2cx. Au con-

traire le quarré b b du coté AB, opposé à 
l'angle obtus (Fig. 16) vaut aa -4- cc -+• 2cx, 

c'est-à-dire, plus que la somme des quarrés 

des deux autres côtes. On peut donc, par ces 

deux remarques, lorsqu'on a à calculer les 

angles d'un triangle parle moyen des cotés , 

reconnoître fi l'angle que l'on cherche , doit 

être aigu ou obtus. 

260. 6°. Les deux équations bb—aa 

~\-cc ■—■ 2 c x , &c b b = a a -f- c c-¥- 2cx , 

confirment ce que nous avons dit fur les 

quantités négatives. Car on voit que selon 

que la perpendiculaire B D (Fig. 15 & 16) 
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tombe dans le triangle ou au-dehors, le 

segment CD est de différents côtés. Or dans 

ces équations le terme 2cx a en effet des 
signes contraires. Donc réciproquement, 

quels que soient les calculs que l'on aura faits 

pour l un de ces triangles, on aura ceux qui 

conviennent pour les cas analogues du second," 

en donnant des signes contraires aux parties, 

qui seront situées de différents côtés, fur une 

même ligne : or dans ce que nous avons dit 

ci-deíïus, tant fur le calcul de l'un des angles , 
que fur celui de la surface, le segment CD n'y 

entre plus ; donc ces deux propositions appar-

tiennent indifféremment à toute espece de 

triangle rectiligne. 
On pourroit tirer encore de ces mêmes 

équations plusieurs autres propositions ; mais 

nous avons d'autres objets à envisager. 
261. Quoiqu'en général on ait d'autant 

plus de ressources & de faciiité pour mettra 

les questions de Géométrie en équation, que 

l'on connoît un plus grand nombre de pro-
priétés des lignes ; cependant, comme l'Al-

gebrJfcldmême fournit les moyens de trou-

ver ceîpropriétés, le nombre des propositions 

vraiment nécessaires, est aííez limité. Ces 
deux propositions, que les triangles semblables 
ont leurs côtés homologues proportionnels, & 

que dans un triangle rectangle
 f

 la Jommc des 

SCD LYON 1



COURS 

quarrés des deux côtés de l'angle droit efi égale 

au quarré de l'hypoténuse, ces deux proposi-

tions, dis-je, font la base de l'application de 

l'Algebre à la Géométrie. Mais selon la nature 

des questions, il peut y avoir bien des ma-

nières de faire usage de ces deux propositions. 

Cet usage n'étoit point difficile à appercevoir 

dans la question que nous venons de traiter. 

Mais dans les conséquences que nous avons 

tirées de faréfolution pourlecalcul del'angle, 

par le moyen des trois côtés, l'idée de dé-

crire Tare BO [Fig. 15) pour calculer la corde 

BO, & par fa moitié 01, calculer le sinus de 

l'angle O CI, cette idée ne se préfente pas 

d'abord. II en est de même dans beaucoup 

d'autres questions. Tantôt ce font des lignes 

qu'il faut prolonger jusqu'à ce qu'elles en ren-

contrent d'autres ; tantôt des lignes qu'il faut 

mener parallèles à quelqu'autre, ou faisant un 

angle donné avec quelqu'autre. En un mot , 

l'application de l'Algebre à la Géométrie , 

ainsi qu'à toute autre matière , exige , de la 

part de YAnalyJle > un certain discernement 

dans le choix & l'emploi des moy«p Mais 

comme ce discernement s'acquiert en grande 

partie par l'ufage, nous allons appliquer ces 

observations à divers exemples. 

1 61. Propofons-nous d'abord cette ques-

tion : D'un point h. (Fig, 17) dont la situation 

1 
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tjl connue à l'égard des deh% lignés HD Sf DI 

qui font entr elles un angle connu H D I , 

tirer une ligne droite A E G de mank/e que le 

triangle intercepté EDG, ait une surface don-

nées cejl-à-dire, une surface égale à celle d'un 

quarré connu c c. 
Du point A menons la ligne A B parallèle 

à DA, & la lignes C perpendiculaire fur 

D G prolongée : du point JE où la ligne AEG 

doit couper DH, concevons la perpendi-

culaire EF. Si nous-connoislìons EF&z DG, 

en les'multipliant l'une par l'autre, & pre-

nant la moitié du produit, nous aurions la 

surface du triangle E D G, laquelle devroit 

être égale à c c. 
.Supposons donc D G = x ; à l'égard de 

JE Fuyoyons fi nous ne pouvons pas en déter-

miner la valeur, tant par le moyen dex, que 

de ce qu'il y a de connu dans la question. 

Puisqu'on suppose que la situation du 

point A est connue, on doit regarder comme 

connue la distance B D à. laquelle paífe la 

parallèle./Íj5, ôc ladistance .^Cdu pointé à 

la ligne DÉrprolongée.Nornmons donc B D, 

a & AC,b; alors les triangles semblables ABG 

& EDG, nous donnent B G : DG:: AG-.EG; 

& les triangles semblables A CG : E F G , 

nous donnent A G . E G : : AC : E F ; donc 

BG -. DG 1; A C:EF; c'est-à-dire, a-hx, 
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a+-x 

$1$ C 0 Í7 R S 

x::b: EF; donc( Arith. 179) EF-. 

puis donc que la surface du triangle EDG doit 

être égale au quarré cc , il saut que EFx ~ 

bx x >/i»j* b xx 
c«^

x
l = ̂ >

c
 est-a-dire, que —

x
 =* 

cc y on chassant le dénominateur, £ x x =3 

Zslcc -f* 2ccx. 
Cette équation résolue suivant les règles des 

équations du second degré (99 & 100), donne 

ces deux valeurs ,«=7+ 3/ — -4- — : 

dont celle qui a le signe-—est inutile à la 

question préfente. 

Pour construire la première, je la mets fous 

la forme suivante 

x = ~
b
 -f- T^^i -+- 2 aj-^ : cela posé , 

ayant tiré une ligné indéfinie PQ [Fig. 18), 

sur un point quelconque C de cette ligne
 ? 

j'élève la perpendiculaire AL—b, & je 

prends fur C,1. & C P les lignes CO, CM 

égales chacune au côté c du quarré donné ; 

ayant tiré A M, je lui mene par le point O la 

parallèle O A' qui me détermine C N pour la 

* APaveriir, toutes les fois j produit des deux moyens di-
que nous aurons à exprimer un.! viíe par l'extrême , ou des 

terme d'une proportion, dont; deux extrêmes divisé par le 

trois íêront exprimés aJgébri- j moyen, selon qne le terme 

quement, nous prendrons , I cherché sera un extrême ou un 

íàns e» avertir davantage , le, moyen. 
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valeur de j , puisque les triangles sembla-

bles ACM, OCN donnent AC:OC::CM: 

CN, c'est-à-dire, b : c : : c : CN; donc CiV 

£= j ; cela étant, la valeur de x devient 

donc» = CN-*-l/"(CN-+-za) xlW~î or 
VÍCcw exprime (2,4.9) une moyenne 

proportionnelle entre CN de CN~h2a; il 

ne s'agit donc plus que de déterminer cette 
moyenne proportionnelle, & de l'ajouter 

à CN. Pour cet effet, fur NC prolongée, 

je prend C Q = za ; 6c fur la totalité N Q
 y 

je décris le demi-cercle NVQ rencontré 

en V par C A: je porte la corde N V de 
N en P, & j'ai CP pour la valeur de x ; 

car NV( Géom. iiz) est moyenne propor-

tionnelle entre NC & JVQ, c'est-à-dire, 
entre CÌV& C N-i- za ; donc N Fou P N 

*== */>írA'-t-2tíJxt A'.; donc CP = C/V-H 

P.ZV=? CW -4- ^(CAr-Tââîxscw ~ * 5 on 
portera donc CP de D en G (Fig. 17) ôc 

l'on aura le point G par lequel & par le 

point A tirant , on aura le triangle EDG 

égal au quarré cc. 
26 y. Si l'on veut savoir ce que signifie la 

seconde valeur de x , savoir, 
cc ~ìs te*. \cc x— j—y (—-+■ z ûj—, #n remarquera 

que rien , dans la question ,'ne déterminant 
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s'il s'agit plutôt de l'angle EDG ( Fig. íj ) 

que de son égal E' D G' formé par le pro-

longement des lignes G D, E D
s
 ôc les quan-

tités donneés étant les mêmes pour celui-ci 

-que pour l'autre , cette seconde solution 

doit être celle de la question où il s'agiroit 
de faire dans l'angle E1 D G' la même chose 
que nous avons faite dans l'angle EDG. Est 
effet, en nommant DG',x, ôc conservant les 

autres dénominations, les triangles A E GJ, 
E'DG', semblables à cause des parallèles 

AB ôc DE' donnent EG' :DG':t AG' : G'E', 

& en abaissant la perpendiculaire E'F', les 

triangles semblables ACG', E'F G' donnent 

AG':G'E'::AC: F'E' ; donc BG'iDG'ì: 

AC : F'E', c'est-à dire, a — x : x : : b : F'E'; 

donc F'E' — —. puis donc que la surface du 
a-x , » ~ 

triangle G'E'D doit être égale au quarré ce, 
« i h X X 
íl faut que ^—^ x — = c c ; ce quj donne 

~bxx= 2 ac c — zccx, & par conséquent 

x= -j- úzr j£ H 1 ' ì valeurs de x qui 

font précisément les mêmes que celles du 
cas précédent, avec cette différence qu'elles 

ont des lignes contraires, ainsi que cela doit 

être, puisqu'ici la quantité x est prise du côté 

opposé à coiui où on la prenoit d'abord. 

^Nouvelle confirmation de ce que nous avons 
dé] a 
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déja dit plus d'une fois, que les valeurs né-

gatives dévoient être prises dans un sens 

opposé à celui où l'on a pris ies positives. 

La construction que nous avons donnée 

pour le cas précédent, sert aussi pour celui-

ci , avec ce seul changement, de porter ( Fig, 

18 ) N Vàe N en K vers Q; alors la valeur 

de x, qui, dans le cas précédent, étoit CP, 

fera C K dans celui-ci. En effet, la valeur 

de x, qui convient au cas présent, est 

ce t c* . » ac c c c . 

*=—T-f y a-H—— oux=——■+> 

+
")

X
T c'est-à-dire,# = —-CN-+-

Vs<~ * -hia)xCN > puis donc que A V~ 

K
(

, N-*.ta)xCN, on a x = — CJV-h NV 

— —C'iV-f- N K — CK; ainsi on portera 

CK de D en G' (Fig. 17), & l'on aura le point 

C par lequel & par le point A tirant AG'E', 

on aura ie triangle G'DE' égal au quarré c c ; 

c'est à-dire, la seconde solution de la ques-
tion. 

16\. Nous avons supposé que le pointé 

( Fig. 17 ) étoit au-deífus de la ligne BG; s'il 

étoit au-dessous, (Fig. 19) la quantités, ou 

ía ligne -^C feroit négative, & les deux pre-

mières valeurs de x scroient par conséquent 

„ cc 1 c
* T.acc cc , , 

*=-
T

±K £7 ~ ou x =* 

ALGÈBRE, X 

SCD LYON 1



322 COURS 

\^"(y —20^ x j ; où l'on voit que le pro-

blême n'est possible alors, que lorsque 2a est 

plus petit quey
?
puisque lorsqu'ilest plus grand 

la quantité qui est fous le radical, est néga-
tive, & par conséquent (98) les valeurs de x 

font imaginaires ou absurdes. Lorsque 2a est 

plus petit que y, les deux valeurs de x font 

négatives , c'est à-dire , qu'alors le problême 

est impossible à l'égard de l'angle HDIy mais 

i! a deux solutions à l'égard de son égal 

E'DG1. Pour avoir ces deux solutions, il faut 

construire les deux valeurs x = — -T- -fr 

{j; —
 2

a)
 x
 j) ce que l'on fera de la 

manière suivante. Ayant déterminé, comme 

ci-dessus, la valeur CN de Cj {Fig. 2.0 )_, on 

prendra N Q = 2a, & ayant décrit fur N Q 

comme diamètre, le demi-cercle N VQ
3 

on lui ménera la tangente CV; on portera 
ensuite C V de C en P vers N & de C en K 

à l'oppofite ; alors N P ôc NK seront les deux 
valeurs de x, on les portera (Fig. 19 ) de D 

en G ôc de D en G', & tirant par le point A 

& par les points G & G' les deux droites 

EG, E'G', chacun des deux triangles EDG, 

E'DG1 fera égal au quarré c c. Quant à ce 

que nous disons que N P & N K ( Fig. -20 ) 
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feront les deux valeurs de x , cela se tire de ce 

que (Géorn. 129) CF* étant moyenne propor-

tionnelle entre CNôc CQ, est = VCQXCN
T 

ou, (en mettant pour ces lignes leurs valeurs), 

CFou CPouCK^J/
r
'Qï — 2û)x

T

7
; 

donc NP=CN-CP=
 c{-jSçfl

2a
yj; 

& NK=CN-hCK=
 c
{ -H -

 2
sl) x fi 

or ces deux quantités font les mêmes que 

îes valeurs de x , en changeant les signes, 

donc ces mêmes quantite's portées de D vers 
G (Fig. ip ) seront les valeurs de x. 

26 5 • Si le point A (Fig. z 1 ) étoit dans 
l'angle même HDI, alors BD tombant du 
côté opposé à celui où il tomboit d'abord , 

a seroit négatif & les deux valeurs primitives 

lace CC M C^ 

de x
 y
 deviendroient x = — -f- y rr —*■ 

b " bb o 

qui font les mêmes ( en changeant les signes) 

que celles que nous venons de construire. 

On voit donc qu'alors on doit construire, 

comme on Ta fait ( Fig. zo ) ; mais porter les 

valeurs NP ôc NK de x, les porter, dis-je , 

(Fig. 21 ) de D vers J; ôc l'on aura les.deux 

triangles DE G, DE'G' qui satisferont tous 
deux à la question.. 

266. Enfin le point A ( Fig. z z ) pourroíe 

Xij 

SCD LYON 1



324- COURS 

être situé au-dessous de B D, mais dans FanJ 

gleBDE'. Alors ad*, b seroient tous deux 

négatifs, ce qui donneroit x = — y -f-

J/'jl -+- ̂ -y^ qui font précisément de signes 

contraires aux premières valeurs que nous 
avons trouvées pour xi On construira donc , 

comme on l'a fait {Fig. 18 ). Alors C K fera 
la valeur positive de x, & CPfa valeur né-
gative ; on portera la première , (Fig. 22) de 

D en G vers B, & l'autre à l'opposite, c'est-, 

à-dire, de D en G'. 
Nous avons insisté fur les différents cas de 

cette solution, pour faire voir comment une 

seule équation les comprend tous ; comment 
on, les déduit par le seul changement des 

signes ; comment les positions contraires des 

lignes, font désignées par la contrariété des 
signes, ôc réciproquement. II nous reste en-

core à indiquer quelques usages de cette 

même solution. 
lój.Si l'on proposoit. cette question: 

D'un point donné A (Fig. 2 3 ) hors d'un triangle 
ou dans un triangle donné DHIj mener une 

ligne AF qui divise ce triangle en deux parties 

DEF, EFIH qui soient entr'elles dans un rap~ 

port connu & marqué par le rapport de m': n , 

cette question trouveroit sa solution dans la 

précédente, Car puisque le triangle D HI 
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est donné, & que l'on sait quelle partie le 

triangle D E F'doit être du triangle DHI; 
íi l'on cherche Je quatrième terme de cette 

proportion m H- n : m : : la surface du triangle 

D H 1, est à un quatrième terme ; ce qua-

trième terme sera la surface que doit avoir le 

triangle D E F. Or on peut toujours trouver 

un quarré cc égal à cette surface (249) $ 

la question est donc réduite à mener par. le 

point A , une ligne A EF, qui comprenne 

avec les deux côtés D H, D I, un triangle 

DEF égal au quarré cc , c'est-à-dire, est 

réduite à la question précédente. 

2 6 8 • On voit encore qu'on rameneroit 

à la même question, celle de partager une 

figure rectiligne quelconque ( Fig. 24. ) par 

une ligne tirée d'un point quelconque A , 
en deux parties B CF E, E F D H K , qui 

fussent entr'elles dans un rapport donné. 

En effet, la figure BCDHK étant sup-

posée connue, on connoît tous ses angles ÔC 

tous ses côtés ; on connoîtra donc facile-

ment le triaagle B L G formé par les deux 

cotés K B ôc DC prolongés, puisqu'on con-

noît dans ce triangle, le côté B C & les deux 

angles L B C, LCB suppléments des an-

gles connus C B K ôc B CF; ainsi on doit 

regarder la surface du triangle L B C comme 

connue;ôc puisque celle de EBCF doit 
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être une portion déterminée de la surface 

totale, elle est donc connue aussi ; la ques-

tion est donc réduite à mener une ligne AEF 

qui forme dans l'angle K LD, un triangle 

égal à un quarré connu. Enfin, on voit par-

là , comment on partageroit cette figure, en 

un plus grand nombre de parties dont les 

tapports seroient donnés. 

269. Une remarque qu'il est encore à 
propos de faire , & que nous allons confir-

mer par d'autres exemples, c'est que , si 

quelques-unes des quantités données qui 

entrent dans l'équation qui sert à résoudre 

une question, sont telles qu'en changeant 

lèurs signes en signes contraires, l'équation 

ne change point ; ou si un changement de 

position dans la ligne ou les lignes cher-

chées de la figure, n'entraîne aucun change-

ment de position ni de grandeur dans les li-

gnes données , alors parmi les différentes 

valeurs de x, lorsqu'il y en a plusieurs dans 

l'équation , on en trouvera toujours une qui 

fera la solution propre pour le cas qu'indique 

ce changement. Par exemple, dans la ques-

tion que nous venons de traiter, on a vu 

que l'une des valeurs de x donnoit directe-

ment la solution pour le cas où la ligne AEG 

(Fig- i?) devoit traverser l'angle HDI
9 

ainsi qu'on l'a supposé en faisant le calcul ; 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 317 

mais on a vu en même-temps que la seconde 
valeur de x donnoit la solution pour le cas 

où il s'agiroit, non pas de l'angle HD1, mais 

de son opposé au sommet. La raison en est 

qu'ayant dans chaque cas, les mêmes quan-
tités données à employer, & les mêmes rai-

sonnements à faire, on ne peut être conduit 

qu'à la même équation ; donc la même équa-

tion doit donner les deux solutions. Nous 

allons en voir encore des exemples, en par-
courant d'autres questions. 

270. Proposons - nous cette question. 

D'un point donné A hors d'un cercle B D C 
( Fig. ) tirer une ligne droite A E

 3
 de ma-

nière que fa partie DE interceptée dans le cercle 
soit égale à une ligne donnée. 

Puisque le cercle B D E C est donné, son» 

diamètre est censé connu : & puisque le point 
A est donné, si l'on tire par le centre O la 

droite AOC, on est censé connoître la ligne 

A B , & par conséquent la ligne A C. Pour 

savoir comment ori doit tirer la ligne A E, il 
ne s'agit que de savoir de quelle grandeur 

doit être AD, pour que son prolongement 

D E soit égal à la ligne donnée. Je nomme 

donc A D , x ; la ligne connue A B, a ; la 
ligne connue A C , 6; enfin je nomme c

 9
 la 

ligne donnée à laquelle DE doit être égale* 
Cela posé

 ? 

X iv 
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Puisque la figure B DEC est un cercle, les 

sécantes AC > AE doivent (Géom. 127) être 
réciproquement proportionnelles à leurs par-

ties extérieures ; on doit donc avoir A C: AE:°. 
A D : AB, c'est-à-dire, en vertu des dénomi-

nations précédentes , b : x -+- c : : x : a ; donc 
en multipliant les extrêmes & les moyens, 

on aura xx-\-cx = ab, équation du second 

degré qui étant résolue donne x = — yC + 

V±cc-*-a> ì dont la première valeur , x = 
satisfait feule à la question 

actuelle. 
Pour achever la solution il faut construire 

cette quantité , ce qu'on peut faire sans em-

ployer les transformations enseignées si<$6). 
Pour cet effet, on tirera du point A la tan-

gente A T
y
 qui (Géom. 129) étant moyenne 

proportionnelle entre AB & A C, donnera 

AT—aby la valeur de x deviendra donc x= 
■— j c -4- V^CC+ZÏT

1, î tirons le rayon TO> il 
fera perpendiculaire à ATfGéom. 48^ ; si 
donc on prend 71 = 7 c *, alors en tirant Al 
on aura Al =V\

CC
+ÂT

1 ; donc pour avoir 
« , il ne s'agit plus que de porter 77 de I en 

i? & de décrire du point A comme centre 

& du rayon A fi , l'arc RD qui déterminera 
le point cherché D ; car AD ou AU fera 

égal à AI—IR=AI— TI^V^TT-— 
1 _ 
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Pour connoître maintenant ce que signifie 

la seconde valeur , x = — - c — V\cc -H ab > 

îl faut' remarquer que puisqu'elle est toute 

négative , elle ne peut tomber que du côté 

opposé à celui vers lequel tend A D. Voyons 
donc s'il y a quelque question dépendante 
des mêmes quantités & des mêmes raison-

nements , & qui ait rapport à ce côté. Or je 

remarque que fi Ton suppose a & b négatifs , 
l'équation xx-+-cx=abx\e change en au-

cune manière ; donc puisqu'alors le cercle 

£D£Cdeviendroit B'D'EC situé vers la 

gauche de la même manière que le premier 

ì'est vers la droite , il s'enfuit que cette 
même équation renferme aussi la solution 

qui appartiendroit à ce cas ; la seconde va-

leur de savoir x = — \c — V\cc-ì-ab ap-

partient donc à ce même cas, & satisfait à 
la même condition.; c'est pourquoi si dans 

la construction précédente on porte IT, de 

I en R', fur AI prolongé, & qu'ensuite du 

point A comme centre ôc d'un rayon égal 
à AR'j on décrive un arc qui coupe , en 

la circonférence B'D'E'C, le point E' sera 

tel que la partie interceptée E'D' sera égale 
à c ; en effet, A E' étant egal à A R' = 

AI -h 1R', vaudra V^+xr* -+- 7 C , c'est-
à-dire, sera égal à la seconde valeur de x 

en y changeant les signes ; or puisqu'on porte 
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cette quantité du côté opposé à celui vers 

lequel on a supposé que tendoit x, il s'ensuit 

que A E' est véritablement la seconde valeur 

de x. 
Au reste, comme les deux cercles font 

égaux & situés de la même manière, les deux 

solutions peuvent appartenir toutes deux au 
même cercle, ensorte que si l'on décrit du 

point A comme centre & du rayon A R', l'arc 
R'E, la ligne AE résoudra aussi la question ; 

en effet, il est aisé de voir que le point £ dé-

terminé de cette manière est sur le prolonge-

ment de la ligne A D déterminée par la pre-
mière construction. Mais des deux solutions 

distinctes que fournit l'Algebre , la première 

tombe à la droite du point A , & appartient 

au point D de la circonférence convexe; la 
seconde tombe à la gauche, & appartient au 

point E' de la circonférence concave. 
On voit par-là se confirmer de plus en 

plus, que les quantités négatives doivent 

être portées de côtés opposés, & récipro-

quement. 
17 I • Supposons maintenant qu'il s'agit de 

trouver sur la direction de la ligne donnée A B 

(Fig. 26) un point C tel que sa distance au 

point A , soit moyenne proportionelle entre sa 
distance au point B & la ligne entière A B. 

Je nommerai a la ligne donnée A B ; & 
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ft, la distance cherchée A C ; alors B C fera 
a — x ; & puisqu'on veut que AB: A C : : 

AB: C B, ou que a: — oc, il faut 

en multipliant les extrêmes & les moyens, 

que xx = aa — ax, ou xx -+■ ax — aa, équa-

tion du second degré, qui,étant résolue, 

donne x = — 7 <z ±- -4- aa. 

Pour construire la première valeur x== 

•— ~ a -H VÇûT+âa, il faut selon ce qui a 
été enseigné (2 jp) élever au point 5 la per-

pendiculaire B D — \a , & ayant tiré^4D, 

on aura A D = Kl D -\-A B — 

Kiaa-i-íza ; il ne s'agit donc plus que de 
retrancher de cette ligne , la quantité 7 a, 
ce qui se fera en portant DBátDen O ; 

alors A O vaudra V\
a
a->raa—' 7 > c'est-à-

dire j fera égale à x ; on portera dónc A O 

de AenC vers B, & le point C où elle abou-
tira fera le point cherché. 

Quant à la seconde valeur de x, savoir 

— 7 a — V\aa-^-aa j si l'on porte B D de D 
en O' sur 1c prolongement de' A D , alors 

AO' vaudra ~ a ■+• V^aa-^-aa ; puis donc que 
la valeur de x est cette même quantité , 

prise négativement, on portera A O'de A 

en Q fur A B prolongée du côté opposé à 
celui vers lequel on a supposé , dans la solu-

tion
 >

 que x tendait, & l'on aura un second 

SCD LYON 1



COURS 

point C f qui sera, auífi , tel que sa distancé 

au point A , sera moyenne proportionnelle 

entre sa distance au point B & la ligne en-

tière A B. 
Remarquons en passant que cette question 

"renferme celle de couper une ligne donnée AB 
en moyenne & extrême raison ; aufiì la cons-

truction que nous venons d'en donner est-

èlle la même que celle que nous avons don-
née (Géom. 130). Mais on voit que l'Algebre 
nous conduit à trouvcr cette construction ; 

au lieu qu'en Géométrie nous supposions la 

construction déja trouvée , & nous en dé-

montrions seulement la légitimité. 
ij 2. Si l'on fait un peu d'attention sur 

la marche que nous avons observée dans les 

questions précédentes, on verra que nous 

avons toujours pris, pour l'inconnue, une 

ligne qui, étant une fois connue, ferviroît à 
déterminer toutes les autres, en observant 
les conditions de la question. C'est ce qu'on 

doit toujours observer ; mais il y a encore un 

choix à faire pour se déterminer sur cette 

ligne : il y en a souvent plufieuie dont 

chacune auroit également la propriété de 

déterminer toutes les autres fi une fois elle 

étoit connue ; or parmi celles-là il en est qui 

conduiroient à des équations plus composées 

les tmes que les autres. Pour aider à se déter-

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 33$ 

miner dans ces cas , nous placerons ici la 

régie suivante. 
273. Si parmi les lignes ou les quantités qui 

étant prises chacune pour l'inconnue,poun-oient, 

servir à déterminer toutes les autres quantités > il 

s'en trouve deux qui y servent de la même ma-

nière , ènsorte qu'on prévoie que l'une ou l'autre 

conduiroit à la même équation ( aux signes -f-

ou — près ) ; alors onfera bien de n*employer ni 

l'une ni l'autre, mais de prendre pour inconnue 

une autre quantité qui dépende également de 

l'une ô de l'autre de ces deux-là ; par exemple ^ 

de prendre pour inconnue leur demi-somme , 

ou leur demi-différence : ou un moyen pro-

portionnel entr'elleSj ou &c. On arrivera 

toujours à une équation plus simple qu'en 

cherchant l'une ou l'autre. 

La question que nous avons résolue (270) 

peut nous en fournir un exemple. Rien dans 

cette question ne déterminoit à prendre AD 

( Fig. 2j) pour inconnue plutôt que A E ; 

en prenant AD pour Tinconnue x
3
 on avoit 

x-+- cpour A E ; & en prenants E pouc 

l'inconnue x , on auroit eu* — c pour AD
9 

& du reste le calcul est le même dans chaque 

cas, enforte que l'équation ne différera que 

par les signes. C'est pourquoi, si au lieu de 

prendre aucune des deux pour l'inconnue, 

je prends leur demi-somme, & que je la 
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nomme x ; comme leur différence DE eÛ 

donnée par les conditions de la question , & 

est = c, on aura ( Géom. 301) A E — x 

■+---C ,ôt A D=x — ~c; & en employant 

le même principe que nous avons employé 

dans cette première résolution, nous aurons 

l'équation (x-+-±c) (x — \c) 1= ab, ou 

xx — ̂ ec = ab
 3

 équation plus simple & qui 

donne x=V'±Cc-+-al. D'où il est aisé de con-

clure que AE qui est x -+- ~ c, sera = ~ c-h 

Vti7*+âb, & A D =-Jf + V\c~7^âb, 

comme ci-dessus ( 270 ). 

La question suivante nous fournira plu-

sieurs exemples de l'application du même 

principe. 

2 74' D'un point D (Fig 27 ) situé dans 

Vangle droit I A E, & également éloigné des 

deux cotés IA & A E, mener une ligne droite 

DB, de manière que la partie C B comprise 

dans l'angle droit E A B, soit égale à une 

ligne donnée. 

Ayant abaissé les perpendiculaires D E } 

D 1
3
 je puis indifféremment prendre pour in-

connue CE ou AB, AC ou IB, CD ou DB. 

Si je prends par exemple C E pour l'in-

connue, alors nommant CE, x, & dési-

gnant par a, chacune des deux lignes égales 

D E ,D I, qui font censées connues ; nom-

mant de plus, c , la ligne donnée à laquelle 
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BC doit être égale, j'aurai AC = AE—CE 

— a — x ; & les triangles semblables DEC, 

C AB, me donneront A B par cette propor-

tion ,CE:DE::AC:AB
3
 c'est-à-dire , 

x : a : : a — x : AB ; d'où l'on tire AB = 

Or par la propriété du triangle rec* 

tangle ( Géom. 154 ) on a AC-+-AB=BC: 

substituant, au lieu de ces lignes, leurs va-
leurs algébriques, on aura (a—x)1 -f» 

(
aa — ax\

 3 — c c f ou a a — 2. Û X H- # x -H 

= cc , ou , en chaíiant ie déno-
XX ' ' 

minateur, transposant & réduisant x*—2axi 

H- zaaxx—ccxx—2a}^-i-sl4í= o ; équation 
du quatrième degré, mais qui n'est pas, à 

beaucoup près, la plus íìmple qu'on puisse 
employer pour résoudre cette question. 

Si, au lieu de prendre C E pour inconnue, 

nous prenions / B ; alors nommant IB > x , 

& imitant la solution précédente, ôn auroit 

une équation qui ne différeroit de celle qu'on 

vient de trouver, qu'en ce qu'au lieu de 
a — 'x, on auroit x — a ; c'est-à-dire , qui 

seroit absolument la même, puisque ces quan-

tités y font au quarré. Celle où l'on prendroit 

AB pour inconnue , ne différeroit que par les 
signes de celle où l'on prendroit AC pour in-

connue, De même, à l'égard de D B & de DC
f 
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Féquation ou Tune sera prise pour inconnues 

ne différera que par les signes, de celle oíx 

Ton prendroit l'autre pour inconnue : il ne 

faut donc prendre aucune de ces lignes. 

Mais si nous prenons pour inconnue , la 

somme des deux lignes D B & DC, & si 

nous représentons cette somme par ix , alors 

( Géom. 301 ) nous aurons D B = x-\-\c, 
& D C = x — ~c ; or les parallèles D I ÔC 

CA, nous donnent, pour trouver AB & AC, 

îes deux proportions suivantes, DC: CB : : 

I ou b E:AB,&D£:CB::DI: AC; 

c'est-à-dire , x —
 T

 c : c : : a : AB, '& x-+~ c : 

ir: :a: 4 donc AB = —~ & C = 

ag ; donc puisque le triangle rectangle 
*-f-lç 

CAB, donne ̂ í£-+-yíC=
J
BC,on aura 

7—
;
—- -H 7 f— = ce ; OU bien , chassant 

les fractions ; & divisant par cc , a2 (x~t-j.c)* 
^a2(x — ̂ cs=(x~hicr{x—icr; 
faisant les opérations indiquées, transposant 

& réduisant, on a x* — ( -f cc •+■ laa ) x1 = 

- aacc — YJ c4, équation du quatrième degré 

à la vérité , mais plus facile à résoudre que la 

précédente, puisque (173) elle se résout à la 

manière de celles du second degré. 

On parviendra encore à des équations assez 

simples, si on emploie deux inconnues, donc 
l'une 
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Pune soit la somme des deux lignes AB &AC, 

& l'autre leur différence, c'est-à-dire, si l'on 

fût A B-h A C=
2
x,&cAB — AC=2y, 

Ce qui donnera AË = x-\-y,&cA C=t 

x —y ; le triangle rectangle A B C donnera 
— 1 r— Ì ■- 2 

AB-hAC=*BC, ôcles triangles sembla-
bles ABC, IB D donneront ( Géom. 109 ) 

A B : AC : : IB: ID ; ce qui donnera les deux 

équations nécessaires pour déterminer x & y; 

de t'une on tirera la valeur de xx , qui étanc 

substituée dans l'autre , donnera pour jy, une 

équation du second degré. Mais nous laissons 

aux commençants à achever le calcul pouf, 

s'exercer, & nous revenons à notre équation» 

Conformément à ce qui a été enseigné 

(173), on auïax*-~(1

2
cc-h2aa)x1-+-(±cc-t-aay 

= {{cc ■+■ aa)2 -t- \aacc — — aacc -+-a* ; 

tirant la racine quafrée , x* —(~ cc-+• aâ) == 

rt KíictícH-ri* j & par conséquent xz==±cc-haa 

zh Vr
aacc-*-a*' ' tirant de nouveau la racine 

quarréej nous aurons enfin , 

x^±V^cc^aa±^7a~cc~^, ou 

* = :± V-kcc-*-aa±:aV'^^-aa. 

Des quatre valeurs de x que donne la 

double combinaison des deux signes Hr > il 
n'y en a qu'une qui appartienne à la queition 

telle qu'elle a été proposée, & cette valeur 

ALGÈBRE. Y 

-
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», ... ,,1,1, 

est x — -+■ \s\ cc-haa-i-a]/~cc~\-aa. La va-

leur x=-h y~cc-*-aa—aV
cc

+.
ûa r(

fs
ou

t 

la question pour le cas où l'on demanderoic 

que la ligne C B fût dans le même angle que 

le point D ,voye^{Fig. 28 ) ; & alors x repré-

sente , non pas la demi-somme, mais îa demi-

différence des deux lignes B D & D C, c'est 

ce dont il est facile de fe convaincre en 

nommant 2 x cette différence, & résolvant 

le problême de la même manière que ci-

dessus; car on aura D B = \c -f- x , CD — 

{c — x , & les parallèles D /& C A donne-

ront D B : CB::DI:CA,&cDC:CB:: 

Al: AB, ou 7 c-+-x : c : : a : CA , & \ c—x : 

c : : a : AB; donc CA=
 7
^-&íAB = ̂ -; 

donc à cause du triangle rectangle C A B , 

°n aura + = f, ou après les 

mêmes opérations que ci-dessus , a
4
— 

(±ec^-2aa) x
ì
 = ±aacc — — c* , équation 

qui est absolument la même que celle que 

nous venons de trouver pour la somme des 

deux lignes B D & C D ( Fig. 27 ). Donc la 

même équation satisfaisant aux deux caSj, 

l'une des racines doit donner la somme, ôc 

une autre doit donner la différence; or il 

est facile de voir que les deux que l'on doit 

prendre, font celles que nous venons d'in-

« 
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dìquer, puìfque les deux autres racines , 

étant toutes négatives, ne peuvent appar-

tenir qu'à des cas tout opposés à ceux qu'on 

a considérés dans chaque résolution. 

Quant à ces deux autres racines , pour 

trouver à quels cas elles appartiennent, il 

faut observer que rien ne détermine dans la 

question présente, ou, du moins, dans lé-

quation , íi le point D {Fig. 27 ) est ( comme 

on l'a supposé d'abord ) au dessous de AI &C 

à gauche de AE , ou s'il est, au contraire , 

au-dessus de la première & à droite de la se-

conde j comme on le voit ici à l'égard de A'P. 

& de A1 E' : or dans ce cas
 t

 la quantité a 

tombant de côtés opposés à ceux où elle 

tomboic d'abord j, est négative ; donc on aura 

la solution qui convient à ce cas , íi l'on 

met — a , au lieu de -+- a dans l'équatìon 

x*— ( -f- cc -4- zaa ) x* &c, trouvée ci-dessus ; 

mais comme cette équation ne change pas 

alors, il s'enfuit que cette même équation 

doit aussi résoudre ces deux nouveaux cas ; 

donc les deux autres valeurs de x font l'une, 

la somme des deux lignes D B' & DO (Fig. 27), 

& l'autre
 3
 leur différence ( Fig. 28 ). Et 

l'on voit en effet que dans cette nouvelle 

position, les points £ & C tombent de côtés 

opposés à ceux où ils tomboienc d'abord , ÔC 

gué par conséquent la somme , ainsi que la 

1 
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différence des deux lignes DB' & DC doîc 

être négative, comme l'équation les donne 

en efìet. 
Pour construire la solution qu'on vient de 

trouver, on prendra sur E A prolongée 

( Fig. ?j ÔP2 8 )
 t

 la partie AN—c , & ayant 

tiré IN, on portera cette derniere sur DI 

prolongé de / en K : fut DK comme dia-

mètre , on décrira le demi-cercle K L D ren-

contré en L par AI prolongés. Du milieu H 

de AN on tirera IH que l'on portera de / 

en M {Fig. 27 ), & on aura L M pour la pre-

mière valeur de x\ mais dans la figure 28, 

on décrira du point L comme centre , & d'un 

rayon égal à I H, un petit arc qui coupe IK 

en M, & J M fera la seconde valeur de x ; 

& puisqu'on a BD—x-\-~c, on aura BD*=* 

LM+ AH{ Fig. 27 ), & ED=IM-+* AH 

( Fig. 28 ) ; ainsi il n'y aura plus qu'à décrire 

du point D comme centre , & du rayon B D 

qu'on vient de déterminer, un arc qui coupe 

IA prolongée en quelque point B, la droite 

D B fera telle qu'on la demande. En effet, 

ie triangle rectangle IA N (Fig. 27 & 28 ) 

donne IN ou IK = VIA^+AN
1 —Vâa + cc, 

& puisque L /est moyenne proportionnelle 

entre DI & IK, on *IL% = DIxIK = 

aVTâ^Tcci or le triangle rectangle 1 AU 

donne IH ou Ml—yf'i^AW^ •«• • » 
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V"aa->r\cc, & le triangle rectangle LIM 

donne (Fig. L M — KTM P H- /Z,"
1
 = 

\^aa-\-~cc-\-aV^TTc = x ; & 28) 

IM-= VLW^TÙ = 

U faut remarquer au sujet de cette der-

niere valeur, que la construction que nous 

venons d'en donner, suppose que IH( Fig. 

2.8 ) est plus grand que L I, ou tout au plus 

égal. S'il étoit plus petit, la question feroic 

impossible pou/ ce dernier cas ; c'est ce que 

fait voir aussi i'Algebre: car dans la valeur 

x — \/aa -h±cc — aV'ai+cc» si aa-hjcc 

qui est ÍH
2 , est plus petit que a V^aa -+-« qui 

est IL
2 , la quantité que couvre le radical su-

périeur , sera négative & par conséquent la 

valeur de x sera imaginaire. 

En prenant pour inconnue la somme des 

deux lignes DB & D C (Fig +7)0x1 leut 

différence (Fig. 28) nous sommes arrivés à 

une équation plus simple qu'en prenant C E
t 

Ou A C, ou A B , ou IB, parce que la rela-

tion des lignes D B &zDC aux lignes / B & 

A S , est semblable à celle que les mêmes li-

gnes B D 6c DC ont avec les lignes A C&c 

CE
 f

 c'est-à-dire, qu'elles peuvent être déter-

minées par des opérations semblables en em-

ployant 1B & AB
9
 ou-AC & CE. En 

y iij 
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général, comme l'équation doit renfermer 
tous les différents rapports que la quantité 

cherchée peut avoir avec celles dont elle dé-

pend, cette équation fera toujours d'autant 

plus simple, que la quantité qu'on choiíìrâ 

pour inconnue, aura moins de rapports dif-

férents avec les autres ; en voici un exemple 

bien sensible dans cette autre solution de la 

rnême question. 
17 5. Puisque l'angle C AB' Fig. 29 ) est 

droit, si l'on conçoit que sur CB comme 

diamètre on décrive un cercle, il paífera par 

le point A : tirons la ligne D A qui pro-

longée rencontre la circonférence en M; alors 

il est aisé de voir que puisque les lignes DI 

<& J) E font égales, l'angle D A I, ou son 

égal B A M, fera de 45 degrés ; & puisque ce 

dernier a pour mesure la moitié de Tare M B 

(Géom. 63 ), cet arc M B sera donc de po°; 

donc si l'on tire le rayon LM, le triangle 
D L M sera rectangle, & par conséquent en 

abaissant sur D M la perpendiculaire LN, 

le côté L M ( Géom. 112) sera moyen pro-

portionnel entre D iks& M N, ou entre DM 

ÔLA N, puisque la perpendiculaire L Zv^rend 

A JV= N M ( Géom. 52';. De-là il est aisé 
d'avoir une solution très-simple, en prenant 

A A pour inconnue. 
Représentons par x ce^tte ligne A N

}
 & 

f» 
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nommons d la ligne D A qui est censée con-

nue ; alors DM sera -H 2X, & puisqu'on a 

( selon ce qui vient d'êcre remarqué ) D M : 

LM: : LM: MN, on aura d-^ zx:\c ::^c:x
t 

& par conséquent dx —H ixx ^-cc, ou 

= -§-CC ; & en résolvant cette 

équation, x = — i^dzV^P^ 
Pour construire cettequantité, je Fécrisainíì 

*= — | d ± iSL-dd+^cc-h^cc Je prends 

fur les côtés A 0 , A I de l'angle àton l Ao
 é 

ies parties A m , A n égales chacune à ~ c
 t 

êc achevant le quarré A mp n,]e tire la dia-

gonale A p qui fera perpendiculaire k D Ai 

& égale à \SS~^^T~
CC

 : je prends fur AD, 

ia partie ./fr égale k~d ou -| AD, ôc tirant />r, 

fúpr^ì^Ar-^Ap = . . . . » 

^tí + ̂ a+iíc ; il ne s'agit donc plus , 

pour avoir la première valeur de x, que de 

retrancher de pr la quantité £ </, ce qui se fera 

en décrivant du point r comme centre, & du 

rayon r p un arc qui coupe D MenJSs, ce 

qui donnes iVpour la première valeur de x; 

en sorte qu'élevant au point iV la perpendi-

culaire N L que l'on coupera en L par ut» 

arc décrit du point A comme centre, 6c du 

rayon ~ c , on aura le point L, par lequel ÔC 

par le point D
 >

 tirant D CB , on aura la 

solution» 

Y W 

m 

SCD LYON 1



\ 

544. COURS • 

Quant à la seconde valeur de x, savoir 

x= — id— ̂ jf^^g^T^ ; on l'aura 

en portant r p de r en iV', car alors A N' étant 

égaie à A r-\- r N' vaudra ~ d -h 

V•íj^+^^tnf' J
 c'est à-dire, fera égale 

à la seconde valeur de x en changeant les 

signes ; & comme elle tombe du côté opposé 

à la première , e!le sera j eu égard à tout, la 
véritable valeur de x dans ce second cas. On 
élèvera dine aussi au point N1 la perpendi-

culaire h1 h' que l'on coupera en L' par un 

arc décrit pareillement du point A comme 

cer.tre & du rayon égal à \c\ alors tirant par 
le point Z'& par le point JD la droite B'L'D, 

on aura la seconde soiution dont la question 

peut être susceptible : c'est ce dont il est aisé 
de fe convaincre en jettant les yeux fur la 

Figure 30, & y appliquant mot à mot ce que 
nous avons dit de la Figure au commen-

cement de cette solution : on verra qu'en 

nommant A N ou M N, x&c conservant les 

autres dénominations les mêmes , on aura 
J) M: ML:: ML: M N; c'est-à-dire, sx-

df- \ Q : ÎT c : x, & par conséquent, 2 xx— 
dx =à? ì? cc ; d'où l'on tire x = \ d Hr 
^±.dd+^c7+-hcç dont une des valeurs est 
précisément la même que celle dont il s'agit; 

les signes feulement font différents
 s

 ainsi qu« 

cela doit être. 

9 
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Mais il se présente ici une remarque im-

portante à faire. II peut arriver que Tare que 

l'on voudra décrire du point A ( Fig. 29 ) 

comme centre& du rayon{c,ne rencontre 

pas la perpendiculaire N' L', parce que la 

quantités c peut être plus petite que A N'. 

Or nous avons dit que lorsque les questions 

du second degré étoient impossibles , l'Alge-

bre le faiíoit connoître : cependant, dansí'é-

quation x = — \d—^ái+
î
.c'+i«* : 

rien ne manifeste dans quels cas cette impos-

sibilité a lieu ; car tout est nécessairement 

positif sous le radical. 

Voici la solution de cette difficulté. II est 

incontestable que lorsqu'une question expri-

mée algébriquement, sera impossible
 3

 l'Al-

gebre manifestera cette impossibilité ; mais 

il faut bien faire attention que ce fera lors-

qu'on aura exprimé par cette même Algèbre, 

tout ce que la question suppose, soit expli-

citement, soit implicitement; c'est préci-

sément ce qui n'a pas lieu ici. En effet, la 

question suppose tacitement que les trois 

points D , A , L , ne font pas fur une même 

ligne droite, & c'est ce que nous n'avons 

point exprimé algébriquement; nous avons 

exprimé que L M étóit moyenne propor-

tionnelle entrè D M&c NM, propriété qui 

appartient à la vérité au triangle rectangle, 

K 
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mais qui peut avoir lieu aussi lorsque les trois? 

points D, AL
}
 font supposés en ligne droite. 

En effet, il est évident qu'on peut se proposer 

cette question: Trouver sur la direction DL 

(Fig. 31) quel intervalle il faudroit laiffer entre 

les deux droites DA & ML de grandeurs con-

nues,pourque MLsoit moyenneproportionnetle 

entre DM & MN , le point N étant le milieu 

de AM. Or cêtte question conduit ( comme 

il est facile de s'en assurer ) précisément à la 

même équation que ci-dessus, & cette équa-

tion donne deux solutions, l'une pour le cas 

où les deux points A & M font entre D & Z»; 

l'autre , pour le cas contraire. II n'est donc 

pas étonnant que lorsque la première question 

devient impossible ( du moins dans un de ses 

cas) l'AIgebren'en dise rien ; puisqu'elle doic 

donner la solution de cette seconde question 

qui est toujours possible. 

lj6. Cette réflexion nous porte donc 

à distinguer deux fortes de questions, savoir, 

les questions concrètes & les questions abs-
traites. Par les premières, on doit entendre les 

questions de la nature de l'avant-derniere > 

où ce que l'on cherche est spécifié ou particu-

larisé par quelque condition, quelque proprié-

té, ou quelque construction particulière,que 

l'équation n'exprîme point. Les questions 

abstraites, au contraire
}
 seront celîes où les 
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quantités sont considérées uniquement comme 

quantités , & où l'équation exprime tout ce 
que la question renferme, comme dans la 
derniere question. Celles-ci peuvent toujours 

avoir autant de solutions, soit positives, soie 

négatives , que l'équation a de solutions 
réelles ; au lieu que le nombre des solutions 

d'une question concrète est souvent moindre 
que le nombre des solutions, mêmes positives 

de l'équation ; la question suivante qui est 

de cette derniere espece, nous en fournira 

un exemple. 
277. Supposons que ABEDsFig. 

32) représente une sphère engendrée par la 

rotation du demi-cercle ABE autour du dia-

mètre AE. Le secteur ABC, dans ce mouve-
ment j engendre un secteur sphérique qui est 

composé d'un segment sphérique engendré 
parla rotation du demi segment ABP, & d'un 

cône engendré par le triangle rectangle BPC. 
Supposons qu'on demande en quel endroit 

le segment sphérique & le cône seront égaux 
entr'eux. 

Pour résoudre cette question, il faut se rap-

peller sGéom. 247) que le secteur sphérique 

est égal au produit de la surface de la calotte 

B AD par le tiers du rayon AC. Or la surface 
de la calotte sGéom. 22se trouve en mul-

tipliant la circonférence ABED par la hau-
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teur A P de cette calotte. Donc si on repré* 

fente par Je rapport de r : c
 y

 le rapport du 

rayon d'un cercle à sa circonférence. & si 

l'on nomme A C, a ; A P , x ; on aura la cir-

conférence AB D E par cette proportion 

r: c: : a: AB DE qui sera donc donc la sur-

face de la calotte sera^^, & par consé-

quent , la solidité du secteur sera x \ a ou 

Pour avoir la solidité du cône, il faut mul-

tiplier la surface du cercle qui lui sert de base, 

c'est-à-dirè j la surface du cercle qui a pour 
rayon B P, par le tiers de la hauteur C P : 

or puisque CP = C A — A P =» a — x, 

& que CB =a , on aura dans le triangle 

rectanglc_J5P C, B P — VcB
X
 — FC* — 

\/~aa — aa-+- z a x — x x = V^z ax — xx \ mais 
pour avoir la surface du cercle qui a pour 
rayon B P, il faut multiplier sa circonférence 

par Ja moitié du rayon
 3

 & pour avoir cette 

circonférence , il faut calculer le quatrième 

terme de cette proportion r: c: : Vzax—xx 

est à un quatrième terme qui sera sj^jfll£í> 
r 

multipliant donc par la moitié du rayon 

f^z ax — xx) on aura — pour la surface 

de la base du cône » multipliant cette sur» 
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£ace par le tiers de la hauteur C P, c'est-à-

«• a—x c.iax~xx a— x 

dire, par ——, on aura x —j- pout 

la solidité du cône ; or pour que le cône soit 

égal au segment, il faut que le secteur qui 

est la somme des deux , soit double de l'un 

ou de l'autre, ii faut donc que —^r = 1 cx 

zax-xx a-x eaux c zax-xx.a-x 
x — ou = ,en 

supprimant 2 , facteur commun du numéra-

teur & du dénominateur; telle est l'équation 

qui résoudra la question. On peut simplifier 

cette équation en supprimant 3 r, qui est di-

viseur commun ; & cx qui est le multiplicateur 

commun des deux membres ; alors ou aura 

aa = 2a — x .a — x, ouxx — ^ax = — aa ; 

d'où l'on tire, selon les règles de la première 

section x = -7 o. —h V\aa ; or de ces deux 

solutions , il n'y a que x a — VÇâa qui 

puisse satisfaire, puisqu'il est évident que 

x = -a -4- Vr\a~a valant plus que ia , c'est-à-

dire , plus que le diamètre, la solution qu'elle 

Indique ne peut convenir à la sphère. 

Si l'on veut construire ia solution x =3 

~a — VÇa^ t on lui donnera cetee forme 

x ■— \ a — y\aa—.aa 'y & ayant pris A M 

= \a
3
 on décrira fur A M comme dia-

mètre le demi-cercle AOM
>
 & ayant inscrit 
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la corde A O égale à a, on tirera O M que 

l'on portera de M en P vers A ; le point P 

où elle aboutira, déterminera la hauteur A P 

ou .v. En effet, à cause du triangle rectangle 

AOM, on a OM ou P M ~ VAM*~A G» =» 

^ÏT^Ta ; donc AP=yí ití—PM=ia— 

\S' \ a a — a. a ===
 X. 

Quant à la seconde solution x —\ a -+-' 

V\a~a, eile n'appartient point, ainsi que 
nous venons de le dire à la question présente ; 
mais elle appartient ainsi que la première, 

à cette îutre question abstraite que la lecture 

de l'équation xx — i<zx = — aa, ou 3 ax —■ 

xx = aa, fournit : La ligne connue AN (Fig. 

3 3 ) étant partagée en trois parties égales aux 

points B ù D, trouver fur la direâion de cette 

ligne un point P tel que la partie A D soit 
moyenne proportionnelle entre les distances du 

point Y aux extrémités A G* N. En effet, si l'on 

nomme ale tiers AD de la ligne connue AN, 

& A P ,x, on aura P N— 3 a — x; & les 

conditions de ia question donnent cette pro-

portion x : Û : : a: 3a — x, d'où l'on tire cette 
équation ^ax— xx—aa

}
 dont les deux raci-

nes font x=\a^rV\aa comme ci-dessus; 
on les aura toutes deux aussi par la même 
construction , excepté que pour la seconde, 

c'est-à-dire, pour x — \ a •+• V\a~
a

, on por-

tera M O de M en P' vers N, ôc alors A P 

& A P' seront les deux valeurs de x. 
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Autres applications de î'Algèbre , 

a divers objets, 

2,78. Pour résoudre la derniere question; 
nous avons été obligés de calculer l'expressioa 

algébrique d'un secteur sphérique & du cône 

qui en sïit partie. Les corps que nous avons 

considérés en Géométrie, reviennent souvent 

dans plusieurs questions, & principalement 
dans les questions Physico-mathématiques , 

parce qu'ils font les éléments de tous les 

autres. II est donc à propos de se familiariser 

avec les expressions algébriques, soit de leur 

totalité, soit de leurs parties. Outre que cela 

fera utile dans la quatrième Partie de ce 
Cours , cela nous fournira encore l'occasion 

de faire voir futilité de l'Algebre pour la 
comparaison des corps, & pour la mesure 
de ceux qu'on peut y rapporter. 

Si l'on représente en général par r : c le 

rapport du rayon à la circonférence d'un cer-

cle [ rapport que l'on connoît avec une exac-

titude plus que suffisante ( Ge'om. 152 ) 

pour la pratique ] : alors la circonférence de 

tout autre cercle dont le rayon feroít a, fera 

— * 6c fa surface c— x -f- a, ou —. 
r ' r 2 7 rr 

On voit par-là que les, surfaces des cercles 

croissent comme les quarrés de leurs rayons ; 
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car pétant toujours de même valeur, îà 

quantité ne croît qu'à proportion de ce 

que croît a1. 
Si h est la hauteur d'un cylindre dont le 

yayon de lai base est a, on aura ( Géom. 237) 

— x h pour la solidité ; par la même raison , 

on aura — x h', pour la solidité d'un autre 
% r ' 1 

cylindre dont la hauteur seroit h', ôc dont le 
rayon de la base seroit a' ; ensorte que les 

solidités de ces deux cylindres seront entre 

elles ::~XÂ: — x h', ou : : a1 h : anh'. en 
2 7- z r 7

 c 

supprimant le facteur commun — ; c'est-à-

dire , que les solides des cylindres font 

comme les produits de leurs hauteurs pat 

îes quarrés des rayons de leurs bases. Si les 

hauteurs font proportionnelles aux rayons 

des bases, alors on a h : h' : : a : a', ôc pat con-

séquent h'= ^- ; ôc le rapport a' h : a
n
 h' 

devient a2 h : a~-, ou , (en supprimant le 

facteur commun A, multipliant par a, &r sup» 
primant le dénominateur a ) devient a? : an , 

c'est à -dire, qu'alors les solidités sont comme 
les cubes des rayons des bases. . 

En général les surfaces, comme nous l'a-

vons vu en Géométrie, dépendent du pro-

duit 
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tt-uît de deux dimensions
 s

 & les solides du 

produit de trois dimensions ; ainsi si chaque 

dimension de l'un de deux solides ou de deux 

surfaces que l'on compare , est à chaque di-

mension de l'autre , dan«:le même rapport,ces 

deux surfaces feront entr'eiíes comme les 

quarrés, & ces deux solides seront comme les 

cubes de deux dimensions homologues ; ôc 

plus généralement encore, si deux quantités 

quelconques de même nature sont exprimées 

par le produit de tant de facteurs qu'on vou-

dra , & si chaque facteur de l'une est à chaque 

facteur de l'autre ,.dans un même rapport
 a
 ces 

deux quantités feront entr'eSles comme un 

facteur homologue de chacune , élevé à une 

puiíìance d'un degré égal au nombre de ces 

facteurs. Par exemple, íi une quantité est ex-

primée parafer & une autre par a'b'c'd'
}
 auquel 

cas ces deux'quantités font l'une à l'autre : : a 

b c d: a'b'c'd', alors si l'on a a ;a' : : h : b' : : c: 

c' : : d: d!% on tirera des proportions que don-

ii
 ll>

'° / «V 11 a'd 
nent ces rapports, b — -~

 }
 c' = 4——^ 

ôc par conséquent le rapport abc d: a'b'c'd' 

deviendra abc d: ^Ví» ou a : ~ ou a
4
 : a*'. 

La même chose auroit lieu , quand même 

ces quantités ne seroient pas exprimées par 

des monômes ; si par exemple , elles 

étoient exprimées, l'une par ab-i-cd, ÔC 

ALGÈBRE^ Z 
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l'autre par a'b' -Y-c'á! , dans le cas où les di-

mensions de la première seront proportion-
nelles aux dimensions de la seconde, ces 

quantités seront l'une à l'autre : : a2
 : a'

1 ; en 

effet, puisqu'on suppose que a:a'::b: b' : :c: 
i i n 11 &'!> i ".'c » a'd _ 

c. : d : d\ on aura b = — , c =■ — . d!— — , oc 
7 a 7 a a ' 

par conséquent le rapport ab-t-cd : a!b'-\-c'd! 

de viendra a b -f- cd: — 4- a-4^ » ou ab-\-cd: 
a a1 7 

■ , ou a1 (Ab -h cd) : a'* (ab -h cd), 

ou ensin a* : a'\ 
Cette derniere observation démontre d'une 

manière générale, que les surfaces des figures 

semblables font comme les quarrés de deux 

de leurs dimensions homologues, ôc les soli-

dités des solides semblables comme les cubes : 

car quelles que soient ces figures ou ces soli-

des , les premières peuvent toujours être con-

sidérées comme composées de triangles sem-

blables dont les hauteurs ôc les bases font 

proportionnelles dans chaque figure ; ôc les 
derniers peuvent être considérés comme com-

posés de pyramides semblables dont les trois 

dimensions font au ísi proportionnelles. 
On voit par-là comment on peut com-

parer facilement les quantités, lorsqu'on en a 

l'expreísion algébrique , ôc cela, soit que ces 

quantités soient de même espèce ou d'espece 

différente comme un cône & une sphère , un 
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prisme & un cylindre, pourvu feulement: 

qu'elles soient de même nature, c'eíl-à dire, 

ou toutes deux des solides , ou toutes deux 

des surfaces, ou toutes deux, &c. 

279- Nous avons dit {Géont. 243) com-
ment on devoit s'y prendre pour avoir la 

solidité d une pyramide tronquée ou d'un 

cône tronqué. Si donc on nomme h la 

hauteur de la pyramide entière, ôc h! la 

hauteur de la pyramide retranchée; s iasur-
face de la base inférieure, & / celle de la base 

supérieure, on aura \Géom. 202) s: s': : h1: h'1^ 
h1 s1 s' 

ôc par conséquent h
n = — ou h' — h V -* 

mais si on nomme k la hauteur du tronc, on 

aura/t =^h — h\ & par conséquent k =*h—• 

h ]/^ — ou k = ——-, ■ ; d ou 1 on tire a =3 

s -, Or la solidité de la pyramide totale 
Vs-ïs"

 h 

est s x —,ôt celle de la pyramide retranchée 

eftVx —, ou, (en mettant pour h! la valeur 
3 h s1 

qu'on vient de trouver) s'x — V — ; donc la 

r
 h s h s if s' h solidité du tronc íera — — —r— ou —. 

3 ì V s 3 

{?— -^7), ou.enfin ( ——-j ; met-

tons donc pour A la valeur que nous venons de 

trouver, ôc nous aurons -7 —;— 
' 3( V Í-V s'j V * J 

Z ij 
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.
 r
 ,-, . » k s s V s- s'\/s'\ f,.» 

qui íe reduit a ~\-~^-^f~
s

> j> 0u> en raisant 

la division par Vs— Vs', se réduit à ~- x 

(5-s-
 5

 qwi nous apprend que toute 
pyramide ou tout cône tronqué est composé 

de trois pyramides de même hauteur, dont 

l'une a pour base la base inférieure s du tronc, 
l'autre la base supérieure s', ôtla troisième , 

une moyenne proportionnelle V s s', entre la 
base supérieure / & la base inférieure s ; car 

pour avoir la solidité de ces trois pyramides, 

îl suffiroit j puisqu'elles font de même hau-

teur , de réunir les trois- bases , ce qui don-

neroit s H- Vs s'-\- s/
)
 ôc de multiplier la to-

talité par le tiers — de la hauteur commune, 

ce qui donne la même quantité qu'on vient 

de trouver. 
280. Si a représente le rayon d'une 

sphère, sera la surface de son grand 

, 4 c a1 z c à1
 r

 1 r c t 
cercle : -L— ou lera la lurrace de 

* z r r 

cette même sphère , ôc par conséquent 

— x-ra
;
ou— x — sera la solidité iGebm. 22 2 

zr 3 ' z r J 

6 244). 
Si l'on nomme x la hauteur d'un segment 

quelconque , on aura, comme nous l'avons 

vu dans la solution de la derniere question
 â 
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pour la solidité du secteur ; & ~ x 

a.a«-**x pour celle du cône , qui er» 

fait partie ; donc celle du segment ( Géom. 
„ .

 r
 c aax c : a — x 

2.48 ) íera 

-(■ 3 A 

J7 zr.zax — xx.—^— 
zax~xx \ C zaass-zaax-haxx-í-zaxx-x*, 

aax — xa-x j= — —= > 
i / >j 2 

77 x(sl— T* ) qui fait 

voir que la solidité du segment est égale 

au cercle qui auroit pour rayon la hauteur de 

ce segment, multiplié par le rayon moins le 
tiers de cette hauteur. 

Quand on a les expressions algébriques des 

quantités, il est facile de résoudre plusieurs 

questions qu'on peut faire fur ces mêmes quan-

tités. Par exemple ,'si l'on demandoit quelle 

doit être la hauteur du cône qui seroit égal 

en solidité à une sphère donnée , ôc qui auroit 

pour rayon de sa base le rayon de la sphère :er* 

nommants cette hauteur Ôc aie rayon de la 

base, on aura ^- x t-^- pour la solidité de ce 

cône; & puisqu'il doit être égal à la sphère qu* 
rr- c a1 h c Aa* 

aauíh pour rayona, on aura — x— == — x
1
^? 

d'où l'on tire h = 4 a , en effaçant, dans 

chaque membre, le facteur commun 7^ x — . 

Cette valeur de k nous fait connoître que 

Ziij 
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la hauteur doit être double du diamètre dd 

îa sphère , ce qui doit être en effet ; car la 
sphère étant ( Géom. i $6) les \ du cylindre 

circonscrit, doit être le double d'un cône de 

même base& de même hauteur que ce cylin-

dre , c'est-à-dire , égale à- un.cône de même 

base & d'une hauteur double. 

1 g I. Pour donner encore un exemple* 

proposons nous cette question : Connoijsant le 
poias d'une sphère dans f air, & son poids dans 

l'eau
 3

 connoître le rayon de cette sphère. 

Pour résoudre cette question, nous sup-
poserons un principe d'hydrostatique que 

nous démontrerons dans la quatrième Partie 

de ce Cours, Ce principe est que ce qu'un 

corps perd de son poids dans l'eau ou dans 

tout autre liquide , est égal au poids du vo-

lume de liquide qu'il déplace. Cela posé
 3 

supposons que p est le poids d'un pouce-

cube d'eau , & x le rayon inconnu de la 
sphère dont il s'agit : c'est-à-dire , le nombre 

de pouces de ce rayon. La solidité de cette 

sphère sera donc j & pour avoir le poids 

d'un pareil volume d'eau ,i! faudra multiplier 

cette quantité par p , puisqu'un pouce-cube 

d'eau pesant p , un nombre de pouces-cubes 

d'eau exprimé par
 2
~ doit peser p de fois.au-
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tant; c'est-à-dire, qu'il doit peser ; sup-

posons donc que P est le poids qu'a , dans 
l'air , la sphère en question ; alors selon le 

principe que nous venons de poser , elle ne; 

doit peser dans l'eau que P— puis donc 

qu'on suppose connoître ce qu'elle pesé dans 

l'eau j si l'on représente ce poids par P', or» 

aura P — —P'; & par conséquent 

p -n, , (P-P')xir . , V 
«= 1 — r ou x = £-4-, : tirant la racine 

g cp 7 

cubique x= 
(P _ /") x 1 r 

2 cp 

Supposons, pour en donner une applica-
tion , que la sphère dont il s'agit pesé 5" onces 
dans l'air ôc a onces dans l'eau ; ôc qu'un 

pied-cube d'eau pesé 72 livres, ce qui donne 
( en divisant par 1728 qui est le nombre des 

pouces contenus dans un pied-cube ) ,r
?
\

&
-

ou ~f de livre
 y

 c'est-à-dire, — ou f d'once 

pour un pouce-cube : prenons d'ailleurs le 

rapport de 113 à 3 <; y pour celui du diamètre 

à la circonférence, & par conséquent, celui 

de à 3 f ç pour celui de r à c; nous aurons 

donc p = j , P = y, P'— 2., r = 

5jT5" , 6c par conséquent . » 

± c 

2S4-» 
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ou (en prenant les logarithmes, pour plus 

de facilité) L # = f £|4fe=*f( L 5051 — 

Z 2840); or Z JOJI =3, 4844421 & 

Z 2840 —3 ; 45:33183 ; retranchant & pre-

nant le tiers du reste, on a Z ,x-='o, 010^746 

qui r pond à 1,02+1 à très-peu près: ce globe 

a donc un pouce & o, 02,42 , ou 1 pouce 6c 

,£42 dix-miiliemes de pouce , pour rayon. 

Nous avons supposé tacitement que le 

globe entroit entièrement dans l'eau, par son 

:pQÌ: s ; si au contraire il falioit lui ajouter un 

certain poids pour le faire plonger entié-

îemenr, alors ce seroit cette quantité qu'il 

faudroit prendre pour P', mais en même-

temps, il faudroit traiter P'comme négatif j 

ç'est à-cire, qu'alors on auroit 

*
 Œ

 ̂ CÍl±IÍLl7.
 En

 effet, tétant 

( ainsi que nous i'avons vu dans la solution 

précédente ) le poids d'un volumca eau égal 

3 ce globe , & P le poids de ce globe dans 

J'air, -r- P fera la quantité dont il pess 

moins qu'un pareil volume d'eau, & par con-

séquent , ce qu'il faut a
;
outer pour le faire 

plonperentièrement; on aura donc-1-'- P 

~ P', qui donne la valeur de x que noua 

-VÇROîiç 4'asllgner poux çe ça.s. 
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Des Lignes courbes en général ; & , en 

particulier, des Sections coniques. 

2 § 2. La considération des lignes cour-

bes n'est point un objet de pure spéculation. 

Tant que les questiorís qu'on a à résoudre ne; 

passent pas lé second degré, on n'a pas be-

soin du secours de ces lignes ; mais au-delà 

elles deviennent nécessaires. Nous allons 

donc donner une idée générale des lignes 

courbes, & des usages qu'elles peuvent avoir 

pour la construction des équations aux-

quelles on arrive dans la résolution des ques-
tions. 

Parmi les lignes courbes que l'on consi-

dère en Géométrie, les unes font telles que 

chacun de leurs points peut être déterminé 

par une même loi ; c'esi-à-díre, par des cal-

culs & des opérations semblables; dans d'au-

tres , chaque point se détermine par une loi 

différente, c'est -à-dire, par des caìculs ou des 

opérations différentes; mais cette différence 

eìle - même est assujettie à une loi. 

Quant aux lignes tracées au hazard, telles 

que seroient par exemple , les traits qu'im-

prime fur le papier , la plume d'un écrivain , 

ils ne peuvent être l'objet d'une Géométrie 

rigoureuse. Néanmoins les recherches dont 

celle-ci s'occupe conduisent même à imiter, 

* 
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par des procédés directs & certains, des 

contours qui ne semblent assujettis à aucune 
loi: & l'art de lier ainsi, par des rapports 

approchés, des quantités dont la loi véri-
table seroit ou inconnue ou trop composée, 

n'est» pas une des applications les moins utiles 

de la Géométrie & de l'Algèbre ; nous au-

rons quelques occasions de le voir par la 

fuite. 
Pour pouvoir tracer ies lignes courbes 

qui fontl'objet de la Géométrie , il faut donc 

connoître la loi à laquelle font assujettis les 
différents points de leur contour. 0r cette loi 

peut être donnée de plusieurs manières. Ou 

en indiquant un procédé par lequel ces 

courbes peuvent être décrites d'un mouve-_ 

ment continu ; tel est le cercle qui se décrit 
en faisant tourner dans un plan, une ligne 

donnée, & autour d'un point donné. Ou 

bien en faisant connoître quelque propriété 
qui appartienne constamment à chacun des 

points de cette courbe : c'est ainsi que sa-
chant , que tout angle qui a son sommet à 

la circonférence du cercle, & qui s'appuie 

fur un diamètre , est droit, je puis trouve-r 

successivement chacun des points d'un cercle 

dont je connoîs le diamètre, en tirant d'une 

des extrémités A de ce diamètre {Fig. 34) 
une infinité de lignes droites A C, AD

 A 
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rAE, AF, ôt menant de l'autre extrémité B j 

les perpendiculaires BC
)
 B D, B E , B Fi 

les différent? points, C, D, E
f
 F

t
 &c. détermi-

nés de cette manière appartiendront tous à la 
circonférence qui a AB pour diamètre. 

Enfin cette loi peut être donnée par une 

équation, 6c on peut toujours supposer 

qu'elle est donnée par ce dernier moyen, 

parce que les deux autres dont nous venons 
de faire mention servent à trouver l'équatioiî 

qui exprime cette loi. C'est sous ce dernier 
point de vue que nous allons principalement 

considérer les courbes. C'est tout à la fois 

le plus simple 6c le plus fécond pour en 

connoître les propriétés , les singularités, ÔC 

les usages. Voyons donc comment une équa-

tion peut exprimer la nature d'une courbe, 
6c puisque jusqu'ici nous ne connoiffons 

encore que lacirconíérence du cercle, com-
mençons parcelle-ci. 

283* Supposons donc que A M B 
( Fig. 35: ) est une courbe à laquelle nous ne 

connoîtrions encore d'autre propriété que 

celle-ci ; que la perpendiculaire PMabaiffée 
d'un point quelconque M de cette courbe, 

fur la ligne AB, est moyenne proportionnelle 
entre les deux parties AF ôc PB. Voyons 

comment PAigebre peut nous aider à trouver 

chacun des points de cette courbe , & ses 
différentes propriétés, 
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Si je nomme a la ligne AB ; la partie AP; 

x ; & la perpendiculaire P M,y ; alors P B 

fera a—x ; 6c puisque nous supposons P M 

moyenne proportionnelle entre AP ôc P B
f 

nous aurons x :y : :y : a — x ; ôc par consé-

quent 5 yy=ax—xx. 

Concevons maintenant que A B soit par-

tagé en un certain nombre de parties égales , 

en io par exemple ; ôc que par chaque poinc 

de division on éìeve des perpendiculaires 

pm, pm , pm, ôcc ; il est visible que si, dans 

l'équation qu'on vient de trouver , l'on sup-

pose x successivement égal à chacune des li-

gnes Ap , Ap , ôte, y deviendra égal à cha-

que ligne correspondante pm , pm , ôte , 

puisque l'équation yy sn» ax — xx exprime 

quejK est toujours moyenne proportionnelle 

entre x ôc a—x , quel que soit d'ailleurs x 

ce qui est la propriété que nous supposons à 

chaque perpendiculaire p m. Donc on peut 

trouver successivement chacun des points 

de cette courbe , en donnant successivement 

à x plusieurs valeurs ,ôc calculant les valeurs 

correspondantes dejy : en voici un exemple. 

Dans la supposition que nous venons de faire, 

que a est divisé en io parties , ou qu'il est: 

composé de ì o parties, nous aurons a— 10 > 

6c par conséquent l'équation devient yy 

IO x—xx. Si donc nous supposons succès-
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íìvement x — 1, x — I,X = 3,A;=>4
j 

x— 5 , x=6, x=j , x—8 , x—p , x=\o • 

on trouvera successivementjy—j/^p,y:=^i 6, 

y== K2 1 , JK = K16 ,y = V9 > y = Ko ; 

ou bienjK=3 ;JK=4^=4J 7
 :

JK=4
?

P; 

JK = 5 ;X==4IP;^ = 4JÍ ;JK = 4;JK=3 ; 
jy — o. Ainsi , si l'on porte ces valeurs dey 

successivement sur les perpendiculaires cor-

respondantes aux valeurs 1, 2, 3,&c, de x, 

les points m, m, détermines de cette ma-

nière appartiendront tous à une courbe qui 

aura cette propriété que chaque perpendi-

culaire p m fera moyenne proportionnelle 

entre les deux parties Ap & pB de la droite 

AB , courbe que nous allons voir, dans un 

moment, être la circonférence même du 

cercle. , 

Nous avons vu que toute racine paire 

avoit deux valeurs, l'une positive; , l'autre 

négative. Ainsi outre les valeurs de y que 

nous venons de trouver, on a encore c;s 

autres-ci, JK=— 3 J=—4'■> J =~ 4, Si 

JK=-4> 9 \y=—$ 5 r=—4,9, y=— 
y = — 4 ;j/== —3 ;y= o. 

Pour avoir les points de la courbe qu'an-

noncent ces nouvelles valeurs dejv, il faut, 

conformément à ce que nous avons déja dit 

plusieurs fois fur les quantités négatives. 
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prolonger les perpendicuIaires^m,/>/ra, 

& porter à l'oppolìte, c'est-à dire,de/?en/7z', 

les quantités pm ,pm', &c , égales chacune 

à fa correspondante pm. Si 'on veut avoir 

un plus grand nombre de points de la courbe, 

il n'y a autre chose à faire qu'à supposer AB 

divisé en un plus grand nombre de parties, 

par exemple en 100; c'est-à-dire \ supposer 
a =100 ; ou bien en conservant à a !a même 

valeur 1 o , que ci-deíîus , supposer à x des 

valeurs intermédiaires entre ceUes qu'on lui 

a données ci-dessus ; on trouvera de même 

les valeurs intermédiaires de y & par consé-
quent de nouveaux points de la courbe. 

La valeurjy=o, qu'on a trouvée ci-dessus, 

fait voir q e la courbe rencontre la ligne 

AB au point B, oìx x = a~ 10; puisque la 

perpendiculaire pm ayant alors pour valeur 

zéro , la distance du point m à la droite â. B 

est nulle. On peut voir , aussi avec facilité , 

qu'elle doit rencontrer la ligne A B au 

point A : en effet puifqu'aux endroits où la 

courbe rencontre cette ligne , la valeur dey 

doit être o; pour savoir quels font ces en-

droits , il n'y a qu'à supposer quey est zéro , 

dans l'équationyy = ax— xx
}
 ce qui la ré-

duit ào = ax — xx ; otax — xx étant = 

x (a— x), ce produit est zéro , dans deux 

cas, lorsque x == ç, & lorsque x=^a. Donc 
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réciproquement y sera auífi zéro dans ces 
deux cas ; or x est évidemment = o au point 

A, ôc il est = a, au point B', donc la 

courbe rencontre en effet la ligne A B , aux 

points A &.B. 
D'après cet exemple, on peut commencée 

à appercevoir comment une équation sert à 

déterminer les différents points d'une courbe. 

Nous en verrons d'autres exemples ; mais 

auparavant expliquons - nous fur certains mots 

dont nous ferons usage par la fuite. 

2.84- Lorsqu'on veut exprimer, par une 
équation, la nature d'une ligne courbe, on rap-

porte , ou l'on conçoit qu'on rapporte chacun 
des points m, m, ôcc. à deux lignes fixes A B 

ôc OAO, qui font entr'elles un angle déter-

miné ( aigu , droit ou obtus ) ; & en imagi-
nant que de chaque point m on mene tes 

lignes mp ôc mp' parallèles aux lignes OAO 

& A B, il est évident qu'on connoîtra la si-
tuation de ce point, si i'on connoit les va-

leurs des lignes mp' ou Ap ôc pm, ou ( ce 

qui revient au même), si i'on connoît l'une 

de ces lignes, ôc son rapport avec l'autre. 

Or ce que l'on entend , lorsqu'on dit qu'une 

équation exprime la nature d'une ligne cour-

be , c'est que cette équation donne le rap-

port qu'il y a > pour chaque point m, entre 

îa ligne Ap Ôc la ligne pm, ensorte que l'une 
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étant connue ; l'équation fait connoître FatH 

tre ; & selon que ce rapport est plus oti 

moins composé, la courbe est elle-même d'un 

genre plus ou moins élevé. 

Les lignes Ap, ou mr/,'qui mesurent la. 

distance de ch que point m à l'une OAO des 

deux lignes de comparaison , s'appellent les 

abscisses; & les lignes mp ou p'A qui mesurent 

la distance à l'autre ligne AB de comparaison , 

s'appellent les ordonnées ; la ligne AB, s'ap-

peìíe l'axe des abscijjes & la ligne O A O , 

s'appelle L'axe des ordonnées. Le point d'où 

•l'on commence à compter les abscisses, s'ap-

pelle ['origine des absciJses;on appelle de même 

origine des ordonnées, celui d'où l'on com-

mence à compter les ordonnées ApJ ou pm: 

dans la Figure 3 5: . ces deux points font un 

seul & même pointsavoir le pointé; rien 

n'assujettit à compter les abscisses depuis le 

même point d'où l'on compte les ordonnées ; 

mais quand aucune circonstance ne détermine 

à faire autrement, il est toujours, plus simple 

de les compter du mêrae point. 

Les lignes Ap ,pm , fe nomment d'un nom 

commun, les coordonnées de la courbe; & 

considérées comme appartenant indifférem-

ment à un point quelconque de la courbe, on 

les appelle des indéterminées ; on< donne le 

même nom aux lettres ou signes algébriques 

x &y. 
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& hy par lesquelles on représente ces lignes 
Áphpm. 

1 8 5 • Revenons maintenant à notre équa-
tion , ôc voyons comment on peut en tiret 
les propriétés de la courbe. 

1 °. Du milieu Cde A B, tirons, à un point 
quelconque M de la courbe, la droite C M ; 

én quelque endroit que ce soit, le triangle 
M P C fera toujours rectangle , ôc l'on aura 

par conséquent, M P-hP C=~MC, c'est-
à-dire (puisque PC^AC—AP =

 x
~a — x), 

yy -h^aa — ax -hxx — CM ; or puisque la 
droite MP, ou y, est par-tout moyenne pro-

portionnelle entre AP ôc PB, on a, par-touc 

yy = ax — xv ; on aura donc aussi, par-touc 

— xx -H \ aa — ax -h xx = M C ; c'est-
1 

à-dire , y aa = M C, qui donne M C— ~ a ; 

chaque point M ou m, est donc égalemenc 

éloigné du point C; la courbe est donc une 
circonférence du cercle. 

2°. D'un point quelconque M ou m de la 
courbe, menons aux deux extrémités A ôc B

f 

les droites M A Ôc MB ; les triangles rectan-

gles MP A, M P B nous donneront A P -H 

JFM= ZM & plf-f-P]s = i¥~Ì ; ou en 

mettant les valeurs algébriques, xx-Hyjv=ï 

M, &caa— 1 a x x x-±~y y = MB j 
ALGÈBRE. A a 
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donc en ajoutant ces deux équations, ÔC 

mettant pour y y fa valeur ax—xx, on aura 

aa—zax-i- 2xx-\-2ax—ixx=AM-\-MB\ 

c'est-à-dire. ÂM-h- Mtí = aa—AB ; pro-

priété du triangle rectangle , & qui par con-
séquent nous fait connoître que l'angle AMB 

est toujours droit en quelque endroit que soit 
le point M fur la courbe ; voyez {Geom. 6^). 

3°. Si dans l'équation xx-jryy —A M ; 

on met, poury^y fa valeur axh—xx, on aura 

A M — ax, qui donne cette proportion a : 

A M: :AM: x,ou AB: A M : : A M: A P; 

c'est-à-dire , que la corde A M eû moyenne 

proportionnelle, entre le diamètre A B
 3

 ôc 

le segment ou l'abscisse A P ; voyez {Geom. 

II 12). 
On trouveroit de même toutes les autres 

propriétés du cercle que nous avons démon-

trées en Géométrie, ôc cela en partant tou-

jours de cette supposition , que l'ordonnée 
P Mou p m est moyenne proportionnelle entre 

AP&P B, ou Ap &pB. 

Nous avons compté les abscisses , depuis 

le point A origine du diamètre , ôc nous 

avons eu l'équationyy~ ex — xx. Si nous 

• voulions compter les abscisses depuis le cen-

íre, c'est-à-dire, prendre pour abscisses les 
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lignes CP, Cp
s
 ôcc ; alors représentant cha-

cune de ces lignes, par \, nous aurions 

CP = AC— AP
3
 c'est-à-dire, 1 = \ a — x, 

& par conséquent x — ~ a — \. Mettant donc 
pour x, cette valeur dans l'équation y y =» 

axr~xx, on aura y y — a ( ~ a— \ ) —• 

(ra — ^ )2, qui se réduit à y y — a a — \ £, 

c'est-là l'équation du cercle en supposant ies 

coordonnées perpendiculaires, & leur origine 
au centre. 

Au reste, toute propriété qui appartiendra 

essentiellement à chaque point de la courbe, 

donnera toujours, en la traduisant algébri-

quement, la même équation pour la courbe ; 
du moins , tant qu'on prendra les mêmes abs-

cisses 6c les.mêmes ordonnées; mais quand 

on changera l'origine, ou la direction des 
coordonnées, ou toutes les deux, on pourra 

avoir une équation différente ; néanmoins elle 

fera toujours du même degré. Nous venons 

de voir la vérité de la derniere partie de 
cette proposition ,N dans le changement que 

nous venons de faire pour les abscisses ; au 
lieu de 1 équationyy — ax — xx , nous avons 

euyy = ~aa — jpç, qui étant déduite de la 
première,a pour base la même propriété; 
mais si nous partions de cette autre pro-

priété , que chaque distance M C est tou-

jours la même, 6c = ̂  a ; alors nommant 

A a ij 
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CP
3
 i,' & P M, y; nous aurions, à caufô 

du triangle rectangle MPC ;yy -f- ̂  = ~aa
3 

qui donnejvjK ==jaa , équation qui est ia 
même que tout à l'heure , quoiqtie déduite 

d'une propriété différente. 

De VEllipse. 

1 g 6. Proposons-nous maintenant d'exa-

miner quelle seroit la courbe qui auroit cette 

autre propriété, que la somme des deux 

distances MF-+- Mf( Fig. 3 6 ) de chacun de 

ses points à deux points fixes F&cs
}
 seroit 

toujours égale à une ligne donnée a. 
Pour trouver les propriétés de cette courbe 

qu'on appelle une Ellipse, il faut chercher 

«ne équation qui exprime quelle relation il 

y a, en vertu de cette propriété connue, 

entre les perpendiculaires P Al menées de 

chaque point M su r une ligne déterminée 

telle que Ff, par exemple, & leurs distan-

ces F P ou A P z quelque point F ou A pris 

arbitrairement. 
Dans cette vue, je prends pour origine 

des abscisses le point A, déterminé en pre-
nant depuis le milieu Cde FsXz ligne CA=> 
~ a,' & ayant fait CB—CA, je nomme AP

3
x; 

PM,yih ligne A F qui est censée connue, 

çi & la ligne F M, \ ; alors FP^'AP — 

- ii s Á 
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J4F*=*x-c; Ms= FMf— FM=a^
lf 

.&fP=^PB — Bf= AB —A? — Bf=* 

Cela posé, les triangles rectangles F P M 

f P M, donnent ~TÂÎ ==~P~M -+-~FP\ ôc 

. Mf—MP-i-fP, ou ^^=jyy•+■ x x—■ 

zcx -f- cc, & aa — 20^ -f- ̂  —yy -h aa — 

aax -r- xx — 2a: -4- 2cx -H cc. Retranchant 

la seconde de ces deux dernieres équations, 

de la première, ôc effaçant a a qui se trou-

vera de part ôc d'autre, j'ai 2a7
L

<= zax -t-

zac— 40c, & par conséquent - * 

mettant donc pour^, cette valeur dans Té-

quation ^—-yy-ì-xx—zcx~+~cc
f
 j'aurai 

aaxx-k-zaacx-k-aacc—AICX1—Aac1 x-\-±ccxx 
1 — y y -f, 

xx—zcx-r-c: , ou chassant le dénomina-

teur, transposant ôc réduisant, aayy = ^aacx 

—qaccx— 4-acx1 -i-<{ccx*,ou aayy = (^ac—• 

4cc ) ax -h ( qçc — ac ) x*, Ou (parce que 4CC 

—~4acest la même chose que — (qac — 40:) 

aayy = (qac — ̂ cc) ax — (4ÛC — 4cc) x2, ou 

enfin aayy = (qac—4CC) (ax—xx), d'où l'on 

* Si le point yf/avoit été pris 

de manière que la perpendi-
culaire 31P tombât entre A 

& F , alors F P íèroit c—x ; 

mais cela n'apporteroit aucun 

cliangemçtit à l'équatíon finale 

parce que , dans la formation 

de cette équation , on réem-

ploie que le quarré de F P
 K 

qui est toujours xx — zcx-i-
c c, soit qu'il vienne de *— c

y 

soit qu'il vienne de c—x, . 

A a iij 
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Aac — e,cc . . 

tueyy = %—-i—. (ax —xx). 

Telle est l'équation de la courbe dont 

chaque point a la propriété que nous avons 

supposée. 
2.S7' Cette équation peut servir à dé-

crire la courbe par points, en donnant suc-

cessivement à x plufieurs valeurs comme 

nous l'avons fait ci-dessus à Toccafion du 

cercle, ôc calculant en même temps les 

valeurs dejv. Comme le procédé est absolu-

ment le même _, nous n'en ferons point le 

calcul. 

1 8 8- On peut encore décrire l'ellipfe 

par points, en cette manière ; après avoir 

fait CB~ CA==~a , on prend un inter-

valle quelconque Br, & l'on décrit au-dessus 

& au-dessous de AB
 }

 du points comme 

centre & du rayon Br, un arc que l'on coupe 

en M & M' par un arc décrit du point F 
comme centre ôc du rayon Ar. Tous les 

points M ôc M'trouvés de cette manière 

font à l'ellipfe. 

2 g 9. La propriété fondamentale d'après 

laquelle nous venons de trouver l'équation , 

donne elle-même un moyen fort simple de 

áécrire cette courbe par un mouvement 

continu- En effet , ayant choisi les deux 

points F ôc /'tels qu'on les veut, on placera 

deux pointes ou piquets, aux deux points F&c 
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s. ôcy ayant fixé les deux extrémités d'un fil 

plus grand que la distance Ff, si l'on tend ce 

fil par ie moyen d'un style M que l'on fera 

marcher en tenant toujours ce fil tendu , ce 

style M tracera la courbe en question, puis-

que la somme des deux distances du style 

aux deux points F" Ôt/Tera toujours égale à 

la longueur totale du fil. 

2. y o. De là il est aisé de voir que si la 

longueur du fil a été prise égale à AB,\z 

courbe passera par les deux points A ôc B. 

Car puisque Cf— CF, ou aura AF = Bf, ôc 

par conséquent AF-+- Af= Af -h Bf= a
> 

ôc ÊF-+- Bf=Bï-+- AF~ a. C'est ce que l'é-

quation fait voir aussi ; car pour savoir où la 

courbe rencontre la droite .f/prolongée , il 

saut faire^y = o ; or cette supposition donne 

1—.{ax—xx) = o , ôc comme c 

ne peut être zéro, il fautpour que cette équa-

tion ait lieu , que ax—xx ouxx {a—x) = o 

ce qui a lieu dans deux cas ; savoir, lorsque 

x=zo, c'est-à-dire, au point _^,ôc lorsque 

x=a, c'est-à-dire , au point B. 

1^1. L'équation fait voir aussi que la 

courbe s'étend au-dessous comme au-dessus 

de la ligne AB, ôc qu'elle est absolument la 

même de parc ôc d'autre de Taxe AB. En 

effet, cette équation donne -

A aiv 
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y—úir 4aC

a
a~' (

ax
 —

 xxì> *3
u
îfaitvoîc 

que pour chaque valeur de x ou de A P , il 

y a deux valeurs dejv ou de P A/parfaite-

ment égales , mais qui étant de signes con-

traires, doivent être portées de côtés op-

posés. 

II est encore évident que si fur le milieu C 

tíe A B on élevé la perpendiculaire D D', la 

courbe fera partagée en deux parties parfai-

tement égales ôc semblables : c'est une fuite 

immédiate de la description ; c'est aussi une 

fuite de l'équation ; mais on l'en conclura 

plus aisément quand nous aurons fait fur 

cette équation les autres remarques qui nous 

lestent à faire. 

191. La ligne A B s'appelle le grand axe 

de l'ellipfe, ôc la ligue D L'ìzp tìt axe. Les 

deux points F & /s'appellent les foyers. Les 

points A, B, D
 3

D', font les sommets des 

axes ; & le point C le centre. 

1 9 3 • Si l'on veut avoir la valeur de l'or-

donnée F m" qui passe par le foyer , il faut 

supposer A P ou x=AF— c ; alors on aura 
t,a.C'Acc , , A .sac—cc)1 , 

yy = - xsac-~-cc)=— - ;donc 
aa « y a a 

tirant la racine quarrée ,y—zh —j 

àonc m" m'"— ̂ ~^ì ; cette ligne m" m
1
" est 

©e qu'on appelle le paramètre de l'ellipfe. Le 
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paramètre ejì donc moindre que le quadruple de. 
la dijlance c du sommet au foyer, puisque sa 

valeur
 4

" (
ac

~'
CL

) qui est la même chose que' 

$c— —J.
 e

fl évidemment moindre que 4 c. 

Si l'on nomme p cette valeur du paramètre, 

on aura p = °'
ac

' *
cc

 f
 ôc par conséquent, 

— = — on pourra donc changer 1 e-

quation à l'ellipfe, en cette autre ,yy == — 

(ax —xx) qui est plus simple. 

2 5? 4- S l'on veut savoir quelle est la 
valeur de la ligne CD , il n'y a qu'à supposer 

ans 1 equationjy = -—ax—xx) > 

que A P ou x, est AC ou - a; on aura 

yy
 =

 ~^
éJâ sl a û)

 »
 c

l
ui se réduit 

àjvv = slc — cc ; c'est-à-dire, que C D2 =* 

ac—ac = c. sa— c) =AFx B F; d'où l'on 

tire AF: CD: : CD : BF. On voit donc que 

CD ou le demi-petit axe ,ejl une moyenne pro~ 

portionnelle entre les deux distances d'un même 
foyer aux deux sommets A ôc B. 

Comme la ligne D D' est une des lignes 
les plus remarquables de l'ellipfe , on l'intro-
duit dans l'équation de préférence à la ligne 

A Fou c. Pour nous conformer à cet usage , 

nous nommerons b cette ligne D D' ; nous 
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aurons donc CD =—■ ,&puisque nous ve» 

nons de trouver CD~ac — cc, nous 

aurons — -= ac — cc, ou bb = 4 — 4cc ; 

l'équation à l'ellipfe pourra donc être chan-

gée enyy =
 b
~

a%
 fax — xx). 

P . r 4 ac—Ace 
uiíque nous avons p = —f^— , ou p a 

== 4<2c — 40:, & = 4slc— 4cc ; de ces 

deux équations nous conclurons pa =>bb , & 

par conséquent, en réduisant cette équation 
en proportion a : b : : bip ; le paramètre eji 

donc une troisième proportionnelle au grand 

axe & au petit axe. 
b h 

1 9 5 • Si dans l'équation yy = ~a s
ax

—' 
xxJ, on chasse le dénominateur, on aura 

aayy=bb (ax—xx) , & par conséquents ; 
ax—xx'.: bb : aa; faisant donc attention que 

ax—xx est la même chose que xx fa—x) , 

& mettant, au lieu des quantités algébriques, 
les signes de la figure qu'elles représentent , 

on auraPÂí: APxPBi: DD': AB; c'est-
à-dire , que le quant'd'une ordonnée quelconque 

au grand axe de l'ellipfe, est au produit des 

deux abscisses AP & P B , comme le quarré du 

petit axe est au quarré du grand. Et puisque 

cette propriété a lieu pour tous les points de 

l'ellipfe, il s'enfuit que Us quarrés desordon* 
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nées font entreux comme les produits des abs-

cisses correspondantes. 
b b 

196. L'équationyy= —. {ax—xx)nc 

diffère (283 )de celle du cercle qui seroic 
décrit (ut A B comme diamètre ( Fig. 37 ) 
qu'en ce que la quantité a x — xx, y est 

multipliée par ̂ , c'est-à dire
 3

 par le rap-

port du quarré du petit axe au quarré du 

grand ; ensorte que si l'on nomme ^ une 

ordonnée quelconque PiVdu cercle , on aura 
= ax — xx ; mettant donc pour ax—xx

s 

cette valeur ̂  dans l'équation à l'ellipfe, 

on zurzyy ~a~
a
 îî» & tlíznt k racine quar-

rée ,y = - ^ ou ay = í^quì donne y : ^: : 

b : a, ou P M:PN: : D D': A B, ou:: CD: 

A C ou CE ; on voit donc que les ordonnées 

à Fellipfc nefont autre chose que les ordonnées 

du cercle décrit fur le grand axe, diminuées 

proportionnellem.nt, cejl-à-dire, dans le rap-
port du grand axe au petit axe. 

De-là il est aisé de décrire une ellipse par 

le moyen du cercle. On voit en même-temps 

que le cercle est une ellipse dont les deux 
axes a ôc b sont égaux, ou dont la distance 

du sommet au foyer est égale au demi-grand 
axe , ou encore dont le paramètre est égal au 

diamètre. Car cn supposant dans les équa-
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tions ci-defsus, b = a, ou c=~a, oup = a> 

on ayy=ax— xx, équation au cercle. 

ityj. Par les équations que nous avons 

trouvées jusqu'ici, il paroît donc qu'il n'en est 
pas de l'ellipfe comme du cercle : une feule 

ligne détermine celui-ci, c'est son diamètre; 

au lieu que le grand axe.' AB (Fig. 36) ne 

suffit pas pour déterminer l'ellipfe ; il faut 

encore connoître ôu le petit axe b ou son 

paramètre p ou la distance c du sommet au 

foyer. Quand on connoît le grand axe & la 

distance c, l'ellipfe est facile à décrire, comme 

on l'a vu ci-dessus. Mais st l'on donnoit le 

grand axe & le petit axe, il faudroit, pour 

décrire l'ellipfe par un mouvement continu, 

déterminer les foyers ; c'est une chose facile, 

en prenant le demi - grand axe pour rayon , 

& traçant de l'extrémité D ( Fig. 3 6 ) du petit 

axe, comme centre, deux petits arcs qui 

coupent le grand axe aux deux points F &f 

qui seront les foyers : car la somme des deux 

distances F D -f- /^/devant être égale à a, il 

faut, lorsque ces deux lignes sont égales, que 

chacune soit égale à \a. 

Si l'on donnoit le grand axe & le paramè-

tre, on décermineroit le petit axe en prenant 

une moyenne proportionnelle entre ces deux 

lignes ; c'est ce qu'enseigne la proportion 

a:b::b:p, trouvée cideísus (294). Le petit 
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axe étant trouvé, on acheveroit, comme il 

vient d'être dit. 
2 8- Si, pour quelque point M que ce soit 

de l'ellipfe (Fig. 36 ) on prolonge la ligne f M 

tirée d'un desfoyers, jusqu'à ce quesonprolon-
gement MGsoit égal à l'autre distance MF ; 
& qu ayant tiré GF

 S
 on lui mene du point M 

la perpendiculaire MOT, cette derniere sera 
tangente à l'ellipfe , c est-à-dire, ne la rencon-

trera qu'au seul point M. 
En effet, à cause des lignes égales MF 

& M G, la jígne M s est perpendiculaire 

fur le milieu de GF. Donc fi de tel autre 

point N que ce soit, de cette ligne, on 

mene les deux droites N G & NF, elles fe-

ront égales. Supposons donc que M T pût 

rencontrer l'ellipfe en quelqu'autre point A7"/ 

alors en tirant Nf, il faudroit que FN-+- Nf 

pût être égal à MF^h Mf, ou à GM-+- M f 

c'est-à-dire, à Gf; mais Gfest plus petit que 

G N-hNf, & par conséquent plus petic 

qua FN-h N f; donc le point A7 est hors de 

l'ellipfe. 
299. Les angles F MO, O MG font 

égaux, d'apr^| la construction qu'on vient 

de donner; or O MG est égal à Son opposé 
/MA; donc F M O est égal à f M N. Donc 

les deux lignes qui vont d'un même point de 

l'ellipfe aux deuxjoyers ,font des angles égaux 

avec la tangente; 

SCD LYON 1



382, C o u R f 

Inexpérience apprend qu'un rayon de lu-

mière qui tombe sur une surface, se réfléchie 

en faisant l'angle de réflexion égal à l'angle 

d'incidence ; donc fi Fefí: un point lumineux , 

tous les rayons qui partis du point F, tombe-

ront fur la concavité MAM', iront se rassem-

bler en f, & réciproquement. 

Si du point M, onéleve sur MTìe perpen-

diculaire MI{ qui sera en même-temps per-

pendiculaire à la courbe), cette ligne divisera 

l'angle FMfen deux parties égales ; car si des 

angles droits IMT, IMN on retranche les 

angles égaux FMT&fMN, les angles restants 

FMI & IMf 'feront égaux, 

300. De-lá, cn pëut calculer la valeur de 

la distances / depuis l'o: donnée jusqu'à l'en-

droit où la perpendiculaire MI rencontre 

Taxe. Cette ligne P/s'appelle Sounormale
f 

& la ligne MI, Normale. 

Pour calculer FI, nous allons d'abord cal-

culer FI. Puisque l'angle FMf est divisé 

en deux parties égales, on a Mf: MF:: 

fí:FI(Géom. 104) ; & par conséquent (Ge'om. 

9
§)fM-+MF: Mf— MF:: fl + F I: 

fI—FLOtMf-+-MF = $; & en nom-

mant MF, % , comme ci-dessus (zS6), Mf=* 

a — par conséquent Mf — MF = a — 

d'ailleurs//-+-FI= Ff= AB — 2 AF =* 

a—2C, &//— FI= Ff—2 FI= a—zc— 
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2 FI; donc a: a — 2 £ : : a — zc : a — zc —< 

a FI; donc aa—zac — zax FI=aa—2ac— 

isl^-f- 4^ d'où l'on tut FI= a-^~: j ou en 

mettant pour la valeur trouvée 

, - fr aac—zacc-r-aax — Aacx-^-Accx 

(286), on a rl= '■—j 

mais FI= F P -r-PI = AP — JF-*- PI=* 
x —

 c
 -4- P I ; donc P 1= FI — x -f- c « 

Mac-iacc+aax-Aacx-k-ACcx laaciacc-Aacx \-ACCX 

, , x+í= 

z sl. {ac-cc -AX ,(ac-cc\ za — AX , . 

= \ 3—Ì—> = — x (ac— C c), 
a a a a

 x
 ^ f 

ou en mettant pour ac—cc fa.valeur — (294), 

onaenfinP/=^
(
—^u PI=- ({a — x). 

301. De-là, il est aisé d'avoir la valeur 

de la distance PT depuis l'ordonnée jusqu'à 

la rencontre de la tangente, ce qu'on appelle 

la soutangente. Car le triangle IM T étant 
rectangle, & P M une perpendiculaire abais-

sée de l'angle droit, on a (Géom. 112) 

PI: PM::PM:PT, c'est-à-dire , — x 
* , aa 

(~a—x): y::y :PT; donc P T— ou (en 

mettant pourjy^ sa valeur — (ax — xx), 
p j> jax-xx) 

\ a-x ' 

Les expressions algébriques des deux li-

gnes PI ôc P T peuvent servir à mener une 

perpendiculaire ôc une tângeute à l'ellipfe , 

> 
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en quelque point M que ce soit. Car lotsqu€ 

le point M est donné
 3

 en abaissant la per-

pendiculaire M P, on a la valeur de AP, x. 

Et comme on est supposé connoître a & b , 

on connoît donc tout ce qui entre dans la 

valeur de P 1 ôc dans celle de P T. 
302. De l'exprefsion de P T, on peut 

conclure que si l'on mene une tangente au 

cercle décritsur le grand zxtAB {Fig- 37), au 
point N où ce cercle est rencontré par Tor-» 

donnée P M k l'ellipfe, les tangentes NT àC 

M 7'aboutiront au même point T fur Taxe. 

Car puisque le second axe b n'entre point 

dansi'expressionde FT, cette ligne PPsera 
donc toujours la même tant que a fera le 

■même ôc x le même. Ainsi toutes les tangen-

tes aux points correspondants de toutes les 
.ellipses décrites fur AB comme grand axe

 9
' 

se rencontrent au même point T. 
Si à P T (Fig. 36), on ajoute CP qui 

est \a—x , on aura CT — ,ax ^ H--f a—x 

qui, en réduisant tout en fraction, se réduità 

; c'est-à-dire, que CT=
 A

~ , d'où í'orî 

tire cette proportion CP : AC:: AC : (T T, 

3 O 3. Si l'on veut " avoir l'exprefsion de 

jJPÌjl cela sera facile par le moyen du triangle 

rectangle TP M qui donne 7^í= 7?*4-' 
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(ax — xx)1 BB / i 
PM= -TT——rf -+--.(ax — xx)=s.,. 

({a-^-x)1 aa 1 < 

r b b — 2. ctJf — xx 

ax
-xx+-±

a
~x)x

(
r

a
—ï>' 

3 O 4- Si de quelque point M que ce foie 

<3e l'ellipfe , on mene fur le petit axe DD'la 

perpendiculaire ou réordonnée MP', ôc qu'on 
nomme DP'.x' ; M P', y'; on aura D P' = 
CD — CP'= CD — P M, c'est à -dire, 

v b —y> & par conséquents — ~ b — x'. On 
aura de même MP'=CP=*CA—AP; c'est-

à-dire , y' — x, & par conséquent x=» 

f a —y'. Si l'on substitue ces valeurs de x ÔC 

deyj dans l'équation yy =*—a — xj, on 

aayy = (ax—xx), on aura -iaa££ — aabx1 

H- ûslxV = -^2sl/>/> — abby' — \aabb abby' 

'—bby'y', qui se réduit à bby'y1
 =z aabx* — 

aax'x', d'où l'on tire^y^' — s^x' — x'x')
$ 

équation semblable à celle qu'on a eue pout 

ie grand axe , ôc dont on tirera par consé-

quent des conclusions semblables, savoir 

que le quarré d'une ordonnée P'M au petit axe
a 

ejl au produit des deux abscisses D P'x P'D', 

comme le quarré du grand axe, ejl au quarré du 

petit; en effet, on tire de cette équation .y'/' : 
bx'—x'x

1
 : : aa; bb ; or bx—x'x' est x'(a-—x'J 

ou D P'x P'D'. On en conclura auífi que 

les quarrés des ordonnée* au petit axe, font 
ALGÈBRE, B 
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entreux comme les produits des abscisses cor' 

respondantes ; & que Y ellipse peut être décrite 

par le moyen du cercle construit sur son petit 
axe, en allongeant les ordonnées de ce cercle 

dans le rapport du petit axe au grand. Voyez 

{Fig- 37 )• 
305. On peut voir facilement, par-là ; 

que la courbure de la surface extérieure des 

mâts est celle d'une portion d'ellipsoïde, c'est-

à-dire , d'un solide engendré par la révolution 

d'une demi-ellipse DRO ( Fig. 39 ) tournant 

autour de son grand axe. 
En effet pour déterminer les diamètres 

moyens entre le plus grand & le plus petit, 

on tire une ligne CD pour représenter le 

plus grand diamètre ; & décrivant des extré-

mités C & D comme centres, & du rayon 

CD les deux arcs DA & CA qui fe coupent 

en A, on abaisse la perpendiculaire AB , & 
ayant mené parallèlement à CD une ligne EF 
égale au plus petit diamètre du mât, on re-

garde la partie interceptée BL comme repré-

sentant la hauteur du mât depuis le premier 

pont (où se trouve le plus grand diamètre ) 

jusqu'au chouquet. On divise B L en un 

certain nombre de parties égales ; & menant 

par les points de division des parallèles IgtV 
a la ligne C D , on prend ces parallèles pour 

les diamètres moyens que doit avoir le mat 
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à des hauteurs représentées par la ligne cor-

respondante Bg; or si l'on conçoit que BM 

soit la hauteur réelle qui a été représentée 
par B L ôc si l'on prend B Tutelle que l'on 

ait B T:B M:: B g : BL, alors B T fera la 

hauteur à laquelle on doit placer le demi-

diametre g N, tirant donc TR parallèle ÔC 

égale à gN, le point R fera un point de la 

surface du mât ; mais si par le point R ôc par 

le point N, on mene i?A^qui rencontre BD 
en V, cette ligne fera parallèle à B M, ôc 

puisqu'on a BT:BM::Bg: BL, ou BTi 

Bg: : BM: BL, on aura ( à cause que B T==» 

R F&c Bg= PrN)R V: VN:>.BM:BL; 
c'est-à-dire, que les ordonnées RV de la 

courbe du mât font aux ordonnées VN du 

cercle AND, toujours dans un même rap-

port ; donc cette courbe est une ellipse. Si 

l'on vouloit la décrire par un mouvement 

continu , il faudroit en déterminer les axes 

ce qui est facile en menant CO parallèle à 

BM, ôc telle que CO:CD::BM.BL ; CO 

ôc CD feront les deux demi-axes, avec les-

quels il fera facile de déterminer les foyers,' 

Ôc par conséquent de décrire la courbe , par 

quelqu'une des méthodes que nous avons 
données (287, 88 ôc 89 ). Mais tout ceci 

suppose- qu'on sçait déterminer le point L, 

tel que menant EL JF parallèle à CD
 )

ELE 

Bbij 
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soit égal au plus petit diamètre du mât ; c'est 

ce que l'on fera facilement en cette manière ; 

on prolongera CD vers H d'une quantité 

CHégale à la moitié du petit diamètre : du 

point H comme centre & d'un rayon égal à 
CD, on tracera un petit arc qui coupera AB 

au point cherché L. Car fi l'on imagine EF 

prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre CO 
cn T, ôc que l'on tire le rayon CF\ le 

triangle rectangle CTF donnera CT= 

CF— TF= VTi — B'H==BL: 

puisqu'on prescrit de faire HL=CD=CF, &c 

'HC—afa valeur de L JF, ce qui rend B H 

«s= TF. 

306. Par ce qui précède , on voit donc 

que les propriétés à l'égard du second axe 

font semblables à celles qu'on a trouvées à 

l'égard du premier, du moins, en ce qui ne 

dépend point des foyers. Si l'on veut avoir 

fur le second axe les lignes analogues à celles 

que nous venons de calculer fur le premier 
axe

)C
'est-à-dire,FT,FT, CT.&cMT,(Fig. 

36) on les trouvera aisément par le moyen de 

leurs correspondantes qu'on vient d'avoir, ôc 

des triangles semblables qu'il est aisé de re-
connoître dans la figure. Si on exprime ces li-

gnes par le moyen des abscisses DP' ou x', on 

trouvera leurs expressions toutes semblables 
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à celles qu'on a eues, en x, pour les lignes 
analogues fur le premier axe. 

On donne aussi un paramètre au second axe; 

mais ce qu'on entend alors par cette ligne , 

ce n'est pas une ligne qui passe p3r le foyer de* 

ce second axe, ( car il n'a point de foyer ) , 

mais une troisième proportionnelle à ce second 
axe & au premier. 

3 oj. Jusqu'ici nous n'avons compté les 

abscisses que depuis le sommet; fi nous vou-

lions les compter depuis le centre C, alors 

nommant l'abfciíîe CP , ^, nous aurions A P 

ou x=-~a-^-7; substituant cette valeur 
b h 

de x , dans l'équationjvy — (ax — xx ) ôc 

dans les valeurs de P I, P /. , C/ôc ~TM
% 

hb . . \ TÌ T b b f 
on wzyy^-i^aa-ii): P I^-j ; 

P2W-^-^ CT=^j'
9
 TNP= 

L'équation y y-^. [\aa — donne 

= ^ 7 <2— qui fait voir que pour 

une même valeur de CP ou \\ on a deux 

ordonnées PAf ôc PJ-f. Comme les valeurs 

de ^ commencent en C, ôc finissent en A, il 

semble d'abord que cette équation ne donne 

que la moitié D AD
1
 de l'ellipse ; mais rien 

ne détermine à donner à 1, des valeurs posi-

B b iij 
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tives, plutôt que des valeurs négatives ; erï 

donnant à ^ de ces dernieres valeurs, on 

aura les ordonnées pm qui déterminent la 

seconde moitié ; ôc comme en mettant — £, 

au lieu de -+- T_ dans Hh --• ̂ 7 st*— \i, cette 

quantité ne change point, il s'enfuit que la 

moitié DBD' est parfaitement égale Ôc sem-

blable à la moitié DAD'. 

3 O 8 - Si d'un point quelconque M de l'el-
lipse (Fig. 38), on mene au milieu C de Taxe 

A B, c'est-à-dire, au centre, une droite MCM' 

terminée de l'autre part à l'ellipse, on ap-

pelle cette droite un diamètre. Et fi par le som-

met M, on mene la tangente MT, ôc par 

le centre C le diamètre N N' parallèle à MT
} 

celui-ci s'appellera diamètre conjuguédu pré-

mier. Une ligne m O menée d'un point m de 

l'ellipse parallèlement à MT, ôc terminée au 

diamètre MM', s "appelle une ordonnée à ce 

diamètre, ôc MO s'appelle l'abfcifle. Le pa-

ramètre du diamètre MM est une troisième 

proportionnelle à MM' ôc NN'. 

309* Nousailons faire voir maintenant, 

qne les ordonnées m O, à un diamètre quel-

conque ont des propriétés semblables à celles 

des ordonnées aux axes. 

Pour cet effet, j'abaiffe des points m ôc O» 

les perpendiculaires m p, OQ
 %

 fur Taxe ABj, 
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èc je mene la ligne m S parallèle au même 

axe. Je nomme A B, a ; PM,y -
X
CP , ^ ; 

Qp*gS CQ,k, saurai AP | a — i » 
P B - 4a-4- i; Ap = CA — CP = CA — 

CQ-~Qp = ±a — k—
ê

;pB=CB-^Cp= 
~ <z -h A: -H g. 

Les triangles semblables TP M, m S O, 

donnent 7T : F Aí : : m S ou p Q : S O ; c'est-

à-dire ,1^ : y = 'J™-. Les 

triangles semblables CMP, COQ, don-

nent C P :PM::C Q: Q O; c'est-à-dire, 

i:j : : k : QO = ̂  ; donc pm = QS.=QO — 

50=-—r^-. Or puisoue le point 

est un point de l'ellipse, il faut ( 265 ). que 

f m : Pli ::Apxp B : APxP B , c'est-à-

(ifl + A+^): (ífl-ï) (îa+ï, our 
kkyy lAÌnz _^ ggnyr.

 y
 .. »

 sl a 

A/c —2k g — g g :-\ a a —. tgfa ou, en multi-

pliant les extrêmes.& les moyens-, & fai-

sant attention aux quantités qui se trouve-

ront multipliées & divisée.3 en mêmertemps 

par\ aa — ^_\, & à celles qui le feront austt 

par 1, on aura g a a—— igkyy-+* 

~\ aayy — kkyy. — zgkyy — ggyy ̂  

Bbiv 
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ou, en développant le terme ~^ (|stst— 

& supprimant —k kyy & — 2 g kyy qu'on 

aura alors de part & d'autre, divisant de 

t
 \aakk ggìì % 

plus par y y on aura -t- f-5^ =■7 st st 
* t */ */ ^ {aa~VL 

gg Ì équation qui nous est nécessaire pout 

notre objet ; mais, avant de l'y employer , 

tirons-en une connoiffance dont nous avons 

besoin. 

Si l'on suppose que le point O, qu'ici nou9 

avons supposé quelconque, soit le point C, 

c'est-à-dire , que la ligne m O passe par le 

centre , ou devienne CN, alors C Q ou k 
devient zéro , & la ligne Q p ou g, devient 

C R. Or fi dans l'équation qu'on vient de 

trouver, on fait k= o, on aura , après avoir 

chassé le dénominateur, transposé, réduit, 

•& divisé par | aa, gg == £ aa — 7^ ; c'est-à-

dire , C R =» -| aa — 7? = (fez—7) ({a-K) ==» 

APxPB. 
Après cette remarque, revenons à notre 

objet, & nommons CM, ~a! ; CN, | raO, 

y ; CO, Les triangles semblables C P M, 
CQ O, donnent CilirCO:: CP: , ou 

Y st' : z_' : : ^ : & = ||,, Les triangles C N R , 

m S O, semblables à cause des côtés paral-

lèles j donnent m O :m S :: CN: CR, ou 

y : : ^b':CR aïtip, donc C~Ì ~r 
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~y~^r i mais on vienc de voir que C R. 

±aa—n; donc=\a a —w, d'où 

on tire g g = •- ,,, . Reprenons 

u/ • ìaakk ee7i 
maintenant 1 équation - h ,- 5 ■ =» 

. , it '. *aa—u 
£ aa —gg

f
 & substituons-y pour gg & kk les 

valeurs que nous venons de trouver ; nous 

aurons ï ç a\ fff, + ^IIÍÌ^Z^ « 

íaa— I^T'-f-i^ou , en réduisant & 

divisant ensuite par ; aa,^, = i —TJ^ 

ou, chassant les dénominateurs | <z'a' & 

on a^ +
i
ddbrb,— \da'y'y', & enfín 

=^', ( \dd — fâ) d'où l'on tire// : 

f d d—ii \pV : a
7 d % c'est-à-dire, m~Ô : 

MO* O M : : ïp}' :MM. Ainsi l'équa» 

tion par rapport à deux diamètres conjugués 

quelconques , est semblable à celle qu'on a 

eue à l'égard des deux axes. , • 

3IO. Si l'on fait y — o, on trouve 

| aV—fc'jj'iS 0 ) * Par conséquent T/=-±-~Û'. 

La courbe rencontre donc la ligne MM' en 
deux points-M 6c M' également éloignés du 
centre C; ainsi tous les diamètres de L'ellipse se, 
coupent en deux parties égaies au centre. 

3 I I. L'équationjy= ^aV-r/tf 
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• donnant y' — ± í-; ]/^\
 a> a

'— ? ?J fa" 

que si l'on prolonge m O de manière que 

O m' — O m, le point mJ appartiendra à la 

courbe ; donc chaque diamètre de l'ellipse coupe 

en deux parties égales les parallèles à la tan-

gente qui pajse par son origine M. 
312. De-là on peut conclure i°, que la 

tangente à l'extrémité iVdu diamètre NN', 

est parallèle au diamètre MM'. z° ; De ce 

que y'— + ~ J/^^ da'— {Y,on peut con-

clure que les ordonnées O m au diamètre 

MM', font celles du cercle qui auroit MM' 

pour diamètre, mais diminuées ou augmen-

tées dans le rapport de a'zb', & inclinées 

fous un angle égal à celui des diamètres 

conjugués. Si a'=b', ces ordonnées font 

précisément égales à celles de ce même 

cercle. Enfin íì l'on veut savoir à quel endroit 

de l'ellipse les deux diamètres conjugués 

peuvent être égaux, il n'y a qu'à chercher 

à quel endroit on a C P =CR>. ou C P2 

C R ; c'est-à-dire j. ̂  = ~ aa — %g ; or cette 

équation donne ^ = VÇTa = T a- V\, que 

l'on construira ainsi : ayant décrit fur le grand, 

axe AB comme diamètre {Fig. 37) le demi-

cercle A N E B coupé en E par le petit axe 

CD, on divisera Tare A E en deux parties 
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égaies en N" & ayant abaissé N" P qui coupe 

l'ellipse en M" & M\ CM'ècCM' seront 

les deux demi-diametres conjugués , égaux. 

Car si l'on nomme C P, £ comme le triangle 

CPN" est rectangle & isocèle, à cause de 

ì'angle ACN" de 45° , on aura 

C N' = i a a ; donc \\ = \a a, & £ = 

3 1 3. Si du centre C{Fig. 38) on mene 

la perpendiculaire CF sur la tangente TM, 

les triangles semblables T P M, T C F don-

neront TM:PM::CT:CFi d'où CF= 

~-jjp-. Pareillement les triangles TP M 

& CiV7í, semblables à cause des côtés pa-

rallèles , donneront T M: P T: : C N': C R
 s 

donc C7V= ™**R
 ; & par conséquent , 
PMxCTx TMxCR 

ET 

ou aura C Nx CF .= 

P M x CTxCR 
TMx r P 

ou ert quarrant, CA'x.t'P; 

P M xCT xCR
 Qr nQUS avons vu

 ci-jefi 

fus quejKJ ou P M = - . ( \a a - ç | ) ; 

KM 
| ÍZ st — ̂  ( 505) ) : substituant ces qumtités \ 

on aura, après les réductions faites□ C iVx 

Ci '== , & par"conséquent CWx CF 
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= ia b ; or en menant la tangente NTr' quî 

rencontre TM en I
3
 C Nx. C inexprimé la 

surface du parallélogramme CMIN; &c \ab 

ou ~ a x ~b exprime celle du rectangle formi 

sur les deux demi-axes ; donc les parallélo* 

grammes formés par les tangentes aux extré" 

mités des diamètres conjugués, font égaux en-

îreux, & au rectangle formé fur les deux axes, 

3 14- Les mêmes triangles semblables 
TPM&c CRN donnent, P T:PM::CR> 

RJViâonc RN=
C
-^ÇJ?, ou RN^ 

CR'x P~J/ ̂  ( i a q-? f/tï ( i q q-?
 T

)
xu
 ̂  jfjj, 

J* aa a a > 

a<xa-uy 

mais les triangles rectangles C R N & 

C P M donnent C R 'R7^N==^C1S & 

CPV.P~^="CM; donc cH-hR~N-^ 

CP-H P~M 1= CJY-4- CM substituant dans 

le premier membre, au lieu des lignes qui y 
entrent, leurs valeurs algébriques, on aura, 

toute réduction faite, - a a H- ~ b b = C N 

+ CM; donc la somme des quarrés de deux 

demi-diamètres conjugués quelconques de l'el-

lipse , ejî égale à la somme des quarrés des deux 

demi-axes. 

3 ï 5 . Si dans C^=Z7ï-h^îV'on sub-

stitue pour CR & -KA^leuis valeurs, oss 
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g bhrr 

aura CN= ~ a a—?r+—zrì or nous 

avons trouvé ci-deslus T M===(i
aa

-ii-^-~^>< 

ï
"- ; par conséquent Ml—CJS x —rz— , 

mais les triangles semblables TPM, MP'V-
. 2 % — 1 

donnent ( en quarrant ) P T: TM: : P' M : 

M T ou : CNx^f ::
lV

 Wf : 
— z 

donc MT % í^^*doncl^xÍÏÏT«» 

CÏfou TMxMT=~CNi mais fi l'on 

nommes le paramètre du diamètre M M!
 9 

on aura z CM: zC N:: 2 C iV":/ ( 308 ) ; 

& par conséquent *//xCM= 4.'CN ou 

ì/xC M; donc TMx M T = 
ìp'x CM; & par conséquent C ils : TM:: 

MT:\p'. 

Si, sur TT' comme diamètre (Fig. 40), on 

décrit un demi-cercle, ii passera par le poinc 

C, puisque l'angle TCT est droit ; or si l'on 

prolonge CM jusqu'à ce qu'il rencontre la 

circonférence en V, on aura, par la nature 

du cercle ( Géom. 1|7 ) CM: TM: : M T: 

m
MV; donc MV=~p'. 

3 16. De-là on peut tirer une méthode 

simple pour avoir les axes d'une ellipse, & 

par conséquent pour la décrire, lorsqu'on 

ne connoît que deux diamètres conjugués 
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MM ôr NN', & l'angle qu'ils font entrd' 

eux. 
On prolongera C M d'une quantité M V 

égale à son demi-parametre ; ôc du milieu %. 

de CV OK\ élèvera une perpendiculaire XZ , 

qui rencontre en Z la ligne indéfinie TT' 
menée par le point M

3
 parallèlement à NN'j 

du point Z comme centre , & de la distance 
Z C comme rayon, on décrira un cercle 
qui rencontrera T T^n deux points T&z T'

t 

par lesquels & le point C tirant TC ôc T'C
 9 

ce seront les directions des deux axes. On 
déterminera ensuite la grandeur de ces axes > 

en/abaissant les perpendiculaires M P ÔC 

M P', ôc prenant C A egal à la moyenne 

proportionnelle entre C T&c C P ; ôc CD 

égal à la moyenne proportionnelle entre CT 

ôc CP' ; car on a vu ci-dessus ( 302 ) que CPi 

CA : : C A : C T; il est aisé de prouver (pat 
le moyen des triangles semblables T P M&c 

TCV, ôc des valeurs connues de TP, P M ôc 

CT), que C T=^j,, c'est-à-dire, que CP' 1 

CD::CD:C T. 
317» Remarquon|, en finissant ce qui 

regarde l'ellipse, qu'on emploie souvent^ 

cette courbe dans l'Architecture navale. On 

s'en sert pour déterminer les diamètres 

moyens des vergues
 }

 comme nous avons vu 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 39$ 

cì-dessus, qu'on s'en servoic pour les dia-

mètres moyens des mâts. On i'emploie en-

core pour déterminer les projections des 

lisses, &c. Dans tous ces cas on part, pour 

décrire l'ellipse , de la propriété qu'a cette 

courbe, savoir, que ses ordonnées font pro-í 

portionnelles à celles du cercle décrit fur 

l'un de ses axes. C'est encore fur ce principe 

qu'est fondée la régie suivante que l'on donne 

pour construire le maître couple d'un navire 

auquel on veut donner beaucoup de capa-

cité. 

Supposons ( Fig. 41) que A'Eefì. égal à li-

gne du creux ; EM perpendiculaire à AE, la 

demi-largeur du vaisseau ; MF le demi-plat 

de la varangue ; FB =EI l'acculement ; 011 

décrit à part un quarré opqr dont on fait 

le côté op~EF. Ayant divisé o^»en un 

certain nombre de parties égales , & A I en 

un pareil nombre de parties, on mene par 

les points de division,, des perpendiculaires 

à op ôc Al ; puis décrivant du point r comme 

centre, ôc du rayon ro, le quart de cercle 

o n p, on porte la partie mn de chaque parai» 

lele à pq, en m!n fui le parallèle à ' 18, cor-

respondante à pareille division ; la courbe 

A n! B qui passe par tous les points n! ainsi 

déterminés, forme une partie du maître 

couple qu'on achevé ensuite., pour la partie 
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inférieure, en menant du point B au point C 

bord de la quille , la ligne B C, élevant fur 

son milieu /, la perpendiculaire Ik qui 

coupe en k la ligne Bk parallèle à AE ; alors 

du point k comme centre ôc du rayon k B j 

on décrit Tare de cercle B C qui touche la 

courbe A n'B au point fi, parce que son 

centre k est fur la perpendiculaire à la courbe 

An'B, au point B. L'autre moitié se construit 

de même. 

II est facile de voir maintenant que la 

courbe dont il s'agit, est une ellipse dont le 

demi-grand axe est B T==AI; ôc le demi-

petit axe, est A T —pq=D F ; en effet, si 

par le point * n' ôc par le point n on mene 

n'n , cette ligne sera parallèle à A E ; ôc 

puisque les points m ôc m! font deux points 

de division correspondants, on aura, o m: 

A m' ::op : AI; c'est-à-dire, ( en supposant 

que n n' rencontre or en s ôc A Tenu) s n: 

un' ::or ou A T: TB ; donc les ordonnées 

un' de la courbe A n'B font aux ordonnées 

S n du quart de cercle , toujours dans le rap-

port de B T à A T; donc cette courbe est 

une ellipse : d'ailleurs il est facile de voir que 

B T ôc A T font les demi-axes. Or comme 

l'ellipse rencontre perpendiculairement ses 

*'Nous supposons ici, pour faciliter la démonstration , 

$u'on a placé le côté op fur. le prolongement de 1A. 

axes f 
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axes , il est visible que pour joindre le poinc 

£ & le point C par un arc qui touche la 
courbe en B, il faut que le centre k de cet 
arc soit sur la ligne TB prolongée» 

De l'Hyperbole. 

3 I 8- Considérons maintenant la courbe 
{Fig. 42) qui auroif, en chacun de ses pointa 

M, cette propriété, que la différence M f-— 

M F des distances Mf-tx. MF à deux points 

fixes F Òtf, fût toujours la même , & égale 
à une ligne donnée à* 

Nous allons chercher, comme nous l'a-

vons fait pour l'ellipse , une équation qui ex-

prime la relation entre les perpendiculaires 
F M menées fur la ligne Ff, ôc leurs dis-
tances F P ou A P à quelque point fixe F? 

ou A, pris arbitrairement fur la ligne F f. 

J e prends donc, pour Origine des abscisses, 

le point A déterminé en, prenant depuis le 

milieu C de Ff, la ligne CA = ~a, ôc je 

fais CB — C ^.«Cela posé , je nomme A P* 

x ; P M,y i la ligne A F qui est Censée Con-

nue, c; ôc la ligne FM, ^; alors bP^==AF~~^ 

AP^c — x*; f P f A 4- A P m f B -4-

AB -+- A P — c -4- a ■+* x ; ôc puisqu'on a Mf 

;— MF~ a, on aura Mf^a^MF— <z-H{„ 

* Sí le point P étoií au delà de F par rapport ì A, F P, 

Jèroit x - c; mais cela ne çhangeroit rien à f équation finale» 

ALGÈBRE, C c 
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JLes triangles rectangles F P M,/P M
9 

donnent YP H- P~M = FM, &~sF1 -+-

P M—/M; c'est-à-dire, cc — 2cx-hxx-i~ 

yy -.. ̂  & cc -4- 2ÛC -H <2a -f- 2C3C -4- 2a;c-f-

x x -'r y y — aai-'r- 2 a ^ -1- ^ Retranchant 

la première de ces deux équations, de la se-

conde , on a, en effaçant aa qui se trouvera 

• de part ôc d'autre , ^cx-\- -2ac -\~ iax= %a\
9 

ou 1 on tire Z= — * ; mettant donc 

pour £, cette valeur dans la première équa-
tion , nous aurons cù— icx-\-xx-ï-yy =: 
4ccxx -t- ^accx -+- A acxx H- zaacx -f- ^aa:* 
■ , OU, 

chassant le dénominateur
 3
 transposant ôc ré-

duisant, aayy ^=.^aacx-+-^accx~^-^acxx-^ 

qccxx, ou aayy = sqac -f- $ccj fax -t- JMC/ 

ou 1 on tirej^y = ——— fax 4- xxj. 

319- Cette équation peut servir à décrire 

la courbe, par des .points trouvés successi-
vement , en donnant à x plusieurs valeurs. 

On peut encore décrire la courbe, par 

points, en prenant arbitrairement une partie 

Mr plus grande que B F, ôc décrivant du 

point /comme centre, ôc du rayon B r, un 

arc que l'on coupera en quelque point M 

par un autre arc décrit du point F comme 

centre , ôc du rayon A r. 
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Enfin on peut décrire cette même courbe, 

par un mouvement continu, de la manière 

suivante. 

On fixera au point f, une règle indéfinie 

qui puisse tourner autour de ce point. Áu 

point Ffk à l'un des points Q de cette règle, 

on attachera les extrémités d'un fil FMQ
t 

fnoins long quesQ, & dont la différence 

avec/Q, soit égale à AB; alors par le moyen 

d'une pointe, ou stile M, on appliquera une 

partie MQ du fil,contre la règle: faisant 

mouvoir le stile, de M vers A, en tenant 

toujours ie fil tendu , la ligne s'abaissera , la 

partie FM diminuera, & le stile M décrira 

la courbe MA dont il s'agit -, & qu'on ap-

pelle une hyperbole. En effet, il est évident 

que la totalité f Q bu fM-+~MQ étant tou-

jours de même grandeur, & FM M Q 

étant aussi toujours de même grandeur, leur 

différence/M-+- MQ — FM— MQ, ou f M 

— FM
}
 fera aussi toujours de même grandeur, 

3 1 o. L équation y y = —(ax^ 

x x ) donnants = -f - J/^jfijllfí: (ax-ï-xx); 

fait voir que pour une même abscisse A P
3 

bu ona toujours deux ordonnées égales 

P M, P M, qui tombent de part ôc d'autre 

du prolongement de A B, qu'on appelle le 
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■premier axe : ainsi la courbe a une féconde1 

branche A M parfaitement égale à la pre-
mière; & l'une & l'autre s'étendent à l'infini, 

puisqu'il est évident que plus on augmentera 

x
3
 plus les deux valeurs + s 

V 
au ( ax -fr- xx ) augmenteront. 

321. Si dans cette même quantité on 

fait x négatif, c'est à-dire , Vt l'on suppose 
que le point P tombe au-deíTus de A, elle 

deviendra H- V ( x —ax); or 
— aa 

scx — ax
3
 ou x(x—-a) étant négatif tant 

que x est plus petit que a, la quantité -+-..« 

\^(
 x x

 —
 a x

 )
 e

^ alors iimagi-

naire, & par conséquent,y n'a aucune valeur 

réelle depuis A jusqu'à B y mais si-tôt que x 

surpasse a, x x — ax redevenant positif, les 

valeurs de y redeviennent réelles; il part 
donc du point B une nouvelle portion de 

courbe m B m'qui, comme la p ramier e, s'é-
tend à l'insini de chaque côté du prolon-

gement de AB, & qui est parfaitement égaie 

à celle-là ; parce que si l'on prend Bp — AP
a 

alors xx — ax ou À p y. p B devient égal à 

AP x PB ; donc aussi p m est égale à P M. 

3 2 2. Si dans l'équation^y : 
4tic -+- 4£e 

a a 

X {ax A- xx), on fait y = o
 â

 on trouvera que 
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ax*+-xxou x.a-\-x=o ; qui donne x— o j 

& X-+-ÍZ = OOUX = '— a; donc la courbe; 
rencontre l'axe AB aux deux points A & B. 

3 2 3. Si l'on suppose AP^=AF, c'est-à-
dire, x=c, pour avoir la valeur de l'ordon* 
née F m" qui passe par le point F ( qu'on 

appelle le foyer, ainsi que le point/) on aura 

JK = ±K'4~f(^-+-^) = =fc...., 

4 ( ac -f- cc ) \ x(ac-k-cc) ,
 T == zb i ; donc la 11a 

V 
double ordonnée m" m!" = Al--ac ~*~ ̂  : cette 

ligne est ce qu'on appelle le paramètre de l'hy 

perbole : ainsi en représentant cette ligne 

par^7, on aura/? — —— 4; & par consé-

quent f-= ^-——^3 substituant dans Inéqua-

tion de la courbe, on la changera en cetta 

autre plus simple ,yy= ^ (ax+xx). 

De la valeur de^j on peut conclure que' 
le paramètre du premier axe de Vhyperbole eji 

plus que le quadruple de la difìance du sommet 

A au foyer F ; car cette valeur p = ?
ac

.+
 4

-
6C

^ 

se réduit à /=4<--f-^, qui est évidem-

ment plus grande que 4 c. 

3 2 4. Si fur le milieu Cde AB, on élevfi 

C c iij 
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une perpendiculaire D D', dont la moitié 

CD soit moyenne proportionnelle entre c & 

û + c, c'est-à-dire, entre A F & f A, cette 

perpendiculaire est ce qu'on appelle le second 

axe de i'hyperbole ; ainsi en la nommant b , 

on aura — — c.a-+-c,oubb = qac-+-qcc ; 

& en introduisant cette valeur de b b dans 

l'équationj>^y= {ax-\~ xx)
 9
 celle-ci 

se changera enyy = ~ (ax H- xx). On voie 

donc que ces trois équations deThyperbole , 

ne diffèrent des trois équations correspon-

dantes de l'ellipse, que par le signe du quarré 

cc & du quarré xx. 

Cette même équation^ — ̂  {ax -+- xx) 

nous fournit auíïì une propriété .analogue à 

celle que nous avons remarquée dans l'ellipse : 

en effet, si l'on chasse le dénominateur a a
 t 

on aura aayy — bb(ax-+-xx), qui donne 

Cv
ptte proportion >yy : ax -f- xx ::bb: aa , ou 

Yïî:AFY PB sDD' :~ÂB ou : sCD:~Ic\ 
le quarré d'une ordonnée au premier axe de 

t hyperbole, efi donc au produit AP x BP des 

deux abscisses, comme le quarré du second axe
9 

est au quarré du premier; & par conséquent, 

les quarrés des ordonnées font entreux comme 

, les produits des abscisses correspondantes» 

í/i ÒO , , 
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Lorsque les deux axes a & b font égaux, Yé*. 

quation dà yy—ax-\-xx qui ne diffère de celle 

du cercle que par le signe du quarré xx. L'hy-

perbole s'appelle alors hyperbole e'quilaîere
m 

D it r • Aac -+- e,cc . . . 
e 1 équation p =—-—, on tire qac-ì* 

^.cc — ap, & puisqu'on a aussi ^ac-^^cc ~bb
9 

on a donc ap*=b b, qui donne a : b : :b:pi 

donc le paramètre du premier axe est une 3
ME 

proportionnelle à ce premier axé & au second. 

3 1 5 • Si du point D au point A on tire 
la droite DAy ìe triangle-rectangle DCA 

donnera DA = l^'CD-^~ÂC = . . . . . 

V'îTb+Jâà, ou en mettant pour b b sa va-

leur 4sl C -f- 4C C , p~
 +

 -í- ictâ =5 

c-i-±a=>=AF-+- CA — CF; donc pour avoic 

les foyers quand on a les axes , il faut portée 

DA'de C en F; & au contraire pour avoir le 

second axe quand on a le premier & les 

foyers, il faut décrire du pointé comme 

centre & du rayon CF, un arc qui coupe la 
perpendiculaire DD', en quelque point D. 

3 16. On voit aussi que la description de 

Thyperbole dépend de deux quantités, sa-

voir , le grand axe ôc le petit axe ; ou le grand 

axe ôc les foyers ; ou le grand axe & le para-

mètre. D'après ce que nous venons de dire,' 
on ramènera toujours aisément la description 

de l'hyperbole à l'une des méthodes que 
C c iv 
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npus venons d'indiquer. Car si l'on donnoît? 

par exemple , le grand axe & le paramètre , 

alo*s prenant une moyenne proportionnelle 

entre ces deux lignes, on auroit le second 

axe qui serviroit à trouver les foyers. 

3 2 7- Si l'on prend fur Mf. la partie 
MG = MF, & qu'ayant tiré F G on lui 

mene du point M la perpendiculaire MQ 7^ 
cette ligne fera tangente à l'hyperbole, c'est-

à-dire , ne rencontrera la courbe qu'au seul 
point M. | 

En effet, d'un autre point quelconque N 
pris fur TM, menons aux deux foyers les 

droites N f & iVF, & au point G la droite 

]\'G ; il est évident, par la construction, que 

jVF & N G seront égales; or Nfeft plus petit 

que , N G -+- G f, & par conséquent, plus 

petit que NF-+- Gf; donc N f— NF est plus 

petit que G/, c'est-à-dire , que M f—MF; 
donc le point N est hors de l'hyperbole : on 

démontrera la même chose de tout point de 

TM, autre que le point -M. 
Les angles F MO & O M G font égaux ; 

d'après la construction précédente ; or OMG 

est égal à son opposé /V \M Q ; donc F M O 

est égal à NMQ ; donc la ligne M F, qui 

va au foyer F, fait avec la tangente, le même 

angle que fait, avec cette même tangente , 

íe prolongement M Q de la ligne f M qui 
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va à l'autre foyer. Donc fi le point F est un 

point lumineux , tous les rayons qui, partis 

du point F
y
 tomberont fur la concavité 

MAM, se réfléchiront comme s'ils partoienc 
du point f. 

328. Déterminons maintenant la fou-: 
tangente P T. 

Puisque l'angle FMf est divisé en deux 

parties égales par la tangente MT
t
 on aura 

( Géom. 104) f M : MF:: fT: F T; or en 

nommant, comme ci-dessus, MF
}
 ^, on a 

/M = ̂ -ha : d'ailleurs F/ou Bf-hAB-h 

AF valant a -+- %c
 3

 la ligne/F ou Ff—FT, 

vaudra a-f- ic—FT; on aura donc a:\:i 

—FT: FT<> donc en multipliant les 

extrêmes & les moyens, on aura ^xi*T-+-

a x F T— a £-f- — ^ x FT; d'où , après 

les opérations ordinaires , on tire F T=» 

or nous avons trouvé 
•z c Ï a 1 (t c-h a) 1 ^ 

4t\a:-f- iac-+- zax-A-aa (ic + a). zx-4-(zc-i-a) a 

zcx -+-ac-{-ax 
donc 2 ^ -f- a 

su-
a 

■ a) (z x- ■ a) 
; substituant ces valeurs dans 

celle de FT, on aura FT=* 

( 2 c -t- a ) x 

{2C-+-dj X 
1 X ■ , ou en supprimant 

a 
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le facteur commun , FT= 
1 X 

Ayant ainsi trouvé FT, il est aisé d'avoir la 

sou tangente P T; car P T=FT—FP = 

FT—AF-+.AP = FT—c-hx=> 
zcx -+■ ac -f- ax zax+zxx ax-+-xx^ 
-r — c-\-x= ===—r—; 

zx-i-a ax-hx~ zx-±-a* x-k-\a' 

donc P T— ; d'ou l'on voit que l'ex-

pression de la soutangente, pour l'hyperbole , 

ne diffère que par les signes, de celle qu'on 

a eue pour 1 ellipse. 

3 2 9. Si de P Ton retranche AP
3
 on aura 

ATou la distance du sommet jusqu'à l'endroit 

où la tangente rencontre Taxe. Cette distance 

sera donc exprimée par *
x

'
+

~
xx

 — x> qui se 

réduit à «í r^^^. 

3 3 °- Cette expression de -4 T nous 

donne lieu de faire quelques remarques fur 

la courbure de l'hyperbole. Nous avons vu 

ci-dessus que chacune des deux branches 

AM, A M' s'éténdoit à l'infini. Cepen-

dant leur courbure est telle que toutes les 

tangentes que Ton peut mener à chacun des 

points de ces branches infinies, ne rencon-

trent jamais ikxe que dans l'intervalle com-

pris entre A & C. En effet, si dans la valeur 

de ATon substitue pour JC, toutes les quan-

tités imaginables depuis.o jusqu'à Tinfini , la 

valeur de AT nt croît que depuis ó jusqu'à 
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T a; car quand x est infini, lé dénominateur 

7 a. -H x doit essentiellement être regardé 

comme la même chose que x, puisque si l'on 

conservoit alors \ a, ce seroit supposer qu'il 

peut augmenter x, & détruire, par consé-

quent , la supposition qu'on fait que x est in-

fini : or dans ce cas la quantité ATtç. réduit à 

—-•> c'est-à-dire, à \ a ; donc la tangente à 

l'extrémité infinie de chaque branche A M 

& AM', passe par le centre C. Et puisque 

les branches opposées B m & B m! sont par-

faitement égales à celles-là, & que les points 
A 6cB sont également éloignés de C, il s'en-

fuit que ces mêmes tangentes sont aussi tan-

gentes aux extrémités infinies des branches 

Bm & Bm'. On les voit (Fig. 43) représentées 

par les lignes CX
y
 C Y. 

3 3
 1 «Ces tangentes s'appellent les AJymp-

totes de l'hyperbole : ce sont-, comme on le 

voit, des lignes qui partant du centre , s'ap-

prochent fans cesse de l'hyperbole, fans pou-

voir l'ajteindre qu'à une distance infinie. 

Si par le sommet A {Fig. ), on mene 

îa droite At parallèle à P M', les triangles 

semblables TAt, TPM donnent 7 P: 

P M:: TA:At\ c'est-à-dire,
 :y:i 

^iAï = ï^xà-a^Sà£, ou, 
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en mettant pourj/ sa valeur ^ax-i-xx
 9 

A . . T ^ J^slX -f- JMÍ . - n . 

ult= — , qui, lorlque x elt in-

fini , devient \ b ou C D, parce que a x doit 

être supprimé vis-à-vis de xx, & a vis-à-
vis de x. Voici donc comment on détermi-

nera les asymptotes. On élèvera au point A 

{Fig. 43 ) une perpendiculaire A L, que l'on 

prolongera de part & d'autre du point A 

d'une quantité égale à CD; alors tirant par le 

centre C& par les deux extrémités L & P'deux; 

lignes droites, elles seront les asymptotes. 

3 3 2« Pour avoir l'expreífion de C T* 
( Fig. 42 ) il faut de CA retrancher A T, 

& l'on aura CT=\a- àf± = d±í_ =, 
;v., i • ^a + x {aj-x 

-çy j qui donne cette proportion CP: CA:Î 

CA.CT. 

3 3 3* Si l'on veut avoir Pexpreflìon de 
TM, le triangle rectangle TP M donne 

nl=M+Fr = + + 
í'slíî-f-aîjíj1 /bb . 1 . \('ix -f-xx) 
-r,—;—~ =( — .\a.-\-x-\-ax-+-xx))r, 
(\a-+-x)z \aa 1 J(^a-ì-x)1' 

3 34* Pour avoir l'expreíïion de P 7 ou 
de la fous-normale, les triangles* TP M, 

M P /(semblables à cause que sangle TMI 

est droit, & que P M est une perpendiculaire 

abaissée de l'angle droit )., donneront PP; 
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P M • : P M : P1, o u : > : : y : P /=* 

'
 ou

 (
à cause

 q^y
2
=j/^+xx)) 

P I = — + 4 

3 3 5* Cherchons maintenant l'équation 

par rapport au second axe D D' ; & pour cet 

effet, menons la perpendiculaire M?' fur ce 

second axe , & nommant mr-.y\ DP', x1 ; 

on aura CP'=* PM=y = \b — x'; P'M=* 

CP = | a-i-x =y'i & par conséquent x==y' 

■— f a ; substituant donc pour x ôcjy, ces va-

leurs , dans l'équation y y = ~ ( û#-f-.Y# ) ou 

aayy=bb (ax-+-xx ), on aura, après les ré* 

ductions faites, y'y'— ̂  ( £ —bx'-+-x'x') ; 

d'où l'on voit qu'il n'en est pas de l'hyper-

bole comme de l'ellipse ; l'équation à l'égard 

du second axe, n'est pas semblable à celle 

(qu'on a à l'égard du premier. 

3 36. Enfin si l'on veut l'équation par 

rapport à Taxe A B, en prenant les abscisses 

depuis le centre C; on nommera C P, ^ ; ôc 

Ton aura % =•• C A -h A P— - a-hx; ôc pat 

conséquent, x == % — j; a: substituant dans 

l'équation yy= ~
a
 (ax^-xx), on aurayy= ~ 

—ïûû) pour l'équation par rapport au pre-

mier, axe, les abscisses étant prises du centre,' 
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Et à l'égard du ?d axe D 27, si l'on nommes 

CP\ ̂  on aura |fe CD — DP'= \b — xu. 
& par conséquent x'= f b — substituant 

dans l'équation7'/= y
b
{\bb — /» ac'-4- *Vï 

que nous avons trouvée (3 3 j) pour le second 

axe, on auraj)/y'== ( f bb )• 

3 3 7. Si l'on veut rapporter au centre C
9 

les expressions de P T,C T, P I, & 77W , 
trouvées ci-dessus > il n'y a qu'à substituer, 

dans ces expressions , ^ — \ a au lieu de # , 

& l'on trouvera P T= ,CT= ̂  

Et si l'on prolonge -W Tjusqu'à ce qu'elle 

rencontre le second axe en T, les triangles 

semblables íf AÍ; r C T; donneront PP : 

PM::CT:Cr,ou^,y::^:CT 

■1—4^- ; mais T?—T ÛÛ= ~TT" » donc CV=Á 
u-iu Y bb 

donc CP': CjD: :CZXC77-

3 3 8« Si par le centre C de l'hyperbole 

("Fig. 4.3 ) on mene une clroíte quelconque 
M CM' terminée de part & d'autre à l'hy-

perbole, cette droite s'appelle un diamètre. 

Toute droite m O menée d'un
:
point m de la 

courbe parallèlement à la tangente en M, Ôc 
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xerminée au diamètre M M' prolongé, s'ap-

pelle une ordonnée à ce diamètre. MO & OM' 
cn font les abscijses. Nous allons démontrer 

que les propriétés des ordonnées m 0 , à 

l'égard des diamètres terminés à la courbe, 
font les mêmes que celles des ordonnées MP 
à l'égard du premier axe. 

Menons des points m & O, les perpendi-
culaires mp & OQ fur Taxe A B, & du point m 

menons /«S parallèle à AP; nommons P M
 5

_y; 

CP, \\ Qp,gi CQ,k ; nous aurons AP = CP 
—CA=i—\a ; BP=CP-*-BC=i-hi a; 

Ap=Cp — CA = CQ — Qp—CA^k—g 

~-já-, Bp—Çp-+- BC=k—g-h±a. 

Les triangles semblables CP M, CQO, 

donnent CP : P M : : CQ: QO, c'est-à-dire , 

%:y:: k: QO «= —. Les triangles semblables 

TP M, mSO, donnent PT:PM::mS ou 

QP .SO ; c'est-à-dire, (
337

)^-
a
-
a

:
y • \

 gl 

50
 =

 _^iZ_ donc mp= SQ>= QO — 

$0 = kJL í,y... • or puisque le point m 

appartient a l'hyperbole
 3

 il saut ( 324 ) que 

Jm : P~M ::ApxpB:APxPB; c'est-à-
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gg- _ .L
 :

 — ^ aa ; donc, en multipliant 

les extrêmes & les moyens, & faisant atten-

tion aux quantités qui se trouvent multi-

pliées & divisées , en même - temps , pac 

— \ aa, & à celles qui le seront aussi par 

on aura
 (^)-i^^P|g ==, 

kkyy — *gkyy->rggyy —\aayy, ou /en dé-

veloppant le terme ~ (KK — íslsl)>& ^P" 

primant kkyy ôc — 2gkyy que l'on aura alors 

dans chaque membre, divisant de plus parjvy 
1 aak k e? T 

on aura— T —* -4- va a , 
équation qui va nous servir à démontrer la 

propriété dont il s'agit. Mais auparavant 

nous ferons observer que fi dé part ou d'au-

tre du centre C, on prend sur l'axe A B la 

partie C R qui soit moyenne proportionnelle 

entre BP Ôc AP , c'est-à-dire , telle que Cri 

"= AP x P B = — j aa ; ôc fi ayant élevé 

4a perpendiculaire i^iV7 terminée en ìs', pat 

la ligne NN' menée par le centre C parallè-

lement à TM, on fait CN^CN', alors A'iV 

est ce qu'on appelle un diamètre conjugué au 

diamètre MM!-
%
 & l'on appelle paramètre du 

diamètre AvM',une troisième proportionnelle 

à MM ôc NN. 
Revenons 
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Revenons maintenant à notre objet; nom-
mons CM, l a'yCNou CN<, i y ; CO,f, Ô£ 

Oí«,y. Les triangles semblables CPM, CQO> 

donnent CM : CP : : CO : CQ ; c'est-à-dire
 M 

7 Û': ç : « ^: & ; donc k f* f*|. 

Les triangles mSO&tCN'R, semblables 
à Cause des côtés parallèles , donnent CNrì 
CR::fíiO'.m S, ou

T
*': CA: :/:£; donc 

g £ Î^L, & par conséquent gg = ^ 

ou ( puisqu'on a fait CR = H — | ÍZ a ) 

sxa —j'y'/ M-3aa) 

Substituons pourgg- & kk, les valeurs que 
nous venons de trouver, substituons - les , 

dis-je. dans l'équation —- *a a k * -h =* 

gg — 7 à a, trouvée ci-dessus , & nous au-

~ ̂
 slsl

>
 Gu

 (
en

 ^duisant & di-

visant ensuite par $aa .'=*= — — r, 

ou > après les opérations ordinaires =» 

^T~I ( — | équation semblable à celle 

qu'on a eue pour le premier axe. 

3 3 9 • ̂  l'°n sait y' = o, on trouve —« 
f a'a'= o , qui donne ^'=-xHz 7 a' ; la courbe 

rencontre donc la ligne .MAf en deux points 
ALGÈBRE. D d 
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opposés M & M', éloignés du centre , cha-
cun de la quantité ~a', ou CM; ainsi tous les 

diamètres font coupés en deux parties égales 

au centre. 

340. L'équation// = ̂ (*Y— \old) 

'donnant/= ±
b
^

V 
ÏÏ^T^d

c
'
est

"
à

~ 

dire, deux valeurs égales & de figne con-
traire

 3
 pour^y'., fait voir que fi l'on prolonge 

m O, de manière que O m'— O mie poinc 

m' appartiendra à la courbe ; chaque diamè-

tre M M'coupe donc en deux parties égales 

les parallèles à la tangente qui passe par son 

origine M. 
3 4 1 • La même équation donne a'a'y'y'=a 

H— \ a'd), d'où l'on tue j'y' : \\
f
— 

±dd: : b'b' : dd, ou mTÔ : MOxO M : : 

: M M'; c'est-à-dire, le quarré d'une 

ordonnée quelconque m O à un diamètre ter-

miné à la courbe, efi au produit M O x O M/ 

de ses deux abjcíjjes, comme le quarré du 

diamètre conjugué
}
 ejí au quarré de ce premier 

diamètre. 
3 4 - • Si du centre C on sbaisse fur J'Ai 

la perpendiculaire CF, les triangles sembla-
bles CFT, TPM

3
 donneront TM : P M : : 

CT: CF, & par conséquent C F=
 F

^*^
r
. 

Les triangles semblables CRN', T P M 
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donneront PT: T M: : CR í C N'ou CN\ 

donc CN=™^R.
 donc Ci

r
x 

ffe C sx f M x C7Í _ PMxC TxC R 

TWX~FT ~ jr_ _*
 ou en 

/^n» /"> «71 Pif xCT1'CR \ 
quarrantj CP" xCA'- = — >orona 

P M =yy = -.( ̂ Ì^U>Gâm
U

4 

islá(*j8);& ( 3 37 )CI
?=^

)
Fr=

ii 

.tt . substituant ces valeurs, on a 

— 1 ■ 2 

après les redudìions faites, CFxCN^s 

~ <w/>/> , ou CF x CN— \ab ; or si l'on pro-

longe ÁÎ T" jusqu'à l'asympto.te , en I, Nil 

fera égal à CN, comme nous le verrons ci-

dessous
 3

 êt C7M N Çera par conséquent un 

parallélogramme dont la surface fera=â CFx 

Ml === CFx CN ; donc quelque part où soie 

le point M, le parallélogramme CFVIN fera. 

.toujours égal en surface au rectangle des deux 

demi-axes, c'est-à-dire, h~a x\b ou } a b. 

3 4 3 ' Les tri-angles semblables T P M ÔC 

ÇRN donnent TP : P M ::CR: RN' '{ donc 

J-K ,>
 R/J

 , <SÍ AIV— jîy» — ^j'-

en substituant les valeurs algébriques 6c ré-

duisant ; or lep triangles rectangles CP M ôç 

CR N donnent çS.á* CP + PÂís & CW'o« 

Pdij 
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ÇJV% CR H- RN' donc CM— CiV = CP 

^-PM — 'CR^'RN'i substituant dans le se-

cond membre , au lieu des lignes qui y en-

trent , leurs valeurs algébriques trouvées ci-

'dessus, on aura., après les réductions faites , 

CM— CN
Z
=\aa — \bb; c'est-à-dire, que 

la différence des quarrés de deux demi-diamètres 

conjugués quelconques , efi toujours la mime , 

& égale à la différence des quarrés des deux 

demi-axes. 
II fuit de-là que dans l'hyperbole équiîa-

tere , chaque diamètre est egal à son conju-
. 2 - 2 

gué ; car íì a = b , on a CM— CN — o, ÔC 

par conséquent, CM — CN. 

3 44.Sidans"C~iV=C
r
R

,
-i-"^ N

 3
 on 

substitue pour CR 8c RN' leurs valeurs algé-

Jbriques, on aura C N— n — -j
aa

~+~~â'a '
or 

BOUS avons trouvé , ci-dessus ( 337 ) T M = 

Cí r + H-i-)^;- donc 7*.= 
xCW; mais les triangles semblables 

MPT ôc M P' T donnent", en quarrant, 
* 2 1 ——— i '■ 2 (1 r - i il cì)

1 

P T : TM : : P'M : T M , ou
11
-^

 : 

i. *£4— : : 77 : 1 ' Aí . donc i Ai =s 
n 

^
 ;

 donc T M x T' M = C iV, ou 
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TMx rM=CÂf; mais si Ton nomme f 

le paramètre du diamètre MM'', on aura 

2. C M: 2CN:: zC N: /, & par conséquent 

a/x CM= 4 CÎV, ou t?5f: = | /x C iW ; 

dona TMx ?JIÍ=ì/)'xCilí, d'où l'on 

tire C M : T M : : T 

3 4 5 • De-là on peut conclure la méthode 

suivante pour avoir les axes de l'hyperbole; 

& par conséquent pour décrire cette courbe, 

lorsqu'on ne connoît que deux diamètres 

conjugués, 6c l'angle qu'ils font entr'eux» 

On prendra fur M C ( Fi g. 44 ) une ligne 

M.H = p'
}
 6c fur le milieu /de CHon élè-

vera une perpendiculaire IK, qui coupera 

en quelque point À" la ligne MT' menée pat 

le point M parallèlement au conjugué NN'+ 

De ce point K , comme centre 6c du rayon 

égal à la dislance de À" à C, on décrira un 

cercle qui rencontrera M T'aux deux points 

T & T, par lesquels 6c par le centre C tirant 

TC ôc ce seront les directions des axes ; 

car il est clair, 1 °, que l'angleTCT'feia droit, 

puisque la circonférence palTe par le point C
f 

6c qu'elle a 7"T1 pour diamètre ; 20, par la 

nature du cercle , on a ( Géom. 127 ) CM : 

T M::T M :MH; donc puisqu'on a saie 
M H— {p', on a Ç M : TM : : TM :-i /. 

Ayant ainsi déterminé les directions dss 

D d Hf 
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axes, on en déterminera la grandeur en abais-
sant du point M les perpendiculaires M P

 s 

AíP'fàc prenant C'A moyenne proportion-

, nelle entre CP & CF, & CD' moyenne pro-

portionnelle entre CP' & CF; c'est une fuite 

des expressions que nous avons trouvées 

( 357 ) pour CT&c C T. 

Quand les deux diamètres conjugués que 

son connoît font égaux , alors le paramètre 

leur est égal aussi, ce qui rend M H— MC. 

Les deux points de section H & Cfe confon-

dant alors, M C est une tangente, au cercle ; 

ainsi , il faut tout simplement, pour avoir le 

centre K, élever fur C M une perpendicu-

laire au point C. 

De t Hyperbole entre ses asymptotes* 

3 46. L'hyperbole considérée, par rap-

port à se s asymptotes, a quelques propriétés 

dont la connoiísarìce peut être utile ; nous 

a'!ons les exposer. II faut se rappeller ici 

comment on détermine les asymptotes j 

voyez (331 ). 

JNOUS alions rapporter chaque point E de 

rhypt-rboîe ( Fi g. 45- ), aux deux asymptotes 

ÇL Q, ÇL'o
s
 en menant la ligne EQ paral-

lèle à l'une d'entr'elles ; & nous chercherons 

la relation tju'on.t entr'elles ìes lignes F Q 
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Pour trouver cette relation, nous mène-

rons par le point quelconque E , la ligne-

OEo parallèle au fécond axe D D', & la 

ligne E S parallèle à CLO ; par le sommet A 

nous tirerons AG parallèle à CL'o. Et nous 

nommerons C A , \ a; C D ou AL ou AZ'; 

-}b;CP,
 v

,PE,y,AG ,
mi

 GL ,n
v 

CQ,r,QE
3

u. 

Les triangles semblables CP O, CA L
 x 

nous donnent CA : AL : : CP : PO, ou \a : 

| b , ou a : b: : 1 : PO = Po donc £ O 

—j , & Eo^^-hy; par conséquent 

EO x£0 =..-4-* —jKjy —\bb (en mettant 

pour jvjy sa valeur—. — & ré-

duisant ) c'est-à-dire, que EO x Eo = CZ> 
— 2 

s= A L j propriété qui appartient à tout 

point de l'hyperbole
 x

 puisque le point £ a 

été pris arbitrairement. 

3 47- Les triangles QEO, ESo, & 

_Í4GJL semblables entr'eux, donnent Z : 

: : £0 : £Ç> , & AL : GL : : Eo : ES: 

donc multipliant ces deux proportions par 

ordre ( afin d'y introduire EO x Eo, dont on 

a la valeur ) on aura j"i : A G x G L :: EO 

x Eo ': EQ x ES ^ c'est-à-dire ,±b b:m n: t 

~bb:ut\ òonc u t = m n ; équation à l'hy-

perpole entre ses asymptotes. Ainsi en quel* 

D à'm 
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que point E que ce soit de l'hyperbole, on á 

toujours EQ xES, ou plutôt EQ x C<2 = 

AGxGL. 
Or fi l'on' suppose que le point E tombe 

en A, CQ devient CG, & QE devient AG; 
on a donc CG x A G =AG x GL ; donc CG 

*F* GL. Mais le point G se trouvant, par-là , 
être le milieu de CL , on doit avoir CG = 

A G =* G L ; car le cercle décrit sur CL 
comme diamètre ( & qui auroit par consé-

quent, CG pour rayon ) passeroit parîepoint 

•A
3

 à. cause de l'angle droits, on a donc 

m — n j ôc par conséquent u t = mz C G. 

Ce quarré constant m% ou C G, auquel le 

produit u t ou CQxQE est toujours égal, 
s'appelle lapuijjance de l'hyperbole. 

348» De la propriété que nous venona 
de démontrer, on peut déduire cette autre; 

De quelque point E que ce soit de l'hyperbole , 
si l'on tire

 3
 de quelque manière que ce soit, une 

droite R E r terminée aux asymptotes
 y

 les par-

ies R E, m r j interceptées entre /a courbe <& 
*es ayfmptotes, feront égales. 

* Car si par le point m on me ne h m H 
parallèle à QEo

t
 les triangles semblables 

RE G , & RmH donnent ER: R m : : EOx 

H m \ ôç les triangles semblables r h m ôc 

TQE , donnent M r: m r : : Eo : m h ; multi-

pliant ces deux proportions par ordre , on 
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aura ER x E r : Rmx m r : : E Ox E o : Hm 
x mh ; or les deux produits EO x Eo & Hm 

1 
¥■ mh font égaux chacun à C 1^(347); 

donc ERxEr = Rmxmr, ou E R x 
(Em -h mr) = ( £# -h ira )xm r; faisant 

les multiplications indiquées, & supprimant, 

de part & d'autre \E Rxm r , on aura i, ivX 

Em—Em x mr ; donc == m r. 

3 49* De-là on conclura que toute tan-

gente 'Ft à l'hyperbole, terminée aux asymp-

totes est divisée en deux parties égales au 
point de contact M. 

3 5 °- Si , par le point M, on tire I M 
parallèle à D D'; & íi par un point quel-

conque E, on tire-R £ r parallèle à la tan-

gente Tt
 y

 les triangles semblables T Ml & 
REO donneront TM : I M: : RE: EO; 
& les triangles semblables M i t, E 0 r don-

neront Mi ou TM : Mi: : Er:: E 0; mul-

tipliant ces deux proportions par ordre, on 

aura TM: MIx M i: :R E x E r : EOx E o; 
or les deux produits M 1 x M i & £ Ox t o 

font chacurr égal à CD ; donc T M=. R E 
x Er. 

3 5 1 • Si, du centre C, on mene le dia-

mètre CMV', il divisera en deux parties 

égales la ligne R r parallèle à Tt
3
 puisque 

Ì3 VJ) d p aise par le milieu M de Tt ; nommant 
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donc CM, \a';TM^ q; C V, l'or-
donnée V E, j' ; les triangles semblables 

CMT, C FR donneront CM:MT::CV : 

VR, c'est-à-dire , f a': \q, ou a': q : : \' -

VR= F
r
=^;doncR E —y,& 

■E r —ÎA-^-y' • donc puisque R E x E r — 

Tk*= T î ?, on a"" —y/ = i g ? ; 

or (338;yy'=^Vï'— iaV) ; donc, en 

substituant, on aura £ÌÏI'H- ^ b'b' 

^~qq
 }

 on (qq~ b'kyy,=^(qq- b'b'), 

ou (qq- b'b' ) U' i ( ̂  _^ )
 = G) ou 

(qq — b'b' )(^—~) — o & divisant par 
-1-1

 aa 

j, on aura<™— o , qui donne 
c'a 

q — b', ou \q—~b'', c'est-à-dire, MT=z 

CN, CA7 étant le demi diamètre conjugué de 
CM; c'est ce que nous avons promis ( 342 ) 
de démontrer. On a donc (Fig. 43) Mî—CN*. 

3 5
 2« O" a donc auífi pour route droite 

RE r parallèle au conjugué 6W( Fig. 4J ) 

RExEr^CN! . 

3 5 3* ®n volt donc cjue » connoissant 
deux demï-diamerres conjugués CM, CN, 

{Fig. 45) & l'angle qu'ils font entr'eux, iî 
est très-faciie de décrire i nyperbole par des 

points trouvés successivement» En effet ce qui 
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a été dit ( 34p & 351 ) fait voir qu'en menant 

par l'origine Mdu demi- diamètre CM ia li-

gne TMt parallèle à CN, & prenant de part 

& d'autre du point M les parties M T, Mt 
égales chacune à C N, si par le centre C on 

tire les lignes CT & Ct, elles seront les 

asymptotes. Et ce qui a été démontré ( 348 ) 

fait voir que si par le point M , on tire arbi-

trairement tant de droites P M Q, P M Q 
qu'on voudra, & qu'on fasse fur chacune 

P O — M Q, les points O trouvés de cette 

manière , appartiendront tous à l'hyperbole 

cherchée. On peut ensuite faire servir chaque 

point O, à en trouver d'autres tels que N V, 
&c. en tirant les droites R O S, RO S, &c, 

& faisant S V= R O. 

3 5 4"* On voit auíìì par-là comment, 

entre deux lignes données pour asymptotes , 

on peut décrire une hyperbole quï passe par. 

un point donné entre ces lignes. ' 

3 5 5 Enfin en divisant l'angle des asymp-

totes & son supplément, chacun en deux par-

ties égales, on aura les directions des deux 

axes, dont on déterminera la grandeur comme 

il a été dit ( 345s ) ; ce qui donne un second 

moyen de réfoudre la question dont il s'agis-

soit au même endroit. 
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De la Parabole. 

3 5" 6- U s'agit maintenant de trouver les 

propriétés de la courbe dont chaque point 

íeroit aussi éloigné d'un point fixe F, [Fig. 47), 

que d'une droice XZ dont la position est 

connue, c'est-à dire, d'une courbe telle que
 9 

pour chaque point M, abaissant la perpendi-

culaire MH, on auroit toujours MF=MH, 

Du point F menons FV perpendiculaire 

fur XZ, & partageons F V en deux parties 

égales en A, A fera un point de la courbe , 

puisque A V—AF\ ce point est le sommet. 
Pour trouver les propriétés de cette courbe 

qu'on appelle une parabole, nous allons cher-

cher une équation qui exprime la relation 

entre les perpendiculaires M P abaissées fur 

FV,& leurs distances A? au point A. Nous 

nommerons donc A V ou A F, c; A P,x
y 

P M, y alors nous aurons VP —AV-+' 

A? ~ c-h x = MH, & puisque MF= MH, 

nous aurons aussi MF=c-hx: d'ailleurs 

F P' = A P' -— A F— x — c ; orle triangle-

rectangle F P M donne F P -+-71s= F~M ; ■ 

d o n c xx — 1 c x -h cc -f-yy ~ cc -4- 2 cx -+- A-# , 

donc transposant, & réduisant ,yy — qcx; 

c'est-ià l'équation de la courbe, ôt voici ce 

qu'elle nous apprend.. 
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i°. Cette équation donnejK = ± V^T
X
 ; 

donc, pour une même valeur àtx ou A P
y 

©n a deux valeurs égaies dejy ou P M; mais 

comme l'une est positive, & l'autre néga-

tive, elles tombent des côtés opposés de la 

ligne indéfinie A P I qu'on appelle saxe, 

c'est-à-dire , qu'elles font P M & P M': la 

courbe a donc deux branches A M, ^4 

parfaitement égales & qui s'étendent à i'in-

íîní , puisqu'il est clair que plus x augmen-

tera , plus V^Tx, & par conséquent y , au-

gmentera. 

z °. Si l'on fait x négatif, on aura y — -4-
V—~Ac 'ot, c'est-à-dire

 S
 imaginaire ; la courbe 

rae s'étend donc.point au-dessus du point A. 

3 °. Si l'on fait x = c pour avoir l'ordonnée 

qui passe par lepoint F qu'on appelle lefoyer, 

on a;/'— ± K
4
TÍ = Hz 2C > c'est-à-dire, que 

f m" — 2c ; donc m" m'"== 4 c. Cette ligne 

m''m'" qui passe par le foyer, est ce qu'on ap-

pelle le parametrecÌQ Taxe de la parabole. Ainsi 

le paramètre de saxe de la parabole, ejl qua-

druple de la distance A F du sommet au foyer. 

4°. Donc si l'on nomme p ce paramètre ,* 

on atwa 44 r^p -,& l'équation de la parabole 

deviendra par conséquentyjy ̂ px. 

3 57* Ayant l'équation d'une parabole," 

il est aisé de deçnre cette courbe par des 

jxoints.trouvés, successivement, en donnant 
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successivement à x plusieurs valeurs, & caîj 

euìant les valeurs correspondantes àey. 

3 5 §• ^n Peut encore la décrire par 

points, de cette autre manière : ayant choisi 

le point A que Ton veut prendre pour som-

met , & la ligne indéfinie TF1 qui doit être 

la direction de Taxe; on prendra les parties 

AF, y/Fégales chacune à ±p , le point F 
fera le foyer; alors on élèvera fur chaque 

point de Taxe des perpendiculaires indéfinies 

MM', ôt traçant du point f comme centre
 s 

& de la distance F P comme rayon, deux 

petits arcs qui coupent chaque perpendicu-

laire en deux points M & M', ees points fé-

ront à la parabole; puisque F M, qu'on saie 

par-là égal h. F P sera égal à M H , en ima-

ginant la droite Fil perpendiculaire à saxe. 

Cette droite X/'T/s'appelle la directrice. 

3 5 9* Enfin on peut décrire la parabole 

par un mouvement continu en employant: 

une équcrre Fils : on attache sur un point 

quelconque f d'une des branches de cette 

équerre, f extrémité d'un fil de longueur 

égale à fil ; & ayant attaché l'autre extré-

mité au point F, on applique, par le moyen 

d'un stile M, une partie du fil contre///, 

& tenant toujours le fil tendu 'y o n fait glisser 

l'autre côté de l'équerre,-le long de Z X; 

le stile M dans ce mouvement, trace la para-

bole M A. 
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3 6 O. L'équationyy =px, nous apprend 

que pour chaque point Jí, le quarréde l'or> 

donnée M. P est égal au produit de P abscisse 
correspondante par le paramètre. 

On voit dans cette même équation que 

les quarrés y y des ordonnées , font entreux 
a 

comme les abscisses x , c'est-à-dire, queP-M: 

p m: : AP' : Ap \ car PM=pxAP & /? 

p x Ap; donc P M : pm:: p x A P : p x 
Ap : : A P : Ap , en divisant par p. 

L'équation à l'ellipse trouvée,(285), est 

yy{ax - xx) ; si í'on y suppose que le 

grand axe a est infini, alors xx doit être sup-

primé comme incapable de diminuer ax ; il en 

est de même de 4 cc à l'égard de 4 ac; l'équa-

tuon le réduit donc a y y= = ■——; 

c'est-à-dire ,yy~ Acx > est l'équation à 

-la parabole ; /a parabole n est donc qu'une 
ellipse dont le grand axe est infini. 

3 6 I • Si après avoir joint les points F ÔC 

H par la ligne FH, on mene du point Af
f 

fur cette ligne, les perpendiculaires M O X; 

cette derniere fera tangente à la parabole , 

c'est-à-dire j ne la rencontrera qu'au seul 
point M. 

En effet, d'un autre point quelconque N" 

de cette ligne, menons iV F, NH ; 6c la 
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ligne NZ perpendiculaire sur XZ; si qtieî^ 

que autre point tel que N de cette ligne 

pouvoît appartenir à la parabole, il fau-

droit que N F= N Z ; pr N Z est plus petit 

que 1SH, qui, en vertu de la construction 

est égal à NF. 

3 62. L'angle FMO, étant, par cette 

construction , égal à OMH/lequel est égaí 

à son opposé fMN , il s'enfuit que F MO est 

égal à fMN ; donc les rayons de lumière 

partis du points l'&t tombant fur la concavité 

M' d M se réfléchissent tous parallèlement 

à Taxe ; & réciproquement les rayons qui 

arrivent parallèlement à Taxe, vont tousse 

rassembler au foyer F. 

363. La ligne MH étant parallèle à VP, 

ies triangles HMO, TOF font semblables, 

& de plus égaux , puisque HO est égal à OF; 

donc FT'= MH'= P V = AM~C ; par consé-

quent , PT=FT-\-FP-=X-
1
rC-\-X — G—2X, 

donc la soutângente PT í/t? /a parabole ejl 

double de l'abjciffc A P. 

3 í) 4. Si du point Aí , on mene la per-

pendiculaire MI sur la tangente TM, les 

triangles semblables T P M, P MI donne-

ront TT : PM::PM: PI, c'est-à-dire, 2X; 

y : :y : PI = - , ou ( à cause que/--/? x ) , 

PI—
p
-^=±p.Lasous-normak de lapara~ 

bole « 
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hok, f/Z úfo/zc /a même pour chaque point, 6» 

íg-íz/e à /a moitié du paramètre. 

3 <5 5 • ^
n
 emploie la parabole pour tra-

cer le maître-couple des vaisseaux auxquels 

on veut donner beaucoup de façons. On dé-

crit un rectangle ABC D ( Fig. 48 ) dont la 

longueur B est celle du 2?aa, & la hâuteuf 

est le creux du Navire : de part & d'autre du 

milieu E de D C, on prend E G, E H égales 

chacune au demi-plat de la varangue, & 

ayant mené G M & HL perpendiculaires à 

D C & égales chacune à l'acculement, on 

décrit deux paraboles égales A M, BL qui 

aient leurs sommets en A & en B, pour axe 

commun la ligne A B
 f

 & dont la première 

passe par M ôc la seconde par L. 

Pour pouvoir tracer ces paraboles, il faut 

eoonoître leur paramètre ; or si l'on prolonge 

G M jusqu'à ce qu'elle rencontre A B en 

alors MP fera une ordonnée, & AP l'abscifle 

correspondante; mais l'équation jyjK^^.x, 

faisant voir que l'ordonnée est moyenne pro-

portionnelle entre l'abscisse & le paramètre g 
nous indique que pour trouver le paramètre , 

on peut tirer A M ôt à son extrémité M
 9 

élever une perpendiculaire M K qui rencon-

trera AB au point K, & déterminera K P 

pour ce paramètre ; car à cause de l'angle 

droit AmK, la perpendiculaire P M est 

ALGÈBRE* E é 
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moyenne proportionnelle entre AP & P K* 
Ayant déterminé ainsi le paramètre, il sera 

facile d'avoir tant de points de la parabole 

que l'on voudra par la méthode donnée 

(3*8). 
Lorsque ces paraboles font tracées, on 

achevé le plat de la varangue, en employant 

deux arcs de cercle dont l'un M O tourne fa 
convexité en bas, & l'autre OS ia tourne en 

haut ; mais ii faut, non-feulement, que les 
deux arcs MO & OS se touchent; ( ce qui 

est aisé d'après ce qui a été dit en Géométrie 
49 ) ; il faut encore que MO touche la para-

bole en Mi c'est ce qui aura lieu si le centre 

de Tare MO est en quelque point R de la 

perpendiculaire MI à la parabole; or nous 

venons de voir (364) que pour déterminer 

cette perpendiculaire, il falloit prendre la fous» 

normale PI égale à la moitié du paramètre ; il 

n'y aura donequ'à tirerdu point M,aumilieut 

I de P K la ligne MI, & prendre le centre 

de l'arc MO fur cette droite MI. On prend 

ordinairement ce centre de manière que le 

point O où l'arc MO rencontre la ligne M S 
tirée au bord S de la quille, soit le miiieu de 
M S y c'est pourquoi ayant pris MF & F O 
égales chacune au quart de M S, on élèvera 

du point FíuiMSh perpendiculaire FR qui 

déterminera le centre R de l'arc M O, puis 
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par îe point R & ie point O, on tirera R0
3 

<que l'on prolongera de la quantité O J'égale 
a ^ O ; & le point Z7 sera le centre de l'arc 

OSj enforte que les deux arcs MO & OS se 
toucheront en O, & le premier touchera 

la parabole en M. L'autre moitié s'acheve 
de même. 

366. Toute ligne MX (Fig. 49) tirée 

d'un point M de la parabole, parallèlement 

à Taxe A Q, s'appelle un diamètre ; chaque 

diamètre a son paramètre , qui est en général 

Je quadruple de la distance MF de l'origine 

de ce diamètre , au foyer. Toute droite mO 

menée d'un point m de la parabole, parallè-

lement à la tangente TM qui passe par Ton* 

gine ou le sommet M de ce diamètre, s'ap-

pelle une ordonnée à ce diamètre. Nous al-

lons voir que les ordonnées à un diamètre 

quelconque , ont la même propriété que les 
ordonnées à l'axe. 

Menons l'ordonnée M P à Taxe, & des 

points m & O, menons-lui les parallèles mp
s 

O Q ; enfin du point m, menons m £ parallèle 

à Taxe. Nommons AP^x; P M, y\ Q p, g, 

A Q, k. Nous aurons Ap~k—g. Les 

triangles semblables T P M, m S O, donnent 

TP : P M t : m S: S O ; c'est-à-dire , 2 x : 

y.'.g-.SO^^doncpm^QS^QO^ 

E e ij 
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SO=*PM-^-SO=* y—fji or puisque le 

point m appartient à la parabole, il faut 

(360 ) que p~m: P M: :Ap:AP; c'est-à-

dire , (y — fX :yy \'.k —g-x, ouj/y-r-

7jyy _f, U^l
 :

 yy
 : :

 k— s i x-; donc, en mul-

tipliant les extrêmes ôc les moyens, on a 

W —syy f?=Ryy—syy > qui sc ïé-

íduif (en divisant par yy , ôc supprimant les 

termes qui font les mêmes de part & d'au-

tre ) à x -f- — = k ou — = k —x. 

Nommons maintenant 1'abfciíTe ikfO , xf ; 
& l'ordonnée m O ,y'. Nous aurons MO^ 

PQ-^AQ — AP^k—x; donc«/=> 

ft—& par conséquent ~ = a/, ougg = 

4XJC'; mais le triangle rectangle m S O, donne 

77Z S2-*-SO% = mO'i c'est-à-dire,%g+g-^ 

s=y'y'. Mettant donc pour g g fa valeur 

& pourjKy fa valeur^x, on aura, après 

les réductions faites, 4 xx'-\-p x'—y'y', ou 

(4#4-/> ) JC'=j/y'* Mais fi on appelle // le 
paramètre du diamètre M<Y, on aurap'= 
^ FM= 4x + 4c=4a: -\~p : donc ensin 

p'x'=yy. L'équation à l'égard d'un dia-

mètre quelconque , est donc la même qu'à. 
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ï'égard de l'axe. Le quarré de l'ordonnée m O 

à un diamètre quelconque MX, f/îdonc égal 
au produit de L'abscisse par le paramètre de ce 

diamètre ; & les quarrés des ordonnées à un dia-

mètre quelconque de la parabole font entreux 

comme les abscisses correspondantes. 

3 6j. II suie, de touc ce qui précède, que 

si l'on veut décrire une parabole qui ait une 

ligne indéfinie MX pour diamètre , une li-

gne donnée p' pour paramètre de ce diamè-

tre, ôc dont les ordonnées fassent un angle 

donné avec ce même diamètre; on tirera 

par i'origine M une ligne N M T
s
 faisant avec 

MX l'angSe N MX égal à l'angle donné. 

Par le même point M, on menera M /' fai-

sant de l'autre part avee M T l'angle FMT 

égal à NMX; ôc ayant fait MF=.±p', 

le point .Fiera le foyer de la parabole ( 362 ôc 

366); tirant donc par le point Fia ligne iodé* 

finie TFQ parallèle à MX, ôc qui rencontre 

TMen L\ ce sera la direction de Taxe, donc 

on déterminera le sommet A en abaissant la 

perpendiculaire M P, Ôc partageant P T en 

deux pnrties égales en A ( $63 j. Alors ayana 

le foyer & le sommet, il fera facile de dé-

crire la parabole ( 3 $2 ôc 3 $9 ). 

36 8- Les trois courbes que nous ve-

nons de considérer successivement , ont été 

nomméesfélions coniques
}
 parce qu'on: les 

E e iij. 
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ohtîent en coupant un cône par un plan; 

Par exempie , on a l'ellipse A Mm B (Fig. 
50 ) fi l'on coupe le cône CHI par un plan 

A Mm, de manière que ce plan rencontre 

les deux côtés CH , CI en deçà du sommet C: 

il faut seulement en excepter le cas où ce 
plan feroit avec le côté CI le même angle 

que fait l'autre côté C H avec la base; dans 

ce cas la section est un cercle. 
Si au contraire le plan coupant ne ren-

contre l'un des côtés CH qu'autant que ce-

lui - ci fera prolongé, on aura l'hyperbole 

A Mm {Fig. f\). 
Enfin on a la parabole, fi le plan coupant 

est parallèle à Tun CH des côtés du cône 

( Fig. $1 ) : en voici la démonstration. 

Concevons le cône CHI (Fig. yo ôc $• 1 ) 

coupé par un plan qui passe par la droite qui 

joindroit le sommet C ôc le centre du cercle 
qui sert de base ; c'est-à-dire, par un plan 

qui passe par Taxe du cône : la section sera 

un triangle. Coupons maintenant le cône par 
trois plans A M m, MF G, H ml perpendi-

culaires à ce triangle, ôc dont les deux der-
niers soient parallèles à la base du cône. Les 

deux sections FAîG,Hm /feront des cercles 

( Geo m. 199)) qui rencontreront la section 
A M m en M & en m. Les intersections 

FG
 3
 HI des plans de ces cercles

 s
 avec le 
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triangle par Taxe, seront les diamètres de 

ces mêmes cercles. Les intersections P M, 

p m de ces cercles , avec le plan A Mm 

seront (Géom. 188) perpendiculaires au 

plan du triangle par Taxe, & seront en même-

temps ordonnées de ces cercles, ôc de la 
section A Mm. 

Cela posé, les triangles semblables APG
t 

'Api donnent A P : A p : : P G : p l, Ôc 
les triangles semblables B FP

}
 B H P don-

nent P B : p B:: F P : H p ; multipliant ces 
deux proportions par ordre, on a A P x P B : 

A p xj>B::FPxPG:HpxPI; or par la 

nature du cercle F P x P G =- P~M
}
 &nHPx 

pl=p m; donc A P x P B : A p : x p B : : 

P M :pm\ donc les quarrés des ordot\nées 
de la section A Mm sont entreux comme 

les produits des abscisses ; or ces abfciíìds 
tombent de différents côtés de l'ordonnée 

( Fig. 3-0 ), & d'un même côté ( Fig. <; 1 ) ; 

donc A Mm (Fig. 50) est une ellipse, ôc 

( Fig. j 1 ) une hyperbole. 
Quant à la Figure $2, en supposant îes 

mêmes choses que ci-dessus, on a, par la 

nature du cercle; P M = F P Y. P G > 

p m = H p x p I, ou (à cause des parallèles 

P p, FH, ôc FF, Hp qui donnent FP=HP) 

E e iv 
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vm=FP XPI; donc P M: p m:: IP* 

P G : F P x p I : : P G :p I : : A P : A p > à 

cause des triangles semblables A PG, A pli 
donc les quarre's des ordonnées font entre 

eux comme les abscisses ; donc la courbe est 

une parabole. 

Réflexions fur les Equations aux Seâions 

coniques. 

369. II fuit de ce que nous avons démontrés 309) que si dans 

J'ellipíê, on nomme x, l'abscifle CO (Fig. 3 8) prise depuis le 

centre fur le diamètre MM'; y l'ordonnéfc m O parallèle au dia-

mette conjugué CM ■> on aurayy = — ^aa- xx') pour l'e-

quation à ce diamètre, quelque angle que fassent d'ailleurs ces 

deux diamètres conjugués. Et si, par le point m, on mene m O' 

parallèle z M M', & qui sera alors une ordonnée au diamètre 

fVN'alors nommant C 0',ps' ; & m O1, y'; on aura -y = x' && 

b b 
ar=y';& l'équation deviendra x'x' = — {\aa-y'y') ; d'ou 

l'on tire y'y' = — bb-x' x'). C'est-à-dire, qu'en prenant 

les abscisses du centre, l'équation ,-par rapport à quelque dia-

mètre que ce soit, est toujours de même forme, tant qu'on 

prend les ordonnées parallèles au diamètre conjugué. 

Si b est égal à a, l'équation devient y y -í a a-xx, que nous 

avons vu ( 2.85 ) appartenir au cercle. Mais il faut bien faire at-

tention que c'est en scpposant les ordonnées perpendiculaires 

au diamètre ; car lorsqu'elles font tout autre angle qu'un angle 

droit, l'équation y y =sr-i a a - xx appartient à l'ellipse rappor-

tée aux diamètres conjugués égaux. 

Pour Phyperboìe, si 1 on nomme x, l'abfciííe CO (Fig. 43J 

prise depuis le centre fur le diamètre J/ikZ'terminé à la courbe, 

$ty l'ordonnée m O parallèle au diamètre conjugué N N', on 

s b h 
aura ( 3 3 8_) y y = — x (xx - \ aa ) pour Inéquation à ce dia-

a a 

jnetre ; quel que soit d'ailleurs l'angle compris entre les deux; 

tìkiïiítrgs conjugués. Mais fi menant, par 1e point M, la iign« 
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iw'O* parallèle au diamètre CM, on nomme y' la ligne 
m'O', qui est alors une ordonnée au diamètre N N' ; & si "on 
Homme *' l'abscVTe CO', on aura x'=y, &y' = x, ce quï 

changera l'équation en x'x' = — (y'y' — ìa^) 1U* donna 

aa aa\ ' . 
y'y'= (x' x' + \lb), d'où l'on voit que l'équation, paC 

rapport au diamètre conjugué M', n'est pas íêmblable à celle 
que l'on trouve pour le dUmetre M M'terminé à la courbe. 

A l'égard de la parabole > nous avons vu ( 366 ) qu'en pre-

nant les abscisses fur un diamètre quelconque , depuis l'origina 

de ce diamètre , & prenant les ordonnées parallèles à la tan-

gente au semmet de ce diamètre , l'équation étoit toujours 

y y -=Lp x, en nommant y l'ordonráe, x l'abscisse Si p le para-
mètre de ce diamètre. 

Enfin à l'égard de l'hyperbole considérée, par rapport à íês 

asymptotes, en prenant les abscisses depuis le centre ,'íiir une 
des asymptotes, & les ordonnées parallèles à l'autre asymptote, 

nommant les premières, x; les secondes, y, & a a la puissance 

de l'hyperbole, l'équation de l'hyperbole lòus ce dernier aípect 

est x y = a a. 

370. Mais il faut bien remarquer que pour que ces équations 

se rapportent aux lignes auxquelles nons venons de les rap-

porter , il est essentiel que l'une des indéterminées, que y, pan 

exemple, se compte depuis la ligne même fur laquelle les* 

sent comptés, car on pourroit avoir une équation de quel-

qu'une des formes que nous venons de parcourir, & qui ce-
pendant ne se rapporteroit point aux diamètres conjugués, fi 

cette équation est à I'ellipse ou à l'hyperbole ; ou qui lorsqu'elle 

appartient à une parabole, n'exprimeroit point la relation 

entre les abscisses & ce que nous avons appellé jusqu'ici les 

ordonnées ; par exemple , ( Fig. 53 ) si CM', C JVsont deux 

demi-diametres conjugués de I'ellipse, à l'égard desquels on aií 

l'équation yy = — (ì a a. — xx), CM' étant\a; CN, {!> ; 
a a 

CQ ,x;& Q M, y; si par le centre C on tire une droite indé-

finie F C E qui rencontre les ordonnées Q M en E ; si l'on 

nomme les lignes CE , ^ ; qu'enfin par un point B pris à une 

distance connue B C — m, on mene B F parallèle à Q As, & 
qu'on nomme CF, n; alors les triangles semblables C B F 

ÇQ E , donnent m : n ; ; x ; \, dsnc x = — si on sub-
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íîitue cette valeur de x dans l'équation ci-dessus, elle deviendrí 

b b /', mm7Z\ , , , , , 
yy = — ( \aa- -—-l } ou aannyy = \aabbnn-bbmm\\

y 
aa\ n n ) 

ou (en diviíânt le second membre par b b mm & indiquant 

en mëme-temps la multiplication par b b mm) aannyy =» 

, , slaanti \ . Wmm /-aann \ 
P b mm [ S ), ou enfin yy = • ( ■ -\\ } , 

\ mm J aann \ mm / 7 

équation de même forme, mais que l'on auroit tort, comme 

on le voit, de regarder comme appartenant aux diamètres 

conjugués ; car les abscisses \ étant prises fur CE , les ordon-

nées y ou Q M se comptent du point Q où la ligne EM paral-

lèle à CJV rencontre CM'. 

37 r . On voit donc en général, i°, que si l'on a une équatio» 

du second degré à deux indéterminées ;c Siy, Si si l'une des indé-

terminées se compte depuis la ligne fur laquelle l'autre se 

compte, cette équation appartiendra à I'ellipse rapportée â ses 

diamètres conjugués, ou au cercle, si ne renfermant d'autres puis 

íânces de x & y que les quarrés, ces deux quarrés se trouvent 

avec différens signes dans différens membres, & si en mëme-

temps la quantité toute connue qui ie trouve dans un même 

membre avec le quarré qui aura le signe —, a elle-même le 

signe -f-; car G. l'on avoit, par exemple, yy- — {-\aa-xx)\ 
a a 

cette équation n'exprimeroit aucune ligne possible, puisqu'elle 

donne y=-f- X/~ — (-iaa-xx) , quantité abscrde (í>8). 
aa 

$7z. z". Si les deux quarrés yy & xx, passés dans différens 

membres, ont le même li
(
~ne, & s'ii n'y a d'autres puissances dp 

x Si dey que ces quarrés, l'équation appartiendra toujours à une 

hyperbole , laquelle sera rapportée à un diamètre terminé à la 

courbe ou à son conjugué selon que le tsrme tout connu , aura le 

même signe que les quarrés xx Si yy, ou des signes différens. 

373. 3°. Si l'équation ne renferme que l'un des quarrés & n'a 

que deux termes dont le second soit le produit de l'autre indé-

terminée, par une quantité connue, elle appartiendra à une 

parabole rapportée à l'un de ses diamètres, si ces deux termes 

pkcés dans différents membres ont ìe même signe ; mais s'ils 

ont différens signes, l'équation n'exprime aucune ligne possible, 

374. 40. EnSn si l'équation n'ayant que deux termes , l'un 

efl le produit des deux indéterminées x & y, & l'autre une-
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ot 

quantité toute connue, elle exprime une hyperbole rapportée 
a íês asymptotes. 

3 7?. T#lles íònt les équations aux sections coniques rap-
portées aux différentes lignes auxquelles nous venons de les 
rapporter. Nous en verrons l'ufâge dans peu ; mais il n'est pas 
inu tile de dire d'avance que toutes les fois qu'on aura une équa-
tion à deux indéterminées x Si y qui aura les conditions que 
nous venons d'exposer, il íêra toujours facile de construire 
la section conique à laquelle elle appartiendta , & cela en 
fe conduisant comme dans cet exemple. 

Supposons qu'on ait l'équation ncd— q yy=gx x, je l'é-
crirois ainsi, q y y — nc d—gx x; divisant le second membre 
par^ , & indiquant en même-temps la multiplication par g , 

fncd \ ' . s (ncd \ 
qyy=g\ —xx j ,&enfin yy = — 1 xx\ 

sous cette forme , je vois ('305 & 371 ) que cette équation ap-
partient à une ellipse dont le rapport des quarrés des deux dia-

mètres conjugués est — , & dont le quarré de celui de ces dia-

mètres fur lequel les x sont comptés, est 4 "C En effet com-
g 

. v . b b , 
parant cette équation a 1 équation yy — — {^aa — x x) ; 

» -hb g o , nCíi J • 1 ai — = — , & i a <i= . De ces deux équations, on tire 
«« ? g 

K A ncd „ , "1/ Ane d . ,, 
— , &b — j< , ce qui détermine 

g q 
les deux diamètres conjugués. Quant à l'angle que font ces deux 
diamètres conjugués, c'est celui que font les lignes x Siy, 
angle qui est censé connu par ia question qui aura conduit à 
l'équation ncd—qyy^gxx. Or nous avons vu (316) com-
ment , connoilsant ces trois choses, on peut décrire I'ellipse. 

On se conduira de même pour les équations aux autres sec-
tions , lorsqu'elles se rapporteront à ■ quelques-unes de celles 
que nous avons exposées ci-deffus. Nous allons voir qu'en gé-
néra! toute équation du second degré à deux indéterminées, 
exprime toujours une section conique , ou n'exprime aucune 
ligne possible * ; & cela se démontre en faisant voir que toute 

auquel OIS mèwt, elle n'est ps. 
réellement du second degré ; miìtl 
ce cas nc pouvant nous servir, nous 

* U faut feulement en excepter 

le cas où elle feroit le produit de 
«íeux facteurs du premier degré, tels 

ne nous en occuperons point. 
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équation pareille peut toujours être ramenée à quelqu'une d«s 

celles que nous avons données ci-dessus. Nous allons en donner 

la méthode ; mais pour répandre plus de jour fur l'usage de 

cette méthode & sur les constructions auxquelles elle conduit, 

il est à propos de placer ici les réflexions snivantes. 

Î76. Puisque toute question qui peut être résolue par l'AL-ì 

gebre conduit toujours à une ou plusieurs équations, toute 

équation à deux indéterminées ,u& t, peut toujours être consi-

dérée comme venant d'une question où ces deux indéterminées 

u & t représentoient les deux inconnues. Quelle qu'ait été 

cette question , on peut toujours considérer l'équation comme 

exprimant la nature d'une courbe ; & cela est bien facile à 

concevoir; car si l'on donne arbitrairement & successivement 

à l'une des deux inconnues, ìu, par exemple, plusieurs va-

leurs ; & qu'à l'aide de l'équation Sr des règles de l'Algebre , 

on calcule à chaque fois la valeur de t, il est évident que rien 

n'empêche de marquer íîir une ligne indéfinie A R (Fig. J3 , 

î 4 8c 5 5 ) les valeurs A P, A F, &c. qu'on a données a u, de 

mener par les points P, P, &c. des lignes P M, P M, &c. pa-

rallèles entr'elles & sous un angle déterminé, & de faire ces 

dernieres égales aux valeurs correspondantes qu'on a trouvées 

pour Í : la soite des points M, M, &c. déterminés de cette 

manière formera une courbe dont la nature dépendra du rap-

port des lignes A P Si P M, & puisque ce rapport est exprimé 

par l'équation dont ces lignes ont été déduites, cette équation 

exprime donc la nature de cette courbe. 

Cela posé , concevons que la courbe soit une section coni-

que : il est clair que, comme dans la question qui a donné 

cette équation , on ignoroit, ou l'on pouvoit ignorer totale-

ment si un pareil usage de cette équation donneroit une section 

conique, on n'a pas cherché à disposer les lignes A P Si P M 

de manière que l'une ayant fa direction fur un diamètre, l'autre 

fût parallèle à la tangente menée par le sommet de ce diamètre , 

ce qui est d'abord nécessaire pour que l'équation ait l'une des 

formes ci-dessus. On voit donc par-là comment il peut le faire 

qu'une équation j quoique n'ayant pas l'une de ces formes, 

appartienne néanmoins à une section conique. 

377. Voyons donc maintenant comment on peut ramener 

toute équation du second degré, & qui renferme deux indéter-

minées , à avoir l'une des formes que nous avons vues appar-

tenir aux sections coniques rapportées aux lignes auxquelles 

nous les avons rapportées ( 362). 

) 
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378. La méthode que nous allons exposer, supposé qu'on 

lâche faire difparoître le second terme dans une équation du 

second degré à une inconnue. La règle pour cette opération 

est simple : il faut égaler l'inconnue augmentée ( ou diminuée 

íî le fécond terme a le signe — ) de la moitié du coefficient ou 

multiplicateur de x dans le fécond terme, à une nouvelle incon-

nue, après avoir préalablement dégagé le quarré de l'inconnue. 

Par exemple, pour faire difparoître le second terme de l'é-

quation AX"-+- 12. x=9,je divise par 4, & j'ai x1-!- 3 #=f; 

je fais x-j-^ = i ; en quarrant, j'ai x1 -f- $x-i-\ - n, & par 

conséquent, xz -Ì- 3 x = \\ — ' ; substituant dans l'équation 

3 x — f, j'ai 3:3:—ou 7^ = -^-, équation qui n'a plus 

de second terme. 
Si j'avois xz

 — 4% — 7 , je feroís x — z = £ ; quarrant, 

j'aurois xx
 — 4x -)- 4 = 3; 3;, ou xz

 — 42; = ̂ — 4 ; d'où , 

èn substituant, il vient 3: 3; — 4 = 7, ou \ 1 = iz , équation 

fàns second terme. 
379. On peut même , si on le veut, égaler l'inconnue aug-

mentée de la moitié du coefficient du second terme; non à une 

inconnue simple, mais à une inconnue multipliée ou divisée 

par une quantité arbitraire; & cette remarque nous servira dans 

guelques momens. 
Par exemple, dans l'équation x* — 4 x = 7, au lieu de faire 

íìmplement x—2 == comme ci-deífus, je puis faire x— z, 
k . . 

= — 7 ; j'aurai, en opérant toujours de la même manière , 
n k k k k 

-4x-f-4 = — \\> &par conséquent xl-^«=— H-4» 
n n ' k k • nn 

d'où , en substituant, on tire — il- 4 = 7 , & par conséquent 

ik nn 

— 7 7 == 11 : on n'en aura pas moins la même valeur pour x; 
n n 
quelque valeur qu'on donne à k & à n ; en effet, cette équation 

k k 
donne — 7= v'i 1 ; & puisque x-z —— 7, ona»-i=v'n 

71 72 * 

précisément comme par le premier procédé. En un mot, cela 

ne change rien à ce que l'on cherche ; mais en introduisant ainsi 

une quantité arbitraire, on se ménage les moyens de remplir 

certaines vues, auxquelles on ne sàtisferoit quelquefois que d'une 

Bianiereiadirecte, ou moins simple, en s'y prenant autrement. 
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Moyens déramener aux Seâions coniques toufi 

Equation du second degré à deux indétermi-

nées , lorsqu'elle exprime une chosepojjiblei 

380. Supposons qu'on ait l'équation dtt^-cut-^euu-^ 
fdi ~\-geu +h d- = o, qui renferme toutes les équations du 
íëcond degré à deux indéterminées u Si t, dont aucun terme 
ne' manque. Concevons que .cette équation appartienne à une 
courbe M M (Fig. 53 & 54) donc A i> & f M font les coor-
données. Voici comment on s'asturera que cette courbe est 
toujours une section conique, & comment on déterminera 
«ette section. 

II faut, lorsqu'il ne manque aucun des deux quarrés r* & u1, 
íàire difparoître successivement le fécond terme de cette équa-
tion par rapport à t, & le second terme par rapport à u , ce 
que l'on fera de la manière suivante. 

Après avoir renfermé entre deux crochets tout ce qui mul-
tiplie la première puissance de t, je dégage tt, & j'ai tt ■+• 

(/-+. — J
 t

+~j- -t-j-~h/id=o(A). Jefaisdonc 

(378) t + lf-h
C

-? =y; en quarrant, j'aurai /1 -f- (f-+-
 c

-£j
y 

, fc u c c uu ■ -
"*-\ff+—7^ TT —yy* & Par conséquent 11 

z d 4<ld 

(
' cu\ , .... feu ccuu .,„. , 
f-\ )t=yy — l/y—— — •—-j-, '• substituant dans-

d / ' z d 4 d d 
l'équation (A), & transposant ensuite pour laisser y y seul, 

,,, , ccuu euu geu 

ou, en multipliant tout par A.dd, Si rassemblant enruite les ter-
mes qui font multipliés par des puissances semblables de«, 
4 ddyy=ffdd-^hd* 4- (z cfd-/i

l
ged)u-+-scc- &

c
de)uu. 

Comme les quantités d,c, e,/', &c. représentent des quan-
tités connues , on peut, pour abréger le calcul, représenter 
ffdd—4 h <Ì! par une feule lettre /•; représenter de même, 
icfd—jfged, par q; & cc—4</í, par m; l'équation 
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deviendra 4ddyy = r-+-qu + mul,m,q,r pouvant être 
positives ou négatives. 

Faisons maintenant difparoître le fécond terme par rapport 
a «; & pour cet effet, commençons par dégager uu, ce qui 

donne -f- -i
 u

 -+- — = îÈíy y ...(£). Mais au lieu 
m m m 

«!e faire simplement u+ - à une nouvelle indéterminée x
t 

selon la règle donnée ( 378 ), je le fais = , ( 379 ) î 
* ' ' 1772 72 

c'est-à-dire , égal à une nouvelle indéterminée x multipliée 
par la moitié du coefficient du second terme, & divisée par une 
quantité arbitraire 72 inconnue pour le moment, mais que nous 
déterminerons dans peu *. 

T » . , q q x ... q U 
J at donc u -f- -2- =—— ; quarrant, 11 me vient u u -+-— 

1772 1772 n m 
, q q qq xx q u qqxx q q 

'f—~ = — ,oua» + '-= — — . 
4mm ^mmnn m e,mmnn ^mm. 

Cl d X OC CJ Cl 

Substituant dans l'équation (B), j'ai * •*» 
T 4 d d V. „ 47727727271 4777772 

— = yy, équation qui appartient à I'ellipse ou à l'hypeM 

feole, tant qu'aucune des quantités d, m, q, r, &c. n'est zéro ; 
excepté le cas où nous allons voir qu'elle n'exprimeroit aucune 
ligne possible. 

Examinons maintenant dans quels cas la courbe est une 
ellipse, dans quels cas une hyperbole , & enfin dans quels cas 
ii n'y a pas de courbe. 

û (T X 0G 
Pour cet effet, dégageons yy, & nous aurons yy * — ; , 

q „
 r

 16 mnndd 
"~ r, 4 -, ou, en divisant le second membre par la 

îómdd qdd 

coefficient de xx , & indiquant en même-temps la multiplica* 
. q q f 

íion par ce même coefficient, y y — ——- (xx — 72 72 -f-
4 m r n 72 \ , ' i6mnndd\ 

J équation dans laquelle les quantités q , 72 & d étant 

* Cette quantité n est introduite 

pour pouvoir ramener directement 

l'équation aux diamètres conjugués. 

Si l'on égalait simplement à x, l'é-

quation finale acquerrait la formé 
de l'équation à I'ellipse ou à l'hy-. 

petbole, mais elle seroit dans le cii 
que OOSIÎ avons examiné Í570;» 

SCD LYON 1



COURS 

au quarré , les signes ne peuvent changer que lorsque m ou r, 
au lieu d'être positifs, seront négatifs ; mais le changement da 

signe de r n'en apportant aucun à ceux des quarrésyy & x x
f 

la courbe ne change point par le changement du signe de f. 

A l'égard de m , s'il est négatif, l'équation est alors y y — 

a q f t
s
mrnn\ . 

!—!—— x í xx-nn-■ ), ou, (en changeant les 
-16 mnitdd \ q q J 

, „ 4 4 , ímrnn 
signes en haut & en bas ) y y = í—í—-, x ( n n ~i ■ 

;

 B JJ lémnndd \ qq 

— x x). On voit donc ($71 & ^71) que tant que m sera posi-

tif, la courbe sera une hyperbole ; & qu'au contraire , eíle sera 

une ellipse , quand m sera négatif; or la quantité m a repré-

senté ci-dessus c c— qde; & dans cette derniere , la quantité C 

étant au quarré, cc est toujours positif, donc m ou cc— qde 

ne peut devenir négatif qu'autant que 4 de surpassera c c , & 

cela , íôit que d & e soient tous deux positifs , soit qu'ils soient 
tous deux négatifs. 

' 381. Donc fi l'on veut savoir dans quels cas une équation du 

second degré, à deux indéterminées u & t, telle que à t2
 -4- c u £ 

-f-eu^-f-fdt-l-geu-t-hd* .= o, appartient à f ellipse OU 

àVhyperbole
 5

 U n'y a qu'à examiner fi le quarré'cc da coeffi-

cient du terme u t, moins le quadruple du produit d e des co'effi" 

cients de t1 & de u1, Jait une quantité positive ou négative i 

dans le premier cas, la courbe fera une hyperbole ; & dans le 

second cas, une ellipse, à moins que d ne soit = e; alors ta 
courbe peut être un cercle, ainsi qu'on le verra plus bas. 

II faut seulement excepter de cette règle , le cas où r étant 

négatif, seroit plus grand que ^-S pour l'ellipse ; car alors la 
4m 

qmrnrt ímfnn 
auantne nn-\ devenant n n — , ou n n 

44 44 

( 1 — tUL. j
 }

 est négative si tUll est plus grand que I, ou , 
. 44 / „ 44 

ce qui revient au même , si 4 m r est plus grand que qq > oa 

enfin si r est plus grand que i-i , ce qui rend la valeur dey, 
4 m 

& par conséquent la courbe, imaginaire. 

II reste à faire voir comment on peut décrire l'ellipse St. l'hy-

perbole que nous venons de reconnoître ; considérons l'ellipse. 

38Z. 
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C U à 
îBi. Des deux équations t ■+■ j/H—7=.y> & MH 

« m .10 z m 

, que nous avons eues pour faire disparaître les se-
1 m n 

conds termes, îa féconde, par la supposition actuelle, que 

, . q -q x 
m est négative , se change en u — —; maïs comme 

1/77. 2 77! 72 

n est une qunntité introduite arbitrairement, on peut la íûp-» 

poser indifféremment positive ou négative ; en la tuppolànt 
q q x 

négative, on z u~ — = ; construisons ces deux équa* 

tiens pour avoir la position des diamètres conjugués. 

La première, savoir r + f/'-t- —" = y, fait voir que pouc 

avoir _y, il faut augmenter chaque t de la quantité {/"-f- — 

«an minera donc, par le point A , origine des u & des t (Fig* 

■y 3 ), la ligne AB = \f\ parallèle aux lignes PMou t. Par le 

point B, on mènera B K 1 parallèle à la ligne A R fur la-

quelle íê comptent les u, & ayant pris arbitrairement la iigne 

JJK, on minera parallèlement à À B , la ligne KL qui soit a 

B K : : i c : d ; si l'on tire par les points B & Z, la ligne indéfinie: 

BL(J, alors les lignes QM comptées des points Q où cette li—; 

gne coupe les lignes Plu , front les valeurs dey. En effet} on 

* Q P M-¥- P Q = P P1 lQ^f^-'f-^IQ;ot 

les triangles semjlab.es B KL & BIQ , donnent B K : KL : r, 

BIOVL A P : IQ ; c'est-à-dire, d*. l
 :
c::u: IQ^- - donc QM* 

1-+- {/H ^
 =

 ̂  Pdis^ue les y se comptent depuis la ligne 

L Q , il s'enfuit ( 370 ) que pour que l'équation à l'ellipse # 

trouvée ci-d-íTus, appartienne aux diamètres conjugués, les ce 

doivent être comptés fur la ligne BLQ , & que le point d'oà 

«Iles seront comptées, fera le centre ; ensorte que QLB est la 

■direction d'un des diamètres. Voyons à déterminer ce centre. 

; La seconde équation u— — = ^ ~—-, fait voir que si fut 
ìm i m n 

q « 
',dP ou H,en prend AG = —, la quantité GP qui vaut^r— 

<? im ** , 
ifs C, vaudra a 2- , & par conséquent ; on a donc; 

' im' z m n 

JLGZBRE, F f 
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G X 
€ P — ■ " - ; or si par le point G, on mene G NC pafalîeî« 

z mn 

aux lignes PM, le point Cou elle rencontrera L Q, feral'orí-

gine des x , & par conséquent le centre; en effet, nous venons 

de voir que les x dévoient être comptes fur L Q ; or lorsque 

C P est icro, sa valeur doit être zéro ; x doit donc être 
z m n 

zéro alors, ce qui ne peut avoir lieu que lorsque les * commen-

ceront au point C: ainsi les lignes QM étants, les lignes CQ 

font x. Delà il est fdeile d'avoir la valeur de n ; car on a G P = 

■ 1
X

 ■ , ou , ( en-mettant pour x, íà valeur CQ, & pdur — 
3,m? vV,:v>.A AGr-CQ , AGxCQ

 ìmf 

fa valeur A G) G P = ; donc n = —* .
 ma

;
s n GP ' 

les parallèles Q P,CC 8c A £, donnent G F : A G : : C Q : 

AGxLO 
Ji C = rrí~ ;on a donc n=z£ C; c'est-à-dire, que pouc 

que l'équation à l'ellipse , trouvée ci-deílûs, appartienne aux 

diamètres conjugués dont les directions font QB & CJV, il faut 

mettre pour n , la valeur de BC, qui est déterminée par les 

constructions précédentes. 
II ne reste donc plus, pour être en état de décrire cette ellipse, 

qu'à déterminer la grandeur des diamètres conjugués; car san-

gle B C N qu'ils font entr'eux , íè trouve déterminé par les 

opérations précédentes. Or cela est facile, en imitant ce que 

BOUS avons fait ( 37s ). II ne s'agit que de comparer l'équation 

qq / " ^mnnr \
 v yy = • ——( nn-\ , xx ]
 a

 1 équation y y = y.*6mddnn\ W:.?'. >' bb q q 
— (\aa-xx). Cette comparaison donne — = —,T~ 

, 4 m n n r , f / 16 m n n r „ 
&yr aa-nn-i ;donc<z=l^ 4«?H , Si 

44 41 

& ~ 1/ -JLÎ— -f- I— ; & puisque, n, m, «y, r, J sont toutes 
r ^mdd dd 

.des quantités connues , on a donc les valeurs des. diamètres 

conjugués a & b , avec lesquelles, & connoiíTant d'ailleurs 

l'angle BCN qu'ils doivent faire, on décrira l'eliipfe de la 

manière qui a été enseignée (^16). 

3 S5. Remarquons que íì les valeurs de a & de b sont égales $ 
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& qu'en même temps l'argle B C N soit droit, la courbe eíl 

alors un cercle. S'i l'on vei t d term.ner dans quels cas cela aura 

îieu , il n'y a l°,qu'a supposer dans notre équation à l'ellipse , 

q q '. 
Çue —

 =
 c'est-à-dire, que q q = \6 m ddn n, ce 

16 m ddnn „ „ 

«[ui donne n n = — — »°. Si sangle BCD est droit, on doit 
lóindd 

-— % — 1 — 1 — 1 
avoir BC + CD B D — A G ; or BC — n ; & les triant 

gles semblables, BCD , BLK, donnent J&JC : X£ : ; B D ou 

CI? , c'est-à-dire , d :\c:: -i-

<?c 

donc ■ 

£7Z>, d'où l'on tire 

11 
-■-- ,0U/7J-f« h ytftfy' . 

4 m d
1 6 m d d '6 m m d d 4mm 

4 Í/I/; mais pui que ra est négatif, onu'í — 4 Í/ e 

j— m, ou m —4 '/« — tí, il fai.dra donc que 4 de — 4 d d
 t 

ou que </ = e. 

384. On voit donc que pour savoir fi la courbe est uncercle
 t 

une ellipse, ou une hyperbole, il est inutile d'avoir égard aux 

trois derniers termes f'd t, g eu , & hd de l'équation d t1 +-

■c ut -4- e u
1
 ->rfdt -+- ■+-hd

í = o ; ceh dépend seule-

ment des trois premiers , ensorte que si </, c , & e sont tels que 

<££ 4i/f íbit positit, la c urje sera unehyperbole ; elle sera 

Une elli vse , íi au contraire êt-i—4 de est négatif, excepté le 

cas où l'on aura en même temps d—e, cVfl-à-dire, où les deux 

«íjuarrés u1
 & t

1 auront ie même coefficient .'alors elle fera un 

cercle si i'angle des nouvelles coordonnées est droit. 

385 Tout ce qne nous venons le dire, a f e.-.ception da 

ce que reníerme le n" 383 . s'applique également à l'hyperbole 

c'e'st à-dire , à l'équation yy = 91 
XX- /!7î-t-

4tnmn\ 

17 r 16 mnndd 

à la différence-des signes près. Ainsi en relisant tout ce qui pré-

cède & l'a^pliquant à la Figu'e $A , il n'y a d'-iutrecriangement 

à faire que de porter AG à fopposite de A P, ce qui est indiqué 

1 _ 4x 
par l'équation « ■ que l'on a eue d'abord 

( 380 ). Du reste , tout est Le même, en changeant le mot 
ellipse, en celui àì hyperbole. 

Dans les différents cas particuliers, les quantités AG, BK, 

AB, KL , (Fig •) 3 & peuvent se ttouver disposées tout 

m contraire de ce que l'on voit içú taais ces changements 

Ffij 
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íëront toujours indiqués par les signes des quantités d,c, f
t 

m , q, &c , dans les équations Í+T/+ r^ì—yt &"-+- — 
q x z " 1 ™ 

= ■ ■ que l'on a en faiíânt diíparoítre les féconds termes, 
Z 772 n ^ 

336. II nous reste deux cas à examiner : ce íônt i°, celui où: 
sonauroitcc— ̂ de=^o; i°, celui où l'on auroit tout à la 

fois d == o , & e = o. 
Dans le premier cas, c'est-à-dire, lorsque cc — t^de-a ,<m 

c c— 4 de la courbe est une parabole. Comme la quantité m eâ 
alors zéro , la construction précédente devient' inutile ; parce 
qu'après avoir fait évanouir le second terme par rapport à t, 
le terme u1 ne s'y trouve plus. Ce cas íe reconnoit facilement 
en examinant si dans l'équation, on acc—qde, c'est-à-dire

 t 
si les trois termes t2, ut & u1 forment un quarré; car de ee que 
í'i-' = 4ííf, on déduit c = z V de, ce qui change les trois pre-
miers termes de l'équation , en dtl -+- z u t \/ de-i-e ux, qui 

est le quarré de t \/ d -f- uV e. 
Dans ce cas, on fera , comme ci-devant, disparaître le se-

cond terme , par rapport à s , & alors l'équation se réduira ert 
opérant mot â mot, comme ci-deiïùs, à 4 ddy y — r-f- q u; 
alors pour ramener cette derniere à la forme y y z=px, quï 
( 369 ) est celle de la parabole rapportée à un diamètre dont les; 
ordonnées font parallèles à la tangente au sommet de'ce diav 

mètre , on dégagera yy, ce qui donne yy — —'-~- ; on fera 

ce second membre égal à une nouvelle indéterminée si, multi-
pliée par un nombre n que l'on déterminera comme on va le 

'voir; c'est-à-dire, qu'on fera * " *= n x ; alors on-aura 

A+é "' ' - ! r- ""': -• 
'yy=nx. II ne s'agira donc plus que de construire I'équátïon 

t-h 
—1 =y qui a scrvi à faire disparoîtreje second terme 
id 

par rapport à t, & l'équation '—= n x, qui aura servi à ta 

féconde réduction. La première, de ces deux équations étant 
précisément la même que cel!e>que nous avons construite 
(381), Ce construira de même ici ; ainsi il n'y a qu'à,appliquée 
à la Figure y? , mot à mot, ce qui a été dit (381) pour la. 

Figure ? 3 relativement à Ja construction de r-f- Ï/-+--K^y* 
ea?™»9; - - -" ■ ... .-. --;»•« »ÍS 
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ïesy íëront les lignes QM(Fig:^), & l'on aura BLQ pour 
la direction du diamètre fur lequel les x doivent être comptés. 

Pour déterminer Forigine des x , & par conséquent le som-

met de ce diamètre, on emploiera l'équation J =znx
t 

• j r 4-ddnx „. . *** 
qui donnant = fait voir que si 1 on prend 

sV. ^ , * r ' Addnx 
a 1 opposite de A P, la quantité =■ —, on aura CP = 1 

ri 4ddnx , J , 
puisque GP=AP-hAG=u-i = ; aoncsi parle 

1 ,. q 

point G, on mene G CD parallèle auxlignes PM, 8c qui ren-
contre Q LB en le point C íëra Forigine des x puisque 

Fequation G P = -—Lîlíf f
â
í
t VQU

- q^g quand G P est zéro , 
1 . ■„ 

JK doit être zéro , & que d'ailleurs les x devant être comptés 
fur la ligne de laquelle partent les y, doivent être comptés 
fur B Q. 

II ne s'agît plus que de déterminer le paramètre n. Or on 

VÌent de Yoir que G P = *^^
nx

. mais ]
es

 parallèles C D & 
4 

QI donnent BC: B D ou AG : : CQ: DI ou C/^c'est-à-dire, 
-, r íddnx ir 

Z<c:— ;doncZfcï=—— ^donca-
<j q íddn ABCy.dd* 

or r & Jsont donnés dans l'équation , & B' C est déterminé par 
la construction ; on connoît donc?i ou le paramttre ; d'ailleurs 
cette même construction détermine en même temps Fangle des 
coordonnées C Q & Q M our&y; il est donc aisé de cons-
truire la parabole fèion qu'il a été enseigné (i6j). 

387. Puisque l'équation générale appartient à la parabole 
lorsqu'on a c c — xd e, il s'ensuit que lorsque le produit u c des 
deux ìndáterminéss ne se trouve point dans cette équation , ií 
faut pour qu'elle appartienne à la parabole, qu'il y manque 
aussi un des deux quarrés Í1

 OU U'
1 ; car c étant alors zéro , l'é-

quation tf = 4 d e ou O íde, fait voir que d ou e == o. 
388. S'i les deux quarrés font tous deux dans l'équation , 8c 

que le produit u t ne s'y trouve point, alors la construction 
donnée (^SÏ) 8C qui convient aux Figures 53 & 54 , devient 
pics simple, parce que c étant zéro, la ligne K L est zéro, Se 
BL tombe sûr B K, qui devient alors un diamètre ; les lignes 
.des x & des y sont donc parallèles à celles des u & des t, Dans 

F f iij 
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ce même cas l'évanouissement du fécond termé par rapport à a 
se fera sans employer l'inconnue n , parce que U C qui est * 

q . . 

("3 Si) étant alors égal à B D ou A G ,onan= --- , ce qui re-

duit l'équation K H—— =x qu'on a eue pour faire difi 
i m 2 m n q 

jparoître le i
d
 terme , par rapport à à celle-ci

 u
~*~\

m

 = x
' 

II fuit delà , qu'outre les conditions mentionnées (384J , il 

faut dans le cas p éient, pour que la courue soit un cercle, que 

Fangle des coordonnées u & t soit droit. 

389'. Lorsque le produit ut íe tro.:ve dans l'équation, si 

âprès avoir fait évanouir le fécond terme par rapport à l'un» 

des deux indéterminées , par exemple , par rapport ì t, il ne 

íé trouvoit plus d'autre p' iflanee de ì'indétennirée u , que le 

quarré, alors qu iqu'if n'y ait plus de second terme à faire 

disparaître , il n'en faudroit pas moins faire une transforma-

is / . 
íion qui coníïsteroit à faire «= — — étant une fraction in-

n n 

connue , rnais que l'on d'termineroit lors de la construction » 

d'une minière semblable à ce que nous venons de faire ("381 ). 

Jíous en <onnerors un exemple plus bas. 

390 Si des trois ternes P, ut, & «*, il ne manque que l'un 

des oeux quarrés , l'équation appartient toujours à une hyper-

bole, ou n'exprime aucune courbe ; parce que si d ou e est zéro, 

la quantité cç— íde se réduisant à cc , est essentiellement 

positive já.ij. 

391. Enfin si les deux quarrés t
%
 & u

1
 manquent en même 

íemp., auquel cas on a t:ne équation de cette forme , g u r-f. 

bt — k u — /= D h , k , / pouvant être i différemment po-

sitifs ou négatifs, on ne peut encore faire usàge de la censiruc-

íion donnée '3811 L'é]u;<tion appartient à l'hyperbole rap-

portée à ses afymptotts; mais comme ies abf istes & les or-

données ne font point comptées du centre, on les y ramènera 

de la manier; suivante. 

On dégagera k produit «#; ce qui donnera HÍ-Í 

— =3 o, Qn fera la somme des quantités qui multiplient u 

íg.;|e à une indéterminée y, c'est-à-dire , < — — —y ; çe qui 

ègnnç t - y -f- ~ ; substituant dans l'équation ut-f- —' &c.= oj 
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hy hk I 
•n aura uy -H—- ~i = o; aprcs cette transrorma-

r
 ' g gg g ■

 t
. 

iion , on fera fa somme de toutes les quantités qui multiplienty, 

égale à une nouvelle indéterminée x, c'est-à-dire ,u-{ = x
y 

.,,.„,., hk l g l 
ce qui reduira 1 équation a xy H = o , ou xy á= —■ 

hk . gg g g 
•— — qui appartient à 1 hyperbole entre fès asymptotes , les 

jpsx. . » 
abícilfès x etant comptées depuis le centre sûr une des asympto-
tes, & les ordonnées y étant comptées depuis Cfíte asymptote 
parallèlement à l'autre; enfin la puissance de cètte hyperbole 

a 1 h k 
est (-347;. 

g gg . 
Pour construire cette hyperbole , on construira , de la ma-

nière suivante, les deux équations t — — =y, 8c u-i —x 

. ■ ., \ . g S 
qui ont íêrvi à réduire. La première fair voir qu'il faut dimi-

nuer chaque t de la quantité — pour avoir y. On mènera donc 

par le point A (Fig. 56) origine des u 8c des t, une ligne AB 

parallèle aux lignes P M on t, ou égaie à— : tirant enfùite pat 
g 

le point B la ligne CBQ parallèle 3 A P, les lignes QM seront 

les y, puisque QM—PM—PQ—PM—A£=t- — =y. 

Pour avoir les x, 1 équation a H fait voir qu'il fast aug-

sienter les u, c'est-a dire, les lignes A P, de la quantité — ; or» 

h 8 
portera donc à Fopposite de A?, la ligne AC — — , & tirant 

g 
CS parallèle aux lignes PM & qui rencontre BQ en C, CQ 
sera x & C fera le centre de l'hyperbole dont CQ & CS feront 

les asymptotes : ayant les asymptotes & l'équation xy=z — 
g gg%-

on décrira l'hyperbole de la manière qui a été enseignée (354)» 

Si les trois premiers termes P, ut St u1 manquoient dans l'é-
quation , alors elle n'exprimeroit plus qu'une ligne droite dont 
la construction est facile après ce que nous avons dit fur la cons-
truction des équatiens qui ont servi aux réductions précédentes. 

Ainsi 1°, toute équation du second degré à deux indé» 
Ffiy 

SCD LYON 1



COURS 

terminées , & qui n'est point décompoíàble en deux facteurs 

<iu premier degré, tels que m x -f- ny ■+- q , exprime tou-

jours une section conique, ou n'exprimé aucune courbe 

possible. 2°. Cette courbe est ellipse , ru hyperbole, ou pa-

rabole, selon que le quarré du coefficient du produit ut 

des deux indéterminées, moins le quadruple du produit des 

coefficients des deux quarrés t1 & u1 est négatif, ou positif, 

ou zéro ; & en particulier elle peut être un cercle , lors-

que ce même ré ultat étant négatif, les coefficients de u''- & 

de P lbrt égqg^. x". Et pour ramener toute équation apparte-

nante à une sect-on conique , aux équations qve nous avons 

données en traitant de ces courbes , il faut se conformer à ce 

qui a été enseigné (380, 386, 388, 389 & 391 ). 

Application de ce qui pre'cide à la résolution 

de quelques questions indéterminées. 

393. Pour faire connoître l'ufage des transformations que 

nous venons d'tnlegner, propoíôrs nous pour première ques-

tion , de 7 rouver quelle ejì la courhe ( Fig. ' 7 ) dont les dis-
tances de chaque point JM à deux points fixes A & B leroient 

toujours dans un même rapport, marqué par celui de g à h. 

Imaginons que de chaque p.-inr As, on ait abarííé une per-

pendiculaire MP ur la ligne AB; cherchons la relation de ces 

perpendiculaires, avec leur< dislarces Al' au pointai; & pour 

cet effet nommcns AP. u ; PM,t, & la ligne connue AB—c* 

Cela posé, le triangle rectangle A P M donne A M = 

& le triangle rectangle BPM 
~*<é - _ . 

donne BM—Y B P*-h P M*; or BP = A P—AB = u—c; 

donc B M — u1 — 1 c u -t- c c -f-11 ; puis donc que l'on veut 

que A M: B/.-. i;g : h, on aura uu-i-tt : u'- — ictc-t-cc+tt 

:;g:h;dbnc hV^u u ■+ 11 = g P^u1
— 2 cu-k-cc-+-11, ou, 

en quarrart, h huu~\- hht t gguu— ze gcu-^ggcc-i-ggtt, 

ou(gg- hhjuù-+ (gg h h; 11-iggcu -+- ggcc = 0 .équa-

tion qui f"3 84 > appartient au cercle, puisque les deux quarrés 

u u & t t ont, dans le même membre, le même signe & le 

même coefficient. 

Pour 1 amener cette dquation à la forme yy~ \ aa~ xx (369) 

Je yois que n'y ayant point de second terme par rapport à 1
3
 tt 
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ïùffit à l'égard de cette indéterminée , de sopposèr t = y, ce 

qaì donne (gg— hh)uu-i-(gg— hh)yy—zggcu * ggcc—o; 

il faut donc , à préíènt, faire disparaître le fécond terme par 

rapport à «; & comme le produit ut ne se trouve point dans 

l'équation , il suffit C3S8) d'employer la règle donnée (}7$)-

t , ., . 1 ggcu — ggcc . 
Je degage donc u u, & 131 u u 2JË— — —fg ; —yy; 

•r- ggcc Bg~
hh

n
 gg-

hk

2 je lais u - ° = « ; quarrant, & substituant au heu du pre-> 
gg~ h h

 c
 ç 

fnier membre u u —Sec, sà valeur x x — -- ° ' qu'ost 
(gg — hhf 

, . ., . g*cc 
aura par cette opération , il me vient xx — -—2 = 

— ggcc h h ggcc (gg—
hh

T., 
—5_E . yy, ouyy= 7— ,, xx, équation qui etant 

ë$—'hh' , . (gs-^r 
comparée à l'équationyy=isla — xx, me donne \ a a abs 

hhggcc „ -, , , h g c 
. £-2 . & par coníequent le rayon f a ±t= —5— II ne 
{gg-hh)1 . . g1—h1' 

s'agit donc plus que de déterminer le centre , qui doit être sûr 

ABP, puisqu'on a r==y.Or l'équation u ?Jíf... —x, qui 
ge-hh 

a servi à réduire , fait voir que pour avoir x ; iì faut diminuer u 

de la quantité ; on prendra donc A C — . & 
gg-hh gg-hh 

alors CP fera x, puisqu'il vaut A P —AC, c'est-à-dire , u — 

-8 ̂
 C

— ; ainsi du point C Comme centre , & du rayon - ^ ° -

on décrira un cercle ; chaque point M de ce cercle aura la 
propriété dont il s'agit. 

Au reste, on peut trouver le centre & le rayon d'une ma-

nière assez simple, par le moyen de la première équation 

zg-cu —Mgcc , 
u u -——, rr—T y í car puisque le centre 

gg — hh P'g — hh 
doit être sur A P, ainsi qu'on vient de le remarquer , si l'on fait 

y= o , on aura, en résolvant l'équation , les deux valeurs de u 

qui expriment les distances A D,AE auxquelles le cercle D ME 

rencontre la droite A B ; prenant donc le milieu de D E , en 

aura le centre & le rayon CE. Or si l'on résout l'équation 

ig-cu —ggcc g* 
■ on aura u ;—! —— 

'—hk gg—hh gg—hb 
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gghhcc_ _^ g*c±ghc ge(g±t) . 

(gg-hh;1 ' gg-hh (g —h) (g-hh)* 

Sonne ces deux valeurs «= ^-r=-AD,8iu=.-^- — AE. 
g-i h _ g —h 

. 3î>4. Nous prendrons pour seconde question, celle - ci : 

Trouver hors de la ligne donnée A R ( Fig. 5 8 ) tous les diffé-
rents points M, tels qu'en tirant aux deux points A 6- R, les 
lignes MA , MR, l'angle AMR soit toujours égal à un même 
angle donné. 

Représentons par rie rayon des tables, & par m la tangente 

de l'angle donné , auquel A MR doit être égal ; abaissons la 

perpendiculaire M P; nommons A i\ u; P M, t; AR,ài 
Hors P R sera b — u. 

Rappelions - nous ces trois propositions démontrées (Géom. 
*84, 28$ & 278), savoir, que si ̂  & B font deux angles, on a 

1% fin (A -+- B) —fin^c°sB+fin B cos A 

r 
i% cos (A + BJ = cos A cos B-fin A fin B ^ 

r,^A + B)^íÌlí^ 
coj (A -t- B) 

Cela posé , les triangles rectangles A P M, R P AI don-

nent (Céom.i
9

<>) A M: AP;:r:sinA M P; Al M:PM:i 
r :fin MA P ou cos A MP; R M: R P : : r: fin R M P ; 
KM: P M:: r :fin MR P ou cos R M P ; d'où l'on tire 

fin AMP
 =

 rx^s.
 cosA M

 p
 =
 ̂ ^

/
. r

mRMP:
^ 

A M A M 
rxRP rxPM , . ,, „ 
- ,. ; cos R MP == . • ; donc puiíque AMR 
R M J R M Y H 

ÉzAMP-\-RMP,on aura, par les formules qu'on vient de 

ál

;Á
 iT1 r

 . r-xAPy.PM-1-rxRPy.PM 
rappelier, fin A MR ~ - = 

AMxRM 

rxARxPM „ „„„ rxPM-rxAPxRP , 

iî/x R M J A Id x R M 
rfinAMR rx,4/?x.RP 
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rbt 
tant les valeurs algébriques, & réduisant, m = ; 

ou mtt-t-muu— mbu— rbt —o, équation au cercle (3 84), 
ainsi qu'on devoit bien s'y attendre. 

Pour déterminer le centre & le rayon , il faut ramener cette 
équation à la forme yy = \aa-xx. Pour cet effet, je dégage t r, 

ce qui me donne r r — — t — bu->ruur=. o ; je fais (37S) t—» 
r b m 

•— = y; opérant comme à l'article cite, mon équation se 
%m rrbb 
change en y y — —— — b u-h u u = o. Reste donc à faire 

4 m m . 
disparoître le fécond terme, par rapport à u ; & puisque le pro-
duit ut n'entre point dans l'équation, je fais (388) simplement 

K —— — x; opérant de la même manière , l'équation de-
. 1 rrbb bb bb rrbb 

Tient yy -t- xx =o,ouyy = i • xx
9 

A mm 4 44mm 
qui étant comparée avec l'équation yy — \aa — xx ,me donna 

bb rrbb „ , 
i a a — H , & par conséquent le rayon \ a ae* 

4 Amm 

pf0 bb rrbb 

A Amm 

Pour trouver le centre , & déterminer en même temps ce 

rayon, l'équation t — — =y, m'apprend que si je mene A 3 
1 m ' 

parallèle à PM, c'est-à-dire, si j'élève au point A la perpen-
• r b 
diculaire A B = — , & si jemene B C Q parallèle à A R, les 

ira 

lignes QM feront y, puisque QM=PM— P Q—?M—AB=t~ 

- — y. Mais l'équation u = x, me fait voir que si je 
rm 1 z L. 

prends fur A R la partie AG-=— , CP serax, puisque G? 
b ^ 

!=AP—AG=u =ar;doncsi par le point C, je mene GC 

pâx?lle!eà PM, le point C sera le centre D'ailleurs, si l'on 
tire A C, on aura à cause de 1' ngle droit G, A C=» 

\^AG
2
+cTc

ì
~ï^—+

r
—~ '■ sera donc le rayon, 

f 4 4771/71 
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Ceíte construction íè réduit donc à élever sûr le milieu d*«f 

r b , 
rA R la perpendiculaire G C— —, & à décrire du point C 

zm 

comme centre & du rayon G A , un cercle : tout angle MA R. 

qui aura son sommet à la circonférence de ce cercle, & qui 

passera par les points A & R , íèta égal à l'angle donné. Or 

pour construire la quantité — il n'y a autre chose à faire 
zm 

qu'à mener une droite A O, qui fasse avec AB l'angle BAO 

égal à l'angle donné, elle coupera GC au point cherché Cj 

car dans le triangle rectangle ABC,on a r: tang BAC: :AB: 

B Cou A G; c'est à-dire,r:m:;AB :\b; doue A £ ou (J C 

r b 

zm 

On peut voir encore aisément, que tout se réduit à mener 

par le point A la ligne AO qui faste avec AR , l'angle RAO 

égal au complément de l'angle donné : celte ligne coupera 

en Cla perpendiculaire élevée sûr le milieu de A R ; ep.sortâ 

que C sera Se centre , & CA le rayon. 

$9f. Deli il est facile de résoudre la question suivante :-

Connoìffànt la position des trois points R, A, R ( Fig. y 9) & 

les angles fous lesquels on voit les lignes RA, A R', d'un 

certain point M, trouver ce point M. 

Sur les milieux G & C' des deux lignes RA & R'A, on élè-

vera les perpendiculaires GC St G1 C; parle point A , on mè-

nera les lignes AC Si AC' faisant avec AR&iAR', chacune avec 

chacune, les angles RA C,R'A C égaux chacun au complé-

ment de l'angle R3IA, R'MA íous lequel la ligne correspon-

dante est vue. Des points C & £' comme centres, & des rayons 

C A St C'A , on décrira deux cercles qui se couperont en A & 
en M; le point As sera le point cherché. C'est une suite évi-

dente de la solution de la question précédente. 

Ce problème peut servir á marquer, sur la carte d'un pays, 

la position d'un point d'où Ton a relevé trois objets connus. 

Si les angles observés RMA,R' MA étoient égaux aux angles 

RR'A & R'RA , alors le problême ne serait plus déterminé , 

les deux cercles se confondroient, & chaque point de leur 

circonférence sàtisferoit à la question. 

396. Pour troisième question , il s'agira de trouver la courbe 

ou íes courbes qui auroient la proprié1it\fuivante : A Z , A T 

(Fig. 60 ) font deux lignes qui font entfelks un angle donne, 
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Quelconque, il s'agit de trouver les courbes dont la distance de 

chaque point M à un point fixe F pris Jur A Z, foie toujours 

dans un même rapport avec la distance M T du même point fVE 

a la droite AT, ceti e difiance étant mefii ree yarallélemen r a A Z. 

D'un point quelconque M de cette courbe , imaginons la li-

gne M P parallèle ÌAT, & la perpendiculaire M S sûr A Z; 

l'angle M P S est donné ; c'est pourquoi son sinus & son cosi-

nus sont censés connus; nous ses nommerons p & q, en re-

présentant par r le rayon des tables. * Nommons A P, 'u\ ác 

P M, t; la ligne connue A F, c. 

Cela pose , dans le triangle rectangle M P S , nous aurons 

(Géom. Z9î) r:sin. M P S: : M P : M S, 8cr:sinPMS ou 

co/MPS : : P M: PS J c'est-à-dire, r:p : : t : MS =
P
~ ,8c r ; 
r 

q:it:PS = ̂ , Donc FS==PS—PF=FS^-AP-i-AF=t 

q t . 
í- —u-t-c; or le triangle-rectangle MSF donne MF=s. 

M'S*&W?i àonc MF= .....j v. 
ï/ P

1 í1 qz P zqut , Xtf a 
1/ í h- hu%-i 2 -zctí-hcc," 

* z*1 r1 r r 

ou ( parce que f Géom. zSt) p* -h q1 = r1) on aura MF =s 

z q ut z q et . , 
_i (- uz -) í z c u -f- Í e ; puis donc 

•" r r ; 
"que J/F doit être à MT ou A P, dans un rapport donné , si: 

•l'on, représente ce rapport par celui de g à h, on aura 

zqut ,\ zq c f , : 

r . ' , A, T -A --

K-

K«" 
Consequent,^2i = « V t---i— -i-w-brr

1
^ zcu + cc, 

'V '** „
 IL

V>> /- • r\ 3 "Z q h1 Ut . 
©u en quarrant, & transposant ensuite .*■■—» -f« 

_* On peut supposer comme noys, 

le,faisons ici, que'léï quânfcîtcs 

p\ q, r font données par les, tables 

Je Trigonométrie ; mais on peut 

Tes déterminer par une coîiíh'fic-

aion simple eu fiilant un triangle 

rectangle qui ait un de ses angles 

aigus , tgarii l'angle donné" MPS, 
&sime hypothénuse telle que l'on 

voudra. Eri piènant célle-oi pour r, 
les deux auijrTs côtés Teionc p So 
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(h
l — g

J
)u

l
-h — zc^u-hfr^^o, équationqrif 

renferme les sections coniques (3K0J , & qui (i?z) appartien-

dra à l'ellipse si le quarré de — - -^ , moins le quadrupla 

de P multiplie par h -g1 est négatif ,c'est-à dire, si — 4A* 

iq^/H—Vh* i.r-h^g1- „ , .
r

 r 

fì-Vfg1 ou
 ;

 — tL est négatif; ou (parce 

4/"1 h2 g1 — ip' h* 
que f

1
-q

1
 —p*) si — —j— est négatif: au contraire, 

«Ile appartiendra à l'hyperbole si ^ ^
 g 4|P

 ^
 e

st positifs 

ír1 h*g1 - &p-h+ 
Elle sëra à la parabole si s est zéio ; c'est-à-dire, 

r* 
si 4'"'' h"1

g* z=&p* h*, ou si rg—ph ; erfin la courbe sera un cer-

cle , lorsqu'on au' a h1 — h1 — , ce qui ne peut jamais avoir 

ïieu qu'autant que g sera zéro , ou que h sera infini, parce que 

dans ce dernier cas on doit négliger g1 vis à vis de A1. 

Si l'on veut main'enant construire la courbe dar.s chacun 

áe ces cas , il n'y a qu'à imi er ce que nous avons fait fjso & 

suiv.) ; comme nous avons, alors, op'ré fur l'tl,i
r
)è, pour 

/aire voir la similitude des opérations & des constructions à l'é— 

gard de ces deux courb-s . nous alions ici appli ,uer à l'hyper-

bole ce qui a été fait au même endroit cité , c'est-à-dire, cher-

cher à ramener notre équation à la forme yy = — (xx-iaa)* 
aa ' 

Je dégage donc t1 dans l'équation trouvée ci-dessus, ce qui 

me donne £*-|-^—— Í-Ì-^I—u

1

 — icu-f-c* 

s=o. Pour faire difparoître le second te-me , par rapport à t, 

c q q u 
je fais / H í —^ — —y, ce qui en quarrant, & tran'pofant 

r, -, (zcq i<7«\ c^-q1 

ensuite, me donne t y-)
<=r

yy -p-

" - —il- & par conséquent, en substituant ,yy —
 Ç
—X~ 

r1 rz * r* 

zcq1 U q2 u* f gz\ 
U- i— — 2 \- f i — S, 1 K

1
 — 1 c U -f- = O» 

SCD LYON 1



fcE MATHÉMATIQUES. '^gç 

Il saut donc maintenant faire disparaître le fécond terme pac 

rapport à a, mais auparavant j'observe que les termes — Í-J^ 
" r1 

H-í I —) OU —ï + U
1

—2—- , OU 1 

-rr* ie réduisent a - , & les deux termes —I— 
h r* h

1 r» 
2 ca1 u-r2 u - .

r
 „ ícp1u , 

-1 f u, ou —í se reduisent a -— ; de même 
r- r1 

les deux termes ?- -f- í% se réduisent à -f- —£- parce que 

'■1_î1=/)\L'équátionse change donc en y1-}-—— — 
(T. r1 

*+- — — = o , ou chafíànt les dénominateurs, & faii 
r h1 

sint ensuite (pour faciliter le calcul)p
2
 h

%
 —r°

,
g*=r

1
kk

i 
.f1 h1 y-_j_ c1 hxp'í — * c h1 p% u-±- i$ k-u1 ^=o. 

, • . , zch1pï h* _ 
Dégageons donc u % ce qui donne ú1 — u -+ — y -H 

r1 £l, í1 

^» A
1

»
1 ch1pï ch1p1xt- . 
= o ; « taiíòns a — = £ , en introdui-i 

r1 k* r* k1 r2 k1 n 

íânt l'inconnue n, parce que le produit a z se trouve dans l'é-ì 
quation primitive f 380 ). Alors en opérant comrne ci-deiïus , 

i 1 rua- ■ r- ^/'V
4
*

1 °z h* P* nous aurons, âpres la substitution faite. — 

H yl-t- ■—— — o, ou supprimant le facteur commun —J 
, kz r>k> i* ™ Pf 
Sc laiísant yJ seul dans un membre, nous aurons y% = —. 

í_! — , ou, divisant le second membre 
r* k1 n1 r1 r* k1 

par le multiplicateur de xl, & indiquant en même temps h 

multiplication par le même multiplicateur , y1 = — ,< 

ÍV'AW r2 n1 k1- \ . .
r
 ,.. , . , ... 

£_[ xì ■+- -7i n | ; mais puiiqu il s agit de 1 ny-i 
r*,k

1
JÌ
í
\ p* h

1
 J

 V
 *\ 

perbole, il faut remarquer que la quantité r1*2, qui n'est autre 

chose que p1 à*—r* g\ est négative, puisque, selon la reg 
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... . , „- i.rllisl
—4V-A* 

marque que nous venons de raire ci-deiïus, ~ 2 IL 

. r" 
4 hz 

eu —- (r
1 
g

1
 —p

1
 h

2
) doit être positif pour que la courbe íôií 

une hyperbole. Ainsi il faut rendre k- négatif, en observant 

lorsqu'un voudra mettre la valeur dans l'é ju.ition , de remettre 

pour cette valeur, la quantité r*g* p'k~, au .i u d-, p-h
l
-r

l
g

z
i 

l'équation devient donc y
1
 =

 C
-~-£- ^x

1
-' — -nn^.Com-

parant cette équation avec y
1
^ — (x

1
 — ^ u a) pour détermi-

. ,
 a>

 ' b
x
 Sh

2
p< , 

nerles diamètres con ugies , on aura —- = - , & zaaa 

f-n-k? {
 a

 r*k-n* 
. H n n , d'où l'on tirera aisément a & b ; c'est à-dire , 

P h
 . .... . ... -L . • , . . „ 

les deux diamètres conjugues , que nous allons voir être les 

deux axes même de i'hyperbole. 

Déterminons donc la direction des diamètres co-jugués 

auxquels notre équation réduite Ce lapporte. Conformément 

à ce qui a été fait ( 381 ) , il faut construire les deux équations 

c q q u ' ch'p
1
 ch'p' x 

p-\ i — J_ = y, & u — = —— ; mau comme 
r r % r'k* r1 k1 n 

nous venons d'observer que k
1
 est négatif dans le cas de l'hy-

perLole , dont il s'agit ici, il faut changer cette derniere , en 

ch'p1 chl p1 x . , . * ■ 
ii -i—= j |-— ; je ne change point le ligne du terme 

affecté de x, quoique k
1
 y entre, parce que la qu?ntité n peut 

être prise arbitrairement posiiive ou négative. II fau» donc , 

en continuant d'imiter ce qui a été tait au méme endroit cité, 

mener par le point A parallèlement à P M la ligne AB = — 

& tirant par le point B la ligne B I parallèle à A Z\ prendre 

arbitrairement fur le prolongement de cette ligne, la partie 

H K, & mener K L parallèle à P M, & telle que l'on ait 

JJK : K s. : : r : q ; alors si , par le point B & le point L, vous 

tirez LBQ qui rencontre les ligner /
J
Men Q, les lignes QM 

seront y. Car QM—PM—PQ .- PAI—QI-hPI-t—Ç>I-r-

j or les triangles semblables BKL & B QI donnent BK-.KL:: 

BI 
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'Ml ou A P : QI; c'est-à-dire, rìq:
i
u:QI*

<í
— ; dòtic QM* 

au c q . r 

r r * 

^Maison peut abréger cette construction en menant tout de 
íîiite du point .Fia ligne F B perpendiculaire fur TA ; car il et! 
évident que sangle F AB est égal à APM& que par coníé^t 

quent dans le triangle rectangle AB F, omr:q::c: AB - —* 
r * 

ainsi puisque Q Meíì parallèle à AB , iesy sont pefpendicu^ 
laires fur BQ , & par conséquent BQ est la direction d'un des 
axes, dont l'autre par conséquent est parallèle à QM. 

II ne s'agit donc plus que de déterminer le centre. Or la se-

tonde équation u H —U-
 s

 . —--^—Z
 f

 fait voir qu?il faut 

prendre , à l'opposite des u la quantité A G = j.~
 5

 & tires 

CC parallèle à P M (m pef pendiculairê à B Q, qui déterminera 
le point Cpour Forigine des», & par conséquent, pour le centre. 
En effet, les x doivent être comptés fur C Q , puisque les y fê 

ch1!?2 cti2p~x 
comptent depuis cette ligne; or Féquatiort u +■ —— = —-— 

An JÍCXJÎ „ A G x. x
 r

. 
eu A P -f- A G = — ou , G P a fait voir que 

. " . » n . ..; ..• . 
Ces lignes X Commencent en mérne-temps que les lignes G P ; 
donc les lignes x doivent commencer au point C, & font pat 
Conséquent C Q ; donc le point C est le centre. 

On s'y prendra d'une manière semblable pour Fellîpfè. 
A l'égard de la parabole , puisqu'on a, danscecas, rg-pll$ 

ainsi qu'on l'a vu ci-dessus , l'équation que l'pn a eue en y & u
ì 

après l'cvanouissement du second terme par rapport à c, & 

après avoir introduit pour r* -^-q
1 fa valeur />% devient, en 

mettant dans la valeur de k1, au lieu de g, fa valeur — tirée 

'1 > j1 • J- •
 CÏP' i-cp'-u f 

ce rg—ph , devient
 i
 dis-je, y

x
—t^ — —L—

 0
 j óuy* 

lCp
z

!C C" p
1

 '
 r 

s== ;— — —— : pour la réduire à la ferme ordinaire de 
r2, r2 

l'équation à la parabole, on ra donc, conformément à ce 

gui a été dit ($S6) , *"
e C-î— =s â #, ce qui donnera 

y y = nx;8c ayant construit de la máme manîere que dan# lç 

JLGEJ3KE
S
 p g 
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. .1 iii cq qu , 
cas précédent, 1 équation t-\—± — — =y, qu on a eue pduî 

révansuiílement du fécond terme par rapport à t, on con& 

truira 1 équation = nx,à une maniere analogue 

à ce qui a été fait (i&6); c'est-à-dire, qu'ayant dégagé u, ce qut 

donne u—ìc = ^—?, on prendra fur A P (Fig. 6 O la par-
i c p1 

tie A G = \-c, & tirant G C parallèle à PM, le point C fèra 

l'crigine des x qui seront CQ; ensorte que C Q sera la direc-

tion du diamètre ; le sommet de ce diamètre lera eh C ; 8c Con 

paramètre sera n, que l'on déterminera ainsi : puisque A G = 

ic,oMCP=AP—Ac = u—ic =
 r^= ùS'yèm 

zcp'xGP i . ìCP% 

donc n - ———-pr- ; or les parallèles P Q, CG 8c AB don-

pent CQ : GP : : GF: GF: :BF; A F, c'est-à-dire, CQ : GP : : 
cxCQ 

J3F:c;donc GP— ■ - ; mettant pour G P cette valeur 

. z c- p% 

dans celle de n, on aura n = ~ quantité connue, puis-» 

que c,p, /-sont des quantités données, & que JS F eâ connue 

par la construction. Mais on peut simplifier cette valeur, eri 

remarquant que le triangle rectangle F AB donne r: p: : ÁFz 

cv , iBF* 
jBF::c:BF;àotícBF=-i- ,par conséquent n = -—--nzBF. 

r B F 

397. Qu'il fbit question maintenant de trouver (Fig. 6z.) 

la courbe iiuedécriroit un point donne'M de la ligne donnéeOìí 

ou deJon prolongement ,ji Confaisoitglijser les extrémitésÇ) 

Sc H le long des deux côtés CO, CH de l'angle donnéGCH. 

D'un point quelconque M de cette courbe menons M P pa-

rallèle à CH & M N perpendiculaire i CO ; nommons CP, u ; 

F M, t ; & puisque sangle OCHou son égal OPMeâ donné, 

son supplément M P Al eâ donné aussi ; nommons donc p le 

finus & q le cosinus de ce dernier, en supposant que r marque 

le rayon ; enfin nommons g Si h les lignes données O M & MH. 

Le triangle rectangle t. N M nous donne r:p::t: AIN, 8c 

r:q::tiP N; donc MN=
P
—, & PN=*ìl, Les parallèles 
r r 

CH & /W nous donnent MH : CP : : MO ;PO
ì
 c'est-à-dire

 % 
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«««liítPOat", donc NO- -t- ; orle triangle 
A r h 6 

rectangle ^VO, donne MN*-*- NC?'—IdÒ1
, c'est-à-dire, 

—- -H —- -+- -—■+-s -- donc puisque^* +. 

<7 asc r- on aura simplement r t- ~— •+■ ^-7— — gg
t 

équation à l'ellipíè , ainsi qu'on petit le voir d'après ce qui 
a été dit ("381 J. 

Pour ramener cette équation â la forme y y à ^- Çíaa - xx) 
a a 

avec les conditions mentionnées ( 570 ), il faut d'abord faire 

disparaître le second terme par rapport à f. C'est pourquoi je 

fais t -+-
 =

 y ; quarrant & substituant pour i1 tÊ3.JÍI 
rh , rh 

la valeur que donnera cette opération , on aura y1 — ëëaau 

r2 h2 

»+-^— s=gg) mais les deux termes — P~* 4-2
 0B 

h- r2 h2 h2 

g* r* u*—ff2q2u2 . s1 
p* u1 * 

^ f—— se réduisent à ~zr '■> parce que r2—q*=p\ 

r h2
 g

2p2 u2
 " . 1 r * 

on a donc y1 -i—
v
 ^ ^=g

2
;or quoique dans cette équation 

il n'y aìt pas de second ternie par rapport à z/, néanmoins 13 85»). 

comme le terme ut s'est trouvé dans l'équation primitive , 

i x 
jefais une transformation pour «, en faisant u - — ; &i'ai_yï-+. 

gíp2l2x2 . „ , g2p2líxí 

^-\r~- =5-', & par conséquent ,y*=g2— 8 \ ou sdi-

visant le second membre, par le multiplicateur de K
1
, & 

indiquant en même-temps la multiplication par ce même 

rr- p
1
 f

1
 f

2
 h

2
 Tl

2 

multiplicateur ) y* = — ( —x2 ). Mais com-
e J J

 r h
2 n2 p-L

2 y 

me nous n'avons besoin que d'une sèule indéterminée n, 
je suis le maître de supposer à / une valeur aruitraire; pour 

rendre le calcul plus simple, je supposerai i=r, ce qui 

o1 »a h1 n2 

réduira l'équation à y1 = —— ( x2). Pour déter-
1

 ■* A* ra
1 p% * 

miner l'ellipse, j'en cherche d'aborí les diamètres conjugués 
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en comparant à l'équation yy = — (\aa — xx) ï cette cota* 
b b ezp1 aa h2 n1 „ „ „ .. 

naraisonme donne & í -rz^z = , dou 1cm tire 

2. Arc slá * ^ /» 

. .. — 

Voyons maintenant quelles en font ks directions.& quelle 

est la valeur de n. 
• • tf ? u 

Les deux équations à consttuire sont donc ici, t -\ — 

e=y 8c'u= — = — . Pour la première, si l'on prend arbi-
. , 71 H , 

traìrernesst CK, 8z que l'on mene ensuite K L parallèle PM
y 

& teìle|que ■CK: KL : : r h: g>q^ alors les lignes QM comf~ 

tées depuis la rencontre des lignes 'PM avec-les lignes CL-, se-

ront j; en effet, les triangles semblables CKL Sí CPQ donnent 

CK : KL: : CP : PQ, c'est-à-dire, r A :gq::u: PQ áffifá^ 

donc Q M = P M-h P O = t -+-
 í
§-^ => 

Les lignes Q M étant y, il faut maintenant que les x soient 

comptés fur CQ ; or Féquation u=— fait voir que les x com-

mencent en même-temps que les u ; donc le point C est l'orl-

gine des x ; donc Cest le centre, 8c C Q 8c C H font les direc-

tions des deux diamètres conjugués. Quant à la valeur de 7i, 

,,, . rx r x CQ , rxCQ 
l équation u = — , ou Cr fc ——— , donne n = . > ; mais 

CP : CQ : : CK : CL ; donc = ££' ; donc TI = ËËËf* 
* CP CK C K9 

Biais puisque CA' est arbitraire, on peut le supposer = r, ce 

qui dcnne 72 = CL ; on a donc tout ce qu'il faut pour construira 

J ellipse ($i6J. 

Application des mêmes principes à quelques 
quejìions déterminées. 

398. Après avoir résolu la seconde question indéterminée 

que nous nous sommes proposée (594), nous en avons fait 

usage (39$) pour résoudre une question déterminée. Nous 

avons tacitement considéré cette derniere comme en renfer-j 
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ihant áeuK autres, toutes ceux indéterminées, & qui étant 

chacune de même efpece que la première , ont été résolues-, 

chacune de la même maniere. L'interiection des deux courbes 

ou cercles qui étoient le lieu de chacune de ces deux, ques-

tions partielles, a donné la résolution de la question ' dé-

terminée. Lorsque Téquation finale qui.exprime les conditions 

d'une question palíè le second degré , on s'y prend d'une ma-

niere semblable pour la résoudre. Dans les cas où l'on, pour-

roit n'employer qu'une inconnue on en emploie deux , & l'on 

cherche à former par les conditions de la question deux équa-

tions qui étant construites séparément, donnent chacune une 

courbe dont chaque point satisfait à l'équation qui lui appar-

tient : 11 le problème est possible , les. deux courbes se rencon-

trent en un ou plusieurs points selon que la question est sof-

ceptible d'une ou de plusieurs solutions , selon qu'elle ren-

ferme plusieurs cas dépendants des mêmes, données & d«s 

mêmes raisonnements. Ces interieítions fournissent les diffé-

rentes solutions de la question. 

Tant que les deux équations à deux indéterminées , ne 

passeront pas le second degré, on voie donc que-la résolution ne 

dépendra jamais que de i'interíêction de deux sections coni-

ques tout au plus. Au lieu, que dans ces mêmes cas, si on 

n'employoit qu'une seule inconnue, ou.si par lè. moyen des 

deux éq-uations trouvées, on. éliminoit ou chassait une des 

deux inconnues , l'équation 'monteroit au troisième & pins 

souvent au quatrième degré. Mais si l'une des équations o» 

toutes les deux paíîent le second degré ., alors, la résolution 

dépend de i'intersection de courbes plus élevées que les 

sections coniques. 

Voyons d'abord quelques exemples des questions qui ne 

passeraient pas le, quatrième degré. 

399. Proposons-nous pouv première question de. trouver dense 

moyennes proportionnelles entre deux lignes données a & b. 

Si je nomme t 8c u ces deux moyennes proportionnelles „ 

j'aurai la progression ~ a: t :u: b , qui me donne ces deux, 

proportions a '■ 1 : :t :.u 8c t: u : i,u: b, & par conséquent, ces 

deux équations au— t1 & bt — iC-, qui toutes deux se rapportent 

direétement à la parabole. Ost pourquoi si l'on tire /Fig. 6^) 

deux lignes indéfinies A Z ^.AX <^L\ fassent entr'eìles un angle 

quelconque fpaur plus de simplicité, on peut le soppolêr droit], 

& si fur l'une A Z cômme diamètre & du point A comme sorii-

gsiat de. ce diamètre, on çonstruit C3Ó7J' une parabole dont ia 

G g ûj 
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paramètre du diamètre A Z soit a, & dont l'angle des eòcnv 
données íôit XAZ, cette parabole fera le lieu de l'équation' 

a u === /2, ensorte que les lignes A P étant u , ks lignes P M 

seront t. Pareillement si sùr AJCcpmme diamètre & du pointé 

Comme sommet, on construiï une parabole dont le paramètre 

du diamètre A .XToit b , & dont l'angle des coordonnées soit 

XA Z, cette parabole sera le lieu de l'équation b t w2, 

ensorte que les lignes A p' étant t, les lig-.es P' M' feront u. 

Mais pour que ia question soit résolue is saut que les deux 

équations a u = t2 & b t — u1, ayent lieu en même-temps, 

c'est-à-tlìre, que Ja valeur ds u dans l'une soit U meme que la 
valeur dp u dans l'autre, & qu'il en soit de meme de í ; or 

c'est ce qui arrive évidemment au point Al où se rencontrent 

les déujç paraboles . car ks u étant comptés fur A Z, & ks / fur 

AX ou parallèlement à AX, iì est viíiole que si l'on tire MP 

& MP parallèles à AX&AZ, la valeur. MP de «dans la pa-

rabole AMhl' est la même que la valeur AP de u dans la 
paraooie A MM; pareillement la valeur AP de t dans la pa-

raoole AMM' est la rhêîriè que la valeur P M de t dans Sa pa-

rabole A M M; Si il est visible qu'il n'y a qu'au point M où la 
valeur de «étant la même dans chacune , la valeur de t soit 

aussi là même dans chacune , si ce n'est cenendant au point A 

où ks deux courbes se rencontrent aussi ; mais comme « & í 
y sont zéro, il est évident que ce point ne satisfait pas à 

la question. Les valeurs de « & í sont donc A P Sc P M » 

le point M étant le point de rencontre. 

400. Au reste , quoiqu'on puiík toujours parvenir à la solu-

tion en construisent soparéme -f les équations que l'on trouve , 

que'quesoís en préparant ces équations, on peut trouver des 

constructions plus simples ; par exemple, si l'en ajoute les deux 

équations au.' t? & b t ■- «2, on aura a u ■+-• ht — u~ -+-12,* 

équation nu certk en sop^ofant que 'es « & les « seront 

p'is lur des lignés perpendiculaires entfjelles. Or quoique la 
parabole soit facile à construire, le cercle l'est encore davan-

tage: ainsi dans le cas présent,je prérérerois de construire d'abord 

l'équation au - t'- seulement, comme ci-dessus; après quoi je 

eonstniiroi; l'équaùon au cercle CM -f- b t = «2 -f- c2,- en la 

changeant en cette autre yy — ̂ aa-ï-\bl<-xx, par FévanouiP 

sement des seconds termes par rapport à í & à «,enfaiíànfc 

t —1*=y, Scu —
 T

« = x. Alo--s prenant AB~\b, & tirant 

B Q parallèle à A P, j'aurois les lignes Q M pour les valeur* 

dey, Prenant ensuite^O = | «, Sc menant OC parallèle à AX
% 
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Maurois les lignes CQ pour valeurs de x; c'est pourquoi da 

point C comme centre, & du rayon r\ aa-h^b b ; c'est-à-
dire , du raycn A C, je décrirais un cercle qui, coupant la 
parabole A M au point M , me donneroit MP & A P 
pour les valeurs de Í & de u. 

401. On peut varier beauc up ces constructions : on peut, 
par exemple, ajouter l'une des deux équations, avec l'autre 

multipliée par une quantité arbitraire — positive ou négative, 

ce qui donne au •+- — btzzt1
 -f- — u2, équation qui peut 

appartenir à l'ellipse ou à l'hypertole félon la quantité qu'on 

prendra pour — , ensorte qu'on peut construire avec l'une ou 
n 

l'autre de ces deux courbes, comme on vient de construire 
avec le cercle. On peut meme construire avec l'une & avea 
l'autre , ou avec l'une seulement combinée avec un cercle , & 

cela en donnant à —, des valeurs convenables, & qui sont 
n 

faciles à déterminer d'après ce qui a été dit (391). 
401. Proposons-nous pour seconde question de diviser un 

angle ou un arc donne', en trois parties égales. 
Sìoit E O (Fig. 64) Tare qu'il s'agit de diviser; A son cen-

tre; imaginons que EMest le tiers de E O , & ayant tiré les 
rayons EA, MA , abaissons les perpendiculaires, jí/.P, O R, 
Les lignes O R , & A R qui sont le sinus & le cosinus de l'arc 
donné O E, sont censées connues ; nous les nommons d St c z 
& nous nommerons r le rayon A E. Enfin nous nommerons 
u & í, les inconnues A P & P M. 

Cela posé , le triangle rectangle APM donne w'-t-t^rr. 
Et les triangles semblables APM, ARS donnent AP : MP : : 

AR : RS; c'est-à-dire, u : t : : c : R S= Or fi l'on pro-
u 

lenge la perpendiculaire M P jusqu'à ce qu'elle rencontre la 
circonférence en F, l'arc M/7 sera égal à Tare MO, comme 
étant chacun double de ME ; donc l'angle OMS—ÁMP=t 
ARSfà cause des parallèles) — OSM. Donc le triangle SOM 
est isoscele, & par conséquent 0$=.OM-MP~=itì donc puis-

que OR = OS~>r SR, on aura «== it -f- —, ou z tu-j-et=du
f 

•u tu -t- {et =s=i<i«» u 

G giy 
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Les deux équations à construire íônt donc u1 -f-í1 :== r5, otí 

tzr1 — u.-, & / u-+- \c t — {du. La première est toute 

-construite, puisque c'est l'équation même du cercie EM 6>« 

Quant à la seconde , elle appartient à l'hyperbok (391)i 
& comme les deux quarrés manquent, il faut conformément à 

ce qui a été djt au même endroit cité , pafïèr tous ies termes 

affectés de u\ dans un rnçme membre, ce qui donne tu — { 

du—— { et j ou \ du—tu — j ci ; faisant J d—t — y , & sub-
stituant pour t, sa valeur, on a uy = — { cy-h { cd , ou u? 

-t-jc-y - {cd. Je fais ensuite u-+- { c=x , & j'ai xy= \cJ
% 

équation à l'hyperbole entre les asymptotes , que Ton détermi-

nera de la maniere suivante. 

L'équation f d t — y fait voir que fî par le point A, ori-

gine des u & des t on mêne A B parallèle à P 1" , & égale à 

§d/St que l'on tire Q B C parallèle à A P, les lignes Q M 
comptées dans un sens opposé aux P M, seront y ; en effet QM 
= PQ—PM-==.AB—PM=z { d-1 ^-y ; donc CQ est 

la direction d'une des asymptotes. 

La seconde équation u-í-{ c == x, fait voir que fi l'on pro-

longe AP vers G de la quantité ÂG—{c=\AR, les lignes GP 
ou leurs égales CQ (en tirant G C parallèle à P M) feront x } 

donc C est le centre , Si ks lignes CQ Si C G font les asymp-

totes. On décrira donc par la méthode donnée (3 une hy-

perbole entre ces asymptotes, laquelle paííe par le point A , 
ainsi que l'indique l'équation xy —{cd = { c x { d—AG x 

^AB - C£ x ÂB ; cette hyperbole coupera le cercle au point 

cherché M. 
- Si ì'arc E O étoit de plus de 900, son cosinus A R tombant 

alors du côté opposé , seroit négatif; il faudroit dans ks équa-

tions ci-dtfsus, supposer c négatif. Et fi Pari E O étoit de plus 

de 180°, & de moins que 2700 , comme l'arc .E O E' 0\ son 

finus &' son cosinus scroient négatifs ; il faudroit donc chan-

ger ks signes de c & d, dans ies mêmes équations ci dessus. 

■ Si l'on prolonge GC de la quamité CGz=CG; Si CB de la 

quantité Cíi'=^CB,8i qu'ayant mené B'A'Sc G1 A' parallèles à 
ÇG' & CB', on décrive entre les lignes CG & CR' (prolongées 

indéfiniment) comme asymptotes, une hyperbole qui passe par 

le point A', cette hyperbole rencontrera le cercle en deux; 

points A\ M', con-nie la première k rencontre aux deux points 

M & M • Or de ces qnatre points, trois méritent d'être remar-

qués ï savoir, les points M. M' Si AV. Le premier donne l'arc 

m M pour le tiers de Tare donné E Q, Le second
 s
 M', è>a»e 
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>arc E'M' pour le tiers de E'O, supplément de EO. Enfin le 

troisième, M', donne E'M" pour le tiers de EOEO' , c'est-

à-dire, de l'arc OE augmenté de la demi-circonférence. 

En effet, l'arc E'O z pour sinus & cosinus, les lignes R O 8t 

AR , ainsi que l'arc EO , avec cette feule différence que AR 

considéré comme cosinus de l'arc E'O plus grand que 50°, est 

négatif; donc pour avoir la' solution dans ce second cas, il n'y 

a autre chose à faire qu'à supposer, dans la solution ci-defíus
 y 

que c est négatif ; or ce changement n'affecte que la seconde 

équation , & change sa réduite xy = ~ cd ; en x y = — \c d
y 

équation qui appartient à l'hyperbole A'.M', & qui fait donc 

Voir que la solution de ce cas sera fournie par l'intersection M' 

de cette branche d'hyperbole avec le cercle. (Nous verrons 

dans un moment, pourquoi ce n'est pas le point A'). P'M'est 

donc le sinus de l'arc cherché , dans ce second cas. Cet arc est 

donc E'M' ; c'est-à-dire, que E'M' elt le tiers de E'O. 

A l'égard de la troisiîme solution, si l'on augmente l'arc 

EO de 180
0
, ce qui se fera en prenant E'O'—EO, alors l'arc 

EOE'O' a pour sinus & cosinus les lignes R'O', AR', qui font 

nécessairement égales aux lignes RO & AR , avec cette.dif-

férence seulement que tombant toutes deux de cotés opposés 

à ces dernieres, elles sont négatives ; donc pour avoir la solu-

tion qui convient à ce cas, il n'y a autre chose à faire que 

de supposer C 8c d négatifs. Or ce changement n'en produit 

aucun dans l'équation où entrent i Sc d, c'est-à-dire, dans 

Téquation xy =Jc d ; donc la première hyperbole doit don-

ner , par son intersection M", la solution de ce troisième cas , 

donc P"M" est le sinus de l'arc cherché dans ce troisième 

cas ; cet arc est donc E'M", c'est-à-dire, que E'M" est 
le tiers de EOÈ'O'. 

Ainsi la même construction qui sert à trouver le tiers 

. d'un arc donné A , sert aussi à trouver le tiers de 1 8o° — A , 
& le tiers de 1800 -+- A. 

On peut appliquer ici ce que nous avons dit ^400) fur les 

différentes sections coniques qu'on peut employer pour cons-

truire , en combinant à volonté les deux équations en u Sc t. 

A l'égard de la quatrième intersection , nous avons dit 

qu'elle sc faiiôit au point A', ce qui est évident, puisque l'hy-

perbole est assujettie à passer par le point A' qui est déterminé 

en faisant £'A'=A£ , & £'C = CB , ce qui fait voir que 

AR'—AR Sc R'A'=RO; donc le point A' appartient à la cir-

conférence. Mais il IIÍ donne point une nouvelle solution 3 
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puisqu'il est connu, & déterminé par des opérations indépeîi-
4 

dames des équations qui ont donne la solution. 
403. Si de l'équation ztu-t-ct = du, trouvée ci-dessus, 011 

tire la valeur de t, pour la íiibstituer dans l'équation u2 -+• t1 

t= /"
2
, qu'on a eue en meme-t': mps, on aura , après avoir mis 

pour c2 ■+- <Z2, fa valeur r1, transpose & réduit, 4 u+ -+- 4 c u! 

-r- jr
2
 a

2
— t±cr

2
vr — r

2
c

2
—o , ou 4«

!
 f'u-+c) — %r

2
u(u-t-c) 

— c r2 x.(u.-\- c) = o , qui étant divisé par u-\~c, donne 

4«
!
 — 3r

2
« — cr

2
 =0 , équation qui doit renfermer les trois 

cas que nous venons d'ex< miner : elle doit donc avoir trots 

racines ; or la construction fait voir que u a en effeç trois 

valeurs ; savoir , A P, AP' & AP";8L ces deux dernieres 

tombant de côtés opposes à la première ; on voit que cette 

équation a trois racines ou valeurs de u , dont deux sent 

négatives; savoir K = —A P', «=.—AP",Sc la troi-

fieme positive , savoir u = A fi, 

404. L'équation 4a' - ^r1 u - cr2 = o, ou u' -\r2u-{cr2 

= o, est dans le cas irréductible ; & ses racines étant les co-

sinus de f EO, }fi8o° — EO),\fi8o°-(-£Oj , on peut 

donc, par le moyen des tables des (înus , trouver les trois 

racines d'une équation du troisième dígré , dans le cas irré-

ductible, par une approximation suffisante & p-ompte; en voici 

la méthode. Représentons toute équation du troisième degré 

dans le cas irréductible , par l'équation ui — p u-k-q — &\ ert 

comparant à l'équation uì - | r'ii -JÍ/-
2
=O, nous aurons 

c r2 * 
— }/■' = —p, & = q ; de la première de ces deux 

4 
dernieres équations , on tire r » ^\p i & de la seconde , 

c — — i?. Représentons par R le rayon des'tables ; alors nous 

V 
aurons le cosinus de l'arc E O , tel qu'il est dans les tables , fî 

nous calculons le quatrième terme de cette proportion r : c 

ou V*p - — : : R •' à un quatrième terme ; ce quatrième 

. , P 

terme, lavoir -■ "— , étant cherché dans les tables, donnera 

le sinus du complément de l'arc EO: c'est pourquoi ajoutant ,90° 

au nombre de degrés que l'on trouvera , où au contraire , re-

tranchant ce nombre , de yo°, selon que q fera positif ou né-

gatif dans l'équation , on aura l'arc E O , que je représeste 
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j»ar A ; on cherchera donc dans les mêmes tables , les cosinus 

, . A x%o" — A „ í$o°-t-A , 
des trois arcs — , & ; & pour les rei 

duire au rayon r
y
 on multipliera chacun par — » c'est-à-dire, 

R 

par —, puisque peur y réduire par exemple cos — pris 

A 3 
dans les tables, il faut faire cette proportion R : cos — : : r:e& 

1 \ 
au cosinus du même arc dans le cercle qui a pour rayon r, 

c'est-à-dire, est à A P ou u; les trois valeurs de u seront 

donc u = —i£ co/— , « = —|i cos , & u = —— 
# 3 K 5 K 

cos ; telle est Fexprestion des valeurs absolues de 

u; mais ce qui a été dit (407,) fait voir que eu égard à 

leurs signes, les valeurs de u sont a == ^—- cos— ; ii= — 

l/f»
 r

i8o°—-yí „ V\p -i8o°-f-<4 . 
!_££. ; Sc u~ S4- cos ; valeurs ou 

R
 J

 3 R
 J

 3 
il faudra observer de changer le signe de celles dans lesquelles 

1 arc —, ou , ou panera 90». On peut 

3 ,3. , 3 
faciliter ces opérations par le moyen des logarithmes. 

405. Proposons-nous maintenant cette question plus géné-

rale que celle que nous avons résolue ( 174). D'un point D (Çig. 

61 ) donné de position à Végard des deux lignes A R , A P qui 

font entr'elles un angle connu, mener la ligne D 2 de maniere 

que fa partie interceptée R P soit égale à une ligne donnée. 

Du point D menons la ligne D S perpendiculaire à A P 

prolongée , & la ligne D O parallèle à A R ; menons aussi du 

point R la ligne R N perpendiculaire à A P. Les lignes D O
t 

D S , O 5 & A O sont censées connues, tant à cause que la po-

sition du point D est supposée connue, que parce que l'angle 

RA P ou son supplément*/? A N égal à VOS est supposé connu ; 

c'est pourquoi nous pommerons DO, r ; V S ,p ; O S , q\ 

A O , d; & la ligne à laquelle R P doit être égale , c. Enfin 

nous nommerons u & t, les inconnues AP & AR. 
Cela posé , les triangles semblables DSO, RNA donneront 

D O : D S: : A A : R N
t
 & D O : OS : : AR : AN ; c'est-à-î 
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«dire, r : p : : t: RN~?-? , & r : q : : t : AN— patí 

conséquent, N P = — -f- u ; or le triangle rectangle R N P
t 

donne^r^-fTF/cT^ c'est à-dire, tiif -4- M^f 
« "-f- — = c c, ou ( à cause que pz -f- y1 = r1, dans le 

triangle rectangle D S O) c
%
 -t-

 z
 1

ut
 ^_

 M
*
 = t

-
r 

Mais comme nous avons deux inconnues , il nous faut deux 

équations : or les triangles semblables D O P,RA P donnent 

DO: RA ::OP: AP; c'est-à-dire, r : t : : d + u : u , & par 

conséquent, r u = t d -f- u t. Ce sont-là les deux équations 

qu'il faut construire pour résoudre la question. La première 

(38 \) appartient à Fellipsè, & la seconde à l'hyperbole.. 

Pour construire la première, je fais t4- = y ; en opérant 
r 

comme dans les exemples semblables ci-deflus, j'aurai, y y—> 

q q u u q q u u 
— 1- u u = c c, ou [ a cause que———- + = 

(^-^^uu^P-f^lyy+Pl^^çc. Je fais 
\ rr J rr J r r 

l ■, r. v o •> • ppllx x . 
u = — X(Ï8Ì>); 8í\ at y y •+■— =«, ou (parce que 

n r r un 

je puis supposer arbitrairement une valeur à l'une des deux in» 

. , L;» * . pv-xx 
déterminées l & n) faisant / = r ; y y — c c — — === 

tin 

sccnn , . h b 
pp{ XX). Comparant a 1 équationyy^ — ({aa — 

\ p p • ' aa 

x■ x)
y
 on trouvera que les deux diamètres conjugués a & £• 

íônt a =
 1 C n

, & b = 2. c. Déterminons leur position & ì% 

Valeur de n ; mais pour mieux sentir l'usege de cette construc-

tion, concevons auparavant, que donnant successivement 

à « ou H P plusieurs valeurs, on mene parallèlement.à A R
 y 

les lignes P M égales aux valeurs correspondantes de t, ce 

qui produira la courbe dont l'équation nous occupe actuelle-

ment. Cela posé, ayant pris arbitrairement^ K sûr A P£8c 

mené K L parallèle à P M ; & qui soit à A K ; ; q ; r , «a 
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aura Q M—P 31+ P Q = t -f- — , à cause des triangles sem-

blables AKLScAPQ; donc QM=y ; AÇ) est donc la di-

rection d'un des diamètres , & les x doivent êtres comptés fur 

ce diamètre ; or l'équation u = — x — — x, fait voir que 
/." . s ,V JJCX: n TirnKijáia •.. : • ... 

les x commencent en même-temps que les u , donc les x fane 

AQ. Cela étant, l'équation u—— , devient donc /ÍP = ? 

qui donne ra == —^ ou P : ^4 Q : : r : n ; c'est-à-dire 4 

j4 K': A L: : r : « ; or comme A K est arbitraire on peut le 

supposer = r, Sc l'on aura , par conséquent, n —AL. 

II.ne s'agit donc plus que de construire (1,16) m\e ellipse 

dont les diamètres conjugués faffent entr'eux un angle égai ài 

2. C TX 

AQM , & dont celui qui a AQ pour direction , (bit = ^ 

S: l'autre qui a AR pour direction, soit = i 6-. Cette ellipse 

fera le lieu de la première équation. Mais on peut remarquer 

en passant, que cette ellipse est précisément celle que décri-

roit le milieu d'une ligne égale à z R P, glissant le long des 

côtés AP, AR; c'est ce dont il est aisé de se convaincre, en 

comparant avec la solution donnée ( 397 ) & y sepposarat 

g = h = c. Quand l'angle RAP est droit, l'ellipse devient un 
cercle dont le rayon est c. 

II ne reste plus qu'à construire la seconde équation ru —~ dt 

+ i(tourií — ut —d t. Or selon'les principes précédents, 

j*e fais r— tt=zy', & eníuite u -h d =^ x', ce qui change cette 

équation en x'y' = rd; équation à l'hyperbole entre ses asymp-

totes. On prendra donc, en vertu de l'équation r — t tas y'\ 

fur A R , la quantité A T= r == O D , c'est-à-dire , que par le 

point D on tirera D TT^parallele à A P; alors les lignes F M 

seront y' en les comptant de /^vers M, c'est-,à-dire, dans urr 

sens opposé à PM; car Fi/ = .Pf-PM=r-í, donc FM 

— y'. Ensuite , enverra de l'équation u -+-' d —- x', on pren-

dra OA = d, c'est-à-dire, qu'on menera par le point D la li-

gne DO parallèle à Aï; alors les lignes D oseront x', puif-

queDF= OP=^ OA-k-AP =d-+-tt. On construira donc 

( 354) entre les lignes DO & D F, comme asymptotes, une 

hyperbole qui passe par le point A , puisqu'on a xy' =rd^=i 

AOxA T-, çette hyperbole rencontrera l'ellipse aux deux 
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points M & M, par lesquels menant MR 8c M'R' parallèles S 
uiP, on aura deux points R&LR

1 par ieiquels & par le point U 
tirant D R F & D P' A', les parties /* A 3c P'R' interceptées 
dans les angles égaux RAF, R'AP1 seront égales à la ligne c. 

Si en prolongeant les asymptotes, on décrit l'hypertiole 
opposée (Fig. 66j M"A'M'"

y
 dans le cas où elle rencontrera, 

l'ellipse, elle déterminera deux nouveaux points M", M'" par 
leíquels menant des parallèles à A on aura lìir A T deux 
nouveaux points R", R'", par leíquels & par le point D tirant 
deux lignes, les parties comprises dans l'angle TA S íèront 
aussi égales à la ligne donnée c. selle est en général la manière 
dont on doit s'y prendre pour résoudre les questions déterminées, 
qui n'excéderont pas le quatrième degré. 

406. Si l'on avoit résolu la question íàns employer deux 
inconnues, on pourroit néanmoins faire uíàge de la même 
méthode, en introduisant une nouvelle inconnue. Par exemple, 
fi l'on proposoit de trouver un cube quisoit à un cube connu a', 
dans un rapport donne\ marquépar le rapport de m à n. En 
nommant u le côté de ce cube, on auroit w' : a? : : m : n

t 

& par conséquent nu, = mai. 
Pour construire cette équation , je íûppoíêroís u1 —■ a t ; 

alors l'équation se changeroit en na tu=ma
i
, ou tu — ^LíL

# n ' 

Je construirois donc la parabole qui a pour équation u2 =at, 

& l'hyperbole qui a pour équation t u ===
 m

^—
t
 L'interlèctiori 

n 

de ces deux courbes, me donneroit les valeurs de u & t. 

Si l'on multiplie par u , l'équation tur= ^ ^ q
U
'
on 

y íûbstitue de nouveau pour u- fa valeur a t, on aura a tz = 
ma1 u , ma , „ , ,, 
. ou/2 = M, autre équation a Ja parabole, que 

n n 
l'on peut construire conjointement avec l'équation u1 — a t. 
On peut remarquer , en passant, que ces équations sont les 
mêmes qu'on auroit en cherchant deux moyennes propor-

tionnelles entre a Si ; ainsi on peut construire précisément 

de la même manière qu'on l'a fait (Ì, 99)> "1 */"m a> . 
407. L'équation nus = ma

i, donne u = \s ~~
n
~''

>
 °

n 

IPeit donc que. la construction des radicaux cubes se fait pa* 
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ïe moyen des sections coniques. II en est de même des 

radicaux quatrièmes, lorsqu'ils renferment des radicaux cu-

bes , comme a
1
 ]/"ab- ; car s'ils ne renfermoient que 

des radicaux quarrés comme v ai : ab, ou des quantités 

rationnelles , leur construction se rameneroit toujours au 

cercle ; en effet en prenant une moyenne proportionnelle m 

entre a & b, on auroit y a> m ; prenant une moyenne pro-

portionnellc n entre a & m , on auroit v dr n1 ou V a n, qui 

exprime une moyenne proportionnelle entre a & n. 

408. Quand l'équation déterminée auroit un plus grand 

nombre de termes, on la conùruiroit toujours d'une manière 

analogue ; par exemple , si l'on avoit u* a u* ■+■ a q u1 -f-

<z1r«-+-.r<:3 = p,ít,ç,r, s étant des quantités connues ; en 

íìippoíànt ul = at, on auroit a: t1 ■+■ a' u t -+- a q u1 -f- a1 r u 

-t-.f45=:o, ou a t1au t-^-q u-->r a ru-t-s a1 — o, 

équation qui appartient à une section conique ; construisant 

donc cette équation , & l'équation uz = a t, (êlon les princi-

pes donnés ci-devant, les intersections des deux courbes don-
neront les différentes valeurs de u. 

409. Mais en introduisant ainsi, arbitrairement, une nou-

velle équation , il peut arriver , que les deux courbes ne se 

rencontrent point, quoique la question qui aura donné l'é-

quation , ait une ou plusieurs (blutions ; c'est pourquoi, pour 

eviter tout embarras, nous allons exposer un procédé qui a lieu 
également pour tous les degrés. 

Supposons , par exemple , que l'équation soit MS — a ti* ■+» 

fau—qax=o ; on supposera u' — au1 •+■ j> au — qa1=àlt
y 

t marquant une indéterminée , & a, p, q des nombres ou des 

lignes connues ; alors si Ton conçoit qu'on donne à u suc-

cessivement plusieurs valeurs AP, AP, &c. (Fig. 67), & que 

l'on porte * les valeurs correspondantes de t ( qui seront fa-

ciles à avoir, puisque / ne monte qu'au premier degré) en 

P A?, P Msous un angle quelconque , que pour plus de sim-

plicité on peut supposer droit, il en naîtra une courbe. Or 

pour savoir où cette courbe rencontre l'axe AP,ÏÍ faut sup-

poser t = o , ce qui donne u1 — au1 -f-pan — q = o , c'est-

à-dire, l'équation proposée ; donc les distances AO, AO'
t
 AO" 

* En observant de porter de côtés opposés de Taxe AP, celles tjai íe 
trouveront avoir des signes contraires. 
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auxquelles la courbe rencontre Taxe , seront les differentê!* 

Valeurs de u. 

Mais, si au lieu de calcul, on veut une construction, cela 

■;„ *•; <;'. , , , • • ' •" JÌ' "sd 
íèra fort aisé en donnant à l'équation, cette forme , t = — —• 

1,1 Pu n a 

H — — <? ; or la construction de chacun des terméS 
a a 
v> ■ t? pu ■ • , - . , ,. j, 
— — —, pour chaque valeur de u donnée en lignes , eíí 
az' a * a 

facile & s'exécute par ce qui a été dit (i^6). 

410, Quand il entrera plus d'une inconnue dans la question,, 

on pourra ramener la construction à celle que nous venons de 

donner, en réduisant toutes les inconnues à une feule , parla 

méthode donnée (i6z &saiv.). 

411. Si la question est indéterminée, & que l'une des 

deux indéterminées qui entreront dans l'équation , ne passe 

pas le íesond degré , on pourra toujours coniíruire l'équation , 

à quelque degré que monte i'autre indéterminée , en donnant 

àcetteautre indéterminée des valeurs arbitraires, & calculant 

les valeurs correspondantes de la première; Faisant de celles-

là les abscisses, & de celles ci les ordonnées d'une courbe. 

Mais si les deux indéterminées paflent toutes deux le second 

degré, alors il faudra pour chaque valeur que l'on donnera à 

une des indéterminées, trouver les valeurs de l'autre , par la 

méthode qu'on vient de donner. Nous n'entrerons pas dans 

un plus grand détail fur les constructions de cette derniere, 

efpece qu'on rencontre d'ailleurs assez rarement. 

411. Avant ds terminer cette troisième Partie , nous ferorrs 

encore remarquer quelques usages-de l'application des équa-

tions aux courbes. Puisque toute équation à une section co-

nique est toujours du second degré , & que l'équation la plus 

générale de ce degré peut toujours être réduite à cette forme 

■dû-^-cut-\-t u- -+- ft -f- g u -f- k ■ = o , il s'enfuit qu'on 

jieut toujours faire passer une section conique par cinq points 

donnés, pourvu que ces points, pris trois à trois, ne soient pas 

■en ligne droite , parce qu'une section conique ne peut rencorr-

t
rer une ligne droite en plus de deux points. 

En effet, concevons que A, B, C, D , E sFìq. 6É) soíetít 

cinq points donnés & qui aient cette condition : si l'on rap-

porte ces cinq points à la ligne AD qui joint deux den-

fr'eux, en menant les lignes M F
}
CIí

}
 £ G , fous un angle 

àonttk 
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, èfenné , ou perpendiculaires à A D, alors les distances AF 

B F, A G ,G E, AH, liC, A à , qui sont,censées connues, 

peuvent être'regardées comme les ablcilíés & les ordonnées 

d'une ligne courbe. Or je dis qu'on peut toujours supposée 

que cette ligne courbe a pour équation dt1 -|- s u t -+- e u1 -f-

ft -+- gît -+- h —o ; en effet, si l'on nomme A F, m; B F, 

n; A G,m'; G E , n' ; AH,m"; CH, n" , & AD,m'«; 

il est visible que, i° , pour le point A on aura uœm o, & t — ro, 

ce qui réduit l'équation à h -= o. 1°, Pour le point B on aura 

u = m Si c —n; ce qui change l'équation en dm1 -+- cm ra 

en'-{-fm -r-g?i=o, (x cauie que A30J, 3
0, Pour lepo!nt£', 

onauraa m', t par conséquent, dm'1 -+-c m'n' -+. 

en'1 -+- f-n'-\-gn' o. 40 , Pour le point C, on trouvera de 

même dm' ~-r- cm" n" -t en"'- -t- f m" ~-i~gn!l o. 50, Enfin 

pour le point L , où t == o & a - - m'", on aura e m"1'- -4-

fm'"—ì, ou fiinpíénSenî « m'"-f- s=o. Or ces quatre équa-

tions renfentiani toures les quantités Í , e,f ,g, au premier 

degré, il sera facile, par les méthodes de la premieie sec-

tion, d'en avoir les valeurs ; alors en les substituant dans l'é-

quation dt1 ■+- cut ■+- eu1- -t-f'i -hgu -t- A —o, ou plutôt 

dans, l'équation d t1 -+- c u t -4- f a! -h ft-k-gtt ==-- o , f puis-

que /i=o_), on aura <;, e,f',gen quantités toutes connues, 

& l'équation se divisera par <i. 11 sera donc alors facile de cons 

truire la courbe, & de déterminer fi elie est ellipse, hyperbole, 

parabole ou cercle. Si l'on ne donnoit que quatre points, alors 

un des coefficients seroit arbitraire, ce qui donne lieu d'im-

poser, arbitrairement une condition, & deux si l'on ne donne 

que trois points , & ainsi de fuite. 

On distingue les lignes par le degré de leur équaion. Ainfê 

la ligne droite, dont l'équation n'est que du premier degré, est-

ligne du premier ordre. Les sections coniques lont les lignes 

du second ordrt. 

On voit donc qu'on peut par la même méthode, déter-> 

miner l'équation d'une ligne du troisième ordre, qu'on alïu-

jettiroit à paífer par autant de points moins un que l'équ<gtionr 

générale de cet ordre, à deux indéterminées, peut avoir de 

termes différants : il en est de même dans les ordres sepérieurs, 

413. Cette même méthode peut servir à lier par une lot-

approchée & simple , plusieurs quantités connues, dont la. 

îoi seroit ou trop composée, ou inconnue. Supposons, par 

exemple, que l'on connaisse trois quantités que je- représente 

par les lignes C B, E D , GF (Fig.69) , & que ces quantitésc 

'dépendent de trois autres AB\ A D., A F. II s'agit de trouy$ 

ALGÈBRE, H h 
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une quantité Hl intermédiaire aux premières, ou qui en íoîê 

voisine, & qui dérive de A H de la même manière que C B
% 

ED, &c, dérivent de A B , AD, Sec. 

On peut satisfaire a cette question d'une infinité de ma-

nières différentes, en prenant une équation à deux indéter-

minées u & t qui ait au moins autant de termes différens qu'iî 

y a de quantités telles que C B, E u, CF. Mais entre tous ces 

différens moyeiss celui qui donne pius de facilité , pour les 

différens usages qu'on peut faire de cette méthode , est de re-

garder la ligne IH comme i'ordonnée, &la ligne SÌH comme 

ï'abíciííè d'une courbe qui pf íseroit par les points donnés C, E, 

G , &c, & qui auroit pour équation celle-ci, t^a-i-^u-i-cuz~t-

&c, en prenant autant de termes que l'on a de quantités ou de 

points C, E, G; & alors supposant comme ci dessus , que u va-

lant A B, t vaut CB ; que u valant AD, t vaut D E ; que u 

valant A F, t vaut G F, & ainsi de fuite, on aura autant 

d'éqnations pour déterminer a , b, c, &c. qu'on a de points, 

A)ant déterminé les valeurs de a, b ,,c, &c. fi on les substitue 

dans l'équation í;a + f« + (it', &c. on aura une équation 

dans laquelle tout fera connu , excepté u & t.Si donc on met 

pour n |a distance connue A H qui convient à la quantité HI 

que l'on cherche, alors on aura la valeur correspondante de í
t 

ç'est-à-dire, HI. 

On voit par-là, la confirmation de" ce que uous avons dit 

(zSz)
%
 En effèt, si l'on vouloit imiter le contour A.MCDEF 

(tig. 70) } on abaifîeroit d'un certain nombre de points de ce 

çontour, des. perpendiculaires fur une ligne déterminée X Z 5 

puis par la méthode qu'on vient de voir , on détermineroit 

l'équation d'une courbexjui pafieroit par tous ces poinrs, & dans 

laquelle étant au premier degré , u montât au degré marqué t 

par le nombre de ces points moins un ; ales cette équation fer-

viroit à déterminer des perpendiculaires intermédiaires qui 

apprpcberoient d'autant plus des véritables, qu'on aura pris 

d'íWord un plus grand nombre de points A
 X
B,G,V :&c. 

Appendice. 

4 I 4•Nous nous étions proposés de faire 
entrer dans ce volume plusieurs autres objets ; 

ïîiais pour ne point passer de justes bornes, 

ÎIQU§ sommes obligés, de \m renvoyer m fui-
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vant. Cependant, nous placerons ehcôre ici 

quelques propositions dont*nous aurons occa<* 

sion de faire usage par la fuite , & dont quel* 

ques-unes nous serviront à démontrer l'une des 

réglés que nous avons données ( Géonì. 3i* 

Q&ç/?.VI)pourtróuver les anglesd'un triangle 

sphérique lorsqu'on en Connoît les trois côtés», 

4 I 5 .Rappeîlon s-nous [fiëom. 184, 8c 17$ 

que fi a & b représentent deux angles ou 
-, . ' n , : IN fitiacsosb-t-finb cosá 
deux arcs

}
 on zjin (<z-W») = — — — 

„ ^
 7

 . cofa cosb-fin a fin b ,
 r 

&co/( sl-+-£> ) = — —jou (ensup-

posant pour plus de simplicité que ( r === 1) 

10 ifìn {a -t- b)=fina cosb fin b cosa* 

20, cos (a-+-b) áà cosa cosb — fijia fin b» 

3
v,fin (a— b ) = fin a cosb —fin b cosa* 

4.°
3
 cos {à — b ) cosa cosb -4- j^/z a fin b„ 

_ r fin à fil à f r 
y ,ianga= ^^==^ enluppolanttou-

jours le rayon = 1 , comme nous le ferons 

dorénavant* 

6Q.cota — 
' fin a 

4 I 6.Cela posé, si Ton divise la valeur de 

fin{ a-+b )par celle de cos(a-+-b ) on aura 

y»? f a -H £ ; c'est-à-dire, tafíê { a ~*r- b ) 
cof ( a->r h ) r r i J K ' fin a fin h 

^_fin a cosl -hfinb cos n cos q ces b ,
 çst

 Jk 

cosa cos b — fin a fin b fin a fin b ^ 
1 cos a cos b 

Hhij 
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visant le second membre , haut & bas , paí 

cos a cosb) ; donc tans (a~\-b) ~ ,an8a~1rtfìgl> 
■J ■> s o t / 1 ■ tango, tango 

Si au contraire on divise la valeur de cos 
(a~\-b) par celle àt fin fa-+-bj, on aura 

-4 ou COt sa-+-/■■)= /- 7 7—-— 
yî» (a -+- b) l  _/

t
-,z

 d
 c-o/ -f- fin b cos a* 

ou en divisant haut & bas par Jin a cos b
 9 

cos a fin b 

, ' 7 1 fin a cosh cot a — tang b 
COt ía-^rbj =-- —<r

7
r~

]
i = ~ 1

 *_ ^ fi'im'oju ï-+cotatangb 

fin a cosb 

Si l'on divise de même la valeur de Jin 
f a — b ) par celle de coj s a — b), (k ceile 

de cojs a — b) par celle de fin fa — b), on 

aura , en opérant d„- même, tang (a — b) =s 

tang a — ftingb ' "cot a-r-tang b 
. 5J

 COÍ
 s

a
^.M ~ i_ 

J-i- tang a tang b
7
 l / 1—cotatang'* 

4 í 7. Les valeurs defa-^-bJ,coffi-r-bJ
t 

tang (a-\-b) que nous venons d'exposer, 

peuvent servir à trouver facilement les si-

nus, cosinus & tangentes des arcs multiple» 

d'un arc donné, & par conséquent les équa-

tions'qui ferviroient à diviser un angle en plu-

íieurs parties égales. II n'y a qu'à supposer suc-

cessivement b—as—za^ia; & ainsi de fuite. 

Par exemple, en supposant b=^a
t
 on aura 

fin za= ifiuacosa, & cosza — cosa cosa — 

fin a fin a = cos1 a —fin2 a = 1 — 2 fin1 a 

! en mettant pour cçp a sa Valeur 1 —jin1 a). 

En supposant b = arf, on aura/i/z 3a =_/2/z <2 
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cosia •+■ fin xa cosa , & coj^a — cosxa cosa 

•—fin 2a Jin Û. Or les deux équations précé-

dentes donnent les valeurs de Jin 2a & de cos 
xa; si donc on les substitue dans celles-ci, on 

aura les valeurs de fin 3a & cos3a exprimées 

par les sinus ôc cosinus de Tare simple a. On 

trouvera de même celles de Jin 4a & cos %a ; 

fin 5si & co/5si, & ainsi de fuite.On s'y pren-

dra de même pour avoir tang2a, tangua, &c. 

en employant la formule qui donne tang(a-i-b) 
& supposant successivement £=o,=zsl=&c. 

4 I 8. Si Ton ajoute ensemble la valeur 

de Jin sa-h-b) & celle de Jin sa—b), on aura 

fin ( a H- b J H- (in s a — b ) =* z fin a cos b , 

& par conséquent fin a cosb — ~ fin (a-\-b) 
-\~~jinsa— b). En ajoutant pareillement la 

valeur de cosfa^-bj avec celle de cossa—b), 
on trouvera 2 cosa cosb = cos (a. -+- b) -4- cos 
( a —j3 J, ou cos a cos b = } coss si -f- bj-h-
•icoj[a—b). Au contraire, en retranchant la 

valeur de cojsa-hbj de celle de cojsa — b), 
on trouvera 2 sin a fin b = e ssa — bj — 
cos sa-+-bj , & par conséquent (in a fin b=. 
I cos (a — bì — ì cojsa -hbj. 

4 ì 9. Si Ton fait a -+~b = m & a — b—n± 

on aura , en ajoutant & retranchant
 S

 & divi-

sant ensuite par 2 , a~\m-x-\n , & b = ~ 
m — {n, d'où l'on conclura facilement des 

dernieres formules qu'on vient de trouver : 

i°
}
sinm-{-Jiíi n*xifin{j m-\-^n) xcos(\m-j n). 

) 
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2
E\cosm~\-cosn—icos(\m-\-{n) xcos{{m-~tt), 

3°,cosn—cosm=zsin{\m-S

r
\rì) xJin [\m-\n)* 

Toutes ces propositions nous seront très-> 

utiles ; on voit avec quelle facilité elles fei 

trouvent ôt se démontrent par le calcul. 

NOUS nous bornerons pour le présent,, à 

en faire voir l'ufage pour la démonstration 

de la règle donnée {Ge'om, 361. Queji. VI). 
42O. Soit donc ABC ( Vig. 71 ) un trian-

gle sphérique , A D un arc de grand cercle , 

abaissé de sangle A perpendiculairement surs 

le côté opposé BC; prenons fur ce même côté 

BE — B A, & ayant imaginé Tare de grand 

cercle AE, par son milieu 0& par le pointi?, 

imaginons aussi Tare de grand cercle BO, qui 

divisera l'angle ABC en deux parties égales. 

Cela posé , áans le triangle EBO, on aura 

( Ge'om. ?4P ), en supposant le rayon =» Î , 

1 : fin BE oufinAB: isin OBE ou fin^íBC: 
fin OE; donc fin OE ou fin [ AE —fin ABx 
fin -ABC; ou, en quartant, fin2 \ AE=i 
fin2ABxfinz \ABC; or nous venons de voie 

(4,17) que cosza — i — zsufa, ou, en faisant 

za — ni, cosm = 1—2/ín* -f m /donc fin2 f m 
= 7:—\coJm, & par conséquent on peut, 

au lieu áe]in2{AE, mettre f — \cosAE; 
on aura donc ~ — \ cos A E = fin2 AB % 

fin2 ABC, or ( Ge'om. 557) on a dans le 

triangle ABC, cos B D : cos CD ou 

cosfBC- BDJ : : cos AB ; cosAC; c'est-à-dire,; 
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¥osBD:cosBCcosBD-hfinBCfinBD::cosAB: 

cosAC , & par conséquent cosBDcof AC= 

cos AB cosBC cosBDA-cosABfin B CfinBD
t 

, ,, cosBDcos/JC-cofABcostìCcosBD 
d ou 1 on tire finBD = —

 r
„

 T
, x i> ^ • 

cos A B Çi-iB C * 

Par le même principe , on aura dans le trian-

gle BAE, cosBD : cosDE ou cos(AB-BD) 

: : cos A B : cos A E ; c'est-à-dire, cos B D: 

cos AB cos B D -^r-fin AB fin B D:: cos A B : 

cos A E ; donc coj B D cos A E = cos A B 

cos Ab cosBD-fcosAB fin AB fin CD, d'où 

l'on tire finBD- ̂ fr^^^ 
J cosAB (m A B ' 

égalant ces ceux valeurs de fin B D, & sup-

primant ensuite le facteur commun c0{ B. ® 
* ■. coj A B 

on aura , après ies opérations ordinaires , 

s
 sinABcosAC-cosABsmABcosBC-hcosABsinBC, 

fOjâJí- ——— . . 
Jin B C ' 

substituant cette valeur dans l'équation ~—ì 

| cosAE ^fin1 A B fin' \ABC
y
 on aura 

, fin AB cosAC-t-cosABfin AB cosBC-cos AB finBC 
T

 . zJin BC 

= fui1 AB fin2- ABJ; chassant les dénomi-

nateurs, & mettant ensuite dans firi B C—■ 

cos AB finB Con sm B C{ 1 — cos1
 AB),ZVL 

lieu de 1 — cosz AB , sa valeur fin* AB, & 

divisant ensuite par fin AB
 }

 on aura fin BC 

fin AB—cosAC-k-cosAB cosBC=2 fin ABx 

finBC fin1 f ABC; or (4 ! s) cos A H cosBC-^ 

sinBCfinAB = cos{BC — AB); donç 
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488 COURS DE MATHÉMATIQUES; 

cos{ BC—AB ) — cosAC= 2 fin AB sin BC 
fin2\ABC; mais (419) cos{BC—AB)-cos AC 
= 2 fin(±AC+-±CB—ïAB)sin£AC—\ BC 
H-7 AB) q i est la même chose que 

ou (en nommant S la somme des trois côtés), 

la même chose que 2 jin ( ~ S — AB )x 

fin (j. S— B C) ; donc 7 fin (± S — A B) x 

fm \\ S— SC=2 fin AB sin BC sin2 f A*C, 
d'où après avoir divisé par z , on tite Jin 

ABxfin BC:sin ̂  S— AB) xsin s{S-BC) 
■:: 1 ou r2 : fin2 ~ A B C ; ce qui donne , en 

employant les logarithmes, la règle qu'il 

s'agissoit de démontrer. 

FIN. 
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