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AVERTISSEMENT. 

No US avons fait précéder les Principes 

généraux de la Mécanique , des Principes de 

Calcul qui fervent d'introduction aux Sciences 

Phyfico - mathématiques , a cause de l'utilité 

de ces calculs dans la Mécanique. Ayant fait 

la même chose dans le Cours a l'ufage de la 

Marine
 3

 quelques personnes ont pensé que nous 

avions assujetti l'étude des Principes de la 

Mécanique a ces calculs : c'est une erreur que 

nous croyons devoir prévenir ici. Tout ce que 

ton trouve ordinairement dans les Livres de 

Mécanique
 t

 expliqué fans le secours de ces 

calculs
 s
 fe trouve également ici expliqué fans 

ces mêmes calculs ; enforte que ceux qui 

veulent fe borner a ce que l'on trouve le plus 

communément dans les Livres , fe satisferont 

en passant tout ce qui portera Vempreinte de ces 

méthodes. 

< 
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PRINCIPES 

DE CALCUL, 

Qui fervent a"Introduction aux 

Sciences Phyjìco-mathématiques. 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

i. N o u S avons donné jusqu'ici les règles 

nécessaires pour calculer les quantités , dans tel 

état de grandeur qu'on puisse les supposer. Mais 

nous n'avons point considéré les variations par les-

quelles ces quantités arrivent à tel ou tel état de 

grandeur. Ce nouvel objet à considérer dans les 

quantités, donne lieu à une autre branche de l'Ana-» 

lyse, qui est de la plus grande utilité dans les Sciences 

Physico - mathématiques &c principalement dans 

Mécanique. 1"Partie, A 
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Mécanique, où l'on ne parvient souvent à déterminer 

les rapports des quantités qui entrent dans les questions 

relatives à cette science, qu'après avoir considéré les 

rapports de leurs variations, c'est-à-dire, des accroifle-

mens ou des diminutions qu'elles reçoivent à chaque 

instant. 

Nous allons donc, avant que d'entrer en méca-

nique , nous arrêter quelques momens fur cette partie 

du calcul qui a pour objet de décomposer les quan-

tités jusques dans leúrs élémens, & de revenir de ces 

élémens aux quantités mêmes. A proprement parler, 

ce n'est point une nouvelle méthode de calcul, que 

nous allons exposer ; c'est une application des mé-

thodes de la troisième Partie, & même une simpli-

fication de ces règles. 

2. Nous nous proposons deux objets : le premier 

d'enseigner à descendre des quantités à leurs élémens ; 

& la méthode, pour y parvenir, s'appelle Calcul 

différentiel. Le second, nous montrera la route pour 

revenir des élémens des quantités , aux quantités 

mêmes, & nous appellerons cette méthode Calcul 

intégral. 

3. Comme nous allons considérer les quantités rela*-

tivement à leurs élémens, c'est-à-dire, relativement 

à leurs accroissemens infiniment petits, il convient, 
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DE MATHÉMATIQUES. 3 

avant que d'aller plus loin, d'exposer ce que nous enten-

dons par quantités infiniment petites, infinies, &c., 

& de faire connoître la subordination qu'on doit mettre 

entre ces quantités dans le calcul. 

Nous disons qu'une quantité est infinie ou infi-

niment petite à l'égard d'une autre , lorsqu'il n'est 

pas possible d'assigner aucune quantité assez grande 

ou assez petite pour exprimer le rapport de ces 

deux-là , c'est-à-dire, le nombre de fois que l'une 

contient l'autre. 

4. Comme une quantité ne peut, fans cesser d'être 

quantité, cesser d'être susceptible d'augmentation ou 

de diminution, il n'y a point de quantité si petite ou 

si grande à l'égard d'une autre , que l'on ne puisse en 

concevoir une troisième infiniment plus petite ou plus 

grande. 

Par exemple, si x est infini à l'égard de a , quoique 

dès-lors il soit impossible d'assigner leur rapport, cela n'em-

pêche point que je ne puisse concevoir une troisième quantité 

qui soit à l'égard de x, ce que x est à l'égard de a ; 

c'est-à-dire, qui soit le quatrième terme d'une proportion 

dont les trois premiers seroient a '. x x : ; ce quatrième 

terme qui est — sera donc infiniment plus grand que x, 

puisqu'il contient x autant que x est supposé contenir a. 

De même, rien ne m'empêche de concevoir le quatrième 

terme de cette proportion x l a \ \ a \ ; & ce quatrième 

terme qui sera — sera infiniment plus petit que a, puisqu'il 

A 2 
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doit être contenu dans a, autant que celui-ci est supposé 

contenu dans x. Rien ne borne l'imagination à cet égard , 

& l'on peut concevoir, de même, une nouvelle quantité 

qui soit encore infiniment plus petite à l'égard de — que 

celle-ci ne l'est à l'égard de a. On appelle cela des infinis 

ou des infiniment petits de différens ordres. 

En général le produit de deux quantités infinies ou 

infiniment petites du premier ordre est infiniment plus 

grarìd ou infiniment plus petit que chacun de ses deux 

facteurs. 

En effet xy ', y x '. i ; or si x est infini, il con-

tient une infinité de fois l'unité, donc xy contient une 

infinité de fois y. 

Un raisonnement semblable fait voir qu'un produit 

ou une puissance de tant de dimensions qu'on voudra , 

& dont tous les facteurs sont infinis du premier ordre, 

est d'un ordre d'infini marqué par le nombre de ses 

facteurs. 

Ainsi lorsque * est infini , x4 est infini du quatrième 

ordre, c'est-à-dire, infiniment plus grand que x3, qui est 

infiniment plus grand que x1, qui lui-même est infiniment 

plus grand que x. En effet xA : x3 ; : x3 : x1 ' ' x1
 Z 

x * I * * l. Ce seroit \ë contraire si x étoit infiniment 

petit; alors x4 seroit infiniment petit du quatrième ordre , 

c'est-à-dire , infiniment plus petit que x3 ; ce!ui-ci infiniment 

plus petit que x1
 ; & ce dernier, infiniment plus petit que x. 

Mais si un produit n'a pas tous ses facteurs infinis, 
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DE MATHÉMATIQUES. 5 

alors son ordre d'infini ne doit se déterminer que par le 

nombre de ses facteurs infinis. 

Ainsi axy n'est que du même ordre que xy; en effet 

axy : xy '. : a \ i, & ce dernier rapport peut être éva-

lué, si a. est une quantité finie. 

Remarquons bien cette différence dans la compa-

raison des infinis ou infiniment petits, entre eux ou 

à l'égard des quantités relativement auxquelles ils sont 

infinis ou infiniment petits. Si x est infini à l'égard 

de a, rien ne peut mesurer leur rapport; mais dans 

la même supposition, le rapport de x à x multiplié 

ou divisé par tel nombre fini que l'on voudra, est un 

rapport fini ; ainsi, x infini ou infiniment petit est 

incomparable à l'égard de a, supposé un nombre fini ; 

mais il ne l'est point à l'égard de ax, puisque x est 

à ax :: 1 ; a. 

5. Pour exprimer par le calcul qu'une quantité x 

est infinie à l'égard d'une autre quantité a, ou, ce qui 

est la même chose, pour exprimer que a est infiniment 

petit à l'égard de x, il saut, dans l'expreíîìon algé-

brique où ces quantités se trouveroient ensemble, 

rejetter toutes les puissances de x inférieures à la plus 

élevée, & par conséquent aussi tous les termes fans x. 

Par exemple, si dans y^—ç^t
 on

 suppose x infini à l'é-

gard de a & de b, on supprimera a & b, & l'on aura 

ou j pour la valeur de -
 X

J^_
 b

 > lorsque * est infini. En 

A 3 
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effet -*■"}" /, est la même chose que r (
en

 divisant, 

5 + 5 

haut & bas , par x) ; or dès qu'on suppose que x est 

infini à l'égard de a & de b, les fractions ^ & ^ qui repré-

sentent les rapports de a & de b à x, doivent nécessaire-

ment être supprimées, puisque, par cette supposition même, 

ces rapports sont au - dessous de toute quantité, si petite 

qu'on veuille la supposer ; donc dans ce cas la quantité pro-

posée doit se réduire à f. 

Pareillement, si l'on avoit x2 + a x -f- b, on le rédui-

roit à xz , si l'on a dessein de savoir ce que vaut cette 

quantité, lorsque x est infini. En effet, on vient de voir 

que dans cette supposition on devoit supprimer b vis-à vis 

de ax ; or x3 est lui-même infini à l'égard de ax, puisque 

x1 ', ax x '. a; donc par la même raison on doit re-

jetter a x vis-à-vis de *2 ; donc la quantité doit, alors, 

être réduite à x1. 

Au contraire , si x étoit infiniment petit, il ne 

faudroit conserver que les termes où l'exposant de x 

est le plus petit. 

Ainsi x1 -f- ax se réduit à ax, lorsque * est infiniment 

petit ; ^ * se réduit à - , lorsque x est infiniment petit. 

On ne doit pas craindre que ces omissions altèrent 

les conséquences que l'on tirera des calculs auxquels 

on les appliquera. Au contraire, ce n'est que par ces 

omissions que l'on exprime ce que l'on a dessein d'ex-

primer, c'est-à-dire, que x est infini ou infiniment 

■ 
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petit : ce n'est que par elles qu'on peut arriver à 

une conclusion conforme à la supposition qu'on a 

faite. Or si lorsqu'on suppose x infini, on ne rejet-

toit point les termes que nous venons de prescrire, si, 

par exemple , dans ~~
b
 ou £ on ne rejetroit pas 

r x 

& — , le calcul n'exprimant point alors que -j & — 

sont des rapports au-dessous de toute quantité assi-

gnable , ne répondroit point à ce que l'on demande, 

savoir quelle est la valeur de cette quantité lorsque x 

est infini : en un mot en attribuant encore à ~ & à \ 

quelque influence sur la valeur cherchée , on se 

contrediroit sur la supposition que l'on a faite. 

NOUS ne manquerons pas d'occasions de vérifier l'exacti-

tude de ce principe fur l'omission des quantités infinies des 

ordres inférieurs; mais en attendant, voici un exemple qui 

peut venir à l'appui du raisonnement que nous venons de 

faire. Concevons la fuite {, f, ~, f, f, f, &c. : les 

termes de cette fuite, comme on le voit, approchent de 

plus en plus de l'unité, & on conçoit que jamais ils ne 

peuvent passer cette limite. Chaque terme peut être repré-

senté par
 x

 ^_
 1

»
 en

 mettant pour x le numéro de ce 

terme. Puis donc que les termes approchent fans cesse de 

l'unité, & d'autant plus qu'ils s'éloignent plus de l'orig'tne, 
ils n'atteindront donc cette limite qu'à une distance infinie 

de l'origine; donc pour avoir le dernier terme de cette fé-

rie , il faut supposer dans ^ _|.
 t

 > *
 e

^ infini ; or con-

formément au principe, cette quantité se réduit alors à -
 y 

A 4 
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c'est-à-dire à r ; donc l'omission du terme + i dans —%—, 
1
 ' X -j- I * 

loin d'altérer la conclusion, est au contraire ce qui la donne 

telle qu'elle doit être. En un mot, en faisant cette omission, 

on agit conséquemment à la supposition qu'on a faite. 

Telle est la subordination qu'on doit mettre dans 

le calcul, entre les quantités infinies ou infiniment 

petites de difFérens ordres. Mais dans l'application 

de ce principe fur romiíîìon des quantités, il peut 

se présenter quelques cas fur lesquels il est bon de 

prévenir le lecteur. 

Supposons qu'on ait les deux quantités 

xx + ax + b, &C xx -f- ax + c; lorsque x est 

infini, il est indubitable que chacun se réduit à xx ; 

ensorte que leur différence semble être zéro, dans 

ce cas, quoique réellement elle soit c — b ou b — c. 

.Voici la solution de cette difficulté apparente. 

La différence de ces deux quantités est réellement 

c — b ou b — c; mais lorsqu'on cherche cette dif-

férence après avoir supposé x infini dans chacune, 

c'est demander ce que cette différence est par rapport 

à ces quantités mêmes ; or comme elles sont alors 

infinies chacune, on doit trouver, comme on le 

trouve en effet, que cette différence est zéro par 

rapport à elles. Lors donc qu'on demande ce que 

devient par la supposition de x infini, le résultat de 

certaines opérations fur plusieurs quantités ; c'est 
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DE MATHÉMATIQUES. 9 

dans le résultat même qu'on doit exécuter la règle 

donnée ci-deffus, & non pas dans chacune des quan-

tités séparément prises. 

C'est ainsi qu'on trouvera que la somme de — xx -f-

ax -f- b & xx -f- bx -\- c, lorsque x est infini, se ré-

duit à ax -f- bx; car en général, elle est ax -\- bx -J-

b -f- c, qui lorsque x est infini, se réduit à ax -J- bx. 

Pareillement , si l'on avoit x — \/ (xx — b b") ; cette 

quantité, lorsque x est infini, semble être zéro. Mais comme 

V (xx — b b) , n'est qu'une indication de la racine de 

xx — bb, il faut, pour avoir fa différence avec x, réduire 

xx — bb, en férie (Alg. 133); alors la quantité x — 

VI xx — bb) fera x — x -f- — + —, &c. ou — -4-
' 2.X ' 8 X> ' IX ' 

J4 

•gp , &c. qui lorsque x est infini par rapport à b, se 

, , . . bb 
reduit a —. 

2.X 

SCD LYON 1



ÌO COURS 

É L É M E N S 

DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

6. LORSQUE l'on considère une quantité variable 

comme croissant par degrés infiniment petits, si l'on 

veut connoître la valeur de ces accroissemens , ce 

qui se présente de plus naturel, est de déterminer la 

valeur de cette quantité pour un instant quelconque, 

& la valeur de cette même quantité pour l'instant 

immédiatement suivant : alors la différence de ces 

deux valeurs est l'accroissement ou la diminution 

que cette quantité reçoit : c'est aussi ce qu'on ap-

pelle la différence ou la différentielle de cette quantité. 

7. Pour marquer la différentielle d'une quantité 

variable simple, comme x ou y , on écrit d x, ou 

dy ; c'est-à-dire, qu'on fait précéder cette variable, 

de la lettre d initiale du mot différence. Mais lors-

qu'on veut indiquer la différentielle d'une quantité 

composée comme x2 ou 5 x} + 3 x2 ou \Z(xz — aa)
y 

&c. on renferme cette quantité entre deux parenthèses 

que l'on fait précéder de la lettre d ; ainsi l'on écrit 

<*(**), d ( 5*3 + 3x2),</(/[>* — az]), &c. 

Dorénavant nous représenterons les quantités va-

riables par les dernières lettres f, a, x, y, ç de 
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l'Alphabet; & les constantes, ou celles qui conservent 

toujours la même valeur, nous les représenterons 

par les premières lettres a, b, c, &c. & lorsque nous 

en userons autrement, nous en avertirons. Quant à 

la lettre d, elle ne fera employée à d'autre usage 

qu'à désigner la différentielle de la quantité qu'elle 

précédera. 

8. Suivant l'idée que nous venons de donner de 

la différentielle d'une quantité , on voit que pour 

avoir la différentielle lorsque la quantité ne renferme 

que des variables au premier degré & non multi-

pliées ni divisées les unes par les autres, il n'y a 

autre chose à faire qu'à affecter chaque variable de 

la caractéristique d, en conservant d'ailleurs le signe 

de chacune. 

Par exemple, la différentielle de x -f- y — fera dx -f-

dy — d%. En effet, pour avoir cette différentielle, il fau-

droit considérer x comme devenant x -j- d x ; y comme 

devenant y -\~ d y ; & ^ comme devenant ç -]- d^j alors 

la quantité proposée, qui est actuellement x -{-y — \, 

deviendroit x -f- dx -f- y + dy — ^ — d%; prenant donc 

la différence de ces deux états, on aura x -f- d x -f- y + 

dy — £ — d%_ — x — y -\- íi c'est-à-dire , dx -\- dy — d% 

pour la différentielle. 

II en seroit de même, si les variables qui entrent 

dans la quantité proposée avoient des coëfficiens ou 

multiplicateurs constans. 
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Ainsi la différentielle de 53e -f- 3y, est }dx -}- ^dy; 

celle de ax -f- b y, est adx -\- bdy ; en effet, lorsque 

x & y deviennent x-\-dx8cy-\-dy,h quantité ax 

-f- by devient a(x -(- dx) -f- b (y c'est-à-dire, 

<zx -j- <zd* -f- íy -f- £</y; donc la différence des deux 

états, ou la différentielle, est adx -\~ bdy; c'est-à-dire, 

qu'en général, il faut affecter chaque variable de la carac-

téristique d. 

Si dans la quantité proposée il y avoit un terme 

tout constant, la différentielle seroit la même que 

s'il n'y étoit point. C'est-à-dire, que la différentielle 

de ce terme feroit zéro ; cela est évident, puisque 

la différentielle n'étant autre chose queTaccroisse-

ment, une quantité constante ne peut avoir de diffé-

rentielle sans cesser d'être constante. 

Ainsi la différentielle de ax -f- b est simplement adx. 

9. Lorsque les quantités variables font simples , 

mais multipliées entre elles, alors il faut suivre cette 

règle.... Différencie^ succejjìvement par rapport à chaque 

variable , comme fi tout le refle étoit un multiplicateur 

confiant (*). 

Par exemple, pour différencier xy, je différencie d'abord 

comme si x étoit constant, & j'ai xdy ; puis je différencie 

la même quantité xy comme si y étoit constant, & j'aìydx; 

enforte que la différentielle totale de xy est xdy -{- ydx. 

(*) Pour éviter l'équivoque dans 

la manière d'écrire, il conviendra 

d'écrire la dernière, la variable 

qui devra être affectée de la carac-

téristique d. 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 13 

La raison de cette règle se trouvera en remontant au 

principe. Pour avoir la différentielle de xy, il faut consi-

dérer x comme devenant x -\- dx, c'est-à-dire, augmen-

tant de la quantité infiniment petite dx; & y comme 

devenant y ■+ dy, c'est-à-dire, augmentant de la quantité 

infiniment petite dy ; alors xy devient (x -j- dx) X (y -f- dy), 

c'est-à-dire, xy-\- xdy -f- y dx~\- dydx ; donc la différence 

des deux états, ou la différentielle, est xy -(- xdy -j- y d x 

-f- dydx — xy, ou xdy -f- ydx -j- dydx ; mais pour 

que le calcul exprime que dy & dx font des quantités in-

finiment petites comme on le suppose, il faut ( 5 ) omettre 

dydx qui ( 4) est infiniment petit du second ordre, & par 

conséquent infiniment petit à l'égard de xdy & ydx qui sont 

infiniment petits du premier ; donc enfin la différentielle de 

xy ou d ( xy ) est xdy -}- ydx, comme le donne la règle. 

On trouvera de même, en suivant la règle, que la dif-

férentielle de xyi est xydç_ -f- x^dy -f- ys^dx, en diffé-

renciant d'abord comme si xy étoit constant, puis comme 

si x\ étoit constant, & enfin comme si yi étoit constant. 

Et on le démontrera comme ci-deíîiis en regardant x, y 

& ç comme devenus x -f- dx, y -J- dy, & ç -J- d[; 

auquel cas xyi devient (x -f- dx) (y -\- dy) (f-f-^î) 

011 xyi -{- xyd[ -{- x^dy ~\-y^dx -j- y dx d^-\- ^dyd x -J-

xd\dy -\- dxdydç; donc la différence des deux états fera, 

après avoir réduit & rejette les infiniment petits du second 

& du troisième ordre, xyd{ -J- x^dy -J- y^dx, ainsi que 

le donne la régie. 

1 o. Si la quantité proposée est une puissance quel-

conque d'une quantité variable , alors suivez cette 

règle : Multiplie^ par C exposant, diminue^ cet exposant 

d'une unités & multiplic7_par la différentielle de la variable. 
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Ainsi , pour appliquer la règle à x1 j'aurai ixdx, en 

multipliant par l'exposant 2, diminuant l'exposant 2 de 1, 

& multipliant enfin par la différentielle dx de la variable x. 

On trouvera de même que la différentielle de est ■)x2dx; 

celle de *4, 4x3dx;, celle de x~l, — x~*dx; celle de 
1 1 

x~
3

, — 3 x~
A
dx ; celle de x~* est \ x

 a
dx ; celle de 

efìjxidx ; &, en général, celle de xm, est mxm-'dx
t 

quel que soit d'ailleurs l'exposant m, positif ou négatif, en-

tier ou fractionnaire. 

Pour trotaver la raison de cette règle, remontons encore 

au principe. Regardons x comme devenant x -f- dx (dx 

étant infiniment petit); alors xm devient (x -f- dx)m; 

c'est-à-dire, en appliquant les règles données ( Alg. 116), 

devient xm -\- mxm~ldx -J- m . " ~, ■ xm-*dx* -f-&c, 

ou (parce que le terme m . m 1 . xm~'1dxl est infiniment 

petit du second ordte, & que les fuìvans feroient encore 

d'ordres inférieurs ) , devient xm -\-mxm- 'dx; donc la dif-

férence des deux états, ou la différentielle de xm, est xn 

-\- mxm~1dx — xm, c'est-à-dire, mxm-'dx. 

S'il y avoit un coefficient ou multiplicateur constant, cela 

n'apporteroit aucun changement; il resteroit dans la diffé-

rentielle tel qu'il est dans la quantité; ainsi d(axm) est 

maxm ~1 dx. 

11. Voilà tout ce qu'il est nécessaire de savoir 

pour être en état de différencier toutes sortes de 

quantités algébriques ; ainsi tout ce qui va suivre ne 

fera plus qu'une application de ces règles. 

12. Si l'on avoit ^ , c'est à-dire une fraction, on écriroit 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. IÇ 

ainsi cette quantité... xy-', selon ce qui a été enseigné 

( Álg. 118) ; & alors appliquant la règle donnée (9), 011 

auroit d(xy~l) = xd (y~l) -{- y- ' dx, & par con-

séquent (10) d(xy~') = — xy-^-dy -j- yldx. 

Si l'on réduit cette quantité, on aura — ~f -f- — ou 

?áx ~ • où l'on voit que la différentielle d'une frac-

tion -, est égale à la différentielle dx du numérateur mul-

tipliée par le dénominateur y , moins la différentielle dy 

du dénominateur, multipliée par le numérateur x, le tout 

divisé par le quarrè du dénominateur ; & c'est la règle 

que l'on donne ordinairement pour différencier les fractions; 

mais on peut se dispenser, comme on le voit, de charger 

encore sa mémoire de cette nouvelle règle: il suffit de faire 

passer le dénominateur au numérateur, selon la règle don-

née ( Alg. 118), & de différencier ensuite. 

13. Si l'on veut différencier a x3y% on regardera d'abord*3 & 

y1 comme deux variables simples , & (9 ) on aura d(axiy2) 

=z ax% d(y*) ~\-ay2d(x1) ; puis (10) on aura d (ax,y2) — 

zaxiydy 3 ay2x2dx. En général d(a xm y") z=axm d(y*) 

-j- ay"d (xm) ■=. naxmy"~ 'dy + may"xm~ 'dx. 

14. Si la quantité qu'on veut différencier, est complexe, 

mais fans renfermer de puissances de quantités complexes, 

on différenciera séparément chacun des termes qui la com-

posent : ainsi d(axi -\- bx2 -\- c xy) == 3 ax2dx + zbxdx 

•\-cxdy-\-cy dx. De même d Çax*-\-bx -f- ~d (ax* 

-\-bx -}- cx~2y) ~íaxdx -\- bdx — zcx—^ydx -{-

cx-^dy. De même d(xJy -)- ay1 -\- b"') z= ^x2ydx'-\-

#3 dy -f- zaydy, en fe rappelant que la constante P n'a 

point de différentielle, ou que fa différentielle est zéro. 
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15. S'il y a un exposant total, comme dans (a -f- bx 

-J- c*2)5, on regardera toute la quantité affectée de cet 

exposant, comme une seule variable que l'on différenciera 

selon la règle donnée (10) pour les puissances: ainsi 

d(a + bx + cx*y = 5 (a + bx + cx2)* X + 

i* -f c*2) = 5(<J + £* + cx*y X (bdx + zcxdx). 

De même d (a + bx*)ï = f (a + éx2)t -j_ 

= f (<j -f- í**)f X = ^bxdx (a -J- £*2)ï. 

16. Si la quantité étant toujours complexe, étoit d'ailleurs 

composée de différens facteurs, on regarderoit chaque fac-

teur comme une variable simple, & l'on suivroit la règle 

qui a été donnée (9 ) pour un produit de plusieurs va-

riables simples : ainsi x3
 (a -f- bx

z ) * qu'on peut regarder 

comme composé des deux facteurs x3 & (a -(- ix2
)3, don-

nera d[x
3

(a + bx*)ì] = (a -f £*
2
)f</(x

3
) -f 

ÍC
3
<Ì(<Î -)- £x2)3 qui, par les règles précédentes, devient 

3*V* (a -f- èx2)? + ìfbx*dx (a + éx2)?. Pareille-

ment d
(jTTw) =

 du* + *y
x
 (

x
 + = 

(x + a)3 </(* + í)-2+ + (* + ay-, 

c'est-à-dire = — 2 (x -f- <Î)3 (x + £)~3ix -f- 3 ( x 

(x + <z)a</x, qui fe change en — H* *'A'/* + 

17. Si la quantité proposée est radicale, on substituera 

aux radicaux, des expofans fractionnaires, comme il a été 

enseigné (Alg, 105), & l'on différenciera ensuite selon les 

li;
 + , & se réduit à (* +<sb-*"n* + *y4x 

(x -t- b f ' (x + b)2 • 

x "dx ; 

à 
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d (j/V ) = </(*>) = f x~hx ; d [V(aa — xx)]=S 

d (a a — ï*)' = — J")~'<í(tfii — xx )—; 

-xdx(aa-xx)-ï=^-
a

X
^

X

xx
-;d(x» y

/
[{^ + 

íx
n
y]) = d[x

m
 (a + bx")

9
 'j=x

m
d(a-{-bx-')

9
 -f. 

£ P__
t 

(a + bx")
q
 d(x

m
)~

p
-~ x

m
 + "-'dx (a+ bx-)

9 

t 

-f- mxm~'dx (a + bx71)9 , 

Zki Différences secondes
 3

 troisièmes
 3
 ôc. 

18. Indépendamment des différentielles que nous 

venons de considérer , & qu'on appelle Différences 

vremìères, on considère auffi les différences secondes, 

troisièmes, &c. Pour marquer celles-ci, on fait pré-

céder la variable, de deux lettres d, s'il s'agit d'une 

différence seconde ; de trois lettres d, s'il s'agit d'une 

différence troisième, & ainsi de fuite ; par exemple, 

ddx marque la différence seconde de x. 

Lorsqu'il s'agit des différences secondes, on regarde 

la variable commè augmentant par degrés inégaux, 

mais dont la différence est infiniment petite à l'égard 

de ces accroiffemens mêmes. Ainsi ddx est infini-

ment petit à l'égard de dx. De même dans les dif-

férences troisièmes , dddx ou d
3
 x ( car on les 

Mécanique. IRE
. Partie, * B 
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marque également de ces deux manières ) est infi-

niment petit à l'égard de ddx ; Ót ainsi de fuite. 

Pour marquer le quarré de dx, on devroit natu-

rellement écrire (dx*)2 ; mais pour simplifier on 

écrit dx
2

, ce qui ne peut causer de méprise, & être 

pris pour la différentielle de x
2

, que nous sommes 

convenus de marquer ainsi d(x2). 

Observons bien que quoique ddx & dxz soient 

tous deux infiniment petits du second ordre , ces 

deux quantités ne font pas égales entre elles ; ddx 

est la différence seconde de x, ou la différence de 

deux différences consécutives de x ; & dx2 est le 

quarré de dx. 

Pour déterminer les différences secondes, ce qui 

se présente naturellement est de considérer la quan-

tité variable , dans trois états consécutifs, infiniment 

voisins ; prendre la différence du second état au pre-

mier , celle du troisième au second ; & enfin prendre 

la différence de ces deux différences. Par exemple , le 

premier état de x est x ; au second instant, x augmente 

de la quantité dx , & devient x + dx ; dans l'instant 

suivant x + dx augmente de la quantité dx-\-d(dx), 

d (dx) marquant ce dont l'accroisfement du second 

instant surpasse celui du premier, ou la différence 

de dx. Ainsi les trois états consécutifs de la quan-

tité x sont x, x + dx, x + idx + d (dx). La 

I 
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différence du second & du premier est dx ; ce!!e du 

troisième & du second est dx d (dx) ; enfin la 

différence de ces deux différences ou la différence 

seconde de x , est d (dx) ; on a donc ddx = d(dx). 

Donc pour avoir les différences secondes , il faut diffé-

rencier les différences premières selon les règles qui ont été 

données pour avoir,celles-ci. 

Par exemple, pour avoir la différence seconde de xy, 

je prends fa différence première qui est xdy -\- ydx ; je 

différencie maintenant ceile-ci , comme si x & dx, y & 

dy étoient autant de variables différentes, ck j'ai xddy -f-

dydx -f- dydx ~|- yddx , ou xddy ■+■ idydx -}- y ddx. 

Pareillement, la différence seconde de x1 se trouvera en 

différenciant d'abord x1, ce qui donne ìxdx ; puis différen-

ciant 2 x dx comme si x & dx étoient deux variables finies, 

ce qui donnera ixddx -{- idx*. On trouvera de même que 

dd (axm) =r d (maxm-1dxs) — m . (m — i ) axm~%dx* 

-f- max"1- ' ddx ( *). 

Si l'on avoit à différencier une quantité dans laquelle il 

entre déjà des différences premières, soit qu'elle vînt ou 

( * ) II peut fe présenter, sur 

cette manière de prendre les dif-

férences secondes, une difficulté 

qu'il est bon de prévenir. Quand 

on détermine les différences pre-

mières , on rejette les quantités 

infiniment petites du second or-

dre ; or les différences secondes 

étant auffi infiniment petites du 

second ordre, ne doit-on pas 

craindre que ce qu'on a rejetté 

dans l'évaluation des premières , 

ne rende les secondes défec-

tueuses ? Non , parce que cet in-

finiment petit du second ordre , 

qu'on a rejetté , ne peut donner 

pour sa différentielle qu'un infi-

niment petit du troisième ordre , 

qui doit être rejetté vis-à-vis de 

ía différence seconde , puisque 

celle-ci est infiniment petite du 

second. 

B i 
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ne vînt pas d'une différenciation exacte, on suivroit la même 

méthode. Ainsi, d (xdy) = xddy + dxdy. Pareillement 

<t(jf) H3 d(x-'dy) =— x-*dxdy -f x~'ddy. De 

même <f (jsy^) — ^(dxdy- ')= ddxdy-
1
 —dxdy-

2
ddy 

_ ddx dxddy 

— ~dj~ " dy" ' 

19. II arrive souvent que dans'les calculs oii il 

entre plusieurs variables , on suppose constante la 

différence première de l'une de ces variables. Cette 

supposition qui est permise, parce qu'on peut tou-

jours prendre une des différences premières pour 

terme fixe de comparaison des autres différences pre-

mières , cette supposition, dis-je, simplifie les calculs, 

en ce que les termes affectés de la différence seconde 

de cette variable, ne se trouvent plus dans le calcul, 

puisque si dx est constant, on a ddx = o, ce qui 

fait disparoître tous les termes affectés de ddx, II n'y 

a d'autre attention à avoir dans ce cas que de ne 

point différencier dx ( ou la différentielle constante ), 

dans les termes où elle se rencontre. 

Ainsi, la différentielle de ~, prise en supposant dx cons-

tant, ou d (dxdy- 1 ) , dans cette même supposition, est 

— dxdy~-ddy ou — —j^r-. Si, au contraire, on sup-

pose dy constant, elle est -j^, 

20, A l'égard des différences troisièmes, on voit, 
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en raisonnant comme ci-dessus, que pour îes avoir 

il faut de même différencier, comme à l'ordinaire, 

les différences secondes, en regardant les variables, 

leurs différences premières , & leurs différences se-

condes , comme autant de variables différentes ; & 

ainsi des autres différences plus élevées. II faut seu-

lement observer que si dans le passage des premières 

différences aux secondes , l'une des différences pre-

mières a été supposée constante, on doit la regar-

der comme constante dans toutes les autres différen-

ciations. 

REMARQUE. 

21. Nous avons supposé, dans tout ce qui pré-

cède , que les variables x, y , &c. augmentoient 

toutes en même temps ; c'est-à-dire, que x deve-

nant x -f- dx, y devenoit y -f- dy, & ainsi des autres. 

Mais il peut arriver que les unes diminuent pendant 

que les autres augmentent. Dans ce cas il faut, après 

la différenciation, donner dans le résultat, le signe —, 

â la différentielle de la variable qui va en diminuant. 

Ou bien, on peut laisses la différentielle telle que la 

donnent les règles précédentes ; mais dans supplica-

tion qu'on en fera à une question, il faudra avoir 

soin de prendre négativement la quantité que repré-

sente la différentielle de la variable qui va en dimi-

nuant. 

B 3 
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En effet si y vient à diminuer d'une quantité q, & que 

par la différenciation vous ayiez supposé tacitement que y 

devenoit y -f- dy, il faut donc que y — q — y -f- dy, 

ou que — q =z dy, ou que =: — ainsi dans ces 

cas, ce que vous auriez appelé dy, vous rappellerez — d y, 

par-tout ailleurs que dans la différenciation : nous verrons 

des exemples de cela, par la fuite. 

II en fera de même des différences secondes à l'égard 

des différences premières. Si la différence première va en 

diminuant , vous n'en différencierez pas moins comme à 

l'ordinaire, mais dans l'application à quelque question, vous 

appellerez — ddy, ce que vous auriez appelé ddy , û d y 

est la différence dont il s'agit. 

Telles font les règles pour différencier les quan-

tités , lorsqu'elles font présentées immédiatement. 

Mais il arrive souvent que ce n'est pas tant fur les 

quantités mêmes , que fur certaines expressions de 

ces quantités , que l'on a à opérer. Par exemole, 

au lieu des angles on emploie souvent leurs sinus, 

tangentes, &c. de même, on est souvent forcé d'em-

ployer les logarithmes des quantités au lieu des quan-

tités mêmes. Voyons donc comment on doit diffé-

rencier ces sortes d'expressions. 

Des différentielles de Sinus , Cosinus > &c. 

11. Lorsqu'on a à différencier une quantité telle 

que fin. ç ( ou sinus de sangle ou de Tare 1 ) , il 

faut concevoir que l'angle 1 devient { + d^, & 
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alors fin. ( { + dl ) — fi
n

- {
 e

st ^
a
 différentielle de 

fin. Or selon ce qui a été dit ( Gíom. 286 ) , 

fin. (l + di) = fin. 1 cos. d\ + fin. d{ cos. % , 

en supposant le rayon === 1. Mais le sinus d'un arc 

infiniment petit d^ est cet arc lui-même, & son 

cosinus ne diffère point du rayon ; on a donc fin. d^ 

= d{ & cos. i\ s= 1 ; donc fin. ( { + ^ ) =s 

£ -W? co/. { ; donc /«. ( { + ^{ ) — { » 

ou V ( fin. l ) = ^£ cq/; { ; c'est-à-dire, qu'on a 

la différentielle du finus d'un angle ou d'un arc dont le 

rayon efi C unité, en multipliant la différentielle de l'angle , 

par U cofinus de ee même angle. 

23. Pareillement la différentielle de cos. { ou 

cos- ( K. +
 d

l ) — c°s- i = cos- l cos- dl — sin- l 
fin. di — cos. 1, puisque ( Glom. 287 ) cos. ( £ -)- dç ) 

= cos. 1 cos. di_— fin. isn. d%_; donc, eu égard 

à ce que fin. d^ = d^ , & cos d^ — 1 , on a 

d (cos. 1) = cos. { — ç — cos 1 = — <^ 

fin. £ ; c'est-à-dire , qu'o/z a différentielle du cosinus 

d'un angle dont le rayon efi 1 , en multipliant la diffé-

rentielle de l'angle ( prise avec un figne contraire ) , par 

le finus de ce même angle. 

Ainsi, pour récapituler, on a d (fin. ç ) = âfç cos. {, 
& à ( cos 1) = — disin. 1. 

A l'aide de ces deux principes , on peut diffé-

rencier toute quaatité composée de sinus & de 

B 4 
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cosinus, & cela en appliquant les règles données 

précédemment. 

Ainsi, pour différencier cos 3 ç on aura d'cos. 3^) = 

— 3 i{ fin. 3 \. De même d ( cos. m^) (m étant un nombre 

constant) z^t— md^fin. m^; & d (fin. m^) — md^cof. m{. 

Pareillement d(fin.{ cos t) = cos. t d(fin.{) -\- fin { 

d(cof.t') sz d^cos.tcos.^ — dt fin. 1 fin. t. De même 

d ( fin. ç )"* — m ( fin. { )"*
_ 1

 d ( fin. [ ) = /n i ^ cosinus 

l(sin. O™-'-

44. Si l'on avoit ̂  ^ qui est l'expression de la tangente 

de l'angle 1 lorsque le rayon est 1 ( puisque ( Géom. 282 ) 

on a cos. [ : 1 ; ; /n. ^ ; «ng. ç ), on auroit d 

= ''[(/«•{) («A )""] = d
l c°s t ( «<>A )" + 

hCfin.tr icoso-* = ̂  +
 d
^È# -

( cos.
t
)'

 P
 ^ ^

 3
^ 

(«*A)a + O-02 = 1. 

Donc la différentielle de la tangente d'un angle dont le rayon 

est 1, est égale à la différentielle de l'angle , divisée par le 

quarrè du cofinus de ce même angle. 

D'où l'on peut conclure aussi que la différentielle d'un 

angle , est égale à la différentielle de la tangente de cet 

angle, multipliée par le quarré de son cosinus ; en effet, 

puisque d (Ljri) ou d ( tang.i) =z ç$fi
t

 on a d
{

 — 

(costY dftang.(). 

35. Si l'on avoit au contraire ^— qui est la cotangente 
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de l'angle {, on auroit d == d [ C cos. 1 ) {fin. ç)- « ] 

= — ^{.A*- ï O-ï)-' — di(c°sl? (Aî)"J = 
<fçsm. ç <fç(cos. —(íîn. ç)2 — i{ (cos. ç)2 

fin. j (sin. ï)a (lin. Ï)* 

; donc la différentielle de la cotangente d'un angle, e(l 

égale à la différentielle de l'angle (prise négativement') divisée 

par le quarré du sinus de ce même angle. Nous verrons, par 

la fuite, l'ufage de ces différenciations. 

Des Différentielles logarithmiques. 

16. Rappelons-nous ( Arith. 200 ) que les loga-

rithmes sont une fuite de nombres en progreífion 

arithmétique quelconque , qui répondent, terme à 

terme, à une fuite de nombres en progression géo-

métrique quelconque. 

Cela posé, soient y & y' deux termes consé-

cutifs d'une progression géométrique, dont r soit la 

raison, & a, a', les deux premiers termes. Soient 

pareillement x & x' deux termes consécutifs d'une 

progression arithmétique , dont b & b' soient les 

deux premiers termes. Supposons de plus que x & 

x' sont â même place dans la progression arithmé-

tique , que y & y' dans la progression géométrique, 

auquel cas x & x' sont les logarithmes de y Scy'. 

Par la nature de la progression géométrique , 

( Arith. 195 ) on a y1 == ry , & a' = ra; substi-

tuant dans la première équation , la valeur de r 
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tirée de la seconde, on a y' = -, ou -- = —, 
7 V a J y a 

Supposons maintenant que la différence de y' k y 

est i, ou que y = y + { ; nous aurons ï ou 

i y = ~ , & par conséquent = i 

a1 — a a x i 
— , OU —- = a — a. 

a 7 y 

D'un autre côté , la nature de la progression arith-

métique ( Arith. 188 ) , dofane x1 — x = b' — b. 

Pour avoir maintenant la relation de ces deux pro-

gressions , supposons que la différence a! — a des 

deux premiers termes de la première, soit à la dif-

férence bf — b des deux premiers termes de la se-

conde , comme f unité est à un nombre quelconque 

m , c'est - à - dire, que a1 — a : b' — b \\ i ; m ; 

nous aurons m (a' — a) = b' — b; mettant donc 

dans cette dernière équation, pour a — a tk b' — b, 

les valeurs qu'on vient de trouver, on aura m"í-
y 

= X
e
 — x, qui exprime généralement la relation 

d'une progression géométrique quelconque, à la pro-

gression arithmétique quelconque correspondante. 

Imaginons maintenant , que dans l'une & dans 

l'autre progression , les termes consécutifs soient 

infiniment voisins ; alors { qui marque la différence 

de y' à y , fera dy , & x — x qui marque la 

différence de x' à x , fera dx ; d'où i'équation se 
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changera en
 maáy

 = dx. A regard de m qui marque 

le rapport de la différence des deux premiers termes 

de la progression arithmétique, à la différence des 

deux premiers termes de la progression géométrique, 

il n'en fera pas moins un nombre fini, quoique ces 

deux différences soient alors infiniment petites, parce 

que l'on conçoit aisément, que deux quantités infi-

niment petites peuvent se contenir l'une l'autre, autant 

de fois que deux quantités finies. 

L'équation '—L ~ dx nous apprend donc que 

la différentielle dx du logarithme d'un nombre mar-

qué par y, est égale à la différentielle dy de ce 

nombre , divisée par ce même nombre y, & mul-

tipliée par le premier terme a de la progression géo-

métrique fondamentale , & par le nombre m qui 

marque le rapport de la différence des deux pre-

miers termes de la progression arithmétique, à la 

différence des deux premiers termes de la progression 

géométrique. Comme ce nombre m fixe , en quel-

que forte, le rapport des deux progressions, on rap-

pelle le module. 

On voit donc que selon la valeur que l'on sup-

posera à m & au premier terme a de la progression 

géométrique, un même nombre y peut avoir dif-

férens logarithmes. Mais entre tous ces différens 
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systèmes de logarithmes , celui qui est le plus com-

mode dans les calculs algébriques, est celui où le 

premier terme de la progression géométrique est i, 

& où le module est i. Alors l'équation maiy
 =3 dx 

qui renferme tous les dífférens systèmes de loga-

rithmes , devient — = dx. 
y 

27. Donc, dans le système de logarithmes, en 

«sage dans le calcul algébrique, la différentielle d x 

du logarithme x d un nombre quelconque y, ejî égale à 

la différentielle d y de ce nombre , divisée par ce même 

nombre y. C'est là le principe d'après lequel on peut 

trouver facilement la différentielle du logarithme de 

foute quantité algébrique; mais avant d'en faire usage, 

nous observerons i°. que les logarithmes dont il 

s'agit ici ne font point ceux des Tables ; mais on 

peut facilement paífer des uns aux autres, comme 

nous le verrons par la fuite. 

20. Que puisque le premier terme b de la progres-

sion arithmétique ne se trouve point dans l'équation 

maáy
 = dx , cette équation , ainsi que l'équation 

particulière y- = dx
y
 que nous venons d'en dé-

duire , ont toujours lieu quel que soit ce premier 

terme b, c'est-à-dire, le logarithme du premier terme 

« de la progression géométrique. Donc nous sommes 
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les maîtres de supposer, pour plus de simplicité, que 

le logarithme du premier terme de la progression arith-

métique est zéro : & comme nous avons supposé que 

la progression géométrique à laquelle nous nous arrê-

tons , a pour premier terme l'unité , nous prendrons 

donc zéro pour logarithme de l'unité ; mais il faut 

bien remarquer qu'on en est absolument maître. 

En prenant ainsi l'unité pour premier terme de 

la progression géométrique, & zéro pour premier 

terme de la progression arithmétique , ou pour le 

logarithme de l'unité , les règles que nous avons 

données ( Arith. 207 & suiv. ) pour l'ufage des loga-

rithmes , s'appliqueront également ici ; ainsi , en se 

les rappelant & les généralisant, on verra que au 

lieu de l (ab) on peut prendre la + lb, l mar-

quant logarithme. De même / = la — lb. Pareil-

lement lam = mla ; enfin l\/am — W =-^-la. 

Cela posé, appliquant le principe que nous venons d'é-

tablir concernant la différentielle du logarithme d'un nombre, 

on trouvera que dix = — ; dl (a + x) =. — '- — 

dl
 (TT7) = d[la - l'a + *)] = -

dia + x) dx
 r

 . , 
— = , en faisant attention que la dine-

a + x a + x 3 ^ 

rentielle de la constante la
t
 est zéro. 

Pareillement, dl^zz d(li — lx) s= 
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á, d(IÏ) =jô*?-M = H - di>■ «C^j 
= d[l(a + x)-l(a - x)]

 =
-^ + -Ì^; 

d\ l(aa-\-xx)\z= — =: ;dly (aa-4-xx) 
L v 1 ' ■> aa + xx aa + xx' » * 

xdx x dy d V ( a a + xx ) 

~"~ |/ (í4 + xx) l/(slíí + *x) 1/ ( aa -i- xx) aa + xx' 

ou plus commodément, dlv (aa-\~xx) — d[^l (aa-\- xx)] 

= Ta^Tx >" ^ £ *" C" + **") " ] = ^ £ +
 Z
 ̂

 + 

^[*/* +
 P

/(
í
+t«')]= — +"fCes 

exemples suffisent pour faire voir comment on doit diffé-

rencier toutes les autres quantités logarithmiques. 

Des Différentielles des quantités exponentielles. 

28. On rencontre encore quelquefois des quantités de cette 

forme, C, x>; c'est-à-dire , des quantités dont l'exposant est 

variable. On les appelle des quantités Exponentielles. 

Pour savoir comment on doit les différencier, posons xy = ^; 

alors, en prenant les logarithmes de chaque membre, nous 

aurons lx> = li, & par conséquent dl(xy) sz-ÉL • donc 

d{ — {dl {xy), ou (en mettant pour ^ & d^_, leurs va-

leurs) d (xy) = xy dl (
X
y) ; c'est-à-dire, que la différen-

tielle d'une quantité exponentielle, fc trouve en multipliant cette 

quantité exponentielle, par la différentidle de [on logarithme. 

Ainsi d(xy) = xy d(l
X
y)=z

X
y d(ylx)z= xy Çdylx 

+ ~3r). Pareillement d (W -fyt ) = d ( a* ) + d ( yt ) = 
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a*d(la*) -{-yld(lyx) = a* d (xU) + ytd(ily)=z 

a"dxla -f- y*Çdily ■+■ ^y). De même ^(dd-}-**)* 

= (w+ïï)'^(« + 3t!t)* = (ii + xx)"d[xl(aa 

+ xx)]=(aa + xx)" (d x l ( a a -f x x ) +
 a

*-*~) • 

& ainsi des autres. On fait assez souvent usage, dans le 

calcul, de la quantité exponentielle e*, e étant le nombre 

dont le logarithme zs i. La différentielle de cette quan-

tité est, selon ce qui vient d'être enseigné, e*d(le"), ce 

qui revient à e
x
d(xle) = e* .dxle; donc puisque le est 

supposé = 1 , on 1 simplement d(é*) z= dxe*. Cest-à-

dire, que cette exponentielle particulière, a pour différen-

tielle, cette exponentielle même, multipliée par la diffé-

rentielle de son exposant. Nous la retrouverons par la fuite. 

Applications des Règles précédentes. 

29. Pour faire connoître par quelques exemples, 

l'ufage des règles que nous venons de donner, & 

leur avantage fur l'Algèbre ordinaire, nous allons 

les appliquer aux objets que nous connoiífons ; c'est-

à-dire , à des questions de Géométrie & de Calcul. 

Applications aux Soutangentes, Tangentes , 

Sounormales, &c. des Lignes courbes. 

30. Pour mener une tangente à une ligne courbe 

quelconque A M (fig. 1 ), on se représente cette 

ligne courbe, comme un poligone d'une infinité de 

côtés infiniment petits : le prolongement M T de l'un 
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Mm de ces côtés, est la tangente, que l'on déter-

mine pour chaque point M, en calculant la valeur 

de la foutangente P T, ou de la partie de la ligne 

fur laquelle fe comptent les abscisses, comprise entre 

l'ordonnée P M & la rencontre T de cette tangente. 

Voici comment on détermine cette foutangente. 

Par les deux extrémités M & m du côté infiniment 

petit Mm, on imagine les deux ordonnées MP, m p, 

& par le point M, la ligne Mr parallèle à A P axe 

des abscisses. Le triangle infiniment petit Mr m est 

alors semblable au triangle fini TPM, & donne 

cette proportion r m : r M P M : P T. Or si l'on 

nomme A P, x ; P M , y ; il est évident que P p ou 

son égal r M sera dx , &C que r m sera dy ; on aura 

donc dy : dx y : PT = y~. C'est-îà la formule 

générale pour déterminer la soutangente de quelque 

courbe que ce soit, soit que les y & les x soient 

perpendiculaires entre eux ; soit qu'ils ne le soient 

pas, pourvu que les y soient toujours parallèles 

entre eux. Voyons maintenant comment on applique 

cette formule à chaque courbe dont on a l'équation. 

Supposons que la nature de la courbe quelconque 

AM, soit exprimée par une équation telle qu'on 

voudra, où entrent x, y & des quantités constantes. 

Si l'on différencie cette équation, il n'y aura jamais 

que deux sortes de termes, les uns multipliés par dx, 

les 
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les autres multipliés par dy. II fera donc facile, par 

les règles ordinaires de l'Algèbre, de tirer de cette 

équation différentielle, la valeur de —, laquelle ne 

contiendra que des x, des,y & des constantes : substi-

tuant certe valeur dans la formule y~ ou y x ~ , 

on aura la valeur de la foutangente, en x, y & en 

constantes ; enfin mettant pour y fa valeur exprimée 

en x
9
 que l'on tirera de l'équation de la courbe même, 

on aura la foutangente exprimée simplement enxôi 

en constantes ; ainsi pour déterminer la foutangente 

pour quelque point M que ce soit, il ne s'sgira plus 

que de mettre dans ce dernier résultat, au lieu de x
t 

la valeur de l'absciífe A P qui répond à ce point M. 

Supposons, par exemple, que la courbe dont il s'agit, 

b b 
est une ellipse dont l'équation ( Alg. 230 ) est y y — — 

{ax — xx). Je différencie cette équation, ce qui me 

donne lydy — ^ (adx — zxdx) ou laaydy — abbdx 

— ìbbxdx; j'en tire la valeur de 4-•> ( en divisant d'à-

bord par dy, puis par le multiplicateur de dx ) , & j'ai 

dx laay
 r

 , „. . y d x ., . y d x 
•r- = -n , , - ; substituant dans --7— , 1 aurai - j— = 
dy ab b — ibbx dy ' ' dy 

__2£^___ .
 en

g
n mettam

 p
0ur

 f
a va

l
eur

 ̂ (ax — xx) 

que donne l'équation de la courbe, & réduisant, j'ai ~^ 

„_ i(ax — xx) ax — . „ 
ou fi = — = - , valeur qui est pre-

a — % x —a — x 

cisément la même que celle que nous avons trouvée ( Al-

gèbre 237), mais que l'on trouve ici, d'une manière bien 

Mécanique. Pc Partie, * Q 
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plus expéditive. Remarquons en passant , combien ce résul-

tat justifie ce que nous avons dit ( 5 ) touchant les quantités 

que l'on rejette dans le calcul ; car en employant ici 

le calcul différentiel, dont les règles, dans cet exemple, 

supposent l'omission des quantités infiniment petites du se-

cond ordre, vis-à-vis de celles du premier, nous arrivons 

au même résultat que dans l'application de l'Algèbre à la 

Géométrie, où nous avions déterminé cette foutangente de 

la manière la plus directe & la plus rigoureuse. On voit 

donc qu'en rejettant ainsi les quantités que nous avons pres-

crit de rejetter, on ne fait qu'imprimer au calcul, le ca-

ractère qu'il doit avoir pour exprimer l'état de la question. 

On s'y prendra d'une manière semblable pour 

déterminer les tangentes , les sounormales , les 

normales, &c. 

Supposons, pour plus de simplicité, que les x Sc 

les y font perpendiculaires entre eux; pour avoir 

la tangente , on comparera de nouveau le triangle 

M mr, au triangle TPM , & l'on aura r m \Mm 

: : P M : T M ; or à cause du triangle rectangle Mr m, 

on aMm = y [(r M)1 + (r m)2] = y(dx2 + dy2) ; 

donc dy : \/ {dx2 + dy2) '.'.y : TM; donc TM = 

yV(dx' + íy') __ y ]/ ( d x'+ dy') ./• dx' + d y' "\ 

dy ■ 1/ (dy') V. dy' ) 

—y V ÇdJ'~^
1

^)'
 a

"rá ' différenciant l'équation 

de la courbe, on en tirera la valeur de ~, dont on 
d y 

substituera le quarré dans cette expression de la tan-

gente , après quoi, mettant pour y fa valeur en x 
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& en constantes, tirée de l'équation de la courbe, 

on aura la tangente exprimée en x & en constantes. 

On peut en faire l'application à l'équation à l'ellipfe; 

on retrouvera la même valeur que nous avons don-

née ( Algèbre 240 ). 

Si l'on veut avoir la founormale , on imaginera 

la ligne M Q perpendiculaire à la tangente T M, &T. 

l'on remarquera que les triangles Mr m, M P Q, qui 

ont les côtés perpendiculaires l'un à l'autre , font 

semblables; on aura donc Mr ; r m P M : P Q; 

c'est-à-dire , dx : dy :: y : P Q =^ Donc, 

après avoir différencié l'équation de la courbe , on 

en tirera la valeur de ~, que l'on substituera dans 

~, & achevant comme ci-desfus, on aura la valeur 

de la founormale, en * & en constantes. 

Par exemple, pour l'ellipfe, l'équation y y — — (ax —xx) 

étant différenciée, nous donne 2ydy r= — (adx—xìedx)'; 

b b , . 

d T~a ~ 
donc ~ — ——— ; par conséquent la founormale 

ydy b b a — ix bb , , . , . , „ 

17 = Ta
 X

 2 = Ta • ( * * — * ) »
 k meme Ch

°
se 

que l'on a trouvée ( Alg. 236). 

Si l'on vouloit la normale M Q, on la trouveroit en com-

parant de nouveau le triangle Mrm, au triangle MPQ. 

C 2 
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Prenons pour second exemple de k formule des soutan-

gentes, & de celle des sounormaies, l'équation à la para-

bole , qui (Alg. 291 ) est y y = p x. En différenciant, nous 

aurons lydy = pdx : donc 7^ =s —, & j^- = 
J J r , ' d y p ' a» ìy 

donc la soutangente ^-7- — — = 2 * ; & la sou-

normale = — — - : ce qui s'accorde parfaitement avec 
d x íy 2 1 1 

ce que nous avons trouvé (^/g. 298 & 299). 

Pour troisième exemple, nous prendrons l'équation ym + * 

ss dmx" qui exprime généralement les paraboles de tous 

les genres. 

On est convenu d'appeler parabole, toute courbe dont 

l'équation telle que ym + tl — amx" n'a que deux termes, 

mais où les exposons de x & y dans différens membres, 

sont de même signe. 

(/» + ») y
m
 + "~'dy — /za"1*"-'ix ; donc ^— =■* 

En différenciant cette équation , nous aurons. . 

dx_ 

(m + n)j; donc la soutangente ——fera 
na x ay na x 

ou ( en mettant pour y
m
 +

 n
 fa valeur a

m
 x" ) » ^j— = 

(m -t- n) a"1*" 
—— x ; d'où l'on voit que la soutangente 

dans ces courbes, est égale à autant de fois l'abfcisse x, qu'il 

y a d'unités dans Pexpofant dey divisé par l'exposant de x, 

ce qui a lieu, comme nous le savions déjà, dans la para-

bole ordinaire , où la soutangente est 2 x, & où l'exposant 

de y divisé par l'exposant de *, est en effet f z3 

Prenons maintenant, pour exemple, une courbe dont la 
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nature soit exprimée par une équation entre les différen-

tielles des coordonnées. Supposons, par exemple, que la 

courbe B M (fig. 2 ) soit telle, que les abscisses A P, Ap, &c. 

étant prises en progression arithmétique, les ordonnées cor-

respondantes P M, pm, &c., soient en progression géomé-

trique : cette courbe qu'on appelle logarithmique, parce que 

les ordonnées représentant successivement tous les nombres 

imaginables , les abscisses représentent leurs logarithmes , 

cette courbe , dis-je, aura pour équation "
 m
^

y
 =: d x, 

puisque nous avons vu ( 26 ) que cette équation exprimoit 

la relation des nombres à leurs logarithmes. On aura donc 

^ = , & par conséquent la soutangente
 y
-jy deviendra 

"-^ ou am; c'est-à-dire, que pour chaque point d'une 

même logarithmique , la soutangente P T est toujours la 

même, & égale à autant de fois la première ordonnée AB, 

ou a , qu'il y a d'unités dans le module m. 

31. Lorsque l'équation de la courbe est telle, 

que x croissant, y diminue, comme dans la figure 3, 

alors la ligne r M doit être exprimée par — dy (21) ; 

& la proportion r M : r m P M : PT qui sert à 

trouver la soutangente , devient — d y \ dx : : y : 

PT = — ~y ; ainsi il n'y aura aucune différence 

pour le calcul : le seul changement est que la tan-

gente , au lieu de tomber du côté de Torigine 

A des abscisses, par rapport à l'ordonnée P M, 

tombera du côté opposé ; c'est pourquoi on peut 

C 3 
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toujours prendre y-~~ pour la formule des soutan-

gentes : si les ordonnées vont en décroissant , la 

valeur de se présentera sous une forme négative 

qui indiquera qu'il faut porter cette valeur du côté 

opposé à l'origine des x. 

Par exemple, si on prend l'équation au cercle, l'origine 

étant prise au centre, c'est-à-dire ( Alg. %i\ ) l'équation y y 

\ aa — xx, il est évident que CP ou x (fig. 4) crois-

sant, y oa P M diminue; aussi la soutangente PT tombe-

t-elle du côté de P M opposé à l'origine C des abscisses; 

& c'est ce que le calcul dit aussi ; car fi l'on différencie, 

on a lydy — — ìxdx ; & par conséquent
 i
-~ ; 

3 ydx — y» — (-aa — xx) , . , 
donc — —= Li : , valeur dont le 

dy x
 x 

signe — indique qu'elle doit être portée du côté opposé à 

celui que l'on a supposé en prenant ^jy~ pour formule de 

la soutangente. 

Prenons encore pour exemple, l'éqnation xy zzl a a qui 

est à Tliyperbole entre ses asymptotes ( Alg. 282 ) : nous 

aurons xdy -f- ydx — o , & par conséquent ̂  = —- ■ 

, y dx — xy . , 

donc -jy = —— — x ; ce qui nous apprend que 

pour mener une tangente à l'hyperbole considérée entre ses 

asymptotes, il faut prendre fur l'afymptote voisine du point 

M en question (fig. s) & du côté de P M opposé au point 

A origine des x, la ligne PT — A P s= x. 

On voit avec quelle facilité toutes ces choses se déter-

minent par le calcul différentiel. 
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A Fimitation des paraboles de tous les genres , on ap-

pelle Hyperboles , rapportées à leurs asymptotes, toutes 

les courbes dont l'équation telle que ym — am + nx~" n'a 

que deux termes, mais où les exposons de y & de x dans 

différens membres, sont de signes contraires. On peut en-

core prendre ces courbes pour exemple; nous le laissons 

à faire au Lecteur. On trouvera que la soutangente est — — x>; 

c'est-à-dire, qu'elle tombe du côté opposé à l'origine des 

x, & qu'elle est égale à autant de fois l'abfcisse qu'il y a 

d'unités dans l'exposant de y divisé par l'exposant de x. 

32. Remarquons encore que ^ exprime la tan-

gente de l'angle que la courbe fait en chaque point, 

avec l'ordonnée ; & ^~ exprime celle de l'angle que 

la courbe fait avec Taxe des absciffes. En effet , 

dans le triangle rectangle Mmr (sig. 1 ), on a ( en 

supposant le rayon des Tables = 1 ) r m \ r M 

1 : taug. rmM; donc tang. rmM=í^ = 

JJ. Donc íi l'on veut savoir en quel endroit une 

courbe, ou sa tangente, sait avec l'ordonnée, un 

angle donné, ou dont la tangente est connue, ayant 

représenté cette tangente par m , on aura m = ; 

ainsi déterminant, par différenciation de l'équation 

de la courbe, la valeur de ~, & régalant à m , on 

aura une équation dans laquelle substituant pour y 

sa valeur en x & constantes, tirée de l'équation de 

C 4 
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la courbe, ou aura la valeur ou les valeurs de x, qui 

répondent aux points où la courbe fait un pareil 

angle avec l'ordonnée ; & si la courbe ne fait nulle 

part avec l'ordonnée un angle égal à l'angle donné, 

on trouvera que la valeur ou les valeurs de x seront 

imaginaires, ou bien l'équation indiquera une absur-

dité manifeste. 

Par exemple, dans l'hyperbole qui auroit pour équation 

y y — 2 (ax -f-**) on trouvera ~ ^2 ^
 a
 ̂

 x
 , lequel 

étant éealé à m, donne ——— ou —-— —m; d'où l'on 

tire y — ma -)- 2mx: mais l'équation de la courbe donne 

y Z2 (/ [a (ax -\- xx)] ; donc m a -f- 2tnx=z \/\i(ax -f- xxj\ 

ou, en quarrant, mmaa -\-4mmax -\-4mmxx zz 2ax + 

a xx. Si l'on demande maintenant, en quel endroit cette 

hyperbole fait, avec l'ordonnée, un angle de 45°; comme 

la tangente de 450 est égale au rayon , on aura m sz 1, 

ce qui réduit l'équation à a a -}- Aax 4" 4XX — ìax "f" 

2.xxou2xx-\- 2a x -f- a a =; o, qui étant résolue donne 

valeurs imaginaires, & qui font voir que l'hyperbole dont 

l'équation particulière est y y z= 2(ax -\- xx) , ne fait 

nulle part, avec l'ordonnée, un angle de 450. 

Application aux limites des Lignes courbes
 3 

& en général
 y
 aux limites des quantités , 

& aux quefiions de maximis & minimis. 

33. Nous avons vu (31) que ^ exprimoit la 

tangente de l'angle que la courbe, ou fa tangente, 
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fait, en chaque point, avec l'ordonnée ; & que ^ 

exprimoit celle de l'angle que la courbe ou sa tan-

gente fait avec Taxe des abscisses. 

Donc, pour savoir en quel endroit la tangente 

d'une courbe devient parallèle aux ordonnées , il 

faut chercher en quel endroit la valeur de ̂  devient 

zéro, ou, ce qui revient au même, en quel endroit 

dx devient zéro ; & pour savoir en quel endroit la 

tangente de la courbe est parallèle aux abscisses , il 

faut chercher en quel endroit ^ devient zéro , ou 

ce qui revient au même , en quel endroit dy est 

zéro. Car il est évident que dans le premier cas , 

l'angle de la courbe, avec les ordonnées est nul ; & 

dans le second cas, l'angle de la courbe, avec les 

abscisses est nul. 

II fuit évidemment de-là, que si l'on veut savoir 

si une courbe dont on a l'équation, a, dans quel-

que endroit, fa tangente parallèle aux ordonnées ou 

aux abscisses, il faut différencier cette équation, & 

en ayant tiré la valeur de ~, si l'on égale le numé-

rateur de la valeur de ^ , à zéro , on aura une 
dy 7 ' 

équation qui, conjointement avec l'équation même 

de la courbe , donnera la valeur de x & celle de 

y qui déterminent en quel endroit la tangente est 

SCD LYON 1



4i COURS 

parallèle aux ordonnées ; ensorte que si cela arrive en 

plusieurs endroits, on aura plusieurs valeurs pour 

x & plusieurs valeurs pour y. 

Au contraire , si l'on égale le dénominateur à 

zéro , cette équation conjointement avec celle de 

la courbe , déterminera les valeurs de x & de y , 

qui répondent aux endroits où la tangente de la courbe 

devient parallèle aux abscisses. 

Pour éclaircir ceci par un exemple familier, prenons la 

courbe qui a pour équation y y -|- x x— ^ax — ia a -\-

iby — bb, qui en supposant les x & les y perpendicu-

laires entre eux, appartient au cercle ; l'origine des x 8c 

desy étant prise fur un point A hors de ce cercle. 

Les lignes A P (fig. 6) font x, & les lignes P M, P M' 

font les deux valeurs de y que la résolution de cette équa-

tion donne pour chaque valeur de x. 

Si l'on différencie cette équation, on aura iydy -f- ixdx 

— lad x-\- íbdy, d'où l'on tire v- = ~- ~~
 2

 . 
J J d y ja — xx 

Égalons d'abord le numérateur à zéro, pour avoir les en-

droits où la tangente devient parallèle aux ordonnées. Nous 

aurons 2 y — 2^ =: o, ou y =: £>. Substituant cette va-

leur dans l'équation de la courbe, il vient b b -J- xx — 

3.1 x — iaa -f- 2. b b — b b , ou xx — y ax =z — laa
 t 

qui, étant résolue donne x— \aû:v'(^aa) ; c'est-à-dire , 

x-=2za
ì

&ixz=ia.;ce qui nous apprend que la courbe, 

ou fa tangente , devient parallèle aux ordonnées , en 
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deux points R & R', qui ont chacun pour ordonnée la 

ligne b, & dont l'un R, a pour abscisse la ligne AQzzza, 

8c l'autre R', a pour abscisse la ligne A Q' = z a. 

Égalons maintenant à zéro, le dénominateur de la va-

leur de ̂ , pour savoir en quel endroit la courbe, ou sa 

tangente, devient parallèle aux abscisses : nous aurons 30 — 

2*=o,ou*=:f<i. Substituant cette valeur dans l'é-

quation de la courbe, nous aurons y y -\-^aa zz^aa — 

naa -\- zby — bb, ou yy — iby -\- bb zz \aa; & 

tirant la racine quarrée, y — b zz ± ; donc y zz b 

± { a ; c'est-à-dire , y zz b -\- ^a, & y zz b — \ a; ce 

qui nous apprend que la tangente devient parallèle aux abs-

cisses , en deux endroits ou points T 8c T qui ont pour 

abscisse commune la ligne AS zzi \a, 8c dont l'un T a 

pour ordonnée ST' zz b -\- \a, 8c l'autre T, a pour or-

donnée la ligne ST — b — '-a. 

Les points Q 8c Q' sont ce qu'on appelle les limites des 

abscisses, parce qu'entre Q 8c Q', à chaque abscisse A P, 

répondent des valeurs réelles P M 8c P M' pour y ; au lieu 

qu'er.tre Q 8c A, & au-delà de Q' par rapport à A, il n'y 

a aucun point de la courbe, ensorte que si on suppose x 

plus petit que A Q ou a, ou bien plus grand que A Q' ou 

z a, on ne trouve aucune valeur réelle pour y. En effet, 

si dans l'équation on met au lieu de x une quantité a — q, 

plus petite que a, ou une quantité plus grande que ia, 

ou telle que T.a -\- q, on trouvera, en résolvant l'équation, 

que les deux valeurs de y sont imaginaires. 

Pareillement, si par le point A on conçoit AL parallèle 

aux ordonnées, c'est-à-dire, Taxe des ordonnées ; 8c que 
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par les points T 6k T', on mène les lignes TL, T'L' pa-

rallèles aux abscisses; les lignes AL — ST — b — {a, 

6k AL' — ST' = b -\- \a, font les limites des ordon-

nées ; car il est évident qu'il ne peut y avoir d'ordonnée 

plus grande que AL', ni plus petite que AL, la tangente 

devant être parallèle aux abscisses. Aussi, si l'on met dans 

l'équation de la courbe, au lieu de y, une quantité plus 

petite que b — \a, qu'on mette, par exemple, b — {a 

— q, on verra, en résolvant l'équation, que les valeurs 

de x font imaginaires. La même chose arrivera si on met 

au lieu de y, la quantité b -\- '-a -f- q, plus grande que 

* + 

34. L'ordonnée ST' est la plus grande de toutes 

celles qui aboutissent à la partie concave R T'R' de 

la circonférence. L'ordonnée S T est la plus petite 

de toutes celles qui aboutissent à la partie convexe; 

& les ordonnées Q R & Q R
1 font, tout-à-la-fois , 

les plus petites qui aboutissent à la partie concave, 

& les plus grandes qui aboutissent à la partie con-

vexe. 

35. Ainsi la même méthode sert en même temps, 

i°. à déterminer les limites des abscisses & des ordon-

nées ; 20. à déterminer dans quels cas la tangente 

devient parallèle aux abscisses , ou aux ordonnées ; 

3 °. ensin, à déterminer les plus grandes & les plus 

petites abscisses ou ordonnées. 

36. Or, de quelque manière qu'une quantité soit 

exprimée algébriquement, on peut toujours regarder 
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l'expression algébrique qui la représente, comme étant 

celle de l'ordonnée d'une ligne courbe. Par exemple, 

si *' * ■ est l'expression d'une quantité que j'ap-

pelle y, auquel cas j'ai y tes» x , je puis re-

garder cette équation, comme étant celle d'une ligne 

courbe dont x seroit l'abscisse , & y l'ordonnée. Alors 

si la quantité * * * ^ peut, dans un certain cas, 

devenir plus grande ou plus petite que dans tout 

autre , ( ce qu'on appelle être susceptible d'un 

maximum ou d'un minimum ) , il est visible qu'il faut 

suivre exactement la même méthode que ci-deffus ; 

c'est-à-dire, différencier cette équation , & en ayant 

tiré la valeur de —, égaler à zéro le numérateur ou 

le dénominateur de cette valeur. 

37. C'est à cela que se réduit la méthode qu'on 

appelle de maximis & minimis, qui est une des plus 

utiles de î'analyse, & qui a pour objet de faire trouver, 

entre plusieurs quantités qui croissent ou décroissent 

suivant une même loi, quelle est la plus grande ou 

la plus petite, ou en général celle qui a certaines pro-

priétés dans le plus haut degré à l'égard de toutes 

ses semblables. Nous allons en donner quelques 

exemples. 

38. Proposons-nous d'abord de partager un nombre donné 

a en deux parties, telles que leur produit soit plus grand 
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qu'en le partageant de toute autre manière. Nommons x, 

l'une de ces parties ; l'autre fera a — x, & le produit fera 

ax — xx ; fuppofons-le = y ; nous aurons y zz\ ax — 

x x ; donc en différenciant, dy zz. adx — 2 xdx, & par 

conséquent 4- — —-—; si on égaie le numérateur à 
1 d y a. —7.x' ° 

zéro, on aura 1 =. o, ce qui est absurde ; par conséquent 

s'il y a un maximum , ce n'est qu'en égalant le dénomina-

teur à zéro, qu'on le trouvera. Égalons donc le dénomi-

nateur à zéro ; nous aurons a — 2 x zz o, qui donne x 

zz & nous apprend que de quelque manière qu'on 

partage un nombre en deux parties, le produit de ces deux 

parties fera le plus grand qu'il est possible, lorsqu'elles se-

ront chacune la moitié de ce nombre. 

39. Lorsque, comme dans cet exemple, on a l'ex-

pression algébrique de la quantité , on peut se dis-

penser de l'égaler à une nouvelle variable y ; il n'y 

a qu'à la différencier tout simplement , & égaler â 

zéro le numérateur ou le dénominateur, lorsque cette 

différentielle est une fraction. Ainsi, dans ce même 

exemple , je différencierois simplement ax — xx
 t 

& égalant à zéro la différentielle adx — ixdx , 

j'aurois adx — ÌXdx = o
 y

 d'oìi je tire également 

x = ~ a. 

40. Propofons-nous une question plus générale. Qu'il 

s'agisse, par exemple, de partager un nombre connu a, en 

deux parties telles que le produit d'une puissance déterminée 

de l'une des parties, par la même ou une autre puissance 

de l'autre partie , soit le plus grand qu'il est possible. 
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Représentons par x la première partie , & par m la puissance 

à laquelle elle doit être élevée; la seconde partie sera a — x ; 

représentons par n la puissance à laquelle elle doit être éle-

vée ; alors le produit en question fera xn (a — Dif-

férencions ce produit, & égaions la différentielle à zéro, 

nous aurons mxm~'dx — x )» — nxm . ( a — x )" - 'dx 

53 o. Divisant tout par xm~ldx(a — x )"-', nous au-

rons m (a — x) — nx z— O, ou ma — mx — nx zz\o, 

qui donne x =. . Supposons, par exemple, qu'il ait 

été question de partager le nombre a en deux parties, telles 

que le quarré de l'une, multiplié par le cube de la seconde, 

soit le plus grand qu'il est possible ; alors m zz 2, n = 3. 

On a donc x — -?_fi = \a; c'est-à-dire, que l'une des 

parties doit être les f du nombre ou de la quantité pro-

posée ; & l'autre doit, par conséquent , en être les trois 

cinquièmes. 

Ce que nous avons dit ci-dessus, à l'occasion de 

la figure 6 , fait voir qu'une quantité peut devenir 

la plus grande de toutes fes semblables , en deux 

manières différentes : lorsque , comme P M1 elle a 

été d'abord en croissant pour diminuer ensuite ; ou 

lorsque , comme P' M" elle va en croissant pour 

s'arrêter brusquement en devenant Q'R'; mais dans 

ce dernier cas , elle est tout-à-la fois la plus grande de 

toutes les ordonnées qui aboutissent à la partie con-

vexe , & la plus petite de celles qui aboutissent à la 

partie concave. Pareillement une quantité peut de-

venir la plus petite de toutes ses semblables, en deux 
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manières différentes : lorsque, comme P M, elle va 

d'abord en diminuant pour augmenter ensuite ; ou 

lorsqne, comme P"M'", elle va en diminuant pour 

s'arrêter brusquement, Sc alors elle est tout - à - la 

fois un minimum & un maximum ; elle est un mini-

mum à l'égard de la branche M'T M'", & un 

maximum à l'égard de la branche MTM". 

41. Ainsi, lorsque l'on sait qu'une quantité est 

susceptible d'un maximum, ou d'un minimum, ou 

de tous les deux, pour distinguer dans lequel de 

ces trois cas elle se trouve, il faut , en suppo-

sant que a marque la valeur de x , qui convient 

au maximum ou minimum , substituer dans la 

quantité proposée au lieu de x , successivement 

a 4- q, a, & a — q. Si les deux résultats extrêmes 

font réels &c plus petits que celui du milieu , la 

quantité est un maximum ; si, au contraire, les deux 

résultats extrêmes font plus grands que celui du 

milieu, la quantité est un minimum : enfin , si des 

deux résultats extrêmes l'un est imaginaire & l'autre 

réel, la quantité est tout-à-la-fois un maximum Sc 

un minimum. 

42. Lorsque dans la détermination d'un maximum 

ou d'un minimum, la valeur que l'on trouve pour 

la variable rend celle du maximum ou du minimum 

négative, on doit conclure que le maximum ou le 

minimum 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 49 

minimum qu'elle indique , n'appartient point à la 

question actuelle, mais qu'il appartient à une ques-

tion où quelques-unes des conditions seroient con-

traires. 

Par exemple, si l'on demarsdoit de partager la ligne AB 

(fig- 7) au P°int
 £5 de manière que le quarré de la dis-

tance AC au point A
y
 étant divisé par la distance au point 

B, donne le plus petit quotient possible ; alors nommant a 

la ligne donnée AB, & x la partie AC; la partie restante 

CB seroit a — x, & par conséquent le quotient seroit 

-
 x
_

 x
 ; différencions donc cette quantité, ou*

1
 ( a — x )-

 1
 ; 

nous aurons ixdx . (d— x)~ 1 -j- x*dx (a — *)_2~ o , 

■zxdx.x^dx . - . 
ou ■ 4- ; r — O, ou 2<ixdx — x dx zzz o . 

a — x ' [a — x)1 ' ' 

ou (2a — x) x — o, qui donne ou x — o, ou 2a — 

X = o ; la IIC. valeur indique un minimum, mais qui est 

évident fans le calcul; Quant à la seconde qui donne x = 2a, 

si on substitue cette valeur dans —-—, celle-ci devient 
a — * 

ou — 4a. Le minimum n'appartient donc pas à la ques-

tion actuelle. Mais si l'on fait attention à la valeur x — 2a 

que l'on trouve, on verra que le point C ne peut être entre 

A & B ; mais que la question aura une solution, s'il s'agit 

de le trouver fur le prolongement de AB, au-delà de B 

par rapport à A. Or dans ce cas, si nous nommons AC, x ; 

la distance B C ne fera plus a — x , mais x — a, & la 

quantité dont il s'agiffoit, fera ——-, laquelle étant dif-

.l
0
,

1
r^• 1 1 x dx x- dx 

renciee & egalee a zero, donne ? r- — o. 
° » x — a (x — a )- ' 

ou après les réductions faites xïdx — zaxdx — o, qui 

Mécanique. ln. Partie, * D 
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donne x — 2a ,comme ci-devant; mais cette quantité subs-

tituée dans
 x
 _

 a
, la change en 4a. II y a donc un wt-

nimum pour ce cas. 

Si l'on égale le dénominateur x — a de la différentielle, 

à zéro, on a x = a , qui indique un maximum : & en effet, 

lorsque x = a, la quantité devient infinie. Mais il n'a pas 

moins le vrai caractère du maximum ; car soit qu'on suppose 

x plus petit ou plus grand que a, on trouve une quantité 

plus petite qu'en supposant x — a. 

43. Lorsque l'expreííion d'une quantité qui doit 

être un maximum ou un minimum, renferme quel-

que multiplicateur ou quelque diviseur constant, on 

peut supprimer ce multiplicateur ou ce diviseur, avant 

que de différencier ; en effet supposons que ̂  re-

présente généralement une quantité qui doit être un 

maximum ou un minimum, a & b étant des cons-

tantes ; il faut donc que ̂  = o ; or puisque a 

& b ne font pas zéro, il faut que dy = o ; la con-

clusion est donc la même que si y seul eût dû être 

un maximum ou un minimum, c'est-à-dire, la même 

qu'en supprimant les facteurs & les diviseurs cons-

tans. Cette remarque sert à simplifier les calculs, 

dans plusieurs cas. 

44. Proposons-nous, maintenant, de trouver entre toutes les 

lignes que l'on peut mener par un même point D donné dans 
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sangle connu ABC ( fig. 8 ), quelle efl celle qui forme avec 

les cólés de cet angle , k plus petit triangle pojjible. 

Menons par le point D, la ligne DG parallèle au côté 

AB, & supposant E F une droite quelconque tirée par le 

point D , abaissons D K perpendiculaire fur BC , & du 

point E où EF rencontre AB, abaissons EL aussi perpen-

diculaire fur B C. La ligne B G est censée connue, ainsi 

que la perpendiculaire D K ; nommons donc BG — a, 

DKzzb, & la base B F du triangle BEF, nommons-la x. 

On voit que depuis un certain terme, plus B F croîtra, & 

plus le triangle augmentera. Au contraire, si B F diminue, 

on conçoit que le triangle diminuera, mais jusqu'à un cer-

tain terme seulement; car si B F devenoit presque égal à 

BG, la droite EDF feroit presque parallèle à AB, puis-

qu'elle seroit prête à se confondre avec G D : le triangle 

seroit alors extrêmement grand. II y a donc une certaine 

valeur de B F qui donne le plus petit triangle possible. 

Pour la trouver, cherchons l'expreffîon générale du triangle 

BEF. Or les triangles semblables BEF, GDF donnent G F 

:BF::DF:EF;&L\es triangles semblables DKFtk EL F 

donnent D F\EF\ \DK \ £Z,donc GF\BF\\DK : EL; 

. b x 
c'est-à-dire, x — a', x'.'í: EL =r

 x
 _

 a
 i donc la surrace 

du triangle BEF, qui est
 El

 *
 B F

 , fera
 h

 * X - . ou 

Lb x x 

£ _ II faut donc qu'en différenciant cette quantité, lé 

numérateur ou le dénominateur devienne zéro, ou bien, 

comme on peut ( 43 ) supprimer le facteur constant {b, il 

suffira de différencier ** ,• mais fans refaire ce calcul 

que nous avons déjà rencontré ( 42 ), nous conclurons de 

même, que x = a«; donc fi l'on prend B F =3 ia = 

D 2 

/ 
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7.BG, la ligne FDE que l'on tirera par le point D, don-

nera le triangle FBE pour le plus petit triangle demandé. 

45. Cherchons maintenant parmi tous les parallilipipèdes de 

même surface & de même hauteur, quel ejl celui qui a la plus 

grande capacité. 

Nommons h la hauteur, c c la surface du parallélipipède ; 

x & y les deux côtés du rectangle qui sert de feafe. La sur-

face totale est composée de six rectangles, dont deux ont 

chacun h pour côté ou pour hauteur , & x pour base ; deux 

autres ont h pour hauteur, 6k y pour base ; enfin les deux 

derniers ont x pour base, & y pour hauteur; ainsi la sur-

face totale a pour expression ihx -f- ihy -J- zxy; c'est-à-

dire, que l'on a zhx -\- ^Ay -f- ixy ES CC. Quant à la 

capacité ou solidité, elle est hxy. Puis donc qu'elle doit être 

la plus grande de toutes celles de même surface, il faut 

que fa différentielle hxdy -{- hydx soit =0, ou (ce qui 

revient au même) il faut que xdy + ydx — o. Mais 

l'équation ihx -\- îky -\- lyx às cc, qui exprime que la 

surface de tous ces parailélipipèdes est constante ou la même, 

donne ihdx-\- zhdy -f- ixdy 4- iydx=.o. Substituant 

donc, dans cette équation , la valeur de dx, tirée de la pre-

mière , on aura , après les réductions faites , y =s x ; la base 

doit donc être ,un quarré. Pour en connoître le côté , il faut 

mettre pour y sa valeur x dans l'équation ihx -j- %hy -f-

ixy ES cc, qui deviendra par-là, ^hx -j- ix* == cc, & 

qui étant résolue, donne x = — h ± \/'{hh -f- \cc), dont 

la racine x —— k — \/{hh + {cc), étant négative, ne 

peut servir à la question présente ; ainsi la valeur convenable 

de *, est x ES — A -j- V {hh -f {cc). 

46. Si l'on demande , à présent , quelle doit être la 
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hauteur h, pour que le parallélipipède ait la plus grande 

solidité de tous ceux de même surface; on remarquera que 

puisque la hauteur étant h, la base doit être un quarré , 

cette solidité sera exprimée par hxx; il faut donc que la 

différentielle de hxx, en regardant h & x comme varia-

bles, soit == o; on a donc ihxix -j- xxdh — o, ou 

ihdx -f- xdh = o, en divisant par x. Mais l'équation 

$hx + w1 = cc, qui exprime alors que la surface est 

constante, donne, en différenciant, i,h dx -f- ^xdh -f-

i,xdx =3 o; mettant donc, dans celle-ci, pour dh, fa 

valeur tirée de l'équation ihdx -\- xdh =5 o, on aura, 

après les réductions faites, h — x; donc le parallélipipède 

cherché doit être un cube, puisque son côté, ou sa hau-

teur h, doit être égal au côté * du quarré qui sert de base. 

Pour trouver maintenant le côté de ce cube, il faut mettre 

pour h, fa valeur x dans l'équation 4h x + zx* = c c, 

qui deviendra 4** -|- zx1 — cc ou 6xx z=.cc, qui donne 

x = ^ ̂  ) • Donc, de tous les parallélipipèdes de même 

surface, celui qui a la plus grande solidité, est le cube qui 

a pour côté une ligne égale à la racine quarrée de la si-

xième partie de cette surface. 

47. On s'y prendra de même pour résoudre cette autre 

question. Entre tous les cylindres droits de même surface , quel 

efl celui qui a la plus grande capacité ? 

En nommant x le diamètre de la base ; y la hauteur; repré-

sentant par 1 ; c le rapport du diamètre à la circonférence; on 
c x% 

aura cxy, y pour la surface convtse ; cxy -J- — pourlasur-

fece totale ; & Pour k solidité. Cette dernière devant 

être un maximum, sa différentielle doit être zéro ; ainsi on a 

D
3 
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cxydx . cx^dy , . , ... 
—-— H = o,ouiydx-{-xdy sr o. D ailleurs 

la surface étant constante , sa différentielle est zéro ; ainsi on a 

également cxdy -\-cyix-\-cxdx — o, ou x dy -\-ydx 

-)- xdx — o. 

L'équation lydx -\- xdy —o, donne dy — —
 1 y

J
 x

. 

Substituant dans la dernière, on a — zydx-\-ydx-\-

x d x zr o; d'où l'on tire y — x. Ainsi entre tous les cylindres 

droits de même surface, celui dont la hauteur est égale au 

diamètre de sa base , a la plus grande capacité. Et récipro-

quement , entre tous les cylindres droits d'égale capacité, 

celui dont la hauteur est égale au diamètre de fa base, a la 

moindre surface. 

Donc dans les mortiers à chambre cylindrique, celui dont 

la chambre a pour profondeur le diamètre de la chambre, est 

celui où la poudre exerce le moins d'action contre les parois 

de cette chambre. 

48. Cherchons maintenant, entre tous les triangles de même 

contour & de même base, quel est celui qui a la plus grandi 

surface. 

Soit a la base AB , 8c c le contour du triangle ABC 

(fig. 9). Abaissons la perpendiculaire CP, & nommons 

AP, x; CP,y ; nous aurons PB — a — x, AC — 

V{xx + yy), & CB=zV[(a— x)* + yy]. Donc le 

contour fera V (xx + yy)+l/[(<î— + y2] + at 

& la surface sera — ; 0.1 aura donc V (xx + yy ) + 

V [ (a — x Y + y1] -f a = c , & il faudra que la diffé-

rentielle de ^ soit = 0; c'est-à-dire, qu'on aura
 a
— ==. o, 
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& par conséquent d y == o. Or l'équation qui exprime que 

le contour est constant, étant différenciée, donnera "~-\
x + y

 -~ V\xx + y y) 

, ( a — x) . — dx + y dy . < r , 
+ -y[{a-xy

+

 yy]' = 0,^2
 Callse

 W*
 d

J = °> 

, x dx (a — x)dx se reduit à -7-7 . — TTTT \í i — °> ou 
\Z(xxiyy) y [{a — xY -+• yy] 

divisant par dx, 6k chassant les fractions,x i/[(<z — x)1 -f-yy] 

— (u — x) . V (xx -\-y y). Quartant on aura xx . (a — A;)
1 

-f- * *yy =r (a — x)*. x x + ( a — x )2. yy ; supprimant 

de part & d'autre les termes égaux, & divisant chaque 

membre par yy, nous aurons xx = (a —x)1, ou xx — 

aa — iax -f- xx, qui donne * & nous fait voir 

que le triangle doit être ifofcèle. Ainsi il faut du milieu 

de AB, élever une perpendiculaire, & ayant décrit du 

point B comme centre 6k d'un rayon égal à la moitié de 

l'excès du contour c fur la base a, un arc qui coupe cette 

perpendiculaire en C, si l'on tire CB 6k CA, on aura le 

triangle qui a la plus grande surface de tous ceux de même 

contour & de même base. 

49. Si l'on veut savoir maintenant, quel est généralement, 

entre tous les triangles de même contour, celui qui a la plus 

grande surface, il faut remarquer que quelle que soit la base, 

on voit par la solution précédente , que x doit toujours en 

être la moitié; c'est-à-dire, que quel que soit a, on doit 

toujours avoir x ~ - a. Cela étant, l'équation qui exprime 

le contour, se réduira à V (\aa -\-yy ) -{- V ( ~ a a -\-yy ) 

+ a = c , ou 2 v~ ( 5 aa + y y ) = c — a; quarrant, 

on aura a a -f- 4yy — cc — zac -\- aa, qui donne y = 

1/ ^lL_Li£^
 t
 L

a
 surface du triangle qui est généralement 

sera donc ^ V P
U1S

 d°
ac

 qu'elle doit 

être la plus grande de toutes cslles de même contour , 

D 4 
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quelle que soit d'ailleurs la base a, il feut égaler à zéro la 

différentielle de ^ 1/ ^""^"j ou de a\/(cc—ìac), 

prise en regardant a comme variable. Nous aurons donc 

d[a y (cc — 2<2<0] ou ^ [a (cc — ìac)*], c'est-à-
1 ^_ 

dire, da (cc — nac)* — a . cda (cc — nac) 2 — O, 

1 j f \ c a d a 
ou da V ( cc — lac ) — —-, r — o , ou 

x ' y [c c — za.c) 

da (cc — iac~) — cada — o, ou ccda — ycada zz: o, 

d'où l'on tire <*==-; donc la base a doit être le tiers du 
3 

contour : & puisque nous avons vu d'ailleurs que le triangle 

devoit être isoscèle, il s'enfuit donc qu'il doit être équilatéral. 

Donc de tous les triangles de même contour , le triangle 

équilatéral est celui qui a la plus grande surface. 

50. Dans ces deux solutions, nous n'avons pas 

égalé le dénominateur á zéro ; parce que , dans la 

première, cela nous auroit donné pour x une valeur 

imaginaire ; & dans la seconde , nous aurions trouvé 

a = £ c, qui n'auroit point satisfait, non plus , à 

la question ; puisque si la base étoit la moitié du 

contour, les deux autres côtés se confondroient avec 

cette base, & le triangle est alors zéro. A l'avenir , 

lorsque le numérateur ou le dénominateur , égalé à 

zéro, ne nous conduira point à une solution admis-

sible : nous n'en ferons pas mention pour ne pas nous 

arrêter à des recherches inutiles. 

51. Dans l'avant-dernière question nous ne sommes 
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parvenus à déterminer , entre tous les parallélipi-

pèdes de même surface, celui qui avoit la plus grande 

capacité, qu'après avoir considéré les parallélipipèdes 

de même hauteur. Pareillement, dans la dernière ques-

tion, nous avons déterminé entre tous les triangles 

de même contour, quel étoit celui qui avoit la plus 

grande surface ; mais en commençant par résoudre 

la question pour les triangles de même base. 

II est ordinairement plus simple d'en user ainsi ; 

c'est-à-dire, de résoudre la question.en ne faisant va-

rier ensemble que le plus petit nombre possible de 

quantités, & faisant varier ensuite & successivement 

chacune des quantités qui ont été traitées comme 

constantes. 

Par exemple, si l'on demandoit de partager un nombre 

donné, en trois parties , de manière que le produit de ces 

trois parties fut le plus grand qu'il est possible ; en nommant 

x 6k y deux de ces parties, & a le nombre donné, la troi-

sième seroit a — x — y, 6k le produit des trois parties 

seroit xy (a — x — y), dont il faudroit égaler la diffé-

rentielle à zéro. Mais au lieu de différencier en regardant 

* & y comme variables en même temps, je ne regarderai 

d'abord que icomrae variable; j'aurai donc aydx — ixydx 

— y~dx = o, d'où l'on tire x =: f (<z — y). Le produit 

xy[a — x — y) se change donc en {y (a — y)
2
. Je 

différencie maintenant, en faisant variery, 6k j'ai {dy (a — y)2 

~~ ÌJdy (a — y) que j'égale pareillement à zéro, 6k j'ai 

dy (a —yy — zydy (a — y ) == o, d'où je tire y rr {a; 

donc x, 6k ia troisième partie a — x — y, sont chacune j a. 
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52. On peut aussi faire varier ensemble, íì l'on 

veut, toutes les quantités variables , puis rassem-

blant tous les termes qui font multipliés par la diffé-

rentielle d'une même variable, égaler leur somme à 

zéro, & faire la même chose à l'égard de la diffé-

rentielle de chaque variable. 

Ainsi, dans le dernier exemple, j'aurois aydx -f- axdy 

— zxydx — x1dy — zxydy — y*dx — o, égalant 

séparément à zéro, la somme des termes affectés de dx, 

& celle des termes affectés de dy, j'ai aydx — zxydx 

— y2dx — O , Sc. axdy — x*dy — zxydy — o; ou, 

en divisant la première par ydx, & la seconde par xdy, 

a — z x — y — o, & a — x — zy =z o , équation 

dont il est facile de conclure* =± {a, & y = {a, comme 

ci - dessus. 

La raison de ce procédé est facile à appercevoir, en re-

marquant qu'il n'y a ici d'autre condition à remplir, sinon 

que la différentielle totale soit zéro. Or, cette condition ne 

peut être remplie généralement, que de deux manières ; 

ou, en supposant que chacune des deux différentielles dx 

& dy, est égale à zéro , ce qui satisferait en effet, mais 

ne seroit rien connoître ; ou bien, en supposant que la 

somme des termes qui multiplient dx, ainsi que celle des 

termes qui multiplient dy , sont chacune zéro ; ce qui est 

précisément ce que nous avons prescrit. 

5 3. Lorsque les conditions de la question sont ex-

primées par plusieurs équations, il faut avant d'ap-

pliquer cette règle à l'équation différentielle qui doit 

déterminer le maximum ou le minimum , tirer des 
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autres équations différenciées, les valeurs des diffé-

rentielles d'autant de variables qu'il y a d'équations 

outre celle-là , & les introduire dans cette même 

équation ; alors on applique la règle comme s'il n'y 

avoit eu que cette feule équation. 

Ainsi , dans l'exemple ci-defllis, du plus grand parallélipi-

pède , nous avions cette équation 2 A x -f- 2 Ay -f- ixy-.cc, 

& la condition que hxy devoit être un maximum. Si donc 

nous voulons regarder tout-à-la-fois, A, x 6k y comme va-

riables, l'équation zhx -f- &c. donnera en différenciant, 

zhdx -\- ixih -f- ihdy -\- zydh -f- 2xdy -f- 2ydx 

==! o ; & la condition du maximum donnera hxdy -\-

hydx -f- xydh — o. De la première je tire d h — — 

ydx — xdy — hdy — hdx
 r

 .
 n

. , , 
- ; substituant cette valeur dans 

x + y 

la seconde, j'ai, après les réductions ordinaires, hxzdy ■+/■ 

hyzdx —xy*dx —x2ydy = o. Je puis maintenant égaler 

à zéro, la somme des termes qui multiplient dx , & celle 

des termes qui multiplient d y. J'aurai Ay2 — xy* =3 o, 

ou h ■=. x, & hx2 — x*y — o, d'où en divisant tout, 

par le facteur commun x*, on tire A —y 3= o, qui donne 

h — y ; 6k puisque l'on a A — x, on a donc aussi y — x ; 

les trois dimensions A, x, y , sont donc égales, ce qui s'ac-

corde avec la première solution : 6k en mettant ces valeurs 

dans l'équation 2hx-\-2hy-\-2xy=.cc, on a 6 A2 = c c, 

qui donne A = V Ç—
C

-~ ̂  , comme dans cette même solution. 

54. Non - feulement on peut ne faire varier les 

quantités que successivement , ou les faire varier 

toutes à la fois, mais on peut encore prendre pour 
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constantes telles parties que l'on voudra de ces 

quantités, pourvu que le nombre de ces nouvelles 

conditions arbitraires, réuni à celui des conditions 

de la question, ne soit pas plus grand que le nombre 

des variables, x, y , { , qui entrent dans la ques-

tion. Cette remarque peut être de la plus grande 

utilité dans plusieurs questions, principalement quand 

il y a des quantités radicales. 

Des Rayons de tourbure
 3

 ou de la développée. 

55. Si l'on conçoit que fur chacun des points 

M,m,m, &c. d'une ligne courbe quelconque (fig 16), 

on ait élevé des perpendiculaires MN, mn, m'n!, &c. ; 

les intersections consécutives, n,n', &c. formeront 

une ligne courbe à laquelle on a donné le nom de 

développée, parce que si on la conçoit enveloppée d'un 

fil AB N qui la touche en son origine B , alors en 

développant cette courbe, ['extrémité A du fil trace 

la courbe A M. En effet, dans le développement de 

N n, par exemple ; en considérant N n comme une 

petite ligne droite, le fil MNn décrit, autour du 

point n comme centre , Tare Mm auquel il est né-

cessairement perpendiculaire, puisque le rayon d'un 

cercle est perpendiculaire à sa circonférence. 

56. La courbe A M étant donnée, si l'on veut, 

pour un point quelconque M, déterminer la valeur 
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de Mn , qu'on appelle Rayon de la développée , on 

remarquera que Mn est déterminé par le concours 

de deux perpendiculaires infiniment voisines MN &c 

m n. C'est pourquoi (fig. " ) ' on imaginera deux 

arcs consécutifs Mm, m m' infiniment petits, & in-

finiment peu différens, que l'on considérera comme 

deux lignes droites : on imaginera aussi M N perpen-

diculaire en M fur Mm , & m N perpendiculaire en 

m fax mm'. Alors dans le triangle N Mm rectangle en 

M, on aura i : sin. M N m : : m N ou M N : Mm, 

ou (à cause que l'angle M N m est infiniment petit) 

l'.MNm'.'.mN ou MA7: Mm; àoncMN= i 

or, si on prolonge Mm, l'angle u m m = MNm, parce 

que ces deux angles font compîémens du même 

angle Mm M, à cause des angles droits N Mm, & 

N m m' ; donc M N = ■ Mm 

* u mm 

Si l'on mène Mr & mr' parallèles à A P, il est 

facile de voir que l'angle umr' étant égal à mMr, 

l'angle u m m est ía quantité dont l'angle m Mr dimi-

nue, ou la différentielle de l'angle r Mm, laquelle 

doit être prise négativement ici, où la courbe est 

concave, & au contraire, doit être prise positive-

ment , quand la courbe est convexe ; on a donc 

M N = J^
r

'
Mm

y Cherchons donc l'expression 

de d (r Mm). Or la tangente de r Mm , est ~
y
-

9 
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& son cosinus [ en nommant d s Tare Mm ou 

/ ( d x
1
 + dy

1
 ) ] est

 d
-£ , ainsi qu'il est aisé de le 

conclure de ce que le triangle r MOT est rectangle : 

& nous avons vit (24) que 1 étant un angle quel-

conque, on avoit d^ = ( cof. { )2 </ ( tang. 1 ) ; donc 

d {rMm) ==2$d (£Q ; donc enfin MN = 

— ' = ——-j—. C'est-là la formule 

pour trouver les rayons de la développée , quand 

les ordonnées font parallèles. 

57. Pour appliquer ces formules à quelques exemples, sup-

posons que la courbe A M soit un cercle qui ait pour équation 

yy — i ax — xx ; nousauronsy = V (%a x — x x) ; donc 

.& £L
 scra

 —>
 ;

 donc d(^)= -"*
dx

 ,. . 
dx y(2.ax-xxj V dx J , ,ì> 

1 ' ( 2 a .r - * » 

la formule qui convient au cas présent, où la courbe est con-

cave , & où les ordonnées sont parallèles, est 

elle se changera donc en ^"*
ld

**^*- c'est-à-dire, que 

{T. a x — x x)~ 

le rayon de la développée est toujours de même grandeur & 

égal au rayon du cercle, ensorte que la développée se réduit 

à un point qui est le centre ; ce qui s'accorde avec ce que l'on 

connoît. 

Prenons, pour second exemple , la parabole, qui a pour 
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équation y2 = ax
9
 ou y z= y/ax =z a% x~, nous aurons 

dy z= ~ a* x~*dx ; donc =: (/(i*1 + dy* ) = 

=
 l x~~idxi/(4x + <*),& -JL = { a*x~^ ; donc 

A (AïS\ — — ì a* x ^ dx, la formule —;—-

I ' » 1 

, . , ix'dx^iAX-i-a)' , ( 4 x -f- a ) » 
devient donc —? 1 _s = ï T = 

X{a2 •* 3 dx ax 

4_x+
a
 ^ (4

x
 + a)

t 

2 a 

58. Les rayons de la développée servent à me-

surer la courbure d'une courbe en chaque point. 

Puisque dans le développement de l'éiément Nn de 

la courbe B N ( fig. 10 ) , le fil trace le petit arc 

mm , cet arc mm a donc même courbure que le 

cercle qui auroit pour rayon m n. Ainsi, quand on 

a l'expreffion du rayon de la développée, on a pour 

chaque point, le rayon du cercle qui a même cour-

bure que la courbe, en ce point. Et comme la courbure 

d'un cercle est d'autant plus grande que son rayon 

est plus petit ; c'est-à-dire , que les courbures des 

cercles sont en raison inverse de leurs rayons, il 

fera donc facile de comparer la courbure d'une courbe, 

en un point quelconque, avec la courbure de cette 

même courbe ou d'une autre , en un point quel-

conque. Ainsi, si je voulois comparer la courbure 

1 
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de la parabole, à son origine, avec celle qu'elle a 

â l'extrémité de l'ordonnée qui passe par le foyer, 

je remarquerois qu'à l'origine on a x — o, ck que 

l'abscisse qui répond au foyer , est \ a ( ^/g. 291). 

Faisant donc successivement, dans l'expresíion du 

rayon de la développée x = o,òcx = {a
ì
 j'ai 

~ a &c a Y 2 , le rayon de la développée est donc 

à l'origine, & il est a Y 2. à l'extrémité de l'or-

donnée qui passe par le foyer ; donc la courbure, 

au premier de ces points , est à la courbure au 

second :: a \/i : {a, ou :: 2 Y'2. : 1. 

Puisque le rayon M N de la développée n'est autre 

chose que le fil qui enveloppoit, ou que l'on peut 

concevoir avoir enveloppé la courbe B N, il s'en-

suit donc qu'il est égal en longueur à Tare B N plus 

la partie A B dont le fil excédoit la courbe, lors-

que le développement a commencé, c'est-à-dire, 

plus le rayon de la développée à l'origine A. Donc 

la courbe B N est rectifiable, c'est-à-dire, qu'on peut 

aíîigner la longueur de chacun de ses arcs B N. 

ÉÉ 

ÉLÉMENS 
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É L É M E N S 

DU CALCUL INTÉGRAL. 

59. IL s'agit ici de revenir des quantités différen-

tielles , aux quantités finies dont la différenciation 

a produit celles-là : la méthode qui enseigne com-

ment fe fait ce retour, s'appelle le Calcul intégral. 

II n'y a point de quantité variable exprimée algé-

briquement, dont on ne puisse trouver la différen-

tielle ; mais il y a un grand nombre de quantités 

différentielles (*) que l'on ne peut intégrer : les unes, 

parce qu'en effet elles n'ont pu résulter d'aucune diffé-

renciation ; telles font les quantités xdy,xdy —ydx
t 

&c. ; les autres, parce qu'on n'a point encore trouvé 

de méthodes pour les intégrer ; & parmi celles-ci, 

il y en a dont on a lieu de désespérer d'avoir jamais 

l'intégrale. 

Quoi qu'il en soit, on peut tirer un parti très-

avantageux de celles que l'on fait intégrer ; nous 

allons tâcher de les faire connoître : nous verrons 

ensuite ce qu'on doit faire à l'égard de celles qui 

( * ) Par quantité différentielle , 

nous entendons ici, non-seule-

ment celle qui résulte d'une 

différenciation, mais en général, 

Mécanique. 1" Parue. 

toute quantité affectée des diffé-

rentielles dx , d y , &c. d'une oii 

de plusieurs variables. 
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se refusent à rintégration. Commençons par nous 

expliquer fur quelques façons de parler dont nous 

ferons usage. 

Nous appellerons fonílion d'une quantité , toute 

expression de calcul dans laquelle cette quantité 

entrera, de quelque manière qu'elle y entre d'ailleurs. 

Ainsi, x, a + bx*, V^ax" + bx
f
) , &c. font des 

fonctions de x. 

Nous entendons par quantités algébriques, celles dont 

la valeur exacte peut être assignée , en exécutant un 

nombre déterminé d'opérations de l'Algèbre & de 

l'Arithmétique, autres que celles qui dépendent des 

logarithmes. Au contraire , nous appellerons quan-

tités non algébriques, celles dont on ne peut assi-

gner que des valeurs approchées, ou qui fupposenf 

des approximations : les logarithmes font dans ce 

cas, &c il y en a une infinité d'autres. 

Pour indiquer Pintégrale d'une différentielle, nous 

nous servirons de la léttre f que nous mettrons devant 

cette quantité : cette lettre équivaudra à ces mots 

somme de, parce que intégrer, ou prendre l'intégrale , 

n'est autre chose que sommer tous les accroissemens 

infiniment petits que la quantité a dû prendre pour 

arriver à un état déterminé. 
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Des différentielles a une feule variable, qui 

ont une intégrale algébrique } & première-

ment des différentielles monômes. 

60. Règle fondamentale. Pour intégrer une diffé-

rentielle monôme
 t

 il faut i°. augmenter Vexposant de la 

variable d?une unité : z°. diviser par cet exposant ainsi 

augmenté de tunité, & par la différentielle de la variable ; 

c'est-à-dire, diviser par ce nouvel exposant multiplié 

par la différentielle de la variable. 

La raison de cette règle ne doit pas être cherchée 

ailleurs que dans le principe même de la différen-

ciation (10). Comme il s'agit de retrouver la quan-

tité qui avoit été différenciée, il est visible qu'il faut 

appliquer des opérations contraires à celles qui ont 

été prescrites pour la différenciation. 

Cela posé, appliquons la règle. 

sixdx
 0

us2x'dx = ̂ liî
 =

 x\s*dx s= ~- = f* 
[l t-l)dx y -íix 2* 

En effet, d^x*) — zxdx; d
 = 2 X

** — xdx. 

Dememe/uï' dxzz-^ ——=—r- =z^axi• Pareille-

r
adx - , a x ~ 3 +1 d x a x~ * —

a ment / —.ou fax 5 d x = -. r-;— = — 

En général, m étant un exposant positif, ou négatif, entier 

ou fraaionnaire, on aura fa x
m
 dx =

 +
\
d

* = , 
' (m + i)dx m + i 

E i 
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On n'a pas besoin de cette règle pour trouver l'intégrale de 

dx , ni de adx, que Ton voit aisément devoir être x pour 

la première , & a x pour la seconde. Mais si l'on vouloit y 

appliquer la règle, on remarqueroit que l'exposant de x dans 

ces différentielles est zéro, & qu'elles sont la même chose que 

xc d x 8tax°dx, dont l'intégrale, suivant la règle, est 

-8Í-, r-r-. ou x oc ax. 
(o H- i)dx (o+ i ) d x ' 

II n'y a qu'un cas qui échappe à la règle fondamentale ; c'est 

celui où l'exposant m auroit pour valeur — i ; car alors l'inté-

grale devient ■** ouou —, quantité inaslîgnable, 

parce qu'elle est infinie : en effet, si l'on conçoit que le 

dénominateur, au lieu d'être zéro , soit une quantité infiniment 

petite , on voit qu'il doit être contenu une infinité de fois dans 

la quantité finie a, & que par conséquent la fraction seroit 

infinie. Nous expliquerons, par la fuite, pourquoi le calcul 

donne ici une quantité infinie ; mais en attendant, nous ferons 

remarquer que la différentielle proposée axm dx qui est alors 

ax~ldx, ou est une différentielle de logarithme ; c'est 

celle àealx ou de lxa, ainsi qu'on peut le voir aisément en 

différenciant ( 27 ). 

Si la différentielle monôme avoit un radical, on 

substitueroit au radical, un exposant fractionnaire. 

Ainsi pour intégrer adx V xz, on intégrera adx.x* 

a 

ou ax* dx, ce qiu se fera comme ci-deffus. 

REMARQUE. 

61. Nous avons vu (8) que lorsque dans les 
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auanîités qu'on avoit à différencier , il se írouvoit des 

termes tout constans, ces termes ne se trouvoient plus 

dans la différentielle. Donc, lorsqu'on remonte à 

l'intégrale , il faut avoir soin d'ajouter une quantité 

constante à l'intégrale. Cette constante aura telle 

valeur que l'on voudra, tant qu'on n'aura pas d'autre 

objet que de trouver l'intégrale, c'est-â-dire , de trou-

ver une quantité telle qu'en la différenciant, on repro-

duise la différentielle proposée ; en effet,
 m i

 °£ 

■
m + i

 + C,Cetant une constante quelconque, auront 

également pour différentielle la quantité axmdx, quel-

que valeur qu'on donne à C. Mais lorsque l'intégra-

tion se fait dans la vue de satisfaire à une question 

que l'on s'est proposée, alors cette constante a une 

valeur que l'état de la question détermine : nous 

verrons cela par la fuite; mais, à l'avenir, nous 

aurons toujours foin d'en ajouter une à la fuite de 

chaque intégration ; & afin qu'on la reconnoiste 

pour telle , nous la désignerons toujours par la même 

lettre C. 

Des Différentielles complexes dont l'intégration 

rentre dans la règle fondamentale. 

6a. ï°. On peut encore intégrer par la règle pré-

cédente toute quantité dans laquelle il n'entrera point 

depuistances de quantités complexes, ni des diviseurs 
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complexes, à moins que ces derniers ne fussent des 

quantités constantes. 

b x"1 d x • 
Ainsi pour intégrer axìdx-\ 1- e dx, j'intégrerai 

séparément chaque terme, & j'aurai -\- -\- ex-\-C. 

Pareillement l'intégrale de ax
3
d x -f- ~^ , ou de a *V x -j-

bx-*dx,t& — + ̂  +C, ou - X + ' £ 
4 —3 4 3*1 

63. 2°. Quand même il entreroit des puissances de 

quantités complexes , on intégreroit encore par la 

règle fondamentale, pourvu qu'elles ne se trouvassent 

point au dénominateur, & qu'en même temps leur 

exposant fût un nombre entier positif. 

Par exemple, (a + b x1)1 X d x s'intégreroit par la règle 

précédente, en élevant actuellement a -f- b x* à la troisième 

puissance, ce qui ( Algèbre 126 ) dorineroit a?-\- 3 a2 b x1 + 

3 a b2 xA -f - b1 x6 , & par conséquent (a-{-bxîydx — a'dx 

-j- 3 <fb x*dx 3 ab* x*dx -\- bìxtdx, dont l'intégrale , prise 

, „ . . 3 a2 b xì , 3 a b' x5 . b"' x7 . „ 
terme a terme, est a> x 4- - f- = k- C. 

' 1 3 í r 7 

64. Comme il n'y a pas de quantité complexe 

élevée à une puissance dont l'exposant seroit un 

nombre entier positif, que l'on ne puisse , par la 

même règle donnée ( Alg. 126 ) , réduire , ainsi , à 

une suite finie de monômes, on pourra donc tou-

jours intégrer toute quantité complexe qui ne renfer-

merait d'autres parties complexes que des puissances 

dont l'exposant seroit un nombre entier positif. 
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Ainsi , si j'avois à intégrer g d x ( a -\- b x' )* -}-

a
1
 x

1
dx ( c + ex

1
 -\-f x

2
 )

4
 , je développerais, par la règle 

citée, la valeur de (a-\-bx*y, & je multiplierois chaque 

terme du résultat, par gx*dx ; je développerais pareillement 

la valeur de ( c + e x
2 -f-/*3 )4 , & je multiplierois chaque 

terme du résultat, par a1
 x

7
dx ; alors je n'aurois plus à inté-

grer qu'une fuite de monômes , ce qui est le cas de la règle 

fondamentale. 

65. II faut excepter ici, le cas oìi quelqu'un des 

expofans étant négatif, il arriveroit qu'après le dé-

veloppement & la multiplication , l'exposant de la 

variable, dans quelqu'un des termes, seroit — 1 ; 

mais dans ce cas on intégreroit par logarithmes. 

Par exemple , si j'avois " (*+
 ou 

4*
-3

 dx (iî-f- bx
1

)* ; je le changerais en ax~
3
 dx ( a* -f" 

í a b x2 -j- V1 x* ) qui revient à a* x~} dx + 2a*bx~' d x-\~ 

ab'xdx, dont les deux termes a* x~^dx -f- ab*xdx ont 

pour intégrale " * f- " * * ; mais le terme 2 a*bx~' dx 

qui est la même chose que la*b -j-, est (27) la différen-

tielle logarithmique de 2 aaè Ix ; ensorte que l'intégrale totale 

est- ̂  + ̂
 +

 2^/* + C. 

66. 30. SiMa quantité différentielle proposée 1 en-

ferme même une quantité complexe, élevée à une 

puissance quelconque ( dont l'exposant soit entier , 

ou fractionnaire, positif, ou négatif) , on intégrera 

encore, si la totalité des quantités qui multiplie cette 

E 4 
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quantité complexe, est la différentielle de cette même 

quantité complexe, considérée sans son exposant total ; 

ou si elle est cette différentielle multipliée ou divisée 

par un nombre constant. II ne faudra pour cela , que 

regarder la quaniité complexe dont il s'agit, comme 

une feule variable, & appliquer mot à mot la règle 

fondamentale. 

Par exemple, gdx ( a -f- b x )? est dans ce cas, parce que 

gdx est la différentielle de a -\-bx, multipliée par 4- qui 

est une quantité constante ; ainsi pour l'intégrer , j'écris 

r J f i L \„ eix{a + bxy+l .
 r

_gdx(a+ b
X
y+' s g d x ( a + bx ) P = '

i)d {a
 J

b x)
 + C =

 ( p
 \

 t )
 ̂ 

V —
 + + 

En effet, si l'on différencie cette nouvelle quantité, on 

retrouve gdx ta bx )?. 

En examinant de même la différentielle
 a

.
d
,* -

 1 axi
* « 

y ( a x + x x) 7 

ou (a1 d x -j- 2 a x d x) (<z x -f- x x) ~ » » on trouvera qu'elle 

est intégrable, parce que a* d x -\- z a x dx est la différen-

tielle de a x -J- xx , multipliée par une constante a. Appliquant 

i 
donc la règle, on aura s(a*dx -f-2 axd x) (<i x -{-x x) » = 

(a1 âx + 2a
X

dx)(a.x + xx)* 1 
— J-T 4- C= 2 a (a x 4- x x) * 4- C. 

ï[adx + 2xdx) 1 v 1 ' 1 

Le seul cas à excepter est celui où l'exposant de la quantité 

complexe seroit — 1 ; alors on intègre par logarithmes, ainsi 

que nous le verrons par la fuite. 
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Des différentielles Binomes qui peuvent s'in-

tégrer algébriquement. 

6y. Nous entendons par différentielle binome , 

celle oii la quantité complexe la plus composée, est 

une puissance quelconque d'un binome. 

Ainsi gx^dx{a 4- bx1)^ est une différentielle binome. 

II en est de même de g xm dx (a -]- bx")? qui peut représenter 

toute différentielle binome, parce que , par g, a, b,m,n,p, 

on peut entendre tous les nombres imaginables positifs ou 

négatifs. 

On ne fait pas intégrer généralement, toute diffé-

rentielle binome. Mais on voit, par ce qui précède, 

qu'on fait intégrer une différentielle binome gxmdx 

(a + bxny, dans les deux cas suivans. 

i°. Quand p est un nombre entier positif quel-

conque, quels que soient d'ailleurs les exposons m 

& n (63), à l'exception du cas mentionné (65). 

i°. Quand l'exposant m de x hors du binome , 

est moindre d'une unité que l'exposant n de x dans 

le binome ; c'est-à-dire , qu'on peut intégrer géné-

ralement gx"~1 dx ( a + bx" )p , quels que soient 

n & p, excepté le cas oìtp = — 1. En effet gx"~ 'dx 

est la différentielle de a 4- bx", multipliée par -~ , 

c'est-à-dire, par une constante ; on rentre donc dans 
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le cas dont il est question ( 66) ; & par conséquent 

on intégrera , comme il y a été enseigné , c'est-à-

dire , par la règle fondamentale, en regardant a + bx' 

comme une seule quantité. 

Outre ces cas, il y en a encore deux autres que 

l'on peut comprendre en un seul, & qui comprennent 

le précédent : nous allons les faire connoître. 

68. i °. On peut intégrer toute différentielle binome, 

dans laquelle l'exposant de x hors du binome , étant 

augmenté d'une unité, pourra être divisé exactement 

par l'exposant de x dans le binome , &c donnera pour 

quotient un nombre entier positif. Le procédé qu'il 

faut suivre dans ce cas, pour intégrer, ainsi que pour 

démontrer que cela est général, consiste à égaler la 

quantité binome ( fans son exposant total ), à une 

feule variable, & à exprimer la différentielle pro-

posée à l'aide de cette variable seule &c de constantes ; 

ce à quoi on peut toujours parvenir facilement, en 

opérant comme dans les exemples fuivans. 

4 
Proposons-nous d'abord d'intégrer gx2dx(a -\- bx*)*' 

Je vois que cette différentielle est intégrable, parce que l'ex-

posant de x hors du binôme, c'est-à dire, 3, étant augmenté 

d'une unité, donne 4, qui, divisé par l'exposant 2 de x dans 

le binome , donne pour quotient 2, nombre entier positif. 

Je fais donc a -j- b x1 = De cette équation je tire la 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 75 

valeur de x
1
 ; c'est x* — ^j—. Je remarque que x*dx qui 

précède la quantité binome, vient (à un multiplicateur 

constant près ) de la différenciation de x4 quarré de x* : j'élève 

donc,auquarré,l'équation x*=. , & j'ai x
4
 =z Q^i^ ; 

donc, en différenciant, j'aurai 4 x
1
 d x =z 2 , sx ~ " ̂  . y

 7 

& par conséquent x^ dx — (j^-j- ̂  ~^ — ^ ̂ ~ fr. « 

Substituant pour xìdx, & pour (<z leurs valeurs 

en z, dans gx
7
dx (a -\- bx*)^, j'ai ̂ ~~f^ ^ * ~

?
 X

 ou 

gts
 g«l* *j

 Donc
 r

gx
>
d

x(a + = 

4 \ 4 i + i - + i 

— síiúli — g^5 _ — g"^s 4. c 
' 2b*

 J

 2b* —(| + 2)2^ (1+1)2**
 T

 * 

f + I 

ou (à cause que - - p est multiplicateur commun ) , 

remettant donc pour ^, sa valeur a -j- bx*, nous aurons 

-fi*')**'+ +C. 

69. On opérera d'une manière semblable , pour tout autre 

cas assujéti aux mêmes conditions. Prenons, par exemple, 

gx*dx (a-^-bx1) 3 , qui doit être intégrable, puisque 

l'exposant 8 augmenté de 1 , c'est-à-dire , 9 , étant divisé 

par l'exposant 3 de x, dans le binome , donne un nombre 

entier positif. Je ferai donc a-\~bxì = { ; j'aurai x1 — ; 

& comme xSdx qui précède le binome, vient (à un multipli-

cateur constant près ) de la différenciation de *9, pour avoir 

*9 je cuberai Péquation *3 =
 ;

 j'aurai = 
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différenciant pour avoir dx, j'ai 9 xUx =. 3 , ^ ) * y-, 

& par conséquent x
%
dx — ^ ^ La différentielle 

a Sr — a\z ÍÍ7 2. 

gx
8
i*(<í4- bx

1
) 3,se changera donc eng. I j-J

 3
> 

ou ( en faisant les opérations indiquées, c'est à-dire . élevant 

*■ ^ " au quarté , & multipliant par { ' j ^JT
5
— ^ ^ — 

ttf*'"*'* + ^t""^, dont l'intégrale est 

a
-
ga

^
2 3

 . g'
a
t'

 3
 + C, qui, à cause du rr.ul-

tiplicateur commun ^ î ""
T

 » se réduit à 

ê 1 — f / r2
 ÎÍ{ ,

 a
* \ 1 r 

-pr? ' (3±-
f
 ~ Tt=l +-T=f ) + C' oa 

^.^
í

 (7-'- ^+3**) +C,o» enfin, 

en remettant pour ç , sa valeur a -f- £ *
3

, l'intégrale est 

5^ï (*+**
3
) '

 _ f
 g(4+**»r- j (« + bx

1
 ) -f 3 a*] + C. 

Telle est îa méthode qu'il faudra suivre toutes les fois que 

l'exposant de x hors du binome, étant augmenté d'une unité, 

& divisé par l'exposant de x dans le binome , donnera pour 

quotient un nombre entier positif. 

70. 2°. Quoiqu'une quantité différentielle binome 

ne soit pas dans le cas dont nous venons de parler , 

il arrive néanmoins, assez souvent, qu'on peut l'y 

ramener, à l'aide d'une préparation assez simple , & 

qui consiste à rendre négatif l'exposant de x dans le 
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binôme, lorsqu'il est positif, ou positif lorsqu'il est 

négatif. Pour cet effet, il faut diviser les deux termes 

du binome par la puissance de x qui se trouve dans 

ce binome , & multiplier hors du binome, par cette 

même puissance élevée à la puissance marquée par 

l'exposant total du binome. 

Par exemple, pour rendre négatif l'exposant 2 de*, dans 

Je b'mome gx4dx ( a -\-b x* je divise a b x* para;1, ce 

qui me donne gx
A
dx { -f- b ougx

4
dx (ax~

 1
 -\-by; 

mais comme la quantité x1 par laquelle on a divisé, est censée 

élevée à la cinquième puissance, puisqu'elle est comprise sous 

l'exposant total 5 du binome , il faut, par compensation, mul-

tiplier au-dehors, par (**)', c'esl-à-dire {-Alg. 96), par 

x'°, ce qui donne gxl*dx (ax~ 2 -f- by. 

En appliquant cette préparation, on trouvera que 

plusieurs différentielles binomes qui ne seroient pas 

comprises dans le cas précédent, y reviendront. 

Par exemple, si l'on niedonnoit à intégrer.
 aadx

 1
 ou 

aadx (aa-\-xx) »; je vois que l'exposant de x hors du 

binome , c'est-à-dire , o , étant augmenté de 1, ce qui fait 1 , 

ne peut être divisé exactement par l'exposant 2 de x dans le 

binome ; mais j'aurois tort d'en conclure que la quantité pro-

posée n'est pas intégrabîe ; car si je rends négative la puissance 

de x dans le binome,en écrivante (x*) » dx(aax-14
r

i) » 

3 

qui se réduit à aax-^dx (aax-*-^ 1) », je vois alors 

que — 3 augmenté de 1 , c'est-à-dire , — 3 -r 1 ou — 2, 

étant divisé par l'exposant —■ 2 de x daas le binome, dorme 
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pour quotient un nombre entier positif: ainsi faisant aax~* 

A-\—z, j'en tire x~
 2
 = ÌZZ— ■ & comme x~

3
 d x est ( à un 

multiplicateur constant près) la différentielle de x~1, je diffé-

rencie ,&j'ai - a *-
3
 dx = ̂

5
 d'où je tire x- > dx 3-^. 

3. 

La différentielle aax~3ix a se change donc en 

~Taa ' • î." >
0U

 ~
l

 2
*
d{

> dont l'intégrale est +
 c

> 

■ t 

on { » -j- C, ou ( en remettant pour { sa valeur ) 

{aax~>+ C, ou -^J_,
 + f)

 + qui se 

réduit à *
+ xx

~. -[- f- Ainsi le procédé pour intégrer 

est le même, dans ce cas , que dans le précédent. 

71. Nous avons supposé qu'il n'y avoit de puis-

sance de x, que dans l'un des deux termes du bi-

nome. S'il y en avoit dans tous les deux, on ramè-

neroit la quantité à n'en avoir que dans un, en divisant 

le binome par l'une des deux puissances de x , qui 

se trouvent dans l'un de ses termes, & multipliant 

au dehors par la même puissance élevée à la puissance 

marquée par l'exposant du binome ; & cela par la 

même raison que nous venons de donner (70), pour 

rendre l'exposant négatif. 

Ainsi , si l'on me proposoit d'intégrer , ou 

1 

aax~ldx(ax-\-xx) 2 , je le changerois en a a x~ » 

(x) 1 dx(a -f- x ) 3, en divisant le binome par x, 
1 

& multipliant, au dehors, par * élevé à la puissance ! * 
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qui est cel'.e du binome. Cette quantité se réJuît à.... 

3 i 
aax 2 dx (a 4- x) 2. Si on lui applique la règle du 

premier cas (68 ) , on ne trouvera point que cette quantité 

soit intégrable; mais en rendant négatif l'exposant dex dans 

g. 1 £ 
le binome, on aura a a x 2 . (x) 2 dx (ax~ '-(- i) 

_r 

ou aax~*dx (ax~ 1 4- i ) 3 qui (68) est intégrable. 

Faisant donc ax~* -J- i = ç , on aura x~' = ?~ - ; 

différenciant, on a —x*1 dx = — , ou* - *dxzz —— » 

i i 

donc aax~1 dx{ax~ ' -\- i) "se change en — i^l'l 1 * 
i 

ou— a{
 2

 d z , dont l'intégrale est —^— C, ou 
"à 

— z a z* + C , ou (en remettant pour r_ sa valeur ) 

— ía'ax-1 -\- i) 2 4- C, ou enfin — 2a + + & 

Lorsqu'on aura fait sur une différentielle binome, 

l'examen des deux cas que nous venons d'exposer, 

si elle ne se rapporte à aucun , alors il est inutile 

d'attendre une intégrale purement algébrique. 

Quant aux différentielles trinômes, quatrinomes, 

&c., c'est-à-dire, dont la quantité complexe ren-

ferme trois , quatre , &c. termes , elles font inté-

grables dans les cas énoncés (6x6-suìv. ). II y a 

encore quelques cas où elles admettent une intégrale 

algébrique ; mais ces cas font en fort petit nombre, 

& se présentent rarement ; ainsi nous ne nous cn 

occuperons point ici. 
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Nous donnerons plus bas la méthode de découvrir 

celles qui sont intégrables, & celles dont l'intégrale 

peut être rapportée à une intégrale donnée. 

Application des règles précédentes
 s

 a la 

quadrature des Courbes. 

72. Pour trouver la surface ou ( ce qui revient 

au même ) la quadrature des lignes courbes, on se 

représente ces lignes comme des poligones d'une in-

finité de côtés ; 8c, des extrémités M & m de chaque 

côté (Jig. /2) , on imagine les perpendiculaires MP, 

m p fur Taxe des abscisses, ce qui décompose la sur-

face en une infinité de trapèzes infiniment petits. 

Alors on regarde chaque trapèze , tel que P p m M 

comme la différentielle de l'espace fini A PM; parce 

qu'en effet, PpmM=Apm— A P M— d {A P M). 

II ne s'agit donc que d'exprimer algébriquement le 

petit trapèze P p m M, 8c d'intégrer ensuite cette 

expression, à laide des règles précédentes. 

Mais en considérant P p m M comme différentielle 

de la surface, il faut remarquer, qu'il n'est pas plu-

tôt la différentielle de la surface comptée depuis l'ori-

gine A des abscisses, qu'il n'est la différentielle de 

tout autre espace K P ML compté depuis un point 

fixe & déterminé K, puisqu'on a également PpmM= 

KpmL — KPML — d(KPMLy Donc, lorsqu'on 

intégrera, 
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intégrera , on n'a pas droit d'attribuer l'intégrate que 

donnera immédiatement le calcul, plutôt à l'espace 

A P M, qu'à tout autre espace K P L M qui en diffère 

d'un espace déterminé & constant K AL. II faudra 

donc ajouter à l'intégrale trouvée par le calcul, une 

constante qui exprime ce dont l'espace que l'on a 

dessein de déterminer, diffère de celui que donne 

immédiatement le calcul : nous verrons dans les 

exemples que nous allons donner, comment on dé-

termine cette constante. Cherchons d'abord l'expres-

sion de l'espace P p m M. 

Nommons A P, x; PM,y ; nous aurons Pp=dx, 

pm —y+dy. La surface du trapèze PpmM ( Gèom. 14a) 

est
 PJÍ^Ul

 X
Pp =

 X
dx= ydx + fe. 

Mais pour exprimer que MOT est infiniment petit, 

il faut rejetter qui est infiniment petit à l'égard 

àeydx; on aura donc ydx pour l'expreíîion 

générale de la différentielle ou de l'élément de la 

surface de toute courbe. 

Pour appliquer cette formule à une surface pro-

posée dont on auroit l'équation , il faut tirer de cette 

équation, la valeur de y, que l'on mettra dans la 

formule ydx ; alors on aura une quantité toute en 

x &c dx, qui, lorsqu'elle pourra être intégrée par 

les règles précédentes, donnera, en y ajoutant une 

Mécanique. Ire. Partie, * F 
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constante, l'expressìon de la surface de cette courbe, 

comptée depuis tel point qu'on voudra. II ne s'agira 

plus que de déterminer la constante , ce que l'on 

fera en exprimant de quel point l'on prétend compter 

la surface ; nous allons voir comment cela se fait. 

Prenons, pour exemple, la parabole ordinaire, qui a pour 

équation y y = px. Nous aurons y — v' px — p* x* ; 

i ^ 

donc ydx deviendra p" x*dx ; or l'intégrale de cette quan-

11 • % 
V a X * d' X JL ^ 

tiré (6o) est ■■ ^ 1- C, ou $pfx* + C; cette 

dernière expression est donc celle de la surface de la para-

bole; ensorte que connoissant l'absciffe x, & le paramètre p, 

on auroit la valeur de l'espace APM, ou de l'espace K P ML 

compté depuis un point déterminé K, si la constante C 

étoit déterminée, c'est-à-dire, si cette intégrale exprimoit 

actuellement de quel point on compte. 

Supposons donc que nous voulons compter les espaces 

JI x 
depuis le point A ; alors on aura APM — jfx* -f- C. 

Pour savoir ce que doit valoir C, pour que cette équation 

ait lieu, il faut remarquer que lorsque x devient o, l'espace 

APM est aussi zéro; dans ce cas l'équation se réduit à 

O = o -f- C ; donc C — o ; donc pour que l'intégrale ex-

prime les espaces comptés depuis le point A , il faut que 

la constante C soit zéro ; c'est à-dire, qu'alors il n'y a point 

de constante à ajouter, & l'on a, en général, l'espace in-

i í 
défini APM =z -p'x*. 

Mais si l'on vouloit compter les espaces depuis le point 

K, tel que A K ís b (£ étant une quantité connus); alors 
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on auroit KPML = + C,- or ces espaces K P ML 

deviennent o, lorsque A P ou x devient r± b ; on a donc 
13 ■ ì 

alors o = ~p*b* -f- C ; donc C = — f/>*£% 8c par 

1. 1 i. 1 
conséquent KPML — — ~p*b*. 

On voit par-là , à quoi sert la constante que l'on ajoute 

en intégrant, & comment l'état de la question, seul, peut 

la déterminer. 

Remarquons que f/?2*3 — ~p*x' X x; or p*x* — y; 

1 A i 1 13 

donc f/?3*2 ou fp2*2 X*=f*y; donc puisque f/?2*" 

exprime l'espace APM, cet espace aura auffi pour expres-

sion jxy, c'est-à-dire, jA P X P M, ou les f du rectangle 

APM O, quel que soit A P. 

Pareillement \p*b* — îp'b* X b; or, lorsque x zti 

A K = b, l'équation y y — px donne y y — p b , & par 

conséquent y ~ p* b* ; c'est-à-dire, ifZ = p* b*; donc 

fpM ou \pïb~* X b = ftf£ X ^/f; donc, puisque 

l'espace KPML a pour expression f/> = *^ — jp*'$i il 

aura aussi pour expression \AP X f Al — f i42C X ^£, 

c'est-à-dire, fAPMO — \AKLl. 

La parabole est la seule des quatre sections coniques, qui 

soit quarrable. 

Prenons pour second exemple, les paraboles de tous les 

genres, dont l'équation (30) est y"1-1"1 = amx"; nous au-
m n 

rons y — \/s (a

m

x") == *

m

+"x"^ ; donc. . . . . 

=
 + dont l'intégrale est 

F 2 
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-JS- -s- 4. 1 

4- C, qui se réduit à. 

m + n È'" ^ 
m n 

*L±.Ì
 (

,
m +

 "x"
r:ír

"
 + 1 4- C, qui est la même chose 

B + 2» 

que
 m +

 "- x x 4- C, ou s à cause que 

y raV^x"^ se réduit à *y + C En-

sorte que si l'on veut compter les espaces APM depuis 

l'origine A des a; (fig. ;?), ce qui exige que l'intégrale 

soit zéro, quand APM est zéro, & par conséquent quand 

x est zéro, alors la constante C est zéro, & l'on a simple-

ment
 m +

 " xy : c'est-à-dire, que l'espace APM est tou> 

jours une portion déterminée du produit xy ou du rectangle 

APM O; il en est une partie exprimée par la fraction ™ ̂  *
n f 

dont la valeur dépend de celles de m & de n; c'est-à-dire, 

du degré de la parabole. Ainsi toutes les paraboles sont 

quarrables. 

On trouvera , de même , que toutes les hyperboles rap-

portées à leurs asymptotes (excepté l'hyperbole ordinaire) 

sont quarrables. Mais comme dans la détermination de la 

constante , on trouve quelquefois une quantité infinie , il 

n'est pas inutile d'examiner ici ce qu'elle signifie. Soit donc 

y
m

 == a
m + n

x~
n
 l'équation de ces courbes: on aura 

y — a
 m

 x
 m

 ; donc ydx r= a
 m

 x
 m

 dx, dont l'in-

m + n n 

téeraleest -4-C,ou———a
 m

 x
 m

 -\-C; 
° x Z. m — n 

quantité ou il n'y a aucune difficulté pour déterminer la 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 85 

constante, lorsque m surpasse n. Mais lorsque m est plus pe-

tite que n, on trouve une quantité infinie pour constante, 

lorsqu'on veut compter les espaces depuis l'origine des x ; 

& une quantité finie, quand on compte de tout autre point. 

Supposons, par exemple, m sz 1 8c n =z z; auquel cas 

l'équation est y — a} x
-1

; la surface se réduit alors à 

. — £ x~ ' -f- C, ou C — Donc si l'on veut compter 

les espaces depuis l'origine A des x, il faudra que C —
 a

— soit 

zéro, lorsque * =: o; c'est-à-dire, que C —
 a

— x= o, 8í 

par conséquent C z=. %-, c'est-à-dire, est infini. Au con-

traire, si on veut compter les espaces depuis le point K
t 

tel que AK = b , on a C — y- == 0, qui donne C — ~. 

Voici ce que cela signifie. 

La courbe qui a pour équation y = a
5
 x~ * ou y = — 

s'étend à l'infini le long des asymptotes A Z, A Y ( fig. 14) ; 

mais s'approche beaucoup plus près de l'asymptote AZ que 

de l'asymptote AY, ainsi qu'on peut le déduire de son équa-

tion; ensorte que si l'on compte les espaces depuis l'asymp-

tote AY, ils font infinis, parce que l'espace compris entre 

cette asymptote 8c la branche infinie B S, est infini. Ainsi, 

il n'est pas possible d'astigner les espaces APMS comptés 

depuis l'asymptote A Y. Au contraire, les espaces compris 

entre la branche B M & l'asymptote A Z jusqu'à l'infini, ont 

une valeur finie , parce qu'après un intervalle assez court, 

la branche s'approche très-rapidement de son asymptote , en-

sorte que l'espace infiniment long KLMOZ a pour expres-

sion & PMOZ = 8c par conséquent KLM P =~ 

^- — —, D'où il suit, que quoiqu'on ne puisse pas avoir 

F 3 
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les espaces comptés depuis AY, on peut néanmoins avoir 

les espaces K LMP comptés depuis un point K pris si près 

qu'on le voudra de A Y. 

Prenons pour troisième exemple , la courbe qui auroit 

pour équation y r=» ——-p—» 8c que l'on reconnoîtra avoir 

la figure marquée {fig. 15) , en donnant consécutivement 

à x des valeurs arbitraires, 8c une valeur déterminée à a. 

s\ j , aaxdx — x^dx . ... , . 
On aura donc ydx = , dont 1 intégrale 

' aa 

(60) eûsydx ou APM =
 1L±
^~ + C; 8c si l'on 

veut compter les espaces APM depuis le, point A origine 

des x, il faut que cette intégrale devienne o avec x, ce 

qui fait voir que la constante C est zéro. Enforte que l'es-
1. ú. cï X^ X^ 

pace indéfini APM est simplement -^-^ . Et en gé-

néral , si la valeur de y n'est composée, comme dans le cas 

présent, que de monômes, on aura toujours aisément la 

surface (.60). 

Prenons encore un exemple. Ce fera celui de la surface 

de la courbe , qui a pour équation a' y y — x* ( a? — x3 ) ; 

cette équation donne y — ± i/ Ç* ^
a
 ~ * ^ — ± 

^ -
A

 1/(0? — x
3
 ) ; donc ( en ne prenant qu'une des 

1 i\» x*dx , . , * . x2d x 
valeurs de y), ydx — „ ., V ( a> — x

1
 ) = 7-

(a3 — x3)T; or cette quantité est intégrable (66), parce 

que x2dx est la différentielle de x3, divisée par le nombre 

1 

constant 3. Donc (66) on afydx = £Ç$£.Z&ÌM +
 C 

a f a5 — x'1 ) 1 

=
 S

—-T;—* í- C A l'égard de la constante C, on 
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la déterminera en décidant de quel point on veut compter 

la surface. 

On peut encore trouver la surface des courbes en 

la décomposant en triangles, au lieu de trapèzes. Par 

exemple, on pourroit trouver la surface du segment 

AN Q (fîg. 12), en le considérant comme composé 

d'une infinité de triangles infiniment petits, tels que 

A Qq. Ce triangle auroit pour expression -9 * °-1, en 

abaissant la perpendiculaire Qt, ou ( ce qui revient 

au même ) en décrivant du centre A & du rayon 

AQ í'arc infiniment petit Q t. Alors nommant AQ,t, 

& Tare Qt ,dx; on auroit A q = t -f- dt, &C par con-

r
, . . . . c + dt , tdx . dtdx 

lequent le triangle A Qq — —— dx — — + , 

c'est-à-dire, = — , en rejettant le terme pour 

exprimer que dx &c dt sont infiniment petits. II 

ne s'agiroit plus que d'avoir l'équation entre x &C 

t, pour pouvoir mettre au lieu de t fa valeur en x, 

& intégrer. 

Application a la rectification des lignes courbes. 

73. Rectifier une ligne courbe , c'est déterminer 

fa longueur, ou assigner une ligne droite qui lui 

soit égale , ou égale à un arc proposé de cette 

courbe. Voici comment on y parvient quand cela est 

possible. 

F 4 
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En considérant toujours la courbe A M (fig. 12), 

comme un poligone d'une infinité de côtés , le petit 

côté Mm peut être regardé comme la différentielle 

de Tare A M, parce que Mm = A m — AM=t 

d (AM~). Or en menant Mr parallèle à A P, on a 

Mm = y'(Mr2 + rmz) — y(dx2 + dy2); il ne 

s'agit donc que d'intégrer f/ (dx2 -j- dy2}. Pour cet 

effet on différenciera l'équation de la courbe, & en 

ayant tiré la valeur de dy exprimée en x & dx
f 

ou celle de dx exprimée en y & d y, on la substi-

tuera dans y (dx2 + dy*") qui ne contiendra plus 

que des x &c dx2, ou des y & dy2 ; on fera sortir 

dx2 ou dy2, hors du radical ( Alg. 107 ), & l'on 

intégrera. 

Pour en donner un exemple, prenons parmi îes paraboles 

généralement exprimées par ym + n — amxa, celle qui a 

pour équation particulière y3 =z ax2, nous en tirerons xx 

. 2 1 

—
 y

— & *'= donc dx =2 ÌZ1Ù. ; 81 dx* = 
il — i 

^■,Aoncv{dx*+df)^(df +^?) = 

í/y 1/ ^ 1 + ~ ^ (-^e-
10

7)< Or, cette quantité s'intègre 

aisément {66), puisque l'exposant de y hors du binome, 

est moindre d'une unité que dans le binome. On aura donc 

sdyV{i + 22 ou [dy ( 1 4-^V=i- l 

+ C = ~ , (1 + 22)1 + c. A l'égard de la constante 
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C, voici comment on la déterminera. Si c'est depuis le 

point A , origine des y, que nous voulons compter les 

arcs AM, il faudra que l'intégrale , ou la valeur de Tare 

AM, devienne zéro en méme temps que y. Or, lorsque 

y — o, l'intégrale se réduit à (1)* -f- C ou + C ; 

on a donc — + C = o; donc C =. —, Donc, la 
27 ' 27 ' 

longueur de Tare quelconque -<4AÍ compté depuis le som-

Si l'on veut savoir quelles font les autres paraboles que 

l'on peut rectifier, on le trouvera en cette manière; l'équa-

tion ym + n = amx'1, qui appartient à ces courbes, donne 

y z=. a
m +

 "x
m + n. Faisons, pour simplifier, " ^ — ^ » 

& ——- = l; nous auronsy = ahx1 ; donc = lakxl-ldx, 

& = /V**1'-*</*%• donc i/(<fx2 + iy3) = 

V{dx* + r-a^x^-Hx*) ztidx ^(i + /V**1'-1), 

quantité qui n'est intégrable dans cet état, que lorsque 2 / — 

2=1. Mais si l'on change le signe de l'exposant de * 

sous le.,radical, on aura x~l+'dx \Zt[x-*l + * + /V*),' 

qui (68) est intégrable, si — / + 1 augmenté d'une unité 

& divisé par — 21 -\- 1, donne un nombre entier positif ; 

c'est - à - dire , si —-— = t, t étant un nombre entier 

positif. De - là on tire / = ——— ; or / = —-—, donc 

, d'où m — — ; ainsi les paraboles qui 
m + n 2í 4- I 2» 

peuvent être rectifiées, font celles qui sont comprises dans 
n . ( 1 t + I ) _n 

l'équation y 2,-1 — a 2 ' x", ou ( en extrayant la 

g t -f-1 1 

racine n) y 2t 5= a 2t x. 
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Application aux Surfaces courbes. 

74. Nous nous bornerons aux surfaces des solides 

de révolution. On appelle ainsi les solides que l'on 

conçoit engendrés par le mouvement d'une courbe 

A M ( fig. 16 ) , qui tourneroit autour d'une ligne 

droite A P. 

II faut concevoir que tandis que la courbe A M 

tourne autour de AP le petit côté Mm décrit une 

zone, ou portion de cône tronqué, qui est l'élément 

de la surface, & qui ( Gèom. 222 ) est égal au pro-

duit de Mm par la circonférence qui auroit pour 

rayon la perpendiculaire menée du milieu de Mm 

sur A P , ou (ce qui revient au même , puisque 

Mm est infiniment petit ) par la circonférence qui 

■auroit pour rayon P M. Or Tare Mm = y" (dxz+-dy2); 

& si l'on représente par r : c le rapport du rayon à la 

circonférence d'un cercle , on aura r \ c \ : _y*est à la 

circonférence qui a pour rayon PM, laquelle sera c-4 >' 

on a donc C-Z \/(dxz 4- dy1} pour l'élément de la 

surface des solides de révolution. 

75. Pour appliquer ceci, supposons qu'on demande la 

surface de la sphère. Le cercle générateur AMB (fig. 17), 

a pour équation y y zzz ax — xx, en nommant AP, x; 

„_."._ > , „ , \adx — xdx 
& P M, y. Donc,y = V (ax — xx) & dy = —

t
 s ; ,J tJ v 1 J \/{ax — xx-) 
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donc</y* = ' ^ —
 xx

 ; C
 ̂

dx
 +

d
y ) 

/, . , ìaadx* — axdx* + x1dx*\ *-adx 
ZZ V [ dx* 4- — — — 1 = —r1 % 

^ 1 ax — xx I v\ax — xx) 

Substituant donc dans la formule — ì/ (dx1 + dy*) , pour y 

& 1/(dx* -J- d y*) leurs valeurs, on aura 

ci/(ax — xx) -adx . . , , . . -acdx 
—s = . ——, , qut íe reduit a , 

r |/ (ax — xx) ^ r 7 

dont l'intégrale est —— + C, ou simplement —-— en 

comptant la surface depuis le point A. Or , ou. x 

exprime la surface du cylindre qui auroit pour base un grand 

cercle de la sphère, & x pour hauteur ; ce qui s'accorde 

parfaitement avec ce qui a été démontré (Géom. 223 ). 

76. Si l'on veut avoir la surface du paraboloïde ( c'est 

ainsi qu'on appelle le solide engendré par la révolution de 

la parabole A M (fig. 16), autour de son axe ) ; on a pour 

équation y y = px; donc x bz ~ , d x z= , & 

^_ 4£4£ .
 donc l

y
(dx+dyn==l

yÇdf + ̂ f) 

— dy v(i -I- donc T ^ (
dx

* +
 d

y
1
) devient 

ici,
 c
-2-íl y/^i _j_ , quantité qui est intégrable (66), 

l 
íiAx (1 -j. ±yl"\ * 

& dont l'intégrale est 1 %ydy ^
 C

'
 qui se ré

" 

P P 
l 

duit à ^1+ pp)
 3
 + ^- Or pour que cette quantité 

exprime la surface comptée depuis le sommet A, il faut 

qu'elle soit zéro, quand y = o j mais, dans ce cas, elle 
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devient Ul f.y$ -f C, ou ̂  + C; on a donc -^1 -f 
I2r »

 1 1 I2r lir 1 

C — o: c'est-à-dire, C — — LLL • donc la surface du 
' 12 r 

paraboloïde indéfini A ML A est -
p
-^- f i + ̂  V -

Application a la mesure des Solidités. 

77. Pour mesurer la solidité des corps, on peut 

les imaginer composés de tranches infiniment minces 

& parallèles entre elles ; ou bien les imaginer com-

posés d'une infinité de pyramides, dont les sommets 

se réunifient en un même point. Lorsqu'on se les 

représente comme composés de tranches infiniment 

minces, & parallèles entre elles, la différence des 

deux surfaces opposées qui terminent chaque tranche, 

est infiniment petite , & par conséquent on doit 

l'omettre dans le calcul, si l'on veut exprimer que 

cette tranche est infiniment mince. De-là il fuit qu'on 

doit prendre pour expression de la solidité de cette 

tranche, le produit de l'une de ses deux bases opposées 

par fa hauteur infiniment petite. Par exemple, si je 

considère la pyramide S ABC (fig. 18 ) comme 

composée de tranches infiniment minces, telles que 

abcdef; je puis prendre pour mesure de cette tranche, 

le produit de la surface abc ou de la surface des 

par l'épaisseur de cette tranche. 

De même , si je considère le solide de révolution 
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engendré par la rotation de la courbe A M, autour 

de la droite AP f
fig. /6~), si je le considère 

«comme composé de tranches parallèles entre elles 

& infiniment minces , je dois prendre , pour mesure 

de chaque tranche, le produit de la surface du cercle 

qui a pour rayon P M, par l'épaiífeur Pp. 

Ce principe posé, voici comment on évaluera la 

solidité de tout le corps. On considérera chaque tranche 

comme étant la différentielle du solide, parce qu'en 

effet la tranche Mtr.lL est = A ml A — A ML A 

= d(AMLA);&C ayant déterminé l'expreíïion algé-

brique de cette tranche, on l'intégrera. 

Par exemple, s'il s'agit de la pyramide S A B C: supposant 

que la surface A B C de sa base , est égale à la quantité 

connue bb, & sa hauteur ST=h, on représentera par x 

la distante St d'une tranche quelconque; ce qui donnera dx 

pour rèpaisseur de cette tranche. Quant à la surface abc, 

on la trouvera ( Giom. 202 ) par cette proportion S T2 '. St1 

AB C '. abc ; c'est-à-dire , h h \ x x ', '. b b ' abc =. - *"!
 x

 ■ 

ainsi la solidité de la tranche sera—** % dont l'intégrale est 

4- C, ou simplement , si l'on compte la solidité 

depuis le sommet S. Cette quantité qui exprime la solidité 

de la portion pyramidale quelconque S abc, est la même 

chose que -yj— X —- , qui
 n

'est
 autre

 chose que a b c X ~ » 

ce qui s'accorde avec ce que nous avons démontré {Giom. 24a). 

78. Quant aux solides de révolution, on peut 

1 
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avoir d'une manière générale , l'expreífion de la 

tranche élémentaire , ou différentielle. En effet, sup-

posant que r ; c marque le rapport du rayon à la 

circonférence, on aura la circonférence qui a pour 

rayon P M (fig. 16") ou y , en faisant cette pro-

portion r : c :: y :
 c
-y ; û l'on multiplie cette valeur 

de la circonférence qui a pour rayon P M , par 

{y moitié du rayon , on a ̂  pour la surface , la-

quelle étant multipliée par l'épaisseur P p ou dx
f 

donne ey* * pour l'expreíîion de l'élément de la soli-

ité de tout solide de révolution. Pour en faire usage 

dans chaque cas particulier, il n'y aura autre chose 

à faire, que de mettre , au lieu de jy, fa valeur en x 

tirée de l'équation de la courbe génératrice JM
t 

& intégrer. 

79. Prenons , pour exemple, le sphéroïde engendré par 

la révolution de l'ellipse autour de son grand axe (fig. 19). 

L'équation de l'ellipse est yyzz. (ax—xx), en nom-

mant A P, x; PM,y, & les axes AB & D d, a & b. 

La formule
 cy ix

 , devient donc
 clb

- dx(ax — x x), ou 
X r * -ira a v ' * 

SÌL. (axdx - x*dx), dont l'intégrale est X 
ira a ^ ° ir a a 

(Ç - f) +
 c

>
ou sim

p
)ement

 ~i C~f -f )si 

l'on compte la solidité depuis le point A. 

Pour avoir le sphéroïde entier, on supposera x — AB=.a, 
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& 1 on aura X ( 1 qui le reduit a . 
2 ra a \ 2 3 J 12 r J 

qui est la meme chose que — X T a, ou que — X f i ; or yy 

exprime la surface du cercle qui a £ ou D d pour diamètre ; 

& X & exprimeroit, par conséquent, la solidité du cylindre 

circonscrit à l'eílipsoïde ; donc puisque la solidité de l'ellipsoïde 

est ici X f a , il faut en conclure que la solidité de l'ellip-

soïde est les f de celle du cylindre circonscrit. Et comme 

la sphère n'est autre chose qu'une ellipsoïde dont les deux axes 

font égaux , la sphère est donc aussi les f du cylindre circons-

crit, ce qui s'accorde avec ce que nous avons démontré 

(Giom. 245). 

80. Si l'on vouloit avoir la solidité comptée depuis un 

point déterminé K, tel que A K = e ; alors on prendroit 

l'intégrale générale (~Ì~ + £>' & puisqu'on 

veut que la solidité commence au point K , il faut que cette 

intégrale devienne ò en ce même point, c'est-à-dire , lorsque 

x = e ; or, dans ce cas, elle devient - s— —^ 4- C: 
' ' ' 2 raa ^2 3  

donc ——— y)-J-C=o,& par conséquent 

Ç =r * W a (~2~ J") '
 3

'
n

^ '
a

 '"
0

''^'
t

^ '
 com

P
t
^
e 

depuis le point K, a pour expression ~~-

_ J1L , —Y C'est-là l'expreffion d'une 
iras ^ 1 3 y 

tranche de sphéroïde elliptique comprise entre deux plans 

parallèles, auxquels Taxe est perpendiculaire, & dont la 

distance est = x — e. 

81. Prenons, pour second exemple, laparaboloïdefjîg-. 16), 
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L'équation de la parabole est y y — p x ; ainsi la formule 

devient
 t

^
%

%r
* j ^

ont
 l'intégrale est -

c
^* C, ou 

X TJ- + £, ou ( en mettant pour p x, sa valeur y y ) 

c
^ X -5- + C. Si l'on veut le solide, à compter du pointé; 

alors, comme ce solide est zéro, quand x est zéro, la constante 

Cdoit être zéro, & la solidité se réduit à X — ; or — 
I r 2 2t 

exprime la surface du cercle qui auroit P M pour rayon , ou 

la base du paraboloïde AMLA; donc le paraboloïde est la 

moitié du produit de sa base, par sa hauteur*,- donc il est 

la rhoité du cylindre de même base & de même hauteur. 

Si l'en veut compter la solidité depuis un point K connu , 

& tel que A K — e; alors la solidité devant être zéro au 

point K, c'est-à-dire, quand x — e, l'intégrale générale doit 

être zéro dans ce même cas ; c'est-à-dire, que '-~r + C, 

devenant -4- C, doit être o ; donc c-^- + C = 0 ; 
4 r 4 r ' I 

& par conséquent C — — -~r »' donc la solidité d'une tranche 

de paraboloïde, comprise entre deux plans parallèles dont les 

distances au sommet sont x & e, est — —. Ceci peut 

servir à toiser Pexcavation des mines. 

On a trouvé , par plusieurs expériences, que dans les 

terreins homogènes, & dont la surface M N (fig. 10) est 

horizontale , les parois de \ entonnoir ou de l'excavation faite 

par l'explosion de la mine, ont la courbure d'un paraboloïde 

MAN qui a pour foyer le centre K du fourneau, & dont 

la dislance K P (qu'on appelle la ligne de moindre résistance) 

de ce foyer au plan de la base M N de l'entonnoir, est 

moitié 
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moitié du diamètre M N de cette base. D'après ces données, 

voici comment on peut calculer le solide NOLM que l'effort 

de la mine doit enlever. 

Si on nomme a la ligne K P — P M, on a par la propriété 

de la parabole '■ = 4e, e étant =r A K ; d'où l'on tire 

e = — £ <* +ì Vì,àonc.x—a -\- cz=Z'-a(i -f-2 ) , & 

par conséquent x x — « e z2 a11/ 2 ; or p étant =z 4 e , cn 

auras (xx — ee) = 2 á> V î(— 1 +1/ 2) = 2a
3
 (2—^2), 

le solide cherché, qui est en général -~- (x* — e1 ) sera 

donc ~
aì

{^ — I
/
2)=TT|XÍÎ

3
(

2
 — i54

r
4

21
35 )

 = 

1,8403012 a1 ; c'est-à-dire, à peu près £| du cube de la 

ligne de moindre résistance. 

Nous n'y comprenons point la partie LAO dont ren-

foncement est dû en grande partie à la compression que la 

poudre exerce contre le fond de l'entonnoir. 

8z. On peut prendre encore, pour exemple, 

l'hyperboloïde, ou le solide engendré par la révo-

lution de l'hyperbole autour de l'un de ses axes. On 

peut prendre aussi l'ellipsoïde engendré par la révo-

lution de l'ellipse autour de son petit axe, & que l'on 

appelle Ellipsoïde applaá ; on nomme au contraire 

Ellipsoïde allongé celui qui est engendré par la révo-

lution autour du grand axe. On trouvera de même, 

que l'ellipsoïde applati est les y du cylindre qui lui 

seroit circonscrit; c'est-à-dire, que a & b étant le 

Mécanique. I". Partie, * G 
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grand & le petit axe del'ellipse génératrice, le sphé-

rc'-'-'e allongé a pour solidité , & le sphéroïde ap-

plati, a pour solidité
 c
-~ ; ainsi le sphéroïde allongé, 

est au sphéroïde applati :: '. îï b : a
t 

comme le petit axe est au grand axe. 

En voilà assez pour les solides de révolution. 

Mais pour accoutumer les Commençans à étendre 

l'usage de ces méthodes, nous allons les appliquer 

encore à un exemple. 

83. II s'agit de trouver la solidité d'un onglet 

cylindrique formé en coupant un cylindre par un 

plan oblique à sa base, & que ( pour plus de sim-

plicité ) nous supposerons passer par le centre : c'est 

le solide ADBE qu'on voit représenté (fig. 2/). 

Si l'on conçoit ce solide coupé par des plans paral-

lèles, infiniment près, & perpendiculaires à la base 

AEB (fig. 22) , les sections seront des triangles 

semblables dont les surfaces seront, par conséquent, 

comme les quarrés de leurs côtés homologues. Ainsi 

nommant rie rayon CE de la base, h la hauteur DE, 

ôlyte base P M du triangle P M N, on aura CED 

: PMN :: r r : y y ; or CED=^~; donc 

PMN~ 'Mï^^i donc nommant A P, x , ce 
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qui donne dx pour 1 épaisseur P p de la tranche com-

prise entre deux plans voisins, on aura
 hy

*f
x
 pour 

cette tranche. Or y est l'ordonnée du cercle qui sert 

de base ; & l'on a par conséquent y y = 2 rx — x x. 

La tranche élémentaire devient donc hdx ; (2r*~~ **) 
2 r y 

o\\-£-p . (zrxdx — xxdx), dont l'intégrale, à 

compter du point A, est^f^rx
2

— ~YJ' ®
onc 

pour avoir tout le solide, il n'y a qu'à supposer 

x = i r, ce qui donne X ^ 4 r
3
 — ^y-) , ou 

f ,011 ~ X f r, ou C£Z> x y^C, ou enfin 

CE D x y A B ; c'est-à-dire, les deux tiers du prisme 

qui auroit le triangle CE D pour base, & le dia-

mètre AB pour hauteur. Ceci peut servir dans un 

cas du Toisé des fortifications. 

De l'Intégration des quantités qui renferment 

des Sinus ô Cosinus. 

84. L'intégration des quantités qui renferment des 

sinus & des cosinus, est entièrement fondée fur le 

principe que nous avons donné ( 22 ) pour diffé-

rencier ces quantités. 

Nous avons vu que d (Jîn. {") — d{ cof. 1 , 

& que d (cof. {)== — d{fin,{; donc réciproque-

ment , l'intégrale de d ç cof. { fera fin. ç, ou plus 

G a o 
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généralement Jìn, i + C, qui a la même différentielle. 

De même l'intégrale de — d^Jìn. ç sera cof. i + C. 

C'est à ces deux cas qu'on peut rapporter l'intégration 

de toutes les autres quantités composées de sinus & de 

cosinus, en observant d'ailleurs les règles générales 

données jusqu'ici pour l'intégration des quantités; 

en voici des exemples. 

Si l'on avoit d{ cof ii, on l'écriroit ainsi *
} 

& alors l'intégrale seroit + C. De même , l'intégrale 

de d ç fin. 3 ï, se trouveroit en écrivant ainsi —
3

 »' 

& alors l'intégrale est C. 

En général, s d { fin, m{ (m étant un nombre confiant ), 

se change en - "'^J^"' »& devient ~
 co

^
 m

 * + C. 

Si l'on avoit {fin. {)" d{ cof. on rèmarqueroit que cette 

quantité est la même chose que ( fin. { )" d (fin. ç ) ; or en 

regardant fin. { comme une simple variable, on intègre par 

(sin 7 Y" +1 

la règle fondamentale , & l'on a -—'-Y- (- C. 
° n-\- I ' 

Si la différentielle proposée est (fin. m z)n d\ cos.m {, on écrira 

n z 
— qui revie 

(sin. m z)" + ' 

(Cm.mz)n mdr cos. mz . . , (sin. m z)"d( sin. mz) 
i -i ì qui revient a 5 i2—_Ì U 

m m 

dont l'intégrale est -
° m(n-\-1) 

Pareillement, pour avoir l'intégrale de (cof. m { )" d {fin, f fa 
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, . ( cos. mzY .—m d z fin. m r . . , , 
on écnra —————- * , qui a pour intégrale 

(cos. m{)"
 +

 ' ,
 c 

-m(/z-f- i) ^ 

Si l'on avoit à intégrer d {fin. p { cos. q{; alors on se rappel-

leroit que (Gèom. 286 ) a & b étant deux angles quelconques , 

on a sin. ( a -\- b ) fin. a cos b -\- fin. b cos a ; fin. (a — b ) 

:= fin. a cos b — fin. b cos, a ; d'où l'on conclut fin. a cos b = 

De même, puisque (Gèom. 287) on a cos. (a -J- b") rr 

«;/. í2 «>/! è yí>î. <2_/z/Z. £ & Cfl/. (<J — b ) = Co/i Co/. £ -{-

^/r a fin. b, on aura cos a cos. b — \ cos (a -|- b) -f- co/i (<i — £) 

ksin.afin.b—\cos. (à—b\ — \fos (a+b). 

D'après ces principes, on changeroit fin. p { cos. q { en 

kfin.(pt + qi)+ïsin. (pí — q{), ouisirs. (p + q ) 1 + 

— ç ){; ainsi l'on auroit à intégrer\d{fin. (p -\- q){-\-

P(sin. (p-q) 0 qui, étant écrit ainsi...! (p+4)d{^P+lX 

•f- ì ——9) s"
1
-^ P—O, a évidemment pour intégrale 

(P —?J 

-f cof. (;>-f cof. 0> — ?)t 1
 c 

f + î f—î 

On intégrera de même d{ sin. p{ cos. q {sin. r{ , &c. en 

convertissant ces produits en sinus ou cosinus de la somme & 

de la différence des arcs p {, q{, r{, &c.par les mêmes prin-

cipes. 

Si l'on avoit d{ (fin. ; on le changeroit en d {fin. {(fin. {)*; 

ot
{fin- {)* ou sin. {X fin. { est, d'après le principe ci-dessus , 

=ïcos- M-S(c+d= *ctf°-*C°M-Í-3«/• * ï» 

G 3 
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parce queco/o:= i. Donc/z/;. { (sin. 3^ — \fin. { — ìfin.{X 

cos. l {. Donc d{ (sin. {)> —± d{sin. {— { d{fìn.{cos. a 

on réduira donc fin. { cos. 2 { , ainsi qu'on vient de le faire 

pour sin. p 1 cos. qi,&L i'intégration sera facile. On voit donc 

comment on intégrerait dz_ (fin. {)", n étant un nombre en-

tier positif. On s'y prendroit d'une manière semblable pour 

d{( cos. 1 Donc on peut, par les mêmes principes que 

nous venons d'exposer , intégrer les quantités de cette forme 

d 1 (fin.pi)
m ( cos. q { )" (fin. t{ )', &c. m,n,s , étant des 

nombres entiers positifs. 

Enfin, ces principes, & ce que nous avons dit ci-dessus, 

fur I'intégration des quantités, mettent en état d'intégrer les 

différentielles affectées de sinus & de cosinus, lorsqu'elles ont 

une intégrale algébrique ; & lorsqu'il y entre des tangentes, 

on les ramène aux différentielles de sinus & cosinus, en obfer-

sin. 7 
vant que -^A . 

De la manière d'intégrer par approximation
} 

& quelques usages de cette méthode. 

85. Ceci ne peut regarder les différentielles mo-

nômes : nous avons vu qu'elles s'intégroient toujours 

facilement. C'est donc pour les différentielles com-

plexes qui échappent aux cas que nous avons examinés 

plus haut. 

L'art d'intégrer par approximation, consiste à con-

vertir la quantité proposée, en une fuite de monômes 

dont la valeur aille continuellement en diminuant; 
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chaque terme s'intègre alors aisément, & il suffit d'en 

prendre un certain nombre pour avoir une valeur 

suffisante de l'intégrale. 

La règle que nous avons donnée ( Alg. 128) pour 

élever une quantité à une puissance proposée , & qui 

s'applique également aux polinomes, est le moyen 

que nous emploierons pour intégrer ainsi par approxi-

mation. En voici des exemples. 

86. Proposons-nous de trouver la longueur d'un arc de 

cercle A M (fig. 17), par le moyen de son sinus verse A P. 

Supposant l'arc Mm infiniment petit, si l'on mène Mr 

parallèle à AP, & le rayon CM; les triangles semblables 

CPM, Mrm, donneront P M ! CM l \ Mr '. Mm. Or, 

nommant AP, x, le diamètre AB, a , ou i (pour plus 

de simplicité); on aura Mr — dx, CM ss & P M 

z= V (x — xx). Donc \/(x — xx) dx '. Mm; 

■ ■ ldx 
donc Mm — —^—^ r , & par conséquent AM =z 

y~ (x — xx) ' * 

, {dx „ . , . , . 

~{— Y e
 1

uanllte ne
 P

eut etre inte
g

re
e par 

les règles que nous avons données ci-devant; c'est pourquoi 

je la change en / —, , puis en 

X* V' ( 1 — x ) 

1 1 ' 
ì\x *dx(i—x) ». Je réduis (1 — x) 2

S
 en férie 

(Algèbre 128 ) ; & je trouve , toute réduéhon faite , 

(1 — x)~ì= l + íx + f*
1
 -f- -^a:

3
 + &c; donc 

six-^dx (I -x)~^ = s\x-
l
>dx (1 + ;* + $*• 

+ -k^ + &c.) = fÌ\»-'*i* + \**dx + ^x^dx 

G4 
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2. 1,1 f 
S Iva Iï> . —TX* ~X~ 

+
 + &c.) = -4- + -4- + 2j- + ^-

7
-

* a a j 
I 3 5 í 

■+- &c. = 4/- + + rr-r** 4" &c-> quan-

tité à laquelle il n'y a point de constante à ajouter, parce 

que lorsque x — o, elle devient zéro, ainsi que cela doit 

être, puisqu'alors l'arc A M qu'elle exprime, est zéro. 

i 

On peut, à cause du multiplicateur commun x2, donner 

à la série qui exprime l'arc A M, cette dernière forme, 

x* ( i -+■ jx + TS*
1
 + TTÏ*

3 - ' &c. ). Remarquons, 

maintenant , que le sinus verse x étant toujours plus petit 

que le diamètre i (excepté lorsqu'il s'agit de la demi-cir-

conférence ), x est une fraction ; que par conséquent les 

valeurs des termes de la férie décroîtront d'autant plus, que 

le sinus verse de l'arc en question sera plus petit. Ainsi, si 

l'on vouloit, par exemple , la longueur de l'arc dont le sinus 

verse est la centième partie du diamètre, on auroit x zz 775, 

= 0,01 , & par conséquent x* Hz 0,1; on auroit donc 

pour la valeur de cet arc 0,1 [ 1 -f- -f- 3 ^ - -f-

— .(o,oi)3], & comme le terme suivant de cette série 

seroit au moins cent fois plus petit que le dernier de ceux-ci, 

puisque chacun est plus de cent fois plus petit que celui qui 

le précède , en examinant quelle est la valeur du terme 

~ (o,oi)3, nous pourrons, en prenant le centième de cette 

valeur, juger du degré d'exactitude auquel nous aurons l'arc 

en nous en tenant à ces quatre premiers termes. Or ~ (o,ot)3, 

revient à -^.(0,000001) = ,'"°°os Jf= 0,0000000446, 

dont la centième partie est 0,000000000446 ; donc nous 

pouvons, en toute sûreté, évaluer chaque terme de notre 

férie jusqu'à 10 décimales, fans craindre que la valeur de 

Tare qui en résultera, soit fautive d'une unité dans la neu-

vième. Ainsi nous amons, -rfj ( 0,01 )3 = 0,0000000446; 
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i (c,oiy — 0,0000075000; — 0,0016666666; donc 

la totalité de la série sera 0,1 ( 1,0016742112) , ou en-

fin 0,100167421 , en se bornant à 9 décimales ; & l'on 

pourroit même en toute sûreté admettre la dixième. 

Telle est la valeur de l'arc dont le sinus verse est la cen-

tième partie du rayon. Donc si l'on savoit combien de fois 

le nombre de degrés de cet arc est contenu dans 3600, en 

multipliant cette longueur par ce nombre de fois, on auroit 

la longueur approchée de la circonférence. Mais on ne con-

noît pas -ce rapport. 

Comme nous savens ( Gèom. 275 ) que le sinus <le 300 

est la moitié du rayon, & que connoissant le sinus d'un 

arc, on peut aisément avoir son sinus verse (Gèom. 283), 

on pourroit calculer le sinus verse de 30° , le substituer 

pour x dans la férie ci-dessus, & alors multipliant le résultat 

par 12, qui est le nombre de fois que 300 font dans 360% 

on auroit la longueur approchée de la circonférence. Mais 

comme la férie feroit peu convergente, enforte qu'il fau-

droit en calculer un assez grand nombre de termes, pour 

avoir une valeur un peu approchée de la circonférence, 

nous allons enseigner un autre moyen qui nous servira de 

second exemple de la méthode d'approximation. 

Menons la tangente AN (fig. 23), la sécante CM N & 

la sécante infiniment voisine Cmn; du centre C & du rayon 

CN, décrivons l'arc infiniment petit Nr, que l'on peut re-

garder comme une perpendiculaire fur Cn, Le petit triangle 

rectangle Nrn fera semblable au triangle rectangle CAn, 

parce qu'outre l'angle droit, ils ont un angle commun en n: 

il fera donc aussi semblable au triangle CAN qui diffère in-

finiment peu de C An ; on aura donc CN l CA \ \ N n 

l Nr, d'où N r =
 C

~"
 r

* - ; or les secteurs semblables 
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CNr, CMm, donnent CN ! CM ou CA \ \ Nr on 

'.Mm; donc Mm = Nommons donc 

AN, x; le rayon CA, a; nous aurons Àr« = dx; & CJV 

= i/(aa + donc la valeur de Aíro deviendra 

aadx ; c'est-à-dire, que Mm = donc pí« 

ou AM =z f aaix Cette quantité ne peut pas être in« 
' J< t XX 1 11 

tégrée exactement. Pour l'intégrer par approximation , il 

faut la mettre fous cette forme [aadx (aa -(- xx)-*; 

alors ayant trouvé ( Alg. 128) que (aa + xx)~' 

= ar1 ( 1 + — — -v- -f -g — &c. ), on 

aura f aadx (a a -\- xx)~* 

r , r X* , x* x' , x*
 Cr

_ \ 
= (dx ( I - - + ^ - j + y - &C ) . . . . 

_ f(
dx

 _
 +

 _ + _ 8tC.) 

X^" x^ x^ x^ 

— * C1 - p + j-5 - + -
 &c

-)-

II reste donc à savoir si nous connoissons quelque arc 

qui étant contenu un nombre connu de fois dans la circon-

férence, ait une tangente connue. Or l'arc de 450 est dans 

ce cas, il est 8 fois dans la circonférence, & fa tangente 

est égale au rayon (Géom. 276) ; donc supposant x — a, 

nous aurons pour la longueur de l'arc de 450, la valeur 

de cette férie ... a ( I — | j — | -f- 5 — ~r -f- &c). 

Mais comme les termes de cette férie décroiffent encore 

fort lentement, il faut voir si nous ne pourrions pas décom-

poser l'arc de 450 en deux autres arcs dont les tangentes 

fussent connues. Peu importe que le nombre de degrés de 

ces arcs soit connus; pourvu qu'ils fassent 450, quand nous 
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aurons calculé leurs longueurs par le moyen de leurs tan-

gentes , en ajoutant ces longueurs nous aurons celle de l'arc 

de 45
0

. Comme ces arcs seront plus petits que 45
0
 , leurs tan-

gentes seront plus petites que le rayon , & par conséquent la 

série sera plus convergente, & plus facile à calculer. 

Or ce que nous avons dit (Géom. 282), nous fournit 

le moyen de trouver deux pareils arcs. En effet, nous 

avons vu que a & b étant deux arcs quelconques , on 

, . fin. ( a + b ) fin. a cof. b 4- sin. b cof. a 
avoit tang. (a + b)-

 cof
-
 (a +

 ~
h)
 =

 cos
.
ÍCoU

_íôsi^ 

( Géométrie 286 & 287 ) ; donc divisant haut & bas, par 

sin. a ^ fin. b 

r r 1 / , ; \ cof. n ' col', b 
cos. a cos. b, ou aura tang. (a + b) =

 íin
_
 a (m

_
 h

 , 

* cof. a cof. b 

c est - a - dire tang. ( a + b ) = ! s—. . 
° v ' 1 — tang. a tang. b 

Donc si nous supposons a -f- b — 45°, auquel cas fdrag. (a £) 

tang. a -f- tane è ,, , 
s= 1 , nous aurons ° -—; — 1, équation d ou, par 

1 — tang. a tang. b ' n 1 

les règles ordinaires , on tire tang. b — -—■■
 t3

"^' * . Prenons 
0 0 1 -[- tang. a 

1 —-
donc tang. a — \i alors nous aurons tang. b — \ =. \. 

■ + î 

Nous n'avons donc qu'à calculer, par le moyen de la férie 

ci-dessus, la longueur de l'arc dont la tangente x est j ou la 

moitié du rayon ; & la longueur de l'arc dont la tangente x 

est - ; ces deux longueurs réunies formeront celle de l'arc 

de 45
0
. Or en mettant pour x , , & ensuite y-, on a 
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Si l'on veut avoir les valeurs de chacun de ces arcs, 

exprimées exactement jusqu'à la neuvième décimale, il faut 

calculer les 15 premiers termes de la première, & les to 

premiers termes seulement de la seconde. Or ce calcul est 

fort aisé à faire, en observant que dans la première, on 

peut calculer les termes consécutifs , en formant d'abord une 

férie , dont chaque terme soit égal au précédent multiplié 

par , c'est-à-dire, soit le \ du précédent : on multiplie 

ensuite cette série terme à terme, par la série 1, \, \, 7, j, &c. 

enfin réunissant les termes de numéro pair entre eux , & ceux 

de numéro impair, auíïi entre eux, on retranchera de la 

somme des derniers, la somme des premiers, & on multipliera 

le reste par —. Pareillement le calcul de la seconde, se réduit r 2 

à former une série , dont chaque terme soit formé du précédent 

multiplié par -p ou par 5-, c'est-à-dire , soit la neuvième partie 

du précédent ; on multiplie ensuite cette série, terme à terme, 

par la série I, j »?, f, &c. ; & on opère ensuite comme 

pour la première, excepté qu'on multipliera le résultat par 

~
au

 lieu deSi l'on exécute cette opération en portant 

l'approximation jusqu'à 10 décimales, on aura pour la pre-

mière férie — (0,9272952180), ou a (0,4636476090) ; & 

pour la seconde, — (0,9652516632) , ou a (0,3217505544); 

donc l'arc de 45% qui est la somme de ces deux-là, fera 

«(0,7853981634). Prenant donc le quadruple , pour avoir la 

demi-circonférence,, on aura a ( 3,1415926536) ; donc le 

rayon est à la demi-circonférence (ou le diamètre est à la circon-

férence), ::J : ^(3,1415926536) : : i : 3,1415926536, 
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rapport qui ne diffère pas d'une demi-unité décimale du dixième 

ordre, de celui que nous avons donné ( Gèom. i46),&que 

l'on pourroit, très-facilement , trouver encore avec une 

beaucoup plus grande précision. 

87. Pour troisième exemple d'approximation, 

nous nous proposerons de trouver le logarithme d'un 

nombre quelconque. Mais, avant tout, il faut s« 

rappeler ce que nous avons déjà dit ailleurs (27); 

lavoir , que les logarithmes dont il s'agit ici, ne sont 

pas ceux qu'on trouve dans les Tables ordinaires. Mais 

ceux-là étant calculés, il est aisé d'en conclure les 

derniers, comme nous le verrons immédiatement 

après avoir enseigné à calculer les premiers. 

J'imagine le nombre proposé, décomposé en deux parties, 

& représenté par a -\~ x ; a étant la plus grande partie. Sslon 

ce que nous avons dit (27), on aura d log. (<z -|- x) zz: —~ , 

quantité qui ne peut être intégrée algébriquement. U faut 

donc la réduire en férie , & pour cet effet, la mettre fous cette 

forme . .. dx ( a. -f- x ) '. Or ( Alg. 128) on a (a -+• x )~ ' 

" v1 ~^ ~r
 A

%
 a

3 '
 C

-J ~
 a

i "+• ~âì ~ -~i 

donc , dl'a -f- x) — dx (a -f- x)~
 1
 = Ç~— 4~ 

~7~ — &
c>
) > donc >

 en
 intégrant , on a / (a -f- *) == 

( — 1- -Z—, — —. -f- cVc.^ -f- C* Pour déterminer 
a 2 a» 3 a» 4 a4 1 J 1 

la constante C, je remarque que cette équation devant avoir 

toujours lieu, quel que soit x, doit auíîï avoir lieu lorsque 

* = o ; or, dans ce dernier cas, elle se réduit il a — £ ; donc 
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C — la;àonclU-\-x)z=.la-\- f-——,-f- &c\ 

Connoissant donc le logarithme d'un seul nombre, on peut, 

par cette série, calculer le logarithme de tout autre nombre. 

Par exemple, si l'on suppose a SE 10, & a -f- x = 11 ; on 

aura x=z i , 8í par conséquent — = 75 , d'où l'on trouvera 

/ 11 ES 110 + £0,1 — -f- ̂ iii'&
c
.^ qui fait connoître 

ce qu'on doit ajouter au logarithme de 10 , pour avoir celui 

de n. 

Mais comme la férie générale que nous venons de 

trouver , n'est souvent pas assez convergente, voici 

une autre manière de s'y prendre. Propofons-nous de 

trouver le logarithme d'une fraction dont le numérateur 

soit plus grand que le dénominateur; nous verrons, 

dans peu, qu'on peut toujours réduire à cela, la 

recherche de tout logarithme. 

Représentons para la somme du numérateur & du déno-

minateur de cette fraction, & par x leur différence; alors 

( Gèom. 305), nous aurons \a-\-\x pour le numérateur, 

& \ a — ~ x pour le dénominateur ; & par conséquent 

la JL.L x 
f—1pour la fraction , ou ( en supprimant le facteur 
^ f* "ï % 

commun j ) fera cette fraction, & par conséquent 

ou / ( <z + x ) — l(a — x ) représentera son logarithme. 

Différencions maintenant, en regardant a comme cons-

tante , & x seule comme variable ( * ) ; nous aurons ( 27 ) 

( * ) Quoique cette fraction 

doive représenter toute fraction 

proposée, cela n'empêche pas 

qu'on ne puisse regarder la sommé 

a du numérateur & du dénomina-

teur , comme constante ; parce 
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JjL- 4- -^í- qui se réduit à
 1

 "
 líx

.
 ou 2

 adx(aa—xx)~'l 
g + x ' a — x* aa — xx' \ ' 

réduisons donc (aa—xx)-
 1, en férie ; & ( Alg. 118 ) nous 

aurons [aa — x x)- ■ = ar *(i -f £ + -
4
 -f j, + ̂  + &c); 

#a 

donc 2dix — X*)

-1

 = ÏÌÎ-
 1

 <f x(i +
 r

j;+--^i + —j-

+î.:+&c.)^(^+^+^+^-f^+&c). 

_ - z a dx , a + x z'*.*3.*5. 
Donc / , ou / = i rr~r + TT + 

íL_|_-îi 4- &c.) -|- C. A l'égard de la constante C, 

nous déterminerons fa valeur comme ci-dessus, en examinant 

ce que devient l'équation , quand x — o. Or, alors elle se 

réduit à /— = C; AoncC—l — =/i=o: onadonctout 

simplement/^ = i £± + JïL
 +

 J- + ~H~&c) ,. 

où l'on voit que chaque terme se forme du précédent, en 

multipliant celui-ci constamment par le quarré de ou 

du premier terme ; puis on prend le premier, le j du second, 

le f du troisième, &c. & l'on double la somme. 

Appliquons à quelques exemples. Cherchons, par exemple, 

le logarithme de 2. Pour cet effet nous chercherons celui de la 

fraction f, nous aprons donc a — 3 , & x — 1 ; donc -^- = ~, 

qu'il n'y a pas de fraction que l'on 

ne puisse préparer de manière à 

rendre la somme du nume'rateur 

& du dénominateur égale à tel 

nombre qu'on voudra. Par exem-

ple, pour amener la fraction h 

à avoir ii pour la somme du nu-

mérateur & du dénominateur, il 

siiffit, ayant multiplié les deux 

termes par un même nombre a » 

ce qui donne , de supposer 

3/1 •+- j n OB S« =: 12 ; d'où l'on 

tiren = f = ì, donc ì = JJ , 

dont la somme du numérateur St 

du dénominateur est, en effet, iz. 
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& ~ — ~. Chaque terme sera donc très-facile à former, puis, 

qu'il ne s'agit que de prendre la i partie du terme précédent, 

pour avoir la fuite
 } )

 —
 y

 &c. ainsi nous aurons, 

-~~ — °>333333333 

a? 

a*3 

*'5 

C333333333 

0,037037037 

0,004115226 

0,000457247 

0,000050805 

0,000005645 

0,000000627 

0,000000069 

1 donc 

3 as 

77 

7 a' 

15 a'' 

= 0,01234567g 

s 0,000823045 

= 0,000065321 

— 0,000005645 

= 0,000000513 

= 0,000000048 

= 0,000000004 

donc la somme est 0,346573588; & le double, qui 

doit être log. 2, est = 0,693147176, qui, en fe bornant à 

8 décimales ( car pour répondre de la neuvième, il auroit 

fallu pousser l'approximation plus loin), est 0,69314718. 

Puisque 4 est le quarré de 2 , & que 8 en est le cube, 

le double de ce logarithme sera donc celui de 4 ; 6k le triple 

de ce même premier logarithme fera celui de 8. 

Pour avoir celui de 3 , on peut calculer, de même, le 

logarithme de la fraction f , lequel étant retranché de celui 

de 4 donnera celui de 3 , puisque 3 est 4 divisé par f , donc 

/3 = /4 — ìji mais on l'aura plus facilement, en calculant 

le logarithme de la fraction f-, & le retranchant du logarithme 

de 8 que l'on connoît à présent ; le reste sera le logarithme 

de 9, dont la moitié sera celui de 3. Ajoutant celui de 3 à 

celui 
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celui de 2, on aura le logarithme de 6. Pour avoir celui de 

5, on calculera d'abord celui de 10 en caculant celui de-^, 

qui étant ajouté au logarithme de 8 , donnera celui de 10. 

Retranchant, de ce dernier, le logarithme de 2, on aura 

celui de 5. 

On voit par-là , ce qu'il y a à faire pour calculer tout autre 

logarithme, Mais il faut remarquer que le calcul devient de 

plus en plus court, à mesure que le nombre devient plus 

grand, enforte que dès qu'on a les logarithmes jusqu'à 10 

seulement, on peut calculer les autres jusqu'à 100, fans 

employer plus de trois termes de la férie , lorsqu'on se borne à 

8 décimales: & lorsqu'on a passé le nombre 100, les deux 

premiers termes suffisent jusqu'à mille; 8c par-de-là, le pre-

mier terme suffit. 

88. Pour savoir, maintenant, comment on ramène 

ces logarithmes, à ceux des Tables ordinaires, il nous 

faut préalablement avoir le logarithme de 10. Or, si 

l'on calcule le logarithme de , par la formule précé-

dente, on trouvera log. Y = 0,223143 5 5 ; ajoutant 

à celui-ci, celui de 8 que l'on a en triplant celui de 

i qu'on a eu ci-deffus, on a 110 = 2,30258509. 

Cela posé, rappelons-nous que l'équation dx= ~-

fur laquelle ( 27) est fondé le calcul actuel des lo-

garithmes , ne convient qu'au système de logarithmes 

où l'on suppose le module a±= 1 ; mais que l'équa- " 

tion qui convient à tous les systèmes posiîbìes 

de logarithmes, est dx = "
l a d

-
y
 ; & celle qui convient 

Mécanique. Ire. Partie, * H 
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à tous les systèmes de logarithmes oîi l'on suppose 

que le premier terme a de la progression géométrique 

fondamentale est i , est dx = ^y^. La première, 

savoir dx= , donne , en intégrant, x = ly;àc 

la seconde , savoir d x = donne x = mly, qui 

fait voir, puisque * représente le logarithme, que 

pour ramener les logarithmes que donne immédia-

tement le calcul, à ceux d'un autre système dont 

le module est m , il faut multiplier ceux-là par le 

module m. Or le logarithme de 10 dans les Tables 

ordinaires, est i ; & nous venons de voir que le loga-

rithme de 10 tel que le calcul le donne immédiate-

ment , est 2,30258509 ; on a donc m x 2,30258509 

s= 1 ; donc le module m des Tables ordinaires, est 

\— qui se réduit ( en faisant la division ) à 
2,30258509 ~ » ' 

0,43429448. 

Donc , pour ramener aux logarithmes des Tables, 

les logarithmes donnés immédiatement par le calcul, d 

faut multiplier ceux-ci par 0,43429448. Et récipro-

quement , pour ramener les logarithmes des Tables à 

ceux que donneroit immédiatement le calcul, il faut 

diviser ceux-là par 0,43429448 , ou (ci qui efl p'us 

commode, & revient au même ) , les multiplier par 

2,30258509. 

Ainsi, si l'on multiplie 0,69314718 que nous avons trouvé 
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ci-dessus , pour le logarithme de 2 , si on le multiplie , dis-je , 

par 0,43429448, on trouve 0,3010300 pour le logaridi.ue 

de 2, tel qu'il est en effet dans les Tables ordinaires. 

89. Lorsqu'on veut revenir, du logarithme au 

nombre même, voici comment on doit s'y prendre. 

Nous avons vu ci-dessus, qu'en représentant un nombre 

quelconque par a -f- x, on avoit 

Ua + x)=:la+( ~ -f ~ — + &c. ì . 

donc l(a-{- x) — La , ou / "
 +

 * =3 

X X^ X^ x^ 
■—— 4- —- — —; &c. a étant un nombre 

.0 2 a2 ' 3 a> 4 a4 

arbitraire, mais tel que son logarithme diffère peu de celui 

qui est donné , & qui est supposé appartenir à a -|- x. 

Faisons, pour plus de simplicité, /
 a + x

 — {, Sc nous 

aurons r = — ■--—I '- r &c- '1 s'agit donc 

d'avoir la valeur de —— en r. 
a 

Supposons que cette valeur puisse être exprimée par 

~=Al-t-Bi'1 + C
l
>-^D^ + 8ic.J,B, C&c. étantdes 

coëfficiens constans qu'il s'agit de déterminer. On aura donc 

i=Ai + B f + + D? + &c. 

A* , T. Â.B , __ B B
 4 

H x 
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Or pour que cette équation ait lieu, quel que soit i, il 

faut i°. que A -=z i ; 2°. que la somme des termes qui 

multiplient chaque puissance de \ dans les autres colonnes, 

soit zéro. On a donc B — =: o, C — A B -f- — =o, 

D — AC -\- A* B — — = o; d'où l'on tire 
2 4 

-L. — _i* c — -=—i— £> = i- — 
2 1.2' 6, 1.2.3» 24 I.2.3.4' 

& si l'on fupposoit un plus grand nombre de termes , tels 

que F[
6

, &c. dans la férie, on trouveroit de même 

'E — ■ , F zz: 7- &c. on a donc 
1.2.3.4.5 ' 1.2.3.4.5.6 

^.
= t+

JL
+

_iî_
+
_H—+ S + &

c
. 

a * « 1.2
 1

 1.2.3 1-2-3-4 M.3.4.Î ' 

Donc
1+

^,ou^=
I +

 4-+^-
r
-

7T
t

i + 

; C 1 £ f- &C. 
J.2.3.4 I.2.3.4.5 

Pour faire usage de cette formule, on retranchera du 

logarithme donné (qui est celui de <z-f-*), le logarithme 

connu le plus approchant , dont on prendra le nombre 

correspondant pour a. Alors on aura / —~~ , ou {, que 

l'on substituera dans la formule précédente : le résultat sera 

la valeur de " + *,- d'où il sera facile de conclure a4-x, 
a 

pwsque a. fera connu. 

Si l'on veut savoir quel est le nombre dont le logarithme 

est 1, dans le système de logarithmes dont il s'agit ici, il faut 

supposer / L±JL
 T

 ou { = 1, & l'on auta =1+1 + 
a 

I -I ' 1 : (- &c.,que l'on 
1.2 1.2.3 ' I.2.3.4 ' I.-2.3.4.5 

trouvera = 2,7182818, en se bornant à 7 décimales, 
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Le nombre dont le logarithme est i, se rencontre fré-

quemment dans les calculs: nous aurons occasion de le voir 

par la suite ; & c'est pour cette raison que nous venons de 

donner la méthode de le calculer. 

Comme ii s'agit ici des logarithmes qui ont i pour 

module, si le logarithme donné étoit de la nature de 

ceux des Tables ordinaires, il faudroit commencer par 

le réduire, ainsi que celui que l'on prendroit pour 

logarithme de a (ou seulement réduire leur différence), 

aux logarithmes actuels, ce que l'on feroit comme il a 

été enseigné ( 88 ). 

90. On peut avoir une autre expression d'un 

nombre par le moyen de son logarithme ; comme elle 

est d'un assez grand usage , nous la ferons connoltre 

ici. 

Soit x ce nombre , & soit lx — \. Si l'on multiplie le 

second membre de cette équation , par log. e, t étant le nombre 

dont le logarithme est 1 , on aura lxzz.{le , ce qui ne 

change rien, puisque le~i. Or l'équation Ixzz^le, se 

change, par la nature des logarithmes, enlxzzltf; d'où 

l'on tire x =z H ; puisque les logarithmes étant égaux, les 

quantités auxquelles ils appartiennent doivent être égales. 

Selon ce que nous venons de voir ( 89 ) , si l'on a 

Ix zz ^
}
 onzx— + &c. Puis 

donc qu'on a , en même temps, x — , on aura 

Çs'i + r-wX J___JÌ_-| 1 [.&C. 
1 1 1 1.2 1

 I.2.3 Ï-2.J.4 1 
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REMARQUE. 

91. La méthode que nous venons d'employer 

pour conclure la valeur de x, de l'équation {==—— &c. 

s'appelle Méthode inverse des féries. Elle consiste, comme 

on le voit, à supposer la variabíe dont on veut avoir 

la valeur, exprimée par une férie, où l'autre variable 

ait des expofans en progression arithmétique, & où 

chaque terme ait un coefficient constant indéterminé. 

Si l'on avoit plusieurs termes en x & en 1 dans 

la même équation , mais que x & { ne fussent pas 

multipliés entre eux, on détermineroit la férie des 

expofans, en faisant l'exposant du premier terme de 

la série supposée, égal au plus petit exposant de la 

même variable dans l'équation ; & on prendroit, pour 

différence commune des expofans de la même férie, 

le plus grand commun diviseur des expofans de cette 

même variable dans l'équation. 

Par exemple, si j'a vois \* -f- 3 ç := 2 # — f*1-)-!*3-)- &c. 5 

je ferois x =2 A {f -f- B C -f- D jî -f- E£ -f- &c, 

parce que le plus petit exposant de {, est f ; & que le plus 

grand commun diviseur des expofans j & 1, de 1, est{. 

Mais si les * & les{ étolent multipliés entre eux, 

alors il fuidroit suivre une méthode dont le détail 

n'tst pas trop de notre objet, mais que l'on peut voir 
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clans les ouvrages de Newton , &c dans YJnalyse des 

lignes courbes de Cramer. 

Usage des approximations précédentes
 3
 pour 

/'intégration des diverses quantités. 

91. Comme on a des Tables toutes calculées, 

des différentes parties du cercle, ainsi que des loga-

rithmes , lorsqu'on aura à intégrer quelque différen-

tielie qui pourra se rapporter au cercle, ou aux loga-

rithmes , il fera inutile déformais de réduire ces diffé-

rentielles en féries. Ce qu'il y a de plus utile à faire 

actuellement fur cette matière , est de faire connoître 

celles de ces différentielles que l'on rencontre le p'us 

fréquemment, & de faire voir comment on déter-

mine les arcs de cercle, ou les logarithmes qui en 

font l'intégrale. En voici des exemples. 

93. Nous avons vu (86) que ~~
 a

^
X

 t exprimoit 
(/ ( â x ^™ X X I 

I'élément d'un arc de cercle A M (fig. 17), dont a seroit le 

diamètre , & x l'abscisse ; ensorte que l'intégrale de cette 

quantité ou /—.
 a

 " ̂
X
—r- a pour expression Tare A M. 

^/ ( <2 X X X J 

Supposant donc que l'on demande la valeur de cette inté-

grale pour une valeur déterminée de x ; alors de C A ou \ a, 

on retranchera la valeur connue de x, ou A P, & l'on aura 

CP. Dans le triangle rectangle CPM, on connoîtra donc 

l'angle droit, Phypothénuse CM — \a, & le côté CP; on 

pourra donc calculer l'angle ACM ; or connoissant l'angle 

H 4 
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ACM, ou le nombre de degrés de Tare A M, & son rayon 

CM, il est facile de calculer la longueur de cet arc (Géo-

métrie 149 ). 

94. Si l'on avoit ■„ , , * ., h, z, p & k étant 
y (gkx — Px x) » »' r 

des quantités connues, on rendroit cette différentielle sem-

blable à la précédente, en divisant d'abord, haut & bas, 

* J 

par v" p , ce qui donneroit — ■
 k

P
 ^ ou -y- . 

dx V ' 
—7—7 ^ ; or fi l'on avoit ici, pour multiplicateur 

de dx, la moitié de la quantité ̂  qui multiplie x dans le 

radical, alors cette différentielle seroit semblable à celle de 

l'artkle précédent ; donnons-lui donc cette condition, en 

multipliant & divisant en même temps par £. ̂  ou |^ > 

b— dx 
V p 2? 2PA 

nous aurons X
 V

 ,
 S± %

 \
 ou

 gkVÌ ' 

2p W J 

-— dx 

v
. Dans cet état, on voit que l'intégrale 

de notre différentielle , est un arc de cercle dont le dia-

mètre est & 1'absciffe x; est, dis-je, cet arc multiplié 

par -/—r-p '■
 eue e

^ ^onc f
ac

^
e
 à astigner, par ce qui vient 

d'être dit. 

95. Si au lieu de compter les abscisses depuis le point 

A, nous les eussions comptées depuis le centre C, en nom-

mant b le rayon C A, & * l'abscisse CP ; nous aurions eu 
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b d x 
y/(bb — xx) P

our
 dément de Tare AM; ce que l'on 

trouve aisément en comparant les triangles semblables CP M, 

Mrm , & se rappellant que P M zzz v (bb — xx) , & 

que, puisque Tare A M diminue à mesure que CP ou x 

augmente, sa différentielle doit être négative. Ainsi quand 

r k d X 
on aura une différentielle telle que ■ . . , r, on la n V(gh — pxx)> 

changera comme ci-dessus, en —r- . , ,* r or h

 ^p' yssi_xxy 
y représentant ici, bb, la quantité — b qu'on doit avoir 

dans le numérateur, est — ^ — ; je multiplie donc & je 
P
 J_ 

divise en même temps, par — 1/ — , & j'ai —^
p
 . 

■ — (/ IL 

- V dx \ 

■. Donc en supposant que C A zz\ \/ — ^ 

■(«?—)" 

& CP, x, on aura -p , X AM, pour l'intégrale, 

—- V 

k 

ou plus généralement ^
p
 - X A M -f C, ou X 

— 1/ — * 
P 

A M -4- C. A l'égard de la constante C, elle se détermine 

par les conditions de la question particulière qui aura con-

duit à la différentielle dont il s'agit ; & Tare AM (e dé-

termine comme nous venons de le dire (93); c'est-à-dire, 

par le calcul du triangle CPM, Sec. 

96. Nous avons vu ( 86 ) que ^""^
xx

 exprimoit un 

arc de cercle dont a est le rayon, & x la tangente ; arc 
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que l'on peut déterminer aisément pour une valeur déter-

minée de *, en calculant l'angle ACN du triangle rectangle 

ACN(fig. 23), puis la longueur de Tare AM par le 

moyen du nombre des degrés de l'angle ACN & du 

rayon a. 

k d x 
Si donc on avoit -5- , , on diviseroit, haut & 

g b* + hx x ' ' 

bas, par A; ce qui donneroit | . ^
 ix

 ; puis multi-
s-r- + xx 

h 

pliant, haut & bas, par
 s
~, on auroit —^- X 

e-r- dx 

+ xx 
h 

k h ÌX 

ou —y^ X —p ; on auroit donc l'intégrale, en cal-
^ ê— + XX 

h 

culant la longueur de Tare qui a x pour tangente, & 1/ Qy) 

pour rayon, & la multipliant par jy-

97. Ces trois différentielles s'intègrent donc par 

les arcs de cercle. En voici qui s'intègrent par le 

moyen de la surface du cercle. 

L'élément du demi-fegment A P M
 s

fig. ij ) , est 

dx\/ fax — xx) en nommant A P , x ; puisque 

y=\/(ax — xx) & par conséquent ydx ou 

P p m M = dx j/ ( ax — xx ) ; donc toute diffé-

rentielle qui aura cette forme, ou qui pourra y être 

ramenée par des préparations semblables à celles que 

nous venons d'indiquer , s'intégrera par le moyen 

d'un demi - segment de cercle dont rabfcisse est x 8t 
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le diamètre a ; segment qui est facile à détermi-

ner , tant par ce qui précède, que par ce qui a été 

dit ( Glom. 14 ). 

98. Par exemple , si l'on veut avoir la surface du 

demi-segment elliptique APM (fig. 24); on aura y — 

1/(4* — xx) donc ydx ou d (A P M) = ^— ,\/(ax — xx); 

or dx y (ax — xx) exprime l'élément du demi-segment 

circulaire APM', en supposant qu'on ait décrit un cercle 

sur AB, comme diamètre ; on a donc d (APM) pz 

-d(APM'); & en intégrant , APM = \ APM, qui 

donne A P M '. APM \ \ b '. a; c'est-à-dire, que la sur-

face du dani-segment elliptique, est à celle du demi-segment cir-

culaire correspondant, comme le petit axe es au grand axe ; d'où 

il est aisé de conclure que la surface entière de VelUpse , e/l 

à celle du cercle décrit sur son grand axe, comme le pelit axe, 

ejl au grand axe. 

99. Si au lieu de compter les abscisses depuis le point A 

(fií>- '7)J

 on
 k

s
 compte du centre C ; alors nommant CA,b, 

& CP, x , on aura — dx v' (bb — xx) pour l'élément 

du demi-segment APM; parce qu'alors, y — v(bb — xx), 

& que le segment APM diminue pendant que x augmente, 

ce qui rend la différentielle de APM négative. 

Voici un exemple d'une différentielle qui se rapporte à 

cette forme. 

Proposons - nous de trouver la surface du sphéroïde 

elliptique allongé. La formule générale de ces sortes de sur-

faces , est
 c
-~ </ ( d x

1
 + *" y

2
 ) ( 74 ) J ot l'équation de 
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b b B 

Pellîpse est yy r3 — (\aa — xx) ; clone - x 
y'Haa — xx), & dy = — - X '-rrt-^-r si d°nc 

y
 * a y(^aa — xx) 

'-2- V (dx* + dy*) , devient ^ X V (\
aa

 — X 

y" s d x1 4- — Y. -—
ou e

n faisant la multipli-
V. a a ^ a a — xx J 

cation indiquée , réduisant, & faisant sortir dx* hors du 

,. , cldx .s, . bbxx\ cbdx 
radical, V x-aa — xx A 1 , ou

 # 'ra V4 a a J ' ra m 

t/
 s\câ — aaxx 4- bbxx \ - „ ... 

v l 4 - J ,■ or si 1 on nomme k la dis-
V a a s 

tance CF au foyer F (fig. 2$), on a kk — \aa — \bb; 

ou 4k k z= — è£ 23o); donc l'élément de la 

surface devient 1/ ( ——-—: J ou V (\<r — 
ra ^ a a J r a a x4 

4kkxx). Divisons fous le radical par 4kk, 6k multiplions 

, . .. . , icbkdx 
au-dehors par la racine 2. k , nous aurons . 

raa 

~^ xx J , quantité à laquelle il faut donner le signe — 

pour qu'elle exprime la surface comptée depuis le point A, 

parce que cette surface diminue à mesure que x augmente; 

• e- -xcbkdx s ~ a4 \ <>, 
ainíi nous avons ~

r
~^T~ "TÂ

 xx). Comparant 

donc avec — dx V (bb — xx), que nous venons de 

voir être l'expreísion d'un demi-segment circulaire dont le 

rayon est b, nous en conclurons que l'intégrale de — dx 

V ( — xx J , est un demi-segment de cercle O P M' 

dont le rayon est ïí^, 6k dont l'absciffe prise du centre, 

est x ; que cette intégrale, dis-je, est égale à ce segment 
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- aa 
plus une constante. Donc si d'un rayon CO = ~— 

c'est-à-dire, troisième proportionnelle à CF & à CA, 

(
—a* "\ 
'-—^ xx i 

= OPM' + C; donc f^^it. V (î£ - xx} = 
raa \ kk J 

*jlì
 x

 OPM' +iîi* x c 

Pour déterminer la constante C, il faut remarquer que 

la surface cherchée, devant commencer au point A, doit 

être zéro à ce point; or au point A, le demi-segment OPM1 

devient O AN : on a donc o — ílth ^ 0AN4- llìl Q 
raa ' raa * 

d'où l'on tire C— — O AN; donc l'intégrale complette est 

i£* *
 X

 O P M' - îí** xOAN, ou^ ( OPM'-O A N), 
raa raa ' ra a ^ '* 

ou enfin ( A P M'N). Donc la surface du demi-sphéroïde 

sera îlM (ACRN), ou puisque C0 = Ì£í, & que 

par conséquent — == * , cetîe surface sera -
c
- X —4TÎ 

X ACRN,mi -f X ^ X ACRN; & celle du sphé-

roïde entier, en est le double. 

Quant à la manière de déterminer le rayon CO, elle 

est simple ; du point C comme centre, & du rayon CA
y 

on décrira Tare AL, qui coupe, en Z, la perpendiculaire 

FL élevée sur CA au point F; on prolongera CL jusqu'à 

ce qu'elle rencontre en N la perpendiculaire A N, élevée 

au point A; ce qui donnera CN pour la valeur cherchée 

de CO, ou pour-i-^; en effet, les triangles semblables 

SCD LYON 1



iz6 COURS 

CFL & CAN, donnent CF \ CA\\CL\ CN, ou 

k:±a::{a:cN=à±î
 =

 co. 

ioo. A l'égard des quantités qui se rapportent im-

médiatement aux logarithmes, ce sont toures celles 

dans lesquelles la différentielle proposée est, ou peut 

être rendue , une fraction dont le numérateur soit 

la différentielle du dénominateur, ou cette différen-

tielle multipliée ou divisée par un nombre constant. 

Lorsque le numérateur est exactement la différen-

tielle du dénominateur, l'intégrale est le logarithme 

du dénominateur. 

Ainsi/^ = Ix + ÏÏsSz = l {a + x) + C; 

sJJLÍIL. -Uaa + xx) + C. 

Mais lorsque le numérateur est la différentielle du 

dénominateur, multipliée ou divisée par un nombre 

constant, alors il faut décomposer la différentielle 

proposée , en deux facteurs dont l'un soit une frac-

tion qui ait pour numérateur la différentielle exacte 

du dénominateur , & dont l'autre facteur soit un 

nombre constant. Alors l'intégrale fera le logarithme 

du dénominateur variable, fera, dis-je, ce logarithme 

multiplié par le facteur constant. 

Par exemple, pour intégrer "J"^*, ; comme la différen-

tielle de a
3
 + x

ì
 est 3 x*d x , il faut que je prépare ma 
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différentielle de manière à avoir 3 x*dx dans le numérateur; 

pour cet efFet, je l'écris ainsi .
 aì + x3

, dont l'intégraîe 

est -j- /(«
3
 4- *

3
) + C. 

Pareillement = / .
 :

—^ 

4- C = o — / (« — x) -\-C=.li—l{a—x)-S
r

C — 

il i /•• TA *
 r

 xd x , 1 x d x 
l f- C. De meme f = - . = 

a — x' 1 11 + xx a a a + x x 

\l(aa + * * ) + C — {a a -\- x x} -j- C. Enfin 

,ax"~ldx
 r

 a nbx"-'dx a ,,, ' , . 
f -7-7-7 =/■?—• -7 1 t = -r- / (^ + 
' k-j-bx* J bn k + bx" bn K ^ * 

4-C=z/(A4-í*")îl4- C. 

Voici un exemple de la manière de déterminer ces inté-

grales en nombres. Supposons qu'on demande îa valeur de 

/( J -\- x) (a étant 5 ) , lorsque x — 2. C'est donc /7 qu'il 

faut avoir. Je prends dans les Tables ordinaires le loga-

rithme de 7 , qui est 0,8450980 : je le mutiplie ( 83 ) par 

2,30258509 ou 1,3025851 , & j'ai 1,9459100 ou 1,94591 

pour la valeur de / (a -\- x) ou de l'intégrale de ■, lorsque 

a — 5 , & x = 2. 

101. On rencontre, quelquefois, des différentielles 

qui s'intègrent directement par logarithmes, quoique 

cependant elles ne puiffent pas être préparées comme 

les précédentes ; par exemple e^ ^ans ce 

cas. On réussit quelquefois à leur donner la forme 

de différentielle logarithmique, en essayant de les 

rnultiplier par une fonction de x, telle que le pro-

duit devienne la différentielle de cette fonction, ou 
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cette même différentielle multipliée ou divisée par 

un nombre constant. Alors en divisant par cette même 

fonction, la différentielle seroit évidemment une dif-

férentielle logarithmique. 

Ett appliquant cette réflexion à ^^x—"ï) ' j
e
 '

a mu
'
t
'P'''

e 

par x-f-i /j'ai ^^JLi) +
dx

> 1
UÌ ESTEN 

effet la différentielle dex -\-\/ (xx — i); ensorte que j'ai 

d x 
On trouvera de même l'intégrale de —-. r- en 

. ° \/ (i XX) 

multipliant d'abord haut & bas par |/ ( — 1 ), ce qui donne 

&*\/(
 1

 ) JQJJJ l'intésrale, selon ce qu'on vient de voir, 
[/{xx—1)' o ' -i I 

eA\/ (-i)l[x + \/ (xx-i)] + C. 

102. NOUS avons promis (60) d'expliquer com-

ment il arrivoit que la règle fondamentale de l'in-

tégration des monômes, donnoit une quantité infinie 

pour l'intégrale de tandis que cette intégrale a 

pour expression lx, ou du moins lx -J- C. 

L'intégrale de peut être finie ou infinie, selon 

la portion qu'on veut en avoir, Pour éclaircir ceci, 

d x 
remarquons d'abord que prendre l'intégrale de —, 

a est autre chose que quarrer l'hyperbole ordinaire, 

considérée par rapport à ses asymptotes. En effet, 

l'équation 
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l'équation de cette courbe est xy = aa, ou xy = 1 

en supposant, pour plus de simplicité, a = 1. Or 

de cette équation on tire y = donc l'élément ydx 

de la surface, devient ~ ; donc si l'on veut avoir 

les espaces comptés depuis l'asymptote A Z fjfg. 2ÓP) , 

l'intégrale de ~ ou lx + C doit être telle qu'elle 

devienne o, lorsque le point P tombe au point A, 

ou lorsque x = o ; on a donc alors /o + C = o, 

& par conséquent C = — lo ; donc l'intégrale est 

— lo ou ^ ^; c'est-à-dire, que les espaces ZAPMV 

comptés depuis l'asymptote sont infinis-, Z &c V 

étant supposés les extrémités de l'asymptote & de 

la branche correspondante de l'hyperbole ; ce qui n'a 

rien de surprenant. 

Mais si, le point O étant le sommet de l'hyper-

bole (auquel cas l'abfcifle correspondante AN =1 1), 

on veut avoir les espaces comptés depuis le point N ; 

alors l'intégrale lx + C doit être telle qu'elle de-

vienne zéro, quand le point P tombera fur le point 

N', ou quand x — 1 ; on a donc li -f- C — o, & 

par conséquent C =s — 11 = o ; donc les espaces 

NOMP font exprimés par lx. 

On voit par-là, i°. que les logarithmes que donne 

immédiatement le calcul, expriment les espaces hy-

perboliques compris entre rafympíote & la courbe , 

Mécanique. I" Partie, * I 
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& comptés depuis le sommet O de la courbe. 20. Que 

si l'intégrale de 011 x~'dx, prise d'après la règle 

fondamentale , est infinie, c'est qu'elle exprime les 

espaces comptés depuis l'origine des asymptotes. 

Nous verrons, par la fuite, des exemples d'in-

tégration par logarithmes. 

De la manière de ramener ( lorsque cela efi 

possible ) l'intégration d'une différentielle 

binome proposée > a celle d'une autre diffé-

rentielle binome connue. 

103. Lorsqu'après avoir fait fur une différentielle 

binome proposée l'examen nécessaire ( 68 & 70) pour 

reconnoître si elle est intégrable, on se sera assuré 

qu'elle ne l'est point, on ne doit pas encore se hâter 

de recourir aux méthodes d'approximation dont nous 

avons parlé (85 & suiv. ). II faut examiner fi la 

différentielle proposée ne pourroit pas être ramenée 

à une autre différentielle binome plus simple , dont 

on connût déjà l'intégrale par approximation. Or 

voici à quels caractères on reconnoîtra il une diffé-

rentielle binome proposée peut être ramenée à une 

autre différentielle binome connue. 

Soit axmdx ( b + cxn y la différentielle proposée; 

(& soit e x
r
dx Q> + CX")P , celle à laquelle on voudroit 
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la ramener, c'est-à-dire, que ces deux différentielles 

ne diffèrent que par les coëfficiens a & e, & par 

l'expofant de x hors du signe ; r est supposé plus petit 

que m, & de même signe. La réduction de cette 

première différentielle à la seconde, sera possible , si, 

t^- est un nombre entier positif. Et pour y parvenir, 

on supposera/axmdx(b + cxn
)p = (b + cx^y + 1 

(Axm~n+l + £xm—%n+ 1 -f- Cxm
-3

n+1 + &c.) 

4- Qsexrdx(b + cxn
)P, en admettant autant de 

termes plus un dans la fuite A xm — n + 1 + &c. qu'il 

y a d'unités dans Et pour déterminer la valeur 

des coëfficiens A, B,C, &c. on différenciera cette 

équation, & après l'avoir divisée par (b + cxn
)p, 

on transposera tous les termes dans un seul membre; 

alors on égalera à zéro, la somme des termes qui 

multiplient une même puissance de x, on aura autant 

d'équations qu'il y a d'inconnues A, B , C, &c. ôc 

qui serviront à déterminer ces inconnues. 

Par exemple, si j'avois à intégrer —~f~ (
aa
 — xx)~~ï; 

je vois, d'après ce qui a été dit (68 & 70 ) que cette diffé-

rentielle n'est pas intégrable. Mais la forme de la quantité fous 

le signe, étant la même que celle qui entre dans Pexpreíîion 

d'un arc de cercle, je cherche si la quantité proposée ne pour-

roitpas dépendre de adx (aa — xx) a qui est Pexpreíîion 

d'un arc de cercle dont le rayon est a, & x l'abscisse prise du 

centre. 

I l 
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Je vois , d'après la règle que nous venons de donner, que 

■CT *""" ou fait un nombre entier positif 3
 3

 j'en conclus 
n 2 

que l'intégrale de la différentielle proposée dépend en effet d'un 

pareil arc de cercle ; & pour avoir cette intégrale , je suppoft 

-}- Q/adx (a a— x x) ~ . Différenciant, j'ai ; 

( (Ax^Bx^+Cx) [-xdx (aa-xx)~'\ 

-j-(aa-xx) »=\ +(aa—xx)*(lAx*+'}Bx*+C)dx 

\ -\- Qadx (a a — x x)~ * • 
1 

Divisant par dx (a a — x x)~T, j'ai 

— Ax6- Bx*— C**+ {aa — xx){<
l
 Ax* H- 3 Bx*+ C ) + Qí. 

Faisant la multiplication indiquée, & transposant, il m» 

yient -—■ x6 -f- B x* + C*
2
 — Q<J 

4- Ax6 + 3 £** + C*
1 

+ 5^xS — ìASx* — 3 BÍ'Ï
5
- CV 

Puis donc que cette équation doit avoir lieu, quel que 

soit *, il faut que la somme des termes qui multiplient 

chaque puissance de x, soit zéro ; j'ai donc 

6A+~ = o
t
 —lAtf + iB — o, íC-jBa'=o, 

.— Q a — Ca* = o. Tirant de ces équations les valeurs des 

inconnues A, B, SíconzA— TT, B =z 
' 6 a5' 24 a* " 

C E= — -~, Qz=jg. Ainsi l'intégrale de
 x
~^- (aa—xx)~"* 

est {aa- »)• ^ ~ ~ IST )
 + 

•£-
S
sadx(aa — x x) » + C. Or fa dx {a a — x x)~~

 2
 étant 

un arc de cercle dont le rayon est a, & l'absciíTe x, est facil* 

à avoir, 
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104. Si la différence m — r des deux exposans 

hors du signe, divisée par l'exposant n sous le signe, 

ne donnoit pas un nombre entier positif, il ne fau-

droit pas en conclure que la réduction d'une diffé-

rentielle à l'autre, n'est pas possible. II faudroit encore 

rendre l'exposant sous le signe , négatif dans chaque 

différentielle ; & si la différence des deux nouveaux 

exposans hors du signe divisée par l'exposant sous 

le ligne donne un nombre entier positif, la réduc-

tion est possible. 

Par exemple, si l'on demande si la quantité 

x~%dx(a*— *4) T, dépend de dx (a* — x4 ) ~" 3 ; je vois 

que -
m
~

r
 ou ° , ne donne point un nombre entier 

positif. Mais avant que d'en conclure- que ces deux différen-

tielles ne dépendent point l'une de l'autre , je les change en 

x-'°dx( aAx~4— i) " » & x~-dx (<z4*_4-i) • :»• Or,ici, je 

Vois que —~— ou - donne un nombre entier positif; 

d'où je conclus que ces deux différentielles dépendent l'une 

de l'autre. 

Pour intégrer la proposée, dans ce second cas, 

on opéreroit comme ci-dessus, non pas fur les deux 

différentielles mêmes, mais fur ce qu'elles deviennent 

après avoir rendu l'exposant négatif. 

Ainsi dans l'exemple ci - dessus , je ferois 

s*-'°dx[a
4
x-4— i)-» = (a

4
*-

4
— i)* (Ax-<+Bx-') 

1 3 
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+ Qsx^dx (d4*-4
— i) 5 , & j'achèverois comme ci-

dessus, pour déterminer les coëfficiens A , B, Q. 

105. Il peut arriver dans certains cas, que la diffé-

rentielle proposée soit intégrable, quoique par l'une 

ou l'autre de ces deux règles elle paroisse dépendante 

de la différentielle donnée. Mais outre qu'on est censé 

avoir déjà examiné par la règle donnée ( 68 & 70 ) si 

la différentielle proposée est intégrable, il arrivera 

toujours dans ce cas, que le coefficient Q que l'on 

donne à la différentielle à laquelle ils s'agit de réduire 

la proposée, sera = o. 

1 

Par exemple , si on demandoit si x~
A

dx (aa—xx) * est 

dépendant de <í * ( d a — xx) * ; on trouveroit que cela ne 

se peut pas dans le premier des deux cas ci-dessus ; mais dans 

le second , c'est-à-dire, en changeant ces différentielles en 

x~^dx (aax~2— i) * , & x~l dx ( a a x-1 — i ) 1 » on 

trouveroit que —~ ou 1 est un nombre entier positif ; 

ce qui indique que la première différentielle peut dépendre de 

la seconde. Cependant la différentielle x~^dx (a a x~*4" i)""' 

est intégrable ( 68 ). Mais la contradiction n'est qu'apparente ; 

car si fur le témoignage de la quantité ^-^égale à un nombre en-

tier,nous cherchons en effet à réduirex~^dx (aax~z— 
i i 

kx-'dx^aax—1
—i) nous ferons/*-5*/x (aax~*—i) * 

■ —-• 
•zzlaax-1— i)*(Ax-*-\-B) + Ç)sx-tdx(aax-*—l) " 

& déterminant les coëfficiens A ,B, Q^ comme ci-dessus, nous 
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trouverons Q~o , ce qui donne / d x (aax~
2 — i) » » 

égale à une quantité purement algébrique. 

106. Supposons, maintenant, que les deux bi-

nomes qui entrent dans les différentielles dont il s'agit 

ici, aient des exposans différens ; ensorte que la diffé-

rentielle proposée soit hx'dx Ça 4- bx"y, & celle 

à laquelle on veut ramener celle-là, soit xmdx (a + 

bxny, p ayant une valeur numérique plus petite que 

celle de r. Si r est positif, on changera la différentielle 

hx'dx Ça + bxn)r, en cette autre hx'dx (a + bx")r-p 

X (a + bxn)p. Alors sir — p est un nombre entier 

positif, on pourra réduire hx'dx Ça 4 bx" )'~r 

(a + bxny en une fuite de termes de cette forme 

(A'x' + B'x' + n + C'x' + *n + &c.) dx {a + 

bxn)p, dont chacun peut être ramené à xmdxÇa-{-

bxny par la méthode précédente, si 5 — m peut 

être divisé par n ; &c pour y ramener la totalité, on 

appliquera mot à mot ce qui est prescrit par cette 

méthode, en prenant, pour ce que nous y avons 

appelle s, le plus grand exposant de x dans la valeur 

développée de hx'dx Ça + bxny~r. 

• \ ■ z , , . 
-■ Par exemple, fi j'avois sx'1dx(bb — xx)* à réduire à 

* . 2 
[dx [b b — * * ) » , je changerois / x*dx {b b — xx)* en 

'/x*dx{bb — xx) (bb — ou f(bbx*dx — x*dx} 

Çbb — xx)^ ; alors ce que je dois prendre pour s, est 4. 

I 4 
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Je suppose donc, conformément à la méthode, s(Bbx*dx — 

x*Jx) (bb — xx)î = (bb — **)ï (Ax + Bx>) 4 

sRdx (bb — xx)K 

Si au contraire la valeur de r est négative, on 

préparera la différentielle à laquelle on veut rapporter 

la proposée, on la préparera, dis-je, de cette ma-

nière, xmdx Ça + bx")p~r
 X Ça + bx")'; alors fi 

p — r est un nombre entier, comme il fera néces-

sairement positif ( puisque nous supposons r négatif, 

& plus grand que p, quel que soit d'ailleurs/?),on 

pourra réduire xmdx (a 4 bxny~r Ça 4- bxn)' à 

une fuite finie de termes de cette forme ÇJ'xm + 

B'xm + n + C'xm + 2" + Sec.) Ça 4 bx")r. Alors on 

agira, comme s'il étoit question de réduire cette der-

nière à la forme x'dx Ça-\- bxny; c'est-à-dire, qu'on 

opérera d'une manière toute semblable à celle que nous 

venons de prescrire dans le cas où r étoit positif. 

Par exemple, s'il s'agiífoit de réduire g x~ *dx (a a 4 x x)~1 

d X 
à dx (aa -f- xx)~ ' ou ^

 +
 ^ , qui (86) s'intègre par 

un arc de cercle dont x est la tangente, & a le rayon ; je 

changerois dx (a a 4 x x)- 1 en (a a 4 x x) d x (a a 4 xx)~ 

& comme le plus petit exposant hors du binome proposé, 

est — 2, je supposerois sR (aa 4 xx) dx (aa 4 xx)~* 

— (aa 4**)-" (Ax-' + Bx) 4sgx~*dx (aa+xx)'*. 

Et j'acheverois comme ci-deífus, pour déterminer les coëf-

ficiens A, B tk R. Alors, par la transposition, on auroit 

la valeur de sgx-
1
dx (aa + xx)~

x
, dans laquelle je 
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réduirais ensuite R (aa -f- xx) dx (aa -f- xx)~J, à 

Rdx (aa -{- xx)-1. 

Si p— r n'étoit pas un nombre entier, la ré-

duction d'une différentielle à l'autre, ne pourroit 

avoir lieu. 

Des Fractions rationnelles. 

107. Toute quantité différentielle rationnelle, est 

toujours inrégrable , ou algébriquement, ou par 

des arcs de cercle, ou par des logarithmes, ou 

par ces trois moyens à la fois, ou par deux seu-

lement. 

Elle est tóujours intégrable algébriquement, lors-

qu'elle ne renferme point de dénominateur variable, 

à moins que ce dénominateur ne soit monôme, en ex-

ceptant seulement dans ce dernier cas, la circonstance 

où le dénominateur ne seroit élevé à d'autre puissance 

que l'unité. 

II nous reste donc à voir la vérité de notre propo-

sition, dans les autres cas; c'est-à-dire, dans les cas 

où la différentielle proposée a un dénominateur ra-

tionnel complexe. 

NOUS supposerons que dans le numérateur de la 

fraction différentielle proposée, la variable soit moins 

élevée que dans le dénominateur. Si elle n'étoit pas 
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dans cet état, on l'y ramèneroit en divisant le numé-

rateur par le dénominateur, jusqu'à ce que la puis-

sance restante fût plus petite que dans le dénomi-

nateur. 

x^d x 
Par exemple, si j'avois à intégrer , je r' ' ° aa + ^ax + xx'' 

commencerois par diviser xldx par x x -\- 3 a x -\- a a ; j'au-

rois xdx pour quotient & — ^ax%dx — aaxdx pour 

reste ; je diviserois encore ce reste par le même dénomina-

teur, & j'aurois — 3 adx pour quotient, & + %a*xdx -{-

x* d x 
3 aìdx pour reste : alors, au lieu de , je 

, . , , . 8 aax d x + ? a3dx 
prendrois xdx — xaax A . 
• J ' aa + 3 a x + xx 

Pour découvrir par quel moyen nous pourrons in-

tégrer les fractions différentielles rationnelles , rappel-

lons-nous que la différentielle du logarithme d'une 

quantité, étant la différentielle de cette quantité, di-

visée par cette quantité même c'est-à-dire, étant tou-

jours une fraction, il est assez naturel de soupçonner 

que l'intégration des fractions rationnelles pourra sou-

vent dépendre des logarithmes. Prenons par exemple 

2 al Ça + x) — lal (la + x) ; en différenciant, 

1 a d x 1 a d x t i *• /* ' V ** 
nous aurons , ou en réduisant au 

a + x za -h x 7 

même dénominateur, . Or, il est clair 

que pour intégrer cette fraction, il n'y auroit autre 

chose à faire qu'à la décomposer en deux fractions, 

dont l'une eût pour dénominateur a + x> &í l'autre 
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2 a + x ; & dont les numérateurs seroient des nombres 

constans multipliés par dx ; ces deux fractions s'inté-

greroient alors par logarithmes. 

t 

108. II est donc assez naturel de tenter, pour inté-

grer ces sortes de fractions, de les décomposer en au-

tant de fractions simples, que le dénominateur peut 

avoir de facteurs, & dont chacune ait pour dénomi-

nateur un de ces facteurs ; c'est en effet la méthode que 

l'on peut & que l'on doit suivre, lorsque tous les fac-

teurs dont le dénominateur a pu être formé font 

inégaux. 

109. Mais lorsque parmi les facteurs du dénomina-

teur , il s'en trouve qui font égaux entre eux ; alors 

on ne doit pas s'attendre que la méthode ait du succès, 

parce que l'intégration ne peut dépendre entièrement 

des logarithmes. 

En effet, si l'on avoit, par exemple, ^
a

 d
+
 x

y dont 

le dénominateur a deux facteurs égaux a + x & a -f- x
t 

on trouveroit (66) que l'intégrale de cette quantité, 

ou de son égale dx(a + est — (a+x)" + C 

qui ne dépend point des logarithmes. Mais on voit, 

en même temps, que si l'on différencioit une quantité 

telle que
 a

 "
+
"

x
 + ial(a + x) -f- lal Çia + x), 

•. aadx , ladx , ìadx 
on auroit — -,

 r
. + + , ou 

(u ■+- x)% 1
 a + x

 1 2« + x
 1 
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(aa -f-iax)dx , ladx
 f

 '1 's . 
L_ _J ou s en réduisant tout au 

(a + xy ' za -t- x ' V 

A j/ • sAax'dx -t- ga^xdx ■+■ Aaìdx j j 

meme dénominateur)5—.
a
 + + ' xj—' 

l'intégrale doit évidemment renfermer une quantité 

algébrique & des quantités logarithmiques. Or le 

moyen de revenir à cette intégrale siroit de rendre 

à la différentielle, fa forme précédente * *
 +

+
 *
x

y dx + 

•*
a
"^

x

x
 , c'est-à-dire, de la décomposer en deux frac-

tions , dont la première eût pour dénominateur tous 

les facteurs égaux , & dans son numérateur toutes les 

puissances de x, moindres que la plus haute puissance 

du dénominateur ; à l'égard des autres fractions, elles 

auroient pour dénominateur, chacune, un des facteurs 

inégaux, & n'auroient aucune puissance de x au nu-

mérateur. Car alors le terme a
- *

a

+

+ x
 * * dx s'intégre-

roit facilement par les règles données ; &c le terme 

ïâ+'x s'intégreroit par logarithmes. Or on peut tou-

jours partager ainsi toute fraction rationnelle; & c'est 

ainsi que nous le pratiquerons, du moins lorsqu'il n'y 

aura pas de facteurs imaginaires dans le dénominateur ; 

cas que nous examinerons après. 

A
. (a + bx + cx' + kx" ~' )dx , -

Amsi (M +■ Nx + Px*
 +

 ... Tx") «présentant, 

en général, toute fraction rationnelle ; si l'on suppose que 

le dénominateur ait un nombre m de facteurs égaux z x + g* 

un nombre p de facteurs égaux à x 4/ h, &c., & un nombre 
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quelconque de facteurs inégaux, & représentés par x -{- i , 

x
 J- q, x -f- r, &c., auquel cas la fraction proposée sera 

(a -f- bx + cx*+«-. kx" ~
 1

 ) dix _ 

(* + g)" (* + h y X &c. (* + i ) {x + q) (x + r) '
 C

'» 

il faudra , pour intégrer cette fraction , supposer. 

(a -J- bx -J- c*
1
 -f-...

 — 1
 ) dx 

\x + g)
m

{x + h)r X &c... t*+«')(* + ?) + 0 X&C^ 

Axm~ ldx + Bxm ~ *d x -f- ^ ^* 

(* + g)" 
+ 

A'xp^'dx + B'xr-*dx + ... fl'i* „ , Zrfy , 
__

T
^ , KC. + + 

,
Mílx

 4. **_ _J- &c. A.B, C, &c., étant des coéfR-
»; + j ' r ' ' ' ' * 

ciens constans & indéterminés. Alors, si par quelque moyen 

que ce soit, on détermine ces coëfficiens, il fera facile d'avoir 

l'intégrale. Cela est évident pour les fractions simples
 x +

 ■ , 

MDX
- . J*

DX
 SÍC., dont l'inteerale est Ll (x + i). 

Ml ( x -(- q) , ÌV7 (* +
 r

)» &
c

-> à l'égard des fractions 

Axn~ ldx 4- Bxm~ *dx 4- .. . R dx . , 
• '-

 ;
 r ' , on fera, pour plus 

O + g r 
de simplicité, x -f- g — l> ce qui donnera x — { — g, 

& dx — úîç. Substituant ces valeurs, on réduira la totalité 

à une fuite de monômes faciles à intégrer, & dont un seul 

fera de la forme ^~ , c'est-à-dire, s'intégrera par logarithmes. 

De même , pour les termes 

A'xP~<dx + B'xr-*dx + ... R'dx 
, on fera x -J~ h — j'. 

Ainsi, il ne nous reste que deux choses à examiner; la 

première, comment on trouve les facteurs du dénominateur 

de k fraction différentielle proposée ; la seconde, comment on 

trouve les coëfnciens indéterminés. 
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IIo. Pour trouver les facteurs du dénominateur, 

il faut se conduire comme pour résoudre l'équation 

qu'on auroit en égalant ce dénominateur à zéro; puis-

que (4lg, 143) résoudre une équation, revient à 

chercher les facteurs binomes dont la multiplication 

a produit cette équation. 

Quant à la manière de trouver les coëfficiens 

A, 2?, C; ce qui se présente de plus naturel, est 

de réduire au même dénominateur toutes les fractions 

où ils entrent ; alors les deux membres de l'équation 

formée de la fraction proposée & de ces nouvelles 

fractions, ayant le même dénominateur , on peut 

supprimer ce dénominateur de part & d'autre, & 

ayant transposé tout dans un seul membre, il faut 

pour que l'équation ait lieu, indépendamment de toute 

valeur de x, il faut, dis-je, que la somme des termes 

qui multiplieront une même puissance de x , soit zéro. 

Cette condition donnera autant d'équations qu'on a 

de coëfficiens indéterminés, & qui serviront à dé-

terminer ces mêmes coëfficiens. En voici des exemples. 

Proposons-nous d'intégrer ; je supposerai 

dx Adx , B dx 'r 1 1 C -
= H , puiique les deux rac-

a a — xx a + x a — x 1 r 1 

teurs du dénominateur a a — xx, sont a + x & 

a — x. Alors, réduisant au même dénominateur, 

•v- dx (Aa — Ax + Ba + Bx) dx /• 
jai < = i i— , iuppn-
* a a — x x a a — x x 7 n 

ruant le dénominateur commun, divisant par dx
t 
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r 1 + Ax ~ï 

& transposant , j'ai J — Aa — Bx > •= o ; 

( — Ba 3 

rjonc 1 — A a — B a = 0, & A — B = o , 

d'où il est facile de conclure A — —
 t
 & B = ̂  » 

nous avons donc —^7 = + ' dont 

l'intégrale est / = £ / ( a +
 x

 ) -

Proposons-nous, pour second exemple, la fraction 

"w*** ""j4f ^* > que nous avons eue (109) en 

différenciant + 2. <^ 0* + x) -f z«/(za + 

Nous supposerons donc 4/* t.4 "r = 

+
\ —TT; réduisant au même dénomî-

nateur, on aura (après avoir supprimé le dénomi-

nateur commun , divisé par dx, & transposé ) . .. 

4a xz + y^x * + 4<z5 

— Ax1 — % A ax — 2 B a 

— Cxz — Bx —Caa 

— íaCx 

donc4a•— A — C= o , 9 a2— x Aa — B — xaC 

=o,4(i
3
 — zBa — Caa = o, équations d'où l'on 

tire^s=2tí, B = az
t
 C=ia. 
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La différentielle proposée, se changera donc en 

7 "x + **. dx +1 adx. Or le dernier terme a évidemment 

pour intégrale ra log. (za + A l'égard du 

premier, je fais a -f- x = i ; j'ai donc # = { —-a, 

& dx = Substituant dans -^*£
x
 "A j'ai 

■3^-aa <f
7
 ou^ — ^ii-dont l'intégrale est 

i d! /og; ^ 4—f_f_ ,ou xal(a •+- 4- J^r^ * donc 

l'intégrale totale est + 2 a /og. ( a 4- * ) -f 

xalog. ( 2 -f- x ) , ainsi qu'elle devoit être. 

H2. Cette méthode est générale. Mais on peut 

faciliter la recherche des coëfficiens, par plusieurs 

méthodes. Par exemple, on peut trouver, indépen-

damment les uns des autres, les coëfficiens des frac-

tions simples, en cette manière. Soit ̂ ~ la fraction 

proposée; hx + a un des facteurs du dénominateur; 

& soit P le quotient de M divisé par h x -f a. Con-

Ndx ir ri Aix o_ Q dx < 
cevons —g- décompose en

 hx + a
 oc p- ; alors 

Ndx Adx , Qdx N 

nous aurons — = j^—7 + V » 011
 M =* 

- + jr* donc en réduisant au même déno-

minateur , & ayant égard à la supposition que P =3 

hx
^ - ou P x (hx + d) = M, on aura N=AP 

+ Q (hx + a). Mais en différenciant l'équation 

(hx+a'j 
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(hx + a) P = M, on a hPdx + (hx +
 a

)dP 

= d M, Or cette équation , ainsi que l'équation 

Nê=AP + Q (Ax + a) devant avoir lieu pour 

toute valeur de x, auront également lieu , lorsqu'on 

mettra pour x une valeur quelconque. Mettons donc 

pour x la valeur qui donne le résultat le plus simple ; 

c'est-à-dire, mettons pour x la valeur — g que l'on 

a en supposant le dénominateur hx + a = o ; 

alors nous aurons hP dx = dM, & N ==à A P. 

Mettant dans la seconde, la valeur P = que 

donne la première, on a A = ; c'est-à-dire, 

que pour avoir le numérateur A de l'une quelconque 

des fractions simples, il faut diviser le numérateur 

N d x de la proposée , par la différentielle d M de 

son dénominateur, & ayant substitué pour x la va-

leur que l'on auroit, en égalant à zéro le dénomi-

nateur de la fraction simple , on multipliera le 

tout, par le coefficient de x, dans ce dénominateur 

simple. 
PIIÍS.'JS.

1
 - T 5 9>fWl 31 3f<~íîsr>G?30 siO tOUp ïÓ'XQS 

Par exemple, pour avoir les numérateurs A & B des frac-

tions Aix■ & S dx dans lesquelles nous avons, ci-dessus, 

dx v 
décomposé la fraction _

 xx
 > je différencie le dénomi-

nateur aa — xx, ce qui me donne — 2xdx. Je divise 

donc le numérateur dx de la proposée, par — zxdx, ce 

qui me donne —, dans lequel mettant successivement 

Mécanique. I"Partie. * K 
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pour x, — a & a (qui sont les valeurs que l'on trouve 

pour x, en égalant successivement à zéro, les dénominateurs 

a -f- x & a — x des fractions partielles), & multipliant 

par les valeurs 1 & — 1, de h, j'ai ̂ , & ^ pour les 

valeurs de A & de B, comme nous Pavons trouvé ci-dessus. 

On peut de même, trouver des règles générales 

pour déterminer les coëfficiens des numérateurs des 

fractions partielles qui ont pour dénominateur le 

produit des racines égales ; mais nous ne nous y 

arrêterons pas. 

113. Quoique les règles que nous venons de 

donner pour intégrer les fractions rationnelles, soient 

générales ; cependant, lorsque quelques-uns des fac-

teurs du dénominateur font imaginaires, on a pour 

intégrale, des quantités composées d'imaginaires, in-

tégrale qui n'est pas moins réelle, mais que l'on ne 

ramène pas toujours commodément à une forme 

réelle. Ce qu'il faut faire dans ce cas, est d'extraire 

d'abord du dénominateur tous ses facteurs réels; 

après quoi on décompose le reste, non en facteurs 

du premier degré , mais en facteurs du second , 

lesquels font toujours réels. Alors pour chaque 

facteur du second degré , qui peut toujours être 

représenté par ax
z
 4- bx 4- c , on forme une 

fraction de cette forme Ax
.
dx

'T
 Bdx, & l'on déter-

mine toujours les coëfficiens comme ci-dessus. 
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Par exemple, si l'on avoit à intégrer la fraction ■
 3

"*
dx

 3
 ; 

on trouveroit d'abord en égalant à zéro le dénominateur 

a3 — x1, que a — x est un de ses facteurs ; puis divisant 

ê — *' par a — x, on auroit a1 -{- a x + x* qui ren-

ferme les deux autres facteurs. Mais en égalant à zéro, cette 

quantité, pour avoir ses deux facteurs, on trouveroit qu'ils 

font imaginaires. C'est pourquoi, fans chercher à décom-

poser la quantité proposée, en trois fractions qui aient pour 

dénominateur chacun des trois facteurs de a? — #3, je la 

décomposerai seulement en deux fractions qui aient pour 

dénominateur, l'une le facteur a —- x, & l'autre le facteur 

j* 4" ax 4- i ainsi je supposerai 

aAdx Adx , Bxdx + Cdx t>ïj •/■ . a 
4- . Reduisant au meme 

a3
 — x3 a — x ' aa+ax + xx 

dénominateur, divisant par dx, & transposant, on a. . . . 

a4 — Aax — Ax*~l 

— Aa* 4- Cx 4- Bx* >= o. 

— Ça — Bax J 

Égalant à zéro la somme des termes qui multiplient une 

même puissance de x, on a 5 — A z=t o, C — A a — 

Ba — o, a
A

 — A d
1

 — Ca =3 o ; d'où l'on tire A = — ? 

t ,, dx 
- a% -, la' *• r n a*dx 3 . 
5 — —, C — —. Ainsi 1 on a —, r = -2 U 

3* 3 a> — x' a — x 1 

o2 ,2a'. 
— xdx 4- ■ dx 

~ - . L'intégrale de la première fraction du 
a*-*-íax-i-xx 0 r 

second membre est évideote par ce qui précède; quant à 

celle de la seconde fraction, elle se trouve par ce qui va 

être dit incessamment. 

,«4. Si parmi les facteurs du second degré, il s'en 

trouve qui soient égaux entre eux, alors on formera, 

K a 
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pour chaque groupe de facteurs égaux, une fraction 

, r Ax%n
 ~ fdx + B *

2
" -

 2dx -j- .. . Qdx 
de cette rorme -— -,—r-r—r—;—-n (ax bx -j- c j" 5 

n étant le nombre des facteurs ax
z
 + bx + c> qui 

íë trouvent égaux entre eux. 

Par exemple , si l'on avoit à intégrer 

.—■ ì j-7■- ^ dx, on trouveroit que le deno-
[ a a + a x + x x) [x' — a'j ' 1 

minateur est décomposable en ces trois facteurs x — a, 

a-2
 ax -f- a* & x

1
 -\- ax -j- a*. Sans chercher à décom-

poser ces derniers, en facteurs simples qui feroient imagi-

naires , on les empioiera tels qu'on les trouve, mais comme 

ils font égaux, au lieu de les prendre pour dénominateurs 

de pareil nombre de fractions , on prendra leur produit 

(a
1
 ax -f-x*)* pour dénominateur d'une feule fraction, 

dans le numérateur de laquelle on fera entrer toutes les 

puissances de x, inférieures à la plus haute de celles qui se 

trouveront dans le dénominateur; c'est-à-dire, ici, où la 

plus haute puissance de x, dans le dénominateur, est x
4

, 

on mettra dans le numérateur toutes les puissances de x, 

.
 r

, . , . . .
 r r

 - *4 ■+■ 5 a *3
 + A a

3
 x 

intérieures a x4. Ainsi, on supposera r-„ r-— 
' 11 (a1 + ax + xx) {x' — a') 

Adx , Bx^dx + Cx^dx + Dxdx + E d x „ „ 
sr + -, r- , & I on 

* — a 1 [aa + ax + xx y ' 

déterminera les coëfficiens comme il vient d'être dit ; puis 

on intégrera comme il fuit. 

115. II ne reste plus qu'à savoir comment on intègre 

ces quantités. Voyons d'abord la première, c'eít-à- • 

i- Ax dx + B dx 
dire, —-—, . 

7 a x* + b x + c 

Supposons, pour plus de simplicité , qu'elle est 
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réduite à cette forme
 AJdJJ'

x
^ ̂ , ce que l'on peut 

toujours faire, en divisant haut & bas, par a. 

Alors on fera disparoître le second terme du déno-

minateur , en faisant x + \J = £.* ce qui donne 

x — [ — \ a', & dx — d{l substituant, on aura 

une quantité de cette forme * ®
 d {

, dont la pre
f 

mière partie s'intègre par logarithmes ( 99 ); 

& la seconde s'intègre par un arc de cercle dont le 

rayon est q, & la tangente est 

Quant aux quantités de la forme 

( x1 -f- a x -|- b Y 

même, disparoître le second terme du dénomina-

teur, & l'on aura une quantité de cette forme 

M?2"-' dr A- jV?2»-* dr + . . . Tdz „ 
—i —±-. r-i-^ >, que I on mte-

erera, en se proposant de ramener à —^— » selon 

la méthode donnée ( 103 ) , l'intégrale de la somme 

des termes où { aura des exposans pairs. Quant à 

ceux où les exposans seront impairs, ils s'intégreront 

parce qui a été dit (68). 

Ainsi, toute fraction rationnelle, ou s'intègre exac-

tement , ou ne dépend, tout au plus, que des arcs 

de cercle &c des logarithmes. 

K 3 

0 
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De quelques transformations qui peuvent 

faciliter les Intégrations. 

116. On ne peut donner de règles générales fur 

cette matière, L'inspection des quantités, l'ufage & 

l'adresse dictent, dans chaque occasion, ce qu'on 

doit faire. 

Le but des transformations dont il s'agit ici, est 

de rendre rationnelles, les différentielles proposées, 

parce qu'alors on fait les intégrer. Sur cela, voici 

quelques observations. 

117. S'il n'y a de quantités radicales, que des 

monômes, on les ramènera d'abord à des exposans 

fractionnaires, que l'on réduira tous au même déno-

minateur. Alors, si x 1 représente une de ces quantités 

ainsi préparées , on fera xT = {; ce qui donnera 

x = 7
l
ì
&dx=l{l-*d{. On substituera, & l'on 

aura une quantité toute rationnelle. 

T> 1 r r» • dx\/x + adx . ,,, . 
Par exemple , si 1 on avoit —5 , je 1 ecrirois 

yx* + \/x 

1 / y 1 ' ' ",' ! * 
. - x'dx 4- adx . . . . . x&dx 4- adx 

ainsi —1—;— ; puis je la changerois en -—-—■—3—. 

#3 -f- x* -f- X* 

Faisant donc x<- — j'aurois x = dx = 6^d\; & 

par conséquent HHy^H,
 qlli

 s
e r

éduit à ̂ *J^% 
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& s'intègre facilement, par ce qui a été dit fur les fractions 

rationnelles. 

118. Toute quantité dans laquelle il n'y aura qu'un 

radical complexe, qui ne passera pas le second degré, 

& où la variable , sous le radical, ne passera pas le 

second degré , peut toujours être rendue rationnelle 

par l'un ou l'autre des deux moyens suivans. 1 °. Après 

avoir dégagé le quarré de la variable fous le radical, 

on égalera ce radical à cette même variable, plus 

ou moins, une autre variable ; i°. ou bien on décom-

posera la quantité affectée du radical , en ses deux 

facteurs; &c on régalera, ainsi décomposée, à l'un de 

ses facteurs, multiplié par une nouvelle variable. 

Par exemple , si j'avois y ^
XX

X
_

 aa
^ > je puis faire 

V{xx — ia) x — j'aurai x = * "
a

. Donc 

ix - & i/Ux-aa) = tJJZSS
 = 

- d'où
 X7T

^-
 s

 = - qui est fa-
21 ' V' (xx — aa) t 

cile à intégrer. 

Je pourrois aussi, dans ce même exemple, faire i/(xx — aa) j 

ou V[{x — a) (x + 1)] = (* — a)u alors j'aurois, 

en quarrant & divisant ensuite par x — a , x + a = 

(* — a) ; d'où x = i V (xx — aa) =. 

la r , — ía-rdi , dx — id\ 
dx = . 7 \-k ; donc == -

ll^T>
u

*- (U- — V(xx-aa) — il-l> 

qui s'intègre par les, règles ci-dessus, pour les fractions ra-

tionnelles. 

K 4 
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On peut appliquer ces méthodes à la rectification de la para-

bole, dont l'eiément 1/ {dx
1
 + dy*), est \/(dy* -f 

ou dy 1/^1 -\-~^. On dégagera d'abord y
1
, en écrivant 

ir ^(f + y0; & on sera "(? + *0 =y + * 
119. Quand il n'y a point de second terme sous 

le radical, on peut égaler le radical à une nouvelle 

variable multipliée par la variable actuelle. 

Par exemple , si j'avois 
dx 

; je pourrois faire 
Y (aa - x x ) ' 

V { a a — xx ) = xr. Et s'il y avoit un second terme, on 

pourroit encore faire usage de cette transformation, en 

faisant d'abord disparoître ce second terme. 

120. Enfin, on peut, dans la vue de rendre ration-

nelle , tenter d'égaler la variable, ou une fonction 

quelconque de la variable, à une nouvelle variable, 

ou à une fonction d'une nouvelle variable, dans 

laquelle on laisse quelque chose d'indéterminé , & 

qui puisse servir à l'objet qu'on a en vue. 

Par exemple, pour savoir dans quels cas on peut rendre 

rationnelle , la quantité xmdx ( a -f- bxn )r , je ferois 

(a -J- bx")f =z q étant indéterminé. J'aurois a -f- bx" 

—

 {

P ; g»
 =

 L__ .
 x

 — Çj—j ^ ...... 
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+-

donc x
m
dx (a + bx

n
)e - -Í-. r?

 +
 ' 

qui est intégrable, quel que soit q, lorsque
 m

 -
 1

 — 1 est 

un nombre entier positif ou zéro ; & qui peut être ren-

due rationnelle , en faisant q — p, lorsque — * — 1 

est un nombre entier négatif. Et si p a pour valeur rfc - , 

i étant un nombre entier impair, on ramènera au cas men-

tionné (118), en faisant q = k, si
 m

 ^
 1

 a pour valeur 

i: - , k étant un nombre entier impair. 

m. NOUS ne nous arrêterons pas à étendre ces 

sortes de transformations. Nous ferons seulement 

remarquer qu'on facilite souvent certaines intégra-

tions , en égalant la variable à une fraction telle 

„ , - ., . x^dx + adx
 r

.
r

 1 
Par exemple, si t avois ; r- ; en faisant x~ 

r ' ' x*° + x1* t ' 

., . — ?3í<r — ar'*d? , ..
 sJ

 . 

jaurois — t+~ — '
 C

'
l,e

 ' P
ar

 d
LVI

»
ON

J
 on

 réduira 

à une fuite de monômes, & à une quantité de la forme 

dont on connoît actuellement l'intégrale. 

De l'Intégration des Quantités exponentielles. 

HÌ. II n'y a pas d'autres règles à donner fur 

l'intégration de ces quantités, que de tenter de les 

décomposer en deux facteurs, dont l'un soit !a diffé-

rentielle du logarithme de l'autre, ou en soit une 
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partie constante ( z8 ) ; alors on divise par la diffé-

rentielle du logarithme de ce second facteur. 

Ainsi je vois que xy f dylx 4- e^ intégrable , 

parce que le facteur dylx 4- - eí* 'a différentielle de 

ylx, qui est le logarithme de x> ; j'aurai donc pour inté-

x
y(dylx 4-

ë
fale

 d(lxy) " +
 C

>
 c

'^-
à
-
dire

» 

4-

x
y - ï_£ 4. C, ou 4- Par cette méme 

<W* + ~ 

règle, je vois que dxeax est intégrable, parce que dx est 

la différentielle du logarithme de e"x, divisée par une cons-

dxeax eax 

tante. J'ai donc sdxeax r3 —:—7— — —p. Dans le cas 
adxle ale 

où e est le nombre dont le logarithme est 1, la règle se 

réduit à diviser la différentielle proposée, par la différen-

tielle de l'exposant de e. 

Si l'on avoit à intégrer xmdxe**, e étant le nombre dont 

le logarithme est 1 , on le pourroit, lorsque m est un 

nombre entier positif, en faisant sxmdxeax
 Z=L eax (Axm-\-

'Bxm~l 4- Exm~* 4- &c. 4- k). Par exemple , si j'ai 

x*dxeax, je suppose jxtdxt™ = ta* (A xx + Bx -\- E). 

En différenciant (28), & divisant ensuite par dxeax, j'ai 

a
 _ ( Jax* H- aBx 4- aE \ 

~~ t 4- zAx + B j ' 

donc Aa = 1, aB + = o, aE -f- S =0; c'est-à-

dire , ^ = -, ^ = — , £ =3 4 i àonc l'intégrale de 
a ' aa' a? " 

A'^'" ̂  e« g - ^ -f f) -f C 
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On peut employer avantageusement le nombre e, 

dont le logarithme est 1 , pour l'intégration de plu-

sieurs quantités , principalement quand elles ren-

ferment des logarithmes. 

Par exemple, si j'avois à intégrer x"dx ( lx )", je ferois 

Ixzz { = ç/e; donc x = eï ; d x = </{eí ; & par conséquent 

x"dx ( Ix )
m
 — £

n
 d{e

(
-
n+

 ' )t , qui s'intègre dans le même 

cas que la précédente, & de la même manière. 

De l'intégration des quantités h deux
 s

 ou a 

un plus grand nombre de Variables. 

123. Si l'on se rappelle la règle que nous avons 

donnée pour différencier les quantités à plusieurs 

variables , on verra que pour intégrer les diffé-

rentielles à plusieurs variables ( lorsque cela est 

possible ) il faut rassembler tous les termes affectés 

de la différentielle d'une même variable, & les intégrer 

comme s'il n'y avoit d'autre variable que celle-là, 

c'est-à-dire, comme si toutes les autres étoient cons-

tantes. Alors si l'on différencie cette intégrale en faisant 

varier successivement toutes les variables , & que l'on 

retranche le résultat, de la différentielle proposée, 

l'intégrale qu'on a trouvée, est (en ajoutant une 

constante) la véritable intégrale, s'il ne reste rien. 

S'il y a un reste, il ne renfermera pas la variable 

par rapport à laquelle on a intégré : on suivra , à 

fégard de ce reste, le même procédé qu'on a suivi 
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d'abord , & ainsi de suite par rapport à chaque 

variable. 

Par exemple, si j'avois yx'ydx -\- x^dy + ì*y*dy -f 

y^dx: je prendrois les deux termes affectés de dx, savoir 

jxydx -f- y^dx, & je les intégrerois comme si y étoit 

constant. L'intégrale est x*y + y$x. Or, cette quantité étant 

différenciée par rapport à x & à y, & le résultat étant re-

tranché de la différentielle proposée, il ne reste rien : j'en 

conclus que l'intégrale est #3y -f- y'* + C. 

Si j'avois x^dy -\- ^xxydx + x*d{ + <íx\dx -f- xix 

+ y* d y > en rassemblant tous les termes affectés de dx, Si 

intégrant, en regardant y & { comme constantes, j'aurois 

x*y -{- x*i -\- —. Mais en retranchant la différentielle de 

cette quantité, prise en faisant varier x, y Si en la re-

tranchant, dis-je, de la proposée, il reste y Vy; je prends 

donc l'intégrale de y*dy qui est y, & l'ajoutant à celle 

que j'ai déjà trouvée, j'ai (en y comprenant la constante) 

x%
y + x

\ + 7 -f — + C, pour l'intégrale. 

124. Mais comme il n'est pas toujours possible 

d'intégrer toute différentielle à plusieurs variables, 

il est bon de faire connoître à quel caractère on 

distinguera si cela se peut. 

125. Pour y parvenir, il faut observer que fi dans 

une quantité Q composée, comme on le voudra, 

de deux autres quantités x & y, on substitue 

d'abord pour x une quantité quelconque p, & que 
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dans ie résultat on substitue pour y une quantité q
t 

on aura la même chose que si on avoit commencé 

par substituer q pour y, & ensuite p pour x : cela 

est évident. 

126. II suit de-là , que si on différencie une quan-

tité quelconque Q composée dex ,j & de constantes, 

en ne faisant d'abord que x variable, & qu'ensuite 

on différencie le résultat en ne faisant quejy variable, 

on aura la même chose que si l'on eût d'abord diffé-

rencié en regardant y seule comme variable, & qu'en-

suite on eût différencié ce résultat, en regardant x 

seule comme variable. 

En effet, concevons qu'en mettant d'abord x -f" dx , 

pour x, Q devienne Q' ; on aura Qf — Q pour la diffé-

rentielle. Concevons qu'en mettant y + dy dans celle-ci, 

au lieu de y, Qf devienne Q", & que Q devienne Q'"
 t 

ensorte que Q' — Q devienne Q
11
 — Q"' , on aura 

Q« _ Q'" _ Q' _J- Q pour la seconde différentielle. 

Faisons maintenant nos substitutions en sens contraire ; & 

puisqu'en mettant y + dy, au lieu de y dans Q, il devient 

Q'", au aura Q"' — Q pour la première différentielle dans 

la supposition de y variable. Si nous mettons maintenant 

* + dx, au lieu de x dans cette quantité, Q deviendra Q\ 

comme ci-deffus; & Q'" (125) deviendra Q", ensorte que 

Q'" — Q deviendra Q" — Qf ; donc la seconde différentielle 

sera Q" — Q' — Q'" Q, précisément la même que la 

première. 

Cela posé , convenons que si A représente une 
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quantité composée de x & de y
 }
 ̂  iy marquera 

la différentielle de ̂  prise en faisant varier y, ~~ d
x 

celle de A prise en faisant varier x. De même, 

. dxdy marquera que l'on différencie d'abord 

A, en supposant x seul variable , & qu'ensuite on 

différencie le résultat en faisant varier y seul. 

127. Ces éclaimssemens posés, soit Adx + 2?</y 

une différentielle exacte, & iW ion intégrale; on aura 

donc ~E^* + ̂  i/y = ^ij; 4. Bdy ; donc 

^, &
 d
-^= B ; donc aussi ±^dy = t± dy, 

dx ' d y dxdy J dy J ' 

o ddMdx d B dx ddM dA_ o^ddM dB. 

°í dydx dx >0Udxdy dy ' dydx dx' 

or nous venons de démontrer (12.6) que
 da1

 ixi

%
^'-

dydx ' dxdy dydx' dy dx 

c'est-à-dire, que fí Adx + Bdy est une différen-

tielle complette, la différentielle de A prise en faisant 

varier y seul, & divisant par dy, doit être égale 

à la différentielle de B prise en faisant varier x seul, 

& divisant par dx. 

Ainsi je reconnois que \y%dx -f- xy*dy est une dífléren-

tielle complette, parce que • - y ' = ~dx~'
 en

 ' 

le premier membre se réduit à ^f-, & le second à ^j^> 

Au contraire, je vois que xydx -f- 2 x d y n'est pas inte-

grable, parce que •■■
d
J n est pas egal a —ffr* 
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128. S'il entre plus de deux variables dans la diffé-

rentielle proposée, c'est-à-dire , si elle est de cette 

forme Adx + Bdy + Cd{, il faut, pour qu'elle 

, . . - 1 , « • d A dB dA dC 
soit mtegrable, que Ion ait JJ = ^, ^

 =27
, 

i^- = ̂  ; en effet, on peut regarder successivement 

y & x comme constantes; & la différentielle qui 

n'a plus alors que deux termes ( puisque cette sup-

position donne ou d\ — o, ou dy = o, ou dx — o), 

n'en doit pas moins être une différentielle complette 

si la proposée Test ; elle doit donc, dans chacun de 

ces cas , avoir les qualités des différentielles com-

plettes à deux variables. 

II est aisé, d'après cela, de trouver les conditions 

pour un plus grand nombre de variables. 

Des Équations différentielles. 

129. Lorsque 1 équation différentielle proposée ne 

renferme que deux variables, x &C y ; & que l'on 

a, dans un seul membre, les x &c dx, & les y 8c 

dy dans l'autre ; alors l'intégration se réduit, pour 

chaque membre, aux règles que nous avons don-

nées pour les différentielles à une feule variable. 

Ainsi, si l'on avoit axmy"dx — byqxTdy, qui peut re-

présenter toutes les équations différentielles à deux termes ; 

cette équation dont les indéterminées se séparent tout de 
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suite en divisant par y" & par x', devient axm~'dx ~ 

d xm — r+ • 
byi - "dy, dont l'intégrale est évidemment . ^ 

J J b m-r+i-

5
 - « + i 

130. Mais comme il peut arriver que l'un ou 

l'autre, ou aucun des deux membres de l'équation 

différentielle séparée , ne soit intégrable algébrique-

ment , & que néanmoins l'équation puisse être algé-

brique , ou du moins ramenée à une forme algé-

brique , il est bon d'examiner ceux de ces cas qui se 

rencontrent le plus fréquemment. 

Par exemple, si dans l'équation précédente , on avoit 

m — r =r — 1, tk q — n — — 1 ; l'équation différentielle 

r r 1 . . - a d x l d y , . ... , 
le reduiroit a =3 —-, dont on ne peut avoir 1 mte-

x y r 

grale de chaque membre que par logarithmes ; ensorte qu'on 

a alx zzz bly -\- IC (*). Mais cette équation peut être 

rendue algébrique , en l'écrivant ainsi lx
a
 zz ly

h -f- IC, 

011 lxa
 SE l Cyh ; or il est évident que si les deux loga-

rithmes font égaux, les deux quantités auxquelles ils appar-

tiennent , doivent être égales ; donc x" =: Cyh, équation 

algébrique. 

Si l'on avoit seulement q — n — — 1 , l'équation 

fíérentielle seroit axm~rdx zzz -~ , dont l'intégrale est 

bly -f- l C ; mais on peut donner à cette 
m — r -{- 1 

équation une forme algébrique, en multipliant le premier 

(*) On est le maître de supposer que la constante est un logarithme. 

membre 
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rnerribre par le, e étant le nombre dont le logarithme est i ; 

car alors on ne changera rien à l'équation. On aura donc 

. 1— le — bly -f- K > ou (en faisant m — r -f- 1 

m — r -j— i 

a xf a xf 

= p) le p r= lCyh, & par conséquent e ^ = Cy*, 

Dorénavant nous marquerons toujours par c, le nombre donc 

le logarithme est i. 

131. Prenons pour second exemple, l'équaiìort ndx 

dr 
-T7———; ; le second membre exprime l'élément d'un arc y K1 — il) r 

de cercle dont { est le sinus, & 1 le rayon. 1 est donc le 

sinus de s ^ j , c'esl-à-dire, de sn d x ou de nx -f- C 

On a donc pour intégrale , { — fin. (nx + C). Pareille-

ment, de l'équation ndx = , ,~* ——on concluroít 
y (1 — çjj» 

132. De même, puisque ^ '» exprimé ^élément d'un 

arc de cercle dont 1 est le rayon, & ç la tangente ; si l'on 

avoit ndx = > on concluroit { =: ìang. tyzx -f- C). 

Mais si on avoit ndx = ^4— >' pour la ramener à la 

forme de la précédente, on feroit { rs mu, m étant un coeffi-

cient constant ; alors on auroit n dx == —$md u f
u
pn

0
s
an

t 

donc//re2 —íiyon auroitm = 1/~., ce qui doslneroit ndxzzb 

r^7r
u

. d'ou 1>on tife îVb = Ï
 donc

 fi 

eu 1 ou ^i/ í = tang. Ç-
b
 x \/af Donc 1 =3 

Mécanique, /«. Partie, *L 
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133. Dans les expressions fin. (nx + C), 

ìang. (nx + C), que nous venons de trouver ,nx-\-C 

exprime la longueur absolue de Tare en parties du 

rayon 1. Mais comme il est plus commode d'em-

ployer les nombres de degrés que les longueurs mêmes, 

il faudra, quand on rencontrera de pareilles expres-

sions, évaluer les arcs en degrés; ce qui est facile 

en les divisant par le nombre de parties du rayon 

que contient un degré, c'est-à-dire, par 0,0174533, 

ou (ce qui revient au même) en les multipliant pat 

57,2974166. 

Ainsi le sinus de Tare qui a pour longueur b, ou le sinus 

de Tare qui a un nombre de degrés exprimés par b X 

57,1074166, sont la même cliose. 

134. Si l'on avoit -TT~^—-, =
 dy

 :, dont 
,w

 ^ (» —
 xx

) ^(1 — yy) ' 

les deux membres expriment les élémens de deux arcs qui 

sont l'un à l'autre ; ; 1 ; n, & dont les sinus sont x &y; 

alors pour intégrer on rendroit chaque membre rationnel, 

en faisant pour le premier, 1/(1 — xx)zz:x V ( — 1 ) — {>' 

& pour le second, V ( 1 — y y) =: y V — 1 — t. L'équa-

n d 7 d t 
tion se changeroit en — —

 ?
 dont l'intégrale est n l{ ç 

h IC, d'où l'on tire Ct—i"; & en mettant pour { & 

/ leurs valeurs, C [y 1/^ — 1) — 1/(1 — yy)] — 

—1) —1/(1 —xx)]
n

, qui exprime généralement, le 

rapport des sinus x & y de deux arcs multiples l'un de l'autre. 

Mais pour faire usage de cette équation, il faut, aupa-

ravant , déterminer la constante C, Or supposons (comme 
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ea le peut ) que les deux arcs ont une même origine ; alors 

x & y doivent devenir zéro en même temps ; mais dans ce 

cas, l'équation devient — C 1/ i = ( — ou — 

C = ( — 1 )" ; or ( — 1 y est -f- t ou — 1, selon que 

« est pair ou impair ; on a donc — C = ±i,&C = 

;p 1 ; le signe supérieur étant pour le cas de n, pair; & 

l'inférieur, pour n, impair; donc enfin zç, [3/ 1/ — 1 —• 

1/(1 — yy) ] = [* 1/ — 1 — 1/(1 —jr*)J* 

Dans chaqiie cas particulier , on pourra toujours faire 

difparoître les imaginaires; mais le moyen le plus simple, 

fera d'égaler à zéro ( après avoir tout transposé dans un seul 

membre), la somme des quantités réelles; alors on verra 

que l'équation restante fera divisible par \/ ( — 1 ), & fera 

k même que celle qu'on aura formée, en égalant à zéro la 

somme des quantités réelles. Par exemple, si l'on fait nzz\ i, 

on aura - y ^(- i) + /(i - j'y) = — xx — 3.x 

V (— i).(/(i — **) -f- i — xx, ou 1/(1 —y y) -|~ 

ÌXX — i -f- ix 1/ — 1.1/(1—**) ■— y 1/ — 1 =0; 

égalant donc à zéro, la somme des quantités réelles., on 

aura 1/(1 — yy) + a** — I E= o; & l'équation totale 

fera réduite à 2 x 1/ (— 1) . 1/ (1 — **) — y \/ (— 1) — o, 

qui étant divisée par t/ ( — 1 ), donne 2*1/(1—**) — 

y — o, ou y = a* 1/(1 —**),• or si l'on quarre cette 

équation , & l'équation '/' ( 1 — yy ) -f- 2 * * — 1 zz: o, ou 

plutôt l/(i — yy) = 1 — 2**, on aura le même 

résultat. 

On peut, de la même manière, trouver les cosinus 8s 

les tangentes des arcs multiples. Pour ces dernières, on in-

'égreroit - n ix — ——— , en décomposant 1 4- * *, en 
l + xxl+yy r ' 

f» + *K — l) (1 w
:
 x yT — i)> & 1 + yy en 

L x 
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( 1 + y ^ — 1) (1 — y V — 1 ) ; on achèveroit ensuite, 

par ce qui a été dit sur les fractions rationnelles. 

135. Pendant que nous sommes fur cette matière, 

faisons connoître une manière d'exprimer le sinus & 

îe cosinus d'un arc, laquelle peut être d'usage. 

Soit donc dx zz - ,
 dy

 l'équation qui exprime la 
v 11 — y y 1 

relation, entre un arc x, & son sinus y. Si l'on fait  (1 -yy) 

— y 1/ — 1 — í,on aura dx zz —"T.
 d

* ., ou — =; 

— dx \/ \ — 1 ), dont l'intégrale est l\ — — x V — 1 

.4- IC, ou = — se V — 1 le + / C , qui donne 

ç — Çe- * i^C ~ ■ ) ; & mettant pour ç, fa valeur, on a 

y
 v

 (_ 1) _ y (1 — y y) = Ce-'y^C-O. A l'égard de li 

constante C, on la déterminera en observant que Tare x & 

son sinus, doivent devenir zéro en même temps; on aura 

donc — 1/ 1 zz C; donc y 1/ (— 1 ) —  ( 1 — yy) -

.— Í
1-»/-'; & par conséquent \/ ( 1 — yy ) = y 1) 

4_
 e

- * v^< - O ; quarrant , & réduisant , on aura y = 

j _
 t
-i*V- ■ e*t/(-0 —

 e
- * 1/- t 

^c-o:"7^^ = n^i—; donc 

t
*V- ■ e-'^C-'î 

puisque y est sinus de x, on a /a. x zz —p
 1 

Si dans le second membre de l'équation */ ( 1 — yy) = 

y 1/ — 1 4- r'^t-'í, on met pour y, la valeur qu'on 

vient de trouver, on aura 1/ ( 1 —yy), c'est-à-dire, 

Í* K - > _
 e

- * Ví. - 1 ) 

cosinus x zz ■ ■ 4- t~'v{~
l
>~ 

t
*i/{-0 _u -*!/(-O , . e*^-' -f-

1 ; donc co/. x zz ! —-, 
1 a 

Revenons à l'intégration des équations. 
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136. Lorsque les indéterminées ne font pas sépa-

rées dans l'équation différentielle proposée, alors 

avant d'entreprendre de les séparer, il faut voir si, 

par hasard, l'équation ne seroit pas intégrable dans 

l'état où elle est. Or c'est ce que l'on reconnoîtra (127), 

en examinant si ̂  = ~, supposant que Adx -f-

Bdy = o représente cette équation. Si cette condi-

tion avoit lieu > on intégreroit, comme il a été 

dit (123). 

137. Cependant il pourroit se faire que cette 

condition n'eût pas lieu, & que l'équation n'en fût 

pas moins intégrable ; mais ce seroit en la multi-

pliant par un facteur convenable, composé de x
% 

àty, & de constantes. 

Soit P, ce facteur. Alors APdx -{- SPdy — 0 fera donc 

une différentielle complette. II faut donc que ^ — 

~^-j~p-, La question est donc réduite à trouver pour P 

tine fonction de x, de y» & de constantes, qui satisfasse à 

cette équation. Mais comme cette recherche est d'une trop-

longue discussion, nous nous bornerons à trouver P dans 

le cas où il ne doit renfermer que des * & des constantes 

seulement, ou des y & des constantes seulement. Supposons 

donc que P ne doit contenir que des x, on aura simplement 

sdA_d£\ 

B
d A „dP „dS „ .„ . dP Wv dx/ , 
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ìA — — 
on aura donc aisément P, si

 dy
 g - se réduit à une 

fonction de x, comme cela est nécessaire pour que P soit, 

comme on le suppose, une fonction de * seule. 

On pourroit encore trouver le facteur , s'il devoit être 

composé d'une fonction de x, multipliée ou divisée par une 

fonction de y d'une forme connue. 

138. C'est par ce moyen qu'on peut intégrer 

généralement toute équation de la forme suivante, 

Xy*dy + X'y< + -dx + xyjx = o, X,X',X» 

étant des fonctions quelconques de x ; q ck r des 

exposons quelconques. 

Je pourrois chercher si elle ne devient pas intégrable en 

îa multipliant par un facteur de la forme P y", P étant 

une fonction de x, & n un exposant indéterminé ; & je 

trouverois que cela se peut, en supposant n — — r. Mais 

il est plus simple de réduire tout de fuite l'équation à cette 

forme yi-'dy + Fyi~r+ldx -f- F'dx == o, en divisant 

par X & par y, & représentant par F & F' les quotiens 

-g & Alors pour intégrer celle-ci, je suppose que P 

soit le facteur, P étant une fonction de x. J'aurai donc 

Pyi-'dy -f FPyi-'+tix + F'Pdx = o. Or si P est 

une fonction de x , F'P en sera une aussi ; [F'Pdx se réduira 

donc à l'intégration des quantités à une feule variable. II 

ne s'agit donc que de rendre Pyi-'dy + FPyi ~r+ldx 

une différentielle complette ; ce qui exige que ^.^J
1

—- == 
d (FPyt - r+ i ) . ,rdP _ 

^
 J

; c'est,a-dtre, que WT'^ 
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(
?
-r+ i)yì~'FP; d'où l'on Úre

d
-A = {q - r+i)Fdx ^ 

& en intégrant IP s- r 4- 1) fi* zzs(q-r + 1) fix. /e; 

donc P =
 í

.>"Cî-
r+

Oí'<** Substituant cette valeur de P 

dans l'équation Pyt ~
 r

dy 4- &c., & intégrant, on aura 

f " ' +
 '

 É
/(î-r+.)FáA; , sF

dxt
s(.1-r+OFdx , 

f - r+ 1 ~
 J

 ^ 

C = o. 

Je n'ai point ajouté de constante, dans rintégration de 

Féquation qui a donné P, parce que n'y ayant aucune con-

dition pour la déterminer, on est maître de la supposer nulle. 

Prenons un exemple. Supposons qu'on ait à intégrer 

dy 4- flll 4. (ix
1
 + cx 4- f) dx = o. En multi-

,. . - . a y P d x 
pliant par le facteur P , on aura Pdy 4- -— ■+> 

?{bx* 4- cx 4- /) dx zz o ; il faut donc que ~ f=s 

d ——-—— = — ; donc -yr zz donc IP ~ alx,. 
dy x ' P x 

ou P zz x". L'équation devient donc x
a
dy -j- ax" ~

l
ydx 4-

íx
a
+Vx 4- cx"

 + l
dx 4- fx"dx, dont l'intégrale est 

■ . + 3 CX"
 + I . /xa+' , „ 

x'y 4 1 ■ \-J— h C zz o. 

139. L'équation générale que nous venons d'in-

tégrer, se rencontre assez fréquemment; & la mé-

thode que nous avons employée, peut s'appliquer 

dans beaucoup d'autres cas. 

Par exemple , si l'on avoit les deux équations dx 4- "dy 4* 

(bx+cy) Tdt zz o, kdx + ady 4- (b'x 4- c'y) Tdz 

— O, x
t
 y, & t, étant trois variables a, b, c, a &c. des 

L 4 

SCD LYON 1



i6S COURS 

constantes, & T, une fonction quelconque de t, on réduí-

roit l'intégrale de ces deux équations, à la méthode précé-

dente , en cette manière. Je multiplie l'une des deux, la 

première, par exemple, par un coefficient indéterminé 8c 

constant g, & ajoutant à la seconde, je multiplie la tota-

lité par un facteur P , que je suppose être une fonction de t; 

j'aurai (gP + kP) dx + (gaP + a'P) dy + [(gbP + 

b'P) x -f- (geP + C'P) y] Tdt zz o. Supposons main-

tenant que cette équation soit une différentielle exacte; il 

faudra (128) que l'on ait, 1°. J4&L±±£±
 = 

d[(giP + VP)x*(gcP + c'P)yÌ„. ,„ d(gaP + a'P) _ 

2~x
 T

'
 2

 ' Tt ~ 

J[(gbP
 +

 b'P)x+(gcP + c'P)y-\ ^ ^ d(gP + kP)_ 

Ty » > ' dy ~ 

d ( ga P -*- a'P) r\ n ' r r- r Cf 1 
—2— -. K)r P etant suppose une fonction de t, cette 

dernière équation a lieu, puisqu'elle se réduit ào = o. Et 

d P 
les deux autres donnent (g -f k) -j~

t
 — (gb -f- b' ) PI, & 

<ff« + ^ =C^ + O
 PT

i
 d

'
ou

 V™ ™ Ç = 
gi-f-i', o d P gc + c' _ , , ,, 

^ , 7Vf, & -g- zzB-
 ;

 Tdt; donc, cealant ces 
g -h k t> ga + a' ' ' O 

deux valeurs de ''-» & divisant par Tdt, on aura ' 
k 

= °
a +

 a?» équation ou g montera au second degré , & 

qui étant résolue , donnera deux valeurs de g. 

Supposant donc g connu , on aura aisément P; puisque 

l'équation -p- = sL__ 7^
(
 , donne P = t' fiT 7"^- Or 

l'équation (gP -f A P ) dx -f- &c. étant actuellement une 

différentielle exacte, si on l'intègre, on aura (gP -\- kP) x 

& (ë"P + a'P)y -\- C zz o; donc si g marquant la 
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première valeur de g donnée par l'équation du second de-

gré ci-dessus, on représente par g' la seconde valeur de g, 

. & par P ce que devient P, en mettant g* pour g, on aura 

aussi (g P' + kP')x + (g'a f + d P' ) y + C = o, 

C étant une nouvelle constante. En effet, il n'y a aucune 

raison pour employer une des valeurs de g plutôt que l'autre. 

Or de ces deux équations, il est facile de conclure les va-

leurs de x & de y, qui font exprimées en f & en cons-

tantes. 

140. Lorsque l'équation différentielle proposée ne 

rentre pas dans les cas que nous avons exposés jusqu'à 

présent ; alors il faut voir fi l'on ne peut pas sépa-

rer les indéterminées. Quelquefois il ne faut, pour 

cela, que l'application des règles ordinaires de l'Al-

gèbre : d'autres fois il faut des transformations. Mais 

il y a beaucoup d'équations à l'égard desquelles on 

ignore quelle est la transformation convenable. 

' L'équation ax"dx -\- byìx"dx =. y
h
dy ( e -\- fx

h
)

r se 

sépare immédiatement par la division, parce qu'elle est la 

même chose que (« 4 byi)x"dx — y1 d y (e -\- fxi)r
t 

xndx y dv 
qui devient ;—

;
—„ ,. =: ■ . ', , dont l'intéeration 

1 (e 4- fxh)r a 4- byi' ° 

dépend de celle des quantités binomes à une feule variable. 

Mais si j'avois gxdx zz ax
A
ydy 4" labx^y^dy 4-

abby^dy, on voit d'abord facilement, qu'on peut l'écrire 

ainsi, gxdx zz (x
4
 ■+ ibx^y* 4" bby*) aydy. On voit 

ensuite qu'on peut lui donner cette autre forme, gxdx=z 

(x
1 4. by*y x aydy. Or avec un peu d'attention, on 

SCD LYON 1



170 C O V R s 

voit que la séparation réussira, si l'on fait x* -f- by* — » j 

en effet, on aura x1 — z_ — by*, & xdx zzz{dz_ — bydy ; 

donc substituant, on aura igdz_ — bgydy zz "Hydy, 

— & d z 
Équation d'où l'on tire -, , — = ydy, qui est facile 

H + all 
à intégrer. 

141. Comme on ne peut donner de règles géné-

rales fur les transformations, nous nous bornerons à 

quelques cas généraux, dans lesquels on fait que la 

séparation réussit. 

On peut séparer, généralement, dans toutes les 

équations homogènes à deux variables; c'est-à-dire, 

dans celles où les deux indéterminées x &c y, ont 

dans chaque terme, soit qu'elles se trouvent ensemble, 

soit qu'elles soient seules, la même somme de di-

mensions. 

En effet, concevons que Adx 4- Bdy — o, soit une 

équation homogène, & que l'on divise tout par une puis-

sance de x, dont l'exposant soit égal au nombre des di-

mensions de l'équation ; il est facile de sentir qu'il n'y aura 

plus dans A & dans B, que des puissances de y- & des cons-

tantes ; ensorte que l'équation sera Fdx -\- F* d y — o, F 

& F' étant des fonctions de y- & de constantes. Cela posé, 

puisque d(jQ —
 xiy

 ~/
dx

 , on aura dx — d 

+ - dy ; donc si l'on fait ^ — 1, on aura dx zz — 

-j- ~ ; substituant donc pour y-, & pour dx leurs valeurs, 
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«n aura - + — + F'dy = o, F & F étant 

actuellement des fonctions de { & de constantes. Or cette 

équation donne = F^+F'^i ' ^
ua

"
on toute

 séparée, 

puisque F Si F ne renferment plus d'autre variable que z. 

Par exemple, si j'avois y*dx -\- y*xdy -f- bx^dy — o, 

qui est homogène, & dont le nombre des dimensions est 3 ; 

je diviserois par x1
, 6k j'aurois dx d y bdyzzo; 

faisant donc - == z, ou x — - , j'aurois dx ss ^—^ 2Í_Ì. 

substituant dans l'équation proposée, il vient £dy—yï.dz_ 

+ sdy + bdy — o, d'où je tire = ~^-
b

, dont 

l'intégrale est ly — ± / ( a + £) -|- /£, qui donne y == 

C( 1 f + £ )i , ou y4
 = C

4
 ( 2 |* + , ou enfin y* = 

s
4
 ^ + ̂  > en remettant pour ^ , sa valeur

 y
-, 

141. II seroit donc avantageux de pouvoir rendre 

les équations homogènes. On n'a pas de méthode 

générale pour cela. II faut avoir recours aux trans-

formations. Celles qui peuvent promettre quelque 

succès, consistent à égaler une des variables, ou 

une fonction de cette variable , ou même une fonc-

tion des deux, à une fonction d'une nouvelle variable 

avec des expofans indéterminés. On détermine ensuite 

ces expofans, par la condition que l'équation trans-

formée soit homogène. 

Par exemple, si je veux chercher des cas où l'équatiori 

*xmdx -f- bynxidy -f- cykdy =3 0 , à laquelle on peut 
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réduire toute équation à trois termes, si je veux, dis-je, 

chercher des cas où elle puisse devenir homogène, je ferai 

* == il ; alors j'aurai ahzmh + h~ldi + by"^hdy 

cy
k
dy = o. Or il faut, pour que celle-ci soit homogène, 

que l'on ait k -^i qk -\- n, & k — m h -\- h — 1, d'où 

on tire h = , & k =: ï ,• ainsi, si 
m — j -+- 1 ' m — q I ' 

les expofans k, q, m & n sont tels que cette dernière équa-

tion ait lieu, on pourra rendre l'équation homogène, & par 

conséquent séparer. 

Des Quantités & des Équations différentielles 

du second
3
 troisième

 3
 Ôc. ordre. 

143. L? liberté que l'on a ( 19) de prendre pour 

constante, dans une différenciation, l'une quelconque 

des différences premières, peut contribuer dans beau-

coup de cas, à faciliter l'intégration. Mais comme il 

peut arriver que lors de la différenciation, on ait 

fait constante la différentielle qui n'est pas la plus 

propre à faciliter l'intégration , il faut commencer par 

montrer comment on peut ramener une équation 

différentielle dans laquelle on a supposé telle ou telle 

différence constante , à une autre où il n'y en ait 

plus aucune de constante : on fera le maître ensuite 

de supposer constante celle que l'on voudra. 

Soit donc Adxr -f- Bdxdy -f- Cdyx -f- Dddy = 0, 

l'équation à deux variables & à différences secondes, dans 

laquelle la première différence dx d'une des variables a été 

supposée constante. Après avoir divisé cette équation pa' 
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j?X , on l'écrira ainsi ,Adx+Bdy+^+Dd = O , 

qui est en effet la même, parce que, tant qu'on suppose dx 

constant, dÇ~^ est égal à Mais si l'on ne veut plus 

que dx soit constant, alors <*^jîQ
 = dxdd

y ~J
Lyiix

 • 

l'équation se change donc en Adx + Bdy -f- + 

D ̂
xddy

 ~
x
f

yddx
'^ = o, dans laquelle il n'y a plus 

aucune différence constante. 

Soit A dx^ +Bdx*dy+Cdy*dx+ Ddyi + £ dxddy 

4- Fdyddy -{- G d? y ~ o; l'équation à différences troi-

sièmes, dx étant toujours constant. 

On divisera par dx
1

, & Fon aura Adx -f- Bdy -f- —j^-

l'on pourra écrire ainsi, Adx -f- -\- ^-—^—j-
 D

^
y

*-

f«G&+?£<ffîg$Ù) kfOY-°> 
& faisant tout varier dans ces différenciations indiquées, on 

aura l'équation où il n'y aura plus de différentielle constante. 

Appliquons cela à un exemple. Soit dx*dy — dyì = 

tdxddy 4- xdxddy, dans laquelle on ait suppose dx 

constant. On ne voit pas, fur le champ , comment cette 

équation pourroit être intégrée ; mais si nous rendons d x 

variable, en écrivant dxdy — ^~ -z=.(adx-\- xdx) d^~^^ 

alors nous pouvons, dans cette différenciation indiquée
 3 
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jprendre dy pour constante, & nous aurons dxdy — íj— 

■—{adx 4- xdx) -^jíi^-, qui, en réduisant,devientdx*-\. 

xddx -{-addx — d y* = o, dont l'intégrale, ainsi qu'il 

est aisé de le voir, est xdx -\- adx — ydy -\- Cdy — o, 

en ajoutant une constante Cdy de même ordre que l'inté-

grale. .Cette équation étant intégrée de nouveau, donne \xl 

-{- ax — iy*-{-Cy ■+■ C = O. 

144. La règle que nous avons donnée ( 123 ) pour 

intégrer les quantités différentielles à plusieurs va-

riables , s'appliquent aux quantités différentielles de 

tous les ordres, en regardant les différentielles ddx, 

ddy, d!x, d?y, &c. comme autant de variables 

différentes. 

Ainsi , si l'on proposoit d'intégrer x^y^ddy 4- ìx^ydy'-Ç-

4- 3y2*2) dxdy -\- 2y*xdx*, dans laquelle dx 

est supposé constant; j'intégrerois d'abord en regardant ddy 

feule comme variable, & j'aurois x^y^dy. J'en prends donc 

la différentielle qui est 3 x^y^dxdy 4~ ix'ydy1 4- Ï'JWJ, 

que je retranche de la proposée; il me reste ix%ydxdy 4-

2y*xdx. J'intègre en regardant y seule comme variable; il 

me vient x'y^dx. Je différencie cette quantité, 6k je retranche 

du premier reste, la différentielle zx*ydydx 4- ix^y^dx 

que me donne cette différenciation ; comme il ne reste rien, 

j'en conclus que l'intégrale de la quantité proposée est x1 y'dy 

4- x*y*dx -f- Cdx , en ajoutant une constante Cdx de 

même ordre que l'intégrale. 

145. Quant aux équations différentielles, on les 

intégrera de même, lorsqu'elles feront intégrables 
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dans l'état où elles feront proposées ; ce que l'on 

reccnnoîtra fi en procédant à l'intégration, cÒmme 

il vient d'être dit, le dernier reste est zéro. 

Mais fi le dernier reste n'éfoit pas zéro, il ne 

faudroit pas, pour les équations, en conclure qu'elles 

ne font pas intégrables. Comme on ne change rien 

à une égalité, en multipliant ou divisant les deux 

membres par une même quantité, il peut se faire qu'il 

y ait une quannté qui, multipliant ainsi, l'équation, 

la rende intégrable. 

La recherche générale de ce facteur est un objet 

dont nous ne pouvons nous occuper ici. On parvient 

à le trouver dans plusieurs cas assez étendus, mais 

nous nous bornerons à donner fur un cas qui se ren-

contre assez souvent dans plusieurs questions Physico-

mathématiques , une idée de la manière dont on 

doit procéder dans cettte recherche. II s'agit des équa-

tions de cette forme , ddy -f- a dydx + bydx* -f-

Xdx2 = O , OU d?y -\- addy dx -\-bdy dxx -\- cy dxì 

•{■Xdx3 = o , ou en général, d"y-{- a d" ~'ydx-f-

bd"- '1ydx + • • • mydx" + Xdx" =. o , dans les-

quelles ^est supposé constant, a , b , c, &c. étant 

des coëfficiens constans, & X une fonction quelconque 

deX. 

Toutes ces équations deviennent intégrables par 
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la multiplication par un facteur composé de x & Je 

constantes ; voici comment on trouve ce facteur. 

Prenons l'équation ddy -j- adydx + bydx* -\- Xdx3 

— o, on décomposera le terme adydx en deux autres 

kdydx & (a — k) dydx, & l'on aura l'équation ddy -f 

kdydx -[- (d — k) dydx + bydx1 -\- Xdx* — o. 

On supposera que k étant une constante indéterminée, il 

ne manque à l'équation pour être intégrable, que d'être 

multipliée par un facteur P, qui soit une fonction de * & 

de constantes. 

Cela posé , l'équation P ddy -f- Pkdydx -\- P (a — k) 

dydx + P bydx* + P Xdx* — o , doit donc, par la 

supposition, être intégrable. Je l'écris ainsi, P ddy -{-

Pkdxdy + [P {a — k)dy •+■ Pbydx + PXdx] 

dx o. 

Or la condition que cette équation soit intégrable , 

exige (128) que les trois équations suivantes aient lieu. 

dP _ dJPkdx) . 

dy ddy * 

o iL — d [P (" — *) dy + Pbydx -f. fXrf*j . 
£ ' rfiy » 

0
 d(Pkdx) d [P (a — k)dy + Pbydx + PXdx], 

3
 ' dx — <Ty * 

or la première équation donne 0=0, par la supposition 

que P & k ne renferment ni y ni iy. La seconde, par lí 

même supposition, donne ̂  =3 P {a — &), & la troi-

sième donne P d - ~ - - = , ou seulement ^4—■=: ^» 
a* a * 

puisque A est supposée une constante. 

Tirant 
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Tirant de chacune de ces équations la valeur de ~ 

dP
 s

 , , „ dP bdx . . 
ona-p- = {a — k ) dx, OÍ -y = -j- ; égalant ces 

deux valeurs, on z a — k = , ou kk — a k -f- b — o. 

On aura donc k par une équation du second degré, c'est-à-

dire qu'on aura deux valeurs de k. Représentons ces deux 

valeurs par m & m', on aura donc i°. — ——, & par 

bu 

conséquent logarithme P =r —, ou P = t m ; l'équation 

bx b x 

Pddy + &c., deviendra donc ddyt m + rndydxe m -f-

b x h x b x 

(a — m) dydxt m -J- bydx*e m -f- Xdx't m zz o. Pour 

procéder à l'intégration, je prends d'abord (144) l'intégrale 

— 

du terme ddyt m , en regardant ddy seul comme variable; 

' . t x , ■ ♦* 

& j'ai dyt m . Différenciant & retranchant de l'équation, 

bjc bx 

on a pour reste (rn -f- a—-—m) dydxt"1 -\-bydx*tm -j-

b_x 

Xdx^e"1 . Mais l'équation kk — ak b = o, qui n'est 

autre chose que mm — am -I- b = 0 , donne a — - —« 
1 m 

m =: o ; on a donc pour la quantité qui reste à intégrer, 

b x b x b x 

mdydxi m -f- bydx*e m -4- Xdx*t m . Prenons-en l'inté-

grale en regardant y feule comme variable, & nous aurons 

« '< Lî 

mydxe m pour le second terme de l'intégrale. Différenciant 

** 

& retranchant du premier reste, il reste Xdx2e m , dont nous 

bx 

représenterons généralement l'intégrale par dx/Xdxcm ? 

Mécanique. I" Partie. *M 
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qui ne renfermant qu'une variable, ne dépend que des mé-

thodes du calcul à une feule variable ; ainsi l'intégrale est 

b x b x b_x 

dye
 m

 -j- rnydxe
 m

 -f- dx/Xdxe
 m

 — C, ou dy -\- mydx 

— b x b X — h x 

-\- dxe
 m

 fXdxe " = Ct "' ; mais comme il n'y a pas 

de raison qui détermine à employer une valeur de k piutêt 

que l'autre, en employant la seconde que nous avons repré-

sentée par m , nous aurons également dy -f- m'y dx 4-

— b x b x — bjc 

dxe
 m

 sXdxt
m

' = Ce " , en représentant par C la 

constante qui répond à l'intégration que suppose la nouvelle 

valeur m de k. 

Égalant les deux valeurs de dy, que donnent ces deux 

équations , on en conclura entìn 

— b x — b x — b x b x — b x b x 

_ Ce~-> Ce "' +e
 m

 sXd x c - e ~ [Xdx t 

146. Si l'équation étoit du troisième ordre, on 

s'y prendroit d'une manière semblable. 

Par exemple , si on avoit d
,
y -f- addydx -\- bdydx* 4" 

cydx
ì
 + Xdx

ì
 = o, on écriroit d

J
y -f" kddydx + 

{a — k ) ddydx 4- k'dydx* + (b — k') dydx
1
 + cydx

1 

4- Xdx^ = o, k & A' étant inconnus, mais constantes, 

& on fupposcroit qu'il ne manque à cette équation, pour 

être intégrable, que d'être multipliée par un facteur P qui 

ne renferme que des x & des constantes ; c'est-à-dire, on 

Aippoferoit que l'équation P d
1
 y -j- P kddydx + 

P (a - k) ddydx 4- Pk'dydx* P (b - k') dydx* + 

Pcydx
ì -f- PXdx^ = 0 , est intégrable. Donnant à cetts 

équation la foime suivante • • • 
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PJly+ Pkdxddy [P(a~k) ddy + Pk'dydx] X dx 

+ [P(b - k') dydx + Pcydx* + PXdx1} dx =z o, 

la condition qu'elle est intégrable , donneroit ( 128) six équa-

tions, qui par la supposition que l'on a faite pour A, k' & 

P, se réduiroient à trois ; & l'équation finale donneroit 

pour k trois valeurs, & trois valeurs correspondantes pour 

k' & pour P. Ce qui , en imitant le procédé ci - dessus, 

donneroit trois équations en y, x, dx, dy & ddy. Éli-

minant donc ddy & d y, on atlroit la valeur finie de y en 

x & constantes. 

147. On voit à présent ce qu'il y auroit à faire 

pour les degrés supérieurs. 

La même méthode s'appliqueroit s'il y avoit un 

phis grand nombre de variables qui ne passassent 

pas le premier degré, & qui ne fussent multipliées 

ni entre elles, ni par quelqu'une des différentielles 

de ces variables, si ce n'est par la différentielle qui 

est supposée constante. 

Par exemple, si on avoit les deux équations addy -f-

bdd{ 4" cdydx + ed{dx 4- fydx
1
 -\- g\dx* -f-

Xdx1 = o, & d ddy 4- b'ddi 4- ddydx 4- t'dz_dx 4-

fydx1 -f g'idx1 4- X'dx1
 SB o. 

On commenceroit par les ramener à une feule, en aiou-* 

tant la première avec la seconde multipliée par un coëffi* 

ciant indéterminé & constant q. Puis dans l'équation totale, 

on partageroit le terme où entre d y & celui où entre dz_ 

en deux parties, comme il a été fait ci-dessus, enfin, on 

M 1 
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multiplieroit par un facteur supposé une fonction de x & 

de confiantes. 

148. Nous terminerons ce qui regarde les équa-

tions différentielles, en observant que lorsque dans 

une équation à deux variables il manque une des 

deux variables finies, on peut toujours la ramener 

aux différences de forçbg immédiatement au-dessus ; 

& cela en égalant la différence première d'une des 

variables à la différence de la seconde multipliée par 

une nouvelle variable. 

Par exemple, si j'avois à intégrer I^^I 4
 = 

{ay 4" b) dx, dans laquelle dx est supposée constante, 

& où il manque la variable x; je ferois dy — pdx ; j'au-

rois ddy == dpdx, & par conséquent 1/(1 -\-pp)zs 

[ay + b).j ou dp V {1 + pp) S= {ay 4- b)dy; 

dont le premier membre s'intègre algébriquement, 6k le se-

cond , en partie algébriquement & en partie par logarithmes, 

en rendant -j- pp) rationnel , d'après ce qui a été 

dit (117). 
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PRINCIPES 
GÉNÉRAUX 

DE LA 

MÉCANIQUE. 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

149. Sous le nom de Mécanique , nous comprenons 

la science du mouvement, & celle de l'équilibre. 

II y a du mouvement dans un corps , lorsque ce 

corps, o\i quelques-unes de ses parties sont trans-

portées d'un lieu en un autre-

Un corps, ou l'aíTemblage de plusieurs parties 

matérielles, ne peut de lui-même se mettre en mou-

vement. II ne peut être mu que par une cause, sans 

laquelle il peut, d'ailleurs, exister. 

Cette cause, telle qu'elle soit, qui est capable de 

mouvoir un corps, est ce que nous appelons Force, 

ou Puissance, 

M 3 
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L'équilibre, est l'état d'un corps, ou d'un assem-

blage ou Syflîmt de corps, qui est sollicité par plu-

sieurs forces dont les effets font détruits par quelques 

Obstacles, ou se détruisent mutuellement. 

Le repos, est l'état d'un corps dont les parties, 

non-feulement ne font point déplacées, mais ne font 

pas même sollicitées par aucune force. 

Pour établir les principes du mouvement & de 

l'équilibre, nous imaginerons, d'abord, qu'il n'existe 

rien autre chose dans la nature, que les corps dont 

nous parlerons, & les forces que nous leur suppo-

serons appliquées. 

Ainsi, nous regarderons d'abord les corps , comme 

non pesons, comme parfaitement libres : nous sup-

poserons que ni l'air , ni la pesanteur, ni le frotte-

ment , ni tout autre obstacle n'existent. 

Nous aurons, ensuite , égard à ces obstacles ; mais 

pour mesurer leurs effets , il faut commencer par 

examiner les choies, dans cet état de simplicité. 

150. Ces suppositions faites, il est clair que si un 

corps a reçu du mouvement par une cause quel-

conque , il doit persévérer dans cet état de mouve-

ment , fans aucune altération ni augmentation, fans 

aucun détour, tant que la même ou une nouvelle 
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force n'agira pas fur lui. En effet, nous venons de 

dire qu'un corps ne peut se donner du mouvement ; 

il ne peut donc, s'en ôter, puisque ce feroit s'en 

donner en sens contraire : d'ailleurs nous supposons 

qu'il n'existe aucun obstacle. 

Ainsi, le mouvement est naturellement égal ou 

uniforme , & rectiligne. Examinons donc d'abord 

les propriétés de ce mouvement. 

Du Mouvement uniforme. 

151. Le mouvement uniforme est donc celui d'un 

corps qui se meut toujours de la même manière ; 

c'est-à-dire, qui parcourt toujours le même espace 

dans le même intervalle de temps. 

Pour comparer les mouvemens de deux corps qui 

se meuvent uniformément, il faut considérer l'espace 

que chacun décrit dans un même temps déterminé, 

comme d'une minute, d'une seconde, &c. Cet espace 

est ce qu'on appelle la Vîtejfe. 

15a. La vitesse d'un corps est donc, à proprement 

parler, l'espace que ce corps peut décrire uniformé-

ment dans un temps déterminé, que nous appelons 

1:'Unité de temps. 

Ainsi, dans les mouvemens uniformes de deux corps, si 

M 4 
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l'on compte le temps en secondes ; & que l'un parcoure f 

pieds par seconde ; & l'autre, 6 pieds , par seconde ; je 

dirai que la vitesse du premier est de 5 pieds, & celle du 

second, de 6 pieds. 

Mais si, en prenant toujours la seconde pour unité de 

temps, on me disoit qu'un corps a parcouru 100 pieds 

en cinq secondes, 100 pieds n'exprimeroient pas la vitesse; 

mais je vois qu'à chaque seconde, il en parcourroit le cin-

quième, ou 20 pieds ; c'est-à-dire , que pour avoir la vitesse, 

je divise le nombre 100, des parties de l'espace parcouru, 

par le nombre 5 des unités de temps qui se sont écoulées. 

153. Donc, en général, la vitesse es égale à C espace di-

visé par U temps ; c'est-à-dire, en nommant Via vitesse, 

E l'espace parcouru pendant un temps marqué par T, 

E 
on a généralement V = — ; c'est un des principes 

fondamentaux de la mécanique. 

154. L'équation ^=-^-, donne non-feulement 

la mesure de la vitesse, mais encore celle de l'es-

pace &c du temps. En effet, fì l'on regarde successi-

vement E &c T comme inconnues, on aura par les 

règles ordinaires del'Algèbre, T= ~,&ÍE=FT. 

Ainsi , pour avoir le temps , il faut diviser l'espace, par 

la vitesse ; &C pour avoir l'ejpace, il faut multiplier la 

vitesse par le temps. 

Au reste , si nous employons ici des caractères 
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algébriques, ce n'est pas qu'ils soient nécessaires pour 

faciliter l'intelligence de ces premières vérités. Mais 

ils font utiles pour soulager la mémoire. On voit en 

effet par cet exemple, que le premier principe étant 

une fois dans la mémoire, on peut toujours faci-

lement retrouver les deux autres, en appliquant les 

règles ordinaires à ce premier principe traduit algé-

briquement. 

155. Il est donc facile maintenant de comparer les 

mouvemens uniformes de deux ou d'un plus grand 

nombre de corps. 

Par exemple, si l'on me demande dans quel rapport sont 

les vitesses de deux corps, qui décrivent des espaces con-

nus £ & e, dans des temps connus T & í, respectivement. 

En nommant V 8t u les vitesses de ces deux corps, j'aurai 

Vz= , & u = -i- ( 153 ) ; donc V : u \ '. -|r : -y-; 

c'est-à-dire, que les vitesses font comme les espaces divisés par 

Us temps. 

En un mot, qu'il s'agiífe de comparer les vitesses > 

ou les espaces, ou les temps, le principe que nous 

venons d'établir (153) donnera l'expreíîìon de 

chacune de ces choses, pour chaque corps ; il n'y 

aura donc qu'à comparer ces expressions. 

Par exemple, si je veux comparer les espaces : ce prirt-

E 
ape me donne F=— , d'ou je tire Ez=.VT ; donc pour 
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le second corps j'aurai pareillement t — ut; doncEje;; 

VT : ut ; c'est-à-dire, que les espaces font comme les vitesses 

multipliées par les temps. 

156. De ces trois choses, l'espace, le temps & la 

vitesse, si l'on veut en comparer deux , lorsque la 

troisième est la même pour chaque corps, il n'y a 

qu'à chercher, de même , l'expression de cette troi-

sième , pour chaque corps, & égaler ces deux ex-

pressions. 

Par exemple, si je veux savoir quel est le rapport des es-

«. E 
paces quand les vitesses font les mêmes, j'ai V — -y- & 

t E e 
u— — ; donc puisqu'on suppose F = «,ona -y- == — 

ou Et «T, d'où l'on tire E '. e'.'.T '. t ; c'est-à-dire, 

qu'à vîtejses égales les espaces font comme les temps. 

On trouvera de même qu'e/z temps égal, les espaces font commt 

les vitesses; & que pour que deux corps décrivent le même espace, 

il faut que leurs vitesses soient réciproquement proportionnelles aux 

temps. En effet, ona£ = VT & e — ut ; donc si E zz t, 

on a VT — ut, d'où l'on tire V \ u : ; t T. 

Ainsi, le seul principe V — -y , donne le moyen de 

comparer toutes les circonstances des mouvemens uniformes. 

Des Forces & de la quantité de Mouvement. 

157. La somme des parties matérielles dont un 

eorps est composé, est ce qu'on appelle sa Àîaffe; 
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maïs dans l'usage que nous ferons de ce mot, nous 

entendrons le nombre qui exprime de combien de 

parties matérielles le corps est composé. 

La force, ainfì que nous l'avons déjà dit, est la 

cause qui meut, ou tend à mouvoir un corps. 

Comme les forces ne nous intéressent que par 

leurs effets, ce n'est que par les effets dont elles font 

capables, que nous devons les mesurer. Or l'effet 

d'une force est de faire passer dans chaque particule 

matérielle d'un corps, une certaine vitesse. Donc si 

toutes les parties reçoivent la même vitesse , comme 

nous le supposerons ici, l'effet de la cause motrice 

a pour mesure la vitesse multipliée par le nombre 

des parties matérielles du corps, c'est-à-dire, par la 

masse. Donc la force se. mesure par la vîtejsi quelle peut 

imprimer à une majse connue, multipliée par cetu masse. 

158. Le produit de la masse d'un corps, par fa 

vitesse , s'appelle la quantité de mouvement de ce corps. 

Les forces se mesurent donc par la quantité de mouve-

ment qu'elles font capables de produire. 

Ainsi, si nous désignons ce produit, par F; la masse, 

par M; & la vitesse par V, nous aurons FzzzMF. 

Cette équation donne V— ; & M— -y ; qui font 

voir i°. que connolffant la force motrice d'un corps & fa majfe, 
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on saura quelle vitesse il doit avoir, en divisant la force motrict 

par la masse. 2e. Que connolffant la force motrice & la víttsst 

on saura quelle esl la masse qui peut avoir cette vitesse & cette 

force motrice , en divisant la force motrice par la vitesse. 

Mais il ne faut pas perdre de vue, que ce que nous en-

tendons ici pari7, ou par la force motrice , c'est l'effet dont 

est capable la cause qui engendre le mouvement. C'est cet 

effet seul qu'on peut faire entrer, & qu'on a besoin de faire 

entrer dans le calcul. 

1J9. Donc si f marque la force motrice d'une autre masse 

m, & « la vitesse de cette masse , on aura de même/ = mu; 

donc F'. f'.'.MV '. mu ; c'est-à-dire , que les forces motrices 

font comme les masses multipliées par les vitesses. 

Et si de chacune des deux équations F= M V, 8íf—mu, 

on tire les valeurs de M & de m, puis celles de V & de u, on 

aura le rapport des masses, par celui des forces & des vi-

tesses , & celui des vitesses par les forces & les niasses ; d'où 

l'on conclura i°. qu'à masses égales les forces motrices font 

comme les vitesses; 2°. qu'à vitesses égales, les forces motrices 

font comme les masses ; 30. & qu'enfin fi les forces motrices 

font égales, les vitesses font en raison inverse des masses ; ce que 

l'on trouvera facilement en égalant successivement la valeur 

de As à celle de m ; celle de F à celle de u ; & enfin ceîle 

de F à celle de /"; l'équation résultante , réduite & con-

vertie en proportion, démontre chacune de ces proposi-

tions. 

REMARQUE. 

160. La masse ou le nombre des parties matérielles 

d'un corps, dépend de son volume & de ce qu'on 
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appelle sa densité. Comme les corps font pénétrés 

d'un très - grand nombre de vides qu'on appelle 

porcs, leur quantité de matière n'est pas proportion-

nelle à leur volume ; mais fous le même volume il 

y a d'autant plus de matière que les parties font plus 

serrées : & c'est cette plus ou moins grande proximité 

des parties qu'on appelle densité. Ensorte qu'on dit, 

un tel corps est plus dense qu'un tel autre corps, 

lorsqu'à volume égal il renferme plus de matière que 

ce dernier. On dit au contraire qu'il est moins dense 

ou plus rare lorsqu'à volume égal il renferme moins 

de matière. 

La densité sert donc à juger du nombre des par-

ties matérielles, lorsque le volume est connu ; ainsi 

on peut regarder la densité comme représentant le 

nombre des parties matérielles d'un volume déter-

miné ; quand on dit, l'or est 19 fois aussi dense que 

l'eau, cela veut dire, l'or contient 19 sois autant 

de parties que l'eau, dans un même espace. 

En se représentant la densité comme exprimant 

le nombre des parties matérielles d'un volume déter-

miné que l'on prend pour unité de volume; il est 

clair que pour avoir la masse , ou le nombre total 

des parties matérielles d'un corps dont le volume 

est connu, il faut multiplier la densité par le volume. 
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Par exemple , si la densité d'un pouce cube d'or est repré-

sentée par 19 , la quantité de matière de 10 pouces cube d'or, 

fera 10 fois 19. Ainsi, représentant généralement la niasse par 

M, le volume ou la solidité par 5 & la densité par D, 

©n aura M = S X D ; par où il sera facile de comparer 

les masses, les volumes & les densités des corps. 

Nous verrons dans peu, que les masses des corps 

sons proportionnelles à leur poids ; ainsi, dans l'usage, 

on pourra substituer le poids à la masse. 

Des Mouvemens uniformément accélérés. 

161. Un corps qui n'a reçu qu'une impulsion, 

persévère dans son mouvement avec la même vitesse, 

& dans la même direction qu'il a eue au premier 

instant (150). Mais s'il vient à recevoir une nou-

velle impulsion dans le même sens, ou en sens con-

traire de la première, il se meut alors, avec une 

vitesse égale à la somme ou à la différence des deux 

vitesses qu'il a reçues successivement: cela est évident, 

Donc si l'on conçoit qu'à des intervalles de temps 

déterminés, le corps reçoive de nouvelles impulsions, 

dans le même sens, ou en sens contraire de la pre-

mière, il fera mu d'un mouvement varié ou inégal; 

fa vitesse fera différente au commencement de chaque 

intervalle de temps. 

Quoi qu'il en soit, fa vitesse au bout d'un temps 
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quelconque doit s'estimer par l'espace qu'il seroit alors 

capable de décrire pendant l'unité de temps, si son 

mouvement devenoit uniforme à compter de l'instant 

où l'on considère cette vitesse. 

On appelle en général Force accélératrice, toute 

force qui agit sur un mobile pour faire varier son 

mouvement. Lorsqu'à des intervalles de temps égaux, 

elle agit également, on i'appelle force accélératrice cons-

tante , ou force rétardatrice confiante, selon qu'elle tend 

à augmenter ou à diminuer la vitesse actuelle du mo-

bile. 

Examinons présentement les circonstances du mou-

vement uniformément accéléré. 

x6i. Puisque danï ce mouvement, la force accé-

lératrice agit toujours de la même manière, si l'on 

suppose que g soit la vitesse qu'elle communique, à 

chaque unité de temps, il est clair que les vitesses 

successives du mobile seront g, z g, 3 g ; ensorte 

qu'après un nombre d'unités de temps marqué par 

t, la vitesse acquise sera g pris autant de fois qu'il 

y a d'unités dans t ; c'est-à-dire, fera gxtowgt. 

163. Donc i°. dans le mouvement uniformément 

accéléré, les nombres de degrés de vitesse que le 

mobile acquiert, croissent comme les nombres d'in-

tet ailes pendant lesquels dure le mouvement j ce que 

SCD LYON 1



192 COURS 

l'on exprime, en disant : Les vitesses acquises font comme 

les temps écoulés depuis le commencement du mouvement. 

Ainsi, si l'on appelle u la vitesse que le mobile a 

acquise au bout du temps í,onaa = ̂ /. 

i°. Les vitesses que le mobile se trouve avoir suc-

cessivement pendant la durée de chacun des inter-

valles consécutifs, forment donc une progression 

arithmétique -f g 1
1
 g ■> 3 g > &c- dont le dernier terme 

est g t ou u, & dont le nombre des termes est t, 

c'est-à-dire, est marqué par le nombre des actions 

de la force accélératrice. 

30. Et puisque ces vitesses g, z g , &c. ne font 

autre chose, chacune, que l'espace que le mobile peut 

décrire pendant Pintervalle correspondant (151), 

l'espace total décrit pendant le temps t, fera donc 

la somme des termes de ceíte progression arithmé-

tique ; c'est-à-dire (^lg- 171), qu'il fera exprimé 

par (g+u) X —. Donc si l'on nomme e cet espace 

total parcouru depuis le commencement du mouve-

ment, on aura e =3 ( g + u ) ~. 

164. Concevons, maintenant, que la force accé-

lératrice agit fans interruption, ou , ce qui revient 

au même, concevons que le temps t soit partagé 

en une infinité de parties infiniment petites que nous 

appellerons 
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appellerons des instans ; & qu'à la naissance ou à la 

(in de chaque instant, la force accélératrice donne 

une impulsion au mobile. Concevons de plus qu'elle 

agit par degrés infiniment petits. Alors g étant infi-

niment petite par rapport à K, on doit, dans l'équa-

tion e = (g + «)-^-, omettre g , & l'on a sim-

plement e = ~, 

165. Cela posé, imaginons qu'au bout du temps r 

la force accélératrice cesse d'agir; le corps (150) 

persévérera donc dans son mouvement avec la vitesse 

u qu'il aura acquise ; c'est-à-dire, qu'à chaque unité 

de temps, il décrira un espace ~u
r
i^i); donc 

s'il continuoit de se mouvoir avec cette même vitesse 

pendant le temps t, il décriroit un espace =«XÍ, 

c'est - à - dire , le double de celui e ou ~ qu'il a 

décrit ( 164 ) dans un temps égal, par faction suc-

cessive de la force accélératrice. Donc dans le mouve-

ment uniformément & continuellement accéléré, l'espace 

Récrit, pendant un certain temps , efl la moitié de celui 

que le mobile peut décrire dans un temps égal, avec 

la vitesse acquise, continuée uniformément. 

166. Puisque (163) les vitesses acquises croissent 

comme les temps écoulés, si l'on appelle p la vitesse 

acquise au bout d'une seconde, alors la vitesse acquise, 

après un nombre t de secondes, fera pt ; ainsi on 

Mécanique. Ire. Partie, *N 
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aura u=pt. Léquation e= trouvée ci-dessus, 

deviendra donc e = ~, Donc íi l'on représente par 

E, un autre espace décrit de la même manière pen-

dant un autre temps T, on aura de même E=
 p
~ ; 

d'où l'on conclura < : E ::
 p
— : ̂  \\tt'. TT; 

ce qui nous apprend que les espaces parcourus Sun 

mouvement uniformément & continuellement accéléré ,font 

comme les quarrés des temps. 

167. Et puisque (163) les vitesses font dans le 

rapport des temps, les espaces font donc aujfi, dans 

le rapport des quarrés des vitesses. 

168. Donc les vitesses & les temps, font comme les 

racines quarrées des espaces parcourus depuis le commen-

cement du mouvement. 

169. Tout cela s'applique également aux mou-

vemens uniformément retardés, pourvu que, par 

les temps, on entende ceux qui restent à s'écouler 

jusqu'à l'extinction de la vitesse; & que par les es-

paces, on entende ceux qui restent à décrire jusqu'à 

l'extinction de la vitesse. 

170. Dans l'équation e =^i-, que nous avons 

trouvée ci - dessus ( 166), la quantité p par la-

quelle nous avons entendu la vitesse que la force 
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accélératrice est capable d'engendrer par son action 

successive pendant une seconde de temps, est ce que 

nous appellerons la force accélératrice ; parce que 

nous devons juger de cette force par l'effet qu'elle 

est capable de produire dans le mobile , dans un 

temps déterminé ; effet qui n'est autre que de lui 

communiquer une certaine vitesse. 

Du Mouvement libre des Corps pefans. 

171. C'est à l'espèce de mouvement que nous ve-

nons de considérer, qu'on doit rapporter le mouve-

ment des corps pefans. Mais avant d'appliquer à cet 

objet, la théorie que nous venons d'exposer, il est 

à propos de faire connoître quelques faits concernant 

la pesanteur. 

Ce que nous entendons par pesanteur, c'est la 

force qui sollicite les corps à descendre suivant des 

lignes verticales ou perpendiculaires à la surface des 

eaux. Si la terre, ou si la surface des eaux étoit par-

faitement sphérique, les directions de la pesanteur 

concourroient toutes au centre. Mais quoique cette 

surface ne soit pas parfaitement sphérique, elle s'en 

éloigne peu ; enforte que, pour les objets que nous 

avons à traiter, nous pouvons regarder, fans au-

cune erreur sensible, les directions de la pesanteur, 

comme concourant au centre de la terre. 

N a 
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Nous avons déjà eu occasion de dire (Géom. 338) 

que le rayon de la terre considérée comme sphé-

rique, est de 19605480 pieds. De-là il est aisé de 

conclure qu'il faut, sur la surface de la terre, une 

étendue de 15 toises & } pour répondre à un angle 

d'une seconde au centre de la terre. Ainsi, dans une 

machine qui auroit 16 toises de longueur, il ne s'en 

faudroit que d'un angle d'une seconde, que les di-

rections de la pesanteur, aux deux extrémités, ne 

fussent parallèles. Donc, dans un même lieu, on peut 

regarder les directions de la pesanteur comme parallèles. 

Quant à la grandeur de cette force; à parler rigou-

reusement , elle est différente à différentes distances de 

l'équateur, & à différens éloignemens du centre de 

la terre. Mais les quantités dont elle diffère, par les 

différentes distances où l'on peut être de l'équateur, 

font très-petites, & ne nous importent en aucune 

manière , pour le présent. 11 en est de même des di-

minutions qu'elle subit à mesure qu'on s'éloigne du 

centre de la terre : elles ne peuvent être sensibles que 

par des changemens de distance beaucoup plus con-

sidérables que ne font les hauteurs auxquelles nous 

pouvons nous élever, ou les profondeurs auxquelles 

nous pouvons descendre ; ainsi nous regarderons, 

ici , la pesanteur comme une force qui est par-

tout la même ; c'est - à - dire, qui sollicite les corps 

SCD LYON 1



DE MAT HÉMATI Q_VES. XCfl 

à descendre d'une même quantité dans un même 

temps. 

II faut considérer cette force, comme agissant, & 

agissant également à chaque instant, fur chaque par-

tie de la matière. Or il est clair que si chacune des 

parties d'un corps reçoit la même vitesse, la totalité 

ne fera mue qu'avec la même vitesse que recevroit 

une feule des parties détachée de la masse; enforte 

que la vitesse que la pesanteur imprime à une masse 

quelconque , ne dépend point de la grandeur de 

cette masse : elle est la même pour une petite masse 

que pour une grande. II est vrai, cependant , que 

nous ne voyons pas tous les corps tomber d'une 

même hauteur dans le même temps; mais cette dif-

férence est l'effet de la résistance de l'air, ainsi que 

nous le verrons par la fuite : aussi lorsqu'on laisse 

tomber des corps dans un espace vide d'air, ob-

serve-t-on que des corps très-différens en masse , 

tombent néanmoins d'une même hauteur dans le 

même temps. 

II faut bien distinguer, ici, entre l'effet de la pe-

santeur & celui du poids. L'effet de la pesanteur est 

de faire passer ou de tendre à faire passer dans chaque 

partie de la matière une certaine vitesse, qui est ab-

solument indépendante du nombre des parties ma-

térielles. Mais le poids est égal à ressort que l'on doit 

N 3 
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exercer, pour empêcher qu'une masse proposée n'o-

béisse à sa pesanteur. Or cet effort dépend de deux 

choses ; savoir, de la vitesse que la pesanteur tend à 

imprimer à chaque partie, & du nombre de parties 

qu'elle anime ou qu'elle tend à animer. Mais comme 

la vitesse que la pesanteur tend à imprimer, est la 

même pour chaque partie de la matière, ressort que 

l'on a à exercer , est proportionnel au nombre des 

parties de la matière; c'est-à-dire, à la masse. Ainsi 

le poids dépend de la masse, & la pesanteur n en dépend 

nullement. Cette observation, sur le poids des corps, 

établit ce que nous avons avancé (160) , savoir , que 

la masse est proportionnelle au poids. 

171. Après ces éclaircissemens fur la pesanteur, 

venons aux lois du mouvement des corps pefans. 

Puisque la pesanteur agit également, & sans in-

terruption , à quelque distance que le corps se trouve 

de la surface de la terre (du moins pour les distances 

auxquelles nous pouvons nous élever), la pesanteur 

est donc une force accélératrice constante, qui, à 

chaque instant, fait passer dans le mobile un nouveau 

degré de vitesse , qui est toujours le même pour 

chaque instant égal: enforte que (163 cy suiv.) les 

vitesses acquises augmentent comme les temps écou-

lés ; les espaces parcourus font comme les quarrés 

des temps, ou comme les quarrés des vitesses; les 
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vitesses font comme les racines quarrées des espaces 

parcourus ; les temps font aussi comme les racines 

quarrées des espaces parcourus : en un mot, tout ce 

que nous avons dit des forces accélératrices constantes, 

s'applique littéralement à la pesanteur. Bien entendu 

que dans tout ceci, nous faisons abstraction de la ré-

sistance de l'air & de tout autre obstacle. 

II ne s'agit donc, pour pouvoir déterminer les 

temps, les espaces & les vitesses dans le mouvement 

des corps graves, que de connoître un seul effet de 

la pesanteur dans un temps déterminé. Car les équa-

tions u = pt, e = ~-, nous mettront en état de 

déterminer tous ces objets, dès qu'une fois nous 

saurons la valeur de p. 

Rappelons-nous donc que par p (166), nous 

avons entendu la vîresse que le mobile acquiert au 

bout d'une seconde de temps. Or on fait par expé-

rience (8c nous verrons par la fuite, comment on 

l'a trouvé) qu'un corps à qui l'air ne fait point de 

résistance sensible, tombe de 15 pieds & ou plus 

exactement, de i5P, 098 dans la première seconde 

de sa chute. 

D'ailleurs nous avons vu ( 165 ) qu'avec la vitesse 

acquise par une fuite d'accélérations, le mobile pour-

roit décrire d'un mouvement uniforme, un espace 

N 4 o 
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double , dans le même temps. Donc la vitesse qu'un 

corps pesant a acquise au bout de la première seconde 

de sa chute, est telle que si la pesanteur cessoit d'agir, 

il décriroit le double de 15 pieds & -~
t
 c'est-à-dire 

30p, 2 à chaque seconde. Donc p = 30,2. 

173. Maintenant, l'équation u = pt, & l'équa-

tion e = ̂ , nous font voir ; la première, que 

pour avoir la vitesse qu'un corps pesant a acquise 

après être tombé pendant un nombre t de secondes, 

il faut multiplier celle qu'il acquiert pendant la pre-

mière seconde, par ce nombre t de secondes. 

Donc, lorsqu'un corps pesant ejl tombé pendant un 

certain nombre de secondes, la vitesse qu'il a acquise, ejl 

telle que si la pesanteur cessoit d'agir, il décriroit, par 

chaque seconde, autant de sois 30p,2 qu 'il s'ejl écoulé 

de secondes. 

Ainsi, un corps qui a employé 7 secondes à tomber, se 

meut au bout de 7 secondes avec une vitesse à parcourir 

7 fois 30p,2 ou 211 pieds tk f par seconde, sans aucune 

nouvelle accélération. 

174. La seconde équation e s=* ^— === ^pt
z, fait 

voir que pour avoir l'espace e ou la hauteur e dont 

un corps pesant tombe dans un nombre t de secondes, 

il faut multiplier \p> c'est-à-dire, la quantité dont 
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il tombe dans la première seconde, la multiplier, 

dis-je, par le quarré du nombre des secondes. 

Donc là hauteur dont un corps pesant tombe pendant 

m nombre t de secondes, ejî d'autant de fois 15 pieds 

& , qu 'il y a d'unités dans le quarré de ce nombre de 

secondes. 

Ainsi quand un corps a employé 7 secondes à tomber, on 

peut être assuré qu'il est tombé de 49 fois 15P,i , c'est-à-dire , 

de 740 pieds à très-peu près ; en supposant toujours que la 

résistance de Pair n'ait pas lieu. On voit donc que quand on 

connoît le temps écoulé, rien n'est plus aisé que de déter-

miner la vitesse acquise , & l'espace parcouru. 

175. Si l'on Veut savoir combien de temps un 

corps emploieroit à tomber d'une hauteur connue : 

l'équation e = \p?, donne tz === & par con-
"2 P 

séquent t = j/ 4- ; c'esl-à-dire, qu'il faut cher-
a P 

cher combien cette hauteur e contient de fois la hau-

teur \p dont un corps pesant tombe d^.ns la pre-

mière seconde, & tirer la racine quarrée de ce nombre 

de fois. 

176. Veut-on savoir de quelle hauteur un corps 

pesant devroit tomber pour acquérir une vitesse con-

nue; c'est-à-dire, une vitesse à parcourir uniformé-

ment un certain nombre de pieds, par seconde. Alors 
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de l'équation u=pt, je tire la valeur de t qui est 

í=5p' je la substitue dans l'équation e = '-pt
1
; 

& j'ai e = ±p x JJ = , qui m'apprend que 

/>o«r connoîtrt la hauteur e Jo/tt «« co/p5 pejant devroìt 

tomber pour acquérir une vitesse u d'un certain nombre 

de pieds par seconde, il faut diviser le quarré de ce nombrt 

de pieds, par le double de la vitesse, qu'un corps pesant 

acquiert au bout de la première seconde ; c'efl-à-dire, 

par 60,4. 

Ainsi , si je veux savoir de quelle hauteur un corps pesant 

devroit tomber pour acquérir une vitesse de 100 pieds par 

seconde, je divise le quarré de 100, c'est-à-dire, 10000, 

par 60,4; le quotient 165 ^ m'apprend qu'un corps doit 

tomber de 165 pieds ~, pour acquérir une vitesse de 100 pieds 

par seconde. 

II est évident qu'on se conduiroit de même, pour 

déterminer à quelle hauteur montera un corps jette 

verticalement avec une vitesse connue. 

177. Comme on peut, ainsi qu'on le voit par 

ces exemples, déterminer facilement toutes les cir-

constances du mouvement des corps pefans, c'est à 

ces mouvemens qu'on rapporte le plus communé-

ment, tous les autres mouvemens; enforte que sou-

vent au lieu de donner immédiatement la vitesse 

d'un corps, on donne la hauteur d'oìi il auroit dû 

tomber pour acquérir cette vitesse, par faction de 
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la pesanteur. Nous aurons occasion d'en voir des 

exemples. 

Observons donc pour récapituler, que toutes les 

circonstances du mouvement accéléré, & par consé-

quent du mouvement des corps graves, font com-

prises dans les deux équations u = pt, e — jptz; 

çníbrte que p étant connu, dès que l'on connoîira 

l'une de ces trois choses, le temps, l'espace & la 

vitesse, on peut toujours trouver les deux autres, 

soit immédiatement par l'une ou l'autre de ces deux 

équations , soit par le concours des deux, combinées 

comme nous venons de le faire ( 176). 

Des Mouvemens variés de quelque manière 

1 que ce soit. 

178. Lorsque le mobile est soumis à l'action d'une 

force qui agit fur lui fans interruption, mais d'une 

manière différente à chaque instant, le mouvement 

s'appelle , en général, mouvement varìè. On a des 

exemples de mouvement varié dans le débandement 

des ressorts : quoique la vitesse aille en augmentant, 

cependant les degrés par lesquels elle augmente vont 

en diminuant. II en est de même des degrés par les-

quels le mouvement du navire arrive à l'uniformité : 

l'action du vent fur les voiles diminue à mesure que 

le navire acquiert du mouvement , p:.rce qu'il 
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échappe d'autant plus à cette action, qu'il a plus de 

vitesse. 

179. Les principes nécessaires pour déterminer les 

circonstances de ces mouvemens, se déduisent facile-

ment de ce que nous avons dit fur les mouvemens 

uniformes & fur les mouvemens uniformément ac-

célérés : voici comment on y parvient. 1 °. De quel-

que manière que le mouvement soit varié, si on le 

considère par rapport à des instans infiniment petits, 

on peut supposer que la vitesse ne change point pen-

dant la durée de cet instant. Or lorsque la vitesse est 

uniforme, elle a pour expression l'espace décrit pen-

dant un temps quelconque t, divisé par ce même 

temps t. Donc lorsqu'elle ne sera uniforme que pen-

dant un instant, elle doit avoir pour expression, 

l'espace infiniment petit décrit pendant cet instant, 

divisé par cet instant. Donc si e représente l'espace 

décrit, d'un mouvement variable, pendant le temps 

quelconque í, de représentera ce qui est décrit uni-

formément pendant l'instant dt ; on aura donc 

de '* 
u = —, ou de = udt, première équation fondamen-

tale des mouvemens variés. 

180. 2.0. L'équation u — pt, trouvée (166), 

& qui exprime le rapport des vitesses aux temps, 

dans les mouvemens uniformément accélérés, donne 
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p = - C'est-à-dire, que quand la force accéléra-

trice, ou plutôt la quantité p par laquelle on la me-

sure (170) est constante, elle a pour expression la 

vitesse a qu'elle engendre pendant un certain temps t, 

divisée par ce temps t. Donc si cette force accéléra-

trice p agit différemment d'un instant à l'autre ; c'est-à-

dire , si elle n'est constante que pendant un instant, 

elle doit avoir pour expression la vitesse qu'elle en-

gendre pendant cet instant, divisée par cet instant; 

c'est-à-dire, qu'elle doit avoir pour expression l'ac-

croissement de la vitesse, divisé par l'accroissement 

du temps; on aura donc p — ou du = pdt
9 

seconde équation fondamentale des mouvemens variés. 

181. Dans l'équation u = pt, nous avons en-

tendu (166) par p, la vitesse que la force accéléra-

trice engendrerait dans le mobile pendant un temps 

déterminé (comme d'une seconde), par une action 

continuée & toujours égale. Dans l'équation du = pdt, 

on doit entendre la même chose. Mais il faut ob-

server que la force accélératrice étant supposée va-

riable , la quantité p qui représente la vitesse qu'elle 

seroit capable d'engendrer si elle agissoit comme force 

accélératrice constante pendant une seconde, cette 

quantité p est différente pour tous les instans du 

mouvement. En effet, on conçoit aisément que lors-

que la force accélératrice devient plus petite, la 
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vitesse qu'elle seroit capable d'engendrer dans une 

seconde, par son action actuelle répétée également 

pendant chaque instant de cette seconde, doit être 

plus petite, & vice versa. 

182. Les deux équations de — udt, du^= pdt, 

peuvent en fournir une troisième que l'on emploie 

encore avec avantage : la voici : 

De l'équation de = udt, on tire de = — ; subs-

tituant cette valeur dans l'équation du = pdt, on 

a, toute réduction faite , p de = udu. 

183. Remarquons, que dans le raisonnement par 

lequel nous sommes parvenus à l'équation du = pdt 

(180), nous avons regardé la vitesse comme crois-

sante. Si elle alloit en diminuant, il saudroit (zi)» 

au lieu de du, mettre — du; ensorte que les deux 

équations du = pdt, & pde = udu, doivent être 

écrites ainsi, du = pdt, & pde = riz udu, le 

signe supérieur étant pour le mouvement accéléré, 

& le signe inférieur, pour le mouvement retardé. 

184. II y a une quatrième équation qu'on peut 

déduire des deux équations fondamentales, & qu'il 

ne faut pas omettre : la voici. 

L'équation de — udt, donne » = donc 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 207 

du=> j (jrs)> Substituant cette valeur dans l'équa-

tion pdt = ± du, on a pdt = áz d (jf). 

Si l'on suppose ( comme on en est bien le maître ) 

que dt soit constant, on a pdt = zh. , ou pdt* 

!=zb:dde. Mais il faut bien se souvenir que l'équation 

pdt2 — dbdde suppose dt constant. Lorsqu'on fait dt 

variable, on emploie l'équation pdt — ûzd (jÇ). 

Nous aurons plus d'une occasion d'appliquer utile-

ment ces formules. Mais ne perdons pas de vue que 

la quantité p qu'elles renferment, représente, pour 

chaque instant, la vitesse que la force accélératrice 

seroit capable de faire naître dans le mobile, dans 

un intervalle de temps connu, comme d'une seconde, 

si pendant cette seconde elle agissoit comme force 

accélératrice constante ; enforte que, comme cette 

quantité p mesure pour chaque instant l'estet dont 

la force accélératrice est capable, nous lui donne-

tons , pour abréger, le nom de force accélératrice. 

De ['Équilibre entre des forces direclement 

opposées. 

185. Nous venons de considérer le mouvement 

que doit avoir un corps soumis à Faction d'une force 
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qui agit sur lui, toujours suivant une même direc-

tion. Mais nous n'avons pas encore fait mention de 

la manière dont le mouvement passe dans le mo-

bile. C'est un objet qu'il n'est pas moins important 

d'examiner ; mais comme les lois de la communica-

tion du mouvement, dépendent de celles de l'équi» 

libre, ainsi que nous le verrons par la fuite, il faut 

commencer par nous occuper de celles-ci. II n'est 

question, pour le présent, que de l'équilibre entre 

des forces directement opposées. 

Nous représenterons les forces, ainsi que nous 

l'avons déjà dit, par les effets qu'elles font capables 

de produire; c'est-à-dire, chacune, par la quantité de 

mouvement d'une masse déterminée. Mais pour ne 

point embrasser trop d'objets à la fois, nous consi-

dérerons ces masses comme réduites chacune à un 

seul point auquel, par la pensée, nous attribuerons 

la même quantité de matière qu'au corps dont il tien-

dra lieu. Nous verrons par la fuite qu'il y a, en 

en effet, dans tous les corps, un point par lequel 

le mouvement se transmet, comme si toute la masse 

y étoit concentrée. Au surplus, nous considérerons 

les corps (jusqu'à ce que nous avertissions du con-

traire) comme composés de parties absolument dures 

& liées les unes aux autres de manière à ne pou-

voir changer leurs situations respectives, par Faction 

d'aucune force. 
186. 
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' i86. Cela posé, concevons (sig. 27) deux masses 

U & m ; la première, mue de A vers C avec une 

vitesse V ; la seconde, mue de C vers J, avec une 

vitesse u; lorsque ces deux masses viendront à sé 

rencontrer , elles se feront équilibre si la quantité dé 

mouvement de M, est égale à la quantité de mou* 

vement de m; c'est-à-dire (158), si MF'= mu. 

En effet, il est d'abord évident que si M est égal 

à m, & qu'en même temps les deux vitesses V & U 

soient égales, il y aura équilibre ; car alors la même 

raison que l'on donneroit pour prouver que M doit 

l'emporter fur m, prouveroit aussi que m doit l'empor-

ter fur M, puisque tout est égâl de part & d'autre. 

Supposons présentement que M est double de m ; 

mais qu'en même temps u est double de f; que, 

par exemple, M parcoure un pied par seconde, & 

m deux pieds par seconde. II est clair que je puis 

considérer M comme composé de deux masses égsles 

à m; & qu'à l'instant du choc je puis me représentes 

le corps m comme animé d'une vitesse d'un pied paf 

seconde, à laquelle on ajoute dans le même instant 

une autre vitesse d'un pied par seconde. Alors je puis 

me représenter que dans le choc, la masse m con-

sume une de ses vitesses contre une pareille portion 

de la masse M ; & son autre vitesse contre la por-

tion égale & restante de la masse M. 

Mécanique. Jrc. Partie, * O 
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Maintenant, si au lieu de supposer les masses M 

& m, dans le rapport de 2 à 1, & au contraire 

leurs vitesses dans le rapport de 1 à 2, on les sup-

posoit dans tout autre rapport, on voit qu'on pour-

roit toujours supposer la plus grande masse décom-

posée en un certain nombre de masses égales à la 

plus petite, dont chacune détruit dans la plus petite 

une vitesse égale à la sienne, ensorte qu'on peut éta-

blir comme général, le principe suivant. 

PRINCIPE FONDAMENTAL. Deux corps qui agissent 

l'un sur l'autre, suivant des lignes directement opposées, 

se font équilibre, lorsque leurs quantités de mouvement 

font égales; c'est-à-dire , lorsque le produit de la 

masse de l'un, par la vitesse avec laquelle il tend 

à se mouvoir, est égal au produit de la masse de 

l'autre, par la vitesse avec laquelle il tend aussi à se 

mouvoir. 

Cette proposition a lieu généralement, soit qu'il 

s'agisse de deux corps qui marchent librement au-

devant l'un de l'autre, soit qu'il soit question de deux 

corps qui se poussent à l'aide d'une ligne Mm infle-

xible & sans masse, soit enfin qu'ils se tirent en sens 

contraires, à l'aide d'un fil inextensible Mm. Et ré-

ciproquement, si deux corps se sont équilibre , on 

doit conclure que leurs mouvemens sont directement 

opposés, & que leurs quantités de mouvement soat 

égales. 
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187. Donc si trois, ou un plus grand nombre de 

corps M, m, m' tkc. (sig, 28), qui se meuvent ou 

tendent à se mouvoir sur une même ligne, avec des 

vitesses F~,u,u' se font équilibre, il faut que la somme 

des quantités de mouvement de ceux qui agissent dans 

un sens, soit égale à la somme des quantités de mou-

vement de ceux qui agissent en sens contraire. 

Car s'ils se font équilibre, on peut toujours supposer que 

M Si m allant du même sens, m détruit une partie du mou-

vement de m', & que M détruit l'autre. Or si l'on nomme x 

la vitesse que m' perd par Faction de m , on aura m! x pour la 

quantité de mouvement qu'il perd par cette même action ; 

on aura donc muzz m'x : le corps M n'aura donc plus à 

détruire dans m', que la quantité de mouvement restante ; 

savoir , m'u' — m x ; on aura donc MV=. m1 u' — m'x ; ou, 

àcause quem'x — mu , on aura M V— m'u' — ma^c'est-à-

dire, MV -J- mu~z m!u1. 

Du Mouvement composé. 

188. NOUS supposerons encore que les masses aux-

quelles seront appliquées les forces dont nous allons 

parler, font concentrées en un point. 

On appelle mouvement composé, celui que prend un 

corps sollicité en même temps par plusieurs forces 

qui ont telles directions qu'on voudra. 

Si un corps M mu suivant la ligne droite AB 

(fig. 29 ) reçoit, lorsqu'il est arrivé au point M, une 

O 1 
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impulsion suivant une ligne M D perpendiculaire à 

la ligne AB; cette impulsion ne peut produire d'autre 

effet que de 1 écarter de la ligne AB ; elle ne peut ni 

augmenter ni diminuer la vitesse qu'il avoit pour s'é-

loigner de CD perpendiculairement à cette ligne. 

En effet, la direction CD éfant perpendiculaire à AB, 

ìl n'y a aucune raison pour que la force qui agit suivant CD, 

produise un effet plutôt à la droite qu'à la gauche de cette 

ligne ; & comme elle ne peut en produire des deux côtés 

à la fois, elle n'en produira donc ni de l'un ni de l'autre. 

Le raisonnement est le même, si l'on suppose que le corps 

M étant mu suivant CD , vient à être frappé suivant MB; 

cette dernière force n'ajoutera ni n'ôtera rien à la vitesse 

avec laquelle le corps Aí tendoit à s'éloigner de M B. 

189. PRINCIPE FONDAMENTAL. Si deux forces P 

6" Q (fig. 30) dont les directions font un angle droit, 

agissent au même instant fur un mobile M ; que la force Q 

soit telle, que par son action inflantanèe fur le mobile, 

elle puiffe feule lui faire parcourir M B dans un temps 

déterminé comme d'une seconde; & la force P telle qu'elle 

puiffe feule lui faire parcourir M D dans le même temps; 

je dis que par U action composée de ces deux forces, le 

mobile M décrira, dans le même temps, la diagonale ME 

du parallélogramme D M B E qui a pour côtés ces mêmes 

lignes MB, M D. 

Puisque les deux forces agissent au même instant 
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sur le mobile, on peut supposer qu'il étoit en mouve-

ment sur la ligne P D, & qu'au moment où il arrive 

au point M, la force Q perpendiculaire à P D- vient 

à agir sur lui; or selon ce qui vient d'être dit (188), 

cette force Q ne peut ni augmenter ni ralîentir la vi-

tesse qu'il avoit pour s'éloigner de Q B ; donc si par 

le point D on tire DE parallèle à MB, il faudra 

qu'au bout d'une seconde il se trouve sur quelque 

point de la ligne D E dont tous les points font éloi-

gnés de Q B
 Y
 d'une quantité égale à M D* 

Or le même raisonnement que nous faisons pour la 

force P à l'égard de la force Q, s'applique mot à 

mot à la force Q par rapport à la force P ; donc û 

par le point B on tire B E parallèle à P D, le corps 

doit, au bout d'une seconde, fë trouver fur quelque 

point de B E. Mais il n'y a que le point E qui soir, 

tout à la fois fur DE & fur B E ; donc le mobile,, 

au bout d'une seconde, sera en E.. 

II est d'ailleurs évident (ifo), que quelque route 

que le mobile prenne par l'action instantanée des deux 

forces, elle doit être une ligne droite; puisque dès 

quelles ont agi, le mobile est abandonné à lui-même; 

donc pilisque cette route doit passer par M & par 

E; elLe doit être ME, c'est-à-dire, la diagonale du 

parallélogramme DMBE. 

Ajoutons que le mobile, décrit A/£d'un mouvement 

0} 
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uniforme, pùisque immédiatement après faction com-

posée des deux forces , il est abandonné à lui-

même (150). 

190. Puisque les deux forces P & Q agissant con-

jointement sur le mobile, n'ont d'autre effet que de 

lui faire décrire la diagonale ME ; concluons donc 

1°. qu'à deux forces dont les directions font un 

angle droit, on peut toujours en substituer une seule, 

pourvu que celle-ci puisse faire parcourir au mobile, 

la diagonale d'un parallélogramme rectangle, dont les 

côtés feroient décrits dans le même temps chacun 

séparément par faction de la force dont il est la 

direction. 

La force unique ME qui résulte de faction des 

deux forces MB, M D, s'appelle la résultante de ces 

deux forces. 

Comme les lignes MB, MD, représentent les 

effets dont les forces Q &c P font capables séparé-

ment , & ME celui dont elles font capables con-

jointement, on peut regarder MB , MD, ME 

comme représentant ces forces elles-mêmes. 

20. On pourra donc, aussi, considérer une force 

unique quelconque ME, comme étant le résultat de 

deux autres forces MB, MD, dont les directions 

feroient entre elles un angle droit, pourvu que celle-là 
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étant représentée par la diagonale ME, ces deux-ci 

le soient par les côtés MB, MD d'un même paral-

lélogramme rectangle. On pourra donc à la force 

unique ME, substituer les deux forces MB & M D; 

puisque en effet ces deux forces ne produiroient que 

ME. 

ic/i. En général, quelque angle que fassent ente 

elles les directions des deux forces P & Q ( fìg. 31 & 3 2 ) 

qui agissent en même temps fur un mobile M; ce mobile, 

décrira la diagonale ME Í/ÍÍ parallélogramme DMBE, 

dont les côtés marquent fur les directions de ces forces , 

les effets dont elles font capables séparément : & il dé-

crira cette diagonale, dans le même temps que par faction 

de F une quelconque de ces deux forces, il eut décrit le-

côté qui représente cette derniere force. 

En effet, concevons que par le point M, on mène 

F M H perpendiculaire à la diagonale ME; & que 

par les points D & B on mène les lignes D F ,BH 

parallèles, & les lignes DG, BI perpendiculaires à 

cette même diagonale. Au lieu de la force P repré-

sentée par M D diagonale du parallélogramme rec-

tangle FMGD, on peut (190) prendre les deux 

forces MF & MG. Par la même raison, on peut, 

au lieu de la force Q représentée par la diagonale 

MB du parallélogramme rectangle MHB1, prendre 

le^deux forces M H tìí MI. On peut donc, aux deux 

O4 
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forces P & Q, substituer les quatre forces MF, MG> 

M PI, MI; 6c celles-ci ne peuvent manquer d'avoir 

la même résultante que ces deux-là. Or de ces quatre 

forces, les deux M H, MF, ne contribuent en rien 

à la résultante , parce qu'elles agissent suivant des 

directions opposées, & qu'elles font égales. En effet, 

il est aisé de voir que les deux triangles D G M, El B 

font égaux, par la nature du parallélogramme ; donc 

DG = Bí; donc aussi MF « M H. 

Quant aux deux forces MI, M G, comme elles 

font dirigées suivant une même ligne, l'effet qui en 

résulte doit être la somme des deux effets MG, MI 

(-/%• 3 ' )> parce q^e ces forces agissent dans le même 

sens; & doit être leur différence (sig. 32), parce 

qu'elles agissent en sens contraires. Mais puisque le 

triangle EIB est égal au triangle D G M; on a (fig. 3 ;) 

MI + MG = MI + El = ME; & (sig. 32) MI 

— M G ~ MI — El = ME ; donc les quatre 

forces MF, MH, MG, MI, & par conséquent les 

deux forces M D, MB, n'ont d'autre effet que la 

force ME représentée par la diagonale du parallé-

logramme DMBE, dont les deux côtés MB,M D 

représentent les deux forces Q & P, 

191. Nous avons, dans ce qui précède, représenté 

les deux forces P & Q (fig-3o, 3/ 6-32) par les 

lignes MI? , MB qu'elles scroient capables de f^e 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 217 

décrire dans un même temps, au mobile M, c'est-à-

dire, par les vitesses qu'elles peuvent lui communi-

quer; quoique , selon ce que nous avons dit (158), 

la mesure véritable des forces, doit être la quantité 

de mouvement qu'elles font capables de produire. 

Mais comme les quantités de mouvement (159) font 

dans le rapport des vitesses, quand la masse est la 

même, ainsi que dans le cas présent, on peut tou-

jours prendre, comme nous l'avons fait, les vitesses 

MD, MB, pour représenter ces deux forces. 

Mais si au lieu d'avoir immédiatement les vitesses 

que les deux forces P 6c Q peuvent engendrer dans 

le mobile M, on avoit les quantités de mouvement 

qu'elles peuvent produire dans des masses connues, 

alors on prendroit M D 6c MB, dans le rapport 

de ces quantités de mouvement. Par exemple, fi je 

ne connoissois les forces P &c Q, que par ce carac-

tère ; que la force P est capable d'engendrer une vi-

tesse connue u, dans une masse connue m ; 6c que 

la force Q est capable d'engendrer une vitesse connue 

f', dans une masse connue m
1
, alors je prendrois M D 

' MB mu : mu. Car, selon ce que nous venons 

de voir, il faut prendre MD : MB dans le rapport 

«es vitesses que ces deux forces peuvent imprimer au 

mobile M ; or la première étant capable d'engendrer 

la quantité de mouvement m u
7
 est capable de donner 
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au mobile M la vitesse ^(158); par la même rai-

son , la seconde, ou la force Q est capable de donner 

au mobile M, la vitesse ; il faudroit donc prendre 

i>
n

 iixTî.. mu . m'u
1
 • mu m'u' 

MD : MB :: : ̂  mais : :: wa • 

roV; donc il faut, en effet, faire AÍZ? : Mi? dans 

le rapport des quantités de mouvement qui mesurent 

les forces P & Q. 

Cette réflexion est utile pour comparer les effets de. 

différentes forces appliquées à différens mobiles-

La proposition générale que nous venons de dé-

montrer ( 191 ), est d'une très-grande utilité ; presque 

tout ce que nous dirons par la fuite , n'en fera qu'une 

application. 

193. On voit donc qu'il est absolument indifférent 

de regarder un corps comme sollicité par l'action 

combinée des deux forces MB, M D (fîg-ji <^32)> 

qui font entre elles tel angle qu'on voudra, ou de 

le regarder comme sollicité par l'action unique de la 

force représentée par la diagonale ME. 

Et réciproquement, il revient absolument au 

même, de considérer un corps comme sollicité par 

une force unique ME, ou de le considérer comme 

sollicité en même temps par deux forces qui feroient 

représentées par les côtés d'un parallélogramme? 
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dont celle-là seroit la diagonale. Par exemple, qu'un, 

corps parvienne de M en E, par un mouvement 

uniforme , en une seconde de temps ; ou bien 

qu'il se meuve sur la ligne M B, de manière à la 

parcourir dans une seconde de temps, &C qu'en 

même temps cette ligne soit transportée parallèle-

ment à elle-même le long de MD, & qu'elle par-

coure M D aussi dans une seconde , le corps dans 

ce second mouvement se trouvera, également, ne 

décrire autre chose que la ligne ME. 

194. Les deux forces MB , M D se rencontrant 

au point M, sont nécessairement dans un même 

plan (Géom. 177). Puis donc qu'elles ont pour 

résultante la diagonale ME; qui est dans le plan 

du parallélogramme, on peut dire généralement, que 

àux forces qui se rencontrent, sont toujours dans un 

même plan avec leur résultante. 

De la Compoftion & de la Décomposition 

des forces. 

195. Non-seulement on peut, par le principe 

que nous venons d'exposer, réduire à une seule, 

deux forces qui concourent ; & décomposer une force 

en deux autres ; mais on peut, en général, réduire 

à une feule force, tajit d'autres forces que l'on 

voudra, lorsqu'elles sont dans un même plan, ou 
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qu'elles se rencontrent toutes en un même point. 

Et réciproquement, on peut décomposer une ou 

plusieurs forces, en tel autre nombre de forces que 

l'on voudra. 

196. Mais avant de faire voir comment on y 

parvient, il faut observer que lorsqu'une force P 

i.fig° 33 ) aS^ sur un corPs > foit Pour k pouffer, 

soit pour le tirer, il importe peu à quel point de 

la direction de cette force, on suppose que son 

action soit appliquée. 

Par exemple, c'est la même chose, que la force P tire 

le corps C par le point P à l'aide d'une verge inflexible & 

fans masse, ou d'un fil inextensible & fans masse ; c'est la 

même chose , dis-je, qu'elle le tire par le point/3, ou qu'elle 

le tire par le point A, ou par le point B , ou par le point C, 

ou qu'elle le pousse par tout autre point D iié avec ee corps. 

Tant que son action s'exercera suivant la même direction, 

cîle aura toujours le même effet. La distance ne peut influer 

qu'autant que l'action de la puissance se transmettrait à l'aide 

de quelque instrument, comme levier ou corde, dont la 

masse partageroit l'action de la puissance ; ce que nous ex-

cluons ici. 

Ainsi , si deux forces P & Q (sig. 34 ) dirigées 

dans un même plan, suivant les lignes A Q, B P 

tirent ou poussent un corps par les deux points A 

& B ; ce corps n'est pas autrement sollicité qu'il le 

íeroit, si les deux forces le tiroient toutes deux par 
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leur point de concoursI, en restant toujours diri-

gées de la même manière. 

Cela posé, venons à la composition & à la dé-, 

composition des forces. 

197. Supposons quatre forces P, Q, R, S (Jìg. 3J) 

dirigées suivant les lignes O P, A Q, B R, TS toutes 

dans un même plan. Prolongeons d'abord, par la 

pensée, la direction P O, jusqu'à ce qu'elle rencontre 

A Q , au point A : 6c supposant que A D, AE 

sont les espaces que les deux forces P 6c Q pour-

roient respectivement faire décrire à un même mo-

bile, dans un temps déterminé, comme d'une seconde; 

si l'on forme le parallélogramme AE ID, la dia-

gonale AI, représentera (191) l'efFort résultant des 

deux forces P 6c Q , & pourra par conséquent tenir 

lieu de ces deux forces. 

Concevons maintenant, que AI prolongé ren-

contre en B la direction B R de la force R ; Sc 

ayant pris B M égale à AI, si l'on prend .S-Fpour 

l'eípace que la force R est capable de faire décrire 

en une seconde, au même mobile que ci-dessus; 

alors supposant la force AI appliquée en B ; puisque 

cette force est représentée par B M = AI, de son 

concours d'action avec la force R, il résultera une 

force unique représentée par la diagonale B G du 

parallélogramme BMGF: cette force tiendra donc 
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lieu de la force R & de la force Al ; c'est-à-dire, 

tiendra lieu des trois forces R, Q & P. 

Enfin concevons que B G prolongée, rencontre 

en C, la direction T S de la force S , & faisons 

CK = B G ; supposons que CH représente l'efpace 

que la force S peut faire décrire dans une seconde, au 

même mobile que ci-deíïus ; alors concevant la force 

B G, appliquée en C suivant CG , & représentée par 

CK ; du concours de cette force avec la force S, il 

résultera un effort unique représenté par la diago-

nale CN du parallélogramme CHN K. Cette force 

tiendra donc lieu de la force S & de la force CK 

ou B G ; elle tiendra donc lieu des quatre forces 

P, Q, R, S: elle est donc la résultante de ces 

quatre forces. 

On voit donc par-là qu'on peut toujours, & 

comment on peut réduire à une feule force, tant 

de forces que l'on voudra, lorsqu'elles font diri-

gées dans un même plan. 

198. Cet exemple fait voir en même temps, com-

ment on peut, à une feule force , en substituer tant 

d'autres que l'on voudra ; &: quelles conditions ces 

autres doivent avoir. 

Par exemple (fig. 3$) au lieu de la force unique B G, 

on peut, en formant un parallélogramme quelconque BFGM, 

dont B G soit la diagonale, prendre deux forces représentées 
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par B F & B M. Et comme on peut supposer chacune de 

ces deux forces appliquées à tel point dé leur direction que 

l'on voudra, on peut transporter B M en Al, le point A 

étant à telle dislance qu'on voudra de B, & former sur AI 

un autre parallélogramme quelconque AEID ; alors on 

peut substituer à la force AI, deux forces représentées par 

AE & AD ; enforte qu'à là force unique B G, on aura 

substitué les trois forces BF, AE, AD, qui produiront le 

même effet que celie-là. 

199. Remarquons que puisqu'il n'y a d'autre condi-

tion pour déterminer les forces AD, AE, sinon 

qu'elles soient exprimées par les côtés AD, AE 

du parallélogramme A D1E dont Al seroit la dia-

gonale , ce qui peut avoir lieu d'une infinité de 

manières, soit que le parallélogramme A DIE soit 

dans le plan du parallélogramme F B MG, ou qu'il 

soit dans tout autre plan ; on peut décomposer une 

force quelconque B G, en tant d'autres qu'on vou-

dra , & qui soient dans tels plans qu'on voudra. 

Nous verrons par la fuite l'ufage de ces compo* 

sitions 6c décompositions de forces. 

zoo. On voit, par l'exemple de décomposition 

que nous venons de donner, qu'on peut assujettir, 

si on le veut, quelques-unes des forces à passer par 

certains points donnés , & même à être d'une gran-

deur déterminée ; à être parallèles à certaines lignes 
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données ; en un mot, à satisfaire à certaines condi* 

tîons données. 

Par exemple, si l'on avoit une force représentée par h 

ligne A B (fig. 36) , 8í qu'on voulût substituer à cette force, 

deux autres, dont l'une passât par un point donné O, fût 

parallèle à une ligne donnée de position ST, & fût en même 

temps d'une certaine grandeur SK; c'est à-dire , telle qu'elle 

pût faire décrire S K à un mobile , dans le même temps que 

la force représentée par A B, feroit décrire au même mobile 

la ligne AB ; voici comment on satisferoit à cette question, 

d'après les principes précédens. 

Par le point O , on meneroit O V parallèle à ST, & qm 

rencontreroit AB en quelque point V. On prendroit VR—SK, 

& VQ — AB ; alors menant RQ, on lui meneroit par le 

point V, la parallèle VH, que l'on termineroit en H, par 

la ligne Q H parallèle à V R ; VR feroit la force demandée, 

& VH feroit celle qui, conjointement avec VR, tiendroit 

lieu de F Q ou de AB. 

La solution que nous donnons ne cesse d'avoir lieu que 

lorsque la ligne ST est parallèle à A B ; mais on verra dans 

peu, ce qu'il y a à faire dans ce cas. 

201. Remarquons que puisque les deux forces 

composant P 6c Q {fig. 3 / 6C 32) étant repré-

sentées par les deux côtés M D, MB du parallé-

logramme D MBE, leur résultante doit nécessaire-

ment être représentée par la diagonale ME da 

même parallélogramme, on a, en nommant R cette 

résultante, P : R'.'.MD; ME ,6c Q : R:; MB: 

ME, 
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ME, c'est-à-dire, P : Q: R:: MD : MB : ME-, 

ou (àcausequeAsZ? =
 J
S£) :: BE : ils 5 : A/£. 

Or dans le triangle MBE , on a ( (JÈWE, 303 ) 

BE:MB:ME::sin.BME : fin. B E M;fin.MB E ; 

ou à cause des parallèles 2?£ 6c M D qui donnent 

l'angle B E M— D ME , & l'angle M££ supplé-

ment de 5 Af Z?, & par conséquent ( CÉW/Z. 279 ) 

j£i. MBE —Jìn.BMD, on a BE \ MB : Aí£ 

2?As£ : fin. DME : fin. BMD ; donc 

P: Q: R :: fin. B ME \ fin. DME : fin. B MD ; 

où l'on voit que si l'on suppose la force P expri-

mée parfin. B ME, la force Q le sera par fin. D M E ; 

la force R le sera par fin. BMD; c'est-à-dire, que 

deux forces composantes & leur résultante, peuvent tou-

jours être représentées , chacune , par le sinus de sangle 

compris entre les directions des deux autres. 

Ainsi, on peut employer indifféremment pour 

représenter les forces , ou des lignes prises fur leurs 

directions, ou les sinus des angles compris entre 

leurs directions , pourvu qu'on prenne pour cha-

cune , le sinus de l'angle compris entre les directions 

des deux autres. 

Cette dernière manière d'exprimer les forces , a 

aussi ses avantages particuliers, comme nous le 

verrons par la fuite. 

202. Si du point M comme centre cvj^), 

Mécanique. P' Partie, * P 
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&c d'un rayon quelconque ME', on décrit Tare de 

cercle H E' G qui rencontre en G 6c H les direc-

tions , prolongées, des forces P & Q ; & que du 

point E' on mène E'F, E'I perpendiculaires fur 

MD, MB ; & du point H, HL perpendiculaire 

fur MD. II est facile de voir que E'F, E'I, HL, 

sont respectivement les sinus des arjgles DME, 

B ME &c BMD ; on a donc P : Q: R W E'I; 

E'F: HL. 

203. Concevons maintenant que les directions des 

deux forces P 6c Q Çsig. jr> & 40 ), passant cons-

tamment par deux points fixes K & N, leur point 

de concours M s'éloigne de plus en plus; il est vi-

sible que les sinus des angles B ME, DME & 

BMD diminueront de plus en plus (*); que par 

conséquent ils approcheront, de plus en plus, de 

se confondre avec les arcs E'H, E'G, G H; donc 

si le point M s'éloigne à l'infini, E'F, E'I & HL 

se trouvent tous appliqués siir l'arc G H qui devient 

une ligne droite perpendiculaire aux deux lignes 

M K 6c M N, qui pour lors sont parallèles entre 

elles & à la ligne ME; 6c puisqu'on a toujours 

P; Q: R'.: E'I : E'F: HL; HL devenant alors 

égale à E'I+E'F (sig.
3S>

)& = E'I—E'F (jg. 40), 

( * ) II faut se rappeler {Giom. 

279 ) qui le sinus d'un an
6

W 

obtu$ , est le mâma que celui 

d« feu supplément. 
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ìl s'ensuit que lorsque deux forces P & Q (sig. 41 & 41) 

ont des directions parallèles, i°. leur résultante leur ejl 

parallèle. i°. Que si on tire une ligne FIperpendiculaire 

à ces directions, chacune de ces forces ejl représentée par 

la partie de cette perpendiculaire, comprise entre les 

directions des deux autres. 30. La résultante ejl égale à 

la somme des deux composantes , lorsque celles-ci agissent 

dans un même sens ; & égale à leur différence, lors-

qu'elles agissent en sens contraires. 

204. Puisque l'on a (fîg. 41 & 42 ) P : Q : 

R \ \ El \ FE : FI, on a donc P ; Q;: El ;FE 

k P : R :: El f FI, c'est-à-dire, que, des deux 

composantes parallèles, & leur résultante, deux quel-

conques font toujours entre elles réciproquement comme 

Us deux perpendiculaires menées fur leur direction, d'un 

même point pris fur la direction de la troisième. 

205. Si l'on tire arbitrairement la ligne ABC, 

on aura (Géom. 102) BC\ AB : A C \\ El • 

FE : FI. On aura donc aussi P : Q: R :: B C : 

AB ; A C ; c'est-à-dire , qu'en général, si ton coupe 

les directions de deux forces parallèles , & de leur résul-

tante , par une ligne droite menée comme on le voudra, 

chacune de ces forces peut toujours être représentée par 

la partie de cette droite, comprise entre les directions des 

diux autres, 

206. De-là il est aisé de conclure comment on 

P 2 
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doit s'y prendre pour trouver la résultante de plu-

sieurs forces parallèles ; 6c réciproquement, pour 

substituer à une force quelconque, tant d'autres 

forces parallèles que l'on voudra. 

Par exemple , s'agit-il de réduire à une feule, .les deux 

forces P & Q (fig- 41 ) qui agissent dans le même sens. 

J.e mène la ligne quelconque ABC: la résultante R doit 

être égale à P -f- Q ( 203 ) : il ne s'agit donc que de trouver 

le point B , par où elle doit passer. Or ( 205 ) an a 

P : R:\BC: A C ; c'est-à-dire, P : P + Q: : B C : A C; 

il faudra donc prendre entre les deux points A & C, un 

P x A C 

joint -B tel que l'on ait B C — p + ^» 

Si les deux forces agissent en sens contraires (fig. 42), 

îa résultante sera égale à leur différence ( 203 ) , c'est-à-dire, 

íera P— Q, ou Q — P. Supposons P plus grand que Q, 

Ayant tiré arbitrairement la ligne A C, il faudra la prolonger 

au-delà de A par rapport à C d'une quantité A B , telle que 

l'on ait p : RZ:BC: A c (205), ou P: P—Q::BC:AC*, 

P x A C 
*'est-à-dire , qu'il faudra prendre B C — ■

 {>
_ , 

Si Q étoit plus grand que F, le point B feroit fur le 

prolongement de A C, au- delà de C par rapport à A. 

207. Si Tonavoitune troisième force K (fig. 43); alors, 

-après avoir trouvé la résultante R des deux forces P 8í Q, 

on chercheroit la résultante S des deux forces R Si. K, 

comme s'il n'y avoit eu que ces deux-ci ; c'est-à-dire, pré-

cisément comme on vient de renseigner dans l'article pré-

cédent. 

1 
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208. Donc réciproquement, íi l'on vouloit dé-

composer une force quelconque R, en deux autres 

qui lui fussent parallèles {fig. 41 & 42). 

On prendroit arbitrairement une ligne FF parallèle à Ik 

direction de la force R ; & ayant pris cetíe ligne pour la 

direction de l'une des composantes, on prendra arbitrairement 

pour la valeur de cette composante , une quantité quelconque 

P plus petite que R , si l'on veut que les deux composantes 

agissent de part & d'autre de la force R'; alors la seconde 

composante , que j'appelle Q > doit être égale à J? — P ; 

& pour avoir sa position
 r

 il ne s'agit plus que de mener 

la ligne quelconque CBA, & de prendre fur le prolonge-

ment de AB, la partie BC telle que l'on ait Q '. P : T 

AB CB ; si par le point C on mène QC parallèle à 

RB, ce fera la direction de la force Q» 

Mais si l'on veut que les deux composantes soient d'iir» 

même côté, auquel cas elles doivent agir en sens contraires ; 

alors on peut prendre pour P, une quantité quelconque, 

plus petite ou plus grande que R, & ayant pris une ligne P F" 

(jtg. 42 ) parallèle à RB, pour la direction de P ,on prendra 

fur la ligne quelconque BAC, le point Cde manière que 

l'on ah P— R ou R — P : R : : AB : A C : le point Cfera 

celui par où doit passer la force Q parallèle à la force don-

née R: & ce point C fera au-delà de A par rapport à B
% 

^ P est plus grand que R; au contraire, si P est plus petk 

que R, il fera entre A & B~ 

209. Ce que nous disons ici de la force R, à l'égard cfe 

fes composantes P & Q, pouvant évidemment s'appliquer à 

chacune de ces deux-ci ; on voit donc comment on peu* 

P 3 
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substituer à une force quelconque, tant d'autres forces que 

l'on voudra, dont les directions soient parallèles. 

Des Momens, & de leur usage pour la com-

position & la décomposition des forces. 

21 o. Ce que nous venons de dire, suffit pour 

composer & décomposer lés forces, quelques direc-

tions & quelques valeurs qu'elles aient, au moins 

quand elles agissent dans un même plan. Mais les 

différentes fortes de mouvemens que nous aurons à 

considérer, exigent des moyens plus simples & plus 

expéditifs pour déterminer la résultante des forces & 

fa direction : nous allons nous en occuper actuelle-

ment. 

211. Si d'un point quelconque F {fig. 44 & 46) 

pris dans le plan d'un parallélogramme quelconque ABCD, 

on mine les lianes FE, FH, F G perpendiculaires fur ks 

côùs contigus A B, A D & la diagonale A C ; la fommt 

des produits de chaque perpendiculaire, par le côté fur lequà 

elle tombe, fera égal au produit de la diagonale par la 

perpendiculaire qui tombe fur elle, lorsque le point F 

(fig. 44) m fera ni dans l'angle B AD, ni dans son 

opposé au sommet. Au contraire ( fig. 45 ) , f le point F 

efl dans l'angle B AD, ou dans son opposé au sommet, 

ce fera la différence des produits de chaque perpendiculaire> 

par le côté fur lequel elle tombe, qui fera égale au produit 
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de la diagonale par la perpendiculaire qui tombe sur cette 

diagonale. 

Prolongeons le côté B C jusqu'à ce qu'il rencontre 

en / , la perpendiculaire F H ; menons les lignes FA, 

F B, FC, F D. Le triangle FAC (sig, 44) est = F AB 

+ ABC+ FBC = FAB + ADC+FBC. Or, 

iMe triangle FAC =d£2LL£. ^ Le triangle 

FA B =
 AB

*
 FE

. 3
0

. Le triangle ADC ayant AD 

pour base , & IH pour hauteur, est =
 AD

 *
 IH

. 

4e. Le triangle F B C = =, é^JLll
 ;

 donc 

ACxFG AB x FE , ADxIH AD* FI 

= 1_ J • or 
2 a 1 1 ' 2 ' 

IH + FI =s Fff; donc, & en doublant tout, on 

a AC x FG = AB x FE + AD x FH. 

Dans la figure 46, le triangle FAC = ABC — 

FA B — FBC = ADC— F AB ~FBC; c'est-à-

1. ACxFG AD x IH ABxFE BCxFI. 

dire, — = —■ — —; 
» 2 2 2 2 

ou (en faisant attention que B C — A D, & que 

IH — FI=FH, & en doublant tout) on a 

X FG ■= AD x F H — AB x FE. 

112. Puisque nous avons démontré ci-dessus, que 

deux forces quelconques, & leur résultante, peuvent 

être représentées par les côtés & la diagonale d'un 

parallélogramme formé fur leurs directions ; con-

cluons donc que si P & Q (fig. 44 & 46) font deux 

P4 

SCD LYON 1



232 COURS 

forces représentées par les lignes AB, AD, auquel 

cas leur résultante R sera représentée par A C; con-

cluons , dis-je, que si l'on prend hors de l'angle B AB 

& de son opposé au sommet, un point quelconque F, 

dans le p'an de ces trois forces, on aura toujours R x 

FG ==> Q x F H + P X FE ; & que lorsque le 

point F sera pris dans l'angle B AD ou dans son 

opposé au sommet, on aura toujours R X FG =t 

Q x F H — P x FE. 

213. Le produit d'une force par la distance de sa 

direction à un point fixe , est ce qu'on appelle le 

moment de cette force. Ainsi Q X F H, est le mo-

ment de la force Q; R x FG, est le moment de 

la force R. 

214. Comme les forces s'estiment (158) parla 

quantité de mouvement, c'est-à-dire, par le produit 

d'une masse déterminée , multipliée par la vitesse 

qu'elles font capables de communiquer à cette masse; 

le moment d'une force quelconque, a donc pour va-

leur , le produit d'une masse , par fa vitesse , & par la 

distance de sa direction à un point fixe. 

215. Si on conçoit que les perpendiculaires FH, 

F G , FE, soient des lignes inflexibles & fans masses, 

liées entre elles & fixées au point F de manière à ne 

pouvoir que tourner autour de ce point ; & que les 

forces P, Q &c leur résultante R, soient appliquées 
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aux extrémités E, H, G ; on voit que (fig. 44) 

ces trois forces tendent toutes à faire tourner le sys-

tème dans un même sens autour du point F ; & 

(fig. 45) les deux forces Q & R tendent à faire 

tourner le système dans un sens différent de celui 

selon lequel la force P tend à le faire tourner. 

On peut donc dire que le moment de la résultante^ 

pris par rapport à un point fixe quelconque F, est toujours 

égal à la somme ou à la différence des momens des deux 

composantes, scion que celles-ci tendent à faire tourner 

dans un même sens, ou dans des sens opposés, autour 

de ce point fixe. 

7.16. De-là , on peut conclure en général, que 

quelque nombre de forces P, Q, S, T, &c. ( fìg. 46 ) 

que l'on ait; quelques grandeurs, & quelques directions 

quelles aient, pourvu quelles soient toutes dans un même 

plan ; le moment de la résultante de toutes ces forces, pris 

par rapport à tel point F quon voudra, pris dans ce plan , 

fera toujours égal à la somme des momens des forces qui 

tendent à faire tourner dans un sens autour de ce point, 

moins la somme des momens de celles qui tendent à faire, 

tourner en sens contraire. 

En efFet, fi l'on suppose que r soit la résultante 

des deux forces P & Q dirigées suivant AP & EQ; 

r1 celle de r & de S qui agit suivant G S ; &C enfin R 

celle de r' & de T, qui agit suivant D T; que l'on 
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suppose, de plus, que m soit le moment de r ; m' 

celui de r*. Alors en abaissant les perpendiculaires FA, 

FE, FG, FD, F B fur les composantes P, Q, S, 

r& leur résultante R; on aura i°. m = P x AF+ 

QxEF. 2° m' = m — S X FG. 30. R X F B =» 

TK'— TxFD; donc ajoutant ces trois équations, 

& détruisant les quantités semblables qui se trouve-

ront dans chaque membre, on aura R x F B = P x 

AF+ Q x EF— S xFG — T x FD; où l'on 

voit que les momens des deux forces T & S qui 

tendent à faire tourner de droite à gauche, font, en 

effet, de signe contraire à ceux des forces P & Q, 

qui tendent à faire tourner de gauche à droite. 

217. Si le point .Fétoit fur la direction même de la 

résultante, le moment de cette force seroit alors zéro; 

donc puisqu'il est égal à la somme des momens des 

forces qui tendent à faire tourner dans un sens, moins 

la somme de celles qui tendent à faire tourner en sens 

contraire, il faut en conclure que la différence de ces 

deux sommes de momens pris par rapport à un point 

quelconque de la résultante, est zéro. 

Et réciproquement Jì la somme des momens de plu-

sieurs forces qui tendent à faire tourner autour d'un point, 

moins la somme des momens de celles qui tendent à faire 

tourner en sens contraire autour de ce même point, est çéro, 

il faut en conclure que la résultante passe par ce point. 
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218. Puisque ces propositions font généralement 

vraies, quelques angles que forment entre elles les 

directions des forces, elles le font donc aussi, lorsque 

les forces forment entre elles des angles infiniment 

petits, ou, ce qui revient au même, lorsque les di-

rections des forces font parallèles entre elles. 

219. De-là il est aisé de déduire une méthode fort 

simple pour avoir la position & la grandeur de la ré-

sultante de tant de forces que l'on voudra , lorsqu'elles 

agissent toutes dans un même plan. 

Supposons d'abord qu'elles font toutes parallèles 

entre elles; & pour ne point compliquer inutilement 

cette recherche, supposons qu'il n'y ait que trois 

forces ; il fera faci'e d'en conclure ce qu'on doit faire 

pour un plus grand nombre. 

Soient donc trois forces connues P, Q, S (fig. 47), 

dont les deux premières agissent suivant A P, B Q, 

& la dernière agit suivant CS. Ayant tiré arbitrai-

rement une ligne quelconque F ABC perpendicu-

laire aux directions A P , B Q, &c. , on imaginera 

que le point D est celui par où doit passer la résul-

tante R. Alors ayant pris arbitrairement un point F 

fur FABC, on aura, suivant ce qui précède, P x 

AF+ Q
 X

 BF~ SxCF=Rx DF; or les dis-

tances AF, FB, FC & les forces P, Q, S étant 

connues, il seroit très-facile de tirer de cette équation 
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la valeur de la distance D F k laquelle passe la ré-

sultante , si la valeur de cette résultante R étoit con-

nue. Voyons donc quelle est la valeur de cette ré-

sultante. 

Prenons un autre point F fur le prolongement de 

AF; le même principe nous donnera P x AF' -\-

Q X BF' — S x CF' = R x D F'. Or fi de 

cette seconde équation , on retranche la première, 

& qu'on fasse attention que A F' — AF — FF, 

B F — B F = FF', CF1 — CF= FF', D F1 -

D F = FF', on aura P x FF + Q x FF' — 

S x FF' = R x FF' ; c'est-à-dire, en divisant tout 

par FF', P + Q — S ==R. 

Mais fi l'on fait attention au raisonnement que 

nous venons de faire, il est facile de voir qu'il ne 

dépend nullement du nombre des forces ; mais qu'il 

est applicable quel que soit le nombre de ces forces. 

On doit conclure, en général, que la résultante de tant 

de forces parallèles que l'on voudra, ejï égale à la somme 

de celles qui agifjent dans un sens , moins la somme de 

celles qui agissent dans un sens contraire. 

Si dans l'équation P x AF + Q x BF — S 

X CF=iRx D F, trouvée d'abord, on met pour 

R (d valeur P -4- Q — S que nous venons de trou-

ver, on aura P x A F + Qx B F — S x CF = 
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( f 4- Q — S ) x D F ; d'où l'on tire DF= 

?
-^-^Zo — ~s

 SxC
- ; d'où , & ayant égard à ce 

que le raisonnement par lequel nous parvenons à ce 

résultat, ne dépend pas du nombre des forces, on 

conclura généralement que, 

Pour savoir à quelle diflance £un point donné, passe 

la. résultante de plusieurs forces paralûles ; il faut, de 

la somme des momens des forces qui tendent à faire tourner 

dans un sens, retrancher la somme des momens des forces qui 

tendent à faire tourner dans un sens opposé, & diviser le refle 

par la somme des forces qui agissent dans un sens , moins 

h somme de celles qui agissent en sens contraire (*). 

2 20. Si le point F, que l'on a pris d'abord arbi-

trairement , se trouvoit avoir été pris sur le point 

D même, par lequel passe la force résultante ; alors 

la distance D F étant zéro, sa valeur 

P
x
JF-,QxBF-S*CF ■

 d
 ,j

 t
~ P* AD+ Q x BD - S

x
 CD 

( parce que la force P tend à faire tourner autour du 

( * ) II ne faut pas confondre 

les forces qui agissent dans des 

sens opposés , avec celles qui 

tendent à faire tourner dans des 

sens opposés. Deux forces qui 

agissent dans des sens opposés , 

tendent souvent à faire tourner 

dans le mème sens ; cela dépend 

du point relativement auquel on 

tonfídère la rotation , ou les 

momens. Par exemple, les deux 

forces Q & S {fig. 47 ) agissent en 

sens opposés; mais elles tendent 

toutes deux àfaire tournerìa ligne 

B C dans un tnëme sens, autour 

d'un point pris entre B & C ; & si 

on considère la rotation , par rap-

port au point F, la force O tend a 

faire tourner CF, en sens contraire 

de ce que tend à faire la force S, 
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point D en sens contraire de la force Q) seroit 

zéro ; on auroit donc — P x AD -+- Qx B D — 

S x CD = o ; & comme le point F que l'on avoit 

pris d'abord arbitrairement, pouvoit être plus haut 

ou plus bas selon qu'on auroit voulu, ensorte que 

le point D n'est pas censé être plutôt fur un point 

de la direction de la résultante R , que sur tout autre 

point de la même direction, il s'ensuit générale-

ment que, 

Les momens de plusieurs forces parallèles pris par 

rapport à un point quelconque de la direction de la résul-

tante , font tels que la somme des momens des forces 

qui tendent à faire tourner dans un sens, ejl toujours 

égale à la somme des momens de celles qui tendent à 

faire tourner en sens contraire. 

221, Donc, en prenant avec des signes contraires 

les momens des forces qui tendent à faire tourner 

dans des sens opposés, & prenant aussi , avec des 

signes contraires, les forces qui agissent dans des 

sens opposés, on peut dire généralement, 

1°. La résultante de tant de forces parallèles que 

ton voudra, efì toujours égale à la somme de toutes 

ces forces. 2°. Cette résultante, qui leur esl parallèle, 

passe par une suite de points dont chacun a cette pro* 

priété, que la somme des momtr.s par rapport à ce point, 

est {éro. 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 139 

Nous ferons le plus grand usage de ces principes, 

& nous verrons dans peu, avec quelle facilité on 

en déduit la position du centre de gravité des corps. 

Passons aux forces dont les directions font des angles 

entre elles. 

122,. Soient donc (fig-48) tant de forces P, Q, 

S, &c. que l'on voudra, toutes dirigées dans un 

même plan. Que la force P agissant suivant A P, 

soit représentée par AB ; la force Q, agissant sui-

vant E Q , soit représentée par E G ; la force S, 

agissant suivant IS soit représentée par IL. Par un 

point T pris arbitrairement dans le plan de ces forces , 

concevons deux droites indéfinies TE', TE" faisant 

entre elles un angle quelconque ( que pour plus de 

simplicité nous supposerons droit ) ; & concevons les 

forces P, Q, S, ou AB, EG, IL, décomposées, 

chacune, en deux autres, dont l'une soit parallèle 

à la ligne TE
1
 ; & l'autre parallèle à la ligne TE", 

& qui par conséquent (193) doivent être repré-

sentées , chacune , par le côté correspondant du paral-

lélogramme , dont la diagonale représente la force 

principale. II est clair, par ce qui précède(219), 

que les forces AD , EF, /M (* ) étant parallèles, 

auront pour résultante une force unique V O qui leur 

( * ) Ne perdons pas de vue ce 

que nousavons dit (192). Par cette 

expreíUon Us forces AB, EG, &c. 

nous entendons que les lignes AB, 

EG, &c. font entre elles comme 

les quantités de mouvement que 
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sera parallèle, dont la valeur sera AD + EF—IM, 

qui passera à une distance W , telle que 

y„, , ADxAA'+EFxEE'—IMxII' 
AD +EF — IM 

Pareillement, les forces AC, EH, IK, paral-

lèles à TE" se réduiront toutes à une feule F N qui 

leur fera parallèle, qui fera égale hAC+Eff-\-IK; 

& qui (en supposant que V soit le point où la 

direction de cette force rencontre celle de la force 

O F) passera à une distance V V" , telle que 

fl
 A CxAA" + EHx E E" + IK x II" 

y y — AC+ EH + IK 

Cela posé , les forces P, Q, S & leurs directions 

(c'est-à-dire, les angles qu'elles font avec des lignes 

fixes & connues, telles que TE' & TE", ou avec 

leurs parallèles ) , étant supposées connues, on con-

noît dans chacun des triangles B A D ,G E F,IKL, 

l'hypothénuse & les angles ; il fera donc aisé de 

déterminer les lignes AD, EF, KL ou /M, & 

les lignes B D on Ad F G ou EH,&zIK; par-là 

on connoîtra les valeurs des deux résultantes AD + 

EF— IM, íkAC+E H + 1K. D'ailleurs comme 

on ne peut manquer de connoître les distances A A', 

les forces P, Q, &c. peuvent 

produire dans les masses aux-

quelles elles font appliquées. II 

en est de même des forces AD , 

EF, &c. ; nous entendons des 

quantités de mouvement qui foìit 

aux quantités de mouvement re-

présentées par A B, E G, comme 

AD & EF font à A B & E G 

respectivement. 

JA"; 
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JJ";Ë£', ËE", tkc. puisqu'on ne peut ignorer 

la position des points A, E, où l'on suppose les 

forces appliquées , on connoît donc toutes les quan-

tités qui entrent dans l'expression des distances W oL 

VV". II fera donc facile de déterminer le pointé, 

où se rencontrent ces deux forces résultantes. Prenant 

donc FO — AD + EF— IM, &cFN = AC + 

EH+ IK, & formant le parallélogramme O FNX, 

on aura la diagonale VX pour la résultante R des 

deux résultantes parallèles à TE' & TE" , c'est-à-

dire , pour la résultante de toutes les forces proposées. 

Desforces qui agijsent dans des plans dijférens. 

22*. Soient trois forces P, Q, S (fìg. 49), 

dirigées suivant les lignes A P, B Q, CS parallèles 

entre elles, mais situées dans différens plans. 

Concevons un plan XZ auquel les trois droites 

AP, B Q, CS soient perpendiculaires , & un autre 

plan Z V auquel elles soient parallèles : que A, 

B, C soient les points où ces lignes rencontrent le 

plan XZ. 

Les deux forces P & S font dans un même plan 

dont l'interfection avec le plan XZ, est la droite 

A C. Ces deux forces peuvent donc être réduites à 

une feule R1 — P + S, qui leur soit parallèle, 6c 

Mécanique. I", Partie, * Q 
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qui passera par un point D, tel que ( 220) l'on aura 

PX A D = SxCD. 

Les deux forces R' & Q sont dans un même plan 

dont Tintersection avec le plan XZ , est B D ; elles 

peuvent donc être réduites à une feule R qui fera 

égale à R'+Q, c'est-à-dire , =P + S + Q , qui 

leur fera parallèle, & qui passera par un point E, 

tel que l'on aura R'x D E = QxBE. D'où, & 

de ce qui a été dit ci-devant, il est aisé de conclure, 

en général, que tant de forces que Von voudra, dont 

les direclions font parallèles , se réduisent toujours à uni 

feule égale à la somme de celles qui agissent dans un sens, 

moins la somme de celles qui agissent en sens contraires; 

& cela , soit qu'elles soient toutes dans un même plan, 

soit quelLs soient dans des plans différens. 

Voyons maintenant plus particulièrement comment 

on détermine par où passe cette résultante. 

Si des points A, D, C, B, E on mène les lignes 

AA',DD',CC',BB',EE' perpendiculaires fur 

Tintersection commune des deux plans X Z St Z F; 

à cause des parallèles AA', D D', CC, on aura 

AD : CD :: A'D' : C'£>';or l'équation PxAD 

= Sx CD que nous venons de trouver, donne 

AD : CD :: s : P
;

donc^'Z>': CD1 :: s : P, 

èc par conséquent P x A' & =3 S x CD1. 
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Pareillement, les parallèles D D', EE', B B' 

donnent DE \BE \\ D1 E1 \ B'E1 ; or l'équation 

R1 x DE — Qx B E, que nous avons pareillement 

trouvée ci - dessus, donne D E : B E : : Q ; R' ; 

donc D'E' : B'E> : : Q : R' :: Q : P + s
;
 donc 

(P + S)xD'E'=:QxBlE'. 

Prenons maintenant dans l'intersection Z T des 

deux plans, un point fixe T, & cherchons la distance 

TE' de ce point, au point E' qui correspond au 

point E par lequel passe la résultante. II est clair que 

J'D' = TD' — TA' ,C'D< = TC — T D', D'E' 

= TE'— TD', B'E' = TB' — TE'. Substituons 

. ces valeurs dans les deux équations P x A' D1 = 

SxC'D'&c (P + S)xD'E' = QxB'Ef, nous 

aurons Px TD' — Px TA' — S x TC — SxTD', 

&(P + S)xTE'—(P + S)TD' = QxTB'-~ 

QxTE'. Or, de ces deux équations, la première 

donne (P+S) TD' = P x TA'+S xTC ; substi-

tuant cette valeur dans la seconde , on a ( P + S ) x 

TE'—PxTA' — Sx TC'=QxTB'—QxTE'; 

rassemblant donc tous les termes multipliés par TE', 

on aura (P + Q + S) x TE'*= P x TA>+ Qx TB' 

1 Ov,Trt TV < l> .--«TE" PxTA' + CxT£'+SxTC 
+ SxTC. D ou Ion tire TE = p^-çsïs— 

Or cette expression de la dislance TE', est pré-

cisément celle que l'on auroit pour trouver la distance 

à laquelle passeroit la force résultante, si les trois 

Q 1 
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forces P, Q, S étoient toutes trois dans le plan 

ZV, & paíïbient par les points A'; C, B1
, cor-

respondans aux points A , C, B par lesquels elles 

passent réellement. Donc st l'on conçoit la droite TX 

perpendiculaire au plan Z V, on trouvera la distance 

TE' de la résultante R, à cette droite, en prenant 

la somme des momens ( * ) à l'égard de cette 

droite, comme fi toutes les forces, fans changer 

de distance à cette même droite, étoient toutes dans 

le plan Z V auquel elle est perpendiculaire ; & 

divisant cette somme de momens par la somme des 

forces. 

II ne reste donc plus, pour fixer le point E, que de 

connoître la distance EE', ou (en menant EE" pa-

rallèle à Z T) la distance TE" à laquelle cette même 

force passe , à l'égard de Z T, Or il est clair , d'après 

ce que nous venons de dire fur la distance TE', 

que pour avoir la distance TE", il faut, de même, 

concevoir un plan passant par XT, & parallèle 

aux direclions des forces : prendre la somme des 

momens à l'égard de T Z qui est f intersection de ce 

( * ) II faut observer ici, & 

pour la suite , que par le mot gé-

néral somme des momens , on 

doit entendre la somme, des mo-

mens des forces qui tendent à 

faire tourner dans un sens , moins 

la somme des momens dos forces 

qui tendent à faire tourner en 

sens opposés. On doit de même, 

par ce mot somme des forces, 

entendre la somme de celles qui 

agissent dans un sens , moins la 

somme de celles qui agissent dans 

l'autre. 
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plan avec le plan ZV ; prendre , dis-je, la somme 

des momens à l'égard de TZ, comme si toutes les 

forces , fans changer de distance au plan Z V, étoient 

toutçs dans le plan XV; & diviser cette somme 

de momens, par la somme des forces. Alors on aura 

tout ce qu'il faut pour fixer le point E par où passe 
la résultante. 

2x4. Considérons maintenant les forces dont les 

directions ne font ni dans un même plan, ni pa-

rallèles. 

Soient (Jìg. 5o) P, Q, R trois forces dirigées 

suivant les lignes A P, B Q, CR situées dans des 

plans dhférens. Concevons un plan quelconque XZ, 

rencontré en H, par la direction A P ; en F, par 

la direction B Q; &z en L, par la direction CR* 

Comme on peut (196) supposer une force appliquée 

à tel point que l'on veut de fa direction , j'imagine ces 

trois forces appliquées aux points H, F, L Sc repré-

sentées par les lignes HV, FT, L K prolongemens 

des lignes A P, B Q, C R , au-dessous du plan XZ. 

Concevons encore que par les droites A H, B F, CL , 

on ait mené des plans perpendiculaires au plan XZ, & 

dont les intersections avec celui-ci, soient les droites 

GHN, E FY,D L M. Cela posé , il est évidenfque 

je puis décomposer chacune de ces forces en deux. 

Q l 
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autres , dont l'une soit dans le plan XZ , & l'autre 

soit perpendiculaire à ce même plan. Par exemple, je 

puis décomposer la force HV, en une force dirigée 

suivant HN, & une autre force dirigée suivant HO 

perpendiculaire au plan XZ. Ensorte, qu'aux trois 

forces HT, FT, LK,)e puis substituer les six forces 

HN, FY, LM, HO, FS, LI, dont les trois 

premières sont dans le plan XZ, & les trois der-

nières sont perpendiculaires à ce même plan. 

Or on peut, par ce qui a été enseigné (222), 

réduire les trois forces HN, FY, LM à une feule 

qui fera auffi dans le plan XZ. Et par ce qui vient 

d'être dit (223) on peut réduire les trois forces 

HO, F S, LI, à une feule, qui fera perpendicu-

laire au plan XZ. Donc en général, quelque nombre 

de forces que Con ait, & quelques directions que ces forces 

puissent avoir ; on peut toujours les réduire à deux tout 

au plus , furie dirigée dans un plan connu, & tautn 

perpendiculaire à ce plan. 

225. Quoique la démonstration de cette propo-

sition ne paroisse applicable qu'au cas où toutes les 

forces rencontrent le plan XZ qu'on a choisi, il 

est cependant facile de voir qu'elle a généralement 

lieu, car si on conçoit qu'après avoir réduit à deux, 

toutes les forces qui rencontrent ce plan, on vient à 

changer la position de ce dernier, fans qu'il cesse 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 247 

de rencontrer ces deux résultantes ( ce que l'on peut 

toujours), alors on pourra toujours lui trouver une 

position propre à rencontrer les directions de celles 

qui lui étoient d'abord parallèles. 

226. II n'en est donc pas des forces dirigées dans 

différens plans , comme de celles qui font toutes diri-

gées dans un même plan. Celles-ci peuvent toujours 

être réduites à une feule, ainsi que nous l'avons vu. 

Mais celles-là se réduisent à deux , qui ne peuvent 

être réduites à une feule, que dans le cas où la 

résultante des forces qui agissent dans le plan XZ, 

rencontreroit celle des forces perpendiculaires au 

même plan. 

227. On peut donc, par ce moyen, trouver les 

deux résultantes de tant de forces que l'on voudra , 

lorsque ces forces font dirigées dans des plans diffé-

rens. Mais quoique ce moyen puisse être utile, dans 

beaucoup de cas, il n'est cependant pas le plus com-

mode pour la résolution de beaucoup de questions ; 

c'est pourquoi nous allons en enseigner un autre. 

Soit donc P (fig. 6 1 ) l'une quelconque des forces 

proposées, & AB la ligne qui peut la représenter. 

Soit X un point fixe quelconque ; XZ, XY,XT 

trois droites perpendiculaires entre elles. Si fur AB, 

comme diagonale , on forme le parallélogramme rec-

tangle A D BC, dont le plan soit perpendiculaire 

Q 4 
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au plan YXT, & dont le côté BC soit parallèle 

à XZ ; qu'ensuite sur B D comme diagonale, on 

forme le parallélogramme rectangle DFBE dont le 

plan soit parallèle au plan YXT, &c dont les côtés 

BF, BE soient parallèles aux droites XT, XY; 

il est clair i°. qu'à la force AB , on peut substituer 

la force BC parallèle à XZ , ou perpendiculaire au 

plan YX T, & la force B D parallèle à ce même 

plan. i°. Qu'à cette force B D, on peut substituer 

la force BE parallèle à XY, ou perpendiculaire au 

plan ZXT, & la force B F parallèle à XT ou 

perpendiculaire au plan ZXY; ensorîe que la force 

P ou A B, fe trouvera décomposée en trois forces 

parallèles à trois lignes perpendiculaires entre elles, 

ou , ce qui revient au même, se trouvera décom-

posée en trois forces perpendiculaires à trois plans 

qui seront perpendiculaires entre eux. 

Or, ce que nous disons ici de la force P, est évi-

demment applicable à toute autre force qui ne fera 

point perpendiculaire à l'un de ces trois plans. Donc 

fi on conçoit toutes les forces telles que P, ainsi 

décomposées, &c qu'on réduise ensuite à une seule 

par la méthode donnée (123), tontes les forces 

perpendiculaires au plan ZXT; qu'on fasse la même 

chose , pour les forces perpendiculaires au plan 

ZXY ; enfin, la même chose , pour les forces 

perpendiculaires au plan YXT, on voit qu'on 
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pourra toujours réduire tant de forces que l'on 

voudra, dirigées dans différens plans, à trois forces 

perpendiculaires à trois plans qui feroient perpen-

diculaires entre eux. Tels font les principes généraux 

de la composition & de la décomposition des forces. 

Des Centres de gravité. 

218. Avant que de nous occuper des effets par-

ticuliers que peuvent produire fur les machines, 

ou en général fur les corps d'une structure & d'une 

matière connue , les forces dont nous venons de 

considérer les propriétés générales, il faut nous arrêter 

fur les centres de gravité, dont la connoistance im-

porte beaucoup pour la détermination des mouvemens 

dont ces machines ou ces corps peuvent être sus-
ceptibles. 

Rappelons-nous que nous avons dit (171) que 

les directions suivant lesquelles la pesanteur agit sur 

les particules matérielles d'un corps font parallèles; 

& que cette force tend à communiquer à chaque 

partie de matière, la même vitesse dans le même 

temps. 

229. On appelle Centre de gravité d'un corps, ou 

d'un Jyfìême de corps (c'est-à-dire, d'un assemblage 

quelconque de corps ) , le point de ce corps par où 

pafíe la force résultante des forces particulières dont 
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chaque partie de ce corps ou de ce système, feroit 

animée par faction naturelle de la pesanteur, dans 

quelque situation qu'on mette ce corps, ou ce système. 

Par exemple, si dans la position actuelle du triangle ABC 

(,fig. 52} la force résultante des actions de la pesanteur sur 

toutes les parties de ce triangle, passe par un certain point 

G de fa surface; & que dans une autre situation 4Ìc,elle 

passe encore par le même point G, ce point G s'appelle le 

centre de gravité. Nous verrons dans peu, que cette résul-

tante passe toujours par le même point, dans toutes les fitui-

tions possibles du corps. 

230. La détermination de ce centre est facile, 

après ce que nous avons dit fur l'ufage des momens 

pour trouver la résultante de plusieurs forces pa-

rallèles. 

En effet, soient M, N, P (sig. ), tant de corps 

que l'on voudra, dont ( pour ce moment ) nous con-

sidérerons les masses comme concentrées au point B, 

A
 y

C que nous supposerons d'abord dans un même 

plan. Soit p\a vitesse que la pesanteur tend à imprimer 

à chacun dans un instant, & qui (171) est la même 

pour chacun. Alors pxM, on p M, p N, p P seront 

les quantités de mouvement, ou les forces avec les-

quelles ces corps tendent à se mouvoir suivant les 

directions parallèles C"C, B" B, A"A. Or, suivant 

ce que nous avons dit (219), pour avoir la position 

de la force résultante , il faut prendre la somme des 
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momens à l'égard d'un point quelconque T pris fur 

une ligne perpendiculaire à ces directions, & divi-

ser cette somme par la somme des forces; on aura 

donc, pour h valeur de la dislance T G" à laquelle 

passe cette résultante, on aura , dis - je, TG" = 

■ pM
+P

N
 + P

P > 1
m

»
 en

fopP"mantk&c-

r tJ ^ÌTr>»« MxTB"+NxTA"+PxTC" 
teur commun />, le reduit a TG"= M+ N+ P ■ 

Or, en menant les lignes B B', A A', CC' paral-

lèles à T G" , & terminées à la verticale T C ; 

imaginant de plus , que le point G pris fur la 

direction de la résultante , est le centre que nous 

cherchons, & menant G G' aussi parallèle à TG", 

on a T G" = G'G, TB" — BB', TA" = 4 A\ 

T r<\ r>r*l J r r*l MxB B'+ Nx ÁA'+ Px CC 
TC"=CC ; donc G G'=

 M+
N

 +
 P

 ; 

c'est-à-dire, en restreignant le mot de momens, & 

n'entendant par ce mot, que le produit de la masse 

d'un corps par fa distance à une ligne droite. 

La difiance du centre commun de gravité de plujìeurs 

corps, à une ligne droite, se trouve en divisant la somme 

des momens de ces corps (pris par rapport à cette ligne} , 

par la somme des majps. 

Concevons maintenant que l'on renverse le système 

des corps M, W, P, enforte que la ligne TA" qui 

etoit horizontale, devienne verticale ; tk au contraire 

pour la ligne TC; alors on démontrera de rnême, 
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que pour avoir la distance de la résultante , à la ligne 

TA" qui est alors verticale , il faut prendre la somme 

des momens à l'égard de TA", & diviser cette somme, 

par celle des maffes. On aura donc , de même, 

s~ m MxB B"+Nx AA»+P xCC" ~ , 
GG>'= MT-NTP • Or ayant déter-

miné les distances de G aux deux lignes fixes & 

connues TA" & TC, il est évident que la position 

de ce centre est connue, puisque les distances BB'
t 

BBr/,AA',AA",&cc, font connues, attendu qu'on 

est maître de prendre par-tout ou l'on voudra, le point 

T par où on mène TA' & TC'. 

231. Si les dislances A A", B B", &c. font chacune 

zéro ; c'est-à-dire, íì tous les corps font fur une 

même ligne droite TA" ; alors la somme des momens, 

par rapport à cette droite, est zéro; donc la distance 

G G" est aussi zéro. Donc fiplufieurs corps , considères 

comme des points, font fur une même ligne droite, leur 

centre commun de gravité, efl aujfí fur cette même ligne 

droite. 

232. Si Ton menoit les lignes TA" & TC" de ma-

nière que l'une ou l'autre, ou toutes deux , se trou-

vassent avoir des corps de part & d'autre ; alors, 

au lieu de la somme des momens, il faudroit dire 

la somme des momens des corps qui fe trouvent d'un 

côté, moins la somme des momens des corps qui 

se trouvent de l'autre. Quant au dénominateur de la 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. açj 

fraction qui exprime la distance du centre de gravité, 

il sera toujours composé de la somme des masses, 

parce que toutes les forces de ces masses, en vertu 

de leur pesanteur , agissent toutes dans le même sens. 

Cela est général pour quelque nombre de corps que 

ce soit, qui étant considérés comme des points, font 

tous dans un même plan. Et tout cela est une fuite 

de ce qui a été dit (219). 

Les lignes TA', TA" s'appellent Axes des Momens. 

233. Si l'on conçoit maintenant, que le point T 

que nous avons pris d'abord arbitrairement, soit fur 

le point G ; alors G G' ÒcG G" deviennent, chacune, 

iko. Donc la somme des momens par rapport à 

TC, & la somme des momens par rapport à TA"
t 

doivent alors être zéro, chacune. 

234. Présentement, je dis que si la somme des 

momens de plusieurs corps, par rapport à la droite 

RS qui passe par le point G (sig. 64) , est zéro; &£ 

s'il en est de même de la somme des momens, par 

rapport à la droite P Q perpendiculaire à R S, &c 

qui passe par le même point G; la somme des mo-

mens par rapport à toute autre droite M N passant 

par le même point G, fera aussi zéro. 

En effet, ayant mené les perpendiculaires A A', 

A
A\ A A'

11
 fur les lignes PQ,RS, MN; si l'on 
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suppose que le point 1 est celui oìt A A' rencontre 

MN ; le triangle rectangle GA I, donnera (ìn. GIA' 

ou as. PGM : G A
1
 ou A A" :: fia. PGM; 

****'&íiï*t
 donc

 Al ^AAt-Al^ 

4A'-
 AA^!

P
l

M

M. Or dans le triangle rectangle 

IAA
1
", on aura (en supposant le rayon = i) 

i : AI :: fin. AIA'" ou as. PGM: AA"
1
 ; donc 

AA"'= AI x as. PGM, c'est-à-dire, A A"''= 

A A' as. PGM —A A" fin. PGM; & par con-

séquent en multipliant par la masse A, on aura le 

moment A X A A"1
 5= A X A A1 X as. PGM-

Ax A A" fin. PGM; c'est-à-dire, que le moment 

du corps A, à l'égard de l'axe MN, est égal au 

cosinus de l'angle PGM multiplié par le moment à 

l'égard de l'axe P Q, moins le sinus du même angle 

PGM, multiplié par le moment à l'égard de Taxe 

R S. 

Or il est facile de voir que la même chose aura 

lieu à l'égard de tout autre corps, à la différence 

des signes près, selon que les corps seront d'un même 

ou de difterens côtés de M N. Donc si on fait une 

somme de tous les momens à l'égard de Taxe MN, 

on trouvera qu'elle est égale au cosinus de l'angle 

PGM, multiplié par la somme des momens à l'égard 

de P Q, moins le sinus de l'angle PGM, multi-

plié par la somme des momens à l'égard de R S, 
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Or chacune de ces deux dernières sommes est zéro, 

par la supposition ; donc leurs produits par le co-

sinus Sc par le sinus de l'angle PGM, seront zéro; 

donc aussi la somme des momens à l'égard de l'axe 

quelconque M N passant par le centre de gravité G, 

efi {éro. 

235. Concluons donc de-là , que faction résultante 

de toutes les actions particulières de la pesanteur sur 

chacune des parties d'un système de corps, passe 

toujours par un même point de ce système, quelque 

position que ce système puisse avoir ; car ce n'est 

que par rapport à la direction de la résultante que 

la somme des momens de plusieurs forces parallèles, 

peut être zéro. 

Au reste , quoiqu'il n'ait été question, jusqu'ici, 

que des corps dont les centres de gravité font dans 

un même plan, cela ne s'étend pas moins au cas 

où les parties du système sont dans distérens plans : 

c'est ce qu'on va voir, par ce qui fuit. 

236. Si les corps, toujours considérés comme des 

points, ne font pas dans un même plan, on con-

cevra un plan horizontal XZ (fig. 45) ) ; & de 

chacun des points pefans P, Q, S on imaginera 

les verticales PA, Q B, SC; & pour déterminer 

le point E par où passe la résultante RE dans la 

"irection de laquelle doit être le centre de gravité, 
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on prendra (223 ) les momens par rapport à deuv 

droites fixes TX, TZ prises dans le plan horizontal 

XZ, & perpendiculaires entre elles , on prendra, 

dis-je, la somme des momens comme íi tous les 

corps étoient dans ce plan horizontal ; & ayant 

divisé chacune de ces deux sommes de momens, 

par la somme des masses P, Q, S, on aura les deux 

distances E
1
 E, E"E. II ne fera donc plus question 

que de trouver, à quelle dislance EG au-dessous 

du plan horizontal XZ, se trouve ce centre. Or 

si l'on imagine la figure renversée, de manière que 

le plan XZ devienne vertical , & que Z V soit 

alors le plan horizontal ; on voit, par le même prin-

cipe , que pour avoir la dislance E
1
 G

1
 correspon-

dante & égale à la hauteur cherchée E' G, il saut 

prendre la somme des momens par rapport à Z T, 

comme fi tous les corps étoient dans le plan ZV, 

& diviser cette somme des momens, par la somme 

des masses ; alors on a tout ce qu'il faut pour déter-

miner la position du centre de gravité. 

237. Donc, pour récapituler, la recherche du 

centre de gravité se réduit : 

i°. Lorsque tous les corps, considérés comme 

des points, sont situés fur une même ligne droite 

(fig. 53) ; à prendre la somme des momens par 

rapport à un point fixe F, pris arbitrairement fur 

• cette 
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cette ligne, & diviser cette somme par la somme 

des masses ; le quotient est la dislance du centre de 

gravité G, à ce même point F, 

20. Lorsque tous les corps, considérés comme des 

points, font tous dans un même plan ; on imaginera, 

par un point T (fig. 3j) pris arbitrairement dans 

ce plan, deux lignes TA", TA' perpendiculaires 

l'une à l'autre ; &c ayant mené des perpendiculaires, 

de chaque point pesant, sur chacune de ces deux 

lignes , on imaginera que ces points pesans font 

appliqués successivement sur la ligne TA", & fur la 

ligne TA', chacun au point oìi aboutit sa perpen-

diculaire. Et l'on cherchera, comme dans le cas 

précédent, quel est alors le centre de gravité G" 

fur TA" ; &L quel est le centre de gravité G' fur 

TA' ; menant enfin par ces deux points, les lignes 

G"G, G'G parallèles à. TA' & TA", leur point de 

rencontre G fera le centre de gravité cherché. 

30. Enfin , lorsque les corps, considérés comme 

des points, seront dans différens plans, on imaginera 

trois plans , l'un horizontal (_/%. 49) , & les deux 

autres verticaux, & perpendiculaires entre eux. De 

chaque point pesant on abaissera une perpendicu-

laire sur chacun de ces plans ; on prendra la somme 

' des momens, par rapport à chaque plan , & divisant 

chaque somme, par la somme des masses, on aura 

Mécanique. 1*. Partie, * R 
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les trois distances du centre de gravité à chacun de 

ces plans. 

Sur quoi, il faut toujours fe souvenir que quand 

quelques - uns des corps fe trouvent de diíFérens 

côtés du point, ou de la ligne, ou du plan, par 

rapport auquel on considère les momens, il faut 

prendre, avec des signes contraires, le momens des 

corps qui se trouvent de différens côtés. 

238. Plaçons ici une observation qui suit immé-

diatement de ce que nous venons de dire, & qui 

peut abréger, dans plusieurs occasions, la détermi-

nation du centre de gravité, 6c d'autres recherches. 

Puisque la distance du centre de gravité est égale 

à la somme des momens, divisée par la somme des 

rnaffes; si le point, la ligne, ou le plan par rapport 

auquel on considère les momens, passe par le centre 

de gravité, cette distance étant alors zéro, la somme 

des momens doit donc aussi être égale à zéro. Donc, 

en général, la somme des momens par rapport à tel plan 

que ce soit, qui passe par le centre de gravité, efl [êro. 

239. Jusqu'ici nous avons considéré les corps 

comme des points; & nous avons vu comment on 

détermine le centre commun de gravité de tous ces 

points, en quelque nombre qu'ils soient. Or, un 
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corps d'un volume & d'une figure quelconques, n'é-

tant autre chose que l'assemblage d'une infinité d'autres 

corps, ou parties matérielles, que l'on peut consi-

dérer comme des points, il s'enfuit donc que par la 

même méthode on peut déterminer le centte de gra-

vité d'un corps de figure quelconque ; & nous allons 

en voir diverses applications dans un-moment. 

Et puisque le centre de gravité n'est autre chose 

que le point par oìi passe la résultante de tous les 

efforts particuliers que font les parties d'un corps pour 

obéir à leur pesanteur; que d'ailleurs cette résultante 

est égale à la somme de tous ces efforts particuliers; 

concluons-en qu'on peut toujours supposer tout le 

poids d'un corps réuni à son centre de gravité, & 

que ce poids y íeroit le même effet, qu'il est capable 

de faire fur ce point, dans fa distribution actuelle fur 

toutes les parties du corps. 

240. Donc lorsqu'on aura à trouver le centre 

commun de gravité de plusieurs masses de figures 

quelconques, on commencera par chercher le centre 

de gravité de chacune de ces masses, ce qui est fa-

cile actuellement. Puis, considérant le poids de cha-

cune de ces masses comme réuni à son centre de 

gravité, on cherchera le centre commun de gravité, 

comme si tous ces corps étoient des points placés à 

l'endroit où chacun a son centre de gravité particulier. 

R 2 
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241. Donc tout ce que nous avons dit, jusqu'ici, 

sur le centre commun de gravité de plusieurs corps 

considérés comme des points, a également lieu pour 

les corps de figure quelconque, en prenant, dans l'éva-

luation des momens, pour distance de chaque corps, 

la distance de son centre de gravité particulier. 

242. Donc si plusieurs corps, de quelques figures 

qu 'ils soient, ont leurs centres particuliers de gravite dans 

une mime ligne droite, ou dans un même plan ; leur centre 

commun de gravité fera ausji dans cette même ligne droite, 

ou dans ce même plan. Cela se démontre comme on l'a 

fait (231 ). 

243. Venons aux applications. 

Soit AB f6) une ligne droite uniformément pe-

sante ; il est évident que son centre de gravité est dans son 

milieu. Mais fi on veut savoir comment on le détermineroit 

d'après le principe des momens, voici comment on se con-

duira. 

II faut concevoir cette ligne partagée en une infinité de parties 

telles que Pp ; multiplier chacune par fa distance à un point fixe; 

par exemple, par fa distance à l'extrémité A; prendre la somme 

de ces produits, & diviser le tout par la somme des parties 

Pp ; c'est-à-dire, par la ligne AB, Nommons donc A B, a; 

AP, x; nous aurons P p — dx ; le moment de P p fera 

xdx, qu'il faut intégrer peur avoir la somme des momens; 

cette somme fera donc — ,• & pour l'avoir dans toute l'é-

tendue de la ligne, il faut supposer xzz a; on a donc 
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pour la somme totale des momens ; divisant donc par la 

somme a des masses, on a ^, pour la distance du centre 

de gravité, au point A. Ainsi, le centra de gravité d'une 

ligne droite uniformément pesante, est dans son milieu ; ce 

qui est d'ailleurs évident. 

244. Donc, i°. pour avoir le centre de gravité du contour 

d'un polygone quelconque (fig. 57) , il faut du milieu de chaque 

côté, mener des perpendiculaires fur deux lignes fixes AB, 

AC, tirées dans le plan de ce polygone; & considérant lc 

poids de chaque côté, comme réuni au milieu de ce côté , 

chercher le centre commun de gravité de ces poids comme 

il a été dit ( 130). 

245. 2°. Le centre de gravité de la surface d'un parallélo-

gramme quelconque, efl au milieu de la ligne qui joint les milieux 

à deux côtés opposés. Car en concevant le parallélogramme 

composé de lignes matérielles parallèles à ces deux côtés, 

chacune aura son centre de gravité fur la ligne qui passe 

par les milieux de ces deux mêmes côtés. Le centre com-

mun de gravité de toutes ces lignes fera donc fur cette 

même ligne. II fera d'ailleurs au milieu, puisque cette ligne 

considérée comme chargée de tous ces poids, est uniformé-

ment pesante. 

246. 30. Pour avoir le centre de gravité de la surface d'un 

triangle ABC (fig. }8) , il faut du sommet A , mener au 

milieu D du côté opposé B C la droite A D ; & prendre, 

à compter du point D, la partie D G z=.\AD. 

En effet, la droite AD qui divise B C en deux parties 

égaies au point D, divisera aussi, en deux parties égales, 

toute droite M N parallèle à BC; donc si on considère la 

R 3 
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surface du triangle comme l'assemblage de plusieurs lignes 

matérielles, parallèles à B C, la ligne AD qui passe par les 

centres de gravité particuliers de toutes ces lignes, passera 

aussi par leur centre commun de gravité (231); c'est-à-

dire, par celui du triangle. Par la même raison, la ligne CE 

qui passeroit par le milieu de AB, passeroit aussi par le 

centre de gravité du triangle ; ce centre est donc au point 

d'intersection G des deux lignes CE & AD. Or si l'on 

tire E D, elle fera parallèle à A C, puisqu'elle divise en deux 

parties égaies les deux côtés AB, B C. Les deux triangles 

EGD, AGC seront donc semblables, ainsi que les triangles 

ABC, EBD; on aura donc GD : A G : : ED '. AC\\ 

JBD : SC :: 1 : Î; G D est donc moitié de A G; & 

par conséquent le tiers de AD. 

247. Concluons de-là, que pour avoir le centre de gravité G 

d'un trapèze (fig. $ç ) , il faut, par les milieux E & F des 

deux cgtés parallèles CD & AB, mener EF; & par ces 

mêmes points, mener aux deux angles opposés A & D les 

lignes EA, F D ; puis ayant pris Eg ^2 j E A, & Fg' 

= %FD, mener gg' qui coupera £ f au point cherché G. 

Car , en raisonnant comme nous l'avons fait pour le 

triangle , on voit que le centre de gravité G doit être 

fur EF. D'ailleurs, g Si g' étant ( 246) les centres de gra-

vité particuliers des deux triangles CAD, AD B qui com-

posent le trapèze ABDC, le centre commun de gravité 

de ces deux triangles, ou du trapèze, doit être fur gg ( 231 ) ; 

ii doit donc être à l'interfection G. 

Déterminons la distance FG. 

Menons les lignes g h & g'h' parallèles à AB. Puisque 

gE =: \AE, & Fg' — -
3
FD, on aura gh = \AF & 

g h' .-= \ ED; ou gh = ÌAB, Si è'k' = i CD. Par la 
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même raison, Eh SS f £F, JA' == j££; donc A A' = 

\EF. Or les triangles semblables Ghg, Gh'g donnent gh Z 

Gh : : g'h' : G h'; donc gh + gh' : G A + G A' :: g'h' 

; Gh'; c'est-à-dite, \AB + \ CD l \EF:\ {CD : 

- FF V CD 
Gh'; donc Gh' = l££JL±£ ; donc £G qui est = 

A D -\- í- D 

- E F \í CD 
F h' + G h' fera = $EF+ '

AB Ù£>
 1 c'est à. dite, 

vr - ÌEF
 X (

AB
 +

 2 CL>
) 

AB + CD ' 

Remarquons, en passant, que si la hauteur du trapèze étoit 

infiniment petite, & les deux côtés A B & CD infiniment peu 

difFérens, alors ces mêmes côtés doivent être réputés égaux; 

enforte que la distance F G se réduit à ' ^ ̂  ^, \^ ^, oit 
1 2. Au 

'-EF; c'est-à-dire , que dans ce cas, le centre de gravité est 

à égale distance des deux bases opposées. 

248. II est donc facile maintenant de trouver le centre ds 

gravité de la surface d'un polygone quelconque (fig. 60). II faut 

le partager en triangles, & ayant déterminé le centre de 

gravité de chaque triangle, de la manière qu'on vient de 

l'enfeigner, on déterminera le centre commun de gravité de 

tous les triangles, en les considérant comme autant de masses 

proportionnelles à leur surface , & réunies chacune à son 

centre de gravité patticulier. Ce qui se fera comme il a été 

enseigné (230). 

On voit actuellement comment on peut déterminer le 

centre de gravité de la surface de tout solide terminé par 

des surfaces planes. 

249. Au reste, il est pas toujours nécessaire d'avoir re-

cours aux momens, pour trouver les centres de gravité. Par 

R 4 
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exemple, s'il s'agissoit de trouver le centre de gravité du. 

contour du pentagone régulier ABCDE (fig. 61 ) , je me-

nerois de l'un A, des angles, une droite A F au milieu F 

du côté opposé CD. J'en menerois pareillement une seconde 

de l'angle E, au milieu du côté opposé BC; l'intersection 

G de ces deux lignes seroit le centre de gravité. 

En effet, le centre commun de gravité des deux côtés 

AB, AE, est au milieu c de la ligne b a qui passe par leurs 

milieux ; cela est évident. Le centre commun de gravité 

des deux côtés BC, DE, est par la même raison, au mi-

lieu e de la ligne Id qui passe par leurs milieux. Enfin le 

côté CD, a son centre de gravité en F. Or il est facile 

de voir que la ligne A F passe par les milieux c, e & F; 

elle passe donc par le centre commun de gravité des cinq 

côtés; un raisonnement semblable, prouvera que 1E passe 

aussi par ce centre; ce centre est donc à l'intersection G, 

de AF & de 1E. 

a 50. En raisonnant comme nous l'avons fait pour le 

triangle, on prouvera que le point G est aussi le centre de 

gravité de la surface du pentagone régulier. 

Et en général, on prouvera de la même manière, que 

le centre de gravité du contour, ainsi que de la surface d'un 

polygone régulier d'un nombre de côtés impair, est au point 

d'intersection des deux droites dont chacune est menée de 

l'un des angles, au milieu du côté opposé. Et lorsque le 

nombre des côtés est pair, ce centre est au point d'inter-

section de deux lignes menées par les milieux de deux côtés 

opposés ; d'où l'on concluroit, s'il en étoit besoin, que le 

centre de gravité de la circonférence & de la surface d'un 

cercle, est au centre. 

Quand le nombre des lignes, surfaces, corps, &c., dont 
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on a à trouver le centre commun de gravité , n'est pas consi-

dérable , on peut faire usage de ce que nous avons dit ( 206 

& 207). Par exemple, soient trois points A, B, C (fi-

gure 62) qui soient les centres de gravité de trois lignes, 

ou trois surfaces, ou trois corps, dont les poids font repré-

sentés par les masses M, N, P. Ayant joint deux de ces 

points C & B, par la ligne BC, on partagera BC en D, 

de manière que l'on ait N ." P : : CD l B D, ou N -f-

P '. N : : CB '. CD ; le point D fera le centre commun 

de gravité des deux poids P & N. On menera ensuite DA y 

& imaginant la totalité N -{- P des deux masses N & P 

rassemblées en D, on partagera, de même, DA, en raison 

inverse des deux masses M & N -f- P, c'est-à-dire, de 

manière que N + P l M : : A E : DE, ou que N -+• 

P + M : M : ; AD : DE; le point E fera le centre 

commun de gravité des trois poids M, N, P. On conti-

mieroit de même, pour un plus grand nombre de corps. 

251. Concluons, de ce qui précède, que l'on peut avoir 

facilement le centre de gravité de la surface & de la soli-

dité de tout prisme & de tout cylindre. 

En effet, il est évident que ce centre doit être au milieu 

de la ligne qui passe par les centres de gravité des deux 

bases opposées ; puisque ces corps font composés de tranches 

parfaitement égales & semblables à la base, que l'on peut 

considérer comme autant de poids égaux uniformément dis-

tribués fur cette ligne. 

252. Pour avoir le centre de gravité G d'une pyramide trlan-

Qilaire S ABC (fig. 63), il faut, du sommet, mener au 

centre de gravité F de la base , la droite S F, & prendre 

sur cette ligne, à compter du point F, la partie F G — \ SF. 
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En voici îa raison. Du milieu D du côté AB, menons 

DC, DS, & ayant pris D F = j CD, 8c DE = 

les points F 8c E seront les centres de gravité des deux 

triangles ^£C, yíS£. 

Cela posé, si l'on conçoit la pyramide composée de plan» 

matériels parallèles à ABC, la ligne S F qui passe par le 

point F de la base, passera, dans chaque tranche, par un 

point qui fera placé de la même manière dans cette tranche. 

Ainsi , les centres de gravité particuliers de chaque tranche, 

font tous fur la ligne S F. Par la même raison, les centres 

de gravité particuliers des tranches parallèles à AB S, dont 

on peut imaginer que la pyramide est composée, sont tous 

fur E C. Donc le centre de gravité de la pyramide, est au 

point G, où les deux lignes FS & £ C se coupent. Or si 

l'on mène ££, elle sera parallèle à CS, puisque D F étant 

le tiers de DC, & DE, le tiers de DS, ces deux lignes 

D C & DS sont coupées proportionnellement. Les deux 

triangles ££ G, G CS seront donc semblables entre eux, & 

il en fera de même des deux triangles DFE, DCS; OIÎ 

aura donc FG \ GS \\ FE \ CS \ \ DF \ D C \\ 

i ! 3 ; donc F G est le tiers de G S, & par conséquent, 

le quatt de £5. 

253. Comme on peut décomposer tout solide, en pyra-

mides triangulaires ; connoissant actuellement le centre de 

gravité d'une pyramide triangulaire, il est facile, à l'aide 

des momens , de trouver le centre de gravité d'un corps 

quelconque. 

254. Telle est la manière générale de trouver les centre* 

8e gravité des figures, ou des corps, dont les parties fonî 

indépendantes les unes des autres, ou du moins, lorsqu'on 

n'a point l'expreffion de la loi qui les lie les unes aus 

autres. 
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Mais lorsque les parties d'une figure ou d'un corps ont 

entre elles une relation que l'on peut exprimer par une 

équation, on peut alors trouver le centre de gravité d'une 

manière beaucoup plus facile. En voici des exemples. 

255. Qu'il s agisse d'abord de trouver le centre 

de gravité G, d'un arc quelconque de courbe A M 

(/g. 64). On imaginera Tare infiniment petit Mm; 

& l'on prendra pour axe des momens une ligne quel-

conque CN parallèle aux ordonnées que je suppose 

parallèles entre elles. Je suppose de plus que la 

distance de C à l'origine A des abscisses soit = b. 

Pour avoir la distance Gg du centre de gravité à 

Taxe CN, il faut prendre la somme des momens des 

arcs Mm, par rapport à Taxe CN, & la diviser par 

la somme des arcs Mm; c'est-à-dire, par Tare A M. 

Or Tare Mm étant infiniment petit, la distance de 

son milieu ra, à la droite CN, doit être réputée égale 

à MA7. On aura donc Mm x MN pour le moment 

de ce petit arc. Mais en nommant A P, x ; P M, y ; 

on a (73 ) Mm =a y (dx1 -f- dy1) & MN = 

CP = b ~ x; donc {b — x) \/(dx* + dy*) 

est le moment du petit arc Mm; & par conséquent 

s(b —
 x

) 1/ (dx7- -f- dy1), où l'intégrale de 

— x) 1/ (dx1 -f dy1) est la somme des mo-

mens de tous les arcs infiniment petits Mm, dont 

Tare A M est composé. On a donc 

G g +
 Quant à

 p
arc AM 
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qui divise, dans cette quantité ; nous avons donné 

(73) la méthode pour le déterminer exactement, 

lorsque cela se peut ; & (85) celle de le déter-

miner par approximation. 

Par un raisonnement semblable, on trouvera que 

la distance G g', du centre de gravité, à Taxe A P, 

« syV(Jx'+Jy>) 
cu AM 

Ce sont-îà les formules générales qui servent à 

déterminer le centre de gravité d'un arc quelconque 

de courbe. 

256. Si Tare dont on veut avoir le centre de gra-

vité, est composé de deux parties égales & sem-

blables AM, A M' {fig. 65) situées de part & 

d'autre de Taxe des abscisses ; alors il est évident 

que le centre de gravité G, fera fur la droite A P .* 

il ne sera donc question que de trouver fa distance 

au point C. Or il est clair que les momens des deux 

arcs Mm, M'm', à l'égard de Taxe N N' étant égaux, 

la distance CG sera alors égale à *
Rh

 ~
 x)

M

V

A
^ *

 if
\ 

Par exemple, que Tare M A M' soit un arc de cercle, on 

aura y — V(ax — xx~), a étant le diamètre. On trou-

vera facilement , & nous Pavons déjà vu ( 57 ), que 

%/ ( dx* + dy
1
 ) — , ~'

adx
 . On aura donc 

x y/ (ax — xx ) 
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af(b — x) dx (ax — **)"', Supposons, pour plus 

de simplicité, que le point C soit le centre, alors A C — 

iz:~a; nous aurons donc is( b — x) V (dx1 -J- dy*) = 

-1 

as(la — x) dx (ax — xx) 1 =<ii/(« - xx) (66); 

intégrale à laquelle il n'y a point de constante à ajouter, 

parce que, lorsque x =. zéro , elle devient zéro, ainsi que 

cela doit être; puisqu'alors la somme des momens est évi-

demment nulle. 

Nous avons donc enfin' 2/(b — x) dx V(dxL -f- dy") 

~ a t/ ( ax — xx); & par conséquent , 

„ _ a ^(ax — xx) _ \aX r\/(ax—xx) _ CAX MM? 

~ M A M' ~ MA M * — MA M' i 

ce qui donne cette proportion M A M" '. MM1 CA '. 

C G , qui nous apprend que la distance du centre d'un cercle , 

m centre de gravité de l'un qutlconque de ses arcs, est quatrième 

proportionnelle à la longueur de l'arc, à fa corde &• au rayon. 

On peut appliquer ces formules à toute autre 

courbe : nous passons aux centres de gravité des 

surfaces planes terminées par des lignes courbes. 

257. Si l'on demande le centre de gravité de la 

surface APM {fig. 6b"); nous supposerons que G 

représente ce centre. II faudra, pour avoir la dis-

tance Gg, prendre la somme des momens des pe-

tits trapèzes M P m p, par rapport à CN , & la 

diviser par la somme de ces trapèzes ; c'est-à-dire, 

par i'efpace APM. Or le centre de gravité i de 

ce petit trapèze doit être au milieu de la droite nk 

également éloignée de M P demj>; milieu que l'on 
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peut supposer être celui de M P, à cause de la hauteur 

infiniment petite P p ; on aura donc la distance i l =a 

CP ; ainsi le moment de P p m M, i l'égard de NC, sera 

PpmM x CP; c'est-à-dire (£ — x)ydx, en ap-

pelant toujours CA, b; &c A P ,x. Donc la somme 

des momens fera s {b — x)ydx, & par consé-

quent la distance G g sera ■ îîpM* *** 

On trouvera de la même manière, que la distance 

258. En général, on trouvera de la même ma-

nière , le centre de gravité de tout espace plan, en 

le décomposant en trapèzes infiniment petits. 

Par exemple, s'il s'agit du triangle A N N' (fig. 6j), on 

prendra la base NNf & la hauteur A C pour axe des mo-

mens ; & nommant A P, x; MM!, y ; & AC, b ; on aura 

MM'm'm =z ydx ; & le moment de ce trapèze à l'égard de 

NC, fera (b — x) ydx. Enforte que la dislance Gg du 

centre de gravité à la base, fera ̂
b
^^"jj

A
*. Or si l'on 

nomme c la base, on a ^ÍC : AP ;: NN' : MM'; 

c'est-à-dire, b '. x c y —
 c
~; donc s (b — x) ydx, 

devient s (b — x) , ou /1 (bxdx — x
1
dx), qui 

vaut j Q-Z- — y) ou (3 A — zx). Or la surface 

A M M' est
 MM

 *
 AP

 ou ~ ; donc la distance du centre 
2 2 b ' 

JJ ( 3» — 2*) 

de gravité , est ~ ou f ( 3 b — 2 * ), qui, 

77 
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lorsque x = b, devient | b. Donc G g r= f b. Or si l'on 

mène la ligne AGL, les triangles semblables A CL, GgL 

donnent ZG : LA G g \ AC \ \ \ b \ b \ \ 1 ; 3 ; 

donc LG — ~ LA, ce qui s'accorde avec ce que nous 

avons démontré (246). 

159. Appliquons maintenant les formules aux lignes 

courbes. 

Supposons que APM (fig. 68) est une portion de cercle 

dont le diamètre est a, & que le point C est le centre; ce 

qui donne b — | a. Nous aurons y = 1/ ( ax — xx). La 

quantité s (b — x)ydx, devient donc s(\a — x) dx 

V(ax—xx) , ou/( f a — x ) dx (ax — xx)* qui (66) 

est intégrable, & a pour intégrale j(ax — xx)* , quan-

tité à laquelle il n'y a point de constantes à ajouter, parce 

qu'elle est zéro quand x — o , ainsi que cela doit être. 

v A r j(ax~xx)i UPMY 
Nous avons donc Gg — ^-i— —i- =3 -3 > . ; 

A l'égard de Gg'; puisqu'on a y £2 t/(<z# — **) , sa 

valeur £^1^ f 2?7Ì sera G d - ~ xx) dx 

or /4 ( ax — xx) dx , Ou f~ . (ax dx — x*dx ) , est 

;{~ — y)
ou

 T*~
x

* (l
a
 —

 2
 * ) »

 00 a
 ^

onc 

Ge' - S£!ÌÍ3-LJ=_H). 
ê ~ APM 

Sîl s'agit du segment entier; comme il est évident que 

le centre de gravité G (fig. 6$) est sur le rayon CA, qai 

divise Tare en deux parties égales, & qu'il est à même dis-

tance de NN' que les deux centres de gravité particuliers 
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des deux demi-fegmens APM, APM', on a CG 3 

\PM^_j^.2. (PMy JL.(AÍM')3, _~(MM'y 

APM~ APM ~ * APM ' TAJW 

— (AÍAI'V 
— -\ . ,,,,7 .* c'est-à-dire, que /<i distance du centre d'un 

AMMA » n J 

cercle, au centre de gravité de la surface de l'un quelconque dt 

ses fegmens, est égale au douzième du cube de la corde, divisé 

par la surface de ce segment. 

160. Quant au centre de gravité d'un secteur CMAW 

(fig. 69 ), on peut l'avoir, en observant que le centre de 

gravité G du segment M A M', celui G' du secteur, & celui 

G" du triangle sont tous fur le rayon CA; que selon le 

principe des momens, le moment du secteur doit être égal 

au moment du segment, plus le moment du triangle, On 

a donc CMAMI X CG' — MAM' X CG + CMM1 

L(PMY 
X C G". Or nous venons de trouver CG s - j °L

W 

l'on peut changer en - ■ donc CG
X 

MAM = f (PM)'. D'ailleurs, nous savons que CMM
1 

i= P M X CP, & (246) que CG" = fCP, ensorte 

que CMM' X CG
11 se réduit à \ PM X (CP)

1
. Substi-

tuant donc ces valeurs, on a CM A M' X CG' z= f PAÍ3 + 

f PAÍ X CP
1
 = fPAÍ [(PAÍ)

1
 + (CP)

2
] = fPAI 

X (CM)2, à cause du triangle rectangle CPAÍ. Donc 

CG' =
 3

 r
ï }KJ • Mais la surface du secteur 

CM A M 
CM 

CMAM', est égale à Tare MAM' multiplié par — ,• donc 

f PAÍ X (CM)2 

_~MAM' X CM _±PMXCM _\MM'Y.CA_ 

2 ~ MAM ~~ MAM' 

C'est-à-dire, que la distance du centre d'un cercle, au centre de 

gravité 
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gravité de l'un quelconque de ses setteurs, est quatrième propor-

tionnelle à rare, au rayon, 6* aux deux tiers de la corde. 

On peut appliquer les formules à toute autre 

courbe, par exemple, à la parabole, &c. 

261. Voyons maintenant les surfaces courbes ; mais 

bornons-nous à celles des solides de révolution. Alors, 

en raisonnant comme dans les articles précédens, 

on verra que le centre de gravité de chaque zone 

élémentaire, est dans Taxe de révolution CA {fi-

pire y o ), & doit être réputé au centre P de l'une 

des bases de cette zone, considérée comme ayant 

une épaisseur infiniment petite. Or, nous avons vu 

(74) que l'exprefsion de cette zone étoit 

'-y V {dx
z
 + dy

z
), r : c représentant le rapport 

du rayon à la circonférence. On aura donc ( en 

nommant toujours b la distance A C de l'origine A 

des abscisses, à Taxe A
7

A
7
' des momens), on aura, 

dis-je, -
t
 (b — x)y (/ {dx

1
 + dy

z
) pour le mo-

ment de cette même zone, enforte que la distance 

CG du centre de gravité G de la surface au point 

C, sera, en nommant S cette surface, 

/- (i — x) y |/ (dx* + dy*) 

~s • 

162. Supposons, pour appliquer cette formule, qu'il s'agit 

<fe trouver le centre de gravité de la surface convexe du 

Mécanique, lrt Partie, *S 
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cône droit ANN (fig. 7' ) » A P étant x; P M, j; |j 

hauteur AC, b; le rayon CA7" de la base, a; & le côté 

AN, e; oa aura, à cause des triangles semblables, ACN, 

Mrm, AC : AN : \ Mr \ Mm; c'est-à-dire, b \
 t

\\ 

dx ! ^(dx* + d y*) — On aura aussi, à cause des 

triangles semblables, ACN & APM, AC : CN '.' AP 

: P M; c'est-à-dire, b : a : : * : y — ^; donc 

/£ ( b - * ) y V ( i x
1
 4- iy

1
 ), devient /î X .(* - *) X 

Ìl
 x

 Í*? . ou (bxdx - x*dx), dont l'intégrale 

n c a e /bx* x1 \ e««*» ... . , \ n 
EST

7F
 X

 (—-TJ'^TTF
 x

 (S*-**-)- Or, 

la surface de la portion AM!LMA, ou S, est ( Geo/n. no) 

=
 éJÍ x c«. PAÍ; & l'on a >4 C : A P : : ^ N : ..4AÍJ 

... AP x AN . _ AP -x AN . „.. 

OVi AM ■=. 2c ; d0nC S =

 —IAC *
 P 

ss - X **; donc la distance du centre de gravité de 

, - caex*
 f

 , » 

òril
 ( 3 í — a*; 

îa surface AM'LMA,zu point C, est —- — > 

2 ri» 

ou \ ( 3 £ — a x), ou i — f x ; donc lorsque x — b,ou lorsque 

^4 P pS ^4 C, on a la distance CG du centre de gravité de la 

surface totale du cône, — b— ^b—yb; c'est - à - dire, que 

ce centre de gravité est le même que celui de la surface du 

triangle ANN'. 

263. Pour second exemple, prenons la sphère (fig. p)> 

Nous aurons y 7= V (ax — xx), a étant le diamètre; & 

+ W =^"Ì1***)> donc/-f(*-*)7 

 (ííx
1
 + dy*), deviendra f- (b — *) X i*i*ï'&P* 

posant donc que C est le centre, ce qui rend i = 3*», oa 
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fcura f~ (b — *) X !<^* = /~~ (W* — 

qui se réduit à (\ax — ìxx}, ou ~ (±a — {x). 

Or, nous avons vu (75) que la surfaces du segment sphé-

rique A ML M'A , étoit e~ ; on a donc la distance CG du 

centre C au centre de gravité G ~ «SS 

a r 

la — \x S5 — \AP; c'est-à-dire, que ce centre G, 

est au milieu G de la hauteur A P de ce segment. D'où 

l'on peut conclure en général, que le centre de gravité de 

la surface d'une zone sphérique comprise entre deux plans 

parallèles, est au milieu de la hauteur de cette zone. 

264. Terminons par la recherche des centres de 

gravité des solides. 

Si l'on considère un solide (fig. yo} comme com-

posé de tranches infiniment minces, parallèles entre 

elles, & qu'on représente, en général, par s s, la 

surface de chaque tranche , & par dx son^paisseur, 

on aura s s dx pour cette tranche; & par conséquent 

ss(b — x) dx pour son moment à l'égard d'un 

plan parallèle à ces tranches, & passant à une dis-

tance AC du sommet A = b. Donc en nommant 

S la solidité ALMM'A, on aura pour la distance 

du centre de gravité , la quarftité L^LLÍljpJLÏÍI
m
 Qr 

la valeur de S se détermine par les méthodes que 

nous avons données dans le calcul intégral ; & celle 

S a 
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de sss (£ — x)dx, se déterminera aussi par ces 

mêmes méthodes , lorsqu'on aura la valeur de s s 

en x. On aura donc la distance du centre de gra-

vité par rapport à un plan connu. On cherchera de 

la même manière la distance de ce centre à chacun 

de deux autres plans perpendiculaires entre eux, & 

au premier. Mais nous nous bornerons ici aux solides 

dont les tranches parallèles ont chacune leur centre 

de gravité particulier fur une même ligne droite, 

tels que font les pyramides, & les solides de révo-

lution. 

265. Prenons d'abord les pyramides. Soit donc b la haui 

teur AC d'une pyramide quelconque (fig. x la dis-

tance perpendiculaire A P d'une tranche quelconque, et la 

surface de la base; on aura ( Géom. 202) celle de la tranche 

placée à la distance x du sommet, par cette proportion bh 

; xx ;'. te : -r-r- : nous avons donc ss — —r-r ; donc 
b b b b 

sss(b — x) dx, devient sj^ (bxxdx —x*dx), qui 

revient a
 n

 ^— - - J ou ̂  (4* — 3*). Orlaso-

lidité de la pyramide qui a x pour hauteur, & SS ou
 E
-^Ç 

pour base, est donc la dislance du centre de gravité 

çsl JTJ , ou i (4i — 3*), ou b - \x; 

or lorsque x =3 b — AC, cette quantité se réduit à \b; 

donc la hauteur Cg' du centre de gravité G, au-dessus de 

la base, est -J, 
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Soit maintenant g, le centre de gravité de la base; la 

ligne A g passera par le centre de gravité G de la pyra-

mide; & les parallèles Gg' & g C donneront Cg ou '-b \ 

AC ou b \ \ Gg l Ag; donc Gg =z \Ag; ce qui con-

firme ce que nous avons dit (25a), & fait voir que pour 

toute pyramiaé, le centre de gravité de la solidité est au 

quart de la distance du centre de gravité de la base , au 

sommet. 

266. Quant aux solides de révolution , la valeur 

de ss ( 78 ) est généralement Q ; ainsi l'expreffioa 

de la distance du centre de gravité , pour ces solides , 
py* (b-x)dx 

est généralement ~ *. 

267. Appliquons d'abord cette formule au cône tronqué, 

faisant partie d'un cône droit (fig. 74). 

Soit m le rayon B D de la plus grande base, & n le 

rayon A C de la plus petite. Si on conçoit A Q parallèle à 

la hauteur CD, & qui rencontre en O celui des rayons 

PM de la tranche MLM', qui est dans le plan du trapèze 

A CD B, on aura A Q ou C D : B Q :: AO, ou C P '. 

MO; c'est-à-dire, en nommant CD, h ; CP, x ; P M, y ; 

h : m — n :: x : y — n ; donc x =
 m

 ^
 n

 . (y —
 n

) »* 

& dx ~ Or, ici, on a b zz. h: donc b — x — 

h —- —-— (y — n) — —-— (m — y) ; donc 

r
cflb — x)dx ch*

 r
 , , , , 

f — = —? s fy (m — y ) = 

S 3 
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Pour déterminer la constante C , j'observe que l'in-

tégrale ou la somme des momens doit être zéro au 

point C ; c'est-à-dire, lorsque y — n. On a donc 

~ r-— ( 4/B/j3 — 3 n4 ) -f- C 5= o, ou 

— c A2 ' 
C = s —r- f 4 « n' — 3 n4 ) ; donc la somme 

24 r ( ra -— n-)
1 v

 ^ 
des momens depuis C jusqu'au point quelconque P, est 

24 r ( m — B)
3
 ^

nr/ f f J ' 

èí par conséquent depuis C jusqu'en D , elle est 

r— (4m* — 3m* — Amn1 -f- 3«4)', ou 
24 r (m — Bj

S vn 3
 ^ 

w *£— r— s m
4
 — 4 m n' + 3 «

4
 ) , ou 

^ (m
2
 + 2/n« 4- 3/2*); U ne s'agit donc plus que 

de diviser cette quantité par la solidité du cône tronqué, 

qui est facile à avoir, & dont nous avons d'ailleurs donné 

ïexpreífion (Alg. 215). 

Si l'on vouloit avoir la distance CG du centre de gra-

vité du tronc de cône A N N1 B (fig. 7/ ) creusé cylindri-

quemènt, & oonccntriquement à son axe ; de l'expression 

<ju'o% vient de trouver pour le moment du cône tronqué, 

on retrancheroit le moment du cylindre intérieur considéré 

comme de même matière que le tronc; c'est-à-dire qu'on 

retrancheroit le produit de ce cylindre par la moitié de sa 

hauteur, & on diviscroit le reste par la solidité du tronc 

évidé; solidité que nous avons enseigné à déterminer (Al-

gíbre 215). 

D'après ces principes, il est facile de déterminer le centre 

de gravité d'une pièce de canon KL {fig. 76), dont les 

trois parties principales comprises entre AB, BC, CD, 
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sont troiî troncs de cônes évidés de l'espèce de la figure 7/, 

Comme on a, par ce qui précède, Pexpreflîon du moment 

de chacun de ces troncs à l'égard de fa base, on l'aura fa^ 

cilement à l'égard de l'extrémité K du bouton de la culasse, 

en ajoutant, pour chacun, le produit de ce tronc par la 

distance de sa plus grande base, au point K. A cette somme 

de momens on ajoutera celui de la culasse & du bouton , 

& ceux des ornemens, moulures & tourillons, estimés gros-

sièrement ; & divisant le tout par la masse totale de la pièce
 t 

on aura la distance du centre de gravité de la pièce, 

l'extrémité K de son bouton. 

On pourroit même , à la rigueur, déterminer par les 

principes donnés jusqu'ici, les momens des moulures ; mais 

il fera suffisant, dans la pratique, de prendre pour moment 

de chacune , le produit de fa solidité par la distance du 

point K, au point de Taxe où répond le milieu de cette 

moulure. 

168. Prenons , pour second exemple , les segmens 

de la sphère. Le diamètre étant a ; l'abscisse AP, x 

(fig. 77); l'ordonnée P M, y ; on a y y — ax — xxj 

ainsi la somme des momens des tranches élémentaires 

du segment A ML M'A pris par rapport à un axe quel-

conque N N", fera s^-
f

( b — x) {ax — xx) dx. 

Donc par rapport au centre C, où b = \a
%
 eUe fera 

cu ~s(~adx — \axx -f- *' ) àx
 r 

eu 1 (i«*VÌ- ***) + 

S 4 
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que l'on peut réduire à x1 {a — x )'. Mais ~ x' ex-
o r or 

prime la surface du cercle qui auroit pour diamètre la hau-

teur A P du segment ; on a donc C P" X par ctr. A P pour 

le moment de ce segment par rapport au centre C. Ainsi 

divisant par la solidité du segment qui est facile à avoir 

( Géom. 248 ) , on aura la distance du centre de gravité de 

ce segment, au centre C de la sphère. 

D'après cela, il est facile d'avoir le centre de gravité G 

d'une bombe {fig. 78). II faut du moment de la sphère en-

tière, pris par rapport à un point quelconque, retrancher le 

moment de la sphère intérieure, & ajouter le moment du 

culot, pris par rapport au même point, & diviser le tout 

par la masse de la bombe. Or si on prend le centre C pour 

le point à l'égard duquel on considère les momens, le mo-

ment de la sphère entière & le moment de la sphère inté-

rieure , sont chacun zéro ; donc il faut seulement, diviser le 

moment du culot pris par rapport au centre de la bombe, 

par la masse de la bombe; le quotient fera la distance CG 

du centre de la bombe, à son centre de gravité, abstrac-

tion faite des anses, &C 

Si on veut avoir le centre de gravité de la bombé lors-

qu'elle est chargée, alors il faudra prendre la différence du 

moment du segment qu'occupe la poudre à celui du segment 

qui forme le culot, & qui se déterminent chacun comme 

il a été dit ci-dessus ; mais en observant de multiplier chacun 

par sa pesanteur spécifique, c'est-à-dire, le premier par le 

poids d'un pied cube de poudre, & le second par le poids 

d'un pied cube de fer, si on a évalué la solidité en pieds 

cubes ; après quoi on divisera cette différence, par le poids 

total de la bombe & de la poudre, 
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Propriétés des Centres de gravité. 

169. II est clair, par ce que nous venons de dire 

fur les centres de gravité , & par ce que nous avons 

dit fur la résultante de plusieurs forces parallèles, 

que si toutes les parties d'un corps ou d'un fystême 

quelconque de corps , ont chacune la même vitesse, 

ou tendent à fe mouvoir avec la même vitesse ; il 

est clair, dis-je, que la résultante de tous ces mouve-

mens passe par le centre de gravité de ce corps, ou 

de ce fystême de corps, & que par conséquent le 

fystême se meut ou tend à se mouvoir, comme si 

la totalité des masses étoit concentrée au centre de 

gravité, & étoit animée d'une vitesse égale à celle 

qui anime chacune des parties. 

270. D'où l'on doit conclure réciproquement, 

que si l'on applique au centre de gravité d'un corps, 

ou d'un fystême de corps, une force quelconque ; 

toutes les parties égales du fystême partageront 

également ce mouvement, s'avanceront toutes avec 

une égale vitesse, que l'on aura (158) en divisant 

la quantité de mouvement appliquée à ce centre, 

par la masse totale du corps ou du fystême de corps. 

En effet ,1a résultante de tous les mouvemens que les parties 

du fystême prendront, doit être la même pour fa quantité & 

pour fa direction, que la force imprimée. Or si quelques-

Unes des parties prenoient plus de vitesse que d'autres, on 
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trouveroit facilement que la résultante de ces mouvemens ne 

passeroit pas par !e centre de gravité, & on le verra encore 

plus clairement par la fuite. 

17x. Et puisque plusieurs forces appliquées à un 

même point, fe réduisent (en vertu des principes 

précédens) à une feule, il en faut conclure géné-

ralement , que quelques forces que ton applique au centre 

de gravité d'un corps ou d'un fy flème de corps ; en quelque 

nombre qû* elles soient, & quelque direction quelles aient ; 

toutes les parties de ce corps, ou de ce fyflêmz de corps , 

prendront une vitejse égale , laquelle aura ta même direc-

tion que la résultante de toutes ces forces, & fera égale 

à la quantité de mouvement qui représente cette force 

résultante, divisée par la masse totale du corps ou du 

fyjìême de corps. 

272. D'oìi l'on doit conclure que tant que les forces 

qui agissent fur un corps se réduiront ou pourront être 

réduites à une feule dont la dire&ion passera par le antre 

de gravité, ce corps ne tournera point autour de son centre 

de gravité. 

273. Mais si les forces qui agissent fur un corps 

ne peuvent être réduites à une feule ; ou si pouvant 

être réduites à une feule, la direction de celle-ci 

ne passe point par le centre de gravité, alors toutes 

les parties du fystême ne seront pas mues d'un mou-

vement commun. Néanmoins le centre de gravité 
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sera mu de la même manière que si toutes ces forces 

y étoient immédiatement appliquées. C'est ce qu'il 

s'agit de faire voir actuellement. 

274. Supposons d'abord trois corps M, N, P 

(fig- 79) •> mus suivant des lignes parallèles AD, 

BE, CF situées ou non situées dans un même plan, 

& mus avec des vitesses représentées par les lignes 

AD, BE, CF. Supposons que G soit le centre de 

gravité de ces corps lorsqu'ils font en A, B, C; & 

G' leur centre de gravité lorsqu'ils sont arrivés en 

D, E, F oh ils arrivent en même temps, puisque 

leurs vitesses sont représentées par AD, BE, CF. 

Si l'on mène la ligne GG', je dis qu'elle fera paral-

lèle à ces lignes ; qu'elle fera la route que le centre 

de gravité G suivra pendant le mouvement des corps; 

& que ce centre de gravité G la décrira uniformé-

ment. 

i°. II est facile devoir que la route du centre de 

gravité fera parallèle aux lignes AD, BE , &c., car 

à quelque endroit qu'on suppose ce centre dans un ins-

tant quelconque, si on imagine un plan qui passe 

par ce centre, la somme des momens, par rapport 

à ce plan, doit être zéro (238). Or si l'on conçoit 

un plan parallèle aux directions des corps, ck pas-

sant par le point G, les momens, par rapport à ce 

plan, ne peuvent manquer d'être zéro pendant tout 
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le mouvement; car les corps, dans leur mouvement, 

font supposés ne pas s'écarter de ce plan ; leurs dis-

tances à ce p'an font donc toujours les mêmes; donc 

les momens font aussi toujours les mêmes ; mais au 

commencement du mouvement, c'est-à-dire, lorsque 

le centre de gravité étoit en G, leur somme étoit 

zéro; donc elle est encore zéro, en quelque endroit 

de leurs directions que les corps se trouvent; donc 

le centre de gravité est toujours dans un plan pa-

rallèle aux directions des corps , & qui passe par 

la première position G de ce centre. Et comme, 

dans ce raisonnement, rien ne détermine la position 

de ce plan , sinon qu'il doit être parallèle aux di-

rections des corps M, N, P, & passer par le point G; 

on prouvera de même, que ce centre est dans tout 

autre plan parallèle aux directions des corps, & pas-

sant par le point G ; il est donc dans l'interfection 

commune de ces plans; donc le centre de gravité 

se meut suivant G G parallèle aux directions de 

ces corps. 

20. Je dis qu'il fe meut uniformément; c'est-à-

dire, que si lorsque les corps M, N, P &c., sont 

arrivés en a, b, c, Sec. on suppose que le centre 

de gravité est en g, on aura GG' ; Gg AD : 

Aa :: BE : B b :: &c; c'est-à-dire , que les 

espaces décrits en même temps, par le centre de 
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gravité, & par chacun des corps, seront comme 

leurs vitesses. 

En effet, si on conçoit un plan représenté par RS
9 

auquel les directions des mouvemens soient perpen-

diculaires ; on aura, par la nature du centre de gra-

vité (236), M x AH + N x BI + PxCLz= 

(M + N + P) x G K. Et par la même raison, 

lorsqu'ils sont en D, E, F, on a M x D H + N 

X El + P x FL = (M + N + P) x G'K. Si 

de cette équation on retranche la première, on aura 

(en faisant attention que D H — AH = AD, 

El — BI = BE, &c.) M x AD + N x BE 

— P x CF = (M + N + P) x GG', Donc, 

par la même raison, lorsqu'ils seront en a, b, c, 

on aura M x Aa + N x B b — P x Cc = 

(M + N + P) x Gg. 

Or puisque A a, B b, Cc sont décrits uniformé-

ment, dans un même temps, ces espaces (156) 

doivent être entre eux comme les vitesses A D, 

BE, CF; on a donc AD : BE :: Aa : Bb, 

AD : CF :: Aa : Cc; donc Bb 

Cc =
 Aa

jp
f

» Substituant ces valeurs dans notre 

dernière équation, & chassant le dénominateur A D, 

elle se change en (M x AD + N x BE — P 

X CF) x Aa = (M + N + P)x Gg x AD. 
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Enfin divisant cette équation, par celle où entre 

GG, on a A a = , d'où l'on tire G G • 

G g ^4 Z? : ^<z; ce qu'il s'agissoit de démontrer. 

Observons, maintenant, que l'équation où entre 

GG , donne GG =
 M

 + N + P • 

Or les lignes AD, BE, CF, GG , sont les vitesses 

des corps M, N, P, & du centre de gravité G; 

par conséquent M X-dD,N X BE, &c., sont leurs 

quantités de mouvement. Donc puisque le raisonne-

ment que nous avons fait jusqu'ici, ne dépend point 

du tout du nombre des corps, on peut conclure 

généralement, i % que fi tant de. corps que l'on voudra 

décrivent uniformément des lignes parallèles, k. centre de 

gravité décrit aufjl uniformément une ligne parallèle i 

celles-là. z°. Que fa vitesse efl égale à la somme des quan-

tités de mouvement des corps qui vont dans un sens, 

moins la somme des quantités de mouvement de ceux qui 

Vont ensens contraire, le tout divisé par lasomme des masses. 

275. Si quelques-uns des corps étoient en repos, 

la vitesse de ces corps étant alors zéro, la quantité 

de mouvement feroit auíîi zéro. Ainsi elle difparoî-

troit dans le numérateur de la fraction qui exprime 

la vitesse du centre de gravité. Mais cela ne chan-; 

geroit rien au dénominateur qui fera toujours la 

somme de toutes les masses. ■ •■ 
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. 276. Si la somme des quantités de mouvement des 

corps qui vont dans un sens> étoit égale à la somme 

des quantités de mouvement de ceux qui vont en 

sens contraire, le numérateur de la fraction qui ex-

prime la vitesse du centre de gravité, feroit zéro. 

Çe centre de gravité feroit donc en repos. Donc quels 

que soient les mouvemens parallèles de plusieurs 

cerps, leur centre commun de gravité reste ea repos, 

quand la somme des quantités de mouvement de 

ceux qui vont dans un sens, est égale à la somme 

des quantités de mouvement de ceux qui vont en 

sens contraire. 

277. Puisque les quantités de mouvement repré-

sentent les forces (158); & que la résultante de 

plusieurs forces parallèles (219) est égale à la 

somme de celles qui agissent ou tendent à agir dans 

un sens, moins la somme de celles qui agissent, ou 

tendent à agir, dans un sens contraire ; concluons 

donc que fi plufieurs forces parallèles font appliquées 

AUX différentes parties d'un fyfìême quelconque de corps, 

U centre de gravité de ce fyflême fe meut comme Jì ces 

forces lui étoient immédiatement appliquées. 

278. Que les corps , en quelque nombre qu'ils 

soient , se meuvent maintenant suivant des lignes 

droites quelconques. Si on imagine deux lignes droites 

quelconques perpendiculaires entre elles; & à leur 
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point de rencontre, une troisième qui soit perpen-

diculaire à leur plan, on peut toujours décomposer 

la vitesse de chaque corps, en trois autres, paral-

lèles à ces trois lignes. Or il fuit de ce que nous 

venons de dire, que le mouvement du centre de 

gravité en vertu des mouvemens parallèles à l'une 

de ces lignes, fera parallèle à cette même ligne, 

fera uniforme, & que fa vitesse fera égale à la somme 

des quantités de mouvement (*) estimées parallèle-

ment à cette ligne, divisée par la somme des masses. 

Donc fi l'on conçoit que l'on ait déterminé, par 

ce principe , le mouvement du centre de gravité 

parallèlement à chacune de ces trois lignes, & qu'en-

suite on compose ces trois mouvemens pour les ré-

duire à un seul (ce qui est possible, puisqu'ils sont 

appliqués à un même point ) , on aura la route 

unique du centre de gravité. Or comme les élémens 

qu'on emploie ici, ne sont autre chose que les forces 

mêmes qu'ont les corps parallèlement à ces trois 

lignes, & que la force unique du centre de gravité 

se trouve, par-là, composée des forces résultantes 

parallèlement à chacune de ces lignes, elle ne peut 

donc manquer d'être égale & parallèle à la résultante 

( * ) C'est par abréviation que 

nous disons seulement, la somme 

des quantités de mouvement : on 

doit toujours entendre la somme 

des quantités de mouvement des 

corps qui vont dans un sens , 

moins la somme des quantités de 

mouvement de ceux qui vont en 

sens contraire. 

de 
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de toutes les forces appliquées à tous ces corps ; 

donc en général, quelles que soient les directions & les 

valeurs des forces appliquées à différentes parties d'un 

fyjlême de corps, le centre de gravité se meut toujours, 

ou tend à se mouvoir, de la même manière que fi toutes 

ces forces lui étoient immédiatement appliquées. 

279. Dans le raisonnement précédent, nous avons 

dit qu'on pouvoit toujours décomposer la vitesse de 

chaque corps en trois autres, parallèles à trois lignes 

données de position. Cependant si la direction de l'un 

des corps étoit parallèle au plan de deux de ces trois 

lignes, ou si elle étoit parallèle à l'une de ces trois 

lignes, il paroît qu'on ne peut, dans le premier cas, 

décomposer qu'en deux forces parallèles à deux de 

ces trois lignes; & que dans le second on ne peut 

faire aucune décomposition, en forces qui soient pa-

rallèles aux deux autres lignes. Nonobstant cette dif-

ficulté apparente, la proposition n'est pas moins géné-

rale : car on voit, par exemple, que tant que la 

ligne AB {fig. 80) n'est pas parallèle à l'une des 

deux lignes P R, P Q, on peut toujours décomposer 

la force représentée par AB, en deux autres AC,A D 

parallèles à ces deux lignes ; mais on voit, en même 

temps, que plus AB approchera d'être parallèlè à 

P Q, & plus la force A D diminuera ; enforte qu'elle 

deviendra zéro, quand A B fera parallèle à P Q. 

Mécanique. Ire. Partie, * T 
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Donc, dans ce cas, on n'est pas moins en droit de 

supposer une décomposition en deux forces, mais 

dont l'une soit zéro. Par la même raison on peut, 

dans ce même cas, supposer une décomposition en 

trois forces parallèles aux trois lignes P Q, P R, PS; 

mais deux de ces trois forces seront zéro. 

280. De ce que nous venons de dire, & de ce 

qui a été dit (275), on doit conclure que le centre 

de gravité d'un fyflême de corps rejlera en repos, fi ayant 

décomposé les forces appliquées à chaque partie du fys-

tême , en trois autres forces parallèles à trois lignes per-

pendiculaires entre elles, la somme des forces ou des quan-

tités de mouvement parallèlement à chacune des trois 

lignes, efl {éro; en prenant avec des signes contraires 

les forces qui agissent dans des sens opposés. 

281. Quand toutes les forces font dans un même 

plan, il est évident qu'il suffit de décomposer chaque 

force en deux autres, parallèles à deux lignes per-

pendiculaires entre elles, & menées dans ce même 

plan ; car les forces perpendiculaires au plan étant 

alors nulles, le mouvement du centre de gravité en 

vertu de ces forces est nul aussi. 

282. Dans tout ce que nous venons de dire, 

nous avons supposé que chacun des corps qui com-

pose le fystême, obéissoit pleinement 6c librement 
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à la force qui le sollicite. Mais les mêmes choses 

n'ont pas moins lieu, quand ils font contraints dans 

leurs mouvemens , pourvu que ces obstacles ne 

viennent point d'une force étrangère au système, c'est-

à-dire , pourvu qu'ils ne soient autres que ceux qui ré-

sultent de la difficulté que peuvent avoir ces corps 

à fe prêter à ces mouvemens , par la manière dont 

ils font disposés entre eux, ou liés les uns aux autres ; 

c'est ce que nous démontrerons, après avoir exposé 

la loi générale de l'équilibre des corps, 6c la loî 

générale de leurs mouvemens. 

Principe général de l'Équilibre des Corps. 

283. Quelles que soient les forces (agissantes ou ré" 

fiflantes ) appliquées à un corps , à un fyflême de corps, 

à une machine, &c., & quelles que soient les directions 

de ces forces ; fi l'on conçoit que chacune soit décomposée 

en trois autres, parallèles à trois lignes tirées par tel 

joint qiìon voudra, & perpendiculaires entre elles ; il 

faut, pour que toutes ces forces puissent se faire équilibre, 

que la somme (*) des forces qui agissent parallèlement 

à chacune de ces trois lignes, soit çéro. 

En effet, nous avons vu ( 227 ) que quels que 

(*) Nous entendons toujours 

ici & dans la fuite , par la somme 

des forces , la somme de celles 

Çui agissent ou tendent à agir 

dans un sens , moins la somme 

de celles qui agissent ou tendent 

à agir dant un sens opposé. 

TÎ 
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sussent le nombre & la nature des forces, on pou-

voit toujours réduire toutes ces forces à trois, dont 

les directions fussent parallèles à trois lignes perpen-

diculaires entre elles. Donc si l'on suppose qu'il y a 

équilibre entre toutes les forces du fyflême, il faut 

qu'il y ait équilibre entre ces trois résultantes, ou 

que chacune soit zéro. Mais ces trois résultantes 

étant perpendiculaires entre elles, ne peuvent ni se 

nuire, ni se favoriser; donc chacune d'elles doit être 

zéro. Or chacune d'elles (223 ) est égale à la somme 

des forces partielles qui lui feroient parallèles ; donc 

en effet les sommes des forces qui ( par la décom-

position) agissent parallèlement à chacune de trois 

lignes perpendiculaires entre elles , doivent être zéro 

chacune. 

284. Si toutes les forces étoient dirigées dans un 

même plan, la somme des forces parallèles à cha-

cune de deux lignes tirées, dans ce plan, perpen-

diculairement l'une à l'autre, feroit zéro. Et si toutes, 

les forces étoient parallèles entre elles, il faudroit. 

que la somme de toutes ces forces fût zéro. Ces 

deux cas sont évidemment compris dans la propo-

sition générale. 

285. Remarquons bien, que cette proposition aura 

toujours lieu, dans quelque cas d'équilibre que ce 

soit; mais on auroit tort de penser qu'elle suffit pour 
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qu'il y ait équilibre. Les autres conditions nécessaires 

pour l'équilibre, varient suivant les qualités, ou les 

dispositions particulières des parties du système ou 

de la machine que l'on considère; nous nous en 

occuperons dans le volume suivant: il ne s'agit ici 

que des principes généraux. 

286. Ce principe est général, soit que les forces 

qui sont appliquées aux différentes parties du sys-

tème , soient toutes agissantes, soit que quelques-

unes seulement soient agissantes , & les autres ca-

pables seulement de résister ; tels seroient des appuis, 

des points fixes, des surfaces, &c., qui s'opposeroient 

à l'action des autres forces. Car les résistances de ces 

obstacles, équivalent à des forces agissantes. 

Principe général du Mouvement. 

287. De quelque manière que plusieurs corps viennent 

à changer leurs mouvemens actuels ; Jì l'on conçoit que 

k mouvement que chaque corps auroit dans l'inflant sui-

vants s'il devenoit libre, soit décompose en deux autres 

dont l'un soit celui qu'il aura réellement après le chan-

gement ; le second doit être tel que si chacun des corps 

n'eût eu d'autre mouvement que ce second, tous Les corps 

fufsmt demeurés en équilibre. 

Cela est évident, puisque si ces seconds mouvemens 

n'étoient pas tels qu'il en résultât l'équilibre dans lè 

T ì 

SCD LYON 1



294 COURS 

système , les premiers mouvemens composans , ne 

seroient pas ceux que les corps auroient après le 

changement, car ils seroient nécessairement altérés 

par ceux-là. 

Ce principe est dû à M. £Alembert. Voyez fa Dy-

namique. 

Conséquences qui résultent des deux principes 

précédens
 3

 par rapport au mouvement du. 

Centre de gravité (les Corps. 

288. Concevons maintenant que plusieurs corps > 

soit libres, soit liés entre eux de quelque manière 

que ce soit ( de manière cependant que rien n'affu-

jétisse le système de tous ces corps ), viennent à 

recevoir des impulsions quelconques auxquelles ils 

ne puissent obéir pleinement, parce qu'ils se gênent 

réciproquement; je dis que le centre de gravité 

fera mû, comme si tous ces corps eussent été libres. 

En effet, quel que soit le mouvement que chaque 

partie du système prendra, on peut toujours con-

cevoir celui qui lui est imprimé, comme composé 

de celui qu'il prendra , & d'un autre. Or (286) 

en vertu de ces seconds mouvemens, il doit y avoir 

équilibre; donc si l'on conçoit Ces seconds mouvemens 

décomposés , chacun , en trois autres , parallèles 
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à trois lignes perpendiculaires entre elles, la somme 

des forces qui en résulteront parallèlement à chacune 

de ces lignes, doit être zìéro (282). Or le chemin 

que le centre de gravité tend à décrire en vertu de 

chacune de ces forces, est (173) égal à la somme 

des forces parallèles à chacune de ces lignes, divisée 

par la somme des corps ; donc le chemin qu'il tend 

à décrire en vertu des changemens survenus dans le 

fyflême, par l'action réciproque des parties de ce 

fyflême , est zéro ; donc le centre de gravité ne par-

ticipe point à ces changemens. Donc il est mû comme 

fi toutes les parties du système obéissaient librement 

& sans aucune perte, chacune à la force qui la 

sollicite. 

Donc en général , Vètat du centre de gravité d'un 

corps ou d'un fyflême de corps, ne change point par 

Faction mutuelle des parties de: ce corps cu de ce syscmc,-

289. Concluons de-là , i°. que Jî un corps ou un 

fyflême de corps tourne autour de son centre de gravité, 

de quelque manière que ce soit; ce centre refiera continuel-

ìtment dans le même état que fi le corps ne tournoit pas, 

2°. De ce même principe, & de ce qui a été 

dit plus haut fur le mouvement du centre de gra-

vité des corps libres, il fuit que fi un corps de 

figure quelconque, 011 un assemblage quelconque de 

T 4 
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corps, reçoit une impulsion suivant une direction 

quelconque A B (sig. 8 1) , laquelle se transmette 

toute entière à ce corps ;* le centre de gravité G 

fera mû suivant une ligne G S parallèle à AB, de la 

même manière que si cette impulsion lui eût été trans-

mise immédiatement suivant cette même direction GS. 

Et si plusieurs forces agissent à la fois fur différens 

points de ce corps, ce centre de gravité fera mû, 

comme si toutes ces forces lui étoient immédiate-

ment appliquées. 

290. Donc si au moment où le corps est frappé 

suivant la direction AB, on appliquoit au centre 

de gravité G une force dirigée en sens contraire sui-

vant S G, & égale à la force qui agit suivant AB, 

le centre de gravité resteroit en repos. Néanmoins il 

est évident que les autres parties de ce corps ne de-

meureroient point en repos, puisque ces deux forces 

quoique égales , ne font pas directement opposées. 

Or le seul mouvement que le corps puisse avoir, son 

centre de gravité restant en repos, est évidemment un 

mouvement de rotation autour de ce centre de gravité. 

Donc fi un corps reçoit une ou plujleurs impulsions 

suivant des directions qui ne passent point par son centre 

de gravité; I
e

. ce centre de gravite sera mû, comme fi 

toutes les forces lui étoient immédiatement appliquées , 

chacune suivant une direction parallèle à celle quelle a. 
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a0. Les parties de ce corps tourneront autour du centre 

it gravité, comme elles le seroient en vertu des forces qui 

font actuellement appliquées au corps, fi ce centre de gra-

vite étoit fixement attaché. 

Nous déterminerons ces mouvemens de rotation 

dans le volume suivant. 

On voit par-là, pour le dire en passant, que si la direction 

de l'effort de la poudre sur la bombe (fig. 78 ) ne passe pas 

exactement par le centre de gravité G de la bombe , celle-ci 

tournera autour de G. Elle peut tourner encore par d'autres 

causes que nous examinerons ailleurs. 

291. Concluons encore que si l'état du centre de 

gravité d'un corps vient à changer, ce ne peut être 

que par l'action ou par la résistance de nouvelles 

forces étrangères à ce corps ; & que par conséquent 

ce changement se déterminera toujours en cherchant 

la résultante qu'auroient toutes ces forces , si elles 

étoient appliquées au centre de gravité, chacune 

suivant une direction parallèle à celle qu'elle a ac-

tuellement. 

Tels font les principes généraux du mouvement 

& de l'équilibre des corps solides. Nous réservons 

pour le volume suivant , les applications de ces 

principes , aux différens cas de mouvement & 

d'équilibre qui peuvent se rencontrer dans l'usage; 

& nous paíîbns à l'équilibre des fluides. 
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DE L'ÉQUILIBRE 

DES FLUIDES, 
ET DES 

CORPS QUI Y SONT PLONGÉS. 

192. QUOIQUE nous ignorions jusqu'où va le 

degré de ténuité des parties des fluides, nous ne 

pouvons douter , néanmoins, que ces parties ne 

soient matérielles ; & que par cette raison, la loi 

générale d'équilibre & celle de mouvement que nous 

avons établies ci-dessus, ne leur conviennent comme 

aux corps solides. Mais cette loi d'équilibre n'étant 

pas la feule nécessaire, ainsi que nous l'avons déjà 

dit ; il nous faut examiner s'il n'y a point quelque 

autre loi générale dont cet équilibre peut dépendre. 

293. Comme l'équilibre consiste dans la destruc-

tion de toutes les forces, & que nous ignorons la 

manière dont les parties des fluides se transmettent 

leurs forces les unes aux autres, ce n'est qu'à l'expé-

rience que nòus devons avoir recours, pour établir „.c 

Q 
'5 
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nos premiers principes : nous commencerons donc 

par exposer ce que l'on connoît, par expérience, de 

plus certain fur cette matière. Mais auparavant, nous 

observerons qu'il faut distinguer deux sortes de fluides. 

Les uns dont les parties font ou peuvent être regar-

dées comme absolument dures, & qui, prises en 

masse, font incompressibles ; c'est-à-dire, ne peuvent 

être réduites à occuper un volume plus petit que 

celui qu'elles occupent dans leur état naturel ; telle 

est l'eau, & telles font la plupart des liqueurs. Les 

autres font composés de parties compressibles & élas-

tiques ; c'est-à-dire, capables d'occuper un espace plus 

petit, lorsqu'on les comprime, & de reprendre leur 

premier état, lorsque la cause qui les réduisoit à un 

plus petit volume, cesse d'agir ; tel est l'air. Nous 

parlerons d'abord des fluides incompreflibles. 

294. Voyons maintenant ce que l'expérience peut 

nous apprendre fur l'équilibre des fluides. 

Soit A B CD (fig. 8z & #3) un canal composé 

de trois branches A B , B C, CD d'un diamètre 

égal. Si l'on conçoit que dans chacun de ces deux 

canaux , on verse de l'eau par la branche AB , elle 

passera de la branche B C dans la branche CD ; & 

lorsqu'on aura cessé de verser, la surface de l'eau 

contenue dans chaque branche se trouvera dans une 

même ligne horizontale A D ou E F, quelle que soit 
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d'ailleurs 1'inclinaison de la branche B C. C'est un fait 

très^connu, & que nous prenons pour principe. Voici 

maintenant les conséquences que ce fait nous fournit. 

295. Le canal A B CD étant rempli jusqu'en AD, 

fi par tel point E que l'on voudra, on imagine l'hori-

zontale EF; il est visible que le poids de l'eau con-

tenue dans E B CF ne contribue en rien à soutenir 

les colonnes AE & D F ; puisque l'expérience fait 

voir que si l'eau n'atteignoit que le point E dans la 

branche AB, elle n'atteindroit que le point F dans 

la branche D C, & que par conséquent le canal 

EBCF est de lui-même en équilibre; donc l'équilibre 

dans le canal total auroit encore lieu si le fluide, 

contenu dans EBCF, perdoit tout-à-coup fa pesan-

teur. On doit donc regarder ce fluide comme étant 

seulement un moyen de communication entre la 

, colonne AE & la colonne D F ; ensorte qu'il trans-

met à la colonne D F toute la pression que la colonne 

AE exerce sur lui ; & réciproquement il transmet 

à celle-ci, la pression que D F exerce sur lui. 

II n'est pas moins évident que la même chose auroit 

lieu, si au lieu de la colonne AE &c de la colonne 

D F on substituoit deux pressions de même valeur ; 

on peut donc de-là conclure en général, que fi un 

fluide sans pesanteur efl renfermé dans un vase quel--

torique; & qu'ayant sait une ouverture à ce vase , on 
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applique une pression quelconque à cette ouverture, cette 

prejjìon se répandra également dans tous les sens. Puisque 

l'inclinaison de la branche BC (Jig. 8s) n'empêche 

pas que les choses ne se passent de la même manière 

que dans la fig. 82. 

296. II est facile de voir maintenant, que non-

feulement la pression se transmet également dans tous 

les sens ; mais encore, qu'elle agit perpendiculaire-

ment fur chaque point de la surface du vase qui 

renferme le fluide. Car si la pression qui agit sur la 

surface n'agiflbit point perpendiculairement, il est 

fàcile de voir qu'elle ne pourroit être détruite en-

tièrement par la résistance de cette surface > que 

nous supposons d'ailleurs fans frottement ; il en ré-

sulteroit donc une action sur les parties du fluide 

même, laquelle ne pouvant manquer de se trans-

mettre dans tous les sens ( 294 ) , occasionnerait né-

cessairement du mouvement dans le fluide ; il ne 

ferait donc jamais possible qu'un fluide restât en 

équilibre dans un vase; ce qui est contraire à l'ex-

périence. 

297. Concluons donc de-là que si les parties d'un 

fluide contenu dans un vase quelconque ABCD 

(Jig. 84 ) ouvert vers la partie A D, sont sollicitées 

par des forces quelconques, & demeurent néanmoins 

en équilibre , ces forces doivent être perpendiculaires 
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à la surface AD; car s'il y a équilibre, cet équilibre 

ne subsistera pas moins si l'on applique une enveloppe 

de même figure que la surface A D ; or nous venons 

de voir que dans ce cas, les forces qui agissent fur 

la surface A D doivent être perpendiculaires à cette 

surface. 

198. Supposons donc que ks forces qui agissent 

fur les parties du fluide, font la pesanteur même ; 

& alors nous conclurons que la direction de la pe-

santeur est nécessairement perpendiculaire à la surface 

des eaux tranquilles; & que par conséquent ks parties 

d'un même fluide pesant doivent être de niveau pour être en 

équilibre , quelle que soit d'ailleurs la figure du vase qui 

US renferme. 

199. Concevons maintenant, que le vase A B CD 

(fi'g. 86 ) étant fermé de toutes parts, soit rempli 

d'un fluide fans pesanteur ; 8c qu'ayant fait une très-

petite ouverture en E, on y applique une pression 

quelconque : il est évident que la pression qui en résul-

tera sur la surface plane représentée par BC, ne dé-

pendra nullement de la quantité de fluide contenue 

dans ce vase, ni de la figure du vase ; mais que 

puisque la pression appliquée en E se transmet égale-

ment dans tous les sens (295), celle de B C fêta. 

égale à la pression qui agit en E, répétée autant de 

fois qu'il y a de points dans B C. 
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300. Par la même raison, la pression appliquée 

en E agira pour écarter le fond supérieur A D; 6c 

la force avec laquelle elle agira sera, pour chaque 

point, égale à la pression qui agit en E ; ensorte que 

le fond A D est pressé perpendiculairement du de-

dans au dehors avec une force égale à la pression 

qui agit en E, répétée autant de fois qu'il y a de 

points dans A D. 

301. Imaginons maintenant que le vase ABCDEF 

(fig. 86) dont la partie CD est horizontale, soit 

rempli d'un fluide pesant. Je dis que la pression 

qui en résulte sur le fond CD, ne dépend nul-

lement de la quantité de fluide contenue dans le 

vase , mais seulement de la grandeur de CD, 8c 

de la hauteur de la surface AF, au-dessus de la 

base CD. 

En effet, concevons l'horizontale B E, & ima-

ginons que le fluide contenu dans BCDE, devienne 

tout-à-coup fans pesanteur ; il est évident, par ce 

qu'on vient de dire ( 299 ), qu'un filet vertical quel-

conque IK du fluide pesant contenu àansABEF, 

exerce au point K, une pression qui doit se répandre 

également dans tout le fluide B CDE ; que cette pres-

sion agit également de bas en haut pour repousser 

Faction de chacun des autres filets qui répondent 

verticalement aux différens points de BE ; donc le 

filet 
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filet IK fait, lui seul, équilibre à tous les autres 

filets de la masse ABEF; donc la masse BCDE 

étant toujours supposée fans pesanteur, il ne résulté 

d'autre pression au fond CD, que celle du filet 

IK, laquelle se transmettant également à tous les 

points de CD , y occasionne une pression égale à 

celle qui s'exerce au point K, répétée autant de fois 

qu'il y a de points dans CD. 

Donc fi on imagine (fig. 8 y") un fluide pesant 

contenu dans ACDF, divisé en tranches horizon-

tales ; la tranche supérieure ne communique pas au 

fond CD d'autre action que celle que communique-

roit le filet ab de même hauteur que cette tranche ; & 

la même chose ayant lieu pour chaque tranche, le 

fond CD n'est donc pressé que comme il le seroit par 

la somme des filets ab,bc,cd, &c. ; ôc puisque cette 

pression se transmet également à tous les points de CD, 

elle est donc égale à CD multipliée par la somme des 

pressions que les filets ab, bc,cd font capables d'exer-

cer fur un même point. 

Donc, i°.Jì à fluide ACDF efl homogène, c'efl-à-

dire, composé de parties de même nature, de même pesan-

teur , &c. la pression sur U fond CD, fera exprimée 

/wCDxag; c'efì-à-dire, sera mesurée par le poids 

du prisme ou du cylindre qui auroit C D pour base & 

a g pour hauteur. 

Mécanique. 1" Partie, * V 
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z°. Si le fluide ejl composé de tranches de différentes 

densités, la pression fur CD, fera exprimée par CD 

multipliée par la somme des pesanteurs spécifiques de 

chaque tranche ; je dis par la somme des pesanteurs 

spécifiques ( * ) & non par la somme des poids ; car 

ce n'est point de la quantité de fluide contenue dans 

chaque tranche, que dépend la pression, mais feu-

lement de la pesanteur propre d'un filet. 

II faut bien observer que ce que nous disons ici, a 

lieu soit que le vase aille en s'élargiffant par en haut, 

soit qu'il aille en se rétrécissant, comme dans la 

fig. 88. La pression que le fluide renfermé dans 

ACDF exerce fur CD, est la même que celle 

qu'exerceroit le cylindre E CD G s'il étoit rempli 

de fluide , à même hauteur. 

302. De ce qui précède, il est facile de conclure 

que fi deux fluides NHCBFL & EFLM (sig. 8
9

) 

homogènes chacun, mais de différente densité, l'un 

à l'égard de l'autre, se communiquent en FL dans 

un vase quelconque, ils ne peuvent être en équi-

libre qu'autant que leurs hauteurs EF, IK, au-

dessus du plan horizontal FL de séparation, seront 

en raison inverse de leurs pesanteurs spécifiques. En 

( * ) On doit se rappeler ici, ce 

que nousavons déjà dit ailleurs , 

que la pesanteur spécifique d'une 

matière quelconque , est la pesan-

teur absolue d'un volume connu 

de cette matière. 
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effet, le fluide LFBCGO pouvant être de lui-

même en équilibre (298), il faut que N H G O 

puisse faire équilibre à EFLM; il faut donc que la 

pression que NHGO exerce de bas en haut fur FL
Y 

soit égale à celle que E FLM exerce de haut en bas 

fur FL. Or (301 ) la pression que NHGO exerce 

fur FL, est égale au poids d'un prisme ou d'un cy-

lindre de ce fluide, qui auroit IK pour hauteur, 

& FL pour base ; d'ailleurs ce poids est égal à la 

pesanteur spécifique multipliée par le volume ; donc 

si on nomme P cette pesanteur spécifique, il aura 

pour expression P x I Kx FL. Par la même raison , 

si l'on nomme p la pesanteur spécifique du fluide 

EFLM, on aura p x EF x FL pour la pesanteur 

absolue de ce fluide, ou pour la pression qu'il exerce 

sur FL. II faudra donc que P X IK x FL — px 

EF x FL, ou que P X IK = p x EF; donc 

P : p EF : IK; les hauteurs EF, IK doivent 

donc être en raison inverse des pesanteurs spéci-

fiques. 

Ainsi, par exemple, si LFBCHN étoit du mercure, & 

EFLM de l'eau; comme le mercure est 14 fois aussi pe-

sant que l'eau, il faudrait que la hauteur IK fût 14 fois 

plus petite que EF; c'est-à-dire, fût la quatorzième partie 

de EF, quelque figure qu'ait d'ailleurs le vase. 

303. Par ce que nous avons dit jusqu'ici, on voit donc 

que la manière d'agir des fluides est bien différente de celle 

V a 
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des solides. II n'y a, à proprement parler (fig. 8j), que 

la partie ECDG qui exerce son action fur la.surface CD; 

& (fig. 88) la surface CD est .pressée par ACDF comme 

elle le seroit par tout le poids du fluide contenu dans le 

cylindre ECDG; au lieu que fi c'étoit un solide, si par 

exemple , le fluide A CDF venoit à se glacer, le fond sup-

porteroit une pression égale au poids de la totalité ACDF 

(fig. 87) & au poids de ACDF seulement (fig. 88). 

304. Mais il faut bien distinguer ici , entre la pression 

que le fond CD éprouve de la part du fluide, & celle que 

l'on auroit à soutenir si l'on vouloit porter le vase. II 

est sûr que si le fond CD venoit à se détacher, il ne 

faudroit employer autre chose pour l'arrêter (fig. 87), 

qu'un effort égal au poids du cylindre ECD.G; mais si 

l'on vouloit porter le vase , il faudroit employer un effort 

égal au poids de l'eau contenue dans tout le vase, c'est ce 

qu'on va voir après que nous aurons donné la manière 

d'évaluer la pression fur les surfaces planes obliques, & fur 

les surfaces courbes. 

305. Soit A CDF (sig.
 9

o & y) la coupe ver-

ticale d'un vase terminé par des surfaces planes 011 

courbes inclinées, comme on le voudra, à l'ho-

rizon. Si l'on conçoit une tranche infiniment mince 

ab de, on peut faire abstraction de la pesanteur de 

cette tranche , & considérer cette tranche comme 

pressée par le fluide supérieur. Or cette pression se 

répand également à tous les points de la tranche, 

& agit perpendiculairement & également fur chacun 

des points des faces ac
t
 bd. Donc puisque (301) 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 309 

cette force est celle que le filet seul IK feroit naître, 

la pression qui s'exerce perpendiculairement surpassera 

exprimée par b d x IK ; & il est évident qu'il en fera 

de même fi au lieu de regarder b d comme une petite 

ligne droite, on la regarde comme une petite surface. 

306. C'est donc à dire, en général, que la pres-

sion qui s'exerce perpendiculairement fur une surface 

infiniment petite quelconque , par un suide pesant & 

homogène, s'eflime par le produit de cette surface, mul-

tipliée par fa diflance à la ligne de niveau A F, & par 

la pesanteur spécifique de ce suide. 

307. Donc la pression totale qui s'exercera fur 

une surface plane quelconque située comme on le 

voudra, est égale à la somme des produits des parties 

infiniment petites de cette surface, multipliées cha-

cune par fa distance au plan de niveau, ou à la sur-

face supérieure du fluide , & par la pesanteur spé-

cifique de ce fluide. Mais par la nature du centre 

de gravité, la somme des produits de chaque par-

tie par fa distance â un plan fixe, est égale au 

produit de la surface totale, multipliée par la dis-

tance de son centre de gravité au même plan ; 

donc la presfion qu'un fluide pesant, exerce contre une 

surface plane oblique , a pour mesure le produit de cette 

surface par la diflance de son centre de gravité au plan 

de niveau & par la pesanteur spécifique du fluide. 

V 3 
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308. Comme les pressions qui s'exercent fur chaque 

point d'une même surface plane, font perpendiculaires 

à la surface, & par conséquent parallèles entre elles, 

la résultante ou la pression totale doit (206) leur 

être parallèle; or, comme nous venons de déter-

miner fa valeur, ainsi que celles de chacune des 

pressions partielles, il fera aisé, par ce qui a été dit 

( 219), de déterminer quand on en aura besoin, par 

où passe cette résultante, qui, comme il est aisé de le 

voir, ne doit point passer par le centre de gravité G 

de cette surface ( fig. $2 ), mais à quelque distance 

au-deflbus. II n'y a que dans le cas où la surface est 

infiniment petite, qu'on peut supposer que la pression 

totale passe par le centre de gravité de cette surface 

inclinée. 

309. Voyons maintenant, ce qui résulte de toutes 

ces pressions, dans le sens vertical, & dans le sens 

horizontal. 

Quelle que soit la figure d'un corps, on peut tou-

jours concevoir ce corps, comme l'alsemblage d'une 

infinité de tranches parallèles entre elles, & fe repré-

senter la surface .du contour de chaque tranche, 

comme l'afsemblage de plusieurs trapèzes dont le 

nombre est infini, quand la surface est courbe. Ainsi, 

pour évaluer ce qui résulte de la pression qu'un fluide 

exerce, soit sur les parois intérieures d'un vase, soit 
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sur la surface extérieure d'un solide qu'on auroit 

plongé dans ce fluide, il faut évaluer ce qui résulte 

de la pression fur la surface d'un trapèze d'une hau-

teur infiniment petite. 

Concevons donc (fig. 33) un trapèze AB CD 

dont les deux côtés parallèles soient AB&c CD, & 

dont la hauteur soit infiniment petite. Qu'au centre 

de gravité G de ce trapèze, on ait appliqué perpen-

diculairement à son plan, une force P dont la valeur 

soit exprimée par le produit de la surface de ce tra* 

pèze , multipliée par la distance G G1 de son centre de 

gravité à un plan horizontal XZ. 

Pour déterminer l'esset de cette force, tant dans 

le sens horizontal, que dans le sens vertical, je con-

çois par la ligne CD un plan vertical CDFE, &£ 

par la ligne A B que je suppose horizontale, j'ima-

gine le plan horizontal AFEB. Et ayant mené les 

lignes verticales CE, B F qui rencontrent ce plan
 y 

en E & F, je mène B E & A F ; enfin, par la di-

rection G P de la force P, je conçois un plan Kl H 

auquel CD soit perpendiculaire, &c dont HGK & 

Hl font les intersections avec les deux plans A B CD
t 

FE CD : ce plan fera perpendiculaire aux plans 

ABC D, FECD (Géom. 190), puisque CD est 

leur intersection commune : enfin du point K pris 

fur A B & IIK, je mène Kl perpendiculaire au 

V 4 
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plan FE CD ; ceîte ligne ne peut manquer d'être 

perpendiculaire à HL 

Cela posé, je décompose la force P en deux autres 

qui soient dans le plan Kl H prolongé , & dont 

l'une G L soit horizontale ou perpendiculaire au plan 

FE CD ; &c l'autre, GM , soit verticale. J'aurai 

donc en nommant L &c M ces deux forces, & for-

mant le parallélogramme GMNL fur la ligne G N 

prise arbitrairement pour diagonale, j'aurai (201) 

P : L : M G N :GL; G M, OU ::GN:GL: 

LN. Mais comme le triangle G L N a ses côtés per-

pendiculaires fur ceux du triangle Kl H, ces deux 

triangles font semblables ( Gtom. 111 ) , & l'on a 

G N : GL : LN :: H K : HI : IK ; donc P : L :> 

M H K : HI : I K. Multiplions ces trois derniers 

termes par
 AB * CD x G G', ce qui ne changera point 

leur rapport, & nous aurons P : L : M : : //"K x 

X GG' : HIx xGG'-.IKx 

AB + CD 
XGG'. 

Observons maintenant i°. que HKx AB + CD 

est la surface du trapèze A B CD. 2°. Que puisque 

CE&cD F font parallèles êk qu'il en est de même 

de CD SiE F,OÏIR CD — EF; donc IKxA**C-
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est la même chose que I Kx AB\ E-~, & par consé-

quent est la surface du trapèze AFEB.-f.Yx comme 

on suppose que la hauteur du trapèze A B C D est 

infiniment petite, E F qui est égale à CD, peut 

être prise à la place de AB ; & de <7Z>,ensorte que 

HI
 x
 fs + ̂  f

e
 réduit kHIxEF qui est la surface 

du rectangle ECDF. On a donc P ; L * M :* 

ABC D xGG' : ECDFx GG' : A FE B x GG', 

Mais nous avons supposé que la force P étoit expri-

mée par A B CD x GG'; donc la force L est expri-

mée par ECDFx G G' ; & la force M est expri-

mée par AFEBx G G'. 

310. Concevons maintenant, que des angles A, 

D, C, B on ait mené des perpendiculaires fur le 

plan X Z. On peut se représenter ces perpendicu-

laires comme les arrêtes d'un prisme tronqué dont 

la base horizontale sur le plan XZ, seroit égale à 

AFEB, & dont la base inclinée est ABC D. Or 

comme AB & CD sont supposées infiniment proches, 

la solidité de ce prisme tronqué n'est pas censée 

différer de celle du prisme qui auroit la même base 

horizontale , & qui auroit G G' pour hauteur ; mais 

«ette dernière auroit pour expression AFEB xGG' 

qui est précisément celle que nous venons de trou-

Ver pour la force verticale M ; donc cette force a 

aussi pour expression la solidité, du prisme tronqué 
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qui a pour base inclinée ABC D, & pour base 

horizontale la projection de A B CD sur le plan 

horizontal XZ. 

3.1.1. Imaginons, actuellement, un solide quel-

conque, coupé en une infinité de tranches horizon-

tales , telles que ABDEabde (fig. $4), & que 

perpendiculairement au centre de gravité de la surface 

de chaque trapèze, dont on peut imaginer que la 

surface du contour de cette tranche est composée, 

on ait appliqué des forces représentées chacune par 

le produit de la surface du trapèze correspondant, 

multipliée par la distance de son centre de gravité 

à un plan horizontal XZ. Ces forces feront les pres-

sions qu'un fluide pesant exerceroit sur la surface 

intérieure de la tranche A B D E ab de d'un vase 

dans lequel il seroit contenu ; elles seroient aussi 

les pressions qu'un pareil fluide exerceroit fur la 

surface extérieure d'un solide qui y seroit plongé. 

Or nous venons de voir que fi l'on décomposoit 

ces forces en deux autres, l'une verticale , & 

l'autre horizontale ; chaque force verticale seroit 

représentée par le prisme tronqué qui a pour base 

dans le plan horizontal X Z, la projection du 

trapèze fur ce plan, & qui a pour base inclinée 

ce trapèze même. Donc la somme des forces ver-

ticales , ou la force verticale unique qui en résulte, 
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sera représentée par la somme de tous ces prismes 

tronqués ; & comme la même chose doit s'en-

tendre de chaque tranche horizontale, il faut donc 

en conclure , 

1 °. Que fi un vase de figure quelconque ACDF 

( fig. 86 ) efl rempli de fluide jusqu'à la ligne quel-

conque A F, il ne résulte de toutes les pressions que le 

fluide exerce fur chacun de ses points , d'autre force ver-

ticale qu'une force représentée par la solidité ou plutôt 

par le poids du volume que le fluide occupe, 

i°. Que fi un corps tel que AEDBM (fig. 95)* 

dont AI B F ejl la plus grande coupe horizontale, efl 

plongé dans un fluide à une profondeur quelconque, & 

tjue l'on fasse abstraction de la pression qui s'exercerait 

fur la partie supérieure A MB ; l'effort vertical du fluide 

pour le soulever, efl égal au poids du volume du fluide 

qui seroit compris entre le niveau X Z, la surface 

AIB F E , & la surface convexe formés, par les per-

pendiculaires abaissées de tous les points du contour 

AIN, fur le plan XZ. 

Si l'on considère ensuite la pression qui s'exerce 

fur la surface supérieure à la plus grande coupe hori-

zontale , on voit par la même raison, qu'il réfulteroit 

des pressions du fluide fur cette surface, qu'il en 

réfulteroit, dis-je, dans le sens vertical, & pour 
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pousser te corps en bas, un effort égal au poids du 

volume de fluide qui seroit compris entre cette même 

surface, celle A'F'B'V de sa projection , & celle 

que forment les perpendiculaires menés de tous les 

points du contour AI B F. Donc si du premier effort 

vertical, on retranche le second , on voit que le 

corps est pouffé verticalement de bas en haut, par 

un effort égal au poids du volume de fluide dont il 

occupe la place. 

312. Concluons donc généralement, que fi un 

corps efi plongé dans un fluide quelconque, il y perd 

une partie de son poids, égale au poids du volume de fiuide 

quil déplace. 

313. II nous reste maintenant deux choses à exa-

miner ; la première est de savoir par où passe ressort 

vertical résultant des pressions du fluide : la seconde , 

ce que deviennent les forces horizontales. 

Quanta la première, il est facile de voir que cet 

effort vertical doit passer par le centre de gravité 

du volume de fluide qui a été déplacé. En effet, 

si on conçoit ce volume décomposé en une infinité 

de filets verticaux, Teffort que le fluide exerce pour 

pousser verticalement chaque filet, est exprimé (311) 

par le poids d'un volume de fluide égal à ce filet. 

Donc pour avoir la distance de la résultante, à un 
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plan vertical quelconque, il faudroit multiplier la 

masse de chaque filet considérée comme de même 

nature que le fluide, par la distance à ce plan, & 

diviser la somme de ces produits par la somme des 

filets; or c'est précisément ce qu'il faut faire pour 

trouver la distance du centre de gravité du volume 

déplacé ; donc en général la poussée verticale d'un 

fluide sur un corps qu'on y plonge, pafiè toujours par 

le centre de gravité du volume de suide déplacé. 

314. Voyons , maintenant, ce que deviennent 

les forces horizontales dont nous avons parlé ci-

desius. 

Si l'on se représente toujours la tranche solide de 

la fig. 94, &C que par les côtés a b , b c, &c. de 

la section inférieure on conçoive des plans verticaux 

terminés par la section supérieure ; ces plans forme-

ront le contour d'un prisme qui aura pour hauteur 

celle de la tranche ; ck chaque face de ce prisme, 

exprimera (309) par l'étendue de sa surface, la 

valeur de la force horizontale qui lui est perpendi-

culaire. Mais comme toutes ces faces font de même 

hauteur, leurs surfaces font dans la raison de leurs 

bases ab, bc, &c; donc les forces horizontales font 

entre elles dans la raison des côtés ab, bc, ckc. 

D'ailleurs à quelque endroit de ces faces qu'elles 

soient appliquées, comme ces faces font d'une hauteur 
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infiniment petites, on peut regarder ces forces ho-

rizontales comme appliquées, toutes, dans le plan 

horizontal abc des, chacune perpendiculairement fur 

le milieu du côté qui sert de base à la face corres-

pondante du prisme dont il s'agit. Je dis fur le milieu, 

parce qu'il est aisé de voir que la résultante des 

pressions qui s'exercent fur la surface de l'un quel-

conque des trapèzes qui forment la surface de la 

tranche, doit passer par l'un des points de la ligne 

qui joint les milieux des deux côtés parallèles ; & 

que par conséquent la force horizontale qui en ré-

sulte , doit rencontrer la ligne qui joint les milieux 

de deux côtés opposés de la face correspondante du 

prisme. La question est donc réduite à savoir ce qui 

doit arriver à un polygone quelconque (fig. $6) 

lorsque chacun de ses côtés est tiré ou pouffé par 

une force appliquée perpendiculairement à son mi-

lieu , & représentée pour sa valeur, par ce côté. 

Nous allons voir qu'elles se détruisent mutuelle-

ment. 

Ne considérons d'abord que deux forces P & Q, 

(fig. c)/) appliquées perpendiculairement fur les mi-

lieux des deux côtés AB, AC du triangle ABC, 

èc représentées par ces côtés. II est clair que leur 

résultante passera par leur point de concours F, 

qui dan^ le cas présent est le centre du cercle qui 
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passeroit par les trois points A, B, C ( Gêom. 55). 

Je dis d'ailleurs, qu'elle doit passer par le milieu du 

côté BC, auquel elle sera par conséquent perpen-

diculaire; & qu'elle sera représentée par ce côté BC. 

En effet, si l'on décompose la force P en deux 

autres l'une De parallèle, & l'autre D h perpendi-

culaire au côté BC, en formant le parallélogramme 

Degh; on aura en nommant e &c h ces deux forces, 

P : e : h ;: Dg : De : Dk :: Dg : De : ge; or 

en abaissant la perpendiculaire A O, le triangle geD 

est semblable au triangle A O B, parce qu'ils ont les 

côtés perpendiculaires. On a donc D g : De : ge 

AB : A O : B O ; donc P : e : h :: A B : A O : 

B O. Or par la supposition, la valeur de ia force P 

est représentée par AB; donc celle de e l'est par 

AO, &c celle de h l'est par B O. 

Si l'on décompose pareillement la force Q en 

deux autres, l'une lm parallèle, & l'autre Ik per-

pendiculaire au côté BC, on prouvera de même, 

que m est représentée par AO, &c k par CO. Les 

deux forces m & e font donc égales, puisqu'elles font 

représentées par la même ligne A O. D'ailleurs elles 

agissent en sens contraires, & suivant une même 

ligne DI parallèle à BC, puisque D &c I sont les 

milieux de AB, AC; donc elles se détruisent. La 

résultante doit donc être la même que celle des deux 

1 
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forces h & k; & comme celles-ci font parallèles, 

puisqu'elles font perpendiculaires àBC, que d'ailleurs 

elles agissent dans le même sens, leur résultante 

doit être égale à leur somme, & perpendiculaire 

à BC. Donc i°. elle est représentée par Z?0 -f- OC; 

c'est-à-dire, par BC. 1°. Étant perpendiculaire 

à BC, 6c devant d'ailleurs passer, ainsi que nous 

venons de le dire, par le centre i^du cercle circonscrit 

à. ABC, elle passe donc par le milieu de B C. 

Cela posé (fig. c}6~) la résultante V des deux 

forces P & T fera donc perpendiculaire fur le mi-

lieu de BE, & représentée par BE. Par la même 

raison, la résultante X des deux forces V & S, & 

par conséquent celle des trois forces P, T, S, fera 

perpendiculaire fur le milieu de B D, & représentée 

par B D. Enfin la résultante Y des deux forces X 

& Q, & par conséquent, celle des quatre forces P, 

T, S, Q, fera perpendiculaire fur le milieu de DC, 

& représenté par DC ; elle fera donc égale & di-

rectement opposée à la force R ; donc toutes ces 

forces se détruiront. 

On voit que le raisonnement est le même, quels 

que soient le nombre & la grandeur des côtés. 

Donc en général, les efforts qui résultent dans k 

sens horizontal
 t

 de la pression qu 'un fiuide pesant exerce 

perpendiculairement 
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perpendiculairement sur la surface d'un corps qui y ejl 

plongé, se détruisent mutuellement. 

315. Tels sont les principes qui fervent à déter-

miner les effets de la pression des fluides fur les vases 

qui les renferment, & fur les corps qu'on y plonge. 

Voyons maintenant quelques usages de ces principes. 

Puisque les efforts que le fluide fait dans le sens 

horizontal, se détruisent mutuellement, il ne faut 

donc pour conserver un corps dans la position qu'on 

lui aura donnée dans un fluide, il ne faut, dis-je, 

autre chose, que détruire l'effort vertical de la pres-

sion ; ce qui exige deux choses : la première, qu'on 

oppose de haut en bas un effort qui soit égal à celui 

que la pression exerce de bas en haut : la seconde, 

que cet effort soit en ligne droite avec celui de la 

poussée verticale du fluide. Or la poussée verticale 

du fluide, est équivalente au poids du volume de 

fluide déplacé ; donc fi le volume de fluide déplacé, 

pesé plus que le corps plongé, le corps surnagera & s'élèvera 

jusquà ce que le volume de fluide correspondant à la partie 

submergée, pèse autant que le corps entier. 

316. Donc, si lorsqu'un corps surnage, on vient à ajouter 

ou à ôter â son poids, un poids quelconque, il s'enfon-

cera ou s'élèvera jusqu'à ce que l'augmentation ou la dimi-

nution du poids du volume de fluide déplacé, soit devenue 

égale à ce nouveau poids. Si ce poids qu'on ajoute , ou 

Mécanique, /«, Partie, * X 
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qu'on retranche, est petit, eu égard à ceîui du volume de 

fluide actuellement déplacé, la quantité IK (fig. p8) dont 

s'abaissera ou s'élèvera la coupe A B, fera d'autant plus 

petite que ce poids fera plus petit, & qu'en même temps 

la coupe AB fera plus grande. On pourra donc, lorsque 

ce poids fera petit, & que la coupe A B fera grande, re-

garder AB & ab, comme égales, & évaluer le volume 

nouvellement déplacé, par la surface représentée par AB, 

multipliée par IK; c'est-à-dire, par A B X IK. Donc si 

p est le poids d'un pied cube de fluide , p X AB X IK 

fera le poids de ce volume, AB Y. IK étant évalué en 

pieds cubes. Ainsi, si P est le poids qu'on ajoute, ou qu'on 

retranche, on aura pXABxlK=P; d'où l'on tire 

P 

IK — p „ Ag ì c'est-à-dire, pour un ponton, par exemple, 

que pour savoir combien une certaine augmentation faite à la 

■chargé, sait enfoncer le ponton, il faut diviser la valeur P de 

cette augmentation, par la surface de la coupe faite à fleur 

-d'eau, estimée en pieds quarrés, & multipliée par le poids 

d'un pied cube d'eau. 

317. Le poids d'un corps restant le même, on peut 

«tendre son volume à volonté. II n'y a donc pas de 

matière fi pesante qu'on ne puisse faire surnager. 

318. Puisque, lorsqu'on diminue le poids d'un corps fans 

rien changer à son volume, il doit s'élever avec un effort 

qui ne peut être contrebalancé que par un poids égal à celui 

qu'on a ôté; il s'enfuit donc, qu'on peut employer utile-

ment la poussée verticale de l'eau pour élever des fardeaux ; 

par exemple , pour tirer des pièces d'artillerie du fond de la 

mer ou des rivières où elles feroient envasées, en les attachant à 
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quelques bateaux que l'on aura d'abord chargés de corps pesons, 

cu d'eau , & qu'on vide ensuite. 

319. En général, si P est la pesanteur spécifique 

d'un corps qui surnage, ou ce que peseroit un pied 

cube, par exemple, de ce corps, s'il étoit d'une 

matière uniforme ; V son volume ; p la pesanteur 

spécifique du fluide; u le volume de la partie sub-

mergée : le poids de ce corps fera P x V ou P F; 

celui du volume de fluide fera pu; on aura donc 

/ • P V 
P F = pu; équation qui donne u = — ; d'où l'on 

voit que le poids P V du corps restant le même, 

la partie submergée sera toujours d'autant plus pe-

tite , que la pesanteur spécifique du fluide sera plus 

grande.
 v 

320. Cette même équation donne V' : u \\ p \P; 

c'est-à-dire, que le volume du corps, & celui de 

la partie submergée sont en raison inverse de la pe-

santeur spécifique du corps, & de celle du fluide. 

321. C'est fur ce principe que font construits certains 

inomkris ou pèse-liqueurs. Ce font des instrumens qui par 

la quantité dont ils s'enfoncent ou se relèvent dans cer-

taines liqueurs , font connoître la pesanteur spécifique de 

ces liqueurs. 

Pour en donner une idée, concevons que le cylindfe 

creux AB CD (fig. 09) lesté dans fa partie inférieure D C 

»Vec une matière pesante quelconque, afin de lui faire 

Wnserver une situation verticale, soit plongé dans un 

X 1 
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fluide, & qu'il s'arrête de lui-même lorsqu'il est enfoncé 

de la quantité ED. Alors on est sûr ( 312) que le volume 

de fluide dont EDCF occupe la place, pèse autant que 

le corps entier ADCB. Donc si on connoît le poids ab-

solu du corps ADCB, on a le poids d'un volume de 

fluide égal au cylindre EDCF. Donc si on évalue la so-

lidité ou le volume EDCF en pouces cubes, par exemple, 

& le poids de ADCB en onces; en divisant le poids de 

ADCB par le nombre des pouces cubes de EDCF, le 

quotient exprimera ce que pèse un pouce cube du fluide 

dont il s'agit. 

Ayant ainsi déterminé la pesanteur spécifique d'un fluide,' 

on détermine ensuite celle des autres, beaucoup plus promp-

tement, en partant toujours des mêmes principes. 

Concevons qu'ayant divisé le côté AD en plusieurs par-

ties égales, on ait marqué le point E où le cylindre s'ar-

rête dans le fluide qui a servi à la première expérience. 

Alors si en plongeant le cylindre dans un autre fluide, il 

s'enfonce de la quantité De plus grande ou plus petite que 

DE, on en conclura que le nouveau fluide est, au con-

traire , spécifiquement moires pesant ou plus pesant que le 

premier, dans le rapport de De à DE; c'est-à-dire (320) 

que la pesanteur spécifique du premier fluide est à celle du 

second, comme De ' DE; ensorte que comparant les 

nombres de parties de D A que comprennent DE & De, 

on aura le rapport des pesanteurs spécifiques des deux li-

queurs ; ou bien encore, si ayant marqué au point E la 

pesanteur spécifique du fluide auquel on veut comparer tous 

les autres, on se propose de marquer aux différens points < 

les pesanteurs spécifiques des liqueurs dans lesquelles l'aréo-

mètre plongeroit jusqu'en e; on divisera le nombre des 
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parties égales de DE par le nombre des parties égales de De, 

& multipliant le quotient par la pesanteur spécifique qui 

correspond au point E, on aura celle qui correspond au 

point e ; c'est-à-dire, le nombre qu'il faut écrire en e pour 

marquer !a pesanteur spécifique du fluide dans lequel le cy-

lindre s'arrêteroit à cette division. 

Mais si on vouloit comparer les pesanteurs spécifiques de 

fluides peu différens en densité ; pour peu que le cylindre 

eût de largeur, il est clair que la différence des enfonce-

mens feroit d'autánt plus petite, que la différence de den-

sité feroit elle - même plus petite, & que le diamètre du 

cylindre feroit plus grand. II faudroit donc alors employer 

un cylindre d'un diamètre fort petit ; mais pour lui con-

server la stabilité, ou la faculté de se maintenir dans une 

situation verticale, alors on pourroit l'adapter comme on le 

voit (fig. 100) à un autre cylindre GH1K, lesté comme 

il a été dit ci-deffus. 

Au reste, il n'est point nécessaire que la partie GH1K 

soit cylindrique, non plus que la partie ABC D. La partie 

GHJK peut avoir la forme que l'on voudra, pourvu qu'elle 

procure de la stabilité; & la partie A B CD peut être pris-

matique de telle figure que l'on voudra d'ailleurs. II suffit 

qu'elle soit telle que des parties égales du volume AB CD 

répondent à des parties égales de la longueur AC, ensorte 

qu'on peut donner à l'aréomètre la figure que l'on voit 

(h- "")• 

On peut varier à l'infini la construction 6k la forme de 

ces instrumens , en partant toujours des mêmes principes. 

Mais après ce que nous venons de dire, nous ne ferons 

mention que de l'aréomètre représenté (fig. 101). Le pré-

cédent est destiné à marquer les pesanteurs spécifiques des 

X 3 
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liqueurs par ses différens enfoncemens ; celui-ci les déter-

mine par un enfoncement constant. 

AB CD est une espèce de bouteille de verre creuse, à 

long col, lestée dans fa partie inférieure C avec un peu 

de mercure. L'extrémité A porte un bassin destiné à rece-

voir différens petits poids. E est une marque qui désigne le 

point où s'arrête l'aréomètre par son poids seul dans la li-

queur la moins pesante. 

Si on plonge cet aréomètre dans une autre liqueur pins 

pesante, il s'tlèvera, & ne pourra être ramené au même 

enfoncement qu'en ajoutant des poids dans le bassin A. La 

quantité de ces poids qu'on ajoute, fait connoître la diffé-

rence de pesanteur spécifique entre le fluide actuel & le 

premier ; ainsi connoissant la pesanteur spécifique du pre-

mier, on a celle de tout autre. 

322. Si le corps pèse plus qu'un pareil volume 

de fluide ; alors il doit s'enfoncer, & ne peut être 

retenu que par une force égale à l'excès de son poids 

fur celui d'un pareil volume de fluide. Or íì nous 

représentons toujours par p & P les pesanteurs 

spécifiques du fluide & du corps ; & par F, le 

volume du corps, nous aurons PV — pV pour 

l'excès du poids du corps fur celui d'un pareil 

volume de fluide. Donc si on conçoit que ce corps 

soit retenu, à l'aide d'un fil, au fléau d'une balance, 

comme on le voit {fig. 102 ) , & que P' soit le poids 

avec lequel il peut être en équilibre ; on aura P1 =* 

PV — pV, d'où l'on tire \ r= Or P V 
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est le poids du corps dans l'air, &C P' son poids lors-

qu'il est plongé dans le fluide ; donc connaissant le poids 

d'un corps dans l'air, & son poids dans un fluide, on 

aura aisément le rapport des pesanteurs spécifiques de ce-

dernier fluide & du corps, en divisant la différence du 

us deux poids, par le poids du corps dans tair. 

Par exemple, si un corps pèse 6 onces dans l'air, & <f 

onces dans l'eau , je divise la différence i , par 6, 6k le 

quotient \, me fait voir que la pesanteur spécifique du corps» 

est à celle du fluide, comme 6 est à t. 

L'air, comme fluide pesant, diminue ausiî une 

partie du poids des corps ; en forte que le poids qu'ils 

ont dans l'air, n'est pas leur poids réel. Mais comme 

l'air est un fluide fort rare, & dont la pesanteur spé-

cifique n'est qu'environ la 850
e
 partie de celle de Peau,, 

on peut se dispenser d'avoir égard à la diminution 

qu'il occasionne. 

323. Si l'on conçoit qu'on plonge le même corps; 

que ci-dessus, dans un autre fluide dont la pesanteur 

spécifique soit p', & que P" soit le poids avec lequeî 

il peut alors être en équilibre ; de même qu'on a eu 

P = P y— pV, on aura P" = p'V; or 

ces deux équations donnent p V — P V — P
1
, & 

p'V = PV— P" ; donc divisant cette dernière, par 

U ' 'J
 p

' pv - P" ,, , 
la précédente, on aura - = -p-y _

 p
, ; d ou , con» 

noissant le poids P V d'un corps dans Pair, son poids 

X 4 
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P" dans un fluide, & son poids P' dans un autre 

fluide, on déterminera facilement -, c'est-à-dire, le 

rapport des pesanteurs spécifiques des deux fluides. 

C'est d'après ces principes que l'on peut cons-

truire une Table des pesanteurs spécifiques des dif-

férens corps tant solides que fluides. On en trouvera 

une à la fin de ce volume. 

3 24. Suivant ce que nous venons de voir, la pe-

santeur spécifique multipliée par le volume, donne le 

poids absolu d'un corps. Mais la densité multipliée par 

le volume donne la maffe (160), qui ( 171 ) est pro-

portionnelle au poids. Donc la pesanteur spécifique 

multipliée par le volume, est proportionnelle à la 

densité multipliée par le volume ; donc la pesanteur 

spécifique des corps efl proportionnelle à leur densité. 

325. Revenons aux corps qui surnagent. Pour 

qu'un corps puisle rester en équilibre sur un fluide, il 

faut, ainsi que nous l'avons vu ( 31 5 ), que son poids 

total soit égal à celui du volume de fluide déplacé. 

Mais cette condition ne suffit pas. //saut encore, que 

la ligne qui pafi'e par le centre de gravité du corps plongé, 

& par le centre de gravité du volume de la partie submergée, 

soit verticale. 

Car la pesanteur du corps, & la poussée du fluide s'exer-

çant chacune suivant une ligne verticale, dont la première 
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passe par le centre de gravité du corps, & la seconde, par 

le centre de gravité du volume déplacé, ne peuvent êtra 

directement opposées ( comme il faut qu'elles le soient pour 

l'équilibre ), qu'autant que ces deux verticales se confon-

dront. 1 

316. Ainsi, pour déterminer si un corps A CE D B 

(fig' L0
3 ) d'une forme &c d'une matière connues, peut 

demeurer en équilibre fur un fluide, dans une posi-

tion qu'on a dessein de lui donner; il faut mener un 

plan horizontal CD qui sépare une partie CE D dont 

le volume soit au volume total AEB, comme la pe-

santeur spécifique du corps est à celle du fluide : & 

ayant déterminé le centre de gravité G de AEB; 

& celui G' de CE D, si la ligne G G
1 est perpendi-

culaire au plan CD, l'équilibre aura lieu. 

317. Nous supposons dans ce que nous disons ici, 

que le corps AEB est homogène ; c'est-à-dire, que 

la matière qui compose son poids est toute de même 

espèce, & qu'elle est uniformément répandue dans 

tout l'espace qu'occupe le volume total. S'il n'en 

étoit pas ainsi, on commenceroit par calculer la va-

leur d'un volume de fluide, égal en poids, au poids 

total de AEB, & l'on feroit CE D égal à ce vo-

lume , CD étant horizontale ; ce qui se réduit à 

une question de pure Géométrie, dont les principes 

donnés jusqu'ici, peuvent fournir la solution. 
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318. C'est encore une autre question que l'on peut 

résoudre à l'aide des mêmes principes, que celle de 

déterminer les différentes positions dans lesquelles un 

corps peut rester en équilibre fur un fluide ; mais 

comme nous n'avons aucune application essentielle 

à faire ni de l'une ni de l'autre de ces deux ques-

tions , nous ne nous en occuperons pas. 

329. Le corps CED {fig. /04) étant actuelle-

ment en équilibre fur un fluide dont A B est la sur-

face : G étant le centre de gravité de ce corps ; G' 

celui de la partie submergée A EB ; si l'on conçoit 

que l'on incline infiniment peu le corps, ensorte que 

aEb devienne la partie submergée, dont G" soit 

le centre de gravité. Ce corps reviendra à fa pre-, 

mière position, si la verticale G"M qui convient à 

cette seconde position, rencontre la verticale G'M 

qui convient à la première, au-dessus du centre de 

gravité G du corps. Au contraire il versera tout-à-

fait, si le point M est au-dessous de G, comme 

en M'. 

En effet, la direction G"M qu'aura alors la poussée 

de l'eau , & qui fera verticale, ne passant point par 

le. centre de gravité G, tend (2.90) à imprimer au 

corps deux mouvemens, l'un pour élever le centre 

de gravité, & qui est détruit par le poids du corps; 

l'autre qui tend à le faire tourner autour du centre de 
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gravité G. Or il est facile de voir que si le point G 

est au-deffous de M, ce mouvement de rotation au-

tour de G, tend à se faire de A vers C, tk par con-

séquent à ramener G' dans !a verticale actuelle G"M. 

Au contraire, si M est au-dessous de G, comme en 

M'\ le mouvement de rotation autour de G, tend 

à se faire de C vers A, & par conséquent ne peut 

qu'éloigner G' de G" ; c'est-à-dire, tend à faire ren-

verser le corps. 

Donc pour que le corps puisse revenir à fa situation 

primitive, il faut que G'M soit plus grande que G1 G. 

Le point M est ce qu'on appelle le Mètacentre ; 

parce que c'est la limite de la hauteur à laquelle peut 

être placé le centre de gravité G, pour que le corps 

flottant ne soit pas renversé par une petite incli-

naison ; car pour peu que G fût au-dessus du point 

M, le corps se renverseroit. 

330. Les fluides élastiques ont de commun avec 

les fluides fans ressort , qu'abstraction faite de la 

pesanteur, la pression se communique également dans 

tous les sens. Mais ils diffèrent de ces derniers, en 

ce que si après avoir appliqué à la surface A B 

( fig. 106 ) d'un fluide sans ressort, une pression 

quelconque P, qui agisse fur un fond mobile A B, 

on vient à supprimer subitement ce poids P
i
 le 

fluide n'agira pas contre le fond A B. Au lieu que 
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dans les fluides à ressort, lì après que la preflìon P 

aura amené le fond A B dans la situation quelconque 

ab, on vient à supprimer cette pression , le fond ab 

sera repoussé de b vers B avec la même force qui 

l'avoit amené de B en b. 

Quoi qu'il en soit, la manière dont la pression 

se distribuera, sera toujours la même que pour les 

fluides fans ressort ; c'est-à-dire, qu'elle agira per-

pendiculairement aux surfaces ; & que dans les 

fluides élastiques pesans, & qui ne sont comprimés 

que par Faction de leur pesanteur, les efforts de la 

pression fur les parois des vases, ou fur la surface 

des corps plongés dans ces fluides ; ces efforts, 

dis - je, estimés dans le sens horizontal , se détrui-

ront mutuellement ; & dans le sens vertical, ils 

se réduiront à un seul dont la direction passera par 

le centre de gravité du volume sur lequel le fluide 

agit. 

331. Quant à la valeur absolue de la pression sur 

une surface quelconque, en vertu de la pesanteur 

seule du fluide élastique ; il n'est pas douteux que fur 

les surfaces horizontales , elle ne soit ( toutes choses 

d'ailleurs égales) proportionnelle aux surfaces fur 

lesquelles elle s'exerce. Mais elle ne se mesure pas, 

comme dans les autres fluides, par le poids du 

prisme ou du cylindre qui auroit pour base cette 
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surface ; & pour hauteur, la distance de cette sur-

face jusqu'à la surface supérieure du fluide. 

En effet, si un fluide élastique est tel que sans fa 

pesanteur, il puisse occuper i'eípace A EFB {fig. 106) ; 

lorsqu'on le supposera pesant, il est visible que les 

tranches de ce fluide, les plus proches du fond £ F, 

chargées de leur propre poids, & de celui des tranches 

supérieures, feront plus comprimées que celles-ci; 

que par conséquent, fi l'on conçoit deux tranches 

de même hauteur, l'une près du fond EF; l'autre 

à quelque distance de ce fond, la matière de la pre-

mière fera plus dense que celle de la seconde, & 

pèsera par conséquent davantage. Ainsi les tranches 

de même hauteur, chargeant le fond EF, d'autant 

moins qu'elles en font plus éloignées, la pression sur 

le fond EF doit s'estimer, non-feulement par la gran-

deur de ce fond , &C par le nombre des tranches 

contenues de D en F, mais encore par la pesanteur 

spécifique de chaque tranche, laquelle est différente 

d'un endroit à l'autre. Ensorte que si l'on représente 

par x la distance F Q d'une tranche quelconque, au 

fond EF; par dx la hauteur infiniment petite de cette 

tranche, & par Z? la pesanteur spécifique , ou la 

densité de cette même tranche; D dx sera le poids 

d'un filet de cette tranche ; & son action sur EF, 

kid.EFy.Ddx; donc l'action de toutes les tranches, 
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Ou la pression sur £ .F sera E FsDdx; c'est-à-dire, 

qu'il faudra prendre l'intégrale de Ddx, & la mul-

tiplier çar'EF. II faudra donc connoìtre la valeur 

de D en x, c'est-à-dire, suivant quelle loi les densités 

varient, à mesure que les tranches font plus éloi-

gnées du fond EF. 

Quand on aura déterminé la pression fur une sur-

face horizontale, il sera aisé de déterminer la pression 

sur toute autre surface, en partageant cette surface 

en parties infiniment petites ; chacune de ces parties 

pourra être regardée comme pressée autant que fi 

elle étoit horizontale. 

332. De tous les fluides élastiques, l'air est celui 

qui nous intéresse le plus : c'est pourquoi nous allons 

nous arrêter à en considérer les principales propriétés; 

celles, du moins, qui ont le plus de rapport à notre 

objet. 

333, Vair ejî pesant. C'est un fait constaté par un 

grand nombre d'expériences. En voici quelques-unes. 

Si l'on prend un tube de verre (fig. 107) d'environ 30 

pouces, fermé hermétiquement par l'une A de fes extré-

mités , & que par le bout ouvert on introduise du mercure 

dans toute la capacité : si l'on vient à renverser & plonger 

le bout ouvert B, dans un vase où il y ait aussi du mer-

cure ; le mercure contenu dans le tube, descendra jusqu'à 

ce que la colonne restante soit d'environ 27 pouces Sc 
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demi (*), à compter de la surface du mercure dans !e 

vase. 

Voici comment cette expérience prouve la pesanteur de 

l'air. La colonne de mercure contenue dans C B exerce au 

point B une pression fur le mercure inférieur qui ne peut 

être contrebalancé que par un effort égal agissant en sens 

contraire. Or le mercure contenu dans le vase où le tube 

est plongé, n'agit contre cette colonne, qu'à raison de la 

distance de sa surface supérieure jusqu'à l'ouverture B ; il 

ne peut donc contrebalancer. On ne peut donc chercher 

ailleurs l'effort nécessaire, que dans le fluide qui repose fur 

tous les points de la surface supérieure du mercure contenu 

dans le vase ; c'est-à-dire, qu'on doit la chercher dans l'air ; 

donc c'est l'air qui par son poids fait équilibre à la colonne 

£ C de mercure. 

Voici, d'ailleurs, un autre fait qui nous fera utile & qui 

vient à l'appui. Si c'est l'air qui soutient la colonne 2?C; 

il faut, si nous employons un fluide moins pesant que le 

mercure, que la hauteur à laquelle ce fluide restera suspendu , 

soit plus grande que B C, &c cela ( 302) dans le rapport 

inverse des pesanteurs spécifiques de ces deux fluides. Or 

on fait que l'eau pèse 14 fois moins que le mercure. II faut 

donc que si l'on emploie de l'eau au lieu de mercure, elle 

puisse être soutenue par l'air, jusqu'à la hauteur de 14 fois 

27 pouces 6k demi, c'est-à-dire , jusqu'à 32 pieds environ. 

( * ) Cette quantité varie selon 

l'état de l'air, & la hauteur du 

lieu où se sait l'expérience : nous 

supposons ici, que c'est lorsque 

l'air est dans un état moyen , 

& que l'on est, à peu près, au 

même niveau que Paris. Nous 

supposons de plus , que le mer-

cure contenu dans le tube , a été 

purgé d'air : ce n'est pas ici le 

lieu d'en exposer leí moyens. 
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C'est en effet, ce que Pexpérience confirme. Car on sait que 

si par le moyen d'un piston on veut élever l'eau dans un 

seul corps de pompe, au-delà de 32 pieds, l'eau s'arrête 

constamment à ce terme à très-peu près. On ne peut donc 

douter que l'air ne soit pesant, & que par cette raison, il 

ne presse la surface des corps, autant que le feroit une co-

lonne d'eau dont la base seroit égale à cette surface, & 

dont la hauteur seroit de 32 pieds environ. 

C'est cette pression qui appliquée à tous les corps, & par 

conséquent à la surface de l'eau, oblige l'eau de monter 

dans les pompes, lorsqu'en tirant le piston on fait un vide 

entre le piston & l'eau dans laquelle plonge la pompe. Mais 

pour avoir des idées plus distinctes fur la manière dont l'eau 

s'élève dans les pompes, il faut examiner une autre pror 

priété de l'air. C'est son élasticité. 

334. L'air es. compressible; il cfl élastique: & les volumes 

auxquels il peut être réduit par la compression, font sensiblement", 

en raison inverse des poids dont il est chargé. 

C'est un fait établi par l'expérience suivante. 

Dans un tube de verre recourbé ABC (fig. 108), dont 

la branche AB soit au moins de 30 ou 40 pouces, & dont 

la branche B C soit par-tout de même diamètre, & fermée 

hermétiquement en C ; faites couler du mercure jusqu'à ce 

que la capacité B la plus basse du tube soit remplie; & 

ayant appliqué ce tube fur une planche graduée, observez 

quel est le nombre de divisions compris entre B & C. Je 

suppose ici que ce soit 8 pouces. Versez du mercure dans 

la. branche A B, jusqu'à ce que l'excès de la hauteur du 

mercure dans AB, fur celle du mercure qui entrera dans 

BC, 
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BC, soit de 27 pouces & demi environ. L'air qui occu-

poit d'abord toute la partie BC n'en occupera plus que la 

moitié. Si vous continuez de verser du mercure dans la 

branche A B, jusqu'à ce que la différence des hauteurs du 

mercure dans les deux branches, soit de deux fois 27 pouces 

& demi, ou environ ; l'air restant dans B C n'occupera plus 

que le tiers de BC; il n'occupera que le quart, si la dif-

férence des hauteurs est de trois fois 27 pouces & demi ou 

environ; & ainsi de fuite. 

Cette expérience fait voir que l'air se comprime 

à mesure qu'on le charge, & qu'il se comprime, 

à très-peu près , proportionnellement aux poids. 

En effet, lorsqu'il n'y avoit du mercure que dans la ca-

pacité inférieure B, l'air contenu dans B C, étant de même 

nature que celui qui étoit dans AB, étoit chargé de tout 

le poids de l'air qui répond verticalement à l'ouverture du 

tube. II étoit donc chargé par un poids équivalent à une 

colonne de mercure de 27 pouces & demi environ. Puis 

donc qu'en ajoutant encore une, deux, trois, &c. pressions 

semblables, ilfe réduit, selon ce que nous venons de dire, 

à des espaces deux fois, trois fois, quatre fois moindres que 

B C, il se comprime donc, dans le rapport des poids qui 

le chargent. 

Quant au ressort de l'air ; par un procédé inverse 

on s'assure qu'il a lieu & qu'il augmente à propor-

tion de la compression, ou qu'il diminue à proportion 

que la compression diminue. 

Car si l'on retire du mercure de dedans la branche AB, 

on verra l'air reprendre de l'étendue dans la branche CB, 

Mécanique. I" Partie, *Y 
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ik en reprendre d'autant plus, qu'on diminuera plus la pres-

sion : l'air est donc non-seulement compressible ; mais dans 

quelque état de compression qu'on le mette, il tend à se 

Tétablir & à occuper un espace plus grand, & tel que lors-

que le poids qui le comprime diminue, l'espace dans lequel 

l'air se répand, est à celui auquel il étoit réduit, comme le 

poids dont il étoit chargé dans ce dernier cas, est à celui 

dont il est chargé actuellement. 

335. L'air que nous appelons naturel ou libre, 

est donc dans une compression habituelle, & telle 

que s'il venoit à perdre tout-à-coup fa pesanteur, 

il tendroit à s'écarter de toutes parts avec une force 

telle que la partie d'air renfermée dans un espace 

comme ABC (fig. 108) ne pourroit être retenue, 

qu'en appliquant' à l'ouverture A une force égale 

au poids d'une colonne de mercure qui auroit cette 

ouverture pour base , & ij pouces & demi de 

hauteur. 

336. D'après ce que nous avons dit (330) fur 

la différence entre les fluides élastiques & les fluides 

non élastiques, on voit donc que l'air renfermé de 

toutes parts dans un vase, fait autant d'effort pour 

pouffer du dedans au dehors, que l'air environnant 

en fait pour pouffer du dehors en dedans : & c'est-là 

ce qui fait que les corps ne cèdent point à la pression 

considérable qu'ils éprouvent, selon ce que nous 

avons dit (333)' 
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337. Un tube tel que celui que nous avons dé-

crit ( 333 ) 0%. /07) étant appliqué fur une planche 

graduée dont les divisions commencent à la ligne de 

niveau , ou à la surface du mercure dans le réser-

voir , est ce qu'on appelle le baromètre ; parce qu'il 

sert à juger de la pression que l'air exerce sur la 

surface des corps , par la hauteur à laquelle le mer-

cure reste suspendu dans le tube AB. 

On voit donc maintenant, pourquoi cet instrument marque 

la même hauteur dans un endroit fermé, comme dans un. 

endroit libre. C'est que l'air renfermé exerce par son ressort, 

la méroe pression sur le mercure contenu dans le réservoir, 

que s'il agissoit librement par son poids. 

338. Le mercure ne se soutient pas constamment à 

la même hauteur dans un même lieu. II est , à Paris, 

tantôt un peu au-dessus de 17 pouces j, tantôt un peu 

au-dessous : & cela, selon que la compression occa-

sionnée ou par le poids, ou par le ressort de l'air, 

augmente ou diminue. Comme le ressort de l'air 

peut augmenter ou diminuer fans que son poids 

total augmente ou diminue, ainsi qu'il peut arriver 

par la chaleur ou par le froid , on ne doit pas attri-

buer les variations du mercure dans le baromètre, 

uniquement aux changemens du poids de l'air. 

Quoi qu'il en soit, puisque ces changemens an-

noncent que l'air est en état de faire équilibre à une 

Y z 
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colonne plus ou moins grande de mercure , & par 

conséquent à une colonne d'eau plus ou moins 

grande : il faut en conclure que la plus grande hauteur 

à laquelle on puisse élever l'eau par le moyen d'une 

feule pompe, n'est pas constamment de 3 2 pieds ; 

mais qu'elle varie selon la hauteur du mercure dans 

le baromètre. 

339. Si on porte le baromètre, d'un lieu en un 

autre plus élevé ou plus bas, le mercure s'abaissera 

dans le premier cas, & s'élèvera dans le second. 

Parce que la colonne d'air qui appuie sur le réser-

voir , étant plus courte dans le premier cas, & 

plus longue dans le second, doit peser moins dans 

le premier cas, & plus dans le second ; & par 

conséquent ne peut faire équilibre qu'à une colonne 

de mercure plus petite dans le premier cas, & plus 

grande dans le second. Ainsi, dans le premier cas, 

le tube se videra un peu dans le réservoir ; & dans 

le second le réservoir fournira le tube: c'est aulîî 

ce que l'expérience a confirmé. Mais il faut observer 

que ces variations ne font sensibles qu'à des chan-

gemens de hauteurs, de quelques toises. On peut 

dire, en gros, que 12 toises de différence de hau-

teur répondent à une ligne de différence dans le 

baromètre. 

Donc les plus grandes hauteurs auxquelles on peut 
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élever l'eau par le moyen d'une seule pompe , 

varient suivant les hauteurs auxquelles on est élevé , 

& font proportionnelles à la hauteur du baromètre 

en ces endroits. 

340. Nous avons dit queil'air se comprimoit dans la raison 

des poids , à très-peu près. Quoique Pexpérience d'après 

laquelle nous l'avons prouvé, donne le rapport des poids 

pour celui des compressibilités, & le donne assez exacte-

ment ; il ne faut pas conclure cependant qu'il en seroit de 

même, quel que fût le poids dont on chargeât l'air. II n'est 

pas vraisemblable qu'on puisse réduire un volume quelconque 

d'air, à occuper un espace infiniment petit, en le chargeant 

continuellement ; non plus qu'à occuper un espace infini, en 

diminuant sa pression à l'infini. Cette extrême compressibilité, 

& cette extrême dilatabilité ne sont pas dans la nature. Néan-

moins , lorsqu'il ne s'agit que de hauteurs médiocres, on 

peut supposer que l'air, à différentes hauteurs, est comprimé 

dans la raison des poids dont il est chargé ; & par-là, on 

peut déterminer à-peu-près, à quelle hauteur doit se tenir 

le baromètre, en vertu du poids seul de l'air, à différentes 

hauteurs. 

En effet, nous avons vu ci-dessus (331) que D étant la 

pesanteur spécifique ou la densité à une hauteur quelconque , 

la pression que l'air éprouvóit, ou pouvoit faire éprouver 

en cet endroit, étoit sDdx ; donc si on appelle k la hauteur 

du baromètre en cet endroit, & si on représente par 1 la densité 

du mercure, on aura sDdxzzh,ou plutôt / — D dx zz h , 

parce que x croissant , h diminue. 

D'un autre côté, puisque l'air est d'autant plus dense qu'il 

est plus chargé, fa densité ou fa pesanteur spécifique augmente 

Y 3 
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comme les poids dont il est chargé, 81 par conséquent 

si on appelle H la hauteur du baromètre au niveau de la 

mer, & p la pesanteur spécifique de l'air, à ce même ni-

D H 
veau ; on aura H \ h p '. D ; donc h zz ; donc 

HD s — Ddx — . Différencions cette équation, en obscr-

vant que p & iïsont constans. On aura — Dix — ——
f 

d'où l'on tire^ — ~^
x

; donc ( 100) ID =z —^—+ ^ Çi 

Mais au niveau de la mer, c'est-à-dire lorsque x — o, on 

doit avoir D — p ; donc lp — IC ; donc C zz. p. On a 

donc ID zz —f?- + lp, d'où l'on tire ID-lp — 

~zJJL 
, D — px r D H , , , 

ou / — zz —~, ou enfin — — e , e etant le nomore 
p H 3 p 

- v* 

dont le logarithme est 1 (90). On a donc Z> == p e H .Repre-

nant donc l'équation / — pdx — h, & substituant pourZÏ 

— r* 

sa valeur, on aura hzzs —pe H dx; intégrale que (122) 

— r* -r* 

l'on trouvera être Ht 11 ; donc enfin h — Ht H , ou 

Ih sa IH — qui donnera la hauteur h du baromètre, 

à la hauteur x au-deffus du niveau de la mer , lorsqu'on 

connoîtra sa hauteur H au niveau de la mer, & la pesanteur 

spécifique p de l'air, à ce même niveau. 

Pour rendre cette expression encore plus commode pour 

le calcul, on peut regarder -~- comme le logarithme d'un 

certain nombre A ; & supposer zzlA. Alors on aura 

Ih — IH— lAzzl—, 

Mais il faut bien observer que dans l'équation 
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I^-zzlA, lorsqu'après la substitution des valeurs de p,x ^ 

& H, on aura déterminé -—- & par conséquent IA , ce 

logarithme est le logarithme hyperbolique ; ainsi pour trouver 

le nombre A par le moyen des Tables ordinaires de loga-

rithmes, il faudra convertir ce logarithme en logarithme: 

ordinaire, en le multipliant (88) par 0,43429448 , &c. 

A l'égard de l'équation Ihzzzl-j- , quoique les logarithmes 

qu'elle renferme soient hyperboliques, on peut les considérer 

comme logarithmes ordinaires, parce que fi deux nombres-

©nt des logarithmes égaux, dans un système, iìs auront encore 

des logarithmes égaux dans tout autre système qui leur sera 

commun. 

Pour donner quelque application de ce que nous venons 

de dire, proposons-nous de trouver quelle doit être la hau-

teur du baromètre au sommet du Pic de Ténérijse ; c'est-à-dire
 9 

de comparer celle qui résulteroit du calcul précédent, avec 

celle qu'on y a observée. 

La hauteur de cette montagne a été trouvée de 13158 pieds 

de Paris, ou 157896 pouces au-dessus du niveau de la mer^ 

Au niveau de la mer, le mercure se tenoit à vingt-sept pouces 

dix lignes; & au sommet du Pic , il étoit à dix-sept pouces 

cinq lignes; c'est-à-dire, que l'expérience donne h — yu?> 

yoyons ce que donne le calcul. 

La pesanteur spécifique de l'air est à peu près la 850e. partie de 

celle de l'eau commune; 6k la pesanteur spécifique de celìe-cî 

est à peu près la quatorzième partie de celle du mercure. Gn a 

donc,.. p =
 s

—-— = 1 
' ÍSjox 14 liyoo 

X SS I 57896?°-.. 

fízzz 

Y 4 
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Donc =r —
15:7896

 . = 0,476715 3 qui est le logarithme 

hyperbolique de ce que nous avons appelé A; donc multi-

pliant par 0,4342945 , nous aurons 0,2070346 pour le 

logarithme ordinaire de A. Donc l =3 1,2375306 ; donc 

Ih — 1,2375306, qui dans les Tables ordinaires répond à 

17,28. DoncAz=i7P°-, 28= i7P°-3us-f. Or l'observation 

a donné 17F0- 5lis- ; la différence entre le calcul & l'observation 

n'est donc que de I
U

S- f. 

Au reste , nous ne devons pas dissimuler qu'on ne doit pas re-

garder cette détermination, comme pouvant donner bien exac-

tement la hauteur du baromètre, fur-tout à de grandes hauteurs. 

i°. Parce qu'ainsi que nous l'avons déjà observé, l'air ne se com-

prime pas proportionnellement aux poids, à toute distance. 

a0. Parce qu'à des distances un peu considérables, la pesanteur 

diminue. 3°. Parce que la pesanteur spécifique p de l'air , est 

très-variable. 40. Parce que les variations qui arrivent dans 

les hauteurs du baromètre, pouvant dépendre en partie du 

ressort de l'air dilaté par la chaleur, ou condensé par le 

froid, il faudroit connoître l'action de ces causes, à diffé-

rentes hauteurs. 50. Parce que les vapeurs & autres corps 

étrangers dont l'air est chargé , peuvent encore apporter 

beaucoup de modifications à cette détermination. 

341. Une autre application que nous pouvons faire des 

mêmes principes, & qui a plus de rapport à notre objet, 

parce qu'elle est propre à donner une idée de la résistance 

que l'air oppose au mouvement des projectiles, ainsi que 

nous le verrons dans le volume suivant; c'est pour déter-

miner la densité de l'air à différentes hauteurs. 

- r* 

Nous avons trouvé ci-dessus — = e H pour l'expressiofl 
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de cette densité, H étant la hauteur du mercure dans le 

baromètre au niveau de la mer, ou au point d'où l'on 

compte les x. 

Soit a la' hauteur à laquelle s'élèveroit l'athmosphère si 

son poids restant le même, elle avoit par-tout la même 

densité p qu'au point d'où l'on compte les x. On aura 

1 X H zzz pa, 1 marquant toujours la pesanteur spéci-

fique du mercure. Substituant pour H sa valeur p a, on 

D — — 
aura donc — — t a , & par conséquent D — pe" . 

A l'égard de la quantité a, elle dépend du rapport de 

la pesanteur spécifique de l'air à celle de l'eau, dans le lieu 

dont il s'agit ; par exemple, si la pesanteur spécifique de 

l'air est à celle de l'eau : : i : 850, ainsi que cela a lieu 

dans les températures moyennes, & à des élévations peu 

considérables au-deslus du niveau de la mer; alors l'air est 

capable , par fa pesanteur moyenne, de faire équilibre à 

une colonne d'eau de 32 pieds de hauteur ; ainsi la hau-

teur a fera = 850 X 321"- = 27200P*. 

Ainsi si l'on demande quelle seroit, dans ces mêmes 

suppositions , la densité à la hauteur de 1000 pieds, on 
— IOOO — 10 — 10 

aura D = pi**™ = pe~*>* , ou R = e~, & par con-

séquent log. — == II faut donc connoître le nombre 
1 ° p 272 

qui a pour logarithme hyperbolique-^-, ou celui qui a 

pour logarithme ordinaire —— X 0,4342945 ; c'est-à-
272 

dire , le nombre qui dans les Tables ordinaires répond à 

— 0,0159593 '
 ce

^
 0

>9&4 à peu près ; donc y = 0,964; 

donc D : p : : i : 0,964 :: 1000 : 964 :: 250 : 241, 
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c'est-à-dire, qu'à iooo pieds de hauteur, la densité est di-

minuée de On trouvera de même , qu'à la hauteur de-

looo toises, la densité seroit diminuée de ^~ à peu près;. 

c'est-à-dire, de près de fí 

342. Après ce que nous venons de dire fur le 

poids &c le ressort de l'air & fur la pression des 

fluides en général, il est facile d'entendre comment 

l'eau s'élève dans les pompes. 

II y a trois parties principales à considérer dans 

une pompe. Les tuyaux, les soupapes & les pistons. 

Le piston est un corps A B CD de base circulaire 

(,%. log , 110 & tu), qui peut parcourir la capa-

cité intérieure du tuyau qu'on appelle Corps da 

Pompe ,* & qui le remplit exactement en la parcourant. 

La soupape E est destinée à permettre & à fermer 

alternativement le passage à l'eau. Le corps de 

pompe est le tuyau que parcourt le piston. F G B K 

est un autre tuyau lié au corps de pompe, & qui a 

son extrémité inférieure plongée dans l'eau dont je 

suppose que R S est le niveau. 

Si l'on suppose qu'une puissance P (sig. ioc)} 

appliquée à la tige du piston, vienne à élever le piston, 

l'air renfermé dans l'efpace DVKHGFC tendra, 

par son ressort, à occuper l'efpace que le piston laissera 

libre ; il soulèvera la soupape E, pour entrer dans 
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le corps de pompe; son ressort diminuera â mesure 

qu'il s'étendra. II exercera donc fur la surface G H 

de l'eau un effort moindre que ne fait l'air naturel, 

sur les.parties environnantes RG, H S. L'excès de 

pression de la part de l'air extérieur , fera donc mon-

ter de l'eau dans le tuyau G K k une certaine hauteur 

H N, jusqu'à ce que le poids de cette colonne, 

joint au reflbrt de l'air restant, soit égal au poids 

de l'air extérieur. Alors la soupape E se fermant 

d'elle-même, si l'on baisse le piston , l'air contenu 

entre le piston & la base T F du corps de pompe, 

augmentera de ressort à mesure qu'on baissera; il 

fera effort contre la base du piston, & s'échappera , 

si son ressort étant devenu plus grand que celui de 

l'air extérieur, le piston est en même temps percé 

d'un trou recouvert d'une soupape L, qui puisse 

s'ouvrir & se fermer comme la première. 

Cet air une fois sorti, la soupape L retombe, & 

si l'on recommence à lever le piston , l'eau s'élèvera 

dans F G H K , à une plus grande hauteur, parla 

même raison que ci-devant, ensorte qu'après un 

certain nombre de coups de piston, elle gagnera le 

corps de pompe, ou étant une fois entrée, elle 

passera à chaque abaissement du piston , à travers 

k trou dont il est percé, en levant la soupape , qui 

se fermant ensuite par son propre poids, retiendra 
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au-dessus d'elle, l'eau qui aura passé, & que l'on 

élèvera en même temps que le piston. Tel est le jeH 

de la Pompe aspirante. 

Quant à la Pompe foulante, voici ses effets. Lors-

qu'on fait descendre le piston PCD (fig. u o) que 

je suppose , ici , placé au-dessous du niveau de l'eau 

ES, il se fait un vide entre la soupape E qui est 

alors fermée, & la base du piston. Le poids de 

l'eau agissant conjointement avec celui de l'air exté-

rieur contre la soupape L, fait passer l'eau dans le 

corps de pompe. Lorsque l'eau cesse d'entrer, la 

soupape L se ferme. Alors si l'on remonte le piston, 

il chasse devant lui l'eau qui est entrée ; force la 

soupape E de se lever, & introduit l'eau dans la 

partie TVYX. Le piston une fois élevé, la soupape 

E se ferme, & retient l'eau, jusqu'à ce que, par 

une nouvelle opération semblable à la première , on 

en fasse passer de nouvelle, qui s'élève dans TVYX 

à proportion du nombre de coups de piston. Quelque-

fois le piston est placé au-dessus du niveau de l'eau, 

mais dans toute disposition cela s'explique d'une ma-

nière analogue. Tel est le jeu de la pompe foulante. 

La pompe aspirante & foulante est ainsi nommée, 

parce qu'elle réunit les effets des deux autres. Le 

piston ABC D (sig. m) s'élevant, fait entrer l'eau 

dans l'efpace CDTVO par le moyen du tuyau 
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FGHK, comme dans la pompe aspirante. Puis, 

lorsqu'il s'abaisse, il foule l'eau contenue dans cet 

espace, laquelle ne pouvant échapper par la fou-

pape E qui se ferme d'elle-même, lève la soupape 

£, & passe dans le tuyau M O m n. On peut varier 

beaucoup la construction & la disposition des par-

ties des pompes ; mais leurs effets s'expliqueront 

toujours facilement , par ceux que nous venons 

d'exposer. 

343. Voyons maintenant les propriétés fondamen-

tales de ces machines. 

Par le moyen de la pompe foulante, on peut 

élever l'eau à telle hauteur que Ton veut, pourvu 

qu'on y emploie une force suffisante. Mais l'estima-

tion de cette force exige plus d'une considération. 

II faut avoir égard aux dimensions du piston & des 

tuyaux ; à la hauteur à laquelle on veut élever l'eau ; 

à la vitesse avec laquelle on veut l'élever. ' Nous 

n'examinerons point ici cette question. Quant à pré-

sent, nous no^ts bornerons à quelques-uns des élémens 

qui peuvent servir à la résoudre. 

II est constant que la puissance nécessaire, pour 

élever l'eau à une hauteur proposée, doit du moins 

être capable de faire équilibre à la pression que la 

base du piston éprouveroit, si lorsqu'une lame de 
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fluide a atteint la hauteur proposée, le tout de-

meuroit en équilibre. C'est cette pression que nous 

allons évaluer ici. 

En général, la puissance doit être au moins ca-

pable de soutenir le poids d'une colonne d'eau qui 

auroit pour base celle du piston, & pour hauteur 

la distance depuis le niveau de l'eau R S (fig. //o) 

jusqu'à la lame supérieure XY. 

En effet , lorsque la base DC du piston est au-

deffous du niveau de l'eau R S ; il est visible que 

la puissance n'a point à soutenir la pression de l'eau 

comprise entre R S &C DC, parce que cette pres-

sion est contre-balancée par celle de l'eau environ-

nante qui se transmet par l'ouverture inférieure du 

corps de pompe. La puissance n'a donc à soutenir 

que la pression qu'exerce sur la surface DC, ìe fluide 

compris entre RS & XY. Or cette pression doit 

s'estimer par celle d'un seul filet qui auroit pour 

hauteur la distance de RS à XY, doit, dis-je, 

s'estimer par la pression de ce filet, répétée autant 

de fois qu'il y a de points dans DC; elle est donc 

en effet, égale au poids d'une colonne d'eau, qui 

auroit pour base DC, & dont la hauteur seroit 

celle de XY au-deffus du niveau de l'eau. 

Lorsque le piston est au-dessus du niveau supposé 

en R'S' : il est évident que l'eau contenue entre DC 
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& R' S' ne charge point le piston. Mais comme elle 

ne peut, alors, être soutenue que par la pression 

que l'air extérieur exerce sur la surface de l'eau en-

vironnante , cette pression de l'air n'est donc plus 

capable de faire équilibre à la pression de celui qui 

agit à la surface XY. Par conséquent la surface DC 

du piston est surchargée d'un poids équivalent à la 

colonne d'eau qui auroit DC pour base, & dont 

la hauteur seroit égale à la distance de DC à R'S'. 

Cette pression jointe à celle qu'exerce sur D C, 

l'eau contenue entre DC & XY, & qui a pour 

valeur le poids d'une colonne d'eau qui auroit D C 

pour base, & dont la hauteur seroit égale à la 

distance de DC k XY, fait donc encore le poids 

d'une colonne d'eau qui auroit D C pour base, & 

dont la hauteur seroit celle de XY au-dessus du ni-

veau ÉS' de l'eau. 

344. A l'égard de la pompe aspirante; pour juger 

de son effet, il ne suffit pas d'évaluer la puissance ; 

il faut examiner, avant tout, si l'eau pourra par-

venir jusqu'au piston, & même s'élever au-dessus; 

car il y a des circonstances où l'eau peut s'arrêter à un 

certain terme, quelque nombre de coups de piston, 

que l'on donne. 

Pour comprendre ceci, imaginons que l'eau soit 

déjà parvenue en / (/g. /09), la situation actuelle 
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du piston étant la plus baffe qu'il puisse avoir ; & 

supposons, pour plus de simplicité, que la pompe 

est d'une grosseur uniforme par-tout. II est clair que 

l'air compris dans l'espace CDIZ est de même force, 

de même ressort que l'air extérieur ( du moins, abs-

traction faite du poids de la soupape L, & de la ré-

sistance de son frottemént). Car s'il avoit plus de 

ressort, il s'échapperoit en levant cette soupape. Con-

cevons maintenant que le jeu du piston, ou l'étendue 

qu'il parcourt à chaque levée, soit D O. Lorsque la 

base CD sera arrivée en Q O, l'air qui occupoit 

l'espace CDIZ, tend à se répandre dans l'espace 

QOIZ; & si l'eau ne monte pas davantage, il s'y 

répandra en effet. Alors son ressort fera moindre que 

celui de l'air naturel, dans le rapport de CDIZ à 

QOIZ, ou dans le rapport de DlkOI, Donc 

si cette force de ressort, jointe au poids de la co-

lonne d'eau, qui auroit pour hauteur la distance de 

ZI à RS, fait un poids égal à 31 pieds d'eau en 

hauteur, qui est l'effort que l'air peut exercer fur 

la surface de l'eau en R S, il est clair qu'il y aura 

équilibre , &C que l'eau ne montera plus ; si ce poids 

est plus grand que 3 2 pieds, elle retombera avant 

que la soupape E puisse se fermer , & s'il est plus 

petit que 3 2 pieds, l'eau continuera de monter. 

Voyons donc comment on peut déterminer ce 

poids. 
Nommons 
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Nommons h la hauteur depuis le point O jusqu'au niveau 

RS; i le jeu du piston, ou l'espace DO qu'il parcourt; 

x la distance 01. Nous aurons Dl = x — i, & la hau-

teur du point / fera h — x. 

Puisque l'air renfermé dans CDIZ, a le même ressort 

que l'air extérieur ; fa force peut donc être mesurée par 

une colonne d'eau de 32 pieds en hauteur; ainsi puisque 

celle de cet air répandu dans l'espace QOIZ, doit être 

moindre, dans le rapport de Dl à 01, cette force fera le 

quatrième terme de cette proportion x '. x — i ; ; 32 ',' 

2
 — Mais la force que l'eau comprise entre ZI 

& R S, exerce contre la pression extérieure de l'air, est 

mesurée par la hauteur h — x; donc celle du ressort de 

l'air répandu dans l'espace QOIZ, jointe à celle du poids 

tic l'eau comprise depuis 1Z jusqu'en R S, forme un poids 

total de 3

2

 * (* O ^- k — x. Or pour que l'eau puisse 

toujours monter, il faut que ce poids soit moindre que celui 

d'une colonne d'eau de 31 pieds; donc si l'on nomme y, 

ce dont il est moindre, on aura ^ O j_ ^ __
 x = 

32 — y; d'où l'on tire — 321 -\- h x — xx zz — xy ; 

&par conséquent x =z\h-\-\yrç.V — 3
2

{J. 

Pour que l'eau s'arrête, il est clair qu'il faut que y soit 

zéro. Et comme on a alors x = \h ± V (\hh — 31*')» 

dont les deux valeurs font réelles, si 5M est plus grand 

que 32 i; on peut donc dire que lorsque le quarré de la moitié 

de la plus grande hauteur de la base du piston, au-dejsus du ni-

veau de l'eau, est plus grand que 32 fois le jeu du piston, il 

y a toujours deux points où l'eau peut s'arrêter dans la pompe 

aspirante. Ensorte que la pompe doit être réputée mauvaise; 

Mécanique. Ire. Partie. * Z 
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fi le piston, lorsqu'il est le plus bas, se trouve entre ces deux 

points. 

Mais si 3 2 i est plus grand que i h h, les deux valeurs 

de x que l'on a en supposant y = o , deviennent imagi-

naires ; ce qui annonce que dans une pompe construite sui-

vant cette condition, il est impossible que y soit zéro ; donc 

la pression de l'air extérieur sera toujours plus forte, & 

l'eau ne s'arrêtera point. Donc, pour que la pompe aspirante 

produise infailliblement son effet, il faut que le quarré de la 

moitié de la plus grande hauteur du piston au-dessus du niveau 

de l'eau, soit plus petit que 32 fois le jeu du piston. 

Si de l'équation — 32 s -f- hx — xx =3 — xy, que 

nous avons trouvée ci-deffus, on tire la valeur de y, on 

xx — hx + 311 

aura y = - . 

Concevons maintenant que A B (fig. 112 & 11 y) repré-

sentant la plus grande hauteur du piston au-dessus du ni-

veau de l'eau, & AD le jeu du piston, on donne succes-

sivement à x, pour valeurs, les différentes parties A P de 

la ligne A B, & que l'on porte fur les perpendiculaires P M, 

les valeurs de y qui résulteront de ces substitutions ; on 

aura une courbe MMC, qui (fig. 112) tant que \ hh fera 

plus grand que 32Í, coupera AB eii deux points / & V; 

ensorte qu'il y aura des ordonnées P M, de part & d'autre 

de AB ; les ordonnées qui font à la droite, marquant les 

valeurs positives de y ; & celles qui font à la gauche, mar-

quant les valeurs négatives. 

On voit donc que tant que \ hh est plus grand que 3ai, 

la pression de l'air extérieur est toujours la plus forte jus-

qu'à ce que l'eau ait atteint la hauteur BV. Qu'à ce point 

elle s'arrêtera ( abstraction faite du mouvement acquis ), 
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parce que la valeur de y est zéro. Mais si l'eau par son 

mouvement acquis, passe la hauteur BV, parvient à quel-

que point entre 1 8c P, elle ne pourra s'y arrêter, mais 

elle descendra ( en supposant que la soupape ne s'y oppose 

pas ) , parce que la valeur de y étant négative, marque que 

la pression de l'air extérieur est plus foible que les efforts 

réunis de l'eau & du ressort de l'air intérieur. Si l'air atteint 

la hauteur du point /, elle pourra s'y arrêter par la même 

raison que ci-dessus. Mais si elle passe une fois le point /, 

alors il n'y a plus à craindre qu'elle descende, parce que 

les ordonnées P M comprises entre A & / étant toutes po-

sitives, font voir que la pression de l'air extérieur est tou-

jours la plus forte, depuis la hauteur du point / jusqu'à 

celle du point A. 

Lorsqu'au contraire la valeur de \hh est plus petite que 

%ii (fig. 113), la courbe ne coupe plus Taxe AB ; toutes 

les ordonnées P M font positives ; la pression de l'air exté-

rieur est donc toujours la plus forte. II n'y a donc pas d'arrêt 

à craindre. Ce qui confirme & éclaircit ce que nous avons 

dit ci-dessus. 1 

345. Si la pompe aspirante étoit établie à une hau-

teur ou à une profondeur sensiblement différente de 

celle à laquelle le poids de l'air est équivalent à une 

colonne d'eau de 3 2 pieds ; il faudroit, dans tout ce 

que nous venons de dire, mettre moins ou plus de 

32 pieds. Ce moins ou plus peut se déterminer par 

le baromètre, en comptant autant de fois 14 lignes 

de plus ou de moins à l'égard de 32 pieds, que 

le mercure marquera de lignes au-dessus , ou au-

deffous de 27 pouces ík. demi. 

Z 2 
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Dans le calcul précédent, nous avons regardé la pompe, 

comme si elle étoit d'une grosseur uniforme ; lorsqu'elle ne 

l'est point, comme dans la figure IOÇ, la solution n'est pas 

plus difficile pour cela. Pour calculer l'effort de l'air inté-

rieur , lorsqu'on suppose que l'eau n'est pas encore dans le 

corps de pompe XV; lorsqu'elle est en AíiVpar exemple, 

il faut faire-cette proportion: l'espace QOFNMTQ : 

CDVNMTC ; *. 32P sont à un quatrième terme qui étant 

joint au poids de la colonne d'eau qui a pour hauteur NH, 

doit ensuite être égalé à 32 — y, comme ci-dessus. Au 

surplus, quand le tuyau d'aspiration FG est d'un diamètre 

plus petit que le corps de pompe, si la condition que nous 

avons exigée ci-dessus a lieu, la pompe ne peut manquer 

d'avoir son effet; car l'air se dilate encore plus facilement 

dans celle-ci, que si elle étoit d'une grosseur uniforme. 

346. Quant à l'effort dont la puissance doit être ca-

pable , pour soutenir l'eau à une hauteur déterminée 

XY(sig. ;qo ) ; il se mesure, ainsi que nous lavons 

vu pour la pompe foulante, par le poids d'une colonne 

d'eau, qui auroit pour base, la base D C du piston, 

& pour hauteur celle de XFau-déssus du niveau R S. 

( Nous faisons abstraction du frottement & du poids 

du piston). Cela se démontre par un raisonnement 

semblable à celui que nous avons employé pour la 

pompe foulante, lorsque le piston est au-dessus du 

niveau de l'eau R'S' (sig. 110). 

347. La pesanteur & le ressort de l'air, servent 

à expliquer beaucoup d'autres faits : nous nous bor-

nerons à en rapporter quelques-uns. 

SCD LYON 1



DE MATHÉMATIQUES. 357 

Si dans un vase où il y a de l'eau, ou tout autre fluide, 

on plonge (fig. 114) la branche la plus courte d'un tube 

recourbé DEF ( qu'on appelle siphon ) ; & qu'on aspire , 

en suçant ou autrement, l'air contenu dans ce siphon , l'eau 

montera & sortira par F jusqu'à ce que, dans le vase, elle 

soit, descendue à l'ouverture D. 

La raison de ce fait, est que lorsqu'on a fait sortir l'air 

renfermé dans DEF, la pression de l'air extérieur agit fur 

la surface A B, force le fluide de monter dans le siphon 

& de s'écouler par la branche EF. Et quoique lorsque l'écou-

lement est commencé, l'air presse le fluide, au point F, 

avec une force égale, à très-peu près, à celle qui presse la 

surface de l'eau dans le vase ; néanmoins la lame F est 

pressée en sens contraire, par toute la colonne d'eau IF ; 

cette colonne doit donc tomber : mais en tombant elle tend 

à faire un vide en I qui ne peut manquer d'être rempli par 

l'action , toujours présente, de la pression de l'air sur la sur-

face de l'eau dans le vase. 

On voit par ce raisonnement , que pendant l'écouîement, 

l'air n'agit qu'avec un effort proportionnel à la différence IF 

de niveau, entre F & la surface de l'eau dans le vase ; en-

sorte que l'écouîement sera d'autant plus prompt,. que les 

deux branches du siphon différeront davantage : ainsi si F 

& D étoient de niveau, l'écouîement n'auroit pas lieu. On 

dit communément que la branche EF doit être plus longue 

que la branche E D ; mais on voit qu'en s'exprimant ainsi
 % 

on doit entendre que la hauteur verticale de E au-dessus de 

F, doit être plus grande que celle de E au-dessus de D. La 

longueur absolue n'y fait rien. On pourroit rendre D E beau-

coup plus longue que E F, en contournant DE de diverses 

manières; tant que Le point D fera plus haut que F, le 

1 5 
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fluide s'écoulera jusqu'à ce qu'il soit arrivé en D, pourvu 

que la hauteur de E au-dessus de D ne passe pas 3 2 pieds. 

348. Lorsqu'en appliquant les lèvres à l'ouverture d'un 

flacon, on aspire la liqueur qui y est contenue; les lèvres s'ap-

pliquent fortement furies bords de l'ouverture ; &on a d'autant 

plus de peine à les dégager, qu'on a aspiré plus fortement. 

C'est qu'en aspirant une partie de l'air contenu dans le 

flacon, on diminue le ressort de l'air restant, à proportion 

de ce qu'on en diminue la quantité, il n'est donc plus en 

état d'opposer du dedans au dehors , une pression égale à 

celle que l'air extérieur exerce du dehors au dedans. Cette 

différence peut aller jusqu'à faire casser le flacon, sur-tout 

s'il est plat. 

349. Par une raison semblable
}
 on explique pourquoi on a 

de la peine à ouvrir un soufflet lorsqu'on en bouche l'ouver-

ture. C'est qu'en écartant les panneaux, l'air intérieur se ré-

pand dans un plus grand espace , & diminue de ressort à 

proportion: l'air extérieur presse donc plus du dehors au 

dedans, que l'air intérieur ne presse du dedans au dehors. 
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TABLE DES PESANTEURS SPÉCIFIQUES 

des Matières qui font le plus d'usage. 

AVERTISSEMENT. 

lu ES nombres qui correspondent à chaque espèce de 

matière dam la Table suivante, marquent le rapport du 

poids d'un volume quelconque de cette matière, à un pareil 

volume d'eau de pluie; & celui-ci efl représenté par f unité. 

Le poids d'un pied cube d'eau de pluie , efl de yoUy' ; ainsi 

pour conclure de cette Table le poids en Uvres , d'un pied 

cube d'une autre matière quelconque, on multipliera paryo, 

le nombre qui, dans cette Table, correspond à cette matière. 

Par exemple, le nombre qui répond au mercure , efl 

1315 9 3 » Mfìgnifie 1ue k mercure pesé 13 sois & ~Wes de 

fois autant que l'eau. Multipliant 13,593 PAR 7°> on aum 

95 ilh
-, 51 ou à peu près 95 ilir-~pour le poids d'un pied 

cube de mercure. 

PESANTEURS SPÉCIFIQUES de quelques Corps 

solides. 

Acier flexible ou non trempé 7,73 8. 

Acier trempé 7>7°4-

Alun . . 1,7 Í4. 

Antimoine d'Allemagne 4,000. 

Antimoine de Hongrie 4,700. 

Ardoise bleue 3*500. 

Z 4 
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Argent de coupelle.. 11,091. 

Argile I'919« 

Bois d'Aulne °>53°-

de Buis 1>°Ì°* 

de Brésil 1»°3°' 

de Cèdre °>6l3-

de Chêne vert M4l« 

de Chêne sec °>857-

d'Ébène «í«7# 

d'Érable °>755' 

de Frêne •••• °^45-

de Gayac I»337* 

de Hêtre 0,854. 

de Noyer °>6o°-

d'Orme °>6o°-

d'Osier °>543-

de Sapin °>5ï°-

Borax 1 i57
2°-

Brique I>857-

Caillou 

Charbon de terre 1,240. 

Cinabre naturel 7)300' 

Cinabre artificiel 8,200. 

Cire jaune °'99 5-

Come de Bœuf 1,840. 

Corne de Cerf »>875' 

Cuivre jaune 7»8i9-

Cuivre rouge • • • 9'a57« 

Étain pur 7>310, 
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Étain allié d'Angleterre 7,471. 

Fer fondu 7»114-

Fer forgé 8,286. 

Gomme arabique 1 »375-

Ivoire • • 1,825. 

Litarge d'or 6,000. 

Litarge d'argent 6,044. 

Manganèze 3>53°* 

Marbre 2,700. 

Mercure 13 »593* 

Nitre 1,900. 

Nitre réduit en sel fixe, par le feu 2,»745-

Or d'Essai ou de Coupelle 19,640. 

Pierre calaminaire 5,000. 

hématite ou sanguine 4,360. 

à fusil, opaque 2J542' 

à fusil, transparente 2,641. 

déliais 2,37ï' 

de Saint-Leu 1,643. 

Plâtre 1,228. 

Plomb 11,828. 

Poix M50. 

Poudre de guerre 0,914. 

Sable de rivière »... 1,900. 

Sel Gemme ^H}' 

Soufre vif 2,000. 

Soufre commun • 1,800. 

Verd-de-gris....%.... 1,714. 

Verre blanc .. . 3,150. 

Vitriol d'Angleterre... . f 1,880. 
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PESANTEURS spécifiques de quelques Fluides. 

Air.. . 0,001 j. 

Eau de pluie 1,000. 

distillée ... 0,993. 

de rivière 1,009. 

de mer 1,030. 

régale 1,134. 

forte 1,300. 

Esprit de nitre M15* 

rectifié 1,610. 

de Sel marin ij^o. 

de Tartre *J073« 

de Térébenthine 0,874. 

de vin, rectifié 0,866. 

de Vitriol , M03. 

Huile de Lin 0,932. 

d'Olive » 0,913. 

de Térébenthine 0,792. 

Vin de Bourgogne 0,9 5 3. 

Vinaigre de Vin 1,011. 

Vinaigre distillé 1,030. 

FIN de la première Partie, 
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