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AVERTISSEMENT.

| N OU S avons fait préceder les Principes
generaux de la Mécanique , des Principes de
Calcul qui fervent &’introduction aux Sciences
Phyfico- mathématiques , a caufe de Lutilice
de ces calculs dans la Mécanique. Ayant fait
la méme chofe dans le Cours a Pufage de la
Marine , quelques perfonnes ont pér;gﬂé que nous
avions affujerrt Pétude des Principes de la
Mecanique a ces calculs : c’eft une erreur que
nous croyons devoir prevenir ict. Tout ce que
lon trouve ordinairement dans les Livres de
Meccanique , explique fans le fecours de ces
calculs , fe trouve également ict expliqué fans
ces mémes calculs ; enforte que ceux qui
veulent [é borner a ce que [on trouve le plus
_communément dans les Livres , [e fatusferont
en paffant tout ce qui portera lempreinte de ces
méthodes.

Y O
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PRINCIPES
DE CALCUL,

Qui fervent d’Introdullion aux
Sciences Phyfico-mathématiques.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

To N oUs avons donné¢ jufqu’ici les regles
néceflaires pour calculer les quantités , dans tel
état de grandeur qu’on puiffe les fuppofer. Mais
nous mavons point confidéré les variations par lef-
quelles ces quantités arrivent A tel ou tel état de
grandeur. Ce nouvel objet & confidérer dans les
quantités , donne lieu a une autre branche de I’Ana.
lyfe, qui eft de la plus grande utilité dans les Sciences
Phyfico - mathématiques & principalement dans
Mecanique, I* Partie, A
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2 CoOURS

Mécanique, oit I'on ne parvient fouvent A déterminer
les rapports des quantités qui entrent dans les queftions
relatives A cette {cience , qu'aprés avoir confidére les
rapports de leurs variations , ¢'eft-A-dire, des accroiffe-
mens ou des diminutions qu'elles regoivent a chaque

inftant.

Nous allons donc, avant que d’entrer en meéca-
nique , nous arréter quelques momens fur cette partie -
du calcul qui a pour objet de décompofer les quan-
tités jufques dans leurs élémens, & de revenir de ces
élémens aux quantités mémes. A proprement parler,
ce n’eft point une nouvelle méthode de calcul , que
nous allons expofer ; ceft une application des mé-
thodes de la troifieme Partie, & méme une fimpli-

fication de ces regles.

2. Nous nous propofons deux objets : le premier
denfeigner A defcendre des quantités a leurs ¢lémens;
& la méthode, pour y parvenir, sappelle Calcul
différentiel. Le fecond , nous montrera la route pour
revenir des élémens des quantités , aux quantités
mémes , & nous appellerons cette méthode Calcul

Wb F
mregmi. _

3. Comme nousatlons confidérer les quantités rela

tfivement A leurs élémens, Ceft-a-dire , relativement

3 leurs accroiffemens infiniment petits , il convient ,
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DE MATHEMATIQUES, Ak,

avant que d’aller plus loin, d’expofer ce que nous enten-
dons par quantités infiniment petites, infinies, &c.,
& de faire connoitre la fubordination qu'on doit mettre
entre ces quantités dans le calcul.

Nous difons qu'une quantité eft infinie ou infi-
niment petite a I'égard d’une autre , lorfqu’il n'eft
pas poffible d'affigner aucune quantité affez grande
ou aflez petite pour exprimer le rapport de ces
deux-Ia , C’eft-a-dire, le nombre de fois que I'une
contient l'autre,

4. Comme une quantité ne peut, fans cefler d’étre
quantit¢ , cefler d’ctre fufceptible d’augmentation ou
de diminution, il n’y a point de quantité fi petite ou
fi grande a I'égard d’une autre , que I'on ne puiffe en
concevoir une troificme infiniment plus petite ou plus
grande.

Par exemple, fi x eft infini 2 I'égard de 2, quoique
d&s-lors il foit impofiible d'afligner leur rapport, cela n’em-
péche point que je ne puiffe concevoir une troifiéme quantité
qui foit i I'égard de x, ce que x eft a I'égard de a;
Ceft-a-dire, qui foit le quatriéme terme d’une proportion
dont les: trois premiers feroient @ ¢ x 13 x I ; ce quatriéme

..

. x* . .
terme qui eft — fera donc infiniment plus grand que %5

puifqu'il contient x autant que x eft fuppofé contenir 4.
De méme, rien ne m'empéche de concevoir le quatriéme
terme de cette proportion x : @ 1% a :; & ce quatriéme

. a? . . . . A
terme qui fera — fera infiniment plus petit que 4, puifqu'il

A 2
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4 COURS

doit étre contenu dans a, autant que celui-ci eft fuppofé
contenu dans x. Rien ne borne I'imagination a cet égard ,
& l'on peut concevoir , de méme, une nouvelle quantité
qui foit encore infiniment plus petite & I'égard de -‘-;: que
celle-ci ne left i I'égard de 2. On appelle cela des infinis
ou des infiniment petits de différens ordres.

En général le produit de deux quantités infinies ou
infiniment petites du premier ordre eft infiniment plus
grand ou infiniment plus petit que chacun de fes deux
falteurs.

tient une infinit¢ de fois l'unité, donc xy contient une

infinité de fois y.

En effet xy -y 22 x ¢ 1; or fi x eft infini, il con=

Un raifonnement femblable fait voir qu’un produit
ou une puiffance de tant de dimenfions qu'on voudra,
& dont tous les fafteurs font infinis du premier ordre,
eft I'un ordre d'infini marqué par le nombre de fes

falteurs.

Ainfi lorfque x eft infini , x* eft infini du quatriéme
ordre, c'eft-a-dire, infiniment plus grand que x?, qui eft
infiniment plus grand que x*, qui lni-méme eft infiniment
plus grand que x. En effer x* I % 11 &% { &% 10 4% 2
x *t x o 1. Ce feroit l¢ contraire fi x étoit infiniment
petit; alors x* feroit infiniment petit du quatriéme ordre ,
C'eft-a-dire , infiniment plus petit que »? ; celui-ci infiniment

plus petit que x* ; & ce dernier, infiniment plus petit que x.

Mais fi un produit n'a pas tous fes falteurs infinis ,
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DE MATHEMATIQUES. 5

alors fon ordre d’infini ne doit fe déterminer que par le
nombre de fes faGeurs infinis.

Ainfi axy n'eft que du méme ordre que xy; en effet
exy . xy 1. a1, & ce dernier rapport peut étre éva-
Iu¢, fi a eft une quantité finie.

Remarquons bien cette différence dans la compa-
raifon des infinis ou infiniment petits, entre eux ou
a I'égard des quantités relativement auxquelles ils font
infinis ou infiniment petits. Si x eft infini A Pégard
de a, rien ne peut mefurer leur rapport; mais dans
la méme fuppofition, le rapport de x 3 x multiplié
ou divifé par tel nombre fini que Pon voudra, eft un
rapport fini; ainfi, x infini ou infiniment petit eft
incomparable & 'égard de «, fuppofé un nombre fini;
mais il ne I'eft point A Iégard de ax, puifque x eft
Rax i1

5. Pour exprimer par le calcul qu'une quantité x
eft infinie & I'égard d’une autre quantité z, ou, ce qui
eftla méme chofe , pour exprimer que « eft infiniment
petit & Pégard de x, il faut, dans Pexpreflion algé-
brique ol ces quantités fe trouveroient enfemble,
rejetter toutes les puiffances de x inférieures A la plus
€levée, & par conféquent auffi tous les termes fans x.

Par exemple, fi dans ;{—j—:—g, on fuppofe x infini a I'é-

gard de ¢ & de b, on fupprimera @ & b, & Pon aura

Font pour la valeur de i: :;_- ‘;, lorfque x eft infini. En

53
A3
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a

effet 13—-+-—d-, eft la méme chofe que . (en divifant,
sx+ b 5+ b

haut & bas, par x); or dés quon fuppofe que x eft
infini a Pégard de 2 & de b, les fra&ions -: & -E qui repré-

fentent les rapports de 2 & de b 4 x, doivent néceflaire~

ment étre {fupprimées , puifque, par cette fuppofition méme,

ces rapports font au- deflons de toute quantité, fi petite

qu'on veuille la fuppofer ; donc dans ce cas la quantité pro-
{‘F . [ e . 3

pofee doit fe réduire a 3.

Pareillement , fi Pon avoit x* 4 ax 4 &, on le rédui-
roit 2 x*, fi l'on a deflein de favoir ce que vaut cette
quantite , lorfque x eft infini. En effet, on vient de voir
que dans cette fuppofition on devoit fupprimer b vis-a vis
de ax ; or x* eft lui-méme infini & Pégard de ax, puilque
x* { ax ;: x . a; donc par la méme raifon on doit re-
jetter ax vis-a-vis de x*; donc la quantité doit, alors,
étre réduite a x2, :

Au contraire , fi x €toit infiniment petit, il ne
faudroit conferver que les termes ol Pexpofant de x
eft le plus petit.

Ainfi x* - ax fe reduit 3 ax, lorfque x eft infiniment

ax 4 b
x4 d

P ) s : 3
fe réduit a -, lorfque x eft infiniment petit.

petit 3

On ne doit pas craindre que ces omiffions alterent
les conféquences que I'on tirera des calculs auxquels
on les appliquera. Au contraire, ce n'eft que par ces
omiflions que I'on exprime ce que 'on a deffein d’ex-
primer, Ceft-2-dire y que x eft infini ou infiniment
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DE MATHEMATIQUES. 7

petit : ce n’eft que par elles quon peut arriver 2
une conclufion conforme & la fuppofition qu’on a
faite. Or fi lorfqu'on fuppofe x infini, on ne rejet-
toit point les termes que nous venons de prefcrire,, fi,

exemple , d 3—"”0113+ﬂ;
par exemple , dans (== ou ——
x

on ne rejettoit pas

& —z—, le calcul n’exprimant point alors que — & —i—

font des rapports au-deffous de toute quantité affi-
gnable, ne répandroit point 4 ce que 'on demande,
favoir quelle eft la valeur de cette quantité lorfque x
eft infini : en un mot en attribuant encore 2 < & 2 2
quelque influence fur la valeur cherchée, on fe
contrediroit fur la fuppofition que l'on a faite.

Nous ne manquerons pas d'occafions de vérifier Pexadi-
tude de ce principe fur 'omiffion des quantités infinies des
ordres inférieurs ; mais en attendant, voici un exemple qui
peut venir 2 'appui du raifonnement que nous venons de
faire. Concevons la fuite £, %, 3, %, &, 5, &c.: les
termes de cette fuite, comme on le voit, approchent de
plus en plus de Punité, & on congoit que jamais ils ne
peuvent pafler cette limite. Chaque terme peut étre repré-

x
z 4 1?
terme, Puis donc que les termes approchent fans cefle de
Punité , & d'autant plus qu'ils s'éloignent plus de Porigine,

fenté par en mettant pour x le numéro de ce

ils n'atteindront donc cette limite qu'a une diftance infinie

de Porigine; donc pour avoir le dernier terme de cette fé-
x

x41

. . wd g . [T
formément au principe, cette quantité fe réduit alors a -,
x

A4

, que x eft infini; or con-

rie, il faut fuppofer dans
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5 . A . x
C'eft-a-dire a 1; donc lomiflion du terme -~ 1 dans - T

loin d’altérer la conclufion, eft au contraire ce qui la donne
telle qu'elle doit étre. En un mot, en faifant cette omiffion,
on agit conféquemment a la fuppofition qu'on a faite.

Telle eft la fubordination qu’on doit mettre dans
le calcul, entre les quantités infinies ou infiniment
petites de différens ordres. Mais dans Papplication
de ce principe fur Pomiffion des quantités, il peut
fe préfenter quelques cas fur lefquels il eft bon de
prévenir le le&eur.

Suppofons qu'on ait les deux quantités.........s
xx o ax + b, & xx + ax + ¢; lorfque x eft
infini, il eft indubitable que chacun fe réduit & xx;
enforte que leur difference femble étre zéro , dans

ce cas, quoique réellement elle foit ¢ — % ou b —ec.

Voici la folution de cette difficulté apparente.

La différence de ces deux quantités eft réellement
¢ — b ou b — ¢; mais lorfqu'on cherche cette dif-
férence apres avoir fuppofé x infini dans chacune,
Ceft demander ce que cette différence eft par rapport
a ces quantités mémes; or comme elles font alors
infinies chacune, on doit trouver, comme on le
trouve en effet, que cette différence eft zéro par

rapport a elles. Lors donc qu'on demande ce que
devient par la fuppofition de x infini, le réfultat de
certaines opérations fur plufieurs quantités ; ceft
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DE MATHEMATIQUES. 9

dans le réfultat méme qu'on doit exécuter la régle
donnée ci-deflus , & non pas dans chacune des quan-
tités {cparément prifes.

Ceft ainfi qu'on trouvera que la fomme de — =xx
ax + b & xx + bx + ¢, lorfque x eft infini, fe ré-
duit 3 ax 4 bx; car en général, elle eft ax 4 bx |-
b + ¢, qui lorfque x eft infini, fe réduit & ax 4 bx,
Parcillement , fi I'on avoit x — v/ (xx — bb) ; cette
quantité, lorfque x eft infini, {femble étre zéro. Mais comme
vV (xx — bb), n'eft qu'une indication de la racine de
xx — bb, il faut, pour avoir {a différence avec x, réduire
xx == bb, en féric ( Alg. 133); alors la quantité x —

bb b* bb
p;(xx-— bb) fera x — ol 25 gl w,&c. et
$= T+ &c. qui lorfque x eft infini par rapport a b, fe

ALY ¥
réduit 3 —,
2%
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ELEMENS
DU CALCUL DIFFERENTIEL.

6. LORSQUE l'on confidére une quantité variable
comme croiffant par degrés infiniment petits, fi l'on
veut connoitre la valeur de ces accroiffemens , ce
qui fe préfente de plus naturel, eft de déterminer la
valeur de cette quantité pour un inftant quelconque,
& la valeur de cette méme quantité pour [linftant
immédiatement fuivant : alors la différence de ces
deux valeurs eft I’accroiffement ou la diminution
que cette quantité regoit : C’eft aufli ce quon ap-
pelle la différence ou la différentielle de cette quantité,

7. Pour marquer la différentielle d’une quantité
variable fimple,, comme x ou y , on écrit dx, ou
dy ; Ceft-d-dire, qu'on fait précéder cette variable,
de la lettre d initiale du mot différence. Mais lorf-
qwon veut indiquer la différentielle d’une quantité
compofée comme x” ou §x* +3 x* ouy/(x* —aa),
&, on renferme cette quantité entre deux parenthefes
que l'on fait précéder de la lettre 4 ; ainfi I'on écrit
d(x*),d (52 4+3x*),d(V [¥*—a*]), &e.

Dorénavant nous repréfenterons les quantités va-
riables par les dernicres lettres £, z, x, ¥, { de
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DE MATHEMATIQUES. 11

T Alphabet; & les conftantes,, ou celles qui confervent
toujours la méme valeur , nous les repréfenterons
par les premieres lettres a, &, ¢, &c. & lorfque nous
en uferons autrement , nous en avertirons, Quant
la lettre d, elle ne fera employée a dautre ufage
qu'a défigner la différentielle de la quantité qulelle
précédera,

8. Suivant Iidée que nous venons de donner de
la différentielle dune quantité , on voit que pour
avoir la différentielle lorfque la quantité ne renferme
que des variables au premier degré & non multi-
pliées ni divifées les unes par les autres, il n'y a
autre chofe a faire qu’a affeCter chaque variable de
la carallériftique 4, en confervant dailleurs le figne
de chacune.

Par exemple, la différenticlle de x - y — 7, fera dx 4
dy — dz. En effet, pour avoir cette différentielle, il fau-
droit confidérer x comme devenant x 4 dx; y comme
devenant y + dy; & z comme devenant 4 dg ; alors
la quantit¢ propofée, qui eft a&uellement x -+ y — z,
deviendroit x -+ dx + y + dy — 7 — d7; prenant donc
la différence de ces deux états, on aura x ~ dx - ¥+
dy — 3 —dy—x—y-+ g; ceft-adire, dx +dy—dyg
pour la différentielle.

Il en feroit de méme, fi les variables qui entrent
dans la quantité propofée avoient des cocfficiens ou
multiplicateurs conftans,
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Ainfi la difiérenticlle de 5x -+ 3y, eft 5dx 4 3dy;
celle de ax by, eft adx 4 bdy; en effet, lorfque
% & y deviennent x 4 dx & y + dy, la quantité¢ ax
=+ by devient a(x + dx) + b(y + dy), ceft-a-dire,
ax + adx -+ by 4 bdy; donc la différence des denx
états, ou la différentielle, eft adx bdy ; ceft-a-dire,
quen général, il faut affefter chaque variable de la carac-
tériftique d,

Si dans la quantité propofée il y avoit un terme
tout conftant, la différentielle feroit la méme que
sil n’y étoit point. Ceeft-3-dire, que la différentielle
de ce terme feroit zéro ; cela eft évident, puifque
la différentielle n’étant autre chofe que P'accroiffe-
ment, une quantité conftante ne peut avoir de diffé-
rentielle fans cefler d'étre conftante.

Ainfi la différenticlle de ax 4 & eft fimplement adx,

9. Lorfque les quantités variables font fimples ,
mais multipliées entre elles, alors il faut fuivre cette
regle. ... Differencie fucce(fivement par rapport a chaque

variable , comme [i tout le refle éroir un multiplicateur

conflant (*).

Par exemple, pour différencier xy, je différencie d’abord
comme fi x étoit conflant, & jai xdy ; puis je différencie
la méme quantité xy comme fi y étoit conflant, & Jaiydx;
enforte que la différenticlle totale de xy eft xdy - ydx,

(*) Pour éviter I'équivoque dans | qui devra étreaffedée de la carac—

la maniére d’écrire, il conviendra tériftique d,
d'écrire la derniére, la variahle
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DE MATHEMATIQUES. 13

La raifon de cette régle fe trouvera en remontant an
principe. Pour avoir la différentielle de xy, il faut confi-
dérer x comme devemant x 4 dx, cefi-a-dire, augmen-
tant de la quantité infiniment petite dx; & y comme
devenant y ~ dy, c'eft-a-dire, augmentant de la quantité
infiniment petite dy ; alors xy devient (x 4 dx) X (y + dy),
c’eft-a-dire, xy + xdy + ydx +dydx ; donc la différence
des deux érats, ou la différentielle, eft xy - xdy + ydx
~+ dydx — xy, ou xdy -+ ydx 4 dydx; mais pour
que le calcul exprime que dy & dx font des quantités in-
finiment petites comme on le fuppofe, il faut (5) omettre
dydx qui (4) eft infiniment petit du fecond ordre, & par
conféquent infiniment petit & 'égard de xdy & ydx qui font
infiniment petits du premier ; donc enfin la différentielle de
xyoud(xy) eft xdy 4 ydx, comme le donne la régle,

On trouvera de méme, en fuivant la régle, que la dif-
férentielle de xy g eft xydy 4 x7dy ++ yzdx, en diffé-
renciant d’abord comme fi xy étoit conflant, puis comme
fi x7 étoit conflant, & enfin comme fi y; étoit conflant,
Et on le démontrera comme ci-deffus en regardant x, y
& t comme devenus x 4 dx, y 4 dy, & g + 413
auquel cas xyg devient (x 4 dx) (y +4dy) (¢ + dz)
ou xyg +xydi+x3dy+yids +ydxdg 4 zdydx 4
xdidy + dxdydz; donc la différence des deux états fera,
apres avoir réduit & rejeté les infiniment petits du fecond
& du troifiéme ordre, xydy + xgdy -+ yydx, ainfi que
le donne la régle.

10. Si la quantité propofée eft une puiffance quel-
conque d'une quantité variable, alors fuivez cette
regle : Multipliex par lexpofant , diminuey cet expofant
d’une unité, & multipliez par la différentielle de Iz yariable,
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Ainfi , pour appliquer la régle 2 x* j'aurai 22dx, en
multipliant par l'expofant 2, diminuant I'expofant 2 de 1,
& muliipliant enfin par la différentielle dx de la variable x,
On trouvera de méme que la différentielle de 23 eft 32%dx;
celle de x*, 4x’dx; celle de x—1, — x—2dx; celle de

x=3, — 3x—4dx; celle de x7 eft %x_idx; celle de
%7 eft gx;dx; &, en général, celle de xm, eft mx™—'dx,
quel que foir d'ailleurs Pexpofant m, pofitif ou négarif, en=

tier ou fralionnaire.

Pour trouver la raifon de cette régle , remontons encore
au principe. Regardons x comme devenant x - dx (dx
érant infiniment petit) 5 alors x™ devient (x 4 dx)~;
c'eft-a-dire, en appliquant les régles données ( Alg. 126),

. m—-1
devient x™ 4 mx"—'dx 4 m . —— x*=1dx" + &e.s
m-1 - .

ou (parce que le terme m . —5— + "7 %dx" eft infiniment
petit du fecond ordre, & que les fuivans feroient encore
d'ordres inférieurs ), devient x™ 4 mx™—dx; donc la dif-
ference des deux états, ou la différentielle de am, eft x™
+ mxm—t'dx — xm, cell-a-dire, mxm—14x,

S'il y avoit un coéfficient ou multiplicatenr conflant, cela
n'apporteroit aucun changement; il refteroit dans la diffé-
rentielle tel qu'il eft dans la quantité; ainfi d(ax™) eft
max™—'dx,

11. Voild tout ce qulil eft néceflaire de favoir
pour étre en ctat de différencier toutes fortes de
quantités algébriques ; ainfi tout ce qui va fuivre ne
fera plus qu'une application de ces régles.

. « X . . - .
12. Si Pon avoit 3 c'efl-a-dire une fraltion, on écriroit
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DE MATHEMATIQUES. 15

ainfi cette quantité,..xy—', fclon ce qui a été enfeigné
( 4lg. 118 ) ; & alors appliquant la régle donnée (9), on
auroit d(xy~ ") = xd(y~') + y~'dx, & par con=-
féquent (10) d(xy~') = — xy~*dy + y~‘'dx.

dx

g . .y dy
Si Pon réduit cette quantité, on aura — ? + -od

l‘f—"—;ﬂ'—y; ol I'on voit que la différentielle d'une frac-

tion ;, eft égale i la différentielle dx du numérateur mul-

tipliée par le dénominateur y , moins la différenticlle dy
du dénominateur , multipliée par le numérateur x, le tout
divifé par le quarré du dénominateur ; & ceft la régle
que l'on donne ordinairement pour différencier les fraltions;
mais on peut {e difpenfer, comme on le voit, de charger
encorge fa mémoire de cette nouvelle régle: il fuffit de faire
paffer le dénominateur au numérateur , felon la régie don-
née (Alg. 118), & de diffiérencier enfuite.

13. Si onveut différencier 2 x* y*, on regatdera d’abord x7 &
4* comme deux variables fimples, & (9) onaurad(zx’y*)
= ax*d(y*) +ay*d(x?) ; puis (10) on aura d (ex’y*) =
2ax3ydy + 3ay*x*dx. En générald(axmy") = ax™ d(y")
4 ay"d(x™) = naxmy"— tdy 4 may x—idx.

14. Si la quantité qu'on veat différencier, eft complexe,
mais fans renfermer de puiffances de quantités complexes,
on différenciera féparément chacun des termes qui la com=
pofent: ainfi d(ax® +bx*+cxy) = jax’dx 4 2bxdx
+cxdy~+cydx. Demémed (awc’-{—bx -+ c;-); =t d (a2
Fbx fcx—2y) =s2axdx 4+ bdx — 2cx~3ydx 4
cx—?dy, De méme d(2%y + ay’ + ) = 3x’ydx 4=
x’dy 4 2aydy, en fe rappelant que la conftante & n'a
point de différenticlle , ou que fa différenticlle eft zéro,
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15. Sl y a un expofant total, comme dans (a 4 bx
-+ ¢x*)", on regardera toute la quantité affe@ée de cet
expofant, comme une feule variable que l'on différenciera
felon la régle donnée (10) pour les puiffances : ainfi
d(a+ bx 4 cx’) =5(a4 bx + cx*)* X d(a 4
bx + cx*) =§5(a+tbx 4 cx*)* X (bdx + 2cxdx).
De méme d (a + bx*)3 = (a+bx*)5 d(a + bx?)
= 3i(a+ ﬁx‘);’ Xa2bxdx = 2bxdx (a bx‘)é.

CoOURS

16. Si la quantité étant toujours complexe, étoit d'ailleurs
compofée de différens fafleurs, on regarderoit chaque fac~
teur comme une variable fimple, & l'on fuivroit la régle
qui a été donnée (9) pour un produit de plufieurs va-
riables fimples : ainfi x° (2 +- bx’)_;' qu'on peut regarder

comme compofé des deux falteurs x> & (a4 bx’)%, don-
nera d [+ (a + bx*)i] = (s + b2*)id(0) +
x’d(a - 6x’)% qui, par les régles précédentes, devient
3x%dx (a + bx*)5 + 2batdx (a + bx*)7. Parcilles

T aPNre e L,
ment ff(( ”),) =d[(x+ a) X (x +5)2] =
(s + aP d(x +8)+ (= + b)2d (x + a);
Ceft-d-dire = —2(x + a) (% 4 6) 3dx + 3(x 4

2(x + a)dx

b)-—z(x.{.a)“dx,quife change en — (5 +
3(x + apds (2 +3b-2 J(f;“_“l.i‘
TR , & fe réduit i (= + b) .

17. Si la quantité¢ propofée eft radicale, on fubflituera
aux radicaux , des expofans fraltionnaires, comme il a été
enfeigné ( Alg. 105), & l'on différenciera enfuite felon les
régles ci deflus, Ainfi d(vx) = d(%3) = L~ 3dx;

d
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d(aa — :v::u:}i =-3(as -—xx)_; d(ag — xx \=

Jo—

i e R e U (G

£ £
bx")r]) = d[x'“(::—}—b:r;")‘IF ]:x"‘d(c—f—bx")q -
£ £,
(a4bx)7 d(x"‘):‘f-%-é x"+r=tdx (a4 bxr)?

4
F mxm—'dx (a 4 bxr)?,

Des Différences fecondes , troifidmes , &e.

18. Indépendamment des différentielles que nous
venons de confidérer , & qu'on appelle Differences
vremieres , on confidere auffi les différences fecondes ,
aoifiémes , &c. Pour marquer celles-ci, on fait pré-
céder la variable , de deux lettres 4, il s’agit dune
différence feconde ; de trois lettres 4, il sagit d'une
différence troificme , & ainfi de fuite ;' par exemple,
ddx marque la différence feconde de x,

Lorfqu'il ’agit des différences fecondes , on regarde
la variable comme augmentant par degrés inégaux ,
. mais dont la différence eft infiniment petite a I’égard
de ces accroiffemens mémes, Ainfi ddx eft infini-
ment petit a I'égard de dx. De méme dans les dif-
férences troifiemes , dddx ou & x ( car on les

Mécanique, Ie, Partie, *B

SCD LYON 1




18 C 0 TR 8

marque également de ces deux maniéres ) eft infi-
niment petit A I'égard de ddx ; & ainfi de fuite.

Pour marquer le quarré de dx, on devroit natu=-
rellement écrire (dx)* ; mais pour fimplifier on
écrit dx* , ce qui ne peut caufer de méprife, & étre
pris pour la différentielle de x*, que nous fommes

convenus de marquer ainfi 4 (x*).

Obfarvons bien que quoique ddx & dx* foient
tous deux infiniment petits du fecond ordre , ces
deux quantités ne font pas égales entre elles; ddx
eft 1a différence feconde de x, ou la différence de
deux différences confécutives de x ; & dx* eft le

quarré de dx.

Pour déterminer les différences fecondes, ce qui
fe préfente naturellement eft de confidérer la quan=~
fité variable , dans trois états confécutifs, infiniment
voifins ; prendre la différence du fecond état au pre-
mier , celle du troificme au fecond ; & enfin prendre
la différence de ces deux différences. Par exemple , le
premier état de x eft x ; au fecond inftant,, x augmente
de la quantité dx , & devient x + dx ; dans linftant
fuivant x 4 dx augmente de la quantité dx +d (dx),
d (dx) marquant ce dont Paccroiffement du fecond
inftant furpafle celui du premier, ou la différence
de dx. Ainfi les trois états confécutifs de la quan-
fité x font x, x +dx, x +2dx + d(dx). La
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différence du fecond & du premier eft 4x; celle du
troificme & du fecond eft dx 44 (dx) ; enfin la
différence de ces deux différences ou la différence
feconde de x, eft d (dx); onadonc ddx=d(dx).
Donc pour avoir les différences fecondes , il faur diffe-
rencier les differences premidres felon les régles qui ont éeé

données pour avoir celles-ci.

Par exemple, pour avoir la différence feconde de xy,
je prends {a différence premiére qui eft xdy -+ ydx; je
difiérencie maintenant celle-ci, comme i x & dx, y &
dy éroient antant de variables differentes, & jai xddy 4~
dydx 4 dydx + yddx, ou xddy 4+ 2dydx + yddx.
Parcillement, la différence feconde de x* fe trouvera en
différenciant d’abord x*, ce qui donne 2 xd x ; puis différen-
ciant 2 xdx comme fi x & dx éwoient deux variables finies,
ce qui donnera 2xddx - 2dx% On trouvera de méme que
dd (ax")==d(max"~'dx) =m,(m— 1) ax"—2dx*

o+ maxm—=rddx (*).

Si l'on avoit a différencier une quantité dans laquelle il
entre déja des différences premictres, foit qu'elle vint ou

(*) 11 peut fe préfenter, fur | dans Pévaluation des premiéres ,
cette manicre de prendre les dif- | ne rende les fecondes défec-
férences fecondes, une difficulté | tueufes > Non, parce que cet in-

qu'il eft bon de prévenir, Quand
on détermine les différences pre-
micres, on rejette les quantités
infiniment petites du fecond or-
dre; or les différences fecondes
€tant aufli infiniment petites dn
fecond ordre, ne doit-on pas
graindre que ce qu'on a rejetté

finiment petit du fecond ordre,
qu'on a rejetté , ne peut donner
pour fa différentielle qu'un infi-
niment petit du troifitme ordre ,
qui doit étre rejetté vis-a-vis de
la différence feconde , puifque

| celle=ci eft infiniment petite du
| fecond,

B 2
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ne vint pas d'une différenciation exalte, on fuivroit la méme

méthode. Ainfi,d(xdy) = xddy + dxdy. Pareillement
d B -1

d(—g-) = d(x~'dy) =— x—*dxdy + x'ddy. De

meéme d‘(j,—;) =d(dxdy-")=ddxdy—'=dxdy=*ddy

& gdx dxddy

T, g A

19. Il arrive fouvent que dans’ les calculs ol il
entre plufieurs variables , on fuppofe conftante la
différence premiére de 'une de ces variables. Cette
fuppofition qui eft permife , parce qu'on peut tou-
jours prendre une des différences premicres pour
terme fixe de comparaifon des autres différences pre-
miéres, cette fuppofition , dis-je , fimplifie les calculs,
en ce que les termes affe€tés de la différence feconde
de cette variable , ne fe trouvent plus dans le calcul,
puifque fi 4x eft conftant , on a ddx = o, ce qui
fait difparoitre tous les termes affectés de ddx. Il n'y
a d’autre attention A avoir dans ce cas que de ne
point différencier 4x (ou la différentielle conflante ),
dans les termes ol1 elle fe rencontre.

Ainfi, la différenticlle de j—;, prife en fuppofant dx conf-

tant, ou d (dxdy—'), dans cette méme fuppofition, eft

— dxdy—*ddy ou — &x;;fy, Si, au contraire, on fup-

dd
pofe dy conflant , elle eft 7}?,

20, A Pégard des différences troificmes , on voit,
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en raifonnant comme ci-deflus , que pour les avoir
it faut de méme différencier , comme a l'ordinaire,
les différences fecondes, en regardant les variables,
leurs différences premiéres , & leurs différences fe-
condes , comme autant de variables différentes ; &
ainfi des autres différences plus élevées. Il faut feu-
lement obferver que fi dans le paffage des premicres
différences aux fecondes , I'une des différences pre-
micres a été fuppofée conftante , on doit la regar-
der comme conftante dans toutes les autres différen-
ciations.

REMALR QU E.

21. Nous avons fuppofé , dans tout ce qui pré-
céde, que les variables x, y , &c. augmentoient
toutes en méme temps ; c'eft-a-dire, que x deve-
nant x + dx, y devenoit y + dy, & ainfi des autres.
Mais il peut arriver que les unes diminuent pendant
que les autres augmentent. Duns ce cas il faut, aprés
Ia différenciation , donner dans le réfultat, le figne —,
3 la différentielle de la variable qui va en diminuant.
Ou bien, on peut laiffer la différentielle telle que la
donnent les regles précédentes ; mais dans applica-
tion quon en fera 3 une queftion, il faudra avoir
foin de prendre négativement la quantité que repré-
fente la différentielle de la variable qui va en dimi-

nuant.
B3
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En effet fi y vient & diminuer d'une quantité ¢, & que
par la différenciation vous ayiez {uppofé tacitement quey
devenoit y -+ dy, il faut donc que y — ¢ = y + dy,
ou que — g = dy, on que g == — dy; ainfi dans ces
cas, ce que vous auriez appele dy, vous 'appellerez — dy,
par-tour ailleurs que dans la differenciation : nous verrons
des exemples de cela, par la fuite.

Il en fera de méme des différences fecondes a I'égard
des différences premiéres. Si la différence premiére va en
diminuant , vous n'en différencierez pas moins comme a
Pordinaire , mais dans P'application & quelque queftion , vons
appellerez — ddy, ce que vous auriez appelé ddy , fidy
eft la différence dont il sagit.

Telles font les regles pour différencier les quan-
tités , lorfqu’elles font préfentées immediatement.
Mais il arrive fouvent que ce n’eft pas tant fur les
quantités mémes , que fur certaines expreflions de
ces quantités , que Pon a a operer. Par exemple,
au lieu des angles on emploie fouvent leurs finus,
tangentes, &c. de méme, on eft fouvent forcé d’em-
ployer les logarithmes des quantités au lieu des quan-
tités mémes. Voyons donc comment on doit diffé-
rencier ces fortes d’expreflions.

Des differentielles de Sinus , Cofinus , &c.

22. Lorfqu'on a & différencier une quantité telle
que fin. 7 ( ou finus de I'angle ou de l'arc 7 ), il
faut concevoir que Pangle z devient 1 + 47, &
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alors fin. (1 +dz) — fin. g et la différentielle de
fin. 7. Or felon ce qui a été dit ( Géom. 286 ),
Jin. (7 + dy) = fin. g cof. 4 + fin. d7 cof. 75
en fuppofant le rayon = 1. Mais le finus d’un arc
infiniment petit d7 eft cet arc lui-méme, & fon
cofinus ne différe point du rayon ; on a donc fin. dg
= d7 & cof. dg = 13 donc fin. (14 4d7) =
fin. 3 4+ dg cof. 7 5 donc fin. (714 d7) — fin 3
ou d ( fin. 1) == dg cof. ; Ceft-a-dire, quon a
la différenticlle du finus d’un angle ou d'un arc dont le
rayon eft Lunité , en multipliane la differentielle de Langle ,
par le cofinus de ee méme angle.

23. Pareillement la différentielle de coft 7 ou
cof. (7 + dy) — cof. 7 = cof. g cof. dz — fin.
fin. dy — cof. 7, puifque ( Géom. 287 ) cof. (z+47)
= cof. 7 cofs dy — fin. g fin. d3; donc, eu égard
A ce que fin, dg =dz, & ¢cof. dy =1, ona
d(cofg)=cofs g — dg fin. t —cof g = —dg
fin. 7 ; Ceft-d-dire, qulon a la différentielle du cofinus
d’un angle dont le rayon ¢ff 1, en multipliant la di 1f2-
renvielle de Uangle ( prife avec un figne contraire’) , par

le finus de ce méme angle.

Ainfi , pour récapituler, ona d (fin. ) = dgcof 7
& d(cof 1) = — dy fin. 7.
A Taide de ces deux principes , on peut diffé-

rencier toute quaatité compofée de finus & de
B 4
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cofinus, & cela en appliquant les regles données
precédemment,

Ainfi, pour différencier cof. 3¢ on aura d (cof. 31) =
= 3dg fin. 33 De méme d (cof. mg) ( m étant un nombre
conflant ) =t — mdy fin., my; & d( fin.mz) = mdg cof. mg,
Parcillement 4 (fin. ¢ cof. t) = cofit d(fin.g) + fing
d(cofit) = dzcaf.tcof. g — dt fin. g fin.r. De méme
d (fin.2)* = m(fn. )" ~rd(fin ) = mdy cofinus
t(fom gy

24. Si I'on avoit :%—3{- qui eft Pexpreflion de la tangente
de langle 7 lorfque le rayon eft 1 ( puifque ( Géom. 282)
on acof ¢ x1::fing: tang z), on auroit d(-‘i—:}_—{{-
= d[(fing) (cofix )] = dg cof g (eofig)~" -+
de(fng) Loof 32 )2 = f{%‘- f‘-gj‘,?“ﬁ—) =
fetror {(J:OE'{;{ (fin. ) E}f‘%, parce que ( Géom. 283)

(cof: 1) + (fing) = 1.

Donc s différentielle de la tangente d’un angle done le rayon
et 1, ¢ff égale a la différenticlle de Vangle , divifée par Ie
quarré du cofinus 'de ce méme angle,

D'ou I'on peut conclure auffi que la différentielle d’un
angle , eft égale 3 la différentielle de la tangente de cet
angle , multipliée par le quarré de fon cofinus; en effet ,

. fin, 7 d
puifque d(;{%—‘i) ou d(tang.z) = fc_oij_{j‘*' onady=
(cof- )* d (ang. ¢).

. . . of., .
25. Si I'on avoit au contraire En——{{ qui eft la cotangente
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de I'angle 7, on auroit d (;‘;f—:) =d [(cofi7) (fin.3)~"]
= — dyfin. g (fin.3)™" — dg(eof-q)* (fing)™* =

defin.g  dg{cof.q)* _ —dg(fin.7)*— dg(col 7)* __
T TR R (in 7 ol
— dg

& or donc la différentielle de la cotangente d’un angle, eft
in. {

égale 4 la différentielle de Pangle (prife négativement) divifve
par le quarré du finus de ce méme angle. Nous verrons , par
la fuite , P'ufage de ces différenciations.

Des Di:fferentielles logarithmiques.

a6. Rappelons-nous ( Arith. 200 ) que les loga-
rithmes font une fuite de nombres en progreffion
arithmétique quelconque , qui répondent , terme A
terme, & une fuite de nombres en progreflion géo-
métrique quelconque.

Cela pofé, foient y & y’ deux termes confé-
cutifs d'une progreffion géométrique , dont r foit la
raifon, & a, 4, les deux premiers termes. Soient
pareillement x & x’ deux termes confécutifs d'une
progreflion arithmétique , dont 4 & &’ foient les
deux premiers termes. Suppofons de plus que x &
x' font 3 méme place dans la progreflion arithmé-
tique , que y & y' dans la progreflion géométrique,
auquel cas x & x’/font les logarithmes de y & /.

Par la nature de la progreflion géométrique ,
( 4rith. 195 ) onay =ry, & a’ = ra; fubfli-
tuant dans Ja premi¢re équation , la valeur de r
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tirce de la feconde, on a 3’ = 2, ou ? ==,
ey’ dy

) + -
eft 7, ou que y’ ==y + 7; nous aurons ’y———‘ ou

Suppofons maintenant que la différence d

r I
1+§-=—Z—,&parconfequent~;—=i-~—l

a

a'—a ag 1
s Ou 3—”——. a — da.

e
e

a

D'un autre ¢6té , la nature de la progrefion arith-
meétique ( Arith. 188 ), donne &/ — x =¥ — b,

Pour avoir maintenant la relation de ces deux pro-
greflions , fuppofons que la différence @ — « des
deux premiers termes de la premiére , foit & la dif-
férence #/ — b des deux premiers termes de la fe-
conde , comme P'unité eft 3 un nombre quelconque
m, Ceft-a-dire, que d —a: b —b:t1:m;
nous aurons 7 (& — a ) = ¥ — b ; mettant donc
dans cette derni¢re équation, pour @ — a & ¥ — 5,

les valeurs qu’on vient de trouver, on aura 3"—)‘:—{-
== x/ — x, qui exprime généralement la relation
d’une progreflion géométrique quelconque, i la pro-
greflion arithmétique quelconque correfpondante.

Imaginons maintenant , que dans P'une & dans
Pautre progreflion , les termes confécutifs foient
infiniment voifins ; alors 7 qui marque la différence
de ' a y, fera dy , & x' — x qui marque la
différence de x’/ 2 x, fera dx; d’oli Péquation fe
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mady

changera en = dx. A Iégard de mqui marque

le rapport de la différence des deux premiers termes
de la progreffion arithmétique , & la différence des
deux premiers termes de la progreffion géométrique,
il n’en fera pas moins un nombre fini, quoique ces
deux différences foient alors infiniment petites , parce
que Pon congoit aifément , que deux quantités infi-
niment petites peuvent fe contenir I'une l'autre, autant
de fois que deux quantités finies.

‘ d
L’équation m; 2 — dx nous apprend donc que_

la différentielle dx du logarithme d’un nombre mar-
qué par y, eft égale A la différentielle dy de ce
nombre , divifée par ce méme nombre y , & mul-
tipliée par le premier terme a de la progreflion géo-
métrique fondamentale , & par le nombre 7 qui
marque le rapport de la différence des deux pre-
miers termes de la progreffion arithmétique, a la
différence des deux premiers termes de la progreffion
géométrique. Comme ce nombre = fixe , en quel-
que forte, le rapport des deux progreflions , on I'ap-
pelle le module.

On voit donc que felon la valeur que Pon' fup-~
pofera @ m & au premier terme 2 de la progreffion
géométrique , un méme nombre y peut avoir dif-
férens logarithmes. Mais entre tous ces différens
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fyftémes de logarithmes , celui qui eft le plus com=
y 2 , q P

mode dans les calculs algébriques, eft celui ol le
premier terme de la progreflion géométrique eft 1,

& ol le module eft 1. Alors 'équation 222 —; gy
o

qui renferme tous les différens fyftémes de loga-

7 S
rithmes , devient —yy- = dx.

27. Donc, dans le fyftéme de logarithmes, en
ufage dans le calcul algébrique, l différentielle dx
du logarithme x dun nombre quelconque y , eft égale &
la différenticlle dy de ce nombre , divifée par ce méme
nombre y. Cleft 14 le principe d’aprés lequel on peut
trouver facilement la différentielle du logarithme de
toute quantité algébrique ; mais avant d’en faire ufage,
nous obferverons 1° que les logarithmes dont il
s'agit ici ne font point ceux des Tables ; mais on
peut facilement paffer des uns aux autres, comme
nous le verrons par la fuite.

2°% Que puifque le premier terme 4 de la progref-

fion arithmétique ne fe trouve point dans Péquation

mady
y

particulicre ?— ==dx, que nous venons den dé-

== dx , cette équation , ainfi que équation

duire , ont toujours lieu quel que foit ce premier
terme b, C'eft-3-dire, le logarithme du premier terme
« de la progreffion géométrique. Donc nous fommes
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les maitres de fuppofer , pour plus de fimplicité , que
fe logarithme du premier terme de la progreffion arith-
métique eft zéro : & comme nous avons fuppofé que
la progreflion géométrique & laquelle nous nous arré-
tons , a pour premier terme l'unité , nous prendrons
donc zéro pour logarithme de P'unité ; mais il faut
bien remarquer quon en eft abfolument maitre.

En prenant ainfi I'unité pour premier terme de
la progreflion géométrique , & zéro pour premier
terme de la progreffion arithmétique , ou pour le
logarithme de Punité, les regles que nous avons
données ( Arith. 207 & fuiv.)) pour l'ufage des loga-
rithmes, s’appliqueront également ici; ainfi, en fe
les rappelant & les généralifant, on verra que au
lieu de Z (a4) on peut prendre /a + /b, ! mar-

quant logarithme. De méme [ % = la — lb. Pareil-

lement la" = mla ; enfin [V a" —=la" = %Za.

Cela pofé, appliquant le principe que nous venons d’é~
tablir concernant la différentielle du logarithme d’un nombre,

on trouvera que dlx = ‘-!:;; dl (a+x)=M:

a4 =+ %
dx a
et ‘”(a-f—x) = d[la — I(a —!—x)] i e
d—{‘;"—;frl.: — ———, en faifant attention que la diffé-

rentielle de la conflante la, eft zéro,

Paeillement, d1 2 = d(I1 = Ix) = —2%; dl(a*)
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=d(alx) =22 0l (xy) =d Iz ly) = L 4
b 3015) md(ixmly) =& _ 43, gy (k"
y,d(l})_d(ix ly)y =% y,ds(a_x)
= d[l(a + x) = I(a — 2)] = A4 22
d[i(aa-—}—xx)]_-:‘i_(i‘.'..*_f.’f):__‘__x_{x_-;d!v(aa+xx)

da +Xxx aa+ xx

—dV(aa+ z4) xdx L LK
= V(aa+xx) T V(aa+xx) V(aa+xx)" aa+xx?

ou plus commodément, dl v (aa 4 xx)=d[;1(aa+ xx)]

242 _ . dl[xm (a bxr) p] = d[lxm + L (a + bx)F]

aa + xx
=d[mlx+pl(atban)]= 22 4202 22 ces

exemples fuffifent pour faire voir comment on doit diffé=
rencier toutes les autres quanttés logarithmiques,

Des Differenvielles des quantites exponentielles.

28. On rencontre encore quelquefois des quantités de cette
forme, c*, x*; cefl-a-dire, des quantités dont expofant eft
variable. On les appelle des quantités Exponentielles.

Pour favoir comment on doit les différencier, pofons x¥ = 1;

alors, en prenant les logarithmes de chaque membre, nous
. d

aurons [x¥ = Iz, & par conféquent d/(&7) = —-{l ; donc

dy = zd1(x7), ou (en mertant pour ; & dz, leurs va-
leurs) d(xr) = x* dl(x7) ; cefi-a-dire, que la différen=
tielle d’une quantité exponentielle, fe trouve en multipliant cetre

quantité exponenticlle, par la différenticlle de fon logarithme,

Ainfi d(x) =27 d(lx?) =27 d(ylx) = 27 (d_yfx
+ 257). Purcillement d (a* +4-y7) = d (a*) +d(y1) =
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ard(la*) + ytd(lyt) = a*d (xla) + yrd(gly) =
a*dxla+ yl(d{ly e 1—;-‘:) De méme d(aa -+ xx)*
= (aa+xx) dl(aa Fxx) =(aa+xx)"d[xl(aa
+xx)]=(ec+ x x)* (dxl(mz +oxx) 4+ ;ff_:_x :
& ainfi des autres, On fait affez fouvent ufage, dans le
calcul, de la quantité exponenticlle e*, ¢ étant le nombre
dont le logarithme =2 1. La différentielle de cette quan-
tité eft, felon ce qui vient d'érre enfeigné, ¢*d (le*), ce
qui revient 3 exd (xle) = . dxle; donc puifque le eft
fuppofé = 1, on a fimplement d(e) = dxe. Ceft-a-
dire, que cette exponenticlle particuliére, a pour différen=
tielle, cette exponentielle méme, muliipli¢ée par la diffé-
rentielle de fon expofant. Nous la retrouverons par la fuite.

Applications des Régles preécédentes.

29. Pour faire connoitre par quelques exemples,
Tufage des régles que nous venons de donner, &
leur avantage fur I'Algebre ordinaire, nous allons
les appliquer aux objets que nous connoiffons ; c’eft-
3-dire , & des queftions de Géométrie & de Calcul,

Applications aux Soutangentes, Tangentes ,
Sounormales , &c. des Lignes courbes.

30. Pour mener une tangente a une ligne courbe
queiconque 4 M (fig. 1), on fe repréfente cette
ligne courbe, comme ua poligone d’une infinité de
cdtés infiniment petits : le prolongement M T de Pun
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Mm de ces cotés, eft la tangente, que I'on déter-
mine pour chaque point M, en calculant la valeur
de la foutangente PT, ou de la partie de la ligne
fur laquelle fe comptent les abfciffes, comprife entre
Yordonnée PM & la rencontre T de cette tangente.
Voici comment on détermine cette foutangente,

Par les deux extrémités M & m du cHté infiniment
petit Mm, on imagine les deux ordonnées MP, mp ,
& par le point M, la ligne Mr paralléle 3 4 P axe
des abfcifles. Le triangle infiniment petit Mrm eft
alors femblable au triangle fini TPM, & donne
cctte proportion rm ; rM :: PM: PT. Or fi Pon
nomme AP,x; PM, y; il eft évident que Pp ou
fon égal M feradx , & que rm fera dy; on aura

doncdy :dx::y: PT::--"‘%f. Ceft-1a la formule

générale pour déterminer la foutangente de quelque

courbe que ce foit, foit que les y & les x foient
perpendiculaires entre eux ; foit qulils ne le foient
pas, pourva que les y foient toujours paralleles
entre eux. Voyons maintenant comment on applique
cette formule & chaque courbe dont on a 'équation,

Suppofons que la nature de la courbe quelconque
AM, foit exprimée par une équation telle qu'on
voudra, oli entrent x, y & des quantités conflantes,
Si T'on différencie cette équation, il n’y aura jamais
que deux fortes de termes , les uns multipliés par x,

les
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les autres multipliés par dy. Il fera donc facile , par
les regles ordinaires de PAlgebre, de tirer de cette

’ 4. Tl d

équation différentielle, la valeur de é, laquelle ne

contiendra que des x , des y & des conftantes: fubfti-
) d d

tuant cette valeur dans la formule "d—; ou y X 9; y

on aura la valeur de la foutangente, enx,y & en

conftantes ; enfin mettant pour y fa valeur exprimée

enx, que 'on tirera de 'équation de la courbe méme,

on aura la foutangente exprimée fimplement en x &

en conftantes ; ainfi pour déterminer la foutangente

pour quelque point M que ce foit, il ne s’gira plus

que de mettre dans ce dernier réfultat , au lieu de x,
la valeur de Pabfciffe 4 P qui répond 2 ce point M,

Suppofons, par exemple, que la courbe dont il sagit,

: s g

eft une ellipfe dont Péquation ( Alg.230) eft yy = —

(ax — xx). Je différencie cette équation , ce qui me
bb S sand

donne 2ydy = — (adx—2xdx)ou 2aaydy=abbdx

1 LY,
— 2bbxdx; jen tire la valeur de Zi , (en divifant d'a-
bord par dy , puis par le muldplicateur de dx ), & jai

dx '2(?_-1'_1'

I

gar 1\ DEGey B bl  Snip B WL L
Rt T T fubflituant dans T5 ¢ jfaurai T

L i bb

o 3 ifibﬁ ; enfin mettant pour y*, {a valeur e (ax—xx)
: : £ oys yd

que donne I'équation de la courbe, & réduifant, jai %—f

ou PT = 2(er—=x) _ax —, valeur qui eft pré-

a=—12% ~a

cifément la méme que celle que nous avons trouvée ( Al-
gébre 237 ), mais que l'on trouve ici, d'une maniére bien

Meécanique, I™ Partie, il 2
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plus expéditive. Remarquons en paffant , combien ce réful-
tat juftifie ce que nous avons dit (5 ) touchant les quantités
que l'on rejette dans le calcul; car en .employant ici
le calcul différenticl, dont les régles, dans cet exemple ,
fuppofent I'omiflion des quantités. infiniment petites du fe-
cond ordre, vis-a-vis'de celles du premier, nous arrivons
au méme réfultat que dans l'application de I’Algebre a la
Géométrie, ol nous avions déterminé cette foutangente de
» la maniére la plus direCte & la plus rigoureufe. On voit
donc qu'en rejetrant ainfi les quantités que nous avons pref-
crit de rejetter, on ne fait quiimprimer au calcul, le ca-
ra&tére qu'il doit avoir pour exprimer I'état de la queftion.

On s’y prendra d’une mani¢re femblable pour
déterminer les tangentes , les founormales , les

normales, &c.

Suppofons , pour plus de fimplicité, que les x &
les y font perpendiculaires entre eux ; pour avoir
la tangente , on comparera de nouveau le triangle
Mmr, au triangie TPM , & Von aura rm : Mm
:2 PM; T M ;oracaufe du triangle re®angle Mrm,
ona Mm=y [(rM)*+(rm)* =y (dx*+dy*);
doncdy : v/ (dx*+dy*) ity : TM;donc TM=

yv (dz2+dy?) _ yV(dx»+dy) ___ dx*+ dy?
| v ("“IJ’)) HoTT y ‘/( ll').: )

dy
d v { A gy
=yV (5']'7 +1 ) ; anfi, différenciant équation

x

1 . 1 ﬂr
de la courbe, on en tirera la valeur de T dont on

fubftituera le quarré dans cette expreflion de la tan=
gente, aprés quoi, mettant pour y fa valeur en x
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& en conflantes, tirée de I’équation de la courbe,
on aura la tangente exprimée en x & en conflantes,
On peut en faire I’application 4 I’équation a Pellipfe ;
on retrouvera la méme valeur que nous avons don-
née ( Algébre 240).

Si 'on veut avoir la founormale , on imaginera
la ligne M Q perpendiculaire A la tangente TM, &
Fon remarquera que les triangles Mrm, MP Q, qui
ont les cotés perpendiculaires P'un A Pautre , font
femblables ; on aura donc Mr : rm 22 PM - PQ;

A B . oo a e sy ydy
ceft-a-dire, dx : dy it y : PQ = 27, Done,
apres avoir différencié I'équation de la courbe , on

. d .
en tirera la valeur de 32, que Fon fubftituera dans

g :
%;3 » & achevant comme ci-deflus, on aura la valeur

de la founormale, en x & en conftantes,

Par exemple, pour Pellipfe, 'équation yy — Tﬁi- (ex —xx)

, ! wii bb
ctant diffcrenciée, nous donne 2 ydy = — (adx — 2 xdx) ;

bb
P B (a —2x)
donc?; v 110 conféequent la founormale
ydy _ bb , a=—2x _ bb .
_d_;J_'__;.; T— = (%4 —=x), la méme chofe

que I'on a trouvée ( Alg. 236).

Si I'on vouloit la normale M Q, on la trouveroit en come
parant de nouvean le triangle Mrm, au triangle MPQ,

€2
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Prenons pour fecond exemple de la formule des foutan=
gentes, & de celle des founormales, P'équation a la para=
bole, qui (Alg. 291) eft yy = px. En différenciant, nous

d: d
aurons 2ydy = pdx; donc ﬂ,——; — U , & d{ e :’y
{ 2 y
donc la foutangente PEF 1Y —2P% — ,x; & la fou-
dy 4 P

yd : .
normale 2 “: = O = P ; ce qui s'accorde parfaitement avec
y

ce que nous avons trouvé (Alg. 298 & 299).

Pour troifiéme exemple, nous prendrons 'équation y™ +*
= g"x" qui exprime généralement les paraboles de tous

les genres.

On eft convenu d'appeler parabole, toute courbe dont
Péquation telle que ym+* = amx" na que deux termes,
mais ou les expofans de x & y dans différens membres,
font de méme figne,

En différenciant cette équation , nous aurons. . « . , ,

(m + ») y»+2='dy = pa"x"—'dx ; donc :—-;

M a—=1 u
(z2)) ;s donc Llfomangcure fer (m +n)y" "

7 l”, x-'! - £ ﬂfﬂ pp— ,

ou ( en mettant pour ym+" fa valeur amxn ), J"f” —
ay

Hlﬂ
(:rx+r).z zﬂl+.ﬂ‘

x ; d’oli 'on voit que la foutangente
n &Ir 't I i

dans ces courbes, eft égale 2 autant de fois I'abfciffe x, qu'il
y a d'unités dans I'expofant de y divif¢ par 'expofant de x,
ce qui a lieu, comme nous le favions déja, dans la para-
bole ordinaire , out la foutangente eft 2x, & ol I'expofant
de y divifé par I'expofant de x, eft en effet + = 2,

Prenons maintenant, pour exemple, une courbe dont la
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pature foit exprimée par une équation entre les differen-
sielles des coordonnées. Suppofons, par exemple, que la
courbe B M (fig. 2) foit telle, que les abfcifles 4P, Ap, &c.
étant prifes en progreflion arithmétique , les ordonnées cor-
refpondantes P M, pm , &c,, foicut en progreflion géomé-
trique : cette courbe qu'on appelle logarithmique, parce que
les ordonnées repréfentant fucceflivement tous les nombres
imaginables , les abfciffes reprefentent leurs logarithmes |
dy

T [ - am
cette courbe , dis-je, aura pour equation = .
puifque nous avons vu (26) que cette équation exprimoit

la relation des nombres i leurs logarithmes. On aura donc
dx

; yd 5
= 2% & par conféquent la foutangente 22Z deviendra
Sl dy

B R
=

Y ou am; ceft-a-dire , que pour chaque point d'une

1

méme logarithmique , la foutangente PT eft toujours la
méme, & égale  autant de fois la premiére ordonnée 4B,

ou a, qu'il y a d'unités dans le module m.

31. Lorfque Péquation de la courbe eft telle,
que x croiffant , y diminue , comme dans la figure 3,
alors la ligne r M doit étre exprimée par — dy (21);
& la proportion rM : rm 22 PM: PT qui fert a
trouver la foutangente , devient — dy : dx 11y :
PT — — %’f ; ainfi il n’y aura aucune différence

pour le calcul : le feul changement eft que la tan-

gente , au lieu de tomber du coté de lorigine

A des abfciffes, par rapport a lordonnée PM,

tombera du coté oppofé 3 Ceft pourquoi on peut
C3
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. vdx
toujours prendre EETA pour la formule des foutan-
gentes : fi les ordonnées vont en décroiffant , la

rd 3 r ’ .
valeur de 1}; fe préfentera fous une forme négative

qui indiquera qu’il faut porter cette valeur du coté

ﬂ oppofé a l'origine des x.

| Par exemple, fi on prend I'équation aun cercle, l'origine
it étant prife an centre, ceft-a-dire ( Alg. 221) P'équation yy
| = jaa— xx, il eft évident que CP oun x (fig. 4) croif=
i fant, y ou PM diminue; aufli la foutangente PT tombe-
‘ll‘ t-elle du c6té de PM oppofé i lorigine € des abfciffes;
it & cleft ce que le calcul dit auffi; car fi I'on différencie,
it ona 2ydy — — a2xdx; & par conféquent % = -_TJ,
d (PO It B il S , valeur dont le
| dy x x

figne — indique qu'elle doit étre portée du coté oppofé &
celui que I'on a fuppofé en prenant yd—‘;r pour formule de

la fontangente,

Prenons encore pour exemple, I'équation xy = aa qui

eft a I'hyperbole entre fes afymprotes ( 4lg. 282) : nous

—_— X
y

il aurons xdy -+ ydx = o, & par conféquent j—; -

it yds __ —xy _ ) .
i donc-{a— = =57 == ¥ ce quinous apprend que

pour mener une tangente a hyperbole confidérée entre fes
! afymptotes, il faut prendre fur I'afymprote voifine du point
| M en queftion (fig. 5) & du c6té de PM oppofé au point
A origine des x, la ligne PT = AP = =x.

i ‘ On voit avec quelle facilité toutes ces chofes fe déter-
minent par le caleul différenticl,
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A Timitation des paraboles de tous les genres, on ap-
pelle Hyperboles , rapportées a leurs afymprotes, toutes
les courbes dont I'équation telle que y™ = am+"x—" n'a
que deux termes, mais ou les expofans de y & de x dans
diffirens membres, font de fignes contraires. On peut en=
core prendre ces courbes pour exemple; nous le laiffons

3 faire an Le&@eur. On trouvera que la foutangente eft — ’:—:-x;
Ceft-3-dire, qu'elle tombe du cdté oppofé a lorigine des
x, & quelle efl égale 2 autant de fois I'abfcifle qu'il y a
d'unités dans expofant de y divifé par I'expofant de x.

R ¥ ] lat
32. Remarquons encore que = exprime la fan-
ente de Tangle que la courbe fait en chaque point
g q que p ’

dy .
avec l'ordonnée; & 32 exprime celle-de Tangle que

la courbe fait avec laxe des abfcifles. En effet,
dans le triangle re@angle Mmr (fig.1),ona (en

fuppofant le rayon des Tables = 1) rm : 'M

M
*: 1 : rang. rmM; donc wng. rmM el

-
* rm

d . . X
Ti' Donc fi I'on veut favoir en quel endroit une

courbe , ou fa tangente , fait avec Pordonnée , un
angle donné, ou dont la tangente eft connue, ayant

’ ] 3 3 i, dx
rcprefentc cette tdngente par m , on aura m = d_y- 3

ainfi déterminant, par différenciation de I'équation
d 13

de la courbe, la valeur de E_;’ & Pégalant 2 m , on

aura une équation dans laquelle fubflituant pour y

fa valeur en x & conftantes, tirée de I'équation de
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la courbe, ou aura la valeur ou les valeurs de x, qui
répondent aux points olt la courbe fait un pareil
angle avec I'ordonnée; & fi la courbe ne fait nulle
part avec ordonnée un angle égal & I'angle donné,
on trouvera que la valeur ou les valeurs de x feront
1maginaires , ou bien P'équation indiquera une abfur-
dité manifefte,

Par exemple, dans 'hyperbole qui auroit pour équation

il dx ___ 2y
¥y = 2 (ax 4 xx) on trouvera =i % it lequel

2y ¥
: ou J
24 + 4X% a + 2%

tire y = ma - 2mx: mais I'équation de la courbe donne
y=v[2(ex + xx)] sdoncma+2mx =V [2 (ax 4 xx)]
ou, en quarrant, mmaa ;- 4mmax - gmmxx = 2ax -
2xx. Si 'on demande maintenant, en quel endroit cette
hyperbole fait, avec 'ordonnée, un angle de 45°; comme

étant egalé a3 m, donne =m; d'oul’on

la tangente de 45° eft égale au rayon, on aura m = 1,
ce qui réduit I'équation 2 ez + 4ax 4 4xx = 2ax 4

2xx 0u2xx 4 2a4x -+ aa = o, qui étant réfolue donne

¥x=—z;aXy(jea—jaa)=—iaty(—1aa),

valeurs imaginaires, & qui font voir que I'hyperbole dont
Péquation particuliére eft yy = 2 (ax 4+ xx), ne fait
nulle part, avec I'erdonnée, un angle de 45°.
Application aux limites des Lignes courbes ,
& en genéral , aux limites des quantités ,
& aux queftions de maximis & minimis.

dx . .
33. Nous avons vu (32) que 5 exprimoit. la

tangente de l'angle que la courbe, ou fa tangente,
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{

fait , en chaque point , avec Pordonnée ; & que 7=
exprimoit celle de Pangle que la courbe ou fa tan-
gente fait avec faxe des abfcifes.

Donc, pour favoir en quel endroit la tangente
June courbe devient paralltle aux ordonnces , il
faut chercher en quel endroit la valeur de j—’: devient
2ér0, ou, ce qui revient au méme, en quel endroit
dx devient zéro 3 & pour favoir en quel endroit la
tangente de la courbe eft paralléle aux abfciffes , 1l

. d . '
faut chercher en quel endroit 72 devient zéro , ou

ce qui revient au méme, en quel endroit dy eft
zéro. Car il eft évident que dans le premier cas,
Pangle de la courbe , avec les ordonnées eft nul; &
dans le fecond cas , langle de la courbe , avec les
abfciffes eft nul.

1l fuit évidemment de-13, que fi Pon veut favoir
fi une courbe dont on a Péquation, a, dans quel-
que endroit, fa tangente paralléle aux ordonnées ou
aux abfciffes , il faut différencier cette équation , &

e d
en ayant tiré la valeur de 7=, fi Ton égale le numé-

rateur de la valeur de j—; , 4 zéro, on aura une
équation qui, conjointement avec Péquation méme
de la courbe , donnera la valeur de x & celle de
y qui déterminent en quel endroit la tangente eft
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parallele aux ordonnées ; enforte que fi cela arrive en
lufieurs endroits, on aura plufieurs valeurs pour
’ P
x & plufieurs valeurs pour y.

Au contraire , fi on égale le dénominateur 3
z¢éro , cette équation conjointement avec celle de
la courbe , déterminera les valeurs de x & de ¥,
qui répondent aux endroits ol la tangente de la courbe
devient paralléle aux abfciffes.

Pour éclaircir ceci par un exemple familier, prenons la
courbe qui a pour équation ¥y + xx= 3ax — 242 4
2by — bb, qui en fuppofant les x & les y perpendicu-
laires entre eux, appartient au cercle ; l'origine des x &
desy étant prife fur un point A hors de ce cercle,

Les lignes 4P (fig. 6) font x, & les lignes PM, PM’
font les deux valeurs de y que la réfolution de cette équa-
tion donne pour chaque valeur de .

Si T'on différencie cette équation, on aura 2ydy +2xdx

oy ik v gy
= 3ad x4 2bdy, d'ol l'on nred—;:g—i_:z,

Egalons d'abord le numérateur i zéro, pour avoir les en-
droits ou la tangente devient paralléle aux ordonnées. Nous
aurons 2y — 26 = o, ou y = b, Subflituant certe va-
leur dans Péquation de la courbe, il vient 44 + xx =
jax — 244 + 2bb — bb, ou xx — 3ax = — 244,
qui, étant réfolue donne x =22/ (1a2a); Ceft-2-dire 3
* =24, & x == a; ce qui nous apprend que la courbe ,
ou fa tangente , devient paralldle aux ordonnées , en
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deux points R & R’, qui ont chacun pour ordonnée la
ligne &, & dont T'un R, a pour abfcifle la ligne 4Q =2,
& lantre R', a pour abfciffe la ligne AQ" = 24.

Egalons maintenant & zéro , le dénominateur de la va-
dx " .
leur de oI favoir en quel endroit la courbe, ou fa

tangente , devient paralléle aux abfciffes : nous aurons 3a —
2x = 0, on x = 3a. Subftituant cette valeur dans I'é-
quation de la courbe , nous aurons yy % B == zaa -
2aa + 2by — bb, ouyy — 2by + bb = Laa; &
tirant la racine quarrée, y — b= & ja; doncy = b
=+ la; Ceft-i-dite,y = b + 34, &y = b— Lta;ce
qui nous apprend que la tangente devient paralléle aux abf-
ciffes, en deux endroits ou points T & T’ qui ont pour
abfciffe commune la ligne 45 = 34, & dont l'un T'a
pour ordonnée ST' = b + 3a, & lautre T, a pour or-
donnée la ligne ST = b — :a.

Les points Q & Q' font ce qu'on appelle les limites des
abfciffes, parce qu'entre Q & Q', & chaque abfcifle 4P,
répondent des valeurs réelles PM & P M’ pour y; au lieun
quentre Q & A, & au-dela de Q' par rapport ad,ilny
a aucun point de la courbe, enforte que fi on fuppofe x
plus petit que 4Q ou @, ou bien plus grand que A4 Q ou
24, on ne tronve aucune valeur réelle pour y. En effet,
fi dans 'équation on met au lieu de x une quantité @ — g,
plus petite que 4, ou une quantité plus grande que 22,
ou telle que 24 + ¢, on trouvera, en réfolvant V’équation,
que les deux valeurs de y font imaginaires.

Pareillement, fi par le point 4 on congoit AL paralléle
aux ordonnées , c'eft-a-dire, I'axe des ordonnées; & que
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par les points T & T', on méne les lignes TL, T'L pa-
ralléles aux abfciffes; les lignes 4L = ST = b — ta,
& AL' = ST' = b + Za, font les limites des ordon-
nées ; car il eft évident qu'il ne peut y avoir d’ordonnée
plus grande que 4L, ni plus petite que AL, la tangente
devant étre paralléle aux abfciffes. Aufli, fi Pon met dans
Péquation de la courbe, au lien de y, une quantité plus
petite que b — a, qu'on mette, par exemple, b — Za
— g, on verra, en réfolvant I'équation, que les valeurs
de x font imaginaires. La méme chole arrivera fi on met
au lieu de y, la quantité¢ b -+ Za - ¢, plus grande que
b 4 Za.

34. L'ordonnée ST’ eft la plus grande de toutes
celles qui aboutiffent a la partie concave RT' R’ de
la circonférence. L'ordonnée ST eft la plus petite
de toutes celles qui aboutiffent a la partie convexe;
& les ordonnées QR & Q'R’ font , tout-a-la-fois ,
les plus petites qui abouriffent a la partie concave,
& les plus grandes qui aboutiflent a la partie con-
vexe.

35. Ainfi la méme méthode fert en méme temps,
1°. 2 déterminer les limites des abfciffes & des ordon-
nées ; 2° a déterminer dans quels cas la tangente
devient parallele aux abfcifles , ou aux ordonnées ;
3° enfin, a déterminer les plus grandes & les plus
petites abfciffes ou ordonnées.

36. Or, de quelque maniére qu’une quantité foit
exprimée algébriquement , on peut toujours regarder
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Pexpreffion algébrique qui la repréfente , comme étant
celle de Pordonnée d’une ligne courbe, Par exemple,

»x(a—x) ’ ’ L .
fi == eft Vexpreflion d’une quantité que j'ap-

2 (a—x)

a

pelle y, auquel cas j'ai y = , je puis re-
garder cette équation , comme étant celle d’une ligne

courbe dont x feroit I'abfciffe , & y ordonnce. Alors

fi la quantité

2 prs .
Zx(2=%) peut, dans un certain cas,
ada

devenir plus grande ou plus petite que dans tout
autre , ( ce quon appelle étre fufceptible d’un
maximum ou d’un minimum ) , il eft vifible qu’il faut
fuivre exaltement la méme méthode que ci-deflus ;
ceft-a-dire , différencier cette équation , & en ayant

tiré la valeur de j—; , égaler & zéro le numérateur ou

le dénominateur de cette valeur.

37. Ceft & cela que fe réduit la méthode qu'on
appelle de maximis & minimis , qui eft une des plus
utiles de Panalyfe, & quia pour objet de faire trouver,
entre plufieurs quantités qui croiffent ou décroiffent
fuivant une méme loi, quelle eft la plus grande ou
la plus petite, ou en général celle qui a certaines pro-
prictés dans le plus haut degré a I'égard de toutes
fes femblables. Nous allons en donner quelques
exemples.,

38. Propofons-nous d’abord de partager un nombre donné
& en deux parties , telles que leur produit foit plus grand
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qu'en le partageant de toute autre manitre. Nommons x,
Pune de ces parties ; I'autre fera 2 — x, & le produit fera
ax — xx; fuppofons-le — y; nous aurons y = ax —
xx ; donc en différenciant, dy = adx — 2xdx, & par

" d 1 .
conféquent e G ; fi on égale le numérateur a
dy a—2x

zéro, on aura 1 = o, ce qui eft abfurde; par conféquent
il y a un maximum , ce n'eft quen égalant le dénomina-
teur a zéro, qu'on le trouvera. Egalons donc le dénomi-
nateur a z€ro ; nous aurens 4 — 2x = o, qui donne x
= 34, & nous apprend que de quelque maniére quon
partage un nombre en deux parties, le produit de ces deux
parties fera le plus grand quil eft poffible, lorfgu’elles fe=
ront chacune la moitié de ce nombre,

39. Lorfque, comme dans cet exemple, on a I'ex-
preflion algébrique de la quantité , on peut fe dif=
penfer de Pégaler 2 une nouvelle variable y; il 'y
a qua la différencier tout fimplement , & égaler &
zéro le numérateur ou le dénominateur , lorfque cette
différentielle eft une fra&tion. Ainfi, dans ce méme
exemple , je différencierois fimplement ax — xx,
& égalant 2 zéro la différentielle adx — 2xdx,
jaurois adx — 2xdx =0, d'oll je tire également
X

- da

1
2

40. Propofons-nous une queftion plus générale. Quil
sagiffe, par exemple, de partager un nombre connu a, en
deux parties telles que le produit d’une puiffance déterminée

de Pune des parties, par la méme ou une autre puiffance
de Pautre pariie , foit le plus grand quil eft poflible
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Repréfentons par x la premicre partie , & par m la puiffance
4 laquelle elle doit étre élevée; la fecende partie fera a — x;
repréfentons par 72 la puiffance a laquelle elle doit étre éle-
veée ; alors le produit en queftion fera 2™ (2 — x )" Dif-
férencions ce produit, & ‘égalons la différentielle 2 zéro,
nous aurons mx™~'dx (& —x ) —nx".(a—x)""'dx
= o. Divifant tout par x»~'dx(a — x)"~ "', nous au-
rons m(a — x) — nx == 0, OU Mad — MmX — NX 0,

- ma . .
qui donne x = ——., Suppofons, par exemple, quiil ait

é:é queftion de partager le nombre a en deux parties, telles
que le quarré de l'une, multiplié par le cube de la feconde,
foit le -plus grand qu'il eft poffible; alors m = 2, n = 3.

Zza . .
On a donc x = -— = %a; ceft-a-dire, que I'une des
24+ 3

parties doit étre les 2 du nombre ou de la quantité pro-
pofée ; & lautre doit, par conféquent , en éwe les trois

cinquieémes.

Ce que nous avons dit ci-deflus, & Poccafion de
la figure 6, fait voir qu'une quantité peut devenir
la plus grande de toutes fes femblables, en deux
manicres différentes : lorfque , comme P M elle a
été d’abord en croiffant pour diminuer enfuite ; ou
lorfque , comme P’ M" elle va en croiffant pour
sarréter brufquement en devenant Q' R'; mais dans
ce dernier cas, elle eft tout-3-la fois la plus grande de
toutes les ordonnées qui aboutiffent a la partie con-
vexe, & la plus petite de celles qui aboutiffent & la
partie concave. Pareillement une quantité peut de-
venir la plus petite de toutes fes femblables , en deux
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maniéres différentes: lorfque, comme P M, elle va
d’abord en diminuant pour augmenter enfuite; ou
lorfque , comme P" M", elle va en diminuant pour
sarréter brufquement , & alors elle eft tout-a-la
fois un minimum & un maximum ; elle eft un mini-
mum 3 Végard de la branche M/ T' M", & un
maximum % Végard de la branche MTM",

41. Ainfi, lorfque Yon fait qu’une quantité eft
fufceptible d’un maximum , ou dun minimum , ou
de tous les deux, pour diftinguer dans lequel de
ces trois cas elle fe trouve, il faut, en fuppo-
fant que « marque la valeur de x , qui convient
au maximum ou minimum , f{ubftituer dans la
quantité propofée au lieu de x , fucceflivement
a4 g, a, & a—g. Siles deux réfultats extrémes
font réels & plus petits que celui du milieu, la

quantité eft un maximum ; {i, au contraire, les deux
réfultats extrémes font plus grands que celui du
milien , la quantit¢ eft un minimum : enfin, fi des
deux réfultats extrémes 'un eft imaginaire & lautre
réel , la guantité eft tout-d-la-fois un maximum &

UN 7N

42. Lorfque dans la détermination d'un maximum
on dun minimum , la valeur que Pon trouve pour
la variable rend celle du maximum ou du minimum

négative , on doit conclure que le maximum ou le
minimum
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minimum qu'elle indique , n’appartient point 2 la

b Y

queftion atuelle, mais quil appartient & une quef-
tion ol quelques-unes des conditions feroient con-

traires.

Par exemple, fi I'on demandoit de partager la ligne 4B
(fiz. 7) au point €, de maniére que le quarré de la dif-
tance 4 C au point A, érant divifé par la diftance au point
B, donne le plus petit quoticnt pu{ui;!e; alors nommant &
la ligne donnée 4B, & x la partie 4C; la partie reftante
CB feroit a — x, & par conféquent le quorient feroit

x2

— différencions donc cette quantité, ou x* (@ =—x)~";

nous aurons 2xdx . (a—x)~ ' 4 x’dx(a=x)"*=o0,
2xdx + xdx

on —— — —_ L =0, ou 2axdx — x*dx = o,
a — x {a — .r)*

on (24 — x)x = o0, qui donne ou x — o, ou 24 —
¥ = o;la 1% wvaleur indique un minimum, mais qui eft

évident fans le calcul. Quant a la feconde qui donne x = 2.2,

. x2 . A
fi on fubflitue cette wvaleur dans T celle-ci devient

a? . s . \ -
A% ou — 4a. Le minimum n'appartient donc pas a la quef-

T
tion aftuelle. Mais fi I'on fait attention i la valeur x —= 24
que 'on trouve, on verra que le point € ne peut étre entre
A & B ; mais que la queftion aura une folution, s'il s'agit
de le trouver fur le prolongement de 4B, au-dela de B
par rapport & 4. Or dans ce cas, i nous nommons AC', x;
la diftance B (' ne fera plus a — x, mais x — 2, & la

quantité dont il sagiffoit, fera ———, laquelle étant dif-

e i xdx xdx
f: & o i CRE SR R
¢renciée & égalée a zéro, donne = A =y =0

ou aprés les réduftions faites x*dx — 2axdx = o, qui

Mécanique, Ie, Partie, *D
v

SCD LYON 1




50 G D RS

donne x = 24 ,comme ci-devant ; mais cette quantité fubf-

a7

tituée dans la change en 4a. 1l y a donc un mi-

x—a’

nimum pour ce cas,

Si I'on égale le dénominateur x — a de la différentielle,
a zéro, ona x = a, qui indique un maximum : & en effet,
lotfque ¥ = a, la quantité devient infinie, Mais il n’a pas
moins le vrai cara@ére du maximum ; car foit qu'on fuppofe
x plus petit ou plus grand que @, on trouve une quantité
plus petite qu'en fuppofant x = a.

43. Lorfque lexpreffion dune quantité qui doit
étre un maximum ou un minimum , renferme quel-
que multiplicateur ou quelque divifeur conftant , on
peut fupprimer ce multiplicateur ou ce divifeur, avant

5 S M ay
que de différencier ; en effet fuppofons que == re-

préfente généralement une quantité qui doit étre un
maximum ou un minimum , a & b étant des conf-

. d .
tantes ; il faut donc que 2 = o; or puifque «

& b ne font pas z¢ro, il faut que dy = o la con-
clufion eft donc la méme que fi y feul efit dii étre

. . . kJ oS A
un maximum ou un minimum, ceft-d-dire , la méme
qu'en fupprimant les fafteurs & les divifeurs conf-
tans. Cette remarque fert a fimplifier les calculs,
dans plufieurs cas.

44. Propofons-nous , maintenant , de trouver entre toutes les
lignes que Pon peut mener par un méme point D donné dans
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Langle connu ABC (fig. 8), quelle eft cdle qui forme avec
les cotés de cat angle , le plus petit triangle poffible,

Menons par le point D, la ligne DG paralltle au cbté
AB, & fappofant EF une droite quelconque tirée par le
point D, abaiffons DK perpendiculaire fur BC, & du
point £ ou EF rencontre 4B, abaiflons E L anfli perpen-
diculaire fur BC. La ligne BG eft cenfée connue, ainfi
que la perpendiculaire DK ; nommons donc BG =— a,
DK =4, & la bafe BF du triangle BEF, nommons-la x.
On voit que depuis un certain terme, plus BF croitra, &
plus le triangle avgmentera. Au contraire, i BF diminue,
on congoit que le triangle diminuera, mais jufqu’a un cer-
tain terme feulement; car fi BF devenoit prefque égal a
BG, la-droite EDF feroir prefque paralléle i AB, puif-
quelle feroit préte i fe confondre avec GD: le triangle
feroit alors extrémement grand. Il y a donc une certaine
valeur de BF qui donne le plus petit triangle poffible,
Pour.la trouver, cherchens I'expreflion générale du triangle
BEF. Or les triangles femblables BEF, G D F donnent G F
vBE, DF:EF;&les triangles femblables DK F& ELF
doment DF: EF::DK ; EL ;donc GF:BF:.DK:EL;

Ceft-d-dire, x—a:x:262 EL — ;%_f-&, donc la furface

. : ELx BF b
du triangle B E F, qui eft ——-il——- = famy = Car E, on

¥ = g
1hxx S ans : oy
; — 1l faut donc qu'en différenciant cette quantité , le

numérateur ou le dénominateur devienne zéro, ou bien,

comme on peut (43) fupprimer le faleur conftant 15, il

xx

fuffira de différencier

=5 mais fans refaire ce calcul

que nous avons déja rencontré ( 42), nous conclurons de

méme, que x = 24; denc fi I'on prend BF = 24 —

D2
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2BG, la ligne FDE que I'on tirera par le point D, don.
nera le triangle FBE pour le plus petit triangle demandg,

45. Cherchons maintenant parmi tous les parallélipipédes de
méme furface & de méme hauteur , quel ¢ft celui qui a la plus

grande capacité.

Nommons # la hauteur, cc la furface du parallélipipede;
x 8 y les deux cdtés du re&angle qui fert de Bafe. La fur
face totale eft compofée de fix re@angles, dont deux ont
chacun A pour coté ou pour hauteur, & x pour bafe; denx
autres ont 4 pour hauteur , & y pour bafe ; enfin les denx
derniers ont x pour bafe, & y pour hauteur; ainfi la fur-
face totale a pour expreffion 24x = 2hy + 2xy; Cefi-i-
dire, que Pon a 2kx + 2by + 2xy = cc Quant 2 la
capacité ou folidité, elle eft kxy. Puis donc qu'elle doit étre
la plus grande de toutes celles de méme furface, il fant
que fa difiérentielle xdy -+ hydx foit = o, on (ce qui
revient an méme) il faut que xdy - ydx = o. Mais
Péquation 2hx 4 2hy 4 2y% = ¢c, qui exprime que la
firface de tous ces‘parailélipipédes eft conftante ou la méme,
donne 2 hdx -4~ 2hdy + 2 xdy =+ 2ydx =o. Subflituant
donc , dans cette équation , la valeur de dx, tirce de la pre-
miére, onaura , aprés les rédutions faites , y = x; la bafe
doit donc étre un quarré. Pour en connoitre le cbeé, il faut
mettre pour y fa valeur x dans Péquation 2hx -+ 2hy +
2%y = cc, quideviendra par-la, 4hx 4 23" = cc, &
qui étant réfolue, donne x = — & = v (hh - Lec), dont
la racine x = —h—v/(hh 4 %cc), étant négative, ne
peut fervir i la queftion préfente; ainfi la valeur convenable
de x, eft x = — h 4 V (hh + jcc).

46. Silon demande, 2 préfent, quelle doit éwrela
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hauteur k, pour que le parallélipipéde ait la plus grande
{olidité de tous ceux de méme furface; on remarquera que
puifque la hauteur étant k, la bafe doit éwe un quarré,
cette folidité fera exprimée par hxx; il faut donc que la
différentielle de Axx, en regardant b & x comme varia-
bles, foit = o3 on a donc shxdx 4 xxdh = o, ou
shdx + xdh = o, en divifant par x. Mais I'équation
4hx 4 2%* = cc, qui exprime alors que la furface eft
conflante, donne, en différenciant , 4hdx -+ 4xdh +
4xdx = 03 mettant donc, dans celle-ci, pour dh, fa
valeur tirée de DPéquation 2hdx -+ xdh = 0, on aura,
aprés les rédutions faites, & = x; donc le parall¢lipipede
cherché doit étre un cube, puifque fon cbté, ou fa haue
teur k, doit étre égal au coté x du quarré qui fert de bafe.
Pour trouver maintenant le cdté de ce cube, il faut mettre
pour £, fa valeur x dans léquation 4hx Rati=="0C,
qui deviendra 4x* 4 2x* = cc ou 6x% =cc, qui donne

=y ( % ). Donc , de tous les parallc’:lipipédcs de méme

furface , celui qui a la plus grande folidité, eft le cube qui
a pour coté une ligne égale a la racine quarrée de la fi-
xiéme partie de cette furface.

47. On s'y prendra de méme pour réfoudre cette autre
queftion. Entre tous les cylindres droits de méme furface , quel

oft celui qui a la plus grande capacité ?
Ennommant «x le diamétre de la bafe; y la hauteur; repré=-
fentant par 1 : ¢ le rapport du diamétreala circonférence; on
cx*
aura ¢ x X y pour lafurface convexe 3 cxy + - pour lafur-
cx? . qs .y
face totale ; & —xf—' pour la folidité. Cette derniére devant

étre un maximum 5 {a différentielle doit éwre z&ro; ainfi on a

D3
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cxy 3¢ §
—'l—dx + < 1y =o,ou2ydx 4+ xdy = o. Dailleurs
Ia furface étant conflante , fa différentielle eft zéro 3 ainfi ona
également cxdy + cydx+cxdx=o0, on xdy +ydx
+ xdx=o.

2ydx

L'équation 2ydx 4 xdy =o, donne dy = — e

Subftituant dans la derniére, ona — 2ydx + ydx
xdx =03 d’oli l'on tire y = x. Ainfi entre tous les cylindres
droits de'méme furface, celui dont la hauteur eft égale an
diamétre de fa bafe, a la plus grande capacité, Et récipro=
quement , entre tous les cylindres droits d’égale capacité,
celui dont la hautenr eft ¢gale au dlame:r:, defabafe, a la
moindre furface.

Donc dans les mortiers & chambre cylindrique, celui dont
la chambre a pour profondeur le diamétre de la chambre, eft
celui oli la poudre exerce le moins d’a@ion contre les parois
de cette chambre,

48. Cherchons maintenant , entre tous les triangles de méme
contour & de méme bafe, quel eft celui qui a la plus grande

Surface.

Soit 4 la bafe 4B, & ¢ le contour du triangle 4BC
(fig. 9). Abaiffons la perpendiculaire CP, & nommons
AP, x; CP,y ; nous aurons PB = a — x, AC =
V(xx 4+ yy), & CB=v[(a=x)*+yy]. Donc le

contour fera v/ (xx +yy)+vIi(a—x)* 4 y*]1+ 4,

& la furface fera g;)_*’, 0.« aura donc V' (xx 4 yy) +

V[(a—x)‘ + 1+ a=c, & il faundra que la diffé-

ad
rentielle de “2 foit = 0 ; c’eft-a-dire, qu'on aura -—2“3 -
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& par conféquent dy = o. Or I'équation qui exprime que

. . F xdx + yd
le contout eft conflant , étant différenciée, donnera —— 2L

¢ . V(Ez+y))
— ] — -+ L
+ (_dt/_[fa%—'ﬁx:_ii_]z = o, qui i caufe que dy = o,
sduit 3 ok A ) LY
fe réduit 3 e 53) ~ VIl — #7 + 3]
divifant par dx , & chaffant les fra&tions , vi{e—=x)*+yy]
= (a —x) .V (xx +4yy). Quarrant on aura xx (a —x)?
+axyy=(a—x).xx+ (e —x).yy; {fupprimant
de part & dautre le3 termes égaux, & divifant chaque

=200 O

membre par yy, nous aurons xx = (& —x)*, ou xx =
aa — 2ax 4 xx, qui donne x = 34, & nous fait voir
que le triangle doit étre ifofcéle. Ainfi il faut du milieu
de AB, élever une perpendiculaire , & ayant décrit du
point B comme centre & d'un rayon égal 3 la moitié de
lexcés du contour ¢ fur la bafe 2, un arc qui coupe cette
perpendiculaire en C, fi on tire CB & CA, on aura le
triangle qui a la plus grande furface de tous ceux de méme
contour & de méme bafe.

49. Si T'on veut favoir maintenant, que/ eft généralement ,
entre tous les triangles de méme contour , celui qui a la plus
grande furface, il faut remarquer que quelle que foit la bafe,
on voit par la folution précédente, que x doit toujours en
étre la moitié ; cC'eft-a-dire, que quel que foit ¢, on doit
toujours avoir x = %a. Cela érant, Iéquation qui exprime
le contour, fe réduirad v/ (2aa+yy)+v (522 -+yy)
+a=c,on2v(ea 4 yy) = ¢ — a; quarrant,
on aura aa - 4yy = cc — 2ac + aa, qui donney =

cc—2ac . . e,
4 (-4——) La furface du triangle qui eft geénéralement

2Y  fera donc 2 v (S“==="). Puis doac qu'elle doit
2 2 4

éire la plus grande de toutes celles de méme contour ,

D 4
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quelle que foit dailleurs la bafe a, il faut égaler a zéro la

difiérentielle de = (‘_‘1) oudeaV (cc—z2ac),
2 4

prife en regardant ¢ comme variable. Nous aurons donc

dlaVv (¢cc — 2ac)] ou d [a(cc — zac)%], ceft-a-

: Gt
dire, da (cc — 2ac)* — a.cda(cc — 2ac) * = 0,
cada
ayy O o O O 5 S S
ou day (cc ) iy o, ou

da(cc— 2ac) — cada= o0, ou ccda — jcada = o,
) » . c - A .

d’olt l'on tire 2 — =i donc la bafe 2 doit étre le tiers du

contour : & puifque nous avons vu d’aillenrs que le triangle

devoit éire ifofcele, il senfuit donc qu'il doit étre équilatéral,

Donc de tous les triangles de méme contour , le triangle

équitateral eft celui qui a la plus grande furface.

50. Dans ces deux folutions, nous n'avons pas
égalé le dénominateur & zéro ; parce que, dans la
premicre, cela nous auroit donné pour x une valeur
imaginaire ; & dans la feconde , nous aurions trouvé
a = ¢, qui nauroit point fatisfait, non plus, &
la queftion ; puifque fi la bafe étoit la moitié du
contour, les deux autres cotés fe confondroient avec
cette bafe, & le triangle eft alors zéro. A l'avenir,
lor{que le numérateur ou le dénominateur , égalé a
z¢ro, ne nous conduira point a une folution admif-
fible : nous n'en ferons pas mention pour ne pas nous
arréter 3 des recherches inutiles,

5 1. Dans avant-derni¢re queftion nous ne fommes
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parvenus a déterminer , entre tous les parallélipi-
pedes de méme furface , celui qui avoit la plus grande
capacité, quaprés avoir confidéré les parallclipipedes
de méme hauteur. Pareillement , dans la derniére quef-
tion, nous avons déterminé entre tous les triangles
de méme contour , quel étoit celui qui avoit la plus
grande furface ; mais en commengant par réfoudre

la queftion pour les triangles de méme bafe.

Il eft ordinairement plus fimple d’en ufer ainfi;
Ceft-3-dire , de réfoudre la queftion en ne faifant va-
rier enfemble que le plus petit nombre poffible de
quantités , & faifant varier enfuite & fucceffivement
chacune des quantités qui ont été traitées comme
conftantes.

Par exemple, fi 'on demandoit de partager un nombre
donné, en trois parties, de maniére que le produit de ces
trois parties fiit le plus grand qu'il eft poffible ; en nommant
x & y deux de ces parties, & a le nombre donné, la troi=
fisme feroit ¢ — x — y, & le produit des trois parties
feroit xy (¢ — x — y), dont il faudroit égaler la diffié-
rentielle 4 zéro. Mais au lien de différencier en regardant
x & y comme variables en méme temps, je ne regarderai
d'abord que x comme variable; j'aurai donc aydx — 2 xy dx
— y*dx = o, d’ou l'on tire x =2 (4 — ¥ ). Le produit
xy(a — x — y) fe change donc en 3y (4 — y). Je
différencie maintenant, en faifant variery , & j'ai ; dy (e — y)*
— 2ydy (a — y) que jégale pareillement a zéro, & jai
dy(a—y) —2ydy(a —y)=o0, doljetirey ==3a;
donc x, & la troifidme partic ¢ — x — y, font chacune 3 4.
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52. On peut auffi faire varier enfemble, fi Pon
veut, toutes les quantités variables , puis raffem-
blant tous les termes qui font multipliés par la diffé-
rentielle d'une méme variable , égaler leur fomme &
z2éro , & faire la méme chofe a I'égard de la diffé-
rentielle de chaque variable.

Ainfi, dans le dernier exemple, j'aurois aydx - axdy
— 2xydx — x’dy — 2xydy — y*dx — o, égalant
feparément 4 zéro, la fomme des termes affeftés de dx,
& celle des termes affe@és de dy, jai aydx — 2xydx
— ydx — o0, & axdy — x*dy — 2xydy = o; oun,
en divifant la premiére par ydx, & la feconde par xdy,
4 —2x—y =0, & a— x — 2y = o, équation
dent il eft facile de conclure x = ;a, & y = 34, comme
ci-deflus,

La raifon de ce procédé eft facile 4 appercevoir, en re-
marquant qu’il o’y a ici d’autre condition 4 remplir, finon
que la différenticlle totale foit zéro. Or, cette condition ne
peut étre remplie généralement, que de deux maniéres ;
ou, en fuppofant que chacune des deux différenticlles dx
& dy, eft égale a4 zéro, ce qui fatisferoit en effer, mais
ne feroit rien connoitre ; ou bien, en fuppofant que la
fomme des termes qui multiplient dx, ainfi que celle des
termes qui multiplient dy , font chacune zéro; ce qui eft
précifément ce que nous avons prefcrit,

53. Lorfque les conditions de la queftion font ex-
primées par plufieurs équations , il faut avant d’ap-
pliquer cette régle a 'équation différentielle qui doit
déterminer le maximum ou le minimum 4 tirer des
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autres équations différencices , les valeurs des diffé-
rentielles d’autant de variables quil y a d’équations
outre celle-13 , & les introduire dans cette méme
équation ; alors on applique la régle comme il 0’y
avoit eu que cette feule équation.

Ainfi, dans I'exemple ci-defliis, du plus grand parallélipi=
péde, nous avions cette.équation 2 hx 4 2hy 4 2xy =e¢c,
& la condition que kxy devoit étre un maximum. Si donc
nous voulons regarder tout-a-la-fois, &, x & y comme va-
riables , I'équation 2/ix + &c, donnera en différenciant,
2hdx + 2xdh + 2hdy + 2ydh 4 2xdy + 2ydx
= o3 & la condition du maximum donnera hxdy -
hydx 4+ xydh = o. De la premiére je tire dh = —

dx — xdy — hdy — hd 3
i ek il i % ; fubftituant cette valeur dans

x 4+ Y
la feconde, 7’ai, aprés les rédultions ordinaires, kx*dy -
hy*dx — xy*dx — x*ydy — o. Je puis maintenant égaler
a zéro, la fomme des termes qui multiplient dx, & celle
des termes qui multiplient dy. Jaurai hy* — xy* = o,
ouki==x, & hx* — x*y = o, d'olt en divifant tout,
par le falteur commun 2*, on tire & — y = o0, qui donne
h=y; & puifque 'on a h = x, on a donc auffi y = x;
les trois dimenfions %, x, y , font donc égales, ce qui sac-
corde avec la premiére folution: & en mettant ces valeurs
dans 'équation 2hx 4 2hy~+2xy =c¢c,ona 64’ =cc,

. £ . -
qui donne h =V (—5) » comme dans cette méme folution,

54. Non-feulement on peut ne faire varier les
quantités que fucceflivement , ou les faire varier
toutes a la fois , mais on peut encore prendre pour
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conftantes telles parties que l'on voudra de ces
quantités , pourvu que le nombre de ces nouvelles
conditions arbitraires, réuni a celui des conditions
de la queftion, ne foit pas plus grand que le nombre
des variables, x, ¥, 7, qui entrent dans la quef-
tion, Cette remarque peut étre de la plus grande
utilité dans plufieurs queftions , principalement quand
il y a des quantités radicales.

Des Rayons de tourbure , ou de la développée.

§5. Si on congoit que fur chacun des points
M ,m,m',&ec. d’une ligne courbe quelconque (fig10),
on ait élevé des perpendiculaires MN, mn , m'n’ , &c.;
les interfe&ions confécutives, 2,7z’ , &c. formeront
une ligne courbe a laquelle on a donné le nom de
développée , parce que fi on la concoit enveloppée d’un
fil ABN qui la touche en fon origine B , alors en
développant cette courbe, extrémité 4 du fil trace
la courbe .4 M. En effet , dans le développement de
Nn, par exemple ; en confidérant Nz comme une
petite ligne droite, le fil MNn décrit, autour du
point » comme centre , Parc Mm auquel il eft né-
ceflairement perpendiculaire, puifque le rayon d’un
cercle eft perpendiculaire A fa circonférence.

§6. La courbe 4 M étant donnée, fi Fon veut,
pour un point quelconque M, déterminer la valeur
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de Mn, quon appelle Rayon de la développéc , on
remarquera que Mz eft déterminé par le concours
de deux perpendiculaires infiniment voifines MN &
mn. Ceft pourquoi (fig. 1), on imaginera deux
arcs confécutifs Mm , mm' infiniment petits, & in-
finiment peu différens , que I'on confidérera comme
deux lignes droites: on imaginera aufli MN perpen-
diculaire en M fur Mm , & m N perpendiculaire en
m fur mm'. Alors dans le triangle N Mm re€langle en
M, onaurax : finn MNm::mN ou MN : Mm,

ou (2 caufe que langle MNm eft infiniment petit )
Mm .

1:MNm::mN ou MN : Mm; donc MN= 7>

or, fionprolonge Mm, Vangleumm' = M N m , parce
que ces deux angles font complémens du méme

angle MmN, & caufe des angles droits NMm , &

Nmm' ; donc MN = sl :

umm' ®

Si Pon méne Mr & mr' paralltles 3 4P, il eft
facile de voir que Pangle zm/' étant égal & mMr,
Yangle umm' eft la quantité dont langle m Mr dimi-
nue, ou la difiérentielle de I'angle rMm , laquelle
doit étre prife négativement ici, olt la courbe eft
concave , & au contraire , doit &tre prife pofitive-
ment , quand la courbe eft convexe ; on a donc

MN = ;d?{r ’Lm). Cherchons donc Texpreflion
de d (rMm). Or la tangente de rMm , eft Tji—,
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& fon cofinus [ en nommant ds Parc Mm ou
V (dx* +dy*)] eﬂ =, ainfi qil eft aifé de le
conclure de ce que le mangle rMm eft re@angle :
& nous avons vu (24) que ¢ étant un angle quel-
conque, on avoitdy == ( cof. 1 )* d(tang. 7) ; donc
d(rMm) = i (dx) donc enfin MN =

is
ds :
T ——. Cefl-1a la formule
;d—;d(g‘;) o= dx d(E) ‘

pour trouver les rayons de la développée , quand

les ordonnées font parallcles.

57. Pour appliquer ces formules & quelques exemples , fup=-
pofons que la courbe A4 M foit un cercle qui ait pour équation

yy=2ax — xx;nousauronsy = (24x — xx) ; donc
adx—xdx

dy :W;x_xx),d-f..l/(dx’-l—a’y }ﬁ.radonc‘/(—a;_n)’
2 _‘ig’_ 3 =% d —_—atdx
&gk o s ey < done 4 (3 )"fm_rx),'

la formule qui convient au cas préfent, ol la courbe eft con=
d 53

dy »
—d x? d(?;)

=a;ceft-a-dire, que

cave, & oli les ordonnées font paralléles , eft

a’dx?

(2ax—xx)32
elle fe changera donc en ~——~

(2ax-x2) s
le rayon de la développée eft toujours de méme grandeur &
¢gal au rayon du cercle,, enforte que la développée fe réduit
a un point qui eft le centre ; ce qui s’accorde avec ce que l'on
connoit,

Prenons , pour fecond exemple , la parabole, qui a pour
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équation y* = 4x, 00 y == vax = a* x7, nous aurons
a"y“—'l‘ct'i _&a'x,- donc ds = v (dx* 4 dy*) =
v (da*+5ax—" dx* )—dxl/( . i ):dxv (“'”)

= ix"5dxv (4% + a), &--~~:-;aax 7 ; done
41 = — 245 sz, la formule — 22
d(“) zad x x5 __dxad(_n’_)'_
3 3
X ol ) 3
B ias P fas tie) %(4;:.;_&)

dx’xfa':'-x—% dx a?
gxte  (4x+e)
2 a

58. Les rayons de la développée fervent a me-
furer la courbure d’'une courbe en chaque point.
Puifque dans le développement de I'élément Nz de
lacourbe BN ( fig. 10 ), le fil trace le petit arc
mm' , cet arc mm' a donc méme courbure que le
cercle qui auroit pour rayon mna. Ainfi, quand on
a 'expreffion du rayon de la développée, on a pour
chaque point, le rayon du cercle qui a méme cour-
bure que la courbe , en ce point. Et comme la courbure
d’un cercle eft d’autant plus grande que fon rayon
eft plus petit; Ceft-a-dire , que les courbures des
cercles font en raifon inverfe de leurs rayons, il
fera donc facile de comparer la courbure d’une courbe,
en un point quelconque , avec la courbure de cette
méme courbe ou d’une autre, en un point quel-
conque, Ainfi, fi je voulois comparer la courbure

-\
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de la parabole, A fon origine, avec celle quelle a
3 Pextrémité de 'ordonnée qui pafle par le foyer,
je remarquerois qu'a lorigine on a x = o, & que
Pabfciffe qui répond au foyer, eft {a (Al 291).
Faifant donc fucceflivement , dans Vexpreflion .du
rayon de la développée x = 0, & x = ;a, jai
1a8& ay 2, le rayon de la développée eft donc
14 A Porigine,, & il eft 2/ 2 & lextrémité de l'or-
donnée qui pafle par le foyer ; donc la courbure,
au premier de ces points , eft a la courbure au

fecond 32 ay/2:ta,ouii 2y 2: 1.

Puifque le rayon MN de la développée n'eft autre
chofe que le fil qui enveloppoit , ou que 'on peut
concevoir avoir enveloppé la courbe BN, il sen-
fuit donc qu’il eft égal en longueur & l'arc BN plus
la partie. 4 B dont le fil excédoit la courbe, lorf=
que le développement a commencé , Ceft-a-dire,
plus le rayon de la développée a l'origine 4. Donc
la courbe BN eft redifiable, c’eft-a-dire, qu'on peut
affigner la longueur de chacun de fes arcs BN,

A,
N

ELEMENS
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ELEMENS
DU CALCUL INTEGRAL

59. Il.. sagit ici de revenir des quantités différen-
tielles , aux quantités finies dont la différenciation
a produit celles-1a : la méthode qui enfeigne com-
ment fe fait ce retour, sappelle /e Calcul intégral.

Il n’y a point de quantité variable exprimée algé-
briquement, dont on ne puiffe trouver la différen-
tielle ; mais il y a un grand nombre de quantités
différentielles (*) que 'on ne peut intégrer : les unes,
parce qu’en effet elles n’ont pu réfulter d’aucune diffé-
renciation ; telles font les quantités xdy,xdy —ydx,
&e. ; les autres, parce qu'on n'a point encore trouvé
de méthodes pour les intégrer ; & parmi celles-ci,
ily en a dont on a lieu de défefpérer d'avoir jamais
Iintégrale.

Quoi qu'il en foit, on peut tirer un parti trés-
avantageux de celles que Pon fait intégrer ; nous
allons ticher de les faire connoitre : nous verrons
enfuite ce qu'on doit faire a égard de celles qui

(* ) Par gquantité différentielle, | toute quantité affeitée des diffé-
nous entendons ici, non - feule- | rentielles dx, dy, &c. d'une ou

ment celle qui réfulte d'une | de plufieurs variables.
différenciation , mais en général ,

Mecanique, 1" Parue, *E

SCD LYON 1




‘66 COURS

fe refufent 3 lintégration. Commengons par nous
expliquer fur quelques fagons de parler dont nous
ferons ufage.

Nous appellerons fonifion d’'une quantité , toute
expreflion de calcul dans laquelle cette quantité
entrera, de quelque maniére qu’elle y entre d’ailleurs.

Ainfi, x, a4 bx*, V(ax" + bxr), &c. font des
fon&tions de x.

Nous entendons par quantités algébrigues , celles dont
la valeur exalte peut &tre aflignée , en exécutant un
nombre déterminé dopérations de I'Algebre & de
PArithmétique , autres que celles qui dépendent des
logarithmes. Au contraire , nous appellerons quan=
tités non algébriques , celles dont on ne peut affi-
gner que des valeurs approchées , ou qui fuppofent
des approximations : les logarithmes font dans ce
cas, & il y en a une infinité d’autres.

Pour indiquer Pintégrale d'une différentielle, nous
nous fervirons de la léttre /que nous mettrons devant
cette quantité : cette lettre équivaudra 4 ces mots
Jomme de , parce que ineégrer, ou prendre Uintégrale ,
n’eft autre chofe que fommer tous les accroiffemens
infiniment petits que la quantit¢ a dit prendre pour
arriver 4 un état déterming,
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Des differentielles a une feule variable , qui
ont une integrale a[géérégue ;3 & premidre-
ment des differentielles monomes.

6o. Regle fondamentale, Pour intégrer une diffe-
rentielle monome , il faut 1°. augmenter Uexpofant de la
variable d’une umité : 2°, divifer par cet expofant ainfi
augmenté de lunité , & par ladifférentielle de la variable ;
ceft-3-dire, divifer par ce nouvel expofant multiplié
par la différentielle de la variable.

La raifon de cette rcgle ne doit pas étre cherchée
ailleurs que dans le principe méme de la différen-
ciation ( 10). Comme il s'agit de retrouver la quan-
tité qui avoit été différenciée,, il eft vifible qu’i! faut

- appliquer des opérations contraires A celles qui ont

été prefcrites pour la différenciation,

Cela pofé, appliquons la régle.

2xlﬂ{-q d
Saxdx °“f2xldx_——'f=x’,fxdx: vdx __ «

T (t+1)dx Tdy T 2t
2
Eneffet, d(x*)=2xdx;d (-12—) e ifif_f:xdx.
3 3
4 2 ax'gui—l.fx ax?’ & .
De méme fax3 dx= Ty =——=1ax7. Parcille-
3 3
o oo T -3
ad x ax dx ax -
m et 3 == f
ent [ —-, oufax3dx RN e e

En général , m étant un expofant pofitif , ou négatif | entier

m+tdt m+1
ou fraltionnaire,, onaura fax" dx = *o X 4% _
2 / (m+r1)da™ m+1 "

E 2
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On n’a pas befoin de cette régle pour trouver lintégrale de
dx, ni de adx, que l'on voit aifément devoir étre x pour
la premiére , & ax pour la feconde. Mais fi I'on vouloit y
appliquer la régle, on remarqueroit que Pexpofant de x dans
ces différenticlles eft zéro , & qu'elles font la méme chofe que
x°dx & ax°dx, dont lintégrale , fuivant la régle, eft

2°Hds, ax®Tldx
(o+1)dx (o+1)dx

,ou x & ax.

1l 'y a qu’un cas qui échappe 4 la regle fondamentale ; c'eft

celui ol1 Pexpofant m auroit pour valeur — 1 3 car alors linté.
-—11

. ax
grale devient ———

parce qu'elle eft infinie: en effer , fi Ton congoit que le
dénominateur ,au lieu d'étre zéro , foit une quantité infiniment
petité , on voit qu'il doit étre contenu une infinité de fois dans
la quantité finie 2, & que par conféquent la frattion feroit
infinie. Nous expliquerons, par la fuite, pourquoile calcul
donne ici une quantité infinie ; mais en attendant , nous ferons
remarquer que la différentielle propofée ax™ dx qui eft alors

ax® e sed o bl
ou-g- ou i) quantit€ 1na 1gnable ,

g adx it 3 5
ax"'dx, on — eft une différentielle de logarithme ; c'eft

celle de alx oude Ix%, ainfi qu'on peut le voir aif¢ment en

différenciant ( 27 ).

Si la différentielle monome avoit un radical , on
fubftitueroit au radical , un expofant fractionnaire.

: : 3 i :
Ainfi pour intégrer adx V' x*, on intégrera adx.x*

ou ax3dx, ce qui fe fera comme ci-deflus,
REMARQUE

61. Nous avons vu (8) que lorfque dans les

SCD LYON 1




DE MATHEMATIQUES. 69

quantités qu'on avoit a différencier , ilfe trouvoit des
termes tout conftans, ces termes ne fe trouvoient plus
dans la différentielle. Donc, lorfquwon remonte a
Pintégrale , il faut avoir foin dzjouter une quantité
conftante 3 Pintégrale. Cette conftante aura telle
valeur que 'on voudra, tant qu'on n'aura pas d’autre
objet que de trouver Pintégrale,, Ceft-a-dire , de trou-
ver une quantité telle qu'en ladifférenciant , on repro-

duife la différentielle propofée ; en effet, £ S8

m+ 1

nxm-i—(

——4C, C étant une conflante quelconque, auront

également pour différentielle la quantité ax”dx, quel-
que valeur quon donne a C. Mais lorfque I'intégra-
tion fe fait dans la vue de fatisfaire 2 une queftion
que l'on seft propofée , alors cette conftante a une
valeur que Pétat de la queftion détermine : nous
verrons cela par la fuite; mais, a l'avenir, nous
aurons toujours foin d’en ajouter une a la fuite de
chaque intégration; & afin quon la reconnoiffe
pour telle , nous la défignerons toujours par la méme
lettre C.

Des Différentielles complexes dont intégration
rentre dans la régle fondamentale.

o ‘ 4 \ ’
62. 1°, On peut encore intégrer par la régle pré-
cédente toute quantité dans laquelle il n’entrera point
de puifflances de quantités complexes, ni des divifeurs
Ej
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complexes, & moins que ces derniers ne fuflent des
quantités conflantes.
bx*dx

Ainfi pour intégrer ax’dx - + e dx , Jintégrerai

{éparément chaque terme , & jaurai a— + L -]- ex4C.

Pareillement l"mrégrale de ax’dx -+ —;_4—' , ondeaxidx

a x* ax*

bx~

sx’

53, 3% Quand méme il entreroit des puiffances de
quantités complexes , on intégreroit encore par la
régle fondamentale, pourvu qu'elles ne fe trouvaflent
point au dénominateur, & qu'en méme temps leur
expofant fiit un nombre entier pofitif.

Par exemple, (a4 5x*)3 X dx sintégreroit par la régle
précédente, en élevant aluellement a 4 & »* i la troifiéme
puiflance , ce qui ( Algébre 126 ) donneroit &4 34" bx*
3 ab® x* b3 x6 , & par conféquent (2 + bx* )} dx = ddx
+3a*bx*d x4 3ab*x*dx + BPxbdx, dont l’imégrale 5 prife
3abx b3 %7

+__

3
terme a terme , eft & x 4~ ifi -+

64. Comme il n’y a pas de quantité complexe
élevée & une puiffance dont P'expofant feroit un
nombre entier pofitif, que on ne puifle , par la
méme régle donnée ( 4lg. 126) , réduire , ainfi, 2
une fuite finie de monomes, on pourra donc tou-
jours intégrer toute quantité complexe qui ne renfer-
meroit d’autres parties complexes que des puiffances
dont Pexpofant feroit un nombre entier pofitif,
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Ainfi, fi javois i intégrer ga’dx (2@ + bx* )* +
e x7dx(c—+ex*+4fx3)*, je développerois, par la régle
citée , la valcur de (a4 bx*)*, & je multiplierois chaque
terme du réfultat, par gx'd x ; je développerois pareillement
la-valeur de (c+4ex* 4 fx? )*, &je multiplierois chaque
terme du réfultat , par a* x7d x ; alors je n'aurois plusa inté=
grer quune fuite de monomes, ce qui eft le cas de la régle
fondamentale.

65. Il faut excepter ici, le cas olt quelqu’un des
expofans étant négatif, il arriveroit quaprés le de-
veloppement & la multiplication , Iexpofant de la
variable , dans quelqu’un des termes, feroit — 13
mais dans ce cas on intégreroit par logarithmes.

Par exemple , fi javois a:: (e & x* )*, ou
ax—3dx(a+bx*)*; je le changerois en ax~} dx (a4
2abx* 4 b* x*) qui revient aa® x~3dx + 2a*bx—"dx—
ab*xdx, dont les deux termes &’ x—3dx 4 ab*xdx ont

=i e
pour intégrale _‘I’: + = !; X ; maisletermea a*bx—"dx
qui eft la méme chofe que 245 —i—x 5 eft (27) la différen-
tielle logarithmique de 2 a*b /x ; enforte que lintégrale totale '

3 -2 abz x®
et — =— == f2a’bixtC

66. 3°. Si'la quantité différentielle propofée sen-
ferme méme une quantité complexe , élevée a une
puiffance quelconque ( dont Pexpofant foit entier ,
ou fra@tionnaire, pofitif , ou négatif ) , on intégrera
encore , fi la totalité des quantités qui multiplie cette

E 4
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quantité complexe, eft la différentielle de cette méme
quantité complexe, confidérée fans fon expofant total;
ou fi elle eft cette différentielle multipliée ou divifée
par un nombre conftant. Il ne faudra pour cela , que
regarder la quantité complexe dont il s’agit, comme
une feule variable, & appliquer mot & mot la régle
fondamentale,

Par exemple, gdx (a5 x)? eft dans ce cas, parce que
gdx eft la différentielle de @ -4 bx, multipliée par ‘E qui
eft une quantité conftante ; ainfi pour intégrer , jécris

x (a s dx(a+ bx)pt®
R
glat gyt

He= e TG

En effet, fi on différencie cette nouvelle quantité, on
retrouve gdx (a - bx )e.

adx+2axdx
V(ax+2x) ?
L

oun (¢*dx+2axdx) (ax+4 xx)7 7, on trouvera quelle
eft intégrable, parce que a*dx 4 2axdx eft la différen-
tielle de 2 x 4- xx , multipliée par une conftante 4. Appliquant

En examinant de méme la différentielle

donc la régle,onauraf(a’dx-{-—zaxdx} (ax_|_xx)—§=

(e*dx+2axdx) (ax + xx)2

i(adx+2xdx) +C:2“(4x+xx)':'+c'

Le feul cas 4 excepter eft celui oh I'expofant de la quantité
complexe feroit — 1 ; alors on intégre par logarithmes , ainfi
que nous le verrons par la fuite,
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Des différentielles Binomes qui peuvent s’in~
tégrer algebriquement.

67. Nous entendons par différenticlle binome ,
celle o la quantité complexe la plus compofce, eft
une puiffance quelconque d’un binome.

Ainfi gx’dx (a + bx’)% eft une différentielle binome.
1l en eft de méme de g x™ dx (@ -+ bx")P qui peut repréfenter
toute différentielle binome , parce que , parg, a, b, m,n,p,
on peut entendre tous les nombres imaginables pofitifs ou

négatifs,

On ne fait pas intégrer généralement , toute diffe-
rentielle binome, Mais on voit , par ce qui précede,
- qwon fait intégrer une différentielle binome gx"dx
(a4 bx" ), dans les deux cas fuivans.

1°. Quand p eft un nombre entier pofitif quel-
conque, quels que foient dailleurs les expofans m
& n (63), a lexception du cas mentionné (65).

2°, Quand lexpofant m de x hors du binome,
eft moindre d'une unité que Pexpofant z de x dans
le binome ; ceft-3-dire , qu’on peut intégrer geéné-
ralement gx"~' dx (a+ bx" ), quels que foient
n & p, excepté le cas olt p= — 1. En effet gx"~'dx

eft la différentielle de a + bx*, multipliée par £,

ceft-2-dire , par une conflante ; on rentre donc dans
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le cas dont il eft queftion ( 66); & par conféquent
on intégrera,, comme il y a été enfeigné , Ceft-a-
dire, par la régle fondamentale, en regardant a + 5x*
comme une feule quantité,

Outre ces cas, il y en a encore deux autres que
I'on peut comprendre en un feul , & qui comprennent
le précédent : nous allons les faire connoitre.

68. 1°.On peut intégrer toute différentielle binome,
dans laquelle Pexpofant de x hors du binome, étant
augmenté d’une unité, pourra étre divif¢ exaftement
par Pexpofant de x dans le binome , & donnera pour
quotient un nombre entier pofitif. Le procédé qu’il
faut fuivre dans ce cas, pour intégrer, ainfi que pout
démontrer que cela eft général , confifte & égaler la
quantité binome ( fans fon expofant total ), a une
feule variable , & A exprimer la différentielle pro-
pofée a laide de cette variable feule & de conftantes;
ce & quoi on peut toujours parvenir facilement, en
opérant comme dans les exemples fuivans.

Propofons - nous d’abord d'intégrer gx’dx (a + b x‘)';-
Je vois que cette différentielle eft intégrable, parce que I'ex-
pofant de x hors du binome, c’eft-a-dire, 3, étant augmenté
d'une unité, donne 4, qui, divifé par l'expofant 2 de x dans
le binome , donne pour quotient 2 , nombre enticr pofitif,

Je fais donc a - bx* = . De cette équation je tire 1
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e :
valeur de 2% ; ceft x> = Lb_ Je remarque que x’dx qui

précéde la quantité binome, vient (2 un multiplicateur
conflant prés ) de la différenciation de x* quarré de x*: 'éléve
a 2

donc, au quarré, I'équation x* = _:b:i s SFaixt = ({—_b— 3

e B Gk i d
donc , en différenciant, j'aurai 4 x* dx = 2, (L-—f) “ T{?

& par conféquent x°d x = (i_“) aC = (t—a)d1

2 b =

Subflituant pour x’dx, & pour (2 + 15x ), leurs valeurs

en 7, dans gx’dx (4 - bx’)%, jai E—({—;’f—}-d—{ X {% ou

et ey gaidag 3 2yt
e . Donc fgx*dx(a + bx*)5 =
—+ 2 242 4.4
£1 gagr .t .H‘._..._.Eii
/ 2b =) AR (§+1)zb° (3 +1)2b? + €,
4

0 1
on (a caufe que ‘”’_ - eft muhiplicateur commun ),

';+| -
=10 (= 1r ) + C= S G-+ G

remettant donc pour 7, fa valeur 2 4 bx*, nous aurons

-;%;(a—]—bx’)%"'[[-;‘;(g—l-bx’)—;-a] 4 C.

69. On opérera d'une maniére {emblable , pour tout autre
cas affujéti aux mémcs conditions. Prenons, par exemple ,

gx8dx (a-bx3)" 7, qui doit érre intégrable, puifque
Pexpofant 8 augmenté de 1, c'eft-a-dire, 9, étant divife
par Pexpofant 3 de x, dans le binome , donne un nombre

. o

i
& comme x84x qui précéde le binome, vient (2 un multipli-

entier pofuif. Je ferai donc a—+ bx* =g ; faurai 2’ =

cateur conftant prés ) de la difiérenciation de x7, pour avoir

i . . B — 3
#% je cuberai Péquation x* = L57°: Jaursi 29 = ({ a) 5
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différenciant pour avoir x8dx, Jai g x8dx =14, ( == ), '-?- .

& par conféquent x8dx = ( .{.T;_")z -'-:—}. La diffétrenticlle

gxtdx(at 51’)”%,{% changeradonceng. (‘;:) ﬂ ¥y

on ( en faifant les opérations indiquées, c'eft a-dire . ¢levant

win

— 2
3

{';a an quarré, & multipliant parz  *) fﬁ}—z;—- d g —
agag’ Tdy gy 4 : gtk
5P + 351 {, dontl'intégrale eft 0 G=2)

2 a

—2£at’Y | gaY 3 4, qui, & canfe du mul-
T 3We—1 T 350 <

- - "— I . )1
tiplicateur commun £~ z'7%, fe réduit 3. . ... ...
38 ’

_—,- 2 2‘1 ds
sgbg {l 3 g - — { + 1__5)+c9 ou
3

Sy SETY
g {'_?( g4 +3a“)+C,ou enfin ,
en remettant pour 7 , fa valeur a + bx?, lintégrale eft

5—%(4+5x3)=-— [2(atba?)— == (a-l—bx’)—]— 3 a*]+C.

Telle eft Ia méthode qu'il faudra fuivre toutes les fois que
Pexpofant de x hors du binome , étant augmenté d’'une unité,
& divifé par I'expofant de x dans le binome , donnera pour
quotient un nombre entier pofitif.

70. 2°, Quoiqu’une quantité différentielle binome
ne foit pas dans le cas dont nous venons de parler ,
il arrive néanmoins , affez fouvent, qu'on peut I'y
ramener , A laide d’'une préparation aflez fimple , &
qui confifte 2 rendre négatif I'expofant de x dans le
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binome , lorfqu’il eft pofitif, ou pofitif lorfquil eft
négatif. Pour cet effet, il faut divifer les deux termes
du binome par la puiffance de x qui fe trouve dans
ce binome , & multiplier hors du binome, par cette
méme puiffance élevée a la puiflance marquée par
Pexpofant total du binome,

Par exemple , pour rendre négatif l'expofant 2 de x, dans
Je binome gx*dx (2 b x* )7, je divife a-4-bx* par x*, ce
qui me donne gx*d x (-:T + b )s, ougxtdx (ax™*-F5);
mais comme la quantité x* par laquelle on a divifé, eft cenfCe
élevée i la cinquiéme puiffance , puifqu'elle eft comprife fous
Pexpofant total 5 du binome , il faut, par compenfation, mul=
tiplier au-dehors, par (x* )%, Ceft-a-dire (Alg. 96), par
x'°, ce qui donne gx"*dx (ax—* 4 b)%.

En appliquant cette préparation, on trouvera que
plufieurs différentielles binomes qui ne feroient pas
comprifes dans le cas précédent , y reviendront.

aadx 4
: (aa + zx) 2 o
gadx(aa-+xx)" *; je vois que 'expofant de x hors du
binome, ceft-a-dire, o, étant augmenté de 1, ce qui fait 1,
ne peut étre divifé exaftement par I'expofant 2 de x dans le
binome ; mais j'aurois tort d’en conclure que la quantité pro-

pofée n'eft pas intégrable ; car fi je rends négative la puiflance
3

ek
de x dans le binome ,en écrivant az (x*) ™ * dx (aax=2+1) " 3

Par exemple, fi 'on mie donnoit a intégrer

qui fe rédvit 3 aax-3dx(aax"2+ 1)_25, je vois alors
que — 3 augmenté de 1, ceft-a-dire, —3 1 ou —1,
étant divifé par 'expofant — 2 de x dags l¢ binome , donae
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pour quotient un nombre entier pofitif: ainfi faifant aax—*
I T § e -

+1=g,fentirex=>=1"—; &commex~3dxeft (un

multiplicateur conftant prés) Ja différentielle de x—2, je diffé-

< i d & e 2a 5 d
renc:e,&l‘a1—zx"3a’x:ﬁ,d’ou]emex—adx:_z_ai;.

3
La différentielle a 2 x— 3dx (aax—*41)" * fe changedonc en

3
—aa.dg » '

e c;‘u-~————-g dontlintégrale eft — ,)-{-C

onz- * 4 C, onu (en remettant pour g fa valeur )
(aax-24+1)"34 C, ou P(TETt-T:T)-i_ C, qui fe
réduit & V(?;lx—x) + C. Ainfi le procédé pour intégrer

eft le méme, dans ce cas, que dans le précédent.

71. Nous avons fuppofé qu’il n’y avoit de puif-
fance de x, que dans I'un des deux termes du bi-
nome. Sil y en avoit dans tous les deux, on rame-
neroit la quantité a n’en avoir que dans un, en divifant
le binome par Pune des deux puiffances de x , qui
fe trouvent dans I'un de fes termes, & multipliant
au dehors par la méme puiffance élevée a la puiffance
marquée par Pexpofant du binome ; & cela par la
méme raifon que nous venons de donner (70), pour
rendre Pexpofant négatif,

2 ¥ o gy aadx
Ainfi , fi I'on me propofblt d'intégrer e
sz"dx(ax-i—xx) ,le le changerois en aax—*

(%) ’dx(a +x)" ’, en divifant le binome par x,

& multipliant , au dehors, par x ¢élevé a la puiﬁ'ancc"'";'
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qui eft celle du binome. Cette quantizé fe réduit a....

gax_—%dx(a 4+ x) " 7. Si on lui applique la régle du
premier cas (68 ) , on ne trouvera point que cette quantité
foit intégrable ; mais en rendant neégatit 'expofant de x dans

22 e S
lebinome, onaura aax *.(x) *dx(ex—'—41) 3y

ougax—2dx (ax—'+41 )_% qui (68) eft intégrable,

. -—
Faifant donc ax—' 4 1 — g, on aura x—' = { =3
EEL d RIS
différenciant, ona —x ~*d x —_‘—n—z,OI.Ix—ld:r: ‘{,

donc aax—*dx(ax—'4 1)~ * fechangeen—adz.y *?

ou — a{__"l' dy , dont lintégrale eft _-u—‘:—{_ﬂ_ + C, on

a

L
— 2277 4+ C, ou (en remettant pour y fa valeur)

—2a(ax—" - :)‘;- + C, ouenfin — 24 V(—E-—]—I) + G

Lorfqu’on aura fait fur une différentielle binome,
Pexamen des deux cas que nous venons d’expofer,
fi elle ne fe rapporte a aucun, alors il eft inutile
d’attendre une intégrale purement algebrique.

Quant aux différentielles trinomes, quatrinomes,
&e., Ceft-d-dire , dont la quantité complexe ren-
ferme trois, quatre , &c. termes, elles font inté-
grables dans les cas énoncés (62 & fuiv.). Il y a
encore quelques cas oli elles admettent une intégrale
algébrique ; mais ces cas font en fort petit nombre,
& fe préfentent rarement ; ainfi nous ne nous ¢n
occuperons point ici.
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Nous donnerons plus bas la méthode de découvrir
celles qui font intégrables, & celles dont Tintégrale
peut étre rapportée a une intégrale donnée,

Application des regles précédentes , a la
quadrature des Courbes.

72. Pour trouver la furface ou ((ce qui revient
au méme ) la quadrature des lignes courbes, on fe
repréfente ces lignes comme des poligones d’'une in-
finité de cotés; &, des extrémités M & m de chaque
coté (fig. 12) , on imagine les perpendiculaires M P,
mp fur Paxe des abfciffes , ce qui décompofe la fur-
face en une infinité de trapezes infiniment petits,
Alors on regarde chaque trapéze , tel que PpmM
comme la différentielle de Pefpace fini 4P M ; parce
qu'en effet, Ppm M ==Apm— APM=—4d (4 PM),
Il ne sagit donc que d’exprimer algébriquement le
petit trapéze PpmM, & d'intégrer enfuite cette
expreffion , 4 l'aide des regles précédentes,

Mais en confidérant PpmM comme différentielle
de la furface, il faut remarquer , qu’il n’eft pas plu=
tot la différentielle de la furface comptée depuis l'ori=
gine A des abfcifles, qu'il n'eft la différentielle de
tout autre efpace K P ML compté depuis un point
fixe & déterminé K, puifqu’on a également Ppm M=
KpmL—KPML=d(KPML). Donc, lor{quon

intcgrera ,
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intégrera , on n’a pas droit d’attribuer l'intégrale que
donnera immédiatement le calcul , plutot A Pefpace
AP M, qu’a tout autre efpace K P LM qui en differe
d’un efpace déterminé & conftant KA L. 1l faudra
donc ajouter A lintégrale trouvée par le calcul, une
conftante qui exprime ce dont Pefpace que I'on a
deflein de déterminer, differe de celui que donne
immeédiatement le calcul : nous verrons dans les
exemples que nous allons donner , comment on dé-
termine cette conftante. Cherchons d’abord 'expref-
fion de Yefpace Ppm M.

Nommons 4 P, x; PM, y ; nous aurons Pp=dx,
pm=y+ dy.Lafurface du trapéze PpmM ( Géom. 142 )

eﬁp_bi_iﬂ-ﬂxPp=i:ﬁxdx=ydx+dy£

_2 -
Mais pour exprimer que Mm eft infiniment petit ,
il faut rejetter i“’;&f qui eft infiniment petit & Pégard
de ydx; on aura donc ydx pour lexpreflion
générale de la différentielle ou de I'élément de la
furface de toute courbe,

Pour appliquer cette formule A une furface pro-
pofée dont on auroit I'équation , il faut tirer de cette
€quation , la valeur de y, que ’on mettra dans la
formule ydx ; alors on aura une quantité toute en
x & dx, qui, lorfquelle pourra étre intégrée par
les régles précédentes, donnera, en y ajoutant une

Mécanique, I'¢, Partie, it
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conftante, 'expreflion de 1a furface de cette courbe,
comptée depuis tel point qu'on voudra. Il ne sagira
plus que de déterminer la conftante , ce que l'on
fera en exprimant de quel point I'on prétend compter
la furface ; nous allons voir comment cela fe fait.

Prenons, pour exemple, la parabole ordinaire, qui a pour

équation yy = px. Nous aurons y = V' px = prxi;

donc ydx deviendra p* x3dx; or lintégrale de cette quan-
13

: pixidx
tiré (60) eft v
derniére expreffion eft donc celle de la furface de la para-
bole ; enforte que connoiffant labfciffe x , & le paramétre p,
on auroit la valeur de I'efpace 4 P M, oude lefpace KPML
compté depuis un point déterminé K, fi la conflante €
éeoit déterminée, ceft-a-dire, fi cette intégrale exprimoit
a&uellement de quel point ‘on compte,

L3
4 C, ou 3pzx® 4 C; cette

Suppofons donc que nous voulons compter les efpaces

depuis le point A ; alors on aura APM = %p%x% + C
Pour favoir ce que doit valoir C, pour que cette équation
ait lieu , il faut remarquer que lorfque x devient o, I'efpace
APM eft aufli zéro; dans ce cas I'équation fe réduit a
0= o -+ C; donc € = o; donc pour que Pintégrale ex-
prime les efpaces comptés depuis le point A, il faut que
la conftante C foit zéro; cleft a-dire, qu’alors il n'y a point
de conflante 2 ajouter, & l'on a, en général, I'efpace in=
défini APM = 2piai,

Mais fi Pon vouloit compter les efpaces depuis le point
K, tel que 4K = b (b érant une quantité connug ) ; alors
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on auroit KPML = Zp*x% 4 C; or ces efpaces KPML
devicnnent o, lorfque 4P ou x devient = &; en a donc
L ane
alors o = 3p*b* 4 C; donc € = — 5p=b2, & par
- 1.8
conféequent KPML = 2p7x% — 2p7}3,

On voit par-la, a quoi fert la conflante que I'on ajoute
en intégrant , & comment I'état de la queflion, feul, peut
la déterminer. .

1 : | T L T 1

Remarquons que ;px% = {pixa X x5 01 p7x* = y;
donc _;P';x':' ou %P%x% X x =z2xy; donc puifque %péx%
exprime 'efpace APM , cet efpace aura aufli pour expref-
fion 2xy, ceft-d-dire, ;4 P X PM, oules 7 du reftangle
APMO, quel que foit 4P,

Pareillement %p%b% e %p'{'b; X b; or, lorfque x =
AK = b, l'équation yy = px donne yy = pb, & par
confequent y = p% b5 ; Ceft-i-dire, KL = pgé';"; donc
%p'lﬂ'b% ou %p%b% X b=3KL X AK; donc, puifque
lefpace KPML a pour expreflion %p%x% — .Z;p%ir%, il

aura auffi pour expreffion $ 4P X PM— 2 AK X KL,
ceft-a-dire, 2APMO — $ AKLL

La parabole eft la feule des quatre {e&ions coniques, qui
foit quarrable,

Prenons pour fecond exemple, les paraboles de tous les

genres, dont I'équation (30) eft y™+* = a™x"; nous au-
" m :x‘ n n ;
ronsyzl/ (2a2) =@ i st danps o Sy
Bda. == 4" ""x"""dx, dont lintégrale eft. ... . .
F 2
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34

n
L. —— 41
+n_m+
m J’Ix n

n
ﬂ1+n+1

m n .
S o+ 1 " >
LT, + C, qui eft la méme chofe

4 C, quiferéduit & .oovvvvee

m <+ n
m + 2n

a

m

n
mon  mERemtn s x 4 C, OU (a caufe que

ue
q m -+ 10

y = a"‘—';;x'"'"") fe réduit 3 = ot xy 4 C. En-

m -+ 2n
forte que fi 'on veut compter les efpaces AP M depuis
lorigine A des x (fig. 13), ce qui exige que lintégrale
foit zéro, quand APM eft zéro, & par conféquent quand
x eft zéro , alors la conftante C eft zéro, & Ton a fimple-

2L xy; ceft-a-dire, que lefpace A4 PM eft tou-

m
ment
m 4+ 2

jours une portion déterminée du produit xy ou du re@angle
. . . v . m+n

APMO; il en eft une partie exprimée par la fraftion ———=
m+2n?

dont la valeur dépend de celles de m & de 7; ceft-a-dire,
du degré de la parabole. Ainfi toutes les paraboles font

quarrablcs.

On trouvera, de méme, que toutes les hyperboles rap-
portées 4 leurs afymptotes (excepté 'hyperbole ordinaire )
font quarrables. Mais comme dans la détermination de Ia

q
conftante , on trouve quelquefois une quantité infinie , il
neft pas inutile d’examiner ici ce quelle fignifie. Soit don¢
y* o= g rr Péquation de ces courbes: on aurd
m-4n - : m=n =—n
m

y=a " x" jdoncydc=2a " x " dx, dont lin-

m 4 n n
m I'-? mn4n n
m m 1= .
~+C,on a x +C;

M =T

tégrale eft s -
I e

m

quantité on il n'y a aucune difficule¢ pour déterminer Ia
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conftante ; lorfque m furpaffe n. Mais lorfque m eft plus pe-
tite que 7, on trouve une quantité infinie pour conftante,
lorfqu’on veut compter les efpaces depuis l'origine des x ;
& une quantité finie, quand on compte de tout autre point,
Suppofons , par exemple, m = I & n = 2; auquel cas
Péquation eft y = & x=?; Ia furface fe réduit alors a

—a x4 C,0ou € — ‘;—3 Donc fi 'on veut compter
les efpaces depuis Iorigine A des x, il faudra que € -—'—1—3 foit

. N1 ’
zéro, lorfque x = o; ceft-a-dire, que € — % =0, &
i 3 \ . - .
par conféquent € = %, ceft-a-dire, eft infini. Au con=
traire, fi on veut compter les efpaces depuis le point K,

3

tel que 4K =4, on aC—“—j—: 0, quidonneC:"T.

Voici ce que cela fignifie.

La courbe qui a pour équation y = &’ x~2 ouy = :—:;
gétend 2 Dinfini le long des afymptotes AZ , AY ( fig. 14)5
mais s'approche beaucoup plus prés de afymptote AZ que
de lafymptote 4 Y, ainfi qu'on peut le déduire de fon équa-
tion ; enforte que fi 'on compte les efpaces depuis afymp-
tote A¥, ils font infinis, parce que I'efpace compris entre
cette afymptote & la branche infinie B S, eft infini. Ainfi,
il neft pas poffible d’affigner les efpaces AP MS comptés
depuis lafymptote 4 ¥. Au contraire, les efpaces compris
entre la branche B M & lafymptote A Z jufqu’a I'infini, ont
une valeur finie , parce qu'aprés un intervalle aflez court,
la branche s'approche trés-rapidement de fon afymptote , en-
forte que D'efpace infiniment long KLMOZ a pour expref=

fion %, & PMOZ = 5:—,' & par conféquent KLMP =

3 3 . . . 5 . .
‘-';- — 9; D'ou il fuit, que quoiqu'on ne puifle pas avoir

¥
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les efpaces comptés depuis 4¥, on peut néanmoins avoir
les efpaces K LMP comptés depuis un point K pris fi prés
qu'on le voudra de 4F,

Prenons pour troifitme exemple , la courbe qui auroit

adx = X

3 - -
pour équation y = » & que 'on reconnoitra avoir
aa

la figure marquée (fig.15), en donnant confécutivement
4 x des valeurs arbitraires , & une valeur déterminée a a,

aaxdx — x3dx

On aura donc ydx = — — ==, dont lintégrale
aa

(60) et fydx ou APM = 2422 =% 4 ¢; &filon
veut compter les efpaces 4PM depuis le, point 4 origine

des x, il faur que cette intégrale devienne o avec x, ce
qui fait voir que la conflante C eft zéro. Enforte que I'ef-

T E———

pace indéfini 4P M eft fimplement kel . Eten gé-
4aa

néral, fi la valeur de y n'eft compofée, comme dans le cas
préfent, que de monomes, on aura toujours aifément Ia
furface (60).

Prenons encore un exemple. Ce fera celui de la furface
de la courbe, qui a pour équation &fyy = x* (&’ — 2°);
; , x*(a} -— 23
cette équation donne y = =t v (—v':———,—}) =zels
a
xﬁ

aty a
xdx xtd x

valeurs de y), ydx = V3 V(P — x3) =y .

v (& — x); donc (en ne prepant qu'une des

(a8 = xS)L'; or cette quantité eft intégrable (66), parce }
que x°dx eft la différentielle de #7, divifée par le nombre

3
conftant 3. Donc (66 )on a fydx = ?:—Jﬂ/—(fj_;;‘g; + ¢
2(at - x‘)%

= —-—y_l—-—r_ Va

-+ C. A Iégard de la conftante €, on
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la- déterminera en décidant de quel point on veut comprer
la furface.

On peut encore trouver la furface des courbes en
la décompofant en triangles , au lieu de trapézes. Par
exemple, on pourroit trouver la furface du fegment
ANQ (fig. 12), en le confidérant comme compofé
d'une infinité de triangles infiniment petits , tels que
Ag X 0O¢

2
abaiffant la perpendiculaire Q¢, ou ( ce qui revient

4 Q g. Ce triangle auroit pour expreflion , en

au méme ) en décrivant du centre 4 & du rayon
A Q Tarc infiniment petit Q¢ Alors nommant 4Q,z,

& l'arc Q¢,dx; on auroit 4¢g=1¢+ dr, & par con-

i de tdx dedx

3 a’x::T+ 7 P

féquent le triangle 4 Qg =
ceft-a-dire, = ‘—i—"' , en rejettant le terme E‘—:f pour
exprimer que dx & dr font infiniment petits. Il
ne s'agiroit plus que d’avoir l'équation entre x &
¢, pour pouvoir mettre au lieu de ¢ fa valeur en x,
& intégrer.

A lpplication ala rec?.r.'ﬁ cation des lignes cou rbes.

u

73. Re@ifier une ligne courbe , c'eft déterminer
fa longueur, ou afligner une ligne droite qui lui
foit égale , ou égale & un arc propofé de cette
courbe, Voici comment on y parvient quand cela eft
pofible.

F 4
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En confidérant toujours la courbe 4 M (fig. 12),
comme un poligone d’une infinité de cotés , le petit
cOoté Mm peut étre regardé comme la différentielle
de arc 4 M, parce que Mm = Am — AM =
d(AM). Or en menant Mr parallele a 4P,ona
Mm =y (Mr*4+rm* )=y (dx*+dy*); il ne
sagit donc que d’intégrer ¢ (dx* 4 dy*). Pour cet
effet on différenciera I'équation de la courbe , & en
ayant tiré la valeur de dy exprimée en x & dx,
ou celle de dx exprimée en y & dy , on la fubfti-
tuera dans p/ (dx* 4 dy*) qui ne contiendra plus
que des x & dx*, ou des y & dy* ; on fera fortir
dx* ou dy* , hors du radical ( 4. 107 ), & l'on
intégrera.

Pour en donner un exemple, prenons parmi les paraboles
genéralement exprimées par y"+" = amx", celle qui a

pour équation particuliére y3 = ax*, nous en tirerons x*
3

:%&x:y doncdx—"ydy & dx* =
a a

2 doch(a’x + dy* )-“i/(dy +9de)::

el
H’w

4a
dy v ( 1 + ) (Alg. 107). Or, cette quantité s'intégre

aifément (66), puifque I'expofant de y hors du binome,
eft moindre d'une unité que dans le binome. On aura donc

I y( +
9y ;o 5 - HITEN By
fiyv (1 +2 oufa'y( +2 ) _.9@
2* 4a
+ C = ( +9y) ~+ C. Al'¢gard de la conflante
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C, voici comment on la déterminera. Si c'eft depuis le
point A , origine des y, que nous voulons compter les
ares AM, il faudra que lintégrale , ou la valeur de l'arc
AM , devienne zéro en méme temps que y. Or, lorfque

y=0, lintégrale fe réduit a %‘ (1)% 4+ C ou i—: + C;
on a donc -i—;— 4+ C=o0; donc € = — 8;;1, Donc, la

longueur de larc quelconque 4 M compté depuis le fom-
8a 9y\: __ 8a
met S gk eﬁ-;_;(l +z) He

Si I'on veut favoir quelles font les autres paraboles que
Pon peut reftifier, on le trouvera en cette maniére ; I'équa-
tion y™+" = a™x", qui appartient a ces courbes, donne

= n m:-n . . m
= 4" "x . Faifons, pour fimplifier, —— =2 k,

n
i g bro = =
& — o - =1/; nous aurons y = a*x ;donc dy = latx'—'dx,

& dy' — Partxrl-2dx?; donc v (dx* + dy*) =
V(dx* 4 Parkxri—dx*) =dx vV (1 + Partxri=2),
quantité qui n'eft intégrable dans cet état, que lorfque 2/ —
2 = 1. Mais fi on change le figne de lexpofant de x
fous lg, radical , on aura x—'+'dx v/ (x— 21 +2 o Parx),’
qui (68) eft intégrable, fi — / + 1 augmenté d'une unité
& divifé par — 2/ 4- 2, donne un nombre entier pofitif;

4 l ;
cdeft-a-dire, i ———— — t, ¢ étant un nombre entier
-2Li%2
n
porile= , donc
m + n

pofitif. De-1a on tire I =

n Eria 2r
m+n " 2t 1
peuvent étre reftifices, font celles qui font comprifes dans
n.(2t41) "

2t -1 2t

= a " %, ou (en extrayant la
1

S S - e Bl .
, doum = —— ; ainfi les paraboles qui

I'équation y
2t-41 {E .

rcinen) y ** =a' x
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Afnpffcau'on aux Surfaces courbes.

74, Nous nous bornerons aux furfaces des folides
de révolution, On appelle ainfi les folides que Ion
congoit engendrés par le mouvement d'une courbe
AM ( fig. 16), qui tourneroit autour d’une ligne
droite 4 P,

Il faut concevoir que tandis que la courbe 4 M
tourne autour de AP le petit c6té Mm décrit une
zone , ou portion de cOne tronqué, qui eft 'élément
de la furface, & qui ( Géom. 221 ) eft égal au pro-
duit de Mm par la circonférence qui auroit pour
rayon la perpendiculaire menée du milieu de Mm
fur AP, ou ( ce qui revient au méme , puifque
Mm eft infiniment petit ) par la circonférence qui
-auroit pour rayon PM. OrParc Mm=y/ (dx*4-dy*);
& fi l'on repréfente par  : ¢ le rapport du rayona la
circonférence d’un cercle, onaura r ;¢ 22 yeftala

circonférence quia pour rayon PM, laquelle fera = ;
L 4 2 2 9112
on a donc <2 y/(dx* +dy*) pour Iélément de la

furface des folides de révolution,

5. Pour appliquer ceci, fuppofons qu'on demande Ia
furface de la fphére. Le cercle générateur A MB (fig. 17),
a pour équation yy = 4x — xx, en nommant AP, x;
ladx—xdx

&PM,y. Donc,y=V (ax —xx)&dy=2

bl SR e S
Viex — :c:t)’
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laadx*=—axdx®-} x*d

donc dy*= $ s donc y/(dx*+dy*)

ax - XX

laadx® —~axdx -—{-—x’dt)___ ladx
—-v(a’ £ e ax — xx —”l.'(.zx——xxr

Subftituant donc dans la formule T Vv (dx*+dy*), poury

& v (dx* + dy*) leurs valeurs, on aura, . .. .. ...

ev (ax — xx) tadx tacdx
, qui fe réduit 3 *——,
r !/(:!x - xx) r

T
;4

dont l'intégrale eft z . + C, ou fimplement

1 1
. - sdcXx = dac
comptant la furface depuis le point 4, Or 2 3 -

exprime la furface du cylindre qui auroit pour bafe un grand
cercle de la fphére, & x pour hauteur; ce qui s'accorde
parfaitement avec ce qui a été démontré (Géom. 223 ).

=6. Si l'on veut avoir la furface du paraboloide (ceft
ainfi qu’on appelle le folide engendré par la révolation de
la parabole 4 M ( fig. 16), autour de fon axe); on a pour

équation yy = px; donc x :3_«};_)«’ d i‘f)l’ &

dx - ‘”P y* ;donc v (dx +dy* )—'V(a’y - 4 d})
= a'y 1/(1 -+ ‘ﬁ)’ donc r; vV (dx* + dy*) devient
ici , ”—j—z |/(1 + %) , quantité qui eft intégrable (66),
crdy 4y
3.
d-87dy

PP
. s
duit 3 2L° (1-[- 1;%) * 4 C. Or pour que cette quantité

12r

X =

[

& dont Iintégrale eft -+ C, qui fe re-

exprime la furface comptée depuis le fommet A4, il faut
quelle foit zéro, quand y = o ; mais, dans ce cas, elle
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devient P;f—: (:)% <+ C, on 41—— ~+ C€; onadonc P'” +
€ = o: Ceft-d-dire, € = — iP—-- donc la ﬁlrfzce du

paraboloide indéfini A ML A eft PL= ( 1442 ) — Lo

1ar 1271
Application a la mefure des Solidités.

77. Pour mefurer la folidité des corps, on peut
les imaginer compofés de tranches infiniment minces
& paralleles entre elles ; ou bien les imaginer com-
pofés d'une infinité de pyramides, dont les fommets
fe réuniffent en un méme point. Lorfqu'on fe les
repréfente comme compofés de tranches infiniment
minces , & paralleles entre elles, la différence des
deux furfaces oppofées qui terminent chaque tranche,
eft infiniment petite , & par conféquent on doit
Pomettre dans le calcul, fi 'on veut exprimer que
cette tranche eft infiniment mince. De-1a il fuit qu'on
doit prendre pour expreffion de la folidit¢ de cette
tranche, le produit de I'une de fes deux bafes oppofees
par fa hauteur infiniment petite. Par exemple , fi je
confidére la pyramide S ABC ( fig. 18 ) comme
compofée de tranches infiniment minces, telles que
abcdef; je puis prendre pour mefure de cette tranche,
le produit de la furface abc ou de la furface def
par Pépaiffeur de cette tranche.

De méme, fi je confidére le folide de révolution
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engendré par la rotation de la courbe 4 M, autour
de la droite AP (fig. 16), fi je le confidere
comme compofé de tranches parali¢les entre elles
& infiniment minces , je dois prendre , pour mefure
de chaque tranche,, le produit de la furface du cercle
qui a pour rayon P M, par épaiffeur Pp.

Ce principe pofé, voici comment on évaluera la
folidité de tout le corps. On confidérera chaque tranche
comme étant la différentielle du folide , parce qu'en
effet la tranche MmiL et = Amld — AMLA
=d(AML A); & ayant déterminé I'expreflion algé-
brique de cette tranche, on l'intégrera.

Par exemple, s'il s"agit de la pyramide § 4 B C: f{uppofant
que la furface 4 B C de fa bafe, eft égale 3 la quantité
connue bb, & fa hauteur ST =k, on repréfentera par x
la diftante $¢ d’une tranche quelconque ; ce qui donnera d x
pour I'épaiffenr de cette tranche. Quant 2 la furface abe,
on la trouvera ( Géom. 202 ) par cette propottion $T*: 8§¢*
** ABC:abc;ceft-a-dire, hh: xx i bblabe= : i:x’-
ainfila folidité dela tranche fera” - ;:“ , dont Pintégrale eft
bba3

—— -4 C, ou finplement 25% G on compte la folidité
3hh P 3hh 2 P

depuis le fommet S. Cette quantité qui exprime la folidité
de la portion pyramidale quelconque Sabc, eft la méme

bbhx=x x
chofe e~ X

ce qui s'accorde avec ce que nous avons démontré (Géom. 242).

- qui n'eft autre chofe que abc X -53—“ 3

78. Quant aux folides de révolution, on peut

L
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avoir d’'une manitre générale , Pexpreflion de Ia
tranche élémentaire , ou différentielle. En effet, fup-
pofant que 7 : ¢ marque le rapport du rayon ala
circonférence , on aura la circonférence qui a pour
rayon PM ( fig. 16) ou y , en faifant cette pro-
portion r ¢ 2t ¥ : <2 ; fi on multiplie cette valeur
L dela c1rconference qui a pour rayon PM, par
1 y moitié du rayon , on a == pour la {urface , la-
quelle étan{ multipliée par I'épaiffeur Pp ou dx,
donne === pour I’ exprefﬁon de I'élément de la foli-
ité de tout folide de révolution. Pour en faire ufage
dans chaque cas particulier, il n’y aura autre chofe
4 faire , que de mettre , au lieu de y , fa valeur en x
tirée de Péquation de la courbe génératrice 4M,

& intégrer.

9. Prenons , pour exemple, le {phéroide engendré par
la révolution de lellipfe autour de fon grand axe (fig.19).

Léquation de lellipfeeft yy = -i—j— (ax—xx), en nom-

mant AP,x' PM,y, & les axes AB & Dd, a & b

[
La formule J , devient donc ——dx (ax—x x), ou

cbb_

2raa

("_i‘f _._u) + €, ou fimplement =

Yon compte la folidit¢ depuis le pomt A.

chb

raa

L (5-9)

(axdx — x *dx), dont I’mtegrale eﬂ

Pour avoir le fphéroide entier, on fuppofera x = A B=a,

SCD LYON 1




DE MATHEMATIQUES. 95

. ot s cabb
&l'onaura —— ( —) qui fe réduit A S
qui eft la méme chofe que :-— X 5a,0u quc = x a;or c—;i

‘exprime la furface du cercle quia & ou D d pour diamérre ;
& f;;rb X a exprimeroit, par conféquent, la folidité du cylindre
circonfcrir a Pellipfoide ; donc puifque la folidité de I'ellipfoide
eft ici i:—f X 5 a, il faut en conclure que la folidité de I'ellip-
foide efl les 2 de celle du cylindre circonferit. Et comme
la fphére n'eft autre chofe qu'une ellipfoide dont les deux axes
font égaux , la {phére elt donc aufli les 2 du cylindre circonf-

crit, ce qui s'accorde avec ce que nous avons démontré

(Géom. 245 ).

8o. Si I'on vouloit avoir la folidité comptée depuis un

point déterminé K, tel que 4 K =—¢; alors on prendroit
bb a x*

aa 2

Pintégrale générale —-
ar

veut que la folidité commence au point KX , il faut que certe
intégrale devienne o en ce méme pa?m , ceft-i-dire , lorfque
x=¢;or, dans ce cas,elle deviem (t—eq —_ —~) +C;
donc <2* (‘”1 — 3;) + € = o, & par conféquent

2raa 2

e, cb ("’ £ -‘3—1-) ; ainfi la folidité, comptée

2raa 2
a x?

Rtyeh s (‘“1 s .L:.). C'ef}—li lexpreﬂ-ion dunc
2

2raa * 2
tranche de fphéroide elliptique comprife entre deux plans
parallcles , auxquels I'axe eft perpendiculaire, & dontla

diftance eft — x — e.

81, Prenons, pour fecond exemple, la paraboloide (fig. 1 6).
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L’équation dela parabole eft y y = p x ; ainfi la formule ~—— y d”
devient _3_:_&_::_ dont lintégrale eft -+ C, on
‘P x

X — =+ C, ou (en mettant pourp x , fa valcuryy]

—?—} X T + C. Sil'on veut le folide , a compter du point 4;

alors, comme ce folide eft zéro, quand x eft zéro, la conftarte
C doit étre zéro, & la folidité {e réduit 3 == yy X — ;Or ==

exprime la furface du cercle qui auroit PM pour rayon , ou
la bafe du paraboloide 4 M L A ; donc le paraboloide eftla

moitié du produit de fa bafe, par fa hauteur x ; donc il eft 3

la moité du cylindre de méme bafe & de méme hauteur,

Si 'on veut compter la folidité depuis un point K connu,
& tel que 4K = ¢; alors la folidité devant étre zéro au
point K , c'eft-a-dire , quand x = ¢, lintégrale générale doit

A ' . T cp x?
étre zéro dans ce méme cas; c'eft-a-dire, que ir 4 C,

2 X 2
devenant i‘:i:— —+ C, doit étre o; donc c—i—j + C= 0}

une tranche

& par confequent C=

de paraboloide,, comprife entre deux plans paralléles dont les
CP x2 c P &
4r 41

diftances au fommet font x & ¢, eft « Ceci peut

fervir i toifer 'excavation des mines.

On a trouvé, par plufieurs expériences, que dans les
terreins homogénes, & dont la furface MN ( fig. 20) eft
horizontale , les parois de I'entonnoir ou de excavation faite
par Pexplofion de la mine , ont la courbure d'un paraboloide
MAN qui a pour foyer le centre K du fournean, & dont
la diftance K P (qu'on appelle la ligne de moindre réfiftance)
de ce foyer au plan de la bafe MN de lentonnoir, eft

moitié
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moiti¢ du diamétre M N de cette bafe. D'aprés ces données,
voici comment on peut calculer le folide NO LM que l'effort
de la mine doit enlever.

Si on nomme  la ligne K P = PM, on a par la propriété
de la parabole % = 4e¢, e ¢tant = AK ; d’ou I'on tire
¢e=—ze+43ava,doncx=a+c=La(1+v2),&
par conféquent xx — e¢ == a*}/ 2 or p étant = 4e¢, cn
aurap (xx —ee) =28V a(—14v2)=2d (2=v2),
le folide cherché, quiefl en général i—‘i’r—(x’ — ¢*) fera
donc — &' (2 —v2) =3 X @ (2 — 1,4142135) =
1,8403012 &’ ; Ceft-a-dire, & peu prés £ du cube de la

ligne de moindre réfiltance.

Nous n’y comprenons point la partie LAO dont Pen-
foncement eft dii en grande partie 1 la compreffion te la
g P q
poudre exerce contre le fond de I'entonnoir.

82. On peut prendre encore, pour exemple,
Thyperboloide , ou le folide engendré par la révo-
lution de Phyperbole autour de 1’un de fes axes. On
peut prendre auffi Pellipfoide engendré par la révo-
lution de I’ellipfe autour de fon petit axe, & quel'on
appelle Ellipfoide applati ; on nomme au contraire
Ellipfoide allongé celui qui eft engendré par la révo-
lution autour du grand axe, On trouvera de méme,
que Pellipfoide applati eft les 2 du cylindre qui lui
feroit circonferit; c'eft-a-dire, que @ & & étant le

Mecanique, I, Partie, i ©
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grand & le petit axe delellipfe génératrice, le {phé-
: , & le fphéroideap=-

- N [ . . !,
ro’+'e allongé a pour fo'idité <2
12

. vqs, s caab . ' 5 '
plati, a pour folidit¢ ——; ainfi le fphéroide allonge,

r

cabb  caab ,,

eft au fphéroide applati it 5 47 ** b: a,

comme le petit axe eft au grand axe.
En voild affez pour les folides de révolution,

Mais pour accoutumer les Commengans a étendre
l'ufage de ces méthodes, nous allons les appliquer

encore 3 un exemple.

83. 1l sagit de trouver la folidit¢ d’un onglet
cylindrique formé en coupant un cylindre par un
plan oblique a fa bafe, 8 que ( pour plus de fim=
plicité ) nous fuppoferons pafler par le centre: Ceft
le folide 4 DBE quon voit repréfenté (fig. 21 )

Si 1’on congoit ce folide coupé par des plans paral=
1eles, infiniment prés, & perpendiculaires la bafe
AEB (fig.22) , les feftions feront des triangles
femblables dont les furfaces feront , par conféquent
comme les quarrés de leurs ctés homologues. Ainfi
nommant rle rayon CE de la bafe, kla hauteur DE,
& y la bafe P M du triangle P M N, on aura CED
o PMN. 22 71, Yy s OF CED=’T"‘-; done

hy hyy
PMN="2 =-27; donc nommant 4 P, x , ce
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qui donne &x pour I'épaifleur Ppde la tranche com-

hys

ydx
e pour

prife entre deux plans voifins, on aura

cette tranche. Or y eft 'ordonnée du cercle qui fert
de bafe; & l'on a par conféquent yy == 2 rx — x x.

hdx . (27— x x)

La tranche élémentaire devient donc =

R 3 ! s
ou— , (27xdx — xxdx), dont lintégrale,

compter du point 4, eft % (rxz--— i;-). Donc
pour avoir tout le folide, il n’y a qu'a fuppofer

. h 87
¥==12r, ce qu donne — X (4 — = ou
4 ar 3 )

h >
. 3hr', 00 —-XxX%r, ou CED x 4+AC, ou enfin

CE D x5 4 B; Ceft-a-dire, les deux tiers du prifme
qui auroit le triangle CED pour bafe, & le dia-
meétre 4 B pour hauteur. Ceci peut fervir dans un
cas du Toifé des fortifications.

De 0 Intégration des quantités qui renferment

des Sinus & Cofinus.

84. Lintégration des quantités qui renferment des
finus & des cofinus, eft entiérement fondée fur le
principe que nous avons donné (22) pour diffé-
rencier ces quantités.

Nous avons vu que d (fin. 1) = dycof. 7',
& que d (coft 7)=—dyfin.7 ; donc réciproque-

ment, l'ntégrale de dg cof. ¢ fera fin. 7, ou plus ¥
G2 5

ont
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généralement fin, 7 4+C, qui a la méme différentielle,
De méme lintégrale de — dz fin. g fera cof. 7 + C.
Ceft A ces deux cas qu'on peut rapporter l'intégration
de toutes les autres quantités compofées de finus & de
cofinus, en obfervant d’ailleurs les regles générales
données jufquici pour lintégration des quantités;
en voici des exemples,

5 . A I T, S f.
Si Pon avoit dg cof 31, on l'écriroit ainfi 3_&_{__::*3{’

& alors lintégrale feroit ﬁ"’; { + C. De méme, lintégrale
de dz fin. 3 7, fe trouveroit en écrivant ainfi -_—g‘f_‘%‘:
& alors Iintégrale eft - 3 LB X SEAT ]

En général , f'd¢ fin. mg (m étant un nombre conflant ),
fe change en JL’":"};E“ m3 ,& devient = co:;'. my +C

Si Pon avoit (fin. )" dz cof. g, on rémarqueroit que cette
quantité eft la méme chu{'e que (fin.z)" d (fin.7); oren
regardant fin. 7 comme une fimple variable, on intégre par

. {fin.z)r+1
la régle fondamentale , & I'ona E-I—H—{_F)_I— + C.

Sila différentielle propofee eft (fin. m 7)*dz cof.m 7,0n écrira
(fin.mz)* mdycof. mg (fin.mz ) d (fin.mz)

ql.ll revient 1
m m

(fin.mz)"+?
TR Lo landl e
m(n-1)

dont l'intégrale e

Pareillement, pour avoir lintégrale de (cof. m g )" d 1 fin (s
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on écrira(mﬂ mzy)'. —mdgfin.my
—m

(col. mg )" +1
—m(n 4 1) ah

, qui a pour intégrale

Si Pon avoit & intégrer d 7 fin. p t cof.q 1 ; alors on {e rappel=
leroit que (Géom. 286) a & b étant deux angles quelconques,

ona fin. (a4 b)=fin.acof. b+ finbeof.a; fin.(a—b)

=fin. a cof. b — fin. b cof. a ; d'olt I'on conclut fin. a cofib =

fin (a b) + 2 fin. (a—b).

De méme , puifque (Géom. 287) on a cof. (a + Byis=
¢ofe acof.b— fin. afin.b &cof. (a — b) = cofs acofib 4
Jina fin.b , on aura cof. a cof. b =1 cof. (a +b) 4+ cof. (a—5)
& fin. a fin. b= Lcof. (a—b&)—zcof.(ab).

D'apres ces principes, on changeroit fin, pg cof. g7 en
ifin (pr+-92) +1/in (pr—g1), onifin. (p +4)1+
ifin(p—g)¢; ainfil'on auroit i intégrer L dy fin. (r+9)¢t+

343 fin. (p—q) 1, qui, étant écrit ainfi... : (pt-g) d; T;(P-H) {

» a évidemment pour intégrale

$:(2—9) defin.(p—g)g
’ (p—q)
=icof(p+9)y  ieof (p—g)g
Pty P—9

il

On intégrera de méme dz fin. pg cof. g1 fin. r7, &c. en
convertiflant ces produits en finus ou cofinus de la fomme &
de la difiérence des arcs Pis 9% 7{ > &c. par les mémes prin-
cipes,

Sil'onavoit d ¢ fin.1)? ; on le changeroit en d ¢ fin. 1(fin.2)%
o ( fin. 1)* ou fin. { X fin. g eft, d'aprés le principe ci-deflus,
= (=)= beofl G-+ cofl o= Ecofoag =1 — Leofiag,

G
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parce que cof. 0 = 1. Donc fin. g (fin. 3)* =1 fin. {—3fin-g %
cof. 27. Donc dg (fin.7)} =+ dgfin.x—3 d3finegcofiag;
on réduira donc fin. g cof. 23 , ainfi qu'on vient de le faire
pour fin. p 7 cof. g7 , & Pintégration fera facile. On voit donc
comment on intégreroit d g (fin.¢)", n étant un nombre en-
tier pofitif. On s’y prendroit d’'une maniére femblable pour
dz (cof. 7)™ Donc on peut, par les mémes principes que
nous venons d’expofer , intégrer les quantités de cette forme

di (fin.pg)™ (cofsqz ) (finrg), &e. myn,s, étant des

nombres entiers pofitifs.

Enfin, ces principes, & ce que nous avons dit ci-deffus,
fur Pintégration des quantités , mettent en état d'intégrer les
différentielles affeGées de finus & de cofinus, lorfqu'elles ont
une intégrale algébrique; & lorfqu'il y entre des tangentes,
on les raméne aux différentielles de finus & cofinus , en obfer=

fin. 7

vant querang.3 = —-= :

De la maniére d’intégrer par approximation

& quelques ufages de cette meéthode.

85. Ceci ne peut regarder les différentielles mo-
nomes : nous avons vu qu’elles s’intégroient toujours
facilement, Cleft donc pour les différentielles com=
plexes qui échappent aux cas que nous avons examinés
plus haut,

L’art dintégrer par approximation , confifte & con=
vertir la quantité propofée , en une fuite de monomes
dont la valeur aille continuellement en diminuant;
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chaque terme s'integre alors aifément , & il fuffit d’en
prendre un certain nombre pour avoir une valeur
fuffifante de Pintégrale,

La régle que nous avons donnée (4. 128) pour
élever une quantité A une puiffance propofée , & qui
sapplique également aux polinomes , eft le moyen
que nous emploierons pour intégrer ainfi par approxi=
mation. En voici des exemples.

86. Propofons-nous de trouver la longuenr d'un arc de
cercle AM (fig. 17), par le moyen de fon finus verfe AP,

Suppofant I'arc Mm infiniment petit,, fi Ton méne Mr
paralléle 3 AP, & le rayon CM; les triangles femblables
CPM, Mrm, donneront PM : CM :: Mr . Mm. Or,
nommant AP, x, le diaméwre 4B, a, on 1 (pour plus
de fimplicité ) ; on aura Mr = dx, CM=:,& PM
= v(x —xx). Doncv(x—xx)igiidx:Mm;
sdx

V_(.’_‘-_—xx_), & par conféquent AM =

donc Mm =

sdx
fs/ (x — xx)
les régles que nous avons données ci-devant ; c’eft pourquoi
je la change en [ — L > PuiS €M .ieieancsst
%3y (1 — x)

. Cette quantité ne peut étre intégrée par

frx=%dx (1 —x)"F. Je réduis (1 —x)"Fyen férie
( Algtbre 128 ) ; & je trouve , toute rédudion faite ,

(1 — x)_l’z 1 4+ +x 4+ 32 4 %27 4 &c.; done

fix=3dx (1 —2)"F = [4x " dx (1 4 L2+ §2°

E b &) = [(2xT Ry 4 Jatdx + Saids
G 4

wl=
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" ot
+4 -ﬁx*dx-k&c} -+ -} i

+ &c = x% -+ %x? -+ Ex% + = :\:a -}- &e., quan=

tité & laquelle il n’y a point de conﬂante a ajouter, parce

B=
wiw

3
x _'E

o)
B
e =

i

»I‘l

que lorfque x = o, elle devient zéro, ainfi que cela doit
éwre, puifquialors I'arc AM qu'elle exprime, eft zéro.

T
On peut, 2 canfe du multiplicateur commun x3%, donner
a la férie qui exprime l'arc 4 M, certe derniére forme,

x% (1 + 3x 4 2 4+ 5% = &ec. ). Remarquons,
maintenant , que le finus verfe x étant toujours plus perit
que le diamérre 1 (excepté lor{qu'il s'agit de la demi-cir-
conférence ) , x eft une fraltion ; que par conféquent les
valeurs des termes de la férie décroitront d’autant plus, que
le finus verfe de 'arc en queflion fera plus petit. Ainfi, fi
T'on vouloit, par exemple , la longuenr de I'arc dont le finus
verfe eft la centiéme partie du diamétre , on auroit x = L,
= o,01, & par conféquent %% = o,1; on auroit donc
pour la valeur de cet arc o,1 [1 4 22 + ’-(E;UZQ: +
mr.(001)], & comme le terme fuivant de cette férie
feroit au moins cent fois plus petit que le dernier de ceux-ci,
puifque chacun eft plus de cent fois plus petit que celui qui
le précéde , en examinant quelle eft la valeur du terme

++5 (0,01)3, nous pourrons, en prenant le centiéme de cette

valeur, juger du degré d’exa&itude auquel nous aurons I'arc

€n nous en tenant a ces quatre premiers termes. Or -3 (o,01)%,

revient i 3

dont la centiéme partie eft 0,000000000446; donc nous
3

pouvons, en toute siireté, évaluer chaque terme de notre

férie jufqu'a 10 décimales, fans craindre que la valeur de

03000005

,000001 ) == 2°°222°% — 0,0000000446 ,

Farc qui en réfultera, foit fautive d'une unité dans la neu-
viéme. Ainfi nous aurons, 33 (0,01)’ = 0,0000000446 3
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2 (e,01)” = 0,0000075000; 5+ = 0,0016666666 3 donc
la toralité de la férie fera 0,1 ( 1,0016742112) , ou en=-
fin 0,100167421 , en fe bornant 3 ¢ décimales ; & l'on
pourroit méme en toute siireté admettre la dixiéme.

Telle eft la valeur de I'arc dent le finus verfe eft la cen-
tiéme partie du rayon. Donc fi I'on favoit combien de fois
le nombre de degrés de cet arc eft contenu dans 360°, en
multipliant cette longueur par ce nombre de fois, on auroit
la longueur approchée de la circonférence. Mais on ne con-
noir pas <e rapport.

Comme nous favens ( Géom. 275) que le finus de 30°
eft la moitié du rayon, & que connoiffant le finus d'un
arc, on peut aifément avoir fon finus verfe ( Géom. 283),
on pourroit calculer le finus verfe de 30°, le fubflituer
pour x dans la férie ci-deflus, & alors multipliant le réfultat
par 12, qui eft le nombre de fois que 30° font dans 360°,
on auroit la longueur approchée de la circonférence. Mais
comme la férie feroit peu convergente, enforte qu'il fau-
droit en calculer un affez grand nombre de termes, pour
avoir une valeur un peu approchée de la circonférence,
nous allons enfeigner un autre moyen qui nous fervira de
fecond exemple de la méthode d’approximation.

Menons la tangente 4N ( fig. 23); la fécante CMN &
la fécante infiniment voifine Cmn; du centre € & du rayon
CN, décrivons I'arc infiniment petit Nr, que l'on peut re=
garder comme une perpendiculaire fur Cn, Le petit triangle
reftangle Nrn fera femblable au triangle reftangle C Az,
parce qu'outre I'angle droit, ils ont un angle commun en n:
il fera donc aufli femblable au triangle € AN qui différe in-
finiment peu de €4 n ; on aura donc CN': CA :: Nn

Ralies dob Nr. = C__c"x'N!i’ or les fe@eurs femblables
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CNr, CMm, donnent CN : CM ou €A . Nr on

€A xNn , i i CHA*%w'Nn
oy - Mm; donc Mm = —x—. Nommons done

AN, x; le rayoﬁ CA,a; nous aurons Nn = dx; & CN
= v (aa 4 xx); donc la valeur de Mm deviendra

aads . . aadx ; d
etabi T -3- —— nc (M
s Ceft-d-dire, que Mm = _— onc fMm

aadx .2 A .
uanuie ne peut t -
ou AM = [-———_ Cette quaniité ne pevt pas étre in

tégrée exa@ement. Pour Tintégrer par approximation, il
fant la mettre fous cette forme faadx (aa 4 xx)"7;
alors ayant trouvé ( Alg. 128) que (aa 4+ xx)~!

= x* x6 «f i
=¢_"(I-"“—’ F—-:‘A-}-:‘?-—-&c.),m
aura [aadx (aa +xx)—1 ...... wiiera e vasal eiw ail .

26 8
=flx(1—2 4+ 5 —L + 5 —&)....
2d x x* "'x x6d x x8dx
= [(dx = 55 g TRt ) 2 )
23 x5 2 =7

"_'x-_-jwa-’ ;-;:—;—3-*—;;-&&....--
e x? x“ &
._....x(l—— 3—;; S“* 5 -+ 9—‘;;'— C.).

¥l refte donc a favoir fi nous connoiffons quelque are
qui érant contenu un nombre connu de fois dans la circon=
férence, ait une tangente connue, Or Parc de 45° eft dans
ce cas, il eft 8 fois dans la circonférence, & fa tangente
eft égale au rayon (Géom. 276) ; donc fuppofant x = a4
nous aurons pour la longueur de l'arc de 45°, la valeur
de cette férie ... a(1 =54 ¢ — 2 4 7 — 5 -+ &e.).
Mais comme les termes de cette {érie décroiffent encore
fort lentement , il faut voir fi nous ne pourrions pas décom-
pofer Varc de 45° en deux autres arcs dont les tangentes
fuffent connues. Peu importe que le nombre de degrés de
ces arcs foit connus ; pourvu qu'ils fafent 45°, quand nous
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aurons calculé leurs longueurs par le moyen de leurs tan-
gentes , €n ajoutant ces longueurs nous aurons celle de I'arc
de 45°. Comme ces arcs feront plus petits que 45°, leurs tan~
gentes feront plus petites que le rayon , & par conféquent la
{érie fera plus convergente, & plus facile 3 calculer.

Or ce que nous avons dit ( Géom. 282), nous fournit
le moyen de trouver deux pareils arcs. En effet, nous
avons vu que @ & b érant deux arcs quelconques , on

3 __fm.(a+b}___ﬁn.aco{'.6+ﬁn.!~mf,a
avoit tang. (a+ by cof. (a + b) ™ cof. acof. b—fin. b fin, a
(Géomérrie 286 & 287 ); donc divifant haut & bas, par
fin. a fin. b
cof.a ' colb

fin,a Gin, b9

i i
col.acol.b

cof. acof b, ou aura rang. (a + b) =

tang. a -+ tang. b

deft-a-dire tang. (a + &) =

1 — tang. 4 tang. b x
Donc fi nous fuppofons a 4 b= 45°, auquel cas tang. (a+5)
tang. a -+ tgﬂg_b

= 1 ,NOLS alurons —— — 1, équation d'ou, par
4 1 — tang. atang. b 1459 oD

1 — tang. a
1 tang. 2
I -
1+

les régles ordinaires , on tire tang. b = . Prenons

T
3

donc tans. a — % ; alors nousaurons zang. b=
g i) 8

»

Nous n'avons donc qu’a calculer,, par le moyen de la férie
ci=deflus, la longueur de I'arc dont la tangente x eft - oula
moitié du rayon ; & la longueur de I'arc dont la tangente x
eft ; ; ces deux longueurs réunies formeront celle de l'arc

a . a
de 45° Or en mettant pour x, —, & enfuite Foona

a 1 4 | L 1 1 1

2(1_3.1’_*‘5.2‘_“;._;54_9.15"l1.1‘°+13‘1”&c')

PR TR A IR S T IR B T
3 ( 1l T i 7-3"+‘9—3‘ 1.3 13-3"E(c)'
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Si on veut avoir les valeurs de chacun de ces ares,
exprimées exaltement jufqu’a la neuviéme décimale, il faug
calculer les 15 premiers termes de la premidre, & les 10
premiers termes feulement de la feconde. Or ce calcul eft
fort aifé i faire, en obfervant que dans la premiére, on
peut calculer les termes confécutifs , en formant d’abord une
férie , dont chaque terme foit égal an précédent multiplié
par %,c‘!cﬂ-‘a—dire, foit le 5 du précédent : on mulsiplie
enfuite cette {érie terme 3 terme , par la férie 5, 5555555 e
enfin réuniffant les termes de numéro pair entre eux , & ceux
de numéro impair, auffi entre eux, on retranchera de la
fomme des dernicrs, la fomme des premiers, & on multipliera

a . .
le refte par = Pareillement le calcul de la feconde , fe réduit
a former une férie , dont chaque terme foit formé du précédent
multiplié par 7\, ou par 3, C'eft-a-dire , foit la neuviéme partie
du précédent ; on multiplie enfuite cette férie, terme & terme,
parla férier,+,1,5,%, &c.; & on opére enfuite comme
pour la premitre, excepté qu'on multipliera le réfultat par

a . a i G ok i
% au lien de = SiPon exécute cette opération en portant
Papproximation jufqua 10 décimales, on aura pour la pre-
. « o &
miére {erie = (0,9272952180) , ou z (0,463 6476090) 3 &
a
pour la feconde , i (0,9652516632) ,0ua (0,3217505544);

donc larc de 45°, qui eft la fomme de ces deux-la, fera
2(0,7853981634). Prenant donc le quadruple , pour aveir la
demi-circonférence, on aura 4 (3,1415926536) ; donc le
rayon eft 2 la demi-circonférence (ou le diamétre eft 3la circon-
férence ), iia:a(3,1415926536) 12 1 ¢ 3,1415926536,
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rapport qui ne différe pas d'une demi-unité décimale du dixiéme
ordre, de celui que nous avons donné ( Géom. 146) ,& que
lon pourroit, trés-facilement , trouver encore avec une
beaucoup plus grande précifion.

87. Pour troificme exemple d’approximation,
nous nous propoferons de trouver le logarithme d’'un
nombre quelconque. Mais, avant tout, il faut e
rappeler ce que nous avons d¢ja dit ailleurs (27)3
favoir , que les logarithmes dont il s’agit ici, ne font
pas ceux quon trouve dans les Tables ordinaires. Mais
ceux-12 érant calculés, il eft aifé d'en conclure les
derniers, comme nous le verrons immédiatement
apres avoir enfeigné a calculer les premiers.

Jimagine le nombre propof¢, décompofé en denx parties,
& repréfenté par a - x ; a érant la plus grande partie. Selon
dx

ce que nousavons dit (27), on aura d log.(a -~ x) =—

quantité qui ne peut éire intégrée algébriquement. Il faut
donc la réduire en {érie , & pour cet effet, la mettre {ons cetre

forme,..dx (a4 x) . Or (Alg.128)ona (a+x)""

faas x . x E x3.
=a (=24 S — 5 ke =S S
5t dx ' xdx

donc, dl(a + x) =dx(a+x)""'=(———+
‘ld’ 3

%f—id—x&c) donc, enintégrant, ona l(a + x) =

2 3
.:_._2_"; s _;_a, 4a‘+&c)+c Pour déterminer

la conftante C, je remarque que cette équation devant avoir
toujours lieu, quel que foit x, doit auffi avoir lieu lorfque
& =0 ; or, dans ce dernier cas , elle fe réduita la = € ; done
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1 x5 x4
C=la;doncl(atx)=la+ (}—%, - 3;‘—3 == &c.),
Connoiffant denc le logarithme d’un feul nombre, on peut,

par cette férie, calculer le logarithme de tout autre nombre,
Par exemple, fi I'on fuppofe a =10, & a4 x=11; on

" x s
aura x = 1, & par conféquent — = 75, d'oul'on trouvera

l11=lro+ (o,I A (°_:_}1 = (c'—’g—-'}’ &c.) qui fait connoitre -

ce qu'on doit ajouter au logarithme de 10, pour avoir celui
de 11.

Mais comme la {érie générale que nous venons de
trouver , neft fouvent pas affez convergente , voici
une autre maniére de s’y prendre. Propofons-nous de
trouver le logarithme d’une fraftion dont le numérateur
foit plus grand que le dénominateur; nous verrons,
dans peu, qu'on peut toujours réduire a cela, la
recherche de tout logarithme.

Repréfentons par 4 la fomme du numérateur & du déno-
minateur de cette fraCtion, & par x leur différence; alors
( Géom. 305), nous aurons ; a4« pour le numcrateur,
& La — L x pour le dénominateur ; & par conféquent

f‘“}* = pour la fration , ou (en fupprimant le fatteur

=gy

-~ %
commun ; )-——feracctte fraltion &parconﬁquent S
oul(a - x) — I(a—x) repréfentera fon logamhme.
Différencions maintenant, en regardant @ comme conf-
tante, & x feule comme variable (*); nous aurons (27)

(*) Quoique cette fration | qu'on ne puifle regarder la fomme

doive repréfenter toute fraétion | a du numérateur & du dénomina-
propofée, cela n'empéche pas | teur , comme conftante ; pareé
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- 50U 2 adx (aa—xx)

d=

P + Bl qm fe rédulti

réduifons dOnc (¢a—=x x)— 1, en ferle : &(Alg 118) nous

awons (sa—x )~ = a2+ S+ S+ G5+ &)

donczadx(aa—xx)—’:za—'dx(l+:_—i+-‘;+_:;-
x5 xdx xtdx | 284 atdx

+'i+&°°)=¢ de iz Bdr | B 4T HEC).

29
DOBCf T ,ou “"'" ( +3a3 §a5+
“, 5+ &c.) iy Y l‘égard de la conflante C,
nous determmerons {a valeur comme ci-deflus, en examinant
ce que devient l'équation, quand x = o. Or, alors elle fe
réduica [ —:—: C; doncC=1 —:— — l1==0; onadonctout
'_2( +3a3+5a5+7a’+&c)

oi l'on voit que chaque terme fe forme du pr..ceJ\.nt, en

fimplement /%"=

multipliant celui-ci conflamment par le quarré de — ou
du premier terme ; puis on prend le premier, le ; du fccend
le4 du troifiéme , &c. & I'on double la fomme.

Appliquons 2 quelques exemples. Cherchons , par exemple,,.

le logarithme de 2. Pour cet effet nous chercherons celui de la

. x
fration 2, nous apronsdonc s = 3, & x = 1;donc -=7,
a

qu'il n'y a pas de fraltion quel'on | termes par un mémc nombre @,
o’ puifle préparer de maniérea | o qui donne 32 de fuppofer
rendre la fomme du numérateur :

: : 3n+;non8;z_.:z d'ou l'on
& du dénominateur égale a tel 9
nombre qu'on voudra. Parexem- | ..., —12—1  don el = z -
ple, pour amener la fradtion % Ll o7 ")‘
Ravoir 12 pour la fomme du nu- dont la fomme du numérateur &
mérateur & du dénominateur, il | dudénominateur eft, en effet, 12,

fuffit, ayant multiplié les deux
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& E:— = 1. Chaque terme fera donc trés-facile a former, puifs
qu'il ne s'agit que de prendre la § partie du terme précédent,

g : x x3 x3 3
pour avoir la fuite o A 8c. ainfi nous aurons,

x x
— = 0,333333333 —_ — 933353333558
%3 L
—— = 0,037037037 — 5 = 0012345679
x5 =5
=~ = 0,004115226 2l 0,00082304§
=7 %7
—5— == 0,000457247 - 0,000065321
N donc Lo
- = 0,000050805 e by 0,00000564§
a1z Fal
- = 0,000005645 o = 0,000000513
x13 513
- = 0,0000000627 = 0,000000048
2
x5 x5
= 0,000000069 T = 0,000000004
donc la fomme eft..... 0,346573588 ; & le double, qui

doit étre log. 2, eft = 0,693147176, qui, en fe bornant a
8 décimales (car pour répondre de la neuviéme, il auroit
fallu pouffer lapproximation plus loin), eft 0,69314718.

Puifque 4 eft le quarré de 2 , & que 8 en eft le cube,
le double de ce logarithme fera donc celui de 4; & le triple '
de ce méme premier logarithme fera celui de 8.

Pour avoir celui de 3, on peut calculer, de méme, le
logarithme de la fra&tion §, lequel éuant retranché de celui
de 4 donnera celui de 3, puifque 3 eft 4 divifé par §, done
I3=14—1%; mais on l'aura plus facilement , en calculant
le logarithme de la fration §, & le retranchant du logarithme
de 8 que l'on connoit i préfent; le refte fera le logarithme

de 9, dont la moiti¢ fera celui de 3. Ajoutant celui de 32
celui
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celuide 2, on anra le logarithme de 6. Pour avoir celui de
5, on calculera d'abord celui de 10 en caculant celui de 2,
qui étant ajouté au logarithme de 8, donnera celui de 10,
Retranchant , de ce dernier, le logarithme de 2, on aura
celui de 5.

On voit par-la, ce qu'il y a i faire pour calculer tout autre
logarithme, Mais il faut remarquer que le calcul devient de
plus en plus court, 3 mefure que le nombre devient plus
grand , enforte que dés qu'on a les logarithmes jufqud 10
feulement , on peut calculer les autres julqu 100, funs
employer plus de trois termes de la férie , lorfqu'on fe borne 3
8 décimales: & lorfqu'on a paffé le nombre 100, les deux
premicrs termes fuffifent jufqua mille; & par-de-li, le pre-
mier terme fuffit.

88. Pour favoir, maintenant , comment on raméne
ces logarithmes, & ceux des Tables ordinaires , il nous
faut préalablement avoir le logarithme de 10. Or, fi
Fon calcule le logarithme de 22, par la formule précé-
dente, on trouvera log. 4 ==0,22314355 ; ajoutant
4 celui-ci, celui de 8 que on a en triplant celui de
2 qu'on a eu ci-deflus, on a/10= 2,302585009.

: S :
~ Celapofé, rappelons-nous que 'équation dx — _J:J’_

fur laquelle (27) eft fondé le calcul a@uel des lo-
garithmes , ne convient quau fyftéme de logarithmes

ot Ton fuppofe le module = 1 mais que Péqua- °

tion qui convient & tous les fyftémes poflibles
. ad . .
de logarithmes, eft dx — m——y+—" s &celle qui convient
Mécanique, Ir¢, Pariie, *H

SCD LYON 1



114 Covnrs

A tous les fyftémes de logarithmes ol I'on fuppofe
que le premier terme a de la progreflion géométrique

d o

fondamentale eft 1, eft dx = m—yl La premicre,
s d - L3 ’

favoir dx = -;’i , donne en intégrant , x =1y ; &

. d .

la feconde , favoir dx = % donne x =m Ly, qui

fait voir, puifque x repréfente le logarithme , que
pour ramener les logarithmes que donne immédia-
tement le calcul, & ceux dun autre {yftéme dont
le module eft m , il faut multiplier ceux-la par le
module m. Or le logarithme de 10 dans les Tables
ordinaires , eft 1 ; & nous venons de voir que le loga-
rithme de 10 tel que le calcul le donne immédiate-
ment , eft 2,30258509; onadonc m X 2,30258509
= 1 ; donc le module 7 des Tables ordinaires, eft

qui fe réduit (en faifant la divifion) &

2,30258509

0,43429448.

Donc , pour ramener aux logarithmes des Tables,
les logarithmes donnés immédiatement par le caleuly il
faut muliiplier ceux-ci par 0,43429448. Et récipro-
quement , pour ramener les logarithmes des Tables 4
ceux que donneroit immédiatement le calcul 5 il faut
divifer ceux-la par 0,43429448 , ou (¢ qui off plus
commode , & revient au méme) o les multiplier par
2,30253509.

Ainfi, fi 'on multiplie 0,693 14718 que nous avons trouvé
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ci-deffus , pour le logarithme de 2, fi on le multiplie , dis-j=
par 0,43429448 , on trouve 0,3010300 pour le logarichme
de 2, tel qu'il eft en effet dans les Tables ordinaires.

89. Lorfqu'on veut revenir, du logarithme au
nombre méme, voici comment on doit s’y prendre.

Nous avons vu ci-deflus, qu'en repréfentant un nombre
quelconque par a X ON AVOIE % o % ¢ - sbets wio e einis

x x* x? x4
-+ &c.) .

atx)=la —a—“—l“;‘;"i‘ o R e

B I (ota)—layou l"== 50 0 00 Jening

a
x x x3 xt
. - | g — &c. a étant un nombre
‘8 2 a2 3 a’ 434

arbitraire , mais tel que fon logarithme difiére peu de celui
qui eft donné, & qui eft fuppofé appartenir 3 a 4 x.

a+x

Faifons , pour plus de fimplicité , / = 7, & nous
ik P Lottt fe-ius Bewioll skaind
aurons § = i i e 3 3a° . 1l sagit donc

. x
davoir la valeur de — en ¢,

Suppofons que cette valeur puiffe étre exprimée par
%::A{—i-B{’—[—C{’—l—D{“ 4 &c. 4, B, C, &c. étant'des

coéfficiens conftans qu'il s'agit de dérerminer. On aura done
1=47 + B + C€¢ + D + &

A? 2 A8 BB
i emin g b gt
A3 2 AC
Sy oo i
348
e G
A4
T 4
.

5
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Or pour que cette équation ait lieu, quel que foit g, il
fant 1°. que 4= 1; 2% que la fomme des termes qui
multiplient chaque puiffance de { dans les autres colonnes,

Araged A A’
foit zéro. On a donc B— — =0, C—AB+ S =

D—%ﬁ--—AC-i-A’B—-i::o; d'ou l'on tire

L 1 D_l_ 1

B:L—'..._l—- -—_1—__ - — = ———
1_1.2’C—' Gnaials LI 24 1.2 . 3wl

& fi Pon fuppofoit un plus grand nombre de termes , tels

que E7, Fis, &ec. dans la férie, on trouveroit de méme
' 4 I
E= I.‘z.m’f‘-—l.l.3_4_j_6 &ec. onadonc

R R o P A P ¢
4_‘{+1‘1+1.1.3+I.2.3.4+1.1.3.4.5 + &

gt b SRR STy ¢
Donc 1 + PR, =1+ I +1.1+1.1.3+

a

i o T Deeos)- i
e Ticd -4+

Pour faire ufage de cette formule, on retranchera du
logarithme donné ( qui eft celui de a -+ x), le logarithme

connu le plus approchant , dont on prendra le nombre

a+x
, ou 7, que

correfpondant pour 2. Alors on aura /
Ton fubftituera dans la formule précédente : le réfulat fera

la valeur de & : * . d'ou il fera facile de conclure a4,

puifque 4 fera connu,

SiPon veut favoir quel eft le nombre dont le logarithme
et 1, dans le fyftéme de logarithmes dont il s'agit ici, il faut

fuppofer | ==, oug = 1, & l'onaura izt t

FosTe +1,;l_3_4+ . + &c.,que l'os

¥ie X Rs Tv2.3:4.5

crouvera = 2,7182818 , en fe bornant & 7 décimalcs,
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Le nombre dont le logarithme eft 1, fe rencontre fré-
quemment dans les calculs: nous aurons occafion de le voir
par la fuite; & ceft pour cette raifon que nous venons de
donner la méthode de le calculer.

Comme il s'agit ici des logarithmes qui ont 1 pour
module , fi le logarithme donné étoit de la nature de
ceux des Tables ordinaires , il faudroit commencer par
le réduire, ainfi que celui que l’on prendroit pour
logarithme de a (ou feulement réduire leur différence),
aux logarithmes atuels, ce que I'on feroit comme il a

été enfeigné ( 88 ).

9o. On peut avoir une autre expreflion d’un
nombre par le moyen de fon logarithme ; comme elle
eft d'un affez grand ufage , nous la ferons connoltre
icl,

Soit x ce nombre , & foit Jx=¢. Si l'on multiplie le
fecond membre de cette équation , parlog. e, ¢ étant le nombre
dont le logarithme eft 1, on aura /x=gle, ce qui ne
change rien , puifque /e==1. Or I'équation lx=g!lc, fe
change, par la nature des logarithmes, en [x=lei; dou
Ton tire x — ¢ ; puifque les logarithmes érant égaux, les
quantités auxquelles ils appartiennent doivent étre égales,

Selon ce que nous venons de voir ( 89 ), fi Ton a

= ¢, ona x::—[«{—!—-;?—;--{—&c. Puis

donc quon a, en méme temps, x = ef, on aura
= % i ‘3 4
l+{+x.z+:.1.3+1.z.3.4+&c°
H3
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REMARQUE

o1. La méthode que nous venons d'employer
pour conclurela valeur de x,del'équation {= =~ &,

sappelle Méthode inverfe des féries. Elle confifte ,comme
on le voit , & fuppofer la variable dont on veut avoir
1a valeur , exprimée par une {¢rie , oit ’autre variable
ait des expofans en progreffion arithmétique, & ol
chaque terme ait un coéfficient conftant indéterming,

Sil’on avoit plufieurs termes en x & en 7 dans
la méme équation , mais que x & g ne fuffent pas
multipliés entre eux, on détermineroit la férie des
expofans , en faifant 'expofant du premier terme de
la férie fuppofée, égal au plus petit expofant dela
méme variable dans I'équation ; & on prendroit , pour
différence commune des expofans de la méme férie,
le plus grand commun divifeur des expofans de cette

A x 2’ ®
méme variable dans P'équation.

Par exemple, fi j'avoiS{% +3r=2x=tx*+ 1274 &c;
i¢ ferois x= A1+ By Cis +D¥ + E¢ + &,
parce que le plus petit expofantdez, eft 3 ; & quele plus
grand commun divifeur des expofans3 & 1, de g, eft].

Mais fi les » & les 7 étoient multipliés entre eux,
alors il faudroit fuivre une méthode dont le détail
weft pas trop de notre objet, mais que I'on peut voir
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dans les ouvrages de Newton , & dans I'Analyfe des
lignes courbes de Cramer.

Ufage des approximations précédentes , pour
Pintégration des diverfes quantiés.

912, Comme on a des Tables toutes calculées,
des différentes parties du cercle, ainfi que des loga-
rithmes , lorfqu'on aura A intégrer quelque différen-
tielle qui pourra fe rapporter au cercle , ou aux loga-
rithmes , il fera inutile déformais de réduire ces diffé-
rentielles en féries. Ce qu’il y a de plus utile 2 faire
aftuellement fur cette matiére , eft de faire connoitre
celles de ces différentielles que l'on rencontre le plus
fréquemment , & de fuire voir comment on déter-
mine les arcs de cercle, ou les logarithmes qui en
font lintégrale. En voici des exemples.

§80% . sl
T =41 exprimoit
Pélément d'un arc de cercle AM ( fig. 17), dont a feroit le
diamétre , & x labfciffe ; enforte que lintégrale de cette

93. Nous avons vu (86) que

tadx
v CTEYT)
Suppofant donc que Pon demande la valeur de cette inté-
grale pour une valeur déterminée de x ; alors de CAouia,

quantité¢ ou f a pour expreffion larc 4 M.

on retranchera la valeur connue de x, ou 4P, & l'on aura
CP. Dans le triangle reangle CP M, on connoitra donc
Tangle droit , lhypothéoufe CM =73a, & le cbte CP; on
pourra donc calculer langle ACM; or connoiffant l'angle

H 4
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ACM, ou le nombre de degrés de l'arc AM, & fon rayon
CM, il eft facile de calculer la longueur de cet arc (Géom
métrie 149 ).
94. Si l'on avoit e T g, p & k étant
VvV (gkx — pxx)? ?
-des quantités connues, on rendroit cette différenticlle fem-

blable & la précédente, en divifant d'abord, haut & bas,
h

— dx
. . Ve h
Par v p, ce qui donneroit ——F = o0 —— .
v g—ﬁx—xx) Ve
P
dx s e . .
———1 = ; or fi 'on avoit ici, pour maltiplicaten
l/(gk ), fil s P Itiplicatent
e
? *

de dx, la moitié de la quantlté qm multiplie x dans le
radical , alors cette différentielle fermt femblable a celle de

Particle précédent ; donnons-lui donc cette condition, en

s piE k s
multipliant & divifant en méme temps par ;.g? ou iP
h gk
S dx
nous aurons SR, % ou aph i
g—f, V (— X — xx) gk VP

g—k dx
—j Dans cet état, on voit que l'intégrale

V (— X w— XX
de notre différentielle , eft un arc de cercle dont le dia-
métre eft *"’P—k » & labfciffe x; eft, dis-je, cet arc multiplié

P i elle eft donc facile a afligner, par ce qui vient

95. Si au lieu de compter les abfcifes depuis le point
A, nous les euflions comptées depuis le centre C, en nom=
mant b le rayon €4, & « labfcifle CP; nous aurions eu
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- bdx

85 — %) pour Iélément de larc AM ; ce que lon

trouve aifément en comparant les triangles femblables CP M,
Mrm, & fe rappellant que PM = v (bb — xx), &
que , puifque I'arc AM diminue a mefure que CP ou x
augmente , fa différenticlle doit étre négative. Ainfi quand

o . kdx
on aura une différentielle telle que Veh—rp%)’ on la

: k dx
changera comme ci-deflus, en — , ————= 5 ©F
e v (3: xx)
P

h . . = . .
EP— repréfentant ici, bb, la quantitt — b quon doit avoir

dans le numérateur, eft — v g;"'; je multiplic donc & je
k

divife en méme temps, par — V/ th ,» & jai

—L/g—ﬁd'x

-—.,—,,P—. Donc en fuppofant que €4 = v/ gh -
V("? - xx) ?

k

& CP, x, on aura VPL.,I X AM, pour lintégrale,

G
£
: Ve — k

ou plus généralement - X AM+C, ou ot it
— |/ S
E

AM + C. A Pégard de la conflante C, elle fe détermine
par les conditions de la queftion particuliére qui aura con-
duit A la différentielle dont il s'agit 3 & larc AM (e dé-
termine comme nous venons de le dire (93 ); Ceft-a-dire,
par le calcul du triangle CPM, &e.

aadx
a4 + xx

arc de cercle dont 2 eft le rayon, & x la tangente; arc

96. Nous avons vu (86) que exprimoit un
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que P'on peut déterminer aifément pour une valeur détera
minée de x, en calculant l'angle 4 CN du triangle reétangle
ACN ( fig. 23), puis la longueur de I'arc AM par le
moyen du nombre des degrés de langle ACN & du
rayon a.

kdx . .
, on diviferoit , haut &
xx

Si donc on avoit ————
gb + h

dx

. vk . .
bas, par k; ce qui donneroit 7 , F 3 puis multis

. b2 4
pliant , haut & bas, par _g;h_ , Ol auroit

5’4_

A L
—=- P -
g s;:_‘ﬂx

culant la longueur de I'arc qui a » pour tangente, & v/ (g—:f)

ou ; on auroit donc lintégrale, en cal

pour rayon, & la multipliant par gib*f'

g7. Ces trois différentielles s’intégrent donc par
les arcs de cercle. En voici qui sintégrent par le
moyen de la furface du cercle.

L'élément du demi-fegment 4P M (fig.17), eft
dxy/ (ax —xx) en nommant 4 P, x; puifque
y=v (ax —xx) & par conféquent ydx ou
PpmM = dxy/ (ax — xx); donc toute diffe-
rentielle qui aura cette forme, ou qui pourra y Etre
ramenée par des préparations femblables a celles que
nous venons d’indiquer , sintégrera par le moyen
d'un demi - fegment de cercle dont abfciffe eft &
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le diamétre a; fegment qui eft facile 2 détermi-
ner, tant par ce qui précede , que par ce qui a été
dit ( Géomn. 14 )

8. Par exemple, fi Ton veut avoir la furface du
demi-fegment elliptique 4 P M (fig. 24); on aura y =
b bd
—V/(ax— xx) donc ydx oud (4 PM) = —;f . (ax— xx)
or dx v (ax — xx) exprime Iclément du demi-fegment

circulaire 4P M’ , en fuppofant quon ait décrit un cercle
fur 4B, comme diametre ; on a donc d(APM) =

EJ(APM’),' & en intégrant , APM :—2 APM, qui

donne APM ; APM :: b . a; Ceft-a-dire, que la fur-
face du demi-fegment elliptique, ot & celle du demi-fegment cir-
culaire correfpondant , comme le petit axe eft au grand axe ; d'ou
il eft aifé de conclure que la furface entiére de Pellipfe , eft
4 celle du cercle décrit fur fon grand axe, comme le petit axe,

ot au gmnd axe,

99. Si au lieu de compter les abfciffcs depuis le point A
(fig. 17) » onles compte du centre C; alors nommant € 4 , b,
& CP, x, on aura — dx v (bb — xx) pour [élément
du demi-fegment 4 P M; parce qualors, y =/ (bb — xx),
& que le fegment A P M diminue pendant que x augmente,
ce qui rend la différentielle de AP M négative.

Voici un exemple d'une différentielle qui fe rapporte a
cette forme.

Propofons- nous de trouver la furface du {phéroide
elliptique allongé. La formule générale de ces fortes de fur-

faces, eft 2y (dx* 4 dy*) (74); or Iéquation de

C
r
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Pellipfe eft yy — H (344 — xx) ; donc y = f X
xdx
1/(4.;.3 - xx)

2 v (dx* + dy*), devient j—‘ X V(iaa — x2x) X
bb
won Bb o XdE : I ltinlic
V(a‘x o oy xx)’ ou en faifant la multipli
cation indiquée , réduifant, & faifant fortir 4x* hors du
bd
radical , 242 V( aa — xx +f—b¥), ou =2,
l/( v qanach bbxx); or fi 'on nomme k la dif-

tance CF au foyer F(fig. 25), on a kk= ;aa — $bb;

vV (3ea — xx), &d_y__——)( ; done

x%dx?

ou 4kk = aa — bb (Alg 230); donc I'élément de la

§ Y gt e g kk v x bd
furface devwnt‘i?v(‘ e ) ki V(e =

aa raa

4kkx x). Divifons fous le radical par 4 kk, & multiplions
2cbkdx

au-dehors par fa racine 2k, nous aurons b

raa

4
v k% - xx) , quantité a laquelle il faut donner le figne —
pour qu'elle exprime la furface comptée depuis le point 4,

parce que cette furface diminue 2 mefure que x augmente;

4 achkdx o at

ainfi nous avons — - xx), Comparant
raa kk

donc avec — dx v (bb — xx), que nous venons de

voir étre I'expreffion d’un demi-fegment circulaire dont le

rayon eﬂ b, nous en conclurons que l'intégrale de — dx
v (— o — zx) eft un demi-fegment de cercle OP M’
dont le rayon eft *— ia » & dont l'abfciffe prife du centre,

eft x; que ceute mtegrale » dis-je, eft égale & ce fegment
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jaa

k 9
c'eft-a-dire , troifieme proportionnelle 3 CF & AL CHN

plus une conftante. Donc fi d'un rayon CO =

at

on décrit le cercle ONR, on aura [—dx v _ﬁ_ —_ xx)
icbkdx ';‘F. at

= OPM - C; donc [ — s vi( S —xx

2chk " 2¢cbk

R OPM + = bl

Pour déterminer la conftante C, il faut remarquer que
la furface cherchée, devant commencer au point A4, doit

étre zéro 4 ce point; or au point 4, le demi-fegment O P M!

cH:x OAJV—I-lefC,

d'ou I'on tire C=— 0 AN ; donc lintégrale complette eft

2tk oM =22k 5 0 AN, 0022 (OPM'—0A4N),

raa

devient 0 AN ; onadonc 0 =

2¢bk

ou enfin iﬂ (A PM'N). Donc la furface du demi-fphéroide

b (ACRN) ou puifque CO= : , & que

b
200
X ACRN, ou _;. X % X ACRN ; & celle du fphé-

roide entier, en eft le double.

fera

2 k
par conféquent P m , cette furface l'era —r- X

Quant 3 la mani¢re de déterminer le rayon CO, elle
eft fimple ; du point € comme centre, & du rayon CA,
on décrira 'arc 4L, qui coupe, en L, la perpendiculaire
FL élevée fur C.A4 an point F; on prolongera C L jufqua
ce qu'elle rencontre en N la perpendiculaire 4 N, élevée
au point 4; ce qui donnera CN pour la valeur cherchée

de CO, ou pour -_-%f ; en eifet, les triangles femblables
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CFL & CAN, donnent CF:CA:iCL: CN,; ou

KitaiiiatCN= 2= CO0.

100. A Pégard des quantités qui fe rapportent im-
médiatement aux logarithmes , ce font toutes celles
dans lefquelles la différentielle propofée eft, ou peut
8tre rendue , une fraétion dont le numérateur foit
la différentielle du dénominateur, ou cette différen=
tielle multiplide ou divifée par un nombre conftant.

Lotfque le numérateur eft exactement la différen-
tielle du dénominateur , Vintégrale eft le logarithme

du dénominateur.
Ainﬁfi—lex-{- C;ff-Tx; =Il(a+=x) + C
RES =1l(aa4xx)+C

T

Mais lorfque le numérateur eft la différentielle du
dénominateur , multipliée ou divifée par un nombre
conftant , alors il faut décompofer la différentielle
propofée , en deux fadteurs dont P’un {oit une frac-
fion qui ait pour numerateur la différentielle exalte
du dénominateur , & dont Tautre falteur {oit un
nombre conftant. Alors Iintégrale fera le logarithme
du dénominateur variable , fera, dis-je, ce logarithme
multipli¢ par le faleur conftant.

2

- ax*dx o
Par exemple, pour intégrer ——— ; comme la différen=
a’ + x°

ticlle de @ 4 #° eft 3x°dx, il faur que je prépare ma

SCD LYON 1




DE MATHEMATIQUES. 127

différenticlle de maniéred avoir § x’dx dans le numérateur ;

3x‘-‘a‘x

- th . - a
pour cet effet, je I'écris ainfi Sl e L dont intégrale

et 5 1(2+ )+ C

Pareillement _,f";-'-"-_f; = ff_:—l- . :!_d: == I(a—x)

+ C"“D—Z(a—x)+C-"fl—l(a—x)+C=
— + C. De méme [ s CLANEE

da + xx ST P

lf(aa-I— xx) 4+ C =1v(aa-+ xx) + €. Enfin
ax"—'dx nbEv—dx a

B =/ T T o5 )

+C:l(k+5x”)&n+ C.

Voici un exemple de la maniére de déterminer ces inté-
grales en nombres. Suppofons qu'on demande la valeur de
{(a + x) (aétant 5), lorfque x = 2. Ceeft donc {7 quil
fanr avoir. Je prends dans les Tables ordinaires le loga=
rithme de 7, qui eft 0,8450980 : je le mutiplie ( 83 ) par
2,30258509 ou 2,3025851, & j'ai 1,9459100 ou 1,94591
pour la valeur de /(2 + x) ou de l'intégrale de —— - > lorfque
A8

101. On rencontre , quelquefois, des différentielles
qui s'intégrent diretement par logarithmes, quoique
cependant elles ne puiflent pas étre préparées comme

dx
Vizz —1)
cas, On réuflit quelquefois & leur donner la forme

de différentielle logarithmique, en eflayant de les

les précédentes; par exemple —-— eft dans ce

multiplier par une fonttion de x, telle que le pro-
duit devienne la différentielle de cette fonion, ou
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cette méme différentielle multipliée ou divifée par
un nombre conftant. Alors en divifant par cette méme
fon&tion, la différenticlle feroit évidemment une dif~
férentielle logarithmique.

En appliquant cette réflexion a ‘/—(:;%_—I) , je la multiplie

xdx

parx +v (xx— 1), &3 A aaa) +dx, qui eften

effet la différentielle de x 4/ ( x x — 1) ; enforte que j'ai

xd x
dx +

/ V(xx 1)_fx+ V(:f%::tl%—![x'l-'/(xx—l_)]'t‘c'l

dx

On trouvera.de méme lintégrale de T

multipliant d’abord haut & bas par v/ (— 1), ce qui donne

‘f_:;;-'-(/;(;:_-_—i% , dont I'intégrale, felon ce ql.f'on vient de veir,
ety (—1)i[x+v(xx—1)]+C

102. Nous avons promis (60) d’expliquer com=
ment il arrivoit que la régle fondamentale de l'in-
tégration des monomes , donnoit une quantité infinie

S d : ot s
pour Pintégrale de Tx, tandis que cette intcgrale a

pour expreflion /x, ou du moins /x + C.

e d $ bRl
Lintégrale de <= peut &tre finie ou infinie,, felon
la portion quwon veut en avoir. Pour éclaircir ceciy

> 3 d
remarquons d’abord que prendre intégrale de Tx,

peft autre chofe que quarrer I'hyperbole ordinaire,

confidérée par rapport a fes afymptotes, En effet,
Péquation
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Péquation de cette courbe eft xy =—=aa, ouxy =1
en fuppofant, pour plus de fimplicité, 2 == 1. Or

decette équation on tire y == ; donc I'élément y dx
de la furface, devient ff ; donc fi 'on veut avoir
les efpaces comptés depuis l'afymptote 4 Z (fig. 26),
lintégrale de —dxi ou /x 4 C doit étre telle qu'elle
devienne o, lorfque le point P tombe au point 4,

ou lorfque x = o; on a donc alors /o 4 C = o0,
& par conféquent C =— — Zo; donc Pintégrale eft

lx—loou, g; c’eft-a-dire, que les efpaces ZAPMV

comptés depuis lafymptote font infinis:, Z & ¥
étant fuppofés les extrémités de afymptote & de
la branche correfpondante de hyperbole; ce qui n’a
tien de furprenant.

Mais fi, le point O étant le fommet de Phyper-
bole (auquel cas I'abfciffe correfpondante 4 N = 1),
on veut avoir les efpaces comptés depuis le point N ;
alors l'intégrale /x + C doit &étre telle qu’elle de-
vienne zéro, quand le point P tombera fur le point
N, ou quand x=1; on adonc /14 C=0, &
par conféquent € = — /1 = 0; donc les efpaces
NOMP font exprimés par lx.

On voit par-1a, 1° que les logarithmes que donne
immédiatement le celcul, expriment les efpaces hy-
perboliques compris entre I'afymptote & la courbe ,

Mecanique, I* Partie, ¥ |
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& comptés depuis le fommet O de la courbe. 2°, Qué
fi l'intégrale de f;’f ou x~'dx, prife d’apres la regle
fondamentale , eft infinie, c'eft qu'elle exprime les
efpaces comptés depuis Porigine des afymptotes.

Nous verrons , par la fuite , des exemples d'in-
tégration par logarithmes.

De la maniére de ramener ( lorfque cela eft
polfible ) Pintégration d'une différentielle
binome propofée , a celle d’une autre diffe-
rentielle binome connue.

103. Lorfqu’aprés avoir fait fur une différentielle
binome propofée 'examen néceffaire ( 68 & 70 ) pour
reconnoitre fi elle eft intégrable, on fe fera affuré
quelle ne Peft point, on ne doit pas encore fe hater
de recourir aux méthodes d’approximation dont nous
avons parlé (85 & fuwiv.). Il faut examiner fila
différenticlle propofée ne pourroit pas étre ramence
A une autre différentielle binome plus fimple , dont
on conniit déja Pintégrale par approximation. Ot
voici A quels caraltéres on reconnoitra fi une diffée
rentielle binome propofée peut étre ramenée 2 uné
autre différentielle binome connue,

Soit axmdx (b+ cxn ) la différentielle propofce;
& foitex’dx (b4 cxm)p, cellea laquelle on yvoudroit
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la ramener , ceft-a-dire, que ces deux différenticlles
ne different que par les coéfficiens « &e, & par
Pexpofant de x hors du figne ; r eft fuppofé plus petit
que m, & de méme figne. La rédultion de cette
premicre différentielle A la feconde, fera poffible, fi
“— eftunnombre entier pofitif. Et pour y parvenir ,
on fuppofera faxmdx (b4 cxn)p== (b 4 cxn)p + 1
(Ax"’""*’"-l— Bxm=—@n+1 -+ Cxm—3n+1 -I—&TC)
+ Qfexdx (b + cxn)P, en admettant autant de
ermes plus un dans la fuite 4 x7—7+1 4+ &c. quiil
ya dunités dans =, Et pour déterminer la valeur
des coéfficiens 4, B,C, &c. on différencicra cette
équation , & apres Pavoir divifée par (54 cxn ),
on tfanfpofera tous les termes dans un feul membre
dlors on égalera & zéro, la fomme des termes qui
multiplient une méme puiffance de x , on aura autant
d’e’qﬁations quil y a d’inconnues 4, B, C, &c. &
qui ferviront A déterminer ces inconnues,

%6 dx

T
Par exemple , fi {avois & intégrer (aa—xx)"7;

at
jevois , d'aprés ce qui a été dit (68 & 70 ) que cette diffé-
rentielle n'eft pas intégrable. Mais la forme de la quantité fous
. lefigne, érant la méme que celle qui entre dans Pexpreffion
dun arc de cercle, je cherche fi la quantité propofée ne pour-
foit pas dépendre de ad x (a2 — xx)_i qui eft Pexpreffion
dun arc de cercle dont le rayon eft o, & x l'abfcifle prife du
Centre,

Ia
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Je vois , d'aprés la régle que nous venons de donner , qué

= : fion & ';0 fait un nombre entier pofitif 3, j’en conclus
que lintégrale de la différentielle propofée dépend en effet dun
pareil arc de cercle; & pour avoir cette intégrale , je fuppoft

th:x (aa—x x)_%.':(aa-—xx)% (A% + B2+ Cx)

a

+ Qfadx(a 4-xx)"";' . Différenciant, jai. « .4 « .0,

(AxS B Cx) [—ndx (aa—xx) 3]

2% (aa—xx) = A-(a0—x %) (5 Ax'+ 3 B2+ C)ds
+Qadx(4a-—-xx)_%-

Divifant par dx (242 — xx)"%, Pali o oo » o oio niis

:——::—Axﬁ— Bx*— Cx*+ (aa — xx) ( §Ax*+3Bx*+C)+Qa

Faifant la multiplication indiquée, & tranfpofant, il m

vient - 8+ Baxt + € — Qs
4+ Ax6 4 3Bxt 4 Ca®

+ §4x6 — §Ada*x* — 3 Ba®x'— ca*

Puis donc que cette équation doit avoir lien, quel que

foit x, il faut que la fomme des termes qui mulriplient

chaque puiffance de x, foit zéro; jai donc. .. ... .s

=0

64 +71s‘:°’ —s§Aa*+4B=o0,2C—3Ba" =0,

— Qa—Ca*=o0. Tirant de ces équations les valeurs des

. -"'—--—-—I —-----——"‘I
inconnues 4, B, &c.onad=— ——, B=— 75,

FEPOTTR x6 -
—-—-%;,Q:T’a_ Ainfi Pintégrale de—j%(aa—-xx) ’

5 x5 ¢ &% g%

eft (aa — xx) (—- E el v Al )+
-;‘—Efadx(aa — xx)";'_l_. C.Orfadx (aa-—-:cx)"'%émnt
un arc de cercle dont le rayon eft 2 , & l'abfciffe x, eft facile

a avoir,
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104. Si la différence m — r des deux expofans
hors du figne , divifée par Pexpofant 7 fous le figne,
se donnoit pas un nombre entier pofitif , il ne fau-
dioit pas en conclure que la réduction d’une diffé-
rentielle a Pautre, n’eft pés pofiible. Il faudroit encore
rendre Pexpofant fous le figne , négatif dans chaque
difiérentielle; & fi la différence des deux nouveaux
expofans hors du figne divifée par Pexpofant fous
le figne donne un nombre entier pofitif, la réduc-
tion eft poffible.

Par exemple, fi 'on demande fila quantité, . .. ...

s dx (ot —x4) b N dépend de dx (a* — x*) —3; je vois

me—r —8 =0 . .
que oun 5 , ne donne point un nombre entier

n
pofitif. Mais avant que d’en conclure que ces deux différen-
tielles ne dépendent point I'une de 'autre, je les change en

Fodx(atx—t—1)" & x—2dx (a*x—4-1) 77 Or,ici, je

ol =104+ 2

Yois que b donne un nombre entier pofitif;

doit je conclus que ces deux différenticlles dépendent 1'une
de 'autre,

Pour intégrer la propofée, dans ce fecond cas,
on opéreroit comme ci-deflus , non pas fur les deux
différentielles mémes , mais fur ce qu'elles deviennent
apres avoir rendu l'expofant négatif.

Ainfi dans lexemple ci-deflus, je ferois. » o v o v v s
[x0d x(at x4 — 1)_52 (a* x—4= x)l’ (4dx—3+Bx"')
13
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4 Qfx—2dx (atx4—1 )_5 , & jachéverois comme ci-
deflus, pour déterminer les coéfficiens 4, B, Q.

105. Il peut arriver dans certains cas , que la diffé-
rentielle propofée foit intégrable,, quoique par Tune
ou l'autre de ces deux régles elle paroifle dépendante
de la différentielle donnée. Mais outre qu’on eft cenf¢
avoir déj examiné par la régle donnée (68 & 70 ) fi
la différentielle propofée eft intégrable, il arriver
toujours dans ce cas, que le coéfficient Q que F'on
donne A la différentielle 4 Taquelle ils s'agit de réduire

la propofée , fera = o.

Par exemple , fi ondemandoit fi x~*dx (aa-—-xx)'_i eft

1
dépendant de dx (aa—xx)" *;o0n trouveroit que celane
fe peut pas dans le premier des deux cas ci-deflus ; maisdans
le fecond , ceft-i~dire, en changeant ces différentielles en

1 1
x—dx (aa x"—-—1)_?,&x"dx(aax"’—-1)_;, on
me——r —_5+1

ou
n -

trouveroit que eft un nombre entier pofitif;

ce qui indique que la premiére différenticlle peut dépendre de

la feconde. Cependant la différentielle x—3d.x (¢ e x>+ 1)-%
eft intégrable (68 ). Mais la contradition n'eft qu'apparenté;

car {i fur le témoignage de la quantité -nfn;fégale 4 un nombre et
1

tier, nous cherchons en effet i réduire x~5dx (a4 x—2=1)"

1
ax—'dx(aax—*—1)" *,nousferons[x~dx (aax—=1)"
1

—(aax—*—1)} (Ax—>+B)+ Qx—'dx(aax——1)"
& déterminant les coéfficiens 4, B , Q,, comme ci-deffus, 0%

SCD LYON 1




I

DE MATHEMATIQUES. 135

1
grouverons Q =0 , ce qui donne [x—5 dx (aax2=1)" 75
égale i une quantité purement algébrique. :

106, Suppofons, maintenant, que les deux bi=
nomes qui entrent dans les différenticlles dont-il s'agit
ici, aient des expofans différens; enforte que la diffé-
rentielle propofée foit hx'dx (a4 bx), & celle
3 laquelle on vent ramener celle-1a, foit x"dx (2 +
bx*)?, p ayant une valeur numérique plus petite que
celle de r. Si r eft pofitif, on changera la différentielle
hx'dx (a4 bx"), en cette autre hx'dx (a4 bx") 7
X (a4 bx"). Alors fi r — p eft un nombre entier

pofitif , on pourra réduire hx'dx (a 4 bx" )'7F

(a 4 bx" ) en une fuite de termes de cette forme
(A"x‘ + Byt 4 Ox+** 4 &e.) dx (a 4
bx" ), dont chacun peut &tre ramené A x"dx (a4
bx') par la méthode précédente, fi s — m peut
&tre divifé par ;3 & pour y ramener la totalité, on
appliquera mot & mot ce qui eft prefcrit par cette
méthode , en prenant, pour ce que nous y avons
‘appellé 5, le plus grand expofant de x dans la valeur
développée de hx'dx (a+bx") "

s Par exemple, fi javois [xdx (bb — xx)% a réduire 4

fix(bb — xx)%, je changerois [x°dx (bb = xx) en

Yardx (b — xx) (bb — xx)% ou [(bbx'dx — x'dx)

(66 — xx)3; alors ce que je dois prendre pour s, eft 4
[4
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Je fuppofe donc, conformément i la méthode, [(bbxdx —
xtdx) (bb — xx)% = (bb — xx)} (4dx 4+ Bx¥) 4
[Rdx(bb — xx)5.

Si au contraire la valeur de r eft négative, on
préparera la différentielle & laquelle on veut rapporter
la propofée, on la préparera, dis-je , de cette ma-
niere, x"dx (a 4 bx" )~ X (a + bx")"; alors fi
p — r eft un nombre entier, comme il fera nécef-
fairement pofitif (puifque nous fuppofons r négatif,
& plus grand que p, quel que foit d’ailleurs »), on
pourra réduire x"dx (a + bx" )y~ (a + bx") 2
une fuite finie de termes de cette forme (4’x" 4
Blxn+r o C'xm+2r 4 &e.) (a + bx"). Alors on
agira, comme s'il étoit queftion de réduire cette der-
nicre a la forme x'dx (a 4 bx"); Ceft-a-dire, qulon
opérera d’'une maniére toute femblable A celle que nous
venons de prefcrire dans le cas ol 7 étoit pofitif.

Par exemple, 'il s'agiffoit de réduire g x~ 2dx (aa 4 xx)~*

ddx(aa~+xx)"" ou m » qui (86) sintégre par
un arc de cercle dont x eft la tangente , & 4 le rayon; je
changeroisdx (a2 4 xx)~ " en (aa 4 x x) d x (aa + xx)~?2,
& comme le plus petit expofant hors du binome propofé,
eft — 2, je fuppoferois (R (aa + xx) dx (aa 4 xx)~*
=(4a +xx)"" (Adx—'+ Bx) + fgx—*dx (aa +xx)"%
Et jacheverois comme ci-deflus, pour déterminer les coéf
ficiens 4, B & R. Alors, par la tranfpofition , on auroit

la valeur de fgx—2dx (aa + xx)~2, dans laquelle je
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ebduirois enfuite R (@@ + xx) dx (aa + xx)"?, 2
Rdx(aa 4 xx)~%
Si p—r nétoit pas un nombre entier, la ré-
duftion d'une différentielle & lautre, me pourroit
avoir lieu,

Des Fractions rationnelles.

107. Toute quantité différentielle rationnelle, eft
toujours inrégrable , ou algébriquement , ou par
des arcs de cercle, ou par des logarithmes, ou
par ces trois moyens a la fois, ou par deux feu-

lement,

" Elle eft tovjours intégrable algébriquement, lorf-
qu'elle ne renferme point de dénominateur variable,,
4 moins que ce dénominateur ne foit monome, en ex-
f:eptant feulement dans ce dernier cas, la circonftance
ol le dénominateur ne feroit élevé & d’autre puiffance
que Punité.

Il nous refte donc a voir la vérité de notre propo-
fition, dans les autres cas ; c’eft-a-dire , dans les cas
ol la différentielle propofée a un dénominateur ra-
tionnel complexe.

Nous fuppoferons que dans le numérateur de la
fraftion différentielle propofée , la variable foit moins
€levée que dans le dénominateur. Si elle n’étoit pas
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dans cet état, on I’y raméneroit en divifant le numé.
rateur par le dénominateur, jufqu'a ce que la puifs
fance reftante fit plus petite que dans le dénomi-
nateur.

23d x
aa + 3ax + xx"
commencerois par divifer x3dx par xx 4 3ax + aa; faue
rois xdx pour quotient & — 3ax’dx — aaxdx pour
refte ; je diviferois encore ce refte par le méme dénomina-
teur, & jaurois — 3 adx pour quotient, & - 8a*xdx 4

x3dx

Par exemple, fi javois & intégrer je

" ] 4 ;
3a'dx pour refte; alors, au lieu de e » i je

! k A Satzxdx + 3adx
prendrois xdx — 3adx + —o— 20,

Pour découvrir par quel moyen nous pourrons in=
tégrer les fractions différentielles rationnelles , rappel-
lons-nous que la différentielle du logarithme d’une
quantité, étant la différentielle de cette quantité, di-
vifée par cette quantité méme . C’eft-a-dire, étant tou-
jours une frattion, il eft affez naturel de foupgonner
que Dintégration des frations rationnelles pourra fou-
vent dépendre des logarithmes. Prenons par exemple
2a2l(a+ x) — 2al/(2a+ x); en difiérenciant,

dx 2adx

2a
nous aurons ——— 3
a + x 2a + ¥

ou en réduifant au

2aadx
2da + 3ax + xx

méme dénominateur , « Or, 1l eft clair

que pour intégrer cette fraltion, il n’y auroit autre
chofe & faire qu’a la décompofer en deux fractions,
dont 'une eiit pour dénominateur a + x, & lautrg
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2 2+ x 3 & dont les numérateurs feroient des nombres
conflans multipliés par dx ; ces deux fraltions sinté-
greroient alors par logarithmes.

108. 11 eft donc affez naturel de tenter , pour inté-
grer ces fortes de frations, de les décompofer en au-
tant de fralions fimples, que le dénominateur peut
avoir de falteurs, & dont chacune ait pour dénomi-
nateur un de ces fadteurs; c'eft en effet la méthode que
Pon peut & que I'on doit fuivre, lorfque tous les fac-
teurs dont le dénominateur a pu étre formé font
inégaux.

109. Mais lorfque parmi les fafteurs du dénomina-
teur , il Sen trouve qui font égaux entre eux; alors
on ne doit pas Sattendre que la méthode ait du fucces,
parce que I'intégration ne peut dépendre enticrement
des logarithmes.

En effet , fi Pon avoit, par exemple, (—a—d_;——’;), dont
le dénominateur a deux fa&eurs égaux a+x & a + «,
on trouveroit ( 66) que l'intégrale de cette quantité,
ou de fon égale dx (a4 x )" et —(a+x)"+C
qui ne dépend point des logarithmes. Mais on voit,
en méme temps , que fi 'on différencioit une quantité

telle que - +za£(a+x) + 22l (244 x),
. aadx 2adx 2adx
onaurou———-(“*_x),+a+;+“+x, ou
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("::: 2")1'!” -I—zi”_f’; , ou (en réduifant tout au

dx + ga*zdx + 4a’dx doot

méme dénominateur ) +°= =73

T (a+x)(2a+ %)
Pintégrale doit évidemment renfermer une quantité
algébrique & des quantités logarithmiques. Or le
moyen de revenir & cette intégrale feroit de rendre

Z2ax

A la différentielle , fa forme precedente e S22 eyt

2adx

, Ceft-d-dire, de la décompofer en deux frac-

tions , dom la premiére efit pour dénominateur tous
les falteurs égaux , & dans fon numérateur toutes les
puiffances de x , moindres que la plus haute puiffance
du dénominateur ; A I'égard des autres fra&ions, elles
aurojent pour dénominateur , chacune , un des fateurs
inégaux, & n’auroient aucune puiﬂ"ance de x au nu=

+ 2ax
( +xp

roit facilement par les régles données; & le terme

2adx s s . s
T Sintégreroit par logarithmes. Or on peut tou-

jours partager ainfi toute fration rationnelle; & ceft
ainfi que nous le pratiquerons, du moins lorfqu’il n’y

mérateur. Car alors le terme = dx Sintégre=

“aura pas de facteurs imaginaires dans le dénominateur 3
€as que nous examinerons apres.

3 (a+ bx + ex® + ... kx”_")dz
Ainfi (M+ Nx + Px* + ... Tx")

en général, toute fralion rationnelle; fi 'on fuppofe que
le dénominateur ait un nombre m de faQeurs égaux a x -4 g,
un nombre p de falteurs égaux a x -+ &, &c., & un nombre

repréfentant ,
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guelconque de fa@eurs inégaux, & repréfentés par x -+ i,

x4 g, x+r, &, auquel cas la fraltion propofée fera

B {a-l—bx-{-cx’-{—...kx“"‘)d’x &

GrerE+rypx&e(x+i)(=+q)(=+ Ll

A faudra , pour intégrer cette fraltion , fuppofer. + . « « »

(a—|—bx+cx’—|-...kx""’)dx

Grey @+Ay X & (x+) (x+9) (x+7) X &a

Ax=—1dx 4+ Bx"—%dx.....F Rdx &

% (x +g)"
Axr>1dx + Bxr—2dx + ... Rdx Ldx
= B 1T

KR Nd* 4 &c., A,B, C,&c., étant des coéffi-

*+ 9q x+r
ciens conflans & indéterminés. Alors, fi par quelque moyen
que ce foit , on détermine ces coéfficiens,, il fera facile d’avoir

Pintégrale. Cela eft évident pour les fraltions fimples é_i—% 5

oy Nes &c., dont lintegrale eft LI (x -+ i)

x+qYx+7r1?2

Mi(x+4q), Nl(x+r), &e; 2 légard des fra&ions
p=1d p=td P i

i xﬁi_(fx+g):+ ~, on fera, pour plus

de fimplicité, x + g = 7, ce qui donnera x == — g

& dx — dg. Subflituant ces valeurs, on réduira la totalité

3 une fuite de monomes faciles a intégrer, & dont un feul

fera de Ia forme 23 , Ceft-a-dire, s'intégrera par logarithmes.
t

De méme, pour les termes. « o v e oo o v v e v s cped
Aw—1dx + Bxr—2dx +... Rd
(= + hy

Ainfi, il ne nous refte que deux chofes a examiner ; la
premiére, comment on trouve les fa&eurs du dénominateur
de la fra@ion différentielle propofée; la feconde , comment on
trouve les coéfficiens indétermings,

X onferax4h=¢.
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110. Pour trouver les fa&teurs du dénominateur,
il faut fe conduire comme pour réfoudre I'équation
qu’on auroit en égalant ce dénominateur a zéro; puif-
que (Alg. 143 ) réfoudre une équation, revient A
chercher les facteurs binomes dont la multiplication
a produit cette équation.

111. Quant 3 la maniére de trouver les coéfficiens
A, B, C; ce qui fe préfente de plus naturel, eft
de réduire au méme dénominateur toutes les frattions
ot ils entrent ; alors les deux membres de I"équation
formée de la fra&tion propofée & de ces nouvelles
fraftions , ayant le méme dénominateur , on peut
fupprimer ce dénominateur de part & d’autre, &
ayant tranfpofé tout dans un feul membre, il faut
pour que équationait lieu, indépendamment de toute
valeur de x, il faut, dis-je , que la fomme des termes
qui multiplieront une méme puiffance de x , foit zéro,
Cette condition donnera autant d’équations qu’on a
de coéfficiens indéterminés, & qui ferviront a dé-
terminer ces mémes coéfliciens. En voici des exemples.

” L dzx . .

Propofons-nous dintégrer ———; je fuppoferal
dx Sl Bdx
a4z — xx  a + % o2

teurs du dénominateur 22 — xx, font 2 4 x &

a — x. Alors , réduifant au méme dénominateur,
i’ai dx N (da — Ax + Ba + Bx) dx

aa — xx aaq — XXx

puifque les deux fac-

a— x?

, fuppri=

mant le dénominateur commun, divifant par dx,
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1 4+ Adx
& tranfpofant , Jai { — Ada — Bx » =03
— Ba
donct — Aa — Ba=o0,& 4 — B =o0,
dou il eft facile de conclure 4 = a’&3=ﬁ3
L s o g%

dx 2 2
s avons dong ———— = —— 4

lintégrale eﬁfu__” = L /(a4x)—
'Z(a—x)+() i et

i -—

Prdpofons-nous , pour fecond exemple, la fraftion
goxx + ga*x + 44’
(a + 2)* (22 + x)
—+2al(a+x)+2al(2a4x).
4ax* + ga*x + 443
(a +2)*(2a + x)

dx , que nous avons eue (109) en

différenciant

dx—

Nous fuppoferons donc

Az +B Cds  _xv.ap :
G+ F dx+ ———; réduifant au méme dénomi-

nateur , on aura (aprés avoir fupprimé le dénomi-
natenr commun , divifé par dx, & tranfpofé). .,
4ax’ 4 9a’x * + 42
—Ax* — 2 Adax — 2Ba
— Cx* — Bx —Caa s
— 2aCx

donc 42— A —C=o0,9a*—~2Aa—B—2aC
=0, 44* — 2B a— Caa=o0, ¢quations d'ol1 'on
tire 4==24, B=a",C=2a
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La différentielle propofée, fe changera donc en

2ax+aa :ad'x
(a + x)’d +

pour intégrale 24 log. (22 4+ x). A TPégard du

. Orledernier termea évidemment

premier, je fais a4 x = 7 ; J’ai donc x =7 —g,

& dx = dz. Subftituant dans =~ dx, i

(a+ %)
2ay—aa 2ady  aady gy
v di M -—‘r e dont lintégrale eft
zalag{+———,0u 2al(a + .:c)+“+J=

Pintégrale totale et = + 20 log. (a x) +

donc

2alog. (224 x), ainfi qu'elle devoit étre,

112. Cette méthode eft générale, Mais on peut
faciliter la recherche des coéfficiens, par plufieurs
méthodes. Par exemple , on peut trouver, indépen-
damment les uns des autres, les coéHiciens des frac=

tions fimples , en cette maniére, Soit == la fraction

propofée; kx 4 a un des faaeurs du denommateur;
& foit P le quotient de M divifé par hx 4 a. Con=

N d

cevons —— decompofe en ;. — & —Q £ ; alors

Nix __ % 0z N.iL

nous aurons —— == —— + %5, ouy =
A

= + %; donc en réduifant au méme déno-
minateur , & ayant égard 2 la fuppofition que P =
% ou Px (hx+a)=M,onaura N=— AP
+ Q (kx + ). Mais en différenciant Iéquation

(hx+a)
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(;,x.l..a) P=M,onahPdx + (hx + a)dP
= dM. Or cette équation , ainfi que I’équation
N2=AP + Q (hx+a) déyant avoir lieu pour
toute valeur de x, auront également lieu, lorfqu’on

mettra pour x une valeur quelconque, Mettons don¢’

pour x la valeur qui donne le réfultat le plus fimple ;
deft-2-dire , mettons pour x la valeur — £ que Ion
a en fuppofant le dénominateur hx 4 2 = o;
alors nous aurons hPdx = dM, & N = AP.

Mettant dans la feconde, la valeur P = -% que
donne la premicre, on a 4 = {'—j;;if; Ceft-a-dire,
que pour avoir le numeérateur 4 de Pune quelconque
des fraftions fimples, il faut divifer le numérateur
Ndx de la propofée , par la différentielle M de
fon dénominateur , & ayant fubftitué pour x la va-
leur que l'on auroit, en égalant 3 zéro le dénomi-
nateur de la fraftion fimple , on multipliera le
tout, par le coéflicient de x, dans ce dénominateur

fimple.
¢ - -
. Par exemple, pour avoir les numérateurs 4 & B des frac-
Adx & Bdx

a + x a3 =X

tions

dans lefquelles nous avons; ci-deflus,

ﬂécompofé la fra&tion - ad:

5y je différencie le dénomi-

mteur aa — xx, ce qui me donne — 2xdx. Je divife

donc le numérateur dx de la propofée, par — 2xdx, ce

. I -
qui me donne — ~—, dans lequel mettant f{ucceflivement

Mecanigue, 1" Partie, *k
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pour x, — a & a (qui font les valeurs que l'on trouve
pour x, en égalant fucceflivement i zéro , les dénominatenrs
¢+ x & a — = des fradtions partielles), & multipliant
par les valeurs 1 & — 1, de &, yai 1—1‘-', & ﬁpour les

valeurs de 4 & de B , comme nous I'ayons trouvé ci-deflus,

On peut de méme, trouver des régles générales
pour déterminer les coefficiens des numérateurs des
frations partielles qui ont pour dénominateur le
produit des racines égales ; mais nous ne nous y

arréterons pas.

113. Quoique les régles que nous venons de
donner pour intégrer les fradtions rationnelles, foient
générales; cependant , lorfque quelques-uns des fac-
teurs du dénominateur font imaginaires, on a pour
intégrale , des quantités compofées d'imaginaires , in-
tégrale qui n'eft pas moins réelle, mais que Pon ne
raméne pas toujours commodément a une forme
réelle. Ce quil faut faire dans ce cas, eft d'extraire
dabord du dénominateur tous fes falteurs réels;
aprés quoi on décompofe le refte, non en fatteurs
du premier degré , mais en falteurs du fecond ,
lefquels font toujours réels. Alors pour chaque
falteur du fecond degré , qui peut’ toujours &tre

repréfenté par ax® + bx + ¢, on forme une
" Axdx.+ B
fration de cette forme 2542 BI¥ &7 Pon déter-
ax® + bx +¢?

mine toujours les coéfficiens comme ci-deflus.
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= L
e

. . [} . a
Par exemple, fi 'on avoir  intégrer la fradtion —

on trouveroit d’abord en égalant 4 zéro le dénominateur
@ — 23, que @ — x eft un de fes falteurs; puis divifant
& — x? par a — x, on awroit &* -+ ax - x* qui ren=
ferme les deux autres falteurs, Mais en égalant 2 zéro, cette
quantité, pour avoir fes deux falteurs, on trouveroit qu'ils
font imaginaires, Ceft pourquoi, fans chercher a décom-
_pofer la quantité propofée, en trois fraftions qui aient pour
dénominateur chacun des trois faleurs de o — 2%, je la
décompoferai feulement en deux fra&ions qui aient pour
dénominateur , lune le faGeur 2 — x, & lautre le falteur

a*® -+ ax -4 x*; ainfi je fuppoferai. . . . .. .0 ...
F‘% = ;—‘-4% -+ f&f{f; -};—fff;. Réduifant au méme
dénominateur , divifant par dx, & tranfpofant, ona. ...
at — Aax — Ax*
— Ada* 4+ Cx 4 Bx* p= o.
— Ca — Bax
Egalant 4 zéro la fomme des termes qui multiplient une
méme puiffance de x, ona B — 4 =0, C — da —
"Ba— o0, a* — Aa> = Ca = 0; doi I'on :ireA:"?"
i

-4z
3 4
B:."fs:, C:’—_:—. Ainfi I'on a :dx

-
a—x3_a—x+

a? 243
— xdx — dx
3 5% 3

: . L'intégrale de la premiére fra&ion du
@+ 2ax + xx

fecond membre eft évidente par ce qui précéde; quant 2
celle de la feconde fra&tion, elle fe trouve par ce qui va
érre dit inceffamment.

#14. Si parmi les falteurs du fecond degré, il s'en
frouve qui {oient égaux entre eux, alors on formera,
‘ K a
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pour chaque groupe de fa&eurs égaux , une fradtion

Axn=1dx 4+ Bxrn7*dx 4+ ... Qdx,
de cette forme G T b f o) ’

n étant le nombre des falteurs ax® + bx + ¢, qui

fe trouvent égaux entre eux.

Par exemple , fi P'on avoit & intégrer. « .« c s v o ve

(_a—‘-‘%';j:—x;-%?ff_—_-m dx, on trouveroit que le déno-
minatenr eft décompofable en ces trois falteurs x — a4,
2+ ax + &* & x* 4 ax 4 2. Sans chercher a décom-
pofer ces derniers, en faleurs fimples qui feroicnt imagi-
naires , on les empioiera tels qu'on les trouve, mais comme
ils font égaux, au lieu de les prendre pour dénominateurs
dc pareil nombre de fraltions , on prendra leur produit
(a* 4 ax -+ «*)* pour dénominateur d'une feule fration,
dans le numérateur de laquelle on fera entrer toutes les
puiffances de x, inférieures & la plus haute de celles qui fe
trouveront dans le -dénominateur 3 c'eft-a-dire, ici, ou la
plus haute puiffance de x, dans le dénominateur, eft x!,
on mettra dans le numérateur toutcs les puiffances de x,

2+ gax’+ 4a°%

g oo 8 s T __ #+s5ax’+ 4a
inféricures 2 x4, Ainfi, on fuppofera TERTEETCL .
Adx Baxddx %+ Cx*dx + Dxdx + Edx o
+ F 7 & IOTI
X —a (aa + ax + x%)
déterminera les coéfficiens comme il vient d'étre- dit; puis

on intégrera comme il {uit.
115. Il ne refte plus qu'a favoir comment on integre
ces quantités. Voyons d’abord la premicre , ¢'eft-a- -
Axdx+ Bdx

dire,

Suppofons, pour plus de fimplicité , quelle eft
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A'xdx + B'dx

B ax+ b2

toujours faire, en divifant haut & bas, par a.

réduite 2 cette forme ce que l'on peut

Alors on fera difparoitre le fecond terme du déno-
minateur , en faifant x 4 ;4 = z: ce qui donne

=71 — Ld, & dx = dz; fubftituant, on aura
une quantité de cette forme C{:{i-:—g—d-‘ dont la pre”
micre partie VC‘ - sintégre par logarithmes ( 99 );
& la feconde s'intégre par un arc de cercle dont le
rayon eft ¢, & la tangente eft 7.

Quant aux quantités de la forme...........
Axr=1 dx + Bxrn—2dx + ...Qdx
(x*+ax b))
méme, difparoitre le fecond terme du dénomina-

; on fera, de

teur, & lon aura une quantit¢ de cette forme
M{:n-l d{—l'-N{’""’ d'{ + S e Td{
(e o)

grera, en fe propofant de ramener a —~1— + 20 , felon

la méthode donnée (103 ), l’intégrdle de la fomme
des termes olt 7 aura des expofans pairs. Quant 2
ceux ol les expofans feront impairs , ils S'intégreront

s que Pon inté-

parce qui a été dit (68).

Ainfi, toute fra&tion rationnelle, ou s'intégre exac-
tement , ou ne dépend, tout au plus, que des arcs

de cercle & des logarithmes,
K3
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De quelques transformations qui peuvent
faciliter les Intégrations.

116. On ne peut donner de régles générales fur
cette matiére. L'infpetion des quantités, I'ufage &
Tadreffe diftent, dans chaque occafion, ce quon
doit faire.

Le but des transformations dont il s’agit ici, eft
de rendre rationnelles , les différentielles propofées,
parce qu'alors on fait les intégrer. Sur cela, voici
quelques obfervations,

117. Sil n’y a de quantités radicales, que des
monomes , on les ramenera d’abord a des expofans
fraltionnaires , que I'on réduira tous au méme déno-

k
minateur. Alors , fi x7 repréfente une de ces quantités

ainfi préparées, on fera xT==¢; ce qui donnera
x=7',&dx=1l7"""d7. On fubftituera, & Ton
aura une quantit¢ toute rationnelle.

xVx + adx

Par exemple, fi 'on avoit -—-—-————-, je Iécrirois
x* == Vx
ainfi X a'x_-tiﬁ ; puis je la changerois en M x.
x3 + %= x6 4 x°¢

Faifant donc x¥ = g, jaurois x = 6, dx = 6;'d7; &
63dy + bagdy
1+ 1

67847 + (.1{5 dy

par conféquent S qui fe réduit a
L
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& sintégre facilement , par ce qui a été dit fur les fraltions
rationnelles.

118. Toute quantité dans laquelle il n’y aura qu'un
radical complexe , qui ne paffera pas le fecond degré,
& ot la variable , fous le radical, ne paffera pas le
fecond degré , peut toujours &tre rendue rationnelle
par Punou Pautre des deux moyens fuivans. 1° Apres
avoir dégagé le quarré de la variable fous le radical,
on égalera ce radical A cette méme variable, plus
ou moins, une autre variable ; 2°. ou bien on décom-
pofera la quantité affe@ée du radical , en fes deux
falteurs ; & on P’égalera, ainfi décompofée, a Pun de
fes falteurs , multiplié par une nouvelle variable.
dx

V[xx-—aa);

{{-l-dd

Par exemple , fi j'avois je puis faire

V(xx — aa) = x — g; jaurai x = . Donc

A3 3 -
dx = U3 26 )6 {,8(|,/(;y;;x—--aa).':——-———‘“I e
311 +%

_(({--aa)_ < dx _____d'; . _
_.__;{—-—,dou AT ) = qui eft fa

cile a intégrer,

Je pourrois auffi , dans ce méme exemple, faire v (xx — aa);
onv[(x—a)(x+a)]l =(x—a) alors j'aurois ,
en quarrant & divifant énfuite par x — a, ¥ + a =
a + a

Ty s V(xx — aa) =

(x — a)g7; dou x =
LN L3 L. dx e, JE L
=1 %= = donc y s —an) — i —1?

qui s'intégre par les. régles ci-deflus, pour les fraltions ra=
tionnelles,

K 4
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On peut appliquer ces méthodes 4 la re@ification de la paras

bole, dont I'éiément v/ (d x* - dy*),eft I/(dy o+ 4}%1.)’ )’

ou dy V( +4 ) On dégagera d’abord y*, en écrivant
(e ; o) =
. ./(4.;.,),&0“ fera v (E +5*) =y +1

119. Quand il n’y a point de fecond terme fous
le radical , on peut égaler le radical 2 une nouvelle
variable multipliée par la variable attuelle.

Par exemple , fi j'avois je pourrois faire

dx 4
V(aa~xx)’
V(aa—xx)==xz Et il y avoit un fecond terme, on

{ ¥ .
pourroit encore faire ufage de cette transformation, en

faifant d’abord difparoitre ce fecond terme.

120. Enfin, on peut, dans la vue de rendre ration-
nelle, tenter d’égaler la variable , ou une fon&ion
quelconque de la variable, A une nouvelle variable,
ou a une fon&ion d’'une nouvelle variable, dans
laquelle on laiffe quelque chofe d'indéterminé , &
qui puiffe fervir & I'objet qu’on a en vue.

Par exemple, pour favoir dans quels cas on peut rendre
rationnelle , la quantit¢ x™dx (& 4 bx" )7, je ferois
(a 4 bx")p = 37, ¢ étant indéterminé. Jaurois a 4 bx"

(v-a)

SCD LYON 1




DE MATHEMATIQUES. 193

. Pack
doncx’“a'x(d+5x")1’: q e (h‘a ’

g B L

qui eft intégrable , quel que foit ¢, lorfque =

un nombre entier pofitif ou zéro; & qui pcut étre ren-

i

due rationnelle , en faifant ¢ = p, lorfque .
k
eft un nombre entier négarif. Et fi p a pour valeur = =,

¥ étant un nombre entier impair, on raménera au cas men=

1
a pour valeur

tionné (118), en faifant ¢ = k, fi - e

L3 e 3
-, k' étant un nombre entier impair.

121. Nous ne nous arréterons pas a étendre ces
fortes de transformations. Nous ferons feulement
remarquer quon facilite fouvent certaines intégra-
fions, en égalant la variable A une frattion telle

1
B

q {

xdx + adx

.
—a o faifant x = ¢

Par exemple, fi j'aveis 5
R i ek, gl Sk 3
j aurois S , que, par la divifion, on réduira

3 une fuite de monomes, & i une quantité de la forme

Adq
i—;—{- dont on connoit a&uellement Iintégrale.

De IIntégration des Quantités exponentielles.

122. Il n'y a pas dautres regles a donner fur
lintégration de ces quantités, que de tenter de les
décompofer en deux fateurs, dont Pun foit la diffé-
rentielle du logarithme de l'autre, ou en foit une
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partie conftante ( 28 ) ; alors on divife par la diffé«
rentielle du logarithme de ce fecond faéteur.

Ainfi je vois que x¥ (dyfx + 1:—") eft intégrable ,
parce que le faleur dylx + Jxﬂ eft la différenticlle de

ylx, qui eft le logarithme de x” ; jaurai donc pour inté

xy(dy!x - 2’%’)
d(lxr)

grale + C€; ceft-a-dire, ...,

+ €, ou x7 -+ C. Par cette méme

régle, je vois que dxe eft intégrable, parce que dx eft
la difiérenticlle du logarithme de e**, divifée par une conf

dx ea* (i
o AN — o —
tante. Jai donc fdxes* = e Sep Dans le cas

ou ¢ eft le nombre dont le logarithme eft 1, la régle fe
réduit a divifer la différentielle propofée , par la différen-
ticlle de Pexpofant de e

Si I'on avoit a intégrer x™dxe**, ¢ étant le nombre dont
le logarithme eft 1, on le pourroit, lorfque m eft mn
nombre entier pofitif, en faifant fa"dxes® — e** (Ax™ 4
Bxm—=1 4 Exm—2 4 &c. 4 k). Par exemple , fi fai
x*dxe** | je fuppofe [x*d xe™* = ¢°* (A x* 4 Bx + E).
En différenciant (28), & divifant enfuite par dxe**, jai
x,={A4x‘+a3x+4E ‘

+ 24x+4+ B §°
donc Aa = 1,aB + 24 = 0, aE 4 B=o0; cefti

dire, 4 =%, B= "2, E = =; donc lintégrale de

Jxidxex eft eox (-’-:1 — ?;; -} :—3) 4+ C
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On peut employer avantageufement le nombre ¢,
dont le logarithme eft 1, pour lintégration de plu-
fieurs quantités , principalement quand elles ren-
ferment des logarithmes.

Par exemple, fi javois i intégrer x"dx (1x )", je ferois
lx=g=q¢le; donc x =¢t; d x =d get; & par conféquent
wdx (lx )" = " dgeln+ 1)1, quisintégre dans le méme
cas que la précédente , & de la méme maniére.

De I’ Intégration des quantités a deux , ou a
un plus grana’ nombre de Variables.

123. Si I'on fe rappelle la régle que nous avons
donnée pour différencier les quantités & plufieurs
variables , on verra que pour intégrer les diffé-
rentielles 3 plufieurs variables (lorfque cela eft
poffible ) il faut raffembler tous les termes affetés
dela différentielle d’'une m&me variable, & lesintégrer
comme sil n’y avoit d'autre variable que celle-la,
Ceft-a-dire, comme fi toutes les autres étoient conf-
tantes. Alors fi Pon différencie cette intégrale en faifant
varier fucceflivement toutes les variables , & que I'on
retranche le réfultat , de la différenticlle propofée,
Vintégrale quon a trouvée, eft (en ajoutant une
conflante ) la véritable intégrale , sl ne refte rien.
Sil y a un refte, il ne renfermera pas la variable
par rapport A laquelle on a intégré : on fuivra, A
Pégard de ce refte, le méme procédé qu'on a fuivi
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d’abord , & ainfi de fuite par rapport & chaque
variable.

Par exemple, fi javeois 3x’ydx 4 x’dy 4 5xy*dy 4
y*dx : je prendrois les deux termes affeftés de dx, favoir
3x’ydx 4 y'dx, & je les intégrerois comme fi y étoit
conftant, L'intégrale eft x’y 4 y'x. Or, cette quantité éuant
différenciée par rapport 2 x & 4 y, & le réfultar étant re.
tranché de la différenticlle propofée, il ne refte rien:i’en
conclus que Vintégrale eft 'y + y'x 4 C.

Si yavois #’dy 4 3x’ydx + x*dg + 2x7dx + xdx
-+ y*dy; en raflemblant tous les termes affeéics de dx, &
intégrant , en regardant y & y comme confiantes, j'aurois

2y + 2z + %. Mais en retranchant la différentielle de
cette quantité, prife en faifant varier x, y & ¢, en la re-
tranchant, dis-je, de la propofée, il rcfte y*dy; je prends
donc intégrale de y*dy qui eft 3’?’-', & lajoutant  cell

que j'ai déja trouvée, jai (en y comprenant la conflante)

2y + 2% + L: + ‘% -+ C, pour lintégrale.

124. Mais comme il n’eft pas toujours poffible
d’intégrer toute différentielle & plufieurs variables,
il eft bon de faire connoitre a quel caratére on
diftinguera fi cela fe peut.

125. Pour y parvenir , il faut obferver que fi dans
une quantité Q compofée, comme on le voudra,
de deux autres quantités x & y, on fubftitue
d’abord pour x une quantité quelconque p, & que
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dans le réfultat on fubftitue pour y une quantité ¢,
on aura la méme chofe que fi on avoit commencé
par fubftituer ¢ pour y, & enfuite p pour x : cela
eft évident.

126. 1l fuitde-11, que fi on différencie une quan-
tité quelconque Q compofée de » , y & de conftantes,
en ne faifant d'abord que x variable , & quenfuite
on différencie le réfultat en ne faifant que y variable,
on atira la méme chofe que fi Pon elit d’abord diffé-
rencié en regardant y feule comme variable, & qu’en-
{uite on eft différencié ce réfultat, en regardant »
feule comme variable.

En effet, concevons qu'en mettant d'abord x 4 dx,
pour x, Q devienne Q ; on aura Q' — Q pour la diffé-
rentielle. Concevons qu'en mettant y -+ dy dans celle-ciy
an lieu de y, Q/ devienne Q”, & que Q devienne Q“,
enforte que Q' — Q devienne Q' — Q" , on aura
Q' — Q" — Q + Q pour la feconde différenticlle.

Faifons maintenant nos {ubflitutions en fens contraire ; &
puifqu'en mettant y + dy, au lieu de y dans Q, il devient
Q", au aura Q" — Q pour la premiére différentielle dans
la fuppofition de y variable. Si nous mettons maintenant
% 4 dx, au lieu de x dans cette quantité, Q deviendra qQ,
comme ci-deffus; & Q" (125) deviendra Q" , enforte que
Q" = Q deviendra Q" — Q'3 donc la feconde différenticlle
fora Q' Q — Q" - Q, précifément la méme que la
premiére,

Cela pofé, convenons que fi 4 repréfente une
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quantité compofée de x» & dey % dy marquers
la différentielle de A prife en faifant varier y , “;irf" dr

celle de 4 prife en faifant varier x. De méme,
i
dxdy *
4, en fuppofant x feul variable , & qu’enfuite on
‘différencie le réfultat en faifant varier y feul.

d x dy marquera que 'on différencie d’abord

127. Ces éclairciffemens pofés, foit 4 dx 4 Bdy
une différentielle exaite, & M fon intégrale; on aura
donc %dx-}-ﬂdy = Addx 4+ Bdy; donc

g:A,&dd =2l doncauﬂi dy__“dy,

g ddMds__ dBds ddM____ﬁ daM __ 48,
dyds .F - dx 2 OU e dy ™ dy S dydz~ ds

ddMdsd
or nous venons de démontrer ( 126) que-a———-%l

ddMdydx ddM  ddM e ¢/
= ;don nCes; = oas ,doncauﬁ'l =5

Ceft-d-dire, quefi 4dx+ Bdy eft une dxﬁ'éren-
tielle complette , la différentielle de 4 prife en faifant
varier y feul, & divifant par dy, doit étre égale
a la différentielle de B prife en faifant varier x feul,
& divifant par dx.

Ainfi je reconnois que 3 y’dx 4 xy*dy eft une différens

H d ( Iy.i ) ("J’ )
ompl r e
tielle ¢ mpiette , parce que / = s E0 e&'ﬂ”

le premier membre fe réduit 2 !aff—l » & le fecond 2 %;'.
y

Au contraire , je vois que xydx 4 2xdy n'eft pas intee

grable , parce que —L———) n'eft pas égal a M.
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128. S'il entre plus de deux variables dansla diffé-
" gentielle propofée, cleft-a-dire, fi elle eft de cette

forme Adx 4~ Bdy+Cdz, il faut, pour qu'elle

dB dA dc

. e ’ L] W Y §
foit intégrable, que Ion ait I, = dsd; =ixs

% = %’7; en effet, on peut regarder fucceflivement
7,y & x comme conftantes; & la différentielle qui
n'a plus alors que deux termes (puifque cette fup-
pofition donne ou d7 ==0,0udy =0, ou dx =o),
wen doit pas moins étre une différentielle complette
fi la propofée Teft; elle doit donc , dans chacun de
tes cas , avoir les qualités des différentielles com-

plettes a deux variables,

1l eft aifé, d’aprés cela, de trouver les conditions
pour un plus grand nombre de variables.

Des E quations differentielles.

" 129. Lorfque I"équation différentielle propofée .ne
renferme que deux variables, x & y ; & que P'on
a, dans un feul membre, les x & dx, & les y &
dy dans l'autre ; alors l'intégration fe réduit, pour
chaque membre,, aux régles que nous avons don-
nées pour les différentielles A une feule variable,

- Ainfi, fi Ion avoit ax"y"dx = by'x’dy, qui peut re-
préfenter toutes les équations différenticlles 3 deux termes;
¢ette équation dont les indéterminées fe (¢parent tout de
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fuite en divifant par y* & par &7, devient ax”~"dx =

S

by1—*dy, dont linté i . -
¥ 'y, dont lintégrale eft évidemment ==z L8
byq-n - o C
g—=n + 1 + .

130. Mais comme il peut arriver que l'un ou
Pautre, ou aucun des deux membres de I'équation
différentielle féparée , ne foit intégrable algébrique-
ment,, & que néanmoins I’équation puifle &tre alge-
brique,, ou du moins ramenée a une forme alge-
brique, il eft bon d’examiner ceux de ces cas quife

rencontrent le plus fréquemment.

Par exemple, fi dans I'équation précédente , on avoit
Mme—r=—1, & ¢ — n = — 1; Péquation différentielle
fe réduiroit A g_i_x — -éyﬂ(, dont on ne peut avoir lintés
grale de chaque membre que par logarithmes ; enforte qu'on
a alx = bly 4 1C (*). Mais cette équation peut e
rendue algébrique, en lécrivant ainfi lx* = ly* + L€y
on lx® = LCy*; or il eft évident que fi les denx loga-
rithmes font égaux, les deux quantités auxquelles ils appar-
tiennent , doivent éwre égales; donc x* = Cy*, équation

algébrique.
Si I'on avoit. feulement ¢ — 7n = — 1 , léquation

difiérentielle feroit ax™ ~7dx = E;Z, dont Tintégrale eft

“xm-—r-i-t

m—r-1

équation une forme algébrique, en multipliant le premicr

x= bly 4 1C; mais on peut donner 3 cette

(*) On eftle maitre de fuppofer que la conflante eft un logarithme.
membre
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membre par e, e étant le nombre dont le logarithme eft 1 3
car alors on ne changera rien a l'équation. On aura donc

m—r41

) le=bly <4 IC, ou (en faifant m — r 4 1

ax

m—r

a xP a xP
=p)le p = ICy*, & par conféquent ¢ p = Cyb,
Dorénavant nous marauerons toujours par e, le nombre dont
ke logarithme eft 1.

131. Prenons pour fecond exemple, Péquation ndx =
—-—{-{——-\ ; le fecond membre exprime I'élément d’un arc
it = 17)
de cercle dont z eft le finus, & 1 le rayon. 7 eft donc Ie

. dz
finus dej l—/—'(—i-—n—_'*m
On a donc pour intégrale , = fin. (nx -+ C). Pareille=

: e
vie—z’ "

, Celt-a-dire, de fnd% on de ax - C,

ment, de Péquation ndx —

1= cof.(nx 4 C).

concluroit

A X d: i
132. De méme , puifque - +{{{ » exprime Pélément d'un

arc de cercle dont 1 eft le rayon, & £ la tangente; fi 'on

' dg . :
5 - 2indigh b e ;
voit ndx = - oo on conclureit = tang, (@x + C)

5 G bd \
Mais fi on avoit ndx = N pour la ramener a la
i 8
forme de la précédente , on feroit 7=t mu, m étant un coéffi-

. - bmdu .
cient conftant ; alors on auroitndx = e fuppofant

}—’,, ce qui donneroit ndx =5
a4
V -du ®

f L.} L] & du __dal'. i
—_— _— = Oonc u
aq mm,doulon L Seeiees 3 xvaf; d ]

donc fm* = 4 ; on auroitm =/

eu;f-‘ou {y'{: r.mg.(%x;/afﬁ- C). Donc 1 =

V}c—- .:ang.(-’-;-x Vaf+ C).

: ; "
Mécanique, I, Pariie, L
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133. Dans les expreffions fin. (nx + C),
zang.(nx 4-C) , quenous venons de trouver, nx +C
exprime la longueur abfolue de l'arc en parties du
rayon 1. Mais comme il eft plus commode d’em-
ployer les nombresde degrés que les longueurs mémes,
il faudra, quand on rencontrera de pareilles expref-
fions, évaluer les arcs en degrés; ce qui eft facile
en les divifant par le nombre de parties du rayon
que contient un degré, Ceft-3-dire, par 0,0174533,
ou (ce qui revient au méme) en les multipliant par |

§752974166.

Ainfi le finus de Parc qui a pour longueur &, ou le finus
de larc qui a un nombre de degrés exprimés par b %
57,2974166 , font la méme chofe.

Y sk . ndx d

134. Si Ton avoit S0y = U 3_”), dont
les deux membres expriment les élémens de deux arcs qui
font Pun & lautre 23 1 & n, & dont les finus font x &y;
alors poir intégrer on rendroit chaque membre rationnel,
en faifant pour le premier, v/ (1 — xx)=xV(—1)=0
& pour le fecond, V (1 —yy)=yV —1—h Léqua-

; . d d PR
tion fe changeroit en ”——{—{ = =, dont l'intégralecft nlg =

It 4 1C, dou lon tire C+== g"; & en mettant pour { &
¢ leurs valeurs, C [yvf— 1) — v (1 — yy)]l =
[xv(—1)—Vv(—=xx)]", quiexprime généralement, le
rapport des finus x & y de deux arcs multiples I'un de l'autrés

Mais pour faire ufage de cette équation, il faut , aupa=
ravant , déterminér la conftante €, Or fuppofons ( comme
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on le peut ) que les deux arcs ont -une méme origine ; alors
« 8 y doivent devenir 2éro en méme temps; mais dans ce
cas, I'équation devient — Cv 1 = (—p 1)*, ou —
C=(=1)j;or (—1)yeft 4+ 1 ou— 1, felon que
n eft pair ou impair; on a donc — € = =+ 1, & C =
o 15 le figne fupérieur érant pour le cas de n, pair; &
linférieur, pour 2, impair; don¢ enfin = [y v/ — 1 —
V(t—yy) =[xV =1~V (1 = xx)]" ;

Dans chaque cas particulier, on pourra toujours faire
difparoitre les imaginaires; mais le moyen le plus fimple,
fera d'égaler a zéro (aprés avoir tour tranfpofé dans un feul
membre ) , la fomme des quantités réelles; alors on verra
que I'équation reftante fera divifible par 1/ (— 1), & fera
la méme que celle quon aura formée, en égalant i zéro la
fomme des quantités réelles. Par exemple, fi I'on fait n = 2,
maura — y V' (=1) + vV (1 —=yy) = — x5 = 2x
V(—1).v(1—=2xx)41=2x2x, on V(t—yy)
2¥x — 14220/ — 1.V (1l —=2x) —yp —q =03
égalant donc a zéro, la fomme des quantités réelles, on
awa v (1 — yy) + 2x4x— 1 =o0; & I'équation torale
feraréduited 2%/ (— 1) . v/ (1 = x2) — y (= 1)=0,
qui étant divifée par V' (— 1), donne 2x v/ (1 — XXK)
Y=o, ouy =2xv (1 —ax); orfilon quarre cette
fquation , & I'équation 1" (1 —yy) 4 2xx — i == o0, ou
Plutdt V' (1 — yy) = I — 2xx, on aura le méme
réfultat,

On peut, de la méme maniére, trouver les cofinus &
les tangentes des arcs multiples, Pour ces derniéres, on in=-

: d x dy '
tégreroir . — n décompofant 1
égrer1t1+xx gl P ~~ &%, en

(l+x1/_-1)(1-;-x}{-—l),&1+yyen
La
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(P yV =) (1—=yV= 1 ); on achéveroit enfuite,
par ce qui a éé dit fur les fra&ions rationnelles.

135. Pendant que nous fommes fur cette matiére,
faifons connoitre une maniére d’exprimer le finus &
le cofinus d’un arc , laquelle peut étre d'ufage.

4 S dy s . . 2
Soit donc dx = e équation qui exprime la

relation , entre unarc x , & fon finus y. Sion faity/ (1 —yy)
= —_—1 — I3 = 8 o
— {0 1 %, on aura V(=1) u{_..
— dx v (— 1), dont Pintégrale eft ly=—2xV—1
FIC, oy = = xv =1 le 4+ 1C, qui donne
T Ce—#V/(=1); & mettant pour g, fa valeur, ona
gV (—=1)=V (—yy) = Ce— =V (=1), A Pégard dela
conflante C, on la déterminera en obfervant que l'arc x &
fon finus, doivent devenir zéro en méme temps; on aun
donc— ¢/ 1 = C; donc yv/ (—1)—v (1 —yy) =
==V =1; & par conféquent V' (1 =—yy) = yv(=1)
4 ¢~ *V(=1); quarrant , & réduifant , on aura y =
1 — e—axV =1 eV (=1) o =2Vt

s €D I A Yo

S YL R
puifqueyeftﬁnusdex,og,ﬂg.x== 2; :/(

Si dans le fecond membre de Iéquation v/ (1 — yy) =
yv =1+ e=*V/ (=1, on met pour y, la valeur qu'on
vient de trouver, on aura v (1 — yy), ceft-a-die,

IR RSP SV SO

= + g-ﬂV(_"):

cofinus x =

V(=1 o =5V (=1
2

Revenons a lintégration des équations,

Y =1 —x =1
s donc cof. x = ‘_______"_l'a_‘______
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136. Lorfque les indéterminées ne font pas {épa-
rées dans I'équation différentielle propefée, alors
avant d’entreprendre ‘de les {éparer, il faut voir fr,
par hafard, I'équation ne feroit pas intégrable dans
T'état ol elle eft. Or C’eft ce que'on reconnoitra (127),

en examinant fi % = ;;i, fuppofant que Adx 4=

Bdy = o repréfente cette équation. Si cette condi-
tion avoit lieu, on intégreroit, comme il a éte
dit (123).

137. Cependant il pourroit fe faire que cette
condition n’elit pas lieu, & que Péquation n'en fiit
pas moins intégrable; mais ce feroit en la multi-
plhiant par un fafeur convenable, compofé de x,
de y , & de conftantes.

Soit P, ce fa&eur, Alors 4 Pdx 4 BPdy = o fera donc
A i
T =
). La queftion eft donc réduite a trouver pour P

une différenticlle complette, Il faut donc que
d(BP

dx
une fon&ion de x, de y, & de conflantes, qui fatisfaffe &
cette équation. Mais comme cette recherche eft d’une trop
longue difcuffion, nous nous bornerons a trouver P dans
le cas ou il ne doit renfermer que des x & des conftantes
feulement , ou des y & des conflantes feulement. Suppofons
donc que P ne doit contenir que des x, on aura fi mp!ement

( dx 3

L3

P ._B“ +P——,d‘oul’onurc
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24 _ 4B
on aura donc aifément P, fi f-LB—-{f fe réduit 3 une

fonGtionde x , comme cela eft néceffaire pour que P foit,
comme on le fuppofe, une fondtion de x feule.

On pourroit encore trouver le falteur , s'il devoit étre
compofé d'une fon&ion de x , multipliée ou divifée par une
fontion de y d'une forme connue.

138. Ceft par ce moyen quon peut intégrer
généralement toute équation de la forme fuivante,
Xyldy+X'y*'dx4+ X"y dx =0, X, X', X"
étant des fonétions quelconques de x ; ¢ & r des
expofans quelconques.

Je pourrois chercher fi elle ne devient pas intégrable en
la multipliant par un fa@eur de la forme Py", P émant
unc fonétion de x, & » un expofant indéterminé ; & fe
trouverois que cela fe peut, en fuppofant n — — r. Mais
il eft plus fimple de réduire tout de fuite I'équation 3 cette
forme yt—rdy 4 Fyi—r+1dx 4 Fdx = o, en divifant
par X & par y7, & repréfentant par F & F' les quotiens

% & _X;. Alors pour intégrer celle-ci, je fuppofe que P

foit le falteur, P étant une fon&ion de x., Jaurai donc
Pyi=rdy 4 FPy1—r+1dx + F Pdx = o. Or fi P ¢ft
une fon&lion de x, ¥ P en fera une aufhi; /F'Pd x {e réduira
donc 2 lintégration des quantités & une feule variable, 1l
ne sagit donc que de rendre Pyi—'dy -~ FPyt —'+1dx

une diff¢renticlle complette 5 ce qui exige que d( I;y; -r) L5

d (FPy1 —r+1)
dy

: Ve LI
; ceft=i-dire, que y1-- 73
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G—r+1)y~ rFP; doul'on tire {PE:: (g—r~+1)Fdx;
&enintégrant [P = [(q - r—+1) Fidx=[(g=r—+1) Fdx.le;
donc P = ¢/Ca—7+12F4% Subflituant cette valeur de P
dans Iéquation Pyt — "dy + &ec., & intégrant, on aura

g — 71
i JCa—r+1)Fdx +fF'dx‘f(§-r+|)Fr.‘x &

—_—e—

= -+ 1
E=o.

Je n'ai point ajouté de conftante, dans Tintégration de
. Péquation qui a donné P, parce que n’y ayant aucune con=

dition pour la déterminer, on eft maitre de la fuppofer nulle.

[

Prenons un exemple. Suppofons qw'en ait 2 intégrer
dy 4 f—J;if 4+ (bx* + ¢cx + f)dx = o. En multi=

pliant par le faleur P, on aura Pdy 5 “‘”“_idx "

P(bx* + cx + f)dx = o} il faut donc que ‘-fd_g —

(‘J’P) L
¥ R dP __ adx
dT =y done — = —— donc [P = alx,

ou P = x#, L’équation devient donc x*dy 4 axs-'ydx -
bxe+2dx 4 cx*+idx 4 fx*dx, dont lintégrale eff

: hxr+d . pxecti fx“" S
x‘y+a+3+a+z a+1+c-_°'

139. L'équation générale que nous venons d'in=
14 r’ r
tégrer, fe rencontre aflez fréquemment ; & la mé-
thode que nous avons employce , peut s'appliquer
dans beaucoup d’autres cas.

Par exemple , fi I'on avoit les deux équations dx - ady -
(bx+wy)rd;=:o,kdx+muy.+(Ex-+cy)rdz
=0, x, y, & t, étant trois variables 2, b,c, a" &c. des

L4
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conftantes, & T, une fon&ion quelconque de ¢, on rédujs
voit lintégrale de ces deux équations, a la méthode précés
dente, en cette maniére. Je multplie 'une des deux, la
premiére, par exemple, par un coéfficient indéterminé &
conftant g, & ajoutant a la feconde, je multiplie la tota-
lit¢ par un faleur P, que je fuppofe étre une fon&ion de ¢;
yaurai (gP~kP) dx+ (gaP 4 a'P) dy 4 [(5bP +
YP)x + (gcP + ¢'P)y] Tdt = o. Suppofons main=
tenant que cette équation foit une différentielle exadte; il

faudra (128) que lon ait, I°.M F

£ PRt

dl(z 6P+5’P)x+frrP+c'P)y] d(gaP+a’P]
dx de =

d[(g.’:P+5’P)x+(ch+c'P}y]T_ d(gP—i«kP)
dy g Sy

d(gaP + a'P)
dx
derniére équation a lieu, puifqu'elle fe réduit 30 =o. Et

les deux autres donnent (g -+ k) % =(gb+¥)PT,&
R g s =(g.: + ¢)PT; do lon tire 4 =

gb - b A + Y ;
e 2 Td: & ey Tds; donc, cgalan: ces
+ b

deux valeurs de ’J_ & divifant par Td¢, on aura %T

o Or P érant fuppofé une fon&ion de ¢, cette

e~

€ 4+ ¢ -
= £——, équation olt g montera au fecond degré , &

BE& +

qui étant réfolue , donnera deux valeurs de g.

Suppofant done g connu , on aura aifément P; puifque

p2] b+ ¥
I'équation L A fgb B b
E

- frodinae
P Tde, donncP_cf g+ k Tde Or

Péquation (gP - kP) dx + &c, étant aluellement une
différentielle exadte, fi on Vintégre, on aura (g P + kP) %
rt (gaP + &'P)y + € = 0; donc fi g marquant la
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premiére valeur de g donnée par I'équation du fecond de-
geé ci-deflus, on repréfente par ¢ la feconde valeur de g,
& par P’ ce que devient P, en mettant g* pour g, on aura
auffi (fP' + kP)x + (gaP + dP')y+ C = o,
C étant une nouvelle conftante. En effet, il n'y a aucune
raifon pour employer une des valeurs de g plutdt que l'autre.
Or de ces deux équations, il eft facile de conclure les va-
leurs de x & de y, qui font exprimées en ¢z & en conf-
tantes.

140. Lorfque I'équation différentielle propofée ne
rentre pas dans les cas que nous avons expofés jufqua
préfent ; alors il faut voir fi 'on ne peut pas {Cpa-
ter les indéterminées. Quelquefois il ne faut, pour
cela, que Papplication des régles ordinaires de I'Al-
gebre : d’autres fois il faut des transformations. Mais
il y a beaucoup d’équations A I'égard defquelles on
ignore quelle eft la transformation convenable.

' L'équation ax"dx + byix"dx = y*dy (¢ + fx*) fe

fépare immédiatement par la divifion, parce qu'elle eft la

méme chofe que (¢ + by?) x"dx = yidy (e + fx*),
x°dx oot sty

(e + fx*)y = "a 4 byt’

dépend de celle des quantités binomes & une feule variable.

qui devient dont lintégration

Mais fi javois gxdx = ax‘ydy + 2abx’y’dy -+
abby'dy, on voit d'abord facilement , qu'on peut Pécrire
ainfi, gxdx = (x* + 2bxy* + bby*) aydy. On voit
enfuite qulon peut lui donner cette autre forme, gxdx =
(x* 4 by*)* X aydy. Or avec un peu dattention, on
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voit que la féparation réuffira, fi I'on fait 2* + by* = ¢;
en effet, on aura & = 7 — by*, & xdx = ;dgy — bydy;
donc fubflituant, on awa ;gdy — bgydy = agiydy.
384

y = = ydy, qui eft facile

Equation d'out I'on tire

a intégrer,

141. Comme on ne peut donner de régles géné-
rales fur les transformations, nous nous bornerons &
quelques cas généraux, dans lefquels on fait quela
féparation réuflit.

On peut féparer, généralement, dans toutes les
€quations homogenes a deux variables; ceft-3-dire,
dans celles ol les deux indéterminées x & y , ont
dans chaque terme , foit qu'elles fe trouvent enfemble,
foit qu'elles foient feules, la méme fomme de di-
menfions,

En effet, concevons que Adx + Bdy = o, foit une
équation homogéne, & que l'on- divife tout par une puif=
fance de x, dont I'expofant foit égal au nombre des di-
menfions de P'équation; il eft facile de fentir qu'il n’y aura

plus dans 4 & dans B, que des puiflances de i & des conf-
tantes ; enforte que I'équation fera Fdx 4 Fdy — o, F
& F érant des fon&tions de % & de conftantes. Cela pofé,

puifque d(%) = M, onaura dx == xxd(i)

xx ¥
. : d
+;d‘y; donc fi I'on f'a.lt% = g, on aura dx = _!{__:

e ?— ; fubffituant donc pour 'E , & pour dx leurs valenrs,
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on aura -—-5:—{;- ”y + Fdy = o, F& F ¢énant
a8uellement des fon&mns de ¢ & de conflantes. Or cette

nation donne f GARE . S <38 équation toute {éparée
A N & 5 s i e

puifque F & F' ne renferment plus d’autre variable que z.

Par exemple, fi javois y’dx + y*xdy - bx’dy =o,
qui eft homogéne,, & dont le nombre des dimenfions eft 33
je diviferois par 7, & j aurons - ) dx o s L dy+ bdy=o;

Ty =y
fm{'an:donc—z{,oule’ idy = {’
4 { 1z

fubftituant dans I'équation propofée , il vient {*dy —yzdg
+ 7"dy + bdy = o, d'ol je tire 1;1 — 2:1 7> dont
Iintégrale eft ly = 31(2¢* + &) + 1€, quidonney =
C(zg’-{-b)%, o y* = C* (2¢* + b), ou enfin y* =

3
¢ (% -}-—b) , en remettant pour 7, fa valeur i.

» jaurois dx =

142. 1l feroit donc avantageux de pouvoir rendre
les équations homogenes. On n’a pas de méthode
générale pour cela. Il faut avoir recours aux tranf-
formations. Celles qui. peuvent promettre quelque
fuccts, confiftent & égaler une des variables, ou
une fon&ion de cette variable , ou méme une fonc-
tion des deux , 2 une fon&ion d’une nouvelle variable
avecdes expofans indéterminés. On détermine enfuite
ces expofans , par la condition que I'équation tranf-
formeée foit homogene.

Par exemple, fi je veux chercher des cas ou Péquation
8x"dx 4 by*xtdy + cytdy = 0, i laquelle on peut
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réduire toute équation i trois termes, fi je veux, dis-je ,
chercher des cas ol elle puiffe devenir homogéne, je ferai
x = 7%; alors jaurai ahgmi+h=rdy o by"zeidy 4
¢y'dy = o. Or il faur, pour que celle-ci foit homogéne,
que 'on ait k = gh +n, &k = mh + h — 1, doh
s R ie T ut
Ies expofans k, g, m & n font tels que cette derniére équa-
tion ait lieu, on pourra rendre 'équation homogéne , & par

conféquent {éparer,

Des Quantités & des E quations différentielles
du fecond, troifiéme , &c. ordre.

Fon tire # =

143. L2 liberté que Tona (19) de prendre pour
conftante, dans une différenciation , 'une quelconque
des différences premiéres, peut contribuer dans beau-
coup de cas, a faciliter I'intégration, Mais comme il
peut arriver que lors de la différenciation , on ait
fait conflante la différentielle qui n’eft pas la plus
propre a faciliter I'intégration , il faut commencer par
montrer comment on peut ramener une équation
différentielle dans laquelle on a fuppofé telle ou telle
différence conflante , A une autre ol il n’y en ait
plus aucune de conflante: on fera le maitre enfuite
de fuppofer conftante celle que 'on voudra.

Soit donc Adx* 4+ Bdxdy + Cdy* 4 Dddy = o,
Péquation & deux variables & i différences fecondes, dans
laquelle la premitre différence dx d'une des variables a éé
fuppofée conflante. Aprés avoir divifé cette équation par

SCD LYON 1




DE MATHEMATIQUES. 173

dx ,on lécriraainfi, 4dx +Bdy + —+- Cd"' 4- d( )—'o,
qui eft en effet la méme, parce que, fant qu'on fuppofe d=

conftant, d(;—";—c) eft égal 2 ‘ig_ Mais fi 'on ne veut plus

. d dxddy — dydd
que dx foit conflant, alors d(z—{) o EEOEY i ) OCR,

dx* »
I'équation fe change donc en Adx + Bdy 4+ — Cd"’ +

D (“‘M“'r d—x,dydh) = o0, dans laquelle il n'y a plus

aucune différence confiante.

Soit Adx’ 4 Bdx*dy + Cdy*dx + Ddy* 4 Edxddy
o Fdyddy + Gd&y = o; I'équation a différences troi-

fimes, dx étant toujours conftant.

On divifera par dx*, & l'on aura Adx 4 Bdy + %

dd dy ddy &y
+Ddx:+E y+Fdx dx+GE;l;_°’que

l'on pourra écrire amﬁ, Adx + Bdy 4 =L Cdy &% D:*;r

ra(2D) +120(2) 04 (3) ()]
& faifant tout varier dans ces différenciations indiquées, on

aura 'équation ol il n'y aura plus de différentielle conftante.

Appliquons cela  un exemple. Soit dx’dy — dy’ =
adxddy -+ xdxddy, dans laquelle on ait fuppofé dx
conflant. On ne voit pas, fur le champ , comment cetie
équation pourroit étre intégrée ; mais fi nous rendons dx
variable, en écrivant dxdy — % = (adx -+ xdx) d(:-'%),

alors nous pouvons, dans cette différenciation indiquee ,
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prendre dy pour conftante , & nous aurons dxdy — d” =
— (adx+xdx) d}dd
xddx 4 addx = dy’ = o, dont lintégrale, ainfi quil
eft aifé de le voir, eft xdx 4 adx — ydy 4 Cdy = o,

en ajoutant une conflante Cdy de méme ordre que I'inté-
grale. Cette équation étant intégrée de nouveau, donne 1 x?

+ax—iy'4Cy+C =o.

» qui, en réduifant, denemdx +

144. La regle que nous avons donnée ( 123 ) pour
intégrer les quantités différentielles 3 plufieurs va-
riables, s'appliquent aux quantités différentielles de
tous les ordres, en regardant les différentielles ddx,
ddy, &x, &y, &c. comme autant de yariables
différentes.

Ainfi, fi 'on propofoit d'intégrer x*y*ddy + 2x’ydy*
(2x%y 4 3y°x%) dxdy + 2y°xdx*, dans laquelle dsx
eft fuppofé conftant; jintégrerois d’abord en regardant ddy
feule comme variable , & Jaurois x’y*dy. Fen prends done
la différenticlle qui eft 3x*y*dxdy + 227 ydy* + =ly*ddy,
que je retranche de la propofée; il me refte 2 4y dxdy +
2y’xdx, Yintégre en regardant y feule comme variable; il
me vient 2°y*d x, Je différencie cette quantité, & je retranche
du premier refte, la différentielle 2 x*ydydx 4 2x*y*dx
que me donne cette différenciation ; comme il ne refte rien,
j'en conclus que l'intégrale de la quantité propofée eft »? y*dy
-+ x%y’dx 4 Cdx, en ajountant une conflante Cdx de
méme ordre que l'intégrale.

145. Quant aux équations différentielles, on les
ntégrera de méme , lorfqu'elles feront intégrables
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dans Tétat ot elles fetont propofées; ce que I'on
reconnoitra fi en procédant a lintégration, cdmme
il vient d’étre dit, le dernier refte eft zéro.

Mais fi le dernier refte n’étoit pas zéro, il ne
faudroit pas, pour les équations , en conclure qu'elles
ne font pas intégrables, Comme on ne change rien
4 une égalité, en multipliant ou divifant les deux
membres par une méme quantité, il peut fe faire qu'il
y ait une quantité qui, multipliant ainfi Péquation,
la rende intégrable.

La recherche générale de ce fateur eft un objet
dont nous ne pouvons nous occuper ici, On parvient
3 le trouver dans plufieurs cas affez étendus, mais
nous nous bornerons A donner fur un cas qui fe ren-
contre affez fouvent dans plufieurs queftions Phyfico-
mathématiques , une idée de la manicre dont on
doit procéder dans cettte recherche. Il Sagit des équa-
tions de cette forme , ddy + adydx 4 bydx* 4
Xdx*=—o,oudy+addydx +bdydx*+cyds’
+Xdx*=o0,ouengénéral,d"y+ad" " 'ydx+
bd*—iydx + ...mydx" + Xdx"==o0, dans lef-
quelles dx eft fuppofé conftant. a, &, ¢, &c. étant
des coefficiens conftans ,& X une fon&tion quelconque
de X,

Toutes ces équations deviennent intégrables par
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la multiplication par un fafteur compofé de x & ds
conflantes ; voici comment on trouve ce fateur,

Prenons léquation ddy + adydx + bydx* 4 Xdx*
= o, on décompofera le terme adydx en dezux autres
kdydx & (a— k) dydx, & l'on aura I'équation ddy 4
kdydx + (a =— k) dydx + bydx® 4 Xdx* = o,
On fuppofera que k éant une conftante indéterminée, il
ne manque a Péquation pour étre ingégrable, que détre
multipliée par un fa&eur P, qui foit une fonftion de » &
de conflantes.

Cela pofé, I'équation Pddy + Pkdydx + P (a —k)
dydx -~ Pbydx* 4+ PXdx* = o, doit donc, par la
fuppofition, étre intégrable. Je I'¢cris ainfi, Pddy <
Pkdxdy 4 [P(a — k)dy -+ Pbydx +4 PXdx]

dx == 0.

Or la condition que cette équation feit intégrable,

exige (128) que les trois équations fuivantes aient liew

19 dP" " d(Pkdx) _

iy apkdiy .5t
dP __ d[P(a—k)dy + Pbydx 4 P Xdx]
TR ddy 2

o d(Pkdx) d[P(a=—k)dy + Pbydx + PXdx]
3 e dy

or la premiére équation donne o = o, par la fuppofition

2°,

»

que P & k ne renferment ni y ni dy.. La feconde , par la
42 — P (a — k), & la trois

méme fuppofition , donne ——

Pdk + kdP
dx

puifque & eft fuppofée une conftante.

fidme donne = Pb, ou feulement %f—;}:- = Pl

Tirant
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: - dPp
Tirant de chacune de ces équations la valeur de =-

P )
dPp b ;

on a% = (e —k)dx, & 5 = —i—”,- égalant ces

deux valeurs, on a 2 = k = -%, ou kk —ak 4 b = o,

On aura donc k par une équation du fecond degré, c'eft-i-

dire qu'on aura deux valeurs de k. Repréfentons ces deux

dP bdx
valeurs par m & ', on aura donc 1° 5~ = ——, & par

b

conféquent [logarithme P = E’-nf son P zj; Péquation
o bx
Pddy -+ &c., deviendra donc ddye™ + mdydxe™ 4
bx b x b x

(64— m) dya’xe? - bydx’ejﬂ_ + Xdx*e™ = o. Pour
procéder a Pintégration, je prends d'abord (144) lintégrale
b x
du terme ddye ™ , en regardant ddy feul comme variable;
b=

& jai dy ¢ " . Différenciant & retranchant de I'équation ,
b b
b m 2 m
on a pour refte (m-—l—a—;ﬁ—m) dydxe™ +bydx* ™ 4
b x

Xdx*e™ . Mais léquation kk — ak 4+ b = o, qui n'eft
autre chofe que mm — am 4 b = o, donne a — ; o

m = o; on a donc pour la quantit¢ qui refte a intégrer,
b x b x b x

mdydxc_‘“_ - bydx*c? + Xdx*c ™, Prenons-en Iinté-
grale en regardant y feule comme variable, & nous aurons
bx

mydxe ™ pour le fecond terme de l'intégrale. Différenciant
bx

& retranchant du premier refte, il refle Xdx*e ™ | dont nous
5_:
tepréfenterons généralement lintégrale par dxf/Xdxe™ »

Meécanique, 17 Partie, *M
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ui ne renfermant qu'une variable , ne dépend que des mé.
q q

thodes du calcul 2 une feule variable ; ainfi l'intégrale et

bx bx b x

dye-"T -+ mydxc; + a’fodxc_’"_ = C,oudy - mydx
b x

— b= —bx

+ dxe ™ _{Xd'xe_"T — Ce ™ ; mais comme il n'y a pas
de raifon qui dérermine 2 employer une valeur de k plutét
nde que nous avons repre=

que l'antre, en employant la feco
fentée par m , nous aurons également dy + m'ydx 4

- bx b x — bx

dxe = fdes? — Cle ™ , en repréfentant par C'la
conflante qui répond 2 l'intégration que fuppofe la nouvelle

valeur m' de k.

Egalant les deux valeurs de dy , que donnent ces deux

équations , on en conclura enfil o o s ain e vs o s o os
- L2 28 oo lE i X i

e Ce ™ e XdweTi— ’ fdez"'
AT m — m! ]

146. Si Péquation étoit du troifieme ordre, on
sy prendroit d’une maniere femblable.

Par exemple , fi on avoit d’y - addydx + bdyds* +
cyds’ + Xdx’ = o, on écriroit d3y ++ kddydx +
(a—k)ddydx + Kdydx* + (b—K) dydx* + cydad
4 Xdx} = o, k & K étant inconnus, mais conflantes,
& on fuppoferoit qu'il ne manque A cette équation, pouf
étre intégrable , que d'ére multipliée par un falteur P qui
ne renferme que des ¥ & des conftantes ; cleft-i-dire, on
fuppoferoit que I'équation Pdly 4 Pkddydx +
P(a—k)ddydx + PKdydx=* 4 P (b — K)dyds*+
Peyds® + PXdx? =o , eft intégrable. Donnant a cett®

équation la forme fuivante o oo oo v v o v v
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PPy Pkdxddy 4 [ P(a— k) ddy + PKdydx] X dx
+ [P(b = K)dydx + Pcydx* 4 PXdx*|dx = o,
la condition qu'clle eft intégrable , donneroit ( 128 ) fix équa-
tions, qui par la fuppofition que I'on a faite pour k, ¥’ &
P, fe réduiroient a trois; & I'équation finale donneroit
pour k trois valeurs, & trois valeurs correfpondantes pour
K & pour P. Ce qui , en imitant le procédé ci-deflus,
donneroit trois équations en y, x, dx, dy & ddy. Eli-
minant donc ddy & dy, on alttoit la valeur finic de y en
% & conflantes.

147. On voit & préfent ce qu'il y auroit A faire
pour les degrés fupérieurs.

La méme méthode s'appliqueroit s’il y-avoit un
plus grand nombre de variables qui ne paffaffent
" pas le premier degré, & qui ne fuffent multiplides
ni entre elles, ni par quelqu’une des différentielles
de ces variables, fi ce n’eft par la différentielle qui
eft fuppofée conflante,

Par exemple, fi on avoit les denx équations addy -
bddy + cdydx -+ edydx 4 fydx* + grdx* +
Xdx* = o, & dddy + b'ddy + ddydx + ddydx 4
flydx* 4 g'rdx* 4 Xldx* = o.

On commenceroit par les ramener 3 une feule, en ajous
tant la premiére avec la feconde multipliée par un coéffia
ciant indéterminé & conftant . Puis dans 'équation totale,
on partageroit le terme ol entre dy & celui ou entre dg
en deux parties, comme il a été fair ci-deffus, enfin, on

M2
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multiplieroit par un fa&teur fuppofé une fondtion de » &
de conftantes.

148. Nous terminerons ce qui regarde les ¢qua-
tions différentielles , en obfervant que lorfque dans
une équation A deux variables il manque une des
deux variables finies, on peut toujours la ramener
aux différences de Pordre immédiatement au-defius;
& cela en égalant la différence premicre d'une des
variables 2 la différence de la feconde multipli¢e par
une nouvelle variable.

Par exemple, fi y'avois i intégrer — _"ﬁ v ( 14 j—i’—:) =
(ay + b)dx, dans laquelle dx eﬂ: fuppofée confiante ,
& ou il manque la variable x; je ferols dy = pdx; jaus

rois ddy = dpdx, 8 par conféquent P— v(i1+4pp)=

(ay + 5)-?0‘1 dpv (1 + pp) = (ay + 8)dy;
dont le premier membre sintégre algébriquement , & le fe-
cond , en partie algébriquement & en partie par logarithmes,
en rendant /(1 -+ pp) rationnel , d’aprés ce qui a été

dit (117).
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PRINCIPES
GENERAUX

MECANIQUE.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

149. SOUS le nom de Mécanique , nous comprenons
la fcience du mouvement, & celle de I'équilibre.

Il y a du mouvement dafis un corps, lorfque ce
corps, ou quelques-unes de fes parties font tranf-
portées d’un lieu en un autre.

Un corps, ou laffemblage de plufieurs parties
matérielles, ne peut de lui-méme fe mettre en mou-
vement. Il ne peut étre mu que par une caufe, fans
laquelle il peut, d’ailleurs, exifter.

Cette caufe, telle qu'elle foit, qui eft capable de
mouvoir un corps, eft ce que nous appelons Force
ou Puiffance.

M3
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L'équilibre,, eft Pétat d’un corps , ou d'un affem-
blage ou Sy/éme de corps , qui eft follicité par plu-
fieurs forces dont les effets font détruits par quelques
obftacles, ou fe détruifent mutuellement.

Le repos, eft Pétat d’un corps dont les parties ,
non-feulement ne font point déplacées , mais ne font
pas méme follicitées par aucune force.

Pour établir les principes du mouvement & de
Péquilibre, nous imaginerons , dabord , qu'il nexifte
rien autre chofe dans la nature, que les corps dont
nous parlerons , & les forces que nous leur fuppo-
ferons appliquées.

Ainfi, nous regarderons d’abord les corps , comme
non pefans , comme parfaitement libres : nous fup-
poferons que ni lair , ni la pefanteur, ni le frotte-
ment , ni tout autre obftacle n’exiftent.

Nous aurons , enfuite , égard a ces obftacles; mais
pour mefurer leurs effets , 1l faut commencer par
examiner les chofes, dans cet état de fimplicité,

150. Ces fuppofitions faites , il eft clair que fi un
corps a requ du mouvement par une caufe quel-
conque, il doit perfévérer dans cet état de mouve-
ment, fans aucune altération ni augmentation, fans
aucun détour, tant que la méme ou une nouvelle
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force n'agira pas fur lui, En effet , nous venons de
dire qu'un corps ne peut fe donner du mouvement;
il ne peut donc, sen Oter, puifque ce feroit sen
donner en fens contraire : dailleurs nous fuppofons

quil n’exifte aucun obftacle.

Ainfi, le mouvement eft naturellement égal ou
uniforme , & re@iligne. Examinons donc d’abord
les propriétés de ce mouvement.

Du Mouyement uniforme.

151. Le mouvement uziforme eft donc celui dun
corps qui fe meut toujours de la méme maniére ;
Ceft-A-dire, qui parcourt toujours le méme efpace
dans le méme intervalle de temps.

Pour comparer les mouvemens de deux corps qui
fe meuvent uniformément , il faut confidérer 'efpace
que chacun décrit dans un méme temps déterminé,

‘comme d'une minute , d’une feconde, &c. Cet efpace

eft ce quon appelle la Fizffe.

152. La vitefle d’un corps eft donc, & proprement

parler , Yefpace que ce corps peut dccrire uniformeé-

ment dans un temps déterminé, que nous appelons
PUnité de temps.

Ainfi, dans les mouvemens uniformes de deux corps, fi

M4
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Ton compte le temps en fecondes; & que P'un parcoure g
pieds par feconde; & l'autre, 6 pieds, par feconde; je
dirai que la vitefle du premier eft de § pieds, & celle du
fecond, de 6 pieds.

Mais fi, en prenant toujours la feconde pour unité de
temps, on me difoit qu'un corps a parcouru 100 pieds
en cing fecondes, 100 pieds n'exprimeroient pas la vitefle;
mais je vois qu'a chaque feconde, il en parcourroit le cine
quiéme, ou 20 pieds ; ceft-a-dire , que pour avoir la vitefle,
je divife le nombre 100, des parties de l'efpace parcouru,
par le nombre 5 des unités de temps qui fe font écoulées,

153.Donc, en général , la vire(fe efl égale a Uefpace di-
vife par le temps ; C’eft-3-dire, en nommant #la vitefle,
E Tefpace parcouru pendant un temps marqué par T,

E i
on a généralement ¥ == —; c’eft un des principes

fondamentaux de la mécanique.

154. Léquation V' = -‘;.-, donne non-feulement
la mefure de la vitefle, mais encore celle de Pef-
pace & du temps. En effet, fi 'on regarde fucceffi-
vement E & T comme inconnues, on aura par les
régles ordinaires de 'Algebre , 7= %, & E=VT,
Ainfi , pour avoir le temps , il faur divifer Uefpace, par
la viteffe; & pour avoir U'efpace , il faur multiplier la
vite[fe par le temps.

Au refte , fi nous employons ici des caradléres
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algébriques , ce n’eft pas qu’ils foient néceffaires pour
faciliter Pintelligence de ces premicres vérités, Mais
ils font utiles pour foulager la mémoire. On voit en
effet par cet exemple, que le premier principe étant
une fois dans la mémoire , on peut toujours faci-
lement retrouver les deux autres, en appliquant les
regles ordinaires & ce premier principe traduit algé-
briquement.

155. Il eft donc facile maintenant de comparer les
mouvemens uniformes de deux ou d’'un plus grand
nombre de corps.

Par exemple, fi I'on me demande dans quel rapport font
les vitefles de deux corps, qui décrivent des efpaces con=
ms E & e, dans des temps connus T & ¢, refpe&ivement.
En nommant 7 & u les vitefles de ces deux corps, jaurai

E ET
V:-T-,&:z:%(:gg);donc Viull— ¢ s

&
ceft-d-dire , que les viteffes font comme les efpaces divifés par
les temps. :

En un mot , quil s'agiffe de comparer les vitefles ,
ou les efpaces, ou les temps, le principe que nous
venons d’établir ( 153 ) donnera lexpreflion de
chacune de ces chofes, pour chaque corps; il n'y
aura donc qu'a comparer ces expreffions.

Par exemple, fi je veux comparer les efpaces: ce prin-

tipe me donne V:% » doltje tire E= ¥ T ; donc poug
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le fecond corps jaurai pareillement e=wut; donc Ele3}
VT:ut; Celt-d-dire, que les efpaces font comme les viteffes
multiplices par les temps.

156. De ces trois chofes, Pefpace, le temps & la
vitefle, fi 'on veut en comparer deux , lorfque fa-
* troifiéme eft la méme pour chaque corps, iln’ya
qu’a chercher, de méme , 'exprefiion de cette troi-
fitme, pour chaque corps, & égaler ces deux ex-
preflions.

Par exemple, fi je veux favoir quel eft le rapport desef-
paces quand les vitefles font les mémes, jai V= —;— &
u= — ; donc puifqu'on fuppofe ¥ =u,ona ——f.—: -
oun Et — ¢T, dou l'on tire Ete¢’: T : t; ceft-a-dire,

qu'a wviteffes égales les efpaces font comme les temps.

On trouvera de méme qu'en temps égal , les ¢fpaces font comme
les vireffes ; 8 que pour que deux corps décrivent le méme ¢fpact,
il faut que leurs viteffes foient réciproquement proportionnelles aux
temps. Eneffet, ona E=VT& ¢ =ut;doncfi E=¢,
onz FT—=ut,doi Pontire i utlt: T,

Ainfi, le feul principe ¥V = "}g;" , donne le moyen de

comparer toutes les circonflances des mouvemens uniformes.

Des Forces & de la quantité de Mouvement.

157. La fomme des parties matérielles dont un
gorps eft compofé, eft ce quon appelle fa Maffe;
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mais dans 'ufage que nous ferons de ce mot , nous
entendrons le nombre qui exprime de combien de
parties matérielles le corps eft compofe.

La force, ainfi que nous I'avons déja dit, eft la
caufe qui meut , ou tend 3 mouvoir un corps.

Comme les forces ne nous intéreflent que par
leurs effets , ce n’eft que par les effets dont elles {ont
capables , que nous devons les mefurer. Or Teffet
dune force eft de faire paffer dans chaque particule
matérielle d’un corps, une certaine vitefle. Donc fi

toutes les parties regoivent la méme vitefle , comme

nous le fuppoferons ici, Peffet de la caufe motrice
a pour mefure la vitefle multipliée par le nombre
des parties matérielles du corps, ceft-2-dire, par la
maffe. Donc la force fe mefure par la vite[f: qu'elle peut
imprimer & une maffe connue , multiplide par cette maffe.

158. Le produit de la maffe dun corps, par fa
vitefle , s'appelle la quantité de mouyement de ce corps.
Les forces fe mefurent donc par la quantite de mouve-
ment qu’elles font capables de produire.

Ainfi, fi nous défignons ce produit , par F; la mafle,
par M; & la vitefle par ¥, nous aurons F =MV,

Cette équation donne V' = L; &M=L ; qui font
q M et

Yoir 1°, que connoiffant la force motrice d’un corps & fa maffe
»
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" on Javra quelle “ite[le il doit avoir, en divifant la force motricy
par la maffe, 2°. Que connoiffant la force motrice & la vitefe,
on faura quelle eft la maffe qui peur avoir cete viwfle & coe
force motrice , en divifant la force motrice par la vitffe.

Mais il ne fant pas perdre de vue, que ce que nous en=
tendons ici par F, ou par la force motrice , ceft I'effet dont
eft capable la caufe qui engendre le mouvement. Cleft cet
effet feul qu'on peut faire entrer, & qu’on a befoin de faire
entrer dans le calcul,

159. Donc fi f marque la force motrice d'une autre maffe
m, & ula vitefle de cette maffe , on aura de méme = mu;
donc FIf::MV:mu; ceft-a-dire , que les forces motrices
Jont comme les maffes multiplices par les viteffes.

Et fi de chacune des deux équations F= M ¥, & f—=mu,
on tire les valeurs de M & de m, puis celles de 7 & de «, on
aura le rapport des maffes, par celui des forces & des vi-
tefles , & celui des vitefles par les forces & les mafles ; dolt
Ton conclura 1°o. qu'd maffes égales les forces motrices font
comme les wviteffes ; 2°, qu'a vireffes égales , les forces motrices
Jont comme les maffes ; 3°. & qu'enfin fi les forces motrices
Jont égales , les viteffes font en raifon inverfe des maffes ; ce que
I'on trouvera facilement en égalant {ucceflivement la valeur
de M a celle de m; celle de 7 & celle deu ; & enfin celle
de F acelle de f; I'équation réfultante, réduite & con=
vertie en proportion, démontre chacune de ces propofi-
tions, :

REMAUROQUE,

160. La mafle oule nombre des parties matérielles
d'un corps, dépend de fon volume & de ce quon
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appelle fa denfisé. Comme les corps font pénétrés
d'un tres - grand nombre de vides qu'on appelle
pores , leur quantité de mati¢re n’eft pas proportion-
nelle a leur volume ; mais fous le méme volume il
y a d'autant plus de maticre que les parties font plus
ferrées : & Ceft cette plus ou moins grande proximité
des parties qu'on appelle denfizé. Enforte qu'on dit,
un tel corps eft plus denfe qu'un tel autre corps,
lorfqu’a volume égal il renferme plus de matiére que
ce dernier. On dit au contraire qu'il eft moins denfe
ou plus rare lorfqu’a volume égal il renferme moins
de maticre.

La denfit¢ fert donc a juger du nombre des par-
ties matérielles, lorfque le volume eft connu ; ainfi
on peut regarder la denfité comme repréfentant le
nombre des parties matérielles d’'un volume déter~
miné ; quand on dit, l'or eft 19 fois auffi denfe que
leau, cela veut dire, 'or contient 19 fois autant
de parties que I'eau, dans un méme efpace.

En fe repréfentant la denfité comme exprimant
le nombre des parties matérielles d’un volume déter-
miné que 'on prend pour wnité de volume ; il eft
clair que pour avoir la mafle , ou le nombre total
des parties matérielles d'un corps dont le volume
et connu,, il faut multiplier la denfité par le volume,
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Par exemple, fi la denfité d'un pouce cube d'or eft repri.
fentée par 19, la quantité de matiére de 10 pouces cube d'or,
fera 10 fois 19, Ainfi, repréfentant généralement la maffe par
M, le volume ou la folidité par § & la denfité par D,
en aura M=S8X D; par ou il fera facile de comparer
les maffes, les volumes & les denfités des corps,

Nous verrons dans peu, que les mafles des corps
font proportionnelles & leur poids ; ainfi, dans ufage,
on pourra fubflituer le poids a la maffe.

Des Mouvemens uniformément accéleres.

161. Un corps qui na requ quune impulfion,
perfévére dans fon mouvement avec la méme vitefl,
& dans la méme direftion qu’il a eue au premier
inftant (150). Mais s'il vient A recevoir une nou-
velle impulfion dans le méme fens, ou en fens con-
traire de la premicere, il fe meut alors, avec ume
vitefle égale A la fomme ou 2 la différence des deu
vitefles qu’il a recues fucceflivement : cela eft évident,

Donc fi 'on congoit qu'a des intervalles de temps
déterminés, le corps regoive de nouvelles impulfions,
dans le méme fens, ou en fens contraire de la pre-
miére, il fera mu d’'un mouvement varié ou inégal;
fa vitefle fera différente au commencement de chaqué
intervalle de temps,

Quoi qu’il en foit , fa vitefle au bout d'un temps
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quelconque doit s'eftimer par efpace qu'il feroit alors
capable de décrire pendant l'unité de temps, fi fon
mouvement devenoit uniforme a compter de l'inftant
ol on confidére cette viteffe.

On appelle en général Force accélératrice, toute
force qui agit fur un mobile pour faire varier fon
mouvement. Lorfqu’a des intervalles de temps égaux,
elle agit également, on Vappelle force accelératrice conf=
tante , o force rétardatrice conflante , felon qu’elle tend

a augmenter ou a diminuer la vitefle atuelle du mo-
bile,

Examinons préfentement les circonftances du mous
vement uniformément accéléré.

162, Puifque dans ce mouvement, la force accé-

[ératrice agit toujours de la méme maniére, fi lon

fuppofe que g foit la vitefle qu’elle communique, A
chaque unité de temps, il eft clair que les vitefles
fucceflives du mobile feront g, 22, 3g; enforte
quapres un nombre d'unités de temps marqué par
t, la viteffe acquife fera g pris autant de fois qu'il
y a dunités dans ¢z ; c'eft-a-dire, fera g X zougs

163, Donc 1°. dans le mouvement uniformément
acceléré , les nombres de degrés de vitefle que le
mobile acquiert, croiffent comme les nombres d'in-
tervalles pendant lefquels dure le mouvement ; ce que

'
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’on exprime, en difant : Les vite[fes acquifes font comme
les temps écoulés depuis le commencement du mouvement,

Ainfi, fi Pon appelle  la vitefle que le mobile a
acquife au bout du temps ¢, ona z=g¢

2°, Les viteffes que le mobile fe trouve avoir fuc-
ceflivement pendant la durée de chacun des inter-
valles confécutifs , forment donc une progreffion
arithmétique —g,2g,3g, &c. dont le dernier terme
eft g¢ ou u, & dont le nombre des termes eft ¢,
Ceft--dire , eft marqué par le nombre des attions
de la force accélératrice.

3°. Et puifque ces vitefles g, 2¢g , &c. ne font
autre chofe,, chacune , que efpace que le mobile peut
décrire pendant Pintervalle correfpondant (151),
Pefpace total décrit pendant le temps ¢, fera done
la fomme des termes de cette progreflion arithmé-
tique 3 ceft-a-dire ( 4. 171), qu'il fera exprimé
par (g4 ) X —. Donc fi 'on nomme e cet efpace

total parcourn depuis le commencement du mouve-

ment, on aura e :(g—l—u)-:_.

164. Concevons , maintenant, que la force accé-
Iératrice agit fans interruption, ou, ce qui revient
au méme, concevons que le temps ¢ foit partagé
en une infinité de parties infiniment petites que nous
appellerons
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appellerons des inftans; & qu’a la naiffance ou A la
fin de chaque inftant, la force accélératrice donne
une impulfion au mobile. Concevons de plus quelle
agit par degrés infiniment petits, Alors g étant infi-
niment petite par rapport a z, on doit , dans Péqua-
tion e=(g + #)—, omettre g , & Fon a fim-

ut

plement ¢ = —,

165. Cela pofé,, imaginons qu’au bout du temps z
la force accélératrice cefle d'agir ; le corps (150)
perfévérera donc dans fon mouvement avec la viteffe
# qu'il aura acquife ; c’eft-d-dire,, qud chaque unité
de temps, il décrira un efpace =u(151); donc
sil continuoit de fe mouvoir avec cette méme vitefle
pendant le temps ¢, il décriroit un efpace =u x ¢,
ceft - A- dire, le double de celui ¢ ou Zlquil a
décrit (164 ) dans un temps égal , par I'a&ion fuc-
ceflive de la force accélératrice. Donc dans le mouve-
ment dniforniément & continuellement accéléré, Uefpace

i . v iy ¥
gecric, pendant un certain temps , eft la moitié de celui
que e mobile peur décrire dans un temps égal, avec

la viwefle -acquife , continuée uniformément.

166. Puifque (163) les vitefles acquifes croiffent
comme les temps écoulés , fi Pon appelle p la viteffe
acquife au bout d’une feconde , alors la vitefle acquife,
aprés un nombre ¢ de fecondes , fera pe; ainfi on

Mecanigue, I, Partie, *N
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aura # = pt. L'équation e = ~—, trouvée ci-deflus,

deviendra donc ¢ == f-;—', Donc fi I'on repréfente par

E, un autre efpace décrit de la méme manicre pen-
T
dant un autre temps T, on aura de méme E= P—;—';

TT
d’ot1 I'on conclura e : E :: P—i—' . f—;— $2ep

ce qui nous apprend que les e¢fpaces parcouris d'un
mouvement uniformément & continuellement accéléré , font

comme les quarrés des temps.

167. Et puifque (163) les vitefles font dans le
rapport des temps, les efpaces fonz donc auffi , dans
le rapport des quarrés des viteffes.

168. Donc les vitffes & les temps , font comme les
racines quarrées des efpaces parcouris depuis le commen

cement du mouvement,

169. Tout cela sapplique également aux mou-
vemens uniformément retardés , pourvu que, par
les temps, on entende ceux qui reftent & s'’écouler
jufqu’d Pextin&ion de la vitefle; & que par les ef-
paces, on entende ceux qui reflent & décrire jufqu’a

Iextin@ion de la vitefle,

! a
170. Dans Péquation e =", que nous avons

trouvée ci - deffus ( 166), la quantité p par la=
quelle nous. avons entendu la vitefle que la force
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accélératrice eft capable d’engendrer par fon adtion
fucceflive pendant une feconde de temps, eft ce que
nous appellerons la force accélérarrice ; parce que
nous devons juger de cette force par Ieffet qu’elle
eft capable de produire dans le mobile , dans un
temps déterminé; effet qui n’eft autre que de lui
communiquer une certaine vitefle,

Du Mouvement libre des Corps pefans.

171, Ceft a Pefpéce de mouvement que nous ve-
nons de confidérer, qu'on doit rapporter le mouve-
ment des corps pefans. Mais avant d’appliquer  cet
objet , la théorie que nous venons d’expofer, il eft
4 propos de faire connoitre quelques faits concernant
la pefanteur, '

Ce que nous entendons par pefanteur, ceft Ia
force qui follicite les corps & defcendre fuivant des
lignes verticales ou perpendiculaires 3 la furface des
eaux. Si la terre, ou fi la furface des eaux étoit par-
faitement fphérique , les dire@ions de la pefanteur
concourroient toutes au centre. Mais quoique cette
furface ne foit pas parfaitement {phérique, elle Sen
€loigne peu ; enforte que, pour les objets que nous
avons & traiter , nous pouvons regarder , fans au-
Cune erreur fenfible, les dire@ions de la pefanteur,
fomme concourant au centre de la terre,

N 2
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Nous avons déji eu occafion de dire (Géom. 338)
que le rayon de la terre confidérée comme fphé-
rique , eft de 19605480 pieds. De-12 il eft aifé de
conclure quil faut , fur la furface de la terre, une
étendue de 15 toifes & 3 pour répondre a un angle
d’une feconde au centre de la terre. Ainfi , dans une
machine qui auroit 16 toifes de longueur, il ne sen
faudroit que d’un angle d'une feconde , que les di-
retions de la pefanteur , aux deux extrémités , ne
fuffent paralleles. Donc , dans un méme licu 5 on peut
regarder les direitions de la pefanteur comme paralleles.

Quant 2 la grandeur de cette force; A parler rigou-
reufement , elle eft différente 3 différentes diftances de
Péquateur , & & diffcrens ¢loignemens du centre de
la terre. Mais les quantités dont elle differe, par les
différentes diftances oit Fon peut étre de Péquateur,
font trés-petites, & ne nous importent en aucune
maniére , pour le préfent. Il en eft de méme des di-
minutions quelle fubit & mefure quon s’éloigne du
centre de la terre : elles ne peuvent étre fenfibles que
par des changemens de diftance beaucoup plus con=
fidérables que ne font les hauteurs auxquelles nous
pouvons nous elever, ou les profondeurs auxquelles
nous pouvons defcendre 3 ainfi nous regarderons
ici , la pefanteur comme une force qui eft par-
tout la méme; Ceft- A~ dire, qui follicite les corps
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3 defcendre d'une méme quantité¢ dans un méme
temps.

Il faut confidérer cette force, comme agiffant, &
agiffant également A chaque inftant, fur chaque par-
tie de la matiére. Or il eft clair que fi chacune des
parties d’un corps regoit la méme vitefle , la totalité
ne fera mue quavec la méme vitefle que recevroit
une feule des parties détachée de la maffe; enforte
que la viteffe que la pefanteur imprime 2 une mafle
quelconque , ne dépend point de la grandeur de
cette mafle : elle eft la méme pour une petite maffe
que pour une grande, Il eft vrai, cependant, que
fous ne voyons pas tous les corps tomber dune
méme hauteur dans le méme temps; mais cette dif-
férence eft U'effet de la réfiftance de lair, ainfi que
nous le verrons par la fuite: aufli lorfqu'on laiffe
tomber des corps dans un efpace vide dlair, ob-
ferve-t-on que des corps tres-différens en maffe ,
tombent néanmoins d’'une méme hauteur dans le

méme temps.

Il faut bien diftinguer, ici, entre Peffet de la pe-
fanteur & celui du poids. L'effet de la pefanteur eft
de faire paffer ou de tendre  faire pafler dans chaque
partie de la matiére une certaine vitefle, qui eft ab-
folument indépendante du nombre des parties ma-
térielles. Mais le poids eft égal & Peffort que lon doit

N 3 |
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exercer , pour empécher qu’une maffe propofée n'o-
béifle a fa pefanteur, Or cet effort dépend de deux
chofes ; favoir , de la vitefle que la pefanteur tend 3
imprimer a chaque partie, & du nombre de parties
qu’elle anime ou qu’elle tend & animer. Mais comme
la vitefle que la pefanteur tend & imprimer, eft la
méme pour chaque partie de la maticre, Veffort que
Ton a A exercer, eft proportionnel au nombre des
parties de la mati¢re; Ceft-a-dire, a la maffe. Ainfi
le poids dépend de la maffe, & la pefanteur n’en dépend
nullement, Cette obfervation , fur le poids des corps,
établit ce que nous avons avancé (160), favoir , que
la maffe eft proportionnelle au poids.

172. Aprés ces éclairciffemens fur la pefanteur,
venons aux lois du mouvement des corps pefans.

Puifque la pefanteur agit également, & fans in-
terruption , a quelque diftance que le corps fe trouve
de la furface de la terre (du moins pour les diftances
auxquelles nous pouvons nous élever), la pefanteur
eft donc une force accélératrice conftante, qui, a
chaque inftant, fait paffer dans le mobile un nouveau
degré de vitefle, qui eft toujours le méme pour
chaque inftant égal: enforte que (163 & fuiv.) les
viteffes acquifes augmentent comme les temps écou=
lés; les efpaces parcourus font comme les quarrés
des temps, ou comme les quarrés des vitefles; les
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vitefles font comme les racines quarrées des efpaces
parcourus ; les temps font auffi comme les racincs
quarrées des efpaces parcourus : en un mot, tout ce
que nous avons dit des forces accélératrices conftantes,
s'applique littéralement A la pefanteur. Bien entendu
que dans tout ceci, nous faifons abftradion de la ré-
fittance de l'air & de tout autre obftacle.

Il ne s’agit donc, pour pouvoir déterminer les
temps , les efpages & les vitefles dans le mouvement
des corps graves, que de connoitre un feul effet de
la pefanteur dans un temps déterminé. Car les équa-

2

» NOus mettront en état de

: P
QoNs x =— ptf, ¢ — 7
déterminer tous ces objets, dés qu'une fois nous

faurons la valeur de p.

Rappelons-nous donc que par p (166), nous
avons entendu la vitefle que le mobile acquiert au
bout d’une feconde de temps. Or on fait par expé-
tience (& nous verrons par la fuite, comment on
Ia trouvé) qu'un corps A qui Tair ne fait point de
réfiftance fenfible, tombe de 1§ pieds & -, ou plus
exaltement , de 157, 098 dans la premiére feconde
de fa chute,

D’ailleurs nous avons vu ( 165 ) qu'avec la vitefle
acquife par une fuite d'accélérations, le mobile pour-

toit décrire d’un mouvement uniforme, un efbace -~
) JPHE

N 4

(
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double , dans le méme temps. Donc la vitefle qu'un
corps pefant a acquife au bout de la premiere feconde
de fa chute, eft telle que fi la pefanteur ceffoit d’agir,
il décriroit le double de 15 pieds & -5, Cleft-a-dire
30P, 2 & chaque feconde. Donc p == 30,2.

173. Maintenant, Péquation z = pz, & P'équa-
tion ¢ = ”T" , nous font voir; la premicre, que
pour avoir la vitefle quun corps pefant a acquife
aprés étre tombé pendant un nombre ¢ de fecondes,
il faut multiplier celle qu'il acquiert pendant la pre-
micre feconde, par ce nombre ¢ de fecondes.

Donc, lorfqu'un corps pefant efl tombé pendant un
certain nombre de fecondes, la viteffe qu'il a acquife, of
telle que fi la pefanteur ceffoir d’agir, il décriroit , par
chaque [econde 5 autant de fois 30Py2 quil s'eft éeoulé
de fecondes,

Ainfi, un corps qui a employé 7 fecondes 4 tomber, fe
meut au bout de 7 fecondes avec une vitefle a parcourir
7 fois 30P,2 ou 211 pieds & % par feconde, fans aucune
nouvelle accélération.

174. La feconde équation ¢ == P—:i = ip#, fait
voir que pour avoir I'efpace ¢ ou la hauteur ¢ dont
un corps pefant tombe dans un nombre z de {econdes,

il faut multiplier !, cCeft-3-dire, la quantité dont
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il tombe dans la premi¢re feconde, la multiplier
dis-je,, par le quarré du nombre des fecondes.

Donc Z hauteur dont un corps pefant tombe pendant
un nombre t de fecondes , et dautant de fois 15 pieds
& 5, qu'il y a d'unités dans le quarré de ce nombre de
Jecondes.

Ainfi quand un corps a employé 7 fecondes 2 tomber, on
peut étre affuré qu'il eft tombé de 49 fois 15P,1, cefl-a-dire,
de 740 pieds a trés-peu prés ; en fuppofant toujours que la
réfiftance de I'air n’ait pas lieu. On veit donc que quand on
connoic le temps écoulé, rien n’eft plus aifé que de déter-
miner la vitefle acquife , & l'efpace parcouru,

'175. Si Pon veut favoir combien de temps un
corps emploieroit & tomber d’une hauteur connue :

. ¢
Péquation ¢ = Xp7*, donne /* = g & par con-

féquent 1 = l/ t‘; ; Ceft-a-dire, qu'il faut cher-
cher combien cette hauteur ¢ contient de fois la hau-
teur p dont un corps pefant tombe dans la pre-
micre feconde, & tirer la racine quarrée de ce nombre
de fois,

176. Veut-on favoir de quelle hauteur un corps
pefant devroit tomber pour acquérir une vitefle con-
nue; Ceft-a-dire, une vitefle a parcourir uniformé-
Ment un certain nombre de pieds, par feconde. Alors
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de I'équation u==p:, je tire la valeur de 7 qui et

== ;; je la fubftitue dans Péquation ¢ = %p7#;
& jai e =-ip X 5= m;“%, qui m’apprend que
pour connoitre la hauteur € dont un corps pefant devroit
tomber pour acquérir une viteffe w d’un certain nombre
de pieds par feconde , il faut divifer le quarré de ce nombre
de pieds , par le double de la viteffe, qu’un corps pefant
acquiert au bout de la premidre feconde ; ceff-a-dire,
par 60,4.

Ainfi, fi je veux favoir de quelle hauteur un corps pefant
devroit tomber pour acquérir une vitefle de 100 pieds par
feconde, je divife le quarré de 100, Ceft-a-dire , 10000,
par 60,43 le quotient 165 m'apprend qu'un corps doit
tomber de 165 pieds £, pour acquérir une vitefle de 100 pieds | |
par feconde.

Il eft évident quon fe conduiroit de méme, pout
q P

déterminer a quelle hauteur montera un corps jetté
verticalement avec une vitefle connue.

177. Comme on peut, ainfi quw'on le voit par
ces exemples, déterminer facilement toutes les cir-
conftances du mouvement des corps pefans, ceft a
ces mouvemens qu'on rapporte le plus communé-
ment, tous les autres mouvemens; enforte que fou
vent au lieu de donner immédiatement la vitefle
dun corps, on donne Ia hauteur d'or il auroit di
tomber pour acquérir cette vitefle, par Padtion de
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la pefanteur. Nous aurons occafion d’en voir des
exemples.

Obfervons donc pour récapituler , que toutes les
circonftances du mouyvement accéléré, & par confé-
quent du mouvement des corps graves, font com-
prifes dans les deux équations z = p¢, e =1 pe*;
enforte que p étant connu, dés que I'on connoitra
lune de ces trois chofes, le temps, Pefpace & la
vitefle , on peut toujours trouver les deux autres,
foit immédiatement par 'une ou lautre de ces deux
équations , foit par le concours des deux, combinées
comme nous venons de le faire (176).

Des Mouvemens variés de queloue manidre
! quecq
que ce fout.

~ 178. Lorfque le mobile eft foumis A Pa&ion dune
force qui agit fur lui fans interruption, mais d’une
manicre différente 3 chaque inftant, le mouvement
sappelle , en général, mouvemens varié. On a des
exemples de mouvement varié dans le débandement
des reflorts : quoique la vitefle aille en angmentant,
tependant les degrés par lefquels elle augmente vont
en diminuant. Il en eft de méme des degrés par lef-
quels le mouvement du navire arrive 3 Puniformité
faltion du vent fur les voiles diminue & mefure que
It navire acquiert du mouvement , pirce quiil
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échappe d’autant plus a cette altion, quiil a plus de
vitefle.

179. Les principes néceflaires pour déterminer les
circonftances de ces mouvemens, fe déduifent facile-
ment de ce que nous avons dit fur les mouvemens
uniformes & fur les mouvemens uniformément ac-
célérés : voici comment on y parvient, 1°. De quel
que maniére que le mouvement foit vari¢, fi on le
confidére par rapport & des inftans infiniment petits,
on peut fuppofer que la vitefle ne change point pen-
dant la durée de cet inftant. Or lorfque la vitefle eft
uniforme , elle a pour expreffion I'efpace décrit pen-
dant un temps quelconque ¢, divifé par ce méme
temps z Donc lorfqu’elle ne fera uniforme que pen-
dant un inflant , elle doit avoir pour expreffion,
Tefpace infiniment petit décrit pendant cet inftant,
divifé par cet inftant. Donc fi e repréfente Pefpace
décrit, un mouvement variable, pendant le temps
quelconque ¢, de repréfentera ce qui eft décrit uni-

formément pendant linftant 4z ; on aura donc
¥ -

JC *" I .
LS SO de = udt, premiére équation fondamen=

tale des mouvemens variés.

180, 2° L'équation z == pz, trouvée (166),
& qui exprime le rapport des vitefles aux temps,
dans les mouvemens uniformément accélérés, donne
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p =7:. Ceft-a-dire, que quand la force accéléra-

trice, ou plutdt la quantité p par laquelle on la me-
fure ( 170) eft conftante, elle a pour expreffion la
vitefle z qu’elle engendre pendant un certain temps ¢,
divifée par ce temps z. Donc fi cette force accéléra-
trice p agit différemment d’un inftant a Pautre ; Ceft-3-
“dire, fi elle n’eft conftante que pendant un inftant,
elle doit avoir pour expreflion la vitefle qu'elle en-
gendre pendant cet inftant, divifée par cet inftant;
ceft-a-dire, qu’elle doit avoir pour expreffion I'ac-
croiflement de la vitefle, divifé par Paccroiffement
du temps; on aura donc p = -g—f, ou du = pdz,

Jeconde équation fondamentale des mouvemens variés,

181. Dans Péquation z = p¢, nous avons en-
tendu (166) par p, la vitefle que la force accéléra-
trice engendreroit dans le mobile pendant un temps
déterminé (comme d'une feconde), par une a&ion
continuée & toujours égale, Dans I'équation du = pdz,
on doit entendre la méme chofe. Mais il faut ob-
ferver que la force accélératrice étant fuppofée va-
rible, la quantité p qui repréfente la viteffe qu'elle
feroit capable d’engendrer fi elle agiffoit comme force
accelératrice conftante pendant une feconde, cette
quantité p eft différente pour tous les inftans du

mouvement. En effet, on congoit aifément que lorf-

que la force accélératrice devient plus petite, la
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vitefle qu'elle feroit capable d’engendrer dans une
feconde, par fon altion aluelle répétée également
pendant chaque inftant de cette feconde, doit &ure
plus petite, & vice verfd.

182. Les deux équations de =udt, du= pdy,
peuvent en fournir une troifiéme que I'on emploie
encore avec avantage : la voici :

De I’équation de=udt, on'tire dr = —J—',- {ubf-

/3

tituant cette valeur dans Iéquation du = pdt, on
a, toute redution faite , pde = udu.

183. Remarquons, que dans le raifonnement par
lequel nous fommes parvenus a ’équation du = pdt
(180), nous avons regardé la vitefle comme croif-
fante, Si elle alloit en diminuant, il faudroit (21),
au lieu de du, metire — du; enforte que les deux
équations du == pdt, & pde = udu, doivent ére
écrites ainfi, == du = pdt, & pde = == udu,le
figne fupérieur étant pour le mouvement accéléré,
& le figne inférieur, pour le mouvement retardé,

184. Il y a une quatri¢me équation qu'on peut
déduire des deux équations fondamentales , & qu'il
ne faut pas omettre: la voici.

" .
775 don¢

L'équation de = udt, donne # == 3
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du= 4 Gi). Subftituant cette valeur dans P dqua-
fion pdt = == du, on a pdr = +d(

Si Pon fuppofe (comme on en eft bien le maitre )
que dz foit conftant, ona pdr = == dr » ou pds?

=ctdde. Maisil faut bien fe fouvenir que équation
pde* == dde fuppofe d: conftant., Lorfqu’on fait ¢

variable , on emploie P'équation pds =4 (;I—:)

Nous aurons plus d’une occafion d’appliquer utile-
ment ces formules. Mais ne perdons pas de vue que
h quantité p qu'elles renferment, repréfente, pour
thaque inftant , la vitefle que la force accélératrice
feroit capable de faire naitre dans le mobile, dans
un intervalle de temps connu, comme d’'une feconde ,
fi pendant cette feconde elle agiffoit comme force
acélératrice conftante ; enforte que, comme cette
quantité p mefure pour chaque inftant Ueffet dont
la force accélératrice eft capable, nous lui donne-
tons, pour abréger, le nom de force accélérarrice.

De PEquilibre entre des forces direclement
oppofees.

185. Nous venons de confidérer le mouvement
Que doit avoir un corps foumis & I'action d’une force
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qui agit fur lui, toujours fuivant une méme direce
tion. Mais nous n"avons pas encore fait mention de
la maniére dont le mouvement paffe dans le mo-
bile, Ceft un objet qu’il n’eft pas moins important
d’examiner; mais comme les lois de la communica-
tion du mouvement, dépendent de celles de Péquia
libre , ainfi que nous le verrons par la fuite, il faut
commencer par nous occuper de celles-ci. Il n'eft
queftion, pour le préfent, que de P'équilibre entre
des forces dire@ement oppofées.

Nous repréfenterons les forces, ainfi que nous
Pavons déja dit, par les effets qu'elles {font capables
de produire; Ceft-3-dire, chacune, par la quantité de
mouvement d’une maffe détermince. Mais pour ne
point embraffer trop d’objets & la fois, nous confi-
dérerons ces mafles comme réduites chacune a wn
feul point auquel, par la penfée, nous attribuerons
la méme quantité de maticre qu’au corps dont il tiens
dra lieu. Nous verrons par la fuite quil y a, en
en effet, dans tous les corps, un point par lequel
le mouvement fe tranfmet, comme fi toute la mafle
y étoit concentrée. Au furplus, nous confidérerons
les corps (jufqud ce que nous avertiflions du con-
traire) comme compofés de parties abfolument dures

& liées les unes aux autres de manicre & ne pou=
voir changer leurs fituations refpeives, par laction
d’aucune force.

1 86-
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186. Cela pofé, concevons (fig. 27) deux mafles
M & m; la premiére, mue de A4 vers C avec une
vitefle 7' ; la feconde, mue de C vers 4, avec une
vitefle # ; lorfque ces deux mafles viendront A fe
rencontrer , elles fe feront équilibre fi la quantité de
mouvement de M, eft égale & la quantité de moua
vement de 7 ; Ceft-d-dire (158), i MV = mu.

En effet, il eft d’abord évident que fi M eft egal
dm, & quen méme temps les deux vitefles ¥ & i
foient égales , il y aura équilibre ; car alors la méme
rifon que I'on donneroit pour prouver que M doit
lemporter fur ., prouveroit auffi que 7 doit empor=
ter fur M , puifque tout eft égal de part & d’autre.

Suppofons préfentement que M eft double de mi
mais quen méme temps z eft double de 77; que,
par exemple, M parcoure un pied par feconde, &
m deux pieds par feconde. Il eft clair que je puis
tonfidérer M comme compofé de deux maffes égiles
dm; & qu'a Pinflant du choc je puis me repréfentet
le corps m comme animé d’une vitefle d’un pied par
feconde, A laquelle on ajoute dans le méme inftant
une autre vitefle d’un pied parfeconde. Alors je puis
me repréfenter que dans le choc, la mafle m con<
fume une de fes vitefles contre une parcille portion
de la maffe M; & fon autre vitefle contre la pot-
tion égale & reftante de la maffe M.

Mécanique, Ir, Partie, *0
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Maintenant , fi au lieu de fuppofer les maffes 3
& m, dans le rapport de 2 & 1, & au contraire
leurs vitefles dans le rapport de 1 a 2, on les fup-
pofoit dans tout autre rapport , on voit qu'on pout-
roit toujours fuppofer la plus grande maffe décom.
pofée en un certain nombre de mafles égales A la
plus petite , dont chacune détruit dans la plus petite
une vitefle égale A la fienne, enforte qu'on peut éta-
blir comme général, le principe fuivant.

PRINCIPE FONDAMENTAL. Deux corps qui agiffent
Lun fur Pautre, fuivant des lignes direilement oppofées,
Je font équilibre , lorfque lewrs quantités de mouvement
Jont égales ; Ceft-a-dire , lorfque le produit de la
mafle de I'un, par la vitefle avec laquelle il tend
A fe mouvoir, eft égal au produit de la mafle de
Pautre , par la vitefle avec laquelle il tend auffi afe
MOouvoir,

Cette propofition a lieu généralement , foit quil
sagifle de deux corps qui marchent librement au-
devant I'un de Pautre, foit qu’il foit queftion de deux
corps qui fe pouflent a l'aide d’une ligne Mm infle-
xible & fans mafle , foit enfin qu'ils fe tirent en fens
contraires , 3 Iaide d'un fil inextenfible M. Et ré-
ciproquement , fi deux corps fe font ¢quilibre , on
doit conclure que leurs mouvemens font directement
oppofés, & que leurs quantités de mouyement fost
égales.
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187. Donc fi trois, ou un plus grand nombre de
corps M, m, m' &c. (fig. 28), qui fe meuvent ou
tendent 2 {fe mouvoir fur une méme ligne, avec des
vitefles 7, u, #' {e font équilibre, il faut que la fomme
des quantités de mouvement de ceux qui agiffent dans
un fens, foit égale & la fomme des quantités de mou-
vement de ceux qui agiffent en fens contraire.

Car s'ils fe font équilibre, on peut toujours fuppofer que
M & m allant du méme fens, m détruit une partie du mou-
vementde ', & que M détruit I'autre, Or fi I'on nomme »
la vitefle que ' perd par 'a&tion de m , on aura m' x pour la
quantité de mouvement qu'il perd par cette méme aion ;
on aura donc mu==m'x: le corps M n'aura donc plus i
détruire dans m', que la quantité de mouvement reflante 3
favoir, m'u' — m'x ; onauradonc MV =m!v' —m'x ; on,
dcaufe quem’'x =mu, on aura MV = m't/ — mu; c’eft-i=
dire, MV 4-mu=m'u!.

Du Mouvement compofe.

188. Nous fuppoferons encore que les maffes aux-
quelles feront appliquées les forces dont nous allons
parler, font concentrées en un point,

" Onappelle mouvement compofé, celui que prend un
corps follicité en méme temps par plufieurs forces
qui ont telles dire&tions qu'on voudra.

Si un corps M mu fuivant la ligne droite 4B
(fig: 29 ) regoit , lorfqu’il eft arrivé au point M, une
Oa
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impulfion fuivant une ligne MD perpendiculaire 3
la ligne 4 B; cette impulfion ne peut produire d’autre
effet que de ’écarter de la ligne 4B ; elle ne peut ni
augmenter ni diminuer la vitefle qu’il avoit pour sé-
loigner de CD perpendiculairement a cette ligne.

En effet, 1a dire®ion CD étant perpendiculaire 3 4B,
il n’y aaucune raifon pour que la force qui agit fuivant CD,
produife un effer plutdt a la droite qu'a la gauche de cette
ligne ; & comme elle ne peut en produire des deux cotés
3 la fois, elle nen produira donc ni de 'un ni de l'autre.

Le raifonnement eft le méme, fi Pon fuppofe que le corps
M étant mu fuivant €D, vient i étre frappé fuivant MB;
cette derniére force majoutera ni n'dtera rien a la vitefle
avec laquelle le corps M tendoit 3 sloigner de ‘MB,

189. PRINCIPE FONDAMENTAL. Si deux forcts P
& Q (fig. 30) dont les directions font un angle droit,
agi(fent au méme inflant fur un mobile M ; que la force Q
Joit telle, que par fon ation inflantanée fur le mobile,
elle puiffe fenle lui faire parcourir MB dans un temps
déserminé comme d'une feconde; & la force P relle qu'elle
puiffe feule lui faire parcourir MD dans le méme temps;
je dis que par Uadlion compofée de ces deux forces s le
mobile M décrira , dans le méme temps , la diagonale ME
du parallélogramme DMBE qui a pour cités ces mémes

lignes MB, MD.

Puifque les deux forces agiffent aw méme inftant
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fur le mobile, on peut fuppofer qu’il étoit en mouvye-
ment fur la ligne P D, & qu'au moment ol il arrive
au point M, la force Q perpendiculaire & P D- vient
aagir fur lui; or felon ce qui vient d’étre dit (188),
cette force Q ne peut ni augmenter ni rallentir la vi-
tefle qu’il avoit pour s’¢loigner de Q B'; donc fi par
le point D on tire DE paralléle 3 MB, il faudra
qwau bout d’une feconde il fe trouve fur quelque
point de la ligne D E dont tous les points font éloi-
gnés de Q B, d’une quantité égale & M D.

~ Or le méme raifonnement que nous faifons pour la
force P A Pégard de la force Q, sapplique mot A
mot A la force @ par rapport A la force P ; donc fi
par le point B on tire B E paralitle 2 P D, le corps
doit, au bout d’une feconde, fe trouver fur quelque
point de B E. Mais il n’y a que le point E qui foit
tout a la fois fur DE & fur BE; donc le mobile,,
au bout d’une feconde, fera en E.,

- 1l eft d’ailleurs évident (150), que quelque route
‘que le mobile prenne par 'action inftantanée des deux
forces, elle doit étre une ligne droite; puifque dés
qu'elles ont agi, le mobile eft abandonné A ui-m&me;
donc puifque cette route doit paffer par M & par
£; elle doit étre ME, Ceft-a-dire, la diagonale du
parallélogramme D MBE. :

Ajoutons que le mobile décrit M £ 'un mouvement
03
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uniforme , phifque immédiatement apres l'aftion com-
pofée des deux forces, il eft abandonné a lui-

méme (150).

190. Puifque les deux forces P & Q agiffant cons
jointement fur le mobile, nont dautre effet que de
lui faire décrire la diagonale ME ; concluons done
1° qua deux forces dont les direftions font un
angle droit, on peut toujours en fubflituer une feule,
pourvu que celle-ci puifle faire parcourir au mobile,
la diagonale d’un parallélogramme reftangle, dont les
cOtés feroient décrits dans le méme temps chacun
{éparément par lation de la force dont il eft la
direétion,

La force unique ME qui réfulte de I'altion des
deux forces MB, MD , s'appelle la réfultante de ces
deux forces.

Comme les lignes MB, MD, repréfentent les
effets dont les forces Q & P font capables {épare-
ment , & ME celui dont elles font capables con-
jointement , on peut regarder MB , MD, ME
comme repréfentant ces forces elles-mEmes.

2°, On pourra donc, auffi, confidérer une force
unique quelconque ME, comme étant le réfultat de
deux autres forces MB, M D, dont les diretions

feroient entre elles un angle droit, pourvu que celle-la

SCD LYON 1




DE MATHEMATIQUES. 215

étant repréfentée par la diagonale ME, ces deux-ci
le foient par les cotés MB, MD d’'un méme paral-
lélogramme reftangle. On pourra donc a la force
unique M E , fubflituer ltes deux forces MB & M D;

puifque en effet ces deux forces ne produiroient que
ME,

191. En général, quelque angle que faffent entre
elles les directions des deux forces P & Q (fig. 31 & 32)
qui agiffent en méme temps [ur un mobile M ce mobile
décrira la diagonale ME du parallélogramme DMBE,
dont les cotés marquent fur les direilions de ces forces
les effers dont elles font capables [fparément : & il dé-
erira cette diagonale y dans le méme temps que par Uallion
de lune quelconque de ces deux forces, il eit décrie le
€0 qui repréfinte cette dernidre force.

En effet, concevons que par le point M, on mene
FMH perpendiculaire a la diagonale M E; & que
par les points D & B on méne les lignes DF, BH
paralleles , & les lignes D G, BI perpendiculaires &
cette méme diagonale. Au lieu de la force P repré-
fentée par MD diagonale du parallélogramme rec-
tangle FMG D, on peut ( 190) prendre les deux
forces MF & MG. Par la méme raifon, on peut,
au lien de la force Q repréfenice par la diagonale
MB du paralliélogramme reftangle MHBI, prendre
lesgleux forces MH & M1, On peut donc , aux deux

O 4
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forces P & Q, fubftituer les quatre forces M F, MG,
MH, MI ; & celles-ci ne peuvent manquer d’avoir
la méme réfultante que ces deux-1a. Or de ces quatre
forces, les deux MH, MF, ne contribuent en rien
3 la réfultante , parce qu'elles agiffent fuivant des
dire@ions oppofées, & qu’elles font égales. En effet,
il eft aifé de voir que les deux triangles DG M, EIB
font égaux, par la nature du parallélogramme ; donc
DG == B1; donc aufli MF = MH.

Quant aux deux forces MI, MG, comme elles
font dirigées fuivant une méme ligne , Peffet qui en
réfulte doit étre la fomme des deux effets MG, MI
(fig. 31), parce que ces forces agiffent dans le méme
fens; & doit étre leur différence (fig. 32), parce
qu’elles agiffent en fens contraires, Mais puifque le
triangle £ I B eft égal au triangle DG M; on a (fig. 31)
MI+ MG=MI+EI=ME ;& (fig.32) MI
— MG = MI — EI = ME; donc les quatre
forces MF, MH, MG, MI, & par conféquent les
deux forces MD, MB, n'ont dautre effet que la
force ME repréfentée par la diagonale du parallé-
Jogramme DM BE , dont les deux cotés MB, MD
repréfentent les deux forces Q & P, '

192. Nousavons, dans ce qui précede , repréfenté
les deux forces P & Q ( fig. 30, 31 & 32) par les
lignes MD , MB quelles feroient capables de-faige
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décrire dans un méme temps, au mobile M, c’eft-3~
dire, par les vitefles qu'elles peuvent lui communi=
quer ; quoique , felon ce que nous avons dit (158),
la mefure véritable des forces, doit €tre la quantité
de mouvement qu’elles font capables de produire,
Mais comme les quantités de mouvement (159) font
dans le rapport des vitefles, quand la mafle eft la
méme , ainfi que dans le cas préfent, on peut tous
jours prendre, comme nous P’avons fait , les vitefles
MD, MB, pour repréfenter ces deux forces,

Mais fi au lieu d’avoir immédiatement les vitefles
que les deux forces P & Q peuvent engendrer dans
le mobile M, on avoit les quantités de mouvement
quelles peuvent produire dans des mafles connues,
alors on prendroit MD & MB, dans le rapport
de ces quantités de mouvement. Par exemple, fi je
ne connoiffois les forces P & Q, que par ce carac-
tire 5 que la force P eft capable d’engendrer une vi-
tefle connue z, dans une maffe connue m; & que
la force Q eft capable d’engendrer une vitefle connue
#', dans une mafle connue 7/, alors je prendrois M D
*MB it mu: m'd, Car, felon ce que nous venons
de voir, il faut prendre MD : MB dans le rapport
des vitefles que ces deux forces peuvent imprimer au
mobile M ; or la premiére étant capable d’engendrer
la quantité¢ de mouvement mu, eft capable de donner
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au mobile M la vitefle %~ :{8 ); par la méme rai-
fon , 1a feconde, ou la force Q eft capable de donner

. Ly ’H" . .
au mobile M , la vitefle 57 ; il faudroit donc prendre

ﬂljﬂ, m’u’

MDi: MBoying s M;mais’%;-‘:—ﬁ-:: mu *
m'u’ ; donc il faut, en effet, faire MD : MB dans
le rapport des quantités de mouvement qui mefurent
les forces P & Q.

Cette réflexion eft utile pour comparer les effets de,
différentes forces appliquées a différens mobiles.

La propofition générale que nous venons de dé-
montrer ( 191 ), eft d’une trés-grande utilit¢ ; prefque
tout ce que nous dirons par la fuite , n'en fera qu'une
application.

193. On voit donc qu'il eft abfolument indifférent
de regarder un corps comme follicité par Pation
combinée des deux forces MB, MD (fig.31 & 32)s
qui font entre elles tel angle quon voudra , ou de
le regarder comme follicité par laétion unique de la
force repréfentée par la diagonale ME,

Et réciproquement , il revient abfolument au
méme, de confidérer un corps comme follicité par
une force unique ME, ou de le confidérer comme
follicité en méme temps par deux forces qui feroient
repréfentées par les cOtés d'un parallclogrammes
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dont celle-la feroit la diagonale. Par exemple, qu’un
corps parvienne de M en £, par un mouvement
uniforme , en une feconde de temps; ou bien
quil fe meuve fur la ligne MB, de manicre a la
parcourir dans une feconde de temps, & qu'en
méme temps cette ligne foit tranfportée paralléle-
ment 3 elle-méme le long de MD, & qu’elle par-
coure M D aufli dans une feconde, le corps dans
ce fecond mouvement fe trouvera, également, ne
décrire autre chofe que Ja ligne ME,

194. Les deux forces MB, MD fe rencontrant
aw point M, font néceffairement dans un méme
plan ( Géom. 177). Puis donc qu'elles ont pour
refultante la diagonale M E; qui eft dans le plan
du parallélogramme, on peut dire généralement , que
deux forces qui fe rencontrent , font towjours dans un

méme plan avec leur refultante,

De Ia Compofition & de la Décompofizion
des forces.

195. Non -feulement on peut, par le principe
que nous venons d'expofer, réduire & une feule,
deux forces qui concourent ; & décompofer une force
en deux autres ; mais on peut , en général, réduire
d une feule force, tant d’autres forces que I'on
voudra, lorfqu'elles font dans un méme plan, ou
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qu'elles fe rencontrent toutes en un méme point,
Et réciproquement , on peut décompofer une on
plufieurs forces, en tel autre nombre de forces que
Pon voudra,

196. Mais avant de faire voir comment on y
parvient , il faut obferver que lorfquune force P
(fg. 33) agit fur un corps, foit pour le pouffer,
foit pour le tirer, il importe peu a quel point de
Ja dire@ion de cette force, on fuppofe que fon
attion foit appliquée.

Par exemple, c'eft la méme chofe, que la force P tire
le corps C par le point P 2 laide d’une verge inflexible &
fans mafle, ou d'un fil inextenfible & fans mafle ; c'eft la
méme chofe , disje, qu'elle letire parle point P, ouquelle
le tire par le point 4, ou parle point B, ou parle point(,
ou quelle le poufle par tout autre point D li¢ avec ce corps.
Tant que fon a&tien s'exercera fuivant la méme direion,
elle aura toujours le méme effet. La diftance ne peut influer
quautant que Pa@ion de la puiffance fe tranfmettrais a 'aide
de quelque inftrument, comme lévier ou corde, dont la
mafle partageroit I'altion de la puiffance ; ce que nous exs
cluons ici.

Ainfi, fi deux forces P & Q (fig. 34) dirigées
dans un méme plan, fuivant les lignes 4 Q, BP
tirerit ou pouffent un corps par les deux points 4
& B; ce corps weft pas autrement follicité quil le
feroit , fi les deux forces le tiroient toutes deux par
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Jeur point de concours /, en reftant toujours diri-
gées de la méme manicre,

Cela pofé¢, venons A la compofition & 2 la dé-
compofition des forces.

197. Suppofons quatre forces P, Q, R, S (fig. 33)
dirigées fuivant les lignes OP, 4 Q, BR, TS toutes
dans un méme plan. Prolongeons d'abord , par la
penfée, la dire@tion P O, jufqu’a ce qu'elle rencontre
4Q, au point 4: & fuppofant que 4D, AE
font les efpaces que les deux forces P & Q pour-
toient refpeftivement faire décrire 4 un méme mo-
bile , dans un temps déterminé , comme d’une feconde;
fi Pon forme le parallélogramme 4EID, la dia-
gonale A I, repréfentera (191) leffort réfultant des
deux forces P & Q , & pourra par conféquent tenir
heu de ces deux forces.

Concevons maintenant , que 47 prolongé ren-
contre en B la direGtion BR de la force R; &
ayant pris B M égale & 41, fi Pon prend B F pour
Pefpace que la force R eft capable de faire décrire
en une feconde , au méme mobile que ci-deflus;
alors fuppofant la force 41 appliquée en B ; puifque
cette force eft repréfentée par BM = A1, de fon
concours d’action avec la force R, il réfultera une
force unique repréfentée par la diagonale BG du
parall¢logramme BM G F: cette force tiendra donc
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lieu de la force R & de la force 41; Ceft-d-dire,
tiendra lieu des trois forces R, Q & P.

Enfin concevons que BG prolongée, rencontre
en C, la dire@tion TS de la force §, & faifons
CK =BG ; fuppofons que CH repréfente l'efpace
que la force S peut faire décrire dans une feconde, au
méme mobile que ci-deffus ; alors concevant la force
BG , appliquée en C fuivant CG , & repréfentée par
CK ; du concours de cette force avec la force §, il
réfultera un effort unique repréfenté par la diago-
nale CN du parallélogramme CH NK. Cette force
tiendra donc lieu de la force § & de la force CK
ou BG; elle tiendra donc lieu des quatre forces
P,Q, R, S: elle eft donc la réfultante de ces

quatre forces.

On voit donc par-1a quon peut toujours, &
comment on peut réduire & une feule force, tant
de forces que lon voudra, lorfquelles font dirie

gées dans un méme plan.

198. Cet exemple fait voir en méme temps , com-
ment on peut , a une feule force , en fubftituer tant
d'autres que Pon voudra; & quelles conditions ces
autres doivent avoir.

Par exemple (fig. 35) au lien de la force unique BG,

on peut , en formant un parallélogramme quelconque BFGM,
dont BG foit la diagonale , prendre deux forces repréfentées
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par BF & BM. Et comme on peut fuppofer chacune de
ces deux forces appliquées 1 tel point de leur dire@ion que
Yon voudra, on peut tranfporter BM en A1, le point A
étant 2 telle diflance qu'on voudra de B, & former {ur 41
un autre parallélogramme quelconque AEID ; alors on
peut fubflituer a la force A4 I, deux forces repréfentées par
AE & AD ; enforte qua la force unique B G, on aura
fubflitué les trois forces BF, 4E, AD, qui produiront le
méme effet que celle-la.

199. Remarquons que puifqu’il n’y a d’autre condi-
tion pour déterminer les forces 4 D, AE , finon
quelles foient exprimées par les cOtés 4D, AE
du parallélogramme 4 DI E dont AT feroit la dia-
gonale , ce qui peut avoir lieu d’une infinité de
manicres, foit que le parallélogramme 4 DIE foit
dans le plan du parallélogramme FBEMG, ou quil
foit dans tout autre plan; on peut décompofer une
force quelconque B G, en tant d’autres qu'on you-
dra , & qui foient dans tels plans qu’on voudra.

Nous verrons par la fuite I'ufage de ces compo-
fitions & décompofitions de forces.

200. On voit, par Fexemple de décompofition
que nous venons de donner, qu’on peut aflujettir ,
fion le veut, quelquesunes des forces A paffer par
certains points donnés , & méme A &tre dune gran-
deur déterminée; A étre paralléles & certaines lignes
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données; en un mot, 2 fatisfaire 3 certaines condis

tions données.

Par exemple, fi I'on avoit une force repréfentée par lz
ligne 4 B (fig. 36) , & quon voulit fubflituera cette force,
deux autres, dont I'une paffit par un point donné O, fit
paralléle 2 une ligne donnée de pofitionS T, & fiit en méme
temps d’une certaine grandeur S K ; ceft-a-dire, telle qulelle
phit faire décrire SK 2 un mobile , dans le méme temps que
la force repréfentée par A B, feroit décrire au méme mobile
la ligne A B ; voici comment on fatisferoit a cette queftion,
daprés les principes précédens.

Par le point O , on meneroit O ¥ paralléle 3 ST, & qui
rencontreroit A B en quelque point 7. On prendroit VR=SK,
& V'Q = AB ; alors menant RQ, on lui meneroit par le
point 7, la paralléle ¥ H, que I'on termincroit en H, par
Ia ligne Q H paralléle 2 ¥R ; V'R feroit la force demandée,
& V H (eroit celle qui, conjointement avec V'R, tiendroit
lieu de ¥ Q ou de A4B.

La folution que nous donnens ne cefle d'avoir lien que
lorfque la ligne ST eft parallélea 4 B ; mais on verra dans
peu, ce quil y a a faire dans ce cas.

201. Remarquons que puifque les deux forces
compofant P & Q (fig- 31 & 32) étant repré-
fentées par les deux cotés MD, MB du parallé-
logramme D MBE, leur réfultante doit néceflaire-
ment étre repréfentée par la diagonale ME du
méme parallé¢logramme, on a, en nommant R cette
réfultante, P : R::MD: ME , & Q:R:: MB:
ME,
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ME, Ceft-a-dire, P: Q: R:: MD : MB : ME,
ou (Acaufeque MD=BE) ;:: BE: MB: ME.
Or dans le triangle MBE, on a ( Géom, 303)
BE:MB:ME:: finn BME ; fin. BEM:fin.MBE ;
ou a caufe des paralleles BE & MD qui donnent
. langle BEM= D ME , & Vangle MBE fupplé-
 ment de BM D, & par conféquent ( Géom. 279 )
fin. MBE = fin. BMD, on a BE : MB : ME
2 fin. BME : fin. DME : fin. BMD ; donc

P:Q:R:: fin. BME : fin. DME: fin.BMD ;
ol 'on voit que fi 'on fuppofe la force P expri-
mée par fin. B ME , la force Q le fera par fin. DM E;

la force R le fera par fin. BM D ; Ceft-d-dire, que

dax forces compofantes & leur réfultante , peuvent tou=
Jours étre repréfentées 5 chacune , par le finus de [ ‘angle

compris entre les diretions des deux autres.

Ainfi, on peut employer indifféremment pour
repréfenter les forces , ou des lignes prifes fur leurs
directions , ou les finus des angles compris entre
leurs direCtions , pourvu quon prenne pour cha-
cune,, le finus de I'angle compris entre les direQions
des deux autres.

Cette dernicre mamiere d’exprimer les forces , a
aufli fes avantages particuliers, comme nous le
verrons par la fuite,

202. Si du point M comme centre (fig 37 €38),
Mecanique, 1" Partie, “p
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& d’un rayon quelconque ME', on décrit Parc de
cercle HE'G qui rencontre en G & H les direc-
tions , prolongées , des forces P& Q; & que du
point E' on mene E'F, E'I perpendiculaires fur
MD, MB; & du point H, HL perpendiculaire
fur MD. 1l eft facile de voir que E'F, E'I, HL,
font refpe@ivement les finus des aggles D ME,
BME & BMD ; on a donc P: Q: R:IET:
E'F.HL,

203. Conceyons maintenant que les diretions des
deux forces P & Q (fig. 39 & 40), paffant conf-
tamment par deux points fixes K & N, leur point
de concours M séloigne de plus en plus; il eft vi-
fible que les finus des angles BME, DME &
BM D diminueront de plus en plus (*); quepar
conféquent- ils approcheront , de plus en plus, de
{e confondre avec les ares E'H, E'G , G H; donc
fi le point M s¢loigne a Vinfini, E'F, E'I & HL
fe trouvent tous appliqués fur arc G H qui devient
une ligne droite perpendiculaire aux deux lignes
MK & MN, qui pour lors font parallcles entré
elles & 4 la ligne ME; & puifqu'on a toujours
P QR E'[+ E'F; HL ; HL devenant alors
égaleéE’I—F-E'F(ﬁg.g_g)&=E’I——E’F(ﬁg.4o),

obtus , eft le méme que celut
de fen flupplément,

(*) 1l faut fe rappeler (Géom.
279) que le finus d'un angle
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il s’enfuit que lorfgue deux forces P & Q (fig. 41 & 42)
ont des directions parallles, 1°. leur réfultante leur eft
parallile, 2°. Que [i on tire une ligne F 1 perpendicuilaire
d ces directions , chacune de ces forces eft repréfentée par
la partie de cette perpendiculaire , comprife entre les
direcions des dewx aures. 3°. La réfultante eft égale a
la fomme des deux compofantes , lorfque celles-ci agiffene
dans un méme fens; & égale & leur différence , lorf=
_ qu'elles agiffent en [ens contraires.

204. Puifque ona (fig. 41 & 42) P: Q:
R:UEI.:FE:Fl,onadonc?:Q::EI:FE
&P :R:EI * FI,ceft-d-dire, que, des deux
wmpofantes paralltles , & leur réfultante, deux quel-
‘g:on_qrms Jont toujours entre elles réciproguement comme
ks deux perpendiculaires menées fur leur diredion, d'un

méme point pris fur la direition de la troifidme.

205. Si l'on tire arbitrairement la ligne 4B C,
on aura (Géom. 102) BC: AB: AC 22 EJ -
FE : FI1. On aura doncaufi P: Q: R:: BC:
4B: 4C; Ceft-a-dire, qu'en général, /£ Lon coupe
ks -directions de deux forces paralidles , & de leur réful
tante , par une ligne droite menée comme on le voudra
thacune de ces forces peut toujours éure reprifentée par
la pariie de cette droite , comprife entre les direitions des
deux: autres,

206, De-la il eft aifé de conclure comment on
P2
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doit sy prendre pour trouver la réfultante de plu-
fieurs forces paralléles ; & réciproquement , pour
fubftituer A une force quelconque, tant d’autres
forces paralltles que on voudra.

Par exemple, sagit-l de réduire 3 une fenle, les deux
forces P & Q (fig. 41) qui agiflent dans le méme fens.
Je méne la ligne quelconque A BC: la réfultante R doit
érre égale 3 P+ Q(203): il ne sagit donc que de trouver
le point B, par ou elle doit pafler. Or (205) ona
P2 R::BC: AC;ceft-d-dire, P:P4Q::BC:AC
il faudra donc prendre entre les deux points A& C,un

point B tel que l'on ait BC:-’;—,X—_’_»%‘.

§i les deux forces agiflent en fens contraires ( fig. 42),
%a réfuleante fera égale a leur différence (203 ), c'eft-a-dire,
fera P—Q, ou Q—P. Suppofons P plus grand que Q.
Ayant tiré arbitrairement 1a ligne A C, il faudra la prolonger
au-dela de A par rapporta C d'une quantité 4 B , telle que
Tonait P2 R BC:T AC(205),0uP P—Q: BCLA4G

Ceft-i-dire , quiil faudra prendre BC = %_’:__AE.

Si Q étoit plus grand que P, le point B feroit fur le
prolongement de AC, au-deld de C par rapport a 4.

207. Si Ponavoit une troifidme force K (fig. 43 ; alors,
aprés avoir trouveé la réfultante R des deux forces P& Q,
on chercheroit la réfulante § des deux forces R & K,
u que ces deux-cij c'eft-a-dire, pré-

comme sl n'y avoit ¢
enfeigner dans larticle prés

cifement comne on vient de I’
cédent.
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208. Donc réciproquement, fi on vouloit dé-

compofer une force quelconque R, en deux autres
qui lui fuffent paralicles (fig. 41 & 42).

On prendroit arbitrairement une ligne P F paralléle 2 Iz
dire@tion de la force R; & ayant pris cette ligne pour la
diretion de l'une des compofantes, on prendra arbitrairement
pour la valeur de cette compofante , une quantité quelconque
P plus petite que R, fi l'on veut que les deux compofantes
agiffent de part & dautre de la force R; alors la feconde
compofante , que j'appelle Q, doit étre égale a R—P;
& pour aveir fa pofirion, il ne s'agit plus que de mener
la ligne quelconque CB A4, & de prendre fur le prolonge-
ment de 4B, la partie BC telle que lon ait Q : P I2
AB : CB; fi par le point € on méne Q C paralléle &
RB, ce fera la direftion de la force Q.

Mais {i I'on veut que les deux compofantes foient d’urm
méme cOté, auquel cas elles doivent agir en fens contraires ;.
alors on peut prendre pour P, une quantité quelcongue ,
plis petite ou plus grande que R, & ayant pris une ligne P F~
(fiz. 42 ) paralléle a R B, pour la direftion de P, on prendra
fur la ligne quelconque B A4 C, le point C de maniére que
Yonait P— RouR — P: Ry AB: AC: le point € fera
celui par ol doit pafler la force Q parallcle a la force don-
née R: & ce point C fera au-dela de 4 par rapport a B,
fi P eft plus grand que R; au contraire, fi P eft plus peric
que R, il fera entre 4 & B,

209, Ce que nous difons ici de la force R, i I'égard de&
fes compofantes P & Q, pouvant évidemment sappliquer
chacune de ces deux-ci ; on voit donc comment on peus

P3
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fubftituer A une force quelconque, tant d'autres forces que
Yon voudra, dont les dire&ions foient paralléles.

Des Momens , & de leur ufage pour la com-
pofition & la décompofition des forces.

210. Ce que nous venons de dire, fuffit pour
compofer & décompofer les forces, quelques direc-
tions & quelques valeurs qu'clles aient, au moins
quand elles agiffent dans un méme plan. Mais les
différentes fortes de mouvemens que nous auronsa
confidérer, exigent des moyens plus fimples & plis
expéditifs pour déterminer la réfultante des forces &
fa dire@ion : nous allons nous en occuper attuelles
ment,

211. Si d'un point quelconque ¥ ( fig. 44 & 43)
pris dans le plan d’un parallélogramme quelconque ABCD,
on méne les lignes FE, FH, FG perpendiculaires fur les
co:ds contigus AB, AD & la diagonale AC; la fomme
des produits de chaque perpendiculaire., par le coté fur Lequel
elle tombe , fera égal au produit de la diagonale par la
perpendiculaire \qui- tombe fur elle , lorfque le point F
(fig. 44) ne fera ni dans Uangle BAD , ni dans Jon
oppofé au fommet. Au contraire ( fig. 45 ), [i le point F
¢ft dans l'angle BAD , ou dans fon oppofé au fommet,
ce fera la différence des produits de chaque perpendiculaires
par le coté fur lequel elle tombe, qui fera égale au produit
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de la diagonale par la perpendiculaire qui tombe fur cette
diagonale.

Prolongeons le c6té B C jufqu’a ce quil rencontre
en I, la perpendiculaire F H ; menons les lignes F4,
FB,FC, FD. Letriangle FAC (fig, 44) eft = FAB

4+ ABC+ FBC—FAB 4+ ADC+ FBC. Or,
ACx FG

1°% le triangle FAC =

FAB — i’?:—”:. 3°. Le triangle 4 D Cayant 4 D
AD x IH

3 .
BCx FI__ ADxFI;donc

. 2°% Le triangle

pour bafe , & IH pour hauteur, eft =

4°. Le triangle FBC —

ACx FG ABxFE . ADxIH . ADx FI
= o = 5 - =
IH + FI == FH; donc, & en doublant tout, on
aAdCX FG=AB X FE + AD x FH,

.‘ Dans la figure 45, le triangle FAC = ABC —

FAB — FBC=—=ADC—FA4B — FBC(; ceft-a-

dire, 4CxFC __ADxIH ABxFE__ BCxFI,
]

& 2 2 R

; or

ou (en faifant attention que BC = A D, & que
IH — FI—=FH, & en doublant tout) ona 4C
XFG= AD x FH— 4B X FE,

212. Puifque nous avons démontré ci-deflus, que
deux forces quelconques, & leur réfultante, peuvent
étre repréfentées par les cotés & la diagonale d'un
parallélogramme formé fur leurs direftions; con-
¢luons donc que fi P & Q (fig. 44 & 43) font deux

Py
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orces repréfentées par les lignes 4B, 4D, auquel
cas leur réfultante R fera repréfentde par AC; con-
cluons, dis-je, que fi 'on prend hors de 'angle BAD
& de fon oppofé au fommet , un point quelconque F,
dans le plan de ces trois forces, on aura toujours R x
FG = Q x FH + P x FE; & que lorfque le
point F fera pris dans langle B4 D ou dans fon
oppofé au fommet, on aura toujours R X FG =
Q x FH — P x FE.

213. Le produit d’une force par la diftance de fa
dire@ion 2 un point fixe , eft ce qu'on appelle le
moment de cette force. Ainfi Q X FH, eft le mo-
ment de la force Q; R X FG, eft le moment de
la force R.

214. Comme les forces seftiment (158) parla
quantité de mouvement, Ceft-2-dire, par le produit
dune mafle déterminée , multiplide par la vitefle
qu’elles font capables de communiquer & cette mafle;
le moment d’une force quelconque, a donc pour va-
leur, le produit d'une maffe , par fa vitefle , & par la
diftance de fa dire@ion & un point fixe.

215. Si on congoit que les perpendiculaires FH,
F G, FE, foent des lignes inflexibles & fans maffcs,
lides entre elles & fixées au point F de maniére a ne
pouvoir que tourner autour de ce point ; & que les
forces P, Q & leur réfultante R, {oient appliquées
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aux extrémités £, H, G ; on voit que (fig. 44)
ces trois forces tendent toutes a faire tourner le fyf-
téme dans un méme fens autour du point F; &
(fg- 43) les deux forces Q & R tendent a faire
tourner le fyftéme dans un fens différent de celui
felon lequel la force P tend A le faire tourner.

On peut donc dire que e moment de la réfultante,
pris par rapport a un point fixe quelconque F , eff toujours
égal ala fomme ou a la différence des momens des deusx
¢ompofantes , [elon que celles-ci tendent a faire tourner
dans un méme fens , ou dans des fens oppofés , autour

de ce point fixe.

216. De-1d, on peut conclure en général, que
quelque nombre de forcesP, Q, S, T, &c. (fig. 46)
que Lon ait ; quelques grandeurs, & quelgues direions

q@elles aient , pourve quelles foient toutes dans un méme
plan ; le moment de la réfultante de toutes ces forces , pris
par rapport a tel point F qu’on voudra , pris dans ce plan ,
Jera toujours égal a la fomme des momens des forces qui
tendent a faire tourner dans un fens autour de ce point
moins la fornme des momens de celles qui tendent a faire

tourner en fens contraire.

En effet, fi 'on fuppofe que r foit la réfultante
des deux forces P & Q dirigées fuivant 4P & EQ;
7 celle de r & de § qui agit fuivant GS ; & enfin R
cellede / & de T, qui agit fuivant DT; que I'on
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fuppofe , de plus, que m foit le moment de 7; m'
celui de 7. Alors en abaiffant les perpendiculaires F4,
FE,FG,FD, FB fur les compofantes P, Q, §,
T & leur réfultante R; onaura 1°. m=P X AF 4
QXEF. 2°m' =m—SXFG. 3°.RX FB=
m — T x F D; donc ajoutant ces trois équations,
& détruifant les quantités femblables qui fe trouve-
ront dans chaque membre , onaura RX FB =P x
AF+Q><EF—S><FG——T><FD;oitl’on
voit que les momens des deux forces T & S qu
tendent 2 faire tourner de droite & gauche, font, en
effet, de figne contraire A ceux des forces P & Q,
qui tendent 2 faire tourner de gauche a droite.

217. Si le point F étoit fur la direftion méme dela
réfultante,, le moment de cette force feroit alors zéro;
donc puifqu’il eft égal 2 la fomme des momens des
forces qui tendent A faire tourner dans un fens, moins
la fomme de celles qui tendent a faire tourner en fens
contraire , il faut en conclure que la différence de ces
deux fommes de momens pris par rapport a un point
quelconque de la réfultante , eft zéro.

Et réciproquement fi la fomme des momens de ple
freurs forces qui tendent & faire tourner autour d’un point,
moins la fomme des momens de celles qui tendent a faire
tourner en fens contraire autour de ce méme point, eft éros
il faut en conclure que la réfultante paffe par ce point. -
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218. Puifque ces propofitions font généralement
yraies , quelques angles que forment entre elles les
dire&ions des forces, elles le font donc auffi, lorfque
les forces forment entre elles des angles infiniment
petits, ou, ce qui revient au méme, lorfque les di-
reftions des forces font parallcles entre elles.

219. De-12 1l eft aifé de déduire une méthode fort
- fimple pour avoir la pofition & la grandeur de la ré-
fultante de tant de forces que 'on voudra , loriqu’elles
agiffent toutes dans un méme plan,

Suppofons d’abord qu’elles font toutes paralleles
entre elles; & pour ne point compliquer inutilement
cette recherche, fuppofons qu’il n’y ait que trois
forces; il fera faci'e d’en conclure ce qu’on doit faire
pour un plus grand nombre.

Soient donc trois forces connues P, Q, § (fig. 47),
dont les deux premicres agiffent fuivant 4P, BQ,
& la derni¢re agit fuivant CS. Ayant tiré¢ arbitrai-
rement une ligne quelconque FABC perpendicu-
laire aux dire&tions 4 P, BQ, &c., on imaginera
que le point D eft celui par ol doit pafler la réful-
tante R, Alors zyant pris arbitrairement un point F

fur FABC, on aura, fuivant ce qui précede, P X
AF 4+ Qx BF—S X CF= R xX DF; or les dif-
tances AF, FB, FC & les forces P, Q, § étant
connues, il feroit trés-facile de tirer de cette équation
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Ia valeur de la diftance DF & laquelle paffe la ré-
fultante , fi la valeur de cette réfultante R €toit con-
nue. Voyons donc quelle eft la valeur de cette ré-
fultante,

Prenons un autre point F' fur le prolongement de
AF; le méme principe nous donnera P X 4 F' 4
QX BF — 8 X CFl=R x DF, Or fide
cette feconde équation , on retranche la premicre,
& quon fafle attention que AF' — AF = FF,
BF — BF = FF,CF — CF=FF, DF -
DF — FF', on aura P X FF' 4+ Q X FF —
S X FF' =R x FF'; ceft-a-dire, en divifant tout
pir FFl, P+ Q—S=R

Mais fi Pon fait attention au raifonnement que
nous venons de faire, il eft facile de voir qu’il ne
dépend nuilement du nombre des forces; mais quil
eft applicable quel que foit le nombre de ces forces,
On doit conclure, en général, que la réfultante de tant
de forces paralles que Uon voudra, efl égale a la fomme
de celles qui agiffent dans un fens , moins la fomme de
celles qui agiffent dans un fens contraire.

Si dans Péquation P X AF + Q X BF — 8
X CF=R x DF, trouvée d’abord, on met pour
R fa valeur P 4+ Q — § que nous venons de trou=
ver,on awra PX AF 4 QxXBF — S X CF=
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(P+Q—S) x DF; dol l'on tire DF=
PxAF + Q_xBF—-SxCF
P+Q0—5
que le raifonnement par lequel nous parvenons i ce

; doli , & ayant égard i ce

réfultat, ne dépend pas du nombre des forces , on
conclura généralement que,

Pour favoir & quelle diflance dun point donné, paffe
la réfultante de plufieurs forces paralldles; il faut , de
la fomme des momens des forces qui tendent a faire tourner
dans un fens,retrancher la fomme des momens des forces qui
tendent a faire tourner dans un fens oppofé, & divifer le refle
par la fomme des forces qui agiffent dans un fens , moins

la fomme de celles qui agiffent en fens contraire (*).

220. Si le point F, que I'on a pris d’abord arbi-
trairement , fe trouvoit avoir ¢été pris fur le point
D méme, par lequel pafle la force réfultante; alors

la diftance D F étant zéro, fa valeur..........

PxAF+ QuxBF-SxC —PxAD+Q_1<BD-SxCIJ
PrQ—3 PLQ0—3

( parce que la force P tend a faire tourner autour du

F . .
quidevient

(*) 11 ne faut pasconfondre | momens. Par exemple, les denx
les forces qui agiffent dans des | forces Q & §( fig. 47) agiffent en

fens oppofés , avec celles qui
tendent & faire tourner dans des
fens oppofés. Deux forces qui
lgiﬁenf dans des fens oppofés ,
tendent fouvent a faire tourner
dans le méme fens ; cela dépend
du point relativement auquel on
sonfidére la rotation , ou les

fens oppofés ; mais elles tendent
toutesdeux afaire tournerla ligne
B € dans un méme fens, autour
d'un point pris entre 5 & C; & fi
on confidére la rotation , par rap-
port au point F, la force 0 tend &
faire tourner CF, en {ens contraire
de ce que tend 4 fairela force S,
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point D. en fens contraire de la force Q) feroit
zéro ; on auroit donc — P X 4D +QxBD—
§ X CD=o0; & comme le point F que l'on avoit
pris d’abord arbitrairement , pouvoit &tre plus haut
ou plus bas felon qu'on auroit voulu, enforte que
le point D n’eft pas cenfé étre plutot fur un point
de la dire@ion de la réfultante R , que fur tout autre
point de la méme direétion , il senfuit générale-
ment que ,

Les momens de plufieurs forces paralleles pris par
rapport & un point quelconque de la diretion de la réful-
tante , font tels que la fomme des momens des forces
qui tendent @ faire tourner dans un fens eft toujours
égale a la fomme des momens de celles qui tendent a

faire tourner en fens contraire.

221. Donc, en prenant avec des fignes contraires
les momens des forces qui tendent a faire tourner
dans des fens oppofés , & prenant aufli , avec des
fignes contraires , les forces qui agiffent dans des
fens oppofés , on peut dire généralement,

1°. La réfultante de tant de forces paralleles que
Lon voudra, eff toujours égale a la fomme de toutes
ces forces. 2°. Certe réfidtante, qui leur ¢fl parallile,
paffe par une fuite de points dont chacun a cette pro=
priéeé , que la fomme des momers par rapport a ce point

efl yéro.
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Nous ferons le plus grand ufage de ces principes,
& nous verrons dans peu, avec quelle facilité on
en déduit la pofition du centre de gravité des corps,
Paflons aux forces dont les direétions font des angles
entre elles.

222, Soient donc (fig. 48) tant de forces P, Q,
§, &c. que l'on voudra , toutes dirigées dans un
méme plan. Que la force P agiffant fuivant 4P,
foir repréfentée par 4 B ; la force Q, agiffant fui-
vant £Q , foit repréfentée par £G; la force §,
agiffant {fuivant 7§ foit repréfentée par IL. Par un
point T pris arbitrairement dans le plan de ces forces,
concevons deux droites indéfinies TE', TE" faifant
entre elles un angle quelconque ( que pour plus de
fimplicité nous fuppoferons droit ) ; & concevons les
forces 2, Q, §, ou 4B, EG, IL, décompofées,
chacune, en deux autres, dont Pune foit parallele
ala ligne TE'; & lautre parallele 3 la ligne T £7,
& qui par conféquent ( 193) doivent étre repré-
fentées , chacune , par le cté correfpondant du paral-
lélogramme , dont la diagonale repréfente la force
principale, Il eft clair, par ce qui précede(219),
que les forces 4 D , EF, IM(*) étant paralléles,
auront pour réfultante une force unique # 0 qui leur

(*) Ne perdons pas de vue ce | nous entendons queleslignes 43,

quenousavons dit (192). Parcette | £G, 8ic. font entre elles comme
expreflion les forces AB, EG, 8c. | les quantités de mouvement que

SCD LYON




240 Ciputh R 58

fera paralléle, dont la valeur fera /D EF —IM,

& qui paffera & une diftance 77/, telle que

s oA DN A A+ EFXEE'—IMxII'
g i AD +EF—IM L

Pareillement , les forces AC, EH, IK, psral-
1oles & TE" fe réduviront toutes a une feule N qui
leur fera parallele , qui feraégalea ACH+EH +IK;
& qui (en fuppofant que / foit le point ol la
dire@ion de cette force rencontre celle de la force

Ov ) paffera a une diftance 7 7" , telle que

p oy — A€ xAA" + EHxEE" + IK x II"
; e AC+EH+IK g

Cela pofé , les forces P, Q, § & leurs dire&tions
( Ceft-a-dire, lesangles quelles font avec des lignes
fixes & connues , telles que TE' & TE", ou avec
leurs paralltles) , étant fuppofées connues, oncon=
noit dans chacun des triangles B4 D ,GEF,IKL,
Phypothénufe & les angles; il fera donc aifé de
déterminer les lignes 4D, EF,KL ou IM, &
les lignes B D ou ACs FGou EH, & IK ;par-ld
on connoitra les valeurs des deux réfultantes 4D +
EF—IM,& AC+EH+IK. D’ailleurs comme
on ne peut manquer de connoitre les diftances 4.4/,

les forces P, Q, &¢. peuvent quantités de mouvement qui font
produire dans les mafles aux- | aux quantités de mouvement re=
quelles elles font appliquées. Il | préfentées par 4 B, E G, comme
en eft de méme des forces AD,| AD & EF fonta AB& EG
EF, &c. ; nous entendons des | refpedtivement,

AL
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AA"; EE', EE", &c. puifqwon ne peut ignorer
la pofition des points 4, E, ol I'on fuppofe les
forces appliquées , on connoit donc toutes les quan=
tités qui entrent dans expreflion des diftances ¥ 77 &
V7", 1l fera donc facile de déterminer le point 7,
olt fe rencontrent ces deux forces réfultantes. Prenant
donc VO=AD4 EF—IM, & VN=AC +
EH+ 1 K, & formant le parallélogramme O VN X,
on aura la diagonale X pour la réfultante R des
deux réfultantes paralleles & TE' & TE", Cleft-2-
dire , pour la réfultante de toutes les forces propofées.

Des forces qui agiffent dans des plans différens.

1::;. Soient trois forces P, Q, S (fig. 49),
dirigées fuivant les lignes 4 P, BQ, CS paralltles
entre elles, mais fitudes dans différens plans.

Concevons un plan X Z auquel les trois droites
4P, BQ,CS foient perpendiculaires , & un autre
plan Z» auquel elles foient parallcles : que 4,
B, C foient les points olt ces lignes rencontrent le
plan X Z.

Les deux forces P & § font dans un méme plan
dont P'interfeltion avec le plan X Z, eft la droite
AC, Ces deux forces peuvent donc €tre réduites &
une feule R' = P~ §, qui leur foit paralléle, &

Meécanique, I, Partie, *Q
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qui paffera par un point D, tel que (220) Pon aura
PxAD=S8xCD.

Les deux forces R’ & Q font dans un méme plan
dont linterfe&ion avec le plan X Z , eft BD ; elles
peuvent donc étre réduites & une feule R qui fera
égale 2 R'+ Q, Ceft-a-dire , =P+ S+ Q, qu
leur fera parallele, & qui paffera par un point E,
tel que V'on aura R'x DE = Q X BE. Dou, &
de ce qui a été dit ci-devant, il eft aifé de conclure,
en général , que tant de forces que L'on voudra , dont
les direitions font paralliles , [¢ réduifent toujours a une
feule égale a la fomme de celles qui agiffent dans un fens,
moins la fomme de celles qui agiffent en fens contraires;
& cela ; foit qu'elles foient toutes dans un méme plan,
foit quell:s foient dans des plans differens.

Voyons maintenant plus particulierement comment
on détermine par ot pafle cette réfultante.

Si des points 4, D, C, B, E on meéne les lignes
A4 ,DD',cC', BB ,EE' perpendiculaires fut
Pinterfection commune des deux plans X Z & Z 73
3 caufe des paralleles 44', DD', CC', on aurd
ADCD v D CDok Péquation P x AD
= §x CD que nous venons de trouver, donne
AD:CD::S:P;donc4'D': c'p S Py

- & par conféquent Px A' D=8 X C' Dl
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Pareillement , les parelitles DD/, EE', B B
donnent DE : BE :: D'E' : B'E'; or Péquation
R x DE= QX BE, que nous avons pareillement
trouvée ci-deflus, donne DE:BE::Q:R';
donc D'E': B'E' :: Q : R':: Q: P+S; donc
(P+S)XD'E=QxBE.

Prenons maintenant dans l'interfeétion Z T des
deux plans, un point fixe T, & cherchons la diftance
TE' de ce point, au point E' qui correfpond au
point E par lequel paffe la réfultante. Il eft clair que
AD =TD —TA',C'D =TC' —TD', D'E'
=TE' —TD', BE' = TB — TE'. Subftituons

.ces valeurs dans les deux équations P x 4' D' —
SXC'D' & (P+S)XD'E =QxB'E', nous
aurons PXTD'—PxTA'=SxTC' —SxTD/,
&(P+S)XTE —(P+S8)TD =Q xTH —
QX TE' Or, de ces deux équations , la premidre
donne ( P +8)TD' =PxXTA+S8 xXTC;{ubfli-
tuant cette valeur dans la feconde , on a (P+S8)x
TE —PxTA —SxTC'= Q)(TB’—— OXTE;
raflemblant donc tous les termes multiplids par T £/,
onaura (P+Q+ S)XTE s=PXTA+QxTBH

. PxTA'+OxTB'+Sx T¢
I ) >
+8SXTC/.Doutlontire TE = PrQ+s s

Or cette expreflion de la diftance TE', eft pré-
cifément celle que I'on auroit pour trouver la diftance
a laquelle pafferoit la force réfultante, fi les trois

Q2
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forces P, Q, § étoient toutes trois dans le plan
Zv , & pafloient par les points 4', C", B', cor-
refpondans aux points 4, C, B par lefquels elles
paflent réellement. Donc hlon congoit la droite TX
perpendiculaire au plan Z#”, on trouvera la diftance
TE' de la réfultante R, & cette droite, en prenant
la fomme des momens ( *) & Pégard de cette
droite, comme fi toutes les forces, fans changer
de diftance A cette méme droite, ¢toient toutes dans
le plan Z 7 auquel elle eft perpendiculeire 3 &
divifant cette fomme de momens par la fomme des

forces.

1 ne refte donc plus, pour fixer le point £, que de
connoitre la diftance EE’, ou (en menant E E" pa~
ral'éle 3 Z T) la diftance T E” & laquelle cette méme
force pafle , & Pégardde Z T, Or il eft clair , d’apres
ce que nous venons de dire fur la diftance TE’,
que pour avoir la diftance TE", il faut, de méme,
concevoir un plan paffant par XT, & parallele
aux direCtions des forces: prendre la fomme des
momens & Tégard de TZ qui eft linterfetion de ce
(*) 1l faut obferver ici, & qui tendent & faire tourner en
pour la fuite , que par le mat gé- | fens oppofés, On doitde méme,
néral fomme des momens , ou |par ce mot Jomme des forces,
doit entendre la fomme des mo- | entendre la fomme de celles qui
mens des forces qui tendent & | agifient dans un fens , moins l2

faire tourner dans un fens , moins fomme de celles qui agiflent dans

Ia fomme des momens dgs forces | l'autré,
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plan avec Te plan Z 77 ; prendre , dis-je, la fomme
des momens A P’égard de TZ, comme fi toutes les
forces , fans changer de diftance au plan Z 7, étoient
toutes dans le plan X 77; & divifer cette fomme
de momens, par la fomme des forces. Alors on aura
tout ce qu’il faut pour fixer le point E par ol pafie
la réfultante,

224. Confidérons maintenant les forces dont les
dire&tions ne font ni dans un méme plan, ni pa-
ralleles,

Soient (fig. 50) P, Q, R trois forces dirigées
fuivant les lignes 4P, BQ, CR fituées dans des
plans différens. Concevons un plan quelconque X Z ,
rencontré en H, par la dire&tion 4P ; en F, par
la diretion BQ; & en L, par la dire®ion CR.
Comme on peut ( 196) fuppofer une force appliquée
a tel point que I'on veut de fa dire@ion , Jimagine ces
trois forces appliquées aux points 7, F, L & repré-
fentées par les lignes H#, FT, LK prolongemens
des lignes 4P, BQ, CR, au-deflous du plan X Z.
Concevons encore que par lesdroites £ H, BF,CL,
on ait mené des plans perpendiculaires au plan X Z, &
dont les interfeétions avec celui-ci , foient les droites
GHN,EFY,DLM. Celapofé, il eft évidentque
je puis décompofer chacune de ces forces en deux

Q13
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autres , dont Iune foit dans le plan X Z , & Tautre
foit perpendiculaire 3 ce méme plan. Par exemple , je
puis décompofer la force H 7, en une force dirigée
fuivant HN, & une autre force dirigée fuivant H0
perpendiculaire au plan X Z. Enforte, quaux trois
forces HV, FT, LK ,je puis fubftituer les fix forces
HN,FY, LM, HO, FS, LI, dont les trois
premicres font dans le plan X Z, & les trois der-
niéres font perpendiculaires 3 ce méme plan.

Or on peut, par ce qui a été enfeigne (222 )%
réduire les trois forces HN, FY, LM A une feule
qui fera auffi dans le plan X' Z. Et par ce qui vient
détre dit (223 ) on peut réduire les trois forces
HO, FS, LI, A une feule, qui fera perpendicu-
laire au plan X' Z. Donc en général , quelque nombre
de forces que Pon ait , & quelques direitions que ces forees
puiffent avoir ; on peut toujours les réduire a deux tout
au plus , lune dirigée dans un plan connu & lautre

perpendiculaire a ce plan.

225. Quoique la démonfiration de cette propo-
firion ne paroiffe applicable qu'au cas ou toutes les
forces rencontrent le plan XZ qu'on a choifi, il
eft cependant facile de voir qu'elle a généralement
lieu, car fi on congoit qu’apres avoir réduit A deux,
toures les forces qui rencontrent ce plan, on vient 2
changer la pofition de ce dernier, fans qu'il cefle
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de rencontrer ces deux réfultantes (ce que 'on peut
toujours ), alors on pourra toujours lui trouver une
pofition propre  rencontrer les directions de celles
qui lui étoient d’abord paralléles.

226. Il n’en eft donc pas des forces dirigées dans
différens plans , comme de celles qui font toutes diri=
gées dans un méme plan, Celles-ci peuvent toujours
ftre réduites 2 une feule, ainfi que nous l'avons vu.
Mais celles-13 fe réduifent 3 deux, qui ne peuvent
étre réduites & une feule, que dans le cas ol la
réfultante des forces qui agiffent dans le plan XZ,
rencontreroit celle des forces perpendiculaires au
méme plan,

227. On peut donc, par ce moyen, trouver les
deux réfultantes de tant de forces que I'on voudra,
lorfque ces forces font dirigées dans des plans diffé-
rens. Mais quoique ce moyen puiffe &tre utile, dans
beaucoup de cas, il n'eft cependant pas le plus com-
mode pour la réfolution de beaucoup de queftions ;
ceft pourquoi nous allons en enfeigner un autre,

Soit donc P (fig. 51) P'une quelconque des forces
propofées, & A B la ligne qui peut la repréfenter.
Soit X un point fixe quelconque ; XLy X¥F 5 XT
trois droites perpendiculaires entre elles. Si fur 4 B,
comme diagonale , on forme le paralié¢logramme rec-
tangle 4 D BC, dont le plan foit perpendiculaire

Q4
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au plan ¥ XT, & dont le c6té BC foit parallcle
A X Z; qulenfuite {ur BD comme diagonale , on
forme le parallélogramme reétangle DFBE dont le
plan foit parallcle au plan YXT, & dont les cOtés
BF, BE foient parallcles aux droites XT, XY ;
il eft clair 1° qu’a la force 4 B, on peut fubftituer
la force B Cparalléle & XZ , ou perpendiculaire a
plan ¥ X T, & la force BD parallele & ce méme
plan. 2°. Qua cette force BD, on peut fubflituer
la force BE paralléle d XY, ou perpendiculaire au
plan ZXT, & la force BF paralicle a XT ou
perpendiculaire au plan Z X ¥ ; enforte que la force
Pou 4B, fe trouvera décompofée en trois forces
paralléles & trois lignes perpendiculaires entre elles,
ou, ce qui revient au méme, fe trouvera décom-
pofée en trois forces perpendiculaires @ trois plans
qui feront perpendiculaires entre eux.

Or, ce que nous difons ici dela force P, eft évi-
demment applicable 3 toute autre force qui ne fera
point perpendiculaire & Tun de ces trois plans. Done
fi on concoit toutes les forces telles que P, ainfi
décompofées, & quon réduife enfuite A une feule
par la méthode donnée {223 ), toutes les forces
perpendiculaires au plan Z X T'; quon faffe la méme
chofe , pour les forces perpendiculaires au plan
Z XY ; enfin, la méme chofe , pour les forces
perpendiculaires au plan Y X T, on voit quon
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pourra toujours réduire tant de forces que Ton
youdra , dirigées dans différens plans, A trois forces
perpendiculaires A trois plans qui feroient perpen-
diculaires entre eux. Tels font les principes généraux
de la compofition & de la décompofition des forces.

Des Centres de gravite.

228, Avant que de nous occuper des effets par-
ticuliers que peuvent produire fur les machines,
ou en général fur les corps d'une firn&ure & d’une
matiere connue , les forces dont nous venons de
confidérer les propriétés générales, il faut nous arréter
fur les centres de gravité, dont la connoiffance im-
-porte beaucoup pour la détermination des mouvemens
dont ces machines ou ces corps peuvent étre fuf=

ceptibles.

Rappelons-nous que nous avens dit (171) que
les dire@ions fuivant lefquelles la pefanteur agit fur
les particules matérielles d’'un corps font parallcles;
& que cette force tend 3 communiquer a chaque
partie de mati¢re, la méme vitefle dans le méme
temps.

229. On appelle Centre de gravieé d'un corps, ou
d'un [ fléme de corps (Ceft-3-dire, d'un aflemblage
quelconque de corps ) , le point de ce corps par on
pafle la force réfultante des forces particulieres dont
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chaque partie de ce corps ou de ce fyftéme, feroit
animée par Paltion naturelle de la pefanteur, dans
quelque fituation qu'on mette ce corps , ou cefyftéme,

Par exemple , fi dansla pofition aQuelle du triangle 4 B¢
(fig- 52) la force réfultante des adtions de la pefanteur fur
toutes les sparties de ce triangle , paffe par un certain point
G de fa furface ; & que dans une autre fituation abc,elle
pafle encore par le méme point G, ce point G sappelle le
centre de gravité. Nous verrons dans peu , que cette réful-
tante pafle toujours par le méme point , dans toutes les fitua-
tions poflibles du corps.

230. La détermination de ce centre eft facile,
aprés ce que nous avons dit fur Pufage des momens
pour trouver la réfultante de plufieurs forces pa-
ralleles.

Eneffet , foient M, N, P (fig. 33), tant de corps
que 'on voudra, dont ( pour ce moment ) nous con-
{idérerons les maffes comme concentrées au point B,
4, C que nous fuppoferons d’abord dans un méme
plan. Soit pla vitefle que la pefanteur tend A imprimer
3 chacun dans un inftant , & qui (171) eft la méme
pour chacun. Alors p X M, oupM,pN,pP feront
les quantités de mouvement , ou les forces avec lef-
quelles ces corps tendent 4 fe mouvoir fuivant les
direétions parall¢les C"C, B"B, A"A. Or , fuivant’
ce que nous avons dit (219) , pour avoir la pofition
de la force réfultante , il faut prendre la fommedes
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momens 2 I'égard d’un point quelconque T pris fur
une ligne perpendiculaire & ces directions , & divi-
fer cette fomme par la fomme des forces; on aura
donc, pour fa valeur de la diftance 7 G" a laquelle

paffe cette réfultante, on aura, dis-je, TG"=

pMxTB"+p NxTA"+pPxTC"
pM+pN+pP

»qui, en fupprimant le fac-

. MxTB"-+ Nx TA"+PxTC"
L W s
teurcommunp, feréduita TG"= W NP .

Or, en menant les lignes BB', 44", CC’ paral-
ltles & TG", & terminées & la verticale TC';
imaginant de plus , que le point G pris fur la
direCtion de la réfultante , eft le centre que nous
cherchons , & menant GG’ auffi parallele 3 TG,
maTlG =GG, TB"=BB ,TA"= A4,

L alll /. y___MxBB'+ Nx AA'+PxCC |
TC" = CC'; donc G G'= e ;

c'eft-a-dire , en reftreignant le mot de momens, &
nentendant par ce mot, que le produit de la mafle
dun corps par fa diftance A une ligne droite.

Lq diffance du centre commun de gravité de plufieurs
corps , a une ligne droite , f¢ trouve en divifant la fomme
des momens de ces corps (pris par rapport a ceute ligne) ,
par la fomme des maffes.

Concevons maintenant que ’on renverfe le {yftéme
des corps M, N, P, enforte que la ligne 74" qui
€toit horizontale, devienne verticale ; & au contraire
pour la ligne T'C’; alors on démontrera de méme,

i
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que pour avoir la diftance de la réfultante , ala ligne
TA4" qui eftalors verticale , il faut prendre la fomme
des momens A Iégard de T4", 8 divifer cette fomme,

par celle des mafles. On aura donc, de méme,

#___ MxBB"+ NxAA'+ Pxcc”
GGY= M+ N+P

miné les diftances de G aux deux lignes fixes &
comnues TA4" & TC', il eft évident que la pofition

. Orayant deter-

de ce centre eft connue , puifque les diftances BB,
BB", 4A4', AA4",&kc. {ont connues , attendu quon
eft maitre de prendre par-tout ou 'on voudra , le pomnt
T par ot on mene TA4' & TC',

23 1. Si les diftances £ 4", B B", &c. font chacune
2ér0 3 ceft-3-dire, fi tous les corps font fur une
méme ligne droite T4" ; alors la fomme des momens,
par rapport A cette droite , eft zéro; donc la diftance
G G" eft auffi zéro. Donc ff plufieurs corps , confideris
comme des points , font fur une méme ligne droite , leur
centre commun de gravité , eft auffi fur certe méme ligne
droite.

232. Si lon menoit les lignes T4" & T C" de ma-
niere que une ou l'autre, ou toutes deux , fe trou-
vaflent avoir des corps de part & d'autre ; alors,
au liew de la fomme des momens, il faudroit dire
la fomme des momens des corps qui fe trouvent dun
c6té, moins la fomme des momens des corps qui
fe trouvent de lautre, Quant an dénominateur dela
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fraftion qui exprime la diftance du centre de gravité,
il fera toujours compofé de la fomme des mafles ,
parce que toutes les forces de ces mafles, en vertu
de leur pefanteur , agiffent toutes dans le méme fens,
Cela eft général pour quelque nombre de corps que
ce foit , qui étant confidérés comme des points, font
tous dans un méme plan, Et tout cela eft une fuite
de ce qui a ¢té dit (219).

Les lignes TA4', TA" s’appcl.lent Aes des Momens.

233. $i 'on congoit maintenant , que le point T
que nous avons pris d’abord arbitrairement , foit fur
lepoint G ; alors G G' & G G deviennent, chacune,
#t0. Donc la fomme des momens par rapport a
IC', & la fomme des momens par rapport & T4",
doivent alors &tre zéro, chacune.

234. Préfentement , je dis que fi la fomme des
momens de plufieurs corps, par rapport A la droite
RS qui pafle par le point G (fig. 34), eft zéro; &
sil en eft de méme de la fomme des momens, par
fipport A la droite P Q perpendiculaire 3 RS, &
qui paffe par le méme point G ; la fomme des mo-
mens par rapport a toute autre droite M N paffant
par le méme point G, fera aufli zéro.

En effet, ayant mené les perpendiculaires 4 &',
44", 44" fur les lignes PQ, RS, MN; filon
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fuppofe que le point I eft celui ot 44’ rencontre
MN ; le triangle re@tangle GA'1, donnera fin. GI 4'
oucof. PGM : GA' ou AA" 22 fin. PG Mg

1y AA"fn. PGM 0 v S
Al ===y~ donc Al =AA — Al=

ng A P 2 .
AA — %ﬂ- Or dans le triangle rectangle

144", on aura (en fuppofent le rayon = 1)
12 AI 32 fin. A14"" ou cof. PGM : AA"; donc
AA" = AI X cof. PGM, Ceft-a-dire , 4 4" =
AA" cof. PGM—AA" fin. PGM; & par con-
{équent en multipliant par la mafle 4 , on aurale
moment AX AA" = A x AA' X cof. PGM—
AxAA" fin. PG M; Ceft-a-dire, que le moment
du corps A4, & Pégard de Taxe MN, eft égal au
cofinus de Pangle PG M multiplié par le moment a
I'égard de Paxe P Q, moins le finus du méme angle
PG M, multiplié par le moment & I'égard de laxe
RS.

Or il eft facile de voir que la méme chofe aura
lieu A Pégard de tout autre corps, A la différence
des fignes prés, felon que les corps feront d’un méme
ou de différens cotés de MN. Donc fi on fait une
fomme de tous les momens & I'égard de 'axe MN,
on trouvera quelle eft égale au cofinus de Pangle
PG M , multiplié par la fomme des momens 3 Iégard
de P Q, moins le finus de Vangle PGM, multi-
pli¢ par la fomme des momens A Pégard de RS
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Or chacune de ces deux derniéres fommes eft 2éro,
par la fuppofition; donc leurs produits par le co=
finus & par le finus de l'angle PG M, feront zéro;
donc aufli la fomme des momens & légard de I'axe

quelconque MN  paffant par le centre de grayieé G,
* efl yéro.

235. Concluons donc de-12 , que Fa&ion réfultante
de toutes les ations particuliéres de la pefanteur fur
chacune des parties d'un fyftéme de corps , pafle
 toujours par un méme point de ce fyftéme, quelque
pofition que ce fyfiéme puiffe avoir; car ce n'eft
que par rapport a la direction de la réfultante que
la fomme des momens de plufieurs forces paralléles,
peut Etre zéro.

Au refte, quoiqu'il n’ait été queftion, jufqu’ici,
que des corps dont les centres de gravité font dans
un méme plan, cela ne s'étend pas moins au cas
oit les parties du {yftéme font dans différens plans :
Ceft ce qu'on va voir, par ce qui fuit.

236. Si les corps, toujours confidérés comme des
points, ne font pas dans un méme plan, on con-
¢vra un plan horizontal XZ (fig. 49 ); & de
chacun des points pefans P, Q, § on imaginera
les verticales P4, QB, §C; & pour déterminer
le point E par ol paffe la réfultante RE dans la
diretion de laquelle doit étre le centre de gravité,
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on prendra (223) les momens par rapport A deuy
droites fixes T X , T Z prifes dans le plan horizontal
X Z , & perpendiculaires entre elles , on prendra,
dis-je , la fomme des momens comme fi tous les
corps étoient dans ce plan horizontal ; & ayant
divifé chacune de ces deux fommes de momens, '
par la fomme des maffes P, Q,S,onaura les deux
diftances E' E, E"E. 1l ne fera donc plus queftion
que de trouver, A quelle diftance EG au-deflous
du plan horizontal X Z, fe trouve ce centre. Or
fi Pon imagine la figure renverfée, de maniere que
le plan XZ devienne vertical , & que Z ¥ foit
alors le plan horizontal ; on voit , par le méme prin=
cipe , que pour avoir la diftance E'G' correfpon-
dante & égale a la hauteur cherchée E'G , il faut
prendre la fomme des momens par rapport AZT,
comme fi tous les corps ¢toient dans le plan ZV,
& divifer cette fomme des momens, par la fomme
des maffes; alors on a tout ce qu’il faut pour déter-
miner la pofition du centre de gravité.

237. Donc, pour récapituler, la recherche du
centre de gravité fe réduit:

1°. Lorfque tous les corps , confidérés comme
des points, font fitués fur une méme ligne droite
(fig- 35) 5 & prendre la fomme des momens paf

sapport & un point fixe 7, pris arbitrairement fur
; cette
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cette ligne, & divifer cette fomme par la fomme
des mafles; le quotient eft la diftance du centre de
gravit¢ G, & ce méme point £,

2° Lorfque tous les corps, confidérés comme des
points , font tous dans un méme plan ; on imaginera,
par un point T (fig. 53) pris arbitrairement dans
ce plan, deux lignes TA4", TA4' perpendiculaires
Tune A l'autre; & ayant mené des perpendiculaires,
de chaque point pefant, fur chacune de ces deux
lignes , on imaginera que ces points pefans font
appliqués fucceflivement fur la ligne 74", & fur 1a
ligne TA', chacun au point o aboutit fa perpen-
diculaire. Et Pon cherchera, comme dans le cag
précédent, quel eft alors le centre de gravité G"
fur T4"; & quel eft le centre de gravité G’ fur
TA4'; menant enfin par ces deux points, les lignes
G'G, G'G paralitles 3 T4' & TA", leur point de
rencontre G fera le centre de gravité cherché,

3° Enfin, lotfque les corps, confidérés comme
des points, feront dans différens plans, on imaginera
trois plans , I'un horizontal ( fg. 49) 5 & les deux
autres verticaux , & perpendiculaires entre eux. De
chaque point pefant on abaiffera une perpendicu~
laire fur chacun de ces plans; on prendra la fomme
"des momens , par rapport 3 chaque plan , & divifant
chaque fomme, par la fomme des mafles, on aura

Mécanique, Ir, Partic, g
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les trois diftances du centre de gravité a chacun de

ces plans.

Sur quoi, il faut toujours fe fouvenir que quand
quelques - uns des corps fe trouvent de différens
cotés du point, ou de la ligne, ou du plan, par
rapport auquel on confidére les momens, il faut
prendre , avec des fignes contraires , le momens des
corps qui fe trouvent de différens cotés.

238, Plagons ici une obfervation qui fuit imme-
diatement de ce que nous venons de dire, & qui
peut abréger, dans plufieurs occafions , la détermi-
nation du centre de gravité, & d’autres recherches,

g Puifque la diftance du centre de gravité eft égale
3 la fomme des momens, divifée par la fomme des
mafles; fi le point, la ligne, ou le plan par rapport
auquel on confidére les momens, pafle par le centre
de gravité, cette diftance étant alors zéro , la fomme
des momens doit donc auffi étre égale a zéro. Donc,
en général, la fomme des momens par rapport a tel plan
que ce foit 5 qui paffe par le centre de gravité, oft zero.

239. Jufquici nous avons confidéré les corps
comme des points; & nous avons vu comment on
détermine le centre commun de gravit¢ de tous cCes
points , en quelque nombre quils foient. Or, un
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corps d’un volume & d'une figure quelconques, n’é-
tant autre chofe que I'affemblage d’une infinité Cautres
corps, ou parties matérielles, que on peut confi-
dérer comme des points, il s'enfuit donc que par la
méme méthode on peut déterminer le centre de gra-
vité d'un corps de figure quelconque ; & nous allons
en voir diverfes applications dans un-moment.

Et puifque le centre de gravité n’eft autre chofe
que le pont par ol pafle la réfultante de tous les
efforts particuliers que font les parties d’un corps pour
obéir a leur pefanteur; que d’ailleurs cette réfultante
et égale A la fomme de tous ces efforts particuliers;
concluons-en qu'on peut toujours fuppofer tout le
poids d’un corps réuni & fon centre de gravité, &
que ce poids y feroit le méme effet, qu'il eft capzible
de faire fur ce point, dans fa diftribution a&uelle fur
toutes les parties du corps.

240. Donc lorfqu’on aura & trouver le centre
commun de gravité de plufieurs maffes de figures
quelconques, on commencera par chercher le centre
de gravité de chacune de ces mafles, ce qui eft fa-
cle attuellement. Puis, confidérant le poids de cha=-
cune de ces mafles comme réuni 2 fon centre de
gravité, on cherchera le centre commun de gravité,
Comme fi tous ces corps étoient des points placés &
Fendroit o chacun a fon centre de gravité particulier.

KA
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241. Donc tout ce que nous avons dit , jufquici,
fur le centre commun de gravité de plufieurs corps
confidérés comme des points, a également lieu pour
les corps de figure quelconque , en prenant , dans 'éva-
Juation des momens , pour diftance de chaque corps,
la diftance de fon centre de gravité particulier.

242. Donc [ plufteurs corps , de quelques figures
qu'ils foient 5 ont leurs centres particuliers de gravité dans
une méme ligne droite, ou dans un méme plan ; leur centre
commun de gravité fera auffi dans cette méme ligne droite,
ou dans ce méme plan. Cela fe démontre comme on [2

fait (231).
243. Venons aux applications.

Soit AB (fi. s6) une ligne droite uniformément pe-
fante ; il eft évident que fon centre de gravité eft dans fon
milien. Mais fi on veut {avoir comment on le détermineroit
d’aprés le principe des momens, voici comment on fe con=

duira.

11 faut concevoir cette ligne partagée en une infinité de parties
telles que Pp ; multiplier chacune par fadiftance 2 un point fixe;
par exemple, par fa diftance a Pextrémité A4 ; prendre la fomme
de ces produits , & divifer le tout par la fomme des parties
Pp; ceft-a-dire, par la ligne 4 B. Nommons donc 4B, 4;
AP, x; nous aurons Pp = dx; le moment de Pp fera
xdx, quil faut intégrer pour avoir la fomme des momens;
cette fomme fera donc ;; & pour l'avoir dans toute I'e-

tendue de la ligne, il faut fuppofer x == a; ona don¢ -‘;
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pour la fomme totale des momens ; divifant donc par la
fomme a des mafles, on a ;. pour la diftance du centre

de gravité, au point A4, Ainfi, le centre de gravité d’une
ligne droite uniformément pefante , eft dans fon milien ; ce
qui eft d'ailleurs évident.

244. Donc, 1°. pour avoir le centre de gravité du contour
d'un polygone quelcongue ( fig. 57) , il faut du milieu de chaque
cote, mener des perpendiculaires fur deux lignes fixes 4B,
AC, tirées dans le plan de ce polygone ; & confidérant le
poids de chaque c6té, comme réuni an milien de ce coté,
chercher le centre commun de gravité de ces poids comme
il a été dit (230).

245. 2°. Le centre de gravité de la furface d'un parallélo-
gramme quelconque , eft au miliew de la ligne qui joint les milienx
de deux corés oppofés. Car en concevant le parailé]ogfamme
compofé de lignes matérielles paralléles & ces deux cotés,
chacune aura fon centre de gravité fur la ligne qui pafle
par les milieux de ces deux mémes corés. Le centre com-
mun de gravité de toutes ces lignes fera donc fur cette
méme ligne. Il fera d'ailleurs au milien, puifque cette ligne
confidérée comme chargée de tous ces poids , eft uniformé-
ment pefante,

246. 3°. Pour avoir le centre de gravité de la furface dun
tiangle ABC (fig. 58), il faut du fommet A, mener au
milica D du c6té oppofé B C la droite 4D ; & prendre,
4 compter du point D, la partie DG =% 4D,

En effet, la droite 4D qui divife BC en deux parties
égales au point D, divifera aufli, en deux parties égales,
toute droite MV paralléle 3 BC; donc fi on confidére la
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furface du triangle comme laffemblage de le-.:ﬁeurs lignes
matérielles, paralléles 2 B C, la ligne 4D qui pafle par les
centres de gravité particulicrs de toutes ces lignes, paffera
auffi par leur centre commun de gravitd (231); Cleft-i
dire, par celui du triangle. Par la méme raifon, la ligne CE
qui pafleroit par le milicu de A B, pafleroit auffi par le
centre de gravité du triangle ; ce centre eft donc au point
dinterfe@ion G des deux lignes CE & AD. Or fi Ton
tire ED, elle fera paralléle @ 4 C, puifqu'elle divife en deux
parties égales les deux cotés 4B, BC. Les deux triangles
EGD, AGC feront donc femblables, ainfi que les triangles
‘ABC, EBD; on aura donc GD | AG v ED.v A0
BD * BC::1 : 2; GD eft donc moiti¢ de 4G; &
par conféquent le tiers de 4D.

247. Concluons de-12, que pour avoir le centre de gravité G
d'un trapize (fig. 59 ), il faut, par les milieux E & F des
deux cftés paralléles €D & A B, mener EF; & par ces
mémes points , mener aux devx angles oppofés 4 & D les
lignes EA, FD; puis ayant pris Eg = j EA, &F
— I FD, mener gg' qui conpera EF au point cherché G.

— 3

Car, en raifonpant comme nous lavons fait pour le
triangle , on voit que le centre de gravité G doit étre
fur EF. Doailleurs, g & g étant (246) les centres de gra-
vité particuliers des deux triangles CAD, ADB qui com-
pofent le wapéze A BDC, le centre commun de gravité
de ces deux triangles , ou du trapéze , doit étre furgg ( 231)5
il doit donc éwe a linterfeftion G.

Déterminons la diftance FG.

Menons les lignes gh & g/h’ paralléles a A4B. Puifque
¢E =1AE, & F = }FD, on aura gh = 3 AF &
gh = 1ED; ou gh = 4B, &g/l = 3CD. P la
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méme raifon, Eh = L EF, FK = }EF; donc h¥ =
£EF. Or les triangles femblables Ghg, GHg donnent gh :
Gh:: g 3 G ; donc gh + gk 1 Gh+GH 3 gh
: Gi; ceft-a-dire , 1 AB 4 ; CD [ ;EF I :CD ¢
EZE-;—_;(—%), donc FG qui et =
Ft' 4+ Gk fera — ;EF + j,fBF: CCII))’ ceft-a-dire ,
1EF X (4B 4 2¢D)
AB 4+ CD
_ Remarquons, en paffant, que fi la hauteur du trapéze étoir
infiniment petite , 8 les deux cotés 4 B & C D infiniment peun
différens , alors ces mémes cdtés doivent étre réputés égaux;
1EFX3AB
I ¢ | e
LEF; Ceft-a-dire, que dans ce cas, le centre de gravitd eft
i égale diftance des deux bafes oppofécs.

Gk ; donc GH =

BG = 1

-

enforte que la diftance FG fe réduit 2

. 248. 11 eft donc facile maintenant de trouver le centre de
gravité de la furface d’un polygone quelconque (fig. 62). 1l faut
le partager en triangles, & ayant déterminé le centre de
gravit¢ de chaque triangle , de la manitre qu'on vient de
Penfeigner , on déterminera le centre commun de gravite de
tous les triangles, en les confidérant comme autant de mafles
proportionnelles & leur furface , & réunies chacune a fon
centre de gravité particulier, Ce qui fe fera comme il a ét&
enfeigné ( 230 ).

On voit altuellement comment on peut déterminer le
centre de gravit¢ de la furface de tout folide terminé par
des furfaces planes.

249. Au refte, il eft pas toujours néceffaire d’avoir re-
cowrs aux momens , pour trouver les centres de gravité, Par
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exemple , s'il sagiffoit de trouver le centre de gravité du
contour_du pentagone régulier 4 BCDE (fig. 61), je me-
nerois de Pun A, des angles, une droite AF au milieu F
du c6té oppolé CD. Fen menerois pareillement une feconde
de l'angle E, an milien du c6té oppofé B C; linterfeftion
G de ces deux lignes feroit le centre de gravité.

En effet, le centre commun de gravité des deux cotés
AB, AE, eft au milieu ¢ de la ligne ba qui paffe par leurs
milieux ; cela eft évident. Le centre commun de gravité
des deux cdtés BC, DE, eft par la méme raifon, au mi
lieu e de la ligne /4 qui paffe par leurs milicux. Enfin le
¢bté CD, a fon centre de gravité en F. Or il eft facile
de voir que la ligne 4 F pafle par les milienx ¢, ¢ & F;
elle paffe donc par le centre commun de gravité des cing
cbtés 3 un raifonnement femblable, prouvera que IE pafle
aufli par ce centre 3 ce centre eft donc i limterfeQion G,
de AF & de IE.

250. En raifonnant comme nous Pavons fait pour le
triangle , on prouvera que le point G eft auffi le centre de
gravité de la furface du pentagone régulier.

Et en général, on prouvera de la méme maniére, que
le centre de gravité du contour, ainfi que de la furface d'un
polygone régulier d’un nombre de cotés impair , eft au point
d'interfe@tion des deux droites dont chacune eft menée de
Pun des angles, au milien du c&té oppofé. Et lorfque le
nombre des cotés eft pair, ce centre eft au point dinter=
fe@tion de deux lignes menées par les milieux de deux cotés
oppofés; d'ou l'on concluroit, s'il en étoit befoin, que le
ecentre de gravité de la circonférence & de la furface d'un
cercle, eft au centre.

Quand le nombre des lignes, futfaces, corps, &c. , dont
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on 2 4 trouver le centre commun de gravité, n’eft pas confi-
dérable,, on peut faire ufage de ce que nous avons dit (206
& 207). Par exemple, foient trois points 4, B, C ( fi-
gure 62) qui foient les centres de gravité de trois lignes,
ou trois furfaces, ou trois corps, dont les poids font repré-
fentés par les maffes M, N, P. Ayant joint deux de ces
poits € & B, par la ligne BC, on partagera BC en D,
de maniére que l'on ait N P :: €D : BD,ou N +
P: N::CB: CD;le point D fera le centre commun
de gravité des deux poids P & N. On menera enfuite D A4 ;
& imaginant la toralitt N 4 P des denx mafles N & P
raffemblées en D, on partagera, de méme, D 4, en raifon
inverfe des deux mafles M & N 4 P, ceft-a-dire, de
maniere que N - P : M :: AE : DE, ou que N +
P4 M I M:, AD : DE; le point E fera le centre
commun de gravité des trois poids M, N, P. On conti-
nueroit de méme, pour un plus grand nombre de corps.

251. Concluons, de ce qui précéde, que l'on peut aveoir
facilement le centre de gravité de la furface & de la foli-
dité de tout prifme & de tout cylindre,

En effet, il eft évident que ce centre doit étre an milien
de la ligne qui paffe par les centres de gravité des deux
bafes oppofées ; puifque ces corps font compofés de tranches
parfaitement égales & femblables 4 la bafe, que 'on peut
confidérer comme autant de poids égaux uniformément. dif-
tibués fur cetre ligne.

252, Pour avoir le centre de gravité G d’une pyramide trian-
guaire SABC (fig. 63), il faut, du fommet, mener au
‘entre de gravité F de la bafe , la droite SF, & prendre
fir cetee ligne , 3 compter du point F, la partie FG = 1 SF.
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En voici la raifon. Du milien D du coté A B, menons
DC, DS, & ayant pris DF = ;¢D, & DE = }{Ds,
les points F & E feront les centres de gravité des deux
triangles 4BC, ASB.

~ Cela pofé, fi l'on congoit la pyramide compofée de plans
matériels paralléles 4 4BC, la ligne SF qui paffe par le
point F de la bafe, paffera, dans chaque tranche, par un
point qui fera placé de la méme maniére dans cette tranche,
Ainfi , les centres de gravité particuliers de chaque tranche,
font tous fur la ligne SF. Par la méme raifon, les centres
de gravité particuliers des tranches paralléles 3 4BS, dont
on peut imaginer que la pyramide eft compofee , font tous
fur EC. Donc le centre de gravité de la pyramide, eft au
point G, ou les deux lignes FS & EC fe coupent. Or fi
I'on méne FE, elle fera paralléle a €S, puifque DF étant
le tiers de DC, & DE, le tiers de DS, ces deux lignes
DC & DS font coupées proportionnellement. Les deux
triangles FEG , G CS feront donc femblables entre eux, &
il en fera de méme des deux triangles DFE, DCS ; on
aura donc EG : GS . FE ; €S:. DF; DGi§
1t 3; donc FG eft le tiers de G S, & par conféquent,
le quart de FS.

253, Comme on peut décompofer tout folide , en pyra-
mides triangulaires ; connoiffant altuellement le centre de
gravité d'une pyramide triangulaire, il eft facile, 2 Paide
des momens , de trouver le centre de gravité d'un corps
quelconque.

254. Telle eft la maniére générale de trouver les centres
e gravité des figures, ou des corps, dont les partics font
indépendantes les unes des autres, ou du moins, lorfqu'on
n'a point lexpreffion de la loi qui les lic les unes aux

autres,
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Mais lorfque les parties d’une figure ou d’un corps ont
entre elles une relation que l'on peut exprimer par une
équation, on peut alors trouver le centre de gravité d'une
maniére beaucoup plus facile. En voici des exemples.

255. Qu’il s’agiffe d’abord de trouver le centre
de gravité G, d’un arc quelconque de courbe 4 M
(fig. 64). On imaginera Parc infiniment petit Mm ;
& l'on prendra pour axe des momens une ligne quel-
conque CN paralléle aux ordonnées que je fuppofe
paralleles entre elles. Je fuppofe de plus que la
diftance de C A lorigine 4 des abfcifles foit = 5.
Pour avoir la diftance Gg du centre de gravité a
laxe CN, il faut prendre la fomme des momens des
arcs Mm , par rapport & laxe CN, & la divifer par
la fomme des arcs Mm ; ceft-a-dire, par arc 4 M.
Or arc Mm étant infiniment petit, la diftance de
fon milieu 7, A la droite CN, doit étre réputée égale
a2 MN. On aura donc Mm X MN pour le moment
de ce petit arc. Mais en nommant 4P, x; PM, y;
ona(73) Mm = y (dx* 4+ dy*) & MN =
CP = b — x; donc (b — x) / (dx* + dy*)
eft le moment du petit arc Mm ; & par conféquent
(6 — x) v (dx* 4+ dy*), ou lintegrale de
(6 — x) v (dx* + J}’) eft la fomme des mo-
mens de tous les arcs infiniment petits Mm, dont
Yarc A M eft compofé. On adonc. « v v o v v v

6g =L = *Jl:;flj”“ *+ 49" Quant & larc AM
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qui divife,, dans cette quantité; nous avons donné
(73) la méthode pour le déterminer exaftement,
lorfque cela fe peut 3 & (85) celle de le déters
miner par approximation,

* Par un raifonnement femblable, on trouvera que
la diftance Gg’, du centre de gravité, a l'axe 4P,
oft LV (4=2+dy)

AM .
Ce font-2 les formules générales qui fervent 3

déterminer le centre de gravité d’un arc quelconque
de courbe.

256. Si I'arc dont on veut avoir le centre de gra-
vité, eft compofé de deux parties égales & fem-
blables AM, AM' (fig. 65) fituées de part &
dautre de Paxe des abfcifles ; alors il eft évident
que le centre de gravite G, fera fur la droite 4P
il ne fera donc queftion que de trouver fa diftance
au point C. Or il eft clair que les momens des deux
arcs Mm , M'm, a Tegard de 'axe NN’ étant égaux,

la diftance C G fera alors égale 2 ALt or g‘;ﬁf’ 2 |

Par exemple, que I'arc M A M’ foit un arc de cercle, on
aura y = V/(ax — xx), a étant le diamétre. On trou=
vera facilement , & nous lavons déja va ( 57 ), que

ladx

Vv ( dx° + dy’) _— m}- On aura dOﬂC
2fta (b — x)dxs _
v (ax — xx) ™

2f (b = '%)V (d5* + dy') =
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of(b — x) dx (ax — xx)"'%. Suppofons , pour plus
de fimplicité, que le point C foit le centre, alors 4C =
b=;a; nousaurons donc 2f (b — x) v (dx* + dy*) =
of (0 —x)dx(ax —xx)7% =ay/ (ax —xx) (66);
intégrale a laquelle il n'y a point de conftante i ajouter,
parce que, lorfque x = zéro, elle devient zéro, ainfi que
cela doit érre; puifqu'alors la fomme des momens eft évi-
demment nulle.

Nous avons donc enfin” 2 [ (b — x) dx v/ (dx* 4 dy*)

=2y (axi— xx); & parconfquént.’ 'SV SN . .
CO= aV(ax—xx) Laxz2(ax—xx)  CAXMM
o M AM! T MAM WA R

ce qui donne cette proportion MAM : MM! .7 CA <
€G, qui nous apprend que la diffance du centre d'un cercle
au centre de gravité de Pun quelconque de fes arcs, et quatriéme
proportionnelle & la longueur de l'arc, @ fa corde & au rayon.

On peut appliquer ces formules 3 toute autre
courbe : nous paffons aux centres de gravité des
furfaces planes terminces par des lignes courbes.

257. Si 'on demande le centre de gravité de la
furface 4 PM ( fig. 66) ; nous fuppoferons que G
repréfente ce centre. Il faudra, pour avoir la dif-
tance Gg, prendre la fomme des momens des pe-
tits trapézes MPmp, par rapport & CN, & ha
divifer par la fomme de ces trapezes ; Ceft-a-dire,
par I'efpace A PM. Or le centre de gravité i de
ce petit trapeze doit étre au milieu de la droite nk
également éloignée de M P & dem p ; milieu que 'on
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peut fuppofer étre celui de M P, & caufe de la hauteur
infiniment petite Pp ; on aura donc la diftance:/=
CP ; ainfilemoment de Ppm M ,a 'égard de N C, fera
PpmM x CP; ceft-a-dire (4 — x) ydx, enap-
pelant toujours C4, &; & AP, x. Donc la fomme

des momens fera /(4 — x)ydx, & par confé-

J(b—x)ydx
AP o

quent la diftance G g fera o

¥
On trouvera de la méme manicre, que la diftance
Z Y[Ry
Gg, T APM-
258. En général, on trouvera de la méme ma=
niére , le centre de gravité de tout efpace plan, en
le décompofant en trapézes infiniment petits.

Par exemple, s'il s'agit du triangle A NN (fig. 67), on
prendra la bafe NN/ & la hauteur 4 C pour axe des mo-
mens ; & nommant AP, x; MM', y; & AC, b; on auna
MMmn'm = ydx ; & le moment de ce trapéze a I'égard de
NC, fera (b — x) ydx. Enforte que la diftance Gg du

centre de gravité a la bafe, fera ﬂ_{}-:_%__l}”“ . Or fi l'on

: nomme ¢ la bafe, on a AC : AP :: NN : MM ;
Ceft-a-dire, 6 I x i cly= c—f; donc f (b — x)ydx,
devient [(b — x) <522, ou [ (bxdx = #*dx), qui
vaut % (9%: == i;f ou “Si; (36 — 2x). Or la furface
AMM eft M——M ou 521;,- donc la diftance du centre

3b — 2x)

75 ( .
de gravité, eft 1 ou (3be 2x), qu,

cxt
ad
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Jorfque x = &, devient ;4. Donc Gg = %5. Or fi I'on
meéne la ligne AGL, les triangles femblables 4CL, GgL
dénment LG [ LA 1 Gg: AC:13b:b:11:3;
donc LG = ;L A, ce qui s'accorde avec ce que nous
avons démontré (246 ).

Izsg. Appliquons maintenant les formules aux lignes
courbes.

Suppofons que AP M ( fig. 68) eft une portion de cercle
dont le diamétre eft 2, & que le point C eft le centre; ce
qui donne b = % a. Nous aurons y = v/ (ex — xx ), La

‘gquantité [ (b — x) ydx, devient donc f(ia — x)dx
V(gx—zxx),on f(3a=—=x)dx (ax— xx)% qui (66)

eft intégrable, & a pour intégrale } (ax — xx)% , quan-
it 2 laquelle il n’y 2 point de conflantes a ajouter, parce
quelle eft zéro quand x = o, ainfi que cela doit érre.
3
5 (ax — xx)* __ 3 (PM)
APM — APM -

Nous avons donc Gg =

A Pégard de Gg'; puifqu'on a2 y = v/ (ax — 2x), fa

f%y*dﬁ ; _f3.(ax — xx) dx
mFurWM (257) fera Gg = P ;
or [f(ax — xx)dx, ou [i.(axdx — x*dx), eft
: f-:-’ -——”if ou ;5x*(34 — 2x); on a donc

_=x (32 — 2x)
6 = APM

Sil s'agit du fegment entier; comme il eft évident que
le centre de gravité G (fig. 65) eft fur le rayon CA, qui
‘divife l'arc en deux parties égales, & qu'il eft & méme dif-
tance de VN’ que les deux centres de gravité particuliers
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des deux demi-fegmens APM, APM, ona CG =
1PM _ 5.8 (PM)3__ﬁ.(MM')’. —m=(MMyY
APM . - APM ~ — APM T aARNS
Ak Z(MM')
= AMMA4’
cercle, au centre de gravité de la furface de Pun quelconque de
fes fegmens , eft égale au dougitme du cube de la corde, divifé
par la furface de ce fegment,

Ceft-a-dire , que la diftance du centre dun

260. Quant au centre de gravité d'un feGeur CMAM
(fig. 69), on peut I'avoir, en obfervant que le centre de
gravité G du fegment M A M, celui G’ du fe&eur , & celui ,
G" du triangle font tous fur le rayon CA; que felon le
principe des momens, le moment du feQ@eur doit étre égal
au moment du fegment, plus le moment du triangle, On

a donc CMAM X CG = MAM %X CG + CMM
L(PM)
It - 3_{_____
% CG". Or nous venons de trouver EGl= TP M

: YA 3
Pon peut changer en % = %{AAT),- ; donc CG X

MAM = 2(PM). Dailleurs, nous favons que cMM
— PM X CP, & (246) que CG' = ZCP, enforte
que CMM' X CG!! fe réduit 3 3 PM % (CP). Subfti-
tuant donc ces valeurs, ona CMAM X CG' =3PM +
1pM X CP* = 3PM[(PM) + (CP)] =iPM
% (CM)?, i caufe du triangle refangle M. Done
CG = _-’————-—Pﬁé ;1( A(;,M) . Mais la furface du feleur
CMAM, eft égale 2 Parc MAM' multipli¢ par %‘ ; done

1PM X (CM)?

“MAM X CM __*PMXCM _3; MM xC4

! — —_—
e 2 MAM —  MAM
Ceft-a-dire , que la diftance du centre d'un cercle, au centre de
gravit
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gravité de Pun quelconque de fes feeurs , eft quatriéme propor=
tionnelle & Parc , au rayon, & aux deux tiers de la corde.

On peut appliquer les formules A toute autre
courbe,, par exemple, 3 la parabole, &c,

261. Voyons maintenant les furfaces courbes ; mais
bornons-nous & celles des folides de révolution. Alors,
en raifonnant comme dans les articles précédens ,
on verra que le centre de gravité de chaque zone
élémentaire, eft dans l'axe de révolution C 4 (f£-
gure 70) , & doit étre réputé au centre P de Pune
des bafes de cette zone, confidérée comme ayant
une épaiffeur infiniment petite. Or, nous avons vu
(74) que Pexpreflion de cette zone étoit. ... ...

yv (dx* + dy*)s r 1 c repréfentant le rapport
du rayon 2 la circonférence. On aura donc (en
tommant toujours 5 la diftance 4 C de Porigine 4
des abfcifles, & Paxe NN’ des momens )» on aura,
dls-}e,—: (¢ — =)y v (dx* + dy*) pour le mo-
ment de cette méme zone , enforte que la diftance

CG du centre de gravité G de la furface au point
Cyfera, en nommant § cette furice, ..., ' ..,

f‘; (b — )y V (dxr + dy2)
S .

262. Suppofons, pour appliquer cette formule > quiil s'agit
& trouver le centre de gravité de la furface convexe du
Mecanique, 1" Partie, ' *S
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cone droit ANN (fig. 71), AP éuant x; PM, g5 1
hauteur A C, b; le rayon CN de la bafe, a; & le cbeé
AN, ¢; on aura, a caufe des triangles femblables, 4CN,
Mrm, AC : AN :: Mr: Mm; ceft-a-dire, b . e
dx 2 v (da*+dy') = iﬁ;—’. On aura auffi, A caufe des
triangles {emblables, ACN & APM, AC: CN ' AR
PM; ceft-a-dire, T e e e ‘T"; &ong
SE(b—=x)yv(d=+ dy*), devient £ X (b —2)¥

g‘; X ‘-%—’; ou f‘r%; (bxdx — x*dx), dont lintégrale

e b x* x3 caex®
oft C5° % (T_;),ou—:—r{; X (36 —2x). Or,

T
ta furface de la portion AM' LM A, ou S, eft (Géom. 220)
=AM  cie. PM; & Tona AC: AP:: AN AM;

_AP x AN __APx AN _, .
ouAM_T.doncS_ —C xc:rc.P‘!i

= ; .l ;‘Te—‘- xx; donc la diftance du centre de gravité de

€ac¥ (3h—2x)
12 furface A M LM A, au point C, eft 6—’&1?‘—‘—-——.—

27

oul (35— 2x), oub—3x;donclorfque x=b , ou lorfque
AP= AC,onala diftance CG du centre de gravité de la
urface totale du céne,, = b= Fb=36; c'eft - a - dire, qué
ce centre de gravité eft le méme que celui de la furface du

triangle A4 NN'.

263. Pour fecond exemple, prenons la fphére (fig- 72)r

Nous aurons ¥ = v (ax — xz), & étant le diaméure; &
2 z el %ﬂdx c

v (dx* 4+ dy*) i T (o — =5 donc f—;(é—-‘)f

v (dx* 4 dy*), deviendra f-c? (b — x) X 1 adx; fup*
pofant donc que C eft le centre, ce qui rend b= 38,0
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gura’ f— (6 — .t) X fadx = f— ( adx — xd’x)
qui fe réduit é — (—-ax — i1xx), o =22 ( a2 —x)
Or, nous avons vu (75) que la futface Sdu fegment fphé.
rique AMLM A4, éroit fg; on a donc la diftance € G dy

centre € au centre de gravité G =
: ar

ja = 1% == CA = } AP; Ceft-2-dire, que ce centre G,
¢ft au milieu G de la hauteur 4P de ce fegment, D'ou
Ton peut conclure en général , que le centre de gravité de
I furface d'une zone fphérique comprife entre deux plans
paralléles, eft au milieu de la hauteur de cette zone,

-_ 264. Terminons par la recherche des centres de
gravité des folides,

Si I'on confidere un folide (fig. 70) comme com-
pofé de tranches infiniment minces, paralléles entre
elles, & qu'on reprefente, en général, par ss, la
firface de chaque tranche , & par dx fon épadfeur,
onaura ssdx pour cette tranche; & par conféquent
$5(b — x) dx pour fon moment & légard dun
pln paralléle & ces tranches, & paffant A une dif=
tince AC du fommet 4 = & Donc en nommant
§ la folidité 4 LMM' 4, on aura pour la diftance

ss(b— x)dx
‘f—‘—a-*—-—-. Or
b valeur de § fe détermine par les méthodes que

fous avons données dans le calcul intégral; & cells
Sa

du centre de gravité , la quaritité
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de [ss (b — x)dx, fe déterminera aufli par ces
mémes méthodes , lorfqu'on aura la valeur de ss
en x. On aura donc la diftance du centre de gra-
vité par rapport & un plan connu. On cherchera de
la méme maniére la diftance de ce centre  chacun
de deux autres plans perpendiculaires entre eux, &
au premier. Mais nous nous bornerons ici aux folides
dont les tranches paralléles ont chacune leur centre
de gravité particulier fur une méme ligne droite,
tels que font les pyramides, & les folides de révo-

lution.

265. Prenons d’abord les pyramides. Soit donc b la haw
teur AC d'une pyramide quelconque (fig. 73);5 % la dif-
tance perpendiculaire AP d'une tranche quelconque, ¢¢ l
furface de la bafe ; on aura ( Géom. 202) celle de la tranche
placée a la diftance x du fommet, par cette proportion bb

4 s . eexx eexx
¢ xx 3% ee ! —-; mous avons donc u:Tb—;douc

fss (b — x)dx, devient f;—; (bxxdx — x*dx), qu

. vee fbad =t eex? :
revient & o (= — 3 ou —53 (4b — 3). Orlafo-

lidité de la pyramide quia x pour hauteur, & ss ou ‘%—’-

pour bafe, eft ?g’;j, donc la diftance du centre de gravité

L2 (4b = 3%)
e’
366
or lorfqiie x = b = AC, cette quantité fe réduit 3 1b;
donc la hautenr Cg' du centre de gravité G, au-deflus de

. la bafe, eft 35,

,ou L(4b — 3x), ou b — 3%
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“Soit maintenant g, le centre de gravité de la bafe; la
ligne Ag paflera par le centre de gravité G de la pyra~
mide; & les paralleles Gg' & gC donneront Cg' ou b
ACou b ;. Gg i Ag; donc Gg = { Ag; ce qui con=
firme ce qug nous avons dit (252 ), & fait voir que pour
toute pyrami e, le centre de gravité de la folidité -eft au
quart de la diftance du centre de gravité de la bafe, an
fommet,

266. Quant aux folides de révolution , la valeur
de ss (78 ) eft généralement Ef-:-; ainfi 'expreffion.

de la diftance du centre de gravité, pour ces folides,

cy? (b—=x)d=
2 1

eft généralement : :

267. Appliquons d’abord cette formule au céne tronqué,

faifant partic d'un cone droit (fig. 74).

Soit m le rayon BD de la plus grande bafe, & n le
rayon A4 C de la plus petite, Si on congoit A Q paraliéle &
la hauteur CD, & qui rencontre en O celui des rayons
PM de la tranche MLM , qui eft dans le plan du trapéze
ACDRB, on aura AQ ou CD : BQ :: AO, ou CP :
MO; ceft-a-dire, en nommant €D, h; CP, x; PM, y;

e h
5:m——n,,x:y—n; doncx:m_

&dx = 147 Or,ici,onabzﬁ'doncb;xz
TN == .1}

h
ﬁ-—-m_n(y—n) —— (m — y); donc

ey (b — x)dx ch?

f‘:—(—;,—)d "mﬁ"ﬁfy (m —y)dy =
my? 4

s =7 (F - 5)+ = mrpr =y -0 46

3
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Pour déterminer la conftante C , jobferve que [l'in-
tégrale ou la fomme des momens doit étre zéro au
point C ; c'eft-a-dire, lorfque y = » On a donc

ch?
24r(m—n)
- ch?
C==4r(m-—'n5'

des momens depuis C jufquau point quelconque P, eft

(4mnd — 3nt) + € = o, o

(4mn® — 3n*); donc la fomme

b2
Geer L LAY = g S R T 3n4);
& par cofféquent depuis C jufquen D, elle eft
ch? :
247 (m=—n)? (4m* — 3M-* — 4mnd 4 3n4), ou
h2
"34_;“(“:?._—::3?-(”" - 4mn® 4 3nt), ot

g-‘-::r (m* 4 2mn = 3n*); il ne sagit donc plus que
de divifer cette quantité par la folidité du cone tronqué,
qui eft facile 3 avoir, & dont nous avons daillenrs donné

Texpreffion (Alg. 215).

* Si on vouloit avoir la diftance CG du centre de gra=
vité du tronc de cobne ANN'B (fig. 75) creufé cylindri=
qugmtnt, & concentriquement a fon axe; de expreffion
qu'oR vient de trouver pour le moment du cOne tronqué,
on retrancheroit le moment du cylindre intérieur confidéré
comme de méme matiére que le tronc; cleft-i-dire quon
retrancheroit le produit de ce cylindre par la moitié de fa
hauteur, & on diviferoit le refte par la folidité du tronc
évidé; folidité que nous avons enfeigné a déterminer (4l
gebre 215 ).

D'aprés ces principes, il eft facile de déterminer le centré
de gravité d'une piéce de canon K L (fig. 76), dont les
trois parties principales comprifes enwe AB, BC, ¢D,

SCD LYON 1




DE MATHEMATIQUES. 279

font trois troncs de cOnes évidés de l'efpéce de la figure 75,
Comme on a, par ce qui précéde, I'expreflion du moment
de chacun de ces troncs i I'égard de fa bafe, on laura fa-
dilement 2 Dégard de Pextrémité K du bouton de la culaffe,
en ajoutant, pour chacun, le produit de ce tronc par la
diftance de fa plus grande bafe, au point K. A cette fomme
de momens on ajoutera celui de la culaffle & du bouton ,
& ceux des ornemens, moulures & tourillons , eftimés grof=
fisrement ; & divifant le tout par la mafle totale de la piece,
on aura la diftance du centre de gravité de la pice,
Pextrémité K de fon bouton.

 On pourroit méme , 4 la rigueur, déterminer par Ies
principes donnés jufqu'ici, les momens des moulures; mais
il fera fuffifant, dans la pratique , de prendre pour moment
de chacune, le produit de fa folidit¢ par la diftance du
point K, au point de I'axe ol répond le milicu de cette

moulure,

268. Prenons , pour fecond exemple , les fegmens
de la fphére. Le diamétre éunt a ; Pabfciffe AP, =
(fe. 77) ; Pordonnée PM, y; ona yy = ax — xx;
ainfi la fomme des momens des tranches élémentaires
du fegment AMLM A pris par rapport 2 un axe quel=

conque NN', fera f___ir(& — x) (ax — xx) dx

Donc par rapport au centre C, o b = 3a, elle fera
_-&'f'('l,a — x) (ax — xx) dx,
€ 1
ou — [(j4a% —~ laxx - ) dx,

. s
ou ;(-.-cax’-—-%ax’-}-%x‘),

S 4

\ |
!
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que 'on peut réduire 3 Sir x*(a — x)% Mais & x* ex-
prime la furface du cercle qui auroit pour diamétre la hay.
teur AP du fegment; on a donc CP? X par cer. AP pour
le moment de ce fegment par rapport au centre C. Ainfy
divifant par la folidité du fegment qui eft facile 3 avoir
( Géom, 248), on aura la diftance du centre de gravité de
ce fegment, au centre C de la fphére,

D'aprés cela, il eft facile d'avoir le centre de gravité G
d’une bombe (fig. 78). 1l faut du moment de la {phére en-
tiére, pris par rapport & un point quelconque, retrancher le
moment de la fphére intérieure, & ajouter le moment du
culot, pris par rapport au méme point, & divifer le tout
par la mafle de la bombe. Or fi on prend le centre C pour
le point i I'égard duquel on confidére les momens, le mo-
ment de la fphére entiére & le moment de la fphére inté-
rieure,, font chacun zéro ; donc il faut feulement, divifer le
moment du culot pris par rapport au centre de la bombe,
par la maffe de la bombe; le quotient fera la diftance CG
du centre de la bombe, & fon centre de gravite , abftrac-
tion faite des anfes, &c.

Si on veut avoir le centre de gravité de la bombe lorf~
qu'elle eft chargée, alors il faudra prendre la différence du
moment du fegment qu'occupe la poudre 2 celui du fegment
qui forme le culot, & qui fe déterminent chacun comme
il a été dit ci-deffus ; mais en obfervant de multiplier chacun
par fa pefanteur fpécifique, c'eft-2-dire, le premier par le
poids d’un pied cube de poudre, & le fecond par le poids
d'un pied cube de fer, fi on a évalué la folidité en pieds
cubes ; aprés quoi on divifera cette différence, par le poids
total de la bombe & de la poudre,
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Propriétés des Centres de gravite.

269. Il eft clair, par ce que nous venons de dire
fur les centres de gravité , & par ce que nous avons
dit fur la réfultante de plufieurs forces paralleles,
que fi toutes les parties d’un corps ou d’un fyftéme
quelconque de corps , ont chacune la méme vitefle,
ou tendent 3 fe mouvoir avec la méme vitefle ; il
eft clair , dis-je , quela réfultante de tous ces mouve-
mens pafle par le centre de gravité de ce corps, ou
de ce fyftéme de corps, & que par conféquent le
fyftéme fe meut ou tend & fe mouvoir, comme fi
la totalité des maffes étoit concentrée au centre de
gravité , & ctoit animée d’une vitefle égale a celle
qui anime chacune des parties.

270. D’ol1 T'on doit conclure réciproquement ,
que fi 'on applique au centre de gravité d’un corps,
ou d'un fyftéme de corps, une force quelconque;
toutes les parties égales du fyftéme partageront
également ce mouvement , s'avanceront toutes avec
une égale vitefle, que I'on aura (158 ) en divifant
la quantité de mouvement appliquée A ce centre,
par la maffe totale du cotps ou du fyftéme de corps.

 Eneffet, 1a réfultante de tous les mouvemens que les parties
du fyfiéme prendront, doit étre la méme pour fa quantité &
Pour fa dire@ion, que la force imprimée. Or fi quelques-.
unes des parties prenoient plus de vitefe que d’autres, on
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trouveroit facilement que la réfultante de ces mouvemens ne
pafferoit pas par le centre de gravité, & on le verra encore
plus clairement par la fuite,

271. Et puifque plufieurs forces appliguées 3 un
méme point, fe réduifent (en vertu des principes
précédens) 4 une feule, il en faut conclure géné-
salement , que quelques forces que Lon applique au centre
de gravité d’un corps oud’un [y fléme de corps ; en quelque
nombre gulelles foient, & quelque diredlion qilelles aient ;
toutes les parties de ce corps, ou de ce [yftéme de corps,
prendront une viteffe égale , laquelle aura la méme direc-
tion que la réfultante de toutes ces forces, & fera egale
a la quantité de mouvement qui repréfente ceree force
réfultante , divifte par la maffe totale du corps ou di
Jy[féme de corps.

272. D'ol1Pon doit conclure que zant que ks forces
qui agiffent fur un corps [e réduiront ou pourront ére
réduites & une [eule done la diredion paffera par le centre
de gravité, ¢e corps ne tournera point autour de fon centre

de gravité;

273, Mais fi les forces qui agiffent fur un corps
ne peuvent étre réduites @ une feule ; ou fi pouvant
étre véduites 3 une feule, la direftion de celle-ci
ne pafle point par le centre de gravité, alors toutes
les parties du {yftéme ne feront pas mues d'un mou
vement commun, Néanmoins le centre de gravité

SCD LYON 1




DE MATHEMATIQUES. 283

fera mu de la méme maniére que fi toutes ces forces
y étoient immédiatement appliquées. Cleft ce qu'il
s'agit de faire voir altuellement.

274. Suppofons d’abord trois corps M, N, P
(fi. 79), mus fuivant des lignes paralleles 4D,
BE, CF fituées ou non fituées dans un méme plan,
& mus avec des vitefles repréfentées par les lignes
AD, BE, CF. Suppofons que G foit le centre de
gravité de ces corps lorfqu’ils font en 4, B0 ;8¢
G’ leur centre de gravité lorfqu’ils font arrivés en
D, E, Fou ils arrivent en méme temps, puilque
leurs vitefles font repréfentées par 4D, BE, CF.
Si Pon méne la ligne GG, je dis quelle fera paral-
lele 2 ces lignes; qu'elle fera la route que le centre
de gravité G fuivra pendant le mouvement des cotps;
& que ce centre de gravité G la décrira uniformé-
ment.

_1° 1l eft facile de voir que la route du centre de
gravité fera parallele aux lignes 4 D, BE , &c., car
aquelque endroit qu’on fuppofe ce centre dans un inf-
tant quelconque, fi on imagine un plan qui pafle
par ce centre, la fomme des momens, par rapport
a ce plan, doit étre zéro (238). Or fi I'on congoit
un plan paralléle aux direétions des corps, & paf-
fant par le point G, les momens, par rapport a ce
plan, ne peuvent manquer d’étre zéro pendant tout
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le mouvement; car les corps, dans leur mouvement,
font fuppofés ne pas s'écarter de ce plan; leurs dif-
tances a ce p'an font donc toujours les mémes; done
les momens font aufli toujours les mémes; mais au
commencement du mouvement , c’cft-a-dire,, lorfque
le centre de gravité étoit en G, leur fomme ctoit
zéro ; donc elle eft encore zéro, en quelque endroit
de leurs dire@ions que les corps fe trouvent; donc
le centre de gravité eft toujours dans un plan pa-
rallele aux direftions des corps, & qui pafle par
la premiere pofition G de ce centre, Et comme,
dans ce Taifonnement , rien ne détermine la pofition
de ce plan, finon qulil doit &tre parallele aux di-
rections des corps M, N, P , & pafler par le point G;
on prouvera de méme, que ce centre eft dans tout
autre plan paralléle aux dire@tions des corps, & paf
fant par le point G; il eft donc dans Pinterfetion
commune de ces plans; donc le centre de gravité
fe meut fuivant GG parallele aux diretions de
ces corps.

2°, Je dis qu’il fe meut uniformément; ceft-3-
dire, que fi lorfque les corps M, N, P &c., font
arrivés en a, b, ¢, &c. on fuppofe que le centre
de gravité eft en g, onaura GG’ : Gg:t 4D :
Aa : BE : Bb i &c.; Ceft-2-dire , que les
efpaces décrits en méme temps, par le centre de
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gravité, & par chacun des corps, feront comme
leurs vitefes.

En effet, fi on congoit un plan repréfenté par RS,
auquel les direftions des mouvemens foient perpen-
diculaires; on aura, par la nature du centre de gra-
vité (236), Mx AH 4+ N X Bl + PXCL =
(M4 N+ P) x GK. Et par l]a méme raifon,
lorfqu’ils fonten D, E, F,ona M x DH + N
XEI 4+ PxXFL=(M+ N+ P)xGK.Si
de cette équation on retranche la premicre, on aura
(en faifant attention que DH — 4AH — 4D,
El — BI = BE, &) Mx AD + N x BE
— P x CF = (M 4 N 4+ P) x GG, Donc,
par la méme raifon, lorfqu’ils feront en «, 4, ¢,
on aura M X Ada 4+~ N X Bb — P X C¢c =
(M+ N+ P) x Gg.

Or puifque Aa, Bb, Cc font décrits uniformé-
ment, dans un méme temps, ces efpaces (156)
doivent étre entre eux comme les vitefles 4D,

BE, CF; on adonc 4D : BE :: da : Bb,
AD : CF 2* Aa : Cc; donc Bb -:.A“;ﬁ{gf’
. Subftituant ces valeurs dans notre

Aax CF
e = AD

derni¢re équation , & chaflant le dénominateur 4 D,
elle fe change en (M X 4D+ N x BE — P
XCF)Xx da= (M + N+ P)x Ggx 4D,
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Enfin divifant cette équation, par celle ol entre

GG, on a da = —5-61@',12 d’olr lon tire GG’ ¢

Ggi: AD 1 Aa; ce quil sagiffoit de démontrer,

Obfervons , maintenant , que léquation oll entre

' __‘MxAD-i-NxBE—-PxCF
GG, donne GG' = N TP ’

Or les lignes 4D, BE, CF, GG, font les viteffes
des corps M, N, P, & du centre de gravit¢ G;

par conféquent M X A D, N x BE, &c. , font leurs
quantités de mouvement. Donc puifque le raifonne-
ment que nous avons fait jufquici, ne dépend point
du tout du nombre des corps, on peut conclure
généralement , 19, que ff tant de corps que Lon voudra
décrivent uniformément des lignes paralldles , le cenere de
gravité décrit auffi uniformément -une ligne paralldle &
celles-ld, 2.°. Que fa vite[fé eft égale a la fomme des quan=
titds de mouvement des corps qui vont dans un [ens,
moins la fomme des quantités de mouvement de ceux qui
vont en fens contraire, letout divifé parla fomme des mafffess

275. Si quelques-uns des corps étoient en repos,
la viteffe de ces corps étant alors zéro, la quantité
de mouvement feroit auffi zéro. Ainfi elle difparoi-
troit dans le numérateur de la fraltion qui exprime
la vitefle du centre de gravité, Mais cela ne chan’
geroit rien au dénominateur qui fera toujours Ia
fomme de toutes les mafles. i
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_-276. Sila fomme des quantités de mouvement des
¢orps qui vont dans un fens, étoit égale A la fomme
des quantités de mouvement de ceux qui vont en
fens contraire, le numérateur de la fraffion qui ex-
prime la vitefle du centre de gravité, feroit zéro.
Ce centre de gravité feroit donc en repos. Donc quels
que foient les mouvemens paralleles de plufieurs
corps, leur centre commun de gravité refle ea repos,
quand la fomme des quantités de mouvement de
ceux qui vont dans un fens, eft égale a la fomme
des quantités de mouvement de ceux qui vont en
fens contraire,

277. Puifque les quantités de mouvement repré-
fentent les forces (158); & que la réfultante de
plufieurs forces paralleles (219) eft égale 2 la
fomme de celles qui agiffent ou tendent & agir dans
un fens, moins la fomme de celles qui agiffent, ou
tendent 2 agir, dans un fens contraire; concluons
donc que f£ plufieurs forces paralldles font appliquées
aux différentes parties d’un [y [léme quelconque de corps,
b centre de gravité de ce [yfléme f¢ meur comme fE ces
forces lui éroient immédiatement appliquées.

278. Que les corps , en quelque nombre qu'ils
foient , fe meuvent maintenant fuivant des lignes
droites quelconques. Si on imagine deux lignes droites
quelconques perpendiculaires entre elles; 8 2 leur
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point de rencontre, une troifieme qui foit perpen-
diculaire A leur plan, on peut toujours décompc;fer
la vitefle de chaque corps, en trois autres, paral-
Ieles A ces trois lignes. Or il fuit de ce que nous
venons de dire, que le mouvement du centre de
gravité en vertu des mouvemens parali¢les 2 Pune
de ces lignes, fera parallele 3 cette méme ligne,
fera uniforme , & que fa vitefle fera égale a la fomme
des quantités de mouvement (*) eftimées parallele-
ment 2 cette ligne , divifée par la fomme des maffes.
Donc fi Yon congoit que lon ait déterminé, par
ce principe,, le mouvement du centre de gravité
parallélement 4 chacune de ces trois lignes,, & qu'en-
fuite on compofe ces trois mouvemens pour les ré-
duire 3 un feul (ce qui eft poffible, puifqu'ils font
appliqués & un méme point), on aura la route
unique du centre de gravité. Or comme les élémens
qu’on emploie ici, ne font autre chofe que les forces
mémes qu'ont les corps parallelement A ces trois
lignes, & que la force unique du centre de gravité
fe trouve , par-la, compofée des forces réfultantes
parallelement & chacune de ces lignes, elle ne peut
donc manquer d’étre égale & paralléle 2 la réfultante

(*) C’eft par abréviation que | corps qui vont dans un fens,
nous difons feulement , la fomme | moins la fomme des quantités de
des quantités de mouvement: on | mouvement de ceux qui vont en
doit toujours entendre la fomme | fens contraire.
des quantités de mouvement des

de
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de toutes les forces appliquées 2 tous ces corps;
donc en général, quelles que foient les directions & les
valeurs des forces appliquées a différentes parties d'un
Jyftéme de corps, le centre de gravité fe meut toujours,
ou tend a fe mouyoir , de la méme manidre que fi touses

ces forces lui éroient immédiatement appliquées.

279. Dans le raifonnement précédent, nous avons
dit qu'on pouvoit toujours décompofer la vitefle de
chaque corps en trois autres , paralléles A trois lignes
données de pofition. Cependant fi la direQion de I'un
des corps étoit parallele au plan de deux de ces trois
lignes, ou fi elle étoit parallele A Pune de ces trois
lignes, il paroit qu'on ne peut, dans le premier cas,
décompofer qu'en deux forces paralleles 4 deux de
ces trois lignes; & que dans le fecond on ne peut
faire aucune décompofition, en forces qui foient pa-
ralleles aux deux autres lignes. Nonobftant cette dif-
ficulté apparente, la propofition n’eft pas moins géné-
rale: car on voit, par exemple, que tant que la
ligne 4B (fig. 80) weft pas paralléle A Pune des
deux lignes PR, P Q, on peut toujours décompofer
laforce repréfentée par 4 B, en deuxautres 4C, 4 D
paralleles a ces deux lignes ; mais on voit, en méme
temps, que plus 4B approchera d’étre parallele A
PQ, & plus la force 4 D diminuera; enforte qulelle
deviendra zéro, quand 4B fera paralléle 3 P Q.

Mécanique, I, Partie, Y
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Donc, dans ce cas, on n’eft pas moins en droit de
fuppofer une décompofition en deux forces, mais
dont Pune foit zéro. Par la méme raifon on peut,
dans ce méme cas, fuppofer une décompofition en
trois forces paralléles aux trois lignes PQ, PR, P§;
mais deux de ces trois forces feront zéro.

280. De ce que nous venons de dire, & de ce
qui a été dit (275), on doit conclure que le centre
de gravité d'un [y [léme de corps reflera en repos, i ayant
décompofé les forces appliquées & chaque partie du S
téme , en trois autres forces parallles a trois lignes pers
pendiculaires entre elles, la fomme des forces ou des quan-
titds de mouvement paralllement & chacune des trois
lignes , ¢ft 7éro; en prenant avec des fignes contraires
les forces qui agiffent dans des fens oppofcs.

281. Quand toutes les forces font dans un méme
plan, il eft évident qu'il fuffit de décompofer chaque
force en deux autres, paralleles 3 deux lignes per=
pendiculaires entre elles , & menées dans ce méme
plan; car les forces perpendiculaires au plan ¢tant
alors nulles, le mouvement du centre de gravité en
vertu de ces forces eft nul auffi.

282, Dans tout ce que nous venons de dire,
nous avons fuppofé que chacun des corps qui come
pofe le fyftéme, obéiffoit pleinement & librement
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a la force qui le follicite. Mais les mémes chofes
p'ont pas moins lieu, quand ils font contraints dans
leurs mouvemens , pourvu que ces obflacles ne
viennent point d'une force étrangere au fyftéme , c'eft=
a-dire , pourvu quils ne foient autres que ceux qui ré-
fultent de la difficulté que peuvent avoir ces corps
a fe préter A ces mouvemens , par la maniére dont
ils font difpofés entre eux , ou liés les uns aux autres;
ceft ce que nous démontrerons , aprés avoir expofé
la loi générale de Péquilibre des corps, & la loi
géncrale de leurs mouvemens.

Principe général de I'Equilibre des Corps.

283. Quelles que foient les forces ( agiffartes on ré=
Siftantes ) appliquées & un corps , & un JS¥[léme de corps,
@ une machine , &c., & quelles que foient les diretions
de ces forces ; f¢ Lon congoit que chacune foit décompofée
en trois autres , paralleles a trois lignes tirées par tel
pinz gi’on voudra, & perpendiculaires entre elles ; il
faut , pour que toutes ces forces puiffent fe faire équilibre,
que la fomme (*) des forces qui agiffene paralllement
@ chacune de ces trois lignes, foit géro.

En effet , nous avons vu (227) que quels que

(*) Nous entendons toujours | dans un fens , moins la fomme
ici & dans la fuite, par la fomme | de celles qui agiffent ou tendent
des forces, la fomme de celles | a agir dans un fens oppofé.
qui agiffent ou tendent & agir

T2
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fuffent le nombre & la nature des forces, on pou-
voit toujours réduire toutes ces forces a trois, dont
les dire&ions fuffent parallcles a trois lignes perpen-
diculaires entre elles. Donc fi Pon fuppofe quil y 2
équilibre entre toutes les forces du fyfiéme,, 1l fau
qu’il y ait équilibre entre ces trois réfultantes, ou
que chacune foit zéro. Mais ces trois réfultantes
étant perpendiculaires entre elles, ne peuvent ni fe
nuire, ni fe favorifer ; donc chacune d'elles doit étre
2éro. Or chacune d’elles (223 ) eft égale & la fomme
des forces partielles qui lui feroient paralléles; donc
en effet les fommes des forces qui (par la décom-
pofition) agiffent parallclement & chacune de trois
lignes perpendiculaires entre elles , doivent &tre zéro
chacune.

284. Si toutes les forces étoient dirigées dans un
méme plan, la fomme des forces paralleles a cha-
cune de deux lignes tirées, dans ce plan, perpen=
diculairement Pune a Pautre, feroit zéro. Et fi toutes,
les forces étoient paralléles entre elles, il faudroit,
que la fomme de toutes ces forces fut zéro, Ces
deux cas font évidemment compris dans la propo-

fition générale.

285. Remarquons bien, que cette propofition aura
toujours lieu, dans quelque cas d’équilibre que ce
foit; mais on auroit tort de penfer quelle fuffit powr
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quil y ait équilibre. Les autres conditions néceflaires
pour I'équilibre , varient fuivant les qualités , ou les
difpofitions particulieres des parties du fyftéme ou
de la machine que I'on confidére; nous nous en
occuperons dans le volume fuivant: il ne sagit ici
que des principes généraux.

286. Ce principe eft général, foit que les forces
éui {font appliquées aux différentes parties du fyf-
téme, foient toutes agiffantes, foit que quelques-
unes feulement foient agiffantes, & les autres ca-
pables feulement de réfifter ; tels feroient des appuis,
des points fixes, des furfaces, &c., qui s‘oppoferoient
a l'aftion des autres forces. Car les réfiftances de ces
obftacles , équivalent & des forces agiffantes.

Principe général du Mouvement.

287. De quelgue manidre que plufeurs corps viennent
a changer leurs mouvemens aduels ; fi l'on congoit que
le mouvement que chaque corps auroit dans Uinflant fui-
vant , s'il devenoit libre, f[oit décompofé en deux autres
dont lun foit celui qu’il aura réellement aprés le chan-
gement ; le fecond doit ére tel que fi chacun des corps
neit eu dautre mouvement que ce fecond , tous les corps
fuffent demeurés en équilibre.

Cela eft évident , puifque fi ces feconds mouvemens
w'étoient pas tels qu’il en réfultdt Péquilibre dans lé
T3
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{yftéme , les premiers mouvemens compofans , ne
feroient pas ceux que les corps auroient apres le
changement , car ils feroient néceflairement altérés
par ceux-a.

Ce principe eft dit & M. &' Alembert. Voyez fa Dy=

namique.

Conféquences qui réfultent des deux principes
précédens , par rapport au mouvement du
Centre de gravité des Corps.

288. Concevons maintenant que plufieurs corps,
foit libres, foit liés entre eux de quelque maniere
que ce foit (de maniére cependant que rien n’affu-
jétiffe le fyfteme de tous ces corps), viennent a
recevoir des impulfions quelconques auxquelles ils
ne puiffent obéir pleinement, parce quils fe génent
réciproquement ; je dis que le centre de gravité
fera mlt, comme fi tous ces corps euflent été libres.

En effet, quel que foit le mouvement que chaque
partie du fyftéme prendra, on peut toujours con=
cevoir celui qui lui eft imprimé, comme compofé
de celui qu’il prendra, & d’un autre, Or (286)
en vertu de ces feconds mouvemens, il doit y avoir
équilibre ; donc fi P'on congoit ces feconds mouvemens
décompofés , chacun , en trois autres , paralicles
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a trois lignes perpendiculaires entre elles, la fomme
des forces qui en réfulteront parallelement a chacune
de ces lignes, doit étre zéro (282). Or le chemin
que le centre de gravité tend a décrire en vertu de
chacune de ces forces, eft (273) égalad la fomme
des forces paralléles & chacune de ces lignes, divifée
par la fomme des corps; donc le chemin quil tend
3 décrire en vertu des changemens furvenus dans le
fyfiéme , par laétion réciproque des parties de ce
fyftéme , eft zéro; donc le centre de gravité ne par-
ticipe point  ces changemens. Donc il eft m{i comme
fi toutes les parties du fyftéme obéiffoient librement
& fans aucune perte, chacune 2 la force qui la
follicite.

Donc en général , 'éar du centre de gravité dun
corps o d'un [yfkéme de corps, ne change point par
Paition mutuelle des parties de ce cosps on de ce [y fléme,

" 289. Concluons de-13 , 1°. que fZ zn corps ou ur

Jyfiéme de corps tourne autour de fon centre de gravité ,

de quelaue maniére que ce [oit; ce centre reflera continuel-
7 q

lement dans le méme état que f& le corps ne tournoit pas.

2°, De ce méme principe, & de ce qui a été
dit plus haut fur le mouvement du centre de gra-
vité des corps libres, il fuit que fi un corps de
figure quelconque , ou un affemblage quelconque de
T 4
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eorps, regoit une impulfion fuivant une dire&ion
quelconque 4 B (fig. 1), laquelle fe tranfmette
toute enticre A ce corps; le centre de gravité G
fera mii fuivant une ligne G § paralléle 2 AB,dela
méme maniére que fi cette impulfion lui efit été tranf-
mife immédiatement {uivant cette méme dire&ion GS,
Et fi plufieurs forces agiffent & la fois fur différens
points de ce corps, ce centre de gravité fera mii,
comme fi toutes ces forces lui étoient immédiate-
ment appliquées.

290. Donc fi au moment ol le corps eft frappé
fuivant la dire@tion 4B, on appliquoit au centre
de gravité G une force dirigée en fens contraire furi-
vant §G, & égale a la force qui agit fuivant 4 B,
le centre de gravité refteroit en repos. Néanmoins il

. eft évident que les autres parties de ce corps ne de-
meureroient point en repos, puifque ces deux forces
quoique égales , ne font pas diretement oppofées.
Or le feul mouvement que le corps puiffe avoir , fon
centre de gravité reftant en repos, eft évidemment un
mouvement de rotation autour de ce centre de gravité,

Donc fi un corps regoit une ou plufieurs impulfions
JSuivane des direlions qui ne paffent point par fon centre
de gravité; 1°. ce centre de gravité fira mi, comme fi
toutes les forces lui éroient’ immédiatement appliquées
chacune fuivant une diretion paralldle @ celle qu’elle. as
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9°, Les parties de ce corps tourneront autour du centre
de gmvitz' » comme elles le feroient en vertu des forces qui
font adluellernent appliquées au corps, fi ce centre de gra-

vité étoit fixement attache,

Nous déterminerons ces mouvemens de rotation
dans le volume fuivant.

On voit par-li, pour le dire en paffant, que fi la direftion
de Peffort de la poudre fur la bombe (fig. 78 ) ne pafle pas
exalement par le centre de gravité G de la bombe, celle-ci

tournera autour de G. Elle peut tourner encore par d'autres
caufes que nous examinerons ailleurs.

291. Concluons encore que fi I'état du centre de
gravité d’un corps vient & changer , ce ne peut Etre
que par altion ou par la réfiftance de nouvelles
forces étrangéres & ce corps; & que par conféquent
ce changement fe déterminera toujours en cherchant
la réfultante qu’auroient toutes ces forces , fi elles
étoient appliquées au centre de gravité, chacune
fuivant une dire&tion paralléle a celle qu'elle a ac-
tuellement,

Tels font les principes généraux du mouvement
& de Péquilibre des corps folides. Nous réfervons
pour le volume fuivant , les applications de ces
principes , aux différens cas de mouvement &
déquilibre qui peuvent fe rencontrer dans Pufage;
& nous paffons & Péquilibre des fluides,
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DE L’EQUILIBRE
DES FLUIDES,

ET DES
CORPS QUI Y SONT PLONGES.

e

202, QUOIQUE nous ignorions jufqu'olr va le
degré de ténuité des parties des fluides, nous ne
pouvons douter , néanmoins , que ces parties ne
foient matérielles ; & que par cette raifon, la loi
genérale d’équilibre & celle de mouvement que nous
avons établies ci-defflus, ne leur conviennent comme
aux corps folides. Mais cette loi d’équilibre n’étant
pas la feule néceflaire , ainfi que nous l'avons déja
dit; il nous faut examiner s'il n’y a point quelque
autre loi générale dont cet équilibre peut dépendre.

293, Comme Iéquilibre confifte dans la deftruc-
tion de toutes les forces, & que nous ignorons la
mani¢re dont les parties des fluides fe tran{mettent
leurs forces les unes aux autres , ce n’eft qu'a 'expé=

nence que nous devons avoir recours, pour ¢tablir o
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fnos premiers principes : nous commencerons donc
par expofer ce que 'on connoit , par expérience, de
plus certain fur cette matiére. Mais auparavant, nous
obferverons qu’il faut diftinguer deux fortes de fluides,
Les uns dont les parties font ou peuvent étre regar-
dées comme abfolument dures, & qui, prifes en
maffe, font incompreflibles ; c’eft-a-dire, ne peuvent
étre réduites a occuper un volume plus petit que
celui quelles occupent dans leur état naturel ; telle
eft Peau , & telles font la plupart des liqueurs. Les
autres font compofés de parties compreffibles & élaf-
tiques ; c'eft-a-dire, capables d’occuper un efpace plus
petit , lorfqu'on les comprime , & de reprendre leus
premier ¢tat, lorfque la caufe qui les réduifoit & un
plus petit volume, ceffe d’agir; tel eft Pair. Nous
parlerons d’abord des fluides incompreffibles.

294. Voyons maintenant ce que I'expérience peut
nous apprendre fur I'équilibre des fluides,

Soit ABCD (fig. 82 & 83) un canal compofé
de trois branches 4B, BC, CD d'un diamétre
égal. Si Pon congoit que dans chacun de ces deux
canaux , on verfe de 'eau par la branche 4B, elle
;:)aﬂ'era de la branche BC dans la branche CD ; &
lorfquon aura ceflé de verfer, la furface de I'ean
contenue dans chaque branche fe trouvera dans une
méme ligne horizontale 4 D ou E F, quelle que foit
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dailleurs I'inclinaifon de la branche B C. Cleft un fait
trés-connu, & que nous prenons pour principe. Voici
maintenant les conféquences que ce fait nous fournit.

295. Le canal 4 BCD étant rempli jufquen 4 D,
fi par tel point £ que 'on voudra , on imagine ’hori~
zontale E F; il eft vifible que le poids de I'eau con-
tenue dans £ B CF ne contribue en rien A foutenir
les colonnes 4 E & D F ; puifque Pexpérience fait
voir que fi I’eau natteignoit que le point £ dans la

branche 4 B , elle natteindroit que le point F dans -

la branche D C, & que par conféquent le canal
E B CF eft de lui-méme en équilibre; donc I'équilibre
dans le canal total auroit encore lieu fi le fluide,
contenu dans £ B C F, perdoit tout-a-coup fa pefan~
teur. On doit donc regarder ce fluide comme érant
feulement un moyen de communication entre la
colonne 4 E & la colonne D F ; enforte qu'il tranf-
met & la colonne D F toute la preflion que la colonne
AE exerce fur lui; & réciproquement il tranfmet
a celle~ci , la preffion que D F exerce fur lui.

Il n’eft pas moins évident que laméme chofe auroit
lieu, i au lieu de la coloane 4 E & de la colonne
DF on fubftituoit deux preflions de méme valeur ;
on peut donc de-la conclure en général, que /7 un
flide fans pefanceur eff renfermé dans un vafe gquel~
sonque ; & qu'ayant fait une ouverture @ ce vafe, on’
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applique une preffion quelconque @ cette ouverture , cette
preffion fe répandra également dans tous les fens. Puifque
P'inclinaifon de la branche BC (fig. 83) n’empéche
pas que les chofes ne fe paffent de la méme maniére
que dans la fig. 82.

296. Il eft facile de voir maintenant, que non-
feulement la preffion fe tranfmet également dans tous
les fens ; mais encore, qu'elle agit perpendiculaire-
ment fur chaque point de la furface du vafe qui
renferme le fluide, Car fi la preflion qui agit fur la
furface n'agiffloit point perpendiculairement, il eft
facile de voir qu’elle ne pourroit étre détruite en=
ticrement par la réfiftance de cette furface, que
nous fuppofons d’ailleurs fans frottement; il en ré-
fulteroit donc une aftion fur les parties du fluide
méme, laquelle ne pouvant manquer de fe tranf
mettre dans tous les fens (294 ) , occafionneroit né=
ceflairement du mouvement dans le fluide; il ne
feroit donc famais poffible quun fluide reftit en
équilibre dans un vafe; ce qui eft contraire a lex=
périence.

297. Concluons donc de-la que fi les parties d'un
fluide contenu dans un vafe quelconque 4BCD
(fig. 84 ) ouvert vers la partie 4 D, font follicitées
par des forces quelconques, & demeurent néanmoins
en équilibre , ces forces doivent étre perpendiculaires
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ala furface 4 D ; car s'il y a équilibre, cet équilibre
ne fubfiftera pas moins fi 'on applique une enveloppe
de méme figure que la furface 4 D ; or nous venons
de voir que dans ce cas, les forces qui agiffent fur
la furface 4D doivent étre perpendiculaires a cette
furface.

298. Suppofons donc que les forces qui agiflent
fur les parties du fluide , font la pefanteur méme;
& alors nous conclurons que la direftion de la pe=
fanteur eft néceflairement perpendiculaire 2 la furface
des eaux tranquilles; & que par conféquent les parties
dun méme fluide pefant doivent étre de niveau pour étre en
duilibre , quelle que foit d’ailleurs la figure du vafe qui
les renferme.

299. Concevons maintenant, que le vafe 4 BCD
(fi- 85) étant fermé de toutes parts, foit rempli
d'un fluide fans pefanteur; & qu’ayant fait une trés-
petite ouverture en E, on y applique une preflion
quelconque: il eft évident que la preffion qui en réful-
tera fur la {urface plane repréfentée par BC, ne dé-
pendra nullement de la quantité de fluide contenue
dans ce vafe, ni de la figure du vafe; mais que
puifque la preffion appliquée en E fe tranfmet égale-
ment dans tous les fens (295 ), celle de BC fera
égale 2 la preflion qui agit en E, répétée autant de
fois qu'il ya de points dans BC,
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300. Par la méme raifon, la preflion appliquée
en E agira pour écarter le fond fupérieur 4D ; &
la force avec laquelle elle agira fera, pour chaque
point , égale 4 la preflion qui agit en £ ; enforte que
le fond 4D eft preflé perpendiculairement du de-
dans au dehors avec une force égale a la preffion
qui agit en E , répétée autant de fois quil y a de
points. dans 4 D.

3o1. Imaginons maintenant que le vafe 4BCDEF
(fig. 8G) dont la partie CD eft horizontale, foit
rempli d’un fluide pefant. Je dis que la preflion
qui en réfulte fur le fond CD, ne dépend nul-
lement de la quantité de fluide contenue dans le
vafe , mais feulement de la grandeur de CD, &
de la hauteur de la furface 4F, au-deflus de la
bafe C'D.

En effet, concevons I'horizontale B E, & ima-
ginons que le fluide contenu dans BCDE , devienne
tout-3-coup fans pefanteur; il eft évident , par ce
quon vient dedire (299 ), qu'un filet vertical quel-
conque I K du fluide pefant contenu dans 4 BEF,
exerce au point K , une preffion qui doit fe répandre
également dans tout le fluide BC D E ; que cette pref-
fion Iagit également de bas en haut pour repouffer
TPaltion de chacun des autres filets qui répondent

verticalement aux différens points de BE ; doncle
filet
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filet 7K fait, lui feul, équilibre A tous les autres
filets de la mafle 4 BEF; donc la mafle BCDE
étant toujours fuppofée fans pefanteur , il ne réfulte
dautre preffion au fond CD, que celle du filet
IK, laquelle fe tranfmettant également 3 tous les
points de €D, y occafionne une preflion égale 3
celle qui s'exerce au point K, répétée autant de fois
quil y a de points dans CD.

Donc fi on imagine (fig. §7) un fluide pefant
contenu dans 4CD F, divifé en tranches horizon-
tales ; la tranche fupérieure ne communique pas au
fond €D dautre aftion que celle que communique-

roit le filet 24 de méme hauteur que cette tranche ; &
la méme chofe ayant lieu pour chaque tranche, le
fond CD n'eft donc preflé que comme il le feroit par
la fomme des filets a4, bc, cd, &c.; & puifque cette
preffion fe tran{met également & tous les points de CD,
elle eft donc égale 2 C.D multipliée par la fomme des
preflions que les filets 24, b¢c, cd {ont capables d’exer-
cer fur un méme point,

Donc, 1°. fi L fluide ACDF eff homogine c’efl-d=
dire, compofé de parties de méme nature, de méme pefan=
wur, &c. la preffion fur l fond CD, fera exprimée
par CD X ag; c’eft-a-dire, fera mefurée par le poids
du prifme ou du cylindre qui auroit CD pour bafe &
g pour hauteur.

Mécanigue, 1 Partie, v
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2°. Si le fluide oft compofé de tranches de différeates
denfiiés, la preffion fur CD, fera exprimée par CD
multipliée par la fomme des pefanteurs [pécifiques de
chague tranche ; je dis par la fomme des pefanteurs
fpécifiques (*) & non par la fomme des poids ; car
ce neft point de la quantité de fluide contenue dans
chaque tranche , que dépend la preffion, mais feu-

lement de la pefanteur propre d’un filet.

I faut bien obferver que ce que nous difonsici, a
lieu foit que le vafe dille en s’élargiffant par en haut ,
foit qu'il aille en fe rétréciffant, comme dans la
fig. 88. La preffion que le fluide renfermé dans
ACDF exerce fur CD, eft la méme que celle
qu'exerceroit le cylindre £C DG sl étoit remplt

de fluids , 2 méme hauteur.

302. De ce qui précede, il eft facile de conclure
que fi deux fluides NHCBFL & EFLM (fig.89)
homogenes chacun, mais de différente denfit¢ , T'un
a Pégard de Pautre , fe communiquent en FL dans
un vafe quelconque, ils ne peuvent Etre en équi=
libre quautant que leurs hauteurs EF, IK , au-
deflus du plan horizontal FL de {éparation , feront
en raifon inverfe de leurs pefanteurs fpéifiques. En

( *) Ondoit {e rappeler ici, ce | matitre quelconque , eft la pefan-

que nousavons déja dit ailleurs, | teur abfolue d'un volume conok

gue la pefanteur {pécifique d'une de cette matiére,
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effet , le fluidle LFBCGO pouvant étre de lui-
méme en équilibre (298), il faut que NHGO
puifle faire équilibre & EFLM; il faut donc que la
preflion que NH G O exerce de bas en haut fur FL,
foit égale A celle que £ FLM exerce de haut en bas
fur FL. Or (301) la preflion que NHG O exerce
fur FL, eft égale au poids d’un prifme ou d’un cy-
lindre de ce fluide, qui auroit /K pour hauteur,
& FL pour bafe; dailleurs ce poids eft égal 2 la
pefanteur fpécifique multiplide par le volume; donc
fi on nomme P cette pefanteur fpécifique, il aura
pour expreflion P x / K x FL. Par la méme raifon ,
fi on nomme p la pefanteur {pécifique du fluide
EFLM, on aura p x EF X FL pour la pefanteur
abfolue de ce fluide, ou pour la preflion qu'il exerce
fur FL. 1l faudra donc que P x IK x FL =px
EF X FL, ou que P x IK = p x EF; donc
P:p it EF; IK; les hauteurs £F, I K doivent
donc étre en raifon inverfe des pefanteurs {péci-
fiques.

Ainfi, par exemple, fi LFB CHN étoit du mercure, &
EFLM de I'eau; comme le mercure eft 14 fois auffi pe-
fant que l'eau , il faudroit que la hautenr 7K fir 14 fois
plus petite que EF; cefl-i-dire, fit la quatorziéme partie
de EF, quelque figure quaic dailleurs le vafe.

303. Par ce que mous avons dit jufqu'ici, on voit done
fQue la maniére d'agir des fluides eft bien différente de celle
Y

SCDLYON 1 |




308 CovRrs

des folides, Il n’y a, 4 proprement parler (fig. 87), que
la partie E CDG qui exerce fon ation fur la_furface CD;
& (fig. 88) la furface CD eft preflée par ACDF comme
elle le feroit par tout le poids du fluide contenu dans le
cylindre ECDG ; au lien que fi céroit un folide, fi par
exemple , le fluide 4CDF venoit 3 fe glacer, le fond fup-
porteroit une prefiion égale au poids de la totalitt ACDF
(fig. 87) & au poids de ACDF feulement ( fig. 88).

304. Mais il faut bien diflinguer ici , entre la preflion
que le fond CD éprouve de la part du fluide, & celle que
lon auroit 3 foutenir fi Pon vouloit porter le vafe. Il
eft fir que fi le fond CD venoit a fe détacher, il ne
faudroit employer autre chofe pour larréter (fig. 87),
quun effort égal au poids du cylindre ECD.G; mais fi
T'on vouloit porter le vafe, il faudroit employer un effort
égal au poids de Peau contenue dans tout le vafe, ceft ce
quon va voir aprés que nous aurons donné la maniere
d’évaluer la prefiion fur les furfaces planes obliques, & fur
les furfaces courbes.

305. Soit A CDF (fig. go & g1) la coupe ver-
ticale d’un vafe terminé par des furfaces planes ou
courbes inclinées, comme on le voudra, a Tho-
rizon. Si Ton concoit une tranche infiniment mince
abdc, on peut faire abftrattion de la pefanteur de
cette tranche , & confidérer cette tranche comme
preflée par le fluide fupérieur. Or cette preffion fe
répand également 2 tous les points de la tranche,
& agit perpendiculairement & également fur chacun
des points des faces ac, bd, Donc puifque (301)
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cette force eft celle que le filet feul 7K feroit naitre
la preflion quis’exerce perpendiculairement fur 54 fera
exprimée par 6d X 1K ; & il eft évident qu'il enfera
de méme fi au lieu de regarder 44 comme une petite
ligne droite, on la regarde comme une petite futface.

306. C'eft donc a dire, en général, que la pref
Jion qui Sexerce perpendiculairement [ur une furface

infiniment petite quelconque , par un fluide pefant &

homogene , s'eflime par le produit de cerre furface, mul-

tiplice par fa diflance a la ligne de niveau AF, & par
la pefanteur [pécifique de ce fluide.

307. Donc la preflion totale qui s’exercera fur
une furface plane quelconque fituée comme on le
voudra, eft égale & la fomme des produits des parties
infiniment petites de cette furface , multipliées cha-
cune par fa diftance au plan de niveau, ou 2 la fur-
face fupérieure du fluide , & par la pefanteur {pé-
cfique de ce fluide. Mais par la nature du centre
de gravité, la fomme des produits de chaque par-
tie par fa diftance & un plan fixe, eft égale au
produit de la furface totale, multipliée par la dif-
tance de fon centre de gravité au méme plan;
donc lz preffion qu'un fluide pefant, exerce contre une
Jurface plane oblique , a pour mefure le produit de certe
Surface par la diflance de fon centre de gravité au plan
de niveau & par la pefanteur [pécifique du fluide.

v'3
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308. Comme les prefions qui s’exercent fur chaque
point d'une méme furface plane, font perpendiculaires
a la furface,, & par conféquent paralleles entre elles,
la réfultante ou la preflion totale doit (206) leur
&tre paralléle; or, comme nous venons de déter~
miner fa valeur, ainfi que celles de chacune des’
preflions partielles, il fera aifé, par ce qui a ét¢ dit
(219), de déterminer quand on en aura befoin , par
ol pafle cette réfultante, qui, comme il eft aifé dele
voir, ne doit point paffer par le centre de gravité G
de cette furface ( fig. 92), mais & quelque diftance
au-deflous, Il n’y a que dans le cas olt la furface eft
infiniment petite, qu'on peut fuppofer que la preffion
totale pafle par le centre de gravité de cette furface

inclinée.

309. Voyons maintenant, ce qui réfulte de toutes
ces preflions , dans le fens vertical , & dans le fens
horizontal,

Quelle que foit la figure d'vn corps, on peut tou=
jours concevoir ce corps , comme aflemblage d’'une
infinité de tranches paralléles entre elles , & fe repré-
fenter la furface .du contour de chaque tranche,
comme Paflemblage de plufieurs trapezes dont le
nombre eft infini , quand la furface eft courbe. Ainfi,
pour évaluer ce qui réfulte de la preflion qu’un fluide
exerce , foit fur les parois intérieures d’un vafe, foit
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fur la furface extérieure d'un folide qu’on auroit
plongé dans ce fluide, i1 faut évaluer ce qui réfulte
de la preflicn fur la furface d’un traptze d’une hau-
teur infiniment petite,

Concevons donc (fig. 93) un trapéze 4BCD
dont les deux cotés paralleles foient 4B & CD, &
dont la hauteur foit infiniment petite. Qu'au centre
de gravité G de ce trapéze, on ait appliqué perpen-
diculairement & fon plan , une force P dont la valeur
foit exprimée par le produit de la furface de ce tra~
pize , multipliée par la diftance G G’ de fon centre de
gravité 2 un plan horizontal X Z.

Pour déterminer I'effet de cette force, tant dans
le fens horizontal , que dans le fens vertical, je con-
cois par la ligne CD un plan vertical CDFE, &
par la ligne 4 B que je fuppofe horizontale , j'ima-
gine le plan horizontal 4 FEB. Et ayant mené les
lignes verticales CE, BF qui rencontrent ce plan ,
en £ & F, je mene BE & AF; enfin, par la di-
reftion G P de la force P, je congois un plan KIH
auquel CD foit perpendiculaire , & dont HGK &
H I {ont les interfc&ions avec les deux plans 4 BCD,
FECD : ce plan fera perpendiculaire aux plans
ABCD, FECD (Géom. 190), puifque CD eft
leur interfetion commune : enfin du pomnt K pris
fur 4B & HK, je méne K perpendiculaire au

V 4
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plan FECD ; cette ligne ne peut manquer d’étre
perpendiculaire 3 AL

Cela pofé, je décompofe la force P en deux autres
qui foient dans le plan KJH prolongé , & dont
Yune G L foit horizontale ou perpendiculaire au plan
FECD; & lautre, GM , foit verticale, Jaurai
donc en nommant L & M ces deux forces, & for-
mant le parallélogramme GMNL fur la ligne GN
prife arbitrairement pour diagonale , jaurai (201)
P:L:M::GN:GL:GM,ou ::GN:GL:
LN. Mais comme le triangle G LN afes cotés per-
pendiculaires fur ceux du triangle K H, ces deux
triangles font femblables ( Géom. 111 ), & lon a
GN:GL:LN:: HK:HI:IK; donc P: L=
M:: HK : HI: IK. Multiplions ces trois derniers

AB+ CcD
2

termes par X G G', ce qui nechangera point
. p » €€q gera p

leur rapport, & nous aurons P:L: M 1t HK X
L2+ P XGG  HIx 422D GG . IK %

2

AR + CDxGG!.

2

" Obfervons maintenant 1°. que HKxi’?—:-E-’
eft la furface du trapéze 4 BCD. 2°. Que puifque
CE& D F font paralleles & qu'il en eft de méme
de CD&EF,onaCD=EF;doncIK x ﬂfﬁ)
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AB+EF

eft la méme chofeque 7 K x » & par confé-

quent eft la furface du trapeze AFE B. 3°. Et comme
on fuppofe que la hauteur du trapéze 4 BCD eft
infiniment petite, £F qui eft égale a CD, peunt
étre prife a la p‘ace de 4B, & de CD,enforte que

HIx 22+ CP o réduitd HI x EF quieft la {'urface
du re&angle ECDF, On adonc P:L: M:
ABCDXGG': ECDFXGG': AFEBX ca.
Mais nous avons fuppofé que la force P étoit expri-
mée par 4BCD x GG'; donc la force L eft expri-
mée par ECDFx GG'; & la force M eft expri-
mée par AFEBX GG,

310. Concevons maintenant , que des angles 4,
D, C, B on ait mené des perpendiculaires fur le
plan X Z. On peut fe repréfenter ces perpendicu~
laires comme les arrétes d'un prifme tronqué dont
la bafe horizontale fur le plan XZ , feroit égale 2
AFEB, & dont la bafe inclinée eft 4BCD. Or
comme 4 B & CD font fuppofées infiniment proches
la folidité de ce prifme tronqué n'eft pas cenfée
difiérer de celle du prifme quiauroit la méme bafe
horizontale , & qui auroit G G’ pour hauteur ; mais
Gcite dernicre auroit pour expreflion A FEB X GG’
Qui eft précifément celle que nous venons de trou-
Ver pour la force verticale M ; donc cette force a
aufii pour expreflion la folidité, du prifme tronqué




multipliée par la diftance de fon centre de gravit¢
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qui a pour bafe inclinée 4BCD, & pour bafe
horizontale la projeétion de 4BCD fur le plan
horizontal X Z.

311. Imaginons, aduellement , un folide quel-
conque, coupé en une infinité de tranches horizon-
tales , telles que 4 BDEabde (fig. 94), & que
perpendiculairement au centre de gravité de la furface
de chaque trapéze, dont on peut imaginer que la
furface du contour de cette tranche eft compofée,
on ait appliqué des forces repréfentées chacune par
le produit de la furface du trapéze correfpondant,

% un plan horizontal X Z. Ces forces feront les pref-
fions quun fluide pefant exerceroit fur la furface -
intérieure de la tranche 4BDEabde dun vafe
dans lequel il feroit contenu ; elles feroient auffi
les preflions qu'un pareil fluide exerceroit fur la
furface extérieure d'un folide qui y feroit plongé.
Or nous venons de voir que {i Ton décompofoit
ces forces en deux autres, lune verricale, &
Tautre hotizontale 3 chaque force verticale feroit
repréfentée par le prifme tronqué qui a pour bafe
dans le plan horizontal X Z, la projettion du
trapéze fur ce plan, & quia pour bafe inclinée
ce trapéze méme, Donc la fomme des forces ver
ticales , ou la force werticale unique qui en réfulte,
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fera repréfentée par la fomme de tous ces prifmes
tronqués ; & comme la méme chofe doit sen-
tendre de chaque tranche horizontale, il faut donc
en conclure ,

1° Que ff un vafe de figure quelcongue ACDF
(fig. 86) eft rempli de fluide jufqu’a la ligne quel-
gonque AF, il ne réfulte de toutes les preffions que le
fluide exerce fur chacun de fes points , dautre force ver-
ticale qu'une force repréfentée par la folidité ou plusit
par le poids du volume que le fluide occuye.

2° Que ff un corps tel que AEDBM (fig. 95),
dont AIBF eff la plus grande coupe horizontale , eft
plongé dans un fluide @ une profondeur quelconque, &
que l'on faffe abfiraition de la preffion qui s’exerceroit
fur la partie fupéricure AMB 5 Ueffore vertical du fluide
pour le foulever , eft égal au poids du volume du fluide
qui feroit compris entre le nivean XZ, la furface
AIBFE, & la furface convexe formée par les per=
pendiculaires abaiffées de tous les points du contowr

AIBF, fur le plan X7,

Si Pon confidére enfuite la preflion qui s'exerce
fur la furface fupérieure & la plus grande coupe hori-
2ontale, on voit par la méme raifon, qu'il réfulteroit
des preflions du fluide fur cette furface, qu'il en
réfulteroit, dis-je, dans le fens vertical, & pour
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pouffer le corps en bas, un effort égal au poids du
volume de fluide qui feroit compris entre cette méme
furface, celle 4/ F/B'I' de fa projection , & celle
que forment les perpendiculaires menés de tous les
points du contour 41 BF. Donc fi du premier effort
vertical , on retranche le fecond , on voit que le
corps eft pouffé verticalement de bas en haut, par
un effort égal au poids du volume de fluide dont il
occupe la place.

312. Concluons donc généralement , que [ un
corps ¢ft plongé dans un fluide quelconque, il y perd
une partie de fon poids , égale au poids du volume de fluide
qu'il deplace.

313. Il nous refte maintenant deux chofes a exa-
miner ; la premiére eft de favoir par ol paffe Peffort
vertical réfultant des preflions du fluide : la feconde,
ce que deviennent les forces horizontales.

Quant A la premiére, il eft facile de voir que cet
effort vertical doit paffer par le centre de gravité
du volume de fluide qui a été déplacé. En effet,
fi on concoit ce volume décompofé en une infinité
de filets verticaux, Peffort que le fluide exerce pour
pouffer verticalement chaque filet , eft exprimé ( 311)
par le poids d'un volume de fluide égal  ce filet.
Donc pour avoir la diftance de la réfultante, @ un
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plan vertical quelconque, il faudroit multiplier la
mafle de chaque filet confidérée comme de méme
mature que le fluide, par la difftance a ce plan, &
divifer l]a fomme de ces produits par la fomme des
filets; or C'eft précifément ce quiil faut faire pour
trouver la diftance du centre de gravité du volume
déplacé ; donc en général la pouffée verticale d'un
fluide fur un corps qu’on y plonge, paffe toujours par
k centre de grayité du volume de fluide déplace,

314. Voyons , maintenant, ce que deviennent
les forces horizontales dont nous avons parlé ci-
deflus.

Si I'on fe repréfente toujours la tranche folide de
la fig. 94, & que par les cotés ab, bc, &c.de
la fettion inférieure on congoive des plans verticaux
terminés par la fe€tion fupérieure ; ces plans forme-
ront le contour d’un prifme qui aura pour hauteur
celle de la tranche ; & chaque face de ce prifme,
exprimera (309 ) par Pétendue de fa furface, la
valeur de la force horizontale qui lui eft perpendi-
culaire. Mais comme toutes ces faces {font de méme
hauteur , leurs furfaces font dans la raifon de leurs
bafes a4, bc, &c.; donc les forces hotizontales font
entre elles dans la raifon des coOtés ab, bc, 8.
Diailleurs 3 quelque endroit de ces faces qulelles
foient appliquées , comme ces faces font d’une hauteur
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infiniment petites , on peut regarder ces forces ho-
tizontales comme appliquées , toutes, dans le plan
horizontal 25 ¢ def , chacune perpendiculairement fur
le milieu du coté qui fert de bafe a la face correfs
pondante du prifme dont il S'agit, Je dis fur le milieu,
parce quil eft aifé de voir que la réfultante des
preflions qui Sexercent fur la furface de Tun quel-
conque des trapezes qui forment la furface de la
tranche , doit paffer par 'un des points de la ligne
qui joint les milieux des deux cotés paralleles ; &
que par conféquent la force horizontale qui en ré-
fulte, doit rencontrer la ligne qui joint les milieux
de deux cotés oppofés de la face correfpondante du
prifme. La queftion eft donc réduite 3 favoir ce qui
doit arriver A un polygone quelconque ( fig. 96)
lorfque chacun de fes cbtés eft tiré ou poufl¢ par
une force appliquée perpendiculairement a fon mi-
lieu, & repréfentée pour fa valeur , par ce cité,
Nous allons voir qu’elles fe détruifent mutuelle-

ment.

Ne confidérons d’abord que deux forces P & @
(fig. 97) appliquées perpendiculairement fur les mie
licux des deux cbtés AB, AC du triangle 4BC,
& repréfentées par ces cotés. Il eft clair que leur
réfultante paffera par leur point de concours F
qui dans le cas préfent eft le centre du cercle qui
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pafleroit par les trois points 4, B, C (Géom. 55).
Je dis dailleurs, qu'elle doit paffer par le milieu du
coté¢ B C, auquel elle fera par conféquent perpen-
diculaire ; & qu'elle fera repréfentée par ce cté BC,

En effet, fi Ton décompofe la force P en deux
autres 'une De parallele, & l'autre D% perpendi-
culaire au coté B C, en formant le parallélogramme
Degh; onaura en nommant ¢ & % ces deux forces,
RieihiDg: De: Db Dg: De:ge; ox
enabaiffant la perpendiculaire 40, le triangle ge D
elt femblable au triangle 4 O B, parce qu’ils ont les
cotes perpendiculaires. On a donc Dg : De : ge 32
AB : A0 : BO; donc P e: hit AB: A0 -
BO. Or par la fuppofition, la valeur de la force P
elt repréfentée par 4B ; donc celle de e Peft par
40, & celle de & P'eft par BO.

S1 l'on décompofe pareillement la force Q en
deux autres, Iune Im parallele, & Vautre Tk per-
pendiculaire au co6té BC, on prouvera de méme,
que m eft repréfentée par 40, & k par CO. Les
deux forces m & e font donc égales, puifquelles font
repréfentées par la méme ligne 4 0. D’ailleurs elles
agiffent en fens contraires, & fuivant une méme
ligne DI paralicle 3 BC, puifque D & I font les
milieux de 4B, 4C; donc elles fe détruifent. La
wfultante doit donc étre la méme que celle des deux
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forces h & k; & comme celles-ci font paralleles,
puifqu’elles font perpendiculaires & B C, que d'ailleurs
elles agificnt dans le méme fens, leur réfultante
doit étre égale A leur fomme, & perpendiculaire
2 BC. Donc 1° elle eft repréfentée par BO + 0C;
Ceft -1 - dire , par BC. 2° Etant perpendiculaire
A BC, & devant d’ailleurs paffer, ainfi que nous
venons de le dire , par le centre Fdu cercle circonferit
A ABC, elle pafle donc par le milieude BC.

Cela pofé (fig. 96) la réfultante » des deux
forces P & T fera donc perpendiculaire fur le mi-
lieu de BE, & repréfentée par BE. Par la méme
raifon , la réfultante X des deux forces 7/ & §, &
par conféquent celle des trois forces P, T, S, fera
perpendiculaire fur le milien de BD, & repréfentée
par B D. Enfin la réfultante ¥ des deux forces X
& Q, & par conféquent, celle-des quatre forces P,
T, S, Q, fera perpendiculaire fur le milieu de DC,
& repréfenté par DC; elle fera donc égale & di-
re@ement oppofée a la force R; donc toutes ces

forces fe détruiront.

On voit que le raifonnement eft le méme , quels
que foient le nombre & la grandeur des cotes.

Donc en général, les effores qui réfultene dans le

fens horizontal , de la preffion qu’un fluide pefant cxercé
perpendiculairement
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popendiculairement fur la furface d'un corps qui y cff
plongé , [¢ detruifent mutuellement,

315. Tels font les principes qui fervent i déter-
miner les effets de la preffion des fluides fur les vafes
qui les renferment , & fur les corps qu’on y plonge.
Voyons maintenant quelques ufages de ces principes.

Puifque les efforts que le fluide fait dans le fens
horizontal , fe détruifent mutuellement, il ne faut
donc pour conferver un corps dans la pofition qu'on
lut aura donnée dans un fluide, il ne faut, dis-je,
autre chofe, que détruire Peffort vertical de la pref-
fion ; ce qui exige deux chofes: la premi¢re , qu'on
oppofe de haut en bas un effort qui foit égal A celui
que la preffion exerce de bas en haut: la feconde,
que cet effort foit en ligne droite avec celui de la
poufice verticale du fluide, Or la pouflée verticale
du fluide, eft équivalente au poids du volume de
fluide déplacé; donc ff le volume de fluide déplacé,
Pefe plus que le corps plongé, le corps furnagera & s'éfvera
Jufqi'a ce que le volume de fluide correfpondant a la partie
[fubmergée , pdfe autant que le corps entier.

316. Donc, fi lor(qu'un corps furnage, on vient & ajouter
ou 2 Oter a fon poids, un poids quelconque, il senfon-
cera on s'élévera julqu'a ce que I'augmentation ou la dimi-
nution du poids du volume de fluide déplacé, foit devenue
tgale @ ce nouveau poids. Si ce poids qu'on ajoute, ou
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quon retranche , eft petit, eu égard & celui du volume de
fluide a&uellement déplacé, la quantité I X ( fig. 98) dont
gabaiflera ou sélévera la coupe AB, fera d'antant plus
petite que ce poids fera plus petit, & qu'en méme temps
la coupe AB fera plus grande. On pourra donc , lorfgue
ce poids fera petit, & que la coupe A B fera grande, re-
garder 4B & ab, comme égales, & évaluer le volume
nouvellement déplacé, par la furface repréfentée par 4B,
multipliée par { K ; ceft-a-dire, par AB X IK, Donc i
p eft le poids d'an pied cube de fluide, p X AB X IK
fera le poids de ce volume, 4B X IK étant évalué en
pieds cubes. Ainfi, fi P eft le poids qu'on ajoute, ou qu'on
vetranche, on aura p X AB X IK = P; d'out l'on tire

T = - RPA 5 5 Ceft-a-dire, pour un ponton,, par exemple,

que pour [avoir combicn une certaine augmentation faite 4 la
charge , fait enfoncer le ponton , il faut divifer la valeur P de
cette augmentation, par la furface de la coupe faite 2 fleur
deau, eftimée en pieds quarrés, & multipli¢e. par le poids
d'un pied cube d'eau.

317. Le poids d’un corps reftant le méme , on peut
&tendre fon volume 2 volonté. 1l n’y a donc pasde
matiére fi pefante qu'on ne puifle faire furnager.

318. Puifque , lorfqu'on diminue le poids d'un corps fans
rien changer a fon volume , il doit s'élever avec un effort
qui ne peut étre contrebalancé que par un poids égal a celui
quon a &té; il senfuit donc, quon peut employer ntile=
ment la pouffée verticale de l'eau pour élever des fardeaux;
par exemple , pour tirer des piéces d'artillerie du fond de la
mer ou des riviéres ou elles feroient envafées, en Ies attachant @
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quelques bateaux que 'on aura d'abord chargés de corps pefans ,
oud'eau , & qu'on vide enfuite.

319- En général, fi P eft la pefanteur fpécifique
dun corps qui furnage, ou ce que peferoit un pied
cube , par exemple, de ce corps, s'il étoit d’'une
maticre uniforme ; ¥ fon volume ; p la pefanteur
fpecifique du fluide; « le volume de la partie fub-
mergce : le poids de ce corps fera P X # ou PV;
celui du volume de fluide fera px; on aura donc
PV = pu ; équation qui donne z == EP—V; d’ott 'on
voit que le poids P# du corps reftant le méme,
la partie fubmergée fera toujours d’autant plus pe-
fite , que la pefanteur fpécifique du fluide fera plus
grande,

LY

320. Cette meme équationdonne ¥ : z 12 p : P;
deft-a-dire, que le volume du corps, & celui de
la partie fubmergée font en raifon inverfe de la pe-
fanteur fpécifique du corps, & de celle du fluide.

j21. Ceft fur ce principe que font conftruits certains
arométres ou péfe-liqueurs. Ce font des infirumens qui par
la quaniité dont ils senfoncent ou fe relévent dans cer-
taines liqueurs , font connoiwre la pefanteur {pécifique de
ces liqueurs.

Pour en donner une idée, concevons que le cylindfe
Geux AB CD (fig. 99) lefté dans fa partie inférieure D¢
dvec une matiére pefante quelconque, afin de lui faire
Sonferver une fiyation verticale, foit plongé dans un

B, )
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fluide, & qu'il sarréte de lui - méme lorfqu'il eft enfoncé
de la quantité ED. Alors on eft sir (312) que le volume
de fluide dont EDCF occupe la place, péfe autant que
le corps entier ADCB. Donc fi on connoit le poids ab-
folu du corps ADCB, on a le poids d'un volume de
fluide égal au cylindre £DCF. Donc fi on évalue la fo-
lidité ou le volume EDCF en pouces cubes, par exemple,
& le poids de ADCB en onces; en divifant le poids de
ADCB par le nombre des pouces cubes de EDCF, e
quotient exprimera ce que péfe un pouce cube du fluide

dont il s'agit.

Ayant ainfi déterminé la pefanteur fpécifique dun fluide,
on détermine enfuite celle des autres, beaucoup plus promp-
tement, en partant toujours des mémes principes.

Concevons quayant divifé le coté 4D en pluficurs par
ties égales, on ait marqué le point E ou le cylindre sau-
réte dans le fluide qui a fervi  la premiére expérience.
Alors fi en plongeant le cylindre dans un autre fluide , il
senfonce de la quantité De plus grande ou plus petite que
DE, on en conclura que le nouveau fluide eft, au con=
traire , {pécifiquement moins pefant ou plus pefant que le
premier, dans le rapport de De i DE; ceft-a-dire (320)
que la pefanteur fpécifique du premier fluide eft & celle du
fecond, comme De : DE ; enforte que comparant les
nombres de parties de D A4 que comprennent DE & D¢y
on aura le rapport des pefanteurs {pécifiques des deux li=
queurs ; ou bien encore, i ayant marqué au point E b
pefanteur fpécifique du fluide auquel on veut comparer tous
les autres, on fe propofe de marquer aux différens points ¢
les pefanteurs {pécifiques des liqueurs dans lefquelles laréo-
métre plongeroit jufqu'en ¢; on divifera le nombre des
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parties égales de D E par le nombre des parties égales de De,
& mulapliant le quotient par la pefanteur {pécifique qui
corre!'iaond au point E, on aura celle qui correfpond au
point ¢ ; ceft-a-dire, le nombre quiil faut écrire en ¢ pour
marquer la pefanteur fpécifique du fluide dans lequel le cy-
lindre s’arréteroit a cette divifion.

Mais i on vouloit comparer les pefanteurs {pécifiques de
fliides peu différens en denfité ; pour pen que le cylindre
eit de largeur, il eft elair que la différence des enfonce=
mens feroit dautant plus petite, que la différence de den-
fité feroit elle- méme plus petite, & que le diamétre du
¢ylindre feroit plus grand. Il faudroit donc alors employer
mn cylindre d'un diaméwre fort petit; mais pour lui con=-
ferver la ftabilité, ou la faculté de fe maintenir dans une
fituation verticale, alors on pourroit I'adapter comme on le
voit ( fig. 100) a un autre cylindre G HIK , left¢ comme
ila été dit ci-deflus.

Au refle, il neft point néceflaire que la partie GHIK
foit cylindrique , non plus que la partie 4 BCD. La partie
GHIK peut avoir la forme que 'on voudra, pourvu qu'elle
procure de la ftabilité; & la partie 4 BCD peut étre prif-
matique de telle figure que I'on voudra d'ailleurs. Il fuffit
quelle foit telle que des parties égales du volume 4B CD
répondent 2 des parties égales de la longueur A C, enforte
quon peut donner a laréométre la figure que l'on voit

(fig. 101).

On peut varier & l'infini la conftruttion & la forme de
¢es inftrumens , en partant toujours des mémes principes.

Mais aprés ce que nous venons de dire, nous ne ferons
mention que de laréométre repréfenté (fig. 101). Le pré-
cédent eft deftiné 3 marquer les pefanteurs fpécifiques des
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liquenrs par fes différens enfoncemens; celui-ci les détera

mine par un enfoncement conftant.

ABCD eft une efpéce de bouteille de verre crenfe, &
long col, lefiée dans fa partie inférieure € avec un pen
de mercure. L'extrémite 4 porte un baflin deftiné 3 rece-
voir différens petits poids. £ eft une marque qui défigne le
point ol s'arréte I'aréométre par fon poids feul dans la li
queur la moins pefante.

Si on plonge cet aréométre dans une autre liqueur plus
pefante, il s'-lévera, & ne pourra étre ramené au méme
enfoncement qu'en ajoutant des poids dans le baffin 4. La
quantit¢ de ces poids qu'on ajoute, fait connoitre la diffé-
rence de pefanteur fpécifique entre le fluide aluel & le
premier ; ainfi connoiffant la pefanteur fpécifique du pre-
mier, on a celle de tout autre.

322. Si le corps péfe plus qu'un pareil volume
de fluide ; alors il doit s'enfoncer, & ne peut étre
retenu que par une force ¢gale a Pexces de fon poids
fur celui ’'un pareil volume de fluide. Or fi nous
repréfentons toujours par p & P les pefanteurs
fpécifiques du fluide & du corps ; & par 7, le
volume du corps, nous aurons P# — p¥ pour
Pexcés du poids du corps fur celui d’un pareil
volume de fluide. Donc fi on congoit que ce corps
foit retenu, a l'aide d’'un fil ; au fléau d’une balance,
comme on le voit (fig. 102 ) , & que P’ {oit le poids
avec lequel il peut étre en équilibre ; on aura P/ =

PV — p¥, dou l'on tire § =I—J£P~'};—P’. Or PV
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eft le poids du corps dans Vair, & P’ fon poids lorf
qu'il eft plong¢ dans le fluide; donc connoiffant le poids
d'un corps dans U'airy & fon poids dans un fluide , or
aura aifément le rapport des pefanteurs [pécifiques de ce
dernier fluide & du corps , en divifant la difference de

¢es dexx poids, par le poids du corps dans Lair,

Par exemple, fi un corps péfe 6 onces dans l'air, & §
onces dans l'eau, je divife la différence 1, par 6, & le
quotient £, me fait voir que la pefanteur {pécifique du corps,
eft i celle du fluide, comme 6 eft & 1.

L’air, comme fluide pefant, diminue aufli une
partie du poids des corps; enforte que le poids quils
ont dans Iair, n'eft pas leur poids réel. Mais comme
Pair eft un fluide fort rare, & dont la pefanteur {pé-
cifique n’eft quenviron la 850° partie de celle de Peau,
on peut fe difpenfer davoir égard a la diminution
quil occafionne.

323. Si Uon congoit quion plonge le méme corps
que ci-deffus, dans un autre fluide dont la pefanteur
fpécifique foit ', & que P” foit le poids avec lequel
il peut alors étre en équilibre ; de méme quon a eu
Pl — PV — pV, onaura P = PV — p'V; or
ces deux équations donnent p ¥ = PV — P, &

p'V = PV — P" ; donc divifant cette derniére , par

i ! PV — P"
la précédente, on aura ";- = 7 —prs doit, con=

noiffant le poids P 7 d'un corps dans l'air , fon poids
X 4

if
I

l
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P" dans un fluide, & fon poids P' dans un autre
. ’ . . ! .

fluide, on déterminera facilement %, ceft-a-dire, le

rapport des pefanteurs fpécifiques des deux fluides,

Ceft d’apres ces principes que I'on peut conf-
truire une Table des pefanteurs fpécifiques des dif-
férens corps tant folides que fluides, On en trouvera
une a la fin de ce volume.

324. Suivant ce que nous venons de voir, la pe-
fanteur fpécifique multipliée par le volume , donne le
poids abfolu d’un corps. Mais la denfité multipliée par
le volume donne la maffe (160), qui (171 ) eft pro-
portionnelle au poids. Donc la pefanteur {pécifique
multipliée par le volume, eft proportionnelle 3 la
denfité multipliée par le volume; donc Z pefanteur
Jpécifique des corps efl proportionnelle a leur denfité.

325. Revenons aux corps qui furnagent. Pour l
qu’un corps puiffe refter en équilibre fur un fluide,, il

faut, ainfi que nous I'avons vu (315 ), que fon poids
total foit égal & celui du volume de fluide déplacé.
Mais cette condition ne fuffit pas. I/ faut encore, que
la ligne qui paffe par le centre de gravité du corps plongé,
& par le centre de gravité du volume de la partie fubmergées
Joit verticale,

Car la pefanteur du corps, & la pouflée du fluide s'exer=
¢ant chacune fuivant nne ligne verticale, dont la premiére:
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paffe par le centre de gravité du corps, & la feconde, par
le centre de gravité du volume déplacé, ne peuvent érre
diretement oppofées ( comme il faut qu'elles le foient pour
Péquilibre ) , qu'autant que ces deux verticales fe confon-
dront, '

326. Ainfi, pour déterminer fi un corps A/CEDB
(fig. 103) d’une forme & d’une mati¢re connues , peut
demeurer en équilibre fur un fluide, dans une pofi-
tion qu'on a deflein de lui donner; il faut mener un
plan horizontal C.D qui {épare une partie CE D dont
le volume foit au volume total 4 E B, comme la pe~
fanteur fpécifique du corps eft a celle du fluide: &
ayant déterminé le centre de gravit¢ G de 4EB;
& celui G' de CE D, fi la ligne GG eft perpendi=
culaire au plan CD, I'équilibre aura lieu,

327. Nous fuppofons dans ce que nous difons ici,
que le corps 4 E B eft homogene; Ceft-a-dire, que
la matiére qui compofe fon poids eft toute de méme
efpéce, & quelle eft uniformément répandue dans
tout l'efpace qu'occupe le volume total. Sil n’en
€toit pas ainfi, on commenceroit par calculer la va-
leur d’un volume de fluide, égal en poids, au poids
total de 4 EB, & l'on feroit CED égal a ce vo-
lume , CD étant horizontale; ce qui fe réduit a
une queftion de pure Géométrie, dont les principes
donnés jufqu'ici, peuvent fournir la folution,

i
SCDLYON 1 ||




330 CovRs

328. Ceft encore une autre queftion que 'on peut
réfoudre a laide des mémes principes, que celle de
déterminer les différentes pofitions dans lefquelles un
corps peut refter en équilibre fur un fluide ; maig
comme nous n’avons aucune application effentielle
A faire ni de P'une ni de lautre de ces deux quef-
tions, nous ne nous en Occuperons pas.

329. Le corps CED (fig. 104) étant aétuelle=
ment en équilibre fur un fluide dont 4 B eft la fur
face : G étant le centre de gravité de ce corps; G’
celui de la partie fubmergée 4 EB; fi Pon congoit
que Pon incline infiniment peu le corps, enforte que
aE b devienne la partie fubmergée , dont G" foit
le centre de gravité. Ce corps reviendra a fa pre~
micre pofition, fi la verticale G/M qui convient &
cette feconde pofition, rencontre la verticale G'M
qui convient & la premitre , au-deflus du centre de
gravité G du corps. Au contraire il verfera tout-2-
fait, fi le point M eft au-deflous de G, comme
en M.

En effet, la direion G M qu'aura alors la pouflée
de P'eaw, & qui fera verticale, ne paffant point par
le. centre de gravité G, tend (290) & imprimer au
corps deux mouvemens, I'un pour élever le centre
de gravité, & qui eft détruit par le poids du corps;
Pautre qui tend A le faire tourner autour du centre de
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gravité G, Or il eft facile de voir que fi le point G
eft au-deflous de M, ce mouvement de rotation au-
tour de G, tend A fe faire de 4 vers C, & par con=
féquent a ramener G’ dans la verticale altuelle G"M.
Au contraire, fi M eft au-deflous de G, comme en
M'; le mouvement de rotation autour de G, tend
A fe faire de C vers 4, & par conféquent ne peut
qu'éloigner G’ de G" ; c'eft-a-dire, tend A faire ren-
verfer le corps.

Donc pour que le corps puiffe revenir a fa fituation
primitive, il faut que G’M foit plus grande que G'G.

Le point M eft ce quon appelle le Métacentre ;
parce que c’eft la limite de la hauteur a laquelle peut
étre placé le centre de gravité G, pour que le corps
flottant ne foit pas renverfé par une petite incli-
naifon ; car pour peu que G fit au-deflus du point
M, le corps fe renverferoit.

330. Les fluides ¢laftiques ont de commun avec
les fluides fans reffort , qu’abftraltion faite de la
pefanteur , la preffion fe communique également dans
tous les fens. Mais ils different de ces derniers, en
ce que fi aprés avoir appliqué a la furface 4 B
( fig. 105) dun fluide fans reflort, une preflion
quelconque P, qui agiffe fur un fond mobile 4 B,

on vient & fupprimer fubitement ce poids P, le
fluide n'agira pas contre le fond 4 B. Au lieu que
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dans les fluides 3 reffort , fi aprés que la preffion P
aura amené le fond 4 B dans la fituation quelconque
ab, on vient & fupprimer cette preflion , le fond a5
fera repouflé de 4 vers B avec la méme force qui
Tavoit amené de Benb.

Quoi qu’il en foit, la maniére dont la preffion
fe diftribuera, fera toujours la méme que pour les
fluides fans reflort; c'eft-a-dire , qu'elle agira per-
pendiculairement aux furfaces ; & que dans les
fluides élaftiques pefans, & qui ne font comprimés
que par Padtion de leur pefanteur, les efforts dela
preffion fur les parois des vafes, ou fur la furface
“des corps plongés dans ces fluides; ces efforts,
dis-je , eftimés dans le fens horizontal , fe détrui-
ront mutuellement ; 8 dans le fens vertical, ils -
fe réduiront A un feul dont la dire@tion paffera par
le centre de gravité du volume fur lequel le fluide
agit,

331. Quant 2 la valeur abfolue de la preffion fur
une furface quelconque, en vertu de la pefanteur
feule du fluide élaftique; il n’eft pas douteux que fur
les furfaces horizontales , elle ne foit ( toutes chofes
d’ailleurs égales) proportionnelle aux furfaces fur
lefquelles elle s'exerce. Mais elle ne fe mefure pas,
comme dans les autres fluides, par le poids du
prifme ou du cylindre qui auroit pour bafe cette
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furface ; & pour hauteur , la diftance de cette fur-
face jufqua la furface fupérieure du fluide.

En effet, fi un fluide élaftique eft tel que fans fa
pefanteur, il puiffe occuper Pefpace 4 EFB( fig. 106) ;
lorfqu’on le fuppofera pefant, il eft vifible que les
tranches de ce fluide, les plus proches du fond E 7,
chargées de leur propre poids, & de celui des tranches
fupéricures , feront plus comprimées que celles-ci;
que par conféquent , fi on congoit deux tranches
de méme hauteur , I'une preés du fond E F ; Pautre
a quelque diftance de ce fond, la maticre de la pre-
miére fera plus denfe que celle de la feconde, &
pefera par conféquent davantage. Ainfi les tranches
de méme hauteur, chargeant le fond EF, dautant
moins qu’elles en font plus éloignées , la preffion fur
le fond EF doit Seftimer, non-feulement par la gran-
deur de ce fond , & par le nombre des tranches
contenues de D en F , mais encore par la pefanteur
fpécifique de chaque tranche, laquelle eft différente
d’un endroit & l'autre. Enforte que fi 'on repréfente
par x la diftance F Q d’une tranche quelconque, au
fond E F ; par dx la hauteur infiniment petite de cette
tranche , & par D la pefanteur fpécifique , ou la

denfité de cette méme tranche; Ddx fera le poids
d’'un filet de cette tranche; & fon aétion fur EF,
fera E F xX D d x ; donc 'action de toutes les tranches,
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ou la preffion fur EF fera EF[Ddx; Ceft-3-dire,
qu'il faudra prendre lintégrale de Ddx, & la mul-
tiplier par{EF. 1l faudra donc connoitre la valeur
de D en x , Ceft-A-dire,, fuivant quelle loi les denfités
varient, 3 mefure que les tranches font plus ¢loi-
gnces du fond EF.

Quand on aura déterminé la preffion fur une fur-
face horizontale , il fera aifé de déterminer la preflion
fur toute autre furface, en partageant cette furface
en parties infiniment petites ; chacune de ces parties
pourra étre regardée comme preflée autant que fi
elle étoit horizontale.

332. De tous les fluides élaftiques, I'air eft celui
qui nous intérefle le plus : c’eft pourquoi nous allons
nous arréter A en confidérer les principales propriétés;
celles, dumoins, qui ont le plus de rapport a notre
objet.

333+ Lair ¢ff pefant. Ceft un fait conftaté par un
grand nombre d’expériences. En voici quelques-unes.

Si 'on prend un tube de verre (fig. 107) d’environ 30
pouces , fermé hermétiquement par I'une A de fes extré-
mités, & que par le bout ouvert on introduife du mercure
dans toute la capacité: fi I'on vient a renverfer & plonger
le bout ouvert B, dans un vafe ot il y ait aufli du mer-
cure 3 le mercure contenu dans le tube, defcendra jufqu’a
ce que la colomne reftante foit d'environ 27 pouces &
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demi (*), & compter de la furface du mercure dans le
vafe.

Voici comment cette expérience prouve la pefanteur de
Tair. La colonne de mercure contenue dans € B exerce au
point B une preflion fur le mercure inférieur qui ne peut
éwre contrebalancé que par un effort égal agiffant en fens
contraire. Or le mercure contenu dans le vafe ou le tube
eft plongé, n’agit contre cette colonne, qu'a raifon de la
diftance de fa furface fupérieure jufqu'a 'ouverture B il
ne peut donc contrebalancer. On ne peut donc chercher
ailleurs l'effort néceffaire, que dans le fluide qui repofe fur
tous les points de la furface fupérieure du mercure contenu
dans le vafe ; c’eft-a-dire, qu'on doit la chercher dans lair;
donc c’eft I'air qui par fon poids fait équilibre 2 la colonne
B € de mercure,

Voici, diilleurs, un autre fait qui nous fera utile & qui
vient a Pappui. Si c’eft lair qui foutient la colonne BC;
il faut, i nous employons un fluide moins pefant que le
mercure , que la hauteur i laquelle ce fluide reftera fufpendu,
foit plus grande que B C, & cela (302) dans le rapport
inverfe des pefanteurs {pécifiques de ces deux fluides. Or
on fait que Iean péfe 14 fois moins que le mercure. Il faut
donc que fi 'on emploie de I'eau’ au lieu de mercure, elle
puifle étre foutenue par l'air, jufqu'a la hauteur de 14 fois
27 pouces & demi, c'eft-a~dire , jufqu'a 32 pieds environ.

(*) Cette quantité varie felon | méme niveau que Paris. Nous
Pétat de l'air, & la hauteur du | fuppofons de plus, que le mer-
lieu o1 fe fait 'expérience : nous | cure contenu dans le tube , @ été
fuppofons ici, que c'eit lorfque | purgé d'air : ce n'eft pas ici le
l'air eft dans un état moyen , | lieu d'en expofer les moyens,
& que I'on eft, & peu prés, au
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Ceft en effet, ce que lexpérience confirme. Car on fait que
fi par le moyen d'un pifton on veut élever I'eau dans un
feul corps de pompe, au-dela de 32 pieds, I'ean s'arréte
conflamment 4 ce terme i trés-peu prés, On ne peut donc
douter que air ne foit pefant, & que par cette raifon, il
ne prefle la furface des corps, autant que le feroit une co-
lonne d’ean dont la bafe feroit égale a cette furface, &
dont la hauteur feroit de 32 pieds environ.

Ceft cette preffion qui appliquée 2 tous les corps, & par
conféquent i la furface de leau; oblige Peau de monter
dans les pompes, lorfqu'en tirant le pifton on fait un vide
entre le pifton & l'eau dans laquelle plonge la pompe. Mais
pour avoir des idées plus diftinctes fur la maniére dont I'eau
géléve dans les pompes, il faut examiner une autre pros

priété de lair. Ceft fon élaflicité.

334. L'air ¢ft compreffible ; il eft élaftique: & les volumes
auxquels il peut ére réduit par la compreffion , font fenfiblement,
en raifon inverfe des poids dont il eft chargé.

Ceft un fait établi par Pexpérience fuivante.

Dans un tube de verre recourbé ABC ( fig. 108), dont
la branche A B foit an moins de 30 ou 40 pouces, & dont
la branche B C foit par-tout de méme diamétre, & fermée
hermétiquement en C; faites couler du mercure jufqua ce
que la capacit¢ B la plus baffe du tube foit remplie; &
ayant appliqué ce tube fur une planche graduée, obfervez
quel eft le nombre de divifions compris entre B & C. Je
fuppefe ici que ce foit 8 pouces. Verfez du mercure dans
la_branche A B, jufqu’a ce que Pexcés de la hauteur du

mercure dans 4 B, fur celle du mercure qui entrera dans
BC,
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BC, foit de 27 pouces & demi environ. L'air qui occue=
poit d'abord toute la partie BC n'en occupera plus que la
moiti¢. Si vous continuez de verfer du mercure dans la Hi
branche 4 B, jufqu'a ce que la différence des hauteurs du 1
mercure dans les deux branches, foit de deux fois 27 pouces ;l
& demi, ou environ ; l'air reftant dans B C n'occupera plus .
que le tiers de BC; il n’occupera que le quare, fi la dif= ‘
férence des hauteurs eft de trois fois 27 pouces & demi ou i
environ; & ainfi de fuite.

Cette expérience fait voir que air fe comprime r|
2 mefure qu'on le charge, & quiil fe comprime, b
a trés-peu prés , proportionnellement aux poids. 1

En effet, lorfqu'il n'y avoit du mercure que dans la ca= ]
pacitz inférieure B, l'air contenu dans B C, étant de méme
nature que celui qui éroit dans 4 B, étoit chargé de tou i
le poids de I'air qui répond verticalement 4 l'ouverture du
tube. Il étoit donc chargé par un poids équivalent 3 une ‘
colonne de mercure de 27 pouces & demi environ. Puis
donc qu'en ajoutant encore une, deux, trois, &c. preflions l
femblables , il fe réduit, felon ce que nous venons de dire, |
a des efpaces deux fois, trois fois, quatre fois moindres que ‘
BC, il fe comprime donc, dans le rapport des poids qui |
le chargent. |
I
|

Quant au reffort de Pair; par un procédé inverfe
on saffure qu’il a lieu & qu’il augmente & propor-
tion de la compreffion , ou qu’il diminue & proportion
que la compreflion diminue. 5:Hi

Car fi Pon retire du mercure de dedans la branche 4 B, H
on verra lair reprendre de I'étendue dans la branche CB, Ijlil
Mécanique, I Pardie, *Y f

i

il
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& en reprendre d'autant plus, quon diminuera plus la pref-
fion: Iair eft donc non-feulement compreffible ; mais dans
quelque ¢état de compreflion qu'on le mette, il tend 3 fe
rérablir & A occuper un efpace plus grand, & tel que lorf-
que le poids qui le comprime diminue, Iefpace dans lequel
Tair fe répand, eft 2 celui auquel il étoit réduit, comme le
poids dont il ¢étoit chargé dans ce dernier cas, eft a celui
dont il eft chargé aftucllement.

335. Lir que nous appelons naturel ou libre,
ft donc dans une compreffion habituelle, & telle’
que ¢l venoit & perdre tout-a-coup fa pefanteur,
il tendroit A s'écarter de toutes parts avec une force
telle que la partie d'air renfermée dans un efpace
comme A BC (fig. 108) ne pourroit &rre retenue,
quen appliquant' & Pouverture 4 une force cgale
au poids d’une colonne de mercure qui auroit cette

_ouverture pour bafe , & 27 pouces & demi de

hauteur.

336. D'apres ce que nous avons dit ( 330) fur
la différence entre les fluides élaftiques & les fluides
non élaftiques , on voit donc que l'air renfermé de
toutes parts dans un vafe, fait autant d’effort pour
poufler du dedans au dehors , que l'air environnant
en fait pour pouffer du dehors en dedans: & c’eft-Ia
ce qui fait que les corps ne cédent point A la preffion
confidérable qulils éprouvent , felon ce que nous
avons dit (333 ).
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337. Un tube tel que celui que nous avons d¢-
crit (333 ) (fig. 107) étant appliqué fur une planche
graduce dont les divifions cominencent 2 la ligne de
niveau , ou a la furface du mercure dans le réfer-
voir , eft ce qu'on appelle le barométre 5 parce qu’il
fert & juger de la preflion que Pair exerce fur la
furface des corps, par la hauteur a laquelle le mer-
cure refte fufpendu dans le tube 43,

On voit donc maintenant , pourquoi cet inftrument marque
la méme hauteur dans un endroit fermé, comme dans un
endroit libre, Ceft que T'air renfermé exerce par fon reflort ,
la méme preflion fur le mercure contenu dans le réfervoir,
que s'il agiffoit librement par fon poids,

338. Le mercure ne fe foutient pas conflamment &
la méme hauteur dans un méme lieu. 1l eft, & Paris,
tantot un peu au-defius de 27 pouces 1, tantot un peu
au-deflous : & cela, felon que la compreflion occa-
fionnée ou par le poids, ou parle reflort de lair,
augmente ou diminue. Comme le reflort de I'air
peut augmenter ou diminuer fans que fon poids
total augmente ou diminue, ainfi qu’il peut arriver
par la chaleur ou par le froid , on ne doit pas attri-
buer les variations du mercure dans le barométre ,
uniquement aux changemens du poids de Iair,

Quoi quil en foit, puifque ces changemens an-
fhoncent que Vair eft en état de faire équilibre & une
Y a
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colonne plus ou moins grande de mercure , & par
conféquent 3 une colonne d’eau plus ou moins
grande : il faut en conclure quela plus grande hauteur
3 laquelle on puiffe élever I'eau par le moyen d’une
feule pompe , n'eft pas conftamment de 32 pieds;
mais qu'elle varie felon la hauteur du mercure dans

le barometre.

339. Si on porte le barométre, d’'un lieu en un
autre plus élevé ou plus bas, le mercure s'abaiffera
dans le premier cas, & s'élevera dans le fecond,
Parce que la colonne d’air qui appuie fur le réfer-
voir, étant plus courte dans le premier cas, &
plus longue dans le fecond , doit pefer moins dans
le premier cas, & plus dans le fecond ; & par
conféquent ne peut faire équilibre qua une colonae
de mercure plus petite dans le premier cas, & plus
grande dans le fecond. Ainfi, dans le premier cas,
le tube fe videra un peu dans le réfervoir; & dans
le fecond le réfervoir fournira le tube: ceft auffi
ce que Pexpérience a confirmé. Mais il faut obferver
que ces variations ne font fenfibles qu’a des chan-
gemens de hauteurs, de quelques. toifes. On peut
dire , en gros, que 12 toifes de différence de hau-
teur répondent A une ligne de dff¢rence dans le

baromeétre,

Donc les plus grandes hauteurs auxquelles on peut
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élever Peau par le moyen d’une feule pompe ,
varient fuivant les hauteurs auxquelles on eft élevé,
& font proportionnelles & la hauteur du barometre
en ces endroits,

340. Nous avons dit quesI'air fe comprimoit dans la raifon
des poids , 4 trés-pen prés. Quoique lexpérience d'aprés
laquelle nous 'avons prouvé, donne le rapport des poids
pour celui des compreffibilités , & le donne affez .exalte-
ment ; il ne faut pas conclure cependant qu’il en feroit de
méme, quel que fiit le poids dont on chargeat Iair. Il n'eft
pas vraifemblable qu’on puiffe réduire un volume quelconque
d’air, a4 occuper un efpace infiniment petit, en le chargeant
continuellement ; non plus qu’a occuper un efpace infini, en
diminuant f{a preffion a l'infini. Cette extréme compreffibilité,
& cette extréme dilatabilité ne font pas dans la nature. Néan=
moins , lorfqu'il ne s'agit que de hauteurs médiocres, on
peut fuppofer que l'air, 2 différentes hauteurs, eft comprimeé
dans la raifon des poids dont il eft chargé; & par-la, on
peut déterminer a-peu-prés, a quelle hauteur doit fe tenir
le barométre, en vertu du poids feul de l'air, a difféerentes
hauteurs,

En effet, nous avons vu ci-deflus (331) que D étant la
pefanteur fpécifique ou la denfité a une hauteur quelconque ,
la preffion que l'air éprouvéit, ou pouvoit faire éprouver
en cet endroit, étoit [Ddx ; donc fi on appelle 4 la hautenr
du barométre en cet endroit , & fi on reprefente par 1 la denfité
du mercure , on aura [Ddx =k, ou plutét [ — Ddx = h,
parce que x croiffant , A diminue,

D’un autre cdté, puifque I'air eft d’autant plus denfe qu'il
eft plus chargé , fa denfité ou fa pefanteur {pécifique augmente

X3
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comme les poids dont il eft chargé, & par confiquent
fi on appelle H la hauteur du barométre au niveau de la
mer, & p la pefanteur f{pécifique de l'air, & ce méme ni-
DH
veau; on aura H : b 12 p ¢ D; donc h = el donc
H - g : . i
f— Ddx = —}2. Différencions cette équation , en obfer-
HdD
vant que p & H font conftans. On aura — Ddx = ~

d’ou Ion tire 5:-' P42 . donc (100) D = ;x-i—lC.
Mais au niveau de la mer, ceft-a-dire lorfque x = o, on
doit avoir D = p; donc Ip = IC; donc.C = p. Ona

Px

donc JP“—'-———-}~!;J,d’ou1‘on tire [ID—lp = .
—_— Px
D . D TH '
ou / i _”fi'"'ﬂ ou enfin = , ¢ étant le nombre
e
dont le logarithme eft 1 (9o). Onadonc D=pe H _ Repre-

nant donc Péquation [ — Ddx =k, & fubfliant pour D

—px

fa valeur, on aura b= [—pe TH dx; inégrale que (1 22)

= i
Ton trouvera étre He ¥ ; donc enfin b = He 7 oy
Ih = IH — -—, qui donnera la hauteur 4 du baromérre,

3 la hauteur x au-deflus du niveau de la mer, lorfqu’on
connoitra fa hauteur H au viveau de la mer, & la pefanteur
{pécifique p de l'air, a ce_méme niveau,

Pour rendre cette exprc:’ﬁon encore plus commode pour
le calcul, on peut regarder ~—— H comme le logarithme d'un
certain nombre A4; & fuppoler £~ =14, Alors on aura

i H
M:IH-—-!A::Zj,

Mais il faut bien obferver que dans l'équation ... ..»
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lﬁi =14, lorfqu'aprés la fubftitution des valeurs de p, =,

& H, on aura déterminé -P—};-& par conféquent I A4, ce

logarithme eft le logarithme hyperbolique 5 ainfi pour trouver
le nombre A4 par le moyen des Tables ordinaires de loga-
rithmes, il fandra convertir ce logarithme en logarithme
ordinaire, en le multipliant (88 ) par 0,43429448 , &ec.

A Pégard de I'équation A== -_g- » quoique leslogarithmes

qu'elle renferme foient hyperboliques , on peut les confidérer
comme logarithmes ordinaires, parce que fi deux nombres
ont des logarithmes égaux , dans un fyftéme, ils auront encore
des logarithmes égaux dans tout autre fyftéme qui leur fera
commun,

Pour donner quelque application de ce que nous venons
de dire, propofons-nous de trouver quelle doit étre la hau-
teur du barométre au fommet du Pic de Ténériffe ; Ceft-i-dire,
de comparer celle qui réfulteroit du calcul précédent, avec
celle quon y a obfervée,

La hauteur de cette montagne a été trouvée de 13158 pieds
de Paris, ou 157896 pouces au-deflus du niveau de la mer.
Au niveau de la mer, le mercure fe tenoit  vingt-fept pouces
dix lignes ; & an fommet du Pic, il étoit a dix-fept pouces
cinq lignes; c’eft-a-dire , que I'expérience donne £ = 170o- lis,,
Voyens ce que donne le calcul.

La pefanteur (pécifique de I'air eft  peu prés la 850°. partie de
celle de P'eau commune; & la pefanteur fpécifique de celle-ci
eft a peu prés la quatorziéme partie de celle du mercure, On a

1 1

donc, ..-p = Bron s = T1506°
x == 1578g6pe.,
HE22gm4,

Y 4
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2% pyaBphs ., o . lel .
Donc — = e ot = 0,4767153 quieft le logarithme
hyperbolique de ce que nous avons appelé A ; donc multie

pliant par 0,4342945 , nous aurons ©,2070346 pour le
logarithme ordinaire de 4. Doncl% = 1,2375306 ; donc

1h = 1,2375306 , qui dans les Tables ordinaires répond &
17,28. Donc & = 1790, 28 = 17v°: 3U8-5. Or I'obfervation
a donné 17po- §lis ; la différence entre le calcul & I'obfervation
n'eft donc que de 1l 5,

Aurefte , nous ne devons pas diffimuler qu'on ne doit pas re-
garder cette détermination , comme pouvant donner bien exacs
tement la hauteur du barométre, fur-tout i de grandes hauteurs.
1°. Parce qu'ainfi que nous I'avons déji obfervé , I'air ne fe com=
prime pas proportionnellement aux poids , 2 toute diftance,
29, Parce qu'a des diftances un pen confidérables, la pefanteur
diminue. 3°. Parce que la pefanteur fpécifique p de lair , eft
trés-variable. 4°. Parce que les variations qui arrivent dans
les hauteurs du barométre, pouvant dépendre en partie du
reffort de l'air dilaté par la chaleur, ou condenf¢ par le
froid , il faudroit connoitre I'altion de ces caufes, a diffé-
rentes hauteurs. §°. Parce que les vapeurs & autres corps
érrangers dont l'air eft chargé, peuvent encore apporter
beaucoup de modifications a cette détermination.

341. Une autre application que nous pouvons faire des
mémes principes, & qui 2 plus de rapport 2 notre objet,
parce qu'elle eft propre a donner une idée de la réfiftance
que lair oppofe au mouvement des projediles, ainfi que
nous le verrons dans le volume fuivant; c'eft pour déters
miner la denfité de l'air 2 différentes hauteurs.

—r=
Nous avons trouvé ci-deflus }-’-2 = ¢ ¥ pour l'expreffion
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de cette denfité, H étant la hauteur du mercure dans le
barométre au niveau de la mer, ou au point d'ou Fon
compte les x.

Soit a la' hauteur i laquelle séléveroit 'athmofphére fi
fon poids reftant le méme, elle avoit par-tout la méme
denfit¢ p qu'an point d'olt 'on compte les x. On aura
1 X H = pa, 1 marquant toujours la pefanteur fpéci-
fique du mercure, Subftituant pour H fa valeur pa, om

- —l

D = , =3
aura donc R & par conféquent D = pe“ ,

A Dlégard de la quantité a, clle dépend du rapport de
la pefanteur fpécifique de I'air a celle de I'eau, dans le lieu
dont il sagit ; par exemple, fi'la pefanteur fpécifique de
Pair eft 4 celle de I'eau ;% 1 & 850, ainfi que cela a lien
dans les températures moyennes, & i des élévations pen
confidérables au-deflus du niveau de la mer; alors lair eft
capable , par fa pefanteur moyenne, de faire équilibre 2
une colonne d’eau de 32 pieds de hauteur ; ainfi la hau=
teur a fera = 850 X 32pi. = 27200P%,

Ainfi fi 'on demande quelle feroit, dans ces mémes
fuppofitions , la denfit¢ 2 la hauteur de 1000 pieds, on

- 1000 - 10 - 10

“aT200 D s v
'.:pc”’,ou?:e“,&parcon-

s D = pe "™

féquent log. g = __;:29. Il faut donc connoitre le nombre
. . ; . e 10 . .
qui a pour logarithme hyperbolique C e celui qui a
pour logarithme ordinaire % X 0,4342045 3 Ceft-d=
!
dire , le nombre qui dans les Tables ordinaires répond 4
: § : D
— 0,0159593 ; c'eft 0,964 a peu prés ; donc = 0,964 ;
donc D :p it 1 0,964 ::1000° 964 % 250 0 241,
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ceft-a-dire , qu'a 1000 pieds de haureur , la denfite eft di-
minuée de &% On trouvera de méme, qu'a la hauteur de-

. . &£ n I 20 3
1000 toifes , la denfité feroit diminu¢e de — a peu pres;

¢eft-a-dire, de prés de i.

342. Aprés ce que nous venons de dire fur le
poids & le reflort de Vair & fur la preflion des
fluides en général, il eft facile d’entendre comment
Peau séleve dans les pompes. '

Il y a trois parties principales & confidérer dans
une pompe. Les tuyaux , les foupapes & les piftons.

Le pifton eft un corps 4BCD de bafe circulaire
(fg. 109 5 110 & 111), qui peut parcourir la capa-
cité intérieure du tuyau quon appelle Corps de
Pompe , & qui le remplit exaltement en la parcourant,
La foupape £ eft deftinée & permettre & a fermer
alternativement le paffage 2 leau. Le corps de
pompe eft le tuyau que parcourt le pifton. FGHK
eft un autre tuyau lié au corps de pompe, & qui-a
fon extrémité inférieure plongée dans Peau dont e
fuppofe que RS eft le niveau. '

Si Pon fuppofe qu'une puiffance P ( fig. 109)
appliquée & latige du pifton, vienne a élever le pifton,
Vair renfermé dans V'efpace DV KHG FC tendra,
par fon reflort , 3 occuper lefpace que le pifton laiffera
libre ; il foulevera la foupape E , pour entrer dans
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le corps de pompe; fon reflort diminuera 3 mefure
quil s’étendra. Il exercera donc fur la furface G H
de I'eau un effort moindre que ne fait l'air naturel,
fur les parties environnantes RG, HS. L'exces de
preflion de la part de l'air extérieur, fera donc mon-
ter de 'eau dans le tuyau G K a une certaine hauteur
HN, jufqu’a ce que le poids de cette colonne,
joint au reffort de lair reftant, foit égal au poids
de l'air extérieur. Alors la foupape E fe fermant
d’elle-méme , fi I'on baiffe le pifton , l'air contenu
entre le pifton & la bafe T # du corps de pompe,
augmentera de reflort & mefure qu'on baiffera ; il
fera effort contre la bafe du pifton, & s’¢chappera,
fi fon reflort étant devenu plus grand que celui de
lair extérieur, le pifton eft en méme temps percé
dun trou recouvert d’'une foupape L, qui pmffe
souvrir & fe fermer comme la premicre.

Cet air une fois forti, la foupape L retombe, &
fi 'on recommence & lever le pifton , I'eau s'élevera
dans FGHK , a une plus grande hauteur, par la
méme raifon que ci-devant, enforte qu'aprés un
certain nombre de coups de pifton, elle gagnera le
corps de pompe, oit ¢tant une fois entrée, elle
paffera A chaque abaiflement du pifton, a travers
le trou dont il eft percé, en levant la foupape , qui
fe fermant enfuite par fon propre poids, retiendra
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au-deflus d’elle, Yeau qui aura paflé,, & que P'on
élevera en méme temps que le pifton. Tel eft le jeu
de la Pompe afpirante.

Quant 3 la Pompe foulante, voici fes effets. Lorf-
quon fait defcendre le pifton PCD (fig.110) que
je fuppofe , ici , placé au-deflous du niveau de P'ean
RS, il fe fait un vide entre la foupape E qui eft
alors fermée, & la bafe du pifton. Le poids de
Teau agiffant conjointement avec celui de lair exté-
rieur contre la foupape L, fait paffer I'eau dans le
corps de pompe. Lorfque l'eau cefle d’entrer, la
foupape L fe ferme. Alors fi Pon remonte le pifton,
il chaffe devant lui P'eau qui eft entrée; force la
foupape E de fe lever, & introduit I'eau dans la
partie T¥ ¥ X. Le pifton une fois élevé, la foupape
E fe ferme, & retient I’eau, jufqu’a ce que, par
une nouvelle opération femblable a la premicre , on
en faffe paffer de nouvelle, qui s¢leve dans T# ¥ X
a proportion du nombre de coups de pifton. Quelque-
fois le pifton eft placé au-deflus du niveau de I'eau,
mais dans toute difpofition cela s’explique d’une ma-
ni¢re analogue. Tel eft le jeu de la pompe foulante.

La pompe afpirante & foulante eft ainfi nommée,
parce quelle réunit les effets des deux autres. Le
pifton 4 BCD (fig. 111) s'élevant, fait entrer I'ean
dans Tefpace CDTV O par le moyen du tuyau
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FGHK , comme dans la pompe afpirante. Puis,
lorfqu’il sabaiffe, il foule l'eau contenue dans cet
efpace , léquel!e ne pouvant échapper par la fou-
pape £ qui fe ferme d’elle-méme, léve la foupape
L, & pafle dans le tuyau MO m~n. On peut varier
beaucoup la conftruction & la difpofition des par-
ties des pompes ; mais leurs effets s’expliqueront
toujours facilement , par ceux que nous venons
d’expofer.

343. Voyons maintenant les propriétés fondamen-
tales de ces machines.

Par le moyen de la pompe foulante , on peut
elever I'eau a telle hauteur que I'on veut, pourvu
qwon y emploie une force fuffifante. Mais eftima-
tion de cette force exige plus d’une confidération.
Il faut avoir égard aux dimenfions du pifton & des
tuyaux ; a la hauteur a laquelle on veut élever Peau ;
a la vitefle avec laquelle on veut Iélever.' Nous
n’examinerons point ici cette queftion. Quant a pré-
fent, nous no;ts bornerons a quelques-uns des élémens
qui peuvent fervir a la réfoudre.

Il eft conftant que la puiffance néceflaire , pour
élever Peau & une hauteur propofée, doit du moins
étre capable de faire équilibre A la preffion que la

bafe du pifton éprouveroit, fi lorfquune lame de
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fluide a atteint la hauteur propofée, le tout de=
meuroit en équilibre. Ceft cette preflion que nous

allons évaluer ici

En général, la puiffance doit Etre au moins ca=
pable de foutenir le poids d'une colonne d’eau qui
auroit pour bafe celle du pifton, & pour hauteur
la diftance depuis le niveau de leau RS (fig. 1i0)
julfqua la lame fupérieure XY,

En effet, lorfque la bafe DC du pifon eft au-
deffous du niveau de Peau RS; il eft vifible que
la puiffance n'a point a foutenir la preffion de Peau
comprife entre RS & DC, parce que cette pref-
fion eft contre-balancée par celle de I'eau environ=
nante qui fe tranfmet par 'ouverture inférieure du
corps de pompe. La puiffance na donc 2 foutenir
que la preffion qu'exerce {ur la furface DC, le fluide
compris entre RS & X7¥. Or cette preflion doit
Seftimer par celle d’un feul filet qui auroit pour
hauteur la diftance de RS & XY, doit , dis-je,
Seftimer par la prefion de ce filet, répétce autant
de fois qu'il y a de points dans DC; elle eft donc
en effet, égale au poids d'une colonne d’eau , qui
auroit pour bafe DC, & dont la hauteur feroit
celle de XY au-deffus du niveau de 'eau.

Lor{que le pifton eft au-defius du niveau fuppofé
en R'S': il eft évident que Peau contenue entre DC
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& R'S' ne charge point le pifton. Mais comme elle
ne peut, alors, étre foutenue que par la preffion
que lair extérieur exerce fur la furface de V’eau en-
vironnante , cette preflion de lair n'eft donc plus
capable de faire équilibre & Ia preffion de celui qui
agit A la furface XY, Par conféquent la furface DC
~ du pifton eft furchargée d’un poids équivalent A la
colonne d’eau qui aurcit D C pour bafe, & dont
la hauteur feroit égale A la diftance de DC A R'S.
Cette preflion jointe & celle qulexerce fur DC,
leau contenue entre DC & XY, & qui a pour
valeur le poids d’'une colonne d’eau qui auroit DC
pour bafe , & dont la hauteur feroit égale A la
diftance de DC a XY, fait donc encore le poids
dune colonne d’eau qui auroit D C pour bafe, &
dont la hauteur feroit celle de XY au-deflus du ni-
veau RS’ de leau.

344. A Pégard de la pompe afpirante; pour juger
de fon effet, il ne fuffit pas d’évaluer la puiffance ;
il faut examiner, avant tout, fi I'eau pourra par-
venir jufquau pifton, & méme s'¢lever au-deflus;
car il y a des circonftances ol I'eau peut s'arr¢ter 3 un

certain terme, quelque nombre de coups de pifton_

que P'on donne.

Pour comprendre ceci, imaginons que P'eau foit
déjd parvenue en I (fig. 109), la fituation altuelle
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du pifton étant la plus baffe quil puiffe avoir ; &
fuppofons , pour plus de fimplicité , que la pompe
eft d’une groffeur uniforme par-tout. Il eft clair que
Tair compris dans lefpace CDIZ eft de méme force,
de méme reflort que l'air extérieur (du moins, abf=
traftion faite du poids de la foupape L, & de la ré-
Giftance de fon frottement). Car s'il avoit plus de
reffort , il s’échapperoit en levant cette foupape. Con=
cevons maintenant que le jeu du pifton , ou I'étendue
qu’il parcourt a chaque levée, foit D O. Lorfque la
bafe CD fera arrivée en QO, lair qui occupoit
Vefpace CDIZ, tend 2 fe répandre dans l'efpace
QO1IZ; & fi leau ne monte pas davantage, il sy
répandra en effet. Alors fon reflort fera moindre que
celui de Pair naturel, dans le rapport de CDIZ a
QOIZ, ou dans le rapport de DI a O Donc
G cette force de reffort , jointe au poids de la co=
lonne d’eau, qui auroit pour hauteur la diftance de
ZIA RS, fait un poids égal A 32 pieds d'eau en
hauteur , qui eft Peffort que Tair peut exercer fur
la furface de Peau en RS, il eft clair quil y aura
équilibre , & que I'eau ne montera plus; fi ce poids
eft plus grand que 32 pieds , elle retombera avant
que la foupape E puiffe-fe fermer , & 7l eft plus
petit que 32 pieds , 'eau continuera de monter.

Voyons donc comment on peut déterminer ce

poids.

Nommoens
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Nommons 4 la hauteur depuis le point O jufqu’au niveau
RS; ile jen du pifton, ou lefpace DO quil parcourt;
x la diftance O1. Nous aurons D] = x — i, & la hau<
teur du point I fera £ — x,

Puifque l'air renfermé dans CDIZ, a le méme reflore
que lair extérieur; fa force peut donc étre mefurée par
une: colonne d'eau de 32 pieds en hauteur ; ainfi puifque
celle de cet air répandu dans lefpace QO1Z, doit érre
moindre, dans le rapport de DI 3 01, cette force fera le
quatriéme terme de cette proportion x : x — ; S e

e—tv. =0 (: = i). Mais la force que I'ean comprife entre Z I

& RS, exerce contre la preffion extérieure de Pair, eft
mefurée par la hauteur 4 — x; donc celle du reffort de
Pair répandu dans I'efpace QOIZ, jointe i celle du poids
de I'eau comprife depuis 1Z jufqu'en RS, forme un poids
total de 3—2—"—(?‘:1-52 + £ — x. Or pour que I'eau puiffe
toujours monter, il faut que ce poids foit moindre que celui
d'une colonne d'ean de 32 pieds; donc fi I'on nomme y,
ce dont il eft moindre, on aura E—(—%—'—’) th—x=

32 — y; d'out lon tire — 32/ 4 fx — xx = — xy3

& par conféquent x = ikt+iygmv [(& - y)z — 325].

2

Pour que I'eau sarréte, il eft clair quil faut que y foit
2éro. Et comme on a alors x = L4 == V(shk — 32¢),
dont les deux valeurs font réelles, fi 4k eft plus grand
que 327; on peut donc dire que Za?fgue le quarré de la moitié
de la plus grande hauteur de la bafe du pifton , au-deffits du ni=
veau de I'eau , eft plus grand que 32 fois l jeu du pifton , il
Y @ toujours deux points ok l'eau peut s’arréter dans la pompe

&fpirante. Enforte que la pompe doit étre réputée mauvaife ;
Mecanique, I, Partie, *Z
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fi le pifton,, lorfquil eft le plus bas , fe trouve entre ces deux

points.

Mais fi 327 eft plus grand que $h%, les deux valeurs
de x que I'on a en fuppofant y = 0, deviennent imagi-
naires ; ce qui annonce que dans une pompe confiruite {ui-
vant cette condition, il eft impoffible que y foit zéro; donc
la preffion de lair extérieur fera tonjours plus forte, &
Peau ne s'arrétera point. Donc, pour que la pompe afpirante
produife infailliblement fon effet, il faur que le quarré de la
moitié de la plus grande hauteur du piflon au-deffus du niveau
de P'ean, foit plus petit que 32 fois le jew du pifton.

Si de léquation — 32i + hx — xx 3 — xy, que
nous avons trouvée ci-deflus, on tire la valeur de y, on

N ___xa:-—hx+3‘.'.£
S 3 S ety

Concevons maintenant que 4 B (fig. 112 & 113) repré=
fentant la plus grande hauteur du pifton au-deflus du ni-
veau de Peau, & A D le jen du pifion, on donne fuccef-
fivement 3 x, pour valeurs, les différentes parties 4 P de
la ligne 4 B, & que I'on porte fur les perpendiculaires P M,
les valeurs de y qui réfulteront de ces fubflitutions ; on
aura une courbe MMC, qui (fig. n2) tant que §hhk fera
plus grand que 32i, coupera A B en denx points I & I';
enforte quil y aura des ordonnées P M, de part & d'autre
de AB; les ordonnées qui font a la dreite, marquant les
valeurs pofitives de y ; & celles qui font 4 la gauche , mar-

_quant les valeurs négatives.

On voit donc que tant que 344 eft plus grand que 321,
i la preffion de l'air extérieur eft toujours la plus forte juf=
qu'a ce que P'eau ait atteint la hauteur BI/, Qu'a ce point
elle sarrétera ( abftraltion faite du mouvement acquis ) »
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parce que la valeur de y eft zéro. Mais fi Peay par fon
mouvement acquis, pafle la hauteur B 1/, Parvient a quel-
que point entre I & IV, elle ne pourra s’y arréter, mais
elle defcendra (en fuppofant que la foupape ne s’y oppofe
Pas), parce que la valeur de ¥ étant négative , marque que
la preffion de lair extérieur eft plus foible que les effores
réunis de Pean & du reflort de I'air intérieur. Si Pair atteine
la hauteur du point 7, elle pourra s’y arréter par la méme
raifon que ci-deffus, Mais fi elle pafle une fois le point 7,
alors il 'y a plus & craindre quelle defcende, parce que
les ordonnées P M comprifes entre 4 & I étant toutes po-
fitives, font voir que la preflion de l'air extérieur eft tou-
jours la plus forte, depuis la hauteur du point I jufqu'a
celle du point A4.

Lorfqu'au contraire la valenr de 3hk eft plus petite que
327 (fig. u3), la courbe ne coupe plus 'axe 4B ; toutes
les ordonnées P M font pofitives ; la preffion de Iair extéa
rieur eft donc tonjours la plus forte. Il n'y a donc pas d'arrét
a craindre. Ce qui confirme & éclaircit €€ que nous avons
dit ci-defluss,

345+ Sila pompe afpirante étoit établie A une haue
teur ou a une profondeur fenfiblement différente de
celle & laquelle le poids de Tair eft équivalent 3 une
colonine d’eau de 32 pieds; il faudroit , dans tout ce
Que nous venons de dire, mettre moins ou plus de
32 pieds. Ce moins ou plus peut fe déterminer par
le baromeétre , en comprant autant de fois 14 lignes
de plus ou de moins 3 Pégard de 32 pieds, que
le mercure marquera de lignes au-deflus, ou au=

deflous de 27 pouces & demi.
Z2
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Dans le calcul précédent, nous avons regardé la pompe,

comme fi elle étoit d’une groffeur uniforme ; lorfqu’elle ne

Veft .point, comme dans la figure 109, la {olution neft pas
plus difficile pour cela. Pour calculer leffort de l'air inté-
rieur , lorfqu'on fuppofe que P'eau n'eft pas encore dans le
corps de pompe XV'; lorfqu'elle eft en MN par exemple,
il faut fairecette proportion: Tefpace QQVNMTQ
CDVNMTC :: 32P fontaun quatri¢me terme qui etant
joint au poids de la colonne d’eau qui a pour hauteur NH,
doit enfuite étre égalé a 32 — y, comme ci-deflus, Au
furplus, quand le tuyau dafpiration FG eft d'un diametre
plus petit-que le corps de pompe, fi la condition que nous
avons exigée ci-deffus a lieu, la pompe ne peut manquer
davoir fon effet; car lair fe dilate encore plus facilement
dans celle-ci, que fi elle étoit d'une groffeur uniforme.

346. Quant 2 Peffort dont la puiffance doit étre ca-
pable, pour {outenir Teau a une hauteur détermince
XY (fig.109); il fe mefure , ainfi que nous 'avons
vu pour la pompe foulante, par le poids d’une colonne
deau, qui auroit pour bafe, la bafe D€ du pifton,
& pour hauteur celle de X ¥ au-deffus du niveau RS,
( Nous faifons sbtra@tion du frottement & du poids
du pifton). Cela fe démontre par un raifonnement
{omblable 2 celui que nous avons employé pour la
pompe foulante , lorfque le pifton eft au-deffus du
niveau de Teau R'S' (figo 110)

347. La pefanteur & le reffort de Pair , fervent

3 expliquer beaucoup d’autres faits : nous nous bor=
nerons & en rapporter quelques-uns.
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Si dans un vafe ou il y a de l'eau, ou tout antre fluide,
on plonge (fig. 114) la branche la plus courte d’un tube
recourbé DEF (qu'on appelle fiphon ); & qu'on afpire,
en fucant ou autrement , I'air contenu dans ce fiphon , I'ean
montera & fortira par F jufqu’a ce que, dans le vafe, elle

foit, defcendue a Iouverture D.

La raifon de ce fait, eft que lorfqu'on a fait fortir air
renfermé dans D EF, la preffion de lair extérieur agit fur
la furface 4B, force le fluide de monter dans le fiphon
& de s'écouler par la branche E F. Et quoique lorfque I'écou-
lement eft commencé, air prefle le fluide, au point F,
avec une force égale, a trés-peu prés, i celle qui prefle la
furface de I'eau dans le vafe; néanmoins la lame F eft
preffée en fens contraire, par toute la colonne d’eau IF:
cette colonne doit donc tomber : mais en tombant elle tend
a faire un vide en I qui ne peut manquer d'étre rempli par
Padtion , toujours préfente, de la preflion de l'air fur la fur-
face de I'eau dans le vafe,

On voit par ce raifonnement , que pendant I'écoulement,
Pair n'agit qu'avec un effort proportionnel 2 la différence 1 F
de niveau, entre F & la furface de I'ean dans le vafe; en-
forte que I'écoulement fera d’autant plus prompt , que les
deux branches du fiphon différeront davantage : ainfi fi F
& D étoient de niveau, I'éconlement n'auroit pas lieu. On
dit communément que la branche EF doit éwre plus longue
que la branche E D ; mais on voit qu'en s'exprimant ainfi ,
on doit entendre que la hauteur verticale de E an-deflus de
F, doit éire plus grande que celle de E au-deffus de D, La
longueur abfolue n'y fait rien. On pourroit rendre D E beau-
coup plus longue que E F, en contournant D E de diverfes
mani¢res; tant que le point D fera plus haut que F, le

Z3
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fluide s'écoulera jufqu’a ce quil foit arrivé en D, pourva
que la hautenr de E au-deffus de D ne paffe pas 32 pieds.

348. Lorfqu'en appliquant les I¢vres a P'ouverture d'un
flacon, on afpire la liqueur qui y eft contenue; les lévres s'ap-
> I Y p
pliquent fortement fur les bords de ouverture ; & on a d'autant
plus de peine 2 les dégager, quon a afpiré plus fortement,

Ceeft qu'en afpirant une partie de lair contenu dans le
flacon, on diminue le reflort de l'air reftant, a proportion
de ce quion en diminue la quantité, il n'eft donc plus en
état d'oppofer du dedans au dehors , une preflion égale 2
celle que l'air extérienr exerce du dehors au dedans. Cette
différence peut aller jufqu’a faire caffer le flacon, fur-tout
sl eft plat.

349. Par une raifon femblable, on explique pourquoiona
de la peine a ouvrir un foufflet lorfqu’on en bouche I'ouver~
ture. Ceft qulen écartant les panneaux, Iair intérieur fe ré
pand dans un plus grand efpace, & diminue de reflort 3
proportion: Iair extérieur prefle donc plus du dehors an
dedans, que lair intérieur ne prefle du dedans au dehors,

Al
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TABLE DEs PESANTEURS SPECIFIQUES
des Matiéres qui font le plus d'ufage.

AVERTISSEMENT.

L ES nombres qui correfpondent a chaque efpdce de
matiére dans la Table fuivante , marquent le rapport du
poids d’un volume quelconque de cette matidre , @ un pareil
volume d’ean de pluie ; & celui-ci efl repréfenté par unité.
Le poids d'un pied cube d'eau de pluic o ¢ff de 70" ; ainfi
pour conclure de cete Table le poids en livres , d’un pied
cube d’une autre matitre quelconque , on multiplicra par7o,

le nombre qui , dans cette Table , correfpond & cette matitres

Par exemple , le nombre qui répond au mercure , eft
13,593 5 i fignifie que le mercure péfe 13 fois & 322 s de
fois autant que Ueau. Multipliant 13,593 par 70, on aura
951", § 1 ou a peu prés 9§ 1"+ pour le poids d’un pied

cube de mercure,

PESANTEURS SPECIFIQUES de quelques Corps

Sfolides,
Acier flexible ou non trempé.......... o 73038,
o e e e PR B e M 'y 75704
IR B e S R S SR T 1,714.
Antimoine d’Allemagne ............... 4,000,
Rhtimoibe de Hofgrie: I ... il 4,700.
Qe hlene. i s o NpaTE. 35500,
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Argent de coupelle. s oo vvvenniiant oo ¢ TTINNTE,
ArgllE., . o oovnvennabes cedevenaidnene 1,929,
Boisd’Aulne....ccceenvnnnn B 0,530.
deBuis........ SRS RS NP e 1,030,
de Blelil . v i e nid e s 1,030,
GeCedre . e R e 0,613. |
de Chlngivert., fiuaivvie dsnaivnsvere 1,143, 5
deChénefeti. .itviivnsnivninnnse 0,857. 1
FEbMe ik e iR SIS 1,177. !
MR o S R AR . 0,755e -'
gy R R R
de Gayac..... A g eakle le B 50 6 1,337
dedlfere i iiccyiuas BB S 0,854.
de Noyer ....... i el Ehaienal 0,600.
dOrme. ....... T T Ta A T T . 0,600.
BAIREE + 5 n oo oo 86 5ihun s maths Sib 0 ot 0,543.
T o R AR e con 0,550
BOTAX o5 0660050008, 0,500 810 WA o 1,720
BriqUes ccooossnsorseseos PGS 1,857
e A A S R oh. . TnGlild
CHIBoR e TEIFE. oo o s ssssisaesnss'ss 1,240,
Cinabre naturel.......cc000000 BILE T 7,300 .
Cinabre artificiel. . oo vvevennnnes casens L Bsn00 :'
Cirejaune. .....ie.. S R vv 0,995
CAtl 06 BOPUE. o254 i o ¢ i s dat ouns s 1,840,
CornedeCerf. covveeveervonnaes PR IJ
Cuivre jaune...... A O T A T 7,829. b
Chiivre 1ouge. v ovvreransocns ESPRER SR . 7
BERMIBNIT . o o5 50 5.0i0n's 8000000 8000 ndwis
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Etain allié I’Angleterre. ........u..... o1 SRR
Ferfondu. . i v, i g e R ¥ i 4 b 75114,
Ber_Torge . . ovolens Ey e e ey it 8,286.
Gomme arabiqUe e vvvessesssninnss 1,375
BVORTE % o vaiibs 05650 e e R e 6 e 1,825.
T R e e 6,000,
Litarge d’argent ........ PR SRIG N . 2 I T
Manganéze......... Shnd i crvivees 3,530,
Marbre. ....... ks o S e b 2,700.
BECTRIER [ ., oot sviension P SRR S e L 13,593.
T A G R SR 1,900.
Nitre réduit en fel ﬁxe par le fen. . sioin 2,745
Or d’Effai ou de Coupelle............ 19,640.
perre calannnaite. s s i ov v oo v v snsv s §,000,
hématite ou fanguine.......... v+ 4,360,
A fufil, opadue ey, « v ¢ 7 ¢ Sy st 2,542
a fufil, tranfparente............ s, L0481,
ae Lale, . oL R A ¥ ag s’ € W V71
de Saint-Leu.,....... REERYL AN e L6430
1B T SR AT Tt b0t B 5 1,228,
U TR VR p R LI L 11,828,
i e R R s SRR T 1,150
Pondre de gUerre. o cvessssqs e sesaisies" 10,01 4%
BRSO nIVICI, s 150 b ass 502000500 DEHE 1,000,
el Gemme . . ovvioads § 45 Vi da e e A 2,143,
ONMre Wik . oo ot sigboainsecs o o B TR STt 2,000,
BOUFTe COMMUN < 4 2 vraaiveavsastesiiode » 1,800.
Prtdengnis, .. B, oo venoonis o o TyTER
e blanc: «vvoviencsi R R T

Witriol d'Angleterre o oo geeeesseireses 12,880
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PESANTEURS [pécifiques de quelques Fluides.

R S PRy coes 000k T
Eandepluie.....ccovcecescncsns conie, . JoO0OK
N e e e s igie v veis T0 OIS
el AVACTE (irasaie v wroretikerarbrone ivere M PR TR ORI
de mer....oouu. o S dio et o sver 2 THOF 08 ;
gégale . oo s i it s e e TaaA |
OEIE o 2 2 b SN S TSN ST A -1,300. '
Efprit denitre...... g g By N e
B s ey o N B oo s s . 1,610 |
deSel'matin..oce covonss SR B i
deTartre . ...ooeivenossne P P
de Térébenthine..... d e A re & 0,874.
devin, re&ifié....ccoevues P %, R
de Vitriol s e e ci v et v oves o8 o SRETON
Huillede Lin.......c..c0. U hin s ek yioic 70593 e
BRINVE 5 s v avs s 5o amm asspial OV
de Térébenthine .. .o vsss sessss. 05792 |
Vinde Bourgogne. .« coeua b i L nd s O O
Vinaigrede Vin. . cocvvvannnnns e LT [
Vinaigre diftillé ......... WWARRRL NS «s 1,030.

FIN de la premidre Parties
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TABLE
ES CMAT A LERES

PriNciPES DE Carcur qui fervent d'introduiion
aux Sciences Phyfico-mathémariques.

hTo TIONS préliminaires ,
page 1.

Ce qu'on doit entendre par
Elémens , Variations , on
accroiflemens  infiniment
petits des quantités, p, 2.

Ce que I'on entend par quan-
tités infiniment petites, ou
infinies; & de la fubor-
dination qu'on doit mettre
entre ces quantités, dans
le calcul, p. 3—9.

Elimens
du Calcul differentiel,

Ce qu'on entend par Diffi-
rence, Differentielle, & la
maniére d’indiquer la dif-
férentielle d'une quantité ,
p. 10.

Comment on trouve la dif-
férenticlle d'une quantité
dont toutes les parties font
fimples ou linéaires, S

Régle pour différencier un
produit dont tous les fac-
teurs font inégaux, p, 12,

l

Régle pour différencier les
puiffances , p. 14.

Applications de ces régles 4
ladifférentiation de plu-
fieurs fortes de quantités,
p. 15—17.

Des différences, fecondes ,
troifiemes , &c. p. 17.
Comment on indique ces dif-

ferences, Ibid,

Comment on les détermine ,
p. 18,

Remarque fur Je figne quon
doit donner aux différen-
ticlles des quantités qui
décroiffent , par rappert
au figne de celles qui
croiffent, p. 21.

Des différenticlles de Sinus
& Cofinus ; ce que ceft,
& comment on les trouve,
p. 22.

Des différentielles Logarith-
miques, p. 29.

Reégle pour trouver la diffé-
renticlle du Logarithme
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dune quantité quelcon-
que, p. 28.

Des différentielles des quan-
tités exponentielles, p. 30.

Application des Régles

!’
P écedentes

1.° Aux Soutangentes , Tan-
gentes, Soufnormales, &c.
des Lignes courbes , p. 31.

2.2 Aux limites des lignes
courbes, & en général aux
limites des quantités, &
aux queftions de Maximis
& Minimis , p. 40.

3.° Aux Rayons de Cour-
bure , ou de la Déve-
loppée , p. 6o.

Elémens
du Calcul intégral.

Quel eft 'objet de ce calcul ,
p. 65.

Ce qu'on entend par fon&ion
d’une quantité , p. 66.

Comment on‘indique linté-
grale d'une quantité, Ibid,

Régle fondamentale pour in-
tégrer les différentielles
monomes a une feule va-
riable, p. 67.

Remarque fur la conftante
qu’on doit ajouter a toute
intégrale , p. 68.

Des différentielles com-
plexes dont P'intégration
rentre dans larégle fonda-
mentale, p. 69,

Des différentielles binomes
qui peuvent s'intégrer al-
gebriquement, p. 73.

Application des Régles
précédentes ,

1° A la quadrature des
courbes, p. 8o.

2.0 A la re@ification des
lignes courbes , p. 87.
3.° Aux furfaces courbes,

P 9

4.° A la mefure des foli~
dités , p. 92.

Toifé de I'entonnoir d'une
mine , p. 96.

De l'intégration des quantités
qui renferment des finus &
des cofinus, page 9.

De la maniére d'intégrer par
approximation, & quel-
ques ufages de cette me-
thode, p. 102.

Application a la retification
du cercle , p. 103 & fuiv,

Application a la recherche
des logarithmes , p. 109
& fuiv.

Ufages des approximations
précédentes pour lintégra-
tion des diverfes quantités,
p-119.

De la maniére de ramener
(lorfque cela eft poffible )
Pintégration d'une diffé=
rentielle binome propofée,
a celle d’une autre diffé-

rentielle binome connue 4

P- 130,
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Des Fra&ions rationnelles,
P- 137,

Ce qu'on doit faire pour les
intégrer , lorfque tous les
falteurs du dénominateur
font réels & inégaux ,
p. 138.

Comment on doit procéder
a lintégration , lorfque
quelques-uns des falteurs
du dénominateur font
égaux, p. 139.

Comment on trouve lescoéf-
ciens des fradtions par-
ticlles, dans lefquelles on
doit décompofer la frac-
tion qu’il s'agit d’intégrer
P- 142.

Ce quon doit faire lorfque

le dénominateur a des fac-
teursimaginaires, p. 146.

De quelques transformations
qui peuvent faciliter les
intégrations, p. 150.

De lintégration des quan=-
tités exponentielles , page
153.

De lintégration des quan-
tités 3 deux ou 2 un plus
grand nombre de varia-
bles, p. 155.

Des équations différentielles,
P- 159.

Des quantités & des équa-
tions différentielles des
deuxiéme, troifieme , &c.
ordres, p. 172.

PRINCIPES généraux de la Mécanique.

NOTIONS préliminaires,
page 181.

Ce que Ceft que la Méca-
nique ; définitions du mou-
vement , d'un corps,, d’'une
force ou puiffance , de
Péquilibre , du repos, pp.
181 & 182.

Premiére loi du Mouvement,
pp. 183 & 184.

Du moeuvement uniforme,
ce que ceft, page 183,
Ce que ceft que la vitefle,

Ibid,

Mefure de la viteffe, dans

le mouvement uniforme ,

p. 184,

Mefure de lefpace & du
temps , dans le mouve-
ment uniforme, 185,

De la maniére de comparer
ces trois chofes , I'efpace,
la vitefle & le temps , pour
deux corps mus d'un mou-
vement uniforme, Ibid.

Des forces & de la quantité
de mouvement, page 1 9%,

Ce que I'on entend par la
maffe d'un corps, Ibid,

Mefure de la quantité de
mouvement , p, 187.

Rapports des forces , des
mafles & des vitefles, P-
188,
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